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Resumo

ARCARO, Vinicius Fernando, CONTRIBUICAO AO PROJETO DE COBERTURAS
TRIDIMENSIONAIS, Campinas, Faculdade de Engenharia Mecénica, Universidade
Estadual de Campinas, 1996, 167 pdginas, Tese (doutorado)

Este trabalho considera dois tipos de coberturas tridimensionais: trelica espacial e rede de
cabos, focalizando na formulagdo exata do tratamento teérico de hastes quando sujeitas a
grandes mudangas na geometria. No caso de trelica espacial, apresenta uma heuristica para o
dimensionamento de minimo peso de treligas espaciais constituidas por tubos cilindricos de ago.
A estratégia de minimo peso significa um esfor¢o para minimizar o custo deste tipo de trelica que
¢ bastante comum na prética da engenharia civil. Nos subproblemas de cdlculo de equilibrio, 0
surpreendente desempenho do método quase Newton sem meméria € revelado quando
comparado com os métodos quase Newton e Newton. Uma aplicagdo da heuristica a um caso
real envolvendo milhares de deslocamentos e milhares de barras € apresentado. No caso de rede
de cabos, proporciona um guia realista seguro sobre o comportamento de sistema estruturais
com rede de cabos. A formulagdo matemdtica € especialmente adequada para modelar a etapa de
tensionamento que € geralmente necessdria nas tenso estruturas. Os resultados de um modelo
experimental de rede de cabos tensionados, na forma de um paraboléide hiperbdlico, ancorada
em vigas rigidas retas, séo comparados com os resultados do modelo teérico. Um caso real €
analisado, onde a estrutura é uma rede de cabos de ago, na forma de um parabol6ide hiperbdlico,
ancorada num anel de concreto, cujo eixo projeta uma elipse no plano horizontal.

Palavras Chave
Estruturas de cabo, Tesouras de telhado, Estruturas metélicas, Cabos de ago, Programagéo nao

linear, Coberturas, Tubos.



Abstract

ARCARO, Vinicius Fernando, CONTRIBUICAO AO PROJETO 'DE COBERTURAS
TRIDIMENSIONAIS, Campinas, Faculdade de Engenharia Mecéanica, Universidade
Estadual de Campinas, 1996, 167 pédginas, Tese (doutorado)

This work considers two types of tridimensional roofs: space truss and cable network,
focusing on exact formulation in the theoretical treatment of stems when subjected to large
changes in geometry. In case of space truss, it presents a heuristic to minimum weight design of
space trusses composed of steel cylindrical tubes. The minimum weight strategy means an effort
to minimize the cost of this type of truss, which is very common in the civil engineering practice.
In sub-problems of equilibrium calculation, the surprising performance of the memoryless quasi
Newton method is revealed when compared to the quasi Newton and Newton methods. An
application of the heuristic to a real case encompassing thousands of displacements and thousand
of members is presented. In case of cable network, it provides a sound practical guidance on the
behavior of cable structural systems. The mathematical formulation is specially suited to model
the tensioning stage, which is generally necessary in tension structures. The results from an
experimental model of a tensioned cable network, in the shape of hyperbolic paraboloid,
anchored at straight rigid beams, are compared with the results from the theoretical model. A real
case is analyzed, where the structure is a steel cables network, in the shape of hyperbolic
paraboloid, anchored at a concrete ring beam, whose axis projects an ellipse in the horizontal
plane.

Key Words
Cable networks, Roof trusses, Steel structures, Steel cables, Nonlinear programming, Roofs,
Tubes.
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0. Introducéo

Este trabalho considera dois tipos de coberturas tridimensionais :
trelica espacial e rede de cabos, focalizando na formulacdo exata do
tratamento tedérico de hastes quando sujeitas a grandes mudangas na
geometria. No caso de trelica espacial, apresenta uma heuristica para o
dimensionamento de minimo peso de trelicas espaciais constitufdas por
tubos cilindricos de aco. A estratégia de minimo peso significa um
esforgco para minimizar o custo deste tipo de trelica que & bastante
comum na prdtica da engenharia civil. Nos subproblemas de cdlculo de
equilibric, o surpreendente desempenho do método quase Newton sem
meméria é revelado quando comparado com os métodos quase Newton e
Newton. Uma aplicagdo da heuristica a um caso real envolvendo milhares
de deslocamentos e milhares de barras & apresentado. No caso de rede de
cabos, proporciona um guia realista seguro sobre o comportamento de
sistemas estruturais com rede de cabos. A formulacdo matemdtica &
especialmente adequada para modelar a etapa de tensionamento que é
geralmente necessdria nas tenso estruturas. Os resultados de um modelo
experimental de rede de cabos tensionados, na forma de um paraboléide
hiperbélico, ancorada em vigas rigidas retas, sao comparados com os
resultados do modelo teérico. Um caso real & analisado, onde a estrutura
€ uma rede de cabos de aco, na forma de um paraboléide hiperbdlico,
ancorada num anel de concreto, cujo eixo projeta uma elipse no plano

horizontal.



1. Conceitos Fundamentais E Métodos Basicos

A andlise ndo linear de estruturas apresenta dois problemas
formiddveis. O primeiro problema consiste em formular um modelo
matemdtico que represente de um modo aceitdvel o comportamento da
estrutura. E neste problema que a intuicdo do engenheiro desempenha o
papel principal. O processo de formulagdo de um modelo matemidtico & uma
arte e estd longe de poder ser descrita. O segundo problema é a
resolugdo computacional do modelo matemdtico encontrado. Entretanto, o
processo de resolugdo computacional & uma técnica e pode ser descrito

com facilidade.

Para que a andlise estrutural, entendida como a formulagdo de um
modelo matemdtico e sua posterior resolugdo, tenha melhor probabilidade
de sucesso, convém ressaltar um fato que embora dbvio é muito
negligenciado, ou seja, que a formulagdo de um modelo matemitico
utilizdvel estd restrita pelo conhecimento das possibilidades de
resolugdo computacional deste mesmo modelo. Ou em outras palavras, para
maximizar a probabilidade de sucesso, a arte deve ser amparada pela

técnica.

O principio da minima energia potencial total & sem divida alguma
© conceito operacional mais poderoso para a andlise ndo linear eldstica
de estruturas. De fato, uma vez escrita a energia potencial total, como
funcdo dos deslocamentos nodais da estrutura discretizada, o problema de
eéncontrar as configuracdes de equilibrio desta estrutura & um problema
de programacdo ndo linear, isto &, as configura¢des estdveis sdo
representadas pelos pontos de minimeo local da funcdo energia potencial
total e as configurag¢fes instdveis sdo representadas pelos pontos de

maximo local da funcédo energia potencial total. E convém observar que



mesmo a andlise linear eldstica de estruturas, pode ser pensada comoc um
problema de programag¢do ndo linear, pois neste caso, a funcao energia

potencial total é uma fun¢do quadrdtica.

Entretanto, existem casos da andlise estrutural em que ndo existe
uma fungdo energia potencial total, mas ainda assim uma certa fungdo
pode ser definida de modo que seus pontos de minimo local representem
configura¢des de equilibrio da estrutura. Portanto uma compreensdoc dos
conceitos fundamentais utilizados em programagdoc ndo linear & de enorme
importdncia para a andlise de estruturas, seja esta andlise linear ou

ndo linear, eldstica ou ineldstica.

O propésito deste capitulo & duplo. Em primeiro lugar apresentar
os conceitos fundamentais sobre programacdo ndo linear irrestrita. Em
segundo lugar apresentar os métodos computacionais bdsicos que podem ser
utilizados em andlise ndo linear de estruturas. A ordem de apresentacgdo
dos conceitos sup®e o conhecimento da regra da cadeia para a derivacdo
de fungdes compostas e também a expansdo em série de Taylor para funcgdes

de uma varidvel.

1.1 Os pontos de minimo local de uma fungédo de classe C?

Para que sejam encontrados os pontos de minimo de uma fungdo de
classe CE, a estratégia geral que pode ser adotada é a seguinte : Partir
de um ponto qualquer e caminhar numa dada direcdo e sentido de maneira
que o valor da funcgdo decresga. Encontrar o minimo valor da funcdo nesta
direcdo e sentido, obtendo assim um novo ponto de partida. Prosseguir

deste modo até que um ponto de minimo local seja alcancado.



Para o estabelecimento dos conceitos fundamentais, considere uma

funcdo ndo linear de classe ¢? dada por

n(x): R" —» R

e considere ainda um ponto x pertencente a uma reta gue passa pelo ponto

x’ e tem diregdo dada pelc vetor d, isto é :
x =x"+ ad
Para os pontos x dados pela expressdo anterior pode ser facilmente

observado que m(x) torna-se uma funcdo de apenas uma varidvel, ou seja

mT(X) = wia) .

1.1.1 A derivada primeira

A derivada primeira de m(a) pode ser facilmente obtida pela

utiliza¢do da regra da cadeia, isto &

dn ¢ On dx, i
da B i=1 axj da - i=1

L.
ox,

1.1.2 A derivada segunda

A derivada segunda de m(0) pode ser obtida pela utilizagdo da

regra da cadeia aplicada na expressdo da derivada primeira, isto &

& om
ngi 0,

dth i=1 i o'n
= = E E, N 715
da’ do ia1 o2 Ox,0x, 7




1.1.3 O vetor gradiente e a matriz hessiana

Nas express8es precedentes, para as derivadas primeira e segunda
de m(o), aparecem de modo bastante natural e respectivamente, o

gradiente e a hessiana de m(x). Estas entidades desempenham papel

fundamental na andlise e no estabelecimento dos métodos iterativos para

a solucdo de problemas de programa¢dc ndo linear irrestritos.

O vetor gradiente de m(X), cuja componente & dada por :

on
r

b7 9x,
A matriz hessiana de m(x), cuja componente é dada por :

9°n

Sy = —m——
- 0x.0xX .
1 J

Assim, segue que as derivadas primeira e segunda da funcdo w(o)

podem ser escritas como :

an
— = rd, = r{x)"d
= 2ng
d‘n
= = iisndidj = d"s(x)d
da i=1 j=1

Em andlise ndo linear eldstica de estruturas, os pontos x

representam os deslocamentos nodais da estrutura, a fungdo m(x)
representa a fungdo energia potencial total, o vetor r(x) representa o
vetor residuo, isto &, um vetor em que cada componente representa o
desequilibrio entre forgas agindo num dado né e numa dada direcdo, e a

matriz S(x) representa a matriz de rigidez.



1.1.4 A expansdo em série de Taylor

Como mw(ax) é uma funcdo de apenas uma varidvel, a expansdo em série

de Taylor para fung¢des de uma varidvel é aplicdvel, assim :

2

) = 7(0) + n(0)o + w70) g—l + ...

e utilizando as expressdes anteriores para as derivadas primeira e

segunda de m(o), segue

2
n(x° + ad) = n(x°) + arfx’)'d + g—l ass(x’)d + - - -

1.1.5 A diregdo de descida

A exXpressdo para a expansdo em série de Taylor para m(o) pode ser

colocada na seguinte forma :
0 0 r 0\t o t 0
1r(x +ccd)—1t(x)=0t]-r(x)d+;ds(x)d+---

E conveniente restringir o a somente valores ndo negativos, pois
caminhar com valor de « negativo na direcdo definida por um vetor & o
mesmo que caminhar com valor de « positiveo nesta direcd3oc definida por

um vetor oposto ao primeiro. Portanto, estando o restrito a valores ndo
negativos, o sentido da direcdo definida por um vetor estard implicito

com sendo o sentido do vetor.

o 20



Logo, pode ser facilmente notado que para pequenos valores de q,

existe um intervalo onde o sinal do segundo membro da equac¢do anterior é

dado pelo sinal do termo :
r(xo)td
Supondo que o sinal deste termo seja negativo, isto & :
r(xu)td <0
segue que existe um intervalo para pequenos valores de o onde tem-se :

ae (0,@) = n(x" + ad) < n(x°)

., ou seja, o valor da fungdo decresce. Nesta situagdo a direcdo dada

pelo vetor d é conhecida como uma dire¢do de descida.

1.1.6 A direcgdo de descida pela deflexdo do vetor gradiente

Considere uma matriz definida positiva qualquer dada por A. Uma
direcdo de descida num determinado ponto x°, pode ser construida pela

deflexdo do vetor gradiente da seguinte maneira
d = —Ar{xo)

peois,

r(x°)°d = -r(x°) ar(x°) < 0

E importante observar gue os métodos computacionais bdsicos
utilizados para que sejam encontrados os pontos de minimo local de uma

fungdo ndo linear de classe Cz, diferenciam-se principalmente pela

10



escolha da matriz A empregada. Assim destacam-se as seguintes escolhas

para a matriz A :

A =1 = método do Gradiente

2 = [8(x°) + B(x°)]” = método de Newton

-1
A = dx°)7 = método Quase Newton

No método do Gradiente a escolha para a matriz A é a mais simples

possivel, ou seja, a matriz unidade.

No método de Newton, uma matriz diagonal E pode ser somada a
matriz hessiana S a fim de assegurar que a matriz A seja uma matriz
definida positiva, o que por sua vez, ird garantir uma direcdo de
descida. Convém observar que a literatura sobre andlise ndoc linear de
estruturas estd repleta de variantes do método de Newton que nio

asseguram uma diregdo de descida.

No método Quase Newton, partindo-se da matriz unidade, uma
aproximagdo para a inversa da matriz hessiana é atualizada em cada
iteragdo usando-se somente valores do vetor gradiente. Esta aproximacdo
para a inversa da matriz hessiana é por construgdo uma matriz definida

positiva.

1.1.7 Condigdes suficientes para um ponto de minimo local
Considere w(x) uma funcdo de classe ¢® definida numa regido na

qual o ponto x & um ponto interior, que é o caso irrestrito. Suponha

ainda que :

11



RO R
x'
®

definida positiva

Entdo x & estritamente um ponto de minimo local, pois pela
expansdo em série de Taylor para a funcdo m(x) numa direcdo d qualquer e

em torno do ponto x , pode ser escrito

. : . o’ .
n(x’ + ad) = n(x’) + arx’)'a + o ats(x’)d + ola?)
mas o gradiente no ponto x & um vetor nulo, isto é

r{x') =0

logo segue

2

ax + od) - n(x’) = ‘;— a's(x’)d + ola?)

Pode ser facilmente notado gue, para peguenos valores de 0O e uma
vez que S{x') ¢é uma matriz definida positiva, o sinal do segundo membro

da equagdo acima € positivo. Assim, pode ser escrito

n(x" + ad) > n(x’)

Significando que o ponto x é estritamente um ponto de minimo

local da funcdo m(x).

1.2 Métodos computacionais basicos

Esta segdo tem como finalidade principal apresentar os métodos

computacionais bdsicos que podem ser utilizados para encontrar

12



iterativamente as configuragdes de equilibrio na andlise ndo linear de
estruturas. Também serd apresentado um novo método computacional que
resulta diretamente dos conceitos usados na anilise estrutural, e gque

pode ser pensado como uma extensdo do método Incremental Newton Raphson.

E importante observar que existe uma preocupagdo constante
orientada para certos detalhes da implementacdo em programa de
computador. Merece especial destaque o fato de que todo algoritmo que
eventualmente acompanhe a descricdo de um método foi exaustivamente
testado durante alguns anos tanto em micro computador como também em
estagdo de trabalho. Adicionalmente, alguns algoritmos foram utilizados

em problemas ndoc relacionados com a andlise ndo linear de estruturas.

1.2.1 Busca unidimensional

Como jé& mencionado anteriormente, em quase todos os métodos
computacionais bdsicos existe uma estrutura subjacente comum. Partindo
de um ponto inicial qualquer, determina-se uma direcdo de movimento de
acordo com uma regra fixa, move-se nesta direcdo até um ponto de minimo
da funcdo relativo a esta direcdo. Este ponto de minimo relativeo &
tomado por um novo ponto inicial e o procedimento é repetido até que um
ponto de minimo local da fun¢do seja alcancado. A excegdo fica por conta
dos métodos que ndo utilizam o procedimento de busca unidimensional, por
exemplo Incremental Newton Raphson. Os métodos computacionais bdsicos
diferenciam-se principalmente pela regra que seleciona a diregdo de

movimento.

O procedimento para determinar um ponto de minimo numa dada
direcdo é chamado busca unidimensional. Convém observar que o problema

de encontrar o ponto de minimo de uma funcdo com n varidveis & reduzido

13



a uma sequéncia de problemas de encontrar o ponto de minimo de uma
fungdo com apenas uma varidvel. Assim & f&cil compreender gque a busca
unidimensional forma a ess@ncia dos métodos computacionais bé&sicos em
programagdo ndo linear. O desempenho de gqualquer método, que se utilize
da busca unidimensional, depende fundamentalmente do desempenho da busca

unidimensional.

(o)

SEtguEa Lol LR ]

O problema pode ser colocado como encontrar um ponto de minimo de

m(0) para o maior ou igual a zero. Este ponto, conforme mostra a Figura

1.1, ser& denominado o .

Existem diversos métodos que podem ser usados na busca
unidimensional. Entretanto, do ponto de vista da andlise estrutural,
somente dois merecem destaque, isto é, o método da interpolacdo cibica,
cuja ordem de convergéncia € 2.0, e o método da falsa posigdo, cuja

ordem de convergéncia € 1.618 aproximadamente.
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O método da interpolacgdo cibica pode ser descrito resumidamente da
seguinte maneira : Encontrar um primeiro intervalo (oty , 02) de maneira
que o esteja contido neste intervalo. Interpolar uma funcdo cibica em «
utilizando os pontos limites do intervalo. Isto é conseguido com a ajuda
dos valores ou, m(0h), ®' (01) e Oz, T(02), ®' (0:). Calcular o como sendo o
ponto de minimo da fungdo cibica. Redefinir o intervalo com a ajuda de

0 e do sinal de =’ (o). Prosseguir deste modo até que uma certa exatiddo

seja alcangada. Tomar o uUltimo valor encontrado para o como o valor de

*

.

E importante observar que o método Quase Newton exige que a busca
unidimensional seja suficientemente exata. Tal exatiddo & conseguida

pela utilizagdo do seguinte critério de parada :

In(e)] < —en(0) , €€ [01)

pois, como observado anteriormente, no método Quase Newton a matriz
usada para defletir o vetor gradiente é atualizada em cada iteracdo e a
condigdo acima assegura que esta atualizacdo produza uma matriz definida

positiva, o que por sua vez produzird uma dire¢3o de descida.

E importante adicionar ao critério de parada um contador para
limitar o nimero de interpolag¢des, pois a condigdo expressa acima,
dependendo do valor para g, pode nunca ser satisfeita. Note que a
introdugdo de um limite para o numero de interpola¢des pode produzir
eventualmente uma diregdo gque ndo seja uma direcdo de descida e portanto

a condigdo :

n(0) < 0

deve ser testada logo neo inicio da rotina de busca unidimensional, e

caso ndo seja satisfeita, o programa deve ser interrompido.
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1.2.2 Algoritmo para o minimo da interpolacgdo cubica

Na descrigdo a seguir, a fungdo 0 representa a funcdo sinal. O

valor da fun¢do 6 num escalar o, resulta em

-1 |a < 0
do) = 0 la =
+1 |oo > 0

Convém observar que o algoritmo para encontrar o ponto de minimo
da interpolagdo cibica serd descrito com a introdugdo de algumas
salvaguardas, referéncias [31] e [20], para evitar que o ponto de minimo
da interpolagdo cuibica caia fora do intervalo (o1 , 02). Preocupacdo em

evitar o cancelamento severc também estd presente na descrigdo deste

algoritmo.

<—3(n1 i + ! +
" (aw - a1) 1 ’
Y &« |y

n e il

caso c.(n{ )C(:lt;) resulte

=

comego

se T >%
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entdo vV « 7 1+[1}
v n

2

sendo V ¢« 'y."l + (3-]

Bem-nl +v+vy
se B#0
entdo

comego

se U >0

’ ’
T,

entdo 8 « -
(v+un

sendo 8 « v - p

(n; + )
B

se (B<0) ou(p>1)
entdo B = 0.5
fim

sendo B = 0.5

Vv« o, - Ba, - a,)

fim
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comego
se w, =0

entdo y = q,
sendo y = q,

fim

comego
semn->y
entdo B = 0.5
senao

comego

Bem-—nl +v+v
se B#0
entdo

comego

se L >0
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m

entdo 6 « -
(v+p)

sendo 8 « v-p

(n; + §)
B

se (B < 0) ou (B > 1)
entdo B = 0.5
fim
sendo B = 0.5
fim
v« o, - Bo, -o)
fim

fim

1.2.3 Algoritmo para a busca unidimensional

No algoritmo seguinte, o parametro A representa o limite para o
nimero de interpolacdes. O pardmetro p é usado para assegurar que w(l)
ndo seja muito maior que m(o), o que é conseguido pela diminuicdo da
norma do vetor diregdo. Uma expressdo envolvida pelos simbolos | J

significa o maior inteiro menor ou igual que a expressdo. A funcéo y
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representa o minimo da interpolacdo cdbica. Como regra geral, os

seguintes valores A = 20, P =10, € = 0.1 sd3o recomenddveis.

, — m(x)
T, « d'r(x)

se m; 2 0 ent3do pare

n, « m,
x « x"+4d
T, « m(x)

0 « dl-+|n10

enquanto (&, - n,) > & faca
comego
d ¢« 0.5d
x « x"+4d
T, « 7n(x)

fim
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T, < d'r(x)

enquanto (rc; < 0) e (15 < 11‘1) faca

comeco
T, « =,
X, — 7

o, « a, + o,
x « x° + a,d
T, « n(x)

n, « d'r(x)

fim

o « Yo, n,n,q,n,, 7))

x<—x°+ad

T« 7nlx

'« d'r(x)
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n, ¢« —€m;

1e1

enquanto (( > 7,) ou (n > n,) ou (1> 7)) e (1 < A faca
comego

1L« 1+1

se ' <0

entdo
comego

a, « o

fim
senao

comecgo

T, < =X

fim
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o \P((Il, T, K;: o,, T, TE;)

x «— x° + od

T « 7n(x
T« d'r(x)
fim

1.2.4 Algoritmo alternativo para a busca unidimensional

Um outro método usado para encontrar o ponto de minimo de uma
funcdo com apenas uma varidvel e de interesse para a andlise nido linear
de estruturas é conhecido como o método da falsa posicdo. Este método
pode ser descrito resumidamente como seguinte : Encontrar um primeiro
intervalo (04 , 0O2), usando somente valores de 7' (0t), de maneira que o
esteja contido neste intervalo. Interpolar uma reta para a funcdo n' (o)
utilizando os pontos limites do intervalo. Isto pode ser conseguido com
a ajuda dos valores ., n' (1) e Oz, T’ (02). Calcular ® como sendo a raiz
desta reta. Redefinir o intervalo com a ajuda de @ e do sinal de 7’ (0).
Prosseguir deste modo até que uma certa exatiddo seja alcancada. Tomar o

Ultimo valor encontrado para O como o valor de o .

O interesse no uso do método da falsa posigdo reside no fato deste
método dispensar o cdlculo do valor de m(X), o gue no contexto de
andlise estrutural significa dispensar o cilculo do valor da energia
potencial total. Convém observar que na prédtica ocorrem situacdes onde a
funcdo energia potencial total existe mas ndo se encontra disponivel, e

neste caso o método da falsa posicao pode ser utilizado. As situacdes
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nas quais ndo existe uma funcdo energia potencial total podem ser
tratadas com a estratégia dos quadrados minimos, ou seja, minimizar a

norma euclidiana do vetor resfduo.

x’ « x
m, « d'r(x)

se M, 2 0 entdo pare
0

~

x « x" +d
T, < d'r(x)
enguanto (n:; < 0) faca
comego
X & 7
o, « o, + o0,
X « x° + a,d
n, « d'r(x)

fim
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se (B<0) ou(B>1

entdo B « 0.5

ae—al+B(a2-al)

x « x +o0d

T« d'r(x)

T, « —€m,

1L« 1

enquanto (In1 > 7n°) e 1 < A faca
comego

1 1+1

se ' <0

entdo
comego

o, <« o

1
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senao
comecgo
o, < o

’

T, < T

fim

A

~

A

se (B<0) ou(p>1)
entdo B « 05

a « o + flo, -a)

X & x + ad

'« d'r(x)

fim



1.2.5 Algoritmo geral de um método bésico de descida

No algoritmo descrito a seguir, a direcdo de descida & obtida pela
deflexdo do vetor gradiente por uma matriz A, definida positiva
qualquer. A escolha da matriz A empregada conduz aos diferentes métodos

computacionais utilizados para que sejam encontrados os pontos de minimo
local de uma fun¢3o ndo linear de classe C°. 0 escalar A representa um

limite para o nimero de iteracdes.

X ¢« ponto de partida
1L« 0
enquanto (d(x)]. > EItr(O)"_) e (1 < 1) faca
comego
1l 1+1
d « -Axr(x)
O ¢ busca unidimensional

X &« x+ oad

fim

Observe a semelhanga do critério de parada deste algoritmo
comparado com o critério de parada usado no algoritmo da busca

unidimensional.
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Em andlise estrutural, o critério de parada expresso por :

=Gl < el ).

significa que o méximo desequilibrio nodal & menor ou igual a g vezes o

maximo desequilibrio nodal calculado bara a estrutura na configuragdo
cujos deslocamentos incégnitos sfo iguais a zero, o gue é geralmente a

configuragdo indeformada da estrutura. Com esta interpretacdo é muito

fédcil especificar um valor para £. Um valor € = 0.00001 é usual.

E importante observar que para a configuragdo cujos deslocamentos
incégnitos sdo iguais a zero, o maximo desequilibric nodal é igual a
norma infinito do vetor de forgas aplicado na estrutura. Entretanto no
caso de ndo existir for¢a nodal aplicada, devem existir deslocamentos

conhecidos diferentes de zero impostos para alguns nés, o que resultard

num vetor resfiduo ndo nulo para deslocamentos incégnitos iguais a zero.

Um critério de parada alternativo pode ser estabelecido por
"r(x)"_ <e

. onde o valor de & depende obviamente das unidades utilizadas na

andlise. Neste critério o valor de ¢ estabelece um limite, gue ndo deve

ser ultrapassado, para o mdximo desequilfbrio nodal.

E importante adicionar ao critério de parada um contador para
limitar o nimero de itera¢des, pois a condigdo expressa acima,
dependendo do valor para €, pode nunca ser satisfeita. Também poderia
ser adicionado ao critério de parada uma condicdo envolvendo o valor da
energia potencial total, como por exemplo, interromper as iterac®es caso
o0 decréscimo percentual no valor da energia potencial total, relative a
algumas poucas iterac¢des, ndo ultrapasse um valor limite. Esta dltima

condigdo deve ser usada com cautela para prevenir o desperdicic de tempo

28



de computacdo em problemas que convergem de maneira lenta perto da
solugdo. Convém advertir que em andlise estrutural, o critério de parada
deve garantir o equilibrio, ou seja, garantir que a norma infinita do

vetor residuo seja suficientemente pequena.

Como observagdo final, deve existir uma preocupag¢do constante com
a exatiddo dos resultados. Assim & recomenddvel a utilizagdo de dupla
precisdo nos cdlculos computacionais e principalmente uma escolha de
unidades adequadas, de maneira que os deslocamentos incégnitos estejam
tdo préximos quanto possivel do valor unitdrio. Esta dltima recomendagdo
estd fortemente presente na literatura sobre programagdo ndo linear, por
exemplo referéncias [35], [18] e [5]. A sua inobservancia pode
facilmente conduzir ao fracasso a tentativa de resolugdo de um

determinado problema de andlise estrutural.

1.2.6 O método do gradiente

Neste método, a diregdo de busca é dada pela direcdo oposta ao
vetor gradiente. Apesar desta diregdo ser a direcdo de m&ximo
decrescimento da fungdo, acredita-se que sua utilidade esteja limitada

para valores de x longe da solucdo.

1.2.7 0 método de Newton

Primeiramente serd mostrada uma motivagdo para a definigdo do

método de Newton. Posteriormente as duas falhas encontradas nesta

primeira abordagem serdo eliminadas.
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Considerando a expans3o em série de Taylor para m(0t) em torno de

zero, e fazendo x = X  + od, pode ser escrito :
) = wl) + o) b - ) + = (x = ) ) - )

que é simplesmente a expansdo em série de Taylor para m{x) em torno do
ponto x°. Tomando o segundo membro da expressdo acima como uma
aproximacdo aceitdvel para m(x), entdo o ponto de minimo da aproximacdo

de m(x) pode ser usado como uma aproximacdo para o ponto de minimo de

n(x), assim :

x = x° - ox°)7"Hx%)

Observe que x' & o ponto de minimo da aproximagdo para m(x) se e
somente se a matriz S(x°) for definida poesitiva. O ponto x' pode ser
tomado como um novo ponto X' e prosseguindo desta maneira & provdvel que
possa ser obtida uma aproximagdo cada vez melhor para o ponto de minimo
de m(x). E fdcil aceitar que a convergéncia do processo descrito acima
possa ser demonstrada tomando-se um ponto de partida suficientemente

préximo da solucdo.

Note que a expressdo para o ponto de minimo da aproximacdo de m(x)

pode ser colocada na forma :

x' = x" +oad

com o igual ao valor unitdrio e diregdo de busca determinada pela

resolugdc do seguinte sistema de equac¢®es lineares :
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Assim pode ser facilmente verificado qQue se a matriz S(x°) ndo for
definida positiva, a dire¢do de busca obtida pela resolugdo do sistema
de equag¢des lineares acima pode ndo ser uma direcdo de descida, e

portanto uma primeira providéncia & assegurar uma diregdo de descida

nesta situacgdo. Uma segunda providéncia é assegurar um passo o de modo
que a fungdo m(x) decresg¢a, pois mesmo tendo assegurado uma direcdo de
descida, nada garante que um passo a de valor unitdrio diminua o valor

de m(x).

A primeira falha pode ser eliminada pela soma de uma matriz
diagonal & matriz s(x’) de modo a garantir que a matriz resultante seja
definida positiva, referéncia [17]. Assim a direcdo de busca deve ser

determinada pela resolucdo de :

[S(xc) + E!]d = -r{xo)

onde a matriz diagonal E & determinada de maneira a garantir ndo sé que
a matriz resultante seja suficientemente definida positiva, mas também
que a decomposigdo de Cheolesky da matriz resultante seja suficientemente

estdvel.

A segunda falha pode ser eliminada pela simples utilizacdo da
rotina de busca unidimensional na direcdo de descida que é estabelecida

pela eliminagdo da primeira falha.

Pode ser facilmente adicionada, na implementacdo em programa de
computador do método de Newton, a possibilidade de diferenciar um ponto
de minimo local de um ponto de sela, e neste dltimo caso prosseguir na
busca por um minimo local usando uma diregcdo de curvatura negativa.
Convém esclarecer ainda, que um ponto de sela representa um ponto de

equilibrio instdvel nos conceitos da andlise estrutural.
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1.2.8 A modificagdo na decomposigdo de Cholesky

A modificagdo descrita a seguir & muito semelhante aoc método

cléssico, isto & :

A = DL

+ eXceto que os elementos da matriz diagonal D s&o modificados para
serem maiores ou iguais a um certo valor positivo o e tornarem o médulo

de cada um dos elementos fora da diagonal da matriz

L = LD

menor ou igual a um certo valor B. A modificacdo & obtida pela soma de
uma matriz diagonal E & matriz A. Caso a matriz A seja suficientemente

definida positiva, a matriz E ser& uma matriz nula.

3]
DL = A +E = Y, 1,d,1, = a, + e,
k=1

mas

Ly =0 | <3
1, =1

logo

j—1
Elikdkkljk + 1,4 = a;; + ey

k=1

definindo

pode ser escrito
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= Wiyt oey
Wi i ;
_]_:"—'—'l>]
d,,

Considerando gn como a precisdo relativa da mdquina, ou seja o
menor numero positivo que somado com a unidade resulta num nidmero maior
do que a unidade, o valor 0. deve ser escolhido como seguinte :

o = maxe,, [al.¢,}

A imposigdo da seguinte condicdo :

dy; 2 wyy

significa que cada um dos elementos da matriz diagonal E & maior ou

igual a zero.

Pela imposigdo da seguinte condicdo :

2
> wi] : P
djj 2 BZ | 1 > 3
segue gue :

|1Ud§;2| S B | d>4
significando que o médulo de cada um dos elementos fora da diagonal de

L = Lp'®
€ menor ou igual ac valor PB.
Portanto a escolha do valor dj; deve ser determinada por :

2
w

3 . ;
d;; = max a,wj“'ip—!l > 3
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0 valor P deve ser escolhido de modo que para uma matriz A

suficientemente definida positiva, a matriz diagonal E seja uma matriz

nula.

mas
dee >0 = 15d,, €a, | k €5

Pela imposig¢do da seguinte condigdo :

B° 2 maxffa,,[}

segue
Lido <P 1| k<i=p,ap<spi ks

Idealmente P deveria ser escolhido de modo a minimizar a norma
infinito da matriz diagonal E. Entretanto, seré estabelecido um limite
superior para a norma infinito da matriz diagonal E e um valor B seréd

determinado de modo a minimizar este limite superior.

2
; Wiy

—ey; = Wy, -—maxa,wjj,E'-ll > Jf =

2

W
= Ieﬁl < LﬂjJ + 0+ maxi— i > J

1
B2
mas

i—1
Wiy = &y — Xlikdkkljk
k=1

34



]1. d. £ P

117°1)

segue

wij, < ’aij, + (n - P’

definindo

ﬁ — max”aﬁ” | i >3

ajjl}

pode ser escrito

¥ = max{

[£ + (n - DB’
32

max{|ejj|} <yY+m-p +o+

O segundo membro da expressdo acima € uma funcdo convexa em B cujo

ponto de minimo é dado por

§

B =

portanto a escolha do valor B deve ser determinada por

F/

§

B2 = ma Em.Y.m

No algoritmo seguinte, a parte triangular inferior da matriz L,

com excegdo dos elementos da diagonal, e os elementos da diagonal da
matriz D sdo armazenados na matriz A. O valor m € a norma infinite da

matriz diagonal E.
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neo
para j « 1 até n faca
comego
O « a,;
para k « 1 até (j - 1) faca
cComego

O « ay

W« - a,0
fim

13

para i « (j + 1) até n faca
comego
G « ay

para k « 1 até (j - 1) faca 0 « 0 - ajay

a;y €« O
o
g 'Ez"
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se 0 > a;

entdo a;; < O
fim

se o > ay

entdo a;. < o

1]

entdo NMeéeay,—o

fim

1.2.9 O método quase Newton

A estratégia subjacente neste método & usar uma aproximag¢do para a
inversa da hessiana no lugar da verdadeira inversa que é requerida no
método de Newton. O método Quase Newton assume que a utilizacdo da
matriz hessiana é impraticdvel, ou porque seu cdlculo requer um esforgo

computacional excessivo, ou mesmo porque suas componentes ndo estdo

disponiveis.

E importante ressaltar que no método dos elementos finitos, que é
o0 método usual para a discretizacdo de estruturas, tanto as componentes
do vetor resfiduo gquanto as componentes da matriz de rigidez sdoc obtidos
pela soma de valores provenientes de cada elemento. Estes valores sio
geralmente obtidos pela integracdo numérica de expressdes sobre o volume

do elemento na configuracdo indeformada. Portanto, a simples obtencdoc do
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vetor resfiduo ou da matriz de rigidez num determinado ponto do espaco de

deslocamentos, é um processo demorado do ponto de vista computacional.

No método Quase Newton uma aproxXimacgdo para a inversa da matriz
hessiana é construida pela atualizagdo de uma primeira aproximacdo. A
utilizacdo deste método na andlise n3o linear de estruturas é muito
atraente pois dispensa a trabalhosa obtencdo de expressdes para as
componentes da matriz de rigidez, embora grande parte deste trabalho
possa ser realizada de maneira automdtica por programas de computador

que efetuam a derivagdo analitica de funcdes mateméticas.

Esta aproximagdo para a inversa da matriz hessiana é por
construcdo uma matriz definida positiva e uma atualizacd@o, conhecida

como atualizagdo BFGS, estd descrita no algoritmo seguinte, referéncia
[35]. O fator de escala Yy estd associado com uma estratégia para manter

0 bom condicionamento desta matriz.

Note que deve ser adicionado ao critério de parada, um contador
para limitar o nimero de iteracdes. Como regra geral, o m&dximo numero de

iteragdes permitidas deve ser igual a 10 vezes o nimero de incégnitas.
No algoritmo seguinte, o escalar A representa um limite para o numero de

iteragdes.

X ¢ ponto de partida

A %= T
d « -r{x)
i = O

enquanto (]fr(x)"_ > E) e (1 < A faca
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comeco

1< 1+4+1

P « x

q « r(x)

0 < busca unidimensional
X ¢« x+ ad

Pt X~p

q « rix) - g

{ vetor BFGS }

. (@29 p _ aq
p'q (q,_Aq)u:z

{ fator de escala }

p'g
Y« ——

a Aq

’ Agg'A ¥
A« |a-=1 4—vv‘}y+ E?-
a Aq Ppa

d « -ar(x)

fim
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1.2.10 O método quase Newton sem memdria

No método Quase Newton Sem Meméria uma aproximagdo para a inversa
da matriz hessiana é construida por uma udnica atualizagdo de uma
primeira aproximacdo, que é dada pela matriz unidade. Assim, o algoritmo
anterior para o método Quase Newton pode ser simplificado no algoritmo
descrito a seguir, referé@ncia [35], onde TN representa o numero de

incégnitas. Note que este algoritmo requer o armazenamento de somente

alguns vetores, sendo especialmente indicado para muitas incégnitas.

E importante observar que o método Quase Newton Sem Meméria, sem a
introdugdo do fator de escala Yy, e com uma busca unidimensional exata,
coincide exatamente com a forma Polak-Ribiere do método do gradiente
conjugado. Outro fato sobre o método do gradiente conjugado gque merece
destaque é gue a forma Fletcher-Reeves, quandc utilizado com uma busca
unidimensional inexata que satisfaz certas condi¢des, apresenta a

propriedade de descida, referéncia [1].

X ¢ ponto de partida
1 0

enquanto (Jdx). > €) e (1 < A) faca

comeco
1
se 1 —[—Jﬁ =0
n
entdo d « -rx
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1L« 1+1

q « r(x)
O < busca unidimensional

X &« x + od

P& X-p

q « x) - g

(q‘r{x) _,P r(x)} L P r(x) _ X 00

q
a‘q p'qg a‘q a'q

fim

1.2.11 O método incremental Newton Raphson

De maneira semelhante ao descrito no método de Newton, serd
mostrada uma motivacdo que conduz naturalmente & definigdo do método
Newton Raﬁhson e também como a estratégia incremental é aplicada numa
tentativa, nem sempre bem sucedida, de eliminar as falhas encontradas e
assim definindo o que pode ser chamado de método Incremental Newton

Raphson.

No método Incremental Newton Raphson, a abordagem & a resolucgdo
direta do sistema de equacdes n3o lineares dadas pelas equacgdes de
equilibrio. Ndo deve ser confundido com o método de Newton, cuja

abordagem é a minimizacdo da fung¢do dada pela energla potencial total.
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O método de Newton procura um ponto de minimo local da funcdo
energia potencial total, e portanto um ponto de equilibrio est4vel.
Convém ressaltar que a resolucdo direta das equagdes de equilibrio pode
resultar em pontos gque representam posigBes de equilibrio instdvel da

estrutura.

Para o estabelecimentc do método Newton Raphson considere um
sistema de n equa¢des ndo lineares com n incégnitas, ou seja as equagdes

de equilibrio no contexto de andlise de estruturas, dadas por :

rix) =0

cuja solugdo serd denotada por x', e onde cada componente do vetor r &

uma fungdo ndo linear dada por :
r,(x): R" - R

Uma aproximagdo para cada func¢do ri(x) pode ser obtida pela
expansdo em série de Taylor em torno de um ponto qualquer x’ e assim

pode ser escrito :

n

A
50 = 5(x) + X 2, - x))

i=1 xj

e definindo uma matriz S de mode que,

’

or,;
ox,
segue,

%) =~ ofx’) + ox")(x - x°)

A matriz S(x) é conhecida como a matriz jacobiana de r(x). Em
andlise de estruturas, os pontos x representam os deslocamentos dos nés

da estrutura, o vetor r(x) representa o vetor residuo e a matriz S(x)
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representa a matriz de rigidez. De modo idéntico ao descrito no método

de Newton, o ponto que satisfaz o problema aproximado

r(x°) + s(x°)(x - x°) = 0

€ tomado como solugdo aproximada aceitivel para o problema exato. Assim,

a solugdo aproximada pode ser escrita como :

x' = x' — ) e(x°)

0 ponto x' pode ser tomado como um novo ponto de partida xo, =)
prosseguindo desta maneira é provdvel que possa ser obtida uma
aproximagdo cada vez melhor para X . E fécil aceitar que a convergéncia
do processo descrito acima possa ser demonstrada tomando-se um ponto de

partida suficientemente préximo da solucdo.

A estratégia incremental consiste em definir uma sequéncia de

problemas parametrizados pelo valor U e escritos como :

r(x, ) =0

de tal forma que para J loe, uma solugdo de :

I{x!um) =

seja conhecida e para p

"
F

r(x’ “’m) = r(X)

E aceitdvel que exista pelo menos uma sequéncia ordenada de

valores préximos, Mo , M1 , U2 , ... , MUm , de modo que a solucdo de

r(x, u‘k—l) = 0

possa ser usada como ponto de partida para a solucgdo de :
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I{Xf“k) =

Desta maneira, partindo-se da solucdo para U = Wo, a solugdo para
H = Hm, pode ser atingida pelo uso do método Newton Raphson em cada
incremento sucessivo do valor p. Note que nada impede que a sequéncia de
valores P seja decrescente, e assim o método Newton Raphson seria usado

em cada decremento do valor W.

Para a aplicagdo da estratégia incremental num problema de andlise
ndo linear de estruturas é conveniente escrever as equagdes de

equilibrio na forma

r(x) = p(x) - o(x)

onde p(x) representa os esforcos internos gerados pela estrutura de
maneira a equilibrar os esforcos externos qg(x) aplicados na estrutura.

Deste modo é natural definir :

r(x, 1) = p(x) — pa(x)

pois para o = 0 e se todos os deslocamentos impostos forem iguais a
zero, ou seja a condigdo usual de vinculacdo de uma estrutura, entdo a

posigdo indeformada da estrutura, dada por x = 0, € solucdo de :

]

I{xfun) =

pois os esforgos internos gerados pela estrutura sdo nulos, e para Hn =

1, pode ser escrito :

r(x, p,) = r(x)

E conveniente definir a sequéncia de valores J do seguinte modo :
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Como regra geral, m deve ser escolhido de modo que o nimero maximo

de iteragdes requeridas pelo método Newton Raphson para a convergéncia

em cada incremento do valor U seja em torno de trés.

E importante observar que no caso de existirem deslocamentos
impostos diferentes de zero, entdo para x = 0 os esforgos internos

gerados pela estrutura ndo mais serdo nulos e assim ndo mais seréd

conhecida uma solugdo do problema para W = 0.

Uma observacdo mais detalhada revela gque mesmo para o caso de
todos os deslocamentos impostos serem iguais a zero, € impossivel
iniciar a estratégia incremental com cutro ponto qualgquer sendo o ponto
X = 0 que representa a estrutura na posig¢do indeformada. Entretanto,
existem algumas situagdes em que iniciar a estratégia incremental com um
ponto qualquer é desejdvel, como por exemplo quando se conhece uma
posicdo de equilfbrio aproximada da estrutura, que é a situacdo comum
encontrada em qualquer processo de dimensionamento, ou mesmo quando
existe interesse em encontrar as vdrias posigdes de equilibrio da

estrutura. Esta dificuldade pode ser removida simplesmente redefinindo o

problema parametrizado pelo valor W como :
r{x’)
r(x, 1) = r0 = (0= ) ——
(uu - l‘lm)

Note que para H = Ho, x’ é solugdo de :

I{X,H@) =

e pode ser escrito para U = Un O seguinte :

45



(%, 1,) = r(x

Desta maneira a estratégia incremental pode ser iniciada com um
ponto x° qualguer e fazendo Mo = 1, o = 0 e ainda definindo um vetor f

como :

f = —r(xo)

segue que o problema parametrizado pode ser escrito como :

r(x, 1) = olx) + pe

No contexto de andlise de estruturas, esta redefini¢do do problema
parametrizado significa adicionar uma forca fictfcia na estrutura de
modo a resultar equilibrio na posicdoc escolhida para iniciar a
estratégia incremental. Prosseguir de maneira a retirar gradualmente
esta forca até a sua completa eliminac3o. Observe gque a estratégia &€ na
verdade decremental, pois reduz gradualmente a forga ficticia que foi

aplicada na estrutura.

1.2.12 A estratégia dos quadrados minimos

Com§ observado anteriormente, em algumas situagdes ndoc existe a
fungdo energia potencial total embora existam as equa¢des de equilibrio.
Estas situacdes podem ser detectadas pela ndo simetria da matriz de
rigidez, ou seja da matriz jacobiana do vetor residuo, de modo que se a
matriz de rigidez ndo for uma matriz simétrica entdo ndo existe uma
funcdo energia potencial total. Observe a diferenca entre existir e nio

estar disponivel e ndo existir uma funcdo energia potencial total.
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1.2.12.1 0 quadrado da norma do vetor residuo

A estratégia dos quadrados minimos consiste em definir uma fungdo,
cujos pontos de minimo sao solugdes das equacgdes de equilibrio, formada
pela metade da soma dos quadrados das componentes do vetor resfiduo, isto

€, por metade do quadrado da norma euclidiana do vetor residuo

¢&)=%rﬁfﬂﬂ

Pode ser facilmente notado que um ponto de minimo local desta
funcdo ¢ também uma solucdo das equagdes de equilibrio e portanto o
problema de encontrar solugdes das equagdes de equilibrio foi

transformade no problema de encontrar pontos de minimo local da funcdo
¢(x). Note que a funcio ¢(x) nd3o representa a fungdo energia potencial
total da estrutura. Na definicdo de ¢(x), o quadrado da norma do vetor
residuo foi dividido por dois simplesmente para simplificar as

expressdes para o gradiente de o(x).

1.2.12.2 O vetor gradiente

As componentes do vetor gradiente de ¢(X) podem ser obtidas pela

utilizagdo da regra da cadeia, ou seja :

axj axj

e definindo um vetor g e uma matriz S de modo gue
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ox,
or;
S,y = —
Y ox
segue,

g(x) = S(x) r(x)

Note que em andlise de estruturas, os pontos x representam os
deslocamentos dos nés da estrutura, o vetor r (x) representa o vetor
resfduo, a matriz S(x) representa a matriz de rigidez e a funcdo o (x)
representa a metade do quadrado da norma euclidiana do vetor residuo.

Para encontra os pontos de minimo de ¢(x) ndo deve ser utilizado o

método de Newton, pois para calcular o gradiente de O(x) é necessdria a
utilizagdo da matriz de rigidez. A utilizacdo do método de Newton &
praticamente invidvel, pois iria requerer as derivadas das componentes

da matriz de rigidez, formando um conjunto de trés dimensd&es.

1.2.12.3 A aproximagdo da matriz de rigidez

No método de Newton, no método Incremental Newton Raphson e no uso
da estratégia dos Quadrados Minimos & requerida a matriz de rigidez
S(x). Entretanto como a simples obtengdo das componentes desta matriz &
uma tarefa muito trabalhosa, uma aproximacdo por diferenca finita pode
ser usada para estimar S(x). A aproximacdo por diferenca finita &
realizada para cada coluna da matriz S(x) somente pelo uso da rotina que

calcula o vetor residuo ri(x).
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No caso da matriz de rigidez S(x) estar disponivel, & muito
recomenddvel sua comparacdo com uma aproximagdo calculada por diferenga
finita para diversos valores do ponto X que podem ser gerados facilmente
com o uso de numeros pseudo aleatdrios. Desta maneira, a exatiddo das
expressOes das componentes de S(x) pode ser verificada e possiveis erros

detectados.

No uso da estratégia dos Quadrados Minimos & importante notar que
cada componente do vetor gradiente de ¢(x) é determinada pelo produto

escalar do vetor resfduo r(x) e uma coluna da matriz S(x), assim &
desnecessdrio ter-se todas as colunas de S(x) disponiveis no mesmo

instante.

1.2.12.4 A aproximagdo do vetor gradiente

O uso da matriz de rigidez S(x) no cdlculo do vetor gradiente de
¢(x) € um inconveniente que pode ser removido pela utilizacdo de uma
aproximacdo por diferenga finita para cada coluna de S(xX) usando somente
a rotina que calcula o vetor resfiduo r(x). Nos algoritmos seguintes, g
é a precisdo relativa da mdquina, que é o menor numero que somado com a

unidade resulta um nimero maior do que a unidade.

{ diferenca finita para frente }

a « rix
para i « 1 até n faca

comego
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8 « (1 + |a)e”
X, ¢ o+

b « r(x)

gy = 5

fim

{ diferenca finita central }

c « r(x

para i « 1 até n faca
comego

o« X,

3 (— (1 + lopei*®

X, — 0 - —
2

a « r(x
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; =
g1 5

fim

O algoritmo que utiliza diferenca finita central realiza n
chamadas adicionais da rotina que calcula o vetor residuo num
determinado ponto, isto & r(x), quando comparado com o algoritmo que
utiliza diferenca finita para frente, e portanto deve ser usado perto da

solucdo, onde é desej&vel uma melhor aproximacio.

1.2.13 A verificagdo numérica da matriz de rigidez

No caso da matriz de rigidez S(x) estar disponivel e considerando
a grande complexidade das expressdes para as componentes desta matriz, é
recomenddvel uma verificacfo numérica destas expressdes pela comparacio
com uma aproximagdo calculada por diferenca finita. Desta maneira, a
exatiddo das expressdes das componentes de S(xX) pode ser verificada e
possiveis erros detectados. No algoritmo seguinte, a norma infinito da

diferenga entre a matriz de rigidez S(x) e uma aproximagdo desta matriz

por diferenca finita é dada por .
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c « r(x
para j « 1 até n faca
comego

a(—xj

3 « (1 + |oei®

b « r(x)
para i « 1 até n faca

comeco

se p>e¢
entdo E~p

fim



2. O Elemento Finito Para Cabos Ou Trelicas

Para modelar um elemento de trelica & facil perceber que basta ser
considerado um segmento de reta ligando os dois nés deste elemento. Para
modelar um cabo flex{ivel basta substituir este cabo por uma linha
poligonal e modelar cada um dos segmentos desta linha por um elemento de

trelicga.

A literatura sobre cabos flex{veis estd repleta de alusdes & curva
conhecida como catendria, que é a forma assumida por um fio inextemsivel
quando livremente suspenso e sujeito a acdo de seu peso préprio,
refer@ncias [8] e [32]. A anédlise estdtica baseada na catendria & util
para a compreensdo do comportamento estrutural dos cabos, pois fornece
expressdes analiticas que podem ser facilmente utilizadas para um

dimensionamento prévio.

Porém existe uma forte razdo para desconsiderar a catendria num
modelo computacional. O problema colocado pela simulagdo computacional
do comportamento de um cabo deformdvel & um problema mais fécil de ser
resolvido do que o problema da simulagdc do comportamento de um cabo
indeformdvel, pois devem ser incluifdas restricdes ndo lineares neste

ultimo caéo, referéncia [35].

E claro que um cabo flexivel ndo resiste a esforcos de compressdo,
0 que é aparentemente uma dificuldade para o modelo de linha poligonal.
Porém esta dificuldade pode ser superada, ndo pela geometria do
elemento, mas pela escolha adequada de uma equagdo para descrever a
tensdo como fungdo da deformacdo. Pode ser escolhida uma fungdo que para
valores de deformacgdo positiva esteja de acordo com os resultados
experimentais obtidos para um cabo flexivel de determinado material, e

para valores de deformagdoc negativa, a funcdo tenda rapidamente e também
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assintéticamente ao valor zero. Desta maneira, o modelo de linha
peligonal nunca apresentaria compressdo, mas no minimo uma pequena
tragcdo, pois o cabo flexivel estando sempre sujeito & agdo de seu peso
préprio tende a cair, encontrando assim uma configuracdo de equilibrio

com tragdoc nos elementos da linha poligonal.

2.1 Comprimento do elemento deformado

Na Figura 2.1, o vetor Au, onde u é um vetor unitdrio, representa
um elemento qualquer de cabo ou treliga na configuracdo inicial da
estrutura, que é simplesmente uma configuragédo de geometria conhecida. ¥
fdcil verificar que o escalar A representa a disténcia entre os nés
associados a este elemento. Entretanto, como ficard claro mais adiante,
esta distdncia entre nés nem sempre & o comprimento do elemento
indeformado. 0 vetor 1 representa o mesmo elemento, agora na
configuragcdo final da estrutura, ou seja na configuracdo de equilibrio.

Os vetores p e g representam os deslocamentos dos nés do elemento.

Au

 Figura 2.1

Os vetores da Figura 2.1 estdo relacionados de acordo com a

seguinte equagdo
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Mi+g-1-p=0

E definindo o vetor z como

__la-»)
A
Segue que o vetor 1 pode ser escrito como :
1 =Mu+2)

E portanto o comprimento do vetor 1 pode ser escrito como
1/2
I = A1 + 2u'z + z"z)
Definindo o escalar & como

6 = 2u'z + z'z

Segue, finalmente :

Il = A1 + 8

2.2 O corte do comprimento e a contragdo térmica

Para tensionar um elemento na configuragdo inicial da estrutura,

serd imaginado um pequeno corte no comprimento indeformado deste
elemento, com valor dado por H. Este corte também pode ser pensado como
© que se convencionou chamar de defeito de fabricagdo, no contexto de

estdtica das estruturas.

Com a imposicdc deste corte, o elemento teri de alongar-se até que

seu comprimento seja igual & distancia entre os nés associados a este
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mesmo elemento na configuracdo inicial da estrutura (A). Desta maneira o

elemento estaria tensionado j4 na configurag¢do inicial da estrutura.

O conceito de corte é também uUtil na determinacdo da configuracdo

final da estrutura, pois a deformacdo sofrida por um elemento com corte

de valor pn pode ser expressa de maneira exata.

E importante observar que na pritica construtiva, na verdade o que
é imposto a determinados elementos, a partir da configuracdo inicial da
estrutura, & um valor para a tensdo nestes elementos, e ndo um valor
para corte. Isto &, partindo-se da configuracdo inicial da estrutura,
uma configuragdo de equilfibrio é atingida, onde sio conhecidos os
valores de tensdo de determinados elementos. Convém observar que esta
configuracdo de equilibrio é simplesmente uma configuracdo intermedidria
para a estrutura, na verdade é uma configuracdo inicial para a aplicacgdo
dos diversos carregamentos a que ela seré posteriormente submetida. Como
ficard claro mais adiante esta situa¢3o pode ser modelada com a

introdugdo de um elemento de tensdo imposta.

Contudo, o conceito de corte é indispensdvel, pois a partir da
configuragdo intermedidria referida no pardgrafo anterior, os elementos
com imposicao de tensdo, devem agora ser tratados com a imposicdo de um
corte equivalente a tensdo imposta, pois as deformacdes sofridas por

estes elementos devem alterar os valores das tensdes impostas.

Uma outra forma de introduzir um tensionamento no elemento, muito
semelhante & imposicdo de corte, é o efeito produzido pela contracdo
térmica do material de que é constitufdo o cabo. 0 efeito produzido pela
dilatacgdo térmica é uma diminuic¢do no valor do tensionamento no
elemento, e é essencialmente igual ao efeito produzido pela contracdo,
portanto no texto seguinte serd usada somente a palavra contracio para

referir-se ao efeito da variagdo da temperatura.
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Embora a contracdo ocorra em qualquer configuracdo da estrutura,
ou seja, a contrag¢do pode ocorre tanto no comprimento indeformado como
no comprimento deformado do elemento, serd proposto um modelo onde a
contragdo ocorre somente no comprimento indeformado do elemento. Isto é,
serd imaginado que o efeito da contracdo térmica é equivalente a uma

diminuicdo do comprimento indeformado do elemento.

Na Figura 2.2, o escalar Ac representa o comprimento do elemento
antes da contragdc térmica. Note que a imposicdo de um corte de valor u
estd presente. O escalar Ac é na verdade o comprimento original do
elemento, isto é o comprimento que ndo sofreu qualquer tipo de
alteragdo. O escalar A representa o comprimento do elemento apés a
contragdo térmica. O escalar Y € o coeficiente de dilatagdo linear
térmica do material multiplicado pela variacdo da temperatura. Note que
Y € um nimero adimensional e no caso de contragdo térmica, o valor de y

é negativo.

T R e T |

Desta maneira podem ser escritas as seguintes relagdes :

Ao = (A - p)
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>
"

= A1+ )

Ao =(A-pa+y

2.3 Deformacgao longitudinal do elemento

Tendo escrito na segdo 2.1 o comprimento do elemento deformado,
causado pelos deslocamentos nodais, e na segdo 2.2 o comprimento do
elemento indeformado, embora este comprimento ja& esteja contraido pelo
efeito da variacdo de temperatura, segue agora de maneira natural, a

expressdo para a deformacdo longitudinal do elemento, ou seja :

il - A,
A

t

Com a ajuda das expressdes deduzidas nas secdes 2.1 e 2.2, segue :

ML+ 8 — (A -p)1+7y)

m
|

(A - w+y
E definindo o escalar adimensional p como :
- B
P=3
Segue finalmente
e 1+87 -(1-p1+7Y)

1-pla+17)
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2.3.1 Evitando o cancelamento severo

O cancelamento severo é uma decorr@ncia da natureza finita da
representacdo dos nimeros reais em computadores. Ocorre numa operagdo de
subtracdo quando os dois nimeros sdc préximos um do outro, isto & quando
os dfgitos dominantes das mantissas dos nimeros coincidem. Como a
operagdo com os dois numeros é de subtracdo, os digitos dominantes sao
cancelados, resultando na verdade, numa operagdo de subtracdo entre dois
nimeros que nada significam, pois os erros de arredondamento est&o
acumulados exatamente nos digitos que ndo s3o os digitos dominantes. Dai

decorre o nome cancelamento severo, refer&ncia [22].

Examinando a expressdo para a deforma¢do longitudinal do elemento

de cabo ou treliga, no caso de ndo existir corte imposto ou variacdo de
temperatura, isto é quando p = Y = 0, pode ser facilmente notada a

presenca do cancelamento severo, pois :

e=0+98" -1

E com & sendo um valor necessariamente peguenc comparado com a

unidade, nos casos de interesse prdtico, é fécil concluir que & deve ser

também um valor pequenc comparado com a unidade.

Entretanto, o cancelamento severo na situacdo descrita € um caso
cldssico e pode ser facilmente evitado escrevendo a expressdo para &
como seguinte :

o
1+ +1

E claro que na expressdo geral para £, a expressdo que considera

corte imposto e também variagdo de temperatura, © cancelamento severo
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também estd presente, e para evitd-lo esta expressdo deve ser codificada

da seguinte maneira

d
o7 st P M-

(1-pf1+7)

E

2.4 A energia potencial de deformacgéo

Supondo a existéncia de uma tensdo normal O, constante na segdo
transversal do elemento, func&@o somente da deformagdo longitudinal, e
que esta tensdo seja conjugada com a deformagdo, a energia potencial de

deformagdo pode ser escrita, para um elemento prismidtico de &rea

indeformada o e comprimento indeformado A., como

o = axtj oA0hL

2.5 O gradiente da energia potencial de deformagéao

Considerando que os deslocamentos nodais, dados pelos vetores p e
g, podem ser representados por um Unico vetor de seis componentes, ou
seja, com as primeiras tré&s componentes dadas pelo vetor p e com as
ultimas trés componentes dadas pelo vetor g, e partindo-se da expressdo

para a energia potencial de deformagdo, isto é da expressdo

g axtl D),

60



. © gradiente da energia potencial de deformagdo em relacdo aos

deslocamentos nodais, pode ser escrito como
Vo = o, ole)Ve

Note que a dificuldade para calcular o gradiente da energia
potencial de deformacd3o estd no cdlculo do gradiente da deformacdo

longitudinal. Porém, da expressdo para a deformagdo longitudinal

@+ 8 (- L4y
- 1-p+7)

« Seguem as seguintes derivadas parciais

3 1+ 8 (u, +2,)

dp, A,
2 _ G+ 87 (u, + z,)
dq, A,

Finalmente, podem ser escritas as componentes do gradiente da

energia potencial de deformacdo como

—o0e)1 + 87 (u, + z,)

?|g
|

|

Il

+ooe)1 + &) (u, + z,)

Q
9

2.5.1 A interpretagdo geométrica para o gradiente

A interpretagdo geométrica para o gradiente da energia potencial

de deformacdo, além de proporcionar uma melhor compreensdo do modelo de

elemento finito proposto para cabos flexiveis ou trelicas, seréd de
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fundamental importéncia para a introducdo do elemento de tensio

constante.

Considerando a Figura 2.1, & féacil escrever um vetor unitdrio e

paralelo ao elemento na configuracdo final da estrutura como :
_ 1 ~1/2
v-ﬂ_lﬂ=(l+8) (u+ 2)

Agora, escrevendo as componentes do gradiente da energia potencial

de deformacdo, com a ajuda do vetor v, segue :

99

QEE- = -{HiE)vi
2 = +oo(e)v,
oq,

Nas express8es precedentes, o subscrito i = 1,2,3 representa, de
modo alternado, os eixos coordenados do sistema de refer@ncia. O escalar
00(e) nada mais é do que o médulo da forca normal. Portanto, e ainda como
era esperado, as componentes do gradiente da energia potencial de
deformagdo representam componentes de forgcas na configuragdo final da
estrutura, ou seja, representam as componentes das forcgas internas. Na
configuragdo final, as forcas internas sio equilibradas pelas forgas

externas aplicadas na estrutura.

2.6 A hessiana da energia potencial de deformagéao

Considerando novamente, que os deslocamentos nodais dados pelos

vetores p e g sdo representados por um uUnico vetor de seis componentes,
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e partindo-se da expressdo para o gradiente da energia potencial de

deformagdo em relagdo aos deslocamentos nodais, dada por
Vo = o, oe)Ve

, & hessiana de ¢ em relagdo aos deslocamentos nodais, pode ser escrita

Ccomo
Vi = Glt{‘j—:(VE)(VE)L + o(e)vze]

Observe que a dificuldade para calcular a hessiana de ¢ reside no

cadlculo da hessiana de g, que pode ser expressa como uma matriz formada

por quatro sub-matrizes, isto é& :

[ d’e e
dp;dp;, dp,0q;
2,  Salg Y]
Ve = d’e d

dq,dp; 0q,dq;

Estas quatro sub-matrizes podem ser encontradas partindo-se das
express&es para as componentes do gradiente da deformagdo longitudinal,

ou seja das expressdes

e 0+ &) (u, + z,)
o, A,

0 ) 1+ 8 (u, +z)
da, A,

Logo, as expressd@es, onde 8;; é o delta de kronecker, para as

componentes da hessiana da deforma¢do longitudinal sdo dadas por

d’e . 1+ §"? (
apiapj 12(1 - p)(l + Y) H
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9%t B (1 + §)° (
dpdq;  N(1-p)1+y M

aze _ (1 et 6)—1{2 (6 ~ )
dadp, A1 -p+y 8 VY

d’e (1 + 8
=i 3 Vi"’j)

9g,9q Ni-pl+y Y

2.7 O elemento de tensédo imposta

A introducdo de um elemento de cabo flexivel, capaz de manter uma
tensdo imposta, permite modelar situagdes muito comuns da prética
construtiva. Na prética construtiva, os cabos de uma tenso estrutura sdo
tensionados numa primeira etapa, levando a estrutura de uma configuracdo
inicial de geometria conhecida, para uma configuracdo intermedidria, de

geometria conhecida e de equilibrio.

Esta configuragdo pode ser chamada de intermedidria porgue os
principais carregamentos, d& que a estrutura deve resistir, serdo
aplicados em seguida. Portanto a configuragdo intermedidria &, na
verdade, uma configuracdo inicial para a aplicagdo dos referidos
carregamentos. Convém ressaltar ainda que a configuracdo intermedidria
ndo pode para efeitc da andlise estrutural, de maneira alguma, ser

confundida com a configuracdo inicial de geometria conhecida.

Em todas as propostas para a andlise de tenso estruturas,
encontradas nos principais periédicos, existe a necessidade de partir-se
de uma configuracdo de geometria conhecida e préxima do equilfbrio. Em

particular pode ser citada a referéncia [37] .
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Na verdade, a necessidade de partir-se de uma configuracdo de
geometria conhecida e préxima do equilfbrio é uma decorréncia do método
de andlise estrutural empregado, ou seja do método Newton Raphson
Incremental. Esta restricdo ndo é, absolutamente, uma restrigdo que
decorre da natureza das tenso estruturas, mas somente do método
empregado na sua andlise. A andlise das tenso estruturas requer um
retorno operacional ao principio fundamental que estd subjacente em toda
a andlise estrutural, ou seja, o princifpio da mfnima energia potencial

total, referéncia [12].

Na etapa de tensionamento, somente para alguns elementos & que
existe a imposigdo de tensdo, isto &, para os chamados elementos de
amarragdo. Na prdtica, o tensionamento de um determinado elemento de
amarragdo pode ser obtido pelo uso de macaco hidrdulico. Desta maneira,

a tensdo de projeto pode ser imposta a este elemento.

Considerando os principais carregamentos que a tenso estrutura
deve suportar e partindo-se da configuragdo intermedidria, os elementos
gque na primeira etapa estavam com tensi3o imposta, devem agora sofrer
variagdo no valor desta tensdo. Para modelar esta situagdo serd mostrado
mais adiante um corte equivalente A uma tensdo imposta, e com o
artifficio de mudar o estado de um elemento de uma tensio imposta para um

corte imposto, esta situagdo estard corretamente modelada.

2.7.1 A energia potencial de deformacgédo

Para o estabelecimento de um elemento de tensdo imposta, basta
impor a tensdo Oy na expressdo para a energia potencial de deformacdo,

ou seja
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6= Jodl = ¢ = ko
1]

Mas da expressdo para a deformacdo longitudinal,

M+ - (A -+ y)
- A -pa+y

Com a ajuda da express3o para o comprimento indeformado do

elemento, j& contraido pelo efeito da variacdo da temperatura,

Ao = (A-pa+y
, segue :
¢ = agM1 + 8)"* - ao,(A — )1 + )

Convém observar que a energia potencial de deformacdo pode ser

definida simplesmente como

¢ = aooul + 8)1!2

, Pois o termo eliminado & uma constante, cuja permanéncia sé
adicionaria uma soma de constantes na energia potencial total para a
estrutura. Minimizar uma funcdo mais uma constante € equivalente a

minimizar somente a funcdo.

2.7.2 O gradiente da energia potencial de deformacgédo

Partindo-se da expressdo para a energia potencial de deformacdo,

dada por

¢ = oA, 0
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+ Segue que o gradiente de ¢ é dado por :
Vo = ad,o Ve

Mas, as componentes do gradiente de g€, com relagdo aos

deslocamentos nodais, sdoc dadas por :

k& _ 0+9(u +2)
op, A,
k& 1+8(y +z,)
oq, T A,

E portanto as componentes do gradiente de ¢, com relagdo aos

deslocamentos nodais, sdo dadas por :

—00,(1 + 5)_“2(111 + zi) = 00,V ;

&g
|

|

+a0,(1 + 8)7(u, + z,) = +oo,v,

U
Q

Nas expressdes precedentes, o subscritoc i = 1,2,3 representa, de
modo alternado, os eixos coordenados do sistema de referéncia. 0O escalar
a0y € o médulo da forga normal. O vetor v & paralelo ao elemento na
configuragdo final da estrutura. Logo, as componentes do gradiente da
energia potencial de deformac¢do representam componentes de forgas na

configuragdo final da estrutura.

Uma aparente alternativa para interpretar as equagdes precedentes,
é imaginar que elas decorrem da aplicagdo de um carregamento auto
equilibrado num determinado elemento, carregamento este gque seria
necessariamente conservativo, pois existe uma fungéo energia potencial
associada. Entretanto a energia de deformagcdoc deste determinado elemento

ainda estaria presente na andlise da estrutura e teria de ser removida
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por algum artiffcio. Além disso, considerando os principais
carregamentos que a estrutura deve suportar, e ndo somente a etapa de
tensionamento, uma nova dificuldade teria de ser Superada. A dificuldade
do estabelecimento de uma equivaléncia, para passar do carregamento auto

equilibrado, para um elemento pPossivelmente com imposicdo de corte.

Enfim, como serd mostrado a seguir, é mais f4cil pensar num

elemento que muda de estado, de um estado onde o valor da tensdo &

imposto, para um estado onde o valor do corte é imposto.

2.7.3 O corte equivalente

Considerando a expressdo para a deformacdo longitudinal,

0+ -(1-p1+y
B 1-pl+y

» Segue que U, isto & o valor do corte equivalente a uma determinada

tensdo, pode escrito como :

1+ 8
(1+7v)1+e

=
Il

onde & deve ser determinado com a ajuda da equacgdo :

o, = oe)

Deste modo fica estabelecida a equival@ncia entre elemento com

valor de tensdo imposta e elemento com valor de corte imposto.
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2.7.4 A hessiana da energia potencial de deformagéo

Partindo-se da expressdo para o gradiente da energia potencial de

deformagdo, dada por

Vo = o, o, Ve

, segue gue a hessiana de ¢ é dada por
V¢ = aA.o,V’e

E, com a ajuda das expressdes para as componentes da hessiana da
deformacdoc longitudinal, seguem finalmente as expressdes, onde iy € o

delta de Kronecker, para as componentes da hessiana da energia potencial

de deformacgdo,

g'p% _ e I d)~" {5 — i)
ga:g;?j _ _o5@ I )~ (5 — )
S L L.
%;; . oo, (1 I 8" (5ij B vlvj)

2.8 Restricdo ao movimento do no

Para a imposigdo de deslocamento de valor conhecido ao movimento

do né, nas direcdes dos eixos do sistema de referéncia, as expressdes
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precedentes para a energia potencial de deformagdo, seu gradiente e sua
hessiana, podem ser usadas sem qualquer inconveniente. Para tanto basta
colocar nestas expressdes os valores conhecidos do deslocamento do né
nas respectivas componentes do vetor p ou g. Além disso, observando que
a derivada parcial da energia potencial de deformagdo em relagdo a um
deslocamento de valor conhecido é zero, ficam claras as alteracgdes
necessdrias nas respectivas componentes do seu gradiente e da sua

hessiana.

Entretanto, existem duas situa¢des, de restrigdo ac movimento do
né, que ndo sdo possiveis de serem modeladas como imposigdo de
deslocamento de valor conhecido. Na primeira situagdo, o né pode estar
sujeito a movimentar-se numa dada reta, que pode ser definida por um
vetor unit4rio e pelo ponto onde estd localizado este né. Neste caso
basta considerar que o vetor deslocamentc nodal pode ser escrito como um
miltiplo do vetor unitdrio que define a diregso desta reta. Na segunda
situacdo, o né pode estar sujeito a movimentar-se num dado plano, que
pode ser definido por dois vetores unitdrios e pelo ponto onde estd
localizado este né. Neste caso basta considerar qgue o vetor deslocamento
nodal pode ser escrito como uma combinag¢do linear dos dois vetores que

definem a inclinagdo deste plano.

Representando os vetores deslocamentos nodais restritos, isto é os
vetores deslocamentos nodais que respeitam a restrigdo imposta, quer
seja deslocamento numa reta ou num plano, por um trago acima da letra
correspondente ao vetor deslocamento nodal irrestrito, podem ser

escritas as seguintes relagdes :

p = Pp

g = Qg
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As matrizes P e Q podem conter uma coluna ndc nula e duas colunas
nulas, no caso do respectivo né estar sujeito a movimentar-se numa dada
reta, ou duas colunas ndo nulas e uma coluna nula, no caso do respectivo
né estar sujeito a movimentar-se num dado plano, ou ainda podem conter
as colunas da matriz unidade, no caso de ndo existir restrigdo ao

deslocamento do respectivo né.

A energia potencial de deformagdo pode ser interpretada como

funcdo dos vetores p € g. Assim pode ser escrito :

¢ = ¢(p, )

Utilizando a regra da cadeia, o gradiente da energia potencial de

deformagdo nas novas varidveis pode ser obtido, ou seja :

3 3
% §am, gwo
api k=1 apk dp; k=1 aqk dp;

que simplificando fornece,

00 90
5 = 2, P
analogamente,

% _ 3%

aﬁi - k=1 aqk

Utilizando novamente a regra da cadeia, a hessiana da energia

potencial de deformacdo nas novas varidveis pode ser obtida, ou seja

o9

2’ 2 dp,
95,05, 2P0 5

mas,
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a pk 2 az$ dpl 2 aZQ dql
- E } SN RN s, 13
apj 1=1 apkapl dpJ l=1 apkaql dp]

logo,

CA IR R _9%%
aﬁa‘ﬁj = égpkxplj apkapl

analogamente,

I W .
quaqj i i Y 9q,0qy

= S Bl 20
Bplaqj i i 7Y 9p,aq,

_ 9%
3qlapJ gqu,p,] 9q,0p,

Observe que transforma¢des de natureza semelhante as descritas,
embora muito mais simples, devem também ser realizadas nas forgas

aplicadas aos nés sujeitos a movimentar-se numa dada reta ou num dado

plano.
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3. Dimensionamento De Trelicas Espaciais

O propésito principal deste capitulo & apresentar uma heuristica
para o dimensionamento de minimo peso de treligas espaciais constituidas
por tubos cilindricos de ago. Este tipo de treliga é bastante comum na
construcdo civil e por este motivo merece ser tratado de modo especial.
E razodvel considerar que o custo deste tipo de trelica é proporcional
ao seu peso, e portanto minimizar o peso significa na verdade um esforgo

para minimizar o custo.

Convém observar que um algoritmo para o dimensionamento de minimo
peso deste tipo de treli¢a poderia ser definido, uma vez gue o problema
de dimensionar uma trelica de minimo peso poderia ser formulado como um
problema de programa¢do ndoc linear com varidveis inteiras. O impedimento
para esta abordagem reside no fato de que os problemas de ordem préatica
apresentam milhares de nés, e portanto o problema de programagdo ndo
linear teria milhares de varidveis inteiras. Um problema deste porte,
para ser otimista, estd longe de poder ser resolvido nos computadores

atualmente disponiveis.

O elemento finito definido no capitulo anterior, geometricamente
exato, serd utilizado em conjunto com a equagdo constitutiva dada pela
lei de Hooke. As considerac¢des para um outro tipo de equagdo
constitutiva, como por exemplo um modelo eldsto-pldstico, ou um modelo
visco-elédstico, podem ser encontradas nas refer@ncias [39] e [2]. Estas

considerag¢des ndo serdo abordadas neste trabalho.

Para a etapa de cdlculo do equilibrio, convém lembrar que o método
Quase Newton Sem Memdéria requer o armazenamento de somente alguns poucos

vetores, sendo portanto uma escolha ideal para problemas com muitas
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incégnitas. Entretanto, serd mostrada uma comparacdo do desempenho

computacional deste métode com os métodos de Newton e Quase Newton.

3.1 Trelica espacial com planta retangular

Considere uma trelic¢a espacial com projeg¢do retangular em planta,
constituida por duas ou mais camadas planas (Figura 3.2), onde cada duas
camadas subsequentes sdo ligadas por diagonais formando pirdmides
regulares de base retangular (Figura 3.1). Este tipo de treliga espacial
& de uso fregquente na construgdo civil e sua regularidade facilita a
geracdo automdtica dos dados referentes & descrigdo da estrutura. As
equag¢des para esta geragdo automdtica serdo descritas a seguir. Para a
geragdo automdtica dos dados referentes & descrigdo de uma treliga

espacial qualquer, a referé@ncia [46] representa o estado da arte.

j

%

: i
+IMhy i

dy
+2
L o o - IR > 1
-2
_Inyk
=gk -3 -1 +1 +3 +IMyk
I v T i P —
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A Figura 3.1 apresenta uma vista em planta da camada k e das
diagonais que ligam esta camada com a camada anterior k - 1, de uma
treliga espacial do tipo descrita acima. O nuimero de médulos na direcdo
i é dado por mx. O nimero de médulos na diregdo j é dado por myx. O
comprimento do médulo na diregdo i é dado por dx. O comprimento do
médulo na direcd3o j é dado por dy. A Figura 3.2 apresenta uma vista
lateral mostrando as vArias camadas desta treliga espacial, onde o
nimerc de médulos na diregdoc k é dado por m;, que € igual ao nuimero de
camadas menos um. A dist8ncia entre a camada k e a camada 0 é dada por
hx. Observe que os valores de k sdo ndo positivos. Na verdade, na
pridtica da construgdo civil é rara a utilizagdo de trés camadas, sendo

ainda rarissima a utilizagdo de quatro ou mais camadas.

k
'
U e — e s P 1
hi
k
-1,
[ T R Fioa i3 ]

3.1.1 A numeragd@o dos nés

Uma primeira dificuldade para a gerac¢do automdtica dos dados
referentes A descricdo desta estrutura, consiste em encontrar uma fungdo
que associe & cada ponto (i, j, k) o numerc do né localizado na posigdo

determinada por este ponto. Entretanto, observando a Figura 3.2, é facil
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estabelecer as seguintes rela¢des entre o numero de médulos da camada k

e o0 nuimero de médulos da camada 0

m, =m, +k
m, = m, +k
k = O, "'l; cee p =Mz

Definindo o como sendo a soma do nimero de nés das camadas desde a

camada k + 1 até a camada 0, segue que C pode ser escrito como

0

o= Y (my +1(m, +1

l=k+1

,que uma vez desenvolvido conduz a :

(meo + myo +2J0c + Dk (2 + Dk + Dk
2 6

6= {m, +1)(m, + 1)k -

Uma numerag¢do para a camada Kk, que assinale o numero 1 & posigdo
determinada pelo ponto (-myxk, -myx, k) e prossiga primeiro ao longo do
eixo i, no sentido do eixo, e depois ao longo do eixo j, no sentido do

eixo, é dada por

M = (J i mYk)“imxk + 1) N (i +2mxk) -

,cuja simplificagdo conduz a :

(j+mm +k)(m,m +k+1) (i+mg +k
n-= > + 5 + 1

Logo, a numeragdo que assinale o numero 1 & posig¢do determinada
pelo ponto (-mMyxs, -myo, 0) e prossiga primeiro ao longo do eixo i, no

sentido do eixo, e depois ao longo do eixo j, no sentido do eixo, e

76



depois ao longo do eixo k, no sentido contrdrio ao eixo, pode ser

escrita como

Ny = 0+

k=0, _1, ese 5y =gz
jo=-(my + k), =(myo + K) + 2, ... , (myo + k)
1= -(mw + K), -(mxo + K) +# 2, ... , (mxo + k)

Observe que o numerc total de nés para esta estrutura pode ser
deduzido com a ajuda da expressdo para O, calculado em k = -(m; + 1),
totalizando

(mKu + mp + 2)(1:1z + l)mz

n, = (mq + 2)(m,e + 1)(m, +1) - - +

(2mz + l)(rnz + 1)1’1‘1z
6

+

3.1.2 As coordenadas dos nés

A associagdo de coordenadas (X, y, Z) & posigdo determinada pelo
ponto (i, j, k) ndo representa dificuldade alguma, pois da Figura 3.1 e
da Figura 3.2 é fdcil concluir que as coordenadas para a camada k, podem

ser escritas como

. Gs
x =1
2
.dY
Yy =37,
z = —-h,
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=(Myo + K), -(myo + k) + 2, ... , (myo + k)

[
n

1=-(mo + k), -(me + k) + 2, ... , (Mxo + k)

3.1.3 A incidéncia dos elementos

As incidéncias de um elemento pertencente & camada k e disposto na

direcdo do eixo i estd mostrada na Figura 3.3.

(i, 3, k) (1+2, 3, k)

k=0, -1, ..., -m
J = -(myo + k), =(myo + k) +# 2, ..., (myo + k)
1=-(mxo + K), ~(Mwo + k) + 2, ..., (Mxo + k) - 2

Observe que todos os elementos dispostos na diregdo do eixo i,
possuem o mesmo tamanho para qualquer que seja a camada k, ou seja
possuem tamanho igual a dy«. O nimero de elementos nesta diregdo,
determinado pela soma do numero de elementos para cada camada, pode ser

escrito como

(mxn + M5 <k l)(mz + l)m.‘t
2

e = mxo(my0 + 1)(rnz + 1) -

m,(m, + 1)(2m, + 1)
+
6
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As incidéncias de um elemento pertencente A camada k e disposto na

diregdo do eixo j estd mostrada na Figura 3.4.

(i, 3 +2, k)

(i, 3. k)

- Figura.

k:O. -1, ¢y —INz
i = -(mg + k), =(Meo + K) + 2, ... , (mgo + k)
j =‘(my0+k)- ‘(myﬂ“‘k) +2i‘ e g (Iny0+k) ~ 2

Observe que todos os elementos dispostos na direc¢do do eixo j,
possuem o mesmo tamanho para qualquer qgue seja a camada k, ou seja
possuem tamanho igual a dy. O ndimero de elementos nesta diregdo,
determinado pela soma do nimero de elementos para cada camada, pode ser

escrito como

(mxa + m, + l)(mz + 1)mz
2

e, = my(mg + 1)(m, + 1) -

mz(mz + 1)(2mz + 1)
6

-+

As incidé&ncias de quatro elementos diagonais, que ligam a camada k
com a camada posterior k + 1, estd mostrada na Figura 3.5. Note que para
cada né da camada k, existem quatro diagonais ligadas neste ndé, sendo

gue cada diagonal estd ligada em um né distinto da camada k + 1.
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(i -1, 3 +1, k +1) (i+1, j+1, k+1)

N
N

(L -1, j -1, k + 1) (1 +1, j -1, k + 1)
Flgura 3.5
k = “-l, s s g =Mz
J = -(myo + K), -(myo + k) + 2, ... , (my + k)
1 = _(mxﬁ g k)a -{mxo + k] + 2: “es g (mx(} + k]

O numero de elementos diagonais, que ligam a camada k com a camada

posterior k + 1, é dado por :
e, = 4(me + k + 1)(111,,{J + kK + l)

Com a ajuda da expressdo anterior, basta somar o nimero de
diagonais em cada intervalo entre duas camadas, para concluir que o

total de elementos diagonais pode ser escrito como

e, = d.w(m,dJ -+ 1)(1'(1},U + 2}.)mz - 2{me + m,, + 2)(111z + l)r'nz +

2m,(m, + 1)(2m, + 1)
3

3.2 Tubos cilindricos de ago
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Tubo - Espessura
1] 28.30 ~2.00,
2 60.32 2.00
3 60.32 2.25
4 60.32 2.65
5 76.20 2.25
6 60.32 3.00
7 76.20 2.65
8 60.32 3.75
9 76.20 3.00
10 88.90 2.65
11 88.90 3.00
12 76.20 3.75
13 114.30 2.65
14 88.90 375
15 114.30 3.00
16 133.00 2.65
17 133.00 3..00
18 159.00 2.65
19 114.30 3.75
20 159.00 3.00
21 133.00 3.75
22 114.30 4.50
23 133.00 4.50
24 159.00 3.75
25 114.30 6.30
26 159.00 2.50
27 133.00 6.30
28 114.30 7.94
29 159.00 6.30
30 133.00 7.94
31 159.00 7.94
Tabela 3.1
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A Tabela 3.1, apresenta uma lista de tubos cilindricos de ago, em
ordem crescente de 4rea. A especificagdo para o agco & USI-SAC-41,
fabricado pela Usiminas, com médulo de elasticidade igual a 2.1 * 10°

tf/cm’, tensdo de escoamento igual a 2.5 tf/cmz, peso especifico igual a

7.89 * 10°° tf/cm’ e coeficiente térmico igual a 1.2 * 10~° s°c.

3.3 Recomendacées da AlISI-1986

As recomenda¢des da American Iron and Steel Institute, edig¢do de
1986, para o dimensionamento de tubos cilindricos de ago, sujeitos a
tragdo ou compressdo simples, serdo transcritas de maneira resumida a
seguir. Posteriormente, serd mostrado como estas recomendagdes podem ser
incorporadas na heuristica para o dimensicnamento de treligas espaciais
de minimo peso, constituidas por tubos cilfindricos de ago. A notacdo

utilizada define os seguintes termos :

a; : drea da se¢do transversal do tubo i

d; : didmetro externo do tubo i

ti : espessura da parede do tubo i

i] : médulo de elasticidade

& comprimento indeformado do elemento

n : forga axial aplicada no elemento reduzida pelo fator p

A : {ndice de esbeltez

1 : 0.75 para carregamento que inclua vento, caso contrdrio 1.00
o) : tensdo admissivel de tragdo ou compressdo

o, : tensdo admissivel de tragdo ou compressdo associada ao tubo i
Oy : tensdo de tragdo ou compressdc no escoamento

w : coeficiente de seguranca
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3.3.1 Flambagem da parede do tubo

Quando a espessura da parede do tubo & relativamente pequena,
ondulagdes na parede do tubo aparecem antes de ser atingida a carga
critica de flambagem do tubo. Estas ondulagdes sdo referidas como
flambagem da parede do tubo, ou flambagem local. Nos tubos cilindricos
de ago, formados a frio, a flambagem local pode ser controlada pela
redugdo da drea efetiva de compressdo de acordo com a relagdo entre a
espessura da parede do tubo e o difmetro externo do tubo. Uma maneira
simples de evitar a flambagem local & escolher tubos cilindricos de ago

que satisfagam a seguinte inequacdo :

Bt,
o,d,

¥oL

2 9

Esta providéncia foi adotada na definig¢d3o da Tabela 3.1. Desta
maneira, para o dimensionamento da trelica espacial, & necessério

controlar somente a flambagem de cada tubo da trelica espacial.

3.3.2 Flambagem do tubo

Considerando a expressdo para a carga critica de Euler, e impondo
tensdo de compressdo menor ou igual ac valor da tensdo de compressdoc no

esceoamento, conclui-se gque :

Portanto, a expressdo para a carga critica de Euler deve ser

aplicada para A maior ou igual a um determinado valor, pois para valores

de A menores do que este determinado valor, a tensdo de compressdo,
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calculada a partir da expressdo para a carga critica de Euler, resulta
maior do que a tensdo de compressdo no escoamento, que é a méxima tensdo
de compressdo que pode ser suportada por uma barra comprimida. Porém, os
resultados de um grande nimeroc de experimentos apresentam um desvio do

exposto acima.

A expressdo empirica de J. B. Johnson, pode ser utilizada para
superar algumas das desvantagens da express3o de Euler, referé@ncia [55].

A férmula de J. B. Johnson apresenta-se como

o=cAN +cA+c,

A constante c; é determinada pela imposicdo de valor de tensdo de
compressdo igual & tensdo de compressdo no escoamento para indice de

esbeltez igual a zero, isto é :

As constantes c; e c; sdo determinadas impondo que as curvas de
Euler e de J. B. Johnson sdo tangentes no ponto onde o valor da tensdo
de compressdo é igual a metade da tensdo de compressdoc no escoamento,

isto é :

o
an’p

Portanto, a expressdo de J. B. Johnson pode ser escrita como :

% .
0——41(2[3 + o,

84



3.3.3 A ligagdo entre os elementos

Em trelicas espaciais metdlicas, o dispositivo de ligagdo entre os
elementos representa uma parte considerdvel do peso total da estrutura.
Em geral, as empresas envolvidas neste segmento da construgdo civil,
possuem virios tipos de nés patenteados, desenvolvidos especialmente
para a ligagdo entre os elementos. Para controlar a resist@ncia da
ligag&o entre os elementos, considere um determinado tipo de né, de
maneira que os elementos sdo ligados a este né por meio de ponteiras nos

tubos como mostrado na Figura 3.6.

-

ol |

. Pigura 3.6

Para o detalhe construtivo mostrado na Figura 3.6, conhecidas as
dimensdes da chapa que liga o tubo ao né e as dimensdes da secdo
transversal do tubo, é fdcil aceitar que pode ser determinada uma forca
admissivel de tragdo ou compressdo que pode ser aplicada nesta ligacdo.
Assim, é possivel associar ao tubo uma tensdo admissivel de tragdo ou
compressdo, através da divisdo desta forga admissivel de tracdo ou
compressdo pela drea da segdo transversal do tubo. Portanto, conhecidas
as dimensdes da chapa que liga o tubo ao né para cada tubo disponivel, &
possivel estabelecer um controle da resisténcia da ligagdo entre os
elementos. Para tanto, basta impor que o valor absoluto da tensdo na
secdo transversal do tubo ndo ultrapasse o valor da tensdo admissivel de

tragcdo ou compressdo associada ao tubo. A tensdo admissivel, associada



ao tuboc i, serd denotada por Bi. A escolha do tipo de né para cada local

da treliga espacial, depende da escolha dos tubos ligados a este né, e
poderd ser realizada numa etapa posterior ac dimensionamento da trelica

espacial.

3.3.4 Algoritmo para escolha do tubo de menor &rea

i+ 0

repita

1 141

Senz20

entdo

comeco

W <«

w |

al
T
e |a

fim

sendo

comeco



sepeal
entdo
{ flambagem de Euler }

comego

fim
sendo
{ flambagem de J. B. Johnson }

comego
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fim
fim

até ( i = nimero de tubos ) ou ((6 <0 e (U s b‘i))

3.3.5 Heuristica para dimensionamento de treligas espaciais

Na heuristica seguinte, observe que no final de cada iteracdo, ou
seja quando est4 disponivel a forca axial mfnima e maxima para cada
elemento da trelica espacial, o tubo associado a cada elemento &
possivelmente alterado, o que por sua vez ird alterar os valores para a
forca axial mfnima e mixima para cada elemento. Assim Y representa o
nimero de elementos da trelica espacial que nio estavam de acordoc com a

escolha determinada pelo algoritmo para a escolha do tubo de menor 4rea.
Idealmente, no final de um dimensionamento este nimero deve ser igual a

Zero.

para cada elemento faca
comego
associe um tubo qualquer
Thigs; & oo
Mhax €& —*

fim



repita
para cada carregamento facga
comego
encontre posicdo de equilibrio
para cada elemento faca
comego
calcule N como sendo a forca axial
N & un
se N < My,
entdo M., < 1
se M > N,
entdo M, « 1N
fim

fim

para cada elemento faca
comego
escolha tubo para m,, e 1,

se tubo associado ao elemento # tubo escolhido
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entdo
comego
associe tubo escolhido ao elemento
T & Y+l
fim
fim

”

até (y = 0) ou ( limite miximo de iteracdes )

3.4 Exemplos com planta retangular

Para o dimensionamento de qualquer estrutura & necess&ria uma
avaliacdo criteriosa de todas as cargas que a estrutura terd de
suportar. Entretanto, para estimar o dimensionamento de uma trelica
espacial de propésito geral, serdo utilizados valores médios, conforme
mostrado na Tabela 3.2, para todas as cargas envolvidas somente na
direcdo vertical. O peso de cada né da trelica espacial serd considerado

igual a 4 kgf.

Considerando as Figuras 3.1 e 3.2, uma aparente dificuldade &
representada por carregamentos n#o simetricos nas faces da trelica
espacial, pois como regra geral, um carregamento ndo simétrico irs
produzir um dimensionamento também ndo simétrico da treliga espacial.
Esta aparente dificuldade pode ser superada pela introducdo de um ou
mais carregamentos artificiais para cada carregamento ndo simétrico

presente. Por exemplo, para um carregamento uniforme numa face lateral,
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deverd ser introduzido um carregamento artificial uniforme de sinal

oposto na face lateral oposta.

Uma melhor solugdo, é a definig¢do do conceito de localidade, ou
seja, associar a todos os elementos de determinado conjunto de elementos
da treliga espacial o mesmo nimero inteiro denominado local. Assim, um
mesmo tubo poderd ser associado a todos os elementos deste determinado
conjunto. Os valores T, © T..x devem ser associados aos locais e nao
mais aos elementos, entretanto o conjunto de elementos com um mesmo
numero de local deve ser utilizado para definir os valores T, € T,.x-

Observe que a quantidade de locais é menor ou igual & quantidade de

elementos.
Permanente {
;f;¢§g£Zﬁ?} :;
Carregamento 1 —iS.bﬂ
Carregamento 2 -15.0
Carregamento 3 -15.0

" Tabela 3.2

A geometria da treliga espacial serd, como mostrado na Figura 3.7,
dada por uma treliga espacial de planta quadrada, com apoios nos gquatro
cantos da camada inferior, apoios que impedem somente o deslocamento na
vertical. Conforme a orientag¢do dos eixos na Figura 3.1, o comprimento
do médulo na diregdo i é igual ao comprimento do médulo na direcdo j.
Desta maneira, o nuimero de médulos na diregdo i é igual ao nudmero de
médulos na diregdo j. O comprimento da diagonal & imposto igual ao
comprimento do médulo, o que é obtido pelo estabelecimento de uma
relagdo entre a altura da treliga espacial, isto é a distdncia entre a

camada 1 e a camada 0, e o comprimento do médulo.
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\VERVAL

1o

Os vdrios exemplos s&o definidos pela variacdo do nimero de
médulos para uma determinada distdncia entre os apoios. Como a disténcia
entre apoios é mantida fixa, e a altura da trelica espacial est&
relacionada com o comprimento do médulo, segue que a relaclo entre a
distancia entre apoios e a altura da treliga espacial depende somente do

nimero de médulos. Seja my o nimero de médulos, logo
1, = (mo - 1)do

do
h1=‘£

A arquitetura estabelece o seguinte intervalo de variac3o para a

relagcdo entre a disténcia entre apoios e a altura da trelica espacial

15 € — <25 =211<m €19
1

B‘IH

A tensdo admissivel associada a cada tube, em decorré@ncia da

resisténcia da ligacdo entre os elementos, foi considerada igual a um
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valor muito grande, desta maneira o valor encontrado para o peso total

da treliga espacial é na verdade um limite inferior.

A Tabela 3.3, mostra o nimero de iterag¢des para o dimensionamento
da treliga espacial, ou seja o numero de itera¢fes maiores. Na udltima
iterag3o de cada exemplo, todos os elementos estavam de acordo com a

escolha determinada pelo algoritmo para a escolha do tubo de menor &rea.

Quaée Newton | Quase Neﬁtén.. Newton
Sem Meméria

11 791 4 4 &
12 935 7 7 7
13 1091 8 8 8
14 ) 1259 7 7 7
15 1439 10 10 10
16 1631 11 11 11
17 1835 12 11 11
18 2051 13 13 13
19 22779 15 14 14

. Tabela 3.3

E importante esclarecer que as eventuais diferencas no nimero de
iteracdes maiores requeridas para o dimensionamento da trelica espacial,
decorrentes da utilizagdo de diferentes métodos na etapa de cédlculo do
equilfibrio, podem ser atribuidas ao fato de que o equilibrio é atingido
dentro de uma certa tolerdncia, podendo portanto resultar em forgas

axiais ligeiramente diferentes.

O valor da tolerfncia para a norma infinito do vetor residuo foi
determinado de modo que permitisse desequilfbrio mé&ximo igual a 1 kgf. O
nimerc mdximo de interpolag¢des cibicas na rotina de busca unidimensional

foi estabelecido em 60.
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A Tabela 3.4 mostra o nimero de iteracdes menores, ou seja
iterag¢des para encontrar o equilibrio, requeridas para a soluc8o de cada
um dos trés problemas de cdlculo de equilibrio, realizadas durante a
dltima iteracdo maior. Observe que o nimero de iteracdes menores
requeridas pelo método Quase Newton Sem Memdria é superior ac nimero de
iteragfes menores requeridas pelo método Quase Newton. O método de

Newton requer um pequenoc numero de iterac¢des menores.

Médulos | IncSgnitas | _ Iteragdes menores
Qua#e Ne#ton Quase Newton
Sem Memdria
11 791 80/ 83/ 82 76/ 78/ 77
12 935 88/ 93/ 89 88/ 89/ 88
13 1091 106/143/108 96/102/102
14 1259 118/161/122 114/118/115
15 1439 145/186/137 131/135/131
16 1631 159/213/151 148/150/145
17 1835 172/243/171 159/158/15%
18 2051 248/282/191 175/178/176
19 2279 283/312/211 191/196/195
Cooimahaly 3

A Tabela 3.5 mostra o tempo médio de execugdo por iteracdo maior,
isto é, o tempo total para o dimensionamento da treliga espacial
dividido pelo nimero de iteragdes maiores requeridas. Observe que cada
iterag¢do maior requer a solugdo de trés problemas de cdlculo de
equilibrio, um para cada carregamento. E surpreendente o desempenho do
método Quase Newton Sem Meméria, quando comparado com o método Quase
Newton ou com o método de Newton. Os tempos mostrados na Tabela 3.5 sdo

para o computador IBM, modelo SP1.
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Quase Newton .Qﬁasé Newfoﬁ

Sem Meméria
11 791 9 371 892
12 935 11 618 1097
13 1091 17 992 1556
14 1259 22 1510 3661
15 1439 30 2271 5952
16 1631 38 3225 8978
17 1835 48 4414 12274
18 2051 65 6416 12799
19 2279 83 8607 21136

B R

Para iniciar o dimensionamento das trelicas espaciais, e com
referéncia & Tabela 3.1, o tubo nimero 2 foi associado aos elementos
diagonais da treliga espacial, para os outros elementos foi associado o
tubo nimero 4. E importante observar que a experi@ncia adquirida no
dimensionamento de treligas espaciais pode iniciar o dimensionamento com

tubos diferentes dos sugeridos neste parégrafo.

A configuragdo indeformada da treliga espacial, que & definida por
deslocamentos incégnitos iguais a zero foi utilizada como ponto de
partida para a solugdo de todos os problemas de cdlculo de equilfibrio.
Entretanto, observe que no final da primeira iterac&o maior, poderia
estar armazenada a solugdo de cada um dos tr&s problemas de cdlculo de
equilfbrio. Cada solugdc poderia entdo ser utilizada como ponto de
partida para o respectivo problema de cdlculo de equilibrio na segunda
iteragdo maior. Prosseguindo desta maneira, é provavel que o tempo total

gasto no dimensionamento da treli¢a espacial possa ser reduzido.
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A Tabela 3.6 apresenta alguns resultados de interesse da prdtica
do dimensionamento de treligas espaciais, j& colocados nas unidades
usuais. A coluna referente ao peso apresenta o peso total, incluido o
peso dos nés, dividido pela 4rea coberta entre os apoios. Pode ser
observado que, uma vez fixada a distlncia entre apoios, o peso total da
treligca espacial aumenta com a diminuig3o da sua altura. Portanto, para
a obtengdo de um dimensionamento com economia de recursos, a altura da
treligca espacial deve ser fixada no médximo permitidoc pela arquitetura.
Uma outra conclusdo importante, que pode ser obtida com a ajuda da
Tabela 3.6, é que o peso da totalidade dos nés representa em média cerca

de 23% do peso total da treliga espacial.

Mbdulos Nés Elementos |  Peso
” - - (kgt/md)
| | Minimo
11 265 968 14.98 -80 47
12 313 1152 16.41 -390 50
13 365 1352 17.94 -99 53
14 421 1568 19.52 -109 55
15 481 1800 21.25 -117 56
16 545 2048 22.95 -127 57
17 613 2312 24.70 -138 58
18 685 2592 26.49 -148 58
19 761 2888 28.36 -158 58
B e e gabeis Juf

Observe que, em alguns casos, o deslocamento vertical minimo
apresentado na Tabela 3.6, pode ser considerado como excessivo. Uma
maneira para reduzir a amplitude deste deslocamento consiste em diminuir
o dngulo de inclinacdo dos elementos diagonais da treliga espacial em
relagdo a vertical, resultando num aumento da altura para © mesmo

tamanho do médulo. Nos exemplos mostrados, em decorré@ncia do comprimento
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da diagonal ser considerado igual ao comprimento do médulo, este angulo

é igual a 45°.

As conclusdes baseadas nos exemplos precedentes podem ser
estendidas, com cautela, como uma primeira aproximacdo para outras

trelicas espaciais com plantas retangulares.

3.5 Aplicagéo a um caso real

A estrutura que serd analisada & uma trelig¢a espacial com Projecdo
circular em planta, constituida basicamente por duas calotas treligadas
ligadas por diagonais. Este tipo de treliga é usualmente referido como
cipula esférica. Esta cdipula esférica & a cobertura de um gindsio de
esportes, situado no centro desportivo presidente Médici, na cidade de
Bras{lia, construido pela empresa Mendes Junior Industrial Limitada, sob
responsabilidade técnica do Engenheiro Leovi Antonio Pinto Carisio. (o]
védo livre coberto é igual a cerca de 101 metros e a altura mixima &
igual a cerca de 14 metros. Foram considerados como apoios fixos, 36 nés
igualmente espagados ao longo da borda da cipula esférica. A geometria
da estrutura é definida através de 1674 nés e 6489 elementos. Observe
que o total de deslocamentos incégnitos & igual a 4914. A Figura 3.8
mostra uma vista lateral da estrutura. Note a presenga de um lanternim

para a ventilacdo e iluminagio do ambiente.

O dimensionamento desta cipula esférica foi realizado com a ajuda
do programa de computador para a andlise linear de estruturas conhecido
por SAPS0 (Structural Analysis Program), observando as recomenda¢des da
AISI-1986. Este é portanto, um exemplo ideal para o estabelecimento de

uma andlise comparativa com a heuri{stica, para o dimensionamento de
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minimo peso de treligas espaciais, proposta neste capitulo. Este exemplo

também demonstra o desempenho do método Quase Newton Sem Meméria.

Entretanto, uma comparag¢io considerando socmente o peso total da
cipula esférica estd prejudicada, pois vArios tubos, que compdem a
estrutura dimensionada através da andlise linear, nfo satisfazem as
recomenda¢des da AISI—lSBG, quando a estrutura é submetida a uma andlise
ndo linear. Na andlise ndo linear, a tensfo atuando em alguns dos
elementos chega a ser 1.15 vezes o valor da tensdo admissivel. Convém
esclarecer que os carregamentos foram os mesmos tanto para a andlise
linear quanto para a andlise ndo linear. Esta cipula esférica foi
dimensionada considerando-se tré&s casos de carregamento, isto &, cargas
permanentes somadas com cargas acidentais, cargas permanentes somadas
com cargas produzidas por uma primeira hipétese sobre o vento e cargas
permanentes somadas com cargas produzidas por uma segunda hipétese sobre
© vento. Uma dificuldade adicional para a andlise comparativa reside no
fato da relagdo de tubos disponiveis, utilizada para o dimensionamento
através da andlise linear, ndo estar disponivel. A tensdo de escoamento

do ago utilizado na fabricagdo dos tubos é igual a 2.9 tf/cm’.

-
AW TR TANY AT
MY AR ¥ AR, A" A" S

~Figura 3.9

Para uma descrigdo ndo muito detalhada desta cipula esférica,
convém lembrar a definigdo do conceito de localidade, ou seja, associar

a todos os elementos de determinado conjunto de elementos da trelica



espacial o mesmo nimero inteiro denominado local. Assim, um mesmo tubo

poderd ser associado a todos os elementos deste determinado conjunto.

Na estrutura dimensionada através da anidlise linear, existem 7
locais, e consequentemente um mé&ximo de 7 tubos distintos. A andlise nio
linear desta estrutura com 7 locais, revela gue alguns elementos do
local 1 e alguns elementos do local 5 nio satisfazem as recomendacdes da
AISI-1986. Entretanto, um dimensionamento através da andlise nio linear
mantendo estes 7 locais, provavelmente levaria a um aumento considerédvel
do peso da estrutura, pois o total de elementos do local 1 & igual a
3582. Observe que o total de elementos do local 5 & igual a 90, o gue
provavelmente representaria um aumento irrelevante de peso. Para um novo
dimensionamento foi definido o local 8 que inclui os elementos do local
1 que ndo satisfazem as recomendacdes da AISI-1986, juntamente com todos
Os seus elementos simétricos. No dimensionamento através da andlise ndo
linear, a tolerdncia para a norma infinito do vetor residuo foi
determinada de modo que signifique desequilibrio mdximo igual a 1 kgf. O
nimero médximo de interpolac®es cubicas na rotina de busca unidimensional

foi estabelecido em 60.

Foram necessdrias 5 iterag¢des maiores para o dimensionamento desta
cipula esférica. O programa foi executado por uma estagdo de trabalho
IBM, modelo RISC 6000-32H, durante um intervalo de tempo igual a 1 hora
e 21 minutos. O nimero de itera¢des menores, realizadas durante a dltima
iteragdo maior, foi igual a 444 para o carregamento 1, 431 para o
carregamento 2 e 430 para o carregamento 3. Convém notar que os tubos
escolhidos pela heuristica proposta neste capftulo satisfazem as
recomendacdes da AISI-1986. Uma comparacdo da Tabela 3.7 com a Tabela
3.8 mostra que os tubos escolhidos pela heuristica sdo praticamente os

mesmos tubos escolhidos pelo projetista da estrutura.
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Para o dimensionamento através da andlise linear, os tubos e os

locais estdo relacionados com as Figuras 3.9 até 3.16 de acordo com a

Tabela 3.7.
H’ A 2 X 3.9 7 3.16
2| 88.9 X 3.10
3| 101.6 X 3.11
4| 127.0 X 3.12
5| 141.3 X 339
6| 141.3 X 3.14
7| 141.3 X 3.15

Para o dimensionamento através da andlise ndo linear, os tubos e

os locais estdo relacionados com as Figuras 3.9 até 3.16 de acordo com a

Tabela 3.8.
. Andlise Ndo Linear
| Local Tub Figura |
i: 76.2 X 1.90 3510
2 88.9 X 3.00 1683 39620 3.10
3 101.6 X 3.00 333 8798 3.11
4 127.0 X 3.00 414 15586 3.12
5 168.3 X 4.80 90 6608 3,13
6 141.3 X 4.75 351 18358 3.14
7 141.3 X 5.60 36 2191 3.15
8 88.9 X 3.00 72 1695 3.16
"""" Tabela 3.8
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. Figura 3.9
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. Figura 3.10
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" Figura 3.2
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o Pigure 315
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Figura 3.6
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4. Analise De Rede De Cabos

O propésito principal deste capftulo é mostrar que o elemento
finito definido no capitulo 2 pode ser utilizado para a andlise e para o
dimensionamento das estruturas que incluem cabos de aco tensionados,
sendo especialmente adequado para modelar a etapa de tensionamento que é
geralmente necessdria neste tipo de estrutura. E importante observar que
as estruturas em que predominam cabos de acgo tensionados, definem um

subconjunto das tenso estruturas.

Em particular, serd analisada a estrutura com cobertura suspensa
formada por uma rede de cabos de ago, com forma inicial definida pela
superficie de um paraboléide hiperbélico, delimitada por um cilindro de
segdo transversal eliptica, cujo eixo contém o ponto de sela da
superficie do paraboléide hiperbélico, e é paralelo a um vetor
perpendicular & superficie do paraboléide hiperb6lico neste ponto. A
curva fechada definida pela interseccfo da superficie do cilindro com a
superficie do paraboléide hiperbélico define o eixo de um anel, que &
geralmente de concreto, e serd referido como anel de borda. Uma série de
pilares, geralmente de concreto, com alturas possivelmente diferentes
para acompanhar a superficie do paraboléide hiperbélico, sustenta o anel
de borda. Os cabos de ago sdo dispostos de modo que suas proje¢des em

planta sejam paralelas as diregdes dos eixos da elipse.

Uma outra motivagdo para uma dedicacdo especial a este tipo de
estrutura reside no fato de que a sua construgdo requer baixo consumo de
material e é f&cil de ser executada. Porém é interessante observar que é
praticamente inexistente no Brasil a edificagdo de estruturas que
incluem cabos de ago tensionados, muito embora a construgdo do Pavilhdo

do Sdo Cristévdo, na cidade do Rio de Janeiro, esteja entre as primeiras
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obras executadas no mundo com cobertura formada por uma rede de cabos de

aco na forma da superficie de um paraboléide hiperbélico.

Uma apresentagdo detalhada do desenvolvimento histérico das tenso
estruturas, pode ser encontrado na referéncia [37). As tenso estruturas
tem despertado ao longo do tempo, o interesse de alguns pesquisadores
brasileiros. Em especial, apresentaram contribuc¢do, para a andlise e
também para o dimensionamento de estruturas que incluem cabos de ago

tensionados, os autores das seguintes referéncias [4] e [53].

4.1 Rede de cabos com planta elfptica

rede de cabos _\

anel de borda

T gl

"]

anel de travamento

pilar

- Pigura 4.1 T o
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A Figura 4.1 mostra um esquema geral do tipo de estrutura que serd
analisada neste capitulo, colocando uma Primeira dificuldade a ser
Superada. Esta primeira dificuldade pode ser representada na seguinte

questdo : Como pode ser modelado o anel de borda ?.

Este estudo empregard elementos de pértico espacial, utilizados
largamente na andlise linear de estruturas, para modelar o anel de
borda. 0 lugar geométrico do eixo do anel de borda serd definido por uma
linha poligonal fechada. O elemento de pértico espacial para pequenos
deslocamentos & bastante adequado, pois, ao contririo do esperado para a
rede de cabos, bPequenos deslocamentos sdo esperados para o anel de

borda.

4.1.1 A equagdo da elipse

Conforme mostra a Figura 4.2, considere uma elipse com centro na
origem do sistema de coordenadas e eixo maior paralelo ao eixc das

coordenadas x.

L

— X

B = o o Pigurs 4.2 .

A equacédo da elipse, em coordenadas retangulares, é dada por
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A equacdo da elipse, em coordenadas polares, é dada por

ab

r = --- -
:J(b cos 'y)z + (a sin ‘r)z

4.1.2 A equagdo da superficie do paraboléide hiperbélico

Considere um paraboléide hiperbélico cujos dois planos de simetria
contém respectivamente os eixos x e Yy do sistema de coordenadas.
Considere h como a coordenada z do ponto central, ou seja a altura do
ponto de sela. A equa¢do da superficie do paraboléide hiperbélico, que
cobre uma elipse de semi eixo maior a e semi eixo menor b, pode ser

escrita como a seguir, onde o produto AB deve ser negativo :

o)) e

4.1.3 A discretizagd@o do anel de borda

Uma solugdo elegante para o problema colocado pela discretizacdo
do anel de borda seria dividir a curva fechada definida pela interseccdo
da superficie do cilindro de secdo transversal eliptica com a superficie
do paraboléide hiperbélico em partes iguais. Assim as coordenadas dos
pontos determinados por esta divisdo seriam as coordenadas dos nés da
discretizacdo. Entretanto, a realizacdo desta divis3o & uma dificuldade

que exige um grande esforgo para ser superada.
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A abordagem adotada consiste em dividir a elipse que define a
segdo transversal do cilindro em partes aproximadamente iguais. Assim as
coordenadas x e y dos pontos determinados por esta divisdo definem as
coordenadas X e y dos nés da discretizag¢do. A coordenada z de cada ponto
da discretizagdo, pode ser obtida com a ajuda da expressdo para a

superficie do paraboléide hiperbélico.

4.1.4 A divisdo da elipse

Nesta segdo serd descrita uma maneira para dividir uma elipse em
partes aproximadamente iguais. Entretanto, esta divis3o serd em partes
iguais no caso da elipse reduzir-se a uma circunferé@ncia. Em decorré@ncia
da simetria, basta dividir somente um dos quatro quadrantes da elipse.

Conforme mostra a Figura 4.3, considere o primeiro quadrante de
uma elipse, com raios maior e menor dados respectivamente por a e b,
dividido em m partes ndo necessariamente iguais. Seja s; o comprimento
do arco definido pelos pontos nimero i e nimero (i - 1), e seja 6; o

dngulo definido pelos raios associados a estes dois pontos.

2m 0
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Observe que para uma discretizacdo adequada do anel de borda, m
deve ser um ntimero relativamente grande, portanto podem ser escritas as

seguintes expressBes

s, = af,

Pela imposigdo de igualdade nestes comprimentos, segue :
a
6, = —6
m bl
Portanto, para uma divisdo da elipse em partes aproximadamente
iguais, a express3o anterior sugere estabelecer que a sequéncia de
dngulos seja crescente desde 6, até Bn. Uma sequéncia crescente para os

angulos 0; pode ser obtida pela imposig¢3o de uma variag8o linear para 0;

em fungdo do indice i, da seguinte maneira :

91 = f;e1

Jh
I
[

B
I
o|w

Definindo,
a
=%
e impondo uma variacdo linear para fj em fungdo do fndice i, segue

(b -2i+m-p
m-=1

f =

1

0 angulo 6: pode ser determinado através da seguinte equacdo
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M
@
]
19
]
D
M
Jh
n
SHE]

e m(p + 1)

i=1 2

]

portanto o dngulo 0, pode ser escrito como :

n
9 = — 2
(k4 Dm

Observe que no caso da elipse reduzir-se a uma circunferéncia,
isto é, quando U = 1, a expressdo para 6; implica numa divis3o em

partes iguais.

Como declarado anteriormente, 6; é o &ngulo definido pelos raios
associados as pontos nimero i e nimero (i - 1l). Entretanto é conveniente

eéscrever uma expressdo para o &ngulo associado a cada ponto da divisio

da elipse. Seja Y o &ngulo associado ao ponto ndmero k, logo

K
T = :Z:Bi

i=1

gue conduz a :

_on{p - 1k + nlom - p - 2k
B 2n(m - D(p + 1)

Tx

Também € conveniente escrever uma expressdo para o nuimero de ponto
dado um certo &ngulo ¥, o que pode ser obtido através da solugdo da

seguinte equagdo do segundo grau :

o(p - 1)k’ + 72m - p - 1)k - 2m(m - D(u + 1)y = 0
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A solugdo da equacdo anterior pode ser escrita como

Cy

k=
,/1 + 2c,c; +1

onde,

_ dm(m - 1)(p + 1)y
~ onlem - p- 1)

]

-1
2m - pu -1

1l

Note que a solugdo é vdlida no casoc da elipse reduzir-se a uma

circunferéncia, isto é, quando U = 1.

4.1.5 O posicionamento da rede de cabos

Observe que para definir a posig8o da rede de cabos, basta definir
as coordenadas dos seus nés no plano Xy. pois as coordenadas z podem ser
obtidas com a ajuda da expressdoc para a superficie do paraboléide
hiperbélico. Os cabos com projegdes em planta paralelas ao eixo maior da
elipse serdo referidos por cabos longitudinais. Os cabos com proje¢des
em planta paralelas ao eixo menor da elipse serdo referidos por cabos
transversais. As extremidades dos cabos sdo ligadas & nés simetricamente

localizados no anel de borda.

E desejédvel que os cabos longitudinais pudessem ser igualmente
espacados ao longo do eixo menor da elipse, e gue os cabos transversais
pudessem ser igualmente espagados ao longo do eixo maior da elipse.
Deste modo seria produzida uma malha quadrada que facilitaria a fixacdo

das telhas. Entretanto, a discretizacdo do anel de borda torna dificil
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que isto ocorra. Uma maneira de contornar esta situagdo é arredondar a
posigdo ideal de cada cabo para a posicdo do mais préximo ponto da
discretizagsio do anel de borda. Este arredondamento é desnecess&rio para
posicionar um cabo longitudinal na coordenada y igual a zero e para
posicionar um cabo transversal na coordenada x igual a zero. Observe que
a simetria existente neste problema sugere que seja descrito o
posicionamento dos cabos longitudinais nas coordenadas Y positivo e o

posicionamento dos cabos transversais nas coordenadas X positivo.

Considere my o numero de divisdes do semi eixo menor da elipse.

Logo os cabos longitudinais deveriam ser posicionados nas coordenadas NE

dadas por :
b |
¥y ==
m}'
2 1i viea 5 [y — 1)

O algoritmo seguinte utiliza express®es deduzidas na secdo
anterior para determinar a coordenada y do ponto da divisd@o da elipse

mais préximo ao ponto onde deveria ser posicionado o cabo longitudinal.

para j « 1 até m, - 1 faca

comeco

Y « arcta

am(m — 1)(u + 1)y
m(2m - p - 1)
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h=-1
2m - pu -1

Cp

k « |05 +
.‘/1 + 2c,c, +1

mp - Jk* + n2m - p - )k

2m(m - )(p + 1)
absin
Y; o 2 - 2
(b cos 'y) + (a sin ‘}’]
fim

Considere mx o nimero de divisdes do semi eixo maior da elipse.
Loge os cabos transversais deveriam ser posicionados nas coordenadas Xi

dadas por
a .

Xy, = —1
mx

i=1, ..., (me - 1)

O algoritme seguinte utiliza expressdes deduzidas na secgdo
anterior para determinar a coordenada x do ponto da divisdo da elipse

mais préximo ac ponto onde deveria ser posicionado o cabo transversal.

para 1 « 1 até my - 1 faca

comecgo
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{ 2
mx
Y arctav{

- i?
i

dm(m — 1)(p + 1)y
1:(2m - M- l)

i=-1

c A —————————————
2 2m - p -1

Co

k « |05 +
1/1 + 260, +1

- nlp - 1)k* + nl2m - p - 1k

¥ 2m(m - D(p + 1)
s abzcos Y :

(bcosy)’ + (asiny)
fim

4.1.6 O8 nés da rede de cabos

A Figura 4.4 mostra que os nés que pertencem exclusivamente & rede
de cabos estdo localizados no interior da elipse. Para estes nés observe
que para cada valor da coordenada j, o valor da coordenada i varia de
modo simétrico entre um limite inferior e um limite superior. De maneira
andloga, para cada valor da coordenada i, o valor da coordenada j varia

de modo simétrico entre um limite inferior e um limite superior.
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iy !

' Pigura 4.4

Seja mey o limite superior do intervalo de variacd3o da coordenada
i para um dado valor da coordenada j, my; o limite superior do intervalo
de variagdo da coordenada j para um dado valor da coordenada i e § a

menor distdncia, medida paralelamente aos eixos, permitida entre um né

da rede de cabos e o eixo da elipse. A especificacdo de um valor maior
do que zero para & tem como objetivo eliminar nés da rede de cabos que
poderiam ser considerados muito perto do anel de borda. Os algoritmos

para determinar m. e my; est3o descritos a seguir.

My & m, —1

para j «< 1 até m, - 1 faca

comego
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até (x, Sx—ﬁ)e(y, Sy—ﬁ)

m, ¢ i
fim
m, ¢ m, —1

yo y

para i « 1 até my - 1 faca

comego
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m, ¢ j

fim

E importante observar que os nés que pertencem simultaneamente &

rede de cabos e ao anel de borda, podem ser referidos pelas coordenadas

{'Inﬁ(tj}a (mX!j)r (ie‘my) e {ifl“y]'

4.1.7 O posicionamento dos pilares

O posicionamento dos pilares est& restrito as posicdes definidas
pelos nés da discretizacdo do anel de borda. A ligacdo entre o anel de
borda e o pilar pode dificultar a rotacdo do anel em torno do seu eixo,
favorecendo o aparecimentc de momento torgor no anel. Entretanto, o
valor absoluto do momento torgor no anel de borda pode ser minimizado.
Para que isto ocorra, os pilares devem ser posicionados conforme pode
ser mostrado com a ajuda da Figura 4.5. O eixo de menor momento de
inércia da sec¢do transversal do pilar deve ser tangente & equacdo da
elipse, ou em outras palavras, o eixo de maior momento de inércia da

secdo transversal do pilar deve ser paralelo ao vetor unitdrio v.

E importante observar que a flambagem dos pilares pode representar
uma dificuldade ao projeto deste tipo de estrutura. Entretanto, esta
dificuldade pode ser superada pela introducdc dos anéis de travamento.
Os anéis de travamento, conforme mostra a Figura 4.1, s&c anéis na forma
de elipse ou arco de elipse, paralelos ao plano xy que interligam os

pilares.
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As expressdes para as componentes do vetor unitdrio v, podem ser

escritas como :

be
Vx = 24 4 2_4
-\]x b + v‘a

ya’
szbd A Yza«t

4.1.8 A forma da segdo transversal do anel de borda

Objetivando a facilidade construtiva, é recomendivel gue para a
forma da se¢do transversal do anel de borda seja considerada a segdo
retangular. No caso de grandes vdos livres, a secdo retangular vazada é
indicada, pois neste caso as grandes dimensdes requeridas para o seu
dimensiocnamento facilitam sua execucdo como segdo retangular vazada, o
que proporciona uma economia de concreto. Entretanto, no caso de
pequenos vdos livres, a se¢do retangular cheia & inevitdvel, pois neste
caso as pequenas dimensdes requeridas para o seu dimensionamento

impedirdo sua execug¢do como secdo vazada.
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4.1.9 0 eixo do anel de borda

As coordenadas dos pontos que definem o eixo do anel de borda
podem ser escritas com a ajuda das expressfes para a equacdo da elipse e

da expressfo para a equacdo da superficie do parabolédide hiperbélico,

assim :
1
[cosy2 sin‘y’_i
[l o2
a b
X = rcosy
Yy =rsiny

=]

Um vetor u, tangente ao eixo do anel pode ser determinado por :

dx dy dz

u, = = —, u, = —

ar’ 7 gy
cujo desenvolvimento conduz & :

_ -r’siny

ux - bz
3
_r cosy
u, = a’
2(B - A)r' siny cos ¥
u, = 242
a‘b

Um vetor v, perpendicular & superficie do paraboléide hiperbélico

pode ser determinado por
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cujo desenvolvimento, quando calculado num ponto pertencente ao anel de

borda, conduz &

_ =—2Ar cos Y

v x 2
a

_ —2Br sin ¥y
y b2

Como esperado, observe que o produto escalar u‘v é igual a zero.

Um vetor w, perpendicular aocs vetores u e v pode ser determinado pelo

produto vetorial u ® v, assim :

r’ cos ¥y o 4B(B — A)r’ cos ¥ sin’ ¥

-3
|

X a? a2b4
I r’ siny 4A(B - A)r’® cos’ ¥ siny
¥ b2 a4b2
2Ar' cos’ y = 2Br' sin’y
w, = r + [
a b

Numa tentativa de produzir predominantemente esfor¢o de compress3o
no anel de borda e também para facilitar a fixacio dos cabos, a
inclinagdo da segdo transversal do anel deve ser compativel com a
inclinacdo da superficie do paraboléide hiperbélico. 0 eixo de maior
momento de inércia da segdo transversal do anel deve ser perpendicular a
superficie do paraboléide hiperbélico, pois em torno deste eixo &

esperado um maior esforco de flexdo.
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4.1.10 Forga no anel de borda devida ao vento lateral

Para determinar em quais pontos do anel de borda existe forca
aplicada devida a um vento soprando lateralmente, considere a Figura
4.6. O vetor d é paralelo A direcdo do vento. As duas retas tangentes a
elipse s8o paralelas ao vetor d. O vetor s & perpendicular A reta que
une os dois pontos da eiipse por onde passam as retas tangentes. O vetor
r define um ponto qualquer da elipse. Lembre que esta elipse é a

projecdo do eixo do anel de borda no planc xy.

d

A inclinag3o de uma reta tangente & elipse pode ser determinada

com a ajuda de :

Entretanto, a inclinagdo da reta que une os dois pontos da elipse

por onde passam as retas tangentes, pode ser determinada por

dx d, x
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e lembrando que o vetor s é perpendicular a esta reta, segue :

= X

s:t
Sy

e ainda observando que para dx < 0 = sx < 0, & possivel definir as

componentes do vetor s como :
B, = bid,

— 2
s, = a‘d,

E f4cil verificar que existe forca aplicada nos pontos do anel de
borda onde ocorrer s‘r < 0. Para a determinagdo da intensidade e da
direcédo desta forga considere a Figura 4.7, onde s3o mostradas as duas
situacdes possiveis do chogque do vento soprando lateralmente contra as
faces do anel de borda. Considere os vetores d, v, w, descritos na segdo

anterior, como normalizados.

Considere p comc a pressdo exercida pelo vento numa superficie

plana. Esta pressdo pode ser determinada em funcio da velocidade do
vento. Conforme sugere a Figura 4.3, considere o primeirec quadrante do

anel de borda discretizado em m elementos de comprimento aproximadamente
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iguais. Assim, o comprimento aproximado & de cada elemento pode ser
determinado por

2 2
5 m la”+Db

m 8

e definindo as dimensdes 1, e 1., da se¢fo retangular do anel de borda
como as dimensdes paralelas ao vetor v e ao vetor w respectivamente,
segue que a forga aplicada num né do anel de borda, devida ao vento

soprando lateralmente, pode ser escrita como :
' 2 2
f = -pSI?(wtd) w + pﬁl,(vtd)‘v I w, >0

£ = —pdl,(w'd)'w - p8L,(v'd)'v | w, <0

4.2 Analise comparativa com um modelo experimental

A referéncia [28] apresenta os valores das medidas efetuadas num
modelo experimental de rede de cabos tensionados, na forma da superficie
de um paraboléide hiperbélico. A projegdo em planta é um quadrado com
diagonal medindo 204 polegadas. A rede & formada por uma malha ortogonal
12 x 12 paralela as diagonais do quadrado. Dois cantos opostos da
diagenal sdo rebaixados de 9 polegadas a partir da origem, enguanto que
os outros dois cantos sdo elevados de 9 polegadas a partir da origem. A
origem estd localizada no centro da superficie. Para os cabos foram
utilizados fios de ago de alta resisté@ncia com dilmetro igual a 0.16
polegadas. Os fios foram espacados em 17 polegadas, de modo uniforme e
paralelo as diagonais. A rede foi ancorada ao longo das vigas rigidas e

retas representadas pelos lados do quadrado como mostrado na figura 4.8.
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_ Pigura $.8

A unidade para forg¢a é igual a mil libras forga, e serd denotada
por klf. A minima forga de ruptura dos fios de ago foi avaliada em 4.6
klf, enquanto gue o médulo de elasticidade multiplicado pela &rea foi
avaliado em 618.2 klf. O tensionamento dos fios foi realizado de modo
que a componente horizontal da forga atuande em cada fio fosse igual a

1.2 k1f (aproximadamente 0.25 da forca de ruptura) .

Colunas atarracadas fixaram as extremidades das vigas, que eram
suficientemente rigidas para n3o flexionar scb a agdo das midximas forcgas
estimadas para os fios. Deflet8metros com sensibilidade igual a 0.001
polegadas foram fixados em vArios pontos das vigas e ndo indicaram

qualquer movimento para as maximas cargas aplicadas.
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Os fios foram presos nos pontos nodais depois da rede ter sido
tensionada e a correta geometria obtida. O modelo foi tensionade em
vdrios estdgios. As componentes horizontais das forcas finais obtidas,
apresentaram uma dispersdo mixima igual a 2.7 * 102 do valor estipulado
igual a 1.2 k1f em cada fio. A geometria obtida para a rede, apresentou

uma diferenca mixima igual a 5 * 10 da forma requerida.

Note que para o modelo teérico, a configurag8do de equilibrio da
etapa de tensionamento & conhecida. Também si3o conhecidas as forcas de

tensionamento para todos os elementos da estrutura.

4.2.1 A equagl@o da superficie do paraboléide hiperbélico

A equagdo da superficie do paraboléide hiperbélico para o modelo

experimental pode ser escrita como :

aﬁyz-xz)
b2

Note que o valor de a é igual a 9 polegadas e o valor de b é igual

a 102 polegadas.

4.2.2 0 equilibrio dos nés na etapa de tensionamento

Convém observar que o tensionamento da rede foi realizado de modo
que a componente horizontal da forga atuando em cada fio fosse igual a
um determinado valor. Este valor serd denotado per h. Logo, o equilibrio
de forcas estd satisfeito nas direcdes x e Y para os nés internos da

rede.
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A seguir serd mostrado que se o peso préprio dos fios nioc for
considerado, o equilibrio de forcas na diregdo z, para os nés internos

da rede, também estd satisfeito no caso da superficie da rede ser dada

pela equagdo do paraboléide hiperbélico.

Considerando que a malha é regular, com espagamento constante dado
por 8, as coordenadas x e Y para os pontos nodais da rede podem ser

escritas como
x, = id
y; = 3jb

Note que o valor de § é igual a 17 polegadas e i e j sdo nimeros

inteiros. Assim, a coordenada z para o ponto (X;, Yj) pode ser escrita

como
2
ad .2 .2
243 = Bbe -1 )

Considere um determinado ponto nodal da rede, com seus quatro
elementos incidentes como mostrado na Figura 4.9. Definindo 0x como

sendo o dngulo que o elemento k faz com a horizontal, a componente
vertical da forga aplicada no né pelo elemento, denotada por vy, pode

ser escrita como :

v, = -=h tan 6,
v, = +h tan 6,
vy, = -h tan 8,

v, = +h tan 9,
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(i, 7 + 1)

1 -1, J)—1, §) —— (i 4+ 1, J)

tan 0, = S 2 e _521_” = v, = +£:2—5(2i - 1)
tan 6, =£11i6——zii=v2 =—~hb;a25—(2i+1)
tan 6, =—z—‘L_—8ﬁ'-’i=>v3 =—hbi25(zj-1)
tan 0, =—zijl1—5-_—ii=>v‘ =+%a2—8—(2j+1)

Observe que :

Logo, o equilibrio de forcas na direcdo z para os nés internos da

rede estd satisfeito.
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4.2.3 Estimativa do peso préprio dos fios

A forca nodal consistente devida ao peso préprio dos fios pode ser
calculada pela soma dos pesos de metade do comprimento dos elementos
incidentes no né. Definindo d como sendo o difmetro do fio e p como
sendo o peso especi{fico do fio, a forca nodal pode ser estimada por :

nd’8p
2

f =

Convém observar que o valor de p ndo foi fornecido. Entretanto, o
peso especifico do ago é igual a 2.85 * 10™* k1f por polegada cubica,

resultando f = 1.9 * 10°* k1f.

Observe que :

| £ |=rcd2pb2=55*lo_,
|v1+—vJ 4ha .

O resultado anterior sugere que o peso préprio dos fios pode ser
desprezado e que os erros encontrados na geometria da rede podem ser
atribuidos ao fato das componentes horizontais das forgas finais

obtidas, apresentarem uma dispersfo em relagcdo ao valor estipulado.

4.2.4 Resultados observados

A Figura 4.10 mostra a numeracdo dos nés da rede. Esta numeracdo é&

diferente da numeragdo escolhida pelos autores do experimento que

incluia somente os nés internos da rede.
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85

82 |83 84
77 78 79 F 81
70 71 72 73 74 75 76
61 62 3 4 65 66 ‘g )sa 69
50 51 52 Is3 54 55 56 57 59 60

37 38 39 40 141 42 43 44 45 46 47 48 49

7 1 19 20 21 Jge 23 24 125
0 1 12 13 14 15 e
7 ~§ 9
3 4
1
...... : F:iguz’a #. Ig

A Tabela 4.1 apresenta os deslocamentos verticais dos nés, para
casos de carregamento por forga vertical no sentido contrdrio ac eixo z,
definidos por : (1) 0.22 k1f aplicado no né 43, (2) 0.22 k1f aplicado no
né 21, (3) 0.22 k1f aplicado no né 7, (4) 0.022 k1f aplicado somente nos

nés internos desde o né 1 até o né 49.
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T Py ._
3 20.0075 | -0.1981] —0.12¢60
3 T0.0622 | 0.2165| -0.1880

13 0.4150 | -0.2850 | -0.3830
15| -0.0043 | -0.0492| -0.0276 | —0.2480
19| -0.0268 > *| -0.3265
20| -0.0826 | -0.3860| -0.0579 g
22| -0.0826 | -0.3860| -0.0579 | =0 3565
24| -0.0045| 0.0043 ] -0.0027| -0.1370
28| -0.0078 | -0.0053 | -0.0023 | —0.283%5
31| -0.3945| -0.3900] -0.0102| —0.2520
33| -0.0756 | -0.0748 | -0.0063 | —0 3740
35| 0.0138 > “1=0.1345
39| 0.0276| 0.0047] 0.0000] -0.1680
41| -0.1145] -0.0358 | 0.0047 | —0.2580
3z [ -0.4290 = "1 03345
43| -0.1610| -0.1040| 0.0307] -0.3660
aa | -0.3980 > *1 03500
a6 | -0.0063 ¥ * 1 —0.2400
48| 0.0234] 0.0036] 0.0000] -0.083¢
52 -0.0079 * » -0.0728
54| -0.1970| -0.0058] 0.0296| -0.1120
56| -0.2010] -0.0059| 0.0296] —0.0830
57| -0.0791| -0.0038| 0.0091| —0.0505
59| -0.0137| 0.0000] 0.0000] -0.0471
62| -0.0049 > ~1 —0.0055
63| -0.0296 | 0.1180] 0.0118] -0.0130
65| —0.1171 * " 0.0039
7| -0.0315| 0.0108] 0.0055| —0.0130
66 | -0.0043 = “ 1 -0.0047
72| -0.0079 | 0.043z] 0.0287] 0.0471
74| -0.0075| 0.0432]| 0.0287| ©0.0392
79| -0.0315| 0.0472] 0.0354] 0.0463
T Tebels 40
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A Tabela 4.2 apresenta a variagdo da forga axial em relacdo a
forca axial que foi produzida pelo tensiona:ﬁento da rede. 0 fio X; estd
localizado no segmento nimero i (i =1, 2, ... , 12) da diagonal
paralela ao eixec X, contado no sentido do eixo. 0 fio Y; estd localizado
no segmento numeroc j (j =1, 2, ... , 12) da diagonal paralela ao eixo

Y, contado no sentido do eixo.

TR gy e e
S X:| 0.0152] -0.0555] -0.4000] —o0-1751
X | -0.0058 | -0.1340| -0.1100] -0.2310
Xs| -0.0435| -0.2740| -0.0371| -0.3060
Xs| -0.1010| -0.0856 | -0.0055| -0.2970

X¢ | -0.1985 -0.0310 0.0060| -0.1980
Xy -0.1010| -0.0022 0.0110 -0.0725
Xg | -0.0435 0.0134 0.0182 0.0000
Xe| -0.0058 0.0268 0.0154 0.0362
X1o 0.0152 0.0258 0.0204 0.0362
Y2 | -0.0154 -0.0044 0.0000 0.0885
Y; 0.0059% 0.0044 0.0000 0.1335
Y 0.0418 0.0308 0.0049 0.1465
Ys 0.1100 0.0890 0.0363 0.1870
Ys 0.1950 0.1770 0.1330 0.1850
Yy 0.1100 0.08590 0.0363 0.1870
Ye 0.0418 0.0308 0.0049 0.1465
Yy 0.0059 0.0044 0.0000 0.1335
0

Yio| -0.0154 -0.0044 .0000 0.0885

Tebeis 4.2

4.2.5 Resultados previstos

A Tabela 4.3 apresenta os deslocamentos verticais dos nés. 0O

carregamento (0) é definido pelo peso préprio dos fios.
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RO YR BTy B D ERA
3] -0.0021| 0.0300] -0.0061 -0.2438

6| -0.0041| 0.0129| -0.0628| -0.2626| -0.1943
13| -0.0093 | -0.0065 | -0.3859 | -0.3433 | -0.3801
15| -0.0050 | -0.0087 | -0.0588 | -0.0366 | -0.1977
15| -0.0090 | -0.0394 |- -0.1134 | -0.0304| -0.3136
20| -0.0115| -0.0852| -0.3630| -0.0731| -0.4018
32| -0.0115] -0.0852| -0.3630| -0.0731| -0.4018
24| -0.0050| -0.0101| -0.0202| -0.0073 | -0.1785
28 | -0.0082 | -0.0213 | -0.0201| -0.0097 | -0.2618
31| -0.0143 | -0.4038| -0.4007 | -0.0067 | -0.4242
33| -0.0115] -0.0880| -0.0858| -0.0158| -0.3473
35| -0.0041| 0.0038| 0.0028| -0.0048| -0.1469
39| -0.0056] 0.0029| -0.0021| -0.0073] -0.1739
41| -0.0123 | -0.1312| -0.0453 | -0.0034 | -0.2870
22| -0.0143 | -0.3796| -0.0893 | 0.0136| -0.3179
a3 | —0.0150| -1.0810| -0.1259| 0.0368| -0.3307
34| —0.0143| -0.3796| -0.0893 | 0.0136| -0.3179
46| -0.0093 | -0.0329 | -0.0162| -0.0085| -0.2392
a8 | -0.0021| 0.0077| 0.0014] -0.0035| -0.0915
52| -0.0082 | -0.0213 | -0.0091| -0.0062 | -0.0807
54| -0.0136| -0.2190| -0.0120| 0.0281| -0.1155
56| -0.0136| -0.2190| -0.0120] 0.0281| -0.1155
57| -0.0115| -0.0880| -0.0126] 0.0038| -0.1023
59 -0.0041 0.0038 -0.0038 -0.0059 -0.0475
62| -0.0050 | -0.0101| -0.0032| -0.0032| -0.0106
63| -0.0090 | -0.0394| 0.0055| 0.0067| -0.0116
65| -0.0123 | -0.1242| 0.0475| 0.0594| -0.0111
67 -0.0090 -0.0394 0.0055 0.0067 -0.0116
68 | -0.0050 | -0.0101| -0.0032| -0.0032| -0.0106
72 -0.0082 -0.0122 0.0372 0.0299 0.0323
74| -0.0082 | -0.0122| 0.0372] 0.0299| 0.0323
75| -0.0056 | 0.0332| 0.0573| 0.0457| 0.0439

Tabela 4.3
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E importante observar que os deslocamentos para os casos de
carregamento (1), (2), (3), (4), s&o relativos A configuragdo obtida

pela agéo do peso préprio dos fios.

A Tabela 4.4 apresenta a variag¢lo da forca axial em relagdo a
forca axial que foi produzidz pels temsionamento da rede juntamente com

a ag8o do peso préprio dos fios.

"Fio ol (27 3 (4
X2 —0.08i6 -0.0280 _5.0110 ;0.2140
X -0.0813 -0.0280 0.0110 -0.2122
Xy -0.0815 -0.0280 0.0111 -0.2109
Xs -0.0813 -0.0279 0.0111 -0.2101

Xe [ -0.0795[ -0.0278 [ 0.0110[ -0.2097
X, | -0.0795| -0.0278 | 0.0110| -0.2097
Xs [ -0.0813 [ -0.0279 [ 0.0111| -0.2101
Xs [ -0.0815| -0.0280[ 0.0111| -0.2109
X[ -0.0813[ -0.0280[ 0.0110| -0.2122
Y| 0.2642| 0.2718( 0.2475| 0.1825
Y;[ 0.2659| 0.2733] 0.2190[ 0.1802
Y| 0.2683 | 0.2749| 0.2144| 0.1785
Ys | 0.2710| 0.2609| 0.2093 | 0.1773
Ye| 0.2735| 0.2572| 0.2045| 0.1766
Y;| 0.2735] 0.2533| 0.2003| 0.1765
Yo | 0.2710| 0.2496 0.1967[ 0.1761
Y[ 0.2683] 0.2465[ 0.1938| 0.1755
Yio| 0.2659 | 0.2441] 0.1917] 0.1748
P _Tabels 4.4

4.2.6 Discussdo

Quandeo é considerado o deslocamento vertical, a comparag¢do da

Tabela 4.1 com a Tabela 4.3 indica uma semelhanga razodvel dos valores
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observados com os valores previstos. Entretanto, quando é considerada a
variagdo da forga axial, a comparacdo da Tabela 4.2 com a Tabela 4.4
indica uma diferenga razodvel dos valores observados com os valores
previstos. Talvez, parte desta diferenga possa ser atribuida a pequenas
variagdes na deformagdo dos fios do modelo experimental, eventualmente

causadas por nés de dimensdes finitas.

O valor da toleréncia para a norma infinito do vetor residuo foi
imposto igual a 1.0 * 1077 kif, que é aproximadamente igual a 1.0 * 10°°
de valor da forg¢a nodal devida ao peso préprio do fio. O valor imposto
para o nimero médximo de interpolag¢des cubicas na rotina de busca
unidimensional foi igual a 60. O programa com o método quase Newton sem
meméria foi executado durante um intervaloc de tempo igual a 7 segundos,
enquanto que o programa com o método quase Newton foi executado durante
um intervalo de tempo igual a 35 segundos. Estes programas foram
executados por uma estagdo de trabalho IBM, modelo RISC 6000-36T. Como
esperado, o desempenho do método quase Newton sem meméria foi muito

superior ao desempenho do método guase Newton.

Num trabalho recentemente publicado, referéncia [7], uma andlise
comparativa entre este modelo experimental e um outro modelo teérico é
apresentada. No modelo teérico, embora o autor ndo considere o peso
préprio dos fios, tanto os deslocamentos verticais quanto as variagdes
da forga axial sdo praticamente idénticos aos valores mostrados pelas

Tabelas 4.3 e 4.4.
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4.3 Aplicagdo a um caso real

A estrutura que serd descrita a seguir & o resultado de um projeto
elaborado para a prefeitura da cidade de S3o José do Rio Pardo, SP. Esta
estrutura é parte de um projeto arquitet8nico para a reformulagdo de uma
das pragas da cidade, de autoria do arquiteto Luiz Paulo Cobra Monteiro.

A responsabilidade técnica é do engenheiro Luiz Carlos de Almeida.

A estrutura é uma cobertura suspensa formada por uma rede de cabos
inicialmente na forma da superficie de um paraboléide hiperbélico. A
rede de cabos estd ancorada num anel de concreto armado cujo eixo
projeta uma elipse no plano horizontal. Os eixos maior e menor da elipse
medem respectivamente 20.00 metros e 13.00 metros. A rede é formada por
uma malha ortogonal 10 x 6 paralela aos eixos da elipse. Os dois pontos
extremos do eixo maior s&o rebaixados de 1.75 metros a partir do centro
da superficie, engquanto que os dois pontos extremos do eixo menor sao
elevados de 1.00 metro a partir do centro da superficie. O centro da
superficie estd situado a 4.50 metros de altura. Para o cabo est&
prevista a utilizag¢83o de cordoalha de difmetro igual & uma polegada,
composta por fios de ago de alta resist@ncia e zincados. O espacamento
entre cabos é cerca de dois metros, de modo ndo uniforme e paralelo aos
eixos da elipse. A segdo transversal do anel de borda é retangular cheia
medindo 1.00 m x 0.45 m. Note que o eixo do anel de borda acompanha a
forma da superficie do paraboléide hiperbélico. O anel é sustentado por
quatro pilares iguais de concreto armado com altura medindo 3.71 metros
e secdo retangular medindo 0.25 m x 0.50 m. O eixo de menor momento de
inércia da seg3o transversal do pilar é tangente A equag¢do da elipse. A
estrutura estd mostrada nas Figuras 4.11 até 4.16. A Figura 4.13 mostra

a rotacdo da segdo transversal do anel de borda em torno do seu eixo.
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- Pigura 4.14
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4.3.1 A equagdo da superficie do paraboléide hiperbélico

A equagdo da superficie do paraboléide hiperbélico, necessédria

para a descrigdo da configuracdo indeformada, pode ser escrita como :

RO Ao

Considerando o sistema de refer@ncia mostrado na Figura 4.13, note
que o valor de A é igual a -1.75 m, o valor de B & igual a 1.00 m, o
valor de a é igual a 10.00 m, o valor de b & igual a 6.50 m e o valor de

h é igual a 4.50 m.

4.3.2 A discretizagdo da estrutura

Figura 4,17 s ]
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O anel de borda foi discretizado em 72 elementos de pértico
espacial, do tipo utilizado largamente na andlise linear de estruturas.
Este elemento é bastante adequado, pois, ao contrdrio do esperado para a
rede de cabos, pequenos deslocamentos sfo esperados para o anel de
borda. O eixo do anel de borda discretizado é definido por uma linha
poligonal fechada, cujos vértices pertencem & superficie do paraboléide
hiperbélico. Para a discretizag@io de cada pilar foi utilizado somente um
elementc de pértico espacial. A estrutura discretizada est& mostrada na
Figura 4.17. A Figura 4.18 mostra a numerac3o dos nés da estrutura. A
incidéncia para os quatro pilares é o seguinte : pilar 1 ligado aos nés
6 e 73, pilar 2 ligado aos nés 30 e 74, pilar 3 ligado aos nés 42 e 75,

pilar 4 ligado aos nés 66 e 76.

19 1B 17 16
E“ng_ﬂ..aﬂ_._———._z__ls 14 45 2

BJ’akai \Ng

xpﬁ 111 112 113 114 115 116 1178 7
N6
S
4
102 103 104 105 106 107 108 1109 10 \3
4 2
5 1
95 96 97 98 99 100 101 72
1
0
|86 87 les |89 90 91 92 9
8

78 79 [so o1 le2 3

49
230151 5p 53|54 55 S6/

o Flpurs 4.18
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A ligacdo entre o anel de borda e o pilar pode dificultar a
rotagdo do anel em torno do seu eixo, favorecendo o aparecimento de
momento torgor no anel. Para minimizar o valor absoluto do momento
torcor no anel, os pilares foram supostos rotulados na conex3o com o
anel e engastados na base. Além disso, o eixo de menor momento de
inércia da segdo transversal do pilar foi suposto tangente & equagdo da
elipse, pois a hipétese de rétula na conexdo do pilar com o anel ndo

serd verificada de maneira perfeita na estrutura real.

4.3.3 Especificagdo dos materiais

/2" 15| 0.96274 0.8157 | 12.111 1600. 0
5/16* 15| 1.22916 1.0417| 15.286 1600.0
5/8° 15| 1.50903 1.2713 | 18.235 1600.0
11716 5| 1.81758 1.5395 | 22.060 1600.0
374" 19| 2.16617 1.8368 | 26.445 1600.0
778" 37| 2.92018 2.4702 | 35.650 1500.0
T 37| 3.82917 3.2533 | 46.585 1500.0
11/8"| 7 x 7| 3.98060 3.3819 | 48.590 1300.0
T1/4-| 7 x7| 4.91058 2.1672| 59.440 1300.0
13/8°| 7 x 19| 5.83269 2.9465 |  75.790 1250.0
11/2°| 7 x 19| 6.94139 5.8280 | 89.760 1250.0
T5/8" | 7 x 19| 8.14649 6.8450 | 104.400 1250.0
13/4"| 7 x 19| 9.44800 7.8436 | 120.400 1250.0
T 778" | 7 x 19| 10.84364 5.0015 | 137.600 1250.0
> | 7 x 15| 12.34024 10.2510 | 155.870 1250.0
Srabela4.5 5 e
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A Tabela 4.5 mostra os cabos fabricados pela Companhia Industrial
e Mercantil de Artefatos de Ferro - CIMAF para finalidades estruturais.
Para o cabo estd prevista a utilizacfo de cordoalha de difmetro igual &
1 polegada, composta por 37 fios de ago de alta resist@ncia e zincados.
Observe que o médulo de elasticidade da cordoalha é significativamente
menor do que o médulo de elasticidade do ago. Todos os cabos listados na
Tabela 4.5 sdo previamente submetidos a um tensionamento por um perfodo
de tempo suficiente para eliminar o alongamento inicial causado pela

configuragdc helicoidal dos fios. O coeficiente térmico para estes cabos

é igual a 1.15 * 10™° /°c.

A especificagdo para o concreto é dada por médulo de elasticidade
igual a 2.8 * 10° tf/cm’, médulo de elasticidade transversal igual a

1.167 * 10° tf/cm’ e peso especifico igual a 2.5 * 10™° tf/cm’.

4.3.4 Casos de carregamento

Para a rede de cabos, a agdo do vento foi considerada atuando na
diregdo perpendicular a superficie do paraboléide hiperbélico, que & a
configuragdo indeformada da rede de cabos. Note que uma configuracgéo
deformada da rede de cabos ndo define um paraboléide hiperbdlico. Para o
anel de borda, a agdo do vento lateral foi considerada atuandoc na

perpendicular as faces do anel de borda.

Um elemento de amarragdio é um elemento que estd ligado ao anel de
borda. Conforme pode ser observado na Figura 4.18, existem 10 elementos
de amarragdo na direcdo X e 18 elementos de amarragdo na direc¢do Y. Na
etapa de tensionamento, somente para os elementos de amarra¢do & que

existe a imposigdo de tensdo. O artiffcio que consiste em definir para

os elementos de amarrag¢do um dos estados seguintes : tensdo imposta,
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corte imposto, corte equivalente a tensfo atuando, serd utilizado. Note
que um elemento permanece num dado estado até que este estado seja

alterado no inficio de um caso de carregamento posterior.

Na prdtica, o tensionamento da rede de cabos & obtido através do
tensionamento de alguns dos elementos de amarrag8o. O tensionamento de
um determinado elemento de amarragdo pode ser obtido pelo usoc de macaco
hidrdulico. Desta maneira, a tensdo de projeto pode ser imposta a este

elemento.

Os oito casos de carregamento estdo mostrados na Tabela 4.6, onde
# é o nimero do caso de carregamento, S é o coeficiente de seguranca
para a forga axial nos cabos, (1) é a pressdo aplicada na rede de cabos
na diregdo do eixo Z devida & carga permanente e ou acidental, (2) & a
pressdo aplicada na rede de cabos devida a agdo do vento e (3) é a
pressdo aplicada no anel de borda devida & ag¢do do vento lateral. Lembre
que a direg¢do do vento lateral é paralela ac plano horizontal. Note que
a diregdo do vento lateral estd determinada pelo adngulo, especificado em

graus, gque esta direg¢do faz com o eixo X.

] & 1D
1 2.0 0.0 0.0 0.0 0.0, 0O
2 2.0 0.0 0.0 0.0 0.0, © 2.0 tf/cm® tensdo
3 2.2 0.0 -9.5 0.0 0.0, 0 corte equivalente
4 2:7 0.0 -29.5 0.0 0.0, O
5 2.0 0.0 -9.5 -48.0 60.0, O
6 2.0 0.0 =9.5 72.0 60.0, 90
7 2.0 -15.0 -29.5 0.0 0.0, 0O
8 2.0 15.0 -29.5 0.0 0.0, 0

b " Tabela 4.6
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4.3.5 Resultados para a rede de cabos

A Tabela 4.7 mostra, para cada caso de carregamento, o
deslocamento minimo e o deslocamento mdximo, entre todos os nés da rede
de cabos, nas dire¢des dos eixos do sistema de referé@ncia. Para os casos
de carregamento 1 e 2, os deslocamentos sdo relativos & configuracfo
indeformada da rede de cabos. Para os demais casos de carregamento, os
deslocamentos s&o relativos a configura¢do obtida apés o tensionamento
dos elementos de amarragdo na direg¢do X. Observe que os deslocamentos
minimo e méxime na direcdo Z, entre todos os casos de carregamento,
ocorrem no caso de vento de pressdo e vento de sucgdo respectivamente.
Observe ainda que o méximo deslocamento em médulo na diregdo Z, dividido

pelo difimetro médioc da elipse é da ordem de 1/300.

Deslocamento minimo (mm} : _
N6 | Y | N6 ] zZ [ N6 | X [N Y [N 2z N6
1| -10| 36| -4| sa| -29| 18| 10| 7z a| 18 8| 36
2 -17| 102| -6| 18| -es| 97| 17| 92 6 54 0| 66
3| -1| 36| -1| 18| 7| 97 1| 72 1| 54 o 72
a| -3 36| -2 18| -15| o7 3| 72 2| s5a 1| 36
5| -6| 36| -s6| 18| 36} 97] 6| 72 6| 54 2| 72
6| -9| 72| -8| 54| -3| 72 5 36 S| 18| 5a
7| -2| 36| -4| 18| -16| 97| 2| 72 a| 54
8| -3| 36| -1| 18] -15| o7 Al 2 1| 54 2| 36

A Tabela 4.8 mostra, para cada caso de carregamento, a mixima
forga axial entre todos os elementos da rede de cabos. Observe que a
midxima forga axial, entre todos os casos de carregamento, oCOrre no caso
de vento de sucgdo e que o valor desta forga dividido pelo valor da

forga de ruptura do cabo é da ordem de 1/5. Aparentemente, um cabo de
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menor Area poderia ser utilizado. Entretanto, uma tentativa para
utilizar o cabo de 4rea imediatamente inferior nao mostrou resultado
melhor, pois para manter os deslocamentos verticais dentro do aceitdvel,
foi necessédrio aumentar a forca de tensionamento dos elemento de
amarracédo, o que por outro lado produziu um aumento inaceitdvel nos

esforgos solicitantes do anel de borda.

2 7.658
3
2
5
Y | : ._
71 7.832
B 6.147
TR i =

4.3.6 Resultados para o anel de borda

A Tabela 4.9 mostra os esforgos solicitantes criticos, entre todos
os casos de carregamento, para o anel de borda. Para cada esforgo
solicitante critico s&o listados na sequéncia os nés inicial e final de
um elemento da discretizac3io do anel de borda. O esforgo solicitante
critico ocorre num dos nés deste elemento. Para cada né, as a¢des finais
de extremidade est3o mostradas no sistema de refer@ncia local do
elemento, cujo eixo Y é paralelec ao lado de menor dimensdo da secdo
transversal retangular do anel de borda. Observe que a méxima compressdo

do anel de borda ocorre no caso de diminuicdo de temperatura.
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Né

FX

FY

FZ

MX

MY

64

31.793

-0.923

-1.967

-0.036

6 5 ':_':-j:'_:-

2,079

0.923

7.291

-3.527

" Forca de ciealha

NG

FX

FY

FZ

41

22.628

-8.201

12.695

1.431

1.031

42

-22.341

-12.765

-1.431

-8.124

~ Forga de cisalhamento

”Né

_Fx..

FY

FZ

30

22.340

$.075

-1.431

31

-8.199 f

1.431

-22.627

~Momento torcar

NS |

FX

FY

FZ

MX

27

10.457

-5.515

-1.944 |

4.177

28

-10.726

6:373

2.023 |

 Momento fletor 3

e

FY

FZ

36

-0.565

-0.708

37

1.295

0.455

Né

FX

FY

FZ

18

6.590

0.115

~0.583

19

-6.605

0.626

0.810

Tabela 4.9




4.3.7 Resultados para os pilares

FX FY MX MY
75| .19.388 -0.314 3.265 0.000| -12.121 -1.167
42 -18.228 0.314 -3.265 0.000 0.000 0.000

NG FX FY FZ T MX MY TOMZ

..~ Forca de cisalhamento Y (tf}, # 1
R —_— —
75 16.444 | -0.491 1.965 0.000
42| -15.284 0.491| -1.965 0.000
_ Forca de clsalhamento Z (EE7,
- - N —— :
73| 19.387| -0.356} 7] 0.000
6| -18.227 0.356 | -3.447]  0.000
T xaménﬁﬁﬂtor¢§:;ftfm)%;

S Momento fletor !'(ggmja k :
FX . FY r-‘i | - MX
73 15.387 -0.356 3.447 0.000 |
6 -18.227 0.356 -3.447

~ Momento fletor 2.

N6 | FX T FY FZ
75| 16.444 | -0.491 1.965
a2 | -15.284 0.491| -1.965

Tabela 4.10
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A Tabela 4.10 mostra os esforgos solicitantes criticos, entre
todos os casos de carregamento, para os pilares. Para cada esforco
solicitante critico sdo listados na sequéncia os nés inicial e final de
um elemento da discretizagio dos pilares. O esforgo solicitante critico
ocorre num dos nés deste elemento. Para cada né, as acdes finais de
extremidade estdo mostradas no sistema de refer&ncia local do elemento,

cujo eixo Y é paralelo ao lado de menor dimensdo da secdo transversal

retangular do pilar.

4.3.8 Reagdes de apoio
A Tabela 4.11 mostra, para cada caso de carregamento, as reagdes

em dois dos quatro nés de apoio. Note que as reagdes para os outros dois

nés podem ser obtidas por consideracdes de simetria.
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73

-1.787

74

1.797

73| -1.371 1.003 | 16.444| -3.725| -5.089

74 1.371 1.003 | 16.443| -3.725 5.089
L

73| -1.601

74 1.601

NG FX

73| -2.086

74 2.086

NG FX FY “FZ MX MY

73| -2.816 2.019 | 19.387| -7.495| -10.456

74 2.652 1.929 | 19.386] -7.162 9.848
_ _ - —

NG FX FY FZ

73 0.160 | -0.116| 13.265 0.431 0.595

76 0.079 13.222 0.058 0.294
N6 | Fx ~Fz MX

73| -2.020 17.949 | -5.630| -7.499

74 2.020 17.950 | -5.630 7.499

e P

NG FX FY FZ MX MY

73| -2.152 1.503 | 17.949| -5.582| -7.991

74 2.152 1.503 | 17.950| -5.581 7.991

Tatela 4.11
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4.3.9 Discussido

A tolerdncia para a norma infinito do vetor resfduo foi
determinada de modo que signifique desequilfbrio mdximo igual a 1 kgf
para forca e 107 tfm para momento. O nuimero mdximo de interpolacdes
cibicas na rotina de busca unidimensional foi estabelecido em 60. O
programa com o método quase Newton sem meméria foi executado durante um
intervalo de tempo igual a 11 horas, 53 minutos e 8 segundos, enquanto
Que o programa com o método quase Newton foi executado durante um
intervalo de tempo igual a 5 horas, 32 minutos e 5 segundos. Estes
programas foram executado por uma estagdo de trabalho IBM, modelo RISC
6000-32H. A Tabela 4.12 mostra o nimero de iterag¢des requeridas para

encontrar o equilibric em cada caso de carregamento.

g %Quase_ﬂewtansi

1 150351

2 200933 1555
3 99906 1411
4 109334 1490
5 114876 1498
6 121544 1581
7 114324 1484
8 116554 1499

Tabela 4,12
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6.3 Notagéo

Em qualquer expressdo, exceto quando especificamente definido, um

escalar é denotado por uma letra Grega, um vetor & denotado por uma

letra mindscula e & sempre uma matriz coluna e uma matriz & denotada por

uma letra maidscula.
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