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Resumeo
Peruzzi, Nelson Jos€, Dindmica Ndo-Linear e Controle de Sistemas Ideais e Ndo-

Ideais Periodicos, Campinas, Faculdade de Engenharia Mecénica, Universidade
Estadual de Campinas, 2005. 183 p. Tese (Doutorado).

Neste trabalho, apresenta-se um novo método numérico para aproximar matriz de
transicdo de estados (STM) para sistemas com coeficientes periédicos no tempo. Este
método, € baseado na expansdo polinomial de Chebyshev, no método iterativo de Picard ¢ na
transformac@o de Lyapunov-Floquet (L-F) ¢ aplica-se na analise da dinfimica e o controle de
sistemas lineares e periodicos. Para o controle, aplicam-se dois projetos para eliminar o
comportamento cadtico de sistemas periddicos no tempo. O primeiro, usa o projeto de
controle realimentado baseado na aplica¢do da transformaciio L-F, ¢ o objetivo do
controlador é conduzir a orbita do sistema para um ponto fixo ou para uma orbita
periddica. No segundo, utiliza-se o controle n3o-linear para bifurcacdo, e o objetivo,
neste caso, € modificar (atrasar ou eliminar) as caracteristicas de uma bifurcagio ao
longo de sua rota para o caos. Como exemplo, aplicou-se, com sucesso, a técnica para
anélise e o controle da dindmica: num pénduio com excitagio paramétrica, no oscilador de
Duffing, no sistema de Rossler e sistema péndulo duplo invertido. O método, também,

mostrou-se satisfatorio na analise e controle de um sistema monotritho nfo ideal.

Palavras-chave:

Transformag8o Lyapunov-Floquet; Polindmio de Chebyshev; Iteracio de Picard, Sistema nio-
ideal, Dindmica e Controle.



Abstract

In this work, a new numerical method to approximate state transition matrix (STM) for systems
with time-periodic coefficients is presented. This method is based on the expansion Chebyshev
polinomials, on the Picard iteration and on the Lyapunov-Floquet transformation (transformation L-F).
It is applied to the dynamical analysis and control of linear periodic systems. For the control, two
projects to eliminate the chaotic behavior of time periodic systems are applied. The first one, uses the
feedback control design based on the L-F transformation, and the controller's objective is to drive the
orbit of the system to an equilibrium point or a periodic orbit. In the second one, the non-lineal control
for bifurcation is used, and the objective, in this case, is to modify (to put back or to eliminate) the
characteristics of a bifurcation along its route to chaos. As example, the technique for dynamical
analysis and control was applied, successfully, to a pendulum with parametric excitement, the
Duffing’s oscillator, the Rossler’s system and the inverted double pendulum. The method was, also, to
be shown satisfactory in the analysis and control of a monorail non-ideal system.

Key words
Lyapunov-Floquet Transformation (Transformation L-F), Chebyshev Polinomials, Picard Tteration,
Non-ideal System, Dynamics and Control.
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Capitulo 1
Introducao

Os movimentos de uma ampla classe de sistemas dinimicos podem ser modelados
matematicamente, através de sistemas de equagBes diferenciais ordindrias lineares de segunda ordem
com coeficientes periddicos.

Existe na literatura, uma grande quantidade de trabalhos que trata da estabilidade de equactes
diferenciais ordinarias e periodicas. Esses trabathos geraram novas pesquisas e possibilitaram um
grande nimero de aplicagOes praticas em varias areas das ciéncias, tais como: problemas de
estabilidade dinfmica em mecénica aplicada, dinimica estrutural em sistemas com rotagfes, teoria de
controle de sistemas lineares, entre outras.

Dois tipos de questionamentos basicos, associados a estes problemas, s8o comuns quando se
trabatha com modelos em engenharia: a estabilidade de tais sistemas e suas respostas sobre varios tipos
de excitacles.

A estabilidade de sistemas lineares com coeficientes periodicos tem sido tratada por varios
métodos que sdo bem cophecidos na literatura como: 0 método do determinante de Hill; o método da
perturbagio e a teoria de Lyapunov-Floquet (Nayfeh e Mook, 1979), (Meirovitch,1970).

O método de Hill é o mais antigo deles e ¢ usado para calcular a fronteira de estabilidade do
sistema sem que seu vetor-solugio seja calculado explicitamente. Este método nfo é conveniente
quando o sistema possui murtos graus de liberdade devido ao niimero de calculos envolvidos.

O método da perturbacio € geralmente aplicavel quando os pardmetros que multiplicam os
termos periddicos sfo pequenos. {(Nayfeh,1981).

A teoriza de Lyapunov-Floquet € a mais geral delas mas, no passado recente, nfo se tinha
eficiéncia computacional para calcular 2 matriz de transi¢3o de estados e, portanto, o seu uso ficou

reduzido a uma classe restrita de problemas, a saber, os sistemas comutativos.



Recentemente, porém, surgiram novas técnicas computacionais, tais como as que utilizam a
expansdo em polindmios ortogonais, de modo que tal deficiéncia pudesse ser contornada, e a teoria de
Lyapunov-Floquet pdde, entdo, ser aplicada em problemas complexos de engenharia onde aparecem
sistemas de equagdes diferenciais ordinarias lineares com coeficientes periddicos.

A idéia de resolver um sistema de equagdes diferenciais em termos de polindmios ortogonais,
ndo € nova, (Fox & Parker, 1968) escreveram: “uma solucdo em série de poténcia nfo € a melhor
solugdo convergente num intervalo finito. Se a solugio € expressa em termos de polindémios de
Chebyshev, a convergéncia sera mais rapida e com melhor precisdo”.

Recentemente, muitos autores tém usado polindmios ortogonais para resolver problemas de
analise da dinimica de sistemas e controle. Especificamente, sobre a aplicagio dos polindmios de
Chebyshev para equacdes diferencias com coeficientes periddicos, os primeiros trabalhos foram (Sinha
& Chou, 1976), (Sinha, et al, 1979). Porém, as aplicacOes ficaram restritas a sistemas periodicos de
segunda ordem.

A aplicagio dos polindmios ortogonais para sistemas periodicos de ordens superiores foi
possivel através da incorporagfio da teoria das matrizes operacionais (Chang, et al, 1986) 4 teoria dos
polindmios ortogonais. Com essa incorporacio, obteve-se (Sinha & Wu, 1991) um esquema
computacional eficiente para aproximar sistemas lineares com coeficientes periodicos. Esta
aproximacao estd baseada no fato de que tanto o vetor de estados como a matriz dos coeficientes
periodicos podem ser aproximados por uma série finita de polindmios de Chebyshev no periodo
principal.

Tal expansdo reduz o problema orniginal a um conjunto de equacBes algébricas lineares, cuja
solugiio pode ser obtida no intervalo de periodo unitario. Além disso, juntamente com a teoria de
Floquet, € possivel obter a matriz de transicio de estados (STM) no final do periodo unitario e assim
obter as condi¢hes de estabilidade do sistema através da analise dos autovalores. Para resolver o
sistema de equagdes algébricas, em (Sinha & Wu, 1991) sdo apresentadas duas formulagOes:
Formulagio Direta e Formulagio Espaco-Fstado.

Uma vez que a matriz de transi¢io de estados obtida por uma das formulagbes (Direta ou
Lspaco-Iistado) € expressa em termos dos polindmios de Chebyshev, é possivel fatora-la e obter a
matriz de transic@o de Floquet, explicitamente em fungiio do tempo. A transformacio de Lyapunov-
Floquet (I-F) pode, entdo, ser aplicada ao sistema variante no tempo de modo a torna-lo
dinamicamente equivalente a um sistema invariante no tempo. Uma importante aplicacio da



transformagio L-I¥ esta associada ao projeto de controle de sistemas lineares periddicos, pois as
técnicas de controle classicas ¢ modernas dificilmente se aplicam a sistemas de natureza variante no
tempo.

A dificuldade deste método estd nas formulagGes, isto € no modo de calcular as solugBes
algebricamente. De fato, para se obter uma boa aproximagio da matriz de transicio de estados em
polindmios de Chebyshev, deve-se ter polindmios de grau maior ou igual a 15. Portanto, a formulagio
direta e a formulag3o espago-estado sdo computacionalmente longas.

Para cortornar este obstéculo, uma nova técnica foi proposta em {Sinha & Butcher,1997). Nela,
a matriz de transi¢io de estados, associada a um sistema linear com coeficientes periodicos de qualquer
dimensdo, ¢ aproximada através da expansdo de polindmios de Chebyshev alterados e do processo
tterativo de Picard. Isso possibilita o calculo da matriz de transicio de Floquet gue ¢é aplicavel no
projeto de controle de sistemas no-lineares com coeficientes periddicos e cadticos.

Este dltimo fato possibilita a aplicagio desta técnica para a aproximacgdo da matriz de transigio
de estados, a andlise de seus autovalores para o estudo da dinimica e o controle de sistemas lineares
com coeficientes periddicos no tempo, ideais (quando nfo ¢ considerada a interagio do sistema
vibratorio e sua fonte de energia - a fonte de energia ¢ considerada de poténcia ilimitada} e n3o-ideais
{quando se considera a interaco do sistema vibratono e sua fonte de energia - um motor de corrente
continua de poténcia limitada), (Bathazar, et al, 2001, 2003, 2004)

1.1 Objetivo do Trabalho

O objetivo deste trabatho ¢ apresentar uma teoria para aproximar a matriz de transi¢io de
estados para sistemas lineares e periddicos e aplica-la no estudo da dindmica e do controle de sistemas
ideais e ndo-ideais, com coeficientes periddicos. Este trabatho se enquadra no grupo de pesquisa em
sistemas dinAmicos ndo-ideais do Professor Balthazar (Bathazar, et al, 2001, 2003, 2004) e é o primeiro

de uma série na linha de controle de sistemas periodicos ndo-ideais.

1.2 Descriciio do Trabalho

Este trabalho estd organizado da seguinte forma: no capitulo dois, desenvolve-se a técnica para
aproximar matriz de transi¢do de estados para sistemas periddicos no tempo. Inicialmente,
serdo obtidos os principais resuiltados a partir da Teoria de Floquet, destacando-se o

teorema de Lyapunov-Floquet e a transformacio L-F. Em seguida, a matriz de transigdo de



estados sera obtida para o caso comutativo e ndo-comutativo. Para o caso nio-comutativo,
sera apresentada a teoria sobre polindmios ortogonais, em particular o polinémio de
Chebyshev, as matrizes operacionais € o0 método iterativo de Picard.

No capitulo trés, sio apresentados dois projetos de controle para eliminar o
comportamento cadtico de sistemas periédicos no tempo. O primeiro usa o projeto de
controle realimentado baseado na aplicagio da transformagiio L-F, e o objetivo do
controlador € conduzir a érbita do sistema para um ponto fixo ou para uma 6rbita periddica.
O segundo utiliza o controle ndo-linear para bifurcacio e o objetivo, neste caso, &
modificar (atrasar ou eliminar) as caracteristicas de uma bifurcagio ao longo de sua rota
para o caos.

No capitulo quatro, aplica-se a teoria desenvolvida nos capitulos dois e trés na
analise da dindmica e controle de Orbitas cadticas em sistemas tradicionais na literatura,
isto €, sistemas ideais. Os sistemas ideais que serdo estudados sdo: péndulo com excitaciio
paramétrica, oscilador de Duffing, sistema de Raossler e sistema de péndulo duplo invertido.

Finalmente, no capitulo cinco, considera-se o problema de nm monotrilho nFo-ideal
usado no transporte de carga (sistema carro-péndulo-motor). Para obter-se o modelo matemético
do sistema, utilizam-se as equaces de Euler-Lagrange. Para estudar as equagdes do modelo do
sistema carro-péndulo-motor, divide-se o problema em dois casos: para o motor ideal ¢ para o
motor ndo-ideal. Verifica-se a interagfio do motor com o sistema analisando-se os diagramas de
estabilidade para diversas constantes de torque do motor. Enfim, controlam-se os movimentos do
carro e do péndulo através da lei de controle apresentada no capitulo trés.

A seguir, ¢ mostrado um organograma que sintetiza a técnica que sera utilizada no restante
deste trabatho.



SISTEMA NAO-LINEAR PERIODICO

SISTEMA LINEARIZADO

POLINOMIO DE METODO ITERATIVO
CHEBYSHEV DE PICARD
MATRIZ DA MATRIZ DE
. < MATRIZ DE
TRANSFORMACAO <’*’: TRANSICAO DE :>
L-F ESTADOS MONODROMIA
\V4 :
TRANSFORMACAO DE Eétllff A%gg)i&z
LYAPUNOV-FLOQUET
CONTROLADOR
:v’]\ LINEAR $
TECNICAS DE CAOS
CONTROLE -
CONVENCIONAIS BIFURCACOES
CONTROLADOR
jf NAO-LINEAR <:
REDUCAO A TEORIA DAS FORMAS
VARIEDADE CENTRAL NORMAIS

Figura 1.1 - Organograma com resumo da técnica usada neste trabalho.




Capitulo 2

Matriz de Transicio de Estados para sistemas periddicos

A analise da estabilidade ocupa uma posi¢io de destaque na teoria de sistemas
dindmicos. Ha varias definigbes para estabilidade de sistemas dinimicos e estas estio
relacionadas com a dependéncia ou ndo do problema da variavel tempo, isto €, se a
natureza do problema ¢ nio-auténoma ou autdnoma, respectivamente.

Um dos principais resultados encontrados para a analise de sistemas dinimicos é o

teorema de estabilidade de Lyapunov (Khalil, 1996), (Meirovitch, 1970).

Teorema de Lyapunov

Seja x=0 um ponto de equilibrio do sistema auténomo % = fi(x) e DcR” é o
dominio contendo x=0. Seja V : D - R uma fungdo continuamente diferenciavel, tal que
Vi0)=0e V(x)>0, xeD-{0}, entdo:

i)se V(x)<0,xe D, entdo x=0 é um ponto de equilibrio estavel.

ii) se V(x)<0,xeD—{0}, entdo x=0 é um ponto de equilibrio assintoticamente

estavel.
Para sistemas periédicos no tempo tem-se a seguinte definicdo de estabilidade:
Definiciao

Uma solucdo periddica é chamada de ciclo-limite se ndo houver outras solugdes

periddicas suficientemente proximas a ela.



Com base nessa definiciio, pode-se concluir que um ciclo-limite ¢ uma solugdo
periddica isolada e esta corresponde a uma orbita fechada no espago de estado. Assim, do
ponto de vista do mapa de Poincaré (Parker & Chua,1989), nio ha nenhuma diferenca
fundamental entre o ponto fixo e um ciclo-limite de uma orbita periddica.

Como conseqiiéncia, pode-se fazer a seguinte analogia:

“a andlise de estabilidade de um ciclo-limite, de uma solucdo de equilibrio no mapa

de Poincaré, é uma generalizacdo da andlise da estabilidade dos pontos fixos™.

Desta forma, dado um sistema dindmico periddico no tempo, € comum investigar para
quais condi¢des do conjunto de pardmetros uma solugo periddica é estavel e de qual forma
esta soluc3o pode perder a estabilidade, quando pelo menos um dos pardmetros € variado.
Porém, os conceitos usuais para a analise de estabilidade de sistemas auténomos, tais como
o critério Routh-Hurwtz (critério R-H), o método de Hill e o método da perturbagioc nio se
aplicam a problemas de natureza ndo-autdnoma, como € o caso de sistemas ndo-lineares
com coeficientes periodicos, pois tais sistemas podem ter solucOes periddicas estaveis do
ponto de vista de Poincaré e instaveis do ponto de vista de Lyapunov (Nayfeh,1994). Veja
exemplos deste fato em (Vidyasagar,1978) e (Khalil, 1996).

Por 1sso, deve-se tomar os devidos cuidados na analise de estabilidade de sistemas
periodicos no tempo, para ndo se tirar falsas conclusdes como o fez (Chen, 1993) ao
analisar e controlar o oscilador de Duffing. Este problema foi apontado e resolvido por
{Sinha,2000(a)).

A seguir, seréd apresentado o método mais direto para tratar da estabilidade das
solucbes de sistemas periddicos. Este método estd baseado na aplicagio do teorema de

Lyapunov-Floquet.



2.1 Resultados obtides a partir da Teoria de Floguet

Os sistemas lineares com coeficientes peridédicos no tempo estio presentes na
literatura desde o século XIX. O primeiro a pesquisar este problema foi Mathieu em 1868,
(apud, Sinha, 1994) quando estudava uma equacdo diferencial de segunda ordem que
modelava 0 movimento de uma onda de forma eliptica em um lago. Porém, os primeiros
trabalhos que tratavam completamente da anélise de estabilidade de sistemas com
coeficientes periddicos, foram apresentados por Floquet em 1883 e Poincaré em 1899,
{apud, Sinha, 1994).

Na teoria de Floquet, podem-se encontrar as condigdes para garantir a estabilidade de
um sistema linear e periodico, a saber: a analise da estabilidade podera ser feita a partir dos
autovalores da matriz de transi¢io de estados calculada no final do periodo.

Em 1896, Lyapunov introduziu uma transformac@o que converte um sistema periédico
no tempo para a forma invariante no tempo. A base desta transformacio ¢ a fatoracio da
matriz de transi¢io de estados do sistema periddico variante no tempo, original.

Este fato ¢ tratado no teorema a seguir (Meirovitch, 1970}

Teorema

Toda matriz fundamental ¢(t) de um sistema linear e periédico

(1) = A(t)x(1) 2.1

pode ser escrifa como:

(1) = L(1)e" (22)
onde L(1) é 2]-periddica no caso real (ou T-periédica no caso complexo) e R é uma matriz

constante real ou complexa, respectivamente.

Pelo tecrema, vé-se claramente que o decaimento do sistema é determinado pelo

Rt

termo e e, tomando o caso particular, quando =7, pode-se calcular a matriz R pela

relacdo:;

HT)=e"" (2.3)



onde, a matriz ¢(f), que é a matriz de transi¢io de estados calculada no final do periodo 7,

#(T ), sera denominada Matriz de Transi¢do de Floquet (FTM) ou matriz de Monodromia .

Observacio

E importante notar que o teorema de Lyapunov-Floquet ndo produz a solugdo do
sistema. O que o teorema L-F fornece ¢ a informacfo, extremamente valiosa, sobre a forma
¢ as propriedades da solug@o.

Os autovalores da matriz de Monodromia ¢(7"), o qual serd denotado por (1), sdo

denominados de multiplicadores caracteristicos ou multiplicadores de Floguet. Sao 0s
multiplicadores de Floquet que fornecerfo os critérios de estabilidade/instabilidade do
sistema linear com coeficientes periddicos no tempo.

Por outro lado, os autovalores da matriz R, o gual denotaremos («;), sdo

denominados de expoentes caracteristicos, e estes estdo relacionados com 08

multiplicadores caracteristicos ( #; ), através da relacgdo:

-T .
et =, i=12,..,n (2.4)
Logo, pode-se escrever:

_ L

o =—{inl . 2.5
=7 L4 | (2.5)

Resumindo, o critério de estabilidade para sistemas periddicos esta relacionado com
os autovalores da matriz ¢(7), onde a condi¢do para a estabilidade ¢ obtida a partir de (2.4)
ou (2.5), como:
a; <0 ou |y <l (2.6)
Uma importante conseqiiéncia da teoria de Lyapunov-Floquet € a possibilidade de
construcdo de um sistema invariante no tempo, que é dinamicamente equivalente a um
sistema linear periodico.
Esta construgdo € possivel com base na Transformacdo de Lyapunov-Floguet, ou

simplesmente, fransformacdo L-F, que sera dada pelo corolario a seguir.



Corolirio
A transformacdo de Lyapunov-Floquet T-periodica, ou, simplesmente, transformacio
L-F:

x(t)=L(t)z(t), (2.7
reduz o sistema linear variante no tempo ¥ = A(t)x, a forma invariante no tempo:
ift}=Rz(t). (2.8)

Observacées:

i-) Se os multiplicadores de Floquet ( #;) estdo no lado esquerdo do plano complexo,
entdo existem as transformacdes L-F: T-periddica complexa e 2T-periédica real, sendo que,
1o caso 2T-periddico, a matriz da transformagdo L-F sera denotada por Q(t). Além disso,
a matnz da transformac¢fo L-F tem a propriedade da simetria, isto é:

Qt+T)=-0(¢).

ii-) Se alguns dos multiplicadores de Floquet ( ;) estio no lado direito do plano
complexo, entdo as transformagBes L-F: 7' e 27-periddicas sdo as mesmas, sendo esta 7-
periodica e real.

Para concluir, deve-se observar que a dificuldade do teorema ¢ a obtencdo da matriz
de transi¢do dos estados (STM) ¢(7). Obter a STM ¢(¢) na forma fechada ¢ praticamente
impossivel na maioria dos casos.

A exce¢lo sdo algumas classes especiais de funcbes, como é o casoc dos sistemas
comutativos'. Para sistemas Comutativos, a matriz de transi¢io de estados ¢(¢) pode ser
fatorada como:

o)== L(1)e™ 2.9)

onde L(?) € uma matriz T-periddica e:

dByt)

' A matriz peribdica A(t) é chamada comutativa se existir uma mairiz B(t), tal que, =

satisfazendo a relag@o A(1)B(t)}— B(t)A(t)=0.

=A(t) e ainda
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R=% kA< )ds (2.10)

Para os demais casos, 2 maneira conveniente para obter-se¢ a matriz de transicio de
estados ¢7) € usar uma aproximac¢io numérica.
A seguir, serdo apresentadas as formas de se calcular as matrizes de transigio de

estados para sistemas comutativos e nio-comutativos.
2.2 Calculo da Matriz de Transicio de Estados (STM)

Como ja foi dito, o calculo da matriz de transi¢go de estados, em geral, ndo ¢ uma
tarefa trivial. Além disso, a obtencéo dessa matriz na forma fechada € possivel somente em
casos muito especiais, como € o caso dos sistemas comutativos. Para os demais sistemas, a
alternativa, quase sempre, € usar alguma aproximagio numerica computacional. A
aproximacio computacional, neste capitulo, estd baseada no método proposto em (Sinha,
1991 e 1997), que utiliza os resultados da teoria de Floquet, do polindmio da Chebyshev e

do método iterativo de Picard.
2.2.1 Exemplo da STM para um sistema comutative

O exemplo a seguir ilustra a obtenc¢io da matriz de transi¢io de estados para sistemas
comutativos.

Seja o sistema linear com coeficientes periodicos no tempo:

()= A(t)x(t), (2.11)

onde A(1)= !: cos(t) sen(t ):} .

—sen(t) cos(t)
A matriz A(t) do sistema (11) comuta com a matriz B(?), de modo que:

senft) 1- cos(t)}

B(t)=[,A(¢)ds = LOS(’ -1 sen(t)

11



Entdo, a matriz de transigiio de estados ¢(7) pode ser obtida a partir da equagdo (2.9)

através de ¢(t) ="V isto é:

ﬂL sen(t) lmcos(t)] 2.12)

os(f)—1  sen(t)

Para fixar as idéias, considere as mudangas de variaveis: 1 =sen(f) e #=1—rcos(t),

de modo que o lado direito da equaco (2.12) fica:

[2 8]

ew@ A xeﬂ-}-&}’
1 0 0 1

onde, [ = eJ= ]
0 1 -1 0

E Obvio que as matrizes / ¢ J sdo matrizes comutativas. Desse modo, pode-se

(2.13)

escrever a equagio (2.13) como:

Lembrando que a matriz de transi¢do de estados ¢ definida pela série infinita:
@< n
a_vA4
e’ = 2-: T (2.15)
n=0

pode-se calcular cada um dos fatores separadamente:

HFAEL_FE_SE @16

n=0 M a0 Bl n!

Logo,

e = 5] (2.17)

@ 7 1 2 3 4 5 6
oY _, (@) (@) (@) @) (@F @)
S, v 2! 3/ 4! 5 6!

+... (2.18)

porém, observa-se facilmente que:

12



J? = g g0~y

3_ 47 _ it _
J4—J s_J =_.=~J (2.19)
Jr=p=J2= =1
= =yB==J
Dessa forma, verifica-se, na expansfo (2.18}, que:
(&)= (@Y=-0°T; (W)=-6"7;
()Y'=0°T; (I Y=6J; (4)*=-6°; ...
Separando-se os termos { e J na equagdo {2.18), pode-se escrever:
g 0 6 @ 6> 8% #°
4 m(—}--“:s—f"f'“s*}"‘“..).]'i'(l——z—’*l“ 2l o/ +.. M0 (2.20)
18to €,
e? = sen@J +cos61 (2.21)
Portanto, das equagdes (2.12), (2.17) e (2.21), tem-se:
ot )= = oM oY = oM (5on@ J +cosB I) (2.22)
ou seja,
cos(1—cost) sen{l—cost)
=& | _cen(1—cost) cos(1—cost)| :
#(1)=e (2.23)

Lembrando a paridade das funcdes trigonométricas: seno € impar € co-seno € par, a

matriz de transicdo de estados, normalizada para o periodo 7, é:

cos{cost —cosT) — sen(cost —cosT
#(t)= ! / ( /| sent—sene (2.24)

senfcost —cost) cos(cost—costT)

onde, 7 =2z € uma constante de normalizagdo.
Escrevendo ¢ =2m" tem-se:
1 1 ,
cos(— [fcos2m'—1]) —sen(— [cos2at'~1]) ("""’”2’” J

s0)=| 27 e\ 27 (2.25)

sen{— fcos2m'—1]) cos( L [cos2a'—1])
2z 2
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Calculando-se a matriz de transi¢do de estados no final do periodo:

0
#(1)=eRe(1) = [é J (2.26)

Obviamente, o multiplicador caracteristico é real, contém multiplicidade 2, e como

fnl O
R= , entdo:
0 fm

t.fnl
R _{e 0 1
e m[ 0 ewuijl—f_ (2.27)
Portanto, a decomposigdo de Lyapunov-Floquet é:
#(t)=L(1)e™ = L(1) (2.28)
onde, 1(t) é 2x -periddica.
2.3 Sistemas nio-comutativos
Os sistemas ndo-comutativos niio satisfazem a propriedade: e *¥ — 4%

Portanto, os procedimentos usados nos calculos da matriz de transigdo de estados ¢(1) para
o sistema comutativo (2.11), ndo sfo validos.

Neste caso, a matriz de transi¢do de estados ¢@(7) devera ser aproximada por métodos
numéricos-computacionais. Os sistemas apresentados nos capitulos 4 ¢ 5 sdo exemplos de
ndo comutativos.

Em (Sinha, 1991), a aproximagio numérica para ¢(¢) foi feita através de polindmios
ortogonais e, posteriormente, em (Sinha, 1997) foi incorporado a aproximacio o método
iterativo de Picard, cuja eficiéncia computacional € muito superior ao primeiro.

A seguir, seré apresentado um resumo da teoria dos polindmios ortogonais e nele
destaca-se o polindmio de Chebyshev alterado de primeira ordem, que sera utilizado no

restante deste trabatho.
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2.3.1 Polinémios Ortogonais

Muitos problemas de analise de sistemas com equag¢Bes diferenciais lineares t€m sido
aproximados através de fungbes ortogonais. A principal caracteristica dessa técnica €
reduzir a solucio da equacdo diferencial para um sistema de equagdes algébricas, cujas
solucdes podem ser obtidas simbdlica ou numericamente. Neste sentido, devem-se,
primeiramente, observar as operagdes que estdo envolvidas no processo de aproximaggo. E
o que sera feito a seguir

E obvio que, para obter-se a solugio da equagdo diferencial, é necessario o uso da
operagdo de integragdo. No caso da aproximacio de fungBes ortogonais, a integragdo ¢ feita
a partir de uma matriz constante, que serd obtida a partir de uma base de polindmios
ortogonais. Tal matriz sera denominada matriz operacional de integragdo.

A matriz operacional de integraciio pode ser obtida a partir da expansio em séries de
polindmios ortogonais, tais como Chebyshev, Laguerre, Legendre, Herminte. Esses polindmios
ortogonais, por sua vez, sio obtidos a partir de uma expansio em série de Taylor.

Sabe-se da algebra linear que sempre existe uma matriz de transformacgfo de séries
polinomiais que, basicamente, conecta a base de fungSes polinomiais ortogonais com a
série de Taylor.

De fato, é conhecido que toda fungdo analitica y = y(#) pode ser aproximada, em
torno da origem, por uma série de Taylor com » termos:

= = s 12 # ;n-i (n~-1)
Jf—}’(f)“y((})"‘**fy(ﬂ)**”ﬂ)’ (W*--—ﬂ”m)’ (0) (2.29)

Essa aproximagdo pode ser expressa em termos do produto interno:
t
y(f):y fT(t)s

onde y' indica a transposta de y:

y'(9) ¥

¥ ={¥(0),5'(0), Y

2 (2.30)

Fr(t)={Lt,6% . 1 (2.31)

15



O vetor fr(t) € denominado polindmio de Taylor e possui as seguintes

propriedades:
d
e Fa(0)= 2" ) = fa(1) (2.32)

Frin = It (2.33)

O vetor fr(7) pode ser usado como uma base (n3o-ortogonal) para a expansio de

todas as fungdes analiticas®, isto &, Jr(t) gera o espago das fungdes diferencidveis num
certo dominic D R”.

Se a base fr(t) for ortogonalizada via processo de ortogonalizacio de Gram-

Schmidt, ird gerar infinitos conjuntos ortogonais, tais como os conjuntos polinomiais
ortogonais de Chebyshev, de Legendre, de Hermite, entre outros e estes, de modo mais
converniente, também servem como base para a expansio de todas as funges analiticas.

Logo, os polindmios ortogonais f,,(?) sdo gerados a partir da base fr(7) e de uma
matriz de ortogonalizaciio correspondente, que sera denotada7, ,. Assim, uma base de
polindmios ortogonais pode ser obtida pela transformacgio: f, (1 )= Te, fr(t).

A matriz operacional 7, para polindmios ortogonais pode ser obtida pela seguinte

lei de recorréncia:

A, Jnrs @)= (b, +c, ), () -d, £, (1) (2.34)

onde os valores dos coeficientes da expressdo determinam varios tipos de polindmios

ortogonais, cOmo mostra a tabela 1.

Notacdo an by Ca do
Chebyshev(1°tipo) Teren 1 0 2 1
Legendre P, n+1 0 2n+1 n
Laguerre L, n+1 2n+1 -1 n
Hermite H, 1 0 2 2n

Tabela 2.1 - Coeficientes da lei de recorréncia geradora dos polindmios ortogonais.

2Umaﬁmgﬁoéditaanalitimemxoseestafordiferenciévelemxoenavizinhangadexo.
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Os elementos da matriz operacional 7, ; podem ser obtidos desde que se conhecam as
duas primeiras linhas e colunas de 7 ;. Essas filas correspondem aos termos f, e f da
série Taylor. Portanto, a lei de recorréncia obtida determina os elementos ¢; a partir dos
elementos 4_; ;, £y ;-1 € fi2 ;-

O polindmio ortogonal escolhido como base para a expansdo de todas as fungOes

analiticas € o polindmio de Chebyshev. A seguir, serfo obtidos os principais resultados

referentes a esse polindmio.
2.3.2 Polinomio de Chebyshev de 1° tipo

A matriz operacional de ortogonalizagio 7, do polindmio de Chebyshev de 1°

tipo, que tem seu intervalo de convergéncia /-7, /], € obtida a partir de 2.34 e da tabela 2.1:

I’;f :211_1'1_1 _ti-2,j=v iz 3,4,..-,r e i: 3,4,.-.,?’ 2 (2.35)

onde os dois primeiros termos sdo definidos por: f, =le fj =¢.

Os termos constantes do polindémio de Chebyshev (1* coluna da matriz operacional},
Y y P

denotados por 7, , 580 dados por:

0, para n par
o=+ Ln=15. .4m+1 ,m=012,. (2.36)
~-Lr=37..4m-1

Portanto, a matriz operacional 7, tem a forma:

1 0 0 0
6 1 ¢ ©
—1 1ty B3 iy
Tonep=| O 2 143 l4a - (2.37)
Lo
0
_M1 -

Para # = 7 (aproximagdo até a 6* ordem), tem-se a matriz de ortogonalizac8o a partir
das relagdes 2.35 e 2.36:
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1 0 0 0 0 0 0
o 1 0 ©0 0 0 0
-1 0 2 0 0 0 0
T =0 —3 0 4 0 0 0 (2.38)
1 0 -8 0 8 0 0
0 5 0 -20 0 16 0
-1 0 18 0 -48 0 32]

Observe que o produto interno Tiyp7.7,-f7(1) gera os polindmios ortogonais
Chebyshev até a 6* ordem:

To(t) =1
Ti(t)=t
Ty(t)=2t* —1
Ty(t)=41" -3 (2.39)
Ta(t)=8¢" 8% +1
Ts(1) =16t —20¢ + 51
(1) =325 —48¢* +18¢7 -1

A

2.3.3 Matriz operacional de integracio de Chebyshev

A integragdo de uma funcdo analitica y(7) pode ser reduzida a uma transformacio

linear, isto €, multiplicacio do vetor ff7) por uma matriz conveniente. Assim,

aproximando y = y(1) pela série polinomial ¥’ f(t), a integral de y(r) é dada pela

aproximagio:

Lysids=y Pft), (2.40)

onde P ¢ denominada matriz operacional de integragdo e é definida por:

[ f(sxs = Pf(1) (2.41)
A variavel ¢ pertence ao intervalo de convergéncia da série polinomial.

Para obter-se a matriz operacional P, tem-se de integrar o polindmio de Taylor:
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fr(t)={1 " (2.42)
no intervalo de convergéncia (0,1).

Assim,

2 r
fof(s)ds=( 1)1_2_’_‘_‘}7)::* (2.43)

t .
Como 7 € (0]1), pode-se fazer — =0 para r suficientemente grande.
¥

Logo,

‘ N 12 2‘r—l T
fr(s)ds =¢ b e 0) (2.44)

Essa tltima seqgiiéncia pode ser escrita na forma vetorial como:

0 1 0 0 - 0 o 1]
0 0 1/2 0 - 0 O !
0 0 0 1/3 .- 0 O #
| |=Pr) (2.45)
0 0 0 0 0 1r-1f
o0 0 0 - 0 0 |

Logo, pode-se escrever:

o1 ¢ o0 - 06 O

0 0 1/2 0 0O 0
0 0 0 1/3 - 0 0
j 2= (2.46)

o
fu
o
<
<
=t
~
~
'
—

2.3.4 Matriz operacional de diferenciacio de Chebyshev

Do mesmo modo que a integral, a diferenciacio de y(7) pode ser obtida pela
multiplicagio do vetor f(7) por uma matriz conveniente.

A derivada aproximada de y(¢) pode ser expressa por s€ries polinomiais:
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=\ ra), 2.47)

onde a matriz operacional de diferencia¢io D é definida por:

df(t
f ( Y =2 =Df(t) (2.48)
COm:.
0 ] 0 0 0 0 0 0]
2 0 0 0 0 0 0 0
0 8 0 0 0 0 0 0
6 0 12 0 0 0 0 0
D= 0 16 0 16 0 0 0 0 (2.49)
10 0 20 0 20 0 0 0
0 4m-2) 0 Am-2) 0 d4m-2) --- 0 0
| 2(m~1) 0 4fm-1) 0 4m—1) 0 - 4 m-1) 0

2.3.5 Polinémios de Chebyshev alterados de 1° tipo

Os polindmios de Chebyshev de 1° tipo (2.35) podem ser definidos pela relago:

T.(t)=cosrg,

(2.50)
cosf =t; tef-11]

Fazendo a mudanga de variavel ¢ :%, obtém-se os polindmios de Chebyshev

alterados de I° tipo, a0 qual denota-se 7. (¢ ). O intervalo de convergéncia para 7, (")
sera [0,1].

Assim,
T(t)=T(2t-1), te[0]]. (2.51)
Note que, pela definicio, tem-se JT: (t)|<1. Além disso, os polindmios de
Chebyshev alterados de 1° tipo T:( ) podem ser gerados a partir dos dois primeiros termos

TJ(:‘) =1, T;_(t) = 2f—1 e pela lei de recorréncia:
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Tra(1) =202 = DT} ()= T,_(1) (2.52)

Logo, para r =1, 2, ..., tem-se:
Ty (t)=8t2 ~8t+1; T5(t)=326> — 48> +18(—1;

Portanto, os polindmios de Chebyshev alterados de 1° tipo T: (t) podem aproximar,

por exemplo, uma fungio continua no tempo genérica F(t), pela série infinita:

F(t)= a,T(1), te[0]], (2.53)
J=0
onde
a, = é [ F(t (e it (2.54)
£
a; _2 W E(T w(tjdt, j=1 (2.55)
T
com
w(t)=(t—12 )2 (2.56)

Por outro lado, pode obter-se uma aproximagio para funcdo F(7) pela interpolagdo
polinomial com m-termos de polindmios de Chebyshev de 1° tipo. Assim, F(?) pode ser

aproximada pela série finita:

m—1

F(t)= Y a;T; (1) (2.57)
j=0

Como exemplo, serd feita a seguir a aproximac¢io da fungdo senmo através do

polindmio de chebyshev de 1° tipo de grau 9 (m=10). Com base na expansio acima, tem-se:
m=1 . £ % * T
sen2zr = a1 (1)=[a,.a,....a, 1 ][ 15,5 ... T 1 ] ,
i=0

onde re/01] € a,, i=0,..9 foram obtidos a partir da equagdo (2.55)":

* Os calculos foram feitos usando o software Maple®.
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Indice par Indice impar

ap= 0 a; = -0.56923068635951;

a;= 0 az = 0.66691667240598

a;= 49 as = -0.10428236873424

as= 0 ay = 0.00684063353699

as= 0 ag = -2.500068849503864e-004

Tabela 2.2 - coeficientes da fun¢o seno em polindmios de Chebyshev.

Os polindémios de Chebyshev alterados de 1° tipo foram obtidos a partir da lei de

recorréncia dada pela equagdo (2.52):

Ti* =2 —1;

To(t) =8 -8 +1;

T; (1)=328 —48¢% + 18t —1

Ty =128* - 2561% +160¢> - 32¢ + 1

75 = 51267 —1280t% +1120¢% — 400r2 + 50¢ —1

T, = 20485 - 61441° + 69121" 35847% 1+ 84012 721 +1

77 =8192t7 - 28672/° +394241° — 26880¢* +94081° —1568¢% + 98¢ 1

Ty =327682° 1310727 +212992¢° —1802247% 1 84480r* — 2150473
+26881% ~1287+1

Ty =131072¢° —5898247% +1105920¢7 11182087 + 6589441 — 2280961
+44352¢3 - 43201% +1621 -1

Na Figura 1 a seguir, estdo plotados os graficos da funcio f(7)= sen(27r7) (linha

vermelha) e sua aproximacdo dada pela expansio em polindmios de Chebyshev alterados

de 1° tipo (pontos azuis), no intervalo f0,/].
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Figura 2.1 - Aproximag#o da fungfo seno pelo polindmioc de Chebyshev.
2.3.6 Matriz operacional do produto

Sejam y(¢) e x(t) duas fungBes analiticas quaisquer. Se y(t) e x(¢) forem
aproximadas por polindmios de Chebyshev alterados de 1° tipo com m -termos usando a

equacio (2.52), pode-se escrevé-las como:
y(t)=(a)T"
e (2.58)
X(t)=(b, )T

Logo, o produto entre y(7) e x(t) pode ser escrito como:

YO x() = (@ @; @, )TT" (B b, ..B,,. 1) (2.59)
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onde 4, ¢ b, sdo os coeficientes da expansdo em polindmios de Chebyshev alterados de 1°

tipo das fungBes y(7) e x(t), dadas pela equagdo (2.55), respectivamente.
Se I, (=(T, (0,1, (0. T, () é um (mx1)-vetor-coluna de polindmios de
Chebyshev alterados de 1° tipo, entfio o produto de quaisquer dois vetores desse tipo ,?fe

Ij: , € definido por:

* % 1 * *
ﬂ-z;Tx“é"(g;+s+];f~SQ)
T, (G +T,)/2 (T[+T5)/2 o Th+T,,/2 (2.60)
=\ T, T, +1;/2 (I3 +T,)/2 =
MT;-I T, +T,.,/2 e (1 +2§(m—1))/2_

Calculando-se (aya;...a, )T T #, onde o produto de polindmios de Chebyshev

I

¥ » « = -~
T°T" pode ser escrito na forma matricial, usando-se a equagio (2.58) e fazendo-se as
simplificagbes necessrias, obtém-se a matriz operacional do produfo entre as

aproximacgdes de Chebyshev, como:

YOXW=T"0,b (2.61)
onde:
- a, a /2 a/2 .. @, /2
a ay+a, /2 —;—(al +ay) .. %(ammz +a, )
Qa=| a, é»(al+a3) ayta, /2 : (2.62)
1
D1 "i_(am—-2 +am) e L s o £ P /2

eb=1(byb;.. bny)"
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2.3.7 Matriz operacional de Integraciio

Baseando-se na matriz operacional da integral do polindémio de Chebyshev de 1° tipo,

equacio 2.41, pode-se obter, de maneira analoga, a matriz operacional de integracdo do

polindmio de Chebyshev alterado do 1° tipo, como:

%(?é*wf).m:o

(T =T ) m=1

[ T(s )ds =
l(‘Tm«M _ mel)_ (_1) ,m22

4 m+1 m-1 2qm*-1)

Assim, obtém-se a integral IT,:( s )ds =GT *, onde G é da forma:
172 1/2 0 0 0 0
—1/8 0O i/8 0 0 O
-1/6 ~1/4 0 i/12 ) 0
G = 1/16 0 -1/8 O 1/16 ]
—-1/30 G G ~1/12 0 O

: : : : . 1/4m-1)

(-1 2m(m-2) 0O 0 0 0 1/4m-2) 0

(2.63)

(2.64)

Note que cada uma das m-linhas de G € a integral do m—ésimo polindmio de

Chebyshev do 1° tipo 7, .

Além disso, pode-se escrever uma expressdo matricial para a integral miltipla como:

| R s A

—dz;_y..drdry =GXT" .
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2.4 Método iterativo de Picard

Dado o problema de valor inicial

()= fx(t)t), x(tg)=x". (2.66)

Integrando-se (sucessivamente) a equacio (2.66) de #; a7, tem-se:

X(t) =%, + j;; F(x(7)7)dr (2.67)
Uma primeira aproximagio pode ser escrita como:

Xy M)=xg + j; F(x%¢z),r)dr. (2.68)
Integrando-se novamente, obtém-se uma segunda aproximacio:

) = xp + ;; f(xV(r) zidr (2.69)

Esse processo, que € denominado iteracdo de Picard, pode ser escrito sob a seguinte

forma recorrente:
V) = xo+ [ f(x®(2),2)de (2.70)

A sequéncia gerada pela expressdo acima € uma aproximacdo para as solugdes x(1) e,
conseqlientemente, a matriz fundamental de estados ¢(7) .
No caso do sistema linear e periddico:
ta)=Ata)x(t,a), x(0,a)=x9, 2.7
onde
#ta)eRY | o éovetor dos pardmetros ¢ A(f,@) ¢ uma matriz f-periddica nxn , tal que:
Alt,a)=A(@)fit)+..+ A (@) (1) (2.72)
com
Ji(t)=fi(t.B), i=1..r, B-periddica e A(a) sdo matrizes constantes formadas pelos
coeficientes das fungdes periddicas.
A matriz fundamental das solugdes ¢(7r,a) pode ser obtida pela combinagio da

iteragdo de Picard, do polindmio de Chebyshev ¢ das matrizes operacionais.
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Para a simplicidade dos calculos, faz-se a normalizagio do tempo através da
transformagdo ¢ = 77 . Essa transformacgdo converte o periode principal do sistema original
para 1.

Assim, o sistema normalizado, apds ser multiplicado pelo periodo do sistema original

7, pode ser reescrito como:

Hr.a)=A(t,a)x(1,a) (2.73)

A(t+la)=A(t.a)(t+1,a) e x(0,a)=x9,
onde

A(r,a)=A @) (@) + ..+ A (@ ) (7) (2.74)

4(1)=Th(a) 2.75)

A equagdo {2.73) é equivalente a sua forma integral:
x(t)=x"+[ Alt.a)x(t)dt (2.76)

Uma aproximac3o para a equagido (2.76) € dada pelo método iterativo de Picard,

de modo que a (k+/}-€sima iteragdo obtém-se:

x(k”‘"i)(z*) =x"+ j'gA(tk,a)x(k)(tk Jdt,
=[I+ [ A(ty,0)dy + [) Aty 0 )fF At .a)dydy,  (2.77)

et o At 0 )dty - [0 Aty )dty --diy Jx°

Note que a parte entre colchetes € uma aproximacio para a matriz de transigio de

estados:
o A7
%;_n_, =1+ [ A(t,,a)dt, + [ A(t )k Aty y.a)ds_ydty

ook LA ety - [ Aty 0 )dty --dly,
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Usando-se o método de iteragio de Picard no sistema normalizado e expandido em

polinémio de Chebyshev alterado de 1° tipo de grau gr,;,,, obtém-se a 1° aproximagdo para
a solugdo x{¥).
1% iteragdo
x(W&Cke) (1.0 ) = [T+ [T (20 )D(@ Jdzy Jx° = T7 (20 )[ T +GT Dla)]x°,
onde
D)=y F(w)od,, Ara)= TT()D(@) ¢ T(e)=1,OT (1) ¢ a mariz
i=1

polinomial de Chebyshev e G ¢ a matriz operacional de iterac3o.

::

22 iteracdo
x(2&Ches ) (7 o ) = [T (2o )[ T+ G D )] + LD )T (7, )T (7, )G D(a )dr, Jx°=

=TT (2o )[ 1 +GT D(a )+ G Op(a )G D(a )]x°,

onde

-~ r e,
Op(a)= 2 A4(a)®04ue Qg ¢ a matriz operacional do produto de Chebyshev para as

P=1
fungdes fi(f).
Continuando-se dessa mesma forma, a matriz fundamental das solucdes aproximada

para a equagdo X(7,x) é:

(& ,ir,x)(f): fT(T)[f+ (I%;'Z[L(a)]"‘i)}’(a)] ,  {(2.78)

onde gr.,, € grau do polindmio de Chebyshev alterados de 1° tipo, ifp;; © numero da
iteracdo de Picard.

To(z) T (7). T o(T) O 0.. 0

ff(r){ e .
0 0.. O Io(e) L (r).T, (1)

] (2.79)

T:( 7), s=0..m~-1 denotam os polindmios de Chebyshev alterados de 1° tipo, e sio dados

por:
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T (r)=T(2r-1), (2.80)
onde:
Topilt)=2T(7) T, (1),
com Iy(rj=1efi(t)=1.

I=1,810 .. 0)f (2.81)
(m1)

¢ uma matriz nmxn ¢ ® € produto de Kronecker.

A matriz L ¢ dada por:
k __
L=34®[G 0, ], (2.82)
i=l

onde as matrizes operacionais de integragdo e do produto, G e {J; , respectivamente, sdo

dados por:
1/2 /2 0 0 0 0 ]
~1/8 0 1/8 0 0 0
~1/6 ~1/4 0 1/12  © 0
G= 1716 0 -1/8 0 1/16 0 (2.83)
~1/30 0 0 -1/12 0 0
: : : : el 1/4m-1)
(—)™/2m(m—2) O 0 0 0 1/4m-2) o 1
‘ dj 4 4 ot |
0 2 2 2
i di 1, 4 i
dl d@ + — 5 _(di "*"‘d:;) e —( m—" +d )
Qq = ‘ i . (2.84)
‘ d; E(d; +dj) do L/ :
. 1. . . . dl
dy,_y —(dy o +dy) R
i 2 2
onde:
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d, = L:ié d; ..d;,ml]T pode ser calculada através de:

P _20fT() 4
dp=— éﬁdzz; [Z72 flcos$)cos(2s¢ )dg. (2.85)

Finalmente, a matriz P ¢ obtida por:

P= izi ®/G1d,]. (2.86)

i=l
e, finalmente, if,;. o nimero da iteracdo de Picard escolhido de acordo com a precisdo

desejada.

Note que na equagho (2.78), a parte entre colchetes depende apenas do conjunto de
parametros <. Logo, a matriz de transi¢3o de estados ¢f7,@) pode ser escrita como produto
matricial:

#(ra)=T"(1)B(c) (2.87)

Como conseqiiéncia, se ¢(7,a) for calculada para 7 =1, obtém-se a matriz de transi¢io
de Floquet, que depende somente dos parametros do sistema, isto é, H(a )=d(lLa ).

Para concluir este capitulo, sera apresentada a relagdo entre os autovalores de H(a ), ou
seja, os mutiplicadores de Floquet e os pontos de bifurcagio do sistema.

As caracteristicas de uma bifurcagfio, tais como, estabilidade, tamanho ou taxa de
crescimento de um ciclo-limite, ao longo da rota para o caos, dependem de como os
multiplicadores de Floquet atravessam o circulo unitario e o comportamento do sistema na
vizinhanca de um ponto critico.

O tipo de bifurcagdo depende de como os multiplicadores de Floguet cruzam o circulo
unitario: em +1, -1 ou por um par de nimeros complexos de modulo 1.

Para co-dimens3o de bifurcaciio 1 podem ocorrer:

i} Para uma solugio &7 periddica diz-se que existe uma Bifurcacdo Fold (quebra de
simetria), se p; =1, para algum i € [1,...,n] . Isso implica que det(/ — H(a ))=0.

if} Para uma solu¢io 247 periddica diz-se que existe uma Bifurcagdo Flip (duplicagdo no
periodo), se y; =1, paraalgum i€ f1,...,n] . Isso implica que det(7 + H(a })=0.

iii) Dize-se que existe uma Bifurcagiio Hopf, quando |u|=g|=1.
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Capitulo 3

Projetos de Controle

Neste capitulo, serfio apresentados dois projetos de controle para eliminar o
comportamento cadtico de sistemas peridédicos no tempo para um dado conjunto de
parametros.

O primeiro, usa o projeto de controle realimentado baseado na aplicagdo da
transformacio L-F, e o objetivo do controlador é conduzir a 6rbita do sistema para um
ponto fixo ou para uma Orbita periddica, (Sinha & Joseph, 1994).

O outro projeto de controle, utiliza o controle ndo-linear para bifurcagio, e o
objetivo neste caso, ¢ modificar (atrasar ou eliminar) as caracteristicas de uma

bifurcagio ao longo de sua rota para o caos, (Sinha & David, 2000(b) {(c)).
3.1 Controle de sistemas periédicos via transformacio L-F

Considere o sistema ndo-linear e periddico no tempo e controlado representado
por:
x=F(xt,a)+u(t), (3.1)
onde x e F sdo vetores de dimensdo #, cuja fungio ndo-linear F(x,t+7T,a)=F(x,t,a)
¢ T-periodica; « € um m-vetor que contém os pardmetros do sistema. Finalmente, u(¢) ¢
uma lei de controle, que sera descrita a seguir.
Suponha que a equagdo (3.1) possa ser escrita na forma:
x=A(t)x+ B(tjuft)+ f(x,t), (3.2)
onde A(t) e B(t) sio as matrizes 7-periodicas da parte linear e do controlador,

respectivamente, ¢ f(x,z) é parte nfo-linear, tal que f(0,7)=0.
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Finalmente, seja:
u)=u, +u,;, (3.3)
onde u; € a parte linear do controle ¢ u,; ¢ a parte n3o-linear do controle.
O objetivo da lel de controle ¢ atingir as especificacdes de estabilidade assintética
e performance do sistema.
O controle e a estabilidade da equacio (3.1) serfo discutidos através do método
direto de Lyapunov.

Inicialmente, seja a lei de controle linear:
up =—F(t)x (3.4)
Como € usual na literatura, defini-se a fungdo de Lyapunov quadratica
(Khalil, 1996), como:

Vix,t)=x"P(t)x, 3.5)
onde a matriz P(7) € uma matriz siméirica e positiva definida.

A derivada ¥(x,¢) ¢ dada por:

Vix,t)=%"P(t)x+x' Px+x'Px (3.6)
Substituindo-se (3.3) e (3.4) em (3.2):
x=A.x+Bu,; + f(x,1) (3.7

onde A4, = A(t)}—BF | € o sistema em malha fechada obtida com o controle linear.
Usando-se as equagdes (3.6) e (3.7), escreve-se:
Vix,t)={(Ax+Buy + f(x,1)) P(t)x 68
+ X' P(t)x+x' P(t)( A.x+ Buyy + f(x,1))

Aplicando-se a propriedade distributiva ¢ agrupando-se os termos semelhantes,

tem-se:
Vix,t)=x"(P(t)+ A P(t)+ P(1)A4, )x
+(Buyy + f(x,1)) P(t)x +x' P(t)( Buy +f(x,t))‘
Usando-se o fato de P(t) ser simétrica, obtém-se:

V(x,0)=x"(P(t)+ 4, P(t)+ P() 4, )x+ 2x" P Buy, + f(x,1)) (3.9



De acordo com a teoria de Lyapunov, a matriz de estabilidade € assintoticamente

estavel na origem, se existir uma matriz definida positiva, tal que:

P(t)+ASP(t)+ P(1)4, =Q (3.10)
[~
X P(0)(Buyy, + f(x,0)<~s@)fd <0 (3.11)

onde s(t) ¢ uma fun¢do escalar ndo-decrescente, continua, tal que 5(0)=0.
O problema que surge agora é: como obter as leis de controle linear #; e nio-

linear u,; 7 Estas questdes serdo respondidas nas se¢des seguintes.

3.1.1 Projeto do controlador linear

Suponha, que o sistema (3.1) tenha um ponto de equilibrio em x=0 ¢ que exista

um intervalo de pardmetros (as,a,) que, na auséncia do termo de controle #{f), o

sistema seja cadtico.
O objetivo da lei de controle ¢ estabilizar o sistema cadtico. No caso de um

controle linear, # =u(x) € uma fun¢fo linear de x, e o objetivo ¢ projeta-lo de forma
que, para todo @ € (@, Qg,), O sistema seja conduzido para uma Orbita periddica

desejada y(2) ou para um ponto de equilibrio y,.

3.1.2 Controle para sistemas exibindo caos

Considere o sistema ndo-linear periédico no tempo:
x=f{t,x()+u®) (3.12)
o qual possui um atrator cadtico para um dado conjunto de pardmetros, quando u(f}=0.
O objetivo da lei de controle u(r) € conduzir a trajetéria cadtica para uma Orbita
periddica desejavel. Seja o termo de controle #(¢) definido em duas partes:
u(t)y=u, +u,, (3.13)

onde
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up=y- ft.y0) (3.149)
e
u; =~F(1)(x~y) (3.15)
as partes do controlador sdo “feedforward” (retro-alimentagio) e “feedback”
(realimentac¢do), respectivamente.
A matriz F(t) na equacdo (3.15) é a matriz de ganhos na realimentacio de estados e
serd obtida a seguir.

Com a le1 de controle (3.13), o sistema controlado (3.1) fica:

= fe,x(O)+u, +u, (3.16)
Substituindo-se (3.14) em (3.16), tem-se:
X=fl.x@)+y- fEy@)+u, @17
ou seja,
X-y=fle.x@)- fEy0)+u, (3.18)

Definindo-se o erro dinimico entre x(7) (trajetéria do sistema controlado) e y(t)
{trajetoria da Orbita desejada) como:
e(t)=x(t)—y(1)
e (3.19)
é(1)=%(t)-3(t)
substituindo-se (3.19) em (3.18), obtém-se:
éft)=g(t,e(t)) +u,, {3.20)

onde a fungdo nao-linear g(t,e(1)) € C! é definida a partir de f{t,x(1)) - fit.y(1)).

Assumindo-se que g(1,0)=0, V120, é possivel obter-se a linearizagio da equagio

lgfz.e)— A(t)e+u,) o
el ’

€ uma matriz cujos coeficientes s#o periédicos no tempo.
e=0

onde

(3.20), em torno da origem, se [im sup

Aft)= aggf)

Assim, a linearizagio de (3.20) pode ser escrita como:
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é(t) = Aft)e(t) +u, (3.21)

A seguir, ¢ obtida a forma geral para a parte do controlador realimentada =, .

Projeto do controlador via transformacio L-F

Considere como forma geral do sistema linear controlado (3.21) a equagdo:
() = A(1)z(t) + B()u, (3.22)
onde A} e B(t) sio matrizes T-periddicas no tempo e o par [4,B8] é controlavel.

Aplicando-se a transformacio de Lyapunov-Floguet dada pela equagdo (2.8) na

equacgdo (3.22), obtém-se o sistema invariante no tempo:

4()= Rq@) + Q7' (OB, , (3.23)

onde
_ 1 2
R= ——ZT In{@“(7)). (3.24)

Desde que a matriz de ganhos do sistema (3.23) € invariante no tempo, deve-se

construir um sistema auxiliar cuja matriz de ganhos seja constante no tempo:
q()=Rq(t)+ By(D) , (3.25)
onde B € uma matriz constante de posto completo, tal que o par [R, By] € controlavel.

A lei de controle v(7) em (3.25) ¢ determinada aplicando-se a técnica de

deslocamento de polos, de modo que:

) =Fg(0) (3.26)
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onde ¥, € matriz de ganhos obtida na realimentaggo.

A partir de (3.23) e (3.25), para cada instante ¢, o erro dindmico entre g(2) e g(f) ¢

dado por:
§0-3(O) = RGO ~F@O)+ 0 (OB, - BF (1) (3.27)
Definindo-se £(f) = (1)~ gG(¢), a equagio (3.27) fica:
£(t) = Re(t) + Q™ (O B(u, — ByFoq(f) (3.28)
somando-se e subtraindo-se B Jfe(f) na equagio (3.28), pode-se reescrevé-la como:
(1) = (R+ByFy)e()+ 07 B(0u, - B,Fyq(t) (3.29)

Desde que a matriz de estabilidade (3.29) ¢ R+Bol, os sistemas (3.23) e (3.25)

podem ser considerados equivalentes
07 BN, = ByFog(0) (3.30)
ou seja,
u, = B (YO B, Foq(t) ', (331
onde B'(z) é a inversa generalizada da matriz B(1), definida por: B (1)=(B*B)'B".
Finalmente, aplicando-se a transformacio Lyapunov-Floquet inversa:

(1) = 0" (1)z(1) (3.32)

tem-se:

4, = B (DOQB,F,0™ (0=(1) (3.33)



Comparando-se a equagdo (3.33) com a equacgio (3.14), vé-se que a matriz de

ganhos F{(t) variante no tempo € dada por:

F(1) = B'(1)O(1)B,F, 07\ (1) (3.34)
Portanto, a lei de controle com realimentacdo de estados pode ser escrita sob a

forma da equagio (3.4):
u, =B (£)0(1)ByFoQ ™ (1)2(1) (3.35)

3.1.4 Robustez do projeto de controle

Considere a parte linear e controlada da equacio (3.2):
X = A(O)x + B(Ou(r) (3.36)
de modo que A(f) = Ay (1) + 4,(7), onde Ay (¥) € a matriz do sistema nominal e 4,() € a

matriz nominal perturbada.

Considere a lei de controle linear:

u=-F()x (3.37)
na equagio (3.36):
X = (4 () + 4,(O))x - BFx (3.38)
ou seja,
x=(Ay{)—BF +4,(t)x . (339

Chamando-se a parte nominal controlada em malha fechada 4,,, =4, (f)— BF,
tem-se:
X = (Ayer () + 4, (O)x (3.40)
Seja a transformag¢do de Lyapunov-Floquet x = (Q(f)z, obtida a partir da matriz de
transicdo de estados da matriz 4,,,. Aplicando-se a transforma¢io L-F na equacio
(3.40), obtém-se o sistema nominal mvariante no tempo:

£ =[Ryery + O (A0 (3.41)



Como a matriz de transicéo de Floquet O(¢) e sua inversa Q7'(¢) sdo periddicas,
entdo [O()] e UQ_I(I)H sdo limitadas. Desta forma, a perturbaciio estrutural 0~ (1)4,0(1)
para as incertezas do sistema linear é limitada:
min{ﬂg}
max{ 1}’

lo™ 04,00)] < (3.42)

onde 0 e P sfo matrizes positivas definidas e satisfazem a equacio estabilidade de

Lyapunov.
3.2 Projeto de controle nio-linear

Se o controle linear ndo atingir as exigéncias de performance do sistema, pode-se
implementar o vetor de controle ndo-linear para methorar o desempenho do sistema.
Suponha que o controle linear ja esteja incorporado ao sistema, isto ¢, o sistema

estd escrito na forma da equacdo (3.7):
X=A.x+Buy + f(x,0) (3.43)
onde 4, é o sistema, em malha fechada, obtido com o controle linear.
De acordo com a fungio quadritica de Lyapunov (equagdo (3.5)):
Vix,t)=xP(t)x (344
pode-se escrever, a partir de (3.43) e (3.44):
Vix,t)=—x'Q(t)x+2x'P(t)(Buy, + f(x,1)) (3.45)
onde Q,(#) ¢ matriz definida positiva.
Para garantir a estabilidade do sistema (3.43), deve-se escolher um vetor de
controle minimo Juy; | tal que ¥ (x,7)<0.
O vetor de controle nao-linear variante no tempo pode ser escolbido como:
X' P(t¥(Buy, + f(x,0)) = —x" PQ)EP(t)x (3.46)
onde E ¢ uma matriz semipositiva definida, invariante no tempo.
Minimizando-se [u,; | em (3.46), usando-se uma fungdo de otimizacio dada em

(Wiens,et al, 1991), obtém-se:
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y;, = —{x" POBOT x" POLEP®)x+ f(x,1)] (3.47)
Substituindo-se (3.47) em (3.45):
V(1) = -x'[Q,(0) + 2POEP@))x (3.48)

vé-se que V(x,7) <0, uma vez que 0,(H)>0e E<0.

3.3 Projeto de controle de bifurcacdes

Considere o sistema nfo-linear, periddico no tempo e controlado, representado

pela equagéo:

x=F(x,t,a)x+ B(t,a)u(l), (3.49)
onde x e f s3o vetores de dimensdo », cuja funcio ndo-linear f(x,1+7.a)= f(x,t,a) ¢
T-periddica; @ € um m-vetor que contém os parametros do sistema. Finalmente, u(?) ¢
uma let de controle que sera descrita a seguir.

Suponha, ainda, que o sistema tenha um ponto de equilibrio em x=0 e que exista
um intervalo de pardmetros (.2, ) que, na auséncia do termo de controle u(f), o
sistema seja cadtico.

No caso de um controle nfo-linear, ¥ =u(x) é uma funcfo ndo-linear de x, ¢ 0
objetivo € projeta-lo de forma que, para todo @ €(@;y,@y, ), as caracteristicas ndo-
lineares da bifurcacdo (estabilidade e taxa de crescimento do ciclo-limite) na rota para o
caos sejam atrasadas ou mesmo eliminadas.

Expandindo o lado direito da equagio (3.49) em série de Taylor, em torno do
ponto de equilibrio x=0 e u =0, tem-se:

%=L, (t,a)x+Q(x,t,a)+C(x,t,a)+ Blt,a)u+O(x|*,1,a), (3.50)
onde os termos do lado direito sdo 7-periddicos e os m-vetores () e  sdo formas
quadraticas e ciibicas na variavel x, respectivamente.

Assume-se que existe um valor critico «,, tal que a matriz do sistema linear L

tenha n; multiplicadores de Floquet sobre o circulo unitario e n; no interior do circulo



unitrio, ou seja, estd admitindo-se que, em ¢,, tem-se um ponto de bifurcagio do

sistema.
Portanto, o problema que se coloca, ¢ projetar uma lei de controle realimentado
u , tal que:

1) a origem da equagiio (3.49) seja localmente, assintoticamente, estavel em

2) o ciclo-limite poés-bifurcagio seja localmente, assintoticamente, estavel em
azta,.
As restricdes de projeto do controlador 1 e 2 podem ser atingidas,
simultaneamente, usando um controlador ndo-linear e, mais ainda, no caso de co-
dimensdo de bifurcagdo 1, ¢ suficiente manter somente os termos de 2* e 32 ordens para
ter-s¢ uma boa aproximacdo qualitativa e quantitativa do fendmeno de bifurcacio
[Lindtner, 1990]. Desta forma, pode-se considerar:
x=L (ta)x+Q(x,t,a)+C(xt,a)+B(taju (3.5
O propésito de uma lei de controle nfo-linear € controlar o sistema no ponto de
bifurcagdo e numa pequena vizinhanga deste ponto.
Assim, a partir dessas observagdes acima, assume-se que a lei controle ndo-linear

¢ a forma:

wx,t)=u(x,t)+u(xt) (3.52)
onde u,(x,1}) e uy(x,t) referem-se aos termos quadraticos e ctbicos do controlador.
Observa-se que a matriz de ganhos de w,(x,f) e u;(x,t) ainda sfo indeterminadas e

serdo obtidas durante o projeto de controle.

Deste modo, aplicando-se o controlador (3.52) ¢ uma seqiiéncia de ferramentas
mateméticas, tais como: a transformagdo L-F, redugfo & variedade central (Apéndice B),
teoria da forma normal dependente do tempo (Apéndice C), pode-se analisar e,
posteriormente, modificar as caracteristicas ndo-lineares da sistema (3.51) no ponto de

bifurcagdo o, e ao longo da rota para o caos.
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Para a analise do sistema em malha fechada ¢, conseqiiente, o projeto de controle,
convém, naturalmente, restringir o estudo da dinimica do sistema no ponto de bifurcacdo
a=a,.

Primeiramente, calcula-se a matriz de transigio de estados para o valor critico «,
para, em seguida, fatord-la. A partir da forma fatorada, obtém-se a transformagéo L-F,
27-periddica, x=L{1)y.

Aplicando-se a transformac¢do L-F na equagdo (3.51), obtém-se a forma invariante

do tempo:

y=Ry+L7(Q(y.t)+C( 1))+ L"'Bu(y.1), (3.53)
onde R é real e constante no tempo.

Apesar de as equagdes (3.51) e (3.53) serem escritas de formas diferentes, elas
sio dinamicamente equivalentes, isto €, as caracteristicas de estabilidade e bifurcacio
sdo preservadas.

Além disso, como a analise da dinidmica do sistema (3.51) deve ser feita numa

vizinhanga do ponto critico «,, é suficiente, portanto, reduzir o estudo da equacdo (3.53)

sobre a variedade central.

Desta forma, aplicando-se a transformagio modal y=Mz 3 equacdo (3.53), obtém-

F=Jy+MTLNO(y,t)+C( v, )+ ML Buf 3,1 ) (3.54)

A teoria de reducfo 4 variedade central periddica no tempo garante que, pode-se
particionar a equacfo (3.54) separando-se a parte estavel da instével.

Considerando-se que (3.54) possui n; estados criticos e n; estados estaveis, a

equacio (3.54) pode ser escrita como:
) [J. 0 0 C B
I I o prtt pat E I
) L0 Jo |z 10.(202,,0)+C (2.,2,,8) | | Bi(z,.2,.1)

O.(z,z,)=M7LY)0, C.(z,,2,,t)=M7'L(t)C e

onde

Bi(z,z,t)=M7"'L'Bu(z,z_,1)

com ¢ ¢ s indicando os estados critico e estavel, respectivamente.
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As partes estiveis ¢ instaveis podem ser desacopladas, de acordo com a teoria de
variedade central. De fato, pela teoria, existe uma relacio nfio-linear com coeficientes

periddicos da forma:

z,=H(z,t), (3.56)

tal que H(z,t) é da forma: H(z,t)=m.(1)z2 +h (t)z), onde h, (t) e h () sdo
coeficientes 27-periddicos (ainda desconhecido) dos termos quadraticos e cubicos do

vetor de estados estavel z_, respectivamente.
A relag@o z, pode ser obtida a partir da solucfio da equacdo:
cH ¢&H

—+
o ez,

(Jz,+w_)=Jz +w, (3.57)

onde w, =0, +C,+B, e w, :Qs +C,+B, .
Substituindo-se (3.56) em (3.57), obtém-se um conjunto de equacdes diferenciais
em termos dos coeficientes periodicos A, (1) e Ay (1):

dh,

— = Ah, =K, (3.58)
onde 4, € o autovalor da parte estavel e &, é o valor obtido a partir dos coeficientes
periddicos (3.55). Na equaglio (3.58), expandindo os termo A, (t) e A (t) em série de

Fourier pode-se calcular os coeficientes da série a partir da comparacdo termo a termo e
assim, 0s estados criticos podem ser desacoplados dos estados estaveis, ficando na forma

geral:
to=J W, (3.59)
onde w, € o vetor que contém a parte nio-linear de z,.
Para concluir esta segdo, deve-se observar que as escolhas de A, (%) e A, (1) e,

conseqiientemente, do controlador # vio depender do tipo de bifurcagio que ocorre em

a, . Por isso, a seguir deve-se estudar cada caso de bifurcagdo em separado.
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3.3.1 Bifurcaciic Flip (Duplicacio do Periodo)

Suponha que a matriz de transi¢io de Floquet da parte linear L da equagfo (3.50)

seja calculada no ponto «, e tenha um autovalor —1 (isto €, um autovalor 0 na forma de

Jordan) e os demais (n-1) autovalores estdo dentro do circulo unitario.

Como n=2, a equacio (3.55) pode ser escrita:

(2}'5}2!:.]6 0 }l:zc}_{gc(zc,zx,r)%gc (zc,zx,t)}+[§c(zc,zs,t)}, (3.60)
z, 0 Jollz.| |0, (2,28 )+C (z.,2.,t) | | B(z,,2..t)
onde J(n-1,n-1) € bloco de Jordan para o estado estavel.

Como o autovalor da parte estavel da equagdo (3.58) esta no lado esquerdo do
plano complexo, a transformagiio L-F é real, simétrica, sua inversa ¢ 27-periddica €
O(t+T) = -Qft). Por causa da propriedade da simetria, o coeficiente do termo quadratico
tem média zero no intervalo [0,27].

Pela teoria da variedade central, admite-se a existéncia da relagdo nfo-linear
z,=H{z1,1), que desacopla a parte critica da parte estavel. Definindo a relagdo da forma
(3.56):

z,=hy ()z} + by (1)) (3.61)

e substituindo-a na equagdo (3.60), obtém-se a equacio reduzida sobre a variedade

central de dimensio 1, como:
H=0, 2+ 30 +C; > 3.62
1= 01r20..0)(07 + 20,00 (1)+C 30 0;(1)2 (3.62)
i=2 i

—~ —~— . PR r -
onde 120, .0)€Cir30..0) SAo fungdes de coeficientes periddicos, e os subindices

entre parénteses indicam a poténcia dos termos ndo-lineares, por exemplo: (2,0, ...,0)

indica zi" zg ...ZS .

De modo a simplificar um pouco mais a equagdo (3.62), aplicaremos a teoria da
forma normal dependente mo tempo, eliminando, assim, tanto quanto possivel, seus
termos nio-lineares.

Desta forma, assumimos uma seqiiéncia de transformacgdes:

Zy =v+h, ,(v,0)+h, 5 (v,1) (3.63)
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a qual pode eliminar a maioria dos termos nfo-lineares da equagio (3.62).

Desta forma, obtém-se:

v=( ZQTZ(],O,...,LW,(} k(1) + 6;:(3,0,..,,0 W )=av, (3.64)
i=2

onde a barra denota a média da quantidade sobre o periodo, e a é uma constante.

Note que a constante a contém ganhos do controle, os quais ainda sdo
desconhecidos e, portanto, ndo podem ser determinados.

Porém, esta forma ¢ suficiente para se ter uma idéia sobre o projeto do
controlador para levar o sistema 4 estabilidade, isto é, analisando o valor da constante g,
podem-se determinar as exigéncias sobre o controlador para estabilizar o sistema.

De fato, a equagdo (3.64) indica que a origem do sistema original no ponto de
bifurcagdo € assintoticamente estavel se, e somente se, a constante a for negativa.

Por outro lado, para a anélise do sistema na vizinhanga do ponto de bifurcacio, é
necessario criar uma dependéncia dos pardmetros que descrevem a bifurcacio.

A deformagdo versal da forma normal (apéndice D) pode ser construida para
possibilitar o estudo do comportamento numa pequena vizinhanga do ponto de
bifurcacio.

No caso da equagio (3.64), a deformacio versal é dada por:

ff:a(a)w(%Q‘m,or__,l,___,g}(r)hﬁ(r)+C”1!3,O,___,0)(r))v3=ﬂ(a)v+av3, (3.65)

onde o parametro de deformagdo versal u(a) € uma fungio dos parimetros de
bifurcac¢do do sistema original.

A equagdo (3.65) tem um ciclo-limite 2T-periodico para u{a) >0 se, e somente se,
a € negativo. Entdo, vé-se que a estabilizacdio do sistema na origem para o valor critico
a. ¢ o ciclo-limite ap6s a bifurcagdo exigem o cumprimento das mesmas condi¢es,
implicando que a estabilizagio por realimentagiio ¢ o controle de bifurcagio podem ser

atingidos através de um mesmo controlador nio-linear.

Observa-se, também, que Q contém somente termos quadraticos do controle de

s

entrada, enquanto C contém incognitas de ordem 2 e 3. Desta forma, se o controle for



uma funcio puramente cibica, entdo ) € conhecido, e as relagdes da variedade central

quadratica h, ;(t) podem ser calculadas.
Como somente o termo cubico do controle é fungiio do parimetro critico, entfio,
se no dominio transformado, apds as aplicagBes das transformac¢bes L-F e modal,

escolhemos o controle como:
by, :=0; MO WL @H(z):={i, 6 .. 0f (3.66)

onde #, = fz; . Entdo, a equagdo (63) fica:

7o —
v=p(ap+( 30 a0, 1.0/t (1)+C 0, o) (t)+ BNV
Pt . (3.67)

= ulav+av
onde £ pode ser escolthido de modo a tornar o pardmetro a negativo.
Observamos que a equagdo (3.67) pode ser resolvida na forma fechada, ¢ a partir
da solugiio € facil ver como o S afeta o tamanho e a taxa de crescimento do ciclo-limite

do sistema para qualquer valor desejado.
3.3.2 Bifurcacio Transcritica e Quebra de Simetria

Suponha agora que a matriz de transicdo de Floquet da equagdio (3.50) calculada

para o pardmetro critico ¢, tenha um autovalor igual a +1 (isto é, um autovalor 0 na

forma de Jordan) e os demais (n-1) autovalores tém moédulo menor que 1.

Da mesma forma que no caso da bifurcagio Flip, aplicando-se a transformacio de
Lyapunov-Floquet ¢ a transformacéo modal, a equagfo (3.57) pode ser escrita na mesma
forma que a equagio (3.60):

Zy m!:(} O ||z + (j; (zl,zs,t)»%é’;(zl,zs,i)+§i(zi,zs,t) (3.68)
z O, J, |z 5S(z;,zs,t)+6s(zl,zs,f)-i-gs(zl,zs,t) e

5 =)
Porém, neste caso, pelo menos um dos autovalores esta no lado direito do plano
complexo e, portanto, a transformagiio L-F ¢ T-periddica e ndo possui a propriedade de

simetria. Logo, a média dos termos nio-lineares permanece.
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Aplicando-se a teoria da variedade central e a teoria da forma normal:

TR, A = 3
v =0 120,00V +( 20 o, 1. 0O ;(1)+Clesg _o,(1V) 5.69)
) :

= +a
onde a e b s30 constantes reais.

A equagdo da deformagdo versal € dada por:

T 7 — —x
V=@ v+ Q1020000 +( X0, no..1. 0/ (1) + Cirzo,.0)(th°)
i=2
2/1(0‘:)V+b!72 +av.
(3.70)

Observando a equagio transformada (3.68), pode-se escolher o controle de

entrada com:

MO DL OG0z = fiy,..OF,
Uy, = 132312 @71

—1y-1 ={u !
M0 (:)fu(z)H (z,0) = {iis,..0}, (3.72)
563 = }B:;Z] 3

onde £, e B, sdo ganhos de controle desconhecidos.

Da equacdo (3.68) tem-se:
- Se o coeficiente do termo quadratico ndo € zero, a equacdo (3.70) descreve uma

bifurcagdo transcritica: se o ponto de equilibrio ¢é estavel para u <0, entdo existe uma
orbita instavel em torno deste ponto, e quando x>0, o ponto de equilibrio perde a

estabilidade, e 2 Orbita torna-se estavel. Neste caso, a origem é sempre estavel no ponto

de bifurcagio (para 4 =0).
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- Se b ¢ zero, entdo (3.70) descreve uma bifurcagdo com quebra de simetria,
quando no ciclo-limite existe somente um lado do ponto de bifurcacio, e o coeficiente
do termo cubico determina a estabilidade deste ciclo-limite bem como a estabilidade da
origem em Q..

Note que b contém incognita somente a partir do ganho de controle quadratico

G(1). Entdo, para uma bifurcagdo com quebra de simetria supercritica, deve-se ter a<0.
3.3.3 Bifurcacio Secundaria de Hopf

Finalmente, suponha que a matriz de transi¢io de Floquet da equagiio (3.50)

calculada para o parimetro critico «, tenha um par de autovalores complexos sobre o

circulo unitario e os demais autovalores tenham modulo menor que 1.
Esse par complexo corresponde a um par de autovalores puramente imaginarios

da matriz R da forma O+ wi.

s 4 ars o oL 2r - - .
Se @, ndo € um miltiplo inteiro de T entdo a forma normal € invariante no

tempo; caso contrario, os termos periddicos ressonantes permanecem.
Sera considerado aqui somente o caso ndo-ressonante, j4 que o caso ressonante
pode ser tratado de forma muito similar.

Com as suposic¢des acima, a equagio (3.50) tem a forma:

- @1 0 O | z é; (zl,zz,zs,z‘)+5; (24,23, 25,1}
2-2 = 0 _mcj O I+ Q;2(21,22,25,t)+C;(z;,22,zs,t) (373)

) 10 O J |z | GGuznz,)+Calz.2,,2,,0)
onde O=0(n—-2,n~2).
Assumindo as relagdes da variedade central como:
z; = hy (2,25, )+ Iy (21, 25,0), (3.74)

onde os termos quadraticos so:

 (2),2,,0) = hz,z-,(z,())(f)zsz +hy, an(Oz 2y 4l 00 (f )25 (3.75)

com =34, .n
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Os termos cubicos sdo:

by i(21,23,8) = By 30)(1)270 + 3 20)(1)7 2,

5 ; (3.76)
+303; 12,00 )z) 25 + By 635,(1 )25
A deformacio versal de dimens3o 2 é dada per:
wi a)rei 0 12
vy - 0 Ha)-oid|v,
(Z(Qal,fi,ﬁ,..,l,..ﬂj' (I)h’lj,(l,lj + Q*I,(G,l...,l,.-ﬁ) (‘t)hZJ,(Z,l))_*_
=3
S — (3.77)
) +C 1120..0) (1) Vv,

n . *
(Z(Q 200.1.00(0 010y +Q 2001001y 151, )+
-3

+C 2 q120..0)(1) v V2

O par@metro u(x) €, em geral, complexo, porém observa-se que, em torno do

ponto critico, a parte imaginaria independe do parimetro a, logo ¢ conveniente assumir

) real.

Dessa forma, aplicando-se a transformag@o de coordenada polar a equagdio (3.77):

R=pfa JR+
+ Re( 2123 (010,00, hy, 1, + Q'rp01.2..0)(2 )y, )+ Cinz0. 0)(t) )R
=
(3.78)
OR= - R+

L B ¥ * 3
+ Re( %( G o 1.0)(t)hy; ) + 0 101.1.0)(1 )by 202 FC 112001 ) )R,
7=

Na equagdo (3.78), vemos que a bifurca¢iio secundaria de Hopf ocorre se =0, e
a estabilidade do ciclo-limite depende do sinal da constante do coeficiente clibico real da
equagdo amplitude.

Portanto, o controlador mais simples possivel que estabiliza este ciclo-limite no

dominio transformado, é:
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G(t):=0,
MO YL H(z,1) =i, 0,0} (3.79)

2

- Zyz .

onde -~ = Bsziz , com sendo o ganho de controle desconhecido.

C 2z g
32122
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Capitulo 4

Dindmica e Controle de Sistemas Vibratérios Ideais com Coeficientes Periédicos

Este capitulo apresentara, a titulo de exemplo, aplicacBes da teoria desenvolvida nos
capitulos dois e trés em problemas tradicionais na literatura, isto ¢, ideais. Nas aplicagdes,
serdo analisadas as dindmicas de cada problema e projetadas leis de controle a fim de
estabiliza-las.

Foram selecionados quatro exemplos, de modo que a ordem do sistema na forma
espago-estado foi aumentada a cada exemplo e, também, os problemas foram colocados em
ordem crescente de complexidade.

O primeiro problema tratars de um péndulo com excitagio paramétrica periddica do
suporte (Flashner, 1996). Este exemplo, na forma espaco-estado é de segunda ordem ¢ a
excitagdo periddica foi modelada pela fungiio pcos(wr). Portanto, a matriz de transigdo de
estados devera ser obtida através da aproximagdo, pelos polinémios de Chebyshev, da
funcio co-seno.

O segundo problema é o tradicional oscilador de Duffing (Sinha, et al, 2000(a)).
Este exemplo, € também um sistema de segunda ordem porém, o sistema linearizado e
controlado dependerd das fun¢des sen(2r) e cos(2t). Portanto, a obtencio da matriz de
transi¢gdo de estados dependerd da aproximacio dessas fungbes em polindmios de
Chebyshev.

O terceiro problema é o nfio menos tradicional sistema de Rassler (Sinha, et al,
2000(a)). Este problema ¢ de terceira ordem e a matriz dos coeficientes da parte linear

dependerd das fungbes sen(7) e cos(t). Novamente, a obtengio da matriz de transig¢io de

estados dependera da aproximagio dessas fungdes em polindmios de Chebyshev.
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No quarto problema sera apresentado o sistema composto por um péndulo duplo
invertido e amortecido (Pandiyan & Sinha, 2001). Este problema, na forma espago-estado,
¢ de quarta ordem e a excitagio periédica serd modelada pela fungio p; + p,cos(wt).

Portanto, a matriz de transi¢io de estados sera obtida através da aproximagio da funcio co-
seno pelos polindmios de Chebyshev.

Finalmente, o sistema apresentado no primeiro exemplo sera usado para aplicar o
controle de bifurcagdo. Neste exemplo, para um dado conjunto de pardmetros, ocorre uma
bifurca¢do Flip (duplicagdo do periodo) e sera usada a técnica apresentada no capitulo 3
para o seu controle.

Todas as equacdes, deste capitulo, foram implementados no MATLAB® 6.5.
4.1 Modelo de Péndulo Excitado Parametricamente

Considere o problema com vibra¢io definido pela Figura 4.1.

Acos(ot)

Ju

mg
Figura 4.1 - Péndulo excitado parametricamente.

Esse problema consiste em um péndulo livre para oscilar ou girar num plano cujo
pivb € verticalmente conduzido por uma for¢a periddica. Depois de algumas simplificactes

(anexo F) a equacio de Lagrange do movimento pode ser escrita como (Flashner, 1996):
G=~BO—(1+ pcos(w1))sind +u(t), (4.1)

onde ¢ ¢ a medida do deslocamento angular, pcos(wf) a forca externa aplicada ao pivd,

£ =0.1 ¢ o coeficiente de amortecimento e #(?) é uma lei de controle. A lei de controle ufl)

¢ composta por u(l)=ugt)+u(t), onde ugt) € a parte da retroalimentacio e u,(1} é a parte

realimentada, definidas como nas equagdes 2.14 e 2.15, respectivamente.
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A seguir, analisa-se a estabilidade estrutural do sistema com vibragio paramétrica.

4.1.1 Analise da Estabilidade Estrutural

Um dos primeiros passos dados na diregio da anilise da estabilidade estrutural ¢
encontrar os valores dos par@metros que tornam o sistema, com coeficientes peniddicos, critico,
isto €, os valores para os quais tem-se muitiplicadores de Floquet 1 ou -1.

O grafico obtido pela variagio de um dos parimetros, de modo que os
multiplicadores de Floguet tenham valor absoluto 1, serd chamado Diagrama de
Estabilidade. Nele € possivel observar as regides de estabilidade e instabilidade separadas
por fronteiras, onde pode-se verificar os tipos de bifurcagtes.

No exemplo do péndulo acima, equagdo (4.1), a estabilidade ¢ analisada pelos
autovalores da Matriz de Transicio de Floquet, o qual serd denotado por u, que €
aproximada a partir da equagdo (2.78).

Na aproximagdo, o grau de polindmio de Chebyshev de primeiro tipo alterado ¢

m=grres—20, € 0 nimero de iteragdes de Picard, k=if,,.=40.

que é mostrado na Figura 4.2. Considerou-se os pardmetros p € @ nos intervalos 0<p<3 e

0.5< @ <3, respectivamente.



DIAGRAMA DE ESTABIIDADE
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Figura 4.2 - Diagrama de estabilidade para0 <p<3e05< » <3.

Observa-se, no grafico, duas regibes distintas, isto é, bifurcagio por quebra de

simetria e bifurcaciio com duplicac¢iio do periodo.
Na Figura 4.3, o diagrama de bifurcagdo foi obtido fixando-se a amplitude p=2 e

variando-se a fregiiéncia de excita¢io 0.5<0<3.
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DIAGRAMA DE BIFURCAGAD

Figura 4.3 - Diagrama de Bifurcagfio parap=2e0.5< 0 <3.

Note que ha uma correspondéncia entre as Figuras (4.2) e (4.3). De fato, imagine a
reta p=2 na Figura (4.2) de modo que as intersegdes da reta p=2 com as fronteiras de
estabilidade indicam os pontos de bifurcagdes, a saber, bifurcagio flip para ® =1.267398 ¢
w = 2.86142; bifurcagio por quebra de simetria @ =1.117098.

Para » <1.117098, 2 regido de instabilidade mostrada na Figura 4.2 pode ser
observada, também, no diagrama de bifurcaciio (Figura 4.3).

Para 1.117098 < <1.267398, observa-se uma regido de estabilidade em ambas as
figuras.

Se 1.267398 <@ < 2.86142, tem-se a instabilidade do sistema e para @ >2.86142 a
regifio € estivel

A Figura 4.4 mostra o diagrama de bifurcaclo numa vizinhanga da bifurcaciio por
duplicagio do periodo (flip) para » =2.86142, onde o problema serd analisado com

maiores detalhes.
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DIAGRAMA DE BIFURCAGAG - REFINAMENTO

3 T T R ] T H 13 1 F

©0 285142

Figura 4.4 - Refinamento do Diagrama de Bifurcagio para2.3 < » <3.

Uma vez feita a andlise estrutural de estabilidade e o diagrama de bifurcacio,
suponha que o sistema (4.1) opere com os pardmetros p=2 ¢ @ =2. Esses parimetros
pertencem & regifio de instabilidade do sistema.

A Figura 4.5 mostra o plano de fase e o histdrico no tempo dos estados quando

u{t) =0, isto ¢, do sistema n&o-controlado.
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PLANG DE FASE « SISTEMA NAD-CONTROLADO
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E: 1] Hn e 143

Tempo

Figuras 4.5(a) e 4.5(b) - Plano de Fase e Histérico no tempo do sistema nio-controlado.

O mapa de Poincar¢ associado ¢ determinado nas Figuras 4.6(2) ¢ 4.6(b).
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MAPA DE POINCARE - NAD CONTROLADD
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Figuras 4.6(2) ¢ 4.6(b) - Mapa de Poincaré e o Refinamento da regifio indicada.
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A seguir, aplica-se o método apresentado no capitulo 3 para estabilizar o péndulo.

4.1.2 Estabilizacio do pénduio excitade parametricamente

O objetive do projeto de controle ¢ determinar uma lei u(ty=uf{t}+ut(t) para conduzir a
rbita instivel (Figura 4.5) para uma frajetoria desejada qualquer. Como trajetéria desejada foi
escolhida a fungfo trigonométrica 2z -periddica y(1)=2cos(t)+sen(t).

ORBITA PERIODICA DESEJADA

2-5 ¥ F ¥ T H T H ¥ 1

--W‘-"‘\

15 =

i
(4]
)
Ia
b
i e
i
o
i
ot
Bl
s
-
g 5
Bl o

i
Figura 4.7 - Plano de fase da 6rbita desejada.

A parte do controlador # /(¢) € obtida a partir da equagdo (3.14), como:

uy = $() +0.1(-2sin(r) + cos{t)) + (1 + 2 cos(2) sin{ y(1))) (4.2)

Considerando-se somente a parte linear (4.1), obtém-se a equagio na forma espago-

Lt o]
é= e+ lu, {4.3)
—1- pecos(wf) —0.1 1

estado do erro dindmico e(?):
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Tomando-se gr,,, =20 e i, =40 na equagio (2.78), obtém-se a matriz de transi¢do

de Floquet ¢(7), parap=2 ¢ @ =2, como:

-1.8235 1.1425
)=
2.4537 -19378
Os multiplicadores de Floguet sdo:
My =—3.5560 ¢ u, =-0.2054,
onde verifica-se a instabilidade do sistema devido ao multiplicador de Floquet

|4, | -3.5560]>1.
Fatorando-se ¢(-), a transformagio de Lyapunov-Floquet (2.8} converte o sistema

periddico e variante no tempeo (4.3) para a forma invariante no fempo, dinamicamente
equivalente:

- [-0205661 -0.972285 v 0 @.4)
= i .
97| _2088110 —0.108474 |7 117

Os autovalores da matriz de estabilidade do sistema invariante no tempo (equagio
(4.4)) sdo 4, =1.2686 e A, =-1.5828 . O autovalor 4 =12686>0 indica a instabilidade

do sistema.
Usando-se a técnica de deslocamento de polos, obtém-se a mairiz de ganhos do
controlador realimentado de modo a estabilizar o sistema e conduzi-lo 4 orbita desejada:

_ [ 1.7944 -0_9743}
K

-2.0881 2.8874

onde os polos desejados sfo -2 ¢ -3.

Finalmente, a lei de controle u(¥) € obtida a partir das equagdes (4.2) e (3.33).

Os historicos no tempo do sistema controlade e o desejado sdo mostrados nas
Figuras 4.8 ¢ 4.9.
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HESTBFHCG NO TEMPG DO ESTADD CONTRGE,ADU MEQ &SEJADG
H

i H H 1 H ] i H 1
23 2 4 B 8 14 12 14 i6 18 20
TPERIODOS

Figura 4.8 - Histérico no tempo do estado x; controlado & o desejado.

HISTORICO RO TEMPO DO ESTADG COHTRO!AOG ¥2 £ DESEJADD
H

Figura 4.9 - Histérico no tempo do estado x, controlado e o desejado.
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A comparaglio entre as Orbitas nfo-controlada e a Orbita desejada é apresentada na
Figura 4.10 e a comparagio entre as 6rbitas ndo-controlada e a controlada é apresentada na
Figura 4.11.

Fazendo-se uma analise das Figuras 4.10 e 4.11, verifica-se que o projeto de

controle foi executado com sucesso.

PLANG DE FASE DOS ESTADOS NAD-CONTROLADOS » 0 DESEJADD

kit

Figura 4.10 - Comparaglio dos planos de fase ndo-controlados e o desejado.
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PLANO DE FASE DOS ESTADOS CONTROLADOS e NAOD-CONTROLADC
J T
PRETO - HAG-CONTREEADG

w2

Figura 4.11 - Comparag8io dos planos de fase dos sistemas controlado e nfo-controlado.

O mapa de Poincaré, na Figura 4.12, mostra que a orbita periédica obtida tem

periodo 1.
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15

45

25

2
154

2

A

do sistema controlado.

incare

Figura 4.12 - Mapa de Po

PR AT M N

b
ok fs
g
M i
B
[ N
<
o %
= L
o
B I e )
< vl
S

63



4.2 Oscilador de Duffing

Considere o oscilador de Duffing controlado modelado pela equagio:
¥=—gx—x* —2¢ %+ Acos(wt) +u(?) (4.5)

onde a € o coeficiente de elasticidade, ¢ é o amortecimento viscoso, A ¢ @ sio a

amplitude ¢ a freqiiéncia de excitagfo, respectivamente.

Para o conjunto de pardmetros o =-1, ¢=0.125, A=1 e @ =1, temos:
¥=x—x ~025%+ cos(t) +u(d) (4.6)

na auséncia do termo de controle u(2), o sistema ¥ =x—x> —0.25%+ cos(f) possui o plano

de fase (Figura 4.13) ¢ o histérico no tempo (Figura 4.14)para os estados instaveis:

PLANO DE FASE - GECILADGR DE DUFFING NAO-CONTROLADO

Figura 4.13 - Plano de fase do oscilador de Duffing nfio-controlado.
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HISTORICE NO TEMPO - OSCILADOR DE DUFFING NAC-CONTROLADO
3 ¥ T T ¥ Y 1 T
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TEMFD

Figura 4.14 - Historico no tempo dos estados nio-controlados.

A estratégia de controle linear, apresentada no capitulo 3, pode ser usada para
projetar uma lei de controle realimentado para o oscilador de Duffing, de modo a conduzir

a Orbita cadtica para uma orbita periddica desejada qualquer, por exemplo, para a orbita:

y=2cos{t)+sen(t) 4.7y

mostrada na Figura 4.14.
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CRBITA PERIODICA DESEJADA
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Figura 4.15 - Plano de fase da 6rbita desejada.

Com o controle do tipo u=ur + u, a equagdio de Duffing controlada pode ser escrita

como:
¥=ft,x)+u; +u, (4.8)
Calculada a parte do controlador como na equagio (3.14), « F=y=f(ty), tem-se:
u,=y—y+y +0.25y —cos(f) (4.9)
Substituindo-se a equagio (4.9) em (4.8):
Eej=x—y—x* -y +0.25(%—y) (4.10)

Calculando-se o erro dindmico entre as trajetorias x(2) e y(?) como e = x—y de modo

que x = y, obtém-se:
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é=(1-3y")e+0.25 4.11)
desenvolvendo-se o coeficiente periodico (1-3y?), temos:

1-3y% =1-3(4cos” (1) + 2.2 cos(f)sen(t) + sen* (1))
= 1-12co0s* (1) - 3sen’(t) — 6sen(21)
= 1-9¢0s(f) - 3 — 6sen(21)
= —2—9cos’ (f) — 6sen(2s)

13 9 2
=——+——9¢05°(f) — 6sen(2f

) ® (25
= —% + %[1 — 2c0s%(1)]~ 6sen(2t)
= 123: - %cos(Zt) — 6sen(2t)

assim, pode-se reescrever a equagio (4.11) na forma espago-estado linearizado, 7z-

periodico:
£(t) = A(Dz(1) + B(Du,, (4.12)

onde

e B(t)= I'O] i
11

A estabilidade do sistema B-periddico é dada pelos autovalores da matriz de

0 1 0 0 0 0
Aty=| 1 + 0 cos(2¢) + {_ 6 Oilsen(ZI) {4.13)

[N R
[

transformacdo de Floguet (FTM).
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Tal matriz foi obtida, numericamente para 7 =7z, através da aproximacido do

polinémio de Chebyshev ( g7, =20) e do método iterativo de Picard (i, =40) como na

pic

equacdo (2.78). AFTM é:

—-6.326 0.561

1.052  -0.021
)| }

Os multiplicadores de Floquet sfo: gz =1.2459 e g, =03671. A presenca do
multiplicador {x, =1.2459[>1 indica a instabilidade do sistema para este conjunto de

pardmetros.

4.2.1 Controle da equacio de Duffing

De acordo com a teoria de Lyapunov-Floquet, a matriz de transi¢io de estados (STM)
pode ser fatorada como ¢{7)= Q(f)e™" . Aplicando-se a transformagdo Lyapunov-Floguet: z(2) =

O(t)q(t), a equagdo do erro dinfmico é transformada para a forma invariante no tempo,

dinamicamente equivalente:

. _[-00517 -0.029 .0
q(t)_{ws_sm %0_733};{1)«:—@ (z)uu, (4.14)

Os autovalores da matriz de estabilidade s3o 0.2170 e -1.0017. A presenca de

0.2170 >0 indica a instabilidade do sistema transformado.

Para projetar um controlador de realimenta¢do de estados, sera aplicada a técnica de
deslocamento de polos. Deseja-se deslocar os polos para -2 e -3. De acordo com a técnica

de controle apresentada no capitulo 3, determinou-se:

5[0 1]
L S TR
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12.7 212
FO =
~1.9483 0029
A matriz de ganhos invariante no tempo K = ByF, ¢ entdo obtida:

[ -19483 0029
-16.5966 -2.062

Assim, a lei de controle composta por ur e u; conduz o sistema de Duffing para a

orbita desejada, como se vé na Figura 4.16.

PLANG DE FASE CONTROLADO
g ¥ T T T 7

s
b
T
i

Figura 4.16 - Orbita do oscilador de Duffing controlada.
Comparando-se a Orbita controlada, mostrada na Figura 4.16, e a 6rbita desecjada,

mostrada na Figura 4.15, pode-se verificar a eficiéncia do projeto de controle.

A Figura 4.17 ilustra melhor essa anélise.
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PLANG DE FASE CONTRGLADO E DESEJADD
8 T T H ¥ 1

%2

Figura 4.17 - Orbita do oscilador de Duffing controlada ¢ desejada.

A eficiéncia do controlador pode, também, ser analisada através dos histéricos no tempo.

Na Figura 4.18, sfio mostrados os histéricos no tempo estados controlados x; e x.
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HISTORICO NO TEMPO DOS ESFADOS CONIROLADOS
8 T T T ¥ T

PRETC: Xt
VERMETHO: X2

Hia X2

TEMPD

Figura 4.18 - Hist6rico no tempo dos estados controlados do oscilador de Duffing.

Na Figura 4.19, sdo comparados os histéricos no tempo da trajetoria desejada e dos

estados controlados x; e x5.
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HISTORICG RO TEMPO BOS ESTADOS CONTROLADUS E ORBITA DESEJADA

8 T T F T 7 13 T

: VERMELHO - DESEIADA

: PRETO - CORIROCLADA
st 2 -
F18 -

¥1,%3 2 ORBITA DESEJADA

8 ! ] H ] ] | i
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TEMPO

Figura 4.19 - Histérico no tempo dos estados controlados e drbita desejada do oscilador de Duffing.

Como pode ser observado, através das figuras acima, o projeto de controle linear

para o oscilador de Duffing foi bem-sucedido.
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4.3 Sistema de Rassler

Considere o seguinte sistema tridimensional que é conhecido na literatura como Sistema
de Rossler:
X =X, - X,
X, =x, +ax, (4.15)
X3 =b+x(x, —¢)
As equagtes de Rossler sdo um sistema ndo-linear cuja nio-linearidade é quadratica.
Para o conjunto de pardmetros a=02, 5=02 e ¢=5.7, as equagdes (4.15) apresentam
um atrator cadtico estranho, que é conhecido como “Réssler bands™.
As Figuras 4.20 ¢ 4.21 mostram os respectivos planos de fase para os estados

instaveis do sistema de Réssler.

PLANG DE FASE NAD-CONTROLADD - EQUAGAD ROSSLER

w2
3
T

“hn 5 i 5 10 15
x1

Figura 4.20 - Planos de fase para os estados ndo-controlados x; € x,.
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- PLANO DE FASE NAO-CONTROLADD - EQUACAD ROSSLER
{ 1 [3 P

B

[«]

10F

Figura 4.21 - Planos de fase para os estados ndo-controlados x; € xs.
4.3.1 A orbita desejada

O projeto de controle linear apresentado no capitulo 3 pode ser usado para projetar uma
lei de controle realimentado para as equagBes de Rossler (equagio 4.15), de modo a conduzir a

Orbita cadtica para uma orbita 27 -periddica cujas equagdes so:
A orbita periddica escolhida para esse caso é:

¥ =3 +cos()

¥y =1y, = sen(t) (4.16)
Y3 = sen(f)

O plano de fase com os estados desejados ¢ dada pela Figura 4.22:
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PLANG DE FASE DA ORBITA DESEJADA
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Figura 4.22 - Plano de fase da orbita desejada.

O projeto de controle deve conduzir as trajetorias instaveis dadas nas Figuras 4.20 ¢
4.21 para uma Orbita periddica com pequena amplitude.
As Figuras 4.23 e 4.24 mostram os planos de fase do sistema nZo-controlado € a

Srbita desejada apds o acionamento do controlador.
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PLANQ DE FASE DGS ESTADOS x) & x2: ORBFA NAD-CONTROLADA E A DESEJADA

W2
[%3
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ERN]

Figura 4.23 - Plano de fase dos estados x; e x;: orbitas nio-controlada e desejada.

- PLANO DE FASE DOS ESTADCS x1 e x3; ORENTA NAD-COMYROLADA E A DESEJADA
T T T T

1
Figura 4.24 - Plano de fase dos estados x; e x3: 6rbitas n3o-controlada e desejada.
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4.3.2 Controle do sistema de Rissler

Com a let de controle linear do tipo u=ur +1;, a equagdo de Rossler pode ser escrita como:
Xy =X, X3 +u,; U,
X, =x +02x, +u,, (4.17)

Pela equacdo (3.14), isto &, u, = y— f(z, y(1)), pode-se escrever:

upy =y — 0.9
Usp, =3y~ f,(3,0) (4.18)
urs =y~ (0.0

onde
SO0 ==y, —ys
LoD =y +02y, (4.19)
S0n0)=02+y;(y; —5.7)

Considerando-se a Orbita desejada dada pela equagio (4.16), tem-se:
Upy =W +V,+ s
Upr =V~ 01 —02y, (4.20)
Upy =Y —02-y3(y, ~57)

ou seja,
,( X=Xy =Xz kP, ¥ U,

Adicionando-se 3 terceira equagio de {4.21) +y,x, e considerando-se os erros

dindmicos entre as variaveis atuais e desejadas, x e y, respectivamente, obtém-se:

€ =X — )
€, =X, — ¥, {4.22)
€3 = X3~ V3

Portanto, pode-se reescrever a equagdo (4.21) como:
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é} :—ez "'63 ‘i'ut
é, =e, +0.2e, (4.23)
&5 = sen(t)e; +(~0.7 + cos(f))e,
Pode-se, ainda, escrever a equagdo do erro entre a equacdo de Rossler e a desejada
na forma matricial:
é 0 -1 -1 e |1
éyp=1 1 0.2 0 ey r+10ju, {4.24)
é; ser{t} 0 —0.7+cos(t)i|e, 0

Note que a matriz dos coeficientes ¢ 2B-periddica em fungdo de sen(?) e cos(r).

Assim, a estabilidade do sistema 2B-periddico é dada pelos autovalores da matriz de FTM.

Tal matriz foi obtida, numericamente no periodo T = 27, através da aproximacio da
matriz de transi¢do de estados (STM - equagdo (2.78)) pelo polindmio de Chebyshev
=~ 40).

( &7cnes =20) € do metodo iterativo de Picard (if,,,

Neste caso, a matriz de transi¢3o de Floguet é:

1.8744 0.1874 -0.3348
#(27)={05643 12581 3.8015 (4.25)
1.0162 —0.8190 —2.1287

Os multiplicadores de Floquet sdo: s =1.8867, u, =-0.8561 e pu, =-00267. A

presenca do multiplicador | z; =1.8867 |>1 indica a instabilidade do sistema de Réssler para

o conjunto de pardmetros.

A matriz de transicdo de estados obtida a partir da equa¢io (2.78) pode ser fatorada
como ¢(t)=0(1 )eR‘ . Aplicando-se a transformacio Lyapunov-Floquet z() = Q(t)e(?) na

equacdo (4.24), a equacio do erro dindmico ¢ transformada para a forma invariante no

tempo, cujas dindmicas sdo equivalentes:

1.5941 16137  2.5709 1
g{1)=|-6.0846 -9.6666 -16.2125ig(1)+ 07 (D)0 |u, (4.26)
1.6759 29532 49321 0
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Os autovalores da matriz de estabilidade sfod, =-3.6198, 4, =06348 ¢
Ay =-0.1553 . A presenga de A, = 0.6348 >0 indica a instabilidade do sistema transformado

invariante no tempo.

Para projetar um controlador de realimentacio de estados, sera aplicada a técnica de

deslocamento de polos, apresentada no capitulo 3. Os novos polos desejados sfio -2, -3 ¢ 4.

De acordo com a técnica de controle linear apresentada no capitulo 3, obtém-se as

matrizes:

B():

| O S o
T o™
o L O

-2.4963 -29733 -7.8583
Fo=133167 29934 67844
-0.5488 0.6798 2.6437

A matriz de ganhos invariante no tempo K = B,F, ¢ entdo obtida:

-3.5941 -1.6137 -2.5709
K=|60846 66666 162125
-1.6759 -29532 -8.9321

Assim, a lei de controle composta por #r ¢ w, conduz o sistema de Rossler para a

orbita desejada dada pela equagio (4.16).

Os resultados com o acionamento do controlador podem ser analisados pelas Figuras

apresentadas a seguir.

Nas Figuras 4.25 e 4.26, comparam-se os estados do sistema controlade com os

desejados através dos respectivos planos de fase.
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PLAND DE: FASE £5TADOS x1-62; CONTROLADO E DESESADG
T

051

X2
fo |
T

5

4

-15

H T ¥

35

-

Figura 4.25 - Plano de fase dos estados controlados x; e x,.

PLANG DE FASE ESTADOS x1-43: CONTROLADO E DESEJADO

&5

%3
[ 3
H

Q&

Figura 4.26 - Plano de fase dos estados controlados x; e xs.
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As Figuras 4.27 ¢ 4.28 analisam os estados dos sistemas controlados e ndo-controlados.

PLANO DE FASE DOS ESTADOS x1 e x2: ORBITA NAO-CONTROLADA E A CONTRGLADA

o & [ 5 10 15
xf

Figura 4.27 - Plano de fase dos estados controlados e ndo-controlados x; e x;.

PLANG DE FASE DOS ESTADOS x) & x3: ORBITAS NAG-CONTROLADA B A CONTROLADA,
= T 13 T T

12

2 B

-1 4 & 5 13 15
x1

Figura 4.28 - Plano de fase dos estados controlados e ndo-controlados x; € x3.
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Se for feita a comparaco entre as Figuras 4.27 ¢ 4.23 e as figuras 4.28 e 4.24, vé-se
que o projeto de controle foi satisfatério.

4.4 Péndulo duplo invertido

Considere o péndulo duplo invertido e amoriecido, dado pela Figura 1, sujeito a uma

forga composta por duas componentes — uma constante e a outra periodica no tempo.

P + Py cosart

Figura 4.29 - Péndulo duplo invertido com excitagio periodica.

As equagSes do movimento do sistema periédico no tempo foram obtidas por
Leipholz e Herrmann, (apud Sinha, 1998), como:

3¢y +cos(dy — b ), — sen(d, ~ ¢y Jo2+( B, +B, )y
~Byghy +2keh ~ kg — P(1)sen( by — vy )= my
4.27)
cos($y — B )y + & +sen( §, — ¢y J§ B,y +
Bogh —ky +ky — P(1)sen((1~y J, ) = u,
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by

- k. ) . . ~
onde k =— € o coeficiente de elasticidade normalizado, B, =—— e B, =—— sio as

bl
mé mi?

mé
P, + P, cos(wt)
ml

constantes de amortecimento normalizadas, p{f) = = p, + p, cos{wf) ¢ a forga

aplicada, onde p, é a magnitude estatica da forga e p, € a amplitude de excitagio, @ éa
frequiéncia de excitagdo da forca periddica e, finalmente, ¥ ¢ o pardmetro da direcdo da forga.
Expandindo-se em série de Taylor até a terceira ordem, em torno da posi¢iio de

equilibrio vertical ¢ = ¢, =0, a equagdo (4.27) pode ser reescrita como:

d = —0.5( B, + 2B, Jd) + By, +0.5k( p~3 )¢y +0.5k(2—p )¢,
~O5(R +8 )b~ )~ h— 1 (=778}
—_ 2 —_ o
ALy k- a)p + k(4 p(r -2,

U —Uy

—(By, +3By )y +3By 6 }+ 5

(4.28)
¢, = 0.5( By + 48, )y —2Bodhy +0.5k(5— p )l +{( p(1.5—7 ) 2)k }¢

+0.5(32 +42 )( oy —@)4—(‘;’—;‘){(@ 1P =31-1) 8}

—_— 2 — —_
+(%@~){k(zpw)¢l VE(S+ p(7-3 ),

u - 3‘“2
2

~(2B, +5B, )¢, +5B, , }-

Reescrevendo-se o sistema na forma espago-estado, através das transformagles

X :¢1; X =@y X3 =¢ e x, 3¢2 , temos:
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% 0 0 1 0
B | 0 0 0 bolle |,
% | |05k(p-3) 0Sk(2-p) —05(B,+2B,) B, |ix
iy | |05k(5-p) k[p(l5-7)-2] 0S5(B,+4B,) -2B, | x,

0

0

7
S0 =233 + 53~ B - )~ <3

2
- - — +
TP - an R 0 - 20 -8+ 38 + 38,1,
1 k
S0 =1)0358 + )+ T —) -31-7)° 531+
2
+ ELf—zl—[k(z P=T)x +k(5+ p(y —3))x, — (2B, +5B,)x; + 5B,x,]
o 0 (4.29)
0 0 U,
05 -05(lu,
-05 15

Seja o conjunto de pardmetros £ =1, B, =B, =0.01, y=1 e @ =2 para a equacdo
{(4.29).
No espago de parBmetros p, —p,, foi construido o diagrama de estabilidade

mostrado na Figura 4.29, onde p, ¢ p, variam nos intervalos 0< p, <7 e -7 < p, <3.5.
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Diagrama de Estabilidads - Pendulo duplo invertide
1

T ls
H
S

B e
kY
s kY .
h Y
Il Y
N . B Fip

14

[+

T
tow, ,

%

#;::

Figura 4.30 - Diagrama de estabilidade para péndulo duplo invertido com excitagfio periddica.

Para o conjunto de parimetros k=2, B,=8,=0, p,=2, p,=07, y=1 0=2,3
matriz de transiciio de estados ¢(7) foi obtida a partir da equagfo (2.78). A matriz de

transicdo de Floquet ¢(x) foi entéio calculada como:
-0.1169 —-0.2154 00597 03238

M= —-07840 -13003 2381 -0.6259

—-0.1877 05808 -1.6615 02994

~1.2989 0.2442

—-24893 08356
Os multiplicadores de Floquet sfo: g =-245002, pu,;=001178+0999% e

ﬂ2,3i =le Iﬂ4| <1

1, =~0.408159 . Note que, [¢4]>1,
Assim, a partir do modulo do autovalor y,, vemos que a equagio (4.29) apresenta

um comportamento instavel.
Os historicos no tempo dos estados instaveis x;, X € X3, X4 para o sistema ndo-

controlado sfo mostrados nas Figuras 4.31 e 4.32, respectivamente.
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HISTGRICO NO TEMPO DOS BSTADOS NAC-CONTROLADOS - x1 & 12
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Figura 4.31 - Histérico no tempo dos estados x; e x; ndo-controlados.

HISTORICO NO TEMPO DOS ESTABOS NAO.CONTROLADOS - 3 & x4

VERMEIHO: 23
PRETOE: wd

Figura 4.32 - Historico no tempo dos estados x3 e x4 nio-controlados.
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4.4.1 Controle

_ Rt
Fatorando-se a matriz de transi¢io de estados como $O=00e" . aplicando-se a

transformacio Lyapunov-Floquet y(2) = Q(f)x(1) na equagio (4.29), a equaglio do erro dinfmico ¢

transformada para a forma invariante no tempo, dinamicamente equivalente ao sistema original:

0 0  —02506 072108
0 0 0 1
i(t)= 1)+
M= 03253 —01002 0O o P
~1.4156 0.1131 0 0
(4.30)
0 0 0
0 0 0 u
- ~1 1
{ +07 Y1
7 I ) B {%]
5 —05 15

onde

R
£i= 2o -2+ ) - it - 1= B2 2 -85 6 2p0)

JRVRY
fo =L - 43D+ 2 - ) 1+ B fap -1 4+ 00 4p)x,)

Os autovalores da matriz de estabilidade da parte linear invariante no tempo na

equacio (4.30), sdo: 4, =02852, 4,, =+04962: ¢ 4, =—0.2852.

A presenga do autovalor 4, =0.2852>0 indica a instabilidade do sistema

transformado invarianie no tempo.

Para projetar um controlador de realimentagio de estados, serd aplicada a técnica de

deslocamento de polos. Os polos desejados sdo ~30+10f e —~35+117.

De acordo com a técnica de controle linear apresentada no capitulo 3, obtém-se a

matriz de ganhos invariante no tempo X = By Fy:
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30 -10 —-02506 0.2108

e 10 30 -05255 —0.0052
T 1-03253 —0.1002 35 ~12
~1.4156 0.1131 12 35

Assim, a lei de controle linear definida por #, = ~B*Q()K0(f)x estabiliza a 6érbita

do sistema péndulo duplo invertido, como se vé nas Figuras 4.33 ¢ 4.34.

HISTORIO NO TEMPO DOS ESTADOS CONTROLADOS - x1 @ x2
n.ms T T T T T ¥ T

vormetho:xt
1224 0 preto; x2 |

[ty 3 ]
.81 .

b.oas

xt e x2
-]

o5}
am b Tl

.15 -

-2

905 L 1 i 1 I i 1 ; 1
1} 2 4 6 B 1a 12 14 123 18 a
T-periodos

Figura 4.33 - Historico no tempo dos estados x; ¢ x, controlados.
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HISTORICO MO TEMPO DOS ESTADOS CONTROLADOS - x3 & x4

1K1+ T T 3 ¥ T T T ¥ T
vermeihox3
preio: x4

ixi::1 3 -4

004 - -

802 H . B

of -

. Iy

=

L

Q

Eilir, -

i I i 1 1 1 i 1 1
2 4 & g 1B 12 73 108 8 1]

T-periodos

Figura 4.34 - Historico no tempo dos estados x3 € x4 controlados.
Com base nos resultados apresentados acima, pode-se concluir que o projeto de

controle, utilizando-se um controlador linear, para o problema do péndulo duplo invertido

foi executado com sucesso.
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4.5 Aplicaciio do projeto de controle de bifurcacdes

Para se exemplificar a aplicagdo do projeto de controle de bifurcagfio sers usado o

péndulo excitado parametricamente dado pela equacfio (4.1):
6= mﬁé—(i+pcos(a)z))sin9+u

Aproximando-se a funglo senf em série de Taylor até terceira ordem e
e . ., 13 g
transformando-se a equagio (4.1) aproximada, na forma espaco estado através: = .1,

tem-se:

x-:i . 0 1 xI O 0
[3;'2) _Lﬂ ~(1+ peos( ot ))LJ J{(Hp C;’S{m)} (% )3}{3‘(3; ))- (431)

Para a anilise da dinfimica do sistema, & conveniente obter-se uma estimativa quantitativa

das solugdes no ponto de bifurcagio, bem como numa vizinhanga deste ponto.

Com esse fim, deve-se analisar a estabilidade do sistema (4.1) para o parimetro critico

@, = 2.36142, onde ocorre uma bifurcagio flip.

Inicialmente, fatora-se a Matriz de Transigio de Estados como ¢(7) = O(1Je™ , onde:

_|9ult) sz(i)] 439
o [in(i) On(t)] (432
de modo que a transformagio de L-F: (f ) =0t ){;1 ], converta a parte linear do sistema (4.31), na
2 2
forma invariante no tempo.
By Rﬂ:i(yi} el (1+ 0
= peos(wt))
(f’z] I;REI Ry \ 3> e p (Cul )y +0,(1)y, P (433)
1 0
e (f)(u@)}

Aplicando-se a Transformagfo Modal
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()
Y2 %

na equacio (4.33), obtém-se a equagio na Forma de Jordan:
23 L 0 AHixn

0
=iyl 1 {
+M~0 (t{( —!—pcgs{é) ))[Qu(f)(Muzz +M 2, )+ Ot )(Myzy +M2222)3}+

11 0
e (I)(H(MQZ)J

(4.35)
onde M; sdo as entradas da Matriz M, e 4 e A, correspondem aos multiplicadores de Floquet
critico e estavel, respectivamente. Como conseqiiéncia dessa correspondéncia, vé-se que 4 =0.

Efetuando-se os produtos e desenvolvendo-se os termos de ordem cibica, tem-se:

(2}'}2{9 0 }(Z } [fu(t)zz + fa( 1)z 2, + fis(1)n2; + fra(1)2;
Zy 0 4 1)z} + fnl(t)zi 2, + fus(t)2,25 + foal1)z

J . (436)
MOt ){

u( MQz )J

onde os coeficientes fj;(7) sdo funcBes 2T-periddicas, pois a matriz da transformaciio L-F O(¢)
também ¢ 2T-peribdica.

Como na equagio (4.36) nfio possui termos quadréticos, é conveniente projetar um controlador

—1,4—1 0 _ kIZ?
M0 (t{u(MQz)]—[ o } (4.37)

onde k, é um ganho de controle constante ainda desconhecido.

puramente cubico:

Devido 4 periodicidade dos f;(7), tais fungSes podem ser calculadas a partir da expansdo em

série de Fourler:
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Folt)=all + S coslpm)s 387 senlpz) (438)
n=}

n=i

Como os termos da parte nfo linear de (4.36) sfo cibicos, pela teoria da Variedade Central,
existe uma transformaciio nfo-linear com coeficientes periddicos da forma cibica:

2y =H(zy,t) = hs(1)z] (4.39)

onde M(1)= Zh,,e”mzf eh, = —‘3‘4— com a,, sdo os coeficientes de Fourier da fungdo periddica
ivr

V=-<0
contendo 0s mondmios de z; com ordem 3, que reduz o estudo da dindmica do sistema original para a

dinimica da parte critica.
A equagio reduzida & Variedade Central tem a forma:
Zo=(W(t)+k )z (4.40)
A teoria da Forma Normal garante que existe uma transformaciio:
zy = v+ Ig(vt), 4.41)

onde

q .
hy(vt)= Xhev’

v=—g
e (4.42)
aV
h, =
v

transforma o sistema de co-dimensfio de bifurcagio 1, num sistema completamente invariante no
tempo.

De fato, € 6bvio que a condigio de redutibilidade de (4.412) € v 2 0, isto é, o sistema pode ser

reduzido a sua forma linear, desde que, v= 0.
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Como na equagio (441) sd temos o termo nio-linear, a condigdo de ressondncia v=0
corresponde ao termo constante no tempo da expansdo em série de Fourier desta funcdo, isto ¢,

L .3
hy(vt)= 2agv .

v=—gq

Portanto, a reducio & Forma Normal resultard numa equagio independente do tempo com a

forma:
v=(w+k v (4.43)

Para os parimetros p =2 € @, = 2.86142 , obtém-se a forma de Jordan:

23 10 0 Z

z,) |0 ~0.2196
[fn(t)zl + fial )22 + a7 + Fraf1)23 ] @49)
Fult)z; '*‘fz:z(f)zI 23 +f23(f)zzzz +f24(f)zz

S
0

Aplicando as reducBes 3 Variedade Central e & Forma Normal, obtém-se 0 sistema invariante
no tempo:
b =(~23.0232+k Jv. (4.45)
A solugiio da equagio (4.45) pode ser obtida facilmente na forma fechada como:

v(1)=(+0.14736 + k, ji ™’ (4.46)

Logo, pode-se concluir que o sistema € assintoticamente estavel no ponto critico

@, =2.86142.



Capitulo 5

Dinamica e Controle de Sistemas Vibratérios nio-ideais com Coeficientes Periodicos

Neste capitulo, consideram-se os problemas de oscilagdes auto-excitadadas em
transporte de cargas. Primeiramente, apresenta-se um sistema monotritho, representado por
um sistema péndulo invertido-carro-motor, para o caso ideal e para o caso ndo-ideal.

No sistema ideal, a dindmica nio € influenciada pela resposta do sistema, e a fonte de
excitagio (motor) considerada é constante ou é funcio do tempo.

No sistema ndo-ideal, a dindmica recebe a influéncia da resposta do sistema, e esta
dindmica depende diretamente das propriedades de sua fonte de excitagio e, geralmente, a
poténcia disponivel na fonte de energia ¢ limitada.

Entdo, analisa-se a influéncia do motor para o caso ndo-ideal. Finalmente, controla-

se o sistema néo-ideal usando-se as técnicas apresentadas nos capitulos dois e trés.

Todos os calculos, deste capitulo, foram obtidos a partir da implementagio
computacional no MATLAB® 6.5.

5.1 Sistema péndulo invertido e sisterna monotrilho: ideal e nio-ideal

O funcionamento do sistema mecénico em questio depende, basicamente, de dois
efeitos: a dissipag@o (amortecimento) e a auto-excitago.

A dissipagdo é produzida pelo atrito. E o atrito o responsavel pela reducdo da
quantidade de energia cinética e potencial do sistema mecanico.

A auto-excita¢do ira depender das caracteristicas que constituem o sistema mecénico,

por exemplo, o atrito pode transferir energia ao sistema. Assim, a quantidade de energia do
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sistema podera sofrer um acréscimo ou decréscimo. Desta forma, a forga de atrito podera
aumentar a amplitude das oscilagdes quando as amplitudes s3o pequenas, ou diminui-las
quando as amplitudes sdo grandes.

Neste capitulo, serdio considerados os problemas de oscilagbes auto-excitadadas em
um sistema fisico representado por um péndulo invertido e um carro do sistema monotrilho,
devido 2 interagio do atrito de dots tipos de sistemas: o ideal e 0 nio-ideal. Além disso, em
ambos, a forga de atrito seco é responsavel pelo efeito de auto-excitacio do sistema. Neste
caso, tem-se um sistema descontinuo e o presente trabalho néo tratara deste tipo de
problema.

Nota-se, ainda, que aos sistemas dinimicos ndo-ideais deve-se adicionar uma
equacio que descreve como a fonte de energia passa essa energia as equagdes que governam
o correspondente sistema dindmico ideal. Assim, como uma primeira caracteristica, 0
sistema vibratério ndo-ideal tem um grau de liberdade a mais que seu correspondente

sistema tdeal.

5.2 Modelagem do sistema e obtencdo das equacdes do movimento

Um problema inerente ao transporte de cargas apoiadas em plataformas € a
estabilizagdo das oscilagdes que surgem durante o deslocamento das mesmas, devido,
principalmente, a aceleragio ou desaceleracdo.

Essas oscilacdes exigem que os procedimentos de transporte sejam executados em
baixas velocidades, em conseqiiéncia da dificuldade de posicionamento preciso das cargas €,
além disso, a necessidade de evitar impacto.

Um exemplo classico deste tipo de problema, ¢ o sistema de transporte de cargas por
pontes rolantes em industrias. Um modelo para esse problema ¢ o sistema fisico com trés
graus de liberdade, mostrado na Figura 5.1. Neste modelo é representado um péndulo

invertido com excitacdo no suporte e um carro transportador do sistema monotrilho.
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Ta)=a+ba
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Figura 5.1 - Sistema monotrilho.

Um sistema primario (Figura 5.1) consiste de um carro de massa m_, uma mola

linear com coeficiente de elasticidade % e um amortecimento que é representado pelo
coeficiente ¢ .

O acionamento do carro (transmissdo da poténcia do motor) é modelado por uma
forca F. A forga de acionamento F é transmitida através de um suporte onde s3o
consideradas as propriedades elasticas e de amortecimento do sistema, citadas acima.

A Figura 5.2 mostra um sistema secundario, onde a carga transportada ¢ modelada.

Tal sistema € composto por um péndulo invertido de massa m, e, em seu suporte, existe

uma mola de rigidez torcional com coeficiente de elasticidade X . Esta mola forgara o

péndulo a manter-se na posi¢do vertical,
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Supbe-se ainda que, quando o sistema primario estd em movimento, O suporte do
péndulo possui uma pequena vibrago periddica vertical representada por f(t)= Adsenat,

onde A representa a amplitude ¢ @ a freqiiéncia da vibragio.

Figura 5.2 - Subsistemas primério e secundario.

onde:
(Xo,¥o) € a coordenada do suporte do péndulo, com X, = X.; com X.: posicdo do carro;
(%p,¥p) € a coordenada do centro de massa do péndulo;

¢ ¢ a distdncia entre o suporte € centro de massa,

F(t) = Asenwt € o movimento vibratdrio do suporte do péndulo.

O modelo matemitico para o sistema representado pela Figura 5.1 sera obtido 2

seguir, através das equag¢des de Lagrange.
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5.3 Deducio das equagédes do movimento

As equagdes do movimento do sistema serdo obtidas através das equagbes de
Lagrange. Para isso, serd necessario determinar a energia cinética total e a energia potencial

total do sistema. Isso sera feito a seguir, comegando pela energia cinética total.
5.3.1 Energia Cinética Total

A energia cinética total do sistema (7) ¢ dada pela soma das energias cinéticas de
todas as componentes que atuam no sistema, isto ¢, a energia cinética do carro, do suporte,
do péndulo e do motor.

Desta forma, pode-se escrever a energia cinética total, como:

sz;arro+Tszzpane +Tpé1dulo+Tmotor (51)

Cada uma das energias cinéticas das componentes do sistema serd calculada,

separadamente, a seguir,
5.3.2 Energia cinética de carro

A energia cinética do carro (7ear), € dada por:
_me 2 (5.2)

onde x; e m, indicam a posi¢do e a massa do carro, respectivamente.

5.3.3 Energia cinética do suporte

Neste trabatho sera considerado que o suporte tenha massa desprezivel. Desta forma,

Tsuporte pode ser tomada como nula.
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5.3.4 Energia cinética do péndulo

Para o péndulo, energia cinética ¢ dada por:

m . . 1 .
T inaudo = —2f—(x§, + y;) +——2—I92 (5.3)

onde m, ¢ massa do péndulo, (x,.),) ¢ / indicam a coordenada ¢ o momento de inércia do

centro de massa do péndulo, respectivamente. Finalmente, a variavel ¢ indica a posi¢do
angular do péndulo.

De acordo com o modelo, o péndulo tem uma componente de movimento horizontal
devido ac movimento do carro e uma componente vertical devido a vibragdo periddica do
seu suporte.

Por isso, sera necessario decompor o movimento do péndulo nas dire¢Ses horizontal
e vertical:

¢ ) movimento horizontal do péndulo ¢ dado por:

X, =X, + £sen@ (5.4)

¢ O movimento vertical do péndulo é dado por:

¥, = {£cos6 + Asenot (5.5)

Portanto, a velocidade do péndulo € obtida a partir da derivada das componentes do

movimento nas diregOes horizontal e vertical:

X, =%, +28cos {5.6)

y,= ~fG5en® + A o cos ot (5.7

Substituindo (5.6) e (5.7) em (5.3), tem-se a energia cinética do péndulo:

T ito = %((xc +26c0s0) +(~Lsenf+ Aw oosm)z)+%192 (5.8)

5.3.5 Energia cinética do motor

A energia cinética relativa ao motor € dada pela expressdo:
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1

motor— :2_

T Jé* (5.9)

onde J e ¢ sio o momento de inércia e a velocidade angular do motor.

Finalmente, substituindo-se as energias cinéticas obtidas nas equagdes (5.2), (5.8) e

(5.9) em (5.1), obtém-se a energia cinética total do sistema.

P .2 mplfzgz . —
T= x; + +m,LO(x. cos@—(Awcoswt )senl )
2 2 (5.10)

m, . .
+—2 427 cos® a)t—i-ifé’z +1J¢2
2 2 2

5.3.6 Energia Potencial Total

A energia potencial total do sistema é dada pela soma de todas as energias potenciais
que atuam no sistema, isto €, a energia potencial do péndulo, da mola do suporte e da mola
torcional.

Desta forma, pode-se escrever a energia potencial total, como:

V=V g0 + Vmola—sup orte + Vmola-torcionat (5.11)

Cada uma das componentes que formam a energia potencial total do sistema seri

calculada separadamente.
5.3.7 Energia potencial do péndulo

No péndulo, a energia potencial é dada por:

V penauio = M, (£ cos@ + Asenat) (5.12)
onde m » € a massa do péndulo, g € a aceleracfio da gravidade, ¢ ¢ a distincia entre o

suporte e o centro de massa, ¢ deslocamento angular do péndulo, 4 e @ indicam a

amplitude e freqiiéncia de excitagdio do suporte do péndulo.
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5.3.8 Energia potencial da mola-suporte

Para o suporte de acoplamento, a energia potencial ¢ a da mola linear, devendo-se
levar em consideragiio os movimentos relativos entre o suporte do acoplamento e o carro.

Desta forma, tem-se:

P

mola—sup orte

— H(x, %)’ (5.13)

onde k é a constante de elasticidade da mola, x. e x, representam os deslocamentos do

carro e do suporte, respectivamente.
5.3.9 Energia potencial da mola-torcional

Para a mola com rigidez torcional, tem-se a energia potencial:

” 1
mola—~torcional — E

K6* (5.14)

onde X é a constante da mola torcional.
Finalmente, substituindo-se as energias potenciais obtidas pas equagdes (5.12),

(5.13) e {5.14) na equagdo (5.11), obtém-se a energia potencial total do sistema, como:

V:mpg(€c036+Zsena)t)+—;—k(xs —xc)zd—%f(—éz (5.15)

5.3.10 As Equacdes de Euler-Lagrange

O Lagrangeano de um sistema ¢ calculado pela diferenca entre a energia cinética e a
energia potencial do sistema, isto &, L = T- V.
Assim, para o sistema representado na Figura (5.1), o Lagrangeano ¢ obtido pela

diferenga entre as equagdes (5.10) e (5.15), isto €:
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m,+m, , myt’6* . _
L= 3 X, + 5 +mpto(%, cos ~( Aw coswt )senf ) +

m., .. . .
+——£3A2@2 cos® ot +%192 +~§—J¢2 ~ (5.16)

~m g(écos8+Zsenmt)—~1—k(x —x )2—11?“92
P 2 ¥ [ 2

As equagOes de Euler-Lagrange, para coordenadas generalizadas (8,x, ), sio dadas

pela equacho:

i[a_fj)mﬁ{i:Q, (5.17)
dt\0q) 0oq

onde g ¢ ¢ tém como coordenadas (8,x,) que indicam, respectivamente, o deslocamento

angular do péndulo ¢ o deslocamento relativo do carro (x,).
§.3.11 Equacie de Euler-Lagrange para o Péndulo

A equagdo de Euler-Lagrange com relagdo ao péndulo (g = 0), isto ¢, com relagio

a coordenada €, ¢ dada pela equagio:

i(?f;}_@;o (5.18)
di\o8,) o8
Assim,
oL 26+m 4%, cos6—(T 6)+18 5.19
gé——mp +m (X, cos6 —( Awcosot Jsend )+ (5.19)
gf(%) =m 0°0 +m4( %, cosO -  Gsen +( A o senot )sent (5.20)
~(Awmcoswt )fcos@ )+ 16
oL g ] —
% =m ( gsen® - O(( Aw coswt JcosB + % _send ))— KO (5.21)
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Substituindo-se (5.20) e (5.21) em (5.18):

(I +1mp1?2 )8 + m (%, cos6— chﬂsen9+(szsenwt)sen8 - (5.22)
~(Za)cosmt)écos9—gsen9+(chosa)t)@cos@+Jtcéfs‘ené)+1'm(w9: 0

ou seja,

(I+m, 0% )f+m,LcosO, +f€+mp€(3w2senmtmg)sen9 =0 (5.23)

5.3.12 Equacio de Euler-Lagrange para o Carro

A equagio de Lagrange com relagio ao carro, isto €, com relagdo a coordenadax,, €

dada pela equacio:

d{ dL L
il - =0 524
lt[a-c J a =X ( )

c

onde O, ¢ a forca externa generalizada definida como: O, =—cf%; —%. )~ Fopito -

Assim,

oL . .
— = (m, +m, )%, +m,l0cosd (5.25)
[

d{ éL .. .

;’;[;xc ] =(m, +m, )X, +m, L0 cosQ—mpé'stenH (5.26)

oL

Fa GRS (5.27)

Substituindo (5.26) e (5.27) em (5.24):

(m, +my, )iy +m L6 cosO—m, L6 send —k(x; =X, )= —c(%; %, )~ Fario (5:28)
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5.3.13 Equacdes de Euler-Lagrange para o motor

Agora sera considerada a agdo do motor sobre o sistema carro-péndulo. O motor age

sobre o suporte de acoplamento impondo-lhe um deslocamento x, .

Portanto, a equacio de Lagrange em relacio ao motor € dada pela equagio:

dfoaL) oL . .
E(axs)_axs =T(é1t) (5.29)

com T(p,)= a-bd—c(x, —X_), onde os pardmetros a e b estdo relacionados ao motor de
ce:

a= kaa
R,
e (5.30)
b= kmkb i
R,

onde:
R, ¢ aresisténcia elétrica do motor;

ky, € a constante da tensdo elétrica do motor;

¥, atensdo de entrada aplicada na armadura do motor;
k,, € a constante de torque do motor.

A variavel x; do deslocamento do suporte de acoplamento estd vinculada as

variaveis do motor pelas relagdes:

X =gr
X, =gr (5.31)
%o =gr

onde ¢ e r representam o deslocamento angular do motor e o raio da massa desbalanceada.

Desta forma, considerando-se x, como dada na equagio (5.31), pode-se reescrever

(5.29) como:

d(aL\ aL . .
&?{a_é) 3" T(d,t) (5.32)

com T(t)=a—(b+cirg+cx,.

Assim, a partir do Lagrangeano (equagio (5.16)), tem-se:
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oL

% Jé (5.33)

d{aL .
"&?(BE'J =J (5.34)
% = —kr(rg~x,) (5.35)

Substituindo-se (5.34) e (5.35) em (5.32):
Jp+krip—tkrx, =a~(b+c)rd+cx, (5.36)

ou

Je+(b+crd+lr*d—krx, —cx, =a (5.37)

Desta forma, as equagdes do movimento para o sistema carro-péndulo-motor (Figura

1), desprezando-se a forca de atrito e 0 momento de inércia do péndulo, isto €, Fpy, =0 €

I =0, sdo dadas pelo sistema de equagGes (5.23), (5.28) ¢ (5.37):

mp£2§+mp€coséiéc +f9+mp€(}fa)25enmt—g)sen8 =0

V(m, +my )X, +mp£écoséw—mpﬁézsené?—k(qérmxc)= —cfgr—x,) (538)

Jb+(b+cirg+krip—krx, —ck, =a

E importante notar na equagdo (5.38) a presenca de quatro movimentos harmdnicos
distintos:
- O primeiro esta relacionado com a freqiiéncia periodica de oscilagio do suporte do

péndulo (@, =@ ).

- O segundo ¢é a freqiiéncia natural do subsistema péndulo-mola-torcional

(@ =
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- No terceiro, tem-se a freqiiéncia natural relacionada com a elasticidade do

acoplamento do subsistema carro-mola-amortecedor (@, = |——).
m_ +m,

. N kr?
- Finalmente, tem-se a fregiiéncia natural do motor (@, = - ).

Devido as diferentes grandezas existentes no modelo do sistema (5.38), ¢
conveniente torna-lo adimensional, isto ¢, a equagio (5.38) devera ser reescrita em novas
varidveis de tempo e deslocamento (adimensional) 7 e x.

Para isso, deve-se tomar a nova variavel de tempo 7 proporcional a ¢, cuja razio de

propor¢io ¢ a freqiiéncia natural @y do péndulo, ou seja, 7=y e tomar como ¢
A X,
referéncia para o deslocamento de modo que: x= -

Denotando a primeira e a segunda derivada de uma funcio y, em relaciio & varigvel

, &, d%y
T,por y' = e y" =" tem-se:
por ' =" ey ==

—w—z-)w—g]senﬁ———()

mpfzwgé” +mpa)§£2 cos@x" + K8 +mp£[Za)2,sen(
@q

|(me+ mp)a}gﬁx"' + mpfd?g“Q"COSG - mpﬁa;g'e'zsene +klx —clagx’ = kdr —cayd'r (539

Jobd" +(b+c)rogd +la’p—krtx —claoyx’ = a

Dividindo-se as equagBes do sistema pelos respectivos coeficientes dos termos de

segunda ordem, obtém-se:
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= - 2
6" +cosBx" + K 9+[Aa; sen(ﬁ)mm%—}en@mo

a)g’mpfz &y b4 g iy £
mylcos86” m pfsen96’2 kox clx’
—— + _ =
) ¢ (mc+mp)f (mc'l'mp)f (mc+mp)£a)§ (mc't‘mp)ew@ (540)
kgr cgr

(m,+m, Jlwg (m, +m, Jay

2
P (o K WL o , a

P— x- x =
Jo, Ja}g J(ag Jag Ja)&

¢

simplificando-se os termos semelhantes e considerando as novas varidveis:

n=lle 3.2 H="e g_ff,wwj e=_ Azif, pe—o
m, @ Dy @ £ £ (n+1)m, o,
(5.41)
B (b+oyr krf ct a
CZ 773701'- s 3 2)?: 7632”'""2—
cw, Jw, Jaog J, Jog
tem-se o sistema adimensionalizado:
. ., K g
@" +cosbx" +———0+ Asen(ir)—————z-— senf =0
oymyt yl

; (5.42)

cos@ sentd
xp + 8" -

8% v’ x—nx —cg+od =0
¢ na1 n+1 n 1¢ 2¢

¢ +sf +E2p—ox— ' =cy

Observa-se, na equacio (5.32), que (x,6,¢)=1{0,0,0) é um ponto de equilibrio do

sistema, se ¢; =0. Desta forma, aproximando-se na vizinhanca do ponto de equilibrio
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senf =8 e cosf =1, tem-se as equagdes do modelo adimensional para o sistema carro-
péndulo-motor:

8" +x" + {1+ dsen( Az )P = 0
1 1

Jx” «;«m&” n+19€'2+a2.x-—77.x’—cl¢+cz¢’=0 (5.43)

{ ¢+ +E2p—ox =y

O sistema (5.43) controlado pode ser escrito como:

8" +x" + {1+ dsen( Az )P = u,

1 " 1 2 2 7 ’
1x; +T16 n+166‘ +a@ x-nx —cp+c.d =u, (5.44)

¢"+op +Ep - =y

Para estudar as equagbes do modelo do sistema carro-péndulo-motor, o problema
sera dividido em dois casos: para o motor ideal e para o motor nio-ideal. Primeiramente,

sera discutido o problema ideal ¢, em seguida, sera analisado o problema n3o-ideal.
5.4 Caso ideal

Considerando-se o problema como ideal, tem-se que a fonte de excitagio {motor)
considerada € constante ou ¢ fun¢io do tempo. Se a fonte de excitagio é constante na

equagdo (5.43), ¢" =0, pode-se escrever:

x7 =~iw[(1+dsen(/1r))9]+—n—tl—(—a2x+ ')
n

543_+(n+1)u2

14 n

n+1 ’ 1 )
+——lagr—cpr]+ 00" - (5.45)

9"=£1—-f—1[ ~(1+ Asen{ A7 )0+ o x — ' —ci g+ o’ )] — 6"2 (n+1)(u1—u2)
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Reescrevendo-se o sistema na forma espago-estado para (x,8), através das
transformagdes x = x;; x" = x,,0 = x5 ¢ 8" = x,, obtém-se:
: o 1 0 0)
1 (n+1)c (n+1)n 1 .
i ) - - - ;(I+Asen(lr)) 0 X,
5 ( (; 2 ; 1 1 ’ e
%y nilja’  _(ntUn ntl L encar)) o |\x
" " ) L (5.46)
0 0 0
96"? 1 n+l
. o u
A n n 1
NN R ()
66" r+l  n+l
\ n J [ n
5.5.Caso nio-ideal

Considerando-se o problema como nZo-ideal, a dinimica do sistema (5.43) ¢
influenciada pela resposta do proprio sistema e esta dindmica depender2 das propriedades de
uma fonte de energia cuja poténcia € limitada.

Portanto,

¥ = [(U+ dsen( A2 )] + T (<t )+ T g o]
1

Logz _w  (ntluy
n H ] n

+

(5.47)

3 9”_ﬂ[—(l+.{1§en(ﬁ,’:)}9+a x— ﬂx—01¢+cz¢}]—"9‘9'2

(n«}-l)

{uy —

uy )

¢5"=—g¢'—§2¢+0‘x+,w'+c3
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Reescrevendo-se o sistema na forma espago-estado, através das transformagoes

X=X, X' =%;0=x3,0"=x4, §=x5 e ' = xs e tomando-se a parte linear, obtém-se:

4 0 , 1 0
_(n+la (n+Un l(1+A\>"en,alr)
n 7 n
0 , 0 0
(n+l)a _(n—!—l)n w(n+l’)(1+zisen,1r)
n n n
0 0 0
\ o ¥ 0
f 0 Y 7/
981'2
b7}
0
+ oggr2 |+
-—
0
\ ¢ ) A
(5.48)

0
0
0
0

iy

0 0 3
(n+1)c m(n+1)cz
n n
0 0
(n+ljcy (n+1ljc,
n n
0 1
2
-¢ - J
0 ™\
n+1
7]
O (ul
n+i
—— \¥2
n
0
0o )

X2

X3

X4

X3

A seguir, serdo considerados os casos Ideal e nfo-ideal, cujas equacgdes sdo (5.46) e

(5.48), respectivamente.

5.6 O Estudo da Dindmica do Sistema

A influéncia do motor sobre o subsistema carro-péndulo, isto &, do problema

monotrilho ndo-ideal (leva-se em conta a interagio do motor (fonte de energia limitada) com

o sistema fisico estrutural), pode ser observada através dos diagramas de estabilidade. Como

referéncia, serd usado o diagrama de estabilidade para o caso ideal (Figura 5.3), onde o

conjunto de pardmetros usado nas simulagdes ¢é:

A=rm,a=1;,n1=01;, =141, c=1;
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Foram escolhidos os pardmetros relacionados com a constante de torque do motor,

¢=4.0 e ¢ =60 de modo a obter-se trés conjuntos para a andlise da interagfio entre o

motor sobre o sistema. Os demais parimetros serfic variados, tais que: C<n<4,
02<4<2

DIAGRAMA DE ESTABILIDADE - BISTEMA IDEAL

2 T T T T T T T
lambe=pi
* atf=1
etall
181 -
16 -
14} .
A
12l .
Bed S .
ot & _ﬁ"f
b} =
= &

1 / 7
o8} -
1351 -~

BIF_ FilP
04§ —
1 1 i : \
u.zo t5 2 25 3 38 4

Figura 5.3 - Diagrama de estabilidade para o sistema ideal.

Aplicando-se a mesma tensdio no motor, nos trés casos, tem-se os seguintes
diagramas de estabilidade:

Para ¢=6.0, vemos que a influéncia do motor sobre o sistema € pequena, € 0

diagramas de estabilidade para os casos ideal e nfo-ideal sfo praticamente 0s mesmos.
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DIAGRAMA DE ESTABILDADE DO BISTEMA NAGHDEAL
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Figura 5.4 - Diagrama de estabilidade para¢ = 6.0.
Diminuindo-se a constante de torque do motor para ¢ = 4.0, obtém-se o diagrama de

estabilidade que se segue:

DIAGRAMA DE ESTABLIDADE DO SISTEMA NAD-DEAL
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Figura 5.5 - Diagrama de estabilidade para ¢ = 4.0,
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Para ¢ = 0.1, a interagfio entre o motor e o subsistema carro-péndulo pode ser notada

através da completa mudanga no diagrama de estabilidade.

DIAGRAMA DE ESTABILIDADE DO BISTEMA NAG-DEAL
2 T T . T
: :
:
185 - .S .
:
H
(]
16 5 -
3
14} N N i
. 3
i i
12 3 ]
< . §
P
i .. ;
1t E -
681 s, ; _
: %, i
L ..0
1 g
o4 .
T 1 i
0'29 0.25 03 8%

Figura 5.6 - Diagrama de estabilidade para ¢ = 0.1.

Comparando-se as figuras acima, verifica-se que a influéncia do motor ¢ maior

quando a constante de torque diminui e que para a ¢ =6.0, a dinimica do sistema néo-ideal

¢ proxima a dindmica do sistema ideal.
O sistema nfo-ideal tem sua estabilidade estrutural alterada quando a constante de
torque é diminuida de 2.5 para 1.8 — passa de estavel para instavel O diagrama de

estabilidade que se segue, foi obtido para 4=0.33 e variando-se¢ ¢ e »n, mostra-se a

mudanga da estabilidade.

113



DIAGRAMA DE ESTABILIDADE

BIF. Flig

R

fek:} o

25 23

Figura 5.7 - Diagrama de estabilidade para 4= 0.33.

Para ¢ = 2.5, encontra-se os multiplicadores de Floguet:

f5 =0.3231+0.8959 ;
MH34 = -0.8550+0.12761 ;
Hsg = -0.0161+0.1207i.

Neles, os médulos sdo todos menores que 1, indicando, assim, a estabilidade do sistema.

Para ¢ = 1.8, encontra-se os multiplicadores de Floquet:

t 5 =0.4187+0.9429i ;
pi3 4 =-0.2524£0.1308i ;
45 =-0.8851 e p1 = —0.5352.
O par de autovalores |/“i,2l > 1 indica que o sisterna € instavel. Veja as figuras (5.8, 5.9 ¢ 5.10).

Além disso, o fato de existir multiplicadores de Floquet no lado direito do plano

compiexo, indica que a matriz de transformaciio de L-F, Of?) é z-periddica e real (Sinha,

2000(c)).
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DESLOCAMENTO
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HISTORICO NO TEMPO DOS E3TADOS NAQ CONTROLADOS - CARROD £ PENDULO
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Figura 5.8 - Historico no tempo do sistema nfo-controlado.

" PLAND DE FASE NAG CONTROLADRO - PENDLLR
T 3 T ] ¥

Figura 5.9 - Plano de fase do péndulo n3o-controlado.
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FLANG DE FASE - NAO-CONTROLADO
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Figura 5.10 - Plano de fase do carro nfio-controlado.

5.7 O Controle

Uma lei de controle linear apresentada no capitulo 3, (Sinha, 2000(a) ¢ Pandiyan,
2001), pode ser projetada para estabilizar o sistema.

O controlador pode ser obtido a partir da aplicagio da mudanga de varidvel do
sistema dada pela transformacio L-F, x=(Q(?)y, onde a matriz de transformagio L-F:
Q(1), pode ser obtida pela fatoragio da matriz de transigio de estados (STM), a qual pode
ser obtida através do método do capitulo 2 e 3 (Sinha, 1991 e 1997).

Essa transformaclio converte o sistema original, cuja parte linear é variante no
tempo, num sistema dinamicamente equivalente, cuja matriz da parte linear é invariante no
tempo.

Aplicando-se a transformagdo L-F ao sistema (5.48) com ¢ = 1.8, obtém-se a forma

invariante no tempo:
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y=Ry+Q ) f(y,t)+Q (t)B(t)u (5.49)
onde

[ 0.0374  0.8992 —0.1379 04469 00649 -02143]
-1.0117 -0.2050 -0.0364 -0.0675 1.1370 0.3731
-0.6654 0.1352 0.0865 0.1296 1.0277 0.5834
03992  0.0955 -0.0771 0.0025 -08368 01237
0.6676 05397 -0.1187 03953 -1.0263 -0.3016

| -0.5213  0.3553 -0.2421 -0.0945 08375 -0.4952]

f
Fe0=p i 0 —y? 0 ol

0 -1 0 2 o0 of
B(t)= 1 .
0 2 0 -2 00

Qs autovalores da matriz R sdo:

B2 =0.0156 +0.5765i
P34 =-0.6288+0.2391i;
Bs =-0.0610; B¢ =-0.3126

A presenca do par de autovalores no lado direito do plano complexo indica, mais
uma vez, que o sistema ndo-controlado é instavel para o conjunto de pardmetros.
Seguindo-se os procedimentos propostos por (Sinha, 1994, 2000 e 2001), pode-se
projetar um controlador linear usando-se a técnica de deslocamento de polos.
Escolhendo-se como novos polos:
-0.5186 + 0.426i ;
-0.2524+0.13081;
-0.88 e -0.5352.
A matriz de ganhos invariante no tempo obtida a partir do deslocamento dos polos é

dada por:
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[-0.4890 0.1784 02314 02405
0.1261 -09350 02802 -0.4021
T 02411 02840 -0.2563 0.0237
107602 0.6073 -0.6981 -0.0354
-0.2840 0.1081 0.1327 0.1414
| 0.0786 -04577 0.1268 -0.2027
Aplicando-se a lei de controle:
up =—F(x)y,

0.41
-0.0163
-0.2396
-0.7264

0.2377
-0.0227

0.3220 |
0.2748
-0.3085
-0.8568
0.1853
0.1209

onde F(t)zB#(t)Q(r)f(mQ"l(t) e B =(B'B)"'B' na equagio (5.48), o sistema é

controlado ¢ o histérice no tempo dos estados é mostrado pela Figura 5.11. Os respectivos

planos de fase para o péndulo ¢ para o carro sio mostrados nas Figuras 5.12 € 5.13.

HISTORICO N TEMPO DOS ESTADOS CONTROLADOS - CARRO E PENDULD
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5
TPERIODOS

Figura 5.11 - Historico no tempo do sistema controlado.
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Capitulo 6
Conclusdes e Sugesties para Faturos Trabalhos

6.1 Conclusdes

Este trabalho tratou de sistemas dindmicos, cujos medelos matematicos, sio
descritos por equagdes diferenciais ordinarias lineares com coeficientes periddicos ideais e
nfo-ideais. Nesses sistemas aplicou-se uma nova e eficiente técnica numérica para
aproximar a matriz de transi¢io de estados (STM). A principal contribui¢io deste trabalho
estd na re-organizagfo da técnica para a formulagio em estado e na formalizagio do método
de modo a descrevé-lo de forma didatica.

Na aplicagio da técnica, todos os coeficientes periddicos da parte linear dos
sistemas em questo foram expandidos em polindmios ortogonais de Chebyshev alterados
de primeiro tipo com grau 20 e usou-se o processo iterativo de Picard com 40 teragBes.

Uma vez obtida a STM, foi possivel determinar a estabilidade dos sistemas
estudados através da analise dos multiplicadores de Floquet, isto ¢, dos autovalores da
matriz de transi¢do de estados do sistema periddico calculada, no final do periodo principal.

Além disso, com a aplicagfo da transformagio de Lyapunov-Floquet (transformagdo
L-F) obtida a partir da fatoragdo da STM, foi possivel transformar os sistemas estudados,
cuja natureza era variante no tempo, em sistemas invariantes no tempo dinamicamente

equivalentes.
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Assim, os sistemnas transformados passaram a ter o seu dominio invariante no tempo
e pdde-se usar, para o controle linear do sistema realimentado, a técnica tradicional de
deslocamento de polos nos sistemas.

Como exemplos de sistemas lineares com coeficientes periédicos nio comutativos,
ideais, foram discutidos: o péndulo com excitagio paramétrica, o oscilador de Duffing, o
sistema de Réssler e o sistema péndulo duplo invertido para verificar a eficiéncia do
meétodo apresentado.

A matriz de transi¢fio de estados para péndulo com excitagfo paramétrica
periodica, foi obtida a partir da aproximagio da fungdo co-seno pelos polindmios de
Chebyshev. A dindmica do sistema foi estudada a partir do diagrama de estabilidade e
uma lei de controle foi projetada com sucesso e conduziu o sistema cadtico para uma
orbita periddica desejada.

Para o oscilador de Duffing, a STM foi obtida aproximando-se as fungdes
sen(2t) e cos(2f} em polindmios de Chebyshev. Também, neste caso, foi projetada
com sucesso uma lei de controle que conduziu o sistema cadtico para uma Orbita
periodica desejada.

O Sistema de Rossler, que é de terceira ordem, foi controlado para uma orbita
periodica, aplicando-se o deslocamento de polos e a aproximagio em polindmios de

Chebyshev das fungdes sen(t) e cos(t).

Para o péndulo duplo invertido e amortecido, que € de quarta ordem, a STM fo1
obtida através da aproximacdo da fun¢do co-seno em polindmios de Chebyshev. Neste
problema, a dindmica do sistema foi estudada a partir do diagrama de estabilidade, e a
aplicagdo da lei de controle projetada conduziu o sistema para uma estabilidade
assintotica.

Estes problemas ideais, que sfo comuns na literatura, serviram para verificar e
comprovar a eficiéncia da aplicagido da transformac@io L-F, obtida a partir da aproximagio
polinomial ortogonal da STM, e fornecer o suporte para aplica¢io em sistemas ndo-ideais
de ordens superiores.

Finalmemte, considerou-se © sistema monotnlho, cuja aplicagio € de grande
interesse no transporte de cargas (sistema carro-péndulo-motor). As equagdes do

movimento, que foram deduzidas através das equacdes de Euler-Lagrange, produziram um
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sistema nfo-ideal e com coeficientes periddicos na parte linear, que escrito na forma
espago-estado, € um sistema de sexta ordem.

A matriz de transi¢do de estados para o sistema monotritho foi obtida a partir da
aproximacio da fungfio seno pelos polindmios de Chebyshev. Desta forma, pode-se
estudar a dindmica do sistema ndo-ideal a partir da analise do diagrama de
estabilidade para um determinado conjunto de parimetros.

De fato, a influéncia do motor sobre a dindmica do subsistema carro-péndulo, isto €,
do problema ndo-ideal, péde ser observada variando-se a constante de torque do motor e
construindo-se 0s respectivos diagramas de estabilidade. Como referéncia para analise da
influéncia do motor sobre a dindmica do subsistema carro-péndulo, foi construido o
diagrama de estabilidade para o caso ideal.

Observa-se nos diversos diagramas de estabilidade construidos, que 4 medida que se
aumenta a constante de torque do motor, os diagramas de estabilidade do sistema nio-ideal
aproximam-se do diagrama de estabilidade do caso ideal e vice-versa, isto é, a interagfio da
dinémica do motor com o subsistema carro-péndulo é maior quando os valores da constante
de torque sio menores.

O sistema monotrilho, quando operado sob certas condigdes dos parimetros,
apresentou movimento cadtico. A lei de controle para o sistema monotrilho foi
aplicada com sucesso ao sistema caédtico, conduzindo os estados do mesmo para uma
estabilidade assintotica.

A implementacio computacional da técnica de aproximaco, foi realizada no
ambiente do MATLAB® 6.5 em um micro-computador Pentium®4, 2.8. As operagdes
elementares sobre matrizes garantiram a eficiéncia na programacio e possibilitaram uma
rapida execugdo dos programas. Por exemplo, os multiplicadores de Floquet da parte linear
do sistema 5.48 foram obtidos em, aproximadamente, 0.6 segundos. O Controle do mesmo

sistema foi executado em 8.4 segundos.
6.2 Sugestdes para Futuros Trabalhos

A intengdo € implementar e aplicar as técnicas aqui apresentadas em sistemas

lineares com coeficientes periédicos ndo-ideais descontinuos. Para isso, a técnica deve ser
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aplicada em conjunto com a teoria de Filippov. Um breve resumo desta teoria € apresentado

no apéndice E.
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Apéndices

A~) Teoria de Floquet

A primeira pessoa que estudou sistemas com coeficientes periodicos foi Mathieu (1868),
enquanto analisava uma equagio diferencial de segunda ordem com coeficientes periodicos, que
modelava o movimento de uma onda de um lago eliptico. Porém, um tratado completo sobre a
analise da estabilidade de sistemas periodicos no tempo foi estabelecido alguns anos mais tarde
por Floquet em 1883 e por Poincaré em 1899. Baseando-se nos trabalhos de Floquet, Lyapunov
(1896) introduziu uma transformacio que convertia o sistema periddico no tempo na forma
invariante no tempo. A seguir, apresenta-se um breve resumo da teoria de Floquet para sisternas
de segunda ordem.

Seja

x=F{(x1) (AD)
uma equacdo diferencial de 2* ordem com coeficientes periédicos no tempo.

Considere, também, x, e x, solugdes linearmente independentes de (Al). O conjunto
{x,(#), x,(2) } é chamado conjunto fundamental das solugdes de (A1).
Desta forma, toda solugdo x de (Al) pode ser escrita como combinagdio linear de
X, e X, , isto é:
X=X b0 X, . (AZ)
Como x,(t+T)=x,(t) e x,(t+T)=x,(r), entdo {x,(t+7), x,(t+7)} também € um

conjunto fundamental de solugdes de (A1). Logo,
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X, (t+ 1) = ayx, (1) + apx, (1)
) (A3)
Xy (t +T) = ap %, () + apx, (1)
a, a
onde A :{ 1 ‘2} ¢ uma matriz ndo singular que depende do comjunto fundamental
ayp 4y
escolhido.
Como mostrado acima, existe um conjunto fundamental de solugdes que contém as
chamadas solucdes normais ou de Flogquet, tais que:
vi(t+T) = An(r)
) (A4)
Vot +T) = Avy (1)
onde A ¢ uma constante.
Substituindo-se a equagio (A4) em (A3), concluimos que existe uma matriz £,, ndo-
singular tal que
e+ =[Bp1) (AS)
onde [B]= P~ AP de modo que A e B sio similares (possuem os mesmos autovalores) e ainda B
podendo ser escrita na forma de Jordan.

Note que a forma de Jordan depende dos autovalores 4, ¢ A, da matriz A isto ¢,

det(A—-Al)=0.

0
Assim, se 4 # 4, entdo B= K; ZJ € (A4) pode ser escrita como:

v+ Ty =[B,(t) . (A6)
Logo,
. 10,54 <]
}II—I;IIOOV;- 0= {oo, se|d >1 (A7)

Como v, e x; estfo relacionados por P, tem-se:
x, € assintoticamente estavel se A, <1, é instavel se A, >1; T-periddico se 4, =1 e 2T-periédico

se 4 =-1.
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Finalmente, fazendo-se A, = e ) tem-se que:
V(1) =" | (A8)
onde, g (t+1)=¢, .

I A (A0
~Sez?1-/12,entao.3~[0 J ouB—{1 ;L]

Se B= ['; f:] , tem-se a forma (A8).

A 0 .
Se B= , entdo:
1 A

v (t+7)= (1) (A9)
vt +T) = vy () +v, (1) . (Al10)
Analogamente, v, -0 se |Al<lev, —w se|A>1e
v (1) = e7O, (1) (A11)
v, () = e"O[4,(1) + Etf 401 . (A12)
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B-) Reduciio a variedade Central

Na teoria de sistemas dindmicos encontram-se dois fatos findamentais que dizem

respeito a pontos fixos hiperbolicos (autovalor com parte real nula) so:

1. Teorema de Hartman-Grobman que trata da estabilidade e
comportamento das solugSes do sistema nfo-linear na vizinhanga de um ponto fixo

hiperbolico do sistema linearizado.

2. Teorema da Variedade Invariante oferece uma técnica sistemética para
determinar a estabilidade do ponto fixo degenerado e aproximar a dinimica na vizinhanga

desses pontos fixos.

Estes teoremas ajudam a entender a relagiio entre variedade central e a bifurcagio na
dinmica de um sistema. Para entender melhor esta relacio, considere o sistema ndo-linear de
EDQ:

x=F(x), x(ty)=x, (B1)
Para investigar a estabilidade na vizinhanga de um ponto fixo x, _ considera-se um ponto

X =x; +¥ adjacente a x,. Expandindo-se (B1) em série de Taylor na vizinhanca de x,, tem-se:

F(xs+$c')=F(xs)+% ¥+0(%%) (B2)

Desde que, x=1x, +X e Xy =F(x;)=0, deduz-se, para a evolugio temporal de
pequenas perturbagfes, que:
%:% ¥+0(%%) (B3)

Se O(¥?) ¢ suficientemente pequeno comparado com ¥, pode-se considerar na analise

somente o termo linear (Jacobiano) :

¥=D(x, )%, D(x, )= %3 (B4)
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TEOREMA Bl (Hartman-Grobman)
Se os autovalores (2;) da Matriz D(xy sdo hiperbolicos (Re(l;)+0) entdo, na

vizinhanga Ulxy) do ponto fixo x;, existe um homeomorfismo h (h é bijetora e bi-continua) que

relaciona as trajetorias do fluxo do sistema ndo-linear ¢, com o fluxo do sistema linearizado

eP . O homeomorfismo h preserva a estabilidade/instabilidade das trajetdrias entre o sistema
ndo-linear e o linearizado e, além disso, pode-se escolher h de modo a preservar a
parametrizagdo em 1.

Resumindo, para pontos fixos hiperbdlicos, pode-se deduzir o comportamento das
solugbes ndo-lineares, na vizinhanca do ponto fixo, a partir da matriz dos coeficientes D do
sistema linearizado. Neste caso, na vizinhanga Ufx,), a fase do fluxo do sistema nio-linear é
topologicamente equivalente ao fluxo do sistema linearizado, isto ¢, os dois fluxos podem ser

convertidos um no outro através de uma transformagiio nfo-linear de coordenadas.

(X,

Utxy) h(Ufxy)

Figura B1 - Tlustragfio do Teorema Hartman-Grobman.

Denotando-se por #; 0s autovetores associados aos autovalores s; com parte real negativa
e por », ©s autovetores associados aos autovalores #; com parte real positiva, pode-se definir os
subespagos invariantes lineares estaveis e instaveis por E° = [s;, ..., sa] € B* = [uy, ..., Uml,
respectivamente.

Em analogia aos autoespagos invariantes lineares E° e E", podem-se introduzir as

variedades invariantes (local) nfio-linear estavel e instavel do ponto fixo x;:
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Wige(¥s):={xelU; lim ¢(x)=x, e ¢(x)clU Vi20}
{~»o

Wige(X;):={xeU; lim ¢(x)=x, e ¢(x)elU Vt<0}
Pl

As relagdes entre E° e W, (E" e W) ¢ dado pelo teorema:
loc

TEOREMA B2 (Da existéncia da Variedade Central para um Ponto Fixo})

Se xs é um ponto fixo hiperbolico do sistema néo-linear (1) entdo, existe uma variedade

local ndo-linear estavel Wy, (instdvel Wi,.) com mesma dimensdo n, de E (n, de E*} do
sistema linearizado, tal que Wiy, ¢ E' (Wf,. e E') sdo tangentes em x, As variedades W, e

Wi sdo suavizacdes da funcdo F,

Resumindo, o teorema acima garante que o autoespago linear E* (E") é uma aproximacio

tangente ¢ local da variedade nfo-linear W}, (W, ) em x,.

Figura B2 - Tlustragio do teorema da existéncia da Variedade Central para um ponto fixo,

Além disso, pelo teorema de Hartman-Grobman existe um homeomorfismo k entre Wi

e E° (Wj,. e E%) ao qual garante a equivaléncia topolédgica entre os sistemas ndo-linear e o

linearizado.
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bx,) E'

W,
Utxy) h(Ufxy)
ES

Figura B3 - Equivaléncia topolégica entre os sistemas ndo-linear ¢ o linearizado.

Generalizando-se, pode-se definir a variedade global estavel/instavel como:

W (x,) =B Wie(x, ) e W, )= U (Wit (%, )

20 20

Figura B4 - Tlustragfio da variedade global.

Para o caso degenerado, isto €, o caso onde pelo menos um autovalor de D tem parte real

nula, pode-se introduzir de forma analoga o subespago invariante central E°, onde E° =[w, ...,
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Wicl, Onde os wy, ..., Wy 830 autovetores associados aos n. autovalores com parte real nula

Aoy R -

Associado a E° tem-se, no caso nfio-linear, a variedade invariante central W°. Pelo
teorema 2, W* ¢ tangente 4 E° em x; e existe um homeomorfismo / entre E° ¢ W° tal que, é
possivel determinar a estabilidade/instabilidade do sistema nfo-linear a partir do sistema

linearizado.

TEOREMA B3 (Variedade Central)
Seja x; wm ponto fixo de (1) e D seu Jacobiano (4). O Espectro dos autovalores de D

<0,se Lefld;}
pode ser subdividido em {Ag}; {2} e {4}, onde: Re(4):4=0,se Ae{d,;}. Desta forma,
>0,se lefd,;}

{A} e {4} geram E e EY, respectivamente e, como conseqiiéncia, existem e sio tnicos W e

W r-vezes diferencicveis. Por outro lado, {4} gera EX e como conseqiiéncia existe W° (r-1 J

vezes diferencidvel que ndo é necessariamente 1nico.

Para determinar se o fluxo sob W° move-se em direcio a origem ou se afasta desta,
devem ser considerados os termos de ordem superior na investigagio da estabilidade.
Introduzindo-se localmente (na origem) as “coordenadas das variedades” ¥,Vez associadas a
W*, W* e W, pode-se escrever, pelo teorema da variedade central, o sistema nfo-linear (1) na

forma linearizada:

x¥=f(%)
y =—7,onde (%,7,2) e W xW xW* (B5)
I =z

onde (B1) e (B5) sdo topologicamente equivalentes numa certa vizinhanca do ponto fixo,

isto €, o comportamento assintdtico do sistema (B1) pode ser reduzido, através de uma

conveniente transformagio de coordenadas na origem, ao comportamento de f(%).

Para esclarecer os passos de tal transformagdo, vamos supor que W* =¢ e considerar o

sistema:
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= Ax+ \
{x * f(xy),cndexeR”,yeRs (B6)

y=By+g(xy)

Todos os autovalores de A possuem parte real nula enquanto que os autovalores de B tem
parte real negativa. As fungdes f e g sdo ndo-lineares e f{0,0y=g(0,0)=0 e /°(0,0)=g (0,00, onde
f= {% gﬂ} e g’:{% %ii] A idéia é reduzir {sem perda da qualidade na dindmica) o
sistema inicial (nfo-linear) a uma forma mais simples (linear) é garantida pelo teorema da
variedade central. O teorema da existéncia da Variedade Central diz que W* pode ser expresso
por uma fungio Afx), de modo que, escrevendo y=h(x) a variedade central y=0 do sistema
linearizado é tangente ao nfo-linear W*,

Substituindo-se y=h(x) na primeira equacio de (B6) obtém-se a proje¢do do campo
vetorial com respeito a variedade central W° em E°. Assim,

x=Ax+ f(x,h(x)) (B7)

O comportamento dindmico de (B7) mostra o comportamento da equacdo (B6) em

{xy}={0,0}.

TEOREMA B4 (Da equivaléncia)
Se a origem x=0 em (B7) é localmente assintoticamente estavel/instavel entdo, a solucdo
nula do sistema ndo-linear original (B6) ¢ também localmente assintoticamente estavel

{instavel).
A solucdo de (B7), na vizinhanca da origem, € uma boa aproximagio para o fluxo da
equacdo X = f(X) sobre a variedade central. Para obter a fungiio A(x), tal que y(t)=h(x(1)), tem-

se pela regra da cadeia; y = %% . Entdo reescrevendo-se-se (B6):

%[Axwf(x,h(x)]—Bh(x)—g(x,h(x)z0 (B8)

oh
onde Af) e — =0.
(0) e ™

0
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Se W* na origem puder ser descrita por uma fungio analitica, a solugdo de (B8) pode ser

aproximada pela série de Taylor. Seja y('x) uma aproximagao da fungfio A(x). O residuo de (B8)
€ dado por:

R(w(x))=%§péx+f(n W)~ By(x)—g(xu(x)) ®9)

O grau de exatiddo ¢ dado pelo teorema:

TEOREMA BS (Da aproximacio)
Se existe y(x) com w(0)=0, w'(0)=0 e R(y(x))=0(x?), g>1 é satisfeito

quando |x|—>0 entdo, o grau de aproximagdo de h(x) é também de ordem q, Iisto é,

h(x)=w(x)+0(x}%) para x~>0.

Considere um exemplo.

Dado o sistema:

{. e ®10)

y=—y+x’

pode-se reescrevé-lo na forma (B6), onde A=0, f{x,y)= -xy, B= -1 e g(x,y)=x",
Linearizando (B10) no ponto fixo x,=(0,0), obtém-se:
x=0
{ . (B11)
y=-y
Os autovalores de (B11) sio A,=0 e Agz=~1. Logo, nio pode-se analisar a

estabilidade de (B10) em (0,0) a partir de (B11). Entfio, para analisar a estabilidade usar-se o

teorema da variedade central.

Os autovaloresd, =0O(centro) e Az=-1 (estavel) geram os autoespagos
ES=f{xy)e R2 /y=0} e ES={{x,y)eR*/x= 0}, respectivamente. Logo, existe uma

variedade local W}, ndo-linear tangente a £° no ponto fixo x.=(0,0).
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Figura BS - Ilustrago das variedades Estavel, Instivel e a Central.

Do teorema da existéncia da variedade central tem-se que W° pode ser expresso como
y=h(x), com h(0)=0 e h’(G)=0.
Aproximando-se A por (' x ), obtém-se o residuo dado a partir de {B9) ¢ (B10):

d
R(w(x))m%(—w(x)ﬂw(x)—xz (B12)
Escolhendo-se uma aproximagio de ordem quadratica: w{'x )= of x? ), tem-se:
Rlw(x))=0(x* )+y(x)~x* (B13)

Reescrevendo-se-se  (13) e usando-se o teorema (5), obtém-se: -

Rp(x) =x? —o(x)~y(x), isto &
h(x)

Wx)=x*+o(x*) (B14)
como w(x)=h(x) pode-se desprezar os termos de 4° ordem, desta forma: w(x)=x°.

Substituindo-se-se A(x), dada pela equacic (B14), na 1* equacio de (B10) obtém-se a

relacio

t=-x+ofx’) (B15)
cuja solugio, de acordo com o teorema (B4), determina que (B1) é assintoticamente estavel na

origern.
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Figura B6 - Tlustragdo da equivaléncia dinimica entre o sistema original e o reduzido.
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C-) Teoria da Forma Normal

Considere a forma candnica de Jordan geral obtida a partir de uma equag¢do ndo-

linear periddica no tempo:
,
y=dy+ 3 wa(pt)+ Oy ) , (C1)
n=2
onde J ¢ a forma de Jordan da matriz R dada pela equagio (10) e w,(y,t) sdo funcges 7-

periodicas que contém os mondémios de ordem r na variavel y.

De modo a remover os termos nio-lineares w,(y,7) sdo aplicadas na equagio (C1),
de acordo com a teoria da forma normal, sucessivas transformagdes da forma:
y=v+h (v,1) , (C2)
onde h,(v,t) € uma série de poténcias de grau » na varidvel (desconhecida) v, cujos
coeficientes sdo 7-periodicos.
Aplicando-se a transformacio (C2) na equacéo (C1), obtém-se:

v=Jv—{(Dh,)Jv—Jh, +%%&}+wn(v,t)+0(| v 0. (C3)

Impondo-se que na equagio (C3):

D)=, + S =, 1) (C4)

pode-se eliminar todos os termos de ordem », onde a equacdo (C4) € chamada Equacdo

Homologica.
Desde que os mondmios w, {(v,f) e a transformacio nfo-linear A, (v.f) sejam

periodicas no tempo, elas podem ser aproximadas por série de Fourier finita.
et
w,(v,D=2T ¥ az e’ |vi'e
J=1im kemon
ikat

h(v,)=33 T by e ” vife,

onde, {v|{"=z{"z7".z;*; m+..+m,=n; e; é a j-ésima coordenada da base canbnica ¢

i=~-1.
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Os a5 ;; sdo coeficientes de Fourier conhecidos, e os A; ;, sdo coeficientes de

Fourier desconhecidos.
Da comparacio termo a termo dos coeficientes de Fourier, tem-se:

a

Ly

A ’ (€3)
BP z(mﬁﬁﬂ)—/ls

T £=1
onde os 4, sdo os autovalores da parte critica da forma de Jordan ¢ A, sdo os autovalores

da parte estavel da forma de Jordan.
Portanto, a condig@o de redutibilidade dada pela equagdo (C4) fica:
2t S A)— A, #0, (C6)
T &
com, veZ.
Obviamente, a condi¢io de ressondncia da redugfo a forma normal €:
vt X
T = .
Se v=0 e alguma combinacdo linear entre A4, ¢ A, ¢ zero, entio tem-se uma

“ressonancia interna verdadeira”.
a s N - 2 . S
Se v #0 e a freqii€ncia de excita¢io paramétrica @ (o = 7) s#o uma combinagio

linear de 4, e A,, tem-se uma “ressonéncia de combinagio verdadeira”.

No caso da ressondncia paramétrica, no minimo, um par de multiplicadores de
Floquet ¢ real e repetido. Isto implica que um par de autovalores da parte critica da forma

de Jordan ¢ zero.
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D-) Deformacido Versal

Uma alternativa simples e rapida para a determinago do pardmetro da deformagéo

versal € calcular a FITM ( ®(7,«) ) numericamente e variar o pardmetro « na vizinhanga de
&,.

Seja o, um ponto critico da parte linear de X =/F(x,), isto é, calculando-se os
auto-valores de @(T.«_ ), encontra-se um multiplicador de Floguet com magnitude 1.

Seja o conjunto de pardmetros, tal que a¢ I, =(a,—&,a,+¢&), onde £>0 e
suficientemente pequeno.

Entdo, Va, €l,, a,=a,+1, com 7, €(-¢,£), pode-se calcular R() e seus

autovalores A, , onde:

Re)=5In(d*T.a) (D1)
Assumindo-se que:
Z =Re(p) +(Im(z) +0,)i D2)
onde
Hip =Tl + a1 + ..+ apnh (D3)

com, j=1...,m.
Os coeficientes a; ,; , sdo desconhecidos, em geral, complexos, ¢ o valor de £

depende da aproximacio que se deseja. Por exemplo, para uma aproximacio quadratica, k£
pode ser escolhido entre 3 e 5.
Finalmente, ajustando a curva (quadratica ou de ordem superior) para os pares

(77> 14 ) ,pode-se encontrar os coeficientes a,, da relagio desejada.
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E-) TEORIA DE FILIPPOV
Construcdo de uma solugio

Um sistema dindmico € usualmente expresso como:

Ht)=fltx(1)), x(f)eR", (ED)
onde x € o vetor de estados n-dimensional tal que f(Z,x(¢)) € linecarmente limitada, isto &
x| <rxd+c, Vitx) e yce R,

Se o campo vetorial € suave (f{ ) ¢ continuamente diferenciavel com relagio a x e # para
qualquer ordem), entdo uma solugio x(r) do sistema (EI) existe e ¢ (inica para qualquer
condigdo inicial.

Contudo, equagdes diferenciais que modelam sistemas fisicos reais podem ser

descontinuas, isto é, f(f,x(r)} pode ser descontinua em x(¢ )

A teoria de Filippov apresenta uma definicio geral para a solugio das equagBes
diferenciais que s&o descontinuos. Tal solugio sera continua no tempo.
A idéra central quando trata-se de solugGes de sistemas descontinuos no tempo é estender

a no¢do usual de soluglo, substituindo-se o lado direito f{x) por um conjunto de valores de
funcbes F(x) chamado de inclusdo diferencial, de modo que a equagio diferencial
X(t)= f(t,x(t}) € substituida por uma inclusdo diferencial de modo que i(t)e F(x).

A inclusdo diferencial deve ser escolhida de forma conveniente:

)_{ { f(x)} se f é continua em x

F .
(x escolthida convenientemente, se f é descontinua em x
Num sentido mais geral, o espago estado ®” ¢ dividido por uma hiper-superficie £ em
dois subespagos V_ e ¥V, isto é, R” =V_ UXUV,. A hiper-superficie 2 pode ser definida
atraves de uma funcdo indicadora escalar hix(t)).
Assim, diz-se que x(f)e X quando A(x(t))=0. O vetor normal # a X é definido por:

7i = grad(h(x(t))). Assume-se que a fungio indicadora A(x(r)) étal que 7 0.
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Desta forma, definimos os conjuntos:

V_ ={xeR"/hix(1))<0}
S=fxeR"/h(x(t))=0} (E2)
V,={xeR"/h(x(t))>0}

A fungio f(t,x(t)) é assumida como localmente continua, suave e linearmente limitada
para todo x¢ X' . Logo, a solugdo x(t) dentro de cada subespago V_ e V', existee ¢ unica.

Desta forma, considere o sistema n-dimencional ndo-linear com lado direito descontinuo:

f(t,x(t) xeV_
Foltx(t), xeVy

com a condigdo inicial x(0) = x, . Note que o sistema acima ndo est4 definido para xe 2.

i(t)= f(t.x(t ))m{ (E3)

Este problema o pode ser contornado pela defini¢io da inclusio diferencial.

ftx(t}, xeV.
x(t)e Flt,x(t))=<cof f_(t,x(t), fo(t.X(t )} x€ X (E4)
fuftx(t), xeV,

onde cof f_, f,} denota o menor conjunto convexo fechado que contém f_e £, e € definido por:
cof f.fo }={(1- ) [+ af+. g e [OL]] (ES)
A extensdio (convexificagiio) de um sistema descontinuo em uma inclusdo diferencial

convexa ¢ conhecida como Método Convexo de Filippov.

A solugdo da inclusdo diferencial (E4) com xg € 2 € localmente (nica no tempo se:

1. as projegdes do campo vetorial estio do mesmo lado de X, isto €,
(A.f_(0.x5 )(R.f4£0.x3))>0

2. (AfA0,1))> 0 e (70,30 )) <0

Matriz de Transicdo de Estados
Uma matriz de transicdo de estados pode ser considerada como um conjunto fundamental
de solugdes da linearizagio de um sistema nfo-linear perturbado. Logo, a matriz de transigdo de

estados ¢ de fundamental importancia para a analise das solugbes periddicas de sistemas nao-

lineares periodicos.
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Em sistemas cujo campo vetorial € descontinuo, a evolugio da matriz de transicio de
estados no tempo, também apresentara descontinuidade (saltos).

Seja um sistema ndo-linear descontinuo em #=¢ » definido pela inclusdo diferencial (E4):
x(tjeF(t), x(0)=x, (E6)

Assumindo-se que para r=1t, asoluglio x(z) atravessa J, tem-se que: Af x(tp ))=0.

Como o campo vetorial € descontinuo em X, as derivadas laterais fp_ e fp+ , que
indicam a direcdo da solugdo para ¢ =r,, sdo diferentes: fpm # fp+ i

De fato, as proje¢Oes de fp,_ e fp+ sobre a normal # tem as magnitudes n' fp_ e
nl fp+ , Tespectivamente. A intersecgdo entre a trajetéria de x(t) e S sera transversal se, €
somente se, ( nl fp_ ) (nT fp,;, }>0, isto €, a trajetdria x(7).

Seja xy € V.. uma solugdo que inicialmente esta no subespago ¥_ cuja trajetoria no tempo
atinge 2 em t=t,, isto €& Af x(t,)}=0. Desta forma, define-se os intervalos

I_={teR/fg<t<1,} e I, ={teR/1,<t<t,}, onde no interior do conjunto I_ e I, o

sistema e a matriz de transi¢3o de estados sdo fun¢des continuas.

Como na fronteira do conjunto 7_ e I, a matriz Jacobiana nio esia

o (1,.%(1,))
o

unicamente definida, a matriz de transicio de estados é descontinua para 1=t,, isto €, a matriz

de transi¢do de estados tem um salto em ¢ =1 I
Definindo-se a matriz de transi¢io de estados antes e depois do salto (em ZX) por

Df fp_,fg Jje cD(tP,, .fo /, respectivamente, onde:

Dt _1g)= lim D(t.ty) {(E7)
r teyt

Dt ,.tg)= lim D(t1y) (E8)
I3 tm)tp.,,

¢ 6bvio que @f tp_,z‘g ) # (D(tp+ Jdp )
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Agora, vamos assumir que exista uma matriz .§ que expresse o salto da matriz de

transicdo de estados, 1sto €:
Q)(z‘p+ Ao =S rp_ to ) (E9)
Logo, a matriz de transig@o de estados de #; até 7,, passando por X2 em 7,, pode ser
escrita como:
cb(tq,tg)z@(rq,zp+)@(tp+,to) (E10)
¢ a partir da equagfo (E9), tem-se:
(D(tq,rg)=cD(rq,rP+)Sd>(rp,,t0) (E11)
A pergunta que fica é: como obter a matriz de salto .§ em t=7,7 Para responder a essa
pergunta estuda-se a dindmica do sistema ndo-linear na vizinhanga de I, isto €, € [1,7, ], onde
tgeV_e el .
Seja ¥y =xp+dxy uma condi¢do inicial na vizinhanga de x(#;)=xy. A trajetdéria X(t)
cuja condicdo inicial € ¥ eV. atingira ¥ em &=7,—/, segundos, adiantado ou atrasado
dependendo do sinal de &.

A diferenca entre as solucdes perturbada e n3o perturbada no momento da passagem por

2 é dado por:
& =¥(1,)~x(1y) (E12)
& 1 =¥(T )= x(fy) (E13)
Aproximando-se por série de Taylor as solugbes: nio perturbada e perturbada, tem-se:
x(iy)2x(1p)+ ] 18 (E14)
f(fpjzx(tp)+&cp_+fp_é‘t (E15)

Da mesma forma, aproximando-se a fungdo indicadora em série de Taylor, tem-se:

H(E(p ))=h(x(1y )+ 8 _ +f b J=n’ (8 - +f _&)=0 (E16)

Como na equagdo (F16) tem-se que w( o%cp,, + fpw & )=0, obtém-se:
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nl & _
£ E17

T
n
fp

Combinando-se as equagdes (E13), (E14), (E15) e (E17), tem-se:

o =

nT&Q_
O T (E13)

Como a matriz de salto .§ relaciona éicp,, e &rp,._ , isto €:
=8d _ 19
dt 4 =S (E19)
pode-se combinar as equagdes (E18) e (E19) obtendo-se a matriz de salto S =@ Lol - ) para

sistemas auténomos como:
T
+ = J R

S=1+
T
n“G_

(E20)

A inversa da matriz de salto S = &(r ..t ) para sistemas auténomos é:
PP p

T
(fp-—fpaim

Sl=1+
anp+

(E21)

Para sistemas ndo autdnomos a matriz de salto é dada por:

T
(fp+‘*fp-)n

an . ah(rp,x(rp)) (E22)
P ot

S=I+

Bifurcacdo Descontinua

A anilise da estabilidade de solugdes periddicas é determinada pelos multiplicadores de

Floquet: a solugdo periodica ¢ estavel se todos os multiplicadores de Floquet tiverem magnitude
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menor que 1 {dentro de um circulo unitario) e instavel se pelo menos um dos multiplicadores
tiver magnitude maior que 1 (fora de um circulo unitario).

Se a solugio periddica depender de algum parimetro de controle, naturalmente a
magnitude dos multiplicadores de Floquet também ird depender desse pardmetro. Assim,
vaniando-se o pardmetro de controle a solugdo peniddica pode passar de estavel para instavel ou
vice-versa. Se o numero de solugdes periddicas mudar quando o pardmetro de controle variar,
term-se, no espacgo-estado, um ponto onde ocorre uma mudanca qualitativa ao qual chamamos de
Ponto de Bifurcac¢do. O ponto de bifurcagio dependera da caracteristica do sistema.

No caso de solugdes periddicas de sistemas continuos suaves diz-se que ocoITe uma
bifurcacdo continua quando um multiplicador de Floquet passa pelo circulo unitdrio (possui
magnitude -1 ou 1) quando o parimetro de controle do sistema ¢ variado.

Para solugOes periodicas de sistemmas continuos ndo suaves diz-se que ocorre uma

bifurcagdo descontinua quando um dos multiplicadores de Floquet salta o circulo unitério.

F

Figura F1 - Bifurcagio descontinua.
O caminho do salto é obtido a partir de uma combinagio convexa das matrizes de

solugdes fundamentais antes e depois do salto em 2. Tal caminho mostrard o cruzamento dos

multiplicadores de Floquet com o circulo unitario.
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Definicio:

Um ponto de bifurcacio ¢ chamado pomto de bifurcagdo descontinuo se os
multiplicadores de Floquet no ponto de bifurcagio ¢ um conjunto de valores (obtido por
combinagio convexa de (@_, &, }) e um dos valores é 1 ou -1.

Portanto, pela defini¢io acima a combinagio convexa entre (&_, @, ) determina a

existéncia e o tipo de bifurcagio de solugbes periodicas.
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Anexos

A-) Algoritmo da matriz de transiciio de estados

Dado o sistema linear com coeficientes periddicos:
Xta)=Alt,a)x(t,a)

para obter a matriz de transi¢do de estados apresenta-se o seguinte algoritmo:

Passo - 1: Desacoplamento dos termos periddicos.
Alt,a )= A(a)h )+ + A(a ) (1),
onde fi(t)=f{(t,B), i=1..r, B;-periddica e 4;(a) sio matrizes constantes formadas

pelos coeficientes das fungdes periddicas.

Passo - 2: Normalizagdo do sistema para o periodo unitario.
A(z,a) =A@y (D) ..+ Aa ) (D),

onde, 4,(t)=TA;(a) e T € o periodo original.

Passo - 3: Célculo da matriz dos polindémios de Chebyshev alterados de 1° tipo.

ft(r)ﬁ[fé‘(r)ﬂ*(r)-.-T;_I(r) 0 0.0 ]
0 0... 0 To(t) 0 (). T, 4(7)

onde T, (7)=T(2t-1) e T,py(r)=2T (1)~ T, 4(7).
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Passo - 4: Calculo das matrizes operacionais de integracio (G ) e do produto (04)-

172 /2 0 0 0 0o
-1/8 0 1/8 0 0 0
-1/6 -1/4 0 /712 0 0
G= 1/16 ¢ -1/8 0 1/16 0
—1/30 0o 0 -1/I2 o o
E : : P 1/4(m-1)
(-1)"/ 2m(m-2) 0 0 0 0 1/4(m-2) 0
PR S
2 2 5
di dfg“*%l— %(df*’f*dé) %(d;',,_ﬁd;;,)
= i
. & Laiedy  ae% ; :
I 2
Ay %(d;_g +d: ) dé+%z_12_

P2 SO0 . 4 en
onde d,—-z Om——————m dr n‘IO Sflcos“g )cos(2s¢ )dg.

Passo - 5: Célculo das matrizes com os coeficientes de Chebyshev.

k.
Pla)=Y4®[G"d;]

=]

e

La)=3%® [G"04 1.

i=1

onde G'd=G*d, e Gx0di=G"*(d,.

Passeo - 6: Célculo da matriz de transicio de estados.

¢(37'cheb H pic J

(0)=TT ()T +( % [L(a)]' pla)).
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B-) Algoritmo da matriz de transi¢io de Floquet e os multiplicadores de Floquet

Dado o sistema linear com coeficientes periddicos:
X(ta)=Alta)x(ta)
para obter a matriz de transi¢do de Floquet (FTM), calcular os respectivos multiplicadores de

Floquet e determinar a estabilidade do sistema, apresenta-se o seguinte algoritmo:

Passo - 1: Calculo da STM.

Seguir os Passos de 1 a 5 no anexo A.

Passo - 2: Calculo da FTM para a = ay.

Facar =1 para obter:

#(7) =17 (LI +( % [L(@q)]"™ JP(ao)]

Passo - 3: Calculo dos multiplicadores de Floquet.

Os multiplicadores de Floquet s3o as raizes do polindmio caracteristico:

pl ;) =det(w,l — (1))

Passo - 4: Analise da dindmica.
Para a analise da dindmica, calcula-se os valores absolutos dos multiplicadores de

Floguet:

\p( 11 ) <1 —estdvel

|p( 4 )| > 1 instavel
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C-) Algoritmo do diagrama de estabilidade

Dado o sistema linear com coeficientes periodicos:
¥ta)=Ata)xt,a)
o grafico obtido pela variagdo do pardmetro &, de modo que os multiplicadores de Floquet
tenham valor absoluto 1, ¢ chamado Diagrama de Estabilidade. Nele é possivel se observar
as regides de estabilidade e instabilidade separadas por fronteiras, onde pode-se verificar os

tipos de bifurcagdes.

Passo ~ 1: Calculo da STM

Seguir os Passos de 1 2 5 no anexo A

Passo - 2: Calculo da FTM para a € [a,r,0, ] -

Faca7 =1 para obter:

ST )=TT (VLT 4( 3 [L(a))™ )P(a)]

Passo - 3: Calculo dos multiplicadores de Floquet.

Os multiplicadores de Floquet sdo as raizes do polindmio caracteristico:

plu;)=det( pul —g(T,cx )

Passe - 4: Obtencido do diagrama de estabilidade.
Para a determinar os pontos de bifurcagio em fungio do pardmetro «, calcula-se os
valores absolutos dos multiplicadores de Floquet no passo trés, observando-se as possibilidades:
i) se y;=1, paraalgam ief1,...nJ, entdo det(I - T, ))=0.
Para uma solug8o 47 periddica diz-se que existe uma Bifurcacdo Fold (quebra de simetria).
ij) se y; =1, paraalgum i€ [1,....n] , entdo det( I + H(xx))=0.
Para uma solugdo 2kT periddica diz-se que existe uma Bifurcacdo Flip (duplicagdo no periodo).

iii) se |u;|=|m|=1. Diz-se que existe uma Bifurcagéio Hopf
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D-) Algoritmo do controle

Dado o sistema linear controlado com coeficientes periodicos:
x(ta)=A(t,a)x(t,a)+ B(tu(x.t,a)
O objetivo do projeto de controle € determinar # =u(x,f,c¢ ), tal que, o sistema seja

conduzido para uma érbita periddica desejada y(#) ou para um ponto de equilibrio y,.

Passo - 1: Desacoplamento dos termos periddicos, para @ = ¢ .
At o) = Al Y (D +...+ Ay ) (),
onde fi(t)= fi(t,B), i=1..,r, B;-periodica ¢ 4;(ay) s3o matrizes constantes formadas

pelos coeficientes das funcdes periddicas.

Passo - 2: Normalizagdo do sistema para o periodo unitario.
A(r,ap )= Ay (g Iy (D) +..+ A (g X, (7),

onde, 4,(t)=TA;(a,) e T é o periodo original.

Passo - 3: Célculo das matrizes operacionais de integracio (G ) e do produto (Qs)

1/2 1/2 0 0 0 0
-1/8 0 1/8 0 0 0
-1/6 -1/4 0 1/12 0 0
G= 1/16 0 -1/8 0 1/16 0
-1/30 0 0 -1/12 0 0
: : : : .. 1/ 4m~1)
(-1 2m(m=-2) 0 0 0 0 1/4m-2) o | _

155



d; d: d._,

dy ki =2

0 2 2 2

: .odl 1 .. : 1 . :

d: di+ L —(di+d) ... —(d _,+d"

. 1 o+ 2( ] .3) 2( 2 +dy, )

d, = : . . ; l . s
' d5 ~—1-(d1‘+d§) d5+d—4 :

* 2 - " 2

: 1. . ) N H

i Zedt L+ dt vee gl Z2m=2

i m-] 2( m—2 m) 0 )

f_ 20T (1) . 4can . 2
onde d’"—;r o e dt JZIO f(cos“¢ Jcos(2s¢ )dg.

Passo - 3: Calculo das matrizes com os coeficientes de Chebyshev.
S r
Plag)=24;®(G d;]
i=

e

k
Liay)= L4 ®[G' 04 ],

i=]

onde G'di=G*d; e GxQd=G"*(Qd,.

Passo - 4: Calculo da FTM, para a = ¢, .

Fagaz =1 para obter:
#(T) =TT ([ T+( 5 [L(ao )] JP(ao)]

Passo - 5: Calculo da matriz constante R na Fatora¢io daFTM em (7 )= Pl

1 2
R=—] T
7 ogd™(T)

Passo - 6: Escolha de uma matriz de ganhos que seja constante no tempo By, tal que o par

[R, Bg] seja controlavel.

Passo - 7: Escolha dos novos polos e a aplicagio da técnica de deslocamento de pdlos.
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Passo — 8: Chamar a Sub-rotina de integragio.
Passo — 9: Saida dos estados controlados e “plotagem” dos graficos.

SUB-ROTINA DE INTEGRACAO

Passo—1:
seja t; T=pi;

;1
T
se <1, faga 7 =1 e n=0;

se 21, facar=parteinteirade f, e f = —n

Passo - 2: Calculo da matriz dos polinémios de Chebyshev alterados de 1° tipo.

()L (t).To(z) 0 0. 0 J
O b

f"m{ . a .
0... 0 Tn(t) (). T, q(1)

Passo - 3: Calculo da matriz da transformacggo L-F e sua inversa.
. . Hpic .
Qr)=T (t)[1+( X [Liag)J " IP(ag )] *HT )™
i=1

07\(z)

Passo - 4: Calculo da matriz de ganhos F{?) variante no tempo.

F(t)=B'(1)0(1)B,F,0™\(1)
Passo - 5: Aplicacdo da le1 de controle com realimentagio de estados.
u, =—B (1)0(t)BeFoQ (1 )x(1)
Passo — 6: Aplicagdo da lei de controle no sistema.

M(ta)=[A(t.a)~B(t)B (1)O(1)BF07 (t)]x(t,a)
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E-) Programa em cédigo do Matlab® 6.5 para obtenciio da STM e do Diagrama e
Estabilidade do Oscilador de Duffing

T=pi; %periodo do sistema
Abar1=T*[ 0 I ; -13/2 -1/4];% termo relativo a f1(t)=1

Abar2=T*[ 0 0;-9/2 0};% termo relativo a f2(t)=cos(2pit)

Abar3=T*{0 0; -6 0];% termo relativo a {3(t)=sen(2pit)

% matriz identidade Chapéu
Ich=[1 0;zeros(19,2);0 1; zeros(19,2)];

Y%coeficientes da expansio do 1

a0=1;
1=1:1:38;
a(jy=0;

% matriz operacional do produto
al0=1;
J1=1:1:38;
a(j)=0;

% matriz operacional do produto
Qdl=eye(20});

%coeficientes da expansio do cos(2pit)
%coeficientes com indice par
7=1:2:37;
¢(1)=0;
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%%coeficientes de indice pares

c0=0.30424217764409; c(20)=-6.111364188334749¢-015;
c(2)=0.97086786526302; c(22)=3.297657841343460e-017 ;
c(4)=-0.30284915526270; c(24)=-1.486813423673211e-019;
¢(6)=0.02909193396501; (26)=5.685578136847147e-022 ;
¢(8)=-0.00139224399118; c(28)=-1.867420621047668e-024;
c(10)=4.018994451075495¢-005; ¢(30)=5.325446783539806¢-027;

c(12)=-7.782767011815312¢-007, c(32)=-1.331025651671212¢-029;
¢(14)=1.082653034185827¢-008; c(34)=2.939643213493515¢-032;

¢(16)=-1.135109177911508¢-010; ¢(36)=-5.778609710394926e-035;
(18)=9.295296632678742e-013 ; c(38)=1.017575641669066¢-037;

% matriz operacional do produto

Qd2=[c0  o(1)/2 c(2)/2 ¢(3)/2 c(4)/2 c(5)/2 c(6)/2
(T2 (8)/2 c(9)/2 c(10)/2 c(11)2 c(12)/2 c(13)/2
c(14)/2 c(15)/2  c(16)2  (IN2  c(18)2  c(19V2

(1) c0+c(2)/2  (e(LFeB3)2  (e@re@)2  (cB)Ie(5)2  (c(d)+e(6))/2
(c(3) +c(M)V2  (e(6)+c(8))/2 ((THOY2  (cB)Fc(10)y2  (e(9)+e(11))/2

(c(10y+c(12))/2  (c(11)+c(13))/2  (c(12)+c(14))/2  (c(13)+c(15))2  (c(14)y+c(16))/2
(c(15)+¢(17))/2 (c(16)+c(18))/2 (c(17)+c(19))/2 (c(18)+c(20))/2;

o) (1) +eBW2  c0+c@2 ()32 (c(D+e(6)2  (c(B)re(T))2
(c(@) +(8))/2  (e(5)+c(9))/2 (c(6y+c(10))/2  (o(Tyre(1))2  (c(8)+c(12))/2
(c(O)Fc(13))/2  ((10)+c(14)/2  (c(ID+c(15))/2  (c(12y+c(16))2  (e(13)+c(17))/2
(c(14)+c(18))/2 (c(15)+c(19))/2 (c(16)+c(20))/2 (c(17)+c(21))/2;

c(3) (e(2) +e()2  (o(1) +c(5)/2 cO+e(6Y2  (c(D+c(M2  (c(2)+e(8))2
(c(3) +c(9)/2  (c(4)+c(10))/2 (c5)+c(1DV2  (©6)+c(12))2  (c(T)+e(13))/2
@12 (©O)c(15)Y2  (I0+c(16))/2  (c(1D+e(1T)2  (c(12)+c(18))/2
(c(13)+c(19))/2 ((14)+¢(20))/2 (e(15)+c(21))/2 (c(16)+c(22))/2;

@) (e(3) +c(3))2 (@) +e(6)2  (o(1) +(T)/2  cO+c(8)/2  (c(1)+e(9)/2
(c(2) +c(10))/2  (c(3)+e(11))/2 (c(@+c(12))2  (c(B)+c(13))2  (c(6)+c(14))/2
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(c(T)re(14))/2 {c(8)+c(16))/2 {(c(D)+c(17))/2 (c(10)+c(18))/2 (c(11)+e(19))/2
(e(12)+c(20))/2 (c(13)+e(21))/2 (c(14)+c(22))/2 (c(15)+c(23))/2;

c(S) (c(4) +e(6))/2 (c(3) (M2 {(e2) +e(8))/2  (c(1) +e(9))/2 c0+c(10)/2
(c(1) +c(11))/2  (c(2)+c(12))/2 (c(3)+e(13))/2  (c(d)+c(14)/2 (c(5)+c(15))/2
(c{6)+c(16))/2 (e(M+c(17))/2 (c(8)+c(18))/2 (c(9) +c(19))/2 {c(10)+c(20))/2
(c(11)+e(21))/2 (c(12)+c(22))/2 (c(13)+c(23))/2 (c(14)+c(24))/2;

c(6) (c(5) +c(7)/2  (c(4) +c(8))/2 (c(3) +c(9))/2 (c(2) +c(10)/2  (e(1)
+c(11))/2 c0+e(12)/2 (c(1y+e(13))/2  (c2yte(14))/2 (c(3)+c(15))/2 (c(4)+e(16))/2
(c(5)ytc(17))/2 (c(6)+c(18))/2 (e(Tytc(19))/2 (c(8) +c(20))/2 (c(9) +ec(21))/2
(c(10)+c(22))/2 (c(11)+c(23))/2 (c(12)+c(24))/2 (c(13)+c(25))/2;

c(7) (c(6) +c(8))/2  (e(5) +e(9))/2 (c(4) +c(10))/2  (c(3) +c(I1))2 (c(2)
+c(12))/2  (e(1) +c(13))/2  cO+c(14)/2 (e(D+e(15)/2  (e(2)+c(16)/2 (c(3)+c(17))/2
(c(te(18))/2  (c(5)xe(19))2  (c(6)+c(20)/2  (c(7) +c(21))/2  {(c(8) +e(22))/2 (c(9)
+¢(23))/2 (c(10)+c(24))/2 (c(11)+c(25))/2 (c(12)+c(26))/2;

¢y (A7) +c(9))2  (c(6) +c(10))/2  (c(5) +c(11))/2  (c(4) +c(12))/2  (c(3)
+e(13))/2  (c(2) +c(14))/2 (c(1)+c(15))/2 c0+e(16)/2  (c(1)+c(17))/2 (c(2)+c(18))/2
Gryte(1N¥2  (c(4)+c(20))/2  (c(5)+e(ZD)2  (c(6) +e(22))/2  (c(7) +e(23))/2 (c(B)
+¢(24))/2 (e(9) +c(25))/2 (c(10)+c(26))/2 (c(11)+c(27))/2;

¢(9) (c(8) +c(10))/2 (e(7) +e(11))/2  (e(6) +c(12))/2  (c(5) +c(13))M2  (c(4)
+e(14))/2 (e(3) +e(15))/2 (e(2)+c(16))/2  (c(1)+c(17))/2  cO+c(18)/2  (c(1)+e(19))/2
(c(2)ye(20))2 (e(B)ye(21))/2  (c(4)+e(22))2  (c(5) +e(23))/2  (c(6) +c(24)/2 (e(7)
+e(25))/2 (¢(8) +¢(26))/2 (c(9) +e¢(27))/2 (c(10)+c(28))/2;

c(10) (c(9) +e(11))/2 (e(8) +c(12))/2  (e(7) +e(13))/2  (c(6) +c(14)/2  (c(5)
Fe(15))/2 (c(4) +c(16))/2 (e(3)+c(17))/2  (c(2yte(18)y2 (c(1)+c(19))/2  cO+c(20)/2
(c(D)+e21))/2 (e2)+c(22))/2  (e(3)+c(23))/2  (c(4) +e{24))/2 (c(5)+c(25))2  {(c(6)
+e(26))/2 (c(7) +c(27))/2 (c(8) +c(28))/2 (c(9) +c(29)/2;

o(11) (c(10)+c(12))/2  (e(9) +c(13))/2  (c(8) +c(14))/2  (c(7) +c(15))/2  (c(6)
+c(16))/2 (e(5) +c(17))/2  {c(4)+c(18))/2 (c(3)+c(19)/2 {c(2)+c(20))/2
(c(D)+c21)/2 c0+c(22)/2 (c(1)*+c(23))/2  (c(2)+c(24))/2  (c(3) +c(25)/2  (c(4)
Fe(2O)V2 (e(5) +c(27))2 (e(6) +c(28))/2 (c(7) +e(29))/2 (c(8) +c(30))/2;
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¢(12) (c(11)+c(13))/2 (c(10)+c(14))/2  (c(9) +e(15))/2  (c(8) +c(16))/2  (c(7)
+c(17))/2 (c(6) +c(18))2  (c(5)+c(19))/2 (c(4)+c(20))/2 {(c(3)+c(21))/2
(c(2)+c(22))/2  (c(1)+c(23))/2 c0+c(24)/2 (c(D+te(23))/2  (c{2) +c(26))/2  (c(3)
+c(27))/2 (c(4) +c(28))/2 (c(5) +e(29))/2 (c(6) +c(30))/2 (c(7) +c(31))/2;

c(13) (e(12)+c(14))/2 (c(1D)+c(15))/2  (c(10)+c(16))/2  (c(9) +c(17))/2  (c(8)
+c(18))/2 (c(7) +c(19))/2  (c(6)+c(20))/2 (c(5)+c(21))/2 (c(4)+c(22))/2
(c(3)+c(23))/2  (c(2)+ce(24))/2  (c(1)+e(25))/2 c0+¢(26)/2 (c(1) +c(2N))Y2 (c(2)
+c(28))/2 (¢(3) +¢(29))/2 (c(4) +c(30))/2 (c(5) +e(31))/2 (c(6) +c(32))/2;

c(14) (c(13)+c(15))/2 (c(12)+e(16))/2  (c(1)+c(1T))V2  (e(10)+c(18))/2  (c(9)
+¢(19))/2 (c(8) +c{20))/2  (c(Ty+e(21))/2 (c(6)+c(22))/2 (c(5)+c(23))/2
(c(D)+c(2)/2  (e(3)re(25))2  (e(2)+e(26))/2  (c(1)+c(27))/2 c0+c(28)/2 {c(1)
+c(29))/2 (c(2) +¢(30))/2 (¢(3) +c(31))/2 (c(4) +c(32))/2 (c(5) +¢(33))/2;

c(15) (c(14)+c(16))y/2  (c(13)+c(17))/2 {c(12)+c(18))/2 {c(11)+c(19))/2
(c(10)+c(20))/2 (c(9) +c(2D))2 (c(8)+c(22))/2 (e(M+c(23)¥2  (c(6)+c(24))/2
(c(5)y+c(25))/2 {c{d)+c(26))/2 (e(3)tc(ZNY2  (c(2)+c(28))/2 (c(1) +c(29))/2
c0+c(30)/2  (e(1) +c(31))/2 (c(2) +c(32))/2 (¢(3) +c(33))/2 (c(4) +c(34))/2;

c(16) (c(15)+c(17))y/2  (e(14)+c(18))/2 (c(13)+c(19))/2 (c(12)+c(20))/2
(c(1D)+c(21))/2 (c(10)+c(22))/2  (c(9)+c(23))/2 (c(8)tc(24))/2  (c(T)+c(25))/2
(c(6)+c(26))/2  (c(5)+c(2T)/2  (c(4)+c(28))/2  (c(3)*+e(29))/2  (c(2) +c(30))/2  (c(1)
+¢(31))/2 c0+c(32)/2 (c(1) +¢(33))/2 (e(2) +c(34))/2 (c(3) +c(35))/2;

c(17) (c(16)+c(18))/2  (c(15)+c(19))/2 (c{14)+c(20))/2 (c(13)+c(21))/2
(c(12)+c(22))/2 (c(11)+c(23))/2  (c(10)+c(24))/2 (c(9)+c(25))2  (c(8)+c(26))/2
(D2 (c(6)+c(28))/2  (c(5)+c(29))/2  (c(4)+c(30)/2  (c(3) +e(31/2  (c(2)
+¢(32))/2 (c(1)+c(33))/2  c0+c(34)/2 (c(1) +c(35))/2 (c(2) +¢(36))/2,

c(18) (c(1M+c(19))/2 {(c(16)+c(20))/2 (c(15)y+c(21))/2 (c(14)+c(22))/2
{c(13)+c(23))/2 (c(12)+c(24))/2  (c(11)+c(25))/2 (c(10)+c(26))/2  (c(9)+c(2T))/2
(c(8)y+e(28))2  (c(T)+c(29))/2  (c(6)+<(30))/2  (c(5)+c(31))/2  (c(4) +c(32))/2  (c(3)
+e(33))/2  (c(2)+c(34))/2 (¢(1) +¢(35))/2  c0+c(36)/2 (c(1) +¢(37))/2;

c(19) (c(18)+c(20))/2  (c(17)+c(21))/2 (c{16)+c(22))/2 (c(15)+c(23))/2
(c(14)+c(24))/2 (c(13)+c(25))/2  (c(12)+c(26))/2 (c(1D+c(27))/2  (c(10)+c(28))/2
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(c(9)+e(290)/2  (c(8)+c(30))/2

(c(Ty+e(31))/2

((6)+c(32))/2  (c(5) +e(33))/2

+e(3H))/2 (c(3)+e(35))M2 (c(2) +e(36))/2 (c(1) +c(3T))/2  cO+c(38)/2];

%coeficientes da expansio do sen(2pit)

s0=0;
=2:2:38;
s(1)=0;

%ocoeficientes com indice impar
s(1)=-0.56923068635951;
s(3)=0.66691667240598;
3(5)=-0.10428236873424;
$(7)=0.00684063353699;
s(9)=-2.500068849503864¢-004;
$(11)=5.850248308639134¢-006;
s(13)=-9.534772750299359¢-008;
${15)=1.145638441709465e-009;
s(17)y=-1.057427261753912e-011;
s(19)=7.735270995404307e-014;

% matriz operacional do produto

Qd3=[s0  s(1)/2 s(2)/2
s{(7)/2 s(8)/2 s(9)/2
s(14)/2 s(15)/2  s(16)/2
s(1)  sO+s(2)/2
(s(5¥+s(7))/2  (s(6)+s(8))/2

(s(10)+s(12))/2  (s(11)+s(13))/2

((1)+s(3))/2
(s(7)+s(9))/2

$(21)=-4.595956146182953¢-016;
5(23)=2.262305928197399¢-018;
$(25)=-9.377647799153133e-021;
s(27)=3.318599491698523e-023 .
3(29)=-1.014380222196153e-025;
5(31)=2.705193531668121¢-028;
$(33)=-6.349659955384189¢-031;
8(35)=1.321902223071495¢-033;
s(37)=-2.457568364289569¢-036;

s(4)/2 s(5)/2
s(11)/2 s(12)/2
s(18)/2 s(19)/2  ;

(s(8)+s(10))/2

(s(15)+s(17))/2 (s(16)+s(18))/2 (s(17)+s(19))/2 (s(18)+s(20))/2;

s(2)  (s(1)+s(3))/2
(s(4y+s(8)y2  (s(5)+s(9))/2

sO-+s(4)/2

(c(4)

s(6)/2
s(13)/2

(S)+s(@)2  GYISGN2  (s(4)+s(6))2
(s(9)+s(11))/2
(s(12rrs(14))2  (s(13)+s(15))2  (s(14)+s(16))/2

(s(1)*+s(5))/2  (s(2)+s(6))/2  (s(3)+s(7)/2

(s(6)+s(10))/2  (s(D+s(A1)/2  (s(8)+s(12))/2



(s(9)+s(13))/2 (s(10)+s(14))/2  (s(11)+s(15))/2  (s(12)+s(16))/2  (s(13)+s(17))/2
(s(14)+s(18))/2 (s(15)+s(19))/2 (s(16)+s(20))/2 (s(17)+s(21))/2;

s(3) (s(D+s(4)/2  (s()+s(5))/2 s0+s{6)/2 (s(I+s(M)/2 (s(2)+s(8))/2
(s(3)y+s(9)/2  (s(4)+s(10))/2 (s(5)+s(11)y2  (s(6)+s(12))/2 (s(M+s(13))2
(s(8)+s(14))/2 (s(9)y+s(15))/2 (s(10)+s(16))/2  (s(11)+s(17))/2  (s(12)+s(18))/2
(s(13)*+s(19))/2 (s(14)+s(20)y/2 (s(15)+s(21))/2 (s(16)+s(22))/2;

s(4) (G52 (s(+s(6))2  (s(1)*+s(7))/2 sO+s(8)/2 (s(1)y+s(9))/2
(s(2)*+s(10)y/2 (s(3)+s(11))/2 (s(@)y+s(12))/2  (s(5)+s(13))/2 (s(6)+s(14))/2
(s(7y+s(14))/2 (s{8)+s(16))/2 (s(9)+s(17))/2 (s{(10)+s(18))/2  (s{11)+s(19))/2
(s(12)+s(20))/2 (s(13)+s(21))/2 (s(14)+s(22))/2 (s(15)+s(23))/2;

$(5) (s(d)+s(6))/2  (G)ys(T)2  (s(2+s(8)y2  (s(1)*+s(9))/2 s0+s(10)/2
(s(1)+s(11))/2  (s(2)+s(12))/2 (s(3)+s(13))/2  (s(4)+s(14))/2 (s(5)+s(15))/2
6)+s(16))/2  (S(Hs(ATH2  (s(8)+s(18))2  (s(9)+s(19))/2  (s(10)+s(20))/2
(s(11)+s(21))/2 (s(12)+s(22))/2 (s(13)+s(23))/2 (s(14)+s(24))/2;

s(6) (s(3)YHs(MNY2  (s(@)y+s(8)/2  (s(3)+s(9))/2  (s(2)+s(10))/2  (s(1)+s(11))/2
sO+s(12)/2 (s()+s(13))/2  (s(2)+s(14))/2 (s(3)+s(15))/2 (s(4)+s(16))/2 (s(5)+s(17))/2
(s(6)+s(18))/2 (s(D+s(19))/2 (s(8)+s(20))/2 (s(9)+s(21))/2  (s(10)+s(22))/2
(s(11)+s(23))/2 (s(12)+s(24))/2 (s(13)+s(25))/2;

s(7) (s(6)+s(8))/2  (s(5)+s(O)2  (s(4)ts(10))/2 (sB)+s(11))/2  (s(2)+s(12))/2
{s(1)y+s(13))/2 s0+s(14)/2 (s(1)y+s(15))/2  (s(2)+s(16))/2 (s(3)+s(17))/2
(s()+s(18))/2  ((5)+s(1NY2  (s(6)*+s(20))/2  (s(N)+s(21))2  (s(B)+s(22))/2 (s(9)
+s(23))/2 (s(10)+s(24))/2 (s(11)+s(25))/2 (s(12)+s(26))/2;

s(8) ((M+s(9Y2  (s(6)+s(10))/2 (s(5)+s(11)/2  (s(4)+s(12))/2 (s(3)+s(13))/2
(s(2)+s(14))/2 (s(1)+s(15))/2 s0+s(16)/2 (s(1)+s{17))/2 (s(2)+s(18))/2
(sG)+s(19)y2  (s()+s(200)/2  (s(5)+s21))/2  (s(6)+s(22)y2  (s(T)+s(23))/2 (s(8)
+5(24))/2 (s(9) +s(25))/2 (s(10)+s(26))/2 (s(11)+s(27))/2;

$(9) (s(8)Fs(10)y2  (s(M+s(11))/2  (s(6)+s(12))/2 (s(5)+s(13))/2 (s(4)+s(14))/2
(s(3)*+s(15))/2 (s(2)+s(16))/2 (s(Dy*+s(17))/2 s0+s(18)/2 (s(1)+s(19))/2
(s()+s(20))/2  (s(3)+s(21/2  (s(H)+s(22))/2  (s(5)+s(23))/2  (s(6)+s(24))/2 (s(7)
+s(25))/2 (s(8) +s(26))/2 (s(9) +s(27))/2 (s(10)+s(28))/2;
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s(10) (s(O)+s(11)y2 (s(8)+s(12))/2 (s(T)+s(13))/2 (s(6)+s(14))/2 (s(5)+s(15))/2
(s()+s(16))/2 (s(3)+s(17))/2 (s(2)+s(18)y/2 (s(1)+s(19))/2 s0+s(20)/2
(s(D)+s21)/2  (s@yrs22))/2 ((3)+s(23))/2 (s(d)+s(24)/2  G(5r+s(25)/2 (s(6)
+s8(26))/2 (s(7) +s(27))/2 (s(8) +s(28))/2 (s(9) +s(29))/2;

s(11) (s(10)*+s(12))/2 (s(9)ts(13))/2 (s(8)*+s(14))/2 (s(T)+s(15))/2 (s(6)+s(16))/2
(s(5)+s(17)/2 (s(4)+s(18))/2 (s(3)+s(19))2 (s(2)+s(20)¥2  (s(1)+s(21))/2
s0+s(22)/2 (s(1)+s(23))/2 (s(2)y+s(24))/2  (s(3)+s(25))2  (s(4)+s(26))/2 (s(5)
+s(27))/2 (s(6) +s(28))/2 (s(7) +s(29))/2 (s(8) +s(30))/2;

$(12) (s(11)+s(13))/2 (s(10)+s(14))/2 (s(9)+s(15))/2 (s(8)+s(16))/2 (s{(T)y+s(17))/2
(s(6)+s(18))/2 (s(5)+s(19))/2 (s(4)+s(20))/2 (s(3)+s(21))/2  (s(2)+s(22))/2
{s(1)+s(23))/2 s0+s(24)/2 (s(1)+s(25))/2 (s(2)+s(26))/2  (s(3)+s(27)/2 (s(4)
+5(28))/2 (s(5) +s(29))/2 (s(6) +s(30))¥/2 (s(7) +s(31))/2;

s(13) (s(12)+s(14))/2 (s(11)+s(15))/2 (s(10)+s(16))/2 (s(9)+s(17))/2 (s(8)+s(18))/2
(s(7Ty+s(19))/2  (s(6)+s(20))/2 (s(5)+s(21))/2 (s(4)+s(22))/2  (s(3)+s(23}))/2
(s(2y+s(24))/2  (s(1)+s(25))/2 s0+s(26)/2 (s(D+s(27)/2  (s(2)+s(28))/2 (s(3)
+8(29))/2 (s(4) +s(30))/2 (s(5) +s(31))/2 (s(6) +s(32))/2;

s(14) (s(13)+s(15))/2 (s(12)+s(16))/2 (s(11)+s(17))/2 (s(10)+s(18))/2 (s(9)+s(19))/2
(s(8)+s(20))/2 (s(T)y+s(21))/2 (s(6)+s(22))/2 (s(5)+s(23))/2  (s(4)+s(24))/2
(s(3)+s(25))2  (s(2)+s{26))/2  (s(1)+s(27)/2 s0+5(28)/2 (s(1)y+s(29))/2 (s(2}
+5(30))/2 (s(3) +s(31))/2 (s(4) +s(32))/2 (s(5) +s(33))/2;

s(15) (s(14)+s(16))/2 (s(13)+s(17))/2 (s(12)+s(18))/2 {s(11)+s(19))/2 (s(10)+s(20))/2
(s(9)+s(21))/2 (s(8)+s(22))/2 (s(T)+s(23))/2 {s(6)+s(24))/2  (s(5)+s(25))/2
(s(4)rs(26))/2  (s(B3y+s(27)y2  (s(2)+s(28))/2  (s(1)+s(29))/2 sO+s(30)/2  (s(1)
+s(31))2 (s(2) +s(32))2 (s(3) +s(33))/2 (s(4) +s(34))/2;

s(16) (s(15)+s(17))/2 (s(14)+s(18))/2 (s(13)+s(19))/2 (s(12)+s(20))/2 (s(11)+s(21))/2
(s(10)+s(22))/2  (5(9)+s(23))/2 (s(8)+s(24))/2 (s(7)+s(25))/2 (s(6)+s(26))/2
(s(5)+s(27)12 (s(4)+s(28))/2 (s(3)+s(29))/2 (s(2)+s(30))/2 (s(1)+s(31)y/2
sO0+s(32)/2  (s(1) +s(33))/2 (s(2) +s(34))/2 (s(3) +s(35))/2;

s(17) (s(16)+s(18))/2 (s(15)+s(19))/2 (s(14)+s(20))/2 (s(13)+s(21))/2 (s(12)+s(22))/2
(s(11)+s(23)y2  (s(10)+s(24))/2 (s(9)+s(25))/2 (s(8)+s(26))/2 (s(7y+s(27)/2

164



(s(6)+s(28))/2 (s(5)+s(29))/2 {s(4)+s(30))/2 (s(3)+s(31))/2 (s(2)+s(32))/2
(s(1)+s(33))/2 sO+s(34)/2 (s(1) +s{35))/2 (s(2) +s(36))/2;

s(18) (s(17)+s(19))/2 (s(16)+s(20))/2 (s(15)+s(21))/2 (s(14)+s(22))/2 (s(13)+s(23))/2
((12)+s24))/2  (s(1D+s(25))2  (S(10M+s(26))2  (s(O)+s@N)2  (s(8)+s(28))/2
(s(7y+s(29))y/2 (s(6)+s(30))/2 (s(5)y+s(31)/2 (s(4)+s(32))/2 (s(3)+s(33))/2
(s(2)+s(34)y/2 (s(1) +s(35))/2  s0+s(36)/2 (s(1) +s(37))/2;

s(19) (s(18)+s(20))/2 (s(17)+s(21))/2 (s{16)+s(22))/2 (s(15)+s(23))/2 (s(14)+s(24))/2
(s(13)+s(23))/2  (s(12)+s(26))/2 (s(11)+s(27))/2 (s(10)+s(28))/2  (s(9)+s(29)/2
(s(8)+s(30))/2 (s(7+s(31))/2 (s(6)+s(32))/2 (s(5)+s(33))/2 (s(4)+s(34))/2
(s(3)+s(35))/2 (s(2) +s(36))/2 (s(1) +s(37))/2  s0+s(38)/2] ;

% Matriz operacional integracido
p grag

G={t2 12 6 ¢ 0 O 0 0 0 0 0 00 0 O0 0 0 0 0 0
-4/8 o0 18 0 O ©O O O 0 0 O O 0O O 0O 0 0 0 0 O
-6 -1/4 0 112 0 0 ©6 O O 0 0 00 0 0 0 0 0 0 O
/16 0 -1/8 0 /16 0 O 0 O O 0 0O O O O O 0 0O O
-1/36. 0 0 -112 0 120 0 0 O O O OO OOC O O O 0O O
/46 0 0 O -1/16 0 124 0 0 0 0 00 0000 0 0 O
-7 0 0 0 0 -1/20 0 172880 0 O OO O O OGO O O O
1% 0 0 O 0 0 -1/24 ¢ 132 0 0 00 0000 O 0 0
-1/126 ¢ 0 O O O O -1/28 O 1/36 0 00 O O O O O 0O O
/166 ¢ 6 ¢ © ¢ 0 O -1/32 O 140 6 0 0 0 O O O O O
-1/198 6 0 O O O O 0 0 -1/36 0 1440 0 0 0 0 0 O O
/240 6 0 0 6 O O O O 0 -1/40 0 1148 0 0 0 0 0 0 O
-1/286 0 0 O O 0 O O O O O -1/440 1/520 0 0 0 0 0
17336 6 0 ©0 O6 ©0 O O O 0 O 0-1/48 0 1/560 0 0 0O O
-1/3%0 ¢ ¢ 0 ¢ ¢ 0 0O 0 ¢ 0 0 0 -1/520 1/600 0 0 O
/448 0 0 O O 0 O O 0O 0 O 0 0 0-1/50 1/64 0 0 O
-1/510 0 0 0 0 06 0 0 0 0 0 00 0 0-1/600 1/68 0 O
/596 0 0 O O O O© 0 O 0O O 00 0O 0-1/64 0 /72 O
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-1/646 0 0 0 O O O O O O 0 00 0 0 0 0 -1/68 0 1/76;
/720 ¢ 0 O O O O O O O 0 00 0O O O 0 -1/72 0%

Gt=G";
%Calculo de L{alfa)=L1+L2=Abarl x [Gt] + Abar2 x [GtQd]
%Calculo de L1
GxQd1=Gt*Qd1;
L1=[Abari(1,1)*GxQdl Abarl(1,2)*GxQd1;
Abar1(2,1)*GxQdl Abarl{2,2)*GxQd1];
%Calculo de L2
GxQd2=Gt*Qdz2;
L2=[Abar2(1,1)*GxQd2 Abar2(1,2)*GxQd2;
Abar2(2,1)*GxQd2 Abar2(2,2)*GxQd2];
%Calculo de L3
GxQd3=Gt*Qd3;
L3={Abar3(1,1)*GxQd3 Abar3(1,2)*GxQd3;
Abar3(2,1)*GxQd3 Abar3(2,2)*GxQd3];

L=L1+L2+L3;

%Calculo da P(alfa)=Abarl x [Gtd1] + Abar2 x [Gtd2]= Abarl x Gt(1 00 0 0 0 0)' + Abar2
x Gt(d0 d1 ... d7)' =P1 + P2 +P3
di=[10000000000000600600 0 0],
d2=[c0 ¢(1) ¢(2) c¢(3) c(4) c(5) c(6) c(7) ¢(8) c(9) c(10) c(11) ¢(12) c(13) c{14) c(15) ¢(16)
c{(17) c(18) c(19)]";
d3=[s0 s(1) s(2) s(3) s(4) s(5) s(6) s(7) s(8) s(9) s(10) s(11) s(12) s(13) s(14) s(15) s(16)
s(17) s(18) s(19)]";
%Calculo de P1
Gtd1=Gt*d1;

P1=[Abari(1,1)*Gtdl Abarl(1,2)*GtdI; Abarl(2,1)*Gtd1 Abari(2,2)*Gtd1];
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%Calculo de P2
Gtd2=Gt*d2;
P2=[Abar2(1,1)*Gtd2 Abar2(1,2)*Gtd2; Abar2(2,1)*Gtd2 Abar2(2,2)*Gtd2};

%Calculo de P3
Gtd3=Gt*d3;
P3=[Abar3(1,1)*Gtd3 Abar3(1,2)*Gtd3; Abar3(2,1)*Gtd3 Abar3(2,2)*Gtd3];

P=P1+P2+P3;

9% Calculo da Matriz de Transi¢io de Estado: STM - Fi - equagdo (2.78)

LL=eye(40)+L+L"2+LA3+LA+LASHLNGHLATHLA8+LA9+LA] 0+LA T IHLAMI2+LA 3+ 4+
LAS+LA6+LA T 7THLA S+ LATO+HLA20+LA2 THLA22+HLA23+ L 24+ L A25+LA 26+ 1727+
AR+ A29+LA30 + LA31+LA32+LA33+ L34+ LA35+LA36+L 3 7+1.238+ L 39+L."40;

tt=1;

ppl= 2*tt-1;

pp2=2*(2*tt-1Y"2-1;

pPp3=4*(2* -1y 3-6*tt+3;

pp4=8*(2*tt-1)4-8* (2*tt-1)"2+1;

ppS=16%(2*tt-1)"5-20%(2*tt-1)"3+10*t-5;

pp6=32%(2*1t-1y"6-48*(2*t-1)"4+18*(2*1t-1)"2-1;

ppT=64*(2%tt-1)"T-112%(2*t1-1)"S+56*(2¥tt-1)3-14*1t+7,

pp8=128*(2*tt-1)"8-256*(2*11-1)"6+160*(2*1t-1)"4-32%(2*1t-1)"2+1;

ppO=256*(2*t-1Y°9-576*(2*1t-1)"T+432*(2*tt-1)"5-120* (2 *tt-1)"3+18*11-9;

pp10=512#(2%tt-1)"10-1280%(2*1t-1)"8+1120%(2*1t-1)"6-400*(2*t1-1 ) 4+50%(2*tt-1)"2-1;

pp11=1024*(2*t-1) 11-2816*(2*1t-1Y°9+2816*(2*1t-1)"7-1232*(2*t-1)"5+220*(2*¢t-1)"3-
20%t+11;

pp12=2048*(2%1t-1)°12-6144%(2%t- 1)1 0+6912%(2*41-1)8-3584% (2%11-1)"6+840*(2*1t-1)4-
T2H(2*tt-1)2+1;
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Pp13=4096*(2*1t-1)"13-13312%(2*1t-1)"1 1+16640% (2*1t-1)"9-9984*(2*1t- 1) T+29 12 %(2 *1t-
1)°5-364%(2%t-1)"3+26*tt-13;
ppl4=8192%(2*1i-1)"14-28672%(2*1t-1)"12+39424*(2*11-1)*10-26880*(2 *1t-1)"8-+9408* (2 *1t-
1)°6-1568*(2*1t-1)"4+98*(2*tt-1)"2-1;
PP15=16384*(2*tt-1)"15-61440%(2*1t-1)"13+92160%(2*1t-1)11-70400%(2*1t-1)"9+28800*(2*t-
I 7-6048*(2%1- 1) 5+560%(2%11-1)"3-30*tt+15;
Pp16=1-128%(2%t-1)"2+2688*(2*1i-1)"4+84480%(2*1t-1)"8-21504%(2*1t-1)"6+32768*(2*tt-
DM6-131072%(2*1t-1)M4+212992%(2*4t- 1) 2-180224*(2*1t-1 )10,
ppl7=34*11-17-816*(2*t-1)"3+11424*(2*t1-1)"5+239360%(2*1t-1)"9-71808*(2*1t-
DTH65536*(2%1t-1)17-278528*(2*1t-1)11 5+487424% (2%1t-1)13-452608*(2*tt- 1)1 1;
pp18=162*(2*1t-1)"2-4320*(2*t-1)*4+131072*(2*t-1)"18-589824*(2*1t-1)16+1 105920*(2*t-
1Y°14-1118208*(2*t-1) 1 2+658944*(2*11-1)10-228096*(2*1t-1)8+443 52%(2*1t-1)6-
1;
pp19=-38*tt+19+1140%(2¥1t-1)"3-20064*(2*11-1)"5+262144*(2*1t-1)"19-695552*(2*1t-
1Y°9+160512*(2*tt-1Y"7-1245184* (2*tt-1)N 7+2490368% (2*tt-1)*15-2723840* (2 %¢t-
INM3+H1770496%(2*11-1)M 1,

pp={1;pp1;pp2;pp3;pp4;ppS;pp6;pp7;pp8;pp9;pp10;pp11;pp12;pp13;pp14;pp15;pp16;pp17;ppls;
ppl9T;

Tcht=[pp zeros(1,20); zeros(1,20) pp];%matriz identidade Chapéu

Fi=Tcht*(Ich+LL*P);%Fi calculada para t em (0 1)

MF=eig(Fi) Yomultiplicadores de Floquet

MF_abs=abs(Fi) %evalor absoluto dos multiplicadores de Floquet
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%Diagrama de Estabilidade
mf=1;
while mf<7

MFi=MF(mf,:);

if ~isreal(MFi) %MF complexo
if abs(1-abs(MF{(mf)))<0.008 %bif Hopf
%MFabs=abs(MF(mf))
conth=conth+1
xH{conth)=ene;
yH(conth)=del;
mf=mf+1;
end
else %MF real
if abs(1+MFi)<0.01 %bif flip
contfp=contfp+1
xFp(contfp)=ene;
yFp(contfp)=del;
else
if abs(1-MFi)<0.008 %bif fold
contfd=contfd+1
xFd(contfd)=ene;
yFd{contfd)=del,

end
end
end
mf=mf+1;
end
end
end
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%Plotagem dos graficos

figure(2)

title('GRAFICO DE ESTABILIDADE")
plot(x¥Fp,yFp,'k.",'markersize’,4)
xlabel('zeta');

ylabel('n");

hold on

plot{xH,yH,'r.’,'markersize',4)

hold on
plot(xFd,yFd,'k.",'markersize’,5)
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F-) Equacio do movimento do péndulo excitado parametricamente

O sistema modelado é um péndulo com excitagiio paramétrica vertical no suporte. Nessa seclo €
apresentada a modelagem matematica utilizando a equagio de Lagrange. A modelagem do
sistema é desenvolvida a partir do seu Lagrangeano, obtendo-se as energias cinética e potencial

em relacdo as coordenadas x e y como mostrado a seguir.

peos(ot)

Figura 4.1 - Péndulo com excitagio paramétrica vertical no suporte.

Lagrangeano do sistema nio controlado

As equagdes do movimento do sistema sero obtidas através das equagGes de Lagrange. A seguir,
calculam-se as energias cinéticas e potenciais do sistema representado na Figura 4.1.
Energia cinética

A energia cinética total do sistema representado pela Figura 4.1 € dada por:

T=1 horizomtal +T vertical (1)
de T, =Ll 6 ia cinéti laci denada T = —my? &
onde 7}, . uu = 5 ¢ a energia cinética em relacdo a coordenada x e 7., = Emy éa
energia cinética em relacéio a coordenada y .
A posicio do péndulo em relacio a coordenada x ¢ dada pela seguinte expressio:

x = fsenb . 2
A velocidade na diregdo x € dada por:

x=40cosb . 3)
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Substituindo (3) na expressdo da energia cinética tem-se a energia cinética para a coordenada x
THorizonmI = %M(Eé cos 9) 2 . (4)
A expressdo para a posicdo do péndulo em relagdo a coordenada y é dada por

y=~Lcosé ~ Acos(ot) 3

Derivando (5), em relagio ao tempo, obtém-se a expressio da velocidade

¥ =1{6senf + Awsen{ ot ). {6)
Finalmente, tem-se a energia cinética para a coordenada y

Torsicat = %m( L6sen + Aosen( ot ))* . (7
Substituindo (4) e (7) em (1) obtém-se a energia cinética total do sistema

T= —;—m((éécos 6% +(£6send + Awsen(t )} ). ®)
ou seja
T= %m{fzéz + 24 @4 wsen( ot )send + Ao sen’ (ot ) (9

Energia potencial

A energia potencial gravitacional total do sistema representado pela Fig. 1 ¢ dada por
V= Vh L + K:em‘cal (10)

OriZonN
onde Vi oma = —mglcosd ¢ a energia potencial gravitacional em relagio a coordenada x,

Viericar = Acos(w1) é a energia potencial gravitacional em relaco a coordenada y.

Portanto,
V= —mg(lcos8@— Acos(wt)) (11)

Desta forma, o Lagrangeano L=7 —¥ ¢ dado por

L= %m(fzéz «é~2€6"A&)sen(aJt)sem9+A2a)zsen2(@t))+mg(£’cosé-—Acos(a)r)) (12)

Equacdes do movimento de Lagrange
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A seguir, apresentam-se as equagdes de Lagrange em relagdo ao deslocamento angular 6 para

obter a equacdo do movimento do sistema.

A equagio de Lagrange em relagio ao deslocamento angular 8 ¢ dada por:

AR
dt\og) 08

Substituindo (11) em (12) obtém-se as equagdes do movimento do sistema

e : 2
g+ %’i + Aw cos(lmt)sen(@) N gse;:(@) -0

Adimensionalizando a equagfo (13):

£
temos:

8 + BB + (1 + p cos(wt))sen(6) = 0
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ABSTRACT
In this work, a mew numerical method is used for the

analysis and control of a non-ideal system with periodic
coefiicients that has been recently denominated in literature as
S-W method. The S-W is a method to approach States
Transition Matrix (STM) for time-periodic coefficients
systems. The method that can be used for analysis and control
of periodic systems is based on the Chebyshev polynomial
expansion, in the iterative Picard method and in the Lyapunov-
Floquet transformation (L-F transformation). The non ideal
system in subject is a transporter of loads that is composed for
mono-rail system, a car and an inveried pendulum.

INTRODUCTION

The operation of periodical mechanical systems depends,
basically, of two effects: the dissipation (damping) and the
excitation.

The dissipation is produced by the friction. It is the friction
the responsible for the reduction of the amount of kinetic and
poiential energy total mechanical energy of the system.

The excitaton will depend on the characteristics that
constitute of the mechanical system. When the excitation is not
influenced by the response of the system, this is said ideal
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excitation or has origin in an ideal source of energy. On the
other hand, when the excitation is influenced by the response of
the system, the excitation is said to be pon ideal [1].

As a first characteristic that differentiate them, the non-
ideal vibratory system has one more degree of fresdom than its
corresponding ideal system, because the dynamic non-ideal
system presents the equation that describes the interaction of
the source of energy with the ideal dynamic system.

Therefore, in non-ideal systern the dynamics depends
directly on the properties of the excitation whose available
potency in the source of energy, generally, it is limited,

As a second characteristic, is observed that the dynamics of
a non ideat system approaches of the ideat case as the supplied
potency becomes sufficiently big and vice-versa.

The ideal case is commor in the literature but, the case non
ideal that is more realistic and, it only recently, comes being
explored more intensity. A revision of the main researches on
systems non ideals is found i [2].

An inherent problem to the transport of loads, being this
fact in platforms or suspended by cables, it is the stabilization
of the oscillations that can appear during the displacement, due
to the acceleration or induced by the driving system
depominated phenomenon of phenomenon Sommerfeld.
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Those effects demand that the procedures of load transport
are executed in low speed, due to the difficulty of precise
positioning of the loads and to avoid impacts. A classic
example of that case is the lift system and load carriage for
track crane bridge in industries and in the containers transport.
The positioning and the movement of precision is harmed due
to the oscillations or vibrations induced by the driving system.,

In this work, the problems of oscillations asto-excited in
transport of loads were considered. Firstly, the system mono-
rail, was represented by a system: inverted pendulum-car-
motor, was modeled. Then, the influence of motor on non ideal
problem was analyzed and, finally, the system was controfled
by S-W method.

MODEL

The physical system with three degrees of freedom, shown
in the figure (1), represents an inverted pendulum and a car of
the system mono-rail. A primary system consists of a car whose
mass is #7_, a linear spring with elasticity coefficient £ and a
damping that is represented by the coefficient ¢ . The driving
system of the car (transmission of the potency motor) is
modeled by a force F. The force of driving system F is
transmitted through a support where the elastic properties and
of reduction of the system are considered.

A secondary system, where the transported load is modeled,
is composed by an inverted pendulum whose mass is m,. In
the pendulum support there is a spring of twist stiffness whose
elasticity coefficient is X . This spring will force the pendulum
staying in the vertical position. Still about the pendulum
support, we will suppose that when the system car-pendulum is
in movement this support has a small vertical periodic vibration

of type f(t)=Asenwt, were A represents the amplitude of
the vibration and @ the frequency.

. 45;%
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figure 1 — Non ideal physical system

The eguations of movement of the system were obtained
from the equations of Lagrange, they are:
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function y, in relation to wvarable z, for ¥ =§m and
T
,_diy N :
¥y wmwim,wehavetheadlmensmnal system:
dr
)
we have:
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In the equation (3) is observed that (x,6.4)=(0,0,0) is a
equilibrium position of the system, if ¢; =0. In this way,
approaching in the neighborhood of the equilibrinm position
senf =6 and cosf =1, ones ¢can write the equations of the
adimensional model for the non ideal controiled system car-
pendulum-motor, as:

B +x" + {1 + Asen(AT))P =
| 1

X7, i Y —
n+l n+l

g +E o =y

it means:
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Rewriting the system in the space-state form, through the
transformations:
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system. The other parameters will be vasied: QO <n<3,
RESULTS 0<A<2.

The infleence of the motor on the car-pendulum dynamics
can be observed through the stability diagrams in the figures
3-5, As reference will be used the stability diagram for the
ideal case (figure 2), where the parameters set used in the
simulations is:

A=m,a=1.9=01; {=141, o=1,; r=1; ¢ =1;
cx =0.01; ¢; =001,
Furthermore, were chosen the parameters related with the
motor torque constants ¢ =0.1, ¢ =4.0 and ¢ = 6.0 to obtain
three groups for the analysis of the metor interaction on the
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BTaBILTY DIsRAM OF IDEAL SYSTEM
T T T

figure 2 ~ Stability diagram of ideal system

Applying the same tension in the motor for the three cases,
we have the following stability diagrams.

For ¢ =6.0 we see that the influence of the motor on the
system is small and the stability diagrams for the ideal and non
ideal cases are practically the same ones.

STABRITY DUAGRAM OF HONEEAL SYSTEM
t T ¥

figure 3 — Stability diagram for ¢ =6.03

Decreasing the torque constant of the motor for ¢ =40,
we cbtain the stability diagram below.

STRHRFY HAGRAM OF NONDEA. SYSTEM
¥ T

4 3 1 3
[ 1 15 H z5

figure 4 - Stability diagram for ¢ =4.0
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For ¢ =0.1, the interaction between the motor ang the car-
pendulum subsystem can be observed through the complete
change in the stability diagram (figure 5).

Comparing the figures above, ones can verify that the
influence of the motor is larger when the torque constant
decreases and for ¢ = 6.0, the dynamics of non ideal system
tend stay closer to the dynamics of ideal sysiem.

Resuming, the interaction between the motor and the
system is lager when decrease the torgue constant.
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figure 5 - Stability diagram for ¢ =0.1

The Control

The system non ideal has its structural stability altered
when the torque coastant is decreased of 2.5 to 1.8 - it passes
to stable for unstable. The stability diagram below, that was
obtained for A=0.33 and varying ¢ and », shows the change
of the stability.

figure 6 - Stability diagram for A=0.33

For ¢ =2.5 we found the Floquet multipliers:
Hy,2 =0.3231+0.8959i; 13 4 =-0.8550+£0.1276i;
Hs s =-0.01611£0.1207i
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whose modulus are all smaller than 1, indicating then, the
stability of the system.
For ¢ =1.8, the Floguet maktipliers are:

M= 0.4187£0.9429i , Hi4 == 0.2524+£0.13081,
sis = -0.8851 & ptg =—0.5352
The eigenvalues pair [ »“1,2| >1 indicates that the system is

unstable, see figure (7).
Besides, the fact of existing Floguet multipliers on the
right side of the complex plan, indicates that the matrix

transformation of L-F, Q(f), is « -periodic and real [3).

FNDEAL RO HSTORY - CAR
T ¥ T T

0 -10 2 o of
B() = .
g 2 ¢ -2 0 ¢
The eigenvalues of matrix R, are:
P12 =0.0156£0.5765 ; B34 = -0.628810.2391i;

By =-0.0610; fg =-0.3126

The cigenvalues pairs presence on the right side of the
complex plan indicates, once again, that the not controlled
system is unsiable for the parameters set.

Following the procedures proposed for [4, 5, 6] a linear
conirpller can be projected using the pole placement
technique.

Choosing news poles like:

-0.5186+0.429i; -0.2524+0.1308i ; -0.88 and -0.5352
The tme-invariamt gain matrix obtained from the pole
dispiacement is given for:

[.0.4890 0.1784 02314 02405 041 03220

0.1261 -0.9350 02802 -0.4021 -0.0163 0.2748

Z_| 02411 02840 -02563 00237 -0239 -03085

07602 0.6073 -0.6981 -0.0354 -0.7264 -0.8568

i v wu E e 202840 01081 01327 01414 02377 0.1853

0.0786 -04577 01268 -02027 -0.0227 0.1209

figura 7 — Non-controlled system time history - -
A law of linear control, based on the works [4, 5, 6] can be Applying the linear control la“’:g{ )
wy =-F{x)y,

projected to stabilize the system.

The controller can be obtained from the application of the
variable change of the system given by the transformation L-F
x=({H v, where the trmnsformation matrix L-F, (), can be
obtained by the decomposing of the states transition matrix
{STM), which can be obtained through S-W method [7, 81,

That transformation converts the original system whose
lineal part is time-~variant, in & system dynamically equivalent,
whose matrix of the lincal part is time-invariante.

Applying the transformation L-F to the system (5) with
¢ =1.8, we obtain the time-invariant form:

where F()=B")0®X0™ () and B* =B'B)'B', in
the equation (6) the system is conirolled and the states time
history is shown by the figore 8.

GONTROLLED STATES THE HESTURY - GAH AN PEMIAA
t i3 T ¥ 1

y=Ry+Q7 O f0.0+Q7 OB 0
where N N
[0.0374 0.8992 -0.1379 04469 00649 -0.2143] e
-1.0117 -0.2050 -0.0364 -00675 1.1370 03731 figura 8 — Controlied system time history
-0.6654 0.1352 00865 0.1296 10277 05834
R=| 03997 00955 -00771 00025 -0.8368 0.1237 CONCLUSIONS
06676 05397 -0.1187 03953 -1.0263 -0.3016 The problem of transport of loads for the system monorail
05213 03553 -02421 -0.0945 08375 -0.4952 was modeled. The equations resulting of the non ideal sysiem
- . presents periodic coefficients in the time. For that problem
JS.ty= k ¥ 0~y 0 C3T . type were used the theory of Floguet and the method 5-W.
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The dynamics of the non ideal system was siudied for
different values of motor torque constant and compared with
the ideal case. Later, the system was controlled by a linear
control law, also basead in method S-W.
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Appendix
Theorem: All states fundamental matrix @(t) of linear
system with periodic coefficients:

X(t)=A(t)x(t) (AD)
can be write factored as:
O = Line™ (A2)

where:

L{) can be 2T-periodic, in the real case or T-periodic, in
complex case; R is a constant mafrix teal or complex,
respectively.

A numerical approch for #{f) based on the S-W method
(ref- sinha 1991), uses the results from Floquet theory,
Chebyshev polynomial expansion and Picard iterative method
(ref — sinha 1998). This way, #(t) is:

) . N B .
g &m0y = T (o) ] + (£ [L@) @)
For the control problem of the system of the type;

() = AB¥x(t) + Bt (A5)

is used the a law linear control usual via pole displacement
thecnique, obtained for (ref - sinha 2001) as:

i = —F(f)x (A6)
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where F(1) =B (D0()ByFo0~ (1), By is a full rank constant
matrix, such that the pair [R, B} is controllable and ) is a
feedback gain matrix.

183 Copyright © 2005 by ASME



