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Resumo

A vida util de um elemento estrutural é, em geral, abreviada devido a uma
redugdo da capacidade de carga para a qual o elemento € inicialmente projetado. Em
dinamica estrutural esta redugdo chama-se falha estrutural. Falhas estruturais promovem
a degradagdo da estrutura e informagGes sobre sua existéncia e localizagdo podem ser
usadas para garantir a integridade da estrutura. Neste trabalho investiga-se a
possibilidade de detectar e localizar falhas em estruturas. A hipdtese bdsica € que falhas
estruturais causam mudangas nas propriedades fisicas da estrutura que, por sua vez,
afetam frequéncias naturais e modos de vibragdo. A localizagdo de falhas se desenvolve
através de métodos de ajuste de modelos por matriz 6tima, que conjugam as matrizes de
massa e rigidez tedricas da estrutura na condigdo intacta com frequéncias naturais e
modos de vibragdo medidos da estrutura na condi¢do deteriorada. Os dados teéricos sdo
obtidos pelo método de elementos finitos e os dados experimentais por técnicas de
anélise modal experimental. Introduz-se um novo método de ajuste de modelos € propde-
se uma reformulagdo no método de Kabe através da incorporacdo do conceito de pseudo-
esparsidade que decorre do cancelamento de forgas devido a simetria do modelo
estrutural. Exemplos experimental e de simulagdo numérica sdo utilizados para validar a
metodologia proposta e investigar a influéncia do truncamento modal no que tange a
localizagdo de falhas estruturais. Variagdes nos parametros modais sdo indicadores
sensiveis de alteracdes estruturais. Na auséncia de ruido, os métodos que ajustam a
matriz de rigidez elemento-a-elemento reproduzem exatamente os coeficientes de rigidez
e preservam o modelo de esparsidade da estrutura, o que nido ocorre com os métodos
denominados de globais. Contudo, ambos os tipos de métodos proporcionam a exata
localizagdo de falhas estruturais. Na presenga de modos contaminados com ruido, os

métodos de cariter global tém melhor desempenho no processo de localizagdo de falhas

estruturais.



Abstract

The service life of a structural element is, in general, shortened when there
is a reduction of the load capacity to which it was originally designed. In structural
dynamics this reduction is referred to as a structural fault. Structural faults cause the
deterioration of the structure and, therefore, information about their existence and
location may be used to ensure its integrity. The basic hypothesis implied here is that
structural faults cause changes in the physical properties of the structure which, in turn,
affect its natural frequencies and mode shapes. In this work, fault localization is done
using optmal-matrix update methods which involve the analytical mass and stiffness
matrices of the original structure and the natural frequencies and mode shapes of the
flawed structure. The analytical model is obtained using the finite element method and
the experimental data is obtained using experimental modal analysis. A new model
update method is presented as well as a modification of Alvar Kabe's method, which
incorporates the concept of pseudo-sparsity caused by force cancellation when
assembling the stiffness matrix. Numerical simulation and experimental results are used
to validate the proposed method and to investigate the influence of the modal base
truncation in the fault localization process. It is shown that, in the absence of noise, the
methods that adjust the stiffness matrix element-by-element reproduce exactly the
stiffness coefficients and preserve the matrix sparsity. This is not the case when using the
methods called global. Nevertheless, both types of methods allow the exact localization
of the structural faults. In the presence of noise in the experimental modes, the global

methods have a better performance in the process of localizing structural faults.



Capitulo 1

Introducao



O tempo de vida util de sistemas dindmicos pode ser abreviado em fungio
de alteragdes estruturais que decorrem de fatores relacionados a condi¢des ambientais,
falhas mecanicas e excesso de carga, entre outros. Em dindmica estrutural estas
alteragbes sdo chamadas de falhas estruturais. Falhas estruturais promovem a degradacio
da estrutura e comprometem as fungbes para a qual ela ¢ inicialmente projetada.
InformagGes sobre sua existéncia e localizagdo constituem um dos mais relevantes
problemas em engenharia. Estes problemas surgem da necessidade de se assegurar a
integridade da estrutura. Avaliagdes periddicas ao longo de sua vida dtil podem ser
usadas para monitorar esta integridade.

Diversas técnicas tém sido desenvolvidas neste sentido. A forma mais
primdria e direta € a inspegdo visual com ou sem a ajuda de dispositivos 6ticos. Esta
técnica é, muitas vezes, de dificil realiiégéo devido as dificuldades de acesso as diversas
partes da estrutura. A0 mesmo tempo, requer extensivo tempo de busca e nem sempre
revelam anomalias estruturais. Outras técnicas largamente difundidas na engenharia como
meio de avaliar a integridade estrutural s3o as que utilizam raios-X, emissdo acitstica e
ultrasom e sdao denominadas de técnicas ndao destrutivas (NDE). Estes métodos sido
efetivos no sentido de que revelam a regido e a extensdo do defeito, porém a estrutura
como um todo tem que ser examinada. Esta caracteristica torna estes métodos
impraticdveis e caros quando se trata de grandes estruturas. Portanto, € usual a utiliza¢ao
destes métodos em situagdes especiais € conjugada com outros métodos que, a priori,
indiquem regides da estrutura onde hd fortes indicios da presencga de falhas.

Medidas de vibragdo tém sido utilizadas como técnicas nao-destrutivas em
sistemas dindmicos (mdquinas ferramentas por exemplo) para localizagdo de
componentes defeituosos. Para tal € requerido um registro dinamico das caracteristicas do
equipamento segundo cada um de seus principais componentes. Da comparagdo de um
registro obtido em um instante qualquer ao longo da vida do equipamento com os tais
registros padrdo, pode-se inferir que componente ou componentes apresentam defeito.
Estes métodos, embora as vezes efetivos, sdo de limitada extensdo por sua especificidade.

Atualmente, medidas de vibragdo tém sido utilizadas em conjunto com
algoritmos de identificagdo para estabelecer as caracteristicas de sistemas dinamicos. A
analise modal experimental, da qual um teste dindmico € uma etapa, permite que se
construa um modelo matematico a partir de dados medidos para um sistema fisico real.
Grande parte deste trabalho consiste no estabelecimento de uma curva tedrica para as
funcdes resposta em frequéncias medidas (FRFs) correspondentes aos dados
experimentais, a cujo processo d4-se o nome de identificagdo de parametros ou ajuste de
curva. Este modelo normalmente ¢ usado para validar um modelo de elementos finitos



idealizado da estrutura. Em geral, discrepéncias significativas sdo encontradas quando se
comparam resultados preditos pelo modelo tedrico com resultados experimentais. Desta
forma sdo requeridas alteragbes em ambos os modelos para se estabelecer uma
concordancia entre eles. A este processo de detecg¢do e localizagdo de erros em modelos
dd-se o nome de ajuste ou correlagdo de modelos.

Tendo em vista que falhas estruturais causam mudangas nas propriedades
fisicas da estrutura e que estas afetam as frequéncias naturais e modos de vibragio, abre-
se a possibilidade de que estas informagGes possam ser processadas e manipuladas em
conjunto com métodos de ajuste de modelos para localizar falhas em estruturas. Intimeros
trabalhos foram desenvolvidos, com diferentes formulagdes, objetivando o ajuste de
modelos e a localizagdo de falhas estruturais. Desta forma, uma revisio sobre
localizagcdo de falhas ¢ como uma revisdo sobre ajuste de modelos. Como ponto de
partida sugere-se uma leitura dos trabalhos de revisio de Imregun e Visser [1] e
Mottershed e Friswell [2] e dos Anais das Conferéncias Internacionais de Anilise Modal
(IMAC) patrocinados pela Society for Experimental Mechanics. Neste contexto, este
trabalho investiga possibilidade de detectar e localizar falhas estruturais utilizando
métodos de ajuste de modelos por matriz 6tima. A seguir apresenta-se uma visdo de
alguns métodos de ajuste de modelos, entre os quais aqueles que serdo utilizados neste
trabalho.

Devido ao crescente aperfeicoamento das técnicas de medigcdo e aumento da
precisdao dos instrumentos disponiveis atualmente, os modelos experimentais sio
geralmente considerados como a melhor representagdo da estrutura real. Por outro lado,
fatores tais como tempo e custo envolvidos numa andlise experimental, principalmente
quando se tratam de grandes estruturas, tornam imperativa a existéncia de modelos
teéricos confidveis. Apesar do avango das técnicas de modelagem (geralmente pelo
método de elementos finitos) e algoritmos eficientes para solugdo de equagdes, os
modelos tedricos ndo prevéem os resultados experimentais exatamente. Nesta dtica, a
validagdo de modelos tedricos se reveste de importéncia capital. O processo de validagido
de modelos de elementos finitos € usualmente feito comparando-se as autopropriedades
teéricas com frequéncias naturais e modos de vibracdo medidos. Em face da existéncia de
discrepancias entre estes dois conjuntos de dados, procede-se a um ajuste de modelos que
consiste da localizagdo e corre¢do de erros em modelos tedricos a partir de dados modais
experimentais.

Dada a importdncia da obtengdo de um modelo 6timo, intensa pesquisa vem
se desenvolvendo desde as duas ultimas décadas, como testemunhado pelo crescente

nimero de publicagdes na literatura especializada sobre ajuste de modelos em dinidmica



de estruturas. Imregun e Visser [1] e, mais recentemente, Mottershed e Friswell [2]
apresentam revisoes bastante amplas e significativas sobre o assunto em tela.

A literatura € clara quanto a relevéincia do trabalho de Berman e Flannelly
[3] para o surgimento das técnicas de ajuste de modelos por corregio direta das matrizes
de massa e rigidez. Estes autores apresentam o conceito de modelos incompletos e
apontam problemas associados com a imprecisdo de modelos experimentais e tedricos.

No final da década de 70 e inicio dos anos 80, Baruch e Bar Itzhack [4],
Baruch [5-7], Berman [8,9] e Berman e Nagy [10] introduzem a base dos métodos diretos
de ajuste de modelos, através do ajuste direto das matrizes de massa e rigidez, como
citado em [2]. Dentre estes trabalhos, as refs. [4] e [10] constituem o nicleo dos métodos
chamados de Berman-Baruch, sendo os demais variagdes ou investidas iniciais.

De acordo com estes métodos, uma dentre as matrizes de massa tedrica,
rigidez tedrica ou dos modos medidos € considerada exata, isto é, invioldvel. A matriz
escolhida é chamada de base de referéncia. As outras duas matrizes remanescentes sio
ajustadas separadamente minimizando-se uma fungdo-objetivo. Os Multiplicadores de
Lagrange sdo utilizados para forgar a satisfagdo da equacdo espectral e a simetria das
matrizes de massa e rigidez. Nestas formulagGes € suposto que os dados experimentais
disponiveis sdo representativos do comportamento dindmico da estrutura e que o modelo
teérico €, também, representativo da estrutura. Quando estes pré-requisitos sdo
respeitados, entdo sdo requeridas pequenas mudangas para compatibilizar os modelos
tedrico e experimental.

Posteriormente, muitas técnicas de ajuste de modelos se seguiram na
diregdo dos métodos de Berman-Baruch. A titulo de referéncia, podem-se citar, entre
outras: Kabe [11, 12], Kammer [13], Wei [14-16] e Smith e Beattie [17].

Baruch e Bar Itzhack [4] assumem que a matriz de massa é correta e a
matriz de rigidez € ajustada por minimizag¢do da norma Euclidiana de uma matriz erro
ponderada pela matriz de massa. A matriz erro € a diferenca entre as matrizes ajustada e
teérica. Os Multiplicadores de Lagrange sao utilizados para incorporar caracteristicas
desejdveis ao modelo ajustado. Neste método sdo requeridas a simetria da matriz de
rigidez ajustada e que o modelo ajustado reproduza os dados medidos. O método € direto
e a matriz ajustada é obtida por simples multiplicacdo entre matrizes, sendo este o seu
maior mérito. Por outro lado, o ajuste € de cardter global e a matriz ajustada ndo preserva
a esparsidade do modelo original, 0 que € traduzido como perda da conectividade e
consequente geragdo de trajetérias de cargas inexistentes no modelo inicial. Além disto,
alguns coeficientes podem ser significativamente alterados. O modelo assim ajustado é

chamado de modelo de representagdo. Neste método, os modos de vibracdo devem ser



previamente ortonormalizados com respeito 4 matriz de massa tedrica, usando a
formulagdo originariamente proposta por Targoff [18] e desenvolvida mais tarde por
Baruch e Bar Itzhack [4] como um problema de minimizago.

Outra abordagem para o problema ¢ dada por Berman e Nagy [10]. Eles
assumem que a matriz modal experimental € correta, sendo tomada como base de
referéncia, e corrigem as matrizes de massa e rigidez teéricas. Esta formulagdo é
igualmente baseada nos multiplicadores de Lagrange. A matriz de rigidez ajustada é
essencialmente equivalente a obtida por Baruch e Bar Itzhack [4], conforme notado por
Berman e Nagy [10].

As formulagGes de ajuste de modelos propostas por Baruch e Bar Itzhack
[4] e por Berman e Nagy [10] fornecem modelos que sdo consistentes com os dados
medidos. Porém as matrizes de rigidei do modelo ajustado ndo preservam a esparsidade
da matriz de rigidez original. Além disto, muitos dos coeficientes sdo irrealisticamente
alterados. Kabe [11, 12] apresenta um método para corrigir a matriz de rigidez a partir de
dados experimentais (frequéncias naturais e modos de vibrag@o), onde é levada em conta
a conectividade estrutural. Nesta formulagdo, Kabe propde a minimiza¢io de uma funcdo
erro que  independe das propriedades da massa do sistema e das magnitudes dos
coeficientes da matriz de rigidez. Nesta 6tica, minimiza-se a variagio percentual de cada
coeficiente de rigidez. A matriz de rigidez ajustada € obtida pela minimiza¢do de uma
fungdo erro que € sujeita a restrigdes de simetria, de conectividade e de equilibrio de
forgas. Os multiplicadores de Lagrange sdo usados para incorporar estas fungdes de
restricdo a fungdo erro. Este método é conhecido na literatura por "Stiffness Matrix
Adjustment”, cuja sigla ¢ KMA.

Apesar dos excelentes resultados obtidos com o método KMA, ¢
impraticavel a sua utilizacdo em estruturas complexas, tais como grandes estruturas
espaciais, devido a enormidade de memdria e tempo computacionais requeridos [19].
Este fato € posteriormente focalizado por Kammer [13] e Beattie e Smith [20]. Contudo,
hd relatos [17] de que o método tem sido aplicado com sucesso para correlagio de
modelos e localizagdo de falhas em problemas de pequeno e médio portes (veja por

exemplo, as refs. [21] e [ 22]).
Outro problema que envolve o método em tela diz respeito a ocorréncia de

elementos nulos "acidentais" na matriz de rigidez analitica. Estes elementos nulos nio
sao gerados pela auséncia de conectividade, mas pelo cancelamento de forgas internas
devido a simetria de elementos adjacentes do modelo estrutural. Nestes casos, o método,
tal qual formulado por Kabe [11, 12], falha. Smith e Hendricks[21] demonstram



expressamente esta deficiéncia do método de Kabe. Posteriormente, Beattie e Smith (20]
focalizam este problema como uma questdo aberta.

Kammer [13] apresenta um novo método de identificagio de sistemas
baseado na teoria da proje¢do matricial e faz uso da inversa generalizada de Moore-
Penrose. Igualmente ao método de Kabe [11, 12], o ajuste da matriz de rigidez € feito
termo a termo e grandes matrizes podem resultar quando o método ¢ aplicado em
problemas de médio e grande porte, conforme observado pelo autor. Para dados
contaminados com ruido, o que € sempre o caso quando se trata com dados
experimentais, sdo comuns resultados inconsistentes para os valores dos coeficientes da
matriz de rigidez ajustada.

Na mesma linha de Kabc? segue-se também o trabalho de Smith e Beattie
[17], que minimiza a norma Euclidiana de uma matriz erro ponderada por uma matriz
diagonal e sujeita a equagdo da frequéncia, simetria e esparsidade. O esforco
computacional do método na solugdo do problema auxiliar associado é bem inferior ao do
método de Kabe. Entretanto, a preservagdo da esparsidade na presenca de dados
contaminados com ruido tem se mostrado ser um requisito incompativel, como relatado
por Smith e Beattie [23].

Smith [24] apresenta uma estratégia para preservar o modelo de esparsidade
da matriz de rigidez através de um processo iterativo envolvendo a matriz de rigidez
ajustada por Baruch e Bar Itzhack [4]. Neste método, a esparsidade é imposta através da
multiplicagdo elemento-a-elemento de uma matriz S, consistindo de zeros e uns, com a
matriz ajustada por Baruch e Bar Itzhack. A matriz S tem o mesmo modelo de
esparsidade da matriz de rigidez analitica. A partir dai, um processo iterativo é iniciado
até uma eventual convergéncia. Smith ndo apresenta provas de que o processo leve a uma
matriz ajustada consistente com frequéncias naturais e modos de vibragdo utilizados no
ajuste. Em trabalho recente, Vergosa e Arruda [25] verificam que, embora a norma
Euclidiana da diferenca entre as matrizes de rigidez ajustadas (a ultima matriz ajustada
pela férmula de Baruch e Bar Itzhack ou a Gltima matriz esparsa calculada a partir dela)
entre dois passos consecutivos convirja, isto ndo significa que a matriz de rigidez
ajustada da dltima iteragdo (dltima matriz esparsa) satisfaga a equagdo da frequéncia. Os
resultados indicam que a norma da matriz das forgas residuais se estabiliza depois de um
certo nimero de iteragoes.

Saindo da linha Berman-Baruch, Sidhu e Ewins [26] desenvolveram uma
expressdao para uma matriz erro (diferenca entre as matrizes de rigidez de elementos
finitos e a do modelo experimental) que € fungdo das matrizes de rigidez incompletas de
ambos os modelos. Estas matrizes sdo assim denominadas por ndo conterem a



contribui¢do de todos os modos do sistema. Gysin [27] apresenta um estudo criterioso
sobre as possibilidades deste método para localizagdo falhas, chegando a conclusio de
que a eficiéncia do método depende de vdrios fatores e que é necessirio levar em conta
todos os modos de vibragdo do sistema, o que ¢ invidvel na pratica. Posteriormente,
Ojalvo e Pilon [28] num trabalho de investigagdo sobre a capacidade de alguns métodos
em localizar falhas, entre eles o da ref. [26], chegam a conclusio de que este método é
pobre, o que reforga a posi¢do de Gysin [27].

Um trabalho que merece destaque diz respeito ao método do balanco de
forcas formulado por Fissette et al. [29]. O método utiliza as matrizes de rigidez de
elementos individuais ou de macro elementos escalonadas para mapear o desbalango de
forgas do modelo quando dados experimentais sdo utilizados na equacdo da frequéncia.
Poucos modos sdo necessdrios para o ajliste do modelo e um tinico modo € suficiente para
indicar o local da falha. Por esta razdo, tratando-se de localizagdo de falha, ele é chamado
de método do vetor de forcas residuais. Contudo, conforme comentérios dos autores, 0
método falha na presenga de modos contaminados com ruido e que estudos adicionais sio
ainda necessdrios. Em trabalho recente, Chen e Wang [30] utilizam o método do balancgo
de forgas, entre outros, para corrigir e localizar erros em modelos de elementos finitos
utilizando dados experimentais. Os autores chegam a conclusdo de que este método, em
particular, € de limitado sucesso quanto ao aspecto de localizagio.

Luk [31] apresenta um método para identificacdo de parametros fisicos
(modelo espacial) usando a pseudo-inversa a partir de um conjunto completo ou
incompleto de modos obtidos experimentalmente. Mannan e Richardson [32] exploram a
possibilidade de localizar falhas estruturais utilizando o método proposto por Luk. Estes
autores concluem que o método pode ser empregado para localizar falhas mas que
estudos adicionais sdo requeridos.

Wolff e Richardson [33], Fox [34] e Kim et al. [35], entre outros, usam
fungdes de correlagdo entre as autopropriedades medidas e teéricas para localizar falhas.
Os resultados demonstram que estas funcgdes de correlagdo sdo sensiveis indicadores da
existéncia de falhas mas sdo pobres em localizéi-las.

Finalmente, deve ser registrado que muitas vezes a matriz de rigidez
ajustada por métodos direto de corre¢cdo pode ndo ter qualquer relagio com o modelo
fisico. Esta é a razdo porque os chamados métodos de sensitividade inversa sio
usualmente preferidos [36]. Para ajuste de modelos estes métodos tem a vantagem de
produzir modificagdes com significado fisico. Por outro lado, sdo métodos iterativos e,
portanto, computacionalmente caros e frequentemente instdveis. Os problemas dos

métodos de sensitividade inversa estdo relacionados com a escolha dos parimetros a



serem corrigidos e com a dificuldade de convergéncia dos algoritmos de otimizagao nao-
linear, conforme relatado na literatura. Porém, é uninime a posi¢do de que estes métodos
devem ser usados em conjunto com outros métodos que, a priori, forne¢gam uma indicagio
da provavel regido onde a falha se encontra.

Um dos principais problemas enfrentados pelos métodos de ajuste de
modelos prende-se a diferenca de tamanho entre os modelos teérico e experimental que
se faz presente através do nimero de modos e coordenadas medidas [37, 38]. Do lado
experimental, apenas uns poucos modos sdo determinados na faixa de frequéncias de
interesse e o nimero de graus de liberdade ¢ limitado no nimero de dire¢ées em que se
efetua a aquisi¢do de dados e no nimero de pontos do modelo geométrico experimental.
Do lado teérico, hd a necessidade de se ter uma malha de elementos finitos
suficientemente refinada para reprcseritar de modo adequado o sistema fisico real
possibilitando a comparagdo com resultados medidos. Dai decorre, salvo situagoes
especiais, um modelo analitico com um nimero de graus de liberdade bem maior que o
do modelo experimental. O modelo experimental é dito incompleto em termos de graus
de liberdade e de modos de vibracao.

A redugdo de tamanho do modelo de elementos finitos e a expansdo modal
sdo procedimentos disponiveis que permitem compatibilizar modelos com diferentes
tamanhos. O primeiro processo consiste na redu¢do do nimero de graus de liberdade do
modelo tedrico através da reduc@o das matrizes de massa e rigidez tedricas. Uma das
técnicas mais conhecidas € a redugdo de Guyan [39]. O segundo, por sua vez, consiste
em completar cada vetor modal experimental e o processo € chamado de expansio modal.
Neste contexto, pode-se citar os métodos de expansio dindmica proposto por Kidder [40]
e mais recentemente por O'Callahan et al. [41], sendo este dltimo trabalho o embrido do
que seria mais tarde o processo de reducdo/expansdo de sistemas equivalentes (SEREP)
[42].

Com vistas a localizagdo de falhas, Gysin [37] apresenta um estudo
comparativo de diversos métodos de expansdo modal e conclui que nenhum método é
satisfatério para todos os casos. Dos métodos investigados, o método proposto por
Kidder [40] assegura bons resultados, principalmente se se conhece a priori dreas de erro
na matriz de rigidez. Nesta mesma dire¢do, Lieven e Ewins [38] comparam métodos de
redug¢do e expansdo. Eles apresentam intmeras razdes para se descartar as técnicas de
redugdo quando se trata de localizagdo de falhas e registram que o método de Kidder [40]
produz pouca distor¢do na regidao onde existe danos estruturais. Os métodos propostos
por Guyan [39] e Kidder [40] sdo utilizados neste trabalho, porém com énfase no

segundo.



Desde o advento do laser como tecnologia disponivel para medidas de
vibragdo, o nimero de graus de liberdade medidos pode ser muito grande. Com
Vibrometro Laser Doppler € possivel medir-se a resposta dindmica em mais de 60.000
pontos sobre a superficie de uma estrutura [43]. Desta forma, podem-se obter modelos
experimentais com maior nimero de graus de liberdade que os modelos de elementos
finitos. O cardter da alta densidade espacial dos dados medidos com laser resolve
parcialmente o problema gerado pela diferenga de tamanho, dado que ndo € possivel obter
diretamente os deslocamentos de rotagdo. As rotagdes, por outro lado, podem ser obtidas
por métodos de expansdo modal citados no texto ou por métodos de regressdo espacial,
tais como o da série de Fourier discreta regressiva (RDFS) em duas dimensdes [44].
Ainda assim, os métodos de ajuste se defrontam com o problema do truncamento modal e
ruidos de medi¢do. No entanto, a possibilidade de se obter modelos experimentais com
grande nimero de GDLs renova o interesse nos métodos de ajuste direto de modelos, que
sdo mais afetados pelo fato do modelo experimental ser incompleto que os métodos de
sensitividade inversa.

Neste trabalho é proposto um método de ajuste modelos baseado na equagdo
espectral. Diferentemente dos métodos que utilizam os multiplicadores de Lagrange, o
método possui uma formulagdo simples e direta, sendo muito semelhante ao método do
balango de forgas [29]. Contudo, sua implementagdo computacional € absolutamente
diferente deste Gltimo. As caracteristicas de simetria e esparsidade da matriz de rigidez
teérica sdo preservadas na matriz de rigidez ajustada através de um rearranjo de
equacdes. Com a perspectiva de que o problema da diferenga de tamanho entre os
modelos teérico e experimental pode agora ser parcialmente resolvido pelas medidas de
vibragdo por processos Oticos e tendo em vista as vantagens relativas dos métodos
estudados, utilizam-se os métodos de Baruch e Bar Itzhack [4], Kabe [11, 12], Smith
[24], Fissette et al. [29] e o método recentemente proposto neste trabalho para investigar
a possibilidade de localizar falhas estruturais. O método proposto aqui jd foi divulgado
parcialmente pelo autor em congressos cientificos [25, 45, 46, 47].

Este trabalho estd estruturado em 4 capitulos e dois apéndices. A seguir
apresenta-se um breve resumo dos conteidos dos capitulos.

No capitulo 2 apresentam-se de forma detalhada as formulagbes dos
métodos de ajuste de modelos utilizados neste trabalho com vistas a localizag@o de falhas
estruturais.

No capitulo 3 sdo relatados os resultados obtidos da aplicagdo dos métodos
de ajuste aos vdrios exemplos de simulagdo numérica e ao exemplo experimental. Sdo



destacadas as potencialidades de cada um dos métodos de ajuste de modelos quanto a
possibilidade de localizar falhas.

No capitulo 4 sdo apresentadas as conclusdes do estudo realizado bem como
sugestoes de continuidade.

No apéndice A descreve-se um ensaio modal experimental em que o objeto
de teste € uma placa retangular em aluminio cujos resultados foram usados no capitulo 3.
Ao todo sdo determinados 10 modos de vibracdo na faixa de frequéncias de interesse.
Dois conjuntos de dados experimentais sdo obtidos concernentes a placa. No primeiro, a
placa é considerada intacta, isto €, sem defeito ou falha. No segundo, faz-se um corte em
uma de suas arestas para gerar uma falha estrutural.

No apéndice B apresentam-se cOpias de resultados desta pesquisa sob forma
de trabalhos divulgados através de congfessos cientificos.



Capitulo 2

Métodos de Ajuste de Modelos
por Matriz Otima
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2.1 - Introducao

Neste capitulo sdo descritos os métodos de ajuste de modelos que
serao utilizados neste trabalho para investigar a possibilidade de localizar falhas
estruturais. Os métodos selecionados subentendem que a matriz de massa ¢é
representativa da estrutura com um alto grau de precisio e que ndo precisa ser
corrigida [4], isto é, a base de referéncia é a matriz de massa. E suposto também
que os modos de vibragdo medidos devem ser ortonormalizados em relagido 2
matriz de massa em conformidade com as formulagdes de Targoff [18] ou Baruch
e Bar Itzhack [4]. Para facilidade de compreensdo do texto, todas as varidveis e
simbolos sdo descritos ao longo do texto a medida em que aparecem.

2.2 - Ajuste de Modelo de Elementos Finitos

Um modelo matemdtico numérico de um sistema ffsico real ¢
geralmente obtido por um processo denominado de discretizagdo. Portanto, um
nimero finito de graus de liberdade (GDLs) € suposto descrever o sistema
continuo. Limitagdes de ordem computacional impedem que o niimero de GDLs do
modelo tedérico cresga indefinidamente. Em paralelo com as limitagdes de
tamanho do modelo tedérico, as incertezas das técnicas de modelagem, hipéteses
teéricas inadequadas, dificuldade na modelagem de juntas e acoplamentos,
imprecisdo nos valores das propriedades do material e aplicagdo de algoritmos
inadequados na solugdo das equagdes resultantes, também s3o fontes de erro.

Os modelos experimentais, por sua vez, também contém algum tipo
de erro. Mesmo assim, sdo geralmente considerados como a melhor representagio
da estrutura real. Berman e Nagy [10] enumeram algumas fontes de erro mais
comuns do lado experimental: calibragdo inadequada dos equipamentos, ruido
excessivo, localizagdo incorreta de transdutores, utilizagdo de algoritmos
inadequados para estimagdo de pardmetros modais e existéncia de ndo
linearidades no comportamento dindmico da estrutura.

Desta forma resultam diferen¢as quando se comparam os resultados

preditos com os resultados experimentais. Em face da necessidade de se dispor de
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um modelo confidvel, tendo em vista o alto custo € tempo envolvido numa andlise
experimental, procede-se a corre¢des em ambos os modelos de forma a torné-los
consistentes. A este processo chama-se de ajuste ou correlagdo de modelos.

A correlagdo entre os modelos tedrico e experimental envolve as
matrizes de massa e rigidez tedricas e as matrizes experimentais modal e de
autovalores. Idealmente, estas matrizes corrigidas devem satisfazer a relacdo de
ortogonalidade dos modos ponderados pela matriz de massa, equagdo (2.1), € a
equagdo espectral, equagdo (2.2).

OPMP = I (2.1)
K® = MOA 2.2}
onde,
M — matriz de massa, dim(n x n)
K — matriz de rigidez, dim(n x n)
D — matriz modal, dim(n x m) com m < n
A — matriz dos autovalores, dim (m x m)
I — matriz identidade

Admitindo que as frequéncias e modos medidos sio verdadeiros, €
trivial mostrar [48] que é possivel calcular as matrizes de massa e rigidez da

estrutura fisica real por meio das equagdes (2.3) e (2.4).
M = &' P! (2.3)
K = ¢'AD! (2.4)

Contudo, estas equagdes s6 sdo vdlidas quando o nimero de modos € igual ao
nimero de graus de liberdade do modelo tedrico, que € geralmente inviavel.



13

Normalmente, o nimero de modos identificados experimentalmente é em muito
inferior ao nimero de graus de liberdade do modelo teérico. Os modelos
experimentais sdo, desta forma, incompletos, o que impossibilita o
estabelecimento do modelo espacial (matrizes de massa e rigidez) a partir dos
dados experimentais em conjunto com as equagdes (2.3) e (2.4). A diferenga de
tamanho entre os modelos tedrico e experimental se constitui num dos maiores
problemas enfrentados pelas técnicas de ajuste de modelos[37, 38].

E fato que os modos de vibragdo obtidos experimentalmente por
testes de vibracdo sdo ligeiramente n3o ortogonais. As matrizes de rigidez e
massa tedricas oriundas do modelo analitico ndo representam com fidelidade as
propriedades de rigidez e de inércia do sistema fisico real. Por outro lado, é
aceito que as frequéncias naturais sio geralmente determinadas com grande
precisao.

Neste contexto, Baruch e Bar Itzhack [4] apresentam uma formulagdo
a partir da qual se obtém os modos e a matriz de rigidez corrigidos de forma
6tima. Nesta formulagdo a matriz de massa € tida como exata (base de referéncia).
Os modos sdao forcados a satisfazerem a relagao de ortogonalidade dos modos
ponderados pela matriz de massa e a matriz de rigidez, quando levada na equagdo
da frequéncia, equagdo (2.2), reproduz os dados experimentais; Nestas condigdes
o modelo ajustado é dito consistente com o modelo experimental. Para ambos os
casos, o problema se resume em minimizar a norma Euclidiana de uma matriz
erro que é ponderada pela matriz de massa e sujeita a restrigdes. Estas restrigdes
sdo incorporadas a funcdo-objetivo por intermédio dos multiplicadores de

Lagrange.
2.2.1 - Correcao da Matriz Modal Experimental

A primeira dificuldade que se enfrenta no processo de correcdo da
matriz modal experimental surge da diferenga de tamanho entre os modelos
experimental e teérico. Do lado experimental, apenas uns poucos modos sido
determinados na faixa de frequéncias de interesse € o nuimero de graus de
liberdade é limitado pelo nimero de dire¢des em que se efetua a aquisi¢do de
dados para os diversos pontos do modelo geométrico experimental. Do lado
teérico, somente uma refinada discretizagdo da estrutura gera resultados
compardveis aos experimentais. Dai decorre um modelo analitico com um nimero

de graus de liberdade bem maior que o do modelo experimental. Nestes casos se
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recorre aos métodos de redugdo/expansdo para compatibilizar os modelos quanto
ao tamanho. Neste trabalho utlizam-se os métodos de reducdo de Guyan [39] e de
expansdo dinamica de Kidder [40], porém com €nfase no segundo.

O método de expansao modal proposto por Kidder [40] é baseado na
equagio da frequéncia, equagdo (2.2), e considera cada vetor modal particionado
em dois subvetores, um contendo coordenadas modais conhecidas e outro
contendo coordenadas modais desconhecidas. As matrizes K e M sao reordenadas,

através de operagdes elementares em suas colunas, de forma a agrupar todos os
deslocamentos medidos (translagio e/ou rotagio) no vetor {x,} e todos os

deslocamentos desconhecidos (translagio e/ou rotagio) no vetor {x,}. Assim, a
equacdo (2.2) pode ser reescrita para cada modo de vibragio na forma

particionada como segue:

| |
—? M'_'_:_%z_ d I(_”_.J._IE‘E {ET}_P = {0} (2.5)
) M, | M, K, 1 Ky { 2—}p
onde,
{x,}p — parte conhecida do p-€simo vetor modal (ncc x 1)
{xz}p — parte desconhecida do p-ésimo vetor modal (ncd x 1)
0, — frequéncia natural associada ao p-ésimo vetor modal (rad/s)
M., M,, M, eM, - submatrizes da matriz de massa teérica, onde M, = M|
11 12 21 22 21 12

K,,K,, K, eK,, — submatrizes da matriz de rigidez teérica, onde K, =K,
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M, eK, — (ncc x ncc)
— (ncc x ncd)

— (ncd x ncd)

Dado que as matrizes de massa e rigidez tedricas tém dimensdo (n x n), entdo a
relacdo entre as quantidades de coordenadas conhecidas (ncc) e desconhecidas
(ncd) de um vetor modal experimental é dada pela equagio (2.6).

ncc + ncd =n (2.6)

Para se estabelecer uma relagdo direta entre {x,}p e {)&2}p € necessdrio expandir a

equacdo matricial (2.5) e a expressao comumente utilizada € dada pela equagio

(2.7}

.} = T,{x} (2.7)
onde a matriz de transformagio T, é dada pela equagio (2.8).

5
T, = _(Kzz = m;z;Mzz) (Kzl = m,z;le) (2.8)

Existem tantas matrizes de transformagao T, quantos sdo os vetores modais que se
deseja expandir.

A verificagdo da ortogonalidade dos modos é uma forma usual de
quantificar a consisténcia modal. Quando aplicada a modos medidos, é aparente a
existéncia de elementos fora da diagonal. Targoff [18], originariamente, propds
um método de ortogonalizagdo baseado na verificagdo da ortogonalidade tal que
as mudangas efetuadas nos modos medidos sio minimas e que somente Os erros
decorrentes da parte simétrica da matriz de corrup¢dao podem ser corrigidos.
Baruch e Bar Itzhack [4] demonstram que os resultados de Targoff podem ser
obtidos pela minimiza¢do da norma Euclidiana da matriz erro, diferenga entre as
matrizes modais experimental e ajustada, ponderada pela matriz de massa e
sujeita a restrigdes. O problema pode ser descrito da seguinte forma: Dada uma
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matriz modal medida ¥(n x m), com n > m, e uma matriz de massa M(n x n)
positiva definida, encontrar a matriz X que minimiza a fungio dada pelo quadrado
da norma Euclidiana (quadrado da norma de Frobenius):

i=l k=1| j=I

e =Jox - ¥ = ZZ[): (e - wjk)]z 2.9)

onde Q =M!2, sujeita a condigdo de ortogonalidade ponderada, equacgdo (2.10).

X'MX =1 (2.10)

Varidveis e simbolos gregos afetados de um indice subscrito com um dnico
elemento deve ser entendido como um vetor coluna da matriz que a varidvel ou o
simbolo representa. Se o indice subscrito apresentar dois elementos, entdo trata-se
de um componente da matriz que a varidvel representa, onde o primeiro elemento
indica a linha e o segundo indica a coluna. A fun¢ido norma na equagdo (2.9) €
ponderada pelo fator M"?. Este fator ¢ dnico pois do contrdrio a equagio de
restri¢do, equagdo (2.10), seria violada. Desde que um modo de vibragdo é dnico
apenas na forma e tendo em vista que a minima diferenca entre dois vetores
representando um mesmo modo de vibragdo ocorre quando ambos sio
homogeneamente normalizados, deve-se, portanto, escrever a matriz medida ¥ em

conformidade com a equagdo (2.11).

vo= WMy 2.11)

onde P € i-ésimo modo medido antes da normalizagdo. Usando os multiplicadores
1
de Lagrange para incorporar a equagdo de restricdo a fungdo a ser minimizada,

obtém-se:
n=c¢e+ |A8XMX-I) (2.12)

onde A € matriz dos multiplicadores de Lagrange e ® representa o produto de

duas matrizes elemento-a-elemento. Derivando parcialmente a equagdo (2.12) com
relagdo a todos os elementos da matriz X, igualando-se o resultado a zero e
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resolvendo-se o sistema de equagdes resultante, obtém-se os valores que tornam

N um minimo. Estas equagGes sdo expressas na forma matricial como segue:

g—“i = 2M(X - ¥) + 2MXA, = 0 (2.13)

Da equagdo (2.13) pode-se escrever:
X = I +A,) (2.14)
Combinando-se as equagdes (2.10) c. (2.14), resulta:
[+ A, = (PMWP)"” (2.15)

Levando-se agora a equacdo (2.15) na equacdo (2.14), finalmente obtém-se a
matriz modal medida ortonormalizada de forma 6tima, equacgio (2.16).

X = My (2.16)

Esta matriz experimental O6tima serd denotada por W neste trabalho. Este
[+]
procedimento para a corregdo da matriz modal medida pode ser resumido em duas

etapas:

(a) normaliza¢do da matriz modal experimental, equagdo (2.11)
(b) ortonormalizag¢do da matriz obtida em (a), equagdo (2.16)

As transformagdes indicadas em (a) e (b) podem ser levadas a termo

através das equagdes (2.17) e (2.18) dadas a seguir.

)-wz (2.17)

ol

¥ = B(EM

¥ o= Y¢My)” (2.18)
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onde VY, é o i-ésimo vetor modal experimental antes da normalizagdo, Y ¢ a
matriz cujas colunas sao os ¥ determinados através da equacio (2.17) e P ¢ a
matriz modal corrigida de forma Otima. Da-se preferéncia a corrigir os moodos
experimentais segundo as equacgdes (2.17) e (2.18) do que corrigi-los diretamente
através da expressdo proposta por Targoff [18], pois, neste caso, podem ocorrer
imprecisdes numéricas na inversdo da matriz.

Se, por um lado, o nimero de componentes dos vetores medidos ¢
igual ao nimero de graus de liberdade do modelo tedrico, a corregdo da matriz
modal experimental ¢é feita aplicando-se diretamente as equagdes (2.17) e (2.18).
Caso contririo, deve-se primeiramente compatibilizar os modelos através de uma

redugdo do modelo tedrico ou de uma expansao dos modos experimentais.

2.2.2 - Corre¢do da Matriz de Rigidez

Segundo Baruch e Bar Itzhack [4], a segunda etapa do processo de
ajuste modelos consiste da corre¢do da matriz de rigidez tedérica. Diante da
disponibilidade da matriz modal experimental expandida e corrigida de forma
6tima Y e das frequéncias de ressonadncia, também obtidas através do
experimento modal, procede-se a corre¢do da matriz de rigidez tedrica de forma a
satisfazer a equagdo da frequéncia, equagdo (2.2). Na formulagdo proposta por
Baruch e Bar Itzhack, tem-se que matriz corrigida Y € determinada pela
minimizagcdo da norma Euclidiana da matriz erro, diferenca entre Y e K,

ponderada pela matriz de massa ¢ sujeita a restri¢des. A norma da matriz erro €

dada pela equagdo (2.19).

g = é—ll MY = KIM™2| (2.19)

As restricoes para o problema em tela sdo dadas pelas equagdes (2.20) e (2.21). A
primeira delas assegura consisténcia entre a matriz de rigidez corrigida e os
modos medidos e a segunda preserva a simetria da matriz.

Y¥ = MY A (2.20)

Y = Y (2:21)
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Usando os multiplicadores de Lagrange para incorporar as restrigdes
expressas pelas equagdes (2.20) e (2.21) a fun¢do norma, equagio (2.19), define-
se a fun¢do de Lagrange por:

N = e+ 2 a8[Y¥ - M¥A]| + [Be(Y - Y| (2.22)

onde ¢ ¢ J sdo as matrizes dos multiplicadores de Lagrange. A dimensio de
ambas as matrizes € (n x m). Tomando-se a derivada parcial de  em relacdo aos
elementos Y;; da matriz Y e igualando-se o resultado a zero, obtém-se os valores
que tornam a fung¢do n minima. Na forma matricial, pode-se escrever:

an A% s TR
¥ - MUY - KM - 200 + 2 = 0 (2.23)

Eliminando-se os multiplicadores de Lagrange na equagdo (2.23) e
rearranjando os termos, obtém-se a expressdo para a matriz de rigidez Y corrigida

de forma 6tima, equagdo (2.24).

(2.24)
+ MYYKYYM + MYA¥Y'M

Uma vantagem deste método € que a matriz de rigidez corrigida é
obtida diretamente sem iteragdo a partir dos dados medidos e das matrizes de
massa e rigidez tedricas. Por outro lado, por ser um método global de corregio,
aparecem elementos diferentes de zero onde inicialmente havia zeros na matriz de
rigidez original. Portanto, a perda da esparsidade gera trajetdrias ficticias de
cargas que ndo existem na estrutura fisica real.

Smith [24] apresenta uma estratégia para preservar o modelo de
esparsidade da matriz de rigidez original através de um processo iterativo usando
a equagdo (2.24). A esparsidade € conseguida pela aplicacdo de uma matriz S
consistindo de uns e zeros em locais apropriados. O processo inicia calculando a

matriz de rigidez através da equacgdo (2.25).

Y = Y®S (2.23)

8
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onde ® denota o produto de duas matrizes elemento-a-elemento. Entio a matriz
original K € substituida por Ys na equacgao (2.24) e Y € recalculada. O processo
continua até que a norma da diferenga de YS entre dois passos consecutivos se
torne menor que uma tolerdncia especificada. Este método, embora nio reproduza
os dados experimentais, pode ser usado para correg¢do de modelos e localizacio de

falhas estruturais.

Kabe[11, 12] apresenta um método para corrigir a matriz de rigidez a
partir de dados experimentais (frequéncias naturais e modos de vibra¢io) onde &
levada em conta a conectividade estrutural. Nesta formulagdo, Kabe propde a
minimiza¢do de uma funcdo erro que independe das propriedades da massa do
sistema e das magnitudes relativas dos coeficientes da matriz de rigidez. A matriz
de rigidez ajustada € obtida pela mir‘l'imizagﬁo de uma fungdo erro que € sujeita a
restrigbes de simetria, de conectividade e de equilibrio de forgas. Os
multiplicadores de Lagrange sdo usados para incorporar estas fungdes de restri¢io
a funcdo erro.

Em termos matematicos, a formulagdo de Kabe pode ser posta como
segue: Dadas as matrizes de massa e rigidez tedricas, M e K respectivamente, ¢ as
matrizes dos modos de vibragdo e frequéncias naturais medidas, q)e aQ°

respectivamente, encontrar uma matriz de rigidez ajustada, Y, consistente com os
dados medidos, simétrica e com a mesma esparsidade da matriz de rigidez
original. M e K tém dimensdo (n x n), q) tem dimensdo (n x m) e Q* tem dimensdo

(m x m), onde n € o nimero de graus de liberdade do modelo tedrico e m o nimero
de modos determinados experimentalmente. A preservacdao dos zeros da matriz de
rigidez original € conseguida for¢ando a matriz de rigidez ajustada a se relacionar

com a matriz de rigidez original através da equacdo (2.26).
Y = K®y (2.26)

onde Y é uma matriz a ser determinada e o operador ® define a multiplicagdo de

matrizes elemento-a-elemento como expressa pela equagio (2.27).

Yy = Kyl (2.27)

Portanto, se K tem um elemento nulo entdo Y também terdi o elemento
correspondente nulo. Paralelamente, a funcdo erro proposta por Kabe para



21

minimizar mudancas irreais nos coeficientes de rigidez é dada pela equacdo
(2:28).

e ii{(‘@_‘ﬁﬁz Ky # 0 (2.28)

Tendo em vista a equagdo (2.27), pode-se escrever a func¢do erro equivalente
usando a norma Euclidiana. Neste contexto, a fungdo a ser minimizada ¢ agora

dada pela equacgdo (2.29)

€ = ”‘f -1 Y“ = ii(fg - iij Yij) (2.29)

onde I é uma matriz constituida de uns e zeros em conformidade com a equacdo
(2.30).

Eall

=1 seK;#0
=0 seK; =0 (2.30)

=

Diante destas consideragdes, a matriz de rigidez ajustada pode ser obtida através
da minimizagdo da fungao erro, equagdo (2.29), sujeita as restricdes de equilibrio
de forgas e simetria, equagdes (2.31) e (2.32) respectivamente.

-M0Q? + (K®y) ¢ = 0 (2.31)

Y — 7 =0 (2.32)

A matriz dos modos medidos deve ser corrigida em conformidade com as
equagdes (2.17) e (2.18) de forma que a relagdao de ortogonalidade dos modos
ponderados pela matriz de massa seja satisfeita. A minimizacdo sem restrigdes é
obtida através da formacgdo da funcdo de Lagrange L, equacdo (2.33).
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n m

L=¢+ ZZL{;K&IYH%J“ MOQ? + ii%(%‘“'ﬁj) (2.33)

i=1 j=1 i=l j=1

onde lij e W; sdo os multiplicadores de Lagrange. Derivando a funcido de
Lagrange em relagdo a cada um dos Y, e igualando o resultado a zero, obtém-se

um conjunto de equagdes que os Y, devem satisfazer para tornar L um minimo.

Em notagdo matricial, estas equagdes sdo dadas pela equagido (2.34).
2(i-y) + Ke(M') + p = 0 (2.34)

As equagdes (2.31), (2.32) e (2.34) formam um sistema de equagdes que permitem
determinar as incdgnitas, isto €, os coeficientes das matrizes A, W e Y. Dado que

a matriz L € anti-simétrica, entdo somando-se a equacdo (2.34) com sua

transposta obtém-se:
~4T-7y) + KO(Ap' + oX) = 0 (2.35)

Multiplicando-se a equagdao (2.35), elemento-a-elemento, por (1/4)K e

rearranjando os termos, resulta:
1
Y = Koy = K - Zr&(?up‘ + ON) (2.36)

onde,

' = KekK (2.37)

A equagdao (2.36) deixa aparente que a matriz de rigidez ajustada torna-se
conhecida na medida em que se conhece a matriz A. Entdo, levando-se a equacio

(2.36) na equagdo (2.31), obtém-se:

A+ {re(rol)o + {re@x)lp = 0 (2.38)

onde,

A = 4MOQ* - Kb) (2.39)
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Resolvendo-se a equagido (2.38) obtém-se a matriz A que levada na equacgdo (2.36)
fornece a matriz de rigidez corrigida. A solugdo da equagdo (2.38) passa por um
problema de autovalores e autovetores. Isolando-se a matriz A na equagio (2.38) e
desenvolvendo-se as operagdes indicadas no segundo membro, pode-se estabelecer
uma sistema linear de equagdes na forma da equagdo (2.40).

{&} = (o] + [BD{R} (2.40)

onde os elementos das matrizes A e A sdo escritos na forma de vetores coluna
{A} e {l} respectivamente, e ambos sdo de ordem (nm,1). Por exemplo:

A
A12
All A12 A
B — 21
A=Ay Ayl = {&} = {72 (2.41)
Ay Ay An
Aj;
(A )

Pode-se observar que o vetor {A} € construido armazenando-se em ordem
crescente as linhas da matriz A. O vetor {l} ¢ obtido da matriz A de forma

inteiramente similar a construgdo de {A} Assim, obtém-se:

.
A e %
A 2":11

A=Ay, Ayl = {A} = {2t (2.42)
l l A"22
31 32 l}l
Ll32J
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Com os vetores {K} e {I} definidos através das equagdes (2.41) e (2.42), as

matrizes [0] e [B] sdo de ordem (nm x nm) e podem ser escritas como segue:

G'i 0 fei 0 i 0]
0iG - i0ini0
o = et ded P E 43 .
od =g o gy w
RAREMEL RN

onde G' = —d)‘f'id) e I' ¢ uma matriz diagonal de dimens3o (m x m) cujos
elementos da diagonal sdo a i-ésima linha de I', equacdo (2.37) e,

’_Hn H, Hlj | Hln_
_I_?%!._;_"}_I.%% .......... Hy i H,

[B] = N R T 2403
H,HQHHM

onde ,
H; = "{ﬂ;}j {Dj}:
{$}J = j-é sima colma de ¢'

{Dj]'i = i-ésimacolwade ¢' T
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Dispondo-se das matrizes A, [a] e [B] a equagdo (2.40) fornece o vetor {X}

Esta solugdao pode ser obtida definindo-se a seguinte transformagio de

{I} = [o[{p} (2.45)

coordenadas:

onde as colunas de [(p] sdo oS autovetores associados aos autovalores de

[0&] + [B] que sdo diferentes de zero. Substituindo a equagdo (2.45) na equacgio
(2.40) e premultiplicando por [(p]l, obtém-se a equacgdo (2.46).

[o]{A} = [o]([a] + [BD[ellp} = [Qp} (2.46)

Combinando-se as equagdes (2.45) e (2.46), obtém-se finalmente o vetor {X}

equacdo (2.47), que € a solug@o da equagdo (2.40).
{x} = [olo]'[o] {&} (2.47)

Construindo-se a matriz A a partir do vetor {l} em conjunto com a equagio

(2.42), a matriz de rigidez ajustada € obtida efetuando-se as operagdes indicadas
na equacgdo (2.36).

Valores exatos para os coeficientes da matriz de rigidez ajustada sdo
encontrados quando o nimero de equagdes de restricio definido pela equagdo
(2.31) excede o nimero de coeficientes independentes disponiveis para o ajuste.
Isto determina um nimero minimo de modos. Se um nimero de modos menor que
este nimero minimo € usado, a solugio dada pela equagdo (2.36) serd apenas
aproximada. A medida que se aumenta o nimero de modos, o posto ("rank") da
matriz obtida pela soma das matrizes [0] e [B] aumentam até um valor limite
definido pelo nimero de termos independentes € ndo nulos da matriz de rigidez.
Se, por outro lado, for usado um ndmero de modos maior que este nimero
minimo, entdo o nimero de equagdes serd novamente maior que o numero de
incégnitas. Se estes modos adicionais sdo consistentes com as propriedades da
estrutura, entdo os valores dos coeficientes de rigidez ajustados serdo iguais aos
coeficientes determinados com o nimero minimo de modos, pois as equagdes

geradas com os modos adicionais sdo redundantes.
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Como focalizado por muitos autores (veja por exemplo, as refs. [13],
[19] e 20]) o considerdvel custo computacional e a grande quantidade de memédria
na utilizagdio do método de Kabe impedem sua aplicagio em problemas
envolvendo grandes estruturas. Paralelamente, Smith e Hendricks [21] tém
expressamente mostrado que o método de Kabe falha quando a matriz de rigidez
original tem zeros que ndo sdo devidos a auséncia de conectividade (zeros
"acidentais"), mas, em vez disso, zeros decorrentes do cancelamento de forgas
internas. O método falha porque ele impde que os coeficientes da matriz rigidez
que sao originalmente nulos permane¢am nulos, o que neste caso deixa de ser
verdade na presenga de falhas estruturais. Neste trabalho é proposta uma solugio
para esta deficiéncia do método através do conceito de pseudo-esparsidade. Desta
forma, o método KMA torna-se apii'czivel a problemas onde até entdo falharia.

A matriz da pseudo-esparsidade, que € indicada por P, ¢ definida
como a matriz cujos elementos sdo nulos, exceto os elementos que sdo nulos
devido ao cancelamento de for¢cas os quais sdo tornados iguais a 1. A matriz P é
obtida construindo-se inicialmente a matriz da verdadeira esparsidade da
estrutura, que € indicada por V. Esta matriz é facilmente construida quando da
montagem da matriz de rigidez global do sistema. A toda entrada da matriz de
rigidez que corresponde a uma conectividade, ¢ atribuido o valor 1. As demais
entradas € atribuido o valor zero. Portanto, a matriz da pseudo-esparsidade da
estrutura € dada diretamente pela diferenca entre a matriz V e a a matriz T que
representa a esparsidade da matriz de rigidez do modelo de elementos finitos,
equacdo (2.30). Desta forma, P € dada pela equagdo (2.48).

P=V -1 (2.48)

A modificagio do método de Kabe que contorna o problema gerado
pela cancelamento de forgas internas consiste em adicionar a matriz da pseudo-
esparsidade adequadamente escalonada a matriz de rigidez do modelo de
elementos finitos. Esta alteracdo é equivalente a reescrever a equagdo (2.37) tal

que:

I' = K&K + aP (2.49)
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onde O é uma constante multiplicativa diferente de zero. A utilizacio desta

equacdo tem demonstrado que um bom valor para & € o valor de maior magnitude
dentre os elementos de K®K. Este escalonamento € necessdrio para nio
desbalancear a matriz de rigidez, cujos coeficientes modificados sio
originalmente nulos. Com esta simples modificagdo, o método de Kabe pode ser
aplicado a problemas que apresentam o fenémeno da pseudo-esparsidade.

Para ilustrar o procedimento e demonstrar as possibilidades do
método modificado (KMAM), um exemplo numérico usado por Kabe [11] ¢
escolhido. Os resultados sio comparados com os do método de Kabe [11]. O
exemplo consiste de um sistema massa-mola de oito graus de liberdade, como
pode ser visto na figura 2.1. Os valores das massas e constantes de mola sio

fornecidos na prépria figura 2.1.

k,=1000 m, - 0.001

k. =10 m, = 0.002

K, = 900 m =10; j=2,7
k. = 100

ki=1.5

ke = 2.0

Figura 2.1 - Problema exemplo de Kabe [11].

Este sistema se constitui num caso de teste severo para métodos de correlagdo de
modelos devido a grande diferenga relativa entre as magnitudes de alguns
coeficientes da matriz de rigidez. Adicionalmente, a diferenca entre duas
frequéncias quaisquer nao ultrapassa 27% e entre as quatro primeiras ndo
ultrapassa 5%. O sistema € caracterizado como fortemente acoplado. Os
coeficientes independentes e ndo nulos das matrizes de rigidez exata e
corrompida (modelo inicial, casos 1 € 2) sdo mostrados na tabela 1. A matriz
corrompida representa a matriz de rigidez analitica original. Ela € obtida
alterando-se alguns coeficientes da matriz de rigidez exata. Alguns dos valores
sao aumentados em até 100%, outros ndo mudam e dois termos da diagonal sdo

reduzidos em até 30%. Comparando-se estes dois conjuntos de coeficientes, pode-
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se verificar que a matriz de rigidez analitica em nada se assemelha com a matriz
de rigidez exata, exceto pela conectividade.

Para efeito de comparacdo entre o método KMA e o método
modificado, KMAM, dois casos sdo tratados. No caso 1, a matriz de rigidez
analitica apresenta a mesma esparsidade que a matriz de rigidez exata. No caso 2,
uma pseudo-esparsidade € introduzida tornando nulos os elementos (1.2}, (2.1,
(4,6) e (6,4) da matriz de rigidez analitica. Estes elementos de acoplamento sdo
escolhidos arbitrariamente e sdo mostrados em negrito na tabela 1. Este dltimo
caso representa uma situagdo comum quando se modela uma estrutura por
elementos finitos, isto €, podem surgir elementos nulos na matriz de rigidez
analitica em decorréncia do cancelamento de forcas internas. Entretanto, convém
ressaltar, estes elementos nulos ndo pertencem a esparsidade da matriz de rigidez.

Tabela 2.1 Coeficientes das matrizes de rigidez analitica e ajustada
pelos métodos KMA e KMAM (dois casos).

NUMERO DO | MODELO MODELO MODELO
ELEMENTO INICIAL KMA KMAM INICIAL KMA KMAM EXATO
{caso 1) (caso 2)

(1,1) 2,0 1,5 1,5 2,0 1,0 1,5 1,5
(1,2) -2,0 -1,5 -1,5 0,0 0,0 -1,5 =455
(2,2) 1.512,0 1.011,5 1.011,5| 1.512,0 1.006,4 1.011,5 | 1.011,5
(2,3) -10,0 -10,0 -10,0 -10,0 -5,3 -10,0 -10,0
(3.3) 1.710,0 1.110,0 1.110,0 | 1.710,0| 1.052,8 1.110,0 | 1.110,0
{3.5) -200,0 -100,0 -100,0 -200,0 -64,8 -100 -100,0
(4,4) 850,0 1100,0 1.100,0 850,0 992.4 1.100,0 | 1.100,0
(4.5) -200,0 -100,0 -100,0 -200,0 -51,9 -100,0 -100,0
(4,6) -200,0 -100,0 -100,0 0,0 0,0 -100,0 -100,0
(5,5) 850,0 1.100,0 1.100,0 850,0 | 1.032,3 1.100,0 | 1.100,0
(6,6) 1.714,0 1.112,0 1.112,0 | 1.714,0 621,8 1.112,0 | 1.112,0
(6,7) -10,0 -10,0 -10,0 -10,0 -263,1 -10,0 -10,0
(6,8) -4,0 -2,0 -2,0 -4,0 263.0 -2,0 -2,0
(7,7) 1.:512,0 1.011,5 1.011,5 | 1.512,0 792,4 1.011,5 1011,5
(7.8) -2,0 -1,5 -1,5 -2,0 2110 -1,5 -1.5
(8,8) 6,0 3.5 39 6.0 -205,9 3,5 3,5




29

Os coeficientes da matriz ajustada, para os casos | e 2, sdo obtidos
com trés modos, uma vez que com um ou dois modos obtém-se apenas valores
aproximados [11]. Como se pode ver na tabela 2.1, os métodos KMA e KMAM
fornecem resultados idénticos para o caso 1, o que Jd € esperado pois as matrizes
exata e analitica tém a mesma esparsidade e a matriz P, equagdo (2.48), é um
matriz nula. No caso 2, os resultados calculados pelo KMA diferem dos resultados
fornecidos pelo KMAM e dos valores exatos. Por outro lado, o método KMAM
reproduz exatamente os coeficientes da matriz de rigidez exata. Este fato valida a
modificagdo proposta.

Neste trabalho propée-se uma formulagio para ajuste de modelos por
corre¢do direta da matriz de rigidez analitica. Neste contexto, suponha que a
matriz de rigidez ajustada Y pode ser expressa com a soma da matriz de rigidez
original K e uma matriz de corre¢do aditiva (-R) como expressa pela equacgdo
(2:50).

Y =K -R (2.50)

A equagido espectral relativa ao modelo de elementos finitos pode ser escrita como

segue:
K®d = MOA (2.51)

onde @ € a matriz dos autovetores analitica e A é matriz dos autovalores analitica.
Esta equagdo € valida para qualquer conjunto de m modos, m < n, sendo n o
nimero de graus de liberdade do modelo de elementos finitos.

Agora, seja Y uma matriz modal experimental e Ao a matriz dos
autovalores associada a esta matriz modal. Se ® é substituida por Yy e A por A0
na equagdo (2.51), a equagdo espectral ndo serd exatamente satisfeita, isto é,
havera um desbalango entre as forgas eldsticas e de inércia que pode ser expresso

pela equagdo (2.52).
Ky - MyA, = E (2.52)

Combinando-se as equagdes (2.50) e (2.52) e assumindo que exista uma matriz de

rigidez ajustada Y tal que:
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Yy = MyA, (2.53)
entdo pode-se escrever:

Ry = E (2.54)

A equagdo (2.54) € a equagdo que a matriz de corregdo aditiva (-R) tem que
satisfazer para se ter Y e M gerando as frequéncias naturais ¢ modos de vibragdo
obtidos experimentalmente. Como o nimero de modos medidos ¢ geralmente
menor que o nuimero de graus de liberdade (m < n), hd um ndmero infinito de
matrizes Y que satisfazem a equagio (2.53). Uma forma usual para encontrar uma
solu¢do € por minimizag¢do da matriz (-R) sujeita a equagio espectral e simetria
como equagdes de restricdo, como € o caso de Baruch e Bar Itzhack [4] e outros
métodos derivados dele. '

A equagdo (2.54) pode ser resolvida através da pseudo-inversa [49]
ou reformulando a equagido de modo a preservar a simetria da matriz solugdo, o
que implica na solugdo de uma equagdo de Lyapunov, conforme proposto por
Arruda e Vergosa [45]. Contudo, estas duas formas de solugio nio preservariam
simultaneamente as caracteristicas de simetria e esparsidade requeridas para a
matriz de rigidez ajustada Y. Neste trabalho propde-se um rearranjo desta equagio
de forma que se assegure simetria e esparsidade para a matriz de rigidez ajustada
Y.

Se todos os elementos ndo nulos da parte triangular superior de R sio
dispostos em um vetor r e, correspondentemente, a matriz y é rearranjada numa
matriz esparsa A e a matriz E é rearranjada em um vetor e, entdo a equacgdo (2.54)

pode ser escrita como:
Ar = e (2.55)

Pode-se observar que as condig¢des de simetria ¢ esparsidade sdao impostas a partir
do estabelecimento da equagdo (2.55). A solugdo da equagio (2.55) pode ser
rearranjada de volta para recompor a matriz R, que quando subtraida da matriz de
rigidez original K fornece a matriz de rigidez ajustada Y.

No método proposto por Baruch e Bar Itzhack [4], a solugdo é obtida
a partir da norma Euclidiana da matriz (-R) com uma ponderagio especifica,
impossibilitando introduzir matrizes de ponderagio arbitrdrias na formulagdo. Ao
contrdrio, a equagdo (2.55) permite que se pondere tanto a matriz do sistema, A,
quanto o vetor de parametros r. O nimero de incéginitas em r corresponde ao
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nimero de elementos diferentes de zero na matriz triangular superior associada a
R e serd denotado por p. O nimero de equacgdes é dado pelo nimero de modos
utilizados no ajuste vezes o nimero de graus de liberdade do modelo teérico e
serda denotado por q. Portanto, dada a esparsidade do modelo teérico, o nimero de
modos que € necessdrio para determinar a matriz de corregdo da rigidez de forma
dnica (sem que a solugdo seja por minima norma) é aquele que torna o rank da
matriz A igual ao nimero de incégnitas no vetor r.

A transformagdo da equagdo (2.54) na equagio (2.55) pode ser feita
indiferentemente por linhas ou colunas da matriz R. Para ilustrar o procedimento,
considere um exemplo onde R é uma matriz simétrica de ordem 4 com R, = R, =
R, = R“ = R, = R43 = 0 e que dois modos estejam sendo usados para ajustar o
modelo. Neste caso, a equagdo (2.54) pode ser rearranjada por coluna como

mostrado através da equacgdo (2.56).

Vo 0 vy 0 0 0 O (R 'En
Wio 0 ¥ 0 0 0 03" Ep
0 vy 0 vy 0 wy, O R?i E;
0 yp 0 wy, 0 y, O Ey
070 Y v e 00| |R2] T EM @se
0.0 W2 Vn Wn 0 017 Ey
0 0 0 0 0 wy yy R24 E,;
L0 0 0 0 0 wyy vyl ¥ E,)

A solugdo da equagdo (2.55) usando a pseudo-inversa pode ser escrita como:
F = A'e (2.57)
onde A" é obtida por decomposi¢cio em valores singulares (SVD) da matriz A.

Pode ser mostrado (Junkins e Kim [50]) que a solugdo na equacao (2.57) equivale
a solugdo por minimos quadrados quando Ni £ Ne e rank(A) = Ni, equacao (2.58):

e o= (ATA) Ale (2.58)

LS
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e a solugdo por norma minima quando Ni > Ne e rank(4) = Ne:

i -1
Fii) = A" (AA) e (2.59)
Ambas as solugbes, equagdes (2.58) e (2.59), podem ser ponderadas. A
ponderagdo des equagdes € obtida minimizando-se a norma do termo independente

da equacdo (2.55) como dada a seguir:

1
s = 5 e W,e (2.60)
onde W, ¢ uma matriz de ponderagdo positiva definida. A solugio por minimos
quadrados ponderada ¢ dada por:

Fs = (AW A) A" W, e (2.61)

WLS
Igualmente, a ponderagdo dos pardmetros € obtida minimizando-se a norma:

1
P WP (2.62)

I =

(]|

onde Wp € uma matriz de ponderagdo positiva definida. A solugdo de minima

norma ponderada é dada por:
-~ - _} o
Futt, = Wy A" (AW &) e (2.63)

As solugdes dadas pelas equacdes (2.61) e (2.63) tem um menor custo
computacional que através da decomposi¢cdo em valores singulares, e, portanto,
elas sdo preferidas na implementagido deste método de ajuste.

Para validar ¢ demonstrar as possibilidades do método proposto,
utiliza-se o exemplo de Kabe tratado anteriormente. Os resultados sio comparados
com os resultados obtidos por Kabe [11]. Trés casos sdo considerados. O caso 1
envolve o ajuste da matriz de rigidez utilizando-se apenas o primeiro modo de
vibragdo. No caso 2 utilizam-se os dois primeiros modos. No caso 3, por fim,
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utilizam-se os trés primeiros modos. Na tabela 2.2 sdo mostrados os coeficientes

de rigidez ajustados para os trés casos.

Tabela 2.2 Coeficientes das matrizes de rigidez analitica e ajustada

pelos métodos KMA e Rearranjo das Equagdes, RE (trés casos).

NUMERO MODELO KMA RE KMA RE KMA RE MODELO
DO INICIAL (caso 1) (caso 1) (caso 2) (caso 2) (caso 3) (caso 3) EXATO

ELMENTO
(1,1) 2,0 1,7 1,7 b3 15 1,5 1,5 I;5
(1,2} -2,0 -2,1 -2,1 -1,5 -1,5 o -1,5 -1,5
{(2,2) 1.512,0| 1.013,5|1.0i4,1| 1.011,5| 1.011,5 ] 1.011,5| 1.011,5| 1.011,5
(2,3) -10,0 -10,1 -10,1 -10,0 -10,0 -10,0 -10,0 -10,0
(3:3) 1,710,0 | 1.275,8 | 1.274,7 | 1.110,0 | 1.110,0 | 1.110,0 | 1.110,0 | 1.110,0
(3:5) -200,0 -198,6 | -197.9 -100,0 -100,0 | -100,0 -100,0 -100,0
(4,4) 850,0 | 1.237,4 | 1.217,7 | 1.100,0 | 1.100,0 | 1.100,0 | 1.100,0 | 1.100,0
(4,5) -200,0 -178,6 | -159,3 -100,0 -100,0 | -100,0 -100,0 -100,0
(4,6) -200,0 -198,5 | -197,7 -100,0 -100,0 | -100,0 -100,0 -100,0
(5:5) 850,0 | 1.237,3|1.217,6 | 1.100,0 | 1.100,0 | 1.100,0 | 1.100,0 | 1.100,0
(6,6) 1.714:0 | F279.7 | 1.2728, 5| L.113.2 | 14133 ) 1.112,0 | Fd12:0 | 1.5120
(6,7) -10,0 -10,1 -10,1 -9,0 -8,9 -10,0 -10,0 -10,0
(6,8) -4,0 -4,1 -4,3 -3,0 -3,0 -2,0 -2,0 -2,0
(7:7) 1.512,0 | 1.016,1|1.016,5| 1.012,4 | 1.012,4 | 1.011,5| 1.011,5| 1.011,5
(7,8) -2,0 -2,0 -2,0 -2,3 -2.4 -1,5 -1,5 -1,5
(8,8) 6,0 3,1 3.2 4,3 4.4 3;5 Bk 3,35

Conforme pode ser visto na tabela 2.2, os dois métodos apresentam os

mesmos resultados para os casos 2 e 3 e resultados muito préximos para o caso 1.

Desta forma, é oportuno fazer uma verificagdo no custo computacional envolvido
em cada um destes métodos. Os resultados que se apresentam sdo relativos aos
casos mostrados na tabela 2.2. O cdlculo do custo computacional para o método
de Kabe ¢é feito resolvendo-se o problema auxiliar de autovalores conforme
proposto pelo autor. No que tange ao método de rearranjo de equagdes, duas

situacdes sdo levadas em conta: calculando-se o posto da matriz dos coeficientes,
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matriz A; ou sem o cdlculo do posto de A. Os resultados demonstram que o
método de rearranjo das equagdes tem um custo computacional significativamente
inferior ao método de Kabe. Por outro lado, os resultados na tabela 2.3
demonstram o esfor¢o computacional dispendido quando o posto da matriz A €
calculado. Portanto, isto sugere que este cdlculo seja otimizado. As solugdes das
equagdes (2.58) e (2.59) foram implementadas utilizando-se rotinas para matrizes
esparsas do programa MATLAB [51] (marca registrada da The Mathworks, Incs,
Natick, MA, USA). Neste software o posto é calculado apenas para matrizes
cheias através da decomposi¢do em valores singulares. Desta forma, o cdlculo do
posto de A foi feito sem tirar proveito da esparsidade de A. Por outro lado,
existem algoritmos modernos e eficientes [52] para determinar o posto de
matrizes esparsas que poderdo ser utilizados para diminuir ainda mais o custo
computacional do método proposto.

Tabela 2.3 Custo computacional dos métodos KMA e Rearranjo
das Equagdes para os casos tratados na tabela 1, em KFlops.

METODO USANDO 1 MODO USANDO 1 e 2 USANDO 1,2e 3
MODOS MODOS
KMA 25 127 267
RE C/ POSTO b 15 23
RE S/ POSTO 0,9 1.5 3.5

A superioridade do método de rearranjo das equagdes em relagdo ao
método de Kabe resulta do fato de ter-se resolvido a equagio (2.54) tirando
vantagem da grande esparsidade da matriz A. A esparsidade das matrizes de
ambos os métodos sdo mostradas na figura 2.1 Na figura, os pontos representam
os elementos diferentes de zero em cada uma das matrizes.

Para evitar que o método de rearranjo das equagdes falhe quando
aplicado em problemas que apresentam o fendmeno da pseudo esparsidade, deve-
se substituir os elementos nulos da matriz de rigidez analitica, K, que sio gerados
pelo cancelamento de forgas por elementos nio nulos de valor arbitririo, porém
de magnitude da mesma ordem de grandeza que os valores da diagonal de K. Isto
¢ necessdrio de modo a nao desbalancear o sistema de equagdes quando é utilizada
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a ponderagdo dos parametros. Uma forma direta para substituir estes elementos
nulos consiste em adicionar a matriz da pseudo esparsidade P, equacao (2.48),
adequadamente escalonada a matriz de rigidez do modelo de elementos finitos.
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Figura 2.1 Modelos de esparsidade das matrizes dos
coeficientes: (a) KMA; (b) Rearranjo das Equagdes.
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3.1 - Introducao

Este capitulo trata da aplicagio dos métodos de correcdo da matriz de
rigidez por matriz 6tima em que sdo observadas as caracteristicas da matriz ajustada bem
como o desempenho de cada um dos métodos como ferramenta de localizagdo de falhas
estruturais. Sao usados os método de Baruch e Bar Itzhack [4], de Kabe [11], de Smith
[24] e o método proposto no capitulo anterior. Faz-se uso também do método do balango
de forgas [29], em que se propde a utilizagdo de varios modos de vibragdo ao invés de um
inico modo como na proposta original. Diferentemente dos demais métodos, o método do
balango de forgas serd utilizado apenas como mecanismo de localizacdo de falha e seus
resultados mostrados separadamente dos demais. Para se ter resultados homogéneos,
todos os métodos serdo submetidos a condigbes idénticas. Sdo utilizados um exemplo
tedrico (simulagdo numérica de uma viga engastada-livre) e um exemplo experimental
(placa livre-livre-livre-livre). A capacidade de localizacdo da falha de cada um destes
métodos ¢ determinada examinado-se a matriz de corregio da matriz de rigidez

computada.

3.2 - Localizacao de Falhas Estruturais

3.2.1 - Simulacdo Numérica de Uma Viga Engastada-Livre

Este exemplo consiste na localizagido de um defeito imposto artificialmente
em uma viga engastada-livre simulada numericamente. As matrizes de massa e rigidez
para a estrutura na condigédo intacta, estado inicial, e na condig@o deteriorada sdo geradas
com o programa de elementos finitos ISMIS (Interactive Structures and Matrix
Interpretive System) [53]. Esta investigagdo dar-se-4 através de dois modelos da viga
com diferentes malhas. Um modelo menor com 15 elementos e um modelo maior com 30
elementos. Com o modelo menor serd avaliada a capacidade de cada método no que se
refere a reproducdo dos coeficientes da matriz de rigidez da estrutura real e quanto 2
possibilidade de localizar a falha sob diferentes condicdes, isto é, nimero de modos
usado no ajuste, auséncia ou presenga de ruido e redugdo do sistema ou expansao modal.
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O modelo maior serd usado exclusivamente na condigdo ideal que corresponde ao caso
exato, para demonstrar a influéncia do nimero de modos no processo de ajuste entre
modelos de diferentes tamanhos.

Na figura 3.1 mostra-se 0 modelo de elementos finitos da viga engastada
livre. No modelo estdo indicados seus elementos (1-15) e, dentre estes, o elemento de
nimero 9, que serd alterado para simular a falha. A viga é suposta vibrar apenas no plano
da figura, portanto sdo utilizados elementos de viga do tipo Bernoulli-Euler com dois
graus de liberdade por n6é (deslocamento transversal e deslocamento angular). Desta
forma o modelo possui 32 GDLs. A numeragdo dos GDLs ¢ feita sequencialmente a partir
do lado da viga em balango; a primeira metade corresponde aos deslocamentos
transversais (1-15) e a segunda as rotagoes (16-30). O né do engaste, por ser fixo, é
eliminado quando da aplicagdo das condigdes de contorno e seus graus de liberdade
descartados. Neste contexto, o modelo € dito ser de 30 GDLs. De acordo esta numeragio,
o elemento defeituoso ¢ definido pelos graus de liberdade 9-10 (deslocamento
transversal) e 24-25 (deslocamento angular).

Figura 3.1 Modelo de elementos finitos da viga engastada-livre onde

se indica o elemento defeituoso, elemento de nimero 9.

A viga € homogénea e de segdo transversal quadrada. As propriedades do
material e caracteristicas geométricas da viga sdo mostradas na tabela 3.1.

Tabela 3.1 Propriedades da viga engastada-livre

modulo de elasticidade 2,07 x 10!'! N/m?
densidade 7,8 x 103 Kg/m3
drea de secdo transversal 1,0 x 10-4 m?
momento de inércia da secdo 8,33 x 10-10 m¢
comprimento 0,3 m
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Para gerar os dados experimentais, procede-se 2 modificagio da rigidez do

elemento de nimero 9, reduzindo sua drea para 1/4 do valor inicial e, por conseguinte,
reduzindo o momento de inércia de sua segdo transversal para 1/16 do valor inicial. Os
dados "experimentais" sdo calculados com a matriz de massa do modelo original e com a
matriz de rigidez modificada. Na figura 3.2 mostra-se a matriz erro entre as matrizes
exata (modificada) e analitica (original). Esta matriz erro é na verdade a matriz de
corre¢do da matriz de rigidez (-R) que se deseja determinar. Esta matriz é mostrada na
figura 3.2 sob trés diferentes aspectos e com algum tipo de normalizacgio, sendo todos os
seus coeficientes tomados em valor absoluto: (a) vista tridimensional tal que o valor
maximo € 1; (b) grifico da diagonal em que se normaliza separadamente os elementos
relativos aos deslocamentos transversais e angulares e cujo valor maximo em ambos os
conjuntos € a unidade; (c) projecdo ou curvas de nivel tomados a partir da vista
tridimensional. Nas legendas das figuras em que se usa a matriz R ela serd denotada por
matriz R e sua diagonal por diagonal de R, normalizada de acordo com o estabelecido
acima.
E aparente a partir das figuras 3.2(a), 3.2(b) e 3.2(c) que se os métodos de
ajuste de modelo forem capazes de gerar uma matriz de corregao semelhante a da figura
3.2, entdo a falha estard localizada. Neste contexto, a figura 3.2 é uma figura de
referéncia. Nas figuras 3.2(a) e 3.2(b) ndo sdo claras as discrepancias entre as matrizes de
rigidez exata e original quanto aos valores relacionados aos graus de liberdade de
rotagbes ¢ de acoplamento entre deslocamentos transversais e rotagdes. Isto ocorre
porque os valores destes Gltimos coeficientes sdo bem menores que os coeficientes dos
deslocamentos transversais.

Tendo em vista a simetria dos elementos adjacentes do modelo de
elementos finitos, a matriz de rigidez do modelo original apresenta o fendmeno da
pseudo-esparsidade. As figuras 3.3(a), 3.3(b) e 3.3(c) mostram a esparsidade das matrizes
K, Y e P. Note-se que a esparsidade de P € a diferenca entre a esparsidade de K e a
verdadeira esparsidade associada com a conectividade da estrutura, sendo esta tiltima
mostrada na figura 3.3(d), sendo denotada por V. Nestes gréaficos, os elementos diferentes
de zero sdo indicados por pontos. Para evitar a falha dos métodos KMA e Rearranjo das
Equacdes devido ao fendmeno da pseudo-esparsidade, serdo utilizadas as versdes

modificadas destes métodos como descritas no capitulo anterior.
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Nos exemplos que se seguem, diversas situa¢des sdo simuladas. As figuras
3.5-3.8 e 3.9-3.12 correspondem ao caso exato em que ndo h4 ruidos de medigdo e onde
se supde que todos os GDLs sdo conhecidos. O ajuste de modelos é feito com diferentes
nimeros de modos. Desta forma estuda-se o impacto do truncamento modal no processo
de ajuste e localizagdo de falhas. Na figuras 3.5-8 representa-se o caso em que apenas um
modo € utilizado e as figuras 3.9-12 o caso em que sdo usados 4 modos. Por
simplicidade de notagdo, o método de Baruch e Bar Itzhack [4] serd indicado por BB, o
método iterativo de Smith [24] por IS, o método de Kabe [11, 12] por KMA e o método
de Rearranjo das Equagdes por RE. Os resultados apresentados nas figuras (5-12) deixam
aparente que todos os métodos localizam a falha, seja com 1 ou 4 modos. Através do
método BB somente o grifico da diagonal de R permite a indicagdo do defeito, seja nos
GDLs de translagdo (1-15) ou de rotagdo (16-30). Os métodos IS, KMA ¢ RE, por sua
vez, geram matrizes de corre¢do (-R) tal que a falha é facilmente localizada através de
qualquer uma das trés representagdes, como mostrado nas figuras em tela.

Na tabela 3.2 sd@o mostrados os erros médximos encontrados entre os
coeficientes das matrizes de rigidez original e a ajustada. Como se pode observar nesta
tabela, os erros dos métodos BB e IS informam que estes métodos nio conseguem
reproduzir os coeficientes de rigidez exatos. Isto se deve ao fato de que estes métodos
ajustam o modelo de forma global. Por outro lado, os métodos KMA e RE conseguem
reproduzir os coeficientes de rigidez exatos, sendo para isso necessdrio um minimo de 4
modos. Para um nimero menor de modos, estes dois métodos apenas localizam a falha.
Fica subentendido, salvo meng¢do em contrédrio, que 1 modo significa o primeiro modo; 4

modos significa os 4 primeiros modos e assim por diante.

Tabela 3.2 Erros maximos usando os métodos BB, IS, KMA e RE.

ERR O (%)
Método Usando | modo usando 4 modos
BB 1499 1445
IS 1504 2904
KMA 1499 2,4 e-1
RE 1499 3,3 e-4
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E interessante também se ter uma idéia sobre o custo computacional de cada

um destes métodos. Os resultados sdo mostrados na tabela 3.3. O método IS utiliza o

método BB de forma iterativa. Portanto, o custo do método IS serd sempre um miiltiplo

do custo do método BB sem processo iterativo interrompe-se em funcio da tolerdncia de

convergéncia especificada. Por esta razdo, deixa-se de mostrar o custo computacional do

método IS. Em ambos os casos o custo computacional é expresso em KFlops.

Tabela 3.3 Custo computacional dos métodos BB, KMA e RE em KFlops.

Custo Computacional

Método Usando 1 modo Usando 4 modos
BB 495 512
KMA 2.258 35.429
RE 8,30 78

Esta diferenca de custo computacional envolvendo os métodos KMA e RE,

uma vez que entre os métodos usados somente estes ajustam a matriz de rigidez

elemento-a-elemento, estd relacionada a esparsidade das matrizes dos coeficientes

geradas por cada um destes dois métodos. A esparsidade de cada uma destas matrizes é

mostrada na figura 3.4. O baixo custo computacional do método RE, que decorre da

significativa esparsidade da matriz do sistema, o coloca como um método em potencial
para tratar problemas de grande porte. Nas figuras 3.4(a) e 3.4(b) nz representa o numero

de elementos nao nulos que sd@o indicados por pontos escuros.
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Figura 3.4 Modelo de esparsidade das matrizes dos
coeficientes. (a) KMA; (b) RE.
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Figura 3.5 Matriz R obtida por BB, 1 modo, caso exato. (a) vista tridimensional de R;

(b) diagonal de R; (c) projecdo de R.
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Figura 3.7 Matriz R obtida por KMA, 1 modo, caso exato. (a) vista tridimensional de

R; (b) diagonal de R; (c) projecio de R.
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Figura 3.8 Matriz R obtida por RE, 1 modo, caso exato. (a) vista tridimensional de R;

(b) diagonal de R; (c) projecdo de R.
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Figura 3.11 Matriz R obtida por KMA, 4 modos, caso exato. (a) vista tridimensional
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Considerando que os métodos de ajuste globais nunca reproduzem os
coeficientes exatos da matriz de rigidez, ao contrdrio dos métodos KMA e RE, nos
exemplos que se seguem serdo usados 4 modos no processo de ajuste e localizagdo de
falhas. Este nimero de modos € escolhido tendo em vista que os métodos KMA e RE
foram capazes de reproduzir os coeficientes da matriz de rigidez exata com 4 modos.
Estes exemplos sdo casos mais realisticos por levarem em conta a presenca de ruido de
medi¢cdes bem como a questdo envolvendo a compatibilizacdo de tamanho entre os
modelos tedrico ¢ experimental. Expansdo e redug¢do do modelo serdo consideradas. Um
ruido € adicionado aos dados tedricos para simular dados experimentais. Ele é do tipo
Gaussiano com média zero e varidncia unitdria. O sinal aleatério é gerado no MATLAB

[51] e adicionado aos modos de vibragdo e frequéncias naturais em conformidade com as

equagdes (3.1) e (3.2).

Vexp, = W, + randn(n) nnS(wti)(p/]w] (3.1)
fe"P. = f + randn(l)rms(ftl)(%m) (3.2)

onde, Y, e V.., sdo os i-ésimos vetores modais teérico e experimental, respectivamente;
f e f  sdo as i-ésimas frequéncias naturais tedrica e experimental, respectivamente;
]

exp;

Pm © Ps sd0 coeficientes que definem o percentual de ruido a ser adicionado ao modo;
randn(n) é uma fungio geradora de vetores de nimeros aleatdrios de dimensdo n e rms é
uma fungdo que calcula a raiz do valor médio quadrético para um dos vetores usados.

O exemplo mostrado nas figuras 3.13 a 3.16 representa o caso em que hd
ruidos de medi¢@o e que se supde conhecidas as rotagdes. Os métodos BB e IS indicam
claramente a localizacdo da falha, ao contrdrio dos métodos KMA e RE. Quanto ao
método BB, as figuras 3.13 (a) e (c¢) sdo obscuras para indicar o local da falha, ao
contrario da diagonal de R na figura 3.13 (b). Comparando-se as figuras 3.13(a) e 3.14(a)
pode-se notar que o método IS limita a valores minimos os termos que sdo
irrealisticamente alterados pelo método BB.

As figuras 3.17 a 3.20 tratam do caso em que hd ruidos de medi¢do e o
modelo € expandido por ndo se conhecerem as rotagdes. Dos vdrios métodos de expansdo
testados, o que melhor conseguiu reproduzir os dados experimentais foi o método de
expansdo dindmica proposto por Kidder [40], gerando pouca distor¢io em torno dos
GDLs afetados pela falha, fato que ratifica as observagdes de Lieven e Ewins [38]. Os
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métodos KMA e RE falham em localizar a falha, enquanto os métodos BB e IS indicam
claramente o local da falha. O método BB, como no caso anterior, deixa transparecer o
local da falha unicamente através da diagonal de R, figura 3.17(b), e, neste caso, somente
com os GDLs relacionados aos deslocamentos transversais.

O exemplo relativo as figuras 3.21 a 3.23 € idéntico ao exemplo anterior
mas, ao invés de se fazer uma expansao modal, reduzem-se as matrizes de massa e
rigidez para a ordem das coordenadas medidas, que sdo os GDLs do modelo
experimental. Esta reducdo ou condensacgdo do sistema € feita utilizando-se o método de
reducdo de Guyan [39]. tendo em vista que a reducdo destréi a esparsidade das matrizes
do sistema, o método iterativo de Smith, IS, [24] deixa de ser aplicado, uma vez que ele,
nestes casos, se reduz ao método de Baruch e Bar Itzhack, BB, [4]. Mais uma vez os
métodos KMA e RE falham em localizar a falha. Por outro lado, o método BB continua
gerando uma matriz R que apresenta um pico nas proximidades dos GDLs que sdo mais
afetados pela falha.

Para finalizar a andlise relacionada a este modelo da viga, utiliza-se o
método do balanco de for¢cas (MBF) para este ultimo caso tratado. Na sua formulagio
original [29], apenas um unico modo € utilizado para se calcular o vetor das forgas
residuais F, que é dado pela equagdo 3.3:

E = Ky,

: .~ My, o (3.3)
onde K e M sdo as matrizes de rigidez e massa analiticas, nesta ordem, e y; e @ sdo o
par constituido pelo modo de vibracdo e a frequéncia natural experimentais que sdo
escolhidos para se calcular o vetor das forcas residuais. Neste trabalho € proposto
calcular uma matriz das forgas residuais ao invés de um vetor. Desta forma, esta matriz,
indicada por E, € dada pela equagao (3.4):

E=K¥Y - MYA (3.4)

onde W e A sdo as matrizes que contém os modos de vibracdo e os quadrados das
frequéncias naturais experimentais que serdo usadas para calcular a matriz de forgas
residuais. O mecanismo de localizagdo associado as equagdes (3.3) e (3.4) se baseia no
fato de que quando se altera um elemento de uma linha em uma matriz, ao se multiplicar
esta matriz por um vetor, o efeito desta alteragdo vai se refletir exatamente na linha
correspondente do vetor produto. Desta forma, considerando-se que a falha estd

localizada em uma regidao da matriz de rigidez, sua presenca se fard sentir por uma
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discrepancia entre os elementos do vetor das forgas residuais associados aos GDLs
afetados por ela. Na presenca de ruido, esta discrepancia pode ndo aparecer claramente.
Por outro lado, tomando-se ndo apenas um, mas varios modos de vibragdo e calculando-
se a norma das linhas da matriz dos residuos das forgas, o efeito do ruido, que ndo é uma
caracteristica do sistema, pode ser minimizado devido ao efeito de filtragem da média.
Esta situacdo é claramente mostrada nas figuras 3.24 e 3.25. A sigla NLVFR significa
norma das linhas do vetor das forcas residuais. Para um vetor, a norma de cada linha
coincide com o valor absoluto de cada elemento da linha. Para uma matriz, a norma da
linha é definida aqui como a raiz quadrada da soma dos quadrados de todos os elementos
desta linha.

Para verificar a possibilidade de localizar falhas estruturais utilizando a
NLVFR, utiliza-se o caso de simulagéb em que se faz uma expansdo dos modos pelo
método de Kidder [40]. Na figura 3.24(a) tem-se o residuo exato. Em 3.24(b) tem-se o
vetor da norma das linhas da matriz das forcas residuais calculado pela equagdo (3.3) e
cujos valores foram normalizadas tal que o maior valor é unidade. Em 3.24 (c) tem-se o
vetor que contém a norma das linhas da matriz das forgas residuais calculado pela
equacdo (3.4) e cujos valores foram normalizadas tal que o maior valor é unidade. Os
GDLs dos deslocamentos transversais e das rotagdo sao normalizados separadamente.
Comparando-se a parte correspondente aos GDLs dos deslocamentos transversais entre as
figuras 3.24 (b) e (c), pode-se inferir que a norma das linhas da matriz das forgas
residuais indica perfeitamente o local da falha, o que nao acontece quando se utiliza um
s6 modo escolhido entre os modos experimentais disponiveis. O mesmo se pode afirmar
com relagdo ao caso da figura 3.25, onde se procedeu a uma reducado da ordem do sistema
pelo método de Guyan [39]. E nitida a localizagdo da falha utilizando-se a matriz das
forgas residuais.

Para aplicagdes de correlacdo de modelos, entre as quais localizagdo de
falhas, Lieven e Ewins [54] aconselham evitar a redu¢do de Guyan sempre que possivel e
sugerem que se busque fazer uma expansdo modal. Eles argumentam que a redugio
destr6i o modelo de conectividade da estrutura e espalham o erro prejudicando o
processo de localizag@o de erros em modelos de elementos finitos. E certo que a redugdo
leva a uma dispersdo do erro inicialmente localizado em uma regido da matriz de rigidez.
Porém, este espalhamento do erro se dd de forma mais intensa na vizinhanga do nicleo da
falha, perdendo sua forca a medida que se caminha para fora dele. O grifico da figura
3.21(b) deixa claro que ainda é possivel localizar a falha quando se aplica a redugio de

Guyan.
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Figura 3.13 Matriz R obtida por BB, 4 modos, ruido Gaussiano aditivo sem expansao.

(a) vista tridimensional de R; (b) diagonal de R; (c) projecao de R.
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Figura 3.14 Matriz R obtida por IS, 4 modos, ruido Gaussiano aditivo sem expansao.
(a) vista tridimensional de R; (b) diagonal de R; (c) projecdo de R.
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Figura 3.15 Matriz R obtida por KMA, 4 modos, ruido Gaussiano aditivo sem
expansao. (a) vista tridimensional de R; (b) diagonal de R; (c) projecdo de R.
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Figura 3.16 Matriz R obtida por RE, 4 modos, ruido Gaussiano aditivo sem expansio.
(a) vista tridimensional de R; (b) diagonal de R; (c) proje¢do de R.
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Figura 3.17 Matriz R obtida por BB, 4 modos, ruido Gaussiano aditivo e expansao
(Kidder). (a) vista tridimensional de R; (b) diagonal de R; (c) proje¢do de R.
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Figura 3.18 Matriz R obtida por IS, 4 modos, ruido Gaussiano aditivo e expansdo
(Kidder). (a) vista tridimensional de R; (b) diagonal de R; (c) proje¢do de R.
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Figura 3.19 Matriz R obtida por KMA, 4 modos, ruido Gaussiano aditivo e expansdo

(Kidder). (a) vista tridimensional de R; (b) diagonal de R; (c) projecdo de R.
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Figura 3.20 Matriz R obtida por RE, 4 modos, ruido Gaussiano aditivo e expansao
(Kidder). (a) vista tridimensional de R; (b) diagonal de R; (c) proje¢ao de R.
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(Guyan). (a) vista tridimensional de R.;
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Matriz R obtida por BB, 4 modos, ruido Gaussiano aditivo e redugdo

(b) diagonal de R; (c) projecdo de R.
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Figura 3.22 Matriz obtida por KMA, 4 modos, ruido Gaussiano aditivo e redugao

(Guyan). (a) vista tridimensional de R; (b) diagonal de R; (c) projegdo de R.
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Figura 3.23 Matriz R obtida por RE, 4 modos, ruido Gaussiano aditivo e redugdo
(Guyan). (a) vista tridimensional de R; (b) diagonal de R; (c) projecdo de R.
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Figura 3.24 Forcas residuais (MBF) com expansao de Kidder. (a) NLMFR, caso exato;
(b) NLVFR, 1 modo; (c) NLMFR, 4 modos; modos com ruido Gaussiano aditivo.
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Figura 3.25 Forgas residuais (MBF) com redugdo de Guyan. (a) NLMFR, caso exato;
(b) NLVFR, 1 modo; (c) NLMFR, 4 modos; com ruido Gaussiano aditivo.

Nos exemplos tratados anteriormente, a extensdo da falha imposta a viga
correspondia a um elemento do modelo de elementos finitos. Em situagdes reais isto
acontece. Uma melhor aproximagdo da realidade pode ser conseguida se a falha estiver
contida em um dos elementos em que a estrutura é discretizada. Para simular esta
situa¢do, modelou-se a viga com um nimero maior de elementos, sendo que um deles foi
subdividido para simular a falha. Modifica-se a drea e o momento de inércia da segdo
transversal de dois subelementos do elemento escolhido. A redugdo foi a mesma que a do
problema anterior. O elemento escolhido se situa num trecho da viga que, quando
comparado com o modelo de 15 elementos, sua localizagdo o coloca como parte do
elemento de numero 9 deste modelo. Este novo modelo pode ser visto na figura 3.26,
onde sdo indicados os elementos com defeito, isto €, os elementos de niimeros 18 e 19.
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Figura 3.26 Modelo de EF refinado da viga engastada-livre com
elemento subdividido para simulagdo de defeito.

A proposta € tentar localizar a falha utilizando-se 0 modelo de 15 elementos
em conjunto com os dados "experimentais" gerados com o novo modelo. Desta forma, é
esperado que o defeito apareca entre os GDLs (9 e 10) e (24 e 25), como no problema
anterior.

A partir dos vetores modais gerados com o novo modelo mais refinado,
geram-se os vetores modais "experimentais” tomando-se as coordenadas modais dos nés
que também sdo nés no modelo com 15 elementos. Para caracterizar uma situacgio real, é
adicionado rufdo Gaussiano e se supde desconhecidos os GDLs de rotagdo. Os métodos
BB, IS, KMA e RE sdo utilizados para tentar localizar a falha. Pelos resultados
anteriores, € esperado que apenas os métodos BB e IS sejam capazes de indicar o local da
falha. Os modos sdo expandidos pelo método de Kidder [40] para fornecer as rotagdes.
Os resultados sdo mostrados nas figuras 3.27 a 3.30. A incapacidade dos métodos KMA e
RE € confirmada como pode ser visto nas figuras 3.29 e 3.30. Por outro lado,
supreendentemente, o método IS também ndo foi capaz de indicar o local da falha,
conforme se deduz das figuras 3.28(b) e 3.28(c), muito embora exista um pico na regido
dos GDLs (9 e 10) e (24 e 26) como pode ser visto na figura 3.28(b). O método BB, por
sua vez, através dos elementos da diagonal relativos aos GDLs dos deslocamentos
transversais, figura 3.27(b), indica sem margem de dividas o local da falha.

Tendo em vista que o método BB foi o tinico a apontar o local da falha em
todos os casos de simulagdo aqui tratados, conclui-se de toda esta andlise que este
método € o mais adequado quando o objetivo € localizacdo de falhas estruturais. Ao
mesmo tempo, aliada a esta qualidade, o método apresenta um custo computacional
baixo, o que o coloca como um método a ser levado em conta ao se tratar problemas de

grande porte.
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Figura 3.27 Matriz R obtida por BB, 4 modos, ruido Gaussiano aditivo e expansio
(Kidder). (a) vista tridimensional de R; (b) diagonal de R; (c) projecdo de R.
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Figura 3.28 Matriz R obtida por IS, 4 modos, ruido Gaussiano aditivo e expansdo
(Kidder). (a) vista tridimensional de R; (b) diagonal de R; (c) projecdo de R.
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Figura 3.29 Matriz R obtida por KMA, 4 modos, ruido Gaussiano aditivo e expansao
(Kidder). (a) vista tridimensional de R; (b) diagonal de R; (c) proje¢io de R.
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Figura 3.30 Matriz R obtida por RE, 4 modos, ruido Gaussiano aditivo e expansio
(Kidder). (a) vista tridimensional de R; (b) diagonal de R; (c) proje¢do de R.
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Um aspecto comumente encontrado na literatura nesta drea de ajuste de
modelos coloca o dinamicista diante da seguinte situagdo: é preferivel se dispor de mais
modos para o ajuste de modelos ou € melhor ter um modelo com mais graus de
liberdade? Lieven e Ewins [54] sdo taxativos em afirmar que a maior causa de uma pobre
correlagdio de modelos se deve mais ao nimero reduzido de coordenadas do que ao
nimero de modos.

Para responder a esta indagagao, foi construido um terceiro modelo com o
dobro de elementos em relacdo ao modelo de 15 elementos, o qual é mostrado na figura
3.31. Os elementos com defeitos s3do os de numeros 17 e 18, que correspondem ao
elemento de nimero 9 no modelo de 15 elementos. Estes dois elementos danificados sdo
limitados pelos GDLs 17-19 dos deslocamentos transversais e pelos GDLs 47-49 das
rotacdes. Esta investigacdo ficard limitada ao caso exato, isto €, sem ruido e com todos os
GDLs conhecidos. Estas condi¢des ideais permitem uma melhor avaliagdo dos métodos.
Procedeu-se ao ajuste de ambos os modelos inicialmente com 4 modos, nimero que
proporciona a exata reproducio dos coeficientes da matriz de rigidez com o modelo de 15
elementos, seja com o método KMA ou RE. Como ambos dao os mesmos resultados, faz-

se op¢do pelo método RE.

Figura 3.31 Modelo de EF da viga engastada-livre onde se indicam os

elementos defeituosos, elementos de nimeros 17 e 18.

A matriz erro exata R é mostrada na figura 3.32(a) e 3.32(b), através da
projecdo de R e de sua diagonal, respectivamente, como referéncia de comparagdo com a
matriz R calculada por ajuste. Com 4 modos ndo se consegue localizar a falha com o
modelo de 30 elementos, como se pode ver claramente nas figuras 3.32(c) e 3.32(d). Uma
outra tentativa € feita utilizando-se agora 5 modos. Neste caso foi possivel localizar a
falha como demonstrado nas figuras 3.32(e) e 3.32(f). Contudo, os erros maximos em
relagdo aos coeficientes de rigidez sdo 678% e 25% respectivamente. Para atingir a
ordem de grandeza de erro encontrada com o modelo de 15 elementos foram necessérios

7 modos, resultando num erro mdximo de 5,3 e3 %.
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Figura 3.32 Matriz R obtida por RE, 4 modos, caso exato. (a) projecdo de R, (b)
diagonal de R, matriz R exata; (c) projegdo de R, (d) diagonal de R, matriz R ajustada
com 4 modos; (e) projecdo de R, (f) diagonal de R, matriz R ajustada com 5 modos.

Estes resultados deixam aparente que € necessdrio ter mais modos

disponiveis para o ajuste quando se utiliza um modelo de maior nimero de graus de
liberdade, quando em que se usa um método de ajuste de matriz de rigidez elemento-a-
elemento (KMA, RE). Desta forma, um determinado nimero de modos representa mais

informag¢des para um modelo menor do que para um modelo maior, em termos relativos.

Este fato vai contrariar a afirmagdo de que quanto mais refinado o modelo melhores sio

as chances de localizagdo de falhas. Uma justificativa pode ser dada 4 luz da dimensdo
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modal de cada modelo. Para um mesmo nimero de modos, a fragio modal, calculada
como a razdo entre os modos disponiveis para o ajuste e a dimensio da base do modelo
teérico, € determinante para o sucesso do ajuste. Entre dois modelos de um mesmo
sistema fisico, a localizagdo da falha ocorrerd primeiro no modelo com maior fragdo
modal, que, pela defini¢do, corresponde ao modelo com menor nimero de GDLs.
Considerando 4 modos disponiveis para o ajuste, a fragdo modal para o modelo de 30
GDLs € 13,3% e para o modelo de 60 GDLs € 6,6%. Este exemplo demonstra claramente
uma posi¢do contrdria a de Lieven e Ewins [54]. Provavelmente, a recomendacio destes
autores seja pertinente ao método analisado por eles, mas isto ndo significa que possa ser

generalizada.

3.2.2 - Exemplo Experimental da Placa Retangular de Aluminio

Este exemplo consiste na localizagdo de um defeito imposto 2 uma placa
retangular em aluminio. Suas dimensdes sdo 400 x 450 mm, sendo a espessura 3,25 mm.
As propriedades mecanicas e fisicas representam valores médios e sdo obtidas em tabelas

facilmente encontradas em manuais de projeto e sdo fornecidas a seguir.

e médulo de elasticidade 69 x 10° Pa
e coeficiente de Poisson 0,33
e densidade 2700 Kg/m3

Para representar a placa na condigdo deteriorada, promove-se a abertura de
um rasgo em uma das arestas, conforme indicado na figura 3.33. A partir das fungdes
resposta e frequéncia medidas identificou-se o modelo modal, isto €, as frequéncias
naturais € os modos de vibracdo. Utilizou-se o programa de elementos finitos ANSYS
[55] para gerar as matrizes de massa e rigidez tedricas que sdo de ordem (100 x 100).
Estas matrizes foram obtidas utilizando o método de redugdo de Guyan [39] em virtude
das dificuldade em se manusear matrizes de ordens maiores. Dispondo-se destes dois
conjuntos de propriedades da estrutura, procede-se a utilizagdo dos métodos de ajuste
para obter-se a matriz de corre¢io da matriz de rigidez (-R) e, através dela, tentar
localizar a falha. Note-se que neste caso ndo hd a menor possibilidade de se comparar a

matriz (-R) obtida por ajuste com a matriz erro exata, como no caso da simulacio
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numérica da viga. Tal impossibilidade advém do fato de que ¢ impossivel se conhecer a
matriz de rigidez e massa da estrutura real.

Figura 3. 33 Placa com defeito, dimensdes em mm.

Tendo em vista a disponibilidade de um conjunto com uma quantidade
razodvel de modos experimentais e levando em conta que estes modos sdo afetados
diferentemente pela falha, (ver apéndice A), vdrios conjuntos de modos sio formados
para se investigar de que forma modos mais ou menos afetados pela falha influenciam
nos métodos de ajuste quanto a localizagdo da falha. Neste contexto, quatro conjuntos de
modos sdo formados. O primeiro conjunto é formado pelos 4 primeiros modos. O
segundo, por todos os dez modos identificados na faixa de frequéncias de interesse. O
terceiro, pelos 5 modos mais afetados, ou seja, modos de nimeros 5, 6, 7, 8 e 10.
Finalmente, um quarto conjunto é formado utilizando-se os modos 5 e 6.

Nas figuras 3.34 e 3.35 sdo apresentados os resultados obtidos com o
método de Baruch ¢ Bar Itzhack [4] relativos a matriz R calculada para cada um dos 4
conjuntos de modos formados. Com relagdo ao primeiro conjunto, as figuras 3.34 (a),
3.34(b) e 3.34(c) correspondem a vista tridimensional, ao grifico da diagonal e a
proje¢do da matriz R, respectivamente. Embora se notem picos pronunciados nas figuras
3.34(a) e 3.34(b), elas sdo de dificil interpretagdo, uma vez que se deve localizar o GDL
ou GDLs correspondentes a estes picos e associd-los ao correspondente nés no modelo de

elementos finitos. Este procedimento pode levar a resultados duvidosos devido a erros de
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leitura. Quanto a projegdo de R, figura 3.34(c), ndo hd nenhuma regiio que indique o
local da falha. Neste caso da placa, em face destas dificuldades apresentadas, deve-se
evitar estas formas de abordagem para a matriz R. Considerando que cada elemento da
diagonal da matriz R pode ser associado a rigidez de cada ponto da placa, pode-se langar
mao destes valores e redistribui-los sobre os nés do modelo geométrico formando uma
matriz quadrada associada a topologia da placa. Uma vista tridimensional desta matriz é
dada na figura 3.34(d). Pode-se notar um pico pronunciado na regido da falha, porém ha
outros picos e nao se pode afirmar com certeza qual deles representa a falha. Na figura
3.34(e) apresenta-se a proje¢do desta matriz. Nela ainda ndo se pode ver claramente a
indicagdo da localizagdo da falha. Nas figuras 3.35(a-b), 3.35(c-d) e 3.35(e-f) sdo
mostrados a vista tridimensional da matriz que contém os valores da rigidez da diagonal
da matriz R para os trés dltimos conjuntos de modos, nesta ordem. Com todos os 10
modos, figuras 3.35(a) e 3.35(b) jd se pode ver uma regido que se destaca pelas
amplitudes elevadas. Fazendo-se o ajuste com os modos mais afetados pelo defeito
imposto a placa, conjuntos 3 e 4, € aparente (figuras 3.35(c) e 3.35(d) e figuras 3.35(e) e
3.35(f)) o local do defeito na placa. O dltimo conjunto que é formado pelos modos 5 ¢ 6
fornecem uma matriz R onde € incontestdvel a indicagdo do defeito na placa. A projecio
de R mostra toda a regido afetada pelo corte. Portanto, os valores da diagonal da matriz
R, quando associados ao modelo geométrico experimental pode ser uma ferramenta de
localizagao de falha em placas.

Os resultados obtidos com os métodos KMA e RE sio mostrados nas
figuras 3.36 e 3.37, respectivamente. Ambos os métodos foram aplicados a dois
conjuntos de dados envolvendo os modos mais sensiveis. Um conjunto com um modo, o
de numero 7 e um conjunto formado pelos modos de nimeros 5, 6, 7 e 8. As figuras 3.36
e 3.37 deixam aparente que ambos os métodos produzem resultados muito préximos.
Com um modo, figuras 3.36(a e b) e 3.37(a e b), foi possivel indicar a regido afetada pelo
corte. Contudo, com o segundo conjunto, a falha € indicada erroneamente, como
mostrado nas figuras 3.36(c e d) e 3.37(c e d). Estes resultados demonstram um
comportamento instdvel destes métodos para tratar dados experimentais. Cabe notar que
o método de Smith [24] ndo foi aplicado porque a reducdo do modelo destréi a
esparsidade da matriz de rigidez e, como se sabe, neste caso este método se reduz ao
método de Baruch e Bar Itzhack [4].

A andlise dos resultados dos exemplos tratados demonstram cabalmente que
apenas o método de Baruch e Bar Itzhack [4] foi capaz de localizar a falha em todas as
situagdes propostas. Isto demonstra um comportamento estdvel do método que o torna

confidvel como método de localizagdo de falhas em estruturas.
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Figura 3.34 Matriz R obtida por BB, 4 modos. (a) vista tridimensional de R; (b)
diagonal de R; (c) projecdo de R; (d) vista tridimensional da matriz formada pela
diagonal de R distribuida sobre a malha experimental; (e) proje¢ao desta matriz.
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Figura 3.35 Matriz R obtida por BB. (a) vista tridimensional da matriz formada pela
diagonal de R distribuida sobre a malha experimental, todos os modos; (b) projecao
desta matriz; (c) vista tridimensional da matriz formada pela diagonal de R distribuida
sobre a malha experimental, modos 5, 6, 7, 8 ¢ 10; (d) projecao desta matriz; (e) vista
tridimensional da matriz formada pela diagonal de R distribuida sobre a malha
experimental, modos 5 e 6; (f) proje¢cdo desta matriz.
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Figura 3.36 Matriz R obtida por KMA. (a) vista tridimensional da matriz formada pela
diagonal de R distribuida sobre a malha experimental, modo de nimero 7; (b) proje¢ao
desta matriz; (c) vista tridimensional da matriz formada pela diagonal de R distribuida
sobre a malha experimental, modos 5, 6, 7 e 8; (d) projecao desta matriz.
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Figura 3.37 Matriz R obtida por RE. (a) vista tridimensional da matriz formada pela
diagonal de R distribuida sobre a malha experimental, modo de nimero 7; (b) proje¢ao
desta matriz; (c) vista tridimensional da matriz formada pela diagonal de R distribuida
sobre a malha experimental, modos 5, 6, 7 e 8; (d) proje¢ao desta matriz.
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Neste trabalho alguns métodos diretos de ajuste de modelos foram tratados
objetivando a localizagdo de falhas estruturais. Estes métodos conjugam as matrizes de
massa e rigidez tedricas da estrutura na condi¢do intacta com frequéncias naturais e
modos de vibragdo experimentais da estrutura na condi¢io deteriorada. As hipéteses
basicas sdo que falhas estruturais causam mudangas nas propriedades fisicas da estrutura
que, por sua vez, afetam frequéncias naturais ¢ modos de vibragdo e que elas afetam
mais fortemente a regido em sua vizinhanga. Outra componente que norteou esta pesquisa
diz respeito a possibilidade de obtengdo de modelos experimentais com grande nimero
de graus de liberdade utilizando métodos 6ticos de medigdo. Com isso, reduz-se
parcialmente o problema da diferenca de tamanho entre modelos teéricos e
experimentais.

Introduziu-se um novo método de ajuste de modelos, método de rearranjo
das equacdes, que, entre outras caracteristicas, possui uma formulagido simples e direta,
cuja base € a equagdo da frequéncia. No método proposto frequéncias naturais e modos
de vibragio medidos sdo usados em conjunto com as matrizes analiticas de massa e
rigidez para se obter uma matriz de rigidez corrigida. As propriedades de simetria e
esparsidade da matriz de rigidez ajustada sdo preservadas através do rearranjo da equacdo
do residuo de forgas gerada pelo desbalanceamento da equagdo espectral quando modos
de vibragdo e frequéncias medidas sdo utilizados no lugar das autopropriedades teéricas.
O modelo ajustado obtido € consistente com os dados medidos na faixa de frequéncias de
interesse. O método ¢ flexivel no sentido de que possui uma caracteristica extremamente
importante e que inexiste nos demais métodos estudados, que é a possibilidade de se
ponderar arbitrariamente a matriz dos coeficientes e o vetor de parimetros a determinar
na solugdo do sistema linear de equagdes. Este fato pode ser de extrema importincia
quando os modos sdo contaminados com ruido.

Para validar o método proposto utilizou-se um exemplo classico na
literatura da drea em tela, que € o exemplo que Kabe utilizou para apresentar seu método
de ajuste de modelos (KMA) [11]. Em muitos casos os resultados sio similares aos
resultados obtidos por Kabe, mas com um menor custo computacional. Esta importante
caracteristica decorre da significativa esparsidade da matriz dos coeficientes gerada pelo
método. Além disso, foi mostrado que o método de rearranjo das equagdes € aplicado
com sucesso em problemas onde héd zeros "acidentais" devido ao cancelamento de forgas
em virtude da simetria de elementos adjacentes do modelo estrutural, o que ndo € o caso
do método de Kabe, como reportado na literatura. Todas estas caracteristicas reunidas
num s6 método, sobretudo o baixo custo computacional, o tornam uma ferramenta em

potencial para tratar problemas de grande porte, tais como grandes estruturas espaciais.
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Em relag@o a deficiéncia do método de Kabe quando existem zeros que nio
sdo devidos a auséncia de conectividade, é proposta neste trabalho uma solugdo através
do conceito de pseudo-esparsidade. Desta forma, com a modifica¢do aqui sugerida, o
método de Kabe torna-se aplicdvel a problemas onde até entio falharia. Cabe comentar
que os resultados apresentados por Kim e Bartkowicz [55], que utilizam o método de
Kabe para localizar falhas em uma viga homogénea de secdo transversal constante
simplesmente apoiada sdo discutiveis, j4 que neste caso ocorre o fendmeno da pseudo-
esparsidade e este ndo € levado em conta pelos autores.

Para avaliar as possibilidade de cada um destes métodos em localizar
falhas, exemplos de simulagio numérica e experimental sdo utilizados. O exemplo de
simulagdo numérica trata de uma viga engastada-livre em que uma falha é imposta em
uma regido ao longo de seu comprimento. O exemplo de cardter experimental envolve
dado obtidos a partir de uma placa retangular em aluminio na condig¢do de intacta e com
defeito. O defeito ¢ imposto a placa através de um corte em uma de suas arestas.

Para localizar a falha no exemplo de simulagdo numeérica, fez-se uso de
todos os métodos de ajuste apresentados no capitulo 2 (Baruch e Bar Itzhack [4], Smith
[24], Kabe [11, 12] e Rearranjo das Equacdes). Além disso, foi utilizado também o
método das forgas residuais (Fissette et al. [29]) tanto na forma como foi proposto
originalmente como na versio modificada proposta neste trabalho (capitulo 3). Os
métodos de Kabe e Rearranjo das Equagdes sio usados em conjunto com a matriz da
pseudo esparsidade tendo em vista a existéncia do fendmeno do cancelamento de forgas.

Tratando-se de ajuste de modelos na auséncia de ruido, todos os métodos
que reajustam a matriz de rigidez elemento-a-elemento, como sio os métodos de Kabe
[11] e rearranjo das equagdes tém melhor desempenho que os métodos ditos globais
(Baruch and Bar Itzhack [4] e Smith [24]), pois, além de localizar a falha, eles
reproduziram exatamente os coeficientes da matriz de rigidez exata da estrutura
preservando a conectividade do modelo original. Deve-se lembrar que esta matriz nunca é
conhecida na prdtica, mas aqui, como se trata de uma simulagdo, ela foi usada para gerar
os dados experimentais, o que possibilitou esta comparagdo. Por outro lado, os demais
métodos também foram capazes de localizar a falha estrutural. Entretanto, na presenga de
ruido, isto €, modos contaminados, somente os métodos de Baruch e Bar Itzhack [4],
Smith [24] e Fissette et al. [29] foram capazes de indicar a localizacdo da falha. Foram
comparados os custos computacionais dos métodos de Baruch e Bar Itzhack, Kabe e
Rearranjo das Equagdes usando-se o modelo da viga com 15 elementos. Os resultados
demonstraram claramente que o método de Rearranjo das Equagdes apresenta um custo

computacional significativamente menor que o custo computacional dos demais métodos.
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E importante registrar que um melhor desempenho do método de Fissette et
al. [29] foi obtido com a inclusdo de varios modos no célculo do residuo das forcas, ao
contrdrio da proposta original, que envolve apenas um modo. A utlizagio de virios
modos tem o efeito de um filtro atenuando o ruido presente nos modos experimentais.
Isto proporciona claramente o aparecimento de picos no vetor que contém a norma de
cada uma das linhas da matriz das forgas residuais. A simples inspe¢do dos componentes
deste vetor revelaram a localizagdo da falha. Neste trabalho, o método do balango de
forgas foi utilizado apenas para localizar a falha. A corregdo ou ajuste do modelo por este
método ndo foi, portanto, investigada.

Quanto a questdo sobre se € preferivel se dispor de mais modos para o
ajuste ou se é melhor ter um modelo com mais graus de liberdade, os resultados
apresentados neste trabalho deixam aparente que, quando se utilizam métodos de ajuste
do tipo elemento-a-elemento (KMA e RE), € necessdrio ter mais modos disponiveis para
o ajuste com um modelo de maior graus de liberdade. Pode-se dizer que um determinado
nimero de modos representa mais informac¢des para um modelo menor do que para um
modelo maior, em termos relativos. Diante destas observagdes e objetivando-se localizar
falhas estruturais, pode-se recomendar que a estrutura deva ser modelada com o menor
nimero possivel de graus de liberdade, sem, contudo, perder de vista que um bom
modelo requer uma malha suficientemente refinada para representar adequadamente seu
comportamento dindmico na faixa de frequéncias de interesse.

Os métodos de ajuste de modelos por matriz 6tima aplicados a viga,
também foram utilizados para tentar localizar uma falha imposta a uma placa retangular
em aluminio. A falha é gerada através de um corte que se faz em uma das arestas da
placa. A placa € ensaiada para se obter as frequéncias naturais ¢ modos de vibragdo, que
sdo utilizados para ajustar um modelo de elementos finitos com vistas a localizar o
defeito. Neste processo foram utilizados diferentes sub-conjuntos de modos de vibragao
experimentais, obtidos a partir do conjunto de modos estimados. Isto permitiu que se
verificasse a influéncia do uso de modos de vibra¢do que sdo mais ou menos sensiveis a
falha.

Os resultados obtidos com o método de Baruch e Bar Itzhack [4] sdo
conclusivos em apontar de forma incontestdvel o local da falha na placa, sobretudo
quando apenas os modos mais afetados por ela sdo usados no ajuste dos modelos tedrico
e experimental. Tudo indica que o método ndo € exigente quanto ao nimero de modos,
mas pode fornecer resultados inexpressivos quando modos de vibragdo pouco sensiveis a
falha sdo utilizados no ajuste do modelo. Como, em geral, ndo se determinam mais do

que uns poucos modos na faixa de frequéncias de interesse, este método parece encerrar
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qualidades que podem ser potencialmente exploradas quando a questdo € localizagdo de
falhas estruturais.

Quanto aos métodos KMA e Rearranjo das Equagdes, os resultados
mostraram que foi possivel localizar a falha utilizando-se apenas um modo dentre os
modos mais sensiveis. Por outro lado, com maior nimero de modos o local da falha ndo é
indicado corretamente. Estes resultados sugerem que estes métodos podem ser
melhorados minimizando-se o efeito do ruido e das distor¢des geradas pelos métodos de
compatibilizagcdo da ordem dos modelos.

Tendo em vista as conclusdes acima, podem-se fazer algumas sugestdes
para estudos futuros:

-investigagdo de novas matrizes de ponderagio para serem usadas no
método de rearranjo de equagdes, de forma a minorar o efeito do ruido existente nos
modos experimentais;

-aplicagdo dos métodos a modelos mais complexos de estruturas associada a
implementagdo de modernos algoritmos para matrizes esparsas, com vistas a reducdo do
custo computacional;

-exploragdo das potencialidades de dados medidos com dispositivos éticos,
no caso particular com vibrémetro laser, para serem usados em conjunto com métodos de
ajuste de modelos por matriz 6tima;

-investiga¢do da relagdo entre o nimero de modos de vibragdo e o nimero
graus de liberdade em problemas diversos, visando o estabelecimento de uma relagdo

6tima entre estes nimeros tendo em vista a aplicagio em localizagio de falhas.
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Uma Placa Retangular
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A.l1 - Introducao

Neste apéndice sdo relatadas duas andlises modais experimentais realizadas.
Dois distintos instantes da vida datil de uma placa retangular sio considerados. O
primeiro, identificado por S,, considera a placa na condi¢do intacta ou sem falha. O
segundo, identificado por S,, considera a placa com um certo grau de deteriorag¢do
estrutural, sendo, portanto, considerada defeituosa. Faz-se um corte em uma das arestas
da placa para gerar esta condi¢do. A placa, em aluminio comercial, é suspensa em apoios
elasticos muito flexiveis para simular a condi¢do de contorno livre-livre-livre-livre,
sendo excitada por um martelo de impacto em todos os pontos do modelo geométrico
(100 GDLs), segundo a dire¢do perpendicular ao plano da placa. Um acelerdmetro é
fixado em um dos pontos do modelo geométrico para a obtengdo das respostas. As
fungdes resposta em frequéncia (FRFs) sdo medidas em cada um dos 100 graus de
liberdade, sendo de 0 a 400 Hz a faixa de frequéncias de interesse. A estimagdo dos

pardmetros modais € feita usando-se 10 modos identificados na referida faixa.

A.2 - Ensaio 1/ Placa Intacta

A placa é em aluminio comercial ¢ suas dimensdes principais sao 400 x
450 mm, sendo a espessura 3,25 mm. As propriedades mecanicas e fisicas representam
valores médios e sdo obtidas em tabelas facilmente encontradas em manuais de projeto e

sdo fornecidas a seguir.

e mddulo de elasticidade 69 x 10° Pa
e coeficiente de Poisson 0,33
e densidade 2700 Kg/m?

A realizacdo de um teste modal se processa segundo duas fases distintas de
atividades. A primeira fase prende-se a excitagdo da estrutura e medi¢do de um conjunto
apropriado de FRFs. A segunda, por sua vez, consiste na aplicagdo de procedimentos de
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ajuste de curvas aos dados medidos. Como resultado obtém-se um modelo modal da
estrutura, que € expresso em termos de frequéncias naturais, coeficientes de
amortecimento e modos de vibragdo. O problema de obtencdo de um modelo matemitico
a partir de informagbes dos sinais de entrada ("input") e saida ("output") pertence a uma
classe de problemas chamada de problema inverso.

Antes de proceder-se a primeira etapa da andlise modal experimental, deve-
se conceber um modelo geométrico para representar a estrutura real. Este procedimento
chama-se discretizagdo. Este modelo geométrico consiste de uma rede constituida de nds
interligados entre si e que sdo marcados na surperficie da estrutura real. Nio existe uma
regra Unica para a sele¢do destes pontos. Contudo, eles devem ser escolhidos com base
em um modelo teérico. E requerido que o modelo geométrico seja um subconjunto do
modelo tedrico. Isto permite a compatiblizagdio das matrizes de massa, rigidez e
amortecimento tedricas com os dados experimentais [56]. Uma escolha adequada dos
pontos e graus de liberdade de medig@o proporcionam um conjunto de deslocamentos que
representa de forma adequada a configuragdo deformada do sistema fisico real.

A placa € modelada experimentalmente por 100 nés e 100 graus de
liberdade. Na figura A.1 mostra-se o modelo geométrico da placa, onde cada né é
identificado pelo nome "pl" e por um nimero de 1 a 100.

Figura A.1 Modelo geométrico experimental da placa.
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Estd também indicado o sistema de coordenadas com origem no né 1. Uma vez
caracterizada a estrutura, a mesma € suspensa através de elementos extremamente
flexiveis. Com estes elementos de sustentagdo, com minima rigidez, tenta-se reproduzir
as condi¢bes de contorno livre-livre-livre-livre. Por questdes de praticidade e rapidez,
optou-se por um ensaio de impacto com martelo. Os nés do modelo geométrico
experimental constituem os pontos de medigdo e/ou excitagdo. O né 100 é escolhido
como ponto de referéncia, isto €, o local onde um acelerdmetro € fixado.

O processo de coleta dos dados tem inicio quando se procede a excitagdo da
placa, o que € conseguido batendo-se em cada né com um martelo instrumentado e
adequadamente calibrado. Os sinais de excitagdo medidos com transdutores de forgas e
de resposta medidos com acelerdmetros sdo entdo amplificados e enviados para o
analisador espectral (HP Spectrum Analyser), de onde se obtém as fungdes resposta em
frequéncias (FRFs) correspondentes aos diferentes pontos da estrutura. A fungdo

resposta em frequéncia é definida pela razdo entre as transformadas de Fourier da
resposta ("output") no ponto i, X;(w), e da forca ("input") no ponto j, F'j(m). A FRF,

comumente representada pelo simbolo Hj(w), € uma propriedade do sistema dinamico e

matematicamente se escreve:

Xi(@) = Hylw) . Flw) (A.1)

Para cada ponto sido realizadas trés medidas e obtida a média, que é tomada como
resultado final. Este procedimento € adotado com o objetivo de assegurar dados mais
confidveis e de minimizar a presen¢a de ruidos no sinal. Dois aspectos tornam possivel a
atenuacao de ruidos através do processo de médias: (a) o ruido ndo € uma caracteristica
do sistema dindmico; (b) o ruido ocorre de forma aleatéria na faixa de frequéncias de
interesse. Desta forma, o processo de se fazer médias € equivalente a filtrar o sinal. Ao
todo sdao obtidas 100 FRFs, isto é, H,gp 1> Higo2> --» Higo.100 que constituem a dltima
linha da matriz funcdo resposta em frequéncia, aqui denotada por H. Duas curvas
experimentais, deste conjunto de 100 FRFs, sdo mostradas na figura A.2, onde é aparente
a presenca de 10 modos de vibragdo na faixa de frequéncias de 0 a 400 Hz.

Na figura A.2(a) mostra-se também a funcio de coeréncia associada a esta
FRF particular (excitacdo no ponto 1 e resposta no ponto 100). A funcdo de coeréncia
pode ser usada para avaliar a qualidade da estimagdo da FRF numa dada faixa de
frequéncias [57]. Ela é normalmente denotada na literatura especializada por y>. A fungio
de coeréncia assume valores no intervalo [0, 1]. O valor 1 ocorre quando os sinais sdo

totalmente correlatos e o valor 0 (zero) quando ndo existe qualquer correlagdo linear
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entre eles. Outra possibilidade de baixa coeréncia ocorre quando o sistema ndo ¢
completamente linear. Na figura A.2(b) mostra-se a fase correspondente a uma FRF
(excitagdo e resposta no ponto 100). A principal caracteristica da fase € que ela varia de
180° entre duas ressondncias sucessivas, sendo que a ressondncia corresponde a uma
variagdo de 90°. E interessante notar que a fase também varia de 180° ao passar por uma
antiressonincia, também variando de 90° na antiressondncia. Em face desta propriedade
da fase, é sempre desejdvel apresentd-la juntamente com a respectiva FRF, uma vez que
ela torna evidente a existéncia de ressondncias cujos picos, muitas vezes, ndo aparecem
tdo claramente nas FRFs.

Uma série de dificuldades foram enfrentadas para se chegar a configuragdo
final adotada para o experimento, sendo que vdrias medigdes foram feitas até a obtengdo
de uma resposta aceitdvel. Os parimetros julgados mais relevantes neste processo sao: o
tipo de ponta do martelo; a intensidade da batida em fungdo da sensibilidade do martelo;
e o tempo de aquisi¢do do sinal. Corelli e Brown [58] apresentam uma descrigdo
detelhada de um ensaio modal experimental com martelo de impacto, onde sdo
destacados os maiores e mais comuns problemas envolvidos neste tipo de ensaio.

A.3 - Estimacdo de parametros modais

Do ponto de vista experimental , a primeira etapa de uma analise modal
consiste da aquisi¢io de dados dindmicos da estrutura que, em geral, sdo as fungoes
resposta em frequéncia (FRFs - dominio da frequéncia) ou resposta ao impulso (IRFs -
dominio do tempo). A partir destes dados, objetiva-se derivar um modelo paramétrico
capaz de descrever estes dados. Entdo, a estimagdo de parimetros consiste do cdlculo de
coeficientes para um modelo tal que os dados preditos por este modelo se ajustem ou se
aproximem aos dados medidos. A este processo dd-se o nome de ajuste de curva.
Normalmente, este é um problema resolvido por minimos quadrados.

Em dinimica estrutural, os pardmetros modais sdo frequéncias naturais,
amortecimentos e modos de vibragio. Indmeros sdo os métodos nos dominios da
frequéncia e do tempo para estimar parametros dindmicos [48, 57, 59]. Dependendo dos
algoritmos destes métodos, estes parametros modais se fundem em dois outros
conhecidos por polos e residuos. Os métodos no dominio da frequéncia, como sdo
conhecidos os que ajustam a FRF, promovem o ajuste de curvas considerando a
distribui¢io das ressondncias ao longo das FRFs. . Os métodos no dominio do tempo,
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como sdao chamados os que ajustam as IRFs, utilizam valores discretos da resposta ao
impulso. Ambos os métodos apresentam vantagens e desvantagens.

A estimag@o dos pardmetros modais, para o modelo da placa em tela é feita
com a ajuda do "Software" CADA-PC [60], (Computer Aided Dynamic Analysis on
Personal Computer), da LMS (Leuven Measurement Systems, Leuven, Bélgica)
direcionado para anélise modal experimental. Este software, disponivel no Laboratério de
Andlise Modal (LAM) do Departamento de Mecanica Computacional da
FEM/UNICAMP, estd implementado com o método da Exponencial Complexa por
minimos quadrados (dominio do tempo) e contempla conjuntos de dados obtidos com
uma entrada ("input") e uma saida ("output"), SISO, ou com miltiplas entradas e
maltiplas saidas, MIMO. Finalmente, é feita uma anélise modal teérica da placa
utilizando-se o programa de cdlculo dinamico estrutural ANSYS [61].

Na figura A.3 apresentam-se trés curvas associadas a uma seg¢do tipica de

andlise modal e que sdo identificadas pelos niimeros 1, 2 e 3.
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Figura A.3 Curvas de referéncia em uma andlise modal experimental
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A curva 1, Hygg 19, € 0 m6dulo de uma FRF tipica do conjunto medido (4rea
inferior da figura A.3, trago mais claro). Ela apresenta uma ressonincia e anti-
ressonancia alternadamente, fato indicador de que o ponto de excitacdo coincide com o
de resposta. A curva 2, superposta a curva 1, é o mdédulo da média aritmética de todas as
FRFs medidas. E uma curva opcional e deve ser usada quando hd ddvidas quanto 2
existéncia ou ndo de ressonancias em trechos da FRF, uma vez que ela torna aparente
todas as ressondncias na faixa de frequéncias de interesse. A curva 3, conhecida por
fungdo indicadora de modos (mode indicator function-MIF), é uma fung¢do no dominio da
frequéncia que exibe um minimo local em cada uma das frequéncias de ressonéncia
associada a cada um dos modos reais da estrutura [59]. H4 MIFs de ordem 1, 2, ..., n,
onde n € o numero de referéncias na estrutura. Os MIFs de ordem superior, n > 2,
permitem que se identifique raizes repetidas. Por conseguinte, os MIFs se revelam uma
ferramenta poderosa para a andlise modal experimental.

A partir das informagdes colhidas através das curvas da figura A.3, aciona-
se o médulo de estimacdo dos pardmetros modais. Neste contexto, é assumida a
existéncia de védrios modos, sendo requerida a faixa de frequéncias para andlise. A faixa
de frequéncias deve ser escolhida de modo a permitir a identificacio dos modos
desejados. O nimero de modos contido na faixa de frequéncias ndo deve ser excessivo
devido as limitagoes dos algoritmos e da plataforma computacional utilizados. Por outro
lado, pode-se adiantar que a faixa de frequéncias de 400 a 512 Hz deve ser descartada.
Isto advém do fato de se utilizar um filtro anti-aliasing, que € do tipo passa-baixa e com
frequéncia de corte tedrica pouco menor que a frequéncia de Nyquist. De acordo com a
configuragdo dos parametros de medi¢cdo do sistema de aquisi¢do, a frequéncia de
Nyquist € 512 Hz. Em virtude da nfo existéncia de um filtro perfeito, utiliza-se um filtro
que comeca a atenuar a na frequéncia de 400 Hz, o que forga o sinal a se tornar
praticamente nulo a partir de Nyquist. Isto propicia uma faixa util de frequéncias de 0 a
400 Hz.

Todo o processo de cdlculo pode ser acompanhado pelo diagrama de
estabilizagdo que é mostrado na figura A.4. Este diagrama d4 uma indicagdo de como os
parametros modais mudam a medida em que se aumenta o tamanho do modelo (nimero
de modos estimados). Cada nova linha horizontal significa um novo tamanho de modelo.
Além dos modos fisicos, aparecem também modos computacionais, que servem para
acomodar erros de medicdo ou ruidos. As letras o, f, d, v e s, denominadas de
indicadores, surgem em funcdo da comparacao dos parimetros modais determinados na
iteragdo atual e a anterior. O indicador o significa um novo polo; o indicador f significa
que a frequéncia atual estd presente no modelo anterior; o indicador d significa um modo
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Figura A.4 Diagrama de estabilizagio na determinagdo de polos.
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com idéntica frequéncia e amortecimento em relacdo ao modelo anterior; o indicador v
significa mesma frequéncia e mesmo fator de participagdo modal em relagio ao modelo
anterior; o indicador s significa que todos os parimetros modais sio estdveis em relaciao
ao modelo anterior. A convergénica depende da tolerdncia imposta, que neste caso é de
5% para o amortecimento, 1% para as frequéncias naturais e 2% para os residuos. Cada
diagrama de estabilizagdo representa um processo iterativo para o célculo dos parametros
modais. Para estimar tais pardmetros, neste caso em particular, houve a necessidade de se
dividir a faixa de frequéncias de interesse em dois intervalos, isto €, o primeiro de 40 a
297 Hz e o segundo de 262 a 390 Hz, ambos em Hz, o que deu origem aos diagramas (a)
e (b) da figura A.4. A justificativa para este procedimento é que 0 CADA-PC transforma
cada FRF em IRF. O programa CADA-PC limita esta conversio, que deve ser feita com
um nimero de pontos que € poténcia de 2. Ora, a faixa de 0 a 400 Hz contém 800 linhas
ou 800 pontos, tornando invidvel estimar todas as 10 ressonéncias de uma tinica vez. 512
pontos sao tomados para o primeiro subintervalo, o que abrange 8 ressonancias, e 256
pontos para o segundo, abrangendo 4 ressonancias, duas das quais ji calculadas no
primeiro subintervalo.

Ao final do processo deve-se selecionar, no diagrama de estabilizagio, as
frequéncias estdveis. Estas representam os modos verdadeiros da estrutura. Quando uma
frequéncia estdvel € aceita, surge uma barra vertical passando por esta frequéncia no
diagrama de estabilizagdo. As frequéncias estimadas e selecionadas nos diagramas de
estabilizagdo, figuras A.4(a) e A.4(b), sdo listadas juntamente com os respectivos
coeficientes de amortecimento modal, ver tabela 1. Na figura A.5, sdo mostrados os dois

primeiros modos de vibracdo da placa.

Figura A.5 1° e 2° modos de vibragdo da placa estimados.
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Tabela A.l1 Frequéncias naturais e coeficientes de
amortecimento modal estimados.

Modo Frequéncia Natural (Hz) Amortecimento modal (%)
I 55,00 0,04
2 79,40 0,10
3 114,05 0,13
< 139,74 0,09
5 153,50 0,08
6 239,22 0,12
7 268,09 0,12
8 283,61 0,07
9 302,91 0,12

10 348,90 0,15

Uma vez determinados os pardmetros modais, deve-se verificar se 0 modelo
proposto ¢ representativo dos dados experimentais. H4 vdrias ferramentas disponiveis
para se validar um modelo modal. Entre elas, pode-se citar: a regeneracdo das FRFs; a
inspe¢do grifica dos modos de vibrar e o coeficiente de correlagio modal (MAC - Modal
Assurrance Criterion). Na figura A.6 mostram-se duas FRFs, a experimental e a
sintetizada correspondente, gerada a partir dos parametros modais estimados. A figura

deixa aparente a excelente correlagdo entre elas.
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A.3 - Ensaio 2 / Placa com defeito

Nesta etapa do trabalho procede-se a realiza¢cdo de uma nova andlise modal
experimental para a determinacdo das propriedades modais da placa do ensaio 1,
considerada agora como deteriorada, isto €, com algum defeito. Tal situagdo ¢é
proporcionada pela abertura de um rasgo junto a uma de suas arestas, conforme pode ser
visto na figura A.7, onde as medidas estio em mm. Tendo em vista o modelo geométrico
experimental, figura A.1, o corte localiza-se na linha dos nés 31, 32 e 33. E esperado que
o nivel de modificacao estrutural imposto a placa seja suficiente para produzir alteragdes
detectdveis em suas propriedades modais.

Dispondo-se da placa devidamente preparada e montada em idénticas
condi¢des ao ensaio 1, dd-se inicio aos procedimentos para a obtencdo das FRFs. Por se
tratar de um ensaio com as mesmas caracteristicas do ensaio 1, apenas serdao fornecidos
seus resultados. Por razdes ébvias, a faixa de frequéncias de interesse € de 0 a 400 Hz ¢
sdo também estimadas 10 ressonincias, que sdo listadas na tabela 2 juntamente com os
respectivos coeficientes de amortecimento modal. Estes resultados demonstram que as

propriedades modais da placa sdo claramente afetadas pela presenca da falha.
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Figura A.7 Placa com defeito; dimensdes em mm.

Tabela A.2 Frequéncias naturais e coeficientes de

amortecimento modal estimados.

Modo Frequéncia Natural (Hz) Amortecimento modal (%)
1 53,06 1,60
2 76,45 121
3 113,37 0,79
4 131,09 0,68
5 147,07 0,59
6 222,79 0,42
7 247,12 0,36
8 271,69 0,39
9 303,12 0,31
10 340,41 0,28

94
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A.4 - Comparacao e analise dos resultados

Visando caracterizar as diferengas entre os dois estdgios de vida da placa,
promove-se uma comparagdo direta entre os dois conjuntos de propriedades modais. Dois
procedimentos podem ser adotados. Um processo é aquele em que as frequéncias e
modos sdo mostrados graficamente, sendo conhecido por confronto qualitativo. O outro,
por vez, quantifica as diferengas entre modelos através de valores numéricos. Ambos 0s
processos sao utilizados para realgar diferengas entre dois conjuntos de propriedades
modais de um mesmo sistema dindmico, seja experimental contra teérico ou experimental
contra experimental. Diante do fato de que algumas diferengas entre modelos nio
aparecem igualmente explicitas nas formas qualitativa e quantitativa, entdo é conveniente

que ambas as formas sejam exploradas.
A.4.1- Comparacao das frequéncias naturais

Na figura A.8 mostram-se as frequéncias naturais correspondentes a placa
intacta e com defeito, onde se observa claramente uma redugdo nos valores das
frequéncias naturais quando a placa passa da condigdo intacta para defeituosa. Isto
decorre das alteragGes na rigidez da placa em decorréncia da falha imposta.

350

300 Mintacta
HEdefeituosa

250+

Frequéncia (Hz)

f1 f2 3 4 5 6 f7 8 fo f10
Frequéncias Naturais

Figura A.8 Comparagdo entre frequéncias

naturais da placa intacta e defeituosa.
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Outra forma, também muita usada para comparar dois conjuntos de dados
modais, € tragar um conjunto contra o outro € observar a distribuicio dos pontos em
relacdo a uma linha inclinada de 45°, conforme a figura A.9.

400 T . T 1 — . :

300 Tl .

100‘_ + -

placa defeituosa
28]
8

D . 1 1 1 1 1 1 1
0 50 100 150 200 250 300 350 400
placa intacta

Figura A.9 Frequéncias naturais: placa intacta contra placa defeituosa.

E interessante notar que este tipo de representagdo pode refletir ndo
somente o grau de correlagdo mas também a natureza da discrepéncia entre os modelos,
tais como: erros de modelagem, erros inerentes ao processo de medi¢do ou erros de
carater sistemdtico [48]. A distribui¢do dos pontos, sistematicamente abaixo da linha de
45° enseja um erro decorrente de modelagem, aqui representada pela alteragdo da rigidez

devida ao corte em uma das arestas da placa.
A.4.2- Comparacao dos modos de vibracao

Nas figuras A.10(a, b, c, d, e, f e g) sdo mostrados, sequencialmente, os 7
primeiros modos de vibragdo de flexdo da placa. A coluna da esquerda corresponde a
placa intacta, enquanto a da direita se refere & placa com falha. Em geral procura-se
marcar modos correspondentes em um mesmo grdfico. Contudo, deve-se evitar tal

procedimento quando existir ambiguidade.
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Figura A.10 Configuragdo deformada de uma placa retangular, 7

primeiros modos esperimentais; coluna da esquerda, placa intacta;
coluna da direita, placa defeituosa.

Conforme se depreende da figura A.10, os modos da placa com defeito,
coluna da direita, diferem moderadamente dos correspondentes modos da placa intacta,
coluna da esquerda. Considerando os pares de modos de nimeros 4, 5, 6 ¢ 7, observa-se
em cada um destes pares uma area bastante diferenciada, a qual, sabe-se, a priori, tratar-
se da regido onde se localiza a falha na placa. O mesmo ndo acontece com os pares de
modos de nimeros 1 a 3. Entdo os modos de nimeros 4, 5, 6 ¢ 7 sdo mais sensiveis a
presenca do defeito. Este tipo de representagdo embora indique claramente diferengas
existentes entre os referidos modos, ndo € claro quanto as origens e localizagdo destas
diferencas [48]. Convém ressaltar que existe apenas um unico modelo geométrico
experimental para ambos os casos. Desta forma pode-se observar mais facilmente o efeito
decorrente da falha na resposta dinamica.

Para se inferir sobre a natureza da diferenca entre os dois modelos
experimentais, pode-se tragar os modos correspondentes uns contra os outros, de forma
semelhante a usada com os dois conjuntos de frequéncias naturais. Na figura A.12
mostram-se os diagramas de dispersdo modal, cujos pontos ndo apresentam uma diregdao
preferencial. Muito pelo contrdrio, os pontos apresentam um espalhamento em torno da
reta de 45°, fato que denota a existéncia de erros provenientes de modelagem ou do
processo de medigao. E interessante observar que este tipo de representagdo ndo é de
grande utilidade no que tange & localizag¢do de erros em modelos. Na figura A.11(a) sdo
tragados todos os 7 sete primeiros modos de vibragdo, em A.11(b) apenas o primeiro e
em A.11(c) o sexto. A apresentagdo simultinea de todos os modos em um tnico diagrama
favorece a deteccdo de erros sistematicos.
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Figura A.11 Diagramas de dispersao modal.

-

Quando se trata do estudo dindmico de placas, € muito comum exibir as

linhas nodais da configuragao deformada. Linhas nodais sao linhas formadas por pontos

da placa que apresentam deslocamento transversal nulo. Elas sdo resultantes da

interse¢@o do plano de referéncia (superficie média da placa) com a superficie deformada.

Na figura A.12 pode-se ver estas linhas nodais para ambos os casos aqui tratados, bem

como as linhas nodais preditas por um modelo de elementos finitos. A geracdo de um

modelo tedrico é oportuna pois serve de referéncia para ratificar os resultados

experimentais e, ao mesmo tempo, porque fornece as matrizes teéricas de massa e

rigidez, imprescindiveis ao processo de ajuste de modelos.
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Figura A.12 Linhas nodais dos 8 primeiros modos da placa: (a), (d), (g), (j), (m), (p),
(s) e (v), modos preditos; (b), (e), (h), (k), (n), (q), (1) e (x), modos experimentais da
placa intacta; (c), (f), (i), (1), (0), (1), (u) e (z), modos experimentais da placa com

defeito.
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A.4.3 - Comparacao quantitativa dos modos

Do ponto de vista quantitativo, trés métodos sdo geralmente utilizados
para comparar quaisquer pares de modos. Cada modo de um destes pares ndo pertence a
um mesmo conjunto de modos. Desta forma, pode-se determinar a correlagcdo entre
conjuntos de modos experimentais € tedricos ou entre conjuntos de modos de naturezas
diversas. As expressdes representativas de cada método assumem que os modos de
vibragdo podem ser complexos € sdo baseadas na comparagdo entre um conjunto de

modos experimentais estimados, que se indica por ®, e um conjunto de modos preditos
teoricamente, sendo este denotado por Y. As colunas de @ sdo indicados por ¢, e as de

¥ por ¢,, comp eq = 1,2, .. m Cada modo de vibragdo ¢ também chamado de vetor

modal, cuja dimensdo € n por 1, sendo n o nimero de de graus de liberdade do modelo.
O niumero de modos das matrizes modais @ e ¥ € indicado pela letra m. Com base nestas
informagdes define-se o fator de escala modal (MSF), o coeficiente de correlagao modal
(MAC) e o coeficiente de correlagio dos graus de liberdade (COMAC), que sdo
calculados para correlacionar ambos os modos experimetais, isto €, os da placa intacta e
os placa com defeito, com os modos tedricos.

O fator de escala modal representa a inclinagdo da melhor reta que passa
entre os pontos quando se traga o modo medido contra o modo predito [48, 62]. O MSF €
definido pela equagao (A.2).

MSF(o,,0,) = - (A.2)

onde,

(0,)

— i-ésima componente do p-ésimo vetor da matriz modal @

(‘Pq)i — i-ésima componente do g-ésimo vetor da matriz modal ‘¥

* — denota o conjugado

Na equagdo (A.2) os vetores experimentais, para ambos os casos, sao

tomados como referéncia e os valores dos MSF's calculados sdo mostrados na tabela 3.
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Nomenclatura; MSFI = MSF entre modos experimentais da placa intacta e os modos

teéricos e MSFD = MSF entre modos experimentais da placa com defeito e os modos

tedricos.
Tabela A.3 Comparagdo entre fatores de escala modal - MFSs.
MSFI | 0.88 | 090 | 0.90 | 0.82 | 0.82 | 095 | 0.84 | 0.84 | 0.83 | 0.87
MSFD | 1.02 | 0.88 | 0.89 [ 0.72 | 0.70 | 0.62 | 0.74 | 0.64 | 0.71 | 0.61

Os valores da primeira linha da tabela A.3 sdo muito proximos de 1,

significando que o modelo teérico é bem representativo da estrutura fisica real. O mesmo

ndo sucede com os valores da segunda linha da mesma tabela, exceto os trés primeiros

valores, o que denota uma maior discrepancia entre os dois conjuntos modais. Ao mesmo

tempo, os baixos valores dos MSFs para os modos de nimeros 4 a 10, indicam que estes

sdo sensiveis ao defeito existente na placa. Os MSFs dos modos 3 e 6 sdo mostrados na

figura A.13 através dos respectivos coeficientes angulares.

2
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=
-1t vy
.//.-" Dum isded
) .
-2 0 2
experimental
2
11
2
T 0
S
At ?
i 0.95 modo 6
e
-2 0 2

Figura A.13 Ilustragdo dos MSFs; coluna da esquerda, placa intacta;

experimental

experimental

coluna da direita, placa com defeito.
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O coeficiente de correlagio modal (MAC) foi originalmente proposto para
calcular a correlagio entre dois conjuntos de vetores [62]. Os valores do MAC indicam o
grau de consisténcia entre dois vetores quaisquer, onde cada um destes vetores pertence a
conjuntos distintos. O MAC assume valores na faixa de 0 a 1. Para vetores consistentes,
0 MAC assume valores proximos a unidade. Modos correlacionados com MAC inferior a
0.9 sdo considerados pouco consistentes € tanto maior € esta falta de consisténcia quanto
mais o MAC se aproxima de 0. Matematicamente se escreve:

MAC(p.q) =

x 100 (A.3)

36 6))(2e) @)

=1

A nomenclatura utilizada na defini¢io do MSF aplica-se integralmente para
os elementos que definem o MAC. As matrizes do MAC, para ambos os casos em estudo,

sdo mostradas na figura A.14 juntamente com os respectivos elementos da diagonal.

P matriz do MAC e
100" ‘ 100 -7
504~ 504
0k 0k
10 10

elementos da diagonal

100 100 —
“NA on|
g8} ; -
\ / 80t
9%} h et |
. BD i
940 5 10 0 5 10

Figura A.14 Matriz do MAC expressa em porcentagem: coluna da

esquerda, placa intacta; coluna da direita, placa com defeito.
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Comparando-se os elementos grificos das colunas direita e esquerda, figura
A.14, pode-se afirmar que a matriz do MAC ¢ afetada pela presenga do defeito na placa.
Contudo, nenhuma indicagdo é dada sobre a localizagd@o do referido defeito. Pode-se
observar ainda que o ordenamento dos modos ndo foi afetado pelo defeito na faixa de
frequéncias investigadas.

A terceira forma de correlagio modal é expressa pelo COMAC. Ele
identifica os correspondentes graus de liberdade para os quais dois conjuntos modais nao
concordam [63]. Por ser uma medida global, 0o COMAC ndo dd qualquer indicagao sobre
quais modos apresentam mudangas em suas coordenadas e seus valores variam no
intervalo [0 , 1]. Para graus de liberdade consistentes, o COMAC assume valores
préximos a unidade. Graus de liberdade correlacionados com COMAC inferior a 0.9 sio

considerados pouco consistentes.

COMAC()

(A.4)

onde,

COMAC(i) — COMAC do i-ésimo grau de liberdade

m — numero de modos da matriz modal
(¢P)i — i-ésima componente do p-ésimo vetor da matriz modal )
((pp)i — i-ésima componente do p-ésimo vetor da matriz modal &

eV — representagdes modais de um mesmo sistema dindmico
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Os valores do COMAC, para os casos da placa intacta e com defeito,
podem ser calculados através da equagdo (A.4). No primeiro caso, combina-se a matriz
modal tedrica com a matriz modal experimental da placa intacta. No segundo caso, a
combinacdo se dd entre as matrizes modais teérica e experimental da placa com defeito.
Os resultados para os 10 modos e 100 graus de liberdade sdo mostrados na figura A.15.

100 ; ; :

98

96

(a) placa intacta

80 100

graus de liberdade

94

100

90

80

(b) placa defeituosa

?’D L L L 1
0 20 40 60 80 100

graus de liberdade

Figura A.15 Valor porcentual do COMAC: 10 modos e 100 graus de liberdade

Para o caso da figura A.15(a), o COMAC varia no intervalo (95 ; 100), dado
em porcentagem, o que demonstra uma forte correlagdo entre os graus de liberdade dos
modelos. J4 no caso da placa com defeito, figura A.15(b), oberva-se uma forte alteragdo
em seus valores. Como se pode ver, o COMAC também se mostra sensivel a alteragdes
estruturais, porém ndo permite localizar o defeito introduzido.

Dos resultados obtidos das diversas formas de comparagdo entre 0 modelo
teérico com ambos os modelos experimentais, chega-se a conclusdo de que todos os
parimetros de correlagdo modal se alteram em maior ou menor grau com a modificag¢do
imposta 2 estrutura e que as formas graficas permitem que se visualizem tais alteragoes.

Entretanto, nada se pode inferir sobre sua localizag@o.
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ABSTRACT

In this paper, direct stiffness correction methods (Berman-Baruch methods) are revisited for use as a
tool for localizing structural faults based on spatially dense mode shapes obtained experimentally
using laser Doppler velocimeters. Besides the standard Berman-Baruch formulation and a recently
proposed iterative formulation which preserves sparsity, three other alternative formulations are
proposed by the authors. The methods are evaluated using both numerically simulated and
experimental data. The numerical example results (clamped-free beam) show that some of the
formulations indicate clearly the fault location. With the experimental example (free-free beam),
however, the fault localization wasn't so evident. The experimental modal test was done with
conventional instrumentation. The authors expect that better results can be obtained using laser data.

1. INTRODUCTION

The possibility of detecting, localizing, and identifying structural faults based on the dynamic
behavior of the structure is very attractive, and many researchers have investigated the problem in
recent years'. The usual approach consists of using sensitivity analysis and inverse sensitivity Finite
Element (FE) model updating techniques to both localize and identify structural faults?.

Direct stiffness matrix correction methods based on experimentally obtained modal parameters,
originally proposed by Berman/Baruch and co-authors’*, have the disadvantage of generating
stiffness matrices which may be physically meaningless. This happens because there's no unique
solution when the experimental modal data is incomplete, which 1s always the case. This is the main
reason why inverse sensitivity methods are preferred in FE model updating applications. However,
when using scanning laser Doppler velocimeters (LDV) in modal tests, high spatial density is easily
achieved, and the experimental data may be complete, in terms of degrees of freedom. with respect to
the FE model, i.e, the responses may be measured at all the FE model DOF's. This encourages
revisiting Berman/Baruch methods for use with LDV modal tests. In this paper, the use of direct
stiffness matrix correction techniques for fault localization 1s investigated using numerically
simulated and experimental data. A truncated set of modes is used to update the original FE model.

2. DIRECT STIFFNESS MATRIX UPDATING METHODS

The original technique proposed by Baruch and Bar ltzhack® consists of finding a corrected stiffness
matrix Y that obeys the spectral equation:

b}

YX = MXQ-© (1)

where X e Q7 are the measured eigenvectors and eigenvalues, respectively, and M is the theoretical
mass matrix, supposed undisturbed by the fault. Even enforcing Y = Y'. there are more unknows

0 / SPIE Vol. 2358 Vibration Measurements (1994) 0-8194-1697-5/94/$6 .00



than equations and, hence, there is no unique solution for Y. To find a solution, 1t 1s supposed that
the solution minimizes the norm llM‘”z{Y-K)M"mll. which yields:

Y-K= -R = -KXX'M - MXX'K + MXX'KXX'M + MXQZX'M (2)
where K is the original FE stiffness matrix.

Besides using the standard Berman-Baruch formulations and an iterative implementation proposed by
Smith®, three other, simpler alternative formulations were implemented by the authors.

The corrected stffness matrix Y of Eq. (2) does not preserve the sparsity of the original stiffness
matrix K. Smith proposed an iterative scheme, where the sparsity is enforced by applying a "mask”
which can be implemented with an element-by-element product by a matrix S consisting of ones and
zeros in the appropriate locations:

Y, = YoS (3)

where © denote the element-by-element product of two matrices. The scheme consists of applying Eq.
(2), enforcing sparsity with Eq. (3) and then replacing K by Y, in Eq. (2). The process continues until

the norm of the difference Y — Yg reaches a sufficiently small value. Smith did not provide any proof
that the iterative scheme converges to the exact solution.

Based on the methods exposed previously, the authors have searched for alternative, simpler
formulations of the direct stiffness correction methods.
If one writes:

Y = K - R (4)

then:
RX = KX - MXQ? = E (5)

Equation (5) is the equation that the stiffness correction matriz R has to obey in order to have Y e M
generating the measured eigevalues and eigenvectors. In order to enforce the symmetry of R, one has
to solve the Lyapunov equation:

R(XE') + (XE)'R = 2(EEY) (6)

The well-known solution of the Lyapunov equation® yields the symmetric solution R. If one does

not impose the symmetry of the solution R, then it may be computed directly from Eq. (5) using the
pseudo-inverse of the rectangular matrix X:

R = EX* (7
The solution given by Eq. (6) preserves symmetry but not sparsity, while in Eq. (7) neither symmetry
nor sparsity are preserved. A simple approach to preserve symmetry and sparsity when solving Eq.
(5) consists of picking the distint, non-zero elements of matriz R and arranging them into a vector r.
Correspondingly, E and X are arranged into a vector e and a matrix A, respectively, and 1t's possible
to write:

Ar = e (8)

If the size of vector r, i.e., the number of unknowns in R, 1s larger than the number of equations (size

SPIE Vol. 2358 Vibration Measurements (1994) /61



of e), then the solution:
? = A’C (9)

yields e in Eq. (8) exactly, which means that the measured eigenvectors and eigenvalues will be
reproduced exactly. Otherwise, they will be only approximated.

3. FAULT DETECTION AND LOCALIZATION

The solutions given by Egs. (6), (7), and (9) were implemented, as well as the Berman-Baruch and
the Smith's iterative solutions. If the computed correction matrix R approximates the "exact”
correction, then it can be used to localize the structural fault and, at the same time, to update the FE
model.

3.1. Numerical example

In order to evaluate the ability of the different methods to compute R and localyze a structural fault,
a simple numerical example was first treated. It consists of a clamped-free beam modeled with 30
Euler-Bernoulli beam elements of 4 DOF's each, which totalizes 60 DOF's. The fault was simulated
by modifying the stiffness coefficients of one of the finite elements, namely the FE connecting DOF's
17-18 (linear displacements) and 47-48 (angular displacements). The geometrical and material
properties of the beam can be see on table 1. The correction matrix R was computed using the five
different direct matrix correction methods and was compared with the exact matrix. The procedure
was done using different numbers of modes and different numbers of DOF's.

Young's modulus 2.07 x 10'! N/m?
mass density 7.8 x 103 Kg/m3
cross-section area 1.0 x 10-4 m2
cross-section inertia 8.33 x 10-10 m4
length 0.3 m
Table | - Physical data of the numerical example (clamped-free beam)

Figure 1 shows the contour plots of the correction matrix R for a typical case, where the first 3
modes with 30 DOF's (linear displacements) were used. From these plots the possibility of localizing
the fault can be evaluated for the different methods. It can be seen that methods which gave the best
results in terms of localization were Smith's method and the method which preserves symmetry (Eq.

(6)).

62 / SPIE Val. 2358 Vibration Measurements (1994)
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Fig.1 - Contour plots of matrix R for the five different methods. (a)
exact: (b) Berman-Baruch; (c) Smith: (d) Eq. (6); (e) Egq. (7); (f)
Eq. (9).

Two other localization tools have been implemented by the authors. One of them 1s based upon the
fact that in Eq (7) it is possible to limit the correction to a given set of chosen DOF's by truncating
X If the number of chosen DOF's is larger than or equal the number of measured modes, then Eq. (7)
will yield a R matrix which obeys Eq. (5) exactly. Otherwise, it will only approximate Eq. (5). The
norm of matriz R as a function of the “central” DOF of the region chosen for correction (3 DOF's in
this case) can be plotted as a function of the central DOF. It is expected that this norm will be
minimum when the selected DOF's are close to the fault location. It can be seen in Fig.2(a) that the
minimum norm occurs near the fault location. In this case the investigation was restricted to linear
diplacement DOF's.
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Another simple localizer curve can be obtained by plotting the norm of the rows of matrix E. If one
element of matrix K is changed, this change will affect the corresponding row of matrix E. Fig.2(b)
shows the maximum of this norm occurs near the fault location.

?

x 10
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12 ] 10}
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(a) (b)

Fig.2 - Localization plots - numerical example. (a) norm of the
truncated matrix R obtained with X truncated in Eq. (7); (b) norm of
the rows of matrix E.

3.2. Experimental example

Next, an experimental example was treated in order to verify the proposed methods under more
realistic conditions. A freely-suspended beam with an indentation, shown in Fig.3, was tested, and
the first 4 modes were identified using a global complex exponential method. The Frequency
Response Functions (FRF's) were obtained with a fixed accelerometer placed at one of the
extremities of the beam (node 21), while a roving hammer excited all the node locations. The angular
displacements were computed using a mode expansion method’. The indentation lies between nodes
12 and 13.
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e - 352 i o A b 4 127mm

{

L ‘
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Fig.3. Experimental example - free-free beam. (a) original model ; (b) model with fault
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Table 2 shows the geometrical and material properties of the beam, which was modeled with 20
Euler-Bernoulli beam finite elements.

Young's modulus 2.07 x 10! N/m?
mass density 7.8 x 103 Kg/m?

cross-section area 1.613 x 10°¢ m?

cross-section inertia 2.168 x 10-? m*?

length 0.6 m

Table 2. Geometrical data and material properties of the experimental example

Fig.4 shows the contour plots of the correction matrices R computed using the 5 differents methods
investigated. Fig.5 shows the other two localization plots for this experimental example.
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Fig.4 - Contour plots of matrix R for the five different methods.
(a) Berman-Baruch; (b) Smith; (c) Eq. (6); (d) Eq. (7); (e) Eq. (9).
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Fig.5 - Localization plots for the experimental example. (a) norm of
the truncated matrix R obtained with X truncated in Eq. (7): (b) norm
of the rows of matrix E.

4. DISCUSSION AND CONCLUSIONS

Although, as expected, the preliminary experimental results are not as good as the results for the
numerical example, they stll suggest that direct stiffness methods may indeed be used in fault
localization when spatially complete (with reference the FE model) experimental modal data 1s
available.

The authors expect that spatially dense modal data obtained using LDVs will yield even better results
in association with direct stiffness correction methods, both for fault localization and for FE model

updating.
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Using Direct Stiffness Update Methods to Localize Structural Faults
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Introduction

Structural dynamic modeling via Finite Elements (FE) has become standard engineering practice in the past few
ars. However, there's usually a considerable dicrepancy between results predicted with the FE model and experimental
sults. There numerous papers presenting different formulations to reconcile the theoretical and the experimental
»dels [1]. FE model error localization and correction techniques are usually known as model updating techniques.

One of the major problems faced by model updating techniques is the difference in the size, i.e., the number of
grees of freedom, between the experimental and the theoretical models [2]. Experimental models are usually
-omplete, which precludes the computation of spatial models (stiffness and mass matrices) from experimental data [3].

In general, the experimental model consists of measured natural frequencies and mode shapes, and the updating
ocedure consists of correcting the theoretical stiffness and mass matrices so that both the orthogonality and the
ectral equations are satisfied by the updated matrices. One of the most popular direct matrix correction methods was
oposed by Berman, Baruch, and co-authors [4,5]. The Berman-Baruch method consists of minimizing the norm of an
ror matriz subject to the orthogonality and the spectral equations, which are imposed using Lagrange multipliers. The
ajor shortcoming of this method is the fact that the updated stiffness matrix which it generates does not necessarily
rrespond to any physical model. It doesn't preserve the connectivity nor the consistency of the original FE model.
erefore, eventhough the updated model predicts exactly the measured eigenfrequencies and eigenmodes, it isn't
cessarily a better model than the original one. This is the reason why the so-called inverse sensitivity [6] methods are
ually preferred. The latter consist of computing the sensitivity Jacobian of the measured quantities (eigenmodes,
equency Response Functions, etc.) with respect to the chosen parameters and solving the inverse problem, which
volves solving a non-linear least-squares problem. The shortcomings of the inverse sensitivity methods are related to
e choice of the parameters to be corrected and to the poor convergence of the non-linear least-squares algorithms.

Model updating methods may be used to localize structural faults using experimental modal data. The basic
sumption is that the faults cause changes of the physical properties of the structure, which affect the natural fequencies
\d mode shapes. Several papers treat this problem [7,8,9] using correlation functions between the measured and the
eoretical eigen properties, ¢.g., the Modal Confidence factor, the Modal Assurance Criterion, and the Coordinate
odal Assurance Criterion. Simulation and experimental results for beams and plates show that the modal data is
fected by the structural faults. However, the ability of the theoretical/experimental correlation coefficients to localize
e faults is very poor. Further research is therefore needed on the subject.

This paper investigates the use of Berman-Baruch type model update methods to localize structural faults.
ifferent direct stiffness correction methods are formulated. The methods are applied to a numerical simulation example
F a clamped-free beam with a fault located in one of the finite elements.

Direct Stiffness Matrix Update Methods

The original technique proposed by Baruch and Bar Itzhack [5] consists of finding a corrected stiffness matrix

“that obeys the spectral equation:
YX = MXQ? )

here X e Q2 are the measured eigenvectors and eigenvalues, respectively, and M is the theoretical mass matrix,
upposed undisturbed . Even enforcing Y = Y!, there are more unknows than equations and, hence, there is no unique
slution for Y. To find a solution, it is supposed that the solution minimizes the norm "M'UZ(Y— K)M_m“. which

ields:
Y - K = -R = —KXX'M - MXX'K + MXX'KXX'M + MXQZX'M )

/here K is the original FE stiffness matrix.

The corrected stffness matrix Y of Eq. (2) does not preserve the sparsity of the original stiffness matrix K.
esides using the standard Berman-Baruch formulations, an iterative implementation proposed by Smith [10], which
reserves the original stiffness matrix sparsity, was implemented. Sparsity is enforced by applying a matrix S consisting
f ones and zeros in the appropriate locations:

Yy = YoS (3)

21



where © denote the element-by-element product of two matrices. Then the original K is replaced by Y, in Eq. (2) and Y
is recalculated. The process is repeated until the norm of the difference between the Y and Y, is smaller then a specified

tolerance.
Based on the methods exposed previously, the authors have searched for alternative, simpler formulations of
the direct stiffness correction methods. If one writes:

Y = K-R @)
then:
RX = KX - MXQ? = E (5)

Equation (5) is the equation that the stiffness correction matriz R has to obey in order to have Y ¢ M generating the
measured eigevalues and eigenvectors. In order to enforce the symmetry of R, one may solve the Lyapunov equation:

R(XE') + (XEY)'R = 2(EEY) (6)

The well-known solution of the Lyapunov equation yields the symmetric solution R. The solution given by Eq. (6)
preserves symmetry but not sparsity. A simple approach to preserve symmetry and sparsity when solving Eq. (5) consists
of picking the distint, non-zero elements of matriz R and arranging them into a vector r. Correspondingly, E and X are
arranged into a vector e and a matrix A, respectively, and it's possible to write:

Ar=e Q)

If the size of vector r, i.e., the number of unknowns in R, is larger than the number of equations (size of ), then the
solution:

i = A'e (8)

yields e in Eq. (7) exactly, which means that the measured eigenvectors and eigenvalues will be reproduced exactly.
Otherwise, they will be only approximated.

The solutions given by Eqgs. (6) and (8) were implemented, as well as the Berman-Baruch and the Smith's
iterative solutions. If the computed correction matrix R approximates the "exact” correction, then it can be used to
localize the structural fault and, at the same time, to update the FE model.

Numerical Example

In order to investigate the ability of the different methods formulated in the previous section in localizing
structural faults, a numerical simulation example of a clamped-free beam with a fault located in one of the finite
elements was used. With the simulated data, the influence of the experimental data truncation - both in the number of
“measured” modes and the number of "measured" degrees of freedom - was nvestigated, as well as the influence of
Gaussian noise added to the "measured” data.

To investigate the influence of the mesh density on the localization ability of the methods, two FE models were
used - one with 15 elements and the other with 30. Bernoulli-Euler beam elements with 2 degrees of freedom per node
(transverse diplacement and angular displacement) were used.

The localization ability was determined by examining the contour plots of the mass matrix corrections
calculated using each different formulation. Results obtained using Eq. (8) are not displayed here because they were
poorer than the results obtained using the other three formulations. The authors are pursuing the investigations using this
method, which is very flexible and preserves both symmetry and sparsity.

Figure 1 shows a summary of the results obtained with the numerical example. The fault is located at element 7
in the 15-element model and elements 13 and 14 in the 30-element model. Figures 1.c through 1.k were obtained using
the first 3 modes (natural frequencies and mode shapes) of the beam with the fault. Only the transverse displacements
were used as experimental data. The angular displacements were obtained by mode expansion [11], as it would be
necessary in a true experiment. Figures l.c, 1.f, and L.i illustrate the ability of the three methods to localize the
structural fault. Comparing figures c, f, and i with figures d, g, and j, one can evaluate the influence of the mesh density
on the localization capability. It can be seen that the dense mesh improves the localization.

Figures 1.e,1.h, and 1.k show the effect of noise added to the simulated mode shapes (approximately 10%). It
was observed that the noise added to the mode shapes has a much larger impact on the performance of the methods than
the noise added to the natural frequencies. The ability of the three methods to localize the fault was heavily affected by
the noise. This means that the methods are not likely to work in practical situations, where noise will always be present.
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The fact that the dense mesh improved the localization encourages the investigation of the use of high spatial
density measurements for fault localization based on experimental modal data. The authors are presently investigating
the use of high-spatial density laser-measured mode shapes to localize faults using direct stiffness correction methods.
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ABSTRACT

A new structural model updating method based on
the dynamic force balance is presented. The method
consists of rearranging the spectral equation so that
measured modes and natural frequencies can be used to
compute directly updated stiffness coefficients. The
proposed method preserves both the structural
connectivity and reciprocity, which translate into
sparsity and symmetry of the stiffness matrix,
respectively. Large changes in small-valued stiffness
coefficients are avoided using parameter weighting 1n
the rearranged spectral equation solution. It is shown
that the proposed method produces results which are
similar to the results obtained using Alvar Kabe's
method, with the advantages of simpler formulation
and smaller computational cost. A simple example of
an 8 degrees-of-freedom mass-spring system, originally
used by Kabe to present his method, is used here (o
evaluate the proposed method.

INTRODUCTION

The validation of dynamic models of structures is
important to many engineering applications,
particularly when large structures are involved, as it is
the case in aerospace structures (Smith and Beattie,
1991b). Factors related to test time and cost make it
imperative to develop reliable models to simulate and
analyze different operating conditions. Myriad methods
have been proposed in the past few decades to improve
analytical models (usually Finite Element models)
using experimental data. A recent comprehensive
review of such methods was given by Mottershead and
Friswell (1993). There are two major families of

methods: inverse sensitivity methods and direct
stiffness update methods. The former have the
advantage of producing physically meaningful model
corrections, but are usually iterative, and, therefore,
are computationally expensive and frequently unstable.
The latter are usually straightforward to implement,
but can produce stiffness matrices which do not
preserve the connectivity the original structure, thus
creating spurious load paths.

The most well-known direct stiffness correction
methods are called Berman-Baruch methods after the
works of Baruch and Bar Itzhack (1978) and Berman
and Nagy (1983). In the method proposed by Baruch
and Bar ltzhack, the stiffness matrix is updated by
minimizing a weighted Euclidean norm of the stiffness
matrix variation, subject to the spectral equation and to
symmetry. [n this method, the mode shapes are
previously orthonormalized with respect to the
analytical mass matrix using the formulation
originally proposed by Targoff (1976) and developed
later by Baruch and Bar Itzhack (1978). The updated
stiffness matrix, together with the original mass
matrix, generate the measured natural frequencies and
mode shapes. However, the solution is not unique, and
the minimization of the norm of the stiffness variation
does not guarantee that the updated matrix constitutes
a reasonable model. The Berman and Nagy (1983)
method is similar, the difference being that it updates
both the stiffness and the mass matrices. In both
methods, some of the stiffness matrix elements may
undergo very large variations, which are not physically
meaningful, and the sparsity of the analytical stiffness
matrix, which is associated with the structural
connectivity, is lost. These are the major shortcomings



of Berman-Baruch methods.

Kabe (1985, 1986) proposed a modified
formulations which preserves the original stiffness
matrix sparsity. In Kabe's method, an auxiliary
eigenvalue problem has to be solved. This auxiliary
problem is computationally expensive and somewhat
tricky, as it involves a choice of the eigenvalues to be
neglected. Kammer (1988) proposed a method based on
the projector matrix theory, but he admitted that for
large problems his method suffers from the same
shortcomings as Kabe's method, as pointed out by
Smith and Beattie (1991a). Smith (1993) proposed a
straightforward method to enforce sparsity in the
Baruch and Bar Itzhack (1978) method, where their
solution is element-by-element multiplied by a matrix
consisting of ones and zeros, obtained by replacing, in
the original stiffness matrix, the elements different

from zero with ones. The result of the product, which .

has the same sparsity as the original matrix, replace the
original matrix in the Baruch-Bar Itzhack solution. The
process is repeated until eventual convergence, which
is not guaranteed. Smith has not presented proof or
evidence that the iterative process converges to the
right solution. Our experience has shown it does not
(Vercosa and Arruda, 1995).

In this paper, a new stiffness matrix update method
is proposed. It preserves the original symmetry and
sparsity of the stiffness matrix, and it's formulation is
very simple. It's approach is similar to the force
balance method, proposed by Fissette et al. (1988), in
the sense that the spectral equation is the basis of the
method. However, the implementation is completely
different, as the stiffness coefficients are estimated
directly by rearranging the equations, instead of using
finite element stiffness matrix scaling coefficients. The
method exposed in this paper is an improvement of a
method previously proposed by the authors (Arruda e
Vercosa, 1994). A simple numerical simulation
example of an g-degree-of-freedom spring-mass system
is treated in order evaluate the proposed method and to
compare it with Kabe's method. The example system is
the same used by Kabe (1985).

FORMULATION OF THE METHOD

The updated stiffness matrix, ¥, can be expressed as
a sum of the original stiffness matrix, K, and an
additive correction matrix, (-R), as:

y=K=R (1

The spectral equation, which can be viewed as a
dynamic force balance equation, of the initial model
can be written as:

K® = M®A (2)

where @ is the analytical eigenvector matrix and A is
the analytical eigenvalue matrix. This equation 1s valid

for any set of m modes, m < n, where n is the number
of degrees-of-freedom.

Now, let @ be an experimental modal matrix. If @

is replaced by ®x in Eq.(2), the spectral equation will
not be exactly satisfied, i. e., there is going to be a
dynamic force unbalance:

Kb - MO A = E 3)

Substituting Eq.(1) inte Eq.(3), and assuming that it is
possible to find an updated stiffness matrix Y such
that:

Yo = MO A (4)

X x x

one can write:
R® = E (5)

Equation (5) is the equation which the additive
correction matrix (-R) has to satisfy so that ¥ and M
generate the experimentally obtained modal matrix and
natural frequencies.

As the number of measured modes is usually smaller
than the number of degrees-of-freedom (m < n), there
is an infinite number of matrices Y which satisfy Eq.
(4). The usual way to find a solution is to minimize a
norm of matrix (-R) subject to the spectral equation
and to the symmetry of the solution Y, as it is the case
with the Baruch and Bar Itzhack (1978) method and
other methods derived from it.

Instead of solving Eq.(5) directly, for instance
using the pseudo-inverse, the authors propose here the
rearrangement of this equation. This rearrangement
insures both the symmetry and the sparsity of the
updated matrix. If all the nonzero elements of the
upper triangular part of matrix R are rearranged into a

vector r and, correspondingly, matrix ®x is rearranged
into a sparse matrix A and matrix £ is rearranged into a
vector ¢, Eq.(5) may be written as:

Ar = ¢ (6)

The solution of Eq.(6) may be rearranged back into a
matrix R, which, when subtracted from the original
matrix K, yields the updated stiffness matrix Y. In the
Baruch and Bar Itzhack (1978) method, the solution 1s
formed for a specific weighted norm of {-R), namely

the Euclidean norm "M'”Z (-RJM‘m"' and it is not

possible to introduce arbitrary weighting matrices in
the formulation. On the contrary, Eq.(6) allows the
use of both equation weighting and parameter
weighting in the solution. The number of unknowns
(Nu) it is the number of nonzero elements of the upper



triangular part of the analytical stiffness matrix
(excluding the “accidental” zeros caused by force
cancellation in an actual load path, as will be
discussed later). The number of equations (Ne) is the
number of the measured modes times the number of
degrees-of-freedom. Therefore, given the sparsity of
the analytical stiffness matrix, the number of modes
which is necessary to determine the stiffness
correction matrix uniquely (without need for norm
minimization) is the number of modes which make the
rank of matrix A equal to the number of unknowns
(size of vector r).

The rearrangement of Eq.(5) can be done rowwise or
columnwise. To illustrate the procedure, consider an
example where R is a 4-by-4 symmetric matrix, with
Ry = Rg; =Rye = R4y = R34 = Ry3 = 0 and 2 modes are
used to update the model. In this case, Eq.(5) can be
rearranged columnwise as shown in Eq.(7).

J
~

(¢, 0 6, 0 0 0 0} E,
0, 0 0a 0 0 0 0N |E
0 ¢, 0 ¢, 0 ¢, O R” E,,
0 0y 0 0n 0 % O\ |
T e o |10 T R
0.0 6n 0 0n 0 O\ Ea
00000¢2,¢4;R E,
(0 0 0 0 0 o, 6.0 E,,)
« (1)

The solution of Eq.(6) using the pseudo-inverse can be
written as:

F = ATe (8)

where A% is obtained by singular-value decomposition
(SVD) of matrix A. It can be shown (Junkins and Kim,
1993) that the solution in Eq.(8) yields both the least-
squares solution, when Nu < Ne and rank(A) = Nu:

Fo= (a'A) Ae ©

Ls

and the minimum-norm solution, when Nu > Ne and
rank(A) = Ne:

Pooo= A'(AA") e (10)

min}r]

Both solutions can be weighted. Equation weighting is
obtained by minimizing:

|
lel,, = ;e: W e (1)

€

where W, is a symmetric positive definite weight
matrix. The weighted least-squares solution is given
by:

-]
£ = (A’w A) w A'e (12)
e e

WLS

Parameter weighting is obtained by minimizing:

1 1 -
IFlly = 5 Wy ¥ (13)
where Wp is a symmetric positive definite weight
matrix. The weighted minimum-norm solution is given

by:

)
7 = W"A’(A W;Af) e (14)

min{7],, P

The solutions given by Eqs.(12) and (14) have a
smaller computational cost than the SVD, and,
therefore, were preferred in  the computer
implementation of the method.

Note that it is usually necessary to expand the

measured modes to form matrix ®,. Lieven and Ewins
(1990) observed that the dynamic expansion method
proposed by Kidder (1973) is suitable for model
updating applications, which agrees with  our
experience. It is also recommended to orthonormalize
the experimental mode shapes with respect to the
analytical mass matrix, for instance using the method
originally proposed by Targoff (1976) and later
developed by Baruch and Bar Itzhack (1978).

SIMULATION EXAMPLE

In order to illustrate the proposed method and to
compare it with Kabe's method, the simple spring-mass
example treated by Kabe in his original paper (Kabe,
1985) is used here. A schematic view of the example

system is shown in Fig. 1. The values of the exact
stiffness and mass coefficients are also given in
Fig. 1.

Table 1 shows the results obtained using Kabe's
Stiffness Matrix Adjustment method (KMA) and the
proposed Spectral Equation Rearrangement method
(SER). Physical units are not given, as they are
irrelevant in this example. The stiffness matrix of the
exact model with a few of its coefficients corrupted
was used as the stiffness of the initial model to be
updated. The different results shown in Table 1
correspond to 3 different cases. For each case, the



identification of the updated stiffness coefficients was
done using either the first, the first two, or the first
three modes computed using the exact mass and
stiffness matrices.

In this example there are 16 unknowns. As each
mode yields 8 equations (number of degrees-of-
freedom), at least two modes are necessary to
reproduce the exact solution. Below that number, the
solution is approximate. However, in this example, two
modes were not sufficient, as shown in Table 1. It was
observed that the rank of matrix A was 15 using the
two first modes. Therefore, it was necessary to add the
3rd mode to increase the rank of matrix A to 16. Using
the three modes, both methods were able to correctly
identify the exact stiffness coefficient values. It can
be seen in Table 1 that in all the cases treated there's
good agreement between results from the KMA and
SER methods.

The computational cost of the (wo methods in the
cases treated in Table 1 are shown in Table 2. The
computational cost is expressed in thousands of
floating-point operations (KFlops). It can be seen that
the proposed method is computationally more efficient
than Kabe's method. Figure 2 shows the sparsity plots
of matrix A of the SER method and of the square
matrix of Kabe's method auxiliary problem (whose
eigenvalues need to be computed) when modes 1, 2,
and 3 are used. The sparsity plot consists of a mapping
of the nonzero elements of a matrix, indicated with
dots. It can be seen that matrix A is considerably more
sparse, and, therefore, demands less memory space and
less computational effort than Kabe's auxiliary
problem matrix. In the computations of the SER
method, sparse matrix computation algorithms were
used. In Table 2 it can be observed that the cost
associated with the computation of the rank of matrix A
is significant. This computation can be optmized when
solving the linear system of equations using sparse
matrix algorithms. The discussion of these algorithms
is beyond the scope of this paper (see, for instance,
Barlow and Vemulapati (1992)).

When the rank of matrix A is equal to the number of
unknowns, parameter weighting is not necessary.
However, it becomes mandatory when this is not the
case: otherwise, the results become much worse than
those from Kabe's method. The weighting matrix used
in this example is simply a diagonal matrix where the
elements are the stiffness matrix coefficients of the
initial model.

One particular case is worth emphasizing. As it has
been pointed out by Smith and Hendricks (1987),
Kabe's method fails when the sparsity of the initial
stiffness matrix is not preserved in the real structure.
This happens frequently in Finite Element models,
where the regularity of the structure can cause adjacent
element force cancellation (“accidental” zeros).
Whenever this phenomenon happens, the initial

stiffness matrix will have elements which are originally
zero, but may become nonzero when the regularity of
adjacent elements is changed.

In such cases, when using the SER method, it is
sufficient to include these elements in vector r and to
weight these parameters with an average stiffness
coefficient value. In practical situations., the
connectivity of the structure is likely to be known
Hence. the “accidental” zeros can easily be detected.
This is particularly straightforward when assembling a
Finite Element model using the direct stiffness method.

Table 3 shows the results obtained using the SER
method and with Kabe's method in the presence of
“accidental” zeros in stiffness elements (1,2) and (4,6).
It is clear from Table 3 that the SER method still
works, while Kabe's method fails, as expected.

CONCLUSIONS

A new direct stiffness matrix update method based
on the dynamic force balance was presented. In the
proposed method. measured natural frequencies and
mode shapes are used to update the analytical stiffness
matrix. Starting with the spectral equation, the
stiffness coefficient elements which may be assigned
nonzero values according to the structure connectivity
are rearranged in vector form. The system of linear
equations thus obtained may be solved by weighted
least squares, weighted minimum norm, or using the
singular value decomposition.

The proposed method was compared with Kabe’s
method using the simple spring-mass example used by
Kabe (1985) to illustrate his method. In most cases, the
proposed method yields results which are similar to
Kabe's results, but at a lower computational cost. It
was also shown that the proposed method works in
cases where Kabe's method fails because of the
presence of “accidental” zeros. This phenomenon is
likely to occur in finite element models, due to force
cancellation  between adjacent elements when
assembling of the stiffness matrix.

The formulation of the proposed method is
straightforward, and its implementation is easy and
flexible. The authors are pursuing the investigation of
the method, which, due to its flexibility, may be easily
modified to incorporate strategies to improve its
robustness with respect to measurement noise. The
lower computational cost of the method is also an

important feature for the application to large
structures.
ACKNOWLEDGMENTS

The authors are thankful to the Fundagdo de Amparo
a pesquisa do Estado de Sdo Paulo for the financial
support.



REFERENCES

Arruda. J. R. F. and Vergosa, C. A. M., 1994, “Fault
Detection Methods Using Direct Stiffness Matrix
Correction Formulations For Use With Laser Data,”
Proceedings, SPIE [st International Conference on
Vibration Measurements by Laser Techniques:
Advances and Applications, E. P. Tomasini, ed.,
Ancona, ltaly, , Vol. 2358, pp. 60-67.

Barlow, J. L. and Vemulapati, U. B., 1992, “Rank
Detection Methods For Sparse Matrices,” SIAM
Journal on Matrix Analysis and Applications, Vol. 13,
No. 4, pp. 1279-1297.

Baruch, M. and Bar Itzhack, I. Y., 1978, “Optimal
Weighted Orthogonalization of Measured Modes,”
AIAA Journal. Vol. 16, No. 4, pp. 346-351.

Berman. A. and Nagy, E. J., 1983, “Improvement of
a Large Analytical Model Using Test Data,” A/AA
Journal, Vol. 21, No. 8, pp. 1168-1173.

Fissette, E., Stravrinidis, C., and Ibrahim, S.: R
1988, “Error Location and Updating of Analytical
Dynamic Models Using a Force Balance Method,”
Proceedings, UC/SEM  Gth International  Modal
Analysis Conference, Kissimmee, FL, pp. 1063-1070.

Junkins. J. L. and Kim, Y., 1993, Introduction to
Dynamics and Control of Flexible Structures, AIAA
Education Series, Washington, DC.

Kabe. A. M., 1985, “Stiffness Matrix Adjustment
Using Mode Data,” A[AA Journal, Vol. 23, No. 9,
pp. 1431-1436.

Kabe, A. M., 1986, “Constrained Adjustment of
Analytical Stiffness Matrices,” SAE Paper 851932,

Kammer, D. C., 1988, “Optimum Approximation for
Residual Stiffness in Linear System Identification,”
AJAA Journal, Vol. 26, No. 1, pp. 104-112.

Kidder, R. L., 1973, “Reduction of Structural
Frequency Equations,” AJAA Journal, Vol. 11, No. 6,
p. 892.

Lieven. N. A. J. and Ewins, D. J., 1990, “Expansion
of Modal Data for Correlation,” Proceedings, UC/SEM
8th International Modal Conference,
Kissimmee, FL, pp. 605-609.

Mottershead, J. E. and Friswell, M. [., 1993, "Model
Updating in Structural Dynamics: A Survey,” Journal
of Sound and Vibration, Vol. 167, No. 2, pp. 347-375.

Targoff. W. P., 1976, “Orthogonality Check and
Correction of Measured Modes,” AIAA Journal, Vol
14, No. 2, pp- 164-167.

Smith, S. W., 1993, “Application Strategies for
Structure Identification With Optimal-Matrix
Updates.” Proceedings, UC/SEM [ith International
Modal Analysis Conference, Kissimmee, FL, pp. 1274-
1280.

Smith, S. W. and Beattie, C. A., 1991a, “Secant-
Method Adjustment for Structural Models,” AJAA
Journai, Vol. 29, No. 1, pp. 119-126.

Smith, S. W. and Beattie, C. A., 1991b, “Optimal
Identification Using Inconsistent Modal Data,”
Proceedings, AIAA/ASME/ASCE/AHS/ASC 32nd
Structures, Structural Dynamics, and Materials
Conference, AIAA-91-0948-CP, pp. 2319-2324.

Smith, S. W. and Hendricks, S. L., 1987,
“Evaluation of Two Identification Methods for Damage
Detection in Large Space Trusses,” Proceedings, 6th
VPI&SU/AIAA Symposium on Dynamic and Controls
for Large Structures, L. Meirovitch, ed., Blacksburg,
VA, pp. 127-142.

Vercosa, C. A. M. and Arruda, J. R. F. 1995,
“Structural Fault Localization Using Direct Stiffness
Update Methods,” Proceedings, ASME I5th Biennial
Conference on Mechanical Vibration and Noise
Symposium on Physical Parameter Identification in
Vibration Analysis, Boston, MA (to appear).

Analysis

ky = 1000 m, = 0001

k: = 10 m, = 0002

ks = 900 m = 10; j=27
k, = 100

ks = 1.5

ke = 2.0

FIG.1 KABE'S SPRING-MASS SYSTEM EXAMPLE.
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FIG. 2 SPARSITY PLOTS USING THE FIRST 3 MODES. (A) KABE'S METHOD MATRIX - 216 NONZERO
ELEMENTS; (B) SER METHOD MATRIX - 72 NONZERO ELEMENTS.

TABLE 1 UPDATED STIFFNESS COEFFICIENTS COMPUTED WITH THE PROPOSED SER METHOD AND
WITH KABE’'S KMA METHOD.

ELEMENT | INITIAL USING 1ST MODE | USING 1ST & 2ND USING 1ST, 2ND & EXACT
NUMBER | MODEL MODES 3RD MODES MODEL
KMA SER KMA SER KMA SER

(1,1) 2.0 17 17 L5 L5 L5 15 15
(1,2) -2.0 21 2.1 -L.5 -1.5 -L.5 -1.5 -L5
(2,2) 15120 10135 | 101401 1011.5| 10115 1011.5 1011.5 1011.5
(2,3) -10.0 -10.1 -10.1 -10.0 -10.0 -100|  -10.0 -10.0
(3,3) 17100 | 12758 | 12747 | 1110.0 | 1110.0 1110.0 1110.0 1110.0
(3,5) -200.0 -198.6 -197.9 -100.0 | -100.0 -100.0 -100.0 -100.0
(4,4) 8500 | 12374 12177 | 1100.0 | 1100.0 1100.0 1100.0 1100.0
(4,5) -200.0 -178.6 -159.3 -100.0 | -100.0 -100.0 -100.0 -100.0
(4,6) -200.0 -198.5 -197.7 -100.0 | -100.0 -100.0 -100.0 -100.0
(5,5) 8500 | 12373 | 1217.6| 1100.0| 1100.0 1100.0 1100.0 1100.0
(6,6) 17140 | 12797 | 12785| 11132 11133 1112.0 1112.0 1112.0
(6,7) -10.0 -10.1 -10.1 -9.0 -8.9 -10.0 -10.0 -10.0
(6,8) -4.0 -4.1 4.3 -3.0 -3.0 -2.0 -2.0 -2.0
(7,7) 15120 | 10161| 10165\ 10124 | 10124 | 10115 1011.5 1011.5
(7.8) -2.0 -2.0 -2.0 2.3 2.4 -1.5 -1.5 -1.5
(8,8) 6.0 5.1 5.2 4.3 44 3.5 3.5 35




TABLE 2 COMPUTATIONAL COSTS OF THE KMA AND THE SER METHODS FOR THE CASES

TREATED IN TABLE 1, IN KFLOPS.

METHOD USING 1ST MODE USING 1ST & 2ND USING 1ST, 2ND & 3RD
MODES MODES
KMA 25 127 267
SER 5 15 23
W/ RANK COMP.
SER 0.9 L5 3.5
W/O RANK COMP.

TABLE 3 COMPARISON OF UPDATED STIFFNESS COEFFICIENTS COMPUTED WITH THE KMA AND
SER METHODS USING THE 3 FIRST MODES IN THE PRESENCE OF “ACCIDENTAL" ZEROS IN THE
ORIGINAL STIFFNESS MATRIX.

ELEMENT | INITIAL KMA SER EXACT

NUMBER | MODEL MODEL
(1,1) 2.0 L0 L5 L5
(1,2) 0.0 0.0 -1.5 .15
(2,2) 1512.0 1006.4 1011.5 1011.5
(2,3) -10.0 -5.3 -10.0 -10.0
(3,3) 1710.0 1052.8 1110.0 1110.0
(3,5) -200.0 -64.8 -100.0 -100.0
(4,4) 850.0 992.4 1100.0 1100.0
(4,5) -200.0 -51.9 -100.0 -100.0
(4,6) 0.0 0.0 -100.0 -100.0
(5,5) 850.0 1032.3 1100.0 1100.0
(6,6) 1714.0 621.8 1112.0 1112.0
(6,7) -10.0 -263.1 -10.0 -10.0
(6,8) -4.0 263.0 -2.0 -2.0
(7,7) 1512.0 792.4 1011.5 10115
(7.8) -2.0 211.0 -15 -1.5
(8,8) 6.0 -205.9 35 3.5
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ABSTRACT

The problems caused by experimental data
incompleteness when using optimal-matrix update
methods are well known. Since the advent of laser-
based vibration measurements, the number of measured
degrees-of-freedom may be very large, even larger than
the number of degrees-of-freedom in a finite element
model. Considering that the incompleteness problem
may now be partly solved, this paper revisits some
well-established direct stiffness update methods, as
well as a method recently proposed by the authors, for
use in structural fault localization applications. The
methods are appraised using a simulation example
consisting of a clamped-free beam. The force
cancellation between adjacent finite elements, which is
known to create an impossible situation for Kabe's
method. is solved by introducing the concept of pseudo
sparsity. The effects of modal truncation, expansion,
and additive noise are investigated.

INTRODUCTION

In the modern dynamic analysis of structures,
considerable effort has been invested in the generation
of sophisticated computer models. Due to modeling
uncertainties, such  models frequently  require
experimental validation techniques to assess the
quality of the analytical model. Model updating
techniques seek to automatically localize model
discrepancies and improve the analytical model based
on experimental data, which usually consist of
identified modal parameters (natural frequencies,
damping coefficients. modal masses, and mode shapes).

It is well known that the identified modal
parameters of a structure are a function of its physical
properties (geometry, material properties, boundary
conditions, and joint properties). Therefore,
discrepancies between analytical model predictions and
experimental measurements may also be the result of
structural damage. Supposing there exists a validated
analytical model of the undamaged structure, it should
be possible to detect and to localize faults by updating
the analytical model based on experimental
measurements performed on the damaged structure.

The use of model updating methods to detect and
localize faults has been the subject of intensive
research since the late 80’s. However, the latest
publications on damage location using model update
techniques are fairly unanimous in stating that the
subject needs further investigation. New methods are
under development, and the selection and proper use of
existing methods remains a significant task. In
principle, any model update method may be used to
localize faults. A review of fault localization methods
is like a review of model update methods. Imregun and
Visser (1991) and, more recently, Mottershead and
Friswell (1993), have comprehensively reviewed
structural model update methods.

Modal correlation methods are the most direct
modal-based methods of structural fault detection.
Wolff and Richardson (1989), Fox (1992), and Kim et
al. (1992), among others, have used modal correlation
methods with limited success. Their results have shown
that these methods may be useful to detect faults but
they are not suitable to locate them.

Among the different approaches to model updating,
optimal-matrix update methods are very attractive, as



they are usually non-iterative and computationally less
expensive than inverse sensitivity methods. The latter
have the advantages of yielding physically meaningful
model corrections, and being less sensitive (o
measurement noise. However, they depend upon the
possibility of localizing the fault @ priori. Otherwise,
the number of parameters to estimate becomes too
large. To overcome this problem, the usual approach is
to use macro elements in order to reduce the number of
parameters to be estimated in the error localization
stage (Zhang and Lallement, 1987).

When using direct stiffness matrix update methods
to localize structural faults, the hypothesis, clearly
stated by Richardson and Mannan (1992), that a
structural fault affects mainly the stiffness of the
region where the fault is located, is implied. If it is

possible to identify changes in the stiffness

coefficients related to a few degrees-of-freedom -

(DOFs) of the structural model, the region of structure
affected by the fault is localized. Knowing the
damaged region, either conventional Nondestructive
Evaluation (NDE) techniques or refined model update
procedures may be applied to assess the extent of the
fault. Inverse sensitivity model update methods, for
instance, may usually be carried out successfully with
a priori knowledge of the fault location.

The problems caused by experimental data
incompleteness when using optimal-matrix update
methods are well known. Incompleteness is usually due
to experimental limitations, which restrict the number
of identified modes and the number of measured
DOFs. However, with the advent of laser-based
vibration measurements, the number of measured DOFs
may be very large, even larger than the number of
DOFs in a finite element (FE) model. Typically, tens of
thousands of locations may be measured. Systems
capable of extracting 6 DOFs per measurement location
are under development (Montgomery and West, 1994),
but actual commercial scanning laser vibrometers are
only capable of measuring velocities on vibrating
surfaces along the line of sight of the laser beam. In
the case of beams, plates, and shells, post-processing
of the measured velocity field can generate in-plane
rotational DOFs (Arruda, 1992).

This paper revisits some well-established direct
stiffness methods considering that the incompleteness
problem may now be partly solved. It is supposed that
the translational velocities (from  which the
translational displacements may be easily obtained) are
measured at all the nodes of the FE model. Rotational
DOFs are either supposed measured or are obtained
using modal expansion methods.

The direct stiffness matrix update methods most
frequently used in fault localization applications are
investigated, namely the original method proposed by
Baruch and Bar Itzhack (1978), the well-known method
proposed by Kabe (1985), and the method recently

proposed by Smith (1993). Furthermore, a method
recently proposed by the authors (Arruda and Vergosa.
1994) was also used.

The stiffness correction matrix, which is the
difference between the original and the updated
stiffness matrices, is used to localize the faults. The
capability to localize a fault is investigated using a
simple numerically simulated example. In the example,
a stiffness change is made in one of the finite elements
of a clamped-free beam. As the beam is modeled with
identical Bernoulli-Euler beam finite elements. the
phenomenon of force cancellation in the assembled
stiffness matrix occurs. This false sparsity, caused by
force cancellation, was shown to cause Kabe's method
to fail by Smith and Hendricks (1987). More recently,
Beattie and Smith (1992) refer to this problem as an
open question. A simple solution to this problem is
presented in this paper, which allows the use of Kabe's
method in the presence of this pseudo sparsity. The
effects of modal base truncation, modal expansion (to
generate rotational DOFs only), and additive Gaussian
noise are investigated.

DIRECT STIFFNESS MATRIX UPDATE METHODS

[n this section. the optimal-matrix update methods
used in this paper will be briefly reviewed. The
original technique proposed by Baruch and Bar Itzhack
(1978) consists of finding a corrected stiffness matrix
Y that obeys the equations:

Y® = MDA n
y = Y (2)

where @ is the experimental modal matrix, A is the
experimental cigenvalue matrix (whose diagonal
elements are the natural frequencies squared), and M
is the theoretical mass matrix, supposed undisturbed.
To find a solution, it is supposed that the solution
minimizes the weighted Euclidean norm
llM'”’(Y—K}M'"z". Lagrange multipliers are used to
enforce the constraint equations expressed by Egs. (1)
and (2). The solution that minimizes the augmented
objective function is:

Y= K + KPOM — MOD' K +
(3)
+ MOD KOD' M + MOAD' M

where K is the original stiffness matrix. In this method,
the mode shapes are previously orthonormalized with
respect to the analytical mass matrix using the
formulation originally proposed by Targoff {1976) and
developed later by Baruch and Bar Itzhack (1978). The
updated model (Y,M) reproduces exactly the



experimental natural frequencies and mode shapes, but
't is not necessarily an improvement of the original
model (K,M). The major shortcoming of this method 1is
that the corrected stiffness matrix, Y, does not preserve
the original connectivity of the structural model, i. e.,
the original stiffness matrix sparsity, thus creating
spurious load paths.

Kabe (1985) proposed a method which preserves the
original  stiffness matrix  sparsity  and avoids
unrealistically large variations of the stiffness
coefficient values. The sparsity s imposed by
expressing the updated stiffness matrix as:

Y = K@y 4)

where Y is a correction coefficient matrix and the
operator ® denotes the element-by-¢lement matrix
product, given by:

v, = Kjvy (3)
Therefore, if K has a zero element, then Y will have the

corresponding element equal to zero ooO. The error
function proposed by Kabe is given by:

where n is the number of DOFs. The error function 1s
augmented using Lagrange multipliers to incorporate
the constraints given by Egs. (7) and (8).

—M®DA + (K@y)«b =0 (7)
y-y =0 (8)

The updated matrix may be shown to be (Kabe, 1985):

1 ! I
y=Key=K- :ee(m + o) 9)
with
© = Kek (10)

where A is a matrix of Lagrange multipliers. To obtain
the elements of matrix A, a large indefinite linear
system of equations (auxiliary problem) must be
solved. Kabe solves this auxiliary problem by solving
an equivalent eigenvalue problem. The difficulty with
the implementation of Kabe's method comes from the
dimension of the symmetric indefinite system (or the
equivalent eigenvalue problem) to be solved, which is
equal to the product of the number of DOFs by the
number of measured modes used in the update process.

As pointed out by many authors (see, for instance, Fuh
and Berman, 1986), the considerable computational
cost and the large amount of memory necessary (o
apply the method preclude its application in the case of
large structures.

Smith and Hendricks (1987) have expressly shown
that Kabe's method fails when the original stiffness
matrix has zeroes that are not due to the absence of
connectivity (“accidental” zeros), but, instead, to the
force cancellation between adjacent finite elements.
The method fails because it imposes that the stiffness
matrix elements that were originally zero will remain
zero, what may no longer be true in the presence of a
fault. To overcome this pseudo-sparsity problem, a
simple solution is now presented.

The pseudo-sparsity matrix is defined as a matrix
whose clements are zero, except for the elements
corresponding to the elements of K that are zero due to
force cancellation, which are made equal to one. This
matrix is easy to build when assembling the original
stiffness matrix using the FE method. The numerical
example in the next section illustrates the construction
of the pseudo-sparsity matrix.

The simple modification of Kabe's method which
overcomes the difficulty with the force cancellation
consists of adding the pseudo-sparsity matrix properly
scaled to the original stiffness matrix K. This is
equivalent to changing Eq.(10) such that:

Q@ = KeK+ aP (11)

where P is the pseudo-sparsity matrix. The scaling is
necessary to properly weight, in the objective function,
the stiffness matrix coefficients that are originally
zero. In this paper, o was taken as the maximum
absolute value among the elements of matrix K®K.
With this simple modification, it was possible to make
Kabe's method work in the presence of  pseudo
sparsity, as it is the case in the numerical example
treated in the next section.

In the iterative sparsity preservation method
proposed by Smith (1993), sparsity is enforced by an
element-by-element matrix product by a matrix S,
which consists of ones and zeros:

s; = 1

S; =0 if Kj =0

llf K‘J # 0
(12)

In Eq. (3), the original stiffness matrix K is replaced
by Y, given by:

Y = Yes§ (13)

5

and Y is recalculated. The process is repeated until
convergence. Our experience with this method have



that the Euclidean norm l|Y,<D—M¢A“

stabilizes after a certain number of iterations and,
hence, can not be made arbitrarily small. In this paper,
we have used the variation of the above-mentioned
norm between consecutive iteration steps in the
convergence test.

As the above-mentioned norm does not vanish, the
method does not actually enforce the spectral equation
constraint when Y of the last iteration is taken as the
updated stiffness matrix (as proposed by Smith). For
this reason, we have chosen to take ¥ obtained in the
last iteration step as the updated matrix (prior to the
multiplication by §). The matrix Y thus obtained obeys
the spectral equation. Furthermore, the elements that
should be zero due to sparsity are minimized.

It should be noted that Smith’s iterative method may

shown

also benefit from the addition of the pseudo-sparsity -

matrix P to matrix S in Eq. (13).

Finally, a simple and flexible formulation originally
proposed by the authors (Arruda and Vergosa, 1994)
and later modified to treat the pseudo-sparsity problem
(Arruda and Vergosa, 1995), will be briefly reviewed.
It's approach is similar to the force balance method,
proposed by Fissette et al. (1988), in the sense that the
spectral equation is the basis of the method. However,
its implementation is completely different, as the
stiffness coefficients are estimated directly by
rearranging the equations, instead of using element or
macro-element stiffness matrix scaling coefficients.

The updated stiffness matrix, Y, may be expressed as
sum of the original stiffness matrix, K, and an additive
correction matrix, (-R), as:

Yy = K -R (14)

If the analytical natural frequencies and mode shapes
are replaced by the experimental natural frequencies
and mode shapes in the spectral equation, it won't be
exactly satisfied, i. e., there's going to be a dynamic
force unbalance E expressed by:

K® - MOA = E (15)

Substituting Eq.(14) into Eq.(15). and assuming that it
is possible to find an updated stiffness matrix ¥ such
that:

Y® = M®A (16)

one may write:
R® = E (17

Equation (17) is the equation which the additive
correction matrix, (-R), has to satisfy so that ¥ and M
generate the experimentally obtained modal matrix and
natural frequencies used in the update process .

As the number of measured modes, m. is usually
smaller than the number of DOFs (m < n), there is an
infinite number of matrices ¥ that satisfy Eq. (16). The
usual way to find a solution is to minimize a norm of
matrix (-R) subject to the spectral eguation and to the
symmetry of the solution Y, as it is the case with the
Baruch and Bar Itzhack (1978) method and other
methods derived from it.

Instead of solving Eq.(17) directly, for instance
using the pseudo inverse, the authors have proposed
(Arruda and Vergosa, 1994) the rearrangement of
Eq.(17) such that all the non-zero elements of the
upper triangular part of matrix R are rearranged into a
vector r. Correspondingly, matrix & is rearranged into
a sparse matrix A, and matrix E is rearranged into a
vector e. This rearrangement insures both symmetry
and sparsity. The process 1s straightforward (Arruda
and Vergosa, 1995) and, after the rearrangement,
Eq.(17) may be written as:

Ar = e (18)

The solution of Eq.(18) may be rearranged back into a
matrix R, which, when subtracted from the original
matrix K, yields the sought updated matrix Y. Eq.(18)
allows the use of both equation weighting and
parameter weighting. The number of unknowns (Nu) is
the number of non-zero elements of the upper
triangular part of the analytical stiffness matrix. The
number of equations (Ne) is the number of the
measured modes times the number of DOFs. Therefore,
in order to determine the stiffness correction matrix
uniquely, given the sparsity of the analytical stiffness
matrix, it is necessary to use a set of modes which
produce a matrix A of rank Nu. The solution of Eq.(18)
using the pseudo inverse may be written as:

Fr = Ae (19)

where A’ may be obtained by singular-value
decomposition (SVD) of matrix A. It may be shown
(Junkins and Kim, 1994) that the solution in Eq.(19)
yields both the least-squares solution, if Nu < Ne and
rank(A) = Nu:

s = (A'A)_[ Ale (20)

and the minimum-norm solution, if Nu > Ne and
rank(A) = Ne:

A' (AA") e 1)

rmml?l

The solutions given by Eqs.(20) and (21) may be
weighted using arbitrary diagonal weighting matrices.
They have a computational cost smaller than the SVD,



and, therefore, were preferred in the computer
implementation of the method. Throughout this paper,
this method will be referred to as the Spectral Equation
Rearrangement (SER) method. The SER method is
investigated in more detail by the authors in another
paper (Arruda and Vergosa, 1995).

APPRAISAL OF METHODS USING A SIMULATED
EXAMPLE

In order to investigate the capability of the different
direct stiffness matrix update formulations exposed
above to localize structural faults, a simple simulated
test system was used. The system consists of a
homogenous clamped-free beam. The beam has a
square cross-section, and its physical properties are
given in Table 1.

The FE model has 15 Bernouilli-Euler beam .

elements, as shown in Fig. 1. Only in-plane transverse
vibration is investigated, and, therefore, each element
has 4 DOFs - one translational and one rotational
displacement per node. The “experimental” modes were
computed using the original mass matrix and a
modified stiffness matrix, computed with a reduced-
stiffness element, which simulates the fault. The
reduced stiffness was simulated by reducing the cross-
section area of element number 9 to 1/4 of the original
area and the moment of inertia of its cross-section to
1/16 of the original value.

The localization of the fault with each method is
done by observation of two [ypes of plots of the
computed correction matrix (-R): the surface mesh of
the magnitude of (-R) normalized so that the maximum
value is one and the plot of the diagonal values of the
magnitude of (-R) normalized. The normalization of
the diagonal elements was done separately for elements
relating to translational DOFs and rotational DOFs.
Figures 2a-b show these two plots for the exact
correction matrix.

The numbering of the DOFs of the FE model was
done sequentially, starting from the first element, at
the tip of the beam; the first half correspond to
transverse displacements and the second half to
rotations. It is clear from Figs. 2a-b that, if the model
update methods are able to approximate matrix (-R),
these plots will clearly indicate the fault location,
associated with translational DOFs 9-10 and rotational
DOFs 24-25. Although it's not evident in Fig. 2a, the
discrepancy between Y and K will also show up in the
corresponding rotational DOFs and in their coupling
terms with the displacements. This is not apparent in
Fig. 2a because the stiffness coefficients associated
with the rotational DOFs are small compared to those
associated with displacements DOFs in this example.
This is the reason why the diagonal elements
corresponding 1O translational and  rotational

displacements have been normalized separately in Fig.
2b.

The stiffness matrix of the initial model presents the
pseudo-sparsity phenomenon due to the homogeneity of
adjacent elements. Figures 3a-c show the sparsities of
matrices K, Y, and P. Note that the sparsity of P is the
difference between the sparsity of K and the true
sparsity associated with the connectivity of the
structure, shown in Fig. 3d. In these plots, the non-
zero elements are indicated with dots. Because of the
pseudo-sparsity phenomenon, the modified Kabe
method described in the previous section was used in
the illustrative results that follow.

In the first simulated case, the “experimental”
modes are complete (all DOFs are supposed known)
and exact (no added noise). Therefore, only the modal
base truncation effect is investigated. Whenever it is
said that m modes were used, the first m lowest
natural frequencies and the corresponding m mode
shapes are meant. The direct stiffness update methods
are referred to as: SER  (Spectral Equation
Rearrangement), BB (Baruch and Bar I[tzhack), KMA
(Kabe Stiffness Matrix Adjustment with pseudo-
sparsity modification), and SI (Smith Iterative).

In this “exact” case, any number of modes is
sufficient to localize the fault with any of the methods.
However, in order to predict the correct stiffness
matrix exactly, 4 modes are necessary when using the
SER and the KMA methods. The BB and SI methods
adjust the stiffness matrix so that the “measured”
natural frequencies and mode shapes are reproduced,
but they do not predict the correct stiffness matrix
when the modal base is incomplete. Figures 4a-h show
the results obtained using 4 modes. Compared to the
BB and SI methods, the SER and KMA methods have,
therefore, the advantage of yielding the exact updated
stiffness matrix. However, as will be shown in what
follows, the more realistic simulations including modal
expansion and additive noise led to different
conclusions.

Initially, the mode shapes were still complete, but
additive noise was added to the natural frequencies and
mode shapes. In the following cases, 1% Gaussian
noise was added to the “experimental” natural
frequencies and 2% to the mode shapes. Figures 5a-h
show the results obtained using 4 modes. It may be
seen that, using the BB and Sl methods, the mesh is
more complex than in the noise-free case, but it is still
possible to localize the fault using the plot of the
diagonal. It can be observed that the diagonal
coefficients relating to translational DOFs are less
sensitive to the additive noise. The SI method
improves the result of the BB method in terms of fault
localization capability. Both the KMA and the SER
methods failed in the presence of noise. Not only the
stiffness coefficients were not approximated, but even



the localization capability was lost, as illustrated in
Figs. Se-h.

To conclude. a more realistic case 1s presented,
where only the translational displacements (15 DOFs)
of the first 4 modes were “measured”. The simulated
modes were corrupted with additive Gaussian noise
(same levels as before) and then expanded, using the
method proposed by Kidder (1973), to generate the
rotational DOFs. Again, the SER and KMA methods
failed, in the sense that it was not possible to localize
the fault from the plots, as illustrated in Figs. 6e-h.
Figures 6a-d show the results obtained with the BB and
the SI methods. It is clear that the localization is still
possible by observing the plots of the diagonal of the
stiffness correction matrix. It can be observed that,
when using the BB method, only the diagonal
coefficients relating to translational DOFs indicate the
fault.

The computational costs of the methods investigated
in this paper using the “exact” data, expressed in terms
of millions of floating-point operations {(MFlops), were
approximately: SER - 0.08 MFlops: KMA - 35 MFlops,
SI - 190 MFlops (with 0.1% tolerance); BB - 0.5
MFlops. The computational costs were similar in the
“noisy” cases, except for the SI method, where
convergence was achieved with a much smaller number
of iterations in the presence of noise, decreasing the
computational cost to approximately 39 MFlops.

It was observed that results obtained with the KMA
method and with the proposed SER method were
similar in the “exact” case. However, the SER method
has the advantage of being computationally more
efficient. The lower computational cost of the SER
method is due to the significant sparsity of matrix A. It
must be mentioned that Kabe’'s method was
implemented as originally proposed by the author
(Kabe, 1985), ie., solving an auxiliary eigenvalue
problem.

CONCLUSIONS

Some of the most commonly used direct stiffness
model update methods were briefly reviewed. The
capability of the methods to localize structural faults
was investigated using a numerical simulation example
consisting of a clamped-free beam. In order to be able
to use Kabe's method in this example, a modification
of the method was proposed. It avoided the failure of
the method (reported in the literature) due to the
pseudo sparsity caused by force cancellation between
similar adjacent finite elements. The Spectral Equation
Rearrangement (SER) method, recently proposed by
the authors, was also investigated.

The results for the “exact” simulation cases, where
no noise was added and no expansion made, lead to the
conclusion that the SER method and the Kabe Stiffness
Matrix Adjustment (KMA) method have the advantage

of, besides localizing the fault, yielding the exact
updated stiffness matrix. Resuits obtained with the
SER method were similar to those obtained with the
KMA method. The SER method has the advantages of a
lower computational cost and the possibility of using
arbitrary weighting matrices.

However., more realistic simulations, including
modal expansion and additive noise, led to different
conclusions. In the presence of noise and
incompleteness, only the method of Baruch and Bar
[tzhack and Smith’'s method were able to indicate the
fault location. Neither the SER method results nor the
KMA method results (which were not similar in the
presence of noise) indicated clearly the fault location.

It is hoped that laser-based vibration measurements
will partly solve the problem of incompleteness of the
data, although the problems of modal base truncation
and measurement noise will remain. This encourages
further research on optimal-matrix update methods for
fault localization applications. The authors are
pursuing the investigation of the SER method, which,
due to its flexibility, may be easily modified to
incorporate strategies to improve its robustness with
respect o measurement noise. The lower computational
cost of the SER method is also an important feature for
large structures applications.
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TABLE 1 PHYSICAL PROPERTIES OF THE CLAMPED-FREE BEAM EXAMPLE

Young's Modulus

2.07 x 10" N/m’

density

7.8 x 10° Kg/m’

cross section area

1.0x10% m’

cross section moment of inertia

833x10'" m*

length

0.3m

FIG. 1

FINITE ELEMENT MESH OF THE CLAMPED-FREE BEAM EXAMPLE

INDICATING THE FLAWED ELEMENT (NO. 9).
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