FSTE EXEMPLAR C‘ORRF%FN SHNTE A REDAGAQ FINAL DA

TESE DEFENDIDA POR . AC yAM%f@WLMdM
........ ?.‘1. OV oo, E APROVADA
PELA COMISBAO RiGaDORa gy 22 4 02 , 2008

2 4")’4« e

...............................

ORIENT,

UNIVERSIDADE ESTADUAL DE CAMPINAS
FACULDADE DE ENGENHARIA MECANICA
COMISSAO DE POS-GRADUACAO EM ENGENHARIA MECANICA

Estudo de técnicas de controle H-infinito
para estruturas flexiveis com incertezas

Autor: Alysson Fernandes Mazoni
Orientador: Alberto Luiz Serpa

18/08



UNIVERSIDADE ESTADUAL DE CAMPINAS
FACULDADE DE ENGENHARIA MECANICA
COMISSAO DE POS-GRADUACAO EM ENGENHARIA MECANICA
DEPARTAMENTO DE MECANICA COMPUTACIONAL

Estudo de técnicas de controle H-infinito
para estruturas flexiveis com incertezas

Autor: Alysson Fernandes Mazoni

Orientador: Alberto Luiz Serpa

Curso: Engenharia Mecanica

Area de concentracdo: Mecanica dos Sélidos e Projeto Mecanico

Dissertacao de mestrado académico apresentada a Comissao de Pés-Graduagao da Faculdade
de Engenharia Mecanica como requisito para obten¢ao do titulo de Mestre em Engenharia Meca-

nica.

Campinas, 2008
SP - Brasil



FICHA CATALOGRAFICA ELABORADA PELA
BIBLIOTECA DA AREA DE ENGENHARIA E ARQUITETURA - BAE - UNICAMP

Mazoni, Alysson Fernandes

M458e Estudo de técnicas de controle H-infinito para
estruturas flexiveis com incertezas / Alysson Fernandes
Mazoni. --Campinas, SP: [s.n.], 2008.

Orientador: Alberto Luiz Serpa
Dissertacdo (mestrado) - Universidade Estadual de
Campinas, Faculdade de Engenharia Mecanica.

1. Teoria dos sistemas dindmicos. 2. Programagao
convexa. 3. Sistema de controle por realimentagdo. I.
Serpa, Alberto Luiz. II. Universidade Estadual de
Campinas. Faculdade de Engenharia Mecénica. III.
Titulo.

Titulo em Inglés: A study on H — infinity control techniques for uncertain flexible
structures

Palavras-chave em Inglés: Theory of dynamical systems, Convex programming,

Feedback control systems

Area de concentragdo: Mecanica dos Sélidos e Projeto Mecanico

Titulacdao: Mestre em Engenharia Mecanica

Banca examinadora: Décio Crisol Donha, Juan Francisco Camino dos Santos

Data da defesa: 22/02/2008

Programa de P6s-Graduacdo: Engenharia Mecénica

i



UNIVERSIDADE ESTADUAL DE CAMPINAS
FACULDADE DE ENGENHARIA MECANICA
COMISSAO DE POS-GRADUACAO EM ENGENHARIA MECANICA
DEPARTAMENTO DE MECANICA COMPUTACIONAL

DISSERTACAO DE MESTRADO ACADEMICO

Estudo de técnicas de controle H-infinito
para estruturas flexiveis com incertezas

Autor: Alysson Fernandes Mazoni

Orientador: Alberto Luiz Serpa

A Banca Examinadora composta pelo membros baixo aprovou esta dissertagéo:
b fo AM}/ /g?“i“ -
’frof Dr. Aﬂ)erto Luiz Sérpa, presidente
éagldad’e de Engenharla Mecanica — UNICAMP

PYof. Dr. Dez@l Dory

Escola

A~e— e ’N//
Frof“#”ﬁ"”’J'ﬁﬁﬁ;F: férhﬁgiﬂswc—a;(‘jaminb dos Santos
Faculdade de Engenharia Mecinica — UNICAMP

Campinas, 22 de fevereiro de 2008.

iii



Agradecimentos

Agradeco a Fundacdo de Amparo a Pesquisa do estado de Sdao Paulo (FAPESP) pelo apoio
financeiro (Processo: 2005/03530-4).

v



Resumo

MAZONI, Alysson Fernandes. Estudo de técnicas de controle H., para estruturas flexiveis com
incertezas. Dissertacdo de Mestrado. Faculdade de Engenharia Mecanica, Universidade Es-
tadual de Campinas. 2007.

Esta dissertacdo aborda técnicas modernas de controle robusto H, para sistemas dinamicos
lineares. Com isso pretende-se dizer que sdo usados como ferramentas matemadticas os resultados
da teoria de controle de sistemas lineares para o caso com incertezas de varios tipos admitidas
sobre o modelo. Os modelos sdo primariamente estruturas flexiveis e os métodos de projeto sdo
implementados usando exclusivamente a solucao de problemas sujeitos a desigualdades matriciais
lineares. Sao abordadas as incertezas paramétrica, dinamica e politdpica com o objetivo de apre-
sentar métodos matematicos de projeto de controladores para os sistemas incertos. Para o caso de
incerteza dinamica, apresenta-se a técnica de filtros de pondera¢do. Em contraposi¢do a essa abor-
dagem, os resultados recentes da literatura sobre o lema generalizado de Kalman-Yakubovi¢-Popov
e 0 H restrito na freqiiéncia também sdo usados como métodos de controle independentes de fil-
tros de ponderacdo. Os métodos sdo comparados usando modelos de simulacdo e experimentos no

ambito de estruturas flexiveis.

Palavras-chave

Teoria dos sistemas dinamicos, Programacao Convexa, Sistema de controle por realimentacao



Abstract

MAZONI, Alysson Fernandes. A study on 'H, control techniques for uncertain flexible structures.

Master thesis. Faculty of Mechanical Engineering, State University of Campinas. 2007.

This dissertation deals with modern techniques from the Robust H,, Control of Linear Dy-
namic Systems. By this it is meant that the results from linear control systems theory are used as
mathemathical tools when considering several kinds of uncertainty on the models. These models
are mostly of flexible structures and the design methods are implemented using solely the solution
of problems subjected to linear matrix inequalities. The types of uncertainty approached are: pa-
rametric, dynamic and polytopic; this is done aiming to present mathematical design methods for
the uncertain systems considered. When dealing with dynamic uncertainty, the weighting functi-
ons are introduced. In contrast with this approach, recent results from literature on the generali-
sed Kalman-Yakubovi¢-Popov lemma and frequency restricted H, are also used as control design
methods whose application is independent of weighting functions. All methods are compared using

simple simulation models and experiments with flexible structures.

Keywords

Theory of dynamical systems, Convex programming, Feedback control systems
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Notacao

Ao longo do texto letras maidsculas em negrito denotam matrizes e letras mindsculas em
negrito representam vetores. Letras em fonte normal s@o escalares.
Os gréaficos que representam respostas em freqii€éncia sdo sempre apresentados como diagra-

mas de valor singular, mesmo no caso de sistemas de uma entrada e uma saida.

& Produto de Kronecker.
diag(-) Matriz bloco diagonal construida a partir dos seus blocos como argumentos. Por
exemplo,
A 0 O
diag(A.BC)=| 0 B 0
0 0 C
| Matriz identidade.
AT Matriz A transposta.
A* Matriz A conjugada e transposta. Define-se também que uma matriz A € hermi-
tiana quando A = A*.
At Matriz do espaco nulo de A. Suas colunas sio base para o espaco nulo de A7
Sabe-se que AA+ = 0.
¥ Unidade imaginaria (j = v/—1).
S Varidvel do dominio da transformada de Laplace.
5(A) O maior valor singular da matriz A. Por defini¢do, os valores singulares de uma

matriz sdo os autovalores de A*A ao quadrado.
0(-) Funcdo auxiliar usada no capitulo 5 definida como

)

oY) = r

xiil



Fungdo auxiliar usada no capitulo 5 definida como
p(I‘,E):[I F]E[I 1“} .
Norma L. Para uma fungéo x(t),

Ix(t)]l2 = / )] dt.

[e.e]

Esses simbolos possuem dois usos. Significam simultaneamente as relacdes de
precedéncia usuais como também sdo associados as desigualdades em matrizes
como segue. Se se diz que A > 0, quer dizer que a matriz A € positivo-definida,
ou seja, x*Ax > 0 (com > no sentido de maior) para qualquer x € C. Ainda,
para A e B simétricas, A > B significa que A — B > (. Definicdes andlogas

sdo usadas para <, > e <.
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Capitulo 1

Introducao e revisao bibliografica

1.1 Introducao

Uma das principais dificuldades enfrentadas em aplica¢des da teoria de controle estd justa-
mente nas imperfei¢des dos sistemas fisicos ao serem modelados como sistemas lineares. Devido
as necessidades de precis@o nos sistemas dindmicos controlados atualmente € desejavel que a per-
formance e principamente a estabilidade sejam tolerantes a essas imperfei¢des. A teoria de controle
robusto tem o objetivo de mensurar essas variacdes e garantir critérios de resposta mesmo na pre-
senca delas.

Os erros na andlise de modelos lineares de sistemas reais podem ser de pelo menos quatro
tipos: erros na ordem do modelo; erros devido a perturbacdes; erros devido a ndo-linearidades e
e1ros nos parametros.

Rigorosamente falando, todos os tipos de erros sempre existem em maior ou menor grau.
Os erros na ordem no modelo dizem respeito ao sistema real possuir uma ordem maior do que
a sua representacdo matemdtica. Neste caso, negligencia-se uma parcela de dinamica mas que
¢ considerada pequena o suficiente nas freqii€ncias de interesse para ndo ser representada. No
estudo de estruturas flexiveis, a modelagem analitica a partir de equacdes diferenciais parciais
prevé respostas que sdo combinacdes de infinitos termos senoidais. Ou seja, modelar uma estrutura
flexivel de forma linear leva a uma boa representacdo se a reducao para um nimero finito de modos
expressar bem a dinamica na faixa de freqiiéncia desejada.

A ordem truncada do modelo € um erro sempre presente em modelos de estruturas flexiveis,
porém este erro pode ser introduzido deliberadamente com alguma vantagem sobre o modelo com-
pleto. Isso significa que um modelo bastante preciso da planta pode ser matematicamente reduzido
e ter sua ordem diminuida para facilitar o projeto de um controlador. No contexto de projeto usando
problemas convexos e desigualdades matricias lineares, a ordem do controlador estd ligada a or-
dem da planta. Muitos algoritmos produzem controladores iguais em ordem a planta. A redugdo
de ordem da planta € vantajosa tanto porque a convergéncia dos algoritmos utilizados para projetar

controladores pode se tornar dificil ou mesmo impraticavel quanto devido ao controlador exigir



memoria e processamento de um sistema microprocessado para ser implementado na pratica.

Outro tipo de erro que altera o comportamento de sistemas lineares é o que diz respeito a
sinais, forcas, momentos e atuagdes dos mais diversos tipos que ndo podem ser controlados ou
monitorados. Além disso, podem estar relacionados a erros de medida e atuac¢do na instrumentagao
utilizada no sistema de controle. Alguns projetos de controle orientam-se exclusivamente para
tornar o sistema controlado insensivel a disturbios.

Erros associados a ndo-linearidades surgem porque o sistema real possui uma dindmica nao-
linear e a aproximacdo linear ndo torna o erro negligenciavel. Algumas sub-dreas do controle
tentam lidar com esse problema de maneira indireta como o controle adaptativo e a prépria mani-
pulacdo de incertezas. Evidentemente, quando as adaptag¢des do controle linear falham na tentativa
de lidar com o erro de modelagem devido a ndo-linearidade, técnicas de controle nao-linear devem
ser tentadas.

Ainda, um modelo linear obtido a partir de leis fisicas ou mesmo pelo método dos elementos
finitos, possui pardmetros que ndo sdo conhecidos com precisdo suficiente. No caso de estruturas
flexiveis, parametros como médulo de elasticidade, densidade, amortecimento, entre outros, podem
conter um erro que ndo seja desprezivel na andlise.

Uma dindmica ndo-linear corresponde a um erro na resposta em freqii€ncia com relacdo a
um modelo linear aproximado, a qual pode ser considerada uma ordem mais elevada do modelo
linear que ndo foi incluida. Erros devido a perturbacdes externas ao sistema podem ser modelados
como imprecisdes de parametros e assim por diante. Isso é verdade desde que as propriedades
matematicas das formas de representacdo escolhidas permanegam validas.

Conforme citado em [40] e [35] em seus capitulos introdutorios, a consideracao de robustez
de um sistema de controle qualquer estd historicamente ligada ao conceito de realimentacdo. A
afirmacdo que resume esse ponto de vista é a de que se o conhecimento do sistema fosse perfeito
(os disturbios fossem exatamente conhecidos e o modelo livre de erros), ndo haveria necessidade
de realimentacdo, pois seria possivel projetar um controlador que produziria um sinal de controle
que otimiza a resposta simplesmente a partir do modelo do sistema. Isso potencializa a visdo do

controle robusto como uma seqiiéncia natural do controle cléssico.

1.2 Revisao bibliografica

Este trabalho aborda a utiliza¢do da teoria do controle do ponto de vista moderno (modelos
de estados) para o controle de estruturas flexiveis. Neste caso, serdo considerados como solugao
dos problemas propostos aqui apenas controladores robustos, ou seja, que incluam de alguma ma-
neira a hipétese de imperfeicdes do modelo matemaético do sistema. Além disso, o caso de estudo

das estuturas flexiveis, pela forma como o controle € realizado na pratica, exige controladores por



realimentacdo de saida, pois se considera que os estados do modelo ndo sdo disponiveis para reali-
mentacao.

Uma técnica amplamente usada de projeto robusto € a chamada de andlise p. Por essa técnica,
0s projetos sdo avaliados por um critério chamado valor singular estruturado (u). Essa abordagem
estd detalhadamente fundamentada em [35, 40, 48], que também lidam com o projeto de controle
robusto de maneira extensiva sob outros pontos de vista. As principais desvantagens levantadas
contra essa abordagem sdo a complexidade do controlador robusto projetado para lidar com a in-
certeza e o custo computacional das solugdes.

Mais recentemente, uma série de trabalhos tem se voltado a utilizar a teoria das desigualdades
matriciais lineares (da programacao semidefinida, como em [10,14,42]), em larga escala ja utilizada
para o projeto de varias formas de controle (vide [5,36,37]), e adaptada para lidar com a incerteza
de modelagem.

A utilizagdo de desigualdades matriciais lineares na literatura para lidar com sistemas incertos
¢ em geral baseada no conceito de estabilidade quadrética sobre toda a regido de incerteza (ver
[37]1). Supde-se, em todos os casos de projeto robusto por essa abordagem, que as incertezas que
corrompem as matrizes do modelo podem ser representadas na forma politépica, que é uma forma
diferente da usual de incerteza como uma transformacdo linear fracional sobre a planta (como
esclarecido em [5, 32]). Isso introduz um conservadorismo para o qual se buscam alternativas
como as funcdes de Lyapunov dependentes de varidveis extras. Essa abordagem, iniciada em [17]
no tempo continuo e [11] para o caso discreto, € melhorada somente para o caso continuo de
sistemas estritamente proprios em [38], e proprios em [34,45]. Ainda, estendendo tal raciocinio
para o projeto de controladores robustos com realimentacdo de estados, tem-se os trabalhos [26]
e [33].

Desse ponto de vista, as caracteristicas das estruturas e a necessidade quase ubiqua de filtros
de ponderacao (também chamados fun¢des de ponderacao) no projeto de controladores associados
as técnicas da programacado semidefinida levaram ao desenvolvimento de métodos de projeto cujos
critérios podem ser ajustados em freqii€ncia sem o uso de filtros de ponderagdo, o que exige tempo
longo de ajuste dos parametros e, principalmente, produzem um modelo de controlador de ordem
aumentada. O aumento da ordem € agravado quando se lidam com sistemas em que se deseja sepa-
rar modos proximos, que exigem filtros de ordem maior. Essa abordagem que dispensa fungdes de
ponderacgdo € baseada no chamado lema generalizado de Kalman-Yakubovi¢-Popov. Apresentacao
e tratamento para ela sdo encontradas em trabalhos recentes como [20-23].

Por outro lado, a modelagem de estruturas flexiveis ¢ um assunto maduro para o caso linear.
Exposi¢des detalhadas do método dos elementos finitos sao encontradas em [2,8]. O controle desse
tipo de sistema é uma 4rea também ja explorada, haja vista [15] e um exemplo de estudos mais

recentes em [9]. O grupo de pesquisa do Departamento de Mecanica Computacional da Faculdade



de Engenharia Mecénica da Unicamp ja explorou esse tema em [28] e [24,25]. A partir deste
ponto, busca-se uma versao robusta dos projetos de controle. Os problemas praticos surgidos de
experimentos ja apontam para o tratamento da incerteza dindmica usando a técnica dos filtros de
ponderacdo, como em [24,29]. Particularmente em [29], considera-se também a incerteza limitada
em norma. Uma generaliza¢do e tratamento mais detalhado desses problemas, incluindo outras
formas de incerteza, serdo considerados neste trabalho baseando-se no estado atual da literatura

sobre o projeto robusto usando a programacgdo semidefinida.

1.3 Estrutura do trabalho

O Capitulo 2 apresenta os fundamentos do projeto de controladores H,,. Em consonancia
com o restante do trabalho € apresentada a abordagem usando desigualdades matriciais lineares.
A seguir, considera-se que os modelos das plantas que sdao objetos de controle podem possuir
incertezas que devem ser levadas em conta. O Capitulo 3 lida com as formas de representar mate-
maticamente tais incertezas e o Capitulo 4 apresenta o projeto robusto dos controladores usando a
técnica dos filtros para incerteza dinamica e filtros de ponderacao.

O controle H, é generalizado no Capitulo 5 levando em conta resultados recentes da lite-
ratura sobre a norma H,, limitada em freqiiéncia para o projeto de controladores sem a utilizagao
de fun¢des de ponderacdo. O Capitulo 6 mostra dois exemplos de projeto abordados pelas técnicas
apresentadas na ordem em que elas surgem no trabalho. Inicia-se com projetos H., simples e em
seguida, projetos com incertezas e usando os resultados do Capitulo 5. O Capitulo 7 descreve um
experimento de controle usando uma bancada didatica, no qual as técnicas expostas no Capitulo 5

foram postas em pratica.



Capitulo 2

Controle H.,

2.1 Resumo

O problema de controle H,, consiste em projetar um controlador para minimizar o pico do
valor singular da matriz de transferéncia de um sistema. Visto desse ponto de vista, trata-se de um
problema de otimizacdo em que a varidvel a ser determinada para o ponto 6timo € o controlador
(neste caso, através de alguma parametrizacio ou transformacio de varidveis). As abordagens ba-
seadas em desigualdades matriciais lineares fazem uso dessa interpretagcdo, convertendo o projeto
'H, em um problema de otimizacao convexa sujeito a restri¢des também convexas, assumindo va-
ridveis matriciais e desigualdades generalizadas definidas pelo cone das matrizes positivo-definidas
(conforme [5, 6]).

2.2 Definicao

Seja um sistema dinamico linear descrito na forma usual do problema H .,

X = Ax+ B1W + Bgll
7z = 01X+D11W—|—D12u (21)
y = CQX + D21W + D2211.

Essa forma separa as entradas exdgenas (w) e o sinal de controle (). Ainda, x € o vetor de estado,
y € o conjunto de saidas medidas da planta e z, o vetor de desempenho.

Supde-se Doy = 0 sem perda de generalidade, uma vez que o controlador obtido pode ser
ajustado para o caso com essas matrizes nao nulas (ver [35]).

O sistema (2.1) admite uma funcdo de transferéncia no dominio de Laplace entre a entrada

de distirbio e a saida de desempenho (a fung¢do cuja norma se deseja minimizar),

HZW(S) = Cl(SI — A)_lBl -+ D11.



A norma H, € escrita como
[ Hw (5)||oo = sup &(Hyw (jw)), (2.2)

sendo & (-) o maior valor singular de uma matriz. Em termos de desempenho, a norma H.,, repre-
senta o pico do valor singular da matriz de transferéncia no dominio de Fourier, ou da freqiiéncia.
No dominio da anélise de vibragdes, a norma H,, mede a maior intensidade de amplificacdo na
freqii€ncia, caracterizando o pico de ressonancia de maior amplitude.

Ainda, essa norma pode ser escrita em termos da energia dos sinais de entrada e saida (ver
[39]) como

t
[ Hyw (s)[loo = max TG -
w0 [[W(t)[l2  Iw®l2=1

12(2) 2 (2.3)
de onde se interpreta que a norma H,, corresponde a energia do sinal de saida com relacdo a uma
entrada de energia limitada. Ou seja, o problema de encontrar o maximo da razdo entre as energias
de dois sinais tem o mesmo valor 6timo de encontrar o valor maximo do primeiro deles com a
restri¢do de a energia do segundo estar limitada a um valor unitério (ver [40]).

No caso do problema de projeto de controlador, deseja-se minimizar a norma H,., encon-
trando o controlador, que faz parte da expressdo da fungdo de transferéncia de malha fechada.

O controlador a ser obtido é também um modelo dindmico linear descrito na forma padrao

tendo y como entrada e u como saida,

Xc - Acxc+ch7

2.4)
u = Cx+D.y.

A obtengdo de um controlador na forma (2.4) € o objetivo final dos problemas aqui tratados. O
controlador é suposto como um modelo dindmico independente que exige da planta apenas medidas
externas, na forma do vetor de saidas y e produz o vetor de sinal de controle u. Chama-se a isso
realimentacdo dindmica de saida. ConfiguracOes alternativas seriam a realimentacdo estdtica de
saida e a realimentacdo de estados (na qual o controlador depende da leitura de um subconjunto
dos estados da planta). Devido a questdes praticas da dificuldade de medir os estados de uma planta
de estrutura flexivel (conforme [15]), a realimenta¢do dinamica de saida serd a forma de controlador
considerada qtil ou vidvel para os propdsitos deste trabalho.

As matrizes de transferéncia que representam a planta e o controlador serdo chamadas gene-
ricamente de P(s) e K(s). Assim, o diagrama da Figura 2.1 representa a malha fechada, ou seja, a

interconexao entre planta generalizada e controlador.



y
[ K(s) ]

Figura 2.1: Diagrama genérico de malha fechada.

2.3 Controlador H,

A maneira original de se encontrar o controlador, obtida como soluc¢iao da equagdo algébrica
de Riccati, é mostrada em [15,35]. Essa forma de solu¢do ndo é o objeto de investigacdo neste
trabalho.

2.4 Lema do Limite Real

Uma ferramenta tedrica importante para converter o problema do projeto de controladores
em um problema de otimiza¢do convexa com restricdes matriciais lineares € o chamado Lema do
Limite Real (Bounded Real Lemma, ver [39,48]). O teorema pode ser escrito baseado na represen-
tacdo do sistema linear

x = Ax+Bw

2.5
y = Cx+Dw, (23)

que permite escrevé-lo como segue:

Lema 1. Seja um sistema descrito como em (2.5). Este possui uma norma H, limitada por v > 0

se e somente se existir uma matriz simétrica positivo-definida Q tal que

QA +ATQ QB C7
BTQ -~I DT | <O. (2.6)
C D —1

A seguir, uma argumentacao deste lema mostrard a necessidade, mas nao a suficiéncia do
resultado.
Pelo lema complementar de Schur (ver [37]) e multiplicando por v, a Desigualdade (2.6)

pode ser escrita como

CT
DT

QA +ATQ QB

_'_
BTQ —~21

[C D}<0. @.7)

Pode-se multiplicar (2.7) a esquerda por um vetor composto dos estados e das entradas exdgenas e
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a direita pelo seu transposto,

N

e desenvolvendo tem-se

QA +ATQ QB
BTQ —~21

x'Q(Ax + Bw) + (Ax + Bw)'Qx — ¥*w'w + (Cx + Dw)” (Cx + Dw) < 0

xTQx 4+ %xTQx — v*wiw +27z < 0
d

7 (XTQX) —y*wlw + 2"z < 0.

Integrando tem-se
XTQX};O — 72/ wlwdt +/ 2z zdt < 0,
0 0

que devido a hipétese de estabilidade (os estados tendem a zero para tempo longo) e ao estado

inicial nulo leva a ~
f 0 7zl zdt

fooo wlwdt

< 72.
Isso leva a Equacdo (2.3), que estabelece que a norma H,,, corresponde ao ganho de energia, e que

esta € limitada como

||sz||oo <7.

2.5 Desigualdades matriciais e controle

A Desigualdade (2.6) obtida do Lema do Limite Real para sistemas lineares envolve as ma-
trizes da representacdo em espaco de estados e tem como varidvel uma matriz. De forma geral,
os problemas de controle podem ser escritos como problemas matemdticos dessa maneira, com

varidveis matriciais. Os passos s@o os que seguem:

e Tem-se uma planta linear representada por suas matrizes de estado e se deseja projetar um

controlador (estatico ou dindmico, realimentando estados ou saida).

e A representacdo do controlador é concatenada com a da planta produzindo as matrizes de

malha fechada.

e Em seguida, as matrizes de malha fechada s@o submetidas a um teste matricial de estabi-
lidade, pela teoria de Lyapunov ou pelo Teorema do Ganho Pequeno; isso constitui uma

condi¢do matemdtica que as matrizes do controlador devem respeitar.



e A inequagdo matricial resultante é a expressdo a ser satisfeita para estabilidade da malha
fechada. As varidveis dessa inequacdo sao as matrizes do controlador e a matriz original da

desigualdade de Lyapunov. Se for possivel encontrar tais matrizes, o problema € factivel.

e Sujeitas a inequacao anterior, as matrizes do controlador e da planta sd@o usadas para estabe-

lecer algum objetivo de controle.

e Assim, o problema consiste em encontrar as matrizes do controlador que satisfazem a desi-

gualdade matricial e minimizam o objetivo de controle escolhido.

Na literatura da desigualdades matriciais lineares aplicadas a problemas de controle (por
exemplo [5]), tenta-se aplicar uma transformacao de varidveis a desigualdade matricial que envolve
as matrizes com as quais se projeta o controlador em uma desigualdade que seja linear em suas
varidveis matrizes. Quando nesse formato, o problema é dito de desigualdade matricial linear.
Dessa maneira tem-se a otimizacdo de uma func¢do linear sujeita a uma desigualdade linear de
varidveis matriciais.

O método computacional utilizado para o projeto de controladores neste trabalho é o de

utilizar algoritmos da programacdo semidefinida, a qual lida com a solucao de problemas da forma

minimizar ¢Tx

syjeitoa  F(x) > 0,

em que c’'x representa o objetivo linear e F(x) > 0, a inequacdo matricial. Diversos problemas da
teoria de controle podem ser reduzidos para essa forma de acordo com [5, 39] seguindo os passos
dados acima.

Sabe-se que problemas que dependem das varidveis matriciais de forma linear podem ser
resolvidos por algoritmos numéricos amplamente implementados em pacotes computacionais (ver
[41]), bastando para isso, escrever os problemas na forma das LMIs (Linear Matrix Inequalities
— Desigualdades Matriciais Lineares). Ou seja, dado um problema de controle representado por
uma desigualdade matricial como o H ., a substitui¢do das matrizes de malha fechada na desigual-
dade produz uma desigualdade nao linear que depende das matrizes do controlador e da matriz de
Lyapunov. Se for possivel encontrar uma mudanga de varidveis que torne essa desigualdade linear,

tem-se uma LMI.

2.6 Controlador H ., usando desigualdes matriciais lineares

Nesta se¢do, apresenta-se uma maneira de se converter o projeto ., em um problema con-

vexo: um problema de otimizacgdo sujeito a desigualdades matriciais lineares.



Escolheu-se utilizar neste trabalho a transformacgao de varidveis fornecida em [7], que unifica
varios problemas de controle, inclusive o H ..

A substituicdo das matrizes de malha fechada dos sistemas com controlador H,, em sua
desigualdade matricial pode ser linearizada (utilizando o procedimento adotado em [37]) se forem
aplicadas transformacdes utilizando as matrizes definidas a seguir, sendo Q a matriz de Lyapunov

(com X, Y e Q simétricas). A matriz Q pode ser escrita como
Y N . X M
= c = s
Q [ N7 « ] Q [ M”  « ]

em que o sinal * indica que a matriz naquela posi¢do ndo serd usada nas defini¢des a seguir e ndo é
nomeada.

Definem-se a matrizes I1; e II, como
X I 1 Y
H — c H et ,

Q]-—Il = H27

de onde vem

com
XY + MN? =1. (2.8)

Para o problema H., a transformagdo usada é definida pela matriz diag(IT;,I,I) aplicada

sobre a desigualdade matricial (2.6). Usando as matrizes de malha fechada, como segue:

n’ o o ATQ+QA QB CT II, 0 O
0 I 0 BTQ —~1 DT 0 I 0]|=
0 01 C D 51 0 01

T ATQII, + TITQAII, I'QB mic’
BTQII, —1 DT . (2.9)
CTI, D —1

As matrizes de malha fechada, substituindo (2.4) em (2.1), sdo:
AlB A +B,D.C, By,C. | B;+B;D.Dy
[7’7] = BcC2 Ac BCD21
C, +D;;D.C; Dy2C. | Dy + DD Dy
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Devem-se expandir os termos ITY QAII,, IITQB, CTI, e IT1T QIT,, conforme a seguir.

I QAII, = I} AT,

o que leva a Expressao (2.10).

AX +B,C A +B,DC,

7 QAII1, = R ,
1 QALL A YA + BC,

em que foram feitas as substituicdes:

= NAMT + NB.C,X + YB,C.MT + Y (A + B,D.Cy)X
= NB.+YB;D,

= D.CyX +C.MT”

= D,

(2.12)

o o w >
|

as quais correspondem as relagcdes que podem ser isoladas para obter as matrizes do controlador
A.,B.,C.eD..

Os outros termos a ser expandidos sdo:

B, + B,D.D
7QB = 1} B = ikt
YB, + YB,D.Dy; + NB,Dy,
B, + B,DD
HgB _ 1 2 X 21 :
YB, + BD,,

CHl = |: CiX+D;D.CoX + D12CCMT Ci +D12D.Co ]

CHI = [ C1X + Dlgé Cl + Dlgf)CQ ] €

' QII, = 1’11, =

X XY+MN' | | X I
I Y ] B [ 1Y ] ’
em que foi usada (2.8).

Pelas relagdes encontradas acima podem-se substituir os termos T17 QATI,, IIT QB e CTI,
em (2.9). Dessa forma, tem-se a desigualdade matricial que constitui a restricdo para o problema
de otimizacdo da norma H..

A restri¢do do problema, gracas a mudanca de varidveis definida em (2.12), € dada na Ine-
quagdo (2.11).
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4!

O7QAI, = IITAIL

B AX + B,D.C,X + B,C . M” A + B,D.C,
NB,C,X + NAM? + YTAX + YTB,D.C,X + YI'B,C.M! NB,C, + Y'A + Y'B,D,C,
AX + XAT + B,C + CTB,” AT + A + B,DC, B, + B,DD,; XC;T + CTDy,"
A+ AT + C,"DTB,T ATY + YA +BCy+ CoBT  YB;+BDy; G +C."DTDy,T —0
B," + Dy "DTBy” B,"Y + Dy, "B =1 Dii" 4+ D2 "DTDy,"

Ci X+ Dlzc Ci+ Dlzf)CZ Di1 + D12f)D21 -1

(2.10)

@2.11)



Projeto 1 (H..). O problema de otimizacdo da norma H., em malha fechada consiste em acres-
centar a func¢do objetivo de minimizacdo na norma, ou seja,
minimizar
" ] (2.13)
sujeitoa  (2.11).
Nesse ponto, tem-se um problema de programacdo semidefinida, no qual se deseja minimi-
zar uma fun¢do linear sujeita a restricoes que dependem linearmente de matrizes varidveis. O
problema de otimizacdo determina como resultado as varidveis ABCDXeY.
Assim, permite-se encontrar as matrizes do controlador projetado pelas relacéoes (2.12) como

a seguir:

MNT = I-XY

D. = D

C. = (C-D.CX)MT (2.14)
B. = N(B-—YB;D,)

A. = N ![A-NB,C,X — YB,CM” — Y(A + B,D.Cy)X]M 7,

para M e N ndo singulares satisfazendo a primeira das relagées (2.14). Escolhe-se uma das

matrizes (M ou N) e determina-se a outra.

2.7 Relacao entre o controle ., e o controle robusto

Supde-se um sistema em que a entrada e a saida sdo interligadas por uma realimentagdao
mostrada na Figura 2.2, o que corresponde a um sistema como em (2.1) em que estd presente a

conexao

no dominio de Laplace. A fun¢fo de transferéncia A(s) representa a incerteza. O sistema de w

para z pode ser convertido para o dominio de Laplace a partir de (2.1) resultando em
HZW(S) = Cl(SI — A)_lBl -+ D11.

Um resultado bastante conhecido e apresentado em [48] € o seguinte:

Teorema 2 (ver [48]). A estabilidade assintotica é preservada quando, para um y > 0, as seguintes

condigoes sdo satisfeitas:

1
[Hzw(8)]|oo < e |A(s)]|oo < ;

13
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Figura 2.2: Planta com realimenta¢@o de um sistema desconhecido.

Neste ponto uma interpretacdo importante pode ser feita: ao se garantir a norma H,., de um
sistema (por exemplo, projetando um controlador, e neste caso considera-se o sistema em malha
fechada, com planta e controlador), tem-se um limitante para a norma H, da incerteza. De acordo
com o teorema, variagdes que violam esse limite podem resultar em malha fechada instavel. Para
que o projeto de controle se beneficie disso, basta que as variacdes desconhecidas no modelo do
sistema sejam contempladas na forma de uma realimentacdo de um sistema desconhecido, como
na Figura 2.2. Esse aspecto serd abordado mais detalhadamente ao longo do trabalho.

A partir das interpretacdes para o teorema, verifica-se que o critério H,, estd relacionado a
dois tipos de robustez. A norma H, representa um limitante para 0 maximo ganho do sistema
quando afetado por um distdrbio, o que estabelece a robustez do sistema as entradas exteriores ao
modelo. O segundo tipo de robustez verificado quando erros na prépria representacdo do modelo
sdo contemplados na forma de uma realimentacdo por um sistema desconhecido. Neste caso, a

norma H, define um limitante para garantir estabilidade.

2.8 Comentarios

Apresentou-se aqui um método para projeto de controladores H ., usando desigualdades ma-
triciais lineares. As interpretacdes para a otimiza¢do da norma levam a conexdo que existe entre a
norma H, e a robustez da planta ou de um projeto de controle. Abordagem que escreve o projeto
de controle como um problema de minimizagdo sujeito a restri¢des matriciais lineares € a ferra-
menta fundamental deste trabalho. Isso permite o uso de pacotes computacionais disponiveis para

solugdo desses problemas.
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Capitulo 3

Modelagem de incertezas

3.1 Resumo

Utilizando-se por hipétese da capacidade de projetar controladores abordada no Capitulo 2,
tratam-se aqui de configuracdes diferentes de como o sistema desconhecido pode se conectar com
o sistema conhecido. A forma padronizada para representar a relacdo entre a parte conhecida e a
incerteza é a conhecida transformacao linear fracional (ver [18,40,48]). Essas conversdes tém a
funcdo de manipulacdes algébricas (e de diagramas de blocos) que posicionam a parte desconhecida
em uma configurac¢do padrdo para aplicacdo dos métodos de projeto de controladores robustos.

Ha dois tipos basicos de incertezas: incertezas estdticas (ou paramétricas) e incertezas dina-
micas. Como citado no Capitulo 1, as incertezas paramétricas sdo aquelas que se devem ao desco-
nhecimento do valor exato de paramétros que compdem a matriz de transferéncia do sistema. As
incertezas dinamicas podem ser originadas de imperfei¢Ges na estrutura do modelo, pela auséncia
da representacao de algum efeito fisico ou pelo uso de hip6teses simplificadoras.

Uma outra maneira mais recente de representar incertezas é a de supor um conjunto de mo-
delos possiveis para o sistema determinado por um politopo. No caso das incertezas politopicas
(ver [38,45]) apresentam-se neste capitulo apenas sua definicdo e a relacdo com a estabilidade
quadrética.

Adota-se a convencao de que sistemas sdo descritos em geral na forma de matrizes de trans-
feréncia no dominio de Laplace, evitando a notac@o de espaco de estados neste capitulo exceto ao
se tratar de incertezas politopicas, em que o contexto deixard claro qual a representacao utilizada.
Neste capitulo supdem-se as seguintes defini¢des:

e P(s): sistema conhecido ou nominal;

e P(s): sistema real ou incerto;

e A(s): incerteza.
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Figura 3.1: Filtros que permitem ajustar a limita¢ao da incerteza.

3.2 Representacoes de incertezas

A maneira cldssica de se descrever um sistema incerto € supor que existe uma funcio de
transferéncia incerta entre canais de entrada e de saida da planta, como foi utilizado na relacdo
entre robustez e norma H., na Secdo 2.7. A fung¢ado de transferéncia é desconhecida e isso requer,
em principio, que a incerteza seja levada em conta no projeto de um controlador sob a forma de um
limitante constante ou um filtro simples que representa, para cada valor de freqiiéncia, um limite
superior.

Assim, a incerteza pode ter a sua conexao com o sistema intermediada por filtros, os quais
tém a funcdo de garantir que a limitacdo na sua norma assuma uma forma descrita por eles.

Na Figura 3.1 vé-se uma configuragdo possivel para os filtros que ponderam a incerteza,
colocados antes e depois da parte incerta do sistema e chamados W (s) e Wy(s). As restricdes
do controle robusto, conforme visto no Capitulo 2, impdem um limitante para a norma H,, da
incerteza. Quando se deseja enfatizar a incerteza em uma faixa de freqiiéncia usam-se os filtros
citados.

Porém, outras formas podem ser propostas. Citam-se neste caso as representacoes de sistemas
como combinacdes lineares convexas de um conjunto de sistemas. Dessa forma, o conjunto de
sistemas possiveis € interpretado como um politopo do qual se conhecem os vértices. Utilizando a

notacdo padrdo para espaco de estados, toma-se um conjunto
S = {(AMBHCMDZ) | 1= ]., e ,p}7

com p o numero de sistemas, sendo A;, B;, C; e D; as matrizes de estado.

Os resultados para sistemas com incertezas em sua formulagdo sdo obtidos supondo uma
representacdo que separa em blocos diferentes o sistema e a sua incerteza. A forma padrdo para
sistema dinamicos lineares é a chamada transformacdo linear fracional (do inglés linear fractional
transformation), e corresponde ao diagrama de blocos da Figura 3.2.

A representacdo da incerteza A descreve a forma como o sistema pode variar. A pode ser um
valor constante ou um sistema dinamico, o que representa uma incerteza que possui forma definida
no dominio da freqiiéncia, e é um limitante para a variagdo do sistema. E padrio que se escolha A

de modo que a incerteza assuma uma norma no maximo unitaria, ||A||,, < 1. Variagdes fora dessa
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Figura 3.2: Diagrama de blocos com sistema e incerteza associada.

norma sdo incluidas como fatores adicionais na representacdo do sistema (P), ou seja, supde-se a
incerteza normalizada.

O resultado fundamental da anélise robusta € o chamado teorema do ganho pequeno (Teo-
rema 2). Pode-se dizer que, em geral, a andlise consiste em adaptar o teorema para uma configura-
¢do particular de sistema e incerteza para determinar as condi¢des necessdrias para a estabilidade
robusta.

O Teorema 2 ¢ utilizado para analisar a estabilidade de um sistema incerto da seguinte forma:
uma vez que se possui a representacdo de incerteza e sua relagdo matematica com o sistema (pos-
sivelmente na forma de um diagrama de blocos) adapta-se o sistema a configuracao da Figura 3.2

de modo que o resultado que garanta estabilidade seja a aplicacdo direta do teorema.

3.3 Incertezas paramétricas

No modelo de um sistema dinamico linear torna-se necessario conhecer valores de alguns
parametros . Neste ponto introduz-se uma imprecisdo devido ao método (melhor ou pior) para
estimar o seu valor “real”. Ainda, o pardmetro estimado pode possuir uma variacdo ao longo do
tempo nao representada pelo modelo. Isso pode ser contemplado na forma de uma incerteza.

Alguns exemplos sao mostrados a seguir.

Exemplo 1

Um exemplo simples que ilustra a utilidade da representacdo € apresentado a seguir (2 semelhanca
de [18]). Supondo o modelo cldssico de um sistema de segunda ordem de massa (), mola (rigidez
k) e amortecedor (amortecimento c), tem-se a equagdo de movimento para a posi¢ao x da massa e

uma forga f(¢) aplicada sobre ela:
mi + ci + kx = f(t).

Admite-se entdo uma incerteza em cada parametro, na ordem, 9,,, d. € Jx, € a equacao torna-
se:
(m+6m)T + (c+0.)T + (k+ o)z = f(1).
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Esse sistema leva ao diagrama de blocos da Figura 3.3 e € descrito pelo modelo de estados:

1 = X

) 1

iy = m[_(k + k)71 — (¢ + 0c)wa + f(1)]
y = @

em que y € a saida do sistema e x; € x5 s@o os estados.

c+ 0,

k+ o

Figura 3.3: Diagrama de blocos de um sistema de segunda ordem com incertezas.

O mesmo diagrama pode ser convertido para a forma mostrada na Figura 3.4. Nessa forma, as
incertezas sao colocadas na forma de realimentagdo sobre seus parametros nominais. Isso viabiliza
converter o diagrama para a forma padrao de representacdo de incertezas, neste caso, apresentada
na Figura 3.5.

No diagrama da Figura 3.5 sdo realizadas as suposi¢des sobre a dinamica da incerteza e de
que ela é influenciada apenas pela saida do sistema e produz um sinal d que afeta o sistema na
forma de uma entrada. Aqui estd-se fazendo uso da ambigiiidade entre saida incerta e sinal de
desempenho. O critério H, sobre o par entrada e saida (w e z) na interpretacdo permitida pelo
teorema do ganho pequeno pode significar tanto intensidade de resposta em freqii€éncia quanto pode
ser um limitante para incerteza.

O sistema A(s) (uma matriz constante na varidvel de Laplace para incertezas paramétricas)
€ visto como externo e ].5(3) como um sistema precisamente determinado em que um conjunto de
entradas € o vetord = [d; dy d3]”, as quais foram obtidas como saida de um sistema desconhecido
que tem z = [z; 29 237 como entradas. Isso significa interpretar as perturbagdes do modelo como

um conjunto de entradas vindas de um sistema externo e incerto. Esse sistema é representado pela

18



f+ + 1| E I iy
d1 21
Om
+
T
dg %)
Oc
+
+

X
T
k

z3
Ok

Figura 3.4: Diagrama de blocos de um sistema de segunda ordem com as incertezas na forma de

realimentacao.

d[
f P

j 2

Yy

Figura 3.5: Diagrama de blocos de um sistema de segunda ordem com as incertezas na forma

padrao.

matriz de transferéncia (neste caso constante) dada por

Om
A:

0

Ok

O modelo de estados incluindo a incerteza assim descrita (como saida de um sistema externo
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em realimenta¢do) pode ser obtido a partir do diagrama da Figura 3.4:

d
iy 0 1 7 0 0 0 ! 0
i - k c + 1 1 1 dy | + 1 /
T - = To —_ —= = 1
L J L m m m m m d3 m
] [ 5w x| [a] [=
T
| = 0 1 [ +1 0 o 0 dy | +1 0| Ff
X
By 10 ? 0 0 0 ds 0 3.1)
xXr
y = |1 0][ 1],
Z2
dy om 0 0 21
d2 = 0 50 0 29
d3 0 0 5k z3

Nesse modelo, o sinal vetorial de desempenho z tem como primeira componente a pertur-
bacdo causada pela incerteza e como outras duas componentes respectivamente o segundo e o

primeiro estados do modelo. Ou seja, tem-se que d(s) = A(s)z(s), como na Figura 3.5.

Um detalhe interessante do diagrama mostrado na Figura 3.4 é que ele pode ser generalizado
para o caso de um sistema de segunda ordem com massa, mola e amortecimento de varios graus de
liberdade (ver [18]), bastando considerar que os parametros sao matrizes de massa, rigidez e amor-
tecimento e as incertezas sao também matrizes com as mesmas posicoes relativas dos elementos.

Nesse caso, as operacdes de soma e integracdo sao efetuadas no sentido matricial. Isso € mostrado
nos exemplos da Secdo 6.3.2.

Exemplo 2

Considera-se ainda o sistema incerto

1

Pe= e Ty

com [J] < 1,

0 que leva a uma planta nominal (incerteza nula) dada por

~ 1
Ps) = s+6

A colocagdo da incerteza e da fun¢do de ponderacdo que a ajusta relativamente a planta nominal
caracteriza uma subdivisdo das representacdes de incerteza bastante explorada na literatura (ver

[40]). Para este caso tem-se o que se chama de incerteza multiplicativa inversa. A planta real com
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Figura 3.6: Diagrama de bloco do exemplo com a incerteza.

Figura 3.7: Diagrama com a incerteza convertido para forma de transformacao linear fracional.

esse tipo de incerteza € escrita como:

_ P(s)
PO = 5wy
A relagdo
1 P(s)

s+3(2+0) 1+oW(s)
leva a funcdo que pondera o parametro incerto

3

Wis) = s+6

Na forma de diagrama de blocos isso pode ser representado como na Figura 3.6, a partir
do qual, rearranjando entradas e saidas, pode-se construir o diagrama da Figura 3.7 que mostra o

mesmo caso na forma de transformacao linear fracional, a exemplo da Figura 3.5.

J

w[Fj

u Y

Figura 3.8: Diagrama de blocos do exemplo na forma padrao, renomeando os sinais da figura 3.7.

Para esse caso, a Figura 3.8 mostra uma matriz de transferéncia de duas entradas e duas sai-

das. A planta generalizada (também chamada planta aumentada) F(s), é representada pela matriz
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de transferéncia entre essas entradas e saidas,

F(s)

Esse raciocinio de construcio da planta aumentada para produzir a transformacao linear fra-
cional (F(s) = F(P(s),W(s))) é analogo para outras formas de incerteza e ¢ obtido a partir do
mapeamento da planta incerta com a planta nominal e a incerteza: P(s) = P(P(s),A(s)).

Outro comentdrio pertinente sobre a fun¢do W (s) usada para definir a forma da incerteza no
dominio da freqiiéncia € a de que neste ultimo caso de exemplo, a incerteza foi modelada para ser
vista da saida do sistema F(s). Na equagdo do sistema de segunda ordem, as incertezas em cada
parametro foram colocadas tomando como entrada e saida os pontos da funcao de transferéncia em

que apareciam, desfazendo a necessidade de uma funcdo de s.

3.4 Incertezas niao estruturadas ou dinimicas

Um caso mais geral do que o das incertezas paramétricas € admitir que nao ha apenas va-
riagdes nos parametros do sistema mas também na dinamica do sistema. Isso constitui o que se
conhece por incerteza ndo estruturada. Nessa forma, a Unica condi¢do imposta sobre o modelo
da incerteza € a limitacdo em norma. As variagdes dindmicas do sistema podem ser especificadas
por funcdes de transferéncia. Na literatura descreve-se que esse tipo de incerteza ocorre quando
efeitos fisicos sdo negligenciados na modelagem, seja na falta de equagdes que os descrevam ou no
truncamento do modelo linear para uma ordem menor do que a prescrita pelas equagdes obtidas de
leis fisicas (ver [48]). Ou seja, quando hd uma dinamica do sistema real com espectro diferente do
considerado pelo modelo.

No caso de estruturas flexiveis, os modelos obtidos das equac¢des da mecanica do continuo sdo
rigorosamente de dimensdo infinita (veja [15,35]), o que significa que representa-los por modelos
lineares com nimero finito de graus de liberdade introduz um erro proveniente das ordens mais
elevadas que foram desconsideradas.

As fungdes de transferéncia que especificam a incerteza dinamica podem ser interpretadas

como filtros de ponderacdo, o que na forma padrdo € representado pelo diagrama da Figura 3.1.

Exemplo 3
Tome por exemplo a planta de uma entrada e uma saida a seguir:
1 5+ 2

Po) = T 000G+ DE5)
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Resposta ao impulso
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— B(s)
=== P(s)
0.025 1
Q i
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S
=
=
£ 0015 1
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0.01 1
0.005 1
0 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
0 20 40 60 80 100 120 140

tempo
Figura 3.9: Comparagdo das respostas ao impulso entre planta e aproximacao.

Supde-se que tal modelo nao € determinado de forma completa, ou que por dificuldades

computacionais o modelo utilizado para representa-la é

p(s) . L S+ 2
400 (s +0,05)(s +0,1)’

um modelo de segunda ordem.
Esse modelo foi escolhido de modo a que as componentes do dominio da freqiiéncia de maior
importancia na resposta sejam mantidas.

A planta simplificada pode ser vista como a planta original filtrada, ou seja,

em que o filtro é dado por
W(s)=(s+1)(s+5).

Nota-se nas figuras 3.9 e 3.10 a comparacao entre a planta e a planta aproximada em termos de
resposta ao impulso e resposta em freqiiéncia. Nesse caso, a fungéo 1 (s) representa a incerteza
do sistema. Em geral, a incerteza ndo possui forma conhecida, e geralmente pode-se determinar
apenas uma fun¢do da freqiiéncia que seja um limitante superior para ela. Nesse exemplo, usa-se

uma fun¢do de magnitude maior do que esse filtro para qualquer freqiiéncia.
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Valor singular

amplitude
N
o

10 107 10
frequencia

Figura 3.10: Comparagdo dos valores singulares entre planta e aproximacao.

3.5 Incertezas estruturadas

Quando se considera uma estrutura para as variacoes admissiveis do sistema tem-se a in-
certeza estruturada. Dessa forma, pode-se representar variacdes lineares arbitrarias em faixas de
freqiiéncia diferentes. O objetivo € sempre diminuir o conservadorismo do projeto, permitindo que
o controlador acesse uma regido de solugdes estdveis maior.

Na notagdo usada aqui, estruturar a incerteza significa particionar a matriz A e supo-la na

forma bloco diagonal, ou seja,
A =diag [61,, --- &L, Ay -+ A, (3.2)

em que ¢ € o nimero de blocos diagonais e [ o nimero de blocos cheios.

Considera-se a mesma Figura 3.5 usada no caso de incertezas paramétricas. Porém, A ndo é
constante em ¢ € possui uma estrutura como a definida em (3.2). Se, nessa figura, se supde que entre
cada par de um elemento z e um de d hd uma fun¢ao de transferéncia incerta particular, tem-se a
incerteza estruturada.

As incertezas paramétricas podem ser vistas como um caso particular de incerteza estrutu-
rada. Basta que, na definicao 3.2, sejam tomados [ = 0, r; = 1, com i = 1,...,q e ¢q igual ao
nimero de parametros incertos. Em outros casos quaisquer tem-se a incerteza como uma fungao

da varidvel de Laplace e, conseqiientemente, da freqiiéncia.

24



Exemplo 4

No exemplo do sistema de segunda ordem em (3.1), pode-se supor uma incerteza estruturada di-
namica (pois a incerteza paramétrica ¢ um tipo de estrutura particular independente de s). Se a
incerteza da rigidez for considerada varidvel com a freqiiéncia, maior em altas freqii€ncias aumen-
tando a partir de 10 rad/s até 100 rad/s, pode-se representar uma incerteza dinamica estruturada da

forma a seguir:

Om O 0
A(s)=1| 0 6, 0
0 0 o 38:11000

3.6 Representacio politopica

A representagdo de incerteza politdpica é aquela que escreve o conjunto de todos os sistemas

possiveis como uma combinagdo convexa de sistemas perfeitamente conhecidos, ou seja,

p p
P:=<(ABCD)= Zai(Az’,BuCz’,Di) | Zai =1, &=>0

i=1 =1

Nesta defini¢d@o utilizou-se a nota¢do de conjunto, na qual (A,B,C,D) representa o conjunto com
as matrizes de estado do sistema.
A estabilidade nesse caso pode, e geralmente é, expressa como um coroldrio da equagdo de

Lyapunov (um resultado cldssico, [5,39], conhecendo a matriz A do sistema),
QA + ATQ <0,

para sistemas continuos, sempre garantindo QQ > 0.

Essa equacgdo, quando nela substituidas as relagdes de malha fechada, representa a restri¢ao
a ser satisfeita para estabilidade. A forma usual para resolver tais problemas matematicos € aplicar
transformacoes sobre essas desigualdades de modo a que elas se tornem lineares em suas variaveis,
levando as desigualdades matriciais lineares. Um caso particular desse tipo de restricdo € o projeto
de controlador H, apresentado no Capitulo 2.

Uma vez que se tem um sistema incerto descrito por um politopo com sistemas extremos
nos seus vértices, a primeira abordagem ¢é a de adotar uma restricdo para cada vértice e resolver
um problema matematico que inclui todas as restri¢des. Em termos da equacao de Lyapunov para

sistemas continuos, se o sistema incerto pertence a um politopo de vértices A;, este é estavel se

QA, +ATQ<0,i=1,...,p
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Figura 3.11: Politopo de sistemas possiveis para representar a um sistema incerto como combinagao
convexa de sistemas conhecidos (A;).

Isso é verdade pois, uma vez que uma matriz incerta pode ser escrita como A = > 7 o, A,,

para algum «;, tem-se

QA, +ATQ < 0,i=1,...p (3.3)
p
D 0 (QA+ATQ) < 0 (3.4)
i=1
p p
Q) wAi+> aATQ < 0, (3.5)
=1 i=1

uma vez que «; > 0.

Essa abordagem é chamada de estabilidade quadratica (ver [39]).

O projeto de controladores depende da varidvel QQ, que descreve a fung¢do de Lyapunov qua-
drética cuja existéncia garante a estabilidade do sistema linear, como no caso H.. Se o controlador
fosse projetado para o sistema que corresponde a um vértice do politopo, ele seria otimizado para
essa condi¢do. Uma vez que se acrescentam restri¢des para que o controlador as satisfaca em todos
os vértices, tem-se um projeto que ndo é 6timo em nenhum ponto especifico. Ou seja, introduz-
se um conservadorismo inevitavel, pois o sistema real muito improvavelmente saltard como um
modelo completo (com velocidade arbitrdria) de um ponto do politopo para outro. Quando esse
tipo de suposi¢ao € levada em conta, tem-se um sistema chaveado (na literatura, switched system),
abordado como uma classe particular de problemas, como em [16].

No caso do projeto H ., visto no Capitulo 2, a restricao do problema (2.11) seria substituida
por um conjunto de p restri¢des, cada uma para ser satisfeita de modo a garantir a estabilidade e a

limitagdo em norma de cada um dos sistemas que sao vértices do politopo.

Exemplo 5
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O sistema de segunda ordem em (3.1) pode ser reutilizado aqui. Em um caso particular, supde-se
dm =0, [0.] < 1e|dg| < 1. Pararepresentar isso na notagdo politGpica basta escrever o modelo de
estados para cada um dos valores extremos dos parametros em todas as combinagdes possives dos

extremos dos outros parametros. Ou seja, obter o modelo de estados para os conjuntos de valores

das variacgdes a seguir:

0c Ok
-1 -1
-1 1
1 -1
1 1

Verifica-se que o modelo de estados nominal do exemplo € representado pelas matrizes:

0 1 0
A:_ﬁ_g’B:L’

02[10] e D=0

Uma vez que as matrizes B, C e D nao dependem das incertezas, modifica-se apenas a matriz

A. Diferentes As representam diferentes sistemas nos vértices de um politopo:

0 1 0 1
A= ey e |0 A2T| gy e |
0 1 0 1
As = (kD) (=) € A= _(k+D) (et

E necessdrio notar que se houvesse incerteza também no pardmetro da massa, os sistemas ex-
tremos produzidos constituiriam um poliedro multidimensional, mas que ndo seria necessariamente
um politopo, pois nao haveria convexidade garantida.

Uma abordagem usual para essa perda de convexidade, assim como para o caso de o con-
junto original j4 ndo ser convexo, € a de tomar os sistemas extremos da representacio politépica e
determinar aqueles que compdem seu envelope convexo. Isso pode ser feito usando um algoritmo
classico para a determinacdo dos pontos do envelope. Inevitavelmente, ao fazer isso, aumenta-se a

regido sobre a qual se estabelece a estabilidade e acrescentando conservadorismo.
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3.7 Comentarios

Este capitulo mostrou algumas maneiras de representar a incerteza associada a um sistema
dinamico. Foram abordadas as formas de incertezas paramétrica, estruturada, ndo estruturada e

politépica. Alguns sistemas simples foram usados para exemplificar os conceitos.
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Capitulo 4

Controle robusto

4.1 Resumo

Este capitulo apresenta uma idéia concisa do método comum de projeto de controle robusto

linear. Pode-se dividir o projeto robusto nas seguintes etapas principais:
e Descri¢ao do modelo e das incertezas.
e Defini¢do dos critérios de robustez e desempenho.

e Escolha dos filtros de ponderagd@o e incorporagdo na planta, produzindo um modelo aumen-
tado.

e Ajuste iterativo dos filtros de ponderagdo e projeto do controlador por algum algoritmo dis-
ponivel. Este passo € repetido até que o desempenho e a robustez sejam considerados satis-

fatérios ou ndo seja possivel melhora.

e Teste do controle em malha fechada com o controlador projetado e a planta original em

condig¢des de simulacdo tao proximas da realidade quando possivel.
e Se necessario, mudar o modelo ou a estrutura das incertezas e refazer o projeto.

Na simulagdo devem ser acrescentados sinais de distirbio e incerteza e, se possivel, simular
o controlador com um modelo de planta mais complexo do que o usado no projeto. No caso de
estruturas flexiveis isso significa usar modelos com mais modos de vibracdo, correspondendo a
incerteza dinamica.

A planta generalizada é chamada de F(s), quando colocada no formato padrdo de controle
robusto com as entradas de distirbio e controle e as saidas de desempenho e medi¢do na ordem

usual.
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4.2 Definicao

O controle robusto tem por objetivo projetar um controlador K(s) que estabilize e garanta
desempenho para todas as plantas possiveis P(s) dadas as incertezas. Ilustrando o conceito, na
Figura 4.1, K representa o controlador e P um conjunto de plantas possiveis dadas as incertezas do
sistema. O controlador colocado no ramo direto recebe uma realimentacio negativa e produz o sinal
de controle para um sistema incerto. Desse modo, dada uma planta nominal P euma representacao

associada de incertezas A, tem-se a planta real P(s) = P(P,A).

Figura 4.1: Configuragdo entre sistema incerto e controlador.

Para aplicacdo do Teorema 2, na Secdo 2.7, o projeto do controle robusto € visto na forma da
transformacao linear fracional tanto da incerteza quando do controlador. Usualmente, representa-se

a incerteza na parte superior e o controlador na parte inferior, como na Figura 4.2.

A

Figura 4.2: Diagrama das transformacoes lineares fracionais para incerteza e controlador.

Em linhas gerais, se o Teorema 2 ¢ satisfeito para o par de entrada e saida de realimentacdo
que constitui a incerteza, garante-se robustez (dada por uma norma) sob variacdes do modelo. Ao
se fazer satisfazer o teorema para o par de entrada e saida do sistema em malha fechada, tem-se ga-
rantido um desempenho do sistema, ou, em outras palavras, a robustez na rejei¢ao de perturbacoes

externas.

4.3 Robustez H

Utilizando o resultado do Teorema 2, o controle H, pode ser convertido em uma ferramenta
de garantia de estabilidade de um sistema controlado. Como ja descrito, e ilustrado na Figura 3.1,

uma incerteza pode ser intercalada por fungdes de ponderagdo que ajustam seu comportamento
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Figura 4.3: Problema de robustez H .

em freqiiéncia e ganho. Porém, se a entrada do bloco de incerteza for considerada uma saida de
desempenho e a sua saida, uma entrada de disttrbio, converte-se o problema de projeto H,, em um
problema de controle robusto. Isso € verdade porque a limitacdo em norma garantida pelo Teorema
2 se converte em limita¢ao para a norma da incerteza, o que garante a estabilidade pelo teorema.

A interpretacdo da robustez H,, € mostrada na Figura 4.3. Por ela, o limitante para a norma
'H da fun¢do de transferéncia do distirbio (w) para a saida de desempenho (z) torna-se o inverso
do limitante de estabilidade para a norma da incerteza, como prescreve o Teorema 2. Projetar
um controlador com o objetivo de estabilizar o sistema com incertezas dessa forma é o chamado
problema de robustez H.,. Basta ajustar os filtros Wi (s) e Wy(s) para especificar a forma em
freqiiéncia da incerteza e o ganho entre entre a incerteza real e a imposta pelo teorema com o
parametro .

O Capitulo 2 apresentou o chamado problema de desempenho H, no qual o objetivo é redu-
zir a norma H,, de uma fungdo de transferéncia particular interpretando a norma como intensidade
de vibra¢do. Aqui, a norma H, € usada em conjunto com o Teorema 2 para assegurar limitantes

nas incertezas presentes no sistema real tais que a estabilidade esteja garantida.

Exemplo 6

Considera-se o exemplo ja abordado do sistema de dois graus de liberdade (na Secao 3.3, Exemplo
1). Se o objetivo for obter um controlador para garantir estabilidade sob incertezas dos parametros,
o problema de robustez H ., pode ser aplicado como segue. Supondo que as varia¢des desejadas nos
parametros sejam de v,, unidades na massa, v, no coeficiente de amortecimento e v, na constante

de rigidez, o modelo de estados que separa as incertezas paramétricas como um sistema externo
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seria alterado para garantir que as incertezas seriam limitadas a unidade, ou seja,

[ ) i d
:l"fl O 1 T 0 0 O 1 0
i - k c + 1 1 1 d | +1] f
o) - ——= X9 - -2 -1 1
L J L m m m m m d3 ooy
_ 21 ] [ —%’Um —%Um _va _”ﬁ _Uﬁ dy Uﬁm
T
Z9 = 0 Ve + 0 0 0 ds + 0 f
T
e o 0 ’ 0 0 0 ds 0
T
- ool[n
M)

Para o sistema assim definido, ao projetar um controlador H,, por um dos métodos quais-
quer, o controlador terd garantido que o sistema continuard estdvel mesmo dentro das varia¢des
escolhidas dos parametros. Se ndo for possivel projetar tal controlador, o problema matematico de

projeto seré infactivel.

4.4 Problema misto H

Quando tanto o objetivo de garantir robustez quanto o de otimizar o desempenho concorrem
em um projeto de controlador tem-se o problema misto H.,. Simplificadamente, a norma que
¢ objetivo de minimizagdo ao projetar o controlador passa a ser avaliada sobre um sinal vetorial
aumentado que contém tanto o sinal de desempenho original quanto o sinal associado a incerteza.

Assim, ao projetar um controlador sobre o novo critério de desempenho que contém tanto o
sinal sobre o qual se tinha o critério de desempenho original quanto sobre o sinal que expressa a

incerteza, tem-se um controlador que agrega dois objetivos de controle (desempenho e robustez).

Exemplo 7
Para ilustrar o conceito de sensibilidade mista considera-se um sistema incerto com a incerteza

0] < 1,
1

24 (244)102s+ 1"

O sistema é mostrado na Figura 4.4 j4 com a incerteza posicionada na forma padrdo externa ao

P(s) =

sistema nominal. Pode-se definir o sinal original de entrada como u e de saida como z. A incerteza
acrescenta uma nova entrada, a ser chamada de w e uma nova saida, z,. A saida original torna-se
um indice de desempenho z; que deve ser influenciado pelo controlador concomitantemente com
29, que deve ser usado para garantir robustez.

A matriz de transferéncia do sistema assim construido pode ser obtida diretamente da Figura
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—1 1
lew leu

F(S) — — | $242.1072s4+1  s242.1072s+1

—10—2s 10—3s
PZ?“’ PZ?“ s242.10~2s5+1  s242.1072s5+1

A matriz de transferéncia é obtida usando o principio da superposicao considerando cada par de
entrada e saida (cada elemento da matriz) e anulando as entradas ndo consideradas para cada caso.

O objetivo de desempenho consiste em minimizar a norma H,, da fungao de transferéncia
P,..., e o de robustez, em minimizar a norma de P,,,,. Ou seja, o objetivo do projeto de controlador

considerando estes dois aspectos pode ser escrito como a minimizagao de

Pz1u
Pzgw

[e.9]

Assim, a desigualdade |0| < 1, para a garantir a estabilidade no sentido do Teorema 2, induz

a limitagdo em norma || P.,, ||« < 1, a qual estd incluida na limita¢do em norma

Pz1u

<7,
P !

o0
comy = 1.
Quanto menor a norma, maior a incerteza admissivel, com o limite dado pela unidade. Ou

seja, usando v = 1 no Teorema 2.

4.5 Filtros de ponderacao

Uma entrada de distirbio em um sistema pode afetar o sinal de desempenho de maneira
nao desejada. Essa influéncia pode ser interpretada como uma incerteza entre as entradas e saidas
envolvidas. Assim, a influéncia de um distirbio externo pode ser modelada da mesma forma que
uma incerteza e incluida em um problema de sensibilidade mista H,,. E de forma andloga, fun¢des
que ajustam a variagdo em freqiiéncia desses sinais de distirbio (como W1 (s) e Wy(s)) podem ser
acrescentados, essas sdo chamadas fung¢des ou filtro de ponderacao.

Os filtros de ponderacdo sdo comumente usados para garantir rejeicdo de um sinal de dis-
tirbio em uma faixa de freqiiéncia em particular e para limitar os sinais de controle e de saida em
intensidade e velocidade. Sao uma ferramenta matemaética de projeto e nao estao presentes no pro-
blema de controle fisico. Todos os seus parametros sdo ajustados usualmente por um procedimento

de tentativa e erro a partir de valores iniciais razodveis para cada problema.

Exemplo 8
A Figura 4.5 mostra uma configuracdo de incerteza ponderada e filtros para ajustar a rejeicao de
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Figura 4.4: Exemplo para aplicac¢do da sensibilidade mista H.

Zy A Wo lW1

] W,

W, W,

u 1 5 Hﬁgﬁwzﬂ,

Figura 4.5: Exemplo de colocagdo de filtros de ponderagdo e filtros associados a incerteza.

um distirbio w; (filtro W) e a faixa de freqii€ncia do sinal de desempenho z; (W,). Ha filtros
também para a incerteza (W; e Wy).

Para essa configuracdo, a matriz de transferéncia com os filtros é dada por

Fz1 w1 Fz1 w2 leu

F(s) =
Fz2w1 Fz2w2 Fz2u

0 0 W,

[ W,W, W.PW, W,P

Isso pode ser obtido por inspe¢do na Figura 4.5 de cada par de entrada e saida da matriz de transfe-

réncia usando a linearidade do sistema.

Os filtros de ponderacdo enfatizam certos comportamentos desejados. Por exemplo, se se
deseja minimizar a resposta em freqii€ncia da saida de desempenho de um sistema controlado em

uma faixa limitada a uma certa freqiiéncia, esta saida deve ser intermediada por um filtro passa
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d

\>W/—> —~

A P(s) | Y Jw,| 2,

n_ [w, Jk y,
JW, L8,

Figura 4.6: Conexdes dos filtros usados para o projeto de controle.

baixa.

De maneira similar, ¢ comum colocar o sinal de controle entre os sinais de desempenho com
um filtro passa alta. Isso ressalta as altas freqii€éncias do sinal de controle na saida, for¢cando o
controlador projetado a possuir um comportamento de saida mais relevante em freqii€éncias mais
baixas.

Evidentemente as freqiiéncias determinadas como baixa ou alta dependem de cada problema
e esse parametro, bem como a ordem do filtro usado sao escolhas de projeto freqiientemente de-

pendentes de tentativa e erro.

4.6 Filtros de ponderacao usados no projeto

Neste trabalho, estudam-se projetos de controle H,, usando como sistema as plantas aumen-
tadas com os filtros de ponderagio e de incerteza, chamadas genericamente de F(s).

O esquema de utilizacdo dos filtros € mostrado na Figura 4.6.

O filtro W4 contém uma especificacdo da regidao em freqii€éncia em que o sinal de distirbio é
maior, com a banda de passagem compativel com essa regidao. O mesmo vale para o filtro W,, no
caso do sinal de ruido.

Os filtros Wy, e W, t€m a funcdo de “filtros inversos”. Eles t¢ém a banda de passagem
posicionada na regido em que nao se deseja que seus respectivos sinais existam no projeto final,
porque eles estdo na saida da malha fechada. Assim, o controlador projetado (uma vez que esses
filtros estdo posicionados na saida) serd gerado de forma a minimizar esses sinais com maior peso
nas regides de freqiiéncia em que os filtros possuem maiores valores.

Ainda, o filtro Wy, possui a func¢do de limitar a regido em que a planta € conhecida. Ou
seja, sua banda de rejei¢do encobre os modos ndo modelados do sistema, sendo responsavel pela
incerteza dinamica. O filtro W, ao limitar a freqiiéncia do sinal de controle, ajuda a fornecer
estabilidade ao controlador. Isso porque a limitacdo em freqii€ncia no sinal de controle impede
banda de passagem infinita, caracteristica de um sistema instdvel. Ao se limitar sua freqii€ncia
também se viabilizam implementar atuadores para o controle com velocidades de resposta factiveis.

Nos exemplos a seguir foi usado um modelo padronizado para os filtros apresentado em [47].
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Para um filtro passa baixa:

k
sv/ M + w,
Wis)=\|—F—~
s+ wev/e
e para um filtro passa alta
k

VM

Wi(s) = s+ w

Ves + we

Nessa defini¢ao € representa o ganho na rejeicao, M representa o ganho na passagem, w, € freqiién-
cia de cruzamento com ganho unitario (ou 0 dB) e k£ € a ordem do filtro. Apenas filtros passa alta
e passa baixa sdo contemplados por essas defini¢des, os tnicos tipos usados nos exemplos deste
trabalho.

4.7 Projeto de controle robusto com filtros de ponderacao

Usando os conceitos desensolvidos até aqui, pode-se escrever o problema de projeto de con-

trole H, usando filtros de ponderacdo como um problema de otimizac¢do convexa.

Projeto 2 (H ., usando filtros de ponderagdo). Para o projeto, escolhem-se os filtros de acordo com
os critérios da Segdo 4.6. Monta-se o sistema linear concatenando a planta original com os filtros,
como na Figura 4.6.

Em seguida, realiza-se o projeto 'H, usual, do Projeto 1. Se o resultado for satisfatorio do
ponto de vista de atenuacdo, ordem do controlador e robustez, o projeto estd terminado. Se ndo,

mudam-se os pardametros dos filtros e se repete o projeto.

4.8 Projeto de controle robusto com incerteza politopica

Se as incertezas do sistema forem descritas na forma de valores extremos para as matrizes do

sistema, entdo se escreve um sistema para cada extremo, € se tem a representacao politopica.

Projeto 3 (H., com incerteza politépica). Para cada sistema extremo i com as mastrizes de es-
tado (A;,B1;,B2;,C1;,Cs;,D12;,D01;) escreve-se uma restricdao dada por (4.2) e com o controlador
determinado pelas mesmas expressoes apresentadas no Projeto 1 em (2.14).
Desse modo, tem-se o problema convexo:
minimizar vy

_ 4.1)
sujeitoa  (4.2) para cadai.
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BT + DI DTBT
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CliX + Dglic
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BTY + DI,,B”

Cu+ D21if)c2i

By, + By, DDy,
YB,; + BDyy;
|
Dy; + Da;; DDy,

XCT + CTDT,
cl + ciD"D],
Dclrli _'_ DgliDTDgli

<0
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4.9 Comentarios

Neste capitulo apresentaram-se formas de representacdo de incertezas visando ao projeto de
controladores. Considerando o problema da limitagdo em freqii€ncia de certos sinais do sistema de
controle em malha fechada foi apresentada a alternativa de empregar os filtros de ponderacao.

Esses filtros (de incertezas e de ponderacdo) acrescentados ao modelo da planta a ser con-
trolada sdo ferramentas de projeto. Uma vez obtido um controlador que satisfaca aos requisitos
de malha fechada implicitamente impostos por esses filtros, o controlador deve ter seu desempe-
nho testado com a planta original ou com um modelo do sistema real ainda mais complexo do
que aquele utilizado para o projeto. Isso possibilita que a simulacio apresente caracteristicas mais

proximas da realidade e se tenha o sistema de controle testado em um ambiente com incertezas.
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Capitulo 5

Controle com restricoes no dominio da frequéncia

5.1 Resumo

O Capitulo 4 apresentou a abordagem mais usual do controle robusto, utilizando especifi-
cacdes dinamicas na forma de filtros de ponderacdo. Porém, a fim de evitar as dificuldades da
especificacdo destes filtros e 0 aumento na ordem do modelo do controle imposto por eles, métodos
recentes baseados em desigualdades matriciais lineares foram desenvolvidos. A idéia geral € per-
mitir o projeto robusto com especificagdes de desempenho e robustez (principalmente do ponto de
vista H.,) que variam com a freqiiéncia de uma maneira pré-estabelecida e embutida no algoritmo
de projeto.

Uma vez que as especificacoes em freqii€ncia usualmente sdo conhecidas na forma de li-
mitantes, € interessante que o método de projeto possa lidar diretamente com elas, evitando a
abordagem indireta que as fun¢des de ponderacdo permitem.

Os resultados deste capitulo sao baseados em [22] e [20]. Nestes trabalhos, como em varios
outros da mesma linha (ver [21,23]) utiliza-se o lema de Kalman-Yakubovic¢-Popov, que permite
escrever diversos critérios de controle na forma de restricdes matriciais. Uma generalizacao deste
resultado € utilizada neste trabalho para permitir critérios de controle com uma regido de freqiiéncia
limitada.

Esclarece-se que neste capitulo a letra P € usada para representar uma matriz simétrica real,

€ ndo uma matriz de transferéncia.

5.2 Utilidade do método de restricoes em freqiiéncia

No Capitulo 4 foi apresentado o método pelo qual se garante estabilidade robusta de um
projeto de controle com especificagdes de incerteza que variam com a freqii€ncia no sentido da
norma H... Neste capitulo é mostrado como as especificagdes em faixas de freqiiéncia diferentes
para a norma podem ser escritas diretamente sem o uso de filtros de ponderagao.

A aplicag@o no contexto de incertezas e controle robusto € a de substituir os filtros usados

39



Diagrama de valor singular

T T

ordem 12

o+ i
100 e, = = = ordem 16

T

I +

| 1 T = = = ordem 12 com filtro
{

(o]
o
T

Amplitude [dB]
3

N
o

0 . ‘ +
10° 10° . 10° 10°
Freqiiéncia [rad/s]

Figura 5.1: Uso do filtro de ponderacdo para contemplar a incerteza de baixa freqiiéncia entre o
modelo de ordem 12 (usado para projeto) e o modelo de ordem 16. Trata-se de uma viga engastada,
apresentada no Apéndice A.

para levar em conta a incerteza dindmica na forma de restri¢des de projeto. Ou seja, para o projeto
de um controlador robusto na forma padrao da Figura 4.2 ndo ha necessidade de filtros posicionados
como na Figura 4.3. Se se deseja garantir uma limitacdo da norma H,, de um sistema apenas para
freqiiéncias acima de um certo valor, isso corresponde a ajustar um filtro com essa freqiiéncia como
banda de passagem e garantir uma norma H,, para o critério de robustez assim obtido.

A diferenca entre o tratamento de incertezas por filtros e por desigualdades em freqiiéncia é
ilustrada pela comparacao entre as figuras 5.1 e 5.2. A substitui¢do de filtros por desigualdades em
freqiiéncia simplifica o projeto robusto mas € insensivel a especificagdes de forma na freqii€ncia.
Ou seja, se se deseja garantir variagcdes continuas na freqiiéncia (no caso de projeto com filtro de
desempenho), a técnica dos filtros pode se revelar melhor, garantindo que a ordem do controlador
projetado ndo seja um fator limitante.

Na Figura 5.1, o filtro de ponderac@o aplicado a planta de ordem 12 encobre a incerteza
dinamica (modos de vibracdo ndo modelados) em relagdao ao modelo de ordem 16. A garantia da
limitacdo da norma sobre esse modelo ponderado garante robustez a sua diferenca em relagcdo ao
modelo mais completo. A Figura 5.2 apresenta uma limitacao direta para a variacdo do modelo,
sem acrescentar uma fungdo a planta de ordem 12, a maneira das restrigdes em freqiiencia.

Usando os resultados do lema generalizado de Kalman-Yakubovi¢-Popov, apresentados a

seguir, cria-se o critério de robustez para o qual se deseja minimizar a norma sem usar fungdes de
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Figura 5.2: Especificagdo de uma desigualdade em freqii€ncia para incluir a incerteza de baixa
freqiiéncia entre o modelo considerado (ordem 12) e o modelo mais proximo da realidade (ordem
16). O modelo € de uma viga engastada e € apresentado no Apéndice A.

ponderacdo. A restricdo matricial obtida depende diretamente da freqiiéncia de corte e se impde
uma limitacdo em norma apenas para as freqiiéncias a partir do valor escolhido, por exemplo.

As vantagens evidentes dessa abordagem sdo: obter o controlador projetado da mesma ordem
da planta (e ndo a ordem aumentada pelos filtros) e a especificacdo direta do comportamento em
freqii€éncia, sem o processo iterativo e longo de ajuste de filtros de ponderagao.

De um outro ponto de vista, isso significa uma menor ordem do controlador, o que facilita
sua implementa¢cdo em muitos casos. Porém, isso também significa que o controlador possui uma
distingdo menos precisa das freqiiéncias préximas. O controlador como um sistema linear, possui
um comportamento de resposta em freqiiéncia que, para variar bruscamente de uma freqii€ncia para
outra proxima, requer um modelo complexo, de ordem elevada. Assim, um controlador projetado
com filtros de ponderagdo, principalmente com filtros de ordem elevada, € potencialmente capaz de
produzir um sistema em malha fechada que separe freqii€ncias préximas no sentido de ndo afetar
uma resposta em uma certa faixa, mas reduzindo outra.

No caso de controle de vibragdo, essa caracteristica ndo se configura em uma limitacao, pois
sempre se deseja minimizar a resposta e a especificacao em freqii€ncias nao tem a funcdo de manter
a resposta original (sem controle) inalterada nas faixas de freqii€ncia nao restritas.

A seguir apresentam-se os resultados matemadticos relevantes do lema de Kalman-Yakubo-

vi¢-Popov e as passagens que convertem as retricdes matriciais que esses resultados produzem em

41



desigualdades matriciais para o projeto usando algoritmos da programacdo semidefinida.

5.3 Lema de Kalman-Yakubovic¢-Popov (KYP)

O lema de Kalman-Yakubovic¢-Popov (KYP) original pode ser escrito como segue, aplicado

a0 sistema dinAmico x = Ax + Bu.

Lema 3 (KYP, [20]). Dadas as matrizes de estado A e B e uma matriz hermitiana ©, a desigual-

dade em freqiiéncia

iwl — A)"'B
[Uw ) <0, VweR

I

’ o [ (jwI —IA)—lB

é vdlida se e somente se

*

A B
I 0

0P
P O

A B
I

+0 <0

admitir uma solugcdo hermitiana para P.

O lema de KYP torna possivel converter uma desigualdade valida para todos os valores em
freqiiéncia em uma condigdo de existéncia independente da freqii€éncia, que pode ser avaliada ape-
nas com as matrizes de estado. Dessa forma, o lema € usado para obter restri¢des do tipo desigual-
dade matricial linear para problemas de sintese e andlise de controle quando a restri¢do possui uma
definicao no dominio da freqiiéncia.

Se se supode

*

C D
0 I

C D
0 I

r—
=
Y

tem-se o coroldrio do lema de KYP a seguir.

Corolario 1. Dadas as matrizes de estado A, B, C e D e uma matriz hermitiana Z, a desigualdade

em freqiiéncia

Cliwl—A)'B+D | _[ CliwI— A)'B+D
(Jjw )" B+ (Jjw )"'B+ <0, VweR

T
d

I I
é vdlida se e somente se
AB|[opP][A B cpl|l_[cD
= <0 (5.1
I O P O I O 0 I 0 I
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admitir uma solugcdo hermitiana para P.

Esse coroldrio facilita a especificacdo de critérios em freqiiéncia sobre a saida do sistema.
Por exemplo, o caso da limitacdo da norma H., de uma funcdo de transferéncia H(s) =
C(sI— A)7'B + D pode ser convertido em uma desigualdade matricial usando o lema de KYP se
for garantido
H(s)[[oo <, (5.2)

que € equivalente a
H*(s)H(s) <7’ I VweR. (5.3)

Essa equivaléncia entre (5.2) e (5.3) pode ser confirmada sabendo que os autovalores de uma matriz
S + ol sdo os autovalores de S somados de a. Logo, o maior autovalor de H*(s)H(s) — 7?1 é o
maior autovalor de H*(s)H(s) subtraido de 7. A defini¢do de valor singular diz que o maior
valor singular de H é o maior autovalor de H*(s)H(s) ao quadrado. De (2.2) sabe-se que a
norma H., €é obtida pelo maximo na freqiiéncia do maior valor singular. Assim, pode-se escre-
ver H*(s)H(s) < ~*I para qualquer freqiiéncia (s = jw) inclusive para a freqiiéncia em que a a
resposta em freqiiéncia € médxima e se tem o valor exato na norma H .

Aplicando algumas transformagdes em (5.3), tem-se,

H*(s)H(s) —7*T < 0

H(jw) | [ HGw) | _
I I e | |
HGw) | [T o ][ Hw) 0
I 0 -1 || I |
Hjw) | g [HGw) | _
I R ’
em que
~ |1 o
==y o |

Usando o lema de KYP (e lembrando que as matrizes de estado sdo reais), a Desigualdade
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(5.1) pode ser aplicada de modo que

*

A B oP|l[A B cpDl 1 o cDl] _
I 0 P 0 I 0 0 I 0 2T |0 1
AP + PA PB c’c C™D |
< 0
BTP 0 D’C DD — 21
ATP +PA PB c’C CTD |
< 0
B’P 70 DTC D”D
AP +PA PB CT :
[c D] <0
B'P 1 DT .
ATP+PA PB CT
B’P 42T DT | < 0,
C D -I

em que foi usado o lema de Schur (ver [5]). Nota-se que foi obtida a restricio que garante a
limitacdo da norma H, por 7. Essa restri¢do coincide com a obtida no Capitulo 2 com o Lema
do Limite Real. E interessante notar que a estabilidade do sistema considerado estd contemplada
do ponto de vista de Lyapunov, pois para que essa matriz seja negativo-definida, o primeiro bloco
também €&, ou seja,

ATP + PA <0,

desde que se garanta P > ( concomitantemente.

Exemplo 9

Usando o lema de KYP, outras formas de restricdo podem ser contempladas com diferentes matrizes
=. O caso da andlise positivo-real também pode ser usado como exemplo. Em uma série de
aplicacdes de controle € interessante garantir que a resposta em freqiiéncia de um sistema esteja
limitada ao semiplano complexo direito. Isso é equivalente aos conceitos de hiper-estabilidade
(ver [15]) e passividade (ver [37]) e € garantido pelo chamado lema positivo-real. Porém, esse
resultado pode ser visto como um caso particular do lema de KYP.

A positividade real é garantida quando Re(H(jw)) > 0 Vw € R, o que equivale a

H(jw)+H*(jw) >0 VweR.

O sistema deve ter nimeros iguais de entradas e saidas para que isso seja valido. De outra forma,
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ndo seria possivel somar H(jw) + H*(jw). Assim,

o
-
£
+

&
-
&
Vv

(e

Ou seja, basta escolher

(11

-1 0
0 I
para que o lema de KYP se converta no resultado do lema positivo-real:

ATP +PA PB-CT
B’P-C -DT-D

Como o sistema tem nimeros iguais de entradas e saidas, € possivel somar D” + D.

Outras regides em freqii€éncia podem ser especificadas usando diferentes matrizes =. O pro-
duto .
H(jw) | o | H(w)
S

permite especificar regides quadraticas sobre H(jw). Ou seja, regides quaisquer que possam ser
escritas como fung¢des quadraticas e complexas da fun¢do de transferéncia, como no exemplo a

seguir.

Exemplo 10

Considerando por exemplo o caso de uma entrada e uma saida e a restricao de que o diagrama de
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Nyquist do sistema pertenga a um circulo de raio e centro em ..

|H(jw) — HJ)* < r*
(H—-H)*(H—-H,)—r* < 0
H*H - H*H.— H:H+ H:H.—r*> < 0

H] H-H, ]
< 0
1 —H*H + |H > — 1?2
gl [ 1 ~H, H |
< 0
1 —H: |HJ|?—r? 1
Para essa restri¢ao utiliza-se a matriz
1 —H.,
—H! |HJ|*—7r%* |

Em [20] apresenta-se como escolher matrizes = de modo a especificar regides cOnicas pré-

estabelecidas para o caso de uma entrada e uma saida.

5.4 Lema generalizado de Kalman-Yakubovic¢-Popov
(GKYP)

Para escrever o lema GKYP serd definido o conjunto:

A(®,V)={seC|o(s,P) =0, o(s,¥) >0},

]__‘ *
5
I]

Esse conjunto pode ser convertido em diversas especificagdes de regido de freqiiéncia esco-

em que
r

o(')X) = I

(5.4)

lhendo convenientemente as matrizes ¢ e W. Por exemplo, para que o conjunto A do dominio

complexo s represente toda a resposta em freqii€éncia ajusta-se a matriz ® para satisfazer
Re(s) = 0.

Isso equivale a resposta em freqiiéncia porque s = jw. A matriz ® considerada neste trabalho € a

mesma para todos os problemas, pois sdo considerados apenas sistemas em tempo continuo.
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Assim,

em que se tem

@:[g;].

A matriz ¥ contém a informacao da regido de freqiiéncia de interesse. Os casos possiveis
sdo: todas as freqii€ncias, baixa freqiiéncia, alta freqiiéncia e média freqiiéncia (com limitantes
inferior e superior).

Para que se tenha todo o eixo jw a matriz ¥ é simplesmente a matriz nula O de dimensao
2 x 2. No caso de baixa freqiiéncia, ou seja, mapear a resposta com a freqii€ncia limitada por um

valor positivo, |w| < wy, ¥ pode ser encontrada pelos seguintes passos:

Wl < w
w? < wg
wz—wg < 0
—w2+wg > 0
—w2+wg+jw—jw > 0
[jw w1 ] _—
1 jw + Wi |

Uit

1 1w} 1 -
a(jw,\Il_) > 0.

Assim, para que o conjunto A mapeie a resposta em freqiiéncia até uma freqiiéncia wy,

s |01 S
10 1 w?
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O mesmo raciocinio pode ser aplicado para os casos de alta (limitada pela freqiiéncia w,) e
média freqiiéncia (limitada por wy e wy, com wo > wy).

Para a limitacdo em baixa freqiiencia,

wl = wa
w2 > wg
w? — wg > 0
w? — wg +jw—Jw > 0
. * . 1 T
Jw Jw + > 0
1 Jw — w? |
. * 1 1 . T
Jw Jw > 0
1 1 —wg 1
o(jw,¥) = 0

E neste caso,

Para limitacdo em uma faixa, nota-se que a desigualdade quadratica (w — wy)(w — wy) < 0

equivale a wy < w < wy, se wy > wy.

(W—w)(w—wy) < 0

w? — (w1 +wo)wF+wwy < 0
W + W + W — wiws > 0
> 0

WWe — W1

Jw
1

[ _jw+.jwc ]

Q
()
&

®
vV
o

para a qual
o —1 JWe
—jwe —wiwy |

Pode-se verificar também que no caso em que se deseja uma especificagao rejeitando uma

definindo w, = (w1 + wy)/2.

faixa de freqiiéncia, ou seja, vdlida em todo o eixo exceto entre dois valores finitos, pode-se usar o
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oposto da matriz ¥ associada a uma faixa.

A partir desses fundamentos, o lema GKYP pode ser apresentado.

Lema 4 (GKYP, [20]). Dadas as matrizes de estado A e B e as matrizes hermitianas ©, ® e ¥, a
desigualdade

I1-A)'B
[“ ) <0, VsecA®W)

I

*GI@LﬂM*B
|

é vdlida se e somente se existirem Q > 0 e P matrizes hermitianas tais que

*

A B

; (PRP+¥®Q)

+ O < 0.

A especificacdo de uma regido de freqiiéncia estd incluida na matriz ¥ (assim como a res-
tricao de resposta em freqiiéncia continua estd na matriz ®). Determinando-se tais matrizes e
especificando o tipo de restri¢do nessa regido de freqii€ncia, através de =, pode-se aplicar o lema
GKYP e obter uma desigualdade matricial simples, independente da varidvel w, a semelhanca do
lema de KYP.

Similarmente ao lema de KYP, este lema admite um corolario imediato para que a restri¢ao
seja dada sobre a fungio de transferéncia H(s) = C(sI — A)™'B + D.

Corolario 2 (GKYP). Dadas matrizes de estado A, B, C e D e matrizes hermitianas 2, ® e ¥, a
desigualdade

*

C(sI— A)"'B+D
I

C(sI—A)"'B+D

(11

<0, VseAP,D)

é vdlida se e somente se existirem Q > 0 e P matrizes hermitianas tais que

*

(PRP+PT®Q)

*

A B
I

B
I O

C D
0 I

C D
0 I

p—
)

< 0.

5.5 Realimentac¢ao de saida com restricoes em freqiiéncia

O lema GKYP é uma ferramenta que permite construir problemas de projeto de controladores
com restri¢des em freqiiéncia. Da mesma forma que o lema de KYP leva a condi¢do para o contro-
lador H, para todas as freqiiéncias, usando o lema GKYP com um conjunto A particular, tem-se
uma condi¢do para projeto com norma H, limitada (ou minimizada) apenas para a regido especi-

ficada. Isso pode ser visto como uma forma de levar em conta aspectos de incertezas dindmicas do
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problema.

Em ambos os casos, € usual aplicar uma série de transformag¢des matematicas sobre a res-
tricdo obtida para tornd-la linear nas varidveis matriciais, viabilizando a aplicacdo dos algoritmos
de solucdo de desigualdades matriciais lineares. Esse conjunto de tranformacdes para o caso H,
padrao foi mostrado no Capitulo 2. Salienta-se que com diferentes matrizes = sdo encontradas
restri¢des para diferentes projetos além do H,,. Toda a argumentacdo usada nesta se¢do para o
problema de projeto € baseada nos trabalhos [20] e [22].

5.5.1 Aplicacao a um sistema em malha fechada

Para a aplicacdo do lema GKYP consideram-se as matrizes do sistema em malha fechada

(usando as matrizes de estado e do controlador apresentadas no Capitulo 2) transcritas a seguir:

A +B.D.C B.C.
Al B 2 2 2
= B.C, A,
C | D
C; +D12D.Cy DG,
Considera-se entdo, para fins de projeto, a aplicagdo do lema GKYP sobre as matrizes de

estado A, B, C e D.

Define-se a funcao

B, + ByD.Dy;
BCD21
D;; +Dy2D.Dyy

p0x) =1 T |z[T rr.

Comparando com a defini¢do da funcdo o(-) em (5.4) verifica-se que elas sdo iguais invertendo os
blocos do segundo argumento, pois

]| ) - |

I, 11
Dada sua estrutura em comparagéo com a fungdo o (), o conjunto A pode ser redefinido como

*

r

I I17, Il

M, I, ]

Ap(®p, W) = {s € C|p(s,®y) =0, p(s,¥,) = 0} = A(P,¥).

Essas defini¢des (p e A,) fazem que as matrizes de dimensdo 2 x 2 ® e ¥ tenham seus
elementos trocados ao longo das diagonais e sdo chamadas ®, e ¥,,. O mesmo acontece com 0s

blocos da matriz =, que passa a se chamar I1 com essa mudanga, isto €,
I — H11 H12 _ 29 ET? _ 0 I _ 0 I
I, Iy 12 211 I10 10
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0 1 [0 1
B, = P ,
10 10
0 1 [0 1
v, = U .
10 10

Essa tranformacdo tem a funcdo de simplificar as operacdes matricias a seguir e evitar aplicagdes
sucessivas da operagao de transposicao.

O Coroldrio 2 sera convertido para uma forma a ser usada para transformé-lo em uma restri-
¢do convexa de projeto por realimentagdo de saida. Fazendo as substitui¢des X = (PP + ¥ ®Q)
e X, = (®,®P+ ¥,®Q) para simplificar as passagens, podem ser feitas as operacdes mostradas
em (5.5). As matrizes P e Q para X e &), sdo diferentes, mas uma vez que o problema lida com
condi¢do de existéncia dessas matrizes, a desigualdade continua vélida e as mesmas letras serdao
usadas.

Desse modo, transpondo e conjugando a tultima desigualdade em (5.5), pode-se escrever o

seguinte coroldrio.

Corolario 3 (ver [22]). Para o sistema em malha fechada H(s) = C(sI — A)™' B + D e matrizes
hermitianas 11, ®,, e W, a desigualdade

(1 H@) O[T HEe | <0 Vsenr@,u)
é vdlida se e somente se existirem Q > 0 e P matrizes hermitianas tais que
FQF* < 0,
sendo

0 C 1D 0 I1

Assim, dadas as matrizes que definem a regido de freqiiéncia ® e W e o critério sobre o qual

I A0 B P, P +w 0
F::[ ] e Q= pOPTT,0Q

se deseja o controle, contido na matriz I, basta encontrar as matrizes P e QQ e as matrizes de estado
do controlador A, B, C. e D, de que sdo fungoes as matrizes de malha fechada A, B, C' e D.

5.5.2 Transformacao em uma restricio convexa

O Corolério 3 ndo produz uma restricao convexa (matricial linear) para uma desigualdade em
freqiiéncia. No que segue, aplicam-se transformacdes com a finalidade de conseguir uma restricao
convexa.

A primeira tranformacao aplicada é o conhecido lema da projecao (ver [39]). Esse lema pode

ser escrito como segue.
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(43

48T 2[5 2 =[S 7] <

I 0 I 0 0 I
AXA+X AXB] C*E,,C C*Ep D + C*Ey, - 0
B'XA B'AB D'E;,C +E;,C D'E;;D+ D'Ej, +E},D +Ey, |
A'XA+ X+ C'E,,C A*XB + C'E,,D + C*Ey, -0
B'XA+ D'E;,C +E,C B'XB+D'E;D+ D"'Ey, +E},D + Ep |
1AYX,[1AT)" +CEC [I A", [0 B"]' + C*EyD + C'Ey, -0
0 B X, [T A”]" + D*E;,C + E5,C [0 B X, [0 BT]T + D'E;\D + D*Ey; + E{,D + S, |
i 7T 7T 7 5.5
1 a0 o 1| %[IAT % [0B7] (5:5)
0 B* I D* \—412C \—412D + —D < 0
i :11C =i + '='11D
a (1 0]
1 a0c ]| % 9 | A B
o 1D || Z2Sy | <0
| 0 Epp En C D
oo
I A* 0 C , 0714 B| _
0B I D ||oIm||o I
- C D =




Lema 5 (Projecdo, [39]). Para as matrizes X, 3, J e A, as condicoes

T +ABI+ (A'X])" <0

ATYA <0 e JHYI <O
sdo equivalentes.

O Lema 5 serd usado para transformar o Corolario 3. Definindo

A B
FA = —I € FB = 0 )
C D
nota-se que F pode ser escrita como
I A o 0 0B
F = I 0 0 |=F;[I Fg].
149 e,
01 D

Supondo a existéncia de matrizes W e R escreve-se a seguinte desigualdade
I Fp]QI Fp]" < FAWR + (F,WR)".

Aplicando o lema da proje¢do (LemaS)com A* = —F 4, Y = [I Fp], ¥ = WeR = J produz-se

a equivaléncia do corolério a seguir.

Corolario 4 (ver [22]). Dados o modelo de estados em malha fechada nas matrizes ¥ 5 e Fp, a

matriz hermitiana €2 e duas matrizes W e R, as desigualdades simultineas

FQF* <0 (5.6)
e
R [I Fp]Q[I Fp]"R* <0, (5.7)
sdo equivalentes a
I F5]Q[I Fp* < F,WR + (F,WR)". (5.8)

A Condic¢ao (5.8) foi produzida para que a aplicagdo do lema da projecao levasse a condi¢ao

original de projeto (5.6). Sua aplicacdo produziu também a Condicdo (5.7). Assim, se forem
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encontradas matrizes P, Q, W, R e matrizes de estado do controlador que satisfacam (5.8), a
condic¢ao original (5.6) esta satisfeita, porém satisfazendo também (5.7), sendo uma restri¢ao extra,
que constitui um conservadorismo com relacio ao projeto.

A equivaléncia entre (5.6) e (5.8) s6 seria exata se (5.7) estivesse obrigatoriamente satisfeita
pela escolha de R.. Essa equivaléncia exata nao € atingida. Porém, (5.7) € usada em [22] para obter
uma matriz R fixa antes do projeto que garante um conservadorismo tipicamente menor do que o
obtido com uma matriz arbitréria.

Nesse ponto, substitui-se a condi¢dao de projeto (5.6) por (5.8). Nesta dltima, as matrizes
acrescentadas W e R e mais uma transformacdo de congruéncia sao usadas para converter o pro-
blema em uma forma linear.

Para tornar a Restri¢ao (5.8) linear usa-se para a matriz W a estrutura proposta em [12]:

W:[X*] e W-lzlYV]. (5.9)
U x ¥ ok

A relacio WW ! = W—'W = I permite encontrar os blocos preenchidos por * acima.

X I-XY")V~™* Y I-Y'X)U'| |Io0
U -UY'V* V¢ _V*XU! o 1|’

Ainda, serd aplicada um transformacio de congruéncia T que satisfaz com R a restri¢do
R7T* = T*R, supondo a existéncia de uma matriz R como condicio, o que € abordado no final

desta secdo. As matrizes T e 7 sdo definidas como:

|10 (5.10)
Yy Vv '

e T =diag(T, T, I).

Ao usar a transformagao 7 na Condigdo (5.8), tem-se

1 Fg] Q[ Fg]" < FAWR + (F,WR)"
[T TFE Q[T TFp)" < TFAWRT" + (TF,WRT")"
&R TPT +¥RTQT* 0
0

PXP+ITRO 0
0 I1

1 TFp] I TFs)" < TF,WT'R + (FAWT*R)*

1 B I B < AR+ (AR), (5.11)
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onde foram substituidos A = TFAWT*, B = TFg, P = T.P7* e Q = 7.Q7}, com 7, =
diag(T,T).

Para que essa condi¢@o torne-se linear basta garantir entdo que os termos transformados A e
B sejam lineares, uma vez que P e Q passam a ser varidveis da restricdo e R é assumida constante.

A transformagdo do termo A = TF 4, W'T* serd feita por partes, como mostrado a seguir.

T 0 0 A TA
TF,=|10 T O -1 |=|-T
0 0 I C C

O termo T A foi desenvolvido em (5.12). A partir disso,

[ AX+B,H A +B,LC,

M YA + GG,
A=TF,WT* = ~X -1 ,
o/ -Y

| X +DpH C) +DyLC, |

em que foram feitas as substitui¢des

M = YAX+YB;D.C,X+VB.C,X+YB;C.U+ VAU
= YB;D.+ VB,

D.C,X +C.U

- D,

= YX+ VU.

N = T @
I

As quatro primeiras varidveis podem ser encontradas em uma mesma equagdo matricial como
se mostra em (5.13).

Essas substitui¢des tornam a restricao linear nas varidveis substituidas e permitem obter o
controlador invertendo-as, através da equacdo matricial (5.14).

Para o termo B = 7 F g, tem-se

T 0 O B
B=7Fg=|0 T 0 0
0 0 I D
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9¢

TA

WT*

TF,WT*

TF,WT*

Y V BCC2 AC
[ X (I-XY"Vv—= I Y| [ X 1
I U -uUyYy*v— O v¥| | U 0|
A +B,D.C, B-C.
YA +YB,D.Cy, + VB.C, YB,C.VA,
X I
g e
-Y -V
C,+D;:D.Cy D,,C,
AX +B,D.C, X + B,C.U
YAX +YB;,D.C:X + VB.C,X +YB,C. U+ VAU
-X
-YX-VU

Ci X+ D:D.CoX + Dy,C. U

1 0 A+B,D.C, B,C. | A +B,D.C, B.C.
- | YA+YB:;D.C, +VB.C, YB;C.VA,. |-

A +B,D.C,
YA +YA +YB,D.C, + VB.C,
—1
-Y
C, +D;:D.Cy

(5.12)



LS

g
= Q

Qp
o

[ YAX +YB,D.C,X + VB.CoX + YB,C.U+ VAU YB;D.+ VB,
D.C,X + C.U D.

[ YAX

0], [ YB:D.C:X +VB.C:X + YB,C.U + VAU YB,D. + VB,
0 0] D.C,X + C,U D.
(YAX 0] [V YB,|[B.CX+AU B,
o o]7|0o I D.C,X +C.U D,
YAX 0] [V YBy][A. B.][ U 0
o o]7|0o I C. D, || CX T

AR EREERIETE

|

(5.13)

(5.14)



Desenvolvendo T' B,

I O
Y V

B, + ByD.Dy;

TB = .
YB; + YB;D Dy + VB.Dy;

B:+BoD:Dy; |
BcD21

Usando as mesmas substitui¢des anteriores obtém-se:

B; + B;,LDy;
YB; + GDy;
B=TFgp= 0

0

| Dy + DpLDy; |

Assim, o problema de projeto de controle por realimentacdo de saida com faixa de freqiiéncia
limitada pode ser resolvido através de um problema de desigualdade matricial linear em que a
desigualdade a ser resolvida € (5.11), cujas varidveis sdo as matrizes reais M, G, H, L, X, Y,
Z ¢ W e as matrizes hermitianas P e Q, dado que Q > 0. As varidveis V e U sdo quaisquer
satisfazendo a relacdo Z = Y X + VU e as matrizes de estado do controlador sdo encontradas pela
Equacao (5.14).

E necessério lembrar que a matriz R, discutida em [22] e recomendada para o caso de o con-
junto A, ser todo o eixo de freqiiéncia (com € > 0 pequeno o suficiente para garantir estabilidade),
é

R=1[I € 0].

Para o caso de limitac@o entre duas freqiiéncias w; e wy, com w, = (w1 + ws)/2 tem-se
R=I0 0]
e para restri¢do em todo eixo exceto uma faixa entre w; € wsy, tem-se
R = [jwI I 0].

Para esses trés casos a restricdio R7* = T*R esta satisfeita.

5.6 Controle multiobjetivo

Se ha vérias restricdes em freqiiéncia diferentes no mesmo problema, o0 mesmo projeto pode
ser aplicado usando a restricdo matricial linear deduzida na se¢do anterior tantas vezes quantas

desejado. Assim, para se restringir ou otimizar faixas particulares de freqiiéncia por critérios dife-
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rentes, as faixas sdo especificadas por matrizes ®, e W, e as relagdes de entrada e saida sobre as
quais elas se aplicam sao especificadas pelas matrizes By, Cy, D1y e Dqs.
Portanto, para o projeto de controle com vdrias restricdes em regides de freqii€ncia diferentes,

basta resolver o conjunto de desigualdades (uma para cada indice k),

P, OP,+ V209, O

I8
L By 0 m,

[I Bk]* < ARy + (AkRk)* (5.15)

nas variaveis X, Y, Z, M, G, H, L, P, e Q,, para cada restri¢do k, descrita por matrizes ®;, ¥, e
I1; e uma relagdo particular de entrada e saida dadas por matrizes By, Cix, D11 € D1gy.

Assim, se se deseja minimizar a norma H,, para uma faixa de freqii€éncia como tnico obje-
tivo, escolhe-se a matriz IT conveniente (que depende do limitante para a norma, ) e resolve-se o
problema a seguir:

minimizar v
sujeitoa  (5.15),
em que a Restri¢do (5.15) € dnica (k = 1 apenas).

Para minimizar simultaneamente em duas faixas de freqii€ncia, pode-se escolher um limitante
para cada uma delas, ou o mesmo limitante . Ainda, ao se usar a norma H,., como medida para
as variagdes admissiveis do modelo e garantir robustez a perturbacdes (como explicitado na Secao
2.7), acrescenta-se um limitante particular (7,) para a faixa considerada e o par de entrada e saida
no qual estd modelada a incerteza (dado por matrizes By, Cyx, D115 € D19 particulares) na forma
de uma restricdo como (5.15) garantindo esse limitante (v < 1).

Quando ha mais de um objetivo de controle, optou-se neste trabalho por realizar uma combi-
nacdo particular deles, simplesmente escrevendo a fun¢do de minimizagdo como a soma de todos
os objetivos. Isso corresponde a aplicar o mesmo peso a todos eles.

Usando essas idéias, o problema de projeto com restricdes em freqiiéncia pode ser generica-
mente escrito como

minimizar Dok Vk

5.16)
sujeito a uma restri¢ao (5.15) para cada faixa de freqiiéncia. (

Desse modo, podem ser considerados vérios sinais de desempenho a ser otimizados usando varios

limitantes ;.

5.7 Condicao de estabilidade ou localizacao de polos

O lema GKYP (assim como o KYP) ndo impde a estabilidade ao sistema em malha fechada.

E preciso incluir em qualquer projeto a condigdo de estabilidade na forma de uma restricio extra
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como na secdo anterior. Os exemplos simples usados neste capitulo para explicar os lemas pos-
suem a estabilidade garantida pelo teorema de Lyapunov, bastando garantir a matriz da funcao de
Lyapunov positivo definida. Isso ocorria devido a forma que a restricdo matricial tomava com uma
desigualdade de estabilidade do tipo AP + P A no primeiro bloco.

A estabilidade é considerada aqui como um caso particular da alocacdo dos pélos de malha

fechada. Deseja-se garantir que os pélos de malha estejam no interior de uma regido dada por

p(s@p):[l s}@p[l sr<0.

0 1
10

essa restricdo corresponde a Re(s) < 0, ou seja, estabilidade. Para matrizes ®,, diferentes sdo

Para

¢_

p =

especificadas outras regides para os polos.

A desigualdade de Lyapunov para estabilidade pode ser escrita como

ATP+PA < 0

0O P

1 4] (14] <o

1 A|e,eP|1 A]* p(A®, o P) < 0.

E til notar que

Al -]

em que p e ¢ sdo explicitados a seguir.

I 1
ql
Usa-se o lema da projecdo (Lema 5) com sua matrizes subsituidas como

A] e J=| gt 4]

T=—-W, A=
-1

de modo que se tem a equivaléncia entre a condi¢do de existéncia de W e P > 0 tais que

i]W[—qI pI]—i—( i]W[—qI pID*

&, 0P <
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e as desigualdades
T AleeP[1 Al <0 e

pl
ql

Porém, ao contrdrio do problema com a matriz R apresentado na Secdo 5.5.2, p e ¢ podem

&, P

I *
ZI ] <0 (5.17)

ser escolhidos de modo que a Desigualdade (5.17) seja satisfeita para quaisquer ®,, e P hermitianas

com P > 0, ou seja,

[pI q1}¢p®P[pI qI: <0

[pI qI] [pI qI: < 0

P O

[pI qIHq*P p*P-
(pg* + qp")P

pq"+qp”

[p q}‘l’p[p qr

NN AN A
o o o o

com o P, definida para estabilidade e sabendo que P > 0.
Desse modo, produz-se o seguinte coroldrio:

Corolario 5 (ver [22]). As seguintes afirmagdes sdo equivalentes para uma dada matriz de sistema
A:

o Existe P = P* > 0 tal que p(A,®, @ P) < 0.

o Existem W = W* e P = P* > 0 tais que

fI]W[_qI p1]+< i]W[—qI pID*.

O Corolario 5 pode ser convertido em uma condi¢@o linear se W for definida como em (5.9)

P, 0P <

e for usada a tranformacdo de congruéncia 7, = diag(T,T) com T na forma (5.10). Obtém-se as

mesmas expressoes que as obtidas para o projeto com a diferenca de que a matriz [AT —-17 ¢

A
-1’

igual a F 4 a menos do dltimo bloco C, ou seja,

JFp =
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com J = [I 0]. Assim tem-se

WT™.

A
JTF,WT* =1, [

A A )
1.8, 9 PT* < 7[ I]W[—ql p1]7;*+<z[ I]W[—ql pl}T:>
b, 0P < JAS+ (JAS),
em que S = [—¢I pI].
Esta dltima condicdo € linear nas varidveis e permite escrever o coroldrio que inclui a restri¢ao

de estabilidade no projeto. Outras regides para os pélos também podem ser especificadas usando

outras matrizes ®, e S.

Corolario 6 (ver [22]). As seguintes restricoes sdo equivalentes para matriz de sistema A e dados

®,peq:
e Todos os polos de A estdo contidos na regido p(s,®,) < 0.

o Existe uma matriz hermitiana P, > 0 tal que
e, 0P < JAS + (JAS)",

desde que v*®,r < 0 comr = [p q|”.

5.8 Projeto de controle

Usando os resultados apresentados (mostrados em (5.16) e no Coroldrio 6) até aqui pode-se

escrever o problema de projeto com restri¢des em freqiiéncia de uma forma convexa como segue.

Projeto 4 (H., pelo lema GKYP). O problema é definido por especificacoes de restricoes em
fregiiéncia na forma de limites superior e inferior (podendo ser nulos ou infinitos) como wyy, e woy,
e uma matriz Wy, com um k para cada restrigdo.

Em cada k, se se tratar de uma restri¢do para garantir robustez, o correspondente valor vy, é
definido como uma constante que limita a incerteza. No caso de desempenho, ;. é uma varidvel e
a propia fungdo objetivo a ser minimizada. Minimiza-se a soma de todos os vy, quando a hd mais

de um desempenho.
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Para cada k hd uma restricdo de que existem matrizes hermitianas Py, e Q. > 0 tais que

P, 9P +¥,®9, O

I8
[ By] 0 m,

[I Bk]* < ARy + (.AkRk)*

Para garantir a estabilidade do sistema em malha fechada hd a restricdo de que existe uma

matriz hermitiana P, > 0 tal que
®,®P. < JAS+ (JAS)",
desde que v*®,r < 0comr = [pq]’,S=[—ql pI]e
0 1
P, = .

Ainda, as definicoes de 11, ®y e Wy, sdo construidas como explicitado neste capitulo. Para

-
szl Tk ]

projeto Ho,

0 I

Para especificagoes em baixa fregiiéncia (w1, = 0)

2
w 0
U, — 2k ’
; -1
em alta fregiiéncia (wo), = 00), i i
11|’
e em uma faixa de freqiiéncia,
. - —W1kWak —Jj(wik + war)/2
k= . .
J(wik + war) /2 —1

E as matrizes Ay e By, sdo definidas como

AX +B;H A +B,LGC, Bi; + B2LDy;

M YA + GC, YBy;, + GDoy
[Ax | Bi] = -X —1I 0 :
—7Z -Y 0

| CiuX +DioH Cyp + Dig LGy | Dyyy + Dy LDy |
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nas varidveis X, Y, Z, M, G, H e L. As matrizes By, Cii, D111 e D1oy sdo particulares para

cada restrigdo k.

5.9 Comentarios

O projeto de controladores baseado no lema GKYP mostra-se uma ferramenta versatil de
projeto, que permite especificar critérios diferentes em faixas de freqiiéncia diferentes e mesmo
combinar vérios deles em um mesmo projeto. Pode ser usado para garantir robustez ou desem-
penho, pois cada restri¢do € escrita na maneira como € conhecida, desfazendo a necessidade de
especificar filtros de ponderagdao que levam tempo para ser ajustados. Outra vantagem do método
€ que o controlador projetado possui a ordem da planta original. Ao usar filtros de ponderagdo, o
controlador possuiria a ordem da planta aumentada, maior do que a original pelas ordens dos filtros.
O método € apresentado aqui em uma formulacao matricial linear que € o enfoque deste trabalho.

Ao usar programas disponiveis para solu¢do de tais problemas, nota-se que as restricoes
criadas pelo lema de KYP produzem um grande nimero de varidveis auxiliares. Esse problema
numérico € estudado no trabalho [43] e um pacote computacional implementa as alteracdes da
estrutura do problema propostas ali. O pacote chama-se KYPD e estd disponivel para a interface
Yalmip (ver [27]).

Uma caracteristica da abordagem com os filtros de ponderacdo € que esta permite uma es-
pecificacdo que varia continuamente com a freqii€éncia. Isso pode ser preferivel quando a restricao

nao € especificada como uma regido em freqiiéncia mas como uma ponderagao.
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Capitulo 6

Resultados

6.1 Resumo

Sao realizados projetos de controle com e sem incertezas usando os conceitos apresentados
para duas configuragdes de sistemas mecanicos. Estes sistemas sdo um sistema de trés graus de
liberdade de massas, molas e amortecedores e uma viga engastada.

Os projetos realizados seguem a ordem de apresentacdo das metodologias ao longo do tra-
balho. Assim, realizaram-se um projeto H., simples, um projeto com filtros de ponderagdo e o
projeto usando as restri¢des obtidas do lema GKYP. A seqiiéncia ilustra os conceitos apresentados
respectivamente nos capitulos 2, 4 e 5.

Em todos os casos, realizou-se o projeto de controladores H,, por realimentciao de saida.
Nos casos de projeto de controle simples e com filtro, foi usada a func¢do de projeto do Matlab
hinfsyn, sempre com os valores padronizados de seus pardmetros, exceto pelo fato de usar o
método de solucao por desigualdades matriciais lineares. Para o projeto usando o lema GKYP, o
problema de otimizac¢ado com restri¢des matriciais lineares foi implementado e resolvido usando os
pacotes de soluc@o de problemas semidefinidos para Matlab chamados SeDuMi ( [41]) e KYPD
( [44]) usando a interface de problemas de otimizagdo para Matlab chamada Yalmip ( [27]).

Os modelos de estados dos controladores projetados neste capitulo sdo mostrados no Apén-
dice B.

6.2 Métodos de projeto
Sao consideradas trés abordagens principais de projeto de controle robusto nos exemplos de
simulacdo, além do projeto sem robustez:

e Projeto simples sem consideracdo de incerteza

Considera-se, para comparagdo, o projeto H., sem robustez, conforme mostrado no Projeto
1, na Secdo 2.6. Porém, foi implementado usando a fun¢do hinfsyn do Matlab, usando o

parametro de solucdo através de desigualdades matriciais lineares.
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e Projeto com filtros de ponderagdo

O projeto H, pode ser obtido pela solucao do problema apresentado no Capitulo 2, na forma
do Problema (2.13). Neste trabalho, a solu¢do deste problema foi encontrada usando a funcdo
do Matlab hinfsyn com o parametro que escolhe a solu¢do do problema por desigualda-
des matriciais lineares. Ao realizar o projeto com filtros de ponderacdo, portanto, usa-se a
mesma fun¢do sobre a planta aumentada (planta original com os filtros incluidos). A planta
aumentada € construida de acordo com a descri¢cdo da Secdo 4.6 e a Figura 4.6. A solugao é

descrita no Projeto 2, na Se¢do 4.7.

e Projeto com incerteza politopica

Ao usar incerteza politdpica, implementou-se o Problema (2.13) de projeto H,, em que ha
uma restricdo de desigualdade matricial (2.11) para cada vértice do politopo (uma restri¢ao
para cada sistema), encontrando um unico controlador. Uma fun¢do de Matlab usada para

essa finalidade € apresentada no Apéndice C implementando o Projeto 3, na Secéo 4.8.

e Projeto com restricoes em freqiiéncia

Para o caso do projeto sujeito a restri¢cdes em freqii€ncia a partir do lema GKYP (apresentado
no Capitulo 5), o problema a ser resolvido € dado por (5.16). Para o projeto com restricdes
em freqiiéncia é necessdrio incluir a condi¢do de estabilidade, juntamente com a restri¢cao
advinda do lema GKYP. Isso € feito acrescentando em cada problema de projeto a restri¢ao
do Coroldrio 6. A descri¢do geral é a do Projeto 4, na Secdo 5.8. E conveniente ressaltar
que os parametros p e ¢ apresentados no Projeto 4 se referem a condicdo de estabilidade
e ndo afetam diretamente o desempenho do controlador, apenas a estabilidade numérica da

implementacao.

Para solucao numérica foram implementadas diretamente em codigo de Matlab as desigual-
dades matriciais lineares correspondentes usando a interface Yalmip. A solugdo foi obtida
usando os pacotes de programacio semidefinida SeDuMi, e KYPD. E necessdrio notar que
o KYPD € um pacote orientado a problemas derivados do lema de KYP, o qual aplica trans-
formacdes que melhoram o condicionamento numérico do problema antes de repassa-lo para
que o SeDuMi o resolva (ver [43]). A principal funcdo implementada para essa abordagem é

mostrada no Apéndice C.

Se for considerado conveniente, essas abordagens podem ser combinadas em um mesmo

problema.
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Figura 6.1: Sistema de trés graus de liberdade de massas, molas e amortecedores.

6.3 Sistema massa-mola-amortecedor de 3 graus de liberdade

O caso fundamental de estudo deste trabalho é o de estruturas flexiveis. Essas possuem

modelos obtidos usualmente na forma

Mg + Gq + Kq = Bof

. (6.1)
y=C,q+C,q,

em que se tem as conhecidas matrizes de massa (M), amortecimento (G) e rigidez (K). Ainda, By
¢ uma matriz que define o vetor de entrada de forcas nos graus de liberdade do sistemae C, e C,
sdo matrizes que definem no vetor de saidas y as posi¢des e velocidades que se deseja monitorar.
O vetor q corresponde aos deslocamentos dos graus de liberdade do modelo da estrutura e q as
velocidades.

O objetivo deste trabalho € utilizar técnicas da programagao semidefinida para tratar desses
problemas de incertezas no modelo da planta com o objetivo de projetar controladores robustos.

Serdo abordados sistemas lineares descritos pela forma conhecida das equagdes de estado:

x = Ax+ Bu,
y = Cx+ Du,

sendo x o vetor de estado. E comum usar a seguinte representagio em espaco de estados para (6.1):

. ) I 0
X = X+ ’
-M'K -M"!'G M~'B,
- (6.2)
y = _ C, C, ] X + Du.

Neste caso, a matriz D € nula.

Considera-se o sistema mostrado na Figura 6.1, extraido de [15].

Para valores particulares dos parametros (m; = 3, my = 4, mg = 0,5, ¢ = 0,035, ¢ =
0,020, c3 = 0,160, ¢4 = 0,005, k1 = 8, ko = 5, k3 = 40 e k4, = 0) tem-se as matrizes de massa,
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rigidez e amortecimento, mostradas a seguir na forma (6.1):

3 0 0 0,0550 —0,0200 0
M=]104 0 , G = —-0,0200 0,1840 —0,1600
0 0 05 0 —0,1600 0,1605
13 -5 0
e K=| -5 45 —40 |,
0 —40 40
e as matrizes de entrada e saida,
00 0 01 0 00O
Bo=1|0 1], C, = C, = )
10 0 0O 0 01

As unidades de todas as gradezas neste exemplo sdo supostas no sistema internacional.

O sistema possui duas entradas (d e u, distirbio e sinal de controle) como for¢as no segundo
e no terceiro graus de liberdade e duas saidas que sdo respectivamente a posi¢ao e a velocidade do
terceiro grau de liberdade (g3 e ¢3). Isso é mostrado na Figura 6.1. Isso leva ao modelo (na forma
das Equagdes (2.1) usando a conversdao em (6.2)) dado por

A| B, B,
C,| 0 Dy |=
C, | Dy 0O
[0 0 0 1 0 0 Jo o ]
0 0 0 0 1 0o [0 o0
0 0 0 0 0 1 |0 0
| —4:3333  1,6667 0 —0,0183  0,0067 0 |0 o
T | 1,2500  —11,2500 10,0000  0,0050 —0,0460 0,0400 |0 0,2
0 80,0000 —80,0000 0 0,3200 —0,3210]2 0
0 0 1 0 0 0 |0 o0
0 0 0 0 0 1 o o |

Nesta forma, supde-se que a saida medida acessivel para o controlador € a velocidade do terceiro
grau de liberdade (¢3) e o desempenho a ser otimizado é a posicdo do mesmo grau (q3). As com-
paracdes antes e depois de aplicacdo do controle visam a verificar a mudanga de comportamento

entre o distirbio e o desempenho.
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Figura 6.2: Comparagdo entre os valores singulares com e sem controle para o exemplo do sistema
de trés graus de liberdade de trés graus de liberdade.

6.3.1 Projeto de controle

Projetou-se um controlador H,, com realimentacdo de saida usando a fun¢do hinfsyn do
pacote de funcdes de controle robusto do programa Matlab. A funcao foi usada com os parametros
nos seus valores padronizados. A malha fechada resulta num sistema cujo comportamento na
freqiiéncia € mostrado na Figura 6.2. Nota-se a grande reducdo do pico de resposta (a norma
‘H). Na verdade, houve eliminagcdo completa dos trés picos de resposta do sistema. O mesmo
comportamento € confirmado pela resposta no tempo a uma varredura senoidal até a freqiiéncia de
20 rad/s (Figura 6.3). A redug@o relativa na norma é (chamando de P(s) o sistema original e H(s)

a malha fechada com o controlador)

[H(5)]oo

= 4,7670E-3.
1P (5)loo

No entanto, esse resultado nio € realista do ponto de vista da maior parte dos experimentos
possiveis. Isso se deve principalmente ao sinal de controle, que para um projeto como esse se
torna de intensidade muito elevada em alguns instantes e muito rapido (contendo componentes
de freqiiéncias muito altas). Isso torna dificil especificar um atuador capaz de produzir tal sinal,
visualizado nas figuras 6.4 e 6.5. Particularmente, a Figura 6.5 mostra que o maximo valor singular

do controlador possui componentes de freqiiéncia muito elevada, ndo nulas até a ordem de 1ES

rad/s.
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Figura 6.3: Comparagao da resposta temporal a uma varredura senoidal até 20 rad/s para o sistema
de trés graus de liberdade entre os casos controlado e ndo controlado.
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Figura 6.4: Sinal de controle no tempo quando a entrada € uma varredura senoidal até 20 rad/s para
o sistema de trés graus de liberdade do exemplo. O sinal de controle é rapido, com componentes

de freqiiéncia bastante elevada.
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Diagrama de valor singular
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Figura 6.5: Diagrama de valor singular do controlador H ., projetado para o sistema de trés graus de
liberdade. Esse diagrama mostra a banda de passagem do controlador ultrapassando a freqii€éncia

de 1E4 rad/s.

6.3.2 Consideracao de robustez

Em analogia com a Figura 3.4, o sistema de trés graus de liberdade pode ser representado
na forma de um diagrama de blocos em que os parametros de massa, rigidez e amortecimento
sd0 matriciais, bem como as incertezas. Uma alteracdo sobre esse diagrama leva ao diagrama
correspondente com as incertezas convenientemente posicionadas para serem escritas como uma
realimentacdo na forma de transformacao linear fracional, como se vé na Figura 6.6.

A Figura 6.6 explicita a relacdo de realimentacdo entre o sistema nominal com as saidas e
entradas extras relacionadas as incertezas (F') e o sistema externo, que representa as incertezas
(A). Esse modelo visa projetar um controlador que considere as variagdes e obtenha reducao na
vibragdo. O sistema modelado dessa forma possui entradas de distirbio externo (d, neste caso
de dimensdo 1), de incerteza (w, de dimensao 3) e de controle (u, de dimensao unitaria). Dessa
forma, pela idéia de incluir desempenho de vibracdo e robustez em um mesmo critério de norma
'H~ (a que chamamos sensibilidade mista), produzem-se dois critérios de desepempenho (z; para

incerteza e zo, para vibragdo). As equagdes correspondentes a este diagrama podem ser escritas
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Figura 6.6:
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Utilizando as matrizes ja conhecidas do sistema, podem-se escrever as matrizes de represen-

tacdo de estados na forma padrao para este sistema com a realimentacao de incertezas. Ao realizar

um projeto H,, simples com a configuracdo de incertezas mostrada, pode-se garantir estabilidade

para variacdes com norma H,, da incerteza Delta limitadas a unidade.

6.3.3 Projeto de controle robusto com filtro

Para contornar os problemas de um projeto sobre o sistema nominal, tenta-se o projeto ro-

busto. Para esse sistema de trés modos, optou-se por minimizar a vibragdo garantindo robustez
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Figura 6.7: Configuracdo de controle no projeto robusto para o sistema de trés graus de liberdade.
O filtro de controle é colocado no sinal z3 convertendo-o em um sinal de desempenho zs.

Tabela 6.1: Parametros do filtro usado no sistema de trés graus de liberdade no projeto H., com
filtros.

filtro | ¢ M w. k tipo
W, |1 1000 5 6 passaalta

as incertezas descritas na Secdo 6.3.2. Se se supdem variagdes paramétricas, independentes da
freqiiéncia, ndo ha necessidade de filtros para a incerteza. Entretanto, para garantir limitagao no
esforco de controle, usa-se um filtro (W), que produz mais um sinal de desempenho a ser conside-
rado. O filtro para o sinal de controle admite uma colocagdao com a planta descrita pelas Equacoes
(6.3) como mostrada na Figura 6.7 e comparada na freqiiéncia na Figura 6.8.
A Tabela 6.1 mostra os parametros utilizados para o filtro, de acordo com a defini¢ao forne-
cida na Secdo 4.6 e em [47].
O resultado para o sistema controlado € mostrado na Figura 6.9, com uma redugao relativa
na norma H,, de
M = 7,5303E-3.
1P ()]l
O projeto garante reducdo da vibragdo mesmo sob variagdes de massa, rigidez e amortecimento e
garante limitacdo no esforco de controle. A redugdo é conseqiientemente menor do que no caso
ndo robusto. E, porém, factivel. O primeiro pico é muito mais relevante e é mais afetado do que os
outros.
A resposta a varredura senoidal até 20 rad/s € mostrada na Figura 6.10, mostrando a reducdo
na vibracdo no dominio do tempo. A freqii€éncia mais baixa de pico € praticamente eliminada,
de acordo com a Figura 6.9. Resta a componente associada ao segundo pico, menos afetado pelo

controle.
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Diagrama de valor singular
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Figura 6.8: Comparacgdo entre os valores singulares da planta e do filtro de ponderacio W, para o
sistema de trés graus de liberdade. O filtro é colocado no sinal de controle como na Figura 6.7 para

garantir um projeto factivel, com esforco limitado.
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Figura 6.9: Comparagdo das respostas em freqiiéncia antes e depois do controle para o modelo de

trés graus de liberdade.
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Figura 6.10: Resposta temporal com uma entrada em varredura senoidal até 20 rad/s para o sistema
de trés graus de liberdade.

O correspondente sinal de controle estd na Figura 6.11. A amplitude € consideravelmente

menor em comparacdo com o projeto sem filtros da Sec¢do 6.3.1 e o sinal de controle é também

mais lento.

E interessante notar a limitacdo em freqiiéncia proveniente do emprego do filtro de ponde-
racdo: o valor singular do controlador (mostrado na Figura 6.12) estd abaixo de -10 dB a partir
de 10 rad/s e decresce significativamente com a freqiiéncia. Isso indica um projeto de controle
passivel de implementacdo, pois o atuador necessario para produzir o sinal de controle ndo ne-

cessita de energia ou velocidade demasiadamente elevadas. A banda de passagem do controle é

significativamente reduzida em comparacdo com o projeto H,, simples.
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Figura 6.11: Sinal de controle no dominio do tempo para o sistema de trés graus de liberdade sob

a varredura senoidal até 20 rad/s.
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Figura 6.12: Diagrama de valor singular do controlador para o modelo de trés graus de liberdade.

76



Tabela 6.2: Pardmetros do filtro usado no sistema de trés graus de liberdade no projeto com incer-
teza politopica.

filtro| ¢ M w. k tipo
W, [ 0,1 100 50 3 passaalta

6.3.4 Projeto usando incerteza politopica

Uma maneira de considerar a incerteza nos parametros de massa, rigidez e amortecimento é
utilizar a incerteza politopica. Como se tratam de parametros matriciais, seria possivel considerar
a variacdo de cada elemento independentemente. Porém, isso levaria a um nimero computacio-
nalmente proibitivo de vértices para o politopo de incertezas. Para este exemplo de simulagdo,
consideraram-se variagdes simultdneas nos elementos de cada matriz com 1% para a matriz de
rigidez e 5% para a matriz de amortecimento.

A geracdo do politopo consiste em aplicar essas variagdes percentuais para mais € para menos
em cada matriz e produzir um novo sistema linear em cada caso. Ao final, tem-se quatro sistemas
que sdo vértices do politopo de sistemas possiveis.

O resultados sdo mostrados com dois sistemas dos vértices do politopo, na ordem:
1 Modelo com a matriz de rigidez reduzida de 1%.
2 Modelo com a matriz de amortecimento reduzida de 5%.

Para garantir limitag¢do do esfor¢o de controle, usa-se um filtro na forma da Figura 6.7, porém
sem os canais de incerteza (w e z;), uma vez que a varia¢do € considerada na forma politépica. Os

dados do filtro de ponderacio sao mostrados na Tabela 6.2. A reducio relativa na norma H,, € de

[H(5)]]oo

T = 5,3309E-2,
1P ()l oo

Os resultados de controle sao mostrados nas figuras 6.13 e 6.14. O projeto garante reducao da
vibracdo sob variacdes de rigidez e amortecimento e garante limitacdo no esfor¢o de controle. O
projeto mostra conservadorismo em relagdo aos outros. Sao apresentados dois vértices do politopo
para teste.

A resposta a varredura senoidal até 20 rad/s é mostrada na Figura 6.15, e o sinal de controle
estd na Figura 6.16. O projeto € menos eficiente (ou mais conservador) no sentido de reducdo da
vibragao.

A Figura 6.17 mostra que o sinal de controle possui freqiiéncia limitada. A introducio do

filtro de controle no projeto garante essa restri¢do e a estabilidade do controlador.
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Figura 6.13: Comparacao das respostas em freqiiéncia antes e depois do controle para o modelo de
trés graus de liberdade.
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Figura 6.14: Comparacao das respostas em freqiiéncia antes e depois do controle para o modelo de
trés graus de liberdade. Detalhes dos picos mais afetados sdo evidenciados na Figura 6.13.
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Figura 6.15: Resposta temporal com uma entrada em varredura senoidal até 20 rad/s para o sistema
de trés graus de liberdade. Novamente, sio mostrados os resultados de atenuagdo para a malha

fechada com dois vértices do politopo.
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Figura 6.16: Sinal de controle no dominio do tempo para o sistema de trés graus de liberdade sob
a varredura senoidal até 20 rad/s. A limita¢do em amplitude e velocidade do sinal de controle foi

obtida.
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Figura 6.17: Diagrama de valor singular do controlador para o modelo de trés graus de liberdade.
As caracteristicas de limitacao estdo presentes (banda de passagem e amplitude limitadas).
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Figura 6.18: Esquema da viga engastada.

6.4 Modelo experimental de uma viga metalica

Uma andlise semelhante pode ser conduzida para um sistema um pouco mais complexo e
mais proximo dos problemas encontrados no controle de vibragdes em estruturas flexives. Toma-se
uma viga simplesmente engastada atuada por cerdmicas piezoelétricas e tendo como saida a me-
dida da aceleracdo na extremidade através de um acelerdmetro, ja explorada no trabalho [25], que
descreve a configuracdo e a montagem do equipamento. O modelo encontrado por meio de um al-
goritmo de identificacdo comum para estruturas flexiveis (algoritmo de realizacdo de autosistemas,
implementado conforme [4,46]) é mostrado no Apéndice A. Um esquema da planta € mostrado na
Figura 6.18.

Salienta-se que a ordem desse modelo (12) foi escolhida usando o algoritmo de identificagao
de modo a contemplar a faixa de freqii€ncia desejada.

No projeto de controle para essa planta, o objetivo € minimizar a vibracado medida pelo ace-
lerdmetro. Sabe-se que a planta real possui infinitos modos de vibracdo e o projeto deve garantir
robustez a essa variacdo. Ainda, outra restricdo € a de que o controlador deve produzir um sinal
passivel de implementagao, com limitacdo em amplitude e velocidade.

Assim, o primeiro projeto realizado a seguir visa minimizar a vibracao sem consideracao de
incerteza. Em seguida, é possivel o projeto robusto impondo restri¢des sobre a variagdo da saida

da planta e do esfor¢o de controle.

6.4.1 Projeto de controle

Usando o projeto de controle H ., convencional, mostrado no Projeto 1, a resposta do sistema
pode ser comparada entre os casos com e sem controle utilizando o médulo da fungdo de resposta
em freqii€ncia e a resposta temporal a uma varredura senoidal. Nota-se o efeito do controle obser-
vando as figuras 6.19 e 6.20.

O resultado € excelente do ponto de vista de controle de vibra¢do, com a relagdo entre as
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Figura 6.19: Comparacao das respostas em freqiiéncia antes e depois do controle para o modelo da

viga.
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Figura 6.20: Resposta temporal com uma entrada em varredura senoidal linear de 0 até 4000 rad/s

para o modelo da viga.
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Figura 6.21: Diagrama de valor singular do controlador mostrando a banda de passagem para o
exemplo da viga. O sinal de controle produzido por esse controlador nao € passivel de implemen-
tacdo devido a sua velocidade.

normas dada por
IH(s)loc
1P ()]l

Porém, como no exemplo da Secao 6.3.1, o sinal de controle possui comportamento muito rapido,

= 0,01115.

como pode ser visto nas figuras 6.21 e 6.22. Observa-se na Figura 6.21 que o controlador possui
resposta de grande intensidade para freqiiéncias muito elevadas.

Neste caso, uma vez que se trata de um modelo obtido de dados experimentais e pela ins-
trumentacdo utilizada para o controle, sabe-se (de acordo com [25, 28]) que tal sinal de controle
nao pode ser reproduzido pelos atuadores usuais. Assim, o controlador projetado ndo € passivel de
implementacdo prética.

Outra questao de importancia € o fato de que a planta modelada aqui € uma estrutura flexivel
real e possui, como ja dito, ordem infinita. O controlador projetado para essa planta pode ndao
estabilizar a planta real que possui mais modos de vibracao e mais picos. Para ilustrar isso, toma-se
o controlador projetado anteriormente e, em simulagao, tenta-se fechar a malha com outro modelo
representando a mesma planta porém, com ordem mais elevada, ou seja, incluindo comportamento
da planta real em outras freqii€ncias.

Vé-se na Figura 6.23 a comparagdo das fungdes de resposta em freqiiéncia para as duas
entradas do sistema com os dois modelos identificados.

Ao montar a configuracio de controle usando o controlador anterior com a planta de ordem
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Figura 6.22: Sinal de controle no dominio do tempo para o modelo da viga como resultado da
varredura senoidal linear de disttirbio de 0 até 4000 rad/s.
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Figura 6.23: Compara¢do dos modelos identificados para a viga com ordens 12 e 16. Nota-se um

modelo mais complexo e com ordem maior.
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16 (que representa, em principio, 0 mesmo sistema) obtém-se um sistema em malha fechada com
os seguintes polos:

—9,15 + 5,23e2j
—3,36 £ 8,68e2j
—7,82el £ 9,63e2j
—2,81 +1,30e3y
—6,84 + 1,50e3y
—6,06el £ 1,69e37
—2,03 £ 1,83e3;
—1,78e2 + 2,21e3j
—9,60 +£ 2,36e37
—4,53 + 2,43e3y
—7,54el £ 2,59e3)
—5,16 + 3,13e3y
7,78e3 +4,11e3y
—3,37e4
—5,48e15

0 que revela um sistema instavel.
Este resultado corresponde a um controlador projetado que nao contempla a incerteza dind-

mica da planta. Esse problema constitui uma das questdes centrais do controle robusto.

6.4.2 Consideracao de robustez

Como ja dito, o sistema original, a partir do qual se obteve este modelo, contém modos
de vibracdo ndo modelados. Ou seja, polos e zeros da representacdo que ndo estdo incluidos no
modelo. Para ilustrar este fendbmeno chamado de incerteza dinamica, pode-se truncar o modelo
presente, reproduzindo a situagdo em que o sistema tivesse sido identificado com ordem ainda
menor. A comparacdo entre os dois modelos no diagrama de valor singular mostra os modos
desprezados. Para o caso da Figura 6.24 o modelo de ordem 12 é comparado com um modelo de
ordem 6, e na Figura 6.23 compara-se o modelo usado no projeto com um de ordem maior.

A incerteza dinamica corresponde a essa parcela da funcao de transferéncia desprezada. Essa
diferenca pode ser resultado de um simplificacdo feita para reduzir o sistema matematicamente e
tornar o projeto de controladores e a andlise mais tratdveis ou pode advir da falta de conhecimento
completo sobre sistema, como ja citado. Nas secoes 6.4.3 e 6.4.4 verifica-se que considerar a
incerteza dindmica, na forma de filtros de pondera¢@o ou usando restri¢des em freqii€éncia, permite

obter projetos estaveis.
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Figura 6.24: Incerteza dinamica no modelo da viga quando sdo comparados os modelos de ordens
diferentes.

6.4.3 Projeto de controle robusto com filtros

Um projeto robusto também pode ser adotado para o modelo da viga. Foram projetados os
filtros, projetou-se o controlador e os resultados sdo mostrados nas figuras 6.25, 6.26, 6.27, 6.28 e
6.29. Essas figuras apresentam respostas de malha fechada usando o modelo de ordem 16 com o
controlador projetado sobre o modelo de ordem 12, o que configura a incerteza dindmica. Ambos
os modelos para a viga sdo apresentados no Apéndice A.

Na Figura 6.25 nota-se que neste modelo os modos estdo mais préximos uns dos outros do
que no exemplos da Secdo 6.3.3. Por isso, filtros de quarta ordem foram usados. Foi suposto que
tal configuragdo era suficiente, em que se objetivou controlar os modos que aparecem neste modelo
de ordem 12, considerando os outros na representados neste modelo como incerteza dindmica. A
influéncia do controle é desigual entre os picos, como se vé nas figuras 6.26 e 6.27.

A redugdo da norma H,, é dada por

H(5)loo

= 0,13460.
1P (5)]]oo

Os parametros que definem os filtros de ponderacdo deste exemplo sdo mostrados na Tabela
6.3. Os filtros de saida e de distirbio (W, e Wq) s@o escolhidos do tipo passa-baixa para concen-
trar o esforco de controle na regido dos picos modelados e gararantir robustez. O filtro de controle

(W) é escolhido um passa-alta para limitar a amplitude do sinal de controle em altas freqii€ncias.
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Figura 6.25: Comparacgdo entre os valores singulares da planta e dos filtros para o modelo da viga.
Assim, como no exemplo anterior, enfatiza-se tanto a otimizacdo da saida quanto o esforco de
controle sobre uma certa regido. Sao mostrados os filtros de distirbio (Wy), de controle (W) e

de saida (Wy).

Tabela 6.3: Parametros dos filtros usados no modelo da viga.

filtro | € M w. k tipo
W, | IE-4 0,01 4E3 4 passabaixa
W, 1 100 1E3 4 passaalta
W4 | 0,01 10 1E3 4 passabaixa
W, | 0,01 0,01 - 0 constante

Supde-se ainda que o ruido de medi¢do é uniformemente distribuido, escolhendo uma constante

para o filtro W,,.
O controlador obtido com esse projeto € implementavel usando atuadores de ceramica piezo-

elétrica, como usados na identificacio.
E necessério lembrar que a mesma varredura em freqii€éncia usando uma sendide de freqiién-

cia linearmente varidvel até 4000 rad/s € o sinal de entrada nas figuras 6.27 e 6.28.
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Figura 6.26: Comparacdo das respostas em freqii€ncia antes e depois do controle para o modelo da
viga. O controlador apresentou um efeito maior nos ultimos picos, relativos ao modelo de ordem
12, para o qual foi projetado. Houve ampliacdo de picos ndo modelados.
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Figura 6.27: Resposta temporal com uma entrada em varredura senoidal linear de 0 até 4000 rad/s
para o modelo da viga. Neste grafico, em que a freqiiéncia varia com o tempo, torna-se nitido quais
picos sdao mais afetados pelo controle: o sexto e o sétimo, com um resultado menor nos outros.
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Figura 6.28: Sinal de controle no dominio do tempo para a entrada de varredura senoidal até 4000
rad/s no modelo da viga. A amplitude é menor em comparacdo com o projeto sem filtros e a
intensidade diminui nas freqii€ncias mais altas.
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Figura 6.29: Diagrama de valor singular do controlador para o modelo da viga. Em todo o eixo, a
intensidade é baixa (abaixo de -45 dB) e decresce abruptamente para freqiiéncias muito altas.
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6.4.4 Projeto usando o lema GKYP

O método descrito neste capitulo para o projeto foi aplicado ao exemplo da viga metélica ja
abordado. Considerou-se o 'H ., como critério de controle e duas saidas de desempenho com faixas
de freqiiéncia diferentes para cada desempenho.

Para otimizac¢do da resposta, aplicou-se a minimizacao da norma H,,, sobre a aceleracdo da da
planta entre as freqii€éncias 1000 e 4000 rad/s. Como segundo sinal de desempenho foi usado o sinal
de controle com o objetivo de otimiza-lo nas freqiiéncias a partir de 1E4 rad/s, com a intengao de
limitar sua atuag@o. Os pardmetros para o critério de estabilidade usados no Projeto 4 sdo p = 0,002
e ¢ = —550 usando o programa KYPD. Esses parametros t€ém pouca influéncia no desempenho,
afetam a estabilidade numérica do projeto e sdo encontrados por tentativa e erro a partir de valores
iniciais 1 e —1.

A Figura 6.30 mostra o resultado de controle obtido e a Figura 6.33 mostra a limitacao do
esfor¢co do controlador obtida com o segundo critério de desempenho. A Figura 6.30 mostra a
redugdo de todos os picos, exceto do primeiro, que era o mais fraco. A reducdo da norma H,, €
dada por

M = 0,10800.

1P ()]l
Ainda, as figuras 6.31 e 6.32 apresentam a resposta e o sinal de controle para a varredura senoidal
linear até 4000 rad/s.

E importante notar mais uma vez que este controlador possui a ordem da planta e nio uma

ordem aumentada pelos filtros de ponderacao.
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Figura 6.30: Resposta antes e depois do controle usando o método baseado no lema GKYP para o
modelo da viga. A regido de projeto para minimizar a vibracao foi entre 1000 e 4000 rad/s e limitar
o sinal de controle a partir de 1E4 rad/s. Todos os picos foram reduzidos, exceto o primeiro, que

foi ampliado.
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Figura 6.31: Resposta temporal com uma entrada em varredura senoidal linear de 0 até 4000 rad/s
para o modelo da viga. O mesmo efeito de controle mostrado na Figura 6.30 é evidenciado no

dominio do tempo.
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Figura 6.32: Sinal de controle no dominio do tempo para a entrada de varredura senoidal até 4000
rad/s no modelo da viga. Considera-se o projeto de controle do lema GKYP. O sinal do controlador

€ baixo para altas freqiiéncias.
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Figura 6.33: Valores singulares do controlador projetado pelo método baseado no lema GKYP para

a viga.
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6.5 Comentarios

Este capitulo apresentou dois exemplos de plantas sobre as quais foram executados projetos
'H., com diferentes abordagens e niveis de complexidade. Apoiado nos conceitos apresentados
em outros capitulos, mostrou-se a necessidade de se contemplar incertezas no projeto de controle
e como tal consideragdo € aplicada. As vantagens da abordagem mais recente, apresentada no

Capitulo 5, baseada no lema GKYP sdo mostradas comparando os projetos qualitativamente.
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Capitulo 7

Experimento de controle com uma bancada de sistema torcional

7.1 Resumo

Apresenta-se uma bancada para testes de projeto de controle para a qual foi testado o método
apresentado no Capitulo 5: o controle H, com restri¢des em freqiiéncia. Trata-se de um sistema de
dois graus de liberdade (dois discos) com uma mola torcional entre eles. Cada disco possui um freio
magnético e um dos discos é acionado por um motor elétrico de corrente continua. As posicoes
sd@o medidas usando transdutores do tipo encoders. O sistema € operado usando um sistema de
aquisicao de dados em computador e o programa LabVIEW. Circuitos de poténcia de regulacdo de

largura de pulso sdo usados no acionamento tanto do motor quanto dos freios.

7.2 Planta

7.2.1 Descricao

Descreve-se aqui um bancada desenvolvida na Faculdade de Engenharia Mecanica da Uni-
camp com o objetivo de ser usada para testes de controle e aquisi¢do de dados e em aulas das
disciplinas de Laboratério de de Controle de Sistemas e Aquisicdo de Dados para o curso de gra-
duagdo em Engenharia de Controle e Automacao.

O esquema de montagem mostrado na Figura 7.1 € descrito a seguir e a bancada é mostrada

na Figura 7.2.

Montagem mecanica

A bancada consiste de dois discos unidos por uma mola de tor¢ado posicionados verticalmente.
Os discos representam graus de liberdade do sistema dinamico. O disco inferior estd acoplado
de forma rigida a um motor de corrente continua. Os discos sdo instrumentados por encoders
acoplados por correias aos respectivos eixos. A bancada possui dois freios magnéticos, um para

cada grau de liberdade. O uso desses freios € descrito a seguir.
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Figura 7.1: Diagrama de montagem das componentes da bancada torcional.

Figura 7.2: Bancada torcional.
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Acionamento

Para acionar eletricamente tanto o motor quanto os freios sdo usados circuitos de poténcia
baseados em modulacdo de largura de pulso (PWM - Pulse Width Modulation). O mesmo circuito
€ usado em todos os casos e possui trés entradas de sinal, a entrada de alimentacao bipolar e dois
polos de saida de alimentag¢do que devem ser ligados ao que se deseja acionar.

Os trés sinais de controle sdo chamados PWM, dire¢do e terra. O sinal de terra € a referéncia
de tensao fornecida para os outros dois, o sinal chamado PWM ¢é um sinal de caracteristicas de
l6gica digital (TTL), entre 0 e 5 V, de uma onda quadrada que se supde que serd de periodo cons-
tante mas de ciclo de trabalho (razdo entre tempo em sinal alto e periodo) controlado de modo a
regular a saida de alimentac@o. O sinal de direcdo indica se a alimentacdo € positiva ou negativa.
Assim, a saida de alimentagdo serd um sinal de poténcia que tem a tens@o aproximadamente igual a
alimentacdo de entrada e tem forma de um sinal em modulagdo de largura de pulso do sinal PWM
de entrada e o sinal de tensao (positiva ou negativa) dado pelo sinal de direcao.

Usando esse circuito de acionamento, os sinais analdgicos sdo convertidos em sinais de
PWM. Supde-se um sinal limitado entre -1 e 1. A polaridade desse sinal (qualidade de ser po-
sitivo ou negativo) é transferido para o sinal de dire¢do na entrada do circuito na formade Oou 5 V.
O médulo desse sinal € interpretado como uma porcentagem do ciclo de trabalho. Desse modo, a
poténcia fornecida pelo circuito € proporcional ao médulo do sinal de entrada original, ou seja, ao
ciclo de trabalho do sinal de PWM. Uma conseqiiéncia dessa abordagem € que os sinais destinados
ao controle do acionamento devem estar limitados entre -1 e 1.

Por exemplo, se se deseja que o motor gire com maxima poténcia para um dada tensio,
alimenta-se o circuito de acionamento com essa tensdo e se produzem tanto o sinal de diregdo igual
a 0 ou 5 V (conforme o sentido de rotagdo) quanto o sinal de PWM que € uma onda quadrada de
100% de ciclo de trabalho, que corresponde ao um sinal constante de 5 V. Para uma alimentacdo
varidvel, variam-se os sinais de PWM e dire¢@o. Para produzir tais variagdes e ainda medir os sinais

de posi¢do dos encoders, utiliza-se um sistema de aquisi¢ao de dados.

7.2.2 Aquisicao de dados e controle

O sistema de aquisi¢ao de dados € contido na placa PCI-6521 (ver [31]) fabricada pela Na-
tional Instruments e integrado com o programa do mesmo fabricante, o LabVIEW, na versao 8.0.
Esse programa permite uma programacao visual baseada no conceito de orientacdo ao fluxo de
informacoes (ver [30]), usando um diagrama elaborado no monitor. Usando o LabVIEW foram
programadas interfaces que permitem acesso as posi¢des medidas nos encoders, a corrente e tensao
medidas nos motores e ainda gerar os sinais que controlam os circuitos de acionamento. Isso € feito

usando a légica particular da programacdo visual, e implementa a comunicagdo com o hardware
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Tabela 7.1: Parametros e varidveis do modelo matematico da bancada.

Simbolo Significado
JieJy momentos de inércia dos discos
c1 € Co constantes de amortecimento dos discos
CreCy constantes de amortecimento dos freios
k constante elastica da mola
0, e 0y posicdes dos discos
V, Vi eVy, tensdes no motor e nos freios
K constante mecanica do motor
R resisténcia do motor
L indutancia do motor

de aquisic¢do e as operacdes matematicas necessarias.

No caso do projeto de controle descrito a seguir, o controlador resume-se a uma fungdo
matematica das saidas medidas (posi¢des) para produzir da maneira indireta descrita na Secdo
7.2.1 os sinais que controlam os circuitos de acionamento. Outros sinais também sao gerados com
a funcdo de entradas exdgenas ao controle.

A implementagdo do controlador no programa ¢é facilitada pelo pacote do LabVIEW espe-
cifico para controle de sistemas dindmicos (Control Systems Toolbox, [19]). Sem tal pacote seria
necessario implementar o controlador usando opera¢des matematicas mais elementares, presentes

no programa.

7.2.3 Modelo matematico

O modelo matemético da bancada é obtido a partir do esquema da Figura 7.3. E suficiente
escrever as equacdes mecanicas de movimento para cada um dos discos e a equacdo elétrica do
motor. Os simbolos mostrados na figura sdo definidos na Tabela 7.1. A modelagem é a comum
para motores de corrente continua, apresentada em [13].

Para o motor, o torque ¢ dado como produto da constante eletromecanica pela corrente (/;7) e
a forca contra-eletromotriz, como a constante de conversao eletromagnética pela velocidade angular
(K,,01). Como é usual para motores de corrente continua, supde-se que as duas constantes do motor
sdo iguais, K, = K; = K.

As equagdes para a bancada sdo:

Li+Ri+K6 =V, (7.1)
Jlél + Clél + k:(@l — 92) = Ki— CVflél, (72)
Jgég + Cgég + ]{5(92 — 91) = —thég. (73)
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Figura 7.3: Esquema para modelagem da bancada torcional.

Os freios produzem um torque resistente proporcional a corrente que passa por eles e a ve-
locidade dos discos (ver [3]). Por isso, esse torque é escrito como o produto de uma constante
pela tensdo de alimentagdo pela velocidade. Dessa forma, pode-se escrever que o torque do freio
¢é proporcional a velocidade apenas quando se supde que a alimentagcdo é um parametro arbitrério.
Na pritica, a alimentagao sera regulada para que o efeito do freio seja o de variar o amortecimento
do sistema: com um freio ligado, tem-se um sistema mais amortecido do que sem freio. Esse efeito
¢ modelado por uma constante para cada um deles. Desse modo, C; = CVy, e Cy = CVy,.

O modelo € escrito entdo como

Li+Ri+ K6 =V, (7.4)
Jlél + (Cl —+ Cl)él + ]{3(91 — 92) = KZ, (75)
JQéQ -+ (CQ —+ 02)92 + ]{5(92 — 91) = 0. (76)

Este modelo da bancada € simplificado para este trabalho de duas maneiras. Uma simplifica-
¢do que reduz uma equagdo dinadmica € a de desprezar a dinamica elétrica do motor, supondo que
o tempo de resposta necessdrio para carregar a indutancia de armadura é muito menor do que os
outros tempos considerados. Dessa forma, a indutincia do motor € desprezada, L = 0. A outra
simplificagdo € algébrica, e em vez de incluir no modelo como estados as posi¢des e velocidades
dos discos, inclui-se apenas o deslocamento angular (diferenga das posi¢des) e as velocidades. Isso
€ viavel porque o objeto de controle a seguir serd a diferenca angular e ndo as posi¢des. Essa
simplificacdo € sugerida em [1].

Ao desprezar a indutancia na Equacao (7.4), esta se torna uma equacdo algébrica na varidvel

da corrente e esta pode ser eliminada como

. V- Kb

i = (7.7)
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A Equacao (7.5) passa a ser

2

.. K=\ . K
J1¢91 -+ (Cl —+ Cl -+ F) 91 —+ ]{7(91 — 92) = EV (78)

Para obter o modelo da forma padrao de espacgo de estados, definem-se os estados

r1 = 6 — 0y
Ty = 0, (7.9)
Tr3 = 92.

A partir dos estados definidos em (7.9) e das equacdes (7.7), (7.8) e (7.6), o modelo de estados
¢ dado por (definindo a entrada u = V')

[ij’l 0 1 -1 T
. c 2
iy — _Jﬁl _(1+ClJ—il-K /R) 0 2
1’3 % 0 —% ZT3
0
+| 2 | w (7.10)
0
x1
y=[100]]a],
Zs3

em que se considerou a diferenga angular da mola como saida.

Pode-se considerar a atuacdo dos freios como um parametro que varia por influéncia externa,
e neste caso, as constantes C'; e C; no modelo, que valem para valores particulares de alimentagao
V¢, eV}, devem variar quando se variarem as tensoes. Define-se, para facilitar os projetos, uma
entrada para cada freio entre 0 e 1 que representa uma fragao da alimentacio em cada freio para a

qual o amortecimento encontrado é maximo, ou seja, aquele fornecido pela constante C; ou Cs.
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Com essas novas entradas, f; e f2, 0 modelo € escrito como

iy 0 1 ~1 2
Ty = —Jﬁl —% 0 T
iy - 0 - T3
0 0 0
+| g |ut | =G A+ =% | f (7.11)
0 0 0
T
y = [100]]a
T3

7.2.4 Identificacdo do sistema

Os parametros do modelo mostrado em (7.11) foram determinados usando testes que os iso-
lavam. Para os parametros do motor (L, R e K), foram realizados os testes comuns para motores
de corrente continua, apresentados em [13].

Para o restante dos parametros (.J1, .J5, ¢, ¢o € k,) foram realizados trés testes. Um deles com
o motor ligado e esperando o sistema atingir regime permanente, com os freios desligados. Para
esse caso, as aceleracdes dos discos sao nulas (él = 52 = (), as velocidades sdo constantes e iguais
(01 = 05 = 0) e as posi¢des possuem uma diferenca também constante (0; — 0 = A#).

Assim, as equacdes de movimento para regime permanente de aceleracao tornam-se as se-

guintes equacoes:

K?\ . K
(cﬁ—F)@%—k‘AH _ AV (7.12)

e — kA = 0. (7.13)
Somando as equagdes (7.12) e (7.13) tem-se

16 + c20 = %(V — K6). (7.14)

Os outros dois testes, também com os freios desligados, foram realizados da seguinte ma-
neira: primeiro prende-se o disco superior (disco 2) e se aplica manualmente uma condicao inicial
ao disco inferior com o motor desligado para medir parametros de freqiiéncia natural e fator de

amortecimento. Em seguida, repete-se o procedimento com os discos invertidos. Nas equacdes de
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movimento, as respostas as respectivas condi¢des iniciais sao descritas como

2

J181 + <01 + ?> 91 + /{381 = 0, (715)

Jgég + 0292 + k‘eg = 0. (716)

As freqiiéncias naturais e fatores de amortecimentos medidos nas respostas levam as relacoes:

E o= W, (7.17)
ko= wils, (7.18)
= 2&GwnJr — %2, (7.19)
co = 2&wpads. (7.20)

As equacdes (7.14), (7.17), (7.18), (7.19) e (7.20) constituem cinco equagdes lineares nas
cinco incégnitas .J;, Jo, 1, co € k. Tem-se portanto, um sistema linear cuja solugao fornece os va-
lores dos parametros dependentes das duas freqiiéncias naturais, dos dois fatores de amortecimento
e da velocidade em regime permanente.

Para descobrir as constantes associadas aos freios C e Cs € suficiente refazer os testes apli-
cando condig¢des iniciais nos discos e encontrar outros valores de freqiiéncias naturais e fatores de
amortecimento. Com a hipétese de que a rigidez da mola (k) e as inércias (J; e J;) s@o as mesmas,
as equagoes (7.19) e (7.20) pode ser usadas para encontrar os novos fatores de amortecimento, que
sdo comparados com o caso sem freios como segue:

K2

Ci = 2§f1wnf1j1 —C — §7 (7.21)

Cy = 2£f2wnf2j2_c27 (7.22)

sendo que &f1, 2, Wnf1 € Wype sA0 0os parametros da resposta medidos para o caso com freios
atuando em cada um dos discos correspondentes.

Os valores identificados dessa forma para os parametros do modelo sdo mostrados na Ta-
bela 7.2. Apesar de ter sido determinado o valor da indutincia do motor L, este foi desprezado,
conforme visto na formulacdo usada. Os dados identificados produzem um modelo linear cujo
diagrama de valores singulares é mostrado na Figura 7.4 para os casos sem freio e com os freios
acionados. Nota-se que o freio 1, que atua sobre o disco 1 acoplado ao motor, além de amortecer o
pico de resposta, tem o efeito de reduzir a resposta nas baixas freqiiéncias. O freio 2, relativamente

ao modelo nominal, eleva a resposta nas baixas freqii€éncias (baixas significando antes do pico).
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Modelos da bancada

Nominal

— — — Freio 1

-10

Amplitude [dB]

-0 1 ‘0 ‘1 ‘ 3
10 10 10 10 10
Freqiiéncia [rad/s]

Figura 7.4: Diagrama de valor singular do modelo considerando ou ndo a presenca dos freios. O
freio 1 atua sobre o disco inferior, diretamente no motor. O freio 2, no disco superior.

Tabela 7.2: Valores dos parametros identificados para modelo da bancada.

Parametros Valor
J1 5,4625e-5 kg.m?
Jo 5,4088e-5 kg.m?
1 4,2208e-5 N.m/s
Co 9,1906e-5 N.m/s
k 0,0256 N/m
R 7,8431 )
L 0,0784 H
K 0,0349 N.m/A
(@ 3,2223e-4 N.m/s
Cy 5,1921e-4 N.m/s
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7.3 Projeto de controle H.,usando o lema GKYP

O projeto de controle usando o lema GKYP depende de definir as faixas de freqiiéncia que
s@o objetivo de controle. No caso da bancada, com uma freqii€ncia de pico de 30,7 rad/s, € natural
que um controlador projetado tenha o objetivo de minimizag¢do em torno deste pico, concentrando
ali o esforco de controle.

E considerado o caso de interesse da realimentacdo de saida, embora no caso desta bancada
a realimentacio de estado também seja possivel usando o equipamento disponivel. E usada como
saida do modelo apenas a medida de deslocamento angular da mola, como explicitado na Secao
7.2.3.

O projeto de controle H ., robusto baseia-se na nota¢do padrdo da transformacao linear fraci-
ondria, mostrada na Figura 4.2. A reducao da vibragao € estabelecida sobre o par de entrada e saida
29 € wq. B prevista uma incerteza limitada em norma dada por A no par de entrada e saida z; e w,
que também € um critério sobre o qual aplicar o H,. O controlador é representado pelo modelo K
e planta por P. y € o sinal de saida medido e u € o sinal de controle.

O controlador projetado pelas restricdes apresentadas a seguir deve minimizar a norma H,
do par 25 e w, e garantir uma norma limitada para a incerteza entre z; € w;. Ou seja, € estavel para
as variagdes da incerteza dentro da limitacao da norma.

Para o teste realizado neste trabalho, considerou-se apenas a variacdo do primeiro freio, o
que representa uma incerteza limitada em norma entre a saida da velocidade do primeiro disco e
a entrada do primeiro freio, mostrada no modelo em (7.11). O mesmo caso seria para o segundo
freio. A incerteza associada a ele seria considerada como entre a velocidade do segundo disco e a
entrada associada a ele. Ainda, o distdrbio wy foi imposto diretamente sobre o motor, somando ao

sinal de controle. Um modelo considerado para o projeto de controle é

T 0 1 -1 1
Ty = —Jﬁl —% 0 T
iy - 0 A T3
0 0 0
+ |: —%1 wy + RLJl Wy + Rijl u, (7.23)
0 0 0
21 010 Ty
29 = 1 00 To
Y 1 00 T3

Outra configuracdo testada para o projeto foi a de inverter o papel do freio 1. Ou seja, supor

que o modelo contém o freio ligado o tempo todo e a incerteza consiste em diminuir a sua poténcia.
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Tabela 7.3: Parametros dos projetos de controle.

Parametro Controlador 1 | Controlador 2
Primeiro objetivo: w; 0 25
Primeiro objetivo: wo 35 35
Segundo objetivo: w;y 0 35
Segundo objetivo: wy 35 o0

D 10 1
q —1 —1

Isso tem o efeito de que o modelo nominal € mais amortecido do que as suas variagdes. Portanto,

as variagdes sao mais dificeis de controlar em principio. Essa configuracio € representada pelas
equacoes em (7.24).

i 0 1 —1 a:l
. c 2
i — _Jﬁl _ 1+ClZK /R) 0 T
jﬁ'g L% 0 —3—22 xI3
0 0 0
+ 3—11 wy + ]%1 wy + RLJl u, (7.24)
0 0 0
21 010 T
29 — 1 0 0 )
Yy 100 T3

7.4 Simulaciao

Foram projetados dois controladores de acordo com os dados da Tabela 7.3 e simulados
usando o ambiente Matlab para verificacdo dos resultados. Os dois projetos foram realizados
usando dois objetivos de controle, um deles sobre o desempenho e outro sobre a robustez, como
descrito na Se¢do 7.3. O sinal de distirbio foi simulado com uma varredura senoidal linear entre
0,0063 e 62,8 rad/s (0,001 e 10 Hz) e a incerteza € representada por uma onda quadrada na entrada
de incerteza do modelo, de amplitude 1 e periodo 20 s. A simulagdo total € de 100 s.

Os resultados de controle em termos dos valores singulares sdo mostrados nas figuras 7.5 e
7.6 e nas figuras 7.7 e 7.8 como resposta temporal. Os controladores foram projetados usando o
modelo e a realizacdo de entrada e saida de (7.24). No caso de resposta temporal, para as figuras
7.7 e 7.8, o distirbio é uma varredura senoidal linear entre 0,063 e 62,8 rad/s (0,01 ¢ 10 Hz) e a
incerteza € uma onda quadrada de amplitude unitéria e periodo de 20 s.

Os graficos mostram um projeto de controle bastante eficiente do ponto de vista de eliminagao
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Diagrama de valor singular

Malha fechada

l\ == == = Planta

Amplitude [dB]

107" 10° 10 . 10° 10
Freqiiéncia [rad/s]

Figura 7.5: Diagrama de valor singular do primeiro projeto de controle: com o desempenho entre
as freqiiéncias 0 e 35 rad/s e a incerteza na mesma faixa, limitada na unidade .

Diagrama de valor singular

A Malha Fechada

LA = = = Planta

Amplitude [dB]

-100

-120

-140 :
1 0

10 10 ? 10° 10

10’ 10
Freqiiéncia [rad/s]

Figura 7.6: Diagrama de valor singular do segundo projeto de controle: com o desempenho entre
as freqii€ncias 25 e 35 rad/s e a incerteza limitada acima de 35 rad/s.
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Figura 7.7: Resposta temporal do primeiro projeto de controle: com o desempenho entre as
freqiiéncias 0 e 35 rad/s e a incerteza limitada na mesma faixa.
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Figura 7.8: Resposta temporal do segundo projeto de controle: com o desempenho entre as freqii€n-
cias 25 e 35 rad/s e a incerteza limitada acima de 35 rad/s.

106



Tabela 7.4: Variancias das curvas da Figura 7.9.

controle sem incerteza com incerteza
sem controle - 0,0677
Controlador 1 0,0548 0,0227
Controlador 2 0,0222 0,0187

de deslocamento angular dentro de um incerteza limitada pela unidade. A principal razao para tal
desempenho € a colocacdo do controle, ou seja, o fato de que um dos distirbios e o sinal de controle
estdo posicionadas na mesma entrada.

Os controladores encontrados sao mostrados no Apéndice B, na Secao B.3.

7.5 Experimento de controle

Para a realiza¢do do experimento os controladores projetados na Secdo 7.3 foram discreti-
zados com tempo de amostragem de 0,01 s. O modelo discretizado foi implementado usando o
LabVIEW e testado com a bancada real. Assim como nas simula¢des, foram usados um sinal de
varredura senoidal com a freqii€ncia crescendo linearmente entre 0,063 e 43,96 rad/s (0,01 e 7 Hz)
para o distdrbio e um sinal de onda quadrada de amplitude 0,5 para a incerteza.

Os dois controladores apresentaram resultados de controle compativeis, que reduziram o va-
lor absoluto da deformag¢ao da mola. No entanto, o sistema real parece ser mais amortecido que o
seu modelo, possivelmente devido a estrutura simplificada escolhida para identificacdo. O efeito
dos freios € de amortecer o sistema com relacdo ao modelo original, conforme se vé nos resultados
da Figura 7.9. Nessa figura também se nota, no teste do controlador 1, que o alto amortecimento,
associado ao efeito do controle, fez que o esforco de motor se equiparasse ao atrito estatico no ini-
cio do teste, produzindo um atraso de transporte no inicio, o qual ndo influenciou significativamente
o controlador.

A Tabela 7.4 compara as variancias dos gréficos da Figura 7.9, ilustrando de maneira concisa
os resultados de controle. Todos representam reducdes da deslocamento angular em comparagdao

com O caso sem controle.
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Distdrbio e incerteza Sem controle
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Figura 7.9: Resultados dos testes de controle. O primeiro projeto apresentou um atraso no teste
com incerteza. Todas as curvas de resposta estdo em dimensao de radianos.
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Capitulo 8

Conclusao

Foi apresentado neste trabalho um subconjunto de técnicas do controle robusto orientadas
a representagdo de incertezas em sistemas dinamicos lineares. O foco central do trabalho estd
em torno do controle robusto H,, na forma como este emerge de trés resultados: o teorema do
ganho pequeno, na sua maneira de limitar a norma de incertezas afetando o sistema; a estabilidade
quadratica, que garante a estabilidade de um conjunto de sistemas delimitado por um politopo com
sistemas nos vértices; e os resultados derivados do lema generalizado de Kalman-Yakubovic-Popov,
levando a projetos com restri¢des em freqiiéncia.

Em todos os casos, considerou-se o projeto de controladores por realimentagdo de saida
usando técnicas da programacdo semidefinida, acessadas por meio dos pacotes computacionais
disponiveis, grande parte deles em licenca gratuita. O foco do trabalho foram as estruturas flexiveis
e suas dificuldades particulares no projeto foram abordadas em simulagdo e em um caso de estudo
experimental.

A consideracdo da incerteza € indispensavel no projeto de controle para estruturas flexiveis,
devido principalmente a particularidades apresentadas de sua modelagem. Aqui, a incerteza dina-
mica modelada na forma de desigualdades em freqii€ncia apresenta vantagens de implementagao
(na limitag¢do da ordem do controlador e especificacao direta das restri¢cdes) sobre os filtros de pon-
deracdo. Ainda, os filtros de ponderacao permanecem uteis na medida que se desejar ponderar de
maneira continua sinais do sistema em malha fechada (como o esfor¢o de controle).

A abordagem de incerteza politpica representa uma drea ativa na literatura e uma alternativa
a representacao na forma de uma transformacao linear fracional. A abordagem apresentada de pro-
jeto usando a estabilidade quadratica carrega um conservadorismo no caso do projeto de controle
por realimentacio de saida de sistemas continuos. No entanto, ela permite o projeto satisfatério
quando a especificacdo politdpica representar as variagdes da planta de maneira mais direta.

A principal oposi¢ao apresentada € entre as abordagens de projeto robusto usando filtros de
ponderacdo e usando o lema GKYP. J4 foi notado que a abordagem usando filtros de ponderagdao
permite especificagdes de forma na freqiiéncia. Isto é, ponderagdes que variam continuamente.

Neste caso, diferenciar comportamentos proximos em freqii€ncia, como modos de vibragdo pro-
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ximos em que alguns devem ser tratados como incerteza e outros como objetivo de desempenho,
exigem filtros de ordem elevada. O controlador robusto projetado sobre uma planta aumentada
(planta original com filtros) possui ordem maior do que a planta original.

A abordagem de projeto usando o lema GKYP permite especificar regides de freqiiéncia so-
bre as quais considerar robustez ou desempenho isoladamente. Isso é possivel a partir de uma
especificacdo direta das faixas de freqii€ncia. Ainda, o controlador projetado possui a ordem da
planta original. A implementacdo computacional do projeto de controle € mais complexa e por-
tanto, mais sujeita a erros numéricos. E verificado que essa forma de projeto cria também um
grande nimero de varidveis, requerendo implementagao cuidadosa.

Este trabalho pode ser extendido em vdrios sentidos. A abordagem de se utilizar o controle
'H, com desigualdades em freqiiéncia baseadas no lema GKYP pode ser testada experimental-
mente em estruturas flexiveis mais complexas, como placas e montagens mais realistas. Desse
modo, seria possivel levantar as dificuldades de aplicagdo do método em modelos de ordem maior.

Ainda, a implementac¢do do método baseado no lema GKYP pode ser melhorada no sentido
de se tornar numericamente estdvel e de menor custo computacional. Haja vista o fato de que
ha grande variagdo de desepempenho entre os pacotes de solu¢do de problemas de desigualdades
matriciais lineares quando aplicados a esse tipo de problema.

O lema GKYP pode também ser abordado no sentido de uma comparagdo direta de carac-
teristicas matematicas com o método dos filtros de ponderacdo para determinar critérios objetivos

para orientar a escolha entre um deles para casos especificos.
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Apéndice A

Modelo experimental da viga engastada

As dimensoes da viga engastada de aluminio usada como planta para controle sdo mostradas
na Figura A.1.

As matrizes que descrevem os modelos da viga com ordem 12 e 16, identificadas usando o
algoritmo de realizagc@o de autosistemas sao mostradas a seguir. Para tornar a representa¢ao concisa
¢ utilizada a forma modal das matrizes de estado na maneira como implementada na funcdo canon
do Matlab. A matriz A é apresentada na forma do fator de amortecimento & e freqiiencia natural

w, de cada pdlo. No caso de um pdlo real, o amortecimento € unitério.

420
T+ 703 12

=

910

at\uadores se\s/or

Figura A.1: Esquema com as dimensdes da viga engastada (em milimetros).
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A.1 Modelo de ordem 12

A D =0 0]

Wy, 3 B cT
9,4204731e2 | 3,0592626e-2 | -2,2603436e2 -1,5957970e2 | -2,8623254¢2
9,4204731e2 | 3,0592626e-2 | 4,3918722¢2  1,1646138e2 | -1,9209253¢2
1,3022812e3 | 2,2191074e-3 || -2,5592303e2 -3,5663122¢e2 | -2,9996163¢2
1,3022812e3 | 2,2191074¢-3 3,2915895 7,7551597el | -1,8949026e2
1,8257970e3 | 1,1204604¢-3 || -8,6121666e1  1,0449281e2 | 2,6361914e2
1,8257970e3 | 1,1204604e-3 || -2,0866050e2  3,7857998e2 | -2,5453865¢e2
2,3606928e3 | 4,1954573e-3 || 4,8550594el  -3,5453500el | 6,6436664¢l
2,3606928e3 | 4,1954573e-3 || -1,1529792e2  1,4650596¢2 | -1,7206727¢2
2,4342745e3 | 1,8602354¢-3 || 4,3389974el  1,8418229¢2 | -2,2711003¢2
2,4342745e3 | 1,8602354e-3 || -3,6804643el -1,4382615e2 | 6,1995653¢l
3,1333593e3 | 1,6495422¢-3 || 6,3830012e1  3,3898550el | -8,5896016¢1
3,1333593e3 | 1,6495422¢-3 || 1,0171521e2 -4,3074929¢1 | -1,3462685¢2

A.2 Modelo de ordem 16
A D =0 0]

Wy, £ B CcT
5,2341115e2 | 1,7488863¢e-2 || -4,4275217e2 -1,2117867¢2 | 1,9190397¢2
5,2341115e2 | 1,7488863¢-2 || 2,2481072¢2  1,5896973¢2 | 2,8621977e2
8,6796514¢2 | 3,8764025e-3 || -2,5620076e2 -3,5733758e2 | -2,9991223¢2
8,6796514¢2 | 3,8764025e-3 3,5940849 7,8124879¢1 | -1,9015785¢2
1,3023493e3 | 2,1584109¢-3 || -8,5647888el  1,0064969¢2 | 2,6103115e2
1,3023493e3 | 2,1584109¢e-3 || -2,0792436e2  3,7526574e2 | -2,5210810e2
1,4972693e3 | 4,5697492¢-3 | 4,9691677el  -3,9403303el | 6,7188163¢l
1,4972693e3 | 4,5697492e-3 | 1,1509674e2 -1,4586514e2 | 1,7196966e2
1,8257836e3 | 1,1122001e-3 | -7,6745361  -6,6315904el | 9,7468809¢1
1,8257836e3 | 1,1122001e-3 || -4,8237584el  1,9621133¢2 | -1,7411584¢2
2,3606697e3 | 4,0649459¢-3 || 4,2620130el  1,8175603¢2 | -2,2235030e2
2,3606697e3 | 4,0649459¢-3 || -3,9121716el -1,4234149¢2 | 6,8681966¢el
2,4342913e3 | 1,8625943e-3 || -6,2200877el  5,0253504el | 1,8346928e2
2,4342913e3 | 1,8625943e-3 || -9,9627049¢1  1,3050486¢2 | 4,3861157¢el
3,1333979e3 | 1,6453964e-3 || -9,0631200el  2,1586981el | 1,3813218e2
3,1333979e3 | 1,6453964e-3 | 1,0168310e2 -3,0149124el | -4,3310162¢1
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Apéndice B

Modelos de controladores

Os modelos de estados dos controladores projetados sdo apresentados no mesmo formato

usado no apéndice A.

B.1 Matrizes dos controladores para o modelo de trés graus de liberdade

B.1.1 Projeto H,, simples

1,8906246¢l
1,8906246¢l
6,3338144¢2

7,9301111e-1
7,9301111e-1
1,0000000

-1,0343468e-1
8,4357723e-2
1,5631773

A, D.=0
W, 13 B. CT
1,5801704e-1 |  1,0000000 -3,6801412¢2 | 2,0468929¢2
2,0813341 | 5,2848430e-3 || 1,5761887el | 1,2058779¢2
2,0813341 | 5,2848430e-3 -3,1565086 -5,2573322¢2

-5,9996410e-2
-9,8231079
-1,1012490e1
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B.1.2 Projeto com filtros de ponderacao

A, D.=0
Wy, 19 B. CT
2,8232809e-8 | 1,0000000 -2,6105631e2 2,0987572
1,6983729 | 1,2412307e-1 || 2,4239457el | -1,1860722e-1
1,6983729 | 1,2412307e-1 || -1,5416818el | -2,1158976e-1
3,6389992 | 2,6251187e-1 || 2,6068432¢l | -5,2753739e-1
3,6389992 | 2,6251187e-1 -6,9664087 | -6,1048251e-1
8,9641747 | 9,8691253e-1 || -1,2475591el | 1,1064066¢-3
8,9641747 | 9,8691253e-1 || -2,9549427el | 2,4873716e-1
9,2696880 | 7,6058525¢e-1 || -1,2200901e-1 | -7,0446827¢l
9,2696880 | 7,6058525e-1 || -2,7175075e-1 | -1,7805074¢l
1,0963069el | 8,2710105e-1 || -1,2729915e-1 | -1,019075%¢1
1,0963069e1 | 8,2710105e-1 || -3,7374200e-2 | 4,4549748el
1,3509233e4 1,0000000 -2,0259130e-2 | -9,4667701el
B.1.3 Projeto usando incerteza politépica
A, D.=0
Wh, & B. CZ
2,0043223e-2 | 1,0000000 -2,3984923e1 | 2,9047201el
2,0819827 | 6,2886853e-3 || -3,2346118el | 9,5113505e-1
2,0819827 | 6,2886853e-3 || -5,5844357el | 4,2134812e-1
2,6404770el | 6,8672998e-1 | 1,9854143e2 | -2,3338062e-1
2,6404770el | 6,8672998e-1 || -2,7586061e2 | -1,2931942e-1
5,6959652¢1 1,0000000 8,8450537el | 6,6700849e-2
1,7456818e2 | 9,0658145¢e-1 || 7,8385731e-1 | 4,0681946e-3
1,7456818e2 | 9,0658145¢-1 || -2,0922933e-2 | -3,3013255¢-2
2,1818359¢e3 1,0000000 -3,7426402e-1 | 1,7923642e-3

B.2 Matrizes dos controladores para o modelo da viga

B.2.1 Projeto H,, simples

Esse controlador foi encontrado pela fungao hinfsyn do Matlab. Essa func¢io pode, con-
forme critérios informados na documentacao, reduzir a ordem do controlador encontrado se verifi-
car que nao ha necessidade da ordem maior. Foi o que aconteceu neste caso, em que para um planta

de ordem 12, tem-se um controlador de ordem 11.
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A, D.=0
Wy, £ B. CZ
9,6645985¢e2 | 8,0662623e-2 || 1,0696646el11 | 1,5382099¢11
9,6645985e2 | 8,0662623e-2 2,0160754el 1,5253760el
1,6907781e3 | 3,6058101e-2 || -7,2865071el 5,5110080
1,6907781e3 | 3,6058101e-2 || 7,1424524¢-1 -2,7596886
2,2103507e3 | 8,0655160e-2 || 3,5900027e-1 -3,7163029
2,2103507e3 | 8,0655160e-2 -1,0944470 2,7359986
2,5880958e3 | 2,8600430e-2 || 4,5117051e-1 6,2834528
2,5880958e3 | 2,8600430e-2 || 5,9690957e-1 2,9408217
9,8106202e3 | -8,3196286e-1 || -6,0115132¢-1 | 2,1810678
9,8106202e3 | -8,3196286e-1 | -4,6941985¢-2 | 1,6151361
2,1713382¢e13 1,0000000 1,4390055e-1 -3,3151199
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B.2.2 Projeto com filtros de ponderacao

A,

D.=0

Wn

§

B,

CT

7,8968851e2
7,8968851e2
8,7348271e2
8,7348271e2
9,6824928e¢2
9,6824928¢2
1,4382938e3
1,4382938e3
1,7822096¢€3
1,7822096¢€3
1,8477976e3
1,8477976e3
1,9162006e3
1,9162006e3
2,3960618e3
2,3960618¢e3
2,4508577e3
2,4508577e3
2,9611347¢e3
2,9611347¢e3
1,2218658e4
1,2218658e4
1,3097334¢e4
1,3097334e4

6,4840936e-1
6,4840936e-1
9,9095666¢-1
9,9095666e-1
1,0915534e-1
1,0915534e-1
1,1584247e-1
1,1584247e-1
9,8101739%e-1
9,8101739%e-1
3,2333938e-2
3,2333938e-2
7,2697802e-1
7,2697802e-1
3,8696635¢e-2
3,8696635e-2
2,7197050e-1
2,7197050e-1
9,0465253e-2
9,0465253e-2
9,9914524e-1
9,9914524e-1
9,9975917e-1
9,9975917e-1

-7,3986511e-1
-1,0544793e-1
4,7810679¢-2
7,0014813e-1
1,6713529
-6,0542335¢-1
1,2475420e-1
2,3760079e-1
5,4682847
-1,6305306
2,3454362e-1
2,7557601e-1
9,9852321e-1
-8,3446394
5,1846820e-1
-5,0327343
5,8987057e-1
7,0690668¢-1
9,4813985e-1
4,1305518e-1
-1,6950056
-5,4060405¢e-1
-1,0800783
5,5293657e-2

-1,9766151e-4
-1,7950547¢e-4
-2,3271842¢e-4
-2,1840874e-4
1,1810675e-1
-6,0616330e-1
5,7014283e-1
4,2595715e-1
-7,0167695¢-1
2,3260013e-1
9,2413154e-2
1,3975162e-1
-9,6289903e-1
-8,9402939¢-1
1,7652705e-1
-1,3923612
-1,0245450
-5,9474577e-1
-1,6096165
-3,4642194
2,4804753
2,9322868
7,7633608e-1
8,3861250e-1
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B.2.3 Projeto baseado no lema GKYP

A, D, = —1,2197
Wh, £ B. CZ

7,9584614e2 | 4,5707400e-1 || 2,3445848e3 | 1,4729404¢2
7,9584614€2 | 4,5707400e-1 | 1,7889792el | -3,9946749¢
9,7374410e2 | 9,6618596e-2 || -2,0731394e-1 | 1,2825010e

9,7374410e2 | 9,6618596e-2 || -8,9909605e-2 | -8,8017456¢
1,7283366€3 | 2,5225942¢e-2 | 2,7650161e-4 | 2,0633440¢e1
1,7283366€3 | 2,5225942¢-2 | -4,7416059¢-2 | -2,8024215¢
2,2976606e3 | 8,7584792¢-3 || 1,8799614e-2 | -4,5492760e1
2,2976606e3 | 8,7584792e-3 || 2,9117039¢-2 | 2,4322293¢l
2,7135342e3 | 6,8065723e-2 || -2,5580161e-1 | -2,7959604¢l
2,7135342¢e3 | 6,8065723e-2 || -6,3097979%-1 | -8,4613450e
9,3692433e3 1,0000000 2,2802812e-2 | -1,5388210el
1,4071553e6 | 1,0000000 | -8,4179437e-2 | 1,9843252¢1

B.3 Controladores para bancada torcional (lema GKYP)

B.3.1 Controlador 1

A, D.=—-108,3
Wh, £ B. CcT
1,6999567 | 1,0000000 | -2,9470102e2 | 1,7819005e1
4,6942260e1 | 1,0000000 || -2,1248821el | -3,8532467¢2
1,7702495¢2 | 1,0000000 || -2,4626625el | 5,7668463¢1
B.3.2 Controlador 2
A, D. = -2117
Wy, 19 B. CT
1,6991737 | 1,0000000 || -7,6675932¢3 | 8,9135263e2
1,1629393e3 | 1,0000000 || -1,2658033e1 | 6,1812687¢l
9,1971559e3 | 1,0000000 || 5,1898508e2 | 6,1911434¢e3
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Apéndice C

Principais funcoes implementadas

Duas func¢des mais relevantes implementadas para os testes de controle no trabalho sao mos-
tradas a seguir. S@o func¢des implementadas em linguagem do programa Matlab (na versdo 7.2)
e pressupdem a instalacdo dos pacotes citados ao longo do trabalho para resolver problemas com
desigualdades matriciais lineares e as derivacdes do lema GKYP.

Os pacotes acrescentados ao Matlab para este trabalho sdo:
Yalmip interface para problemas de otimizagao, facilita a descri¢ao do problema, ver [27].
SeDuMi pacote para solucdo de problemas de programacgdo semidefinida, ver [41].

KYPD pacote para conversiao de problemas derivados do lema KYP para uma formulagdao numeri-

camente mais eficiente, internamente, o pacote converte o problema para a sua forma dual,
ver [44].

C.1 Projeto com incerteza politépica

Esta funcdo obtém o controlador H ., para um politopo de sistemas usando estabilidade qua-

drética, conforme o Projeto 3.

function K = hinf_politopo (P,ny,nu)

% H-infinito por LMI com estabilidade quadratica

o\

no politopo de incerteza.

o\

K = hinf_politopo (P, ny, nu)

o\

P - lista com o politopo; um sistema em cada

o\

elemento da lista

o\

ny — numero de medidas

o\

nu — numero de controle

N = length(P);
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[A,B,C,D] = ssdata(P{1});
n = length(a);

mu = sdpvar(l,1);
Y = sdpvar(n,n);
X = sdpvar(n,n);
L. = sdpvar (n,ny,’ full’);
F = sdpvar(nu,n,’full’);
M = sdpvar(n,n,’full’);

r = set ([Y eye(n); eye(n) X] > 0);

Il
'_\
2

for i

[A,B,C,D] = ssdata(P{i});

[s,e] = size(D);
nw = e — nu;
nz = s - ny;
Bl = B(:,1:nw);
B2 = B(:,nw+l:nw+nu);
Cl = C(l:nz,:);
C2 = C(nz+l:nz+ny, :);
D11 = D(l:nz,1l:nw);
D12 = D(l:nz,nw+l:nw+nu);
D21 = D(nz+l:nz+ny,1l:nw);
D22 = D(nz+l:nz+ny,nw+1l:nw+nu);
if ~(D11 == 0 & D22 == 0)
error ("Matrizes D11 e D22 devem ser nulas.’);
end

r = r + set ([A*xY+B2*F+YxA. " +F .’ xB2.7 A + M.’ ...

Y+«Cl’+F."xD12.' B1l; ...
A." + M X*A+L*C2+A.  *X+C2. " xL." ...
cl.’ X*B1l+LxD21; ...

119



Cl*xY+D12«F Cl...

—-eye (nz) zeros (nz,nw); ...
B1.’ Bl.’ *xX+D21.’ L.’ ...
zeros (nw, nz) -muxeye (nw) 1<0) ;

end

options = sdpsettings(’solver’,’sedumi’);

d = solvesdp (r,mu, options)

gama = sqgrt (double (mu));
X = double (X

4

)
Y = double (Y);
L = double (L) ;
F = double (F);
M = double (M) ;

U = eye(n);

V = inv(U.") x (eye (n) —XxY) ;
Dc = zeros (nu,ny);

Cc = Fxinv (V) ;

Bc = inv(U.")*L;

Ac = inv(U.’) * (M-X*A*Y-X*B2+xF-L*C2%Y) *inv (V) ;

if eig(Ac)>0
eig (Ac)
error (' Controlador instavel.’)

end

K = ss(Ac,Bc,Cc,Dc);

C.2 Projeto com desigualdades em freqiiéncia

Esta funcdo implementa o projeto de controlador robusto usando o lema GKYP com restri-

¢coes em freqiiéncia, na forma do Projeto 4.
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function K = gkyp_multiobjetivo_freq(a,B1,B2,C1,C2,D11,D12, ...

0 o0 o0 A O o N N o0 N N AN N N N N AN N N N N 0 N o o0

o\

D21,D22,P,oml,om2, tau, tipo,mostra, op)
Projeto de controlador por realimentacgdo de saida

usando lema de KYP generalizado.

K = gkyp_multiobjetivo_freqg(aA,B1,B2,C1,C2,D11,D12,D21,D22,P, ...

oml, om2,tau,tipo,mostra, op);

Pardmetros de projeto.

- Modelo do sistema (A,B1,B2,C1,C2,D11,D12,D21,D22), todas
as matrizes como listas de matrizes. Cada lista deve
conter o mesmo nUmero de sistemas. Os sistemas representam
diferentes configuracdes de entrada e saida a ser restritos
em cada faixa de freqgiiéncia. Apenas as matrizes
A, C2 e D22 ndo sao listas pois ndo representam diferentes
configuracdes de entrada e saida para a malha fechada.

- P - planta com a configuracdo de entradas e saidas padréo
para fechar a malha

— Limites em freqiiéncia - vetores oml e om2.

- tau = 1 - dentro da faixa, tau = -1 - fora da faixa

- tipo - tipo da restricgdo: 1 - desempenho, 0 - robustez.

— mostra — mostra ou nao os teste de estabilidade e valor
singular.

- op - estrutura gerada pela funcdo sdpsettings para os

pardmetros de solugédo.

Referéncia:

Iwasaki, T. Hara, S. Feedback control synthesis of multiple
frequency domain specifications via generalized KYP lemma.
Int. J. Robust Nonlinear Control 2007; 17:415-434

global p g

np

= size(A,1);

[ny,nu] = size(D22);

%% Projeto de controlador dinédmico.
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o)

% Varidveis do problema.

nc = np;

H Do RN X B
Il

LMT

np+nc;

4

sdpvar (np, np, " full’

14

sdpvar (np, np, " full’

14

sdpvar (np, np, " full’

sdpvar (nc,ny, " full’);

sdpvar (nu, nc, " full’);

4

)
)
)
sdpvar (nc,nc, "full’);
)
)
)

sdpvar (nu,ny, " full’

= set ([]);
1;
0;
0;
k = 1l:length(oml)
[nz,nw] = size (D11l{k});
% Tipo de projeto - forma da limitacdo da FRF.
Om = [0 1; 1 0];
Rl = [eye(n) zeros(n,n+nz)];
if (om2 (k) == Inf) && (oml (k) == 0)
Om = [0 O0; O O];
Psi = [-1 0; 0 11;
Rl = [zeros(n,n) eye(n) zeros(n,nz)];
elseif (om2 (k) == Inf)
Psi = [-oml(k)+*oml(k) 1; 1 17;

elseif (oml (k) == 0)

Psi = [om2 (k)+*om2 (k) 1; 1 -1];
else

omc = (oml (k)+om2(k))/2;

Psi = tau(k)*[-oml (k) xom2 (k)
end
robustez = set ([]);
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(o)

% Definindo Pi.
if tipo(k) == 0

% Critério de robustez.

gama_l{d+1} = sdpvar(l,1);

Pi = [-gama_l{d+l}+*eye(nz) zeros(nz,nw);...

zeros (nw, nz) eye(nw)];
robustez = robustez + set (gama_1{d+1}<1);
d=d+ 1;
else %tipo (k) ==
% Critério de desempenho.
gama{c+l} = sdpvar(l,1l);
Pi = [-gama{c+l}x*eye(nz) zeros(nz,nw); ...

zeros (nw,nz) eye (nw)];

c = c+1;
end
Pill = Pi(l:nz,1l:nz);
Pil2 = Pi(l:nz,nz+l:nz+nw);
Pi22 = Pi(nz+l:nz+nw,nz+l:nz+nw);
Pl1{k} = sdpvar(n,n,’hermitian’,’complex’);
Ql{k} = sdpvar(n,n,’hermitian’,’complex’);
Al = [AxX+B2xH A+B2xL*xC2;

M Y+xA+G*C2;

-X —-eye (np) ;

-z -Y;

Cl{k}+X+D12{k}«H Cl{k}+D12{k}*L*xC2];
Bl = [B1{k}+B2+L*D21{k};

Y«B1l{k}+GxD21{k};

zeros (np, nw) ;

zeros (np, nw) ;
D11{k}+D12{k}«L*D21{k}]1;

T = [zeros(2xn,nw); Pil2];

(o)

% Lado esquerdo da desigualdade 13.
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if Om == [0 0; 0 0]

R11 = kron(Psi,Ql{k});
else
R11 = kron(Om,Pl{k})+kron(Psi,Ql{k});
end
R11 = [R11l zeros(2xn,nz); zeros (nz,2+*n) Pill];

Wl = R11 + T+Bl’ + Bl«T’;

% Lado direito da desigualdade 13.
W2 = AlxR1+(Al1%R1)’;

% Desigualdade 13.
Res = [W1-W2 B1l; Bl’ —-inv(Pi22)];

LMI

LMI + set (Res<0)+set (Ql{k}>0);

LMI = LMI + robustez;
end
Pl{k+1l} = sdpvar(n,n,’hermitian’,’complex’);
Ale = [A*X+B2+*H A+B2+xLxC2;
M Y*A+G*C2;
-X —eye (np) ;
—Z -Y];

o\

Desigualdade 20 - estabilidade.
J = [eye(2%n)];

S [-gxeye (n) preye(n)];
Om = [0 1; 1 071;
estabilidade = kron (Om,Pl{k+1})—-(Ale*S + S.’xAle.’);

LMI = LMI + set (estabilidade<0) + set (P1l{k+1}>0);

obj = [1;
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for k = 1:c

obj = obj + gama{k};
end
% Solucao.

solvesdp (LMI, obj, op);

o\

Obtendo o controlador.
= double (X)
double (Y)
double (Z);
double (M) ;
)
)
)

4

14

14

double (G
double (H
double (L

14

Do RN KX
[

4

for k = 1:c
gama{k} = double(gama{k});

end

VU = Z - Y*X;

U = eye(nc);

V = VUxinv (U) ;

K = inv ([V ¥YxB2; zeros(nu,np) eye(nu)])x*...
([M G; H L] - [YxA*xX zeros(nc,ny);
zeros (nu,nc) zeros(nu,ny)])*...
inv ([U zeros (np,ny); C2xX eye(ny)]);

Ac = K(l:nc,1l:nc);

Bc = K(l:nc,nctl:nc+ny);

Cc = K(nc+l:nc+nu,l:nc);

Dc = K(nc+l:nc+nu,nc+l:nc+ny);

K = ss(Ac,Bc,Cc,Dc);
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%% Teste do controlador.

if (mostra)
disp(’Pbélos do controlador:’)
damp (K)

MEF = 1ft (P,K,ny,nu);
disp(’'Pbélos da malha fechada:’)
damp (MF)

eig (double (estabilidade))

end
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