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Abstract

Menoni, José Antonio, Formulation and Implementation of a Direct Version of the Boundary Element
Method to describe stationary bidimensional Direct and Inverse Acoustic Problems,:Campinas,:
Faculdade de Engenharia Mecanica, Universidade Estadual de Campinas, 2004. 237 p. Tese (

Doutorado)

The present Thesis reports a formulation and an implementation of the direct version of the
Boundary Element Method (BEM) to model direct and indirect bidimensional stationary acoustic
problems governed by the Helmholz differential operator. Both internal and external problems,
associated, respectively to bounded and unbounded domains, are treated in the analysis. The
transformation of the Helmholtz differential equation into an equivalent Boundary Integral Equation
(BIE) and the synthesis of its Fundamental Solution is recovered in detail. For internal problem two
techniques are employed to obtain modal quantities of acoustic cavities. The firs is the direct search
method of the characteristic polynomial roots. The second strategy is based on numerical Frequency
Response Functions, synthesized by the BEM. Radiation and scatter problems are formulated,
implemented and validated within the realm of the Boundary Element Method. The present work still
addresses the solution of an inverse problem. The inverse problem consists of determining the acoustic
variables on the boundary of a radiating or scattering body of known geometry, based on the acoustic
fields measured over a closed surface which embodies the analized body. Two technique to solve the
inversion problem are discussed. The first is the Single Value Decomposition strategy and the other is
the Tikhonov regularization strategy. The accuracy of this techniques are discussed as functions of the

internal parameters which are intrinsic to those strategies.

Key Words
Stationary Acoustics, Boundary Element Method, Helmholtz equation, Natural F requencies, Radiation,

Scatter, Inverse problems.



Resumo

Menoni, Jos¢ Antonio, Formulacdo e Implementacéo da Versdo Direta do Método dos Elementos de
Contorno para Tratamento de Problemas Acusticos Estaciondrios Bidimensionais Diretos e
Inversos, Campinas,: Faculdade de Engenharia Mecénica, Universidade Estadual de Campinas,
2004. 237 p. Tese (Doutorado)

Este trabalho trata da formulagio e da implementacio da versdo direta do Método dos
Elementos de Contorno (MEC) para tratamento de problemas acusticos bidimensionais estacionarios
regidos pelo operador diferencial de Helmholtz. S3o abordados tanto problemas internos, associados a
dominios limitados, quanto problemas externos, associados a dominios ilimitados. A tese ainda aborda
a solugdo de problemas diretos e inversos. A transformagio da equagiio de Helmholtz em Equacio
Integral de Contorno, bem como a sintese de sua Solugio Fundamental & recuperada de forma
detalhada no texto. Para o caso de problemas internos duas técnicas sio estudadas para recuperacéo de
grandezas modais de cavidades acusticas. A primeira é baseada na pesquisa direta das raizes do
polindmio caracteristico ¢ a segunda é baseada na informacio obtida a partir de Fungdes de Resposta
em Freqiéncia sintetizadas pelo MEC. Os problemas da radiacio e espalhamento actistico sdo
formulados, implementados e validados. O trabalho apresenta ainda a solucdo de problemas inversos,
no qual as varidveis acisticas em um contorno geométrico conhecido sio determinadas a partir de
medigdes em uma superficie fechada e que envolve o corpo radiante. Duas técnicas sdo utilizadas no
processo inverso, a Decomposigdo em Valores Singulares e a técnica de regularizagiio de Tikhonov.
Discute-se a precisio e eficiéncia destas técnicas em fungio dos pardmetros que sfo variaveis presentes

nestas técnicas,

Palavras Chave
Actstica estacionaria, Método de Elemento de Contorno, Equacdo de Helmboltz, Freqiiéncias Naturais,

Radiagfio, Espalhamento, Problemas Inversos.
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Nomenclatura

Letras Latinas

R : vetor

t : variavel de tempo

x; : coordenadas no plano

Co. Velocidade do som

k: niimero de ondas

u; . Deslocamento de massa de fluido na i-ésima direcdo
u,;: Derivada na j-ésima diregio

p : pressdo

R=lx- Xd | : distdncia entre dois pontos x e x4

H{": Fungdo de Hankel de 1° espécie

H{: Fungdio de Hankel de 2° espécie

Jo : Fungdo de Bessel de 1° espécie

Yo Fungio de Bessel-Neumann de 1% espécie (Fungio de Bessel de 2° espécie)
n : vetor normal

c: Coeficiente: Termo livre de integragdo

L: comprimento do elemento

{H}: A matriz H.

[G]: A matriz G.

[H] e [G] : Matrizes envolvendo os pontos do dominio.
J(€): Jacobiano da transformacio

i=+—1 : coeficiente imaginario

ne : numero total de elementos

ng: numero de pontos de Gauss
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Letras Gregas

¢ : velocidade angular

7 : tempo fixo

d" : derivada parcial de ©rdemn
V: Operador diferencial

&: Fungao delta

p: densidade de massa

g: Raio de um elemento  de circulo
I" : Contorno do domini ©

0 - Dominio do R?

0

Q : Interior do dominio
£: variavel adimensiona l
o parmetro parao D.NV.S

or: parimetro para Tikkaonov

Abreviacdes

M.E.C: Método dos Elernentos de Contorno.
E.1.C: Equagio Integral de Contorno

FRF’s: Funcdo Resposta de Freqliéncias.

D.V.S: Decomposicdo ©m valores Singulares,
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Capitulo 1

1.1- Introducao

Este trabalho é uma tentativa de se aprimorar um estudo realizado sobre o tema da actistica
linear estaciondria ¢ bidimensional governada pela equagdo diferencial de Helmholtz [Anzou,
1996]. No citado trabatho utilizou-se o Método dos Elementos de Conforno (MEC) para analisar
o fendmeno de radiacio acustica estacionaria em dominios ilimitados. Por ocasido daquele estudo
diversos aspectos da acistica bidimensional nio conseguiram ser tratados pela formulagéo e
implementagdo do MEC apresentada. Em particular o tratamento do espalhamento (scatter) de

ondas acusticas ndo havia sido incluido na anéalise.

No Departamento de Mecénica Computacional (DMC/FEM/UNICAMP) existem grupos de
pesquisa que tem atuado para desenvolver a solugdo de problemas mecénicos utilizando o
Metodo dos Elementos de Contorno. O trabalho de Anzou (1996) foi o primeiro trabalho do
grupo visando modelar problemas aciisticos estacionarios. Na presente tese pretende-se reportar
um complemento ¢/ou um aprimoramento em relacio ao trabalho de Anzou {1996). No caso em
questdo o dominio permanece bidimensional € a analise ainda se realiza no dominio da
freqiéncia. Mas novos aspectos sdo incorporados na andlise. Em particular este trabalho trata
tanto da dindmica de dominios limitados quanto de dominios ilimitados. O problema do
espalhamento de ondas actsticas também foi incluido. Na presente analise tanto problemas

diretos quanto inversos sdo abordados.

Muitos dos estudos, nos ramos das engenharias demandam conhecimentos sobre o
comportamento de propagac3o de ondas em diferentes meios. Fendmenos importantes de

propagacdo de ondas ocorrem em dominios limitados € também em dominios ilimitados. Analises



de problemas realistas, que incluem dominios com geometrias complexas e condicdes de
contorno arbitrarias, ndo podem ser realizadas com uso do ferramental analitico que fornece
respostas matematicamente exatas. Estes problemas mais complexos e realistas exigem a
aplicagio de ferramentas numéricas de aproximagdo de sua solu¢io. As ferramentas numéricas
ganharam grande impulso na segunda metade do século passado com o advento do computador

digital.

Dentre os métodos numéricos atualmente usados para aproximar a solugfo de problemas de
engenharia podemos citar o Método dos Elementos Finitos (MEF), o Método das Diferencas
Finitas (MDF) e ainda o Método dos Elementos de Contorno (MEC). Os dois primeiros sio
chamados métodos de dominio, pois eles exigem a discretizacdo de todo o dominio sob analise.
Por sua vez 0 MEC, se formulado com a utilizagio de um estado auxiliar adequado, somente
requer a discretizagio do contorno do dominio em questdo. Sem diavida o MEF é o método mais
intensamente utilizado para solugio de problemas de engenharia. Mas para a anélise dindmica de
dominios ilimitados o MEC apresenta algumas facilidades, quando comparado aos métodos de
dominio [Mesquita et al, 1994a, Mesquita et al 1994b, Mesquita e Pavanello 2004]. No presente

“trabalho vamos realizar uma investigacio da potencialidade do MEC para tratar a dindmica de

problemas acilisticos estaciondrios bidimensionais.

Segundo Ciskowski [1991] a dindmica de dominjos ilimitados foi intensamente investigada
no periodo de 1960 a 1975, tendo em vista duas grandes aplicagdes, quais sejam, a teoria
potencial aplicada a fluidos perfeitos e os problemas acusticos lineares. O Método dos Elementos
de Contorno teve sua origem em pesquisas de problemas de actistica, nos trabalhos de Chen e
Schweikert (1963), Chertock (1964), Shaw e Fiedman (1962), Banaugh e Goldsmith (1963), e
Schenck (1968). Estes trabalhos tratavam de problemas de radiagio e espalhamento de ondas

actsticas fazendo uso de equaces integrais de contorno (EIC).

A formulagdo da Equagio Integral de Contorno (EIC), tem na verdade duas diferentes
formulagdes denominadas, respectivamente, de métodos diretos ¢ método indireto. As duas
formulagdes consistem na substituicdo do contorno fisico por uma superficie de fontes, ajustadas
de forma que o resultado obtido, seja 0 mesmo que o requerido pelas condi¢des de contorno do

problema original.



No caso do método indireto as grandezas matematicas utilizadas para a formulago do
problema nio sdo as variaveis fisicas do problema original. Por sua vez, no Meétodo Direto, as
varigveis originais presentes no contorno do problema fisico séo utilizadas na formula¢3o da EIC
[Ciskowski-1991, Erigen-1975].

Embora o Método da Equacdo Integral (EIC) de contorno tenha sido parte integrante no
desenvolvimento do Método dos Elementos de Contorno (MEC), como pode ser visto nos artigos
jé citados, no periodo de 1960 até 1975 usava-se quase que exclusivamente a nomenclatura
Equagdo Integral (EI), sem distinguir a forma direta da indireta. Na verdade, a primeira
conferéncia de inovagio desses métodos, organizado, no Rensselaer Polytecnhic Institute em
junho de 1975 por Tom Cruse e Frank Rizzo [1975], sob o patrocinio da ASME, foi denominada
“Boundary Integral Equation Method: Computational in Applied Mechanics”. Dois anos mais’
tarde foi publicado o texto de M.A. Jaswon ¢ G.T. Symm [1977] denominado “Integral Equations
Methods in Potential Theory and Elastostatics”. Nenhum desses trabalhos usava a frase “Métodos
de Elementos de Contorno”. Nesse mesmo ano, ouira conferéncia tratando de meétodos de
inovacdes numéricas, foi realizada em Paris com patrocinio do CETIM. Nesta conferéncia uma
pequena parte dos trabalhos tratavam dos Métodos de Equacdo Integral de Contorno e a maior
parte desses trabalhos, tratavam de analises numéricas baseadas no Método dos Elementos
Finitos e Diferencas Finitas [Ciskowski-1991]. Nesta conferéncia organizada por J.C. Lachat,
Tom Cruse, Frank Rizzo e Richard Shaw constatou-se que cerca de ¥ das representagdes eram
em métodos de equagio integral de contorno, aproximadamente uma metade dos métodos em
elementos finitos e o resto em outros métodos numéricos [Ciskowski-1991]. Passado um ano, 0
nome Método de Elementos de Contorno foi usado na segunda conferéncia dedicada a estes
métodos, organizado por C.A. Brebbia [1978a] em Southamptom, U.K. O primeiro “texto
introdutério”, como oposicdo & pesquisa monografica, foi também publicado por C.A. Brebbia
em 1978. Desde aquele tempo o método tornou-se conhecido quase que exclusivamente como

Método de Elementos de Contorno (MEC).

Uma importante caracteristica do método de elementos de contorno, j& brevemente
mencionada, ¢ que ele exige a discretizagio somente no contomno do dominio, permitindo a

geragdo de malhas com menor Custo inicial. Esta vantagem ¢ particularmente importante nas



etapas iniciais do projeto, onde freqlientemente existe a necessidade de se refazer a malha da

anglise.

Considerando ainda o periodo de 1960 a 1975, onde o método de equacio integral de
contorno dominou as duas grandes aplicagdes da mecanica, quais sejam, a teoria do potencial
utilizada principalmente em pesquisas de fluidos perfeitos (sob o patrocinio da industria
aeroespacial) e pesquisas em actistica, especialmente em actisticas submarinas (largamente
apoiada pela U.S. Navy) ¢ importante constatar que essas duas areas apresentam dificuldades
comuns, pois ambas desenvolvem analises em dominios infinitos, o que para os padrdes da época

era incompativel com as técnicas numéricas de elementos finitos e diferencas finitas.

A sintese da Equagdo Integral de Contorno para problemas da elastodindmica, também
conhecida por identidade Somigliana, publicada nos trabalhos de Cruse e Rizzo [1968a, 1968b]
teve o mérito de aproximar a comunidade que atuava em mecéanica dos sélidos daquela que
trabalhava com mecanica dos fluidos e problemas potenciais e que, por sua vez, J& vinha sendo
utilizados nas EICs em suas analises. A partir desse ponto houve um répido aumento nas
aplicagdes em estruturas mecinicas e solidos, baseados nestas formulagdes de contorno, mas

agora com o titulo “Métodos de Elementos de Contorno™.

Uma das primeiras aplicagdes do método da equagdo integral de contorno (EIC), agora ja
sob a denominacio de Método dos Elementos de Contorno (MEC) foi para problemas acusticos

estaciondrios governados pela equagdo de Helmholtz [Ciskowski-1991]:

Vi%u+k*u=0 (1.1)

Na equacdo (1.1) u é o potencial de velocidades, £ é 0 ntimero de ondas e V° é o operador
Laplaciano. Conforme veremos detalhadamente no decorrer desta tese, para se transformar a
equacéo diferencial (1.1) em uma equacio integral de contorno sdio necessarios dois elementos. O
primeiro elemento ¢ a segunda identidade integral de Green e o outro elemento é um estado
auxiliar, que neste caso é chamado de “Solugdo Fundamental do Operador de Helmholtz” que é

definido pela seguinte expressdo [Ciskowski-19917:
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definido pela seguinte expressdo [Ciskowski-1991]:
Vi (k,R) +k*u (k,R)=5(0) (1.2)

Na expressio (1.2) & representa o Delta de Dirac. Nesse trabalho trataremos do problema

bidimensional e portanto a solucfio fundamental 2D ¢ dada pela funcgo de Hankel:

u” (k,R) =§Hg”(m) ' (1.3)

em que H é” (k R) € a funcéo de Hankel de primeira espécie e ordem zero. Por sua vez a segunda

identidade de Green pode ser escrita como:
| (u 2 - V2u)dQ = j(u——-—— u m)dr (1.4)

A aplicacdio das expressoes (1.1) a (1.3) na segunda identidade de Green (1.4) obtém-se a
chamada Equagdo Integral de Contorno para o operador de Helmholtz, equacio esta que ¢ a base

para a formulagdo do Método de Elemento de Contorno:

cu(k,x;) = J.u*(k,R)g’fdr- Imudr (1.5)
on on
r I

Na expressio (1.5) I' € o contorno do dominio () caracterizado pelo vetor normal n; R=|x-
x,), onde x € x4 sdo pontos do dominio Q. O ponto x é chamado de ponto de campo e x4 € um

ponto de colocaggo. O termo ¢ ¢ conhecido como termo livre (de integracdo).

As equagdes integrais de contorno (EICs), por sua vez foram utilizadas para solucionar uma
série de problemas de radiagio e espathamento de ondas acisticas. Alguns dos trabalhos mais

significativos estdio citados a seguir. Em 1963 Chene Schweikert [1963] estudaram o problema
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de radiagdo harmonica no tempo, seguido por [Chertock-1964] ainda tratando de problemas de
radiacdo do som. Em 1965, Brundit [Brundit-1965] tratou o espalhamento de onda escalar,
enquanto Greenspan ¢ Werner [1966] estudaram o problema exterior de Dirichlet. Por sua vez
Copley [1967] tratou a formulagio da equagdo integral fundamental, enquanto Schenck [1968],
através do método CHIEF (Combined Helmholtz Integral Equation Formulation), foi o primeiro a
contornar a dificuldade relacionada i falta de unicidade da solugdo da equacfo integral de
contorno (EIC) em dominios exteriores, para frequéncias que correspondem aos autovalores do

dominio finito complementar.

Ainda segundo Ciskowski [1991], a pesquisa envolvendo o método de elementos de
contorno em dominios ilimitados, continuou. O trabalho de Coyette [1994] cuidou da solucdo de
problemas de radiagdo actstica envolvendo um feixe de ondas. O problema de radia¢do e
espalhamento de ondas actisticas com pequeno comprimento foi tratado por Yoon [1990]. Uma
discussdo sobre a singularidade presente nas equages integrais, é encontrada no trabalho de
Hwang [1999]. Por sua vez progresso no tratamento de problemas inversos para actistica podem

ser encontrados nos trabalhos de [Chen-2002], [Kress-2002], [Yoon-2000].

No caso do dominio limjtado, 0 método de elemento de contorno teve também suas
pesquisas iniciadas na identificacdo das freqliéncias naturais por meio da extracdo de autovalores,
isto para os problemas de vibracdes acusticas, como pode ser visto nos trabalhos publicados de
[Nardini e Brebbia-1980], [Banerje-1988], [Sygulski-1994]. Muitos desses trabalhos tratam de
métodos adaptativos como [Raveendra-1 992], [Kamiya-1993].

Nos paragrafos precedentes foi feita uma rapida revisdo bibliografica do desenvolvimento
do MEC aplicado a problemas da acistica estacionaria. Uma coisa, porém, ¢ realizar uma revisio
bibliografica. Coisa bastante distinta é refazer todas as etapas tanto da formulagio quanto da
implementaco computacional descritas na revisio supra-mencionada. Isto posto é possivel
colocar o objetivo principal da presente tese. Pretende-se recuperar todos os aspectos
matematicos da formulagdio do MEC para o operador de Helmholtz 2D, bem como implementar
e discutir as miiltiplas variantes do método que se aplicam para problema internos (dominios

limitados) e externos (dominios ilimitados), ¢ ainda avancar na formulaciio de problemas
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actisticos inversos. Para cumprir esta finalidade o trabalho foi dividido em capitulos como

descrito a seguir:

No capitulo II, é apresentado um modelo matematico que descreve a equacdo linear da
onda em meio actstico bidimensional. A equagio ¢ particularizada para o caso de regimes
estacionarios, reduzindo-se 4 equagdo de Helmholtz. Neste capitulo mostra-se ainda

detalhadamente a deducdo da solugio fundamental do operador 2D de Helmboltz.

No capitulo III, é deduzida a formulagio da equacdio integral de contomno a partir da
segunda Identidade de Green. A equagio integral de contorno é, na segiiéncia, formulada para
dominios limitados e ilimitados. Mostra-se que para dominios ilimitados somente a discretizagio
do contorno da fonte radiante limitada & suficiente para descrever completamente @ dinémica do
problema exterior. Mostra-se ainda que a condigdo de radiagfio de Sommerfeld ¢ satisfeita pela

equagio integral de contorno quando aplicada a dominios ilimitados.

No capitulo TV, apresenta-se a discretizagdo da equagdo integral de contorno, discretizagio
esta que dé origem ao Método dos Elementos de Contorno. Discute-se o tipo de elemento
utilizado, bem como a forma para se incorporar as condig¢@es de contorno e o tratamento das

singularidades existentes nos micleos das equagdes integrais.

No capitulo V trata-se da implementagdo do MEC para um dominio acustico bidimensional
e limitado. O MEC é utilizado para a sintese das grandezas modais que caracterizam a dinamica
aclistica dos dominios bidimensionais, quais sejam os autovalores € os autovetores. Duas
estratégias sio utilizadas na identificagdo das freqiiéncias naturais. A primeira, conhecida como 0
Método da Pesquisa Direta, € baseada nos zeros do polindmio caracteristico que, por sua Vvez, é
complexo ¢ definido como sendo o determinante da matriz associada ao sistema. A segunda
estratégia ¢ baseada nas Fungdes de Resposta em Freqiiéncia e Respostas (FRF’s) e, nesse caso
identificamos as freqiiéncias naturais, pelas ressondncias presentes em uma ou vérias curvas de
FRE’s associadas a diferentes pontos do dominio. Vantagens e limitages de cada uma dessas

téenicas sdo discutidos a partir de sua aplicagio a exemplos numericos.



No capitulo VI, a formulagiio do MEC ¢é entio implementada para um dominio ilimitado,
onde consideramos o problema de radiacdo acuistica. Mostra-se a necessidade da regularizacio da
solugdo devido & perda de unicidade da equagdo integral, o que é feito segundo a metodologia
CHIEF. Neste capitulo realiza-se ainda uma implementagdo para determinacéio do fluxo actstico

em pontos do dominio.

No capitulo VII, ainda tratando de problema de dominio exterior, a formulagio do MEC, é
implementada para o problema de espalhamento de ondas (scatter). Cumpre ressaltar que esta é a
primeira vez que o grupo obteve sucesso na solucdo deste problema. Como a solugdo analitica
para o espalhamento de ondas 2D é dada por meio de uma série de termos 1nfinitos, um estudo

que revela o nimero minimo de termos necesséario na solugdo é mostrado.

No capitulo VIII, trataremos do problema inverso para o caso de radiagio acustica, o qual
consiste em recuperar o potencial actistico no contorno de uma suposta fonte radiante, a partir do
potencial acistico medido em pontos do dominio ao redor da fonte, o que caracteriza um
problema inverso aplicado a dominio exterior. Desse modo o equacionamento do problema
inverso ¢ determinado a partir da formulagio do MEC para problema de dominio exterior. A
maior dificuldade na resposta do problema inverso, estd no fato de que a equagdo matricial
oriunda da aplicagdio do M.E.C, normalmente tem dimensdo retangular ¢ é mal condicionada, e
requer além de um método especificos para sua inversdo, estratégias de regularizaciio da resposta.
No caso desse trabalho s3o consideradas duas estratégias, a primeira trata da Decomposicio em
Valores Singulares (D.V.S), a segunda € conhecida como Estratégia do Regularizador de
Tikhonov. Mostra-se através de exemplos as caracteristicas de cada estratégia de solucdo do

problema inverso.

No capitulo XIX sio feitas considerages finais sobre o que foi alcangado no presente

trabalho, bem como sdo indicadas novas dire¢des de pesquisa a serem seguidas.



Capitulo 2
A equacdo da onda acustica

2.1- Introducgao

- O objetivo deste capitulo € apresentar um modelo matematico que descreve o
comportamento de ondas em meios acisticos lineares, dependentes do tempo e em dominio
unidimensional e bidimensional. Para isso estabeleceremos uma terminologia que relacione 0s
problemas acusticos a conceitos fisicos basicos, utilizando a nogfo de diagramas de corpos livres.
Em seguida, mostraremos que, assumindo algumas simplifica¢des, 0 modelo matematico que
representa o comportamento de ondas no meio acustico linear, em regime estacionario, ou no
dominijo da freqiiéncia, se reduz & conhecida equagdo de Helmholtz. Esta equagéo sera objeto de
estudo em capitulos posteriores. Finalmente, apresentaremos uma solug@o particular para o

operador bidimensional de Helmholtz, que ¢ conhecida como “solugdo fundamental”.

2.2 - Equagdo da onda unidimensional

Consideremos uma quantidade fixa de massa (m) de um fluido, comprimida em um tubo
longo, de tal modo que essa quantidade de massa possa ser representada por um comportamento
unidimensional. Assim como é feito na mecénica do continuo, essa quantidade de massa ¢€ isolada
num diagrama de corpo livre, como mostra a figura 2.1, sobre a qual podemos aplicar a segunda
lei de Newton [Kane-1994].

F, =ma,



(Ps +p)S_(Ps wf"p+p73)8=deX3 ].—;3

ou, simplificando

ey

Pqg==-pu; (21)

5

onde;:

p: pressdo acustica

Py pressdo hidrostatica presente na quantidade de massa de fluido.
5 : seccdo de drea transversal normal 3 dire¢io x;

£ densidade de massa de fluido

u;3 : deslocamento da massa de fluido

Quantidade
de massa fixa
(Ps + p)S
X1
X3
%2 (@) )
Campo de Fluido i '
(respostalD) Diagrama de corpo livre

Figura 2.1: Movimento da massa de fluido.

Por outro lado, assim como em problemas de elasticidade, o comportamento do fluido é
caracterizado por sua equacio constitutiva. Neste caso, a relagdo constitutiva, entre a pressio do

fluido e sua densidade ¢ escrita por [Kane-1994]:
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p=B=L 2.2)

em que B é uma constante do meio, denominada de médulo de compressibilidade {modulus-

Bulk), e obtida de modo experimental. Utilizando o principio da conservagdo de massa e
considerando a densidade p, a relagio constitutiva (2.2), pode ser reescrita em termos da variagao

do volume, como segue:

dim)=d(pV)
logo

dim)=dpV+pdV =0

ou
dp __av
P v

que substituida em (2.2), resulta:

__ (fﬁi)
=B (2;)

A figura 2.2, mostra um pequeno deslocamento u; da massa de fluido originalmente

mostrada na figura 2.1b. Imaginando que essa quantidade de massa permanece fixa, podemos

determinar a variagio de volume causado pelo deslocamento u,:
dV =(us+uss dx3)S-u3; S= Suaz dx;s (2.4)
onde

(us+us3dx3)S: € o acréscimo de volume associado ao deslocamento u;

uz S: € o decréscimo de volume.
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Considerando o volume original Sdx3, podemos expressar a variagio d% , substituindo

(2.4) em (2.3) o que resulta em:

p=-Bu,, (2.3)

Combinando a equagio de equilibrio (2.1) e a relagio constitutiva (2.5), a equagio
diferencial que modela o meio acustico pode ser obtida em termos da pressdo acustica ou do

potencial de velocidade. E o que sera feito a seguir

| uy(x,) us(x3+dx3)zu3+u3~i—u3‘3dx3
| ok >

Configuragio de massa

| __—1 Configuracio de
néo desiocada

1 massa deslocada

dx;
X3 X3+ dx;

Figura 2.2: Deslocamento da massa na direcio x3

2.2.1- A equacéo diferencial em termos da pressao

Para obter a equacio diferencial que descreve meio acisticos lineares, em termos da
pressdo acustica, vamos derivar a equagio (2.1), na diregfio x; € a equagio constitutiva (2.5) duas

vezes em relagdo ao tempo, ou seja:

ae

Pry3=—puss (2.6)
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p=-Buss (2.7)

Combinando agora as equagdes (2.6) € (2.7) de forma a eliminar 321, a equacio diferencial

em termos da pressdo acustica, pode ser escrita como:

1.-

P~z P =0 =
com
e=Bo 2.9

em que ¢ representa a velocidade de propagagao da onda aclistica. A equagdo (2.9), € conbecida

como equagio da onda escalar [Kane-1994].

A expressdo (2.8) indica que a equacdo escalar da onda acustica, pode ser tratada em

termos da pressdo acustica.

Assim se Q é um dominio, de contorno I' = I'p U I'y, como o mostrado na figura 2.3, a
distribuicio de pressio acistica, sobre contorno I, pode ser determinada por meio de um modelo

matematico do dominio O, representado pelo problema de valor de contorno na forma:

Vzp-}?pﬂo, em {2 {a)
pe
com
- (2.10)
p=p . sobre ' =1, (&)
@ =p,, sobrel =Ty (c)
on ’
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Figura 2.3:Dominio com Condigdes de Contorno

Onde as relagdes (2.10b-c), representam as condigdes de contorno em sua forma cléssica,
sobre o contorno I” do dominio ) sendo que a condi¢do de contorno dada por (2.10b) conhecida
como condi¢Zo de Dirichlet, enquanto que a condigdo de contorno dada por (2.10¢) é conhecida

como condigdo de Neumann.

2.2.2- A equacéo diferencial em termos do potencial de

velocidade.

Nesta secdio vamos considerar outra vez a equacdo de equilibrio (2.1) ¢ a relacdo

constitutiva (2.5) para u =&, ou seja:

Py =-p 53 (211)

p3=-pS, 2.12)

Derivando (2.12), com relacdo ao tempo temos:

dp d(ém) .
=B _BE 2.13
dt B dt £33 ( )
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Definindo v, = £,, a equagio de equilibrio (2.1 1) pode ser reescrita como:

py=-hvy (2.14)

Derivando (2.14) em relacdo a0 tempo temos:

(p,}) . e [ T X3
- S 2.15
dt p dt pvs==p &y (2.13)

Considerando agora uma inversio na ordem de diferenciacdo do lado esquerdo da equagdo

(2.15) temos:

d(p,y) _df dp __d_m@_}
dr dzkdx)"“dxﬂdz (216

assim a equacdo (2.15) fica reescrita como:
p\ .- R
Sl R < 2.17
( a J p &, ( )
substituindo (2.13) em (2.17) obtemos:
d L3 e
E[”Bg3,3) = —f § 3

ou

e

"B§333"’ ~p &, (2.18)

Definindo, £, = Vi em que Vurepresenta um potencial de velocidade e substituindo em

15




(2.18) temos:

o d*{(Vu
w2 T
ou
V{u,33——£~£2—?—}=0

B dt

implicando que:

I "
U35 —gus = () (219)

com ¢’ dado por (2.9).

A expressdo (2.19) indica que a equacio escalar da onda acustica linear unidimensional,

pode ser expressa em termos do potencial de velocidade.

Uma modelagem matematica de um dominio {1, com contorno I' = I'y, + T, dado na figura
2.3, que permite determinar o potencial de velocidade em todo 0 contorno I', pode ser tratado por

meio do problema valor de contorno, na forma:

Vzum%—;m(); em Q) (a)
¢
€
¢ ' (2.20)
u=u em I'=T}, (®)
g’i =uy em T =TI, (©)

onde as expressdes (2.20b) e (2.20c), representam as condicdes de contorno, conhecidas
16




respectivamente por condigo de Dirichet e condicio de Neumann.

2.3 - Equagédo da onda bidimensional

A equagio diferencial que rege problemas acusticos bidimensionais pode ser obtida através

de uma extensdo feita a partir da equagao diferencial para problemas actsticos unidimensionais.

No caso bidimensional a equagdo de equilibrio (2.1), ¢ escrita como:

pa{:-pufs 1 31,2 (221)

A relacdo constitutiva para O €aso 2D, pode ser determinada reescrevendo a relacdo

constitutiva (2.5), de forma conveniente visando escrever, posteriormente a equacao diferencial

para O caso acustico bidimensional.

Uy ugp dxz

u; -t U dx,

dX1

X1
Figura 2.4: Deslocamento da massa de Fluido 2D nas dire¢des X; € X2

A fim de determinar a relaggo constitutiva do material para o caso bidimensional, ¢ preciso

17



considerar na figura 2.4, um pequeno elemento de dada S = dx,dx;, e seus acréscimos nas

direcdes 1 e 2, dados, respectivamente, por:

up(xhdxg) =uy +uy, dx,

le,z(Xz“*'dxz) = U +uz; dx;

Considerando o volume inicial Vo = dxidxs dxs, uma pequena varia¢io de massa nas
diregbes 1 e 2, acarretard uma variagdo de volume, fazendo com que o volume final seja dado
por: Ve= (1 + u;)dx; (1 + us )dx, dxs conforme mostra a figura 2.4. Assim a variacdo de
volume nas dire¢des 1 e 2, ¢ dada por:

AV=V; -V,

ou
AV =((1+u,,)dx; (1+ uz Ydxz) dx; — dx;dx, dx;
assim podemos escrever:

VvV Q+u +uy, 0, +u,, —1)dx, dx,dx,
v, dx,dx ,dx,

¢ desprezando a parte ndo linear (u;; us2) obtemos:

o . VvV . .
substituindo a relagio 7 na equacao constitutiva dada em (2.3) temos:
Q

18



[4131
p=-Bu, i=1,2 (2.22)

que representa a relagdo comstitutiva para o caso 2D. As equagdes (2.21) e (2.22), correspondem,
respectivamente, as equagoes de equilibrio, e constitutiva, para 0 caso bidimensional. A partir das
equagdes (2.21) e (2.22), é possivel obter a equagao diferencial no caso bidimensional, para
problemas actisticos, em termos da pressio e do potencial de velocidade, como veremos na

proxima sectao.
2.3.1- A equagao diferencial 2D em termos da pressao

Analogamente ao que foi feito para obter a equagdo diferencial (2.8) mo caso
unidimensional, € feito agora para O €aso bidimensional. Derivando a equagdo (2.21), uma vez,
em relacio a cada uma das direcoes 1 e 2 e somando as parcelas, podemos expressar o resultado

em notaco indicial como:

Py =—PUii comi= 1,2 (223)
Derivando a equagdo (2.22), duas vezes em relacdo a0 tempo, obtemos:

5 =Buy, com i=12 (2.24)

Eliminando o termo u: das equagdes (2.23) e (2.24), obtemos O resultado em notagio

indicial:

19



2. hlz—p =0, com i=1.2 (2.25)
c

A equagdo (2.25), representa a equacio diferencial bidimensional, para problemas actsticos

lineares em termos da pressio p, que € uma grandeza escalar.

Um modelo matematico que representa o problema valor de contorno da figura 2.3 e

resolve (2.25) é escrito na forma de (2.19).

2.3.2 - A equacéo diferencial 2D em termos do potencial de
velocidade.

A equagdo diferencial em termos do potencial de velocidade, ¢ construida a partir de uma
manipulagiio dos termos da equagio de equilibrio e da equagio constitutiva dadas,
respectivamente por (2.21) e (2.22). Considerando momentaneamente um deslocamento £ as

equagdes (2.21) e (2.22) podem ser respectivamente, reescrita por:

ps;:”“pg,- (226)
p=-B¢ ,  i=1.2 (2.27)

A derivada de (2.27) e (2.26) em relagdo ao tempo, resulta respectivamente em:

?ﬁm_BMz—Bé” = -BVo}

2.28

at & | = 20
(L] 2 Ll

i) d(dp), 08 __ 2% (229)
dt  dtidr, ot ot’

Uma inverséo na ordem de diferenciaciio, sobre o lado esquerdo de (2.29), deixa-a
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escrita por:

) . .
(}‘E\; _ﬁ_(?ﬁ):mpagf __ 0k (2.30)

a ) ox \a ot at*

Considerando o divergente de a% , (2.30) assume a forma:

~ 2 4
Vo(zan_pﬁi (231)

Substituiﬁdo (2.28) em (2.31), temos:

. 2
v{wgvogi% —p aasz (2.32)

Definindo o potencial de velocidade como sendo £, = Vu, a equacdo (2.32) fica escrita por:

8*Vu

Vi-BVoeVi)=-
( u)=—p Py

ou ainda na forma:
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de onde podemos escrever a equacio diferencial linear da onda:

3 1 5211
Viu= -

2.33
¢® ort (2.33)

com ¢” dado em (2.9).

A expressdo (2.33) indica que a equagfio escalar da onda actistica linear bidimensional,

também pode ser expressa em termos do potencial de velocidade.
2.4 - A equagédo de Helmholtz

Uma forma de expressar uma variacio harménica no tempo, € usar a teoria de nameros
complexos (formula de Euler’s). Assim a variag30o temporal harménica da pressdo atuando em

um ponto de coordenadas X, e x, pode ser escrito como:

plx,x,1)= plx,, x, )e' ! (2.34)

Substituindo (2.34) em (2.25):

Pt p=0 (2.35)
pe
ou ainda
Ptk p=0 (2.36)
onde a constante k = < , € 0 nimero de onda, que no Sistema Internacional S.I , € medido em
c
radianos/metro.
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A equagdo diferencial (2.36) é conhecida na literatura como equag@o de Helmholtz, que
governa problemas de acustica linear no caso bidimensional. A equagio de Helmholtz, (2.36)

pode ainda ser escrita utilizando-se do Laplaciano V %, na forma:
V2pakip=0 (2.37)
2.5 - A solugao fundamental 2D da equacio de Helmholtz

Sejam P e Q dois pontos de um dominio ¢ R?, e p’(k R) a solucio fundamental da
equacdo diferencial de Helmholtz, com singularidade em P, definida como a solucdo da seguinte

- equacdo:

* &
V2p +k2p =-8(P-0) (2.38)
onde & (P - Q) representa a distribuigdo Delta de Dirac [Boyce-1990].

A solugfo de (2.38) sobre um contorno I pode ser escrita na forma :
.[(VE p o+ k> p*JdQ: i(— 5(P-Q)dQ (2.39)

A integracio do lado direito da equacgo (2.39) sobre o0 dominio ) é determinada por meio

da integracdo da distribuicfo Delta de Dirac ou seja:
J:(ﬂ 5(P-0)ldQ = - L&(P -Q)dQ = -1 (2.40)

Ja a integracfio do lado esquerdo de (2.38), pode ser determinada, procurando uma solugio
com simetria cilindrica e, desta forma, é conveniente escreve-la num sistema de coordenadas

polares.

23



a2p* 1apt .
£ 5L L i2p" =0 (2.41)
42 R dR

valido para todo ponto de {2, exceto no ponto P.

Fazendo-se x = AR, obtemos a equaciio diferencial de Bessel de ordem zero [Mesquita at
all 2000]

d2 * d * *
ol di +x2p = (2.42)

dx2

Da teoria de Equagdes diferenciais, sabemos que a solugdo de (2.42) é do tipo:

p ()= a8 (x)+BE (x) (2.43)

onde 4 e B sdo coeficientes a serem determinados e H gl)(x) e H (()2)(x) sdo, respectivamente, as

fungdes de Hankel de 1° e 2° espécie e ordem zero, definidas como:

0
c (2.44)
H=sfi-ig  ©

onde 7, € a fungéo de Bessel de primeira espécie e ordem zero, definida por [Boyce-1990}:

R s 1y 2m
Jolx)=1+ -(—2-12—);(—’(?2%—2-— (2.45)

ma]
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enquanto que chl)(x) é a funciio de Bessel de 2° espécie e ordem zero ou conhecida também por

funcio de Bessel-Neumann definida por [Boyce-1990]:

= (Wi)m+ihm
e 22" (ml)’

Yg(x)&—%- [}f + lng-].fo(x)-k

T

(x)lm

m

onde v ¢ conhecida como constante de Euler-Mascheroni e definida pela equacgio

4= lim(h, - Inn), quandon —> o, (y=0.5772), ¢ h, =Z%

A=l

(2.46)

O comportamento assintotico das fungdes de Bessel ¢ caracterizado conforme mostra a

equagdes a seguir [Boyce-1990}]:

LimJfx)=1 (@
x>0
e
. )
Lim Ib(x) =—In) (D)
x—=0 T

e por outro lado se x cresce ilimitadamente,

Lim Jpx)=—=" (a)
w0 J7x
€
senix — 7
Lim YO(x)m-—w(———i"—) (®)

(2.47)

(2.48)

. iot - o ~
Se utilizarmos o fator e , para representar uma variagio temporal estacionaria entao as
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parcelas da solucdio (2.43)

H (x)e™ =[Jy(x)+i¥, (x)]e™ (@)
e (249
HP(x)e™ =[J,(x)- 17, (x)]e"™ (b)

representam, respectivamente, uma onda se propagando em dire¢3o a origem do sistema de
coordenadas e outra se afastando da origem. Estes fatos podem ser verificados, comparando o
grafico do Operador de Helmholiz (2.49), em fungdo da distincia do centro da fonte, para um

determinado intervalo de tempo.

Nos graficos da figura 2 4a, é mostrado o comportamento da curva (2.'493), onde verifica-se
que na medida em que o tempo aumenta, a crista da onda de fato aproxima-se da origem da fonte
€ por outro lado, nos gréficos da figura 2.4b, ¢ mostrado o comportamento de (2.49b) para a
mesma varia¢do de tempo e nesse caso verifica-se que a crista da onda afasta-se da origem. De

modo andlogo pode-se verificar o comportamento do operador de Hankel quando a exponencial

de (2.49) for (e7 24y,

Se a fonte de energia do sistema em estudo estiver na origem, entdo a condigio de radiacio
de Sommerfeld [Harari-1998], a qual postula que nenhuma fonte de energia esta situada no
“infinito”, reduz a solucio fundamental (2.43), pois a constante A desaparece (A = 0) e portanto
(2.43) fica dada por:

P (x)=BHP(x)

€ portanto a solugdo de (2.38) pode ser avaliada fazendo:

Lim [IQ [V-Vp*(x)—i—kzp*(x))dAJ:wi (2.50)
g0 ¢

26



HE)] ){X)e(+1 w Z)
1 : ‘\
0.75 +
0.5
0.25 - N

-0.25 : N
-0.5
-0.75 :

-1

e .‘.,:\. R SR .'.;/'__‘.__M,W,Ak,,ﬁ AN e K
’ 24 76 3 \\1_0

1 (+lwt
HY ’(};)e @

0.75 |
0.5

-0.5
-0.75 :
-1"

Hgl}(x)e('i—lw 1)
1-
0.75
0.5

0.25 ,/”7'\\\

a5 L2 /a6 e

_0s:
~0.75
— 1 :

Hgi)(x)eﬁlwt)
i
0.75
0.5:
0.25 it

0.25 .' //

—02s i 204 6 8
0.5 -
~0.75 1

-1 :

10

Hgg}(x)e(+iwt}
b
0.75 \
0.5:
0.25
ons . 204 76 8 0
~0.5 .
~0.75
w } L

HE)Z)(X)G(+Iw £

0.75 +
0.5: 7/ ™
0.25 N P

—0251 2 4 6 8 0
~0.5 "
-0.75 ¢

-1

2 (ol ¥
HE,’{lx)e”’)

0.75

0.5 ' T T
0.25 / N

_o2s . | 2 4~ 6 8 10
0.5
-0.75 |

—1¥

2) lwt)
HP (x)e+

0.75 |
0.5

: s o
025 N

-025+ /2 4

-0.5: /

-0.75 |
-1

(a) H ((;)(x) ¢! Onda propagando-se na
direcio da origem da fonte

da

(b) H éz) (x) ¢ 1?!  Onda afastando-se da origem da
fonte

Figura 2.4: Propagagfio de ondas e interpretagdo da solugio Fundamental do operador de Helmholtz
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O segundo termo do lado esquerdo da integral (2.50) tende a zero quando e~0. Isto pode
ser verificado, variando-se o comportamento assintético dos elementos da integral quando e—0.
Neste caso a varidvel p* cresce indefinidamente com comportamento O(In[R]), enquanto d4

decresce com uma taxa O(R?), garantindo um valor nulo para o limite.

Vamos agora analisar o primeiro termo da integral de (2.50). Aplicando-se o teorema da

divergéncia podemos escrever:

*

. 2 % ® * 5p
Lim [V p )dA:} = (V.Vp )dA =| Vp endl'= dr .50
& 0@98 bg Irg '[I”g on
substituindo (2.51) em (2.50):
8 5
Lim | | 2 |ar = -1 2.52)
g-—>0 g on
onde n, ¢ o vetor normal do contorno I,
Notemos ainda que o vetor N e o raio R tem mesma direcdo portanto — = —z , 858im o

on IR

. s v * .
comportamento assintético de p é:

o 12 = [ 21 e o

g cn
(2.53)

2 2
~— Lim | [In(ks) |ed@ =41
Te—0 ¢

Substituindo a equagdo (2.53) em (2.43) e juntamente com (2.52) encontramos B = ui—, ea

solu¢do fundamental no plano é dada por [T.W. Wu. 2000]
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F )

p*(kR)m—"zHO (kR) (2.54)

onde: k representa o numero de onda k= «/c, R= | R | e R representa o vetor posi¢io
2.6 — Concluséo do capitulo

Neste capitulo foi feita a dedugfio da equacio escalar da onda transiente bidimensional que

governa os meios acusticos lineares.

Esta equagéo foi particularmente obtida para problemas com variacio temporal harmdnica,
resultando na equagio de Helmholtz. Deduziu-se uma soluciio analitica para o problema
particular da equagdo de Helmholtz, tendo como termo nio homogéneo uma fonte concentrada ,
modelada por uma distribuigdo Delta de Dirac, obedecendo a chamada condi¢3o de radiagio de
Sommerfeld. Esta solugdio particular ¢ conbecida como “Solugdo Fundamental”do operador de
Helmholtz 2D e serd muito utilizada na formulagdo da equagdo integral de Contorno,

representada no proximo capitulo.
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Capitulo 3
A equacdo integral de contorno

3.1-Introducéo

Neste capitulo a equacdo diferencial de Helmholtz, deduzida anteriormente, serd
transformada em uma equacio integral de contorno. Para tanto far-se-d uso da Segunda

Identidade de Green e da soluciio fundamental do operador de Helmholtz.

Sera discutida a formulagio para dominios internos limitados, bem como a formulagdo para

dominios externos ilimitados.

3.2 - Problema de dominio interior

Vamos considerar o dominio bidimensional O < R? fechado por um contorno I,

caracterizado, por sua vez, através de um vetor normal 1 tal como na figura 3.1a.

Sejam x,; e x dois pontos quaisquer de Q, e seja Q; uma circunferéncia de raio ¢ e centro em

x4 fixo, com x sobre I'. , em que I'. € o contorno de Q. , conforme mostrado na figura 3.1b.
Sejam, ainda u e v duas funces escalares, tais que:
Viulk R)+ K u(kR)=0, emQ UT (3.1

em que R, corresponde 4 distancia euclidiana, de dois pontos quaisquer de Q e,
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v(k R)= H® (k R), tal queem(Q-Q, ).

[Vzv(k R)+k*v(kR) = 8(x, —x) (a)

(3.2)
V2u(k R)+ k*v{kR)= 0 (b)

. ) b) Definigdes para dedugdo da equacio Integral
a ) Dominio Interior

Figura 3.1: Dominio de Integragdo

O nosso objetivo & avaliar a equagdo de Helmholtz (2.37) em termos do potencial de
velocidade para todos os pontos de € internos ao contorno T. Para isto, consideremos o novo

dominio Q - O, de contorno I' + I'; e, apliquemos a ele a segunda Identidade de Green [Erigen-
1975}, isto €:

J(w%w%}zg: J.[u-g—;wvg%jdf (3.3)

Somando e subtraindo a expressio (u kzv) ao integrando da integral do primeiro membro

na equaco (3.3), obtemos:
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J.(uvzv—vvzu)dﬁ . ﬁu(vzwk%)m W72 + k2 a0 (3.4)

-0, Q-0

A mtegral do lado direito de (3.4) é zero pois, conforme definido em (3.1) e (3.2a-b), as
funcdes u e v satisfazem a equacdo de Helmoholtz em todo (Q - £2;). Assim, podemos concluir

que:

f(quv—vvzu)dQ =0 (3.5)

Q-0

Substituindo (3.5) em (3.3), temos:

I(ugzmv—g—szF:O (3.6)

(i n
[+

Desmembrando a integral em (3.6), obtemos:

(u@—vﬁ}zr= (uw?i—vf?fi)dn uﬁ‘i—v-aﬁ}drﬁo 3.7)
on  0On on  On on  On
{“"?“rg r r&'
ou:
[ué—v——-vgy—\df = - (u—@i—vé%ijdfg (3.8)
on  On on  On
r Te

Considerando que em O o vetor normal n ¢ voltado para o centro da circunferéncia, entio,

pode se escrever que: [Hall-1994]
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o
P

oe (3.9)

Para calcular a integral do lado direito de (3.8), observemos que w(k &) = H Dke) em Q,

como definido em (3.2a-b) onde a disténcia R =pxz - xi, ¢ substituida pelo raio € do dominio .

Assim derivando esta expressdo com relagdio a normal n = ne € utilizando (3.9) obtemos:

ovlks) _oHP(ke)olke) _ _ eHPlke) o, (ke)+iY,(ke))
dn alke) on 6{ke) a(kg)

(3.10)

Fazendo, em (3.10), o limite quando € — 0, e usando as defini¢Bes de valores assintoticos

definidos nas equagdes (2.47a-b), para as fungdes de Bessel e de Bessel-Neumann, temos:

ovlk g) ( a)(l i ln(k g)) 2z

on zr(ka) e (3.11)

Substituindo (3.11) em (3.8) ¢ supondo, sem perda de generalidade, que o contorno I’

pOSsa Ser escrito como . = 0 e realizando o limite para € — 0, temos:

.
[’ -
Lfngj Ru(x)é"%iﬁ ~v(x,x, )3%{-3‘—)) d r}:

E—> /
1_1"5
(3.12)
rd:4 ) 2=
Lim u(—:»;i)gdé) - (1 + z'%ln(ks)}ﬁedt?
=0 e bid on
0 0
Calculando as duas integrais do lado direito de (3.12), obtemos que:
J.(u(x)i'-‘-’%»ﬂ W(x,,x) 28 C’”(x)] wdT, =—4iu(x,) (3.13)
7

Fe
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portanto, (3.8) torna-se:

j[v(xd,x)gﬁégﬁ u(x d)a"(xd x))druuu(xd) (3.14)

N

A equagdo (3.14), permite avaliar a equacio de Helmholtz para todos os pontos internos ao
dominio €. Queremos, entretanto, a partir da equacdo (3.12), avaliar os pontos que estio sobre o

contorno I de (3.
3.3 - Extensao para o contorno

Consideremos, agora, que os pontos x e xg estejam colocados sobre o contorno I’
(figura3.2a), do dominio Q. Considere x; um ponto fixo, e x movendo-se sobre T'. Quando o
ponto x coincidir com o ponto xz; ocorreri uma singularidade logaritmica na expressio
vk R)=H{"(ke). Tal singularidade, nio poderd ter o mesmo tratamento feito no caso dos
pontos internos, j& que a 2* Identidade de Green, nio pode ser aplicada, pois, para qualquer ponto
sobre I, e qualquer que seja £ > 0, o circulo I, terd pontos de € e pontos que niio pertencem a (2,

pois € = l xi-x|. Entretanto, utilizando a equacio (3.14), ¢ possivel tratar tal singularidade.

Para levantarmos esta singularidade.vamos considerar, o artificio , tal como é mostrado na
figura 3.2b. Com centro no ponto x,, tracamos um arco de circunferéncia I': ,de modo que x seja
deslocado para I'e, 0 que altera o contorno do dominio paral's + - conseqiientemente o dominio

¢ estendido para Q + Q..

Na figura 3.2b € possivel definir um angulo externo 6°e um angulo interno 8’ [Hartmann-

1981, Mantic-1993]. Entre os dois existe a relagdo:
88“?“9‘;3271' (315)

E importante perceber que:
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Lim(T, +I)=T (@)

mQ+0,)=0 b
Lim(Q+Q,) (®) 516

Com a inclusdio do ponto x; no dominio ¢ contorno estendidos, respectivamente Q U Qc e

I'. U I'. podemos voltar a fazer valer a identidade de Green escrita na expressdo (3.14),

reescrevendo-a como:

(3.17)

J'(v(xd ,x}a”;ix) ~u(x) av(;:l’x))dr = 4iufx,)

_+T,

(h)
Figura 3.2: Angulos no Contorno

ou ainda, separando as integrais sobre os distintos contornos
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ﬂv(xd,x)ma—u-;—d) u(x) xd’x)bf 4iu(x,)~ I[ ‘9“( o) u(x)mg-nd—’——}a’r (3.18)
I

Para que o ponto x; venha fazer parte do contormno I', necessitamos determinar o limite da
equacio (3.18)

g0 i

Lr

Lim{ J.(v(xd,x)auéx ).».. u(x) (z;’x)]dl‘ =
\ %

(3.19)

Lim| 4iu(x;) - K Xyt (“) ()Ov(xd’ )JH

Utilizando (3.13a) o limite da primeira integral em (3.19) se tomna

e e O

on
I_ I

considerando a equag@o (3.9) podemos escrever:

ov(x,x,) Blke) 2i

= 3.21
on on e ( )

Podemos voltar a avaliar o limite da Segunda integral da equacdo (3.20). Substituindo os

valores de w{k &)= H{” (ke) pelos seus valores assintéticos dados (2.47a —b):
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L

7
Te

g,_i_)n{*)al; J‘(1+iw2~«}n(ks)J P~

Y Bu(x)

(3.22)

Considerando que dT, = &£dé e substituindo u(x) para seu desenvolvimento em série em

torno do ponto xg, podemos escrever:

_ﬂ( v(k 8)

Tt a0 25 ar (o

I
Lz’m[
g0 on

8,
Lim{ J[l +iZiner)
g0 3 b

@

%,

J

Oa

x4 }8

£dd - (3.23)

_oup _du
g™ Bg?
{u(xma“(x")
Ot

-2i
. a} )de
o ey

mostra-se de forma analoga, que o limite da primeira integral do lado direito da equagdo (3.23) se
anula. Resta tratar a segunda integral de (3.23)

% %
Lim<~ Yu(x,) -2 edo— —inx £
g0 g og'™

8, 8,

1

g—0 T

8,

[‘—23-) edd
TE

&
- i2u(x,)

do+1im
=0 de

Oulxy)

(3.24)
8y
., —2—1&: J.d{r)z i%(‘)"u(xd )
T et
g

Retornando o resultado (3.24) em (3.18) podemos escrever
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J‘[V(xd,x)agfj) - u(x) 5"(;‘;”f))dr(x): siule,) 22 o)

s

ou ainda

I[v(xd,x)%gﬁ—u(x)w}dr(x): 4iu(xd)(1—_~eij (3.25)

on 2n
I_
ou ainda
( g° i fr Bu(x) \8v(xd,x)
Ll - Zﬂ:Ju(xd) =7 Jtv(xd,x) o ~u(x) o )df(x) (3.26)

Lembrando que w(kR)=H éz)(k R) e introduzindo a constante complexa (-{;) para dentro do

sinal de integracdo, temos:

WI; on

cu(x, )= ([—%Héz)(kr)] 2“)dr- I(E——(—%Héz)(kr)]u]df (3.27)

.

onde o termo “c” ¢ chamado de “termo livre” (de integragio) e ¢ dado por:

g 1 e
cwi—amzz— 2x-8 (3.28)
/s i

Aqui, ¢ importante fazer um comentario sobre a equacio (3.27). Na secdo 2.5, do capitulo

2, foi deduzida a solugio fundamental do operador de Helmholtz, definido pela expressio (2.54).
A solugio obtida naquele capitulo foi u (kR) = (— %)H ((f)(k R). Solucfio esta encontrada nos
textos basicos de Elementos de Contorno [Brebbia,1980, Brebbia e Domingues, 1989 e

Ciskowski e Brebbia, 1991]. Assim em conformidade com os objetivos tragados por este

trabalho, esta se¢do traz a dedugio completa da Equagio integral de contorno, na qual mostramos
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de modo natural a inclusdo da solugdo fundamental do operador de Helmholtz, de onde
observamos que o fator (-i/4) ¢ devido o operador de Helmholtz ser uma expressdo complexa. Ou
seia a solugio mostrada em (3.27) geralmente ¢ obtida a partir da dedugfo geral da integral de

contorno em sua forma singular, realizada nesta seg&o.
3 - 4 O coeficiente ¢, termo livre do sinal de integragao

O coeficiente ¢ que aparece na equagdo (3.28), tem seu valor determinado quando €

conhecida a posigdo do ponto fixo x; em relagfo a (2 U T'). Assim o valor determinado pela

relagdo c = (1 - 5——] , depende somente do dngulo com origem no ponto x;. Vejamos entdo:
Vs
\

Se o ponto x; ndo pertencer a QUT, sempre vai existir € > 0, que determina um circulo de
raio € e centro em x4, tal que nenhum dos pontos deste circulo pertencem a QUI, isto ¢, a regido

angular é o angulo externo #° =2 e que substituido em (3.28) determina ¢= 0.

Por outro lado, se o ponto xg pertencer ao interior de {2, sempre vai existir € > 0, de modo
que o circulo de centro x4 € raio €, esteja contido em €, determinando um 4ngulo interno &° =2x,

conseqiientemente ¢° =0, de (2.28) resultac = 1.
Consideremos agora, 0 ponto xg sobre o contorno I':

a) se ¢ possivel tragar uma reta tangente ao contorno I', passando pelo ponto x,, ento o Angulo

externo ao dominio 2 é 8 ° = x, e portanto ¢ = 1/ . Nesse caso dizemos que o ponto xp pertence
P 2

a parte suave do contorno T'.
b) O ponto x; esté sobre a parte ndo suave do contorno I', isto €, o ponto xg estd sobre um canto

no contorno. Nesse caso, o angulo externo deve ser determinado, conforme sua defini¢dc em

(2.13).
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Podemos resumir essas quatro possibilidades descritas anteriormente do seguinte modo:

0, s¢ 0 0 ponto ndo pertence ao dominio O
1 \
5 se 0 ponto x, , pertence 2 parte suave do contorno
c= ) ) o (3.29)

1 §¢ 0 ponto x, ¢ um ponto interno ao dominio

82
1——2—-~ S€ 0 ponto x, pertence a parte nio suave do contorno.

T

3.5 - Problema de dominio exterior

A equagio (3.27) obtida na se¢fo 3.3, refere-se 2o €2, fechado por um contorno T, portanto
um problema de dominio interno. A situagfio oposta, onde o dominio de interesse tem pontos fora

do contorno I ¢ denominada de problema de dominio exterior ) (figura 3.3).

I's

X

Figura 3.3: Geometria dominio exterior

A fim de estabelecer uma formulagio Integral de Contorno para a equaco de Helmholtz
(2.37), em todo ponto de (I'ULY), é exigida uma condigio adicional, que permita aplicar a
Segunda Identidade de Green [Eringen -1981], sobre o dominio de interesse e para isso é definida
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a funcio escalar: u(k R;), em que k é uma constante, tenda ao infinito com a mesma variacio

assintotica de %cR , para Ry o raio de um circulo, como na figura 3.3. Nessas condigdes
p

podemos aplicar a Segunda Identidade de Green em (TUQ).

Sejam x4 e x dois pontos do dominio QY de contorno (I'UT'y), suficientemente distanciados

de modo que: |x, - x| = R;. Assim podemos definir:

1
k Ry

u(k R) = (3.30)

Por outro lado podemos observar na figura 3.3, que a geometria do dominio ', assemelha-
se, a0 do problema de dominio interior, para o contorno I'+Ts, o que permite aplicar a equacdo
(3.14) em todo o contorno I'+T'z. O que ¢ feito, quando o contorno I's € percorrido no sentido

anti-horario ¢ o contorno I" percorrido no sentido hordrio ¢ desse modo podemos reescrever a

equacio (3.14) da seguinte forma:
Aiu(x,)= J‘[v(xd,x)-—ww—ou(xd’x) u(x d,x)av(xd’x))df-i—
on

g (3.31)
J‘(V(xd ﬂ-x)g”li(";i_—ﬁ = u(xd :x)M]dPZ

on

z

As integrais do segundo membro de (3.31) podem ser determinadas separadamente para cada um

dos contornos I'se I,

Iniciamos determinando a integral sobre o contorno [ da figura 3.3, onde observa-se que 0

) . e o
vetor normal ny € o raio Ry, tém o mesmo sentido, implicando em 5—— = ¢ portanto:
z
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ou(kR) OkR)O(kR) -k k_ 1 (3.32)
on  AkR) R (kRY1 R )

Retomando a fungo definida por v(kR) = H ¢'(kR) , sua derivada na direcio da normal 0z,
fica escrita na forma:

o _ P kRy) _ olE P Ry)) akR) _ P @ Ry) 633

on R, B(kR)s  OR B(kRy)

substituindo as equages (3.30 ), (3.31) e (3.32 ) juntarmnente com v(kR) na integral sobre 'y

obtemos:
li f( [* Héz)(m}\dr - j[—i—m—maHéz}(kR)Jdr -
RZ—»M:O 1-2\ Rzz J B Iy Rz a(kR) -
(3.34)
: Hé”(kR} . 1 EBHé”(kR))
- dar. |- — e | 4T,
,%21%{1.{[ R )E }E@c SRy BUR) ) *

As duas integrais do lado direito de (3.34), podem ser calculadas, definindo, sem perda de

generalidade, oI, = R; d@,comf e [0, 27]. Assim:

_ HP (kR )J . (" H® (kRz)J
-2l dr, = -t 2 R dd =
Rg@wu( R? J lim (I R?

* (3.35)
2 (2) (2)
‘ H®(kR,) , HO (&R,)
20 ) g (=0 _ o Why)
Rhﬂlw[i R, AR,
N &
&
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S\ Ry B(kR) .

R.Z —wl g O(kR) J

1 8H (kR
lim f(wWJng} lim

R0

2 5H P (kR
lim | | ( W ]zanIiglm{
&

o(kR) )

2}’ 1 H{(kR)
VR, B(kR)

SH® (fcR)\E

}% de] _

(3.36)

Escrevendo as equagdes (3.35) e (3.36) em sua forma assintotica dadas em (2.48a-b), para

Ry—o0, 08 valores das integrais dadas em (3.35) e (3.36), sdo nulos (figura 3.4a-b). Assim:

- _HPOR)) (L BHPUR))
{fﬁ%[éﬂ R? Ddrf ,i(RE B(kR) dez]_o

AT de]

b2 ¥ g

_ (8<J{M))J
R;E})oo B(kR)

100 130
-2 - ~0.2
0.8 0g b
Y(kRy )
. itm 84
! R_—o Rz
0.2 0.2
e " b - R
4 Hedl 150 200
0.7 ‘ -0.2
-04 ~0.4
(a)

(GY{kR))
R;‘Eiw A(kR)

(b)

200

(3.37)

Figura3.4 - Comportamentos das Func¢des de Bessel, Bessel-Neumann e suas derivadas

Portanto a equagéo (3.31) se reduz a:
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4iu(x,)= j[v(xd,x)ai(;%i‘lmu(xd,x)i@%ﬁﬂjdr (3.38)

A equagdo (3.38) avalia qualquer ponto no interior do dominio (Y que é externo ao
contorno I' da fonte acustica. Entretanto, queremos avaliar a partir de (3.38) pontos sobre o

contorno I,

3.6 - Extensao para o contorno: dominio exterior.

Assim, como foi feito para o caso de dominio interior, vamos considerar x um ponto
movendo-se sobre o contorno I', e x; um ponto fixo sobre esse mesmo contorno (figura 3.5).

Quando os péntos X e xz doincidirem, ocorrera uma singularidade logaritmica em
v(kR)= H{?(k R). Tal singularidade pode ser tratada através da equagdo (3.38), sé que agora

imaginando o dominio Q' externo ao contorno I".

Figura-3.5: Angulo dominio exterior 8°

Usando do mesmo artificio feito na secdo 3.3, quando em xg, tragamos um circulo de raio
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e, fazendo com que o contorno I' fique alterado para I'c + I'., em que I'. é o que restou do
contorno I', 0 novo dominio passa a ser Q + Q.. Ainda devemos considerar validas (3.15) ¢

(3.16).

Considerando o nove contorno I' 4T, do dominio Q+Q., podemos aplicar (3.38), em I

+[ . reescrevendo-a por:

-

diu(x,) = J.(V(xd’x)%%—afl"u(xd,x) 8v(xd,x)]dj_

rr,

ou seja:

4iu(x,) = J.[v(xd,x)au——%f—ﬂ-— u(x,,x) a(gﬂ’x))df +

i

(3.39)
I (u(xd ,x)_ﬁ"%l ~w(P,0) %gfﬁ)df

e

Para que o ponto x, retorne ao contorno I', devemos tomar 0 limite de (3.39) conforme ¢

escrito na seguinte equagio:

gy | on

Lim( J(v(xd ,x)w—~ u(x, ,x)M)df ) =
Lt on J

(3.40)
au(xd * JC)

Ei}g{ﬁiiu(xd)— Ij(u(xd,x)%%i—ix—)—v(xd,x) Hn

z

e

Mas devido (3.16a), podemos reescrever (3.40), por:
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-~

om0 2Dy, 2 2lar -
. on

(3.41)
/
4iu(xd)— Lme ﬁu(xdax)m_v(xd,X) au(fdsx))er

=0 I“g\ Bn on

o calculo da integral do lado direito de (3.41) ¢ determinado usando as expressdes assintdticas

(2.47a—b) para v(ka) =H (()z) (k s). Observamos na figura 3.5, que e e 1 sobre o contorno I'. tém o

: , %)
mesmo sentido, de onde concluimos P— =
cn ¢

ovike)  2i

- (3.42)
on &

Assim podemos voltar a avaliar a integral do lado direito de (3.41), considerando 4T e= €

dff em que agora 6 € [0, g 1 e géo &ngulo interno, com mostrado na figura 3.5.

Ei}g’l( J.[u(xd :«x)'a_v—(g_iﬁi)' - V(xdvx)f?i(’;—'"fl}dra ] =

g

(3.43)
& .
Lim u(x _2L w(l-}-izln(ka)] au(x) edo
=0 & ne) | T on
mas podemos concluir que a primeira integral de (3.43), se anula, e:
Lz‘m[ J(u(xd e o ,x)M)dFJ = Ziux) e (3.44)
g~a() £ an ol T

Substituindo os resultados obtidos em (3.44) em (3 41), temos:
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ou(x,,x) B

4iu(x,) ~—§[~iu(xd)9“ = I[v(xd,x) 0

r

u(x,, x) M)df‘ (3.45)

Finalmente manipulando convenientemente os termos de (3.45) encontramos a seguinte

equagdo integral para o problema de Dominio Exterior;

AN bulr) _ (x))
(1 271}4(36(,)— 4rj(v(xd,x) = u(x) 5n J«:ﬂ“ (3.46)

ou, lembrando quev(k R) = H{? (k R), e introduzindo a constante complexa (- % ), para dentro

do sinal de integracéo, obtemos:

cu(P) = J([wéHéz’(kR)}g—u——?—[—iHéz)(kR)Jude (3.47)
e n on\ 4

i

em que o coeficiente c¢= IM?—, depende da posi¢iio do ponto fixo P, e pode assumir os
b

seguintes valores:

™

<

se o 0 ponto ndo pertence ao dominio ©

se 0 ponto x, , pertence a parte suave do contorno

c=4 ) . . (3.48)
se o pontox, € um ponto interno ao dominio

e N

98
2n

se 0 ponto x, pertence a parte nao suave do contorno.

3.7 - Conclusao

Neste capitulo analisamos o potencial actstico em pontos do dominio QcR? e fizemos a
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formulagio de contorno associada a equagdo de Helmholtz, a qual representa o modelo
matematico para este tipo de problemas. Observemos que € de fundamental importancia definir o
dominio de interesse, a ser avaliado com relagiio ao contorno do mesmo. De fato, este
conhecimento € que vai orientar o sentido que o contorno deve ser percorrido. Assim com base
nestes fatos, fizemos a formulagdo integral de contorno para o problema de dominio interior
(contormo percorrido no sentido anti-hordrio), e para o problema dominio exterior (contorno
percorrido no sentido horario), bem como suas respectivas extensio para o contorno. Apesar de
termos divido a formulagio integral de contorno considerando o dominio interior e exterior,
mostramos que, na realidade ela € unica, isto é, s6 depende do sentido de percorrer o contorno I’

do dominio durante a discretizaco do contorno, como podemos ver nas equagdes 3.27 e 3.47.
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Capitulo 4

A formulacdo computacional da equacao integral de contorno,

segundo o M. E. C.

4.1- Introducao

Neste capitulo focalizaremos nossa atencio na equagdo integral de Helmholiz deduzida no

capitulo 3.

Apresentaremos de maneira sucinta os resultados ali estabelecidos e mostraremos como a
geometria e as variaveis envolvidas podem ser aproximadas. Além disso, analisaremos aspectos
computacionais  importantes, como calculo das varidveis no dominio, o tratamento de

singularidade,e a integra¢do numérica.
4.2 - Equacdo Integral de Helmholtz revisitada.

No capitulo 3, fizemos a formulagdo direta do M.E.C para a equag¢o de Helmholtz , com a
finalidade de obter, a partir da 2° Identidade de Green, a Equac8o Integral de Contorno. Embora
consideramos dois tipos de problemas, ou seja, o de dominio interior e o de dominio exterior, a
formulacio resultante é de fato Unica e a integral de contorno para um dominio acustico {) em

duas dimensdes pode ser escrita por:

cu(P)= j[4H(2}(kR)mwu~§w[ Hm(kk))dr 4.1
/1

r
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em que I' é o contorno de Q e n é o vetor normal unitario, cujo sentido depende do tipo de

problema (dominio interior ou dominio exterior).

O coeficiente ¢, quer seja para um problema de dominio interior ou um problema de

dominic exterior, em geral € dado por:
0, S€ 0 0 ponto ndo pertence ao dominio §
- se O ponto x, , pertence a parte suave do contorno

c(xg)=+ ) _ o (4.2)
1 s¢ 0 ponto x, € um ponto interno ao dominio

8¢ o ponto x, pertence a parte ndo suave do contorno,

4.3 - A discretizacdo e colocacio.

A discretizagdo do contorno I', consiste na divisio do mesmo em 7 partes.

O segmento de reta que une os extremos consecutivos de cada uma destas partes, ¢
denominado de elemento de contorno. Desse modo, se ' é o contorno de um dominio Q ¢ R%, e

I" ¢ discretizado em » elementos, temos que:

T={) I, (4..3)

em que cada I';, ¢ um elemento de contorno T, conforme pode ser visto na figura 4.1.
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Figura 4.1: Contorno discretizado

A avaliaciio do contorno por meio da E.I.C, e segundo a equagdo diferencial que governa o
problema no meio, ¢ determinada pela contribui¢do que cada elemento exerce sobre esse
contorno. Assim faz-se necessirio a caracterizagio de cada um dos elementos no contorno

discretizado.

Seja [; um elemento de I, (x5, ;) € ( X;+1, ¥+ ) as coordenadas de seus extremos € L seu

comprimento, definido por:

L= \[ X —Xj yw Yj)z (4.4)

O vetor normal n, para o elemento T independentemente do tipo de problema (dominio

interior ou deminio exterior) a ser resolvido, € dado por [Becker-1992]:

1 ]

k!
(Xj+1“”x,i) (Yj+1'“Yj) Ugﬂ
0 0 1]

[(y_l‘ y;) (5+1 XJ’)}] (4.5)

1
ﬂ TE ee—
L
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Caracterizado cada um dos elementos I, considere: X; = (x, ¥}, um nd do elemento T e y;
= (x:, i) um ponto de QUT E cormum na literatura denominar X; como ponto de colocagio e y;

como ponto de campo. A distdncia entre os pontos x;, e y;denotada por R; ¢ definida como sendo

a distincia Euclidiana dada por:

R = Yi—% m(x_nx!‘)i-é-(y—yf)j
e (4.6)

Ri(6,0)=Ry|=y@~x)7+(y-y,)

Se a discretizacdo do contorno ¢ dada por (4.3) e considerando a definigio (4.6), a equacgio

integral de contorno de Helmholtz (4.1) na forma discretizada fica escrita como:

n i o n . \
culP;)= Z ﬂiﬂé(kxj(x,y))%}drjm Z ﬂ%{iyg(mj(x,y))juj}drj 4.7)

iR i

Uma vez conhecida a Equag8o Integral de Contorno para o operador de Helmholtz em sua
forma discretizada, devemos descrever sobre cada elemento a variacdo da geometria e das
variaveis envolvidas no problema. Estas variacdes podem ser constantes, linear, quadratica,
cubica ou de ordem superior. A forma mais conveniente de descrever o comportamento de um
elemento T é através da utilizacio das chamadas “funcdes de forma”, que utilizam um ndmero de
pontos (nés) sobre cada elemento onde o valor da varidvel é conhecido. Assim, uma “funcdo de
forma” quadratica exigird a presenca de trés nds sobre cada elemento, ou seja, um no ponto

medio € 0s outros nos extremos do elemento [Becker-1992].

A geometria do elemento I'j, pode ser descrita pelas coordenadas dos nds e pela “fung3o de

forma” correspondente, isto é:
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A&)= X Ns(e)xs. (@)

e (4.8)
it )

WE)= 3 Ng(E)y, ()

em que ¢ corresponde a um novo sistema de coordenadas que € local, para aquele elemento

considerado, NV, sdo as “funcdes de forma” satisfazendo as seguintes condicdes:

i) Nj(&)=1nonés

4.9
i) N, (£)=0 nos outros nds (49)

e m corresponde ao numero de nds sobre cada elemento € tem a ver com o tipo de “fungo de

forma” a ser utilizada [Becker-1992].

Por exemplo, vamos supor que queremos aproximar a geometria de um elemento I}, através
de uma “fun¢fio de forma” linear. Para isto vamos definir um novo sistema de coordenadas que €

local a I, utilizando a varidvel £ com sua origem no ponto médio do elemento e assumindo

valores no intervalo [-1,1] (figura 4.2).

yA
V2

Y1

»
Xt X9 X

figura 4.2: Elementos Linear

A geometria de I'; pode ser aproximada pelas coordenadas dos dois #ds e pela “funcdo de

forma”, como segue:
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()= zN €)%, = N,(E)x, + N, (0)x,

5 (4.10)
YE)= XN &)y, = N &)y + N, (),

em que neste caso, N{£) assume a seguinte forma em cada ng:

Nl(z:t)2 a, &+ a,

N2(§):a3§-§-a4 *10

Os coeficientes a;, ap, as, a4, o constantes que podem ser determinadas utilizando as
condigdes de contorno, como segue:

N(=1)=1 . N ()=0

(4.12)
N,(-1)=0 , N,(1)=1

e substituindo (4.12) em (4.11) , temos:

fﬂ@)=§0wf)

€

M) =< +1)

Este procedimento ¢ aplicavel, para qualquer que seja a ordem da funcio de forma

utilizada. Estas funces de forma podem ser usadas para aproximar as variaveis do problema.

. - : - Ou )
Assim, se ¥ representa o potencial e ¢ =— o fluxo, elas podem ser descritas como:
on
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(4.13)

Para o comprimento do elemento I'; dado em (4.4) podemos considerar o seu infinitésimo

dl’s, dado como:

dr, =(dx) +{dy)’ = \[{%f +(%} dé

2 2
Fazendo J(£) = \/ [ g} + (%] , 0 jacobiano da transformagéo, temos:

dll=J(£) d§ 4.14)

As funcdes de forma em (4.13), obtidas a partir de (4.8) juntamente com (4.14),
substituidas em (4.7), deixa a equaclio integral de contorno de Helmholtz escrita como [Hall-
1994]:

culP,)= Zﬂ ~H (kR () ¥(E) }(
ﬂ HGkR(xéf)y ){ZN } (£)ds

= ll—JL_

) J(&)ag -

pel

(4.15)

parai=1,2, .. 1
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com ¢ dado por (4.2), e k o ndmero de onda.
4.4 —~ Aspecto da implementagdo computacional.

Os aspectos que trazem maiores dificuldades na implementagio da equagfio integral de
Hemholtz (4.15), sobre o elemento T, sio as dificuldades de integragio, ja que o integrando no
equacionamento, normalmente ¢ complexo, como também & forma geométrica do contorno T,

quando da existéneia de “cantos”.

4.4.1-A integracdo Numérica

Dentre todas as técnicas de integracdio, conhecidas na literatura, a integragdo Gaussiana é
encontrada com maior freqiiéncia em problemas envolvendo o MLE.C. Isto talvez se deve ao fato,
de que esta técnica, avalia a funcio interpolante de modo otimizado, ou seja: a partir da escolha
dos pontos x; , xz, x3 ..., Xng, NO Intervalo de integracio, seus respectivos pesos wy, wy, ..., Whg,
(ng: numero de pontos de Gauss) sdo determinados, de forma a minimizar o erro durante a

aproximago da integral [Burden-1989]. Assim temos:

b ng

[fode=dw f(x,) (4.16)
a {

em que f{x) é uma funcdo qualquer, w; sdo corhecidos como 0s pesos, € ng o nimero de pontos

de Gauss.
Os pesos w sdo tabelados e assumem valores no intervalo [-1,1], e por ser & uma variavel

adimensional definida no mesmo intervalo, deixa o elemento I ; escrito na forma parametrizada, e

assim para pontos onde R{(x,)) é ndo nulo (4.13), fica reescrita por:
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Z [ Hi(kR,(x(), ¥() )}(ZN (&, J:lj(i 4% -

b=l

Zf [ (kR (x(8) 1(5) ))[ZN(&)uHa

L=l

(4.17)

parai=1.2,..,n

a derivada que aparece na segunda soma de (4.17), é calculada a seguir:

. HP (kR
¢ da teoria das fungdes de Bessel temos: é(Tok(}—?m——)) = ~HM(k R), assim

g[gffg“(mj(x@),y@»)}=

(4.18)

11 N S R H e, )(E)

A integracio Gaussiana dada em (4.16), pode ser substituida em (4.17) para um ndmero

conveniente de pontos de Gauss, deixando-a escrita em sua forma computacional:
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]

a(B)=Y Zw[ HP KR (x(E, )y )}[im wiJf(a)—-

JedJml el sl

(4.19)

et gt i=1 4 AN ’E_.f)ay(‘gf

c | k ® .

Z wa[_ jR ( ( )x (ﬂj ..B:j(x(éf)’y(ﬁf)))(—Hl (kRj( (éf)vy(af))))}

Snen )i
parai=1,23, . . n

de onde podemos escrever:

N ' k )
h(l Jj)= Z ZWI‘: !wj(x(g!),y(éi)](n; 'BJ( (éz)sy( 1)))(”H} (kRj(x(éz)sy(él))))J

s (4.20)
Swen e
<
giN=3 Sw ( HO KR (x(g, )y é,))))(if\a } (4.21)
Jeisj=l i=t s=1
parai=1,.., n

Nos pontos em que i = j, Ri(x,y) = 0, ocorrera uma singularidade logaritmica em (4.20) e

(4.21); esta singularidade ¢ estudada particularmente para cada tipo de func¢io de forma.

4.4.2 - A singularidade no ntcleo

Voltamos a analisar (4.15), para os pontos em i = j, onde ocorre uma singularidade de

ordem fraca [Marburg-1999], sempre que o ponto de colocagdo € o ponto de campo estiverem
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sobre o mesmo elemento, isto devido & solugiio fundamental da equacdo de Helmholtz (2.54).
Considerando que a singularidade esta ligada diretamente as fungdes de forma, por meio dos
integrandos e que nesse trabalho, as fungBes de forma sio fungdes constantes, faremos um estudo

analitico da singularidade dos integrandos de (4.15), para m = 1.

A figura 4.3 mostra o elemento I'j, de extremos (x;, ) € (x+;, y;+;) € de comprimento L. O

ponto de colocagio e o ponto campo, estdo sobre este mesmo elemento.

‘Lﬁ
(%, ) € >

I

=(«xj+} , ij)

1./2

—

< L 2

-1 0

>
§=1

£

T
As

Y

™

Figura 4.3: Elemento Singular

O comprimento L do elemento I (figura 4.3} € escrito em fung¢do da variavel local ¢ para -1

< ¢ = 1. E dado por:

I = Rixy) = E:% @
. (4.23)
dr; = dR{(x,y) = —‘;1 i, b)

e dI; representa um infinitésimo do elementol ;.

Com isto o primeiro integrando de (4.15), pode ser escrito para o elemento [, que

associado a simetria do elemento, conforme mostra figura 4.3, fica escrito por:
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. P i
gi= [HPER yar =1 Hé”[k —‘9&}1@ (4.24)
47 47 2

o kL P . .
fazendo a substituicfo s = -2—§ , entdo d& = %ds , com limite inferior 0, e limite superior para

aintegral (k L/ 2), deixando (4.24), reescrita por:

1 K12
iL L i
8i =" Hé’)(k 55}45 =57 IHg”(s ¥is (4.25)
0 0

A fungio de Hankel de primeira espécie e de ordem zero, para o argumento s é definida

por: H"(s)=J4(s)+iY,(s) , assim (4.25), pode ser reescrita como:

kL/2 KL/2 kLi2

gi= _fHé”(s)dsm—z—%{(i _[Je(s}is— J.Yo(s)is (4.26)

2k

¢ 9 G

As integrais de (4.26), podem ser determinadas analiticamente usando (2.45) e (2.46).

Substituindo (2.45) na primeira integral de (4.26) obtemos:

il (=1)" (k L)*"
ds =220 427
~"Je(ss) =11+ 2 2 ) (4.27)

enquanto que substituindo (2.46) na segunda integral,de (4.26), encontramos:

kL 2

: 2 = I\ n i 1yl 2n

IYG(s)ds =-§- (y -i—ln(%)) 1+ %}r ( gzn (’f) s (4.28)
0 0L nel ' n=1 ’
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os integrandos de (4.28), podem ser determinados fazendo:

Ky
\
J‘['}/-i- in(%nds = %]1(74- ln[%] — EJ a (4.29)
0
kL
N _(;1_)%_]' [g)] e, N (D) (kLY [ﬂ\ 1
Zi:zz"(nz)2 [MIH 2)) dgmz:z“”*1 (n)? (2n+1) 7+l 4, 2n+1 b (4.29)
= 4] R
( 1)(n+!}H jzn ( I)OIH}H kL)zn—v-I
ds 4.29
22" () Z 24 () @n+1) ¢ 6

Somando (4.29a, 4.29b, 4.29¢), e substituindo em (4.28) temos:

ki

2 oo
kL kL (D" (kL)* (kl) I J
= +1n i - _
Ifo(s)ds . [ﬁ, (4) 1} d 2%(”!)2(2””)[;/”11 1750 H, || (430

G

Substituindo (4.27) e (4.30) na equacdo (4.26), fica determinada a integracio sobre o

elemento singular:

g il y+ln(mk~l—;~]ml +

212 ¢ 4
s Curenr (11 (KLY (1 J
,224"(}2?) T2+ 2 n('ﬂn(ﬂf} (2n+1+H” m

No caso i =, no segundo integrando de (4.15), a singularidade ¢ tratada, devido a posicio

(4.31)

do ponto de colocacio e dado por (4.2).

61



4.4.3 - Condicédo de contorno

Seja I o contorno no dominio Q c R, discretizado em n elementos, a intensidade de forca,
que o meio exerce em cada elemento do contorno T, é denominada de condi¢do de contorno,
sendo que as mesmas assumem seus valores em cada né do elemento, portanto definidas em

termos de seus valores nodais,

No caso de problemas de aclstica, as condi¢des de contorno sio o potencial e o fluxo, as

quais so classificadas como [Hall-1994]:

Condigio de contorno de Dirichlet: o potencial # é conhecido em todos os elementos do

contorno, ¢ a derivada do potencial (fluxo) em relagio a normal n (3%n), s&o incdgnitas.

Condicio de contorno de Neumann: a derivada do potencial (o fluxo) em relagio a normal

n (a%n): ¢ conhecido em todos os elementos, enquanto o potencial u, ¢ incognita.

Condigdo de contorno misto, nesses problemas, o potencial u, é conhecido para um mimero

de elementos, enquanto a derivada do potencial (a%n)’ ¢ conhecida para os elementos restantes.

Um outro tipo de condigdio de contorno é conhecido como a condi¢do de Robin [Hall-

1994], onde o potencial », e o fluxo g sdo escritos por meio de uma combinagio linear, isto é:

ulx)

A(x)u(x)+ B(x) o

= C(x) (4.32)

em que A(x), B(x) e C(x) sdo fun¢des conhecidas.

De modo geral, para problemas propostos pelo M.E.C, parte das condi¢des de contorno sdo

conhecidas e a outra parte incognitas. Com isso, por meio de (4. 15), € possivel gerar em cada nd
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uma ou mais equa¢des algébricas, devido a posicio do no sobre o elemento. Por exemplo,
quando o contorno € discretizado com elementos lineares [Ciskowski-1991], os nds normalmente
posicionam-se nos extremos do elemento {canto), e isto pode gerar diferentes valores para o fluxo

sobre um mesmo xnd, como mostra a figura 4.4.

Notemos que o no 2 do elemento I'j coincide com o né 1 do elemento I'j-;, portanto, o

potencial no nd 2 € unico, enquanto o fluxo ¢, ¢ diferente de ¢, .

Assim, a equagdo (4.19), deve ser organizada de forma que os fluxos sejam colocados num

vetor de tamanho 2#, isto é :

1;

figura 4.4: Descontinuidade do fluxo

2n ng m
o ou, | |
gl /)= E E Wz[;}Hé}(kR}-(x(ffz),y(é)))) E N, ()22 i) (4.33)
J=ij=l 1=l =1

Substituindo (4.20) e (4.33) na equacio (4.19), temos:

o 0 6 el L = 2]

(4.34)

i=j; i=12..n;7j=12...2n

Um rearranjo dos termos permite escrever (4.34), na forma matricial, tal como é dado por (4.35).
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0
)l =[] {2 @39

Considerando que de modo geral, parte das condi¢des de contorno é conhecido e a outra
parte ¢ incdgnita, uma troca entre as colunas das matrizes [G]e [H] deve ser efetuada, deixando

de um lado as incognitas. Assim, podemos reescrever (4.35) na forma de um sistema de equaces

algébricas dado por:

AX =p

em que A ¢ uma matriz quadrada, formada por colunas de [G]e [H ], X € o vetor incégnitae b é o
vetor coluna de tamanho n. A solugio do sistema A X = b, permite determinar o potencial e o

fluxo, em todo o contorno do dominio.
4-5 Avaliando pontos internos ao Dominio

O potencial actstico para os pontos de colocagio internos ao dominio Q) é facilmente

determinado, fazendo ¢ = 1 na equacio (4.19). Neste caso, o ponto de colocagio x, nio pertence
a0 contorno do dominio e, portanto, os elementos matriciais determinado por g(i , j) e z(z , j),

dados respectivamente por (4.20) e (4.21), ndo apresentam singularidades em seus integrandos.

Assim a equagio (4.19), pode ser reescrita, também na forma matricial por:

u(xd):g—g%wﬂu (4.36)

em que [G] = [g(i)] ¢ [#A] = [E(i, j)], representam as matrizes que relacionam os nds sobre o

comtorno com o0s pontos internos ao dominio.
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4.6 - Concluséao do capitulo

Neste capitulo, apresentamos uma formulacio para um dominio actstico € em duas
dimensdes, em que engloba tanto problemas de dominio interior quanto dominio exterior.
Fizemos uma discretizagéo do contorno I' do dominio ) e analisamos aspectos computacionais
relacionados com o célculo de varidveis no dominio, tratamento de singularidade e técnicas de
integragdo numérica. Para os problemas de aclistica em questdio, estabelecemos condigdes de
contorno e mostramos como elas podem ser incorporadas nos problemas discretizados a fim de
que o sistema de equagdes seja compativel. Finalmente, definimos uma expressio que permite

calcular pontos internos ao dominio.
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Capitulo 5

Respostas estacionarias de dominios limitados: freqliéncias

naturais.

5.1 — Introducao

Nesse capitulo, analisaremos a dindmica estacionaria de um dominio acdstico
bidimensional e limitado. Para isso, trataremos do equacionamento do M.E.C, com um dominio
finito Q ¢ R% constituido de um contorno I', de onde obteremos o sistema de equacBes
algébricas, gerado pela equagio integral de contorno (4.1), que ¢ essencial, na determinacio das

grandezas modais do dominio acustico (.

A fim de obter, as grandezas modais, tais como as freqiiéncias naturais (ou autofreqiiéncias)
e os modos préprios de vibrar, os quais correspondem respectivamente aos autovalores e
autovetores associados ao sistema de equagdes algébricas, resultante da formulacio do M.E.C
duas diferentes estratégias serfio investigadas: a primeira conhecida como o Método da Pesquisa
Direta, a segunda estratégia é determinada a partir da obtengdo de FungBes de Respostas e

Fregtiéncias (FRF’s).

Na estratégia do método da pesquisa direta, a identificacio das freqiéncias naturais do
dominio actstico, ¢ baseada nos Zeros do Polindmio Caracteristico que é do tipo complexo e
definido como sendo o determinante da matriz do sistema algébrico. Por tratar de um polindmio
complexo, os seus zeros serdo atingidos, sempre que o modulo do polindémio ¢ nulo, isto € parte
real e imagindria do polinémio se anulam para uma mesma freqiiéncia. O que nos propomos

investigar, € se a partir de um algoritmo que identifique os pontos de minimos locais na curva do
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moédulo do determinante da matriz do sistema algébrico € os mesmos correspondem ao zero do

polinémio.

Ja para a estratégia baseada nas FRF’s, as freqiiéncias naturais do dominio acustico estdo
associadas as freqiiéncias de ressondncia desse dominio e portanto, sio identificadas a partir dos
picos na curva FRF’s, os quais representam os pontos de maximo locais nessa curva.
Considerando que as curvas das FRF’s s@o distintas quando avaliamos pontos internos ao
dominio acustico em suas diferentes localizagdes, propomos um critério de identificagdo dos
picos, quando sobrepomos, védrias curvas de FRF's geradas a partir de um conjunto de pontos

internos ao dominio.

As duas estratégias associadas & formulagio do MEC, terfo como objeto comum de
investigagio, a discretizagfo no contorno do dominio acustico, assim como o incremento que

permite considerar diferentes freqiiéncias numa faixa estabelecida.

Nesse sentido dois exemplos com diferentes geometrias de contorno, serdio investigados,
um com solucdo analitica (cavidade actstica retangular) no qual faremos uma breve analise da
solucdo analitica, e outro sem solugdo analitica, mas com os resultados comparados aos obtidos
pelo Método de Elementos Finitos (M.E.F), para uma malha de elementos triangulares

constantes.

Finalmente, mostraremos os modos proprios de vibrar do dominio aclstico, guando

avaliamos um conjunto de pontos internos a esse dominio.

5.2 — A analise de uma solugao analitica, para a cavidade acustica

retangular.

A solucdo analitica das freqiiéncias naturais dos modos de vibrar de uma cavidade acustica
retangular, de comprimento Ly, altura Ly € de contorno rigido ndo engastado, s#o fornecidas pela

expressdo [Morse-1953]:
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Jon= ==l — | +| —1 , (5.1)

a velocidade do som no meio actstico.

Considerando o caso particular, onde as dimensdes da cavidade acustica Ly =230 m, e L,
= 0.90 m, a velocidade do som no meio aclistico ¢y = 345 m/s, vamos analisar o comportamento

do numero de freqliéncias naturais analiticas fornecidas entre 0 e 1000 Hz.

O namero de freqliéncias naturais fornecidas por (5.1), e pelo MLE.C estdo distribuidas, por
classes modais na figura 5.1 e mostra uma variagio nio uniforme do nimero de freqiiéncias por

classe modal.

DENSIDADE  MODAL
G-1G0  100-200 200300 300-400 406500 S00-S00 S00-TO0 700- 800 300800 900 -1000

1 T T T T ¥ Y T ¥ T

12

-
(=]

Mumero de Autofreqiiénoas
1]

0-100 100-200 200-300 300-400 400.500 S00-800 600-700 700-800 SO0-900 900 -1000
Fregiénecia - Hz

Figura 5.1: Densidade de distribui¢io de freqiiéncias por classes modais.

Na figura 5.2, observamos que a distribui¢io do nimero de freqiiéncias naturais da

cavidade actstica acumuladas por faixa de fregiiéncias cresce exponencialmente. Esse
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crescimento exponencial de freqiiéncias naturais, para a cavidade acistica pode gerar
dificuldades na identificagiio das freqiiéncias naturais, para aquelas que ndo possuem solugdo

analitica e que devem ser tratadas numericamente.

DENSIDADE  MODAL  ACLMULADA
0100 100-200 200-300 300 -400 400-500 300-600 BO0-700 700800 800-80G S00-1000

T T T * T T T ¥

=24
[l

oh
L)

de  Autofregiiéneias
g
i3

b
o

w |

N Acumulado

M i

0-1G0 103-200 200-300 300-40C 40C-500 500-500 S00-700 700-8500 80G-S0G 9001000
Fregiiéncia - Hz

Figura 5.2: Densidade de distribui¢#io de freqiiéncias acumuladas.

5.3 — A formulacéo do M.E.C e a equagédo da onda acustica 2D

Como ja descrito na segéio 2.3 do capitulo 2, a propagacio da onda actstica bidimensional,

em termos do potencial de velocidade u e do tempo t, segundo [Trevelyan-1994], ¢ dada por:

15

Vi =
c; ot

b (5.2)

em que:

¢p: € a velocidade do som no meio

t: é variavel tempo
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b: € uma fonte actstica constante concentrada num ponto do dorninio.

Consideremos ¢ potencial u(x,t) da onda harménica, definido por u(x,t) = u(x) & “ escrito
como em [Sygulisk-1994], em que x representa a variagdo espacial, w ¢ a velocidade angular e 1
= =1 o coeficiente imagindrio. O comportamento harménico da onda estaciondria, para um

dominio aciistico ), de contorno I = I'p, + 'y, & descrito substituindo u(x, ¢), na equacdo (5.2),

resultando em:

Viu+ku=b (5.3)

com

p=2 (5.4)
c

A constante £ definida em (5.4) ¢ denominada de nimero de onda.

A expressdo matemética da velocidade angular w = 27 f, substituida, em (5.4), determina
uma relacio entre o nimero de onda ke a freqiiéncia £, com unidade de medida em Hertz (Hz) e

escrita como:

ke (5.5)
2z
As grandezas que caracterizam o comportamento dindmico do meio acustico limitado Q,
quais sejam, freqiiéncias naturais e os correspondentes modos préprios de vibrar sio
determinados, a partir da formulacdo doh ME.C, que consiste em transformar a equagio
diferencial (5.2) numa Equagio Integral de Contorno, obtida de modo andlogo 4quela em (3.27)
sobre o contorno I, s6 que agora adicionada do termo de integral de volume em Qg (figura 5.3),

ou seja:
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on on
r

C(xd) M(P,k): j{u*(x,xd,k)MJdF_ ﬂ,u(xsxd,k)wjdf\
\
r

(5.6)
+ Ibu*(x,xd,k)dﬁ
2

2}

em que, u (x, xa k)2 € a solugdo fundamental para o caso bidimensional da equagdo de Helmholtz
dada em (2.54), com R = | x - x4}, x: € o ponto de campo, xg ¢ o ponto de colocagdo e c(xz.)

depende da posigdo do ponto de colocagdo xg.

I

Figura 5.3: Forga Centrada no Ponto do Dominio

Na equacio (5.6), a atengdo ¢ para a integral de dominio, cuja sua origem ¢, devida a forca
concentrada de intensidade b; incidente num ponto X, do dominio (figura 5.3). A expressdo
matematica que Tepresenta a intensidade da forga b; sobre o ponto xs, do dominio & b(xs, xg) = b d
(xp - xa), onde (X, - Xa), € conhecida como funcio de distribuigio Delta de Dirac € xg pertencente

a0 dominio €, (xg # xp). Usando de propriedades do Delta de Dirac, a integral de dominio que

aparece na equacdo (5.7} ¢ determinada por [Mesquita, at all-2002]

5_[5 (= x, ) (g 2 ) AQR(x,) = bit” (x,,%4,K) (5.7)

(Xy}
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Fazendo agora uma discretizacdo do contorno ' em » elementos, para a interpolaciio

polinomial constante sobre cada elemento do contorno, e assumindo as condi¢des de contorno

dadas por, v emIe _gnE em [y, podemos juntamente com a substituicio da equagio (5.7), em

(5.6), escrever:

(g ), (xy k) = ZJ‘u (x, xd,k)———dF ZF“ (%, %4 ) wd +
J#t j jiz J

(5.8)
biu*(.x,xd,k)
i=1,2,3, . ,ne
ou ainda,
eCr ), (xd,sz_..a“ X0k gr, - Zju (xR 2 +
=l y (5.9)
S j#l
bz-u*(x,xd,k)
Definindo:
- N fou” x,x,,k
i, j)=z —-wmgan-——d—mludr}. (a)
s=lr
F#i
e
(5.10)
. . . ou
g[ls.]]ﬂ U (xaxdak)"é“gdrj (b)
i
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temos que para { = j, c(xd), ¢ dado por (4.2), enquanto que g[i, i}, é dado por (4.31). Portanto

(5.9), é escrita na forma:

(T, M+ oo, )t 203 = Ll s

]{?z%fg% b} (5.11)

ou ainda fazendo [H] = [c(xd )+ [Z(i,j)ﬂ e [G] = [g(z’,j)], reescrevemos (5.11) por:

[H Ju(x . K) ) = [G]{%@} +{b;} (5.12)

considerando que em problemas de contorno, parte das condigdes de contorno sfo conhecidas e a
outra parte incognitas, uma permuta entre as colunas de [H] e [(], acompanhadas de suas

respectivas variavels ou incdgnitas, permite escrever (5.12) no seguinte sistema matricial:
[4]{x}= {8} + b} (5.13)

em que o vetor {b}, representa a contribui¢do que a forga concentrada sobre o ponto x; do
dominio {2 exerce sobre cada elemento no contorno, a matriz [A] é a matriz dos coeficientes, {x}

€ o vetor incognita e {B}¢ um vetor coluna.
5.4 — A estratégia da pesquisa direta e o polinémio caracteristico.

5.4.1-Caso geral

Nesse caso, temos que o dominio actustico bidimensional, mostrado na figura 5.4, a forga de

incidéncia é nula.

Assim a equacdo integral de contorno fica reescrita por:
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on on
r r

(x,) u(Pk) = J.(u*(x,xd,k)wjdf— ﬂu(x,xd,k)wJﬂ (5.14)
\

e de modo analogo a segdo anterior, que permitiu escrever a equacdo matricial (5.13) a partir de

. . . outl,
(5.7), podemos introduzir as condicdes de contorno, dadas por u(rD)=o e m:o, e

on
obtermos a equago matricial [A(k)} {X}= {0}, para uma fregiiéncia .

Figura 5.4: Dominio com auséncia da forga externa b

Da teoria de algebra linear [Noble-1986], sabemos que um sistema de equacdes do tipo

[A(k )] {X} = {0} tem solugdo diferente da solugfo trivial se:
det]A(k)l=0 (5.15)
assim (3.15), ¢ satisfeita para alguns valores de k.
Definindo polindmio caracteristico gerado por (5.15) como sendo:

P(k) = det[4(k)] (5.16)
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que ¢ um polindmio complexo, pois o def(4(k)) é um nimero complexo, ja que o mesmo ¢
determinado a partir de (5.14), onde u'(x, x4, k) é a solugiio fundamental da equagio de Helmboltz
dada em (2.54).

Seja k = A; uma raiz do polindmio caracteristico (5.16), entdo P(4;) =0, obviamente tanto
a parte real, como a parte imaginaria de P(A;)sdo nulas, o que implica em ]P(&.)s = (), e portanto

A; é um ponto de minimo local do polinémio caracteristico|P(k)| = |det(4(k)) .

Considerando que as respostas de (5.15), exige que os valores da varidvel & a serem

determinados, sejam de fato raiz do polindmio (5.16) isso nos leva investigar na curva do

determinante de A(%), os valores de & tais que !det(A(k)} = {0, na medida em que o zeros da parte

real e 0 zero da parte imaginéaria do determinante de A(k) se aproximam.
5.4.2 — Caso particular
Nesse consideramos em todo o contorno I' do dominio acustico bidimensional, limitado (2,

as condigbes de contorno dadas por Neumann, como mostra a figura 5.5, e a forga de incidéncia é

nula.

Pl
I

Figura 5.5 : A condi¢@o de contorno de Neumann € considerada em todo ¢ contorno.
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A equacdo integral de contorno para esse caso ¢ a mesma escrita em (5.14), e portanto
podemos expressd-la numa forma matricial, de modo andlogo ao obtido em (5.12), a partir de

(5.7), para {b;}=0, escrita por:

[H (k)] fu} = [G}{%} (5.17)

) . . Cu
e introduzindo a condi¢do de contorno de Neumann, [a =0 para todo ¢ contorno I, obtemos:

[# () {u}=0 (5.18)

de onde podemos observar que a matriz [H] de (5.18), é a matriz [4] de (5.15) e portanto o
determinante (det(H(%)) é também do tipo complexo, com isso a analise da matriz [H] é a mesma

da matriz [4] considerada na secfio(5.4. I).

5.5 - Os zeros do polinédmio caracteristico P(k) e o ponto de

minimo local.

Os zero do polinémio caracteristico P(k) tem suas raizes identificadas, quando a parte real e

parte imagindria de P(k) se anulam para um mesmo valor de k.

Assim, uma investigagio que permita identificar possiveis zeros do polindmio P(k), pode

ser feita, quando consideramos, 0 mddulo do determinante, em pontos tais que j P(k)i =0.

Passamos agora investigar as possibilidades de | P(k)| = 0. Para um melhor entendimento,

mostramos na figura 5.6a-c, trés possiveis situacges que podem ocorrer para o polindmio P(k): i)
a parte real ¢ parte imaginaria de P(k), se anulam para o mesmo valor de & (figura 5.6a). i) a

parte real e parte imaginéria de P(k), se anulam para diferentes valores de & (figura 5.6b). iii) A
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parte real (imaginéaria) de P(k) se anula, enquanto que parte real (imaginaria) tende a tangenciar o

eixo das abcissas (figura 5.6¢), ou ambas tendem a tangenciar o eixo das abscissas.
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Figura 5. 6: Tipos de curvas do determinante em relaclio ao eixo das abscissas

Na figura 5.6a, podemos observar que o polinémio caracteristico realmente atinge o zero
absoluto, pois como haviamos mencionado anteriormente, tanto a parte real como a parte

Imaginaria, se anulam para a mesma freqiiéncia, garantindo portanto o valor de minimo local para
?det(A(fc)!. Entretanto para o caso das figuras 5.6b e c, notadamente observamos que fP(k)} =0,

pois a parte real € a parte imagindria do polinémio P(k), ndo se anula para uma mesma freqiiéncia

(figura 5.6b), e portanto det(A(k)), ndo se anula como sugere (5.15).

Neste ponto, sugerimos uma analise do comportamento, entre a distancia do zero da parte
real e da parte imaginaria de P(k), ou ainda uma analise do comportamento entre a distancia dos
pontos da parte real ou imaginaria que tendem a tangenciar o eixo das abscissas, na auséncia do
zero da parte real ou imagindria de P(k). Com isso, serd possivel, verificar se entre os supostos

zero da parte real € o zero da parte imaginaria do polindmio P(k), existe um valor de & tal que

det(4(k))= Oe, portanto, a existéncia um ponto de minimo local na curva do }det(A(k)]. Esses

fatos serdo investigados e ilustrados a seguir. Antes porém, vale ressaltar que, o simples fato da
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existéneia do zero da parte real e do zero da parte imaginaria de P(k), ndo fica garantido um

ponto de minimo local, como pode ser visto na figura 5.7.
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Figura 5.7: Ponto de Méaximo local de P(k), entre o zero real e imaginério.

Para melhor entendermos a identificagiio dos zeros do polindmio caracteristico P(k), dado
em (5.16), nas situagbes mostradas nas figuras 5.6b-c, vamos mostrar algumas ilustragdes,

quando consideramos a cavidade acustica definida na seciio 5.2, onde 0 comprimento L, = 2.3m,

-~

- - .., ou
a altura L,= 0.9 m, com a condi¢fo de contorno dado pela condi¢iio de Neumann, 1sto ¢ P ={,

em todo o seu contorno e velocidade do som ¢y = 345m/s.

Passamos inicialmente, a identificar o possivel zero do polinémio P(%), quando ocorre o0
ilustrado na figura 5.6b. Para isso vamos considerar no contorno da cavidade acustica, as
seguintes discretizacdes: 128, 192, 256, 384 elementos, e o incremento Ag=k; - k;.; dado por A=

2rA,
0.00182121 Hz, ( de (5.5) temos: A, =

. Nas figuras de 5.8a, b, ¢, d, mostramos sobre o
Cq
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eixo das abscissas, o comportamento entre as distincias do zero da parte real e da parte

imaginéria de P(k), quando modificamos a discretizaco no contorno da cavidade actstica.
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Figura 5.8.a: Det[F(k)], para discretizagio de 128 elementos no contorno.
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Figura 5.8.b: Det[H(k)], para discretizacdo de 192 elementos no contormno
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Na tabela 5.1, mostramos o comportamento numérico da distincia entre os zeros da parte

real e parte imagindria do polinémio complexo P(k), representados na figura 5.7a-d.

Tabela 5.1: Andlise dos zeros do polindmio caracteristico

malha ZR = Zero Real | ZI=Zero Imaginario Min{Abs(Det(H))) | ZR ~ Z1 |
128 822.433 823.733 823.500 1.30025
192 823.147 823.523 823.400 0.375099
256 823.219 823.429 £23.299 0.204180
384 823.254 823.345 823.299 0.090455

Na coluna 5, da tabela 5.1, podemos observar que a discretizagdo no contorno da cavidade
em estudo, foi determinante na aproximagfio entre os zeros da parte real e parte imaginaria do
polinémio complexo P(k), o que garante um zero de P(k), consequentemente, um zero do
det(4(k)) e portanto, fica identificado um ponto de minimo local em [det(A(k)) Além disso o
ponto de minimo local identificado por 823,299 Hz, corresponde 2 freqiténcia natural 823.273 Hz

fornecida por (3.1) da cavidade actstica em estudo.

Com procedimento semelhante ao j4 utilizado, passamos a mvestigar um possivel zero, para
o polindmio P(k), quando consideramos o ilustrado na figura 5.6c. Admitindo, as mesmas
discretizages de 128, 192, 256, 384 elementos sobre o contorno da cavidade acustica e para o
mesmo incremento Az 0.00182121 Hz, mostramos nas figuras 5.9a-d, o comportamento da
distancia enire o zero da parte real e o ponto que tende a tangenciar o eixo das abscissas do

polinémio P(k).
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Nesse caso as ilustracdes dadas nas figuras de 5.9a-d, em pouco contribuiram para a
identificacio do zero do polindmio P(k), recorremos entéo ao recurso da tabela 5.2, de resultados

numéricos referentes as distdncias requeridas.
Aqui um aspecto interessante, pois quando aumentamos a discretizagdo de 256 para 384
elementos, a distincia entre os zeros da parte real € o suposto ponto de tangéncia da parte

imaginaria aumentou, como mostra a tabela 5.2.

Tabela 5.2- Identificaciio de ponto de minimo local através da curva tangencial.

Matha ZR = Zero Real Max{ Imaginario) | Min(Abs(Det(H))) | ZR ~ Max(
Imaginério) |
i28 825.1280 825.400861 825,100861 0.272861
192 $25.0570 825.30000 825,100000 0.242034
256 825.0320 825.200861 825.000861 0.16886
384 825.1200 824 40086 825.000861 0.719466

Entretanto, reduzindo o tamanho do incremento na faixa de fregiiéncias & metade do

original e repetindo os mesmos procedimentos, constatamos a convergéncia esperada, quando

aumentamos a discretizacio de 256 para 384 elementos como mostra a tabela 5.3.

Tabela 5.3: Identificacdo de ponto de minimo local através da curva tangencial

Matha ZR = Zero Real Max(Imaginario) Min{ Abs(Det(H))) § ZR — Max(
Imagindrio) i
128 825.1280 825400861 825.11508 0.272861
192 825.0580 825.25082 825.05082 0.19294
256 §25.0320 825.200861 825.000861 0.168099
384 825.0150 825.15082 824.950820 0.136207
512 825.0080 825.15082 £24.950820 0.142565

Observamos na tabela 5.3 que ao aumentar a discretizagdo do contorno da cavidade
aclistica para 512 elementos, novamente uma possivel ndo convergéncia na identifica¢@io do zero
do polindmio, foi identificada, dando indicios de ndo haver controle para a obtengdo do ponto de
minimo local. Mas repetindo o procedimento de redugéo do mncremento, podemos verificar que, a
aproximacio entre o zero da parte real e o ponto tangencial tende a ocorrer. Este fato também,

parece garantir um zero para o polinémio de P(%), implicando que existe um ponto de minimo
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local para | det(H (k))| dado por 824.950 Hz, o qual podemos verificar que também corresponde

a freqiiéncia natural de 825.00Hz, fornecida por (5.1).

A identificacio das freqiiéncias naturais da cavidade actstica através dos zeros do
polinémio complexo é uma alternativa adicionada a0 método da pesquisa direta, que contribui na

obten¢do e identificagio das freqiiéncias naturais.

A seguir, serdo apresentados dois exemplos, onde procuraremos identificar as freqtiéncias

naturais das cavidades acusticas, usando da estratégia do método da pesquisa direta.

1- Cavidade Acustica Retangular

Na tentativa de obter as freqgiiéncias naturais menores que 1000Hz, através da estratégia do

método da pesquisa direta para uma cavidade actstica retangular, definida na figura 5.10, com
- Su
condi¢do de contorno sobre todos os elementos dados por Neumann (En— = (), usaremos de uma

implementacio de (5.14).

23m

69 m

Figura 5.10: Cavidade acustica retangular

Com o objetivo de verificarmos a influéncia da discretizagdo e o incremento A; na
obtengdo das freqiiéncias naturais da cavidade actistica (figura 5.10), através da estratégia da
pesquisa direta, vamos considerar as discretizagGes no contorno da cavidade actistica dadas na

tabela 5.4: nela Ny representa a discretizagio sobre o comprimento Ly, enquanto que N,
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representa a discretizacio de elementos na altura L. O incremento Ay = k; — k., é dado na tabela
55.emqueki=ky+ilA;,i=0,1,2,.,com A, = 2RA% )
G

Tabela 5.4: Discretizag3o no contorno da cavidade retangular

Discretizagtes Nx Ny Discretizagdo em todo ¢ contorno

Malha-M1 23 9 64

Malha-M2 | 46 18 128

Malha-M3 69 27 192

Matha-M4 92 36 256

Malha-M35 138 54 384

Tabela 5.5: Incremento no Dominio da Freqiiéncia
Aq Faixa de Andlise Total de passos

1 0.00910600 1000 Hz 2000
2 (.003642420 1000 Hz 5000
3 0.0018231210 1000 Hz 10000

O numero de freqiiéncias naturais, nfo identificadas da cavidade acustica (figura 5.10), em
relagio as 65 freqiiéncias menores que 1000 Hz, obtidas analiticamente por (5.2), pode ser
observada na tabela 5.6, quando (5.19) é submetida a um algoritmo de pesquisa de minimos

locais para diferentes discretizagdes no contorno da cavidade e também para diferentes

incrementos no dominio da fregiiéncia.

Tabela 5.6: Freqgliéncias n3o identificadas em relaco ao total.

Ag Malha-M1 Malha-M2 Matha-M3 Total de Passos
0.00910600 14/65 02/65 0/65 2000
0.603642420 12/65 02/63 0/65 5000
0.001821210 12/63 01765 0/63 10000
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Uma comparagio entre os resultados numéricos e as freqiiéncias naturais obtidas por meio
da implementacdo de (5.14), fornecidas analiticamente por (5.2), quando consideramos a

discretizagdo malha-M3, e os incrementos dados por Ary, Ap, Ap € mostrada na tabela 5.7.

Tabela 5.7: Freqiiéncias naturais da membrana retangular (2.30 m X 0.90 m).

Indice das Freqiiéncias naturais- numéricas Fregiiéncias Naturais
N m | on af, “An A% Analiticas
| 0 0 000.000 000.0000 000.0000 000.000
2 1 0 074.999 074.9999 075.0000 075.000
3 2 0 150.000 150.0000 150.0000 150.060
4 0 1 191.5000 191.5999 191.6666 191.667
5 I ! 205.999 205.7999 203.8181 205.818
6 3 0 225.000 2249999 225.0000 225.000
7 2 1 243.500 243.4000 243.4000 243,385
8 3 1 295.5G0 295.5999 295.5999 295.569
9 4 0 300.000 300.0000 300.6000 300.000
10 4 1 356.000 355.9999 356.0000 356.000
11 5 0 374.999 374.9999 374.9999 375.000
12 0 2 383.500 383.3999 383.3000 383.333
13 1 2 390.500 390.6000 390.6000 390.601
14 2 2 411.500 411.5999 411.7000 411.636
15 5 1 420,999 421.2000 421.2000 421.141
16 3 2 444.499 444.5999 444.4999 444.488
17 6 0 449,999 4£50.0000 450.0000 450.000
18 4 2 487.000 486.8000 486.8000 486.800
19 6 1 488.999 489.2000 489.1000 489.118
20 7 0 525.000 525.0000 525.0000 525.000
21 3 2 336.499 536.2000 536.5999 536.225
22 7 1 55%.000 559.0000 558.9000 558.893
23 0 3 575.000 375.0000 375.0000 575.000
24 1 3 580.000 580.0000 579.8999 579.871
25 6 2 591.000 591.2000 591.1999 591.138
26 2 2 594.499 594.4000 594.3000 594243
continua
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Continuacdo tabela 5.7

27 8 0 599999 599.9599 599.9999 600.000
28 3 3 617.499 617.3999 617.4999 617.454
29 8 1 630.000 630.00060 629.8999 625.870
30 4 3 648.500 648.5999 648.5999 648.556
31 7 2 645.990 649.9999 649.9999 650.053
32 9 0 675.000 675.000 675.0000 675.000
33 5 3 686.500 686.5999 686.5000 686.477
34 9 i 701.999 701.8000 701.8Q06 701.684
33 8 2 711.999 711.9999 711.999% 712.0600
36 6 3 729.999 730.1999 730.1999 730.154
37 10 0 749.999 750.0000 750.0999 750.000
38 0 4 766.500 766.799G 766.7000 766.667
39 1 4 770.500 770.1999 770.3999 770.326
40 16 1 773.999 774.4000 774,1999 774.103
41 g 2 776.5300 776.1999 776.3000 776.253
42 7 3 778.500 778.6000 778.6000 778.621
43 2 4 781.000 781.1999 781.3000 721.203
44 3 4 799.000 799.0000 795.0599 799.001
45 4 4 823.499 823.4000 823.4000 §23.273
46 11 0 825.000 §25.0000 825.1000 825.000
47 8 3 831.000 831.0000 831.1000 831.031
48 10 2 842.500 842.4060 £42.3000 842.285
49 11 1 846.999 846.9999 847.1999 846.972
50 5 4 833.500 853.4000 853.5000 853.465
51 9 3 886.999 886.8000 886.8000 £86.707
52 6 4 889.000 889.0000 889.0G00 888.976
33 12 0 900.000 900.0000 960.1000 900.000
54 11 2 909.999 909.8000 $09.8000 909.708
55 12 1 920.500 920.40060 920.2999 920.183
56 7 4 925.000 929.2060 929.2000 929.185
57 10 3 945 000 945.1999 945.0999 945.053
38 0 5 958.499 958.4000 958.4000 958.333
59 i 3 961.500 961.3999 961.3999 961.264
continua
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Continuagio tabela 5.7
60 2 5 969.999 970.2000 970.1000 970.001
61 8 4 973.300 973.5999 973.7000 973.539
62 13 0 974,959 975.0000 975.1000 875.000
63 12 2 978.000 977.2000 978.20600 978.235
64 3 5 984.300 984.3999 984.5000 984.392
65 13 1 993.999 993.8000 9938000 993.660

O total de pontos de minimos locais identificado pelo codigo implementado e
correspondente as 65 freqiiéncias naturais da cavidade actstica na curva Idet(Hﬂc))l = (), sio

representados na figura 5.11 para a malha-M3, e incremento Ags.

Determinante Nulo

-130 |

-135 +

~137.8 +

Log &bs Det (H

-440

425

c 200 400 [=1¢]0] 800 TO00
Frequencie (Hz)

Figura 5.11: Pontos de Minimos Locais da cavidade actstica retangular

A dificuldade de melhor visualizagio desses pontos de minimos locais, que identificaram o
total de freqiiéncias naturais da cavidade actstica em estudo, se explica pelo fato do crescimento
exponencial do nimero dessas freqiiéncias naturais como mostrado na figura (5.2). Esta alta

densidade de pontos de minimos locais apresentada pode confundir pequenos desvios na curva do
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| det(H(k)) | e isto pode tornar o método da pesquisa direta ndo confidvel como sugere [Banergee

e Raveendra-1992], [Banergee ¢ Ahmad 1988], [Alie Rajakumar-1991] dentre outros.

Uma distribuigio dos pontos de minimos locais por classe modais, como visto na figura
5.1, garante uma melhor identificagdo desses pontos. Na figura 5.11a-i, mostramos o grafico da

curva do Jog( | det(H(k})

representadas sobre o eixo das abscissas. Em cada uma destas figuras, os pontos de minimos

}, em fungiio de faixas de freqiiéncias, de comprimento conveniente,

locais, identificaram as freqiiéncias naturais.
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Figura 5.11: Pontos de Minimos Locais distribuidos por faixas de Freqiiéncias.

A partir das figuras de 5.11a 2 5.11-j, verificamos gue, todos 0s pontos de minimos locais
estio determinados pela implementagio de 5.14 estdo bem definidos. Assim podemos langar
miio, da alternativa de identificagéio dos zeros do polinémio caracteristico, visto na se¢ao 5.5, de
onde ¢ possivel verificar que, de fato cada um deles corresponde a uma freqiéncia natural da

cavidade acustica em estudo.

7 - Cavidade acustica semi-oval

Considere a cavidade actistica descrita por um arco de circunferéncia dado por (4% )

radianos e raio 1 metro, com as extremidades do arco, unidos por uma corda, como mostra a

figura 5.12. As condigdes de contorno dadas pelas condigdes Neumann, para —;\8—1’1 =0, também
én

s30 destacadas na figura.
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Figura 5.12: Cavidade Acustica: Semi-oval.

A fim de determinarmos as freqiiéncias naturais da cavidade acistica (figura 5.12), por
meio do Método da Pesquisa Direta, vamos considerar as discretizagGes sobre seu contorno dadas
na tabela 5.9 onde N, representa o niimero de elementos sobre o contorno oval, N,,,4, 0
numero de elementos sobre a corda e Ny representa o total de elementos sobre o contorno. Os
tamanhos dos incrementos sobre a faixa de freqiiéncias de comprimento 1000Hz, sio dados pela
tabela 5.9.

Tabela 5.8: Discretizagsio sobre o contorno semi-oval

Discretizagdes Novw Neorda Noorat
Matha-O1 80 32 112
Malha-0 2 140 57 197
Malha-03 180 74 254

O numero total de pontos de minimos locais identificados, quando consideramos as
diferentes discretizagdes e incrementos dados respectivamente nas tabelas 5.8 e 5.9, estio

dispostos na tabela 5.10 € comparados com as respostas numericas obtidas pelo MEF.
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natural da cavidade actstica da figura 5.12, estdo representados n

funcdo da freqgiiéncia (figura 5.13). Ja nas figuras 5.14a-g, mostramo

Tabela 5.9: Pontos de Minimos Locais - Cavidade Semi-Oval

Passo-Ag Malha-O1 Malha-O2 Matha-O3
Agy = 0.00910600 67 73 74
Aez = 0003642420 70 73 75
As, = 0001821210 70 74 74

Os 74 pontos de minimos locais dados na coluna 4 da t

abela 5.9, candidatos a freqiiéncia
a curva do log(ldet(H(k))), em

s esses mesmos pontos de

minimos locais, s6 que agora melhor identificados para a curva do log(idet(H(ENI)-
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Figura 5.14g: Pontos de minimos locais

Os pontos de minimos locais, correspondentes as freqiiéncias naturais, identificados nas
figuras 5.14a~g, sdo comparados com as respostas tambem numéricas, determinadas pelo método
de elementos finitos, para uma discretizagdo triangular da cavidade acustica em estudo para as 20

primeiras freqiiéncias e mostrados na tabela 5.10.

Tabela 5.10: Freqgiiéncias naturais da cavidade actstica semi-oval

modos Resultados do M.E.C ANSYS -MEF.

1 0 0

2 96.165 Hz 96.131 Hz
3 12523 Hz 12528 Hz
4 17942 Hz 179.41 Hz
5 184.60 Hz 184,62 Hz
6 22751 Hz 227.62 Hz
7 25929 Hz 25948 Hz
8 267.71 Hz 267.91 Hz
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9 288.00 Hz 288.21 Hz
10 314.16 Hz 314.40 Hz
11 338.00 Hz 338.29 Hz
12 363.87 Hz 36441 Hz
13 36741 Hz 367.76 Hz
i4 37515 Hz 375.73 Hz
15 401.50 Hz 402.04 Hz
16 428.94 Hz 429.62 Hz
17 433.28 Hy 433.96 Hz
18 444,45 Hz 44523 Hz
19 466.97 Hz 467.95 Hz
20 47485 Hz 47583 Hz

O método da pesquisa direia que ¢ de facil implementacdo, adicionado da identificagdo do
zero absoluto do polindmio caracteristico, mostrou ser mais uma alternativa na identificacio das
freqii€ncias naturais de uma cavidade actstica. Entretanto podem ocorrer casos em que algum
ponto supostamente de minimo local seja identificado pelo codigo € o mesmo ndo corresponder a

nenhuma freqiiéncia natural da cavidade, como podemos verificar na segio seguinte.

5.6 - Limites do critério de minimo local do valor absoluto do
determinante no método da pesquisa direta.

Ao longo das se¢Bes precedentes o Método da Pesquisa Direta das raizes complexas do
determinante do sistema, sintetizado a partir do Método dos Elementos de Contorno, foi utilizado
para a determinagfo das freqiiéncias naturais das cavidades actisticas. Mostrou-se que, na pratica,
o minimo local do valor absoluto do determinante deve ser empregado como o critério de
obtengdo das raizes do polindmio caracteristico (freqiiéncias naturais). Na secfo anterior também
fo1 discutida a influéncia da discretizagfio do contorno, ou seja, da malha utilizada bem como o

efeito do passo do nimero de onda k, na precisio dos resultados.
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Nesta secio pretende-se ilustrar uma limitagiio do Método de Pesquisa Direta quando se

utiliza o critério do minimo local do valor absoluto do determinante para obtengéo das raizes do

polinémio.

A limitacdo ou a dificuldade serd mostrada em um exemplo numérico. Trata-se de uma

cavidade retangular, bidimensional com dimensées Lx = 1.1m e Ly = 0.7m. A velocidade da
onda acustica no meio foi considerada 345 m/s. A cavidade foi discretizada com 36 elementos

constantes, sendo 11 elementos no lado Lx e 07 elementos no lado Ly. Considerou-se condigdes

de Neumann homogéneas du/én=0, em todo o contorno x<I".

A figura 5.15

abaixo mostra o valor absoluto do log (det[H(k)]) para uma faixa de

freqiiéncia de 0 a 300 Hz. Uma andlise da figura mostra claramente a existéncia de 03 (trés)

minimos locais da fungéo.

041
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T Abs{Log[Det-H(K)]} |
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/
|

j 1 3 A H 2 i 1 1 1 i i L i 1 H 2 1 L H 1 H 1 J
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Figura 5.15: Determinante H(k)

A funco P(ky=Det[H(k)] mostrada na figura 5.15 fo1 submetida a um algoritmo de procura

de minimo local. O resultado pode ser verificado na Tabela 5.11. Nesta tabela estao colocados os
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valores analiticos das 03 freqliéncias naturais da cavidade, bem como as freqiéncias

correspondentes aos minimos locais encontrados pelo algoritmo de busca mencionado.

O que salta a vista ¢ que o algoritmo de procura do minimo local do valor absoluto do
determinante encontrou sete valores de minimos locais, sendo que 03 deles nio correspondem a
freqiiéncias naturais da cavidade analisada. E necessario analisar esta situago, compreender o
que acontece, sob pena do Método da Pesquisa Direta associado ao minimo local, ser considerado
néo-confidvel para obtencio das raizes complexas do polinémio caracteristico, no presente caso,

as freqiiéncias naturais do sistema.

Tabela 5.11: Freqiiéncias naturais ¢ minimos locais do det [H(k))

Minimo = Valor do minimo local Freqiiéncia natural Valor analitico
y, 156,9 £ 156,8
m; E89,7 ook Hedkok ok
my 1987 ook *okww
oy 2477 5 246,4
m; 26‘756 ok ek W skok ok
i, 268,4 ek sk o o ok e
1y 2936 5 292,1

A figura 5.16 mostra as componentes real, imaginiria e absoluta do polindémio
caracteristico em consideragio. Pode-se verificar com clareza, que perto do valor analitico das
freqiiéncias naturais (fi=156,8Hz, £,=246,4Hz e £3=292,1Hz) o valor absoluto do determinante
(curva cheia) se aproxima de zero, caracterizando um minimo local da funcdo. O mesmo
acontece com as partes real e imaginaria do determinante. Ou seja, comprovando o que ji havia
sido mencionado no inicio do capitulo, o determinante de H(k) somente ¢ nulo, para aqueles

valores em que tanto sua componente real como sua componente imaginaria se anulam.
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Figura 5.16: Polindmio caracteristico - Partes real, imaginaria e valor absoluto

Vamos analisar as trés regides nas quais o determinante apresenta um minimo local e que
correspondem as freqiiéncias naturais (analiticamente determinadas) do problema em questdo. As
figuras 5.17, 5.18 e 5.19, mostram o0s detalhes das componentes do determinante nas
proximidades dos minimos locais em questdo. Pode-se perceber com clareza que, tanto a parte
real, (Real Det[H(k)]), quanto a imaginaria, (Imag Det[H(k)]), do determinante se aproximam ou

cruzam o eixo das abscissas e que o valor absoluto, (Abs Det[H(k)]), atinge um ponto de minimo.

Dois detalhes merecem atengdo, pois eles serdo utilizados nas se¢des seguintes. O primeiro
detalhe, diz respeito ao fato que as raizes da parte real e imaginaria do polindmio néo se anulam
exatamente na mesma freqiiéncia, como mostrado nas figuras 5.17, 5.18 ¢ 5.19. Mais adiante,
tentar-se-a mostrar que esta diferenga no valor das raizes da parte real e imaginaria tem origem
puramente numérica e estd fortemente associada tanto 2 discretizagio ou malha utilizada para
analisar o problema, como tambem 0 passo de freqiiéncia Ak, utilizado na analise. Cumpre
ressaltar que ¢ exatamente esta diferenca entre 0 "zero" da parte real e da parte imagindria que
aponta para a utilizagio do minimo tocal como critério para determinagdo das raizes da equacao

caracteristica do sistema.
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O segundo aspecto a ser ressaltado, pode ser encontrado na figura 5.19, mais
particularmente na analise do comportamento da curva real do polindmio caracteristico. Verifica-
se que neste caso que o polindmio nfio cruza o eixo das abscissas, mas tio somente tende a
tangencia-lo. Neste caso a raiz da parte real deveria ser o ponto tangente ao €ixo das abscissas.
Porém, como também pode ser visto na figura 5.19, a parte real do polinémio, néo chega
realmente a tangenciar o eixo das abscissas. Ele se aproxima, mas ndo o tangencia. Na pratica
entdio, o valor da fregiiéncia em que a fungdo tangencia o eixo "x" € substituido por um maximo
local. Vamos, mais adiante, mostrar que, a distdncia entre o maximo local € o eixo das abscissas
é, também uma conseqiiéncia ou fungdo da qualidade da aproximagio numérica que se realiza na

analise. Mostra-se que, 2 medida que a malha e passo de avango na freqiiéncia Ak sio refinados,

diminui a distincia entre o maximo local e a tangente (ideal) ao eixo das abscissas.

0,010 o’ d”
0,009 ~—ea— Abs Det [H(k)]
£,008 ---0--- Real Det [H(k}] ".....‘
0,007 e -
’ + - Imag Det [H(k}] o’
o’
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Figura 5.19: Detalhe do polindmio caracteristico préximo a terceira freqii€ncia natural
£5=292,1Hz

Nos paragrafos precedentes, foi mostrado o comportamento das partes real e imaginaria do

polinémio caracteristico nas proximidades de suas raizes, ou seja, na proximidade das

freqiiéncias naturais da cavidade actstica.
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Resta, entretanto, entender 08 minimos locais do valor absoluto do determinante
caracteristico, que foram obtidos pelo algoritmo de procura de minimos e que foram reportados
da tabela 5.12, minimos estes que ndo configuravam uma raiz do polinémio. Para tanto, far-se-a
uma investigaco numérica do determinante nas freqiiéncias préximas aos valores dos pontos de

minimo my, ma. ms e mg, fornecidos na tabela 5.1 1.

A figura 5.20 mostra as trés parcelas numericamente determinadas do polindémio
caracteristico préximo 2 freqgiiéncia m;=189,7Hz. Pode-se perceber claramente que nem a parte
real e tampouco a parte imaginéria do polinémio se aproxima do eixo das abscissas ou cruza o
mesmo. N&o hé indicio de "zero™ tanto da parte real como da parte imaginaria. Para se entender 0
minimo local m; é necessdrio observar com mais detalhe o valor absoluto do determinante (ou
polindmio caracteristico) tal como mostrado na figura 5.21. Deve-se observar que a faixa de
freqiiéncia das figuras 5.20 e 5.21 ¢ 3 mesma. Na figura 5.21, entretanto, efetuou-se um "zoom",

uma analise mais ampliada dos valores do modulo do determinante.
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Figura 5.20: Detalhe do polindmio caracteristico proximo ao segundo minimo local my=189,7Hz
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Figura 5.21:Detalhe do valor absoluto proximo ao segundo minimo local m,;=189,7Hz

Nesta figura, agora, é possivel perceber uma pequena oscilagio no valor absoluto do
determinante, caracterizando um minimo local. Este minimo local é proveniente de impreciso
numérica na determinagio do determinante a partir de uma matriz, no caso, com dimensdes
36x36. Este minimo local ndo estd ligado a uma raiz da parte real ou mesmo imaginaria do
polindémio caracteristico. E tio somente uma "flutuacio”, ou "oscilagio numérica" na
determinagido do valor do determinante da matriz H do sistema originario do Método dos
Elementos de Contormno. A analise numérica realizada ao longo dos estudos que redundaram no
presente trabalho, corrobora a idéia que certos minimos locais sdo somente originarios de

pequenas oscilagdes no valor numeérico do determinante.

O mesmo padrio de comportamento pode ser encontrado para 0s minimos locais mz, ms €

ms, como pode ser verificado nas figuras 5.22 a 5.25.
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Figura 5.22: Detalhe do polindmio caracteristico proximo ao terceiro minimo local my=198,7Hz
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A questdo que se coloca agora é a seguinte: existe a possibilidade de se criar um critério
para analisar os minimos locais dos determinantes e/ou polindmios caracteristicos de forma a se
poder separar aqueles minimos que sdo raizes ou freqiiéncias naturais, daqueles que representam
oscilagdes de carater numérico? E a este problema que seri dedicada a proxima secdo deste

trabalho,

5.7 Critério de analise na identificagdo dos pontos de minimos

locais associados ao método da pesquisa direta.

A fim de estabelecer um critério de identificacdo do ponto de minimo local, que
corresponde a freqiiéncia natural da cavidade acustica, utilizando dos zeros do polinémio
caracteristico P(k) definido em (5.16), vamos retornar a analise vista nas figuras 5.8a-d e 5.9a-d

da secdo 5.5.

Na figura 5.8a-d, pode ser observado que existe 0 zero da parte real (ZR) e o da parte
imaginaria (ZI) e portanto estdo localizados no eixo das abscissas. Ainda em relagdo a essas
figuras 5.8a-d, notamos que na medida em que aumentamos a discretizacdio no contorno da
cavidade acustica, a distancia entre ZR e ZI diminui, ou seja ZR — ZI (ver tabela 5. 1}, a0 mesmo
tempo sobre o eixo das ordenadas | P(k) | — 0, como também é mostrado, comparando as figuras
5.8a-d.

Analogamente nas figuras 5.9a-d, também foi analisado o comportamento da distincia
entre ZR e ZI, sé que nesse caso o zero imaginério (ZI) foi considerado como sendo o ponto de
maximo local pois a curva da parte imaginiria apenas aproxima-se do eixo das abscissas, de
qualquer forma, mais uma vez notamos que na medida em que aumentamos a discretizagio no
contorno da cavidade acustica ZR — ZI {ver tabela 5.3), enquanto | P(k) | — 0 no eixo das

ordenadas,

Em cada um dos casos foi identificado o ponto de minimo local, quando da aproximacio
entre ZR e ZI, os quais correspondem a freqiiéncias naturais da cavidade actistica em estudo, ja

visto nas figuras 5.8 ¢ 5.9. Tal procedimento, foi repetido nas figuras 5.11a-i, onde identificamos
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as freqiiéncias naturais da cavidade aclstica da figura 5.10, o que nos levou a sugerir o seguinte
critério de identificacdo de pontos de minimos locais, para identificacfio de freqiiéncias naturais

da cavidade:

a) Utilizando, da formulagfo do M.E.C, gerar o polinémio P(k).

b) Usar de um algoritmo que identifique pontos de minimos locais de |P(k)l.

¢) Para cada ponto de minimo local fornecido pelo algoritmo, identificar ZR e Z1.
d) Analisar se para discretizagbes maiores, {P(k)| -0, na medida em que ZR — ZI.

e) Se o item d), ocorre entdo £ é um ponto de minimo local.

Essa sugestdo de critério na identificagfio de ponto de minimo local € um auxilio para a
estratégia do Método da Pesquisa Direta, na identificagio das freqiiéncias naturais de uma

cavidade acuistica.

5.8 — As freqiiéncias naturais da cavidade acustica, e as fungoes

de respostas e freqliéncias (FRF’S).

Uma outra alternativa, para identificar as freqiiéncias naturais em um dominio acustico £,
bidimensional e limitado, é por meio, da identificagio de pontos de ressondncia do dominio
actistico. O uso da formulagio do M.E.C, é através das Fungdes de Resposta e Fregiiéncias
(FRF’s), o que exige, que seja conhecido potencial acustico em pelo menos um ponto interno ao

dominio.

Para isso, vamos considerar uma forca de intensidade &;, aplicada sobre o ponto x,, interno

ao dominio 2, como mostra a figura 5.26.
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Figura 5.26: Dominio limitado e a forga incidente

Devido a forca de intensidade b;, sobre o ponto x, uma integral de volume deve ser

considerada e portanto podemos reescrever a equacio integral de contorno (5.6) para o dominio
) da figura 5.26, por:

c(x;) ulx, ky= J(”*(x,xd,k)w&t(;;-iiﬁ]dfw ﬂu(xd,k)au*(fxd’kﬂdf

\ on
r r
(5.19)
+ J-bu*(x,xd,k)dﬁ
sy )
_ - A ou(r)
Introduzindo a condicio homogénea de contorno, dada por Neumann —< =0, em todo

o contorno I' dominio £}, e considerando que a integral de volume em (5.19), & dada por (5.7),
reescrevernos (5.19) na forma discretizada:

)

cxy)u, (xd,k)+Z J‘[u(xd,k) o’ (); xd’k)]df =bu"(x,x,,k) (5.20)

De modo anélogo, em que obtivemos, o sistema de equagdes algébricas néo lineares (5.13)

a partir de (5.9), podemos escreve-lo, também a partir de (5.20), por:
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[E ux)}= .} (5.21)

A solucfio do sistema (5.21), permite determinar o potencial actistico u, em todo o contorno
I do dominto £2.

Conhecido o potencial acustico em todo o contorno I' do dominio £}, podemos avaliar o
potencial actistico em um ponto x, interno ao dominio, através de (5.20), para c(xg) = 1, conforme

previsto em (4.2), ou seja:

wrg )+ ) ﬂu(xd,k)W)dr} =bu’ (%,54,5) (5.22)
(o)

j:] l‘}

Fixando o ponto interno x,, podemos por meio de (5.22), avaliar o potencial acustico u(xz

k) para diferentes numero de ondas .

A funcio determinada por (5.22) ¢é conhecida como uma funcio de respostas e fregiiéncias
[Syguliski-1994].

A identificacdo das freqiiéncias naturais do dominio actistico ), usando da formulagio do
M.E.C, ¢ feita sobre os picos determinados por (3.22). Esses picos também representam os pontos

de maximo locais da fungio.

Assim um procedimento para obtermos as freqiiéncias naturais de um dominio acustico,

usando da estratégia das FRF’s, associado & formulagio do M.E.C, é descrito a seguir:

i)A partir do incremento Ay; tomamos o numero de onda k. =k, +iA, ,1=1,.,n onde ky€ um

. A,
valor conhecidoe A, =27 —- .
Co
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1) Fixado o numero de onda & = %, por meio de (5.21)determinamos o potencial actistico ulx) e

-~

. Ou L o .
sua derivada — (x), para todo x & I", devido a forca incidente aplicada em x;.
on

u1) Usando a equagdo (5.22), parac=1, e Xg um ponto interno ao dominio determinamos u(xz),

iv) Repetindo os itens ii) e iii), um conjunto de FRF’s para u(x,) é formado, devido ao ponto
fonte x;,

v) Cada um dos pontos de Maximos Locais determinados por meio do valor absoluto do conjunto

das FRF’s dada em iv), ¢ candidato a uma freqiiéncia natural da cavidade actstica.

O item v ¢ explicado, pelo fato de que as freqiiéncias naturais de uma cavidade actistica

sdo tambeém as freqiiéncias de ressonincia.

Embora essa também seja uma estratégia de facil implementacdo, a extragdo das
freqiiéncias naturais, nem sempre sio facilmente identificados, como podemos verificar, nas

implementagdes que seguem.

5.8.1-A obtencéo das freqiiéncias naturais através das FRF’S e

implementacdes numéricas

Com o intuito de extrair as freqiiéncias naturais de uma cavidade acustica, por meio das
FRE’S, fizemos uma implementagio das equacgdes (5.21) e (5.22). Ela ser4 utilizada considerando

a cavidade actstica retangular de dimensdes L, e Ly, dadas respectivamente por 2.3 me 0.9 m. A
. . , Ou
condigdo homogénea de contorno é dada por Neurnann —én—— =0, em todo o contorno, como

mostra a figura 5.27.

Amnda mostramos no interior dessa cavidade aclstica um conjunto de 12 pontos,
distribuidos aleatoriamente, representando a localizagdo do ponto x; (forca incidente ;) Para
cada ponto fonte x,, vamos considerar um ponto resposta x4, tal que | x5 - x4 = ¢ e £ > 0. No caso

deste trabalho tomamos /=5 102
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Figura 5.27: Pontos fonte interior a cavidade

~ Considerando na cavidade acustica da figura 5.27 o ponto fonte x; localizado em 11 e
fixando uma discretizagdo no seu contorno ém 192. .elementos, ?a%é b ntimero de onda k
percorrendo uma faixa de 0.01 4 1000Hz, segundo o incremento Ar = 0.00182121 Hz,
submetemos a implementa¢do das equagdes (5.21) e (5.22) aum algoritmo na procura de pontos

de maximos locais. Esses pontos de maximos locais sdo mostrados na figura 5.28.

0 r

Log{ Abs(FRRs })
n
e
S
T
[ mmtreeme

il

L L i 1 :

8] 200 400 ) 500 =isiu} 1000
Freqiénca (Hz)

Figura 5.28: FRF’s da cavidade acustica.
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Comparando as fregiiéncias naturais dadas analiticamente por (5.1), com os pontos de
maximo locais, obtidos numericamente pelo MEC, constatamos, através de seus valores
numéricos, que 0s pontos de maximo locais determinados pelas freqliéncias: 126.5 Hz, 745.8 ¢

§98.2 Hz, ndo correspondem a nenhuma freqiiéneia natural da cavidade em estudo.

Constatado esse fato, uma investigagio no sentido de identificar 0s picos sobre a curva das
FRF’s, que correspondem as freqliéncias naturais da cavidade acustica, passou a ser nosso

objetivo.

A investiga¢do no sentido da identificagfio dessas freqiiéncias naturais, por meio dos pontos
de méximo locais fornecidos pela FRF, é retomada e entio passamos a analisar os seguintes

aspectos:

- 1) O efeito da discretizacdo do contorno da cavidade acustica.
- 1) O do tamanho do incremento Ar.

- III) A localiza¢do do ponto de excitagdo no interior da cavidade actstica.
Apenas para uma melhor visualizac8o dos resultados e sem perda de generalidade desta
analise, vamos considerar, a faixa de freqliéncias compreendida entre 870 Hz e 910 Hz, na qual

temos certamente quatro pontos de méaximos locais que correspondem

Tabela 5.12: Pontos de Maximo Locais

Pontos de Maximo Locais Fregiiéncias Naturais
! 886.8 §86.7
2 889.0 888.9
3 8982H: T
4 900.1 8900.0
5 909.8 909.7

as frequiéneias naturais da cavidade aclstica em estudo (ver tabela 5.7), € pelo menos um ponto

de maximo local, a saber, 898.2 Hz, que nio corresponde a freqiiéncia natural da cavidade
acustica (Tabela 5.12).
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Vamos considerar para a analise I, diferentes discretizagdes sobre o contorno variavel, isto
& tomamos malha-M1, M2 e M3, definidas na tabela 5.4, fixando o passo A¢ = Ap como 0
mostrado na tabelas 5.5 e o ponto fonte localizado na posi¢fio 11 da figura 5.27. Num grafico do
Log(abs(FRF’S)) em funciio da faixa de freqiiéncias como € mostrado na figura 5.29, podemos
verificar nitidamente que a discretizagdo sobre o contorno da cavidade tem grande influéncia na
identificacdo do total de pontos de méximo locais, sem a garantia de que os Mesmos corresponda
a uma freqiiéncia natural da cavidade acustica, isto &, ndio representam ressonancia na curva das

FRF’s.

Tiscretizaghes

o Elementos - 64

Log ( Abs ( FRF 'S$))

870 880 880 900 210
Frequencia {Hz)

Figura 5.29- Diferentes Discretizagbes

De fato, para a malha-M1, apenas um ponto de maximo local é identificado na curva da
FRF correspondente. Enquanto que para as malhas -M2 e M3, cinco pontos de maximos locais
sio identificados (ver tabela 5.12), nas curvas da FRF correspondentes. Quatro dos quais tendem
4 picos sobre as curvas, €sses picos ficam melhores representados para a FRF, da malha-M3, o
outro ponto de maximo local,correspondendo a fregiiéncia de 898.2 Hz, nio define ainda um

possivel pico, dificultando assim a conclusdo quanto a existéncia de uma freqiiéncia da cavidade
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acustica, implicando assim numa possive] falha da estratégia. Constatamos ainda que para

maiores discretizacdes do contorno da cavidade actistica em estudo o fato se repete.

Para a analise II, quando Fixamos a discretizagio (matha-M3), e o ponto fonte (na posicio
11 da figura 4.27), e variamos o incremento, conforme os dados da tabela 5.5, fazendo Af = Ap,
Ap € A, podemos observar por meio da figura 5.30, que fixado convenientemente o tamanho do

passo, pouca importincia ele tem na identificacdo dos pontos de maximos locais da cavidade,

2 ¥ T T T T3
T
2 o ]
2
g ]
=
&
P}
-2
-3
arg 880 850 200 gio
Froguencid

Figura 5.30: Pontos de maximos locais devido ao incremento.

Finalmente, para a anslise I, fixamos a discretizacdo, dada pela malha-M3, o incremento
A na faixa de freqtiéncias e consideramos os pontos fontes nas localizagdes 6, 7, e 11 da figura

5.27, e como o esperado, para cada localiza¢io do ponto fonte, uma nova curva de FRE’S ¢

determinada como mostra a figura 5.31.
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Figura 5.31: Pontos de maximos locais devido a localizagao do ponto fontes.

Nesse caso, o grafico da curva do }og(Abs(FRP’s))' em funcdo das freqiiéncias, para cada
uma das localizagbes do ponio fonte ¢ mostrado na figura 5.31, onde verificamos uma
caracteristica comum, entre 0s pontos de maximos locais identificados nas diferentes FRE’s. Pois
aqueles pontos de maximo locais que tendem a picos sobre as curvas, sio originarios das mesmas
freqiéncias, nao importando a localiza¢o do ponto fonte (ponto de excitagdo), enquanio 0§
outros pontos de maximo locais que nio tendem 2 picos sobre a curva das FRF’S, ndo sdo
identificados pela mesma freqiiéncia, quando modificamos as localizagdes desses pontos sobre a

cavidade acustica.

Comparando os valores numéricos das freqiiéncias que originaram 08 quatros picos sobre as
diferentes curvas da figura 531, com as freqiiéncias naturais dadas por (5.1) na faixa
considerada, podemos concluir que 08 picos sobre as curvas das FRF’S, originados pelas mesmas

freqiiéncias correspondem as freqiiéncias naturais da cavidade acustica em estudo.
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Entretanto, pode ocorrer, que devido as localizages dos pontos fontes o niimero de pontos
de maximo locais identificados pelas FRF’S, nio serem suficientes para identificar o total de

freqliéncias naturais, da cavidade acustica na faixa de freqiiéncias em estudo.

Por exemplo na figura 5.32., mostramos os picos sobre a curva das FRF ’S, para os pontos
fontes, localizadas nas posicdes, 4,10 e 12 da cavidade actstica.(figura 5.27). Pode se observar

que no maxime 3 picos sobre as curvas foram apresentados, para as 4 freqiiéncias naturais

existentes.
Portos  de Excitag¥o
s Le:alizagio - 4
Zt R I.o:iiizagzo - 1
o Lotalizag¥e . 12
g 1
Koo L
el
ta
Ly
i
D
Q
3 -2 5
-4 b
L

a7a 880 890 900 g70
Frequencia (Hz)

Figura 5.32: Picos na curva da FRF

Este fato pode ser contornado, por pelo menos, duas diferentes maneiras:

1) Conservando as posi¢des dos pontos de excitago e aumentando a discretizagiio sobre o
contorno da cavidade, o que levaria a um aumento consideravel do custo computacional, mas
certamente terfamos identificado todos as freqiiéncias naturais da cavidade acustica, além dos

picos correspondentes aos modos de vibrar ficarem, melhor definidos como mostra a figura 5.33.
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Figura 5.33: Picos nas Curvas das FRF com maior discretizagéo

i) Conservando a discretizagio sobre o contorno da cavidade e o passo sobre a faixa de
freqiiéncias mas aumentando o niimero de pontos fontes no interior da cavidade acustica, 0 que

certamente garantird um custo computacional menor que o do caso i).

Evidentemente assegurar um nimero minimo de pontos fontes no interior da cavidade
actstica que garanta todos os possiveis picos sobre a curvas das FRF’S, correspondentes ao total
de fregiiéncias naturais, ainda nfio € possivel. No entanto, no caso de nosso exemplo, tomamos o
conjunto de pontos fontes localizados nas posi¢des 6, 7 e 11. e identificamos os quatros picos da

faixa de freqgiiéncia, com as caracteristicas como o esperado, visto na figura 5.33.

582 - A familia de frf’'s e as freqgiiéncias naturais da cavidade

retangular.

De modo geral, muitas sfo as dificuldades na identifica¢do das frequiéncias naturais de uma
cavidade acustica. Entretanto, devido aos fatos descritos na se¢io 5.8.1, parece-nos conveniente,
a identificacio das freqiiéncias naturais da cavidade acustica, através dos picos na curva das

FRF’S, quando sobrepomos vérias curvas de FRF’S, geradas por um conjunto de pontos fontes,
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localizados no interior da cavidade actstica. A esse conjunto de curvas de FRE’S sobrepostas,

denominaremos de: familia de curvas das frf’s.

Retornando ao exemplo da cavidade actistica retangular (figura 5.27), vamos considerar a
obtengdo das freqiiéncias naturais, usando de familia de FRE’S. Para isso consideraremos a
familia de FRF’s, gerada pelo conjunto de 12 pontos distribuidos no interior da cavidade acustica
acima mencionada para uma discretizagdo do contorno da cavidade de 192 elementos (malha-
M3), e o incremento A= 0.001821212, (Af =Ag). Na figura 5.34, mostramos os 18 primeiros
picos na familia de FRF’s, que correspondem as 18 freqiiéncias naturais analiticas da cavidade

em estudo, para a faixa entre 0.01 e 500Hz.

10 .

Log Abs Del(H)

i

o 100 200 ) 300 400 500
Frequencia (#Mz)

Figura 5.34: Familia de FRF’s cavidade Actstica Retangular

Como, cada um dos pontos fontes, localizados no interior da cavidade acustica, geram
curvas distintas de FRF’s, apresentados na tabela 5.13, o total de pontos de maximos locais
determinado por cada um deles considerando a faixa de freqgiiéncias entre 0.01 e 1000Hz, para a

malha M3 ¢ o incremento Ar= Ag.
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Tabela 5.13:Total de Pontos de maximo locais para cada ponto fonte

Distribuicio dos pontos i 2 3 4 3.6 7 8 9 10 i1 12
Total de méaximos locais 64 65 65 62 | 65|64 66 66 65 63 67 35
Total de freqiiéncias naturais 64 62 64 61 164 641 64 64 63 62 64 32

Nas figuras de 5.35a-g sfo visualizados todos os picos, sobre as curvas da familia de FRI’s,
que correspondem as freqiiéncias naturais da cavidade acustica (figura 5.27) para a faixa de 0 a
1000Hz, além dos pontos de méximos locais que ndio constituem um pico sobre a curva das

FRF’s

Log Bbe Det (H)

o ’ s .‘ ; %}Q\\&
] \eﬁ}iﬂ ‘\

o 50 100 150 200 250
Frequencia (Hz)

Figura 5.35a

Na figura 4.35a algumas observagles quanto as curvas das FRF’s que poderem ser

observadas nas figuras 4.35b-g.
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Existem de fato pontos de maximos locais que ndo representam picos sobre as curvas da
FRF’s.

Algumas das curvas das FRF’S, nio representam o total de pontos de maximo local, que

permite identificar as freqiiéncias naturais da cavidade acustica.

Todos os picos definidos sobre a familia de curvas das FRF'S, correspondem 2 freqiiéncia

natural da cavidade actistica.

log Abs Det(H)

300 320 340 340 380 400 420
Frequencia (Hz)

Figura 5.35b
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Figura 5.35f
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Figura 5.35h
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De fato podemos verificar que, cada pico definido pela familia de FRF’s, tem seu ponto de
maximo local, correspondendo a uma freqiiéncia natural da cavidade, como mostra a tabela 5.14,
€nquanto que os pontos de maximo locais que ndo definem picos, nio correspondem a nenhuma

freqiiéncia natural da cavidade.

Tabela 5.14 : Pontos de méximos locais devido sua localizago no interior da cavidade

Indice das Pontos de maximeos lacais Freqiiéncias
fregiiéncias e Naturais
naturais Freqiiéncias Naturais da Cavidade Aciistica
N m n P Pe P7 P11 P12 Analiticas
1 0 0 000.0 000.0 000.0 000.0 000.00 000.000
2 1 G 075.0 075.0 075.0 075.0 e 075.000
s — i35.6 126.5 1265 | coeeeenes
3 2 0 150.0 150.0 150.0 150.0 150.09 150.000
4 0 I 191.7 i91.7 191.7 181.7 191.7 191.667
5 1 1 205.8 205.8 205.8 2058 | e 203.818
6 3 0 225.0 225.0 225.0 2250 — 225.000
7 2 1 243.4 2434 2434 2434 243.4 243.385
8 3 1 2956 2956 2956 295.6 —— 295.569
9 4 0 300.0 300.0 300.0 300.0 300.0 300.000
10 | 4 i 356.0 356.0 356.0 356.0 356.0 356.000
1 3 0 3750 375.0 375.0 37530 | e 375.000
12 1 6 2 3833 383.3 3833 383.3 383.3 383.333
13 1 2 390.6 390.6 380.6 3907 1 e 390.601
4 12 2 4117 411.6 411.7 411.7 411.7 411.636
5 1 5 1 421.2 421.2 421.2 4212 1 e 42i.141
16 | 3 2 444.5 4443 444.5 4445 | e 444 488
17 | 6 0 450.0 450.0 430.0 450.0 430.0 450.000
i8 | 4 2 486.8 486.8 436.8 486.8 486.8 486.800
19 1 6 i 489.2 489.2 489.2 489.2 486.2 489.118
20 1 7 0 5325.0 525.0 525.0 525.0 e 525.000
2L 15 2 536.3 536.3 536.3 3363 | errmeen 536.225
22 | 7 1 558.9 558.9 558.9 558.9 e 558.893
23 1.0 3 575.0 575.0 575.0 575.0 575.0 575.000
24 11 3 579.9 579.9 579.9 579.9 e 579.871
25 | 6 2 591.1 391.1 591.1 591.1 391.1 591.138
26 | 2 2 594.3 594.3 594.3 594.3 594.3 394.243
27 | 8 0 600.0 600.0 600.0 600.0 600.0 600.000
28 1 3 3 617.5 617.5 617.5 617.5 —— 617.454
29 | 8 ; 629.9 629.9 6299 629.9 629.9 629.870
0 14 3 648.6 648.6 648.6 648.6 648.6 648.556
31 ¢+ 7 2 650.1 650.1 650.1 650.1 | e 650.053
32 | 9 0 675.0 675.0 675.0 6750 | e 675.000
33 | 5 3 686.5 686.5 686.5 6865 | el 686.477
34 ;9 ] 701.7 701.7 701.7 701.8 e 701.684
35 | 8 2 712.0 712.9 712.0 712.0 712.0 712.000
36 | 6 3 730.2 730.1 730.2 730.1 730.2 730.154
amm fean o e T, 742.8 745.8 744.1
continua
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37 110 0 750.0 750.1 750.1 7503 750.1 750.000
8 10 4 766.7 766.7 766.7 766.7 766.7 766.667
39 4 4 770.4 770.4 7704 7704 1 - 770326
40 |16 1 774.2 774.2 7742 774.2 774.2 774.103
41 1 9 2 776.3 7763 | = 7763 781.3 776.253
42 7 3 778.7 778.8 778.8 7788 1 e 778.621
43 | 2 4 7813 781.3 781.3 LY I —— 781.203
44 13 4 7958.1 796.1 799.1 759.1 n— 799.001
45 ¢ 4 4 823.3 823.3 823.3 823.3 823.3 823.273
46 | 11 Q 8253 825.1 Ri5.1 8251 | wmeme 825.000
47 1 8 3 831.1 831.1 g31.1 831.1 831.1 831.031
48 1+ 19 2 842.3 842.3 8423 842.3 842.3 842.285
49 |11 1 847.1 847.1 847.1 847.1 e 846.972
50 135 4 853.5 853.5 853.6 8335 | omeee 853.465
51 19 3 886.7 886.7 886.7 886.7 | mmewem- 886.707
52 | 6 4 889.0 289.1 885.1 889.1 889.0 888.976
~~~~~ — — o e 895.5 898.2 —

53 112 0 900.1 900.1 900.1 500.1 900.1 $00.060
54 1111 .2 909.8 909.8 909.7 9098 | e 909.708
55 |12 1 920.3 920.3 920.3 920.3 | 9203 ~920.183
36 17 4 929.3 929.2 929.2 9292 | e 928.185
37 110 3 945.1 9449 945.1 9449 943.1 945.053
58 1 0 3 958.4 958.4 958.4 958.4 958.4 958.333
59 | 1 5 961.4 961.4 961.4 9613 | emeee 961.264
60 2 5 970.1 970.0 970.0 970.1 970.1 970.001
61 | 8 4 973.5 973.5 973.5 973.5 973.6 973.539
62 |13 0 975.1 973.1 975.1 975.1 | =mmee- 975.000
63 | t2 2 978.3 978.3 078.3 978.3 9783 978.235
64 i 3 5 984.5 984.5 984.5 984.5 084.392
65 |13 1 993.8 993.8 993.8 993.8 993.660

59 — A familia de FRF's e a média aritmética.

A média aritmética de uma familia de FRF’s, € a média aritmética calculada entre o0s
potenciais determinado em cada um dos pontos que constitui a familia de FRF’s, para uma
mesma freqiiéncia. Assim se considerarmos 2 média aritmética de uma familia de FRF's,
determinada para uma faixa de freqi€ncias, 0 resultado é uma curva, onde sio identificados picos

0s quais de fato, definem cada uma das freqiiéncias natural da cavidade acustica.
Como exemplo, mostramos nas figuras 5.36a-f, a média aritmética da familia de FRF’s, da

cavidade actstica da figura 5.27, quando consideramos 0$ mesmos dados (discretiza¢do, passo,

mesma faixa de freqiiéncias, etc), que geraram as figuras 5.35a-h.
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Figura 5.36: Média aritmética da familia de FRF’s..
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Embora a média aritmética determinada entre os potencias correspondentes, de uma familia
de FRF’s, mostram de forma mais clara os picos correspondentes as freqiiéncias naturais da
cavidade actstica, ndo foi possivel definir através dessa estratégia um critério capaz de identificar

numericamente as freqiiéncias naturais da cavidade acustica.

510 - Familia de curvas das FRF’s e as freqiiéncias naturais da

cavidade acustica semi-oval.

Retomamos a cavidade actstica dada pela figura 5.12, e distribuindo mnternamente ao seu
contorno um conjunto de 12 pontos, como mOostramos na figura 5.37. onde para cada um desses
pontos g.er.anﬁ.o.s uma curva de FRE’S, para o nimero de onda & variando entre 0.01 ¢ 500Hz, com
passo Agp e seu contorno discretizado em 197 elementos. Assim uma familia de FRF’S ¢é formada
e entio os picos que representam 0S possiveis modos de vibrar da cavidade semi-oval sdo

identificados como mostraremos a Seguir.

N
T T T T T TR

%o
-

Figura 5.37 - Cavidade Semi-oval e 0s Pontos Fontes.

O total de modos de vibrar da cavidade semi-oval, para uma faixa de até 500Hz, extraido

por meio do software ANSYS - M.EF ¢ de 20 modos. Na figura 5.38 mostramos, por meio do

135



grafico Log(abs(FRF’s)) em funcio das freqiiéncias, esse total de modos obtidos pela familia de

curvas das FRF’s.

10 +

Log ¢ &bs FREs)

_.__--n-/"

? ,ﬂT ia? 1’1 ’{;‘ ?i( i

3 s i 3 L i . 5 I i H

[ 00 208 ) 300 400 500
Freguencia (Hz)

Figura 5.38: Familia de FRF’s da cavidade semi-oval.

A identificagdo das freqiiéncias naturais associadas aos modos proprios de vibrar das
cavidades actsticas das figuras 5.27 e 5.37, por meio de familias de curvas das FRF’s mostrou-se
nesses casos que os resultados numéricos obtidos sdio de boa precisio, quando comparados com
os resultados analiticos para o caso da cavidade retangular, e no caso da cavidade semi-oval
quando comparado com ANSYS - M.E.F. A escolha da quantidade de pontos internos e a
localizacdio dos mesmos nas cavidades acusticas, foi feita de forma aleatdria e isto pode
mfluenciar na identifica¢do dos modos de vibrar, embora este fato seja facilmente contornavel,
aumentando a quantidade de pontos de resposta, ou mesmo modificando a localizagfio desses

pontos.

Observando as figuras 5 -36a-g, notamos que para freqiiéneias de valor numéricos malores,

¢ exigido maior discretizagio, proporcionando desse modo melhor defini¢do do pico sobre a
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familia de curva das FRE’S. Embora o custo computacional para avaliar a curva da FRF’s em um
sé ponto seja alto, esse custo tem um aumento computacional, relativamente pequeno para avaliar

uma familia de curvas de FRF’s.

5.11 - Representagéo grafica dos modos de vibrar da cavidade

acustica.

Conhecidas as condi¢des de contorno (potencial e sua derivada), no contorno de uma
cavidade actistica, podemos a partir da equacio (5.22), avaliar o potencial acustico em qualquer
ponto interno ao contorno dessa cavidade, devido a ac3o de um forca constante incidente em um

desses pontos internos, (forga de excitagdo), para uma freqiiéncia conhecida.

Considerando, que o modo préprio de vibrar de uma cavidade acustica € a representag@o
grafica do potencial acistico, avaliado em um conjunto de pontos internos ao contorno dessa
cavidade, onde sdo conhecidos o potencial actstico e sua derivada, para um de seus modos de
vibrar, fixamos sobre esse contorno uma discretizacdo € entdo para um conjunto de pontos
internos, podemos reescrever a equagao (5.22), na forma de uma equagdo matricial, representada

a seguir:

~

u(x,) ={G]{§§~} +{p} =[] {u} (5.23)

em que as matrizes G e # de (5.23), normalmente sao de ordem retangulares e relacionam o

conjunto de pontos internos ao dominio da cavidade aos nés do contorno dessa mesma cavidade.
A seguir mostramos uma representacdo grafica dos modos proprios de vibrar da cavidade

actistica retangular. No caso desta cavidade actistica, discretizamos em 192 elementos sobre o

contorno ¢ consideramos 299 pontos internos conforme mostra a figura 5.39.
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figura 5.39: Malha de pontos internos da cavidade retangular

Os graficos mostrados nas figuras 5.40a-h, representam alguns modos préprios de vibrar da

cavidade actstica retangular referida e sfio comparados com a solugo analitica [Morse-1953]

Parte real : 75.0 Hz

Modo analitico: 75.0 Hz

Parte imaginaria: 75 Hz

Figura 5.40a -Primeiro modo préprio de vibrar

Parte real ; 75.0 Hz

Modo analitico: 150 Hz

Parte imaginéria: 150 Hz

Figura5.40b: Segundo modo Préprio de vibrar

Parte real : 295.56 Hz

Modo analitico: 295.59Hz

Parte imaginaria: 295.56 Hz

Figura 5.40c - Oitavo modo Préprio de vibrar
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Parte real 1 411.7 Hz

e

Modo Préprio —411.636Hz

Parte Imaginaria: 411.7 Hz

Figura 5.40d ~ 14° modo proprio de vibrar
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T artCoar. ./

Analitico : 591.138 Hz

Figura 5.40e — 25° modo préprio de vibrar

n 4, 1 s s I~
1T dile. uszag,uacula ot

Parte real ; 648.59 Hz

Analitico ; 648.66 Hz

Parte: Imaginaria 648.1%Hz

Figura 5.40f - 30 modo préprio de vibrar

Parte real : 774.19 Hz

S

P

42

Analftico : 774.10 Hz

Parte: Imaginaria 774.19Hz |

Figura 5.40g - 40" modo proprio de vibrar

| Parte real - 945.09 Hz

.§ &f«

Analitico ; 945.05Hz

Parte: Imagindria 945.09Hz |

Figura 5.40h - 57" modo préprio de vibrar
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5.12 - Concluséo do capitulo

Neste capitulo utilizamos do MEC para obter as grandezas modais de um dominio actistico
Q. Associado a este método duas estratégias foram testadas independentemente para identificar a
freqiibencias naturais ¢ os modos préprios de vibrar de um dominio acistico. Verificamos que
ambas as estratégias sio faceis de implementar, mas possuem um alto custo computacional. A
primeira estratégia, ¢ conhecida como método da pesquisa direta, esta associada aos zeros do
polinémio caracteristico e fornecem resultados satisfatérios na identificac@o das freqiiéncias. A
segunda estratégia conhecida como fungdo resposta e freqiiéncia também fornece bons resultados
na identificagdo das freqiiéncias naturais, embora o esforgo computacional tenha sido maior com

relagdo ao método da pesquisa direta.

Representamos graficamente os modos proprios de vibrar de uma cavidade acustica e os

resultados numeéricos foram muito bons quando comparados com os analiticos.
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Capitulo 6
O problema da radiag&o acustica

6.1 — Introduc&o

Muito das anélises de problemas mnas areas da engenharias, sfo tratadas em dominios
ilimitados, como & o caso do problema de radiagéo de ondas acusticas. Esses problemas sdo
tratados como Problemas de Dominio Exterior ou Problemas de dominio aberto e caracterizam-
se, por considerar que pontos pertencentes a ele, estio a esquerda do contorno, quando o mesmo €

percorrido no sentido horério.

Uma alternativa para estudar problemas de radiacio de ondas acusticas € o Método de
Elementos de Contorno, ja que esse método, além de exigir a discretizag8o apenas no contorno da
superficie da fonte actstica, incorpora automaticamente a condigao de Radiacio de Sommerfeld,

nos pontos do dominio distante da fonte acustica [Harris-1992].

A formulagio para a aproximar a solugio desse tipo de problema exige que 2 da equacdo
diferencial de Helmholtz, seja transformada numa equagio Integral de Contorno como

desenvolvido no capitulo 3, com solucio fundamental dada pela equagao (2.54).

Nesse capitulo o equacionamento do M.E.C é implementado e as simulaces sdo feitas para
uma fonte circular, tanto no c¢aso estacionario, como também no caso onde sdo considerados
pequenos deslocamentos da fonte (nfio estacionario). Nos dois casos as respostas numericamente
obtidas, sio comparadas com a solugio analitica do problema, tanto no contorno do dominio,
como em pontos do proprio dominio. O fluxo (derivada do potencial) também ¢& avaliado em

pontos do dominio. Além dessas simulacdes, também é considerado o problema de valor
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intermediario, onde o potencial em pontos do dominio ¢ determinado a partir do fluxo, medido

em pontos do proprio dominio,

A regularizagido da solugio no contorno da fonte pode ser melhorada, impondo uma
restrigdo sobre pontos internos a fonte radiante, chamado de processo de CHIEF, (Combined

Helmboliz Integral Formulation) [Provatidis-2002].

6.2 — A propagacido de ondas a partir de uma fonte acustica circular
radiante e pulsante.

Segundo [Morse -1953], o potencial de radiagfio actstica em um ponio x;, situado a uma

distancia R do centro de uma fonte cilindrica de raio @ (figura 6.1), é dado por:
u(x,)= A, H"(k R) (6.1)

em que Ao € uma constante que representa a amplitude da onda, 4 Mk R) ¢é a funcio de Hankel

de ordem zero e primeira espécie e & o niimero de ondas.
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Figura 6.1: Fonte circular radiante.
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O valor da constante 4, pode ser determinado, derivando (6.1) na direg@io do vetor normal

20 contorno do cilindro. Como o dominio de interesse, € externo ac contormo da fonte,

o - =

concluimos que —ag— =—Z__ Assim obtemos: %&i = A, H| (fc cz)k , 0 que permite reescrever (6.1)
n n
por:
1 H{M @k R)
¥k R)= —22 > .2 6.2
wlk R)= S a) 62

em que H " (k R)¢ a fung@o de Hankel de primeira ordem.

Se x4 ¢ um ponto sobre o contorno da fonte cilindrica, o potencial acustico sobre x,; € dado

por (6.2), fazendo R =a
6.3 A formulacdo do M.E.C para problemas de radiagao acustica.

No capitulo 3 na segdo (3.5), tratamos.do equacionamento bidimensional do M.E.C, para o
caso de dominio exterior, o qual pode ser empregado para problemas de radiagdo acustica (figura

6.2).

A equagdo integral de contorno para problemas de dominio exterior obtida em (3.47), pode

ser escrita como:

cu(xy) = J.u*(x,xd,k)?ﬁémiﬁ—)dr— ju(rp)-aiw(m’é’ni‘i—’—k—)dr (6.3)
r

em que o coeficiente ¢ dado por (3.48), u (x,x4,k) =iH éz)(k R) ¢ a solucio fundamental da

equacio de Helmholtz, determinada em (2.54), R é a distdncia entre os ponios x € Xy
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(R=|x-

-~

Ou . -
fonte, u(I'y) e — (T ) sho as condigdes de contorno.
on

Figura 6.2: Fonte acustica radiante e as condi¢des de contorno

Introduzindo as condicdes de contorno e considerando uma discretizaciio do contorno da
fonte em ne elementos, reescrevemos (6.3) por:

HE

cu(xy) = Z Iu (x,x,, k) “(FN) dr, - Z J.u(rD)Mdrj (6.4)

on
imj,j:lr z‘atj,j=lrj

ou ainda;

cu(x,)+ J.(r a“ ”‘f’k)dr Z ju (x, djk)au(r,\,) (6.5)

iwj, j= ir i, j= lr

¢ para { #j fazendo:
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ri j)= 3 fulrs )maig-’;’n—xmk—)dr. (@)

#j =T
e (6.6)
ne a 1"
gli, j)= z ‘{u (x, x,, k)= ul "‘) dr, (B)
i#,7= T, on

sendo que para o caso em que { =, 0 valor do coeficiente ¢ ¢ dado por (3.48) e g(i.i) dado por

(4.31), a equagdo (6.9), fica reescrita por:

(etxg) + 1 )] Yt 0} = TG D) 6.7
ou ainda fazendo [H ] = [c(xd) + 1k l j)]] g(z j) reescrevemos (6.7), por:
Cu

[H Ju(x, . k) =[Gl —= (6.8)

én

Uma permuta entre as linhas das matrizes [H] e [G], deixa (6.8), escrita num sistema

matricial da forma:

[4]{x}={B} (6.9)

A solugdo do sistema algébrico (6.9), permite determinar o potencial ¢ sua derivada (fluxo),

em todo o contorno da fonte radiante da figura 6.2.

Com o objetivo de analisar a influéncia da discretizagio no contorno de uma fonte
acusticamente radiante e pulsante de tamanho finito, para diferentes nimeros de ondas &, um
codigo computacional implementando (6.9), foi elaborado segundo a formula¢iio do MLE.C ¢

utilizando elementos constantes.

145



A validacdo do codigo é feita para a implementaggo de (6.9), quando consideramos uma

fonte acustica radiante, circular de raio @ = 1m e contorno rigido, com condig¢bes de contorno em

todo o seu circulo dado por Neumann, (ijﬁ = 1) e velocidade do meio ¢;=345my/s.
on

Inicialmente, trés diferentes discretizagBes no contorno do cilindro sdo consideradas e
dadas na tabela 6.1. Além disso, como estamos utilizando elementos constantes, ¢ = % e o
numero de ondas £ percorrer uma faixa entre 0.1 e 50 radianos, com um incremento Ar=10.1

radianos.

Tabela 6.1: Discretizacdes no contorno do cilindro

Discretizaces Total de Elementos no Contorno o
Malha-M1 80
Malha-M2 120
Malha-M3 160

A figura 6.3 é mostrado o médulo do potencial acustico medido em um ponto do contorno

da fonte em fungio do numero de ondas k.

175 [ Frasnr o T r T T Ty . T : gy — T ]
L Zem  Poewwo:r de CHIEF 4
e Txata
——— Halha M1
=N - Malhatl -8
——— Mzihay M3
o 2.5 L
=
=
=
S g0}
o
=
f:% 7.6 L 1
£
&
s L
25 L
. : PE W
g kil 20 30 £0

Ea
Figura 6.3: Potencial Actistico no Contorno da F onte Circular Radiante
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O aparecimento de picos nas diferentes curvas de respostas numeéricas na figura 6.3,
representam irregularidades da solugdo, isto ocorre para algumas freqiiéncias, que segundo

[Schenk-1968], estdo associados a formulagdo do MLE.C, para problemas de dominio interior.

A ampliagdo dos dois primeiros picos da figura 6.3, ¢ ilustrado na figura 6.4 e corresponde

a0s valores de kg entre 1.8 ¢ 6.2.

T T T 3

Sem Peemor de CHIED T
—— € xata
15 + J—— Malha -#1
| i Falhal -H2
e

Halkal -82

PRSI S W

7.25 ¢

PSR YO S S S |

0.75

PRI T B 3

Potencial no Conlorno

0.5 \"Me.

0.25

| I i

2 3 4 & &
Ka

Figura 6.4: Ampliag3o dos Picos sobre as Curvas Numeéricas.

A formulagfio do M.E.C em sua forma original, para problemas de dominio exterior torna-
se mal condicionado para algumas freqiiéncias, correspondentes aos autovalores associados a
algum problema de dominio interior. Em [Kane-1994], estd situagdo detectada por [Schenk-
1968], pode ser contornada, se consideramos no problema de dominio interior, os autovetorss
associados aos autovalores do sistema, para os problemas de vibragdes livres, os quais
correspondem aos modos proprios de vibrar da cavidade acustica reproduzidos na figura 6.5a,
enguanto que na figura 6.5b, destacamos a solucéio para algum problema exterior associado com

a condigdio de pressio zero no interior da mesma cavidade.
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Muitos s#0 as estratégias usadas para contornar esse tipo de problema, segundo [Provatidis,
Zafiropoulos-2002], a seis principais técnicas sio: Surface Helmholtz Equation Formulation
(SHIEF), Interior Helmholtz Equation Formulation, (IHIEF), Combined Helmholtz Equation
Formulation (CHIEF), Lagrangian multiplier Helmholtz Equation Formulation (LMHIEF),
Coupled Helmholtz Equation Formulation (CHI).

Lutomodos

[ M/‘
/“\\j
Problema Interior

Solugéo Problema Exterior
figura 6.5a figura 6.5b

figura 6.5: Solu¢do: Problema interior e exterior

A primeira dessas estratégias foi apresentada por Schenck {1967), e denominada de
estratégia de CHIEF-(Combined Helmholtz Equation Formulation), a formula¢o desta estratégia
pode ser visto em [Schenck-1968], e é empregada para levantar a n3o unicidade em problemas
exteriores, governado pela equagfio de Helmholtz. Ela consiste em aumentar em um ou mais o
numero de pontos de colocagio, restringindo a localizagio destes novos pontos no interior da
fonte radiante e atribuindo aos mesmos a pressio zero. Isso inevitavelmente implicard em um
acrescimo dos numeros de equagdes algébricas no sistema original, o que requer a solugio para
um sistema de equagdes algébricas retangular. No caso desse trabalho, usamos o método dos

minimos quadrados [Noble-1986], no sentido de resolver o sistema de equagdes.
Embora a estrategia seja de facil implementagao, a localizacdio destes pontos de CHIEF no
interior da fonte radiante nem sempre trazem bons resultados para a solugdo, e isso muitas vezes

ocorre, por estarem sobre as linhas que descrevem os modos préprio de vibrar do problema
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interior correspondente, determinado pelas frequéncias naturais da cavidade acustica. A

implementagdio dessa estratégia € empregada a seguir no problema em estudo.

Retomemos agora a implementacdo, da fonte cilindrica da figura 6.2, considerando os
dados anteriormente usados, € inserimos os chamados pontos de CHIEF, de coordenadas (0.2,

0.874) e (- 0.2,- 0.874) escolhidos de modo conveniente, para ka compreendido entre 1.8 ¢ 3.0.
Na figura 6.6, claramente podemos observar, a influéncia dos pontos de CHIEF, quando

consideramos o pico sobre as curvas da figura 6.4, paraka ~ 2.4 € quando inserimos os pontos de

CHIEF, nota-se que a solu¢io numeérica coincide com a solucdo do problema, em ka ~ 2.4.

T v g T

0.5 | Com Portoa de CHITF
emana
Baibale3d

Halhal-lI¥

FhH

Maihal 10

0475 ¢

0.45 |

0.425

Botencialne Contorne

4]
LY
T

09.375 -

.35 +

0,328

2 2.2 2.4 2.6 2.8 3
Ka

figura 6.6: Regularizagdo com Pontos de CHIEF.

Repetindo agora os pontos de CHIEF e avaliando o potencial em toda a faixa compreendida
entre 0.1 e 50 Hz, fica regularizada a solugdio em todo ¢ contorno da fonte, como mostra a figura
6.7. De fato, a convergéncia das solugGes numéricas para a solucdio analitica dada em (6.2), pode

ser verificada através do calculo do erro, definido em (6.10).
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Z(uA (ka) = u  (ka))*

erro = =k (6.10)
ne

em que:

i, € o valor analitico dado por (6.2)

u, : € 0 valor numérico devido (6.3).
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figura 6.7: Regularizacio com Pontos de CHIEF
Na tabela 6.2 temos o erro maximo dado por (6.10), quando comparamos o erro entre a

solugdo analitica e a solucdo numérica, para a faixa entre 0.1 e 50 radianos, para cada uma das

discretizagdes, quando inserimos os pontos de CHIEF.
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Tabela 6.2: Erro no contorno com pontos de CHIEF
( ka Malha: 80 elementos | Malha: 120 elementos | Malha: 160 elementos
|
!
\

0.1 a 500. 0.03099% 0.02487% 0.0266%

No exemplo, podemos verificar que de fato a regularizagio da solugio por meio dos pontos
de CHIEF, aproximou a solugdo numérica da solugao analitica dada por (6.2). Entretanto, uma
das maiores dificuldades apresentada por essa estratégia de regularizagao ¢ ainda falta de um

critério que possibilite a identificagdo ¢ mesmo a quantidade dos pontos internos a serem

considerados.

6.4 - O potencial de radiagéo acustica em pontos do dominio.

O potencial acustico em pontos do dominio de uma fonte acustica, é determinado por meio

da implementacéo da equacao (6.3), para c =1 conforme (4.2), ou sgja:

Lu(x,) = ju*(x,xd,k )@‘%"\’ldr— ju(rp)@—(%‘i’—if-)dr (6.11)
i

r

Figura 6.8: Potencial de radiagdo acustica em xyno dominio aberto.
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A equacgo (6.11) é aplicivel em pontos do dominio (Y, se a distancia R entre o ponto de
campo x; € 0 contorno da fonte actstica for um nimero finito, case contréario a condi¢do de
radiagio de Sommerfeld dada por (6.12), ¢ automaticamente satisfeita [Harris-1992], garantindo
que, ondas propagando para fora do contorno da fonte radiante de raio finito, tornam-se

essencialmente planas.

RL@@JEP‘%@ - iku(kR);JJ:O (6.12)

Embora o potencial actstico num ponto x, do domninio Q' (figura 6.8), a partir de uma fonte
acustica, ¢ avaliado por (6.11), é exigido, que as condi¢des de contorno sejam conhecidas em
todo o contorno da fonte. Isto €, fixando o mimero de onda £ e uma discretiza¢io do contorno da
fonte, determinamos a solucio no contorno da mesma, tal como descrito na segio anterior, partir
de (6.9). Como o potencial actistico no ponto do dominio (), nada mais ¢ do que o
reproscessamento de (6.3), para ¢ = 1, é esperado que devido 4 formulagdo do M.E.C, o potencial

acustico u(xy), para x; € ), tenha o mesmo tipo de irregularidade apresentado na figura 6.3.

De fato, vamos considerar o niimero de onda k, variando entre 0.1 e 10 radianos e o ponto
xu, localizado a uma distancia de 2.1m do centro da fonte cilindrica circular radiante de raio Im
com condigbes de contorno dadas por Neumann (figura 6.2) e seu contorno discretizado em 160

elementos.

Os resultados obtidos pela implementagdo direta de (6.11), mostra gue a descontinuidade
gerada no contorno da fonte radiante, devido a alguma freqiiéncia natural associada ao problema
interno, provoca no ponto x; do dominio Q' uma resposta com mesmas caracteristicas daquela
mostrada na figura 6.3, isto ¢, a curva do potencial acustico no ponto x,, apresenta picos como os

mostrados na figura 6.9
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Figura 6.9: Potencial nos pontos do Dominio

Usando da mesma estratégia de regularizagdo ja empregad
fonte, introduziremos no interior da mesma, os chamados pontos de CHIEF, e com as mesmas
coordenadas (0.2, 0.874) e (-0.2, -0.874) j& que se trata da mesma fonte, pode-se verificar que

para o nimero de ondas & variando entre 0.1 & 10 radianos, a curva da resposta numérica €

a na solugiio do contorno da

a o grafico da

regularizada ¢ convergindo a resposta para a resposta analitica conforme mostr
figura 6.10.
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Com Perto: de CHIZE
——— exatd
. Halbai MR :
oL e Malba? oME A
o —— Malhat M2
=
&
8 15|
I~
B
=
g 7 ]
o
B
)
[+¥
05 t -
0 2 4 & 8 10

ke
Figura 6.10: Potencial no Dominio com pontos de CHIEF no interior da fonte
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6.5 — A radiagdo do cilindro deslocando horizontalmente.

Vamos considerar um cilindro de raio a, de paredes rigidas, deslocando horizontalmente

(figura 6.11). Se a condi¢dio de contomo %32 g no contorno do cilindro, entdo, devido ao

. . Cu ,
deslocamento do mesmo, a condi¢dio de contorno fica determinada por N =g Cosf,em que 6 ¢é

o angulo de vértice sobre o contorno do cilindro e lados formados entre os seguimentos de reta na

diregdio radial e a diregdo de deslocamento do cilindro.

—+— Direiva

srme-w Ergunrda

6.5 | --® — Cilindro

-1 0.8 N

Figura 6.11: Cilindro Deslocado

Segundo [Morse-Ingard-1968], o potencial aciistico em um ponto x; a uma distincia R do
centro do contorno do cilindro, quando o mesmo desloca-se com velocidade constante sobre o

eixo horizontal do sistema de coordenadas € dado por:

u(kR) =4, H " (kR) Cos 0 (6.13)
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.em que a constante A4 ¢ determinada, derivando (6.13) na diregdo do vetor normal mn, e

. . %) é
lembrando que, por se tratar de um problema dominio exterior: — = "R
on

Assim, em R = g, temos A, = —-——-—g———m , deixando (6.13) reescrita na forma:
kHD (ka)
H (kR
u(kR) ;E_.m%}__(__)_ 0s6 . (6.14)
k H}" (ka)

com isso podemos determinar potencial acustico em pontos do contorno do cilindro em

movimento, fazendo em (6.6) R = a.

Vamos considerar a implementacio da equag3o (6.9), quando a condigdes de contormno, em

todo o contorno ¢ dada por Neumann, com g = 1. Assim devido o deslocamento do cilindro as

jon}

- du " .
condicdes de contorno ficam dadas por = = Cos , sobre o contorno do cilindro de raio a = Im,

movendo-se na direcdo horizontal como mostra a figura 6.11. Fixando esses dados, medimos 0s
potenciais actsticos sobre um ponto do contorno do cilindro quando o namero de ondas k, varia
entre 0.01 e 10 radianos, para trés diferentes discretizacGes, dadas por:malha- M1 = 60
elementos, malha-M2 = 80 elementos ¢ malha-M3 = 160 elementos. Os resultados apresentados
pelo M.E.C, para cada uma das discretizagdes, s&0 comparados com os resultados de (6.13), ¢
mostrados na figura 6.12, por meio de um grafico, do potencial acustico em fungio do produto

entre o numero de ondas & e o raio da fonte a.
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Figura 6.12: Potencial de radiacso para o cilindro deslocado.

Mais uma vez, esses picos na curva de resposta ndo € um problema de discretizacio, pois,
podemos observar na figura 6.13, onde apresentamos uma ampliacio dos picos compreendidos na
faixa de freqiiéncias entre 27 a 32 radianos, que nas freqiiéncias de picos, a malha-M2, apresenta
pior resultado que o da malha-M1, que tem menor discretiza¢do no contorno. Com isso

certamente temos um problema que esta relacionada ao equacionamento do M.E.C.

A regularizagdo dos picos mostrados na figura 6.13, ¢ feita usando também da técnica dos
pontos de Chief, de coordenadas (0.2, 0.874) e (-0.2, -0.874), como podemos observar na figura
6.14, onde € mostrado também, que para matiores discretizacdes, melhor é a aproximacio entre a
solug@o analitica e a resposta numérica. J4 na figura 6.15, a regularizacdo dos picos entre 27 e 32

radianos para uma discretizag&o malha-M4, no contorno do cilindro com 320 elementos

A regulariza¢fo para a faixa de freqiiéncia, compreendida entre 0 e 50 radianos ¢ mostrada

na figura 6.16, quando discretizamos o contorno em 320 elementos (malha-M4).
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Figura 6.16: Regularizacdo da solucdo para o cilindro deslocado
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A estratégia de pontos de CHIEF ¢ considerada eficiente na regularizacéo da solugdo de
problemas radiagéo e fato isso foi constatado nos dois casos empregados. A dificuldade maior
esta na escolha de localizagio e quantidade dos chamados pontos de CHIEF, pois néo existe uma

técnica que contorne tais dificuldades.

6.6 — O Fluxo em pontos do dominio de um Cilindro Pulsante.

Segundo [Ciskowski-1991], o fluxo acustico na diregéo radial, para um ponto x, interno ao

dominio (¥ mostrado na figura 6.18, € dado por:

g=q.1+4q,] (6.15)
em gue:

g : denota o fluxo na direcdo radial.

g .: o fluxo em P na direcdo x.

g y+ o fluxo em P na diregéo y.

q.—.-—u
il
Xd F— 4

~

yT
—

X

Figura 6.17: Fluxo do cilindro pulsante

A formulacio para o fluxo no ponto x; interno ao dominio € determinado por meio da

derivada de (6.3), nas diregdes x e y, com c(xg) = 1.

Assumindo a notagdo:
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7: = (a)
e (6.16)
= au(xa')
= b
g, S (b)

e substituindo (6.16a,b) em (6.15), o fluxo no ponto x, do dominio, fica dado por:

i 81{ X, ) Su -
q=—~£“")1+~—£~@.f (6.17)
ox ay

Lembrando que Ri,e _Rt(x, y) 880 definidos em (4.6), ¢ usando a notagdo dada em (6.16)

determinamos entio ? s © 4 y

( ] r
_E L8 (o ou(P.k) L ferer,,
q“_z{ faquO(kR)Der on jax[an[He(kR)DdF u(P, k) (6.18)
T T
L ( O ([ Su(Pk) | [8( 871, 0
9 =7 ILJ‘@’ ([Ho(kR)DdI* 5 j@y(@n [HG(kR)})dr u(P, k) (6.19)
a T

Os primeiros integrandos que aparecem em (6.18) e em (6.19), sdo facilmente determinados

fazendo:
gﬂﬁg(kR)Dx ~kHO g gy Ex) (6.20)
Ox R

e .
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_a_ 1 - o (y - yc)
i) -kn R S (621)

Enquanto que, os dois outros integrandos de (6.18) e (6.19), s3o determinados como ¢é feito a

SeguIr:

¢ (—G—[Hé(kix—xdg)\.—.

x 210 gkl - eyl HORVE
ax L on . ]} Bn(ax[HO(k!x xd])]}—kn V{Hl (kR)ax} (6.22)

, femos

~f rr (1
Substituindo (6.21) em (6.19), e (6.22) em (6.18), com HY(kR)= —O(Hik(;: R))
&/

entio o fluxo no ponto x,, do dominio e na diredo x, dado por:

ik o BR _|0u(x, k) 02H " (kR) or
== _[Hf”<kR)———dr L || eV || 4T 44 R)
4 . ox on . I 8(kR)2 ox

e de modo anilogo, conclui-se, que:

_ik M du(x,, k) . *H(kR)6R
qy~4 { IH (kR)é?y — gﬂkn V{Ma(kR)z > dl u(xy,k)

r

Determinados g€ gy,R0 ponto xg, do dominio o valor do fluxo, fica definido por meio de:

g=4a.) +lg, ] (623)
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6.7 — O fluxo analitico

O fluxo analitico em pontos do dominio, para um contorno circular de raio g, é

determinado, derivando o potencial (6.2), em relagfio & R , resultando em:

Bu(kR)  HO(kR)
50R) T HD (k) (6.24)

Exemplo Numérico: (fluxo nos pontos do dominio)

Com o objetivo de comparar a solucio determinada numericamente pelo ME.C, com a

solucdo dada por (6.24), calculamos, a partir de uma fonte actistica circular pulsante de raio I me
. ¢ ) .
condigdes de contorno dadas por 5:" =1 discretizada com 160 elementos, o fluxo em 20 pontos

distribuidos aleatoriamente ao redor da mesma, para trés diferentes nimeros de ondas.

"5
i4m 3 16®
3= «17
24
i8w
= =]z 1%
11
- 20
-3 18 ~2 ./ 2 4
.- . 1
8.. 5
VY =]
b2
| ]
-3
4 3
]

Figura 6.19: Conjunto de pontos ao redor da fonte circular.

Assim nas figuras 6.19 a 6.21, mostramos por meio das curvas numéricas e analiticas, uma
comparagdo das respostas determinadas, do valor absoluto do fluxo e fun¢fo da posicio de cada

ponto distribuido ao redor da fonte, especificando o nimero de onda usado em radianos.
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Figura 6.19: Fluxo nos pontos do dominio para k= 0.75 rad.
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Figura 6.20: Fluxo nos pontos do dominio para k=2513 rad.
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Figura 6.21: Fluxo nos pontos do dominio para £ = 50.26 rad.
6.8 — Problema de valor intermediario:

A nossa proposta aqui, é considerar num campo actstico, o fluxo acustico conhecido em
um circulo de raio &) ao redor de uma suposta fonte actistica figura 6.22 e entio a partir do fluxo
medido nos pontos do circulo de raio &1, determinar o potencial em pontos x; desse mesmo
campo acustico, de modo que a distancia entre x; e o centro da fonte seja maior que o raio &;.
Veja que nesse caso nés podemos avaliar o potencial acustico em pontos de um campo acustico

sem conhecer o contorno da fonte radiante.

A estratégia de simulagfio para este problema, foi feita, quando consideramos conhecido o
fluxo em 80 pontos de um circulo de raio &1, de um campo acustico, gerado nesse caso por uma

fonte de contorno circular, com raio 1m, discretizado em 80 elementos e condi¢do homogénea de

Ou
contorno, dada por Neumann, 5 =1.
[£1
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Figura 6.22: O potencial Acustico para 0 problema valor intermediario.

Conhecido o fluxo no circulo de raio &1, a partir de (6.3) € (6.11), determinamos ©
potencial no circulo de raio £ € a fim de compararmos os resultados, obtidos a partir do circulo
de raio &), consideramos as condi¢bes de contorno de Neumann, no contorno da fonte circular,

determinamos sé que agora de forma direta o potencial no circulo de raio &, € por meio de (6.10).

Considerando a relagdo & = 2 &, com & = 1.25m, 2.5m, 5m, 10m, mostramos na tabela
6.4, o erro dado por (6.10), para os nameros de ondas k=2.0, 4.0, 8.0, 16.0.

Na tabela 6.4, quando fixamos o numero de ondas k, devemos lembrar que para 0 raio &) =
1.25m, as respostas do potencial estdo sendo comparadas em & = 2.5m, de modo analogose & =
2.5m, as respostas do potencial estéio sendo comparadas para & = 5.0m e assim sucessivamente.
Observando os resultados mostrados nesta tabela, eles indicam, nesse caso que 0 circulo de raio

&, deve ser tomado proximo a0 contormo da fonte.

Tabela 6.4: Erro no Calculo do Potencial para o Problema Intermediario.

$\§1 1.25m 2.5m 5.0m 10.0m
2.0 0.32 % 0.11% 0.024% 0.09%
4.0 0.11% 0.022% 0.10% 7.20%
8.0 0.22% 0.09% 7.64% 23.2%
16.0 0.10% 7.21% 23.0% 38.3%
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Nas figuras 6.23a-d, mostramos respectivamente para os nimeros de ondas k = 2.0, 4.0,

8.0, 16.0, a aproximacio entre o potencial medido em ponto de &, de forma indireta a partir do

fluxo conhecido em 80 pontos do circulo de raio &=1.25m, com o potencial medido de forma

direta a partir do contorno da fonte.
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Figura 6.23a: Problema Intermediario &z = 2.0
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Figura 6.23b: Problema Intermediario kg = 4.0
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Figura 23d: Problema Intermediério ka = 16.0

Como podemos observar na tabela 6.4, o erro aumenta na medida em que o mimero de onda
cresce e o raio distancia do contorno do ¢ilindro, como mostramos na figura 6.24a-b, para ka = 4
se o raio £, = 5 m o erro € de 0.09% (figura 24a), para o raio &= 10 m, o erro é de 7.21% (figura

24a), enquanto que na figura 25, para ka = 8.0 e 0 raio & = 5m, o erro € de 7.65%.
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6.9 — Conclusio do capitulo

Neste capitulo analisamos 0 problema de radiago aclistica, utilizando o MEC. Fizemos
uma implementagao computacional do método ¢ simulacdes foram feitas considerando uma fonte
circular tanto no caso estacionario como 130 estacionario. As respostas numericas foram obtidas
em termos do potencial e do fluxo calculados tanto no contorno como em pontos do dominio.
Uma comparagdo com a resposta analitica mostrou excelente concordancia. Um ponto importante
nesta analise foi que € possivel calcular o potencial em pontos do dominio acustico sem que a
geometria da fonte radiante seja conhecida. Finalmente salientamos que o problema valor
intermediario, ou seja aquele em que O potencial em pontos do dominio ¢ calculado a partir do

conhecimento do fluxo no proprio dominio, nos apresentou resultados satisfatorios.
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Capitulo 7
Espalhamento de ondas

7.1-Introducéo

Quando uma onda plana, colide com um obstaculo, desviando sua dire¢do de seu percurso
original, ocorre o que denominamos de espathamento de ondas. Neste capitulo, estudaremos o
caso de espalhamento de onda, tomando como exemplo numérico, o caso de uma onda plana

propagando na diregio perpendicular a0 eixo de um cilindro e atingindo a superficie do mesmo.

No exemplo, a parede do cilindro & considerada rigida, causando uma reflexfio, ou um
espalhamento da onda incidente. Do ponto de vista da metodologia de analise, o campo final,
resultante do espalhamento est associado a um potencial de velocidade total u'. O campo
incidente € associado ao potencial . A diferenca entre o campo total e o campo incidente,

chama-se de campo de espalhamento e ests associado ao potencial de velocidade 1,5
7.2 - O Potencial de espalhamento analitico, para o caso do cilindro.

O potencial de espathamento actistico 1>, para pontos no dominio (), a partir do cilindro de
p P parap P

paredes rigidas e raio ¢ é dado por uma série de n termos [Astley-19947]:

(RO O, J(ka)H ,(k R) .
—;;_————U;%l { %I,{:(ka) cos(nB); (7.1)

em que:

170



U-éa amplitude da onda e,
g=1,sen=0,eg,=2,sen=0

J!: A derivada da fungio de Bessel de ordem n.
H (k R): Fungdo de Hankel de ordem 7.

H fz {k R): Derivada da fungfo de Hankel de ordem »n.

R: distancia entre ponto x; € £ e 0 eixo do cilindro.

a: raio do cilindro

8 : Angulo de vértice sobre o eixo do cilindro, formado entre as retas, na dire¢fio
perpendicular ao eixo do cilindro e o segmento de reta na dire¢o radial, que une o

vértice a0 ponio xg.

Se em (7.1), tomarmos R = g, entdo a solugfo analitica ¢ dada em pontos do contorno do

cilindro.

Como a solugdo analitica (7.1) é determinada por meio de termos de uma série, torna-se
necessario analisar o numero minimo de termos da série que permite verificar a convergéncia da
série, para a solugdo do problema em diferentes ka. Nesse sentido, vamos considerar como sendo
0 niimero minimo de termos, o valor de n, para o qual o erro absoluto (7.2), entre dois termos

consecutivos, na expansio da série seja menor que 10°°.

Cops = Ay =y | (7.2)
em que:
O I ka)H, (K R)
a, WZSHZ { H,’;(ka) cos(nf) (7.3)
ne{}

Nos graficos das figuras 7.1a-f, estdo representados os erros absolutos exigidos em fungdo
do nimero minimo de termos da série que satisfazem a condi¢Zo imposta, para cada um dos

valores de ka: 1n, 27, 4m, 6x, 87, 107 radianos, quando em (7.3) R = a (¢ = 0.8).
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Figura 7.1: Convergéncia da solucfio analitica

Dos resultados mostrados nas figuras 7.1a-f, podemos garantir que a solugdo analitica (7.1)

¢ confiavel, quando asseguramos o nimero minimo de termos na série, para os diferentes valores

de ka, dados na tabela 7.1.

Tabela 7.1: Nimeros minimo de termos na Série

ka

I

I

4

6r

8

107

Numero minimo de
terimos na série

11

17

25

33

39
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7.3 - Formula¢do do ML.E.C para o Espalhamento

Seja uma superficie cilindrica circular ¢ de paredes rigida imersa em um meio, através do
qual, uma onda plana propaga-se em diregdio perpendicular 2o eixo do cilindro e o atinja, como €

mostrado na figura 7.2.

O potencial de velocidade total u', como foi mencionado pode ser escrito como a

composic¢io do potencial incidente ' e do potencial de espalhamento u° de tal modo que:

u' o=ul 4y’ (7.5)

AT

Figura 7.2: Potencial Total

Dado um ponto x; € e x € T's, a Equago Integral de Contorno dada em (4.1), reescrita

para o potencial acustico u" (7.5), é deserito por:

15) on
r r

~ T L]
cut(x,)= ju*(x,xd)%gw dr - jwﬂ dr (7.6)

Decompondo o potencial total 1" em potencial incidente u' e de espalhamento u° temos:
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c(“s(xd)"’ul(xd))t J(u*(x,xd)ogsJéf ﬂusw}dr 4
r

n on
r
(7.7)
1 *
ﬁu "(x, %, )53.—?‘—}51“ - J’[ul o (xx,) )Jdl“‘
on on

r T
com o potencial incidente u'(x,), dado por [W.S.Hallj:
u'(x,)=Ue™*® (7.8)

em que :
R=|x-xs),com xeTex;e O
Desse modo, ¢ importante observar que, o potencial do campo incidente ¢ conhecido, bem

como o valor de suas derivadas no contorno I'. Desta forma todas as grandezas que incluam

sdo conhecidas, logo a equagio (7.7) pode ser reescrita por:

S(x,) K “(x,x, )—-—Jar .ﬂ s o (x al; ))df +Z (7.9)

em que:

k3 o I
Z = J\[uléf‘_giﬁfé_)]aru J.[u*(x,xd)(;z; Jdr —cu'(x,) (7.10)
F

r

Assumindo que o potencial de onda incidente é dado por (7.8) e lembrando que a solucdo

fundamental do operador 2D de Helmholtz, dado (2.54) é expresso por:
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1
u (x, X} = E 1) (k R), podemos determinar Z, pois %—Z;— ¢ dado por:

i I 1 .
Gu o 8H 0% ik uettoika (7.11)
én oR ox

Substituindo (7.8), (7.11) em (7.10), e organizando seus termos convenientemente, encontramos:

z=u' J.Wdr—ikju*(x,xd)dr—c(xd) (7.12)
1i

r r

O potencial de espalhamento u°, fica determinado em qualquer ponto x, de Q, substituindo
(7.12) em (7.9), reduzido-a um sistemna matricial de equagbes como faremos a seguir:

Considerando uma discretizagdo em ne elementos no contorno I', e definindo:

}Aou (x xd, (a) (7.13)

I*J‘J =ir;

ne

gli.j)= Y [#(x.x, kN, () (7.13)

i), jer,

entdio para i = 1, ..., ne, podemos escrever (7.12) na forma discretizada por:

zx;)=u {{Z J‘au (x Xd)dF -—C[(xd)}*i k”ze Ju*(x,xd)dpj (7.14)

L i® j= E;‘ z:Jzirj

e considerando que para i = j, o valor do coeficiente ¢ é dado por (43.48) e g(i, j) dado por (4.31),
podemos substituir (7.13) em (7.14) obtendo o vetor {z{xy)}:
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2,0e) = u' (R -1, x,))- kg, )

onde [I ] ¢ a matriz identidade de dimensio ne, e para:

[6]=1g6G. 1] ¢ [Y]= (A, )]~ Me. x,) (7.15)

regscrevemos (7.14) como:
.t =u! ([Y]-i[G]) (7.16)

reescrevendo (7.9) na forma:

i jml i f= I

[C e ¥ f( s ou'(x, xd)] ) Zf xxd))ﬁfggr;-i—zi(xd) (7.17)

¢ agora fazendo: {W}= {z(x,)}, [G]= [g(z’, j)] e [H ]z ([?i(;:, j)]-i—{I}c,. (x, )), (7.17) fica reescrita

por:

[H{u®}= [G]{‘Z’j% Ua) (7.18)

como em problemas envolvendo o M.E.C, parte da varidvel »° é conhecida e a outra arte
p P P

by

... O ee . .
mcognitas, 0 mesmo ocorrendo para { , urma troca das varidveis conhecidas com as

respectivas colunas de [H] e[G] , deixa escrito (7.18) por um sistema matricial da forma:
(A3 =[Bl{r}+ o7}

ou ainda efetuando o produto [B] { Yi={K}:
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(A X} ={K}+ {7}
ou
(A X} ={F} (7.19)

A solucdo de (7.19) nos da o potencial de espalhamento no contorno da fonte.

7.4 - O potencial acustico de espalhamento em pontos do contorno para o

cilindro de paredes rigidas.

Neste trabalho, vamos considerar uma superficie cilindrica de paredes rigidas e portanto
segundo [Morse-1953] o gradiente do potencial de velocidade total u', na direcio do vetor

normal é zero em todo o contorno I, isto é:

T

VuT.nz mo

on

ou' _ 8 +u')

on on

e portanto a condi¢do de contorno empregada no caso do cilindro de paredes rigidas €

~ 8 1

Assim substituindo a condig¢io de contorno (7.20) em (7.9) e calculando Z em (7.12) para
ul(x;) dado em (7.8), verificamos facilmente que uma discretizagio no contorno do cilindro

permite escrever a Equagdo Integral de Contorno (7.9), num sisterna matricial dado por:
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£
[H]{u’ )= {G]{a” j+ ' (7.21)

ou ainda;

[H]{u®}=F (7.22)

emque F = [G]{Zu’
n

-

A soluc@io do sistema matricial (7.22), permite determinar o potencial de espalhamento

acustico 4> em pontos do contorno do cilindro de paredes rigidas.

7.5 — Valida¢do numérica.

Vamos considerar a implementacio de (7.22), quando é simulado o caso de um cilindro,

5 I

inserido no meio ar (¢p = 345m/s) de raio @ = 0.8m e paredes rigidas ( %un = m%u_ ). E atingindo,
n

por uma onda plana incidente, propagando na direcio perpendicular ao eixo do mesmo como
mostrado na figura 7.2. Para que possamos comparar as respostas numeéricas determinadas por
meio de (7.16), com a solucio do problema dada em (7.1), consideraremos no contorno do
cilindro I', as discretizacdes dadas na tabela 7.2 para os diferentes valores de k«, dados na tabela
7.1, (ka =m, 2n, 4n, 6m, 87, 107).
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Tabela 7.2: Discretizagio sobre o contorno do Cilindro,

Discretizagdes Nimero de Elementos (ne)
Malha-1 32
Malha-2 64
Malha-3 VT
Malha-4 256
Malha-5 512

As respostas numéricas obtidas, devido a implementac@o de (7.22), para as discretizacdes
dadas na tabela 7.2, e os diferentes valores de ke s8o comparadas com a solugfo analitica (7.1),

através do erro e° definido por:

s
s %“i Uy
o=t L (7.23)
max S,y }

em que:

u’ : potencial de espalhamento analitico.

in

uy : potencial de espalhamento numeérico obtido por (7.22).

max {u> ,u3 } : Maximo entre u e us.

Com esses resultados mostrados na tabela (7.3), onde na primeira linha estZo dispostas as
discretizagdes do contorno ['s € na primeira coluna os valores de ka, enquanto que no cruzamento
(linha x coluna), € apresentado o méaximo do erro ¢° determinado por (7.22), quando comparamos

o potencial em cada um dos noés no contorno I's.

Considerando o potencial de espalhamento «’, em cada um dos nés no contorno do cilindro,

. . 2n
e a posi¢do de cada um desses nods representado por %, e O=i—, i=12,...,ne, mostramos

ne
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por meio das figuras 7.3a-c, uma ilustragdo da convergéncia da solucdo, para cada valor de 4qa, do

potencial de espalhamento « em fun¢fo do 4ngulo %

Tabela 7.3: Erro do Potencial de Espalhamento #°

ne 32 64 128 256 512
ka

e 0.66% 0.11% 0.04% 0.01% 0.002%
2m 2.18% 0.58% 0.15% 0.04% 0.01%
4 11.1% 2.5% 0.64% 0.16% 0.04%
61 29.1% 13.1% 2.8% 1.45% 0.40%
87 34.9% 12.4% 2.7% 0.67% 0.22%
107 85.5% 27.8% 5.28% 1.60% 0.41%

O comportamento de convergéncia da resposta numérica em relago a solugiio do problema

dada (7.1), paraka =4rea discretizagdo referente a4 malha-2, ¢ dada na figura 7.3a.

s Emalitize

mmwr Malha w3

potencial  de  espalhamento

)

]| @ b

Figura 7.3a
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Enquanto que nas figuras 73b-¢, é mostrado o comportamento de convergéncia da resposta
numérica em relaciio a solucdo do problema dado em (7.1), para ka = 4rr e a discretizacdo

referente a malha-3 e malha-4.
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> p i e Bralitice

s
e,

X c-atee Malba -4 [ 1
6.3 B

potencial  de  espalhamercto
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m
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A convergéncia da resposta numérica obtida pela implementagio de (7.22), requer, para a
solugio dos problemas maiores discretizagdes no contorno do cilindro, para maiores valores de
ka. lsto foi o que garantiu os resultados da tabela 7.3, pois podemos observar que o erro ¢’
diminui na medida em que o numero de elementos ne aumenta através da discretizagdes no

contorno do cilindro.

7.6 Espalhamento de ondas em pontos do campo acUstico.

O potencial de espalhamento actstico em pontos ao dominio ) (dominio exterior ao

cilindro), € determinado a partir de (7.9), quande adotamos ¢ = 1, deixando-a escrita por:

o8 *
us(x, )= [u*(x,xd)of‘ Jar-— ﬂusw}ﬂ“ +Z (7.24)
on on
r r

com Z dado por:

. 5
Z= J‘[uigﬁ—gjﬁd—)}ﬁf—‘ f[u"(x,xﬁ%}dr ~u'(x,)
r

r

Considerando para o cilindro de raio g = 0.8m, de paredes rigidas, inserido no meio ar com
co = 345m/s e as discretizacdes em seu contorno, que asseguraram o erro menor que 1%,
conforme visto na tabela 7.3, para os valores de ka = 7, 27 4n, 67, 8, 107, uma implementacio
de (7.24) ¢ feita, quando consideramos os pontos do campo actistico distribuidos, num circulo de
raio igual a 54 e por meio por meio de um grafico bidimensional, mostramos nas figuras 7.4a-fo
comportamento entre a curvas da solucdo numérica obtida por (7.24) e a solucdo analitica

determinada por (7.1), onde as coordenadas do potencial de espalhamento sdo projetadas sobre os

8

by

) u

e1xos coordenados, com x = lwI— cos(B),e y=
u

ir, sen(0), onde & ¢ o dngulo formado entre a
u

diregdo de propagacio da onda incidente, ¢ o ponto de campo (x4), como ¢ feito em [Yoon-1990].
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Assim nas figuras 7.4a-b, para uma discretizagfio de 64 elementos no contorno do cilindro,
mostramos respectivamente para ka = 7, 27, 0 comportamento das curvas de resposta numerica €

de solugdo analitica.

——  Eralivite N
vt cemes Malha ot N
#.15 -
=~
4.1+ 4
B.0§ d
-6.4 -0.2 -0.% -3.1 k] §.1 3.8
X
Figura 7.4a: Campo do potencial de espalhamento: ka=n
L — ETRIETiZO :
2.8 ¥ .
--wer Mzlba -2
§.1% ¥ p
=
¢.1 -
8.0% | i

-9.% -9.4 0.2 4 0.2

4
Figura 7.4b: Campo do potencial de espalhamento: ka=12rm
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Ja na figura 7.4c-d, s@o mostradas as curvas referentes a resposta numérica (7.14) e a
solugdio analitica (7.1), respectivamente para ka = 47 e 87, quando a discretizacdo é de 256

clementos no contorno do cilindro satisfazendo o €170 menor que 1% na tabela 7.3.

et Analivice

“-awe. Malhy -2

EA3 =

1k

9.95 | // .

Figura 7.4¢: Campo do potencial de espathamento: kg = 4

L e Analitico m
b.r b ] x -
vewes Hilha . 1

0.1% &

[ A 3

Figura 7.4c: Campo do potencial de espalhamento: kqa = 8
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Enquanto que para ka = 67 ¢ 107 a discretizagio de 512 elementos, garantiu o erro menor
de 1% no contorno do cilindro, assim nas figuras 7.4e-f, sdo mostradas essas comparagdes entre

as curvas.
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4
Figura 7.4f: Campo do potencial de espalhamento: kg = 107
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O erro determinado por (7.23), para os pontos no circulo de raio 5a, mostrado nas figuras
7.4a-f, ¢ destacado na tabela 7.4, na linha erro no dominio, para os diferentes valores de kg e as
respectivas discretizagdes, que asseguraram o erro menor que 1% no contorno do cilindro, e para

essas mesmas dicretizagdes, repetimos na tabela 7.4 o erro dado na tabela 7.3, no contorno do

cilindro.

Tabela 7.4:Erro do Potencial de espalhamento #° no dominio

Discretizagio: 64 elem Discretizagido: 256 Discretizagio: 512

ka ka ka

bis 2m 4m 8 (% 107

Erro no contorno 0.11% (.58% 0.16% 0.67% 0.40% 0.41%
{(a=0.8m)

Erro no dominio 0.10% 0.38% 0.53% 0.70% 0.60% 0.65%
(R=35a)

Comparando o erro do dominio com o erro no contorno do cilindro mostrado na tabela 7.4,
podemos verificar que os resultados de boa qualidade no contorno produziram bons resultados
também nos pontos do dominio para o circulo de raio 5z. Esse fato repetiu para outros raios do
circulo no campo aciistico, por exemplo para um circulo de raio 100g e uma discretizagdo de 64
elementos no contorno do cilindro com kg = 2r, o erro verificado foi de 0.34%, como podemos
ver na figura 7.5. O mesmo ocorre quando consideramos um circulo de raio 18a, com ka = 8n e
uma discretizacdo de 256 elementos no contorno, o erro medido ¢ de 0.59%, como mostra a

figura 7.6,

Considerando ainda a discretizagiio de 256 elementos no contorno do cilindro de raio g =
0.8me ka = 8n, o raio do circulo no campo acistico igual a 27.5a, o erro apresentado é de
4.49%, o que pode ser visto na figura 7.7 e o erro aumenta na medida em que o raio awmenta,
este fato garante um limite Maximo para o tamanho do raio do circulo no campo acustico, para

cada valor de ka.
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Figura 7.5: Potencial de espalhamento nos pontos do circulo de raio 100a e ka = 2mn.

T g T T T ¥ T y T ¥ T r T

LR b ZRalinico & _ i

cotres Malha -2

Figura 7.6: Potencial de espalhamento nos pontos do circulo de raio 18a ¢ ka = 8n.
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Figura 7.7: Potencial de espalhamento nos pontos do circulo de raio 27.5a € ka = 87.

7.7 — Conclusédo do capitulo

A formulag8o do potencial de espalhamento de ondas, deduzida a partir do potencial total, e
implementada segundo o0 M.E.C, para uma interpolagdo constante, produziu bons resultados, se
compararmos a resposta numérica obtida, com a solugio analitica, o que foi assegurado no
contorno do cilindro, sendo que para maiores valores de ka, foi exigido maior discretizacdo no
contorno do cilindro. Embora nfo tenha sido possivel detectar uma distdncia maxima entre os
pontos no dominio e o contorno do cilindro, verificamos que para pontos do dominio considerado
proximo ao contorno do cilindro, os resultados numéricos também foram de boa qualidade se

comparado com a solugdo analitica
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Capitulo 8
O problema inverso

8.1 - INTRODUGAO

Nas ultimas décadas o problema de identificacdo inverso, tem sido objeto de pesquisa, em
fendmenos, tais como a deformacio eldstica, a propagagZo de ondas acusticas governadas por

equacdes diferenciais, enfim, por problemas descritos por uma equagéo do potencial.

Neste capitulo, vamos concentrar nossa analise de estudo, enfocando a propagagdo de
ondas acusticas, em um dominic aberto. Dentre os problemas de propagacio de ondas acusticas,
nos vamos considerar como problema inverso, a reconstrucio do potencial de radiacio acistica
no contorno de uma fonte radiante, quando consideramos conhecido o potencial de radiag@o
acustico num ponto do dominio, usando para isso uma formulagio, baseada no Método de

Elementos de Contorno.

A regularizacio da resposta é feita usando dois diferentes métodos, a saber: 0 método da

Decomposigdo em Valores Singulares (D.V.S) € o método regularizador de Tikonov.

8.2 — Uma alternativa da formula¢ao do M.E.C

A formulagio matematica, que permite recuperar o potencial ou o fluxo nos pontos do
contorno de uma fonte actstica radiante, pode ser entendida a partir do equacionamento do
M.E.C para problemas de dominio ilimitado [Magalhfes-2000]. Para isso vamos reconsiderar a

equacio (6.3), aplicada em problemas de radiag@o acustica, reescrita por:
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. Ou(x) Ou (x,x,)
e (x,)= ;ﬁ (x,xd)—jaa——df’w-Jl—wm5£——wwu(x)aﬂ7 (8.1)

Desse modo, se I é o contorno da fonte acustica (figura 8.1), discretizado em ne elementos,

N - Su(x)
estabeleceremos para esses elementos, uma relagdo entre as condi¢des de contorno u(x) e

-~ *

as quais representam respectivamente o potencial e fluxo no contorno da fonte.

/’ ......\ .Qf
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/ \
/ \
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~ ,’
S o _ -
Sy

T o - -

figura 8.1: Problema exterior : Formulac#o alternativa

Repetindo o mesmo raciocinio que permitiu escrever (6.8) a partir de (6.3), podemos a

partir de (8.1) e para ¢ =1/2, escrever a equacdo matricial:

Culx)

Hu{x )=G . (8.2)

Considerando que as matrizes H e G de (8.2) sdo invertiveis, escrevemos:

MY _ G Hulx) (8.3)
Cn
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ou

ou(x)

=H'G
ulx)=n' 6 2L

(8.4)

Estabelecidas as equagdes (8.3) e (8.4), retomamos (8.1), para ¢ = 1, e entdo teremos o
potencial acustico avaliado em ponto do dominio (Y. Vamos para isso considerar um conjunto de
m pontos distribuidos no dominio € e para uma discretizacio de ne elementos sobre o contorno

T, reescrevemos {8.1) por:

L4 ) 8uj He au*(szxd )
)= D ey = D
=t 7 =t T

ou ainda

u(x, )= Zju (ch,xd)a’I1 Z J'@u (127 dlju,

¢ fazendo:

ne
LD ,[“*(xpxd) dr,para i=1,2,3,...,m
=t r

cu (x,,x
h(z])—-z"- (J o) dr; para i=1,2,3,.

j=1

e entdio para G = [g(f, )] e H=[h(i, j)], temos a equagdo matricial dada por:
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du(x)

u(xy) = G n

~H u(x) (8.5)

Embora a equacio (8.5) permita avaliar o potencial acuistico sobre os pontos x; de &
(figura 8.1), quando sio conhecidos o potencial e fluxo sobre o contorno I” , uma alternativa para

determinar o potencial de radiacio actstica em pontos do dominio £, quando consideramos

ou(x)
on

conhecidos apenas o potencial u(x) ou o fluxo no contorno I, pode ser feita por meio de

uma combinagdo entre as equacdes (8.5), (8.3) e (8.4). Vejamos:

Se 0 potencial u(x) é conhecido em todo o contorno I, substituindo (8.3) em (8.5) resulta a

seguinte equagio matricial:
u(xa)=(G (G H)- #) u) (8.6)

De modo analogo, se sobre o contorno I', conhecemos apenas o fluxo, entdio o potencial

acustico em pontos x, de (Y, é determinado substituindo (8.4) em (8.5), resultando na equagio

matricial:
) =(6- H [ Gh S (8.7)

Fazendo em (86), R= (¢ (G'H)- H)eem (87) S=(g- M (H'G)), podemos

Teescrever as seguintes equacdes:

u(x, )= Ru(x) (8.8)

1+

ulx, )= s &) (8.9)
o1
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As matrizes R em (8.8) ¢ S em (8.9) que geralmente sio matrizes retangulares, e mal

condicionadas séo denominadas de operadores radiantes [Hon -2000].
8.3 - O problema inverso

O problema inverso consiste em determinar o potencial (ou fluxo) actstico em pontos do

contorno da fonte, a partir do potencial medido em pontos do dominio. Com isso, conhecidas as

ou(x)
on

equagdes (8.8) ou (8.9), recuperar o potencial u(x), ou mesmo seu fluxo

, o contorno da

fonte, seria um problema trivial, apenas da inversio das matrizes R ¢ S, se ndo possuissem

algumas particularidades:

1) Como os operadores radiantes R e S, geralmente sdo matrizes de dimensio retangular,
sua inversdo deve ter um tratamento especifico.

i) No caso do problema inverso, as matrizes R e S, geralmente sio mal condicionados e
um parimetro importante a ser avaliado, em um operador mal condicionado ¢ o ntimero de
condigdo, no caso a “pertubagdo”, que ocorre nos operadores devido a grande diferenca

entre os valores singulares, que s3o ora muito grandes, ora muitos pequenos.

No caso da imversfio dos operadores para as matrizes R e S, de dimensio retangular,

faremos o uso do método dos minimos quadrados o que permite a inversio de R e S.

Ja para o problema de mal condicionamento das matrizes R e .S, gue normalmente ocorre
com operadores ligados ao problema inverso [Magalhfies-2000], vimos em diversos trabalhos,
associado ao equacionamento do M.E.C e que tratam desse assunto, tais como em [Tanaka-1999,
Hon-2000], que a convergéncia dos resultados esperados ocorrem quando faz-se com que o
namero de condigdo da matriz R ou S, seja diminuido. Para isso é sempre adotada alguma
estratégia que regularize as solugbes “ficticias”, o que ¢ feito por meio de regularizagio de
pardmetros, quando da inversio de matrizes mal condicionadas. Assim sendo, passaremos a

analisar a regularizagio da solucfio, quando empregamos a estratégia da Decomposi¢iio em
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Valores Singulares (D.V.S) ¢ a estrategia desenvolvida por Tikonov [Nelson, Yoon- 2000], na

inversdo dos operadores R ou S.
8.4 - A Decomposigdo em Valores Singulares.

Vamos considerar o potencial acistico u{xz), determinado por meio de (8.8) em m pontos
distribuidos no dominio €’ (figura 8.1), resultantes de uma fonte radiante de contorno I', que por
sua vez € discretizado em #e elementos, onde o potencial u(x) é conhecido em todos os nds do

contorno. Assim, a matriz R (operador) em (8.8) tem dimens&o m x 7 ¢ é complexa.

Ao tratarmos de matrizes complexas (como R), ¢ freqiientemente 1til, usar a matriz
transposta Hermitiana (R™) que € a transposta da conjugada da matriz R [Noble-1986], ou seja R
= [conj(R)]. Além disso, vamos definir os valores singulares de R, como sendo as raizes
quadradas estritamente positivas, dos autovalores de RY R, (ou equivalentemente R R™) [Noble-
1986].

Vamos admitir agora que a matriz R de dimensdo m x 7 tem posto 5. Assim da algebra
linear, existem s nimeros, a saber; o = 022 ..z 0 > 0, os valores singulares de R, tais que

tomando as matrizes unitdrias Upxm € V, 4, , € sempre possivel decompor a matriz R, na forma:

R=UzZ V" (8.10)
onde
4, 0 0]
0 d, 0
0 0 0
Lmen=10 0 d,
0 0 0
00 0
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ou em sua forma mais compacta, podemos expressar a matriz £ ,, 5, por:

Do
zmxnz
oo

com ) a matriz diagonal de ordems x s, ed;,; =0, i=12, ... se di;=0,parai £

A forma escrita como em (8.10), € conhecida como Decomposigdo em Valores Singulares
{D.V.S) da matriz R.

Os valores de Gf, i=1, 2, ...,s sdo de fato os autovalores das matrizes R”R ou de RR” , (RY

¢ a Hermitiana de R) e isto pode ser visto, quando multiplicamos ambos os membros de (8.10)

por R” resultando numa matriz diagonal, como podemos verificar a seguir:
RIR=uzvHYusvi=v¥ufuzvi=v i v¥
ou analogamente:
RRY =V ywsvH=ustvivyzu’=v " ) U~

Assim se R é uma matriz escrita na forma R = U £ V7 (R admite a decomposicdo em
valores singulares) como em (8.10), entio por defini¢io a sua matriz inversa generalizada ou

pseudoinversa R” de R, é uma matriz de dimensio (n x m) escrita na forma R™=V £ U” [Noble-

1986], onde:
-1
Z+nxmz b 0
0 0

com valores singulares d = % ei=1,2,..,5.

t
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Desse modo podemos concluir que:
wlx)=(VE* U Ju(x,) (8.11)

Embora a equacio (8.11) permite determinar os valores do potencial u(x), sobre pontos da
fonte radiante, a partir do potencial medido em pontos de Q) (figura 8. 1), o resultado obtido pode
nio ser o esperado, e isto devido ao mal condicionamento do operador %, o qual pode ser

medido através do nimero de condicio, anotado por: nc(R ) .

A fim de que possamos medir o condicionamento da matriz R, vamos considerar
momentaneamente a matriz R como sendo uma matriz de ordem quadrada, assim o nimero de

condi¢o da matriz R & por definicio em [Nelson-2000] dado por:

ne(3) = %] |77 (8.12)

Como vimos os valores singulares o; da matriz R, s8o a raizes quadrada dos autovalores

de R” R, assim usando de alguma das defini¢des de norma de matrizes, por exemplo, a norma-2,

definida por: [®], =/ auto va!ormdximode(ﬂ% ‘J%H) (ou seja |R|, =valor singular méximo de

R ), permite escrever que o mimero de condigdo rc(R)dado pela equacio (8.12) como em

[Nelson-2000]:

no(R) = Zma (8.13)
o

min

onde Tmax € Tmin S30 respectivamente o maior e o menor dos valores singulares positivos da

matriz’R .

Aplicando a estratégia usada para obter (8.13) a matrizes retangular, como é o caso do
operador R dado em (8.10), podemos para uma decomposicdo de Rem valores singulares e

R™=V " U” amatriz pseudoinversa de R, determinar o niimero de condigio nc(*R ) por:
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ne(®) =[] |7

ja que U e V em (8.10), s3o matrizes unitarias e como I e £°, sdo matrizes diagonais e ainda os

valores singulares de R estfo dispostos em ordem decrescente, podemos, escrever que:

ne(R) = Jmex (8.14)

5
com o o0 menor valor singular ndonulode R.

Uma idéia usada na estabilizagdo da recuperag¢io do potencial actstico (ou do fluxo) no
contorno da fonte, a partir do potencial medido em pontos do dominio ) figura 8.1, consiste na
tentativa de tornar o operador R melhor condicionado e segundo a teoria de algebra linear
[Noble 1986], isso implica em diminuir o nimero de condi¢io da matriz R . Obviamente que se
limitamos inferiormente o conjunto de valores singulares o, i =1, 2, . . ., 5, da matriz R, por um
dos valores singulares o (07 > 075), 1ss0 implicara em um menor valor de nc(fR)dado em (8.14), o
que podera garantir um melhor condicionamento da matriz R, possivelmente uma convergéncia

do resultado.

8.5 — A estimativa do parametro para o DVS.

A estimativa de um pardmetro o > 0, tomado entre os valores singulares da matriz R, que
melhor recupera o potencial (ou fluxo), no contorno de uma suposta fonte radiante, tem sido

obieto de estudo como podemos ver em [Nelson-2000, partes 1 e I},

Entretanto nesse trabalho vamos usar de um procedimento descrito a partir da figura 8.2
para estimar o valor, que permite recupera o potencial no contorno I' e como os valores
singulares da matriz R, sdo valores proximo de zero, tomaremos como parmetro o valor de o,
onde ¢ assume valores como: o = 10'1, o= 10’2, o= 10'3, o=10" o= 10° e o= 10, Valores

esses também usados em [Nelson-2000].
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Na figura 8.2 mostramos uma suposta fonte acusticamente radiante de contorno T,
circundada por dois circulos concéntricos de raios &1 € &, (&2 > &;) sobre os quais medimos o
potencial acistico. Como nosso objetivo aqui € o problema inverso, procuramos determinar o
melhor valor de o, que permite obter o potencial actstico no circulo de raio &, a partir do
potencial acustico no circulo de raio &£, usando da implementagio do MEC, em (8.11). O valor
do pardmetro o que melhor recupera o potencial acustico sobre o circulo de raio &1, € tomado
como sendo o limitante inferior para o conjunto de valores singulares o7 e portanto um valor
otimo. Como o circulo de raio &1, € tomado muito préximo de uma suposta fonte do contorno I,
usaremos desse valor para recuperar o potencial actistico sobre o contorno I” da fonte radiante de

TA10 a.

Figura 8.2- Estimativa do pariimetro ¢ para D.V.S.

Exemplo Ilustrativo — 1

Uma ilustragdo que mostra bons resultados no emprego do DSV, juntamente com a
estimativa para o valor de o, pode ser vista quando simulamos a recuperagio do potencial
acustico sobre uma fonte actstica radiante circular de raio a. Para isso vamos considerar a fonte

radiante circular de raio ¢ = 1, inserida no meio ar com velocidade de 345m/s, com condicdes de

Ou
contorno dadas por Neumann, onde o fluxo — =1.
on
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A partir de (6.3), para ¢ =1, medisz o potencial acustico, sobre 80 pontos dispostos no
circulo de raio &; = 1.05 m e 120 pontos, dispostos no circulo de raio &, = 2.10 m, para os

numeros de ondas: k2 = 0.5, 1.0, 2.0,4.0, 8.0 e 16.0.

Na tabela 8.1, mostramos para cada um destes nameros de ondas, uma comparagio através
do erro determinado por (7.23), entre o valor do potencial actistico medido de modo direto, sobre
o circulo de raio &; por meio de (6.3) e o potencial acustico recuperado sobre &; usando (8.11), a
partir do potencial medido sobre o circulo de raio &; quando limitamos inferiormente os valores

singulares em: o = 10‘3, o= 10'2, c=10"0=10" =10 eoc=10"

Tabela 8.1:Estimativa do parémetro o

ket o= 10" a =107 o=10" o=10" o=10" o=10°

erro % | pe(fR) | emo % nc(R) ermoe % nc(R) erro% ne(fR) erra% ne(M) | em | ne(R)

0, o/, L

0.5 0.0004 | 835 | 0.0007 | 83.768 |0.0005 | 796.1 | 0.035 | 7529.73 | 0.435 | 917405 | 8.62 | 1093570

1.0 0.0003 | 3.968 | 0.0007 | 51.2363 | 0.0028 | 774.063 | 0.04 | 4630.33 | 0.26 33.35 6.69 | 806265

2.0 0.28 3.653 0.28 66.67 6.28 | 799.31 | 034 | 836627 1 0.50 | 83579.2 | 398 | 740707

4.0 2.27 7.265 2.27 57.99 227 | 485034 | 229 | 746242 | 2.41 | 403907 | 4.83 | 631113

8.0 i6.16 | 7.850 16.16 75.72 16.16 | 688.90 | 16.15 | 7087.18 A 16.16 | 652213 | 16.91 | 480527

16.0 27.2% 7.567 | 27.21 | 79407 | 27.21  460.935 | 27.21 | 3320.53 | 27.3 | 73651.2 | 28.18 | 74099.27

Os resultados da tabela 8.1, mostram atraves do erro, que € possivel recuperar o potencial
actistico sobre o circulo de raio &, = 1.05 m, a partir do potencial conhecido em &; = 2.10 para os
valores de £ = 0.5, 1.0, 2.0, sendo que o menor erro corresponde ao menor numero de condigdo

do operador radiante R,

Entretanto, podemos observar na tabela 8.1, que para k = 0.5 e o = 10”, o namero de
condigio é 91740.5 um valor alto ¢ mesmo assim garantiu o erro de 0.45% e portanto uma boa
aproximacdo da resposta do problema. Isto mostra que a matriz pode néo ser mal condicionada
para um alto nimero de condi¢@o. Ainda em relacfio a tabela 8.1, para £ =16, o erro permaneceu

em tomo de 27.21%, enquanto o nimero de condigio aumentou na medida que o valor de o
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diminui. Assim sendo o ndmero de condicdo da matriz Rindica o comportamento do

condicionamento da matriz, sem que 0 mesmo garanta a convergéncia da solugio.

Como o propésito do problema ¢ estimar o parametro o, que recupera o potencial sobre o
contorno da fonte, observamos que para k = (.5, 1.0, 2.0, quaisquer dos o, escolhidos entre ¢ =
107, 0=10%, 0 =107, 0 =10 e o = 107, recuperam o potencial actstico sobre o contorno da
fonte radiante de raio ¢ = 1m, a partir do potencial medido sobre o circulo de raio & = 2.10 e nos
graficos das figuras 8.3a—c mostramos, respectivamente para £ = 0.5, 1.0, 2.0, e o = 10‘3, a

aproximacio, entre a curva do potencial recuperado e a curva do potencial medido sobre o

contorno da fonte radiante de raio g = 1.

9.5 F

Potencial

-1 b

Figura 8.3a: Compara o potencial e o potencial recuperado para kg = 0.5
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Figura 8.3b: Compara o potencial e o potencial recuperado para ka = 1.0

- /
\//

g
w

Figura 8.3¢c: Compara o potencial e o potencial recuperado para ka
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Como podemos observar na tabela 8.1, para os niimeros de ondas ka = 4.0, ka=8.0¢ ka =

16, ndo houve aproximagio do potencial recuperado em relag@o ao potencial medido, nos pontos

do circulo de rajo &,.

Retornando ao exemplo ilustrativo—1, passamos a analisar, a influéncia da densidade de
pontos no circulo de raio &,. Para isso repetimos a implementacéo de (8.11), quando considerado

o potencial conhecido em apenas 40 pontos no circulo de raio 1. Os resultados estio dispostos

na tabela 8.2.

Comparando agora os resultados das tabelas 8.1 com os da tabela 8.2, notamos que para ka
= 4, 0 erro permanece em torno de 2.4%, enquanto que para ka = 8 e 16, houve a aproximacio
entre o potencial medido e o potencial recuperado. Essa reducdo de 80 para 40 pontos no circulo
de raio £, serd analisada, comparando o ntimero de pontos distribuidos em cada comprimento de

onda contido no contorno da fonte, o que denominaremos de densidade rn,,.

Tabela 8.2:Estimativa do parimetro o

k o=10" o =107 =107 o=10" o=10" o=10°

erro % nc(%) erro % nc(g}'{) erro % HC(ER) erro% nc(m) erro% nc(m) Emo% nc(ﬁ{)

0L

Gy 9
6.5 |0.0048| 856 100007 8634 |0.0048 130623 | 0.070 8561.4 | 0.613 | 1036450 4.47 | 1302570

16 ;000081 1085 10.0024| 1158 | 0.013 | 119236 0.027| 364458 | 040 3994777 2.75 | 646124

2.0 0.31 11.87 0.31 69.32 0.32 | 868.92 | 044 | 1157037 0.74 | 104311. | 4.26 | 976360

40 2.36 7.524 2.36 | 61.759 | 236 | 536.395 | 241 | 8956.16 | 2.43 | 11904.2 7.85 | 763536

20 | 0.001 8.0 0.008 1115 | 0.007 | 1022.14 | 0.068 | 117634 | 0247 | 74219.7 | 0.247 1102620

16.0 10.0023 | 867 10.0023] 69.04 |0.0023! 69.04 |0.0023 69.04 10.0023] 69.04 0.0023] 69.04

Para isso vamos considerar Ar o comprimento do contorno I' da fonte; A 0 comprimento

de onda dado por A = 2% € @, a quantidade de comprimentos de ondas no contorno I', onde:

a=ilr (8.15)
2m
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Seja np o numero de pontos distribuidos sobre ¢ contorno I' da fonte, onde pretendemos

recuperar ¢ potencial. Assim podemos estabelecer a relagio ., onde:

1, = | (8.16)

em que a,, mede a densidade de pontos em cada comprimento de onda no contorno I da fonte.

Considerando (8.15) e (8.16), voltamos ao exemplo ilustrativo-1 e como o contorno da
fonte no caso € um circulo de raio a, Ar= 2 7 a e portanto @ = k q, 0 que permite escrever:
np

, = 8.17
o =7 (8.17)

A partir (8.15) e (8.17), mostramos na tabela 8.3, 0 niimero de comprimento de ondas @, no
contorno do cilindro de raio @ = 1, ¢ a densidade de pontos por comprimento de onda n,., quando
tomamos no contorno do cilindro 80 pontos {tabela 8.1) e 40 pontos (tabela 8.2), para ka =
0.5,1.0,2.0,4.0, 8.0, 16.0.

Tabela 8.3: Densidade de pontos por comprimento de onda.

ka 80 40

% Iy @ 1,
05 05 160 05 80
10 1.0 80 10 )
30 70 i 70 30
40 40 20 50 10
80 80 10 80 5
16.0 16.0 5 16.0 25
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Comparando a densidade n,, dada na tabela 8.3, com os resultados das tabelas 8.1 ¢ 8.2,
podemos observar que para ka = 0.5 , 1.0, 2.0, a densidade #,, ndo influenciou na convergéncia da
resposta, enquanto que para ka = 8.0, 16.0, para um mesmo nimero o de comprimento de ondas
no contorno do cilindro, a convergéncia da resposta melhorou na medida que a densidade »,,
diminui, entretanto para kq = 4.0, o erro que representa a convergéncia da resposta permaneceu

em torno de 2.4%,.

Retomamos ka = 4.0, fixamos @ = 4.0 e para n,, = 5, resultando num total de np = 20 pontos
no contorno do cilindro, assim foi possivel melhorar a convergéncia da resposta ao recuperar o
potencial no contorno, como mostra a tabela 8.4 e portanto observar que a densidade »,, tem de

fato influéncia na convergéncia da resposta do problema.

Tabela 8.4:Estimativa do parametro o, quando ka = 4.0

k o=10" o =107 o=10" o=10" o =107 o =107

emo % | pe(R) | emo % ne(R) |emo % nc(R) | emo% ne(R) | erro% ne(R) | Ero% ne(R)

174

<7 [+ 74 A
40 1060025 9.047 |0.0008| 89.14 [0.0015]| 613.2 | 00016 15347 10.0016 13347 | 0.0016( 15347

Dos resultados apresentados nas tabelas 8.2 e 8.4, podemos tomar quaisquer um dos valores

de o entre 10'], 10’2, 107 ,10% e 107 , Tecuperar o potencial no contorno da fonte.

Na figura 8.4a sdo comparadas, a curva do potencial medido no contorno do cilindro de
raio @ = 1, com a curva do potencial recuperado no contorno do mesmo cilindro a partir do
potencial conhecido em 40 pontos do circulo de raio & = 2.10, quando consideramos a densidade

ne=5e ka=4.0como =107,
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Potencial
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8
=

Figura 8.4a: Potencial Recuperado para ka = 4.0
Ja nas figuras 8.4b-c, sfo comparados o potencial recuperado e o potencial medido em 40

pontos do contorno do cilindro, com o~ = 10'3, respectivamente para ka = 8.0 com n,=5e ka =

16.0 e n,, = 2.5 a partir do potencial medido em 120 pontos do circulo de raio & = 2.10.

T T T T r T ¥
] s DR TRAC

2.1 -
I ciemeeis DLV.3 ]

Potencial

0 % z 3 4 5 3
g
-

Figura 8.4b: Potencial Recuperado para ka = 8.0
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Potencial

Figura 8.4¢: Potencial Recuperado para ka = 16.0

Fixando a densidade em n,, = 2.5 e o = 10°, mostramos na figura 8.5, que foi possivel
recuperar o potencial no contorne do cilindro para ka = 32 ¢ portanto np = 80 pontos, a partir do
potencial conhecido em120 pontos do circulo de raio &; = 2.10, enquanto que na figura 8.6,
mostramos uma comparagio entre o potencial medido e o potencial recuperado quando tomamos
ka = 60 em 150 pontos no contorno do cilindro, a partir do potencial medido em 200 pontos do

circulo de raio &; = 2.10.

13 LN z 2 4 E &
@
4

Figura 8.5: Potencial Recuperado para ka=32.0
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Figura 8.6: Potencial Recuperado para ka = 60.0

No exemplo dado, podemos observar que a densidade tal como foi definida em (8.17), € um
aspecto importante a ser analisado no problema inverso, quando da recuperagdo do potencial no

contorno da fonte, através do regularizador D.V.S.
8.6 - Regularizador da resposta segundo Tikhonov.

Uma das primeiras técnicas de regularizagdo para resolver sistemas de equagGes algébricas
do tipo u(xs) = R u(x), dado em (8.8), onde o operador R ¢ uma matriz retangular complexa e mal

condicionada, foi desenvolvido por Tikhonov [Lins - 1976].

Nos casos de inversfo de matrizes retangulares e complexas tal como ¢ R, ¢ usualmente
comum recorrermos a matriz Hermitiana R", com seguinte procedimento: multiplicamos por R"

ambos os membros da equagio (8.8), obtendo:

R u(x) = (R” R) u(x) (8.18)

mas por defini¢fo, as raizes quadradas estritamente positivas dos autos valores de (RH R), sdo os
valores singulares de R [Noble-1986], com isso a inversdo de (R" R), exige a regularizagio de

(RT R).
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A regularizagdo proposta por Tikhonov, consiste em determinar o menor dos valores
singulares de (R” R) que permite, inverter a propria matriz (R"R), e para isso usa da estratégia
como a aplicada em (8.18): No lado direito de (8.18), somamos o fator ot T, onde T € 0 menor
valor singular de R, que permite inverte (R" R) e 7 & 2 marriz Identidade de mesma dimensio de

(R" R), assim (8.18) é reescrita por:

RYu(xg) = (R R+ o0 T') u() (8.19)

como os valores singulares de R sio valores préximos de zero e convenientemente podem ser
colocados numa ordem decrescente (>0 >03> ., >0}, a escolha arbitraria or entre um
desses valores singulares, implica em (8.19) na substitui¢io dos valores singulares menores que

o, pelo valor de o

Como (R" R + o I) é uma matriz de dimensdo quadrada e invertivel, podemos

multiplicar os membros de (8.19) por (R R+ o1 1 )'1 € entdo obtemos:
u@) = (R R+ or I R wixy) (8.20)

De modo andlogo podemos recuperar o fluxo no contorno, multiplicando (8.9), por S, ¢

somando o fator regularizador o 7, (oraqui € um valor singular de S).
ST u(x) = (S S+ 01 I) gx) (8.21)

Como (87 8 + o1 7), ¢ uma matriz quadrada ¢ admite inversa, entfo o fluxo no contorno

do fonte, ¢ dado por:
g = (S S+or ) 87 uxy) (8.22)

A técnica de Tikhonov, tem sido uma ferramenta muita empregada nas publicacGes que

tratam do problema inverso, como pode ser visto em: [Nelson-2000], [Mc Carthy2003], [Rus-
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2002] e a estimativa do parAmetro ot € uma investigagio presente nas publicagdes citadas. Nesse
trabalho a estimativa de oy € feita analogamente a apresentada na secio 8.5 e tem procedimento

semelhante ao empregado em [Nelson and Yoon-2000].

Exemplo Hustrativo — 2.

No exemplo ilustrativo-2, vamos considerar inicialmente os mesmos dados do exemplo
ilustrativo—1, onde a fonte radiante € um cilindro de raio a = 1, ¢ os circulos de raios & = 1.05 e

&= 2.10, como na figura 8.7.

O parametro ot que ¢ recupera o potencial no contorno I' do cilindro, € estimado a partir
do potencial medido no circulo de raio & e que através da implementacio de (8.20), melhor
representa a recuperacdo do potencial no circulo de raio &;. Assim o valor de o, € tal que o5 <
o1 < o e produz o menor erro determinado por (7.23), quando comparamos ¢ potencial

recuperado ¢ o potencial medido no circulo de raio &,.

Figura 8.7: Estimativa do pardmetro ot

Para isso vamos considerar o potencial conhecido em 120 pontos no circulo de raio & e 80
pontos distribuidos no circulo de raio £, onde pretendemos recuperar o potencial. Assumindo os
valores de ka = 0.5, 1.0, 2.0, 4.0, 8.0 ¢ 16.0, na tabela 8.5 mostramos o erro determinado por

(7.23), entre o potencial recuperado e o potencial medido no circulo de raio &; alem do nimero de
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condi¢do da matriz R, e estimativa do pardmetro o'r € determinada entre os valores singulares: o

=10, 0=10%0=103 ¢ = 10°, 0 =10° eo =10,

Tabela 8.5:Estimativa do parmetro oy

ka o= 10" o=107 oc=10" o =107 o=10" | g=10°

erro% nc(®R) | ero% ne(fR) | ero% nc(R) | erot ne(R) | emo% ac(R) | erro% ne(R)

05 1.2 4.038 1.25 12419 | 0.17 | 39.143 | 1.17 | 123.784 3510 | 392.85 | 94,14 | 1285.93

1.G 1.7 2.581 1.32 7.393 0.18 | 23826 | 1.27 75.30 355 | 23861 | 92.06 | 771.379

2.0 12.1 1.742 1.36 4.621 0.19 1143021 § 125 45.13 1 34.01 | 14275 | 92,61 | 454.871

4.0 12.2 1.29 1.37 2.802 0.18 8.33% 1.72 ] 26996 | 5555 | 82.81 | 94.01 | 262.436

8.0 12.2 1.104 1.38 1.7868 | G.24 | 47883 | 298 14.841 | 49.14 | 46.844 [ 94.14 | 148,292

16.0 12,2 1.0314 | 1.38 1.280 0.27 | 27174 | 1.68 | 80525 | 54.98 25.2884 | 90.07 | 79.9558

Analisando os resultados na tabela 8.5, podemos observar que o pardmetro o= 107 é o

que melhor representa a recuperacio do potencial no circulo de raio &;.

Ja na tabela 8.6, ¢ também mostrado o erro e o nimero de condigfio da matriz R, quando
pretendemos recuperar o potencial em 40 pontos do circulo de raio &, = 1.05, a partir do potencial

conhecido nos mesmos 120 pontos do circulo de raio &= 2.10.

Tabela 8.6:Estimativa do parémetro o

ka o=10" o =107 oc=10" o =107 o=107° o=10° |

erro% nc(R) | erro% ne(R) | emo% nc(fR) | emo% nc(R) | erro% nc(R) | ero% ne(R)

6.5 0.16 3.620 0.63 | 17.5187 | 0.16 | 553239 | 189 175121 | 41.01 | 560.126 | 97.70 | 2019.53

1.0 6.29 3.510 0.67 | 10.687 | 0.20 | 33.6646 | 3.04 106.446 | 76.70 | 337.668 | 9551 | 1103.24

2.6 543 | 22488 | 0.68 | 6.4478 | 032 | 20.16% 2.68 | 63.7122 | 61.32 | 201.660 | 96.35 | 644.638

4.0 6.52 1.5319 | 070 | 3.8038 | 0.20 | 11.648 | 241 36714 | 88.33 | 116.075 | 95.98 | 367.462

-8.0 6.56 11873 | 0.69 2.244 021 | 64213 | 234 | 201149 | 33.25 T 63.540 95.70 1 201.30

16.6 6.60 10445 | 070 | 1.3739 | 008 | 2.8350 | 0.078 4.8997 | 0.017 | 5.5460 | 0.042 | 5.62681
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Nesse caso também identificamos o pardmetro oy = 10'3, como sendo o que melhor

representa a aproximacéo do potencial recuperado em relagio ao potencial medido no circulo de

ra10 é'-}.

Como o proposto na secfio 8.5, foi o de estimar o pardmetro regularizador or, que recupera
o potencial no contorno do cilindro, podemos tomar oy = 107, para recuperar o potencial nos 80
pontos do contorno do cilindro de raio @ = 1, a partir do potencial conhecido em 120 pontos do
circulo de raio & = 2.10 e nas figuras §.8a—f, mostramos a aproximacdo entre as curvas do

potencial recuperado em relagfio ao potencial medido.

Na figura 8.8a, considerando 4a = 0.5, mostramos a aproximac#o entre o potencial medido
¢ o potencial recuperado no contorno do cilindro, onde o erro medido foi de 0.168%, e nc(R) =

28.2026.

v

Potercial

-1

Figura 8.8a: Potencial recuperado para kg = 0.3
Analogamente ao apresentado na figura 8.8b é mostrado a aproximagdo, entre o potencial

recuperado e o potencial medido no contorno do cilindro para or = 107 e ka = 1.0, nesse caso o

erro fol de 0.18%, enquanto que nc(R)=23.1122.
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Figura 8.8b: Potencial recuperado paraka=1.0

Repetindo esse mesmo procedimento, na figura 8.8¢c-f , mostramos aproximacio, entre o
potencial recuperado ¢ o potencial medido no contorno do cilindro para o = 10”, onde na
figura8.8c, para ka = 2.0, o erro medido foi de 0.20 com nc(R)=13.8574, na figura 8.8d, para ka
= 4.0, o erro medido foi de 0.181% com ne(R)= 8.0537, na figura 8.8e, para ka = 8.0, o erro
medido foi de 0.23% com nc(R)=4.5814 ¢ por fim na figura 8.8f, para kz = 16.0, o erro medido
foi de 0.20 com ne(R)=2.67931.

Potencial

-0.2

¢ 1 k3 3 4 5 [

Figura 8.8c: Potencial recuperado para ka = 2.0
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Figura 8.8e: Potencial recuperado para ka = 8.0
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Figura 8.8f: Potencial recuperado para ka = 16.0

Ainda em relagdo as tabelas 8.5 e 8.6, podemos observar que, fixados o niimero de pontos
no circulo de raio &1 e o valor de ka, o nimero de condicio da matriz R correspondente ao
pardmetro 0T que assegura melhor convergéncia da resposta, ndo € o menor nimero de condicio
da matriz R, conforme pode ser visto nas linhas das tabelas 8.5 ou 8.6, Por outro lado o mimero
de condi¢io da matriz R diminui na medida em que ka aumenta, para cada valor fixo de o,

(também pode ser visto agora nas colunas das tabelas 8.5 ou 8.6), o que possivelmente torna a

matriz R melhor condicionada.

A observagio, feita entre o nimero de condicdo da matriz R e o pardmetro o, ¢ pouca
conclusiva e apenas garante que ¢ possivel recuperar o potencial no contorne do cilindro tal como
foi feito, mas observando ainda na tabela 8.6, para ka =16.0, podemos estimar o paridmetro oy
entre 10 ¢ 10, pois nesse caso o erro medido & sempre menor que 1% e a densidade dada por
(8.17) € de n,, = 2.5, (figura 8.9). De mesma forma se tivéssemos considerado o valor de ka =32,
poderiamos estimar por exemplo o1 = 107, com o erro de 0.04% (figura 8.10), enquanto que para
o =10"0erro é de 0.067% ¢ para 10 o erro ¢ de 0.063%, ou seja também nesse caso teriamos

um erro menor que 1%, para o pardmetro o7 entre 10°¢ 107, ¢ a densidade dada por (8.17) é de

=25,
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Este fato descrito, sugere que assim como no caso para o D.V.S na estimativa do pardmetro
o1, um aspecto a ser considerado é a densidade n,, definida em (8.15), que ¢ a relagdo entre o

niimero de pontos por comprimento de onda no contorno do circulo de raio &;.

e Diretc

. oy= 20 7F
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& [ _
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Figura 8.9: Potencial recuperado para ka = 16.
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Figura 8.10: Potencial recuperado para ka = 32.
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8.7- PROBLEMA INVERSO PARA FONTES RADIANTES COM
GEOMETRIA DO CONTORNO MAIS COMPLEXAS.

Nesta secdo vamos considerar o problema inverso para duas supostas fontes aclisticas
radiantes, com diferentes formas geométricas de seus contornos, A primeira fonte tem o contorno
do perfil de um auto-falante [Kim -1990], e a segunda tem o contorno dado pelo deslocamento de

um tubo quadrado, quando ¢ considerado um de seus modos de vibrar dados em [Mesquita-
2000].

Nos dois casos, vamos considerar o potencial conhecido, nos pontos de um circulo de raio
&2, 20 redor da fonte radiante. Assim o problema inverso consiste em recuperar o potencial
acustico, no contorno dessa fonte, a partir do potencial conhecido nos pontos do circulo de raio

&

Ainda que nfo temos a solugdo tedrica para nenhum dos dois casos a serem considerados,

o potencial no contorno de cada uma das fontes, é calculados por (6.3), considerando no contorno
= ou . . ,
da fonte a condi¢do de Neumann, dada por P =1.0, e o potencial medido nos pontos do circulo

de raio &; determinados por (7.23).

A resposta do problema inverso, que recupera o potencial no contorno da fonte,
determinada por (8.11) segundo a estratégia de regularizagio D.V.S, ou por (8.21) segundo a
estratégia de regularizagio de Tikhonov, € caracterizado pela densidade (n,) do nimero de
pontos por comprimento de ondas no contorno da fonte, dada em (8.16), que combinada com

(8.15) resulta em:

2

n. =
o -
k Ap

(8.23)

As duas respostas do potencial recuperado, obtidas por (8.11) ou por (8.21) e 0 potencial

medido no contorno da fonte sdo comparadas através do erro definido em (7.23).
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Exemplo Hustrativo: 3 (Perfil do Auto-falante)

Nesse exemplo, a fonte considerada ¢ o perfil de um auto-falante mostrado na figura 8.11,
tem dimensdes dadas por: 2.4 m de altura por 2.0 m de largura e a parte conexa tem os lados de

1.3 m e ao redor dessa fonte o circulo de raio & = 2.0 m.
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Figura 8.11: Perfil do Auto-falante.

Considerando, os nimeros de ondas k = 10 e 20, o potencial medido em 102 pontos no
circulo de raio & = 2.0 m, vamos através do probiema inverso recuperar o potencial no contorno

da fonte para dois casos: i) o potencial é conhecido em 34 pontos; ii) o potencial ¢ conhecido em

68 pontos.

Na tabela 8.7, mostramos 0 erro determinado por (6.) entre o potencial recuperado e o

potencial medido nos 34 pontos do contorno da fonte, considerando o = 107 , 10"4, 107,

Tabela 8.7 : Potencial recuperado em 34 pontos no contorno

D.V.S.-emmo% TIKHONQYV - erro%
k =107 lo=10° | 0=10° | 0=10° | o=10" | o=10"
10.0 0.002 0.002 0.002 0.169 0.16 0.45
300 | 00005 | 00005 | 0.0005 0.208 0.021 0.021
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Ja na tabela 8.8, mostramos o erro determinado por (7.23) entre o potencial recuperado ¢ o

potencial medido nos 68 pontos do contorno da fonte, com o = 107, 107, 107

Tabela 8.8 : Potencial recuperado em 68 pontos contorno.

k D.V.S.-erro% TIKONOV —erro%
o=10" | g=10" | 0=10" | o=10° | 0=10% | =107
10.0 34.53 34.72 34.61 26.98 27.29 50.81
20.0 0.016 0.041 0.071 6.86 1.54 25.80

Como nosso interesse foi de recuperar o potencial no contorno da fonte, considerando a
densidade do numero de pontos por comprimento de onda, mostramos na tabela 8.9, a densidade

1., determinada por (8.23), para os casos i) e i1) e mimeros de ondas k= 10 e 20,

Tabela 8.9: Densidade de Pontos por Comprimento de onda

\k 10.0 20.0

np
34 2.37 1.18
68 4.74 2.37

Observando os resultados das tabelas 8.7 e 8.8, com as densidades dadas na tabela 8.9,
verificamos que o potencial recuperado, teve melhor aproximagdo do potencial medido, no
contorno da fonte, para as menores densidades. Isto &, para o caso em que: np = 34, £ = 10.0,
temos a densidade correspondente 7, = 2.37, com boa aproximacdo da resposta, tanto quando
usamos da estratégia do D.V.S, como da estratégia de Tikhonov, 0 mesmo ocorreu k = 20, com
n. = 1.18, além disso o fato se repete, para np = 68 com densidade correspondente n, = 2.37. A

aproximac¢do da resposta em todo o contorno da fonte para os resultados da tabela 8.7, quando o

= 10‘4, sao mostrados nas figuras 8.12a-b.
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Figura 8.12a: Potencial recuperado no contorno do Auto-falante; £ =10.0.

Figura 8.12b: Potencial recuperado no contormo do Auto-falante; & = 20.0

E interessante observar aqui, que em outras simulagBes as respostas tiveram boa

aproximagdes se 1. = 2.5 ouum valor menor.
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Exemplo Ilustrativo 4 — (Problema do tubo quadrado).

Nesse exemplo vamos considerar o contorno da fonte, dado pelo deslocamento de um tubo
quadrado de lado 2m, devido a seus modos naturais de vibrar dois desses modos dados em
[Mesquita-2000], foram escolhidos arbitrariamente a saber: a) & = 0.5761, correspondendo ao
primeiro modo natural de vibrar; b) £ = 5.1659, correspondendo ao sétimo modo natural de

vibrar, portanto 4 diferentes problemas a serem tratados,

O problema inverso mais uma vez aqui, trata da recuperaciio do potencial actistico no
contorno da fonte radiante a partir de potencial conhecido num circulo de raio &. No contorno da
fonte vamos considerar 56 pontos e no circulo de raio &2, 168 pontos. Diferente do exemplo 3,
aqui nds vamos considerar trés diferentes valores de & a saber 1.8, 2.0 e 2.2 m, com isso ndo

consideramos a densidade ..

a) Na figura 8.13 é mostrado o contorno da fonte, quando o modo natural de vibrar & dado

por k= 0.5761, e o circulo de raio &
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Figura 8.13: Deslocamento do tubo devido o 1° modo de vibrar

A tabela 8.10, mostra o erro calculado por (7.23), quando comparamos potencial medido e

o potencial recuperado no contorno da fonte, a partir do potencial conhecido nos pontos dos
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circulos de raio &_ quando consideramos os possiveis pardmetros regularizadores o = 102, o =

10% o =107,
Tabela 8.10: Potencial Recuperado para 1° modo do tubo quadrado
D. V. S.- erro% TIKHONOV - erro%
& 7=10° | o=10° [ 0=10" | ¢=10" | og=10" | ¢=10"
1.8 1.19 0.40 0.59 7.30 7.33 44.26
2.0 1.75 1.19 1.04 i1.57 9.11 9142
2.2 5.85 3.60 2.70 14.86 11.00 82.61

Nesse caso observamos que a recuperagio do potencial ¢ de melhor qualidade quando

consideramos a estratégia de regularizagiio D.V.S, com o = 10%e&=1.8m.

As aproximacdes das respostas em todo os pontos do contorno da fonte, sdo mostradas na
figura 8.14, para o parametro ¢ = 10™, que é o melhor pardmetro que recupera o potencial no

contorno da fonte tanto para a estratégia D. V.S, como no caso de Tikhonov, para &= 1.8 m.

-0k -8.2

Figura 8.14: Potencial Recuperado 1° modo de vibrar do tubo quadrado.
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b) O contorno da fonte agora ¢ dado na figura 8.15, quando consideramos o sétimo modo

de vibrar do tubo quadrado com & = 5.1659.
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Figura 8.15: Contorno da fonte para o 7° modo de vibrar do tubo quadrado

Assim como foi mostrado na tabela 8.10, na tabela 8.11 COmparamos 0 erro entre o

potencial recuperado € o potencial medido no contorno da fonte radiante.

Tabela 8.10: Potencial Recuperado para 7° modo do tubo quadrado

D. V. S.- erro% TIKHONOV - erro%

& 0=10" [ 0=10" | 0=10° | 0=10° | o=10% | o=10°
18 7.84 778 770 2.40 572 9137
2.0 9.10 9.02 9.28 333 510 96.23
22 1147 10.75 10.77 3.80 5.60 92.15

Nesse caso a resposta foi de melhor qualidade quando usamos da estratégia de Tikhonov.

Uma comparagio dessas respostas para & = 1.8 e o = 10”° ¢ mostrada na figura 8.16.
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Figura 8.16: Potencial Recuperado 7° modo do tubo quadrado

8.8 — Concluséo do capitulo.

Neste capitulo, observamos que o mal condicionamento da matriz gerada pela formulagao
do MEC é um fator que tem grande influencia na reconstrucao do potencial actstico no contorno
da fonte. Verificamos que as duas estratégias utilizadas para a regularizagio da resposta numérica
do problema sdo eficientes, mas nao conclusivas, no sentido de que ndio foi possivel garantir a
reconstrugdo para um conjunto de valor de ka. Por outro lado, foi possivel verificar que para
nimeros de ondas maiores, a relagio definida entre: o nimero de pontos e o comprimento de
ondas, no contorno da fonte, produziram bons resuitados. Entretanto aqui também, ndo foi

possivel estabelecer um valor otimo para esta relacgio.
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Capitulo 9
Conclusdes e Sugestdes para Préximos Trabalhos

O presente trabalho dedicou-se a recuperar as formulagdes do Método dos Elementos de
Contorno quando aplicado a problemas da actstica linear estaciondria bidimensional, regida pela

equacdo diferencial parcial de Helmholtz.

A deducfo da Solugio Fundamental do operador de Helmholtz para o caso bidimensional
foi feita detalhadamente, organizando informagGes que nio estio imediatamente disponiveis na
literatura de Elementos de Contorno. Mostrou-se também em detalhe que, para problemas
exteriores em dominios ilimitados, a Equacio Integral de Contorno reduz-se aquela escrita para o
contorno da fonte radiante ou ainda para o contorno do corpo limitado que causa reflexdio e
espalhamento. Mostrou-se, enfim, que ndo existe contribui¢do do contorno ilimitado a EIC que

governa o fendmeno acistico bidimensional.

No tratamento de dominios limitados obteve-se as grandezas modais de distintas
cavidades actsticas. Duas técnicas foram aplicadas para obtengio das freqiliéncias naturais (auto-
valores) e dos correspondentes modos operacionais de vibragfio (auto-vetores). A primeira
técnica consiste na procura direta das raizes da equacdo caracteristica complexa sintetizada com
auxilio do MEC. Esta técnica exige a determinagio simultinea das raizes das partes real e
imaginéria do polindmio caracteristico. Como a aproximag8o numérica introduzida pelo MEC
induz uma separacio das raizes da parte real e imaginaria, na préatica utiliza-se o minimo local do
valor absoluto do polinémio caracteristico como indicativo dos auto-valores. Esta técnica, porém,
pode apresentar minimos locais no valor absoluto do polindmio caracteristico que sdo flutuagdes

€ nao sio raizes do polindémio. No presente trabalho mostrou-se que a diferenga entre as raizes da

224



parte real e imaginaria do polinémio caracteristico apresenta um dependéncia da discretizacio
utilizada para representar a cavidade acustica através do MEC. Comprovou-se que quanto maior
a discretizagdio do contomo da cavidade, menor a diferenga entre as partes real e imaginéria das
raizes do pohindémio complexo. Esta conclusio cria uma metodologia para separar minimos locais
que estdo associados a auto-valores daqueles que representam flutua¢des numéricas que surgem
na avaliagdo do determmante da equac¢@o caracteristica. Este é um resultado original do presente

trabalho.

A segunda técnica utilizada para obten¢io das grandezas modais de cavidades acustica foi
a utilizagdo de Fungles de Resposta em Freqiiéncia (FRFs). A idéia era associar os valores
maximos ou ressondncias presentes nas FRFs com as freqiiéncias naturais das cavidades
estudadas. Na pratica tentou-se utilizar uma pesquisa dos mdaximos locais das FRFs para
caracterizar os auto-valores. Porém nem todo méaximo local das FRFs correspondem a auto-
valores. Assim estudou-se tanto a média de uma familia de FRFs como a superposi¢io de
muitiplas FRFs. Verificou-se que, por inspecio, € possivel a determinacdo dos auto-valores da
cavidade estudada. Nio foi possivel, entretanto, criar uma metodologia automatica para

determinagio das grandezas modais a partir das FRFs.

No que diz respeita 4 analise dindmica de dominios ilimitados foram abordados os
problemas de radiagdo, espalhamento (scatter) e obtencfo inversa das grandezas actsticas em
contornos geometricamente determinados. O problema da radiacio foi corretamente formulado,
corforme atestam os resultados numericos validados com solucSes analiticas. Um aspecto que
merece ser salientado ¢ a determinac¢fo dos fluxos no dominio resultantes da implementacio de

uma equacio integral contendo derivadas dos nucleos da EIC original.

O problema do espathamento, foi pela primeira vez implementado no ambito do grupo de
pesquisa na qual a presente tese esta inserida. A formulac¢io também foi validade tendo por base
solucbes analiticas. Os resultados sintetizados mostram que € possivel estudar espalhamento

através do MEC para freqiiéncias relativamente altas, com elementos simples.
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Uma investigacdo com forte grau de originalidade realizada na presente tese foi a solucdo
de problemas inversos com a utilizagio do MEC. No caso tratou-se da obtencdo das varidveis
acusticas na superficie de um corpo radiante, de geometria conhecida, a partir do campo acustico
medido em uma superficie fechada em torno do corpo estudado. Este problema abre a
possibilidade de se determinar, a partir de medidas externas, quais partes de superficie de um
corpo radiam som com mais intensidade. No estudo do problema inverso foram aplicadas duas
técnicas. A primeira é a Decomposi¢io em Valores Singulares (SVD) ¢ a segunda ¢ a
regularizagio de Tikhonov. Ambas estratégias dependem de ajustes de pardmetros. No trabalho
sdo fornecidos elementos para que se possa determinar os parimetros adequados em cada

formulag¢io e situagdo especifica.

O presente trabalho néo esgotou todas as possibilidades de analise de problemas acusticos
atraves do MEC. Mas ele contém elementos sobre os quais futuras analises podem ser

construidas. Algumas sugestdes de continuidade da analise sdo formuladas na seqiiéncia:
a) Implementacio de elementos polinomiais de ordem mais alta, por exemplo, linear,
quadratica e cibica, visando analisar os ganhos de precisio e eficiéncia computacional associados

a cada tipo de discretizac3o.

b) Estudar a possibilidade de se conseguir realizar o problema inverso para o caso de um

corpo radiante situado em um dominio limitado.
¢) Realizar uma implementacio do MEC baseada na metodologia da formulacio simétrica
de Galerkin, visando estudar o efeito da simetrizagio das matrizes do MEC nos problemas de

determinagdo de auto-valores, seja pela pesquisa direta, seja através das FRF.

d) Implementar uma metodologia de extracdo de dados modais a partir de FRFs de

cavidades acisticas, tal como proposto por Arruda [1996] e Mesquita et all [2000].

e} Estender a analise para o caso tridimensional.
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