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Resumo

Nesta tese € apresentada uma arquitetura orientada por objetos para Método dos Elementos
Finitos de Alta Ordem (MEF-AO) para solucionar problemas de grandes deformagdes com
material hipereldstico em mecanica estrutural. O programa hp*fem foi construido em linguagem
de programacdo MatLab, sendo totalmente modular e facilmente estensivel para qualquer tipo
de problema. A formulacdo do problema de grandes deformacdes foi realizada com auxilio de
operadores cinemadticos, de tensdes e equagdes constitutivas. A solucdo do sistema de equacdo
nao-linear for feita através do Método de Newton-Raphson. Apresentam-se resultados para a
simulacdo de problema de grandes deformagdes usando material neo-Hookeano compressivel em
problemas 2D e 3D e métodos de alta ordem. Também, problemas de contato e otimizacdo de
forma sdo tratados aqui. Conclui-se que a arquitetura funciona muito bem e que o uso do MEF-AO

traz grandes beneficios quanto a taxa de convergéncia.

Palavras-chave: Método dos Elementos Finitos, Métodos de Alta Ordem, Grandes Deformacdes,

Programacao Nao-Linear, Programacgao Orientada por Objetos.
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Abstract

This thesis presents an object oriented architecture for the High-Order Finite Element
Method (HO-FEM) to solve problems of large deformations in structural mechanics. The software
hp*fem was implemented using the Matlab programming language and is fully modular and
easily extensible to any problem. The formulation of large deformation considered the kinematic,
stress-strain operators and constitutive equations. The solution of nonlinear system equations is
performed by the Newton-Raphson method. Results are presented for the simulation of large
deformation problem using neo-Hookean compressible material in 2D and 3D problems and the
high order methods. Also, contact problems and shape optimization are performed here. It is
concluded that the architecture works very well and that the use of the HO-FEM brings great

benefits in terms of convergence rate.

Keywords: Finite Element Method, High Order Methods, Large Deformations, Nonlinear Program-

ming, Object Oriented Programming.
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1 Introducao

Atualmente, a busca por projetos de engenharia mais econdmicos e confidveis € a principal
missdo de muitas empresas em setores como automobilistico, construcdo civil e metal-mecanica.
Dessa forma, antigas praticas de basear projetos quase unicamente na experiéncia da equipe de
trabalho envolvida e na construcio de protétipos para testes foram abandonadas. E neste cendrio
de projetos de alta qualidade com menor custo que a simulagdo computacional se torna uma ferra-
menta de projeto importante. Um dos procedimentos mais utilizado no momento é o Método dos
Elementos Finitos (MEF). Este ¢ um método numérico usado na solucdo de sistemas de equagdes
diferenciais que descrevem uma ampla variedade de problemas de engenharia. O MEF permite que
projetos sejam desenvolvidos, aperfeicoados e validados em um ambiente de protétipos virtuais.
Isso exclui a necessidade de constru¢@o de inimeros protétipos e testes fisicos, tornando assim o

projeto mais econdmico, seguro e controlavel.

O MEF surgiu por volta dos anos 40. Desde entdo, tem sido, estudado e aperfeicoado devido
a crescente procura por solucdes mais precisas para modelos mais complexos. E um consenso na
literatura atual que o MEF de Alta Ordem (MEF-AO) é uma das ferramentas numéricas mais ade-
quadas para lidar com problemas reais de crescente complexidade e multipla escala. Observam-se,
na sua maioria, aplicacdes do MEF-AO a problemas transientes de Mecanica de Fluidos, Transfe-
réncia de Calor e Eletromagnetismo e muito poucos trabalhos aplicados em problemas ndo-lineares
de Mecanica dos Sélidos.

Neste trabalho, pretende-se aplicar o MEF-AO em problemas de grandes deformacdes utili-
zando material neo-Hookeano. A lei constitutiva para o material ndo € mais linear, pois a cinemética
que descreve o mecanismo deformacao € ndo-linear, o que gera sistemas de equacdes nao-lineares,
cujas solucdes ndo sao triviais. No entanto, utilizando o método de Newton-Raphson, é possivel

aproximar esses sistemas nao-lineares em sistema de equagdes lineares.

Problemas estruturais mais gerais somente podem ser analisados através da formulacdo de
fendmenos ndo-lineares associados ao comportamento do material e as interacdes da estrutura.
Como exemplo, tem-se o problema de contato, o qual estd presente em aplicagdes reais como

juntas mecanicas, rolamentos mecanicos, impactos de automoveis, juntas biomecanicas e muitas



outras que exibam interagdes mecanicas entre dois ou mais corpos.

O problema de contato é definido como dois ou mais corpos sob carregamento e condicoes de
contorno que estardo em contato quando o espacgo (gap) entre esses corpos € fechado. Na presenca
do atrito, o movimento de deslizamento dos corpos um sobre o outro é resistido por forcas de
friccdo (MIJAR; ARORA, 2000a).

Do ponto de vista da formulag@o, o problema de contato apresenta dificuldades para a for-
mulacdo do modelo e obten¢ao de solugdo. A superficie real de contato ndo é conhecida a priori e
muito menos as tensdes superficiais, sejam elas tangenciais e/ou normais. Assim, ndo se pode defi-
nir as condi¢des de contorno na regifo de contato de forma usual. Uma condi¢do de contorno que
se aplica a regido de contato corresponde a ndo interpenetracdo dos sélidos e pode ser formulada
em forma de condi¢des de desigualdade (SERPA, 1996).

Quando atrito é considerado, surgem dificuldades de formulagdo e complexidade do sistema
de solugdo associado ao problema (WRIGGERS, 2006). O problema é nao-linear, o contato e as leis
de atrito ndo s@o continuas e diferencidveis, além de possuirem multiplas solu¢des, o que requer

uma formulacdo matemadtica rigorosa para andlise e otimiza¢@o ndo-linear.

E nesse contexto que se torna extremamente dificil criar um um software padrao de elementos
finitos que consiga resolver os problemas de contato mais gerais, incluindo o efeito de atrito, com
algoritmos robustos. Esse tem sido o principal desafio da comunidade cientifica, ou seja, desenvol-

ver um método eficiente e robusto para o contato mecanico computacional (LAURSEN, 2002).

Existem dois tipos de formulagdo matemaética para solucido de problemas de contato: a pri-
meira denominada de Inequagoes Variacionais € a outra Equacoes Variacionais (MIJAR; ARORA,
2000a).

Na abordagem usando inequag¢des variacionais utilizada nos trabalhos de Panagiotopoulos
(1985), Kikuschi e Oden (1988), Refaat e Meguid (1994, 1995, 1998), o problema de contato é for-
mulado via Principio do Trabalhos Virtuais (PTV) na forma de inequacao. A superficie de contato
nao € conhecida a priori, sendo, assim, determinada durante o processo de solucao do problema de

minimo. Pode-se empregar um Método de Penalidades ou Lagrangiano Aumentado para regulari-



zar a condi¢do de contato e um método numérico para solugdo do sistema de equagdes ndo-lineares.
Assim, é feito um estimador para o campo de deslocamento, e o funcional da Inequagdo Variacional
€ minimizado sujeito as condicdes de contorno e contato para obter o campo de deslocamento atual.
O campo de deslocamento inicial e o atualizado sdo usados para checar se a Inequag@o Variacio-
nal € satisfeita ou ndo. O processo € iterativo até que se atinja o critério de convergéncia adotado.
A convergéncia numérica é o maior problema desta formula¢do, uma vez que a area de contato é

modificada a cada iteragao.

Ja a abordagem usando equacdes variacionais utiliza o PTV na forma de equagdo. Assume-
se que a superficie de contato € conhecida. Forcas de contato e deslocamentos sao tratados como
varidveis primdrias. No processo de solu¢do numérica, a carga € incrementada ao longo das itera-
coes. A abordagem da Equacdo Variacional € utilizada por softwares de elementos finitos tais como
ANSYS e ABAQUS. A utilizacdo do método do Lagrangiano Aumentado, nesta abordagem, tem se
mostrado preferivel quando comparado ao Método das Penalidades (MIJAR; ARORA, 2000a). Existe
a vantagem do melhor condicionamento numérico € no sucesso em resolver grandes sistemas com
problemas de contato. Porém o rigor matematico nao € tao forte como da abordagem de Inequacgao
Variacional. Isso faz com que a Equagao Variacional apresente dificuldades de formulagao do pro-
blema, uma vez que certas condi¢des como a superficie de contato sao impostas a0 modelo com o

intuito de simplificd-lo, podendo gerar equivocos ou erros na obtengao da solucao final.

Com relagdo ao processo de solu¢@o do problema de contato pode-se fazer uso de técnicas de
otimizacdo como o Método do Lagrangiano Aumentado (MLA) ou Método das Penalidades (MP).
O Método das Penalidades possui os inconvenientes do mal condicionamento quando o parametro
de penalidade torna-se muito grande e de a solu¢do depender fortemente do nimero de passos de
carregamento. Isto, ocorre devido a baixa precisdo em determinar um valor de forca de contato
nos nés em contato. Estas dificuldades e exemplos sdo relatados por Mijar e Arora (2000a, 2004a),
Laursen (2002), Simo e Laursen (1992), Bittencourt e Creus (1998).

O Método do Lagrangiano Aumentado possui a vantagem de ter o parametro de penalidade
atualizado automaticamente no algoritmo sem a necessidade de interferéncia do usudrio no valor
final. E essa caracteristica que torna o método bastante atrativo no ponto de vista computacional
(MIJAR; ARORA, 2004a, 2004b).



A representacdo nd-segmento € a forma discretizacdo mais utilizada para resolver o problema
de contato e amplamente difundida nos pacotes comerciais de MEF. O inconveniente desse tipo de
discretizagdo surge em problemas que envolvem grandes deformagdes. Para esse tipo de problema,
a convergéncia nao € satisfatéria como mostrado nos trabalhos de Puso e Laursen (2004a), Tur,
Fuenmayor e Wriggers (2009). Assim, como visto em Puso e Laursen (2004a), Tur, Fuenmayor
e Wriggers (2009), Fischer e Wriggers (2005), tem-se aplicado o chamado Método Mortar para
discretizar o problema de contato com grandes deformagdes. O Método Mortar tem o beneficio
adicional de permitir a adocdo de elementos finitos de alta ordem obtendo-se uma alta taxa de

convergéncia e uma discretiza¢do suave dos contornos de um dado corpo.

Ja a otimizacdo de forma € uma alternativa ao processo de tentativa e erro, e tem apresentado
sucesso. A otimizagdo consiste em uma abordagem sistemédtica de modelagem e busca da melhor
solugdo possivel, direcionada por critérios objetivamente definidos. Em outras palavras, essa meto-
dologia busca a sistematizac¢do da atividade de projeto. O conhecimento e a experiéncia acumulados
sdo aplicados na defini¢do de critérios de performance e varidveis de projeto, definindo de maneira
Unica e conveniente uma solug¢do para o problema. Ao introduzir uma abordagem genérica, a me-

todologia de otimizagdo permite tratar problemas originais ou nao de maneira bastante semelhante.

A aplicagdo desses conceitos no projeto de estruturas iniciou-se nos trabalhos de Schmit
(1981), Vanderplaats (1982), Belegundu e Arora (1985a, 1985b), Ding (1986), Haftka e Grandhi
(1986), Choi e Haug (1983), Choi e Seong (1986), Haug, Choi e Komkov (1986), Seong e Choi
(1987), Haftka e Adelman (1989) para problemas lineares. E desde entdo, nos tltimos trinta anos

vem sofrendo grande desenvolvimento.

A formulagdo e implementacdo desses conceitos na andlise de sensibilidade e otimizacdo
estrutural de parametros e forma em problemas lineares foi realizado pelo grupo nos trabalhos de
Silva (1997), Silva e Bittencourt (1999c¢, 1997, 1999b, 1999a, 2000).

A partir da década de 90, verifica-se um interesse crescente nos problemas estruturais nao-
lineares como visto em Haftka e Adelman (1989), Choi e Santos (1987), Fancello (1993), Fan-
cello, Haslinger e Feijéo (1995), Bestle e Eberhard (2003), Herskovits et al. (2000), Li et al.
(2003a, 2003b), Kim, Choi e Chen (2000), Kovacs, Szabd e Szota (2001), Kim, Park e Choi (2001),
Al-Dojayli e Meguid (2002), Evgrafov e Patriksson (2003). Isto ocorre devido ao amadurecimento



dos recursos de andlise (formulagdo, software e hardware), permitindo a modelagem mais precisa
de uma série de fendmenos, utilizacio cada vez maior de novos materiais (como polimeros e com-
positos) e a necessidade de estender os desenvolvimentos da andlise de sensibilidade e otimizagao
para problemas mais complexos. Dentre estes, destacam-se a formulacdo elastopldtica e hiperelas-

tica dos materiais e o problema de contato.

Ferreira (2002) desenvolveu as expressdes para andlise de sensiblidade em problemas de dano
continuo com aplica¢do em fadiga. O conceito de derivada topolégica em problemas de elasticidade
linear 2D e 3D para otimizagao de topologia pode € abordado em Driemeier (2002). J4 na tese de
Silva (2003) desenvolveu-se expressdes para andlise de sensibilidade em problemas de hiperelas-

ticidade e grandes deformacdes aplicadas para otimizacio de forma de problemas tridimensionais

Considerando estes tipos de problemas em mecanica estrutural, sdo entendidos os aspectos
computacionais e as dificuldades de implementacdo de uma arquitetura de software que permita
resolver uma ampla variedade de problemas de mecanica estrutural. Assim, a arquitetura proposta
em MatLab pretende ser multidisciplinar e de facil tradug¢do para um linguagem mais robusta, como

o C++, que permite a solu¢do de problemas maiores.

O MatLab foi utilizado por ser um ambiente de programacao bastante ttil e presente em
vdrios centros de ensino, pesquisa e engenharia. Programar sobre esse ambiente € simples, pois
possui uma vasta colecdo de bibliotecas ou “toolboxes” que permite que o desenvolvedor de codigos
se preocupe somente com a arquitetura do seu programa e nao com detalhes menores como cuidar

de indexagdo de arrays ou conversdo entre tipos de varidveis.

1.1 Obijetivo

O principal objetivo deste trabalho é estudar e implementar os conceitos fundamentais para
propor e construir uma arquitetura orientada por objetos que utiliza o MEF-AO para solucionar
principalmente problemas estruturais ndo-lineares. Para tal, propde-se construir um programa de
elemento finitos de alta-ordem em MatLab orientado por objetos utilizando os conceitos do MEF-

AO em modelos mecanicos estruturais.



Desta forma, esta tese é uma continuacdo de outros trabalhos de Vazquez (2004), Vazquez

(2008), Bargos (2009) e Furlan (2011) coordenados pelo grupo do Prof Dr. Marco Licio Bittencourt

e fornece a base para implementacdes de outros problemas com caracteristicas nao-lineares.

1.2

Contribuicoes do Trabalho

Como contribui¢do resultante do desenvolvimento desta tese de doutorado podem ser listados

0s seguintes itens:

1.3

Desenvolvimento de uma arquitetura orientada por objetos para o MEF-AO;

Implementacdo das funcdes de forma de alta-ordem a partir da tensorizacdo das fungdes 1D

em ambiente MATLAB usando programacao orientada por objetos;
Aplicacdo das func¢des de alta ordem em problemas de mecanica estrutural ndo-linear;

Estudo e implementacdo de problema de contato 2D em ambiente de programacido MatLab

orientado por objetos para malhas estruturadas e nao-estruturadas;

Estudo e comparacdo de métodos de parametrizacao utilizados na otimizac¢ao de forma: mé-

todo das camadas unitarias e método dos deslocamentos ficticios;

Implementacdo de scripts que permitam que o programa GiD (CIMME, 2008) gere arquivos

de entrada para o hp*fem para solucdo de problemas estruturais.

Organizacao do Texto

Esta tese possui a seguinte organizacao:

Capitulo 2 ¢ dedicado a revisdo bibliografica dos conceitos que sdo abordados nesta tese.

Capitulo 3 aborda os elementos essenciais do MEF-AO, tais como geracao das fungdes de forma,

integracdo numérica e diferenciacdo das funcdes de forma.
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Capitulo 4 descreve os elementos de Mecéanica do Continuo para deformagao finita. Apresentam-
se a formulacdo Lagrangiana total e a sua forma matricial usada na constru¢do do programa

de elementos finitos.
Capitulo 5 introduz os conceitos de solugdo do problema de contato com e sem atrito.

Capitulo 6 mostra uma introducdo a otimizacao de forma utilizando duas forma de parametrizar o

dominio: o método das camadas unitarias e o método dos deslocamento ficticios.

Capitulo 7 fornece uma visdo da arquitetura do software de elementos finitos de alta ordem, de-
nominado de hp*fem, desenvolvido ao longo deste trabalho. Esse programa é baseada na
linguagem MatLab e faz uso da tecnologia de orientagdo por objetos. Através da linguagem
de modelagem visual de software UML, apresentam-se os diagramas de classes para faci-
litar o desenvolvimento e gerenciamento do cédigo. Os detalhes de desenvolvimento estao

presentes neste capitulo.

Capitulo 8 apresenta os estudos de casos para validar o algoritmo de solu¢do de problemas de
grandes deformacdes, contato e otimizacdo de forma. Para isso, sdo utilizados dois programas
de referéncia, FLagSHyP (desenvolvido por Bonet e Wood (2008)) e ANSYS. Aplica-se
o método de elementos finitos de alta ordem, para verificar a convergéncia espectral para

problemas de grandes deformacoes.

Capitulo 9 apresenta as conclusdes do trabalho e as perspectivas futuras para outros trabalhos.






2 Revisao Bibliografica

2.1 MEF-AO

Nas tltimas décadas, cresceu a aplicagdo das versdes p/hp do MEF em elasticidade linear,
problemas de transferéncia de calor e dinamica dos fluidos. Esse aumento se deve a alta precisao,
excelente taxa convergéncia e possibilidade de tensorizacdo das fun¢des de forma, caracteristicas
do MEF-AO.

Os primeiros trabalhos sobre 0 MEF datam da década de 1940 como, por exemplo, Hren-
nikoff (1941), Courant (1943), que visavam aplicagdes em matematica. Em Hrennikoff (1941) foi
resolvido um problema de elasticidade plana dividindo-se o dominio em pequenos pedagos nos
quais a rigidez era aproximada por elementos de barras, vigas e molas. Foi no trabalho de Cou-
rant (1943) que se utilizou pela primeira vez o termo aproximacao polinomial para solucionar um
problema de Dirichlet em uma malha de tridngulos. Na década de 1950, o MEF foi introduzido
na comunidade de engenharia com o trabalho de Turner et al. (1956), no qual foram utilizados os
procedimentos de aproximacao por partes das equacdes diferenciais em problemas de elasticidade
linear e estratégia de montagem essencial para o MEF. Entretanto, o método tornou-se mais conhe-
cido na engenharia a partir dos anos de 1960 e 1970 com os trabalhos de Oden (1969), Zienkiewicz
e Cheung (1967), Oden (1972), que aplicaram o MEF sobre o principio variacional, utilizando as
funcdes de interpolagc@o (também conhecidas como fung¢des de forma) para aproximar a solucao de

problemas de mecanica dos fluidos e mecanica estrutural.

Nas décadas de 1980 e 1990, o MEF teve o dpice de seu desenvolvimento. E o método foi
divido em trés variantes principais: versao-h, versao-p e versao-hp. Na versdo-h do método, a con-
vergéncia da solucdo numérica € obtida a partir da reducdo do tamanho médio (/) do elemento da
malha de discretiza¢do, mantendo o grau das funcdes de interpolagdo. Como exemplo de trabalhos
que utilizam o MEF na sua versdo h, tem-se Bathe (1996), Hughes (2000), Johnson (1990), Zien-
kiewicz e Taylor (1989). J4, na versdo-p, a convergéncia é obtida aumentando-se a ordem p das
funcdes de interpolacdo e mantendo-se fixo o tamanho do elemento da malha de discretizacdo. Os
principais trabalhos sobre a versdo-p do MEF sdao Babuska, Szab6 e Katz (1981), Babuska et al.
(1991), Babuska e Suri (1987), Karniadakis e Sherwin (1999), Solin, Segeth e el (2004). A versao



mista, denominada de versdo-hp, foi também desenvolvida e aumenta-se a taxa de convergéncia
utilizando em conjunto redu¢@o do tamanho médio da malha de elementos finitos e aumentando a
ordem das fung¢des de interpolacdo, como apresentado em Babuska (1988), Babuska e Guo (1988),
Babuska e Suri (1990), Szabd e Babuska (1991).

Pode-se afirmar que a versao-p tem se desenvolvido muito nos tltimos 20 anos ¢ comumente
denominada Método dos Elementos Finitos de Alta Ordem (MEF-AQO). O MEF-AO se desenvolveu
muito na area de Mecanica dos Fluidos, como mostrado nos trabalhos reunidos no livro de Karnia-
dakis e Sherwin (2005). Mais tarde, o método passou a ser aplicado em problemas de elasticidade
ndo linear, mais especificamente de elastoplasticidade, como em Jeremic e Xenophontos (1999).
Neste trabalho, estudaram-se os beneficios em obter uma melhor representac¢do da zona de cisalha-
mento e distribuicdo da deformacao total para um material elastopldstico, quando o material (areia)

apresenta um alto gradiente de deformacao, porém continuo em uma regiao bem especifica.

Yosibash et al. (2007) mostraram os beneficios do MEF-AO em problemas axisimétricos
envolvendo de grandes deformacdes e carregamentos seguidores, isto €, carregamentos que sao
dependentes dos vetores normais e tangenciais do elemento que se alteram no decorrer do processo
de deformacdo finita. Neste trabalho, emprega-se material eldstico compressivel e compara-se a
solu¢do numérica obtida contra a solu¢do exata. Demonstra-se também a eficiéncia da versdo-p do

MEF em comparag¢do com a versdo-h.

Apresentaram-se em Heisserer et al. (2008), as propriedades livre de restri¢des da versdo-p
para o deslocamento quando aplicados ao material neo-Hookeano quasi-incompressivel sob de-
formacdo finita. Comparam-se a solucOes semi-analitica € numérica com o objetivo de verificar
a robustez do MEF-AO com respeito a restricdo volumétrica. Também ¢é derivada uma solucdo

analitica para o caso compressivel e comparada com a solucao numérica.

Dong e Yosibash (2009) estudaram a taxa de convergéncia e os efeitos de programacio pa-
ralela na solu¢do de problemas estiticos e dinamicos de sélidos submetidos a deformacdes in-
finitesimais e finitas (usando material neo-Hookeano compressivel). Nota-se que a convergéncia
exponencial e o paralelismo permitem a solucdo de problemas com grandes quantidades de graus-

de-liberdade com tempo computacional menor.
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Como dito anteriormente, 0 MEF-AOQO, além da caracteristica de apresentar uma convergéncia
exponencial, tem o beneficio adicional de representar melhor geometrias complexas. Sherwin e
Peir6 (2002) mostraram uma técnica de geracdo de malha automaética capaz de produzir malhas
nao-estruturadas e ndo-conformes, usando elementos de alta ordem 3D sobre uma geometria CAD.
Como exemplo, é construida uma malha de tetraedros e prismas sobre a representacio CAD de

uma artéria de cora¢do humano.

Outra linha de pesquisa do MEF-AO ¢ formada por trabalhos que investigam o aspecto ma-
tematico e computacional do método. Em Bittencourt (2005) apresentam-se as fungdes de formas
modais e nodais para tridngulos e tetraedros tensorizadas a partir das fun¢des unidimensionais ex-
pressas em coordenadas baricéntricas. As fun¢des nodais apresentadas seguem a familia dos polind-
mios de Lagrange que formam as fun¢des de forma padrdo da versdo-h encontradas em Hughes
(2000). Ja as funcdes modais utilizam os polindmios de Jacobi. Bittencourt, Vazquez e Vazquez
(2007) mostraram a constru¢do das fungdes de forma via polindmios de Jacobi que resulta em um
aumento de esparsidade das matrizes de massa e rigidez. Porém, essa esparsidade ¢ dependente da
escolha dos pesos utilizados pelos polindmios de Jacobi. Ja em Bittencourt e Nogueira Jr. (2007),
¢ verificada a eficiéncia das func¢des de forma tensorizaveis unidimensionais, apresentadas nos tra-
balhos antecedentes, obtendo operadores (matrizes de massa e rigidez) bem condicionados para a

obtencao de solu¢do em problemas nao-lineares usando malha de tetraedros.

Na tese de Vazquez (2008), desenvolveu-se as fun¢des de interpolacdo e regras de integra-
cdo tensorizdveis para 0 MEF-AO a partir das fun¢des unidimensionais, considerando sistemas de
referéncias locais e elementos nao-distorcidos. J4 a dissertacdo de Bargos (2009), aplicou as fun-
coes encontradas em Vazquez (2008) para o caso de elementos distorcidos descritos no sistema de

referéncia global.

Em Bittencourt e Vazquez (2009) desenvolveu-se um método de gerar matrizes de massa e
rigidez para problemas de Poison 2D e 3D a partir de fun¢des de forma unidimensionais de alta-
ordem. Dependendo da escolha da regra de integracdo e ponto de colocacdo, o método permite a

obtencao de matrizes esparsa.

No trabalho de Furlan (2011), apresentou-se algoritmos locais de integracao explicitos e im-

plicitos aplicados ao MEF-AO, baseados na decomposi¢ao por autovetores das matrizes de massa
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e rigidez para problemas elastodinamicos lineares. O procedimento de solucdo € realizado para
cada elemento da malha e os resultados sdo suavizados no contorno dos elementos usando a apro-
ximacao por minimos quadrados. O autor considera os métodos de diferenca central e Newmark
para o desenvolvimento dos procedimentos de solucdo elemento por elemento. No algoritmo local
explicito, observou-se que as solu¢des convergem para as solugdes globais obtidas com a matriz
de massa consistente. Ja o algoritmo local implicito necessitou de subitera¢des para alcancar con-
vergéncia. Exemplos bi e tridimensionais de elasticidade linear e ndo linear sdo apresentados. Os

resultados mostraram precisao apropriada para problemas com solu¢do analitica.

2.2 Problema de Contato

Os primeiros estudos sobre problemas de contato datam do século XIX. Hertz (1881) in-
vestigou o contato sem atrito entre dois corpos eldsticos onde apresenta-se uma solucao analitica.
Foi nos trabalhos de Signorini (1933) e Signorini (1959) que estabeleceu uma formulacao para a
definicao do problema de valor de contorno e as condi¢des de contorno associadas, para tratar o
contato sem atrito entre um corpo deformavel e um anteparo rigido. Esse problema é conhecido

como Problema de Contato de Signorini.

Entre os anos de 1970 a 2000, o problema de contato foi exaustivamente estudado tanto do
ponto de vista de modelo matemético como no ambito computacional. Mijar e Arora (2000a) divi-
diram o problema de contato em duas correntes baseadas na forma matemética como o problema
de contato € abordado. A primeira denominada de inequacdo variacional, que utiliza o principio
dos trabalhos virtuais do problema de contato na forma de inequacg@o e soluciona o problema de
contato através de um problema de minimo. A drea de contato é determinada durante o processo
de solugdo. Na segunda abordagem, conhecida como equagdo variacional, a drea de contato era
conhecida (ou pelo menos estimada) e o principio dos trabalhos virtuais foi escrito na forma de

equagdo.

A formula¢do matematica do problema de contato (com e sem atrito) via inequagdo varia-
cional foi discutida com todo seu rigor matemdtico pela monografia de Kikuschi e Oden (1988).
Provas matemadticas e solu¢des numéricas foram discutidas através de exemplos e comparada com

solugcdes analiticas. Neste trabalho usaram-se elementos quadrados de 9 nés para solucionar um
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problema de Hertz. O problema de contato foi resolvido de forma incremental utilizando o método
da penalidades. Dessa maneira, a superficie de contato e as forcas de contato foram estimadas pelos

parametros de penalidade.

Em Refaat e Meguid (1994), o problema de contato com atrito também foi formulado mate-
maticamente por uma inequagdo variacional e € solucionado por um procedimento numérico que
soluciona o problema em duas fases. A primeira fase soluciona o problema com respeito a condi-
cdo de tensdes tangenciais e define-se a drea de contato. J4 na segunda fase, conhecendo-se a area
de contato, o problema € resolvido em termos das tensdes normais. O procedimento utiliza o mé-
todo da programacao quadratica em conjunto com os multiplicadores de Lagrange para solucionar
o problema de contato com atrito além de dispensar o uso de parametro de penalidades definidos

pelo o usudrio.

Refaat e Meguid (1998) apresentaram um algoritmo que permite resolver de forma direta um
problema de contato na forma de inequagdo variacional. O algoritmo utiliza técnica de programacgao
quadratica e evita a utilizacao de métodos de regularizacdo. Uma estimativa inicial do deslocamento
foi realizada e a inequacdo variacional foi minimizada sujeita as condicdes de contorno. Assim,
foi obtido um campo de deslocamento atualizado o qual foi comparado a estimativa inicial. Se a
convergéncia ndo € obtida, atualiza-se a estimativa inicial com o campo de deslocamento obtido na

iteracdo corrente e o problema € solucionado novamente até que a convergéncia seja alcancgada.

Outra forma de resolver a inequagdo variacional, mostrada em Heege e Alart (1996), é
adicionando-se pseudos-potenciais, nao diferencidveis, que representam as leis de atrito e as condi-
coes de contato ao potencial eldstico do sistema. O funcional resultante contém o conjunto convexo
para a condicdo de atrito. Este conjunto convexo depende das forcas de contato normal que, por
sua vez, dependem do campo de deslocamentos. Tanto o campo de deslocamento como as forcas
de contato normal sdo varidveis desconhecidas. Dessa forma, o problema de contato com atrito é
resolvido por um algoritmo que envolve o método de Newton-Raphson (para solucionar a equagao
de equilibrio) e Lagrangiano aumentado para ajustar as for¢as de contato. As superficies de contato,

sdo descritas, neste trabalho, através de curvas parametrizadas (fungdes de Bézier).

Para problemas praticos de engenharia, a inequagao variacional ndo é a abordagem adequada

para a criag@o de algoritmos de solucao de problema de contato. Prefere-se a abordagem via equa-
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¢oOes variacionais que permite a criagao de algoritmos de facil incorporacao aos cddigos de elemen-
tos finitos j4 existentes.

Em Bathe e Chaughary (1985) foi abordado o problema de contato com atrito na forma de
equacgdo variacional. Elementos finitos planos e axisimétricos foram utilizados para solucionar o
problema de contato submetido a deformacdes finitas via método dos multiplicadores de Lagrange
em conjunto com o método de Newton-Raphson. A discretizacdo né-segmento foi utilizada para

criar as quantidades matriciais referentes ao contato e o carregamento foi aplicado em incrementos.

Ja Giannakopoulos (1989) utilizou o método da penalidades para impor as condi¢des de con-
tato e adotou o método do mapeamento de retorno (return-mapping) para atualizar as condi¢des de
atrito em problemas de contato 2D envolvendo grandes deformacdes.

Um algoritmo para solucionar problemas de contato com atrito 2D com grandes deforma-
coes e plasticidade usando discretizagdo né-segmento foi apresentado por Simo e Laursen (1992).
Este algoritmo utilizou o método do Lagrangiano aumentado e o0 mapeamento de retorno para ajus-
tar as forcas de contato normal e tangencial. A equacdo de equilibrio do sistema € solucionado
pelo método de Newton-Raphson. Neste trabalho foram comparados o método das penalidades e
o Lagrangiano aumentado, sendo este ultimo mais eficiente e robusto que o primeiro. Foi mos-
trado também que a escolha dos parametros de penalidade pode produzir mal condicionamento do

sistema de equacgoes.

Laursen e Simo (1993) apresentaram uma forma alternativa para escrever o método do La-
grangiano aumentado que permite tornar o problema de contato com atrito um problema simétrico.
Este algoritmo € testado em um problema de extrusdo de aluminio, utilizando um coeficiente de
atrito baixo, 4 = 0, 1. Para este caso, os resultados obtidos para operadores simétricos e nao-

simétricos sS40 0s mesmos.

A simetrizacdo das matrizes de contato com atrito € objetivo do trabalho de Ju e Rowlands
(1999). Aplicando a discretizagdo no-superficie, cria-se um procedimento para construir a matriz
tangente simétrica para o problema de contato 3D. Demonstra-se que os beneficios computacio-
nais, tais como tempo de solucdo menor e menos espaco de armazenamento, sao alcangados pelo

algoritmo proposto.
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O trabalho de Bittencourt e Creus (1998) propde um algoritmo para solucionar o contato com
atrito em problemas tridimensional envolvendo grande deformacdo e nio-linearidade do material.
Para o caso de multiplos corpos em contato, € criado um elemento de contato que mantém a sua
forma plana (mesmo que a face original ndo tenha essa forma plana). Este elemento de contato
€ localizado no plano médio formado pelos nés do elemento alvo. Um procedimento de busca de
contato é aplicado para cada n6 contator contra os ndés do elemento alvo. Para evitar interpenetra-
coOes inesperadas e nao-simétricas, o algoritmo altera as defini¢des de corpo alvo e contator a cada

iteragdo.

Nos trabalhos de Mijar e Arora (2004a, 2004b) sdo apresentados uma excelente revisao bibli-
ogréfica sobre problema de contato e propde um algoritmo, denominado de ALM2, que soluciona o
problema de contato com atrito em duas fases utilizando o método do Lagrangiano aumentado. Na
primeira fase soluciona o contato normal e na segunda o contato tangencial. O algoritmo € testado
apenas para um problema de uma barra em contato com uma superficie rigida, sujeito a peque-
nos deslizamentos. O ALM?2 atualiza de forma automatizada os parametros de penalidade a cada

iteracdo do Lagrangiano aumentado.

Os trabalhos até agora apresentados utilizam a discretizagdo chamada de né-segmento (ou
né-superficie, em caso de problemas 3D). Porém, em problemas de contato envolvendo grandes
deslizamentos, a convergéncia nem sempre € obtida, como mostrado em Yang (2009). Dessa forma,
a partir dos anos 2000, o problema de contato passou a ser discretizado por um método chamado de
Método Mortar. Este método, apresentado pelos autores Bernardi, Maday e Patera (1994), Wohl-
muth (2000b, 2000a), foi originalmente apresentado como um método de decomposi¢ao de do-
minios, usado para acoplar malhas ndo-conformes e/ou realizar integracdo numérica sobre malhas
com graus nao-uniformes. No método mortar, a condi¢do de continuidade na interface € realizada
na forma de uma integral ao contrario da condi¢ao nodal normalmente empregada no MEF (YANG,
2009).

Basicamente, o método mortar pode ser tratado como um problema de minimo, sendo as
variaveis desconhecidas definidas no lado da interface entre os subdominio denominado de nao-
mortar. E nesse lado, que pode ser um segmento (no caso de discretizagio 2D) ou uma face (para
discretizacdo 3D) que realiza-se a integracdo numérica (BERNARDI; MADAY; PATERA, 1994). Neste

mesmo trabalho, emprega-se multiplicadores de Lagrange para gerar o espago mortar para satisfa-
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zer a condicao inf-sup (definida em Bathe (1996)).

Por permitir o acoplamento entre malhas nao-conformes, o método mortar tem sido cada
vez mais empregado em problema de contato. Hild (1997) estuda a convergéncia matematica do
método mortar aplicado ao problema de contato com atrito. J4, em McDevitt e Laursen (2000) o
método mortar € acoplado a lei de Coulomb para solucionar o problema de contato com atrito de
forma numérica. Para isso, utiliza o conceito de superficie intermedidria de contato onde é realizado
o processo de integracdo numérica (usando a quadratura de Lobatto) das parcelas referentes ao
contato. Prefere-se utilizar a regularizacao do contato usando o método da penalidades ao método
dos multiplicadores de Lagrange. Essa escolha reduz o nimero de varidveis desconhecidas, apesar
do método das penalidades ser muito propicio a gerar sistemas de equagdes mal-condicionados.
Apenas problemas bidimensionais (problema de Signorini e de Hertz) sdo resolvidos. A aplicagdo
do método mortar ao problema de contato tridimensional é feita em Puso e Laursen (2004a), para o
caso sem atrito, e em Puso e Laursen (2004b) incluindo o atrito. Em ambos os trabalhos emprega-se
cinematica finita e malha tridimensional curvada para provar que o método mortar é mais eficiente
e robusto que a discretizacdo nd-segmento (ou no-superficie). Utilizam-se pontos de integracao de
Gauss-Radau e para satisfazer a conservacao do momento angular, reduz-se a ordem de integracao

para as integrais do contato.

A combinacdo do método mortar com polindmios de alta ordem ¢ realizada em Fischer e
Wriggers (2006). Os autores enfatizam que o uso de elementos quadréticos em discretizacdo né-
segmento produz inconsisténcia na transmissdo de tensdes de contato, pois nessa discretizacdo
assume-se que a tensao de contato € constante ao redor do né contator. Aliando o método mortar
com polindmios quadraticos é possivel incluir uma aproximacao quadratica do vetor de tensdo, ou
seja, a distribui¢do de tensdo na superficie de contato deixa de ser linear, produzindo resultados me-
lhores em problemas de contato envolvendo grandes deformacodes. Utiliza-se método da penalidade
para regularizar o contato e uma forma geométrica de atualizac@o das forcas de atrito denominada

de cone de movimento (moving-cone) apresentada de forma detalhada em Wriggers (2006).

Mais recentemente, o trabalho de Konyukhov, Gene e Wall (2009) aplicou o refinamento p
em conjunto com o método mortar usando uma técnica de minimizacao de problemas chamada
de Primal-Dual Active Set Strategy (PDASS) em problema de contato sem atrito com grandes

deformagdes.
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2.3 Otimizacao de Forma e Analise de Sensibilidade

Segundo Silva (2003), a teoria matematica aplicada a otimizagao € oriunda do século XVII,
no qual Euler estabeleceu o célculo diferencial e as condi¢Oes suficientes e necessdrias para es-
tabelecer um problema de minimo (ou maximo). Foi nessa época que Lagrange expandiu essas
condic¢des para estabelecer um problema de minimizacdo usando restri¢des de igualdade. Somente
no século XX, Karush, Kuhn e Tucker tornaram possivel a solu¢do de um problema de minimo
sujeito a restri¢des de desigualdade e, dessa forma, obteve-se assim o enunciado geral do problema

de otimizagao.

De acordo com Arora (2004), um problema de otimizagdo estrutural é constituido por cinco

elementos essenciais:

—

. defini¢do do problema;

2. coleta de informacao;

3. identificacao/defini¢do das varidveis de projeto;
4. funcdo objetivo (ou funcio custo);

5. identificacdo das restri¢des.

A fungdo objetivo, de acordo com Christensen e Klarbring (2009), é uma funcdo escalar
diferencidvel cujo valor numérico deve ser o melhor valor encontrado para o projeto em questao,
levando-se em consideracdo as restricoes que o limitam. Essa funcdo possui como parametros de
entrada as varidveis de projeto que sdo medidas que definem, por exemplo, a se¢do de uma barra,
o moédulo de elasticidade de um material, ou as coordenadas dos nds de uma malha de elementos
finitos (ARORA, 2004).

Com relagcdo a otimizacdo de forma, o trabalho de Zienkiewicz e Campbell (1973) foi o

primeiro a apresentar uma formulacdo numérica para esse tipo de otimizagdo estrutural. Aqui,

aplicou-se o MEF na solu¢ao do problema tendo como varidvel de projeto as coordenadas dos nés
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dos elementos do contorno. Aplicou-se o0 método de diferenciacdo direta das equacdes discretas
para a andlise de sensibilidade e a programacao linear sequencial para solu¢do do problema de

minimo.

A formulagdo continua da andlise de sensibilidade foi desenvolvida durante a década de 1980,
tendo como os trabalhos de Cea (1981), Zolésio (1981), Choi e Haug (1983). Nesses trabalhos
aplicam-se o conceito de derivada material para escrever as expressoes de andlise de sensibilidade
de funcionais de performance em relagdo a variagdo do dominio do problema estrutural na forma
de integrais sobre seu contorno. Estabelece-se, também, o conceito de campo de velocidades de
projeto, que possui um importante papel no desenvolvimento de c6digos computacionais para oti-
mizacdo de forma. O campo de velocidades de projeto consiste na derivada da forma do dominio do
problema estrutural com relag@o as varidveis de projeto. Por exemplo, como colocado em Korelc e
Kristanié (2005), a variagao das coordenadas nodais da malha de elementos finitos de um pdrtico
com respeito a varidvel de projeto que define o espacamento do seu vao-livre forma um campo de

velocidades de projeto.

A andlise de sensibilidade é um procedimento critico na obtencdo da forma 6tima durante o
processo de otimizacao. Em seu trabalho, Haug, Choi e Komkov (1986) calcularam analiticamente
as derivadas de performances estruturais sem a necessidade de discretizacdo e a definicdo de um
tamanho de passo (necessario no método de diferengas finitas). Entretanto, realizar a analise de sen-
sibilidade na forma continua necessita de grande conhecimento tedrico-matematico para construir
as expressoes de sensibilidade (SILVA, 2003).

Outros dois passos cruciais da otimizacdo de forma sdo a necessidade de descrever a geome-
tria a ser otimizada na forma parametrizada e geracdo automdtica de malhas. A cada alteracdo de
forma, uma nova malha deve ser gerada ou criam-se regras para deformar a malha inicial (SILVA,
2003). Em Bennett e Botkin (1985) foi apresentada uma abordagem integrada de técnicas e fer-
ramentas computacionais para construcao de uma ferramenta automatizada de projeto. Os autores
parametrizaram o contorno do corpo em termos de fun¢des de forma e pontos de controle. Ainda,
de acordo com os autores, € vital a utilizagao do campo de velocidades na atualizacdo da malha de
elementos finitos. Isso evita o comportamento oscilatorio do funcional de tensdo e o grande nimero

de iteracOes exigidos para a convergéncia do problema.
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Os trabalhos de Ding (1986), Yang e Choi (1985) demonstram a superioridade de represen-
tacdo parametrizada do contorno via B-splines para o calculo da sensibilidade e a necessidade de
combinacdo entre geracdo automatica de malha e andlise adaptavel em problemas lineares de com-
ponentes individuais. Segundo Silva (2003), a combinagdo dessas duas técnicas € proibitiva em se
tratando de problemas ndo-lineares. Logo, o custo computacional € alto e a sequéncia de iteracdes
pode se tornar instavel quando a malha € regerada para todo novo projeto. Essa instabilidade se deve
ao fato das expressdes de sensibilidade ndo levar em consideracdo a nao-linearidade do processo

de regeracdo da malha.

Com relacdo a construcdo de algoritmos eficientes para andlise de sensibilidade usando o
MEEF, Choi e Seong (1986) desenvolveram um procedimento de reescrever as integrais de contorno
como integrais de dominio. Dessa forma, a sensibilidade da estrutura € obtida através da soma das
parcelas de cada integral de dominio. Porém, esse método tem um alto custo computacional, pois
o campo de velocidades de projeto deve ser avaliado no interior do dominio, onde estdo a grande
concentracdo de elementos e cuja defini¢do ndo € univoca (SILVA, 2003).

Assim, surgiu a necessidade de desenvolver uma alternativa para diminuir o custo compu-
tacional. Seong e Choi (1987) construiram o chamado método de camada unitdria que permite
construir um campo de velocidades de projeto nao-nulo numa camada adjacente ao contorno e nulo
no restante do dominio. Assim, as expressoes de andlise de sensibilidade precisam ser avaliadas so-
mente nessa camada. Entretanto, o método possui as desvantagens de ser muito sensivel a distor¢ao

de malha durante o processo de mudanga de forma e ser restrito a geometria simples.

Outro método utilizado para atualizar o projeto durante o processo de otimizagdo é o chamado
método dos deslocamento ficticios. Neste método, discutido em Yao e Choi (1989), Silva (2003),
Cada campo de velocidades de projeto € determinado através da solu¢c@o do problema linear ficticio
(composto por um material eldstico linear de médulo de elasticidade unitério e coeficiente de Pois-
son nulo). Cada varidvel de forma d4 origem a um campo de velocidades nao-nulo em uma parcela
do contorno e a outro campo que serd nulo no resto do contorno associado. Utiliza-se também a
mesma malha da andlise de resposta para o campo de deslocamento. A principal caracteristica deste
método € originar campos que possibilitam atualizar a malha com maior flexibilidade e a0 mesmo

tempo manter a malha original para passos maiores de perturbagdes (SILVA; BITTENCOURT, 2007).
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Zhang, Beckers e Fleury (2000) criaram uma metodologia que identifica automaticamente
as varidveis de projeto que sao independentes para otimizacdo de forma. A formulacdo € simples e
reduz a todos os subproblemas de otimizacdo em uma forma compacta sem restricoes de igualdade.
Além disso, € estabelecido uma andlise de sensibilidade semi-analitica. A eficiéncia da implemen-
tacdo € determinada pela conexdo entre o campo de velocidade que descreve a malha de elementos
finitos na deformacgdo. Elementos finitos adaptativos baseados em estimador de erro sao usados

para evitar uma grande distor¢do da malha durante o processo de otimizacao.

Em Choi e Chang (1994), apresentou-se um estudo bastante abrangente sobre os aspectos ted-
ricos e exigéncias praticas que devem ser considerados no cdlculo correto do campo de velocidades
de projeto. Um dos pontos enfatizados nesse trabalho é que o cdlculo da andlise de sensibilidade a
mudanga de forma néo pode ser desacoplado da malha em que foram realizados. E critico, segundo
os autores, é combinar a parametriza¢do do modelo feito por programas CAD a um programa de
geracdo automdtica de malha. Assim, fica claro que o campo de velocidades é necessdrio para a
atualizagdo da malha de elementos finitos. Também, sdo explicadas as diferengcas em se computar
a variacao dos funcionais de performance (tais como tensao, deslocamento ou deformacao) utili-
zando a derivada material do campo de deslocamento ou resolvendo-se um problema adjunto. O

primeiro método € denominado de método direto e o segundo de método adjunto.

Silva (1997) apresentou os conceitos de otimizacao estrutural e andlise de sensibilidade em
problemas de elasticidade linear. Implementou-se o algoritmo de programacgdo quadratica recur-
siva de pontos interiores de otimizacdo desenvolvido por Herskovits (1986), Herskovits e Coelho
(1989), o qual apresenta um alta taxa de convergéncia, apesar de ser necessario definir um ponto
inicial vidvel. Também, utiliza-se a formulacao continua de sensibilidade e o método adjunto para
escrever as expressoes de sensibilidade a mudanca de forma, para geometrias parametrizadas em
NURBS (PIEGL; TILLER, 1997). Outro ponto importante do trabalho € a defini¢cdo dos funcionais de

performance estrutural desacoplados da malha de elementos finitos.

Schleupen, Maute e Ramm (2000) mostraram que na otimizagao de forma, em todo o pro-
cesso de procura do minimo (ou maximo), com derivada fixa, a topologia da malha deve se manter
fixa. Em geral, se a malha de elementos finitos € refinada durante o processo de otimizagdo, a con-
vergéncia pode ser melhorada através do controle do erro da sensibilidade. Para isto, sdo utilizados

indicadores de erros locais, por exemplo, norma do erro do deslocamento ou norma do erro da
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tensdo aplicados a um elemento.

Silva (2003) estendeu a sua dissertagao de mestrado (SILVA, 1997) para problemas envolvendo
nao-linearidade material. Compara-se a solu¢ao numérica obtida usando o método da camada uni-
tdria e o método do contorno ficticio. O autor conclui que o método da camada unitdria apesar
de possuir a vantagem de apresentar um custo computacional baixo, pode, em alguns casos, gerar
degradacdo da malha. Essa desvantagem € proporcionada pela aplicacdo de pertubacdes somente
em uma tnica camada de elementos do contorno do corpo. J4, o método de deslocamento ficticio é
mais caro computacionalmente, porém nao se adotando um método iterativo de solugao de sistemas
lineares com precisdo baixa, o custo computacional se reduz sem impacto significativo nos resulta-
dos de andlise de sensibilidade. O maior desafio encontrado pelo autor foi acoplar o seu cédigo de
andlise de sensibilidade a um gerador de malha comercial (para isso usou-se o GiD (CIMME, 2008)
que permitisse a geracao de automatica de malha (quando a medida de distor¢ao de elementos pe-
dia alteracdo da malha) e descricdo da geometria de forma parametrizada (nesse caso utilizou-se
NURBS para descri¢ao dos contornos).

Muiioz-Rojas, Fonseca e Creus (2004) desenvolveram um método alternativo ao os métodos
da camada unitdria e dos deslocamentos ficticios. Este método consiste no uso de suavizacdes La-
placianas simplificadas (relocag¢ao nodal) para regularizar a malha durante o processo de otimizagao

em problemas de grandes deformagdes.

A aplicacdo dos fundamentos matematicos e computacionais da anélise de sensibilidade e oti-
mizacdo de forma em problema de contato linear sem atrito foram discutidos em Fancello (1993).
Devido a nao-diferenciabilidade da equacdo de estado para esse tipo de problema, apenas fun-
cionais que ndo dependem do campo de deslocamento (tais como energia de deformagdo total e
energia reciproca) foram empregados. O trabalho emprega a formulacdo continua de sensibilidade
e uma caracterizacio da geometria independente da malha de elementos finitos, tornando-se assim

o problema de otimiza¢do independente de uma discretizac¢do particular do dominio.

Em Kim (1999) empregou-se o método direto para o clculo da derivada material do campo
de deslocamento para o problema de contato com atrito envolvendo grandes deformacdes, nao-
linearidade material (material elasto-plastico) e problema de impacto. Para a anélise de resposta,

aplicou-se o método conhecido como MeshFree. Nesse método, as respostas sdo obtidas com a
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mesma precisdo, se comparadas ao MEF de baixa ordem, usando um menor nimero de graus-
de-liberdade em situacdes de grandes distorcdes de malha. Os resultados foram estendidos para
aplicacdo em problemas de conformac¢do mecanica nos trabalhos de Kim, Choi e Chen (2001)
(problemas 2D) e Kim, Kyung e Choi (2002) (problemas 3D). Porém, em geral, as matrizes sdo

mais densamente provoadas e o custo de integracido pode ser bem mais caro.

Desenvolveu-se em Herskovits et al. (2000) um algoritmo para otimiza¢do de problema de
contato sem atrito, tendo como funcio objetivo o volume (ou massa) do corpo sujeito sujeito a um
determinado valor de tensdo de von Mises. O autor divide o problema de otimizacdo em dois niveis.
No primeiro nivel a fun¢do objetivo € minimizada com respeito a varidvel de projeto. J4, o segundo
nivel, resolve-se o problema de contato através de minimizagdo da sua fun¢do de estado tendo como
restricdo de desigualdade a condicao de ndo penetracdo dos corpos, obtendo-se, assim, 0 campo
de deslocamento. Utiliza-se, como procedimento de otimiza¢do o método de pontos interiores de
Herskovits (HERSKOVITS, 1986; HERSKOVITS; COELHO, 1989).

Stupkiewicz et al. (2002) usaram um pacote de algebra simbdlica (AceGen) para realizar a
diferenciacao direta e, assim, desenvolver as equagdes de sensibilidade em um problema de contato
envolvendo plasticidade finita bidimensional. Devido aos efeitos de grandes deformacdes, o autor
utiliza a discretizag@o n6-segmento em conjunto ao método das penalidades para modelar e resolver

o problema de contato.

Péczelt e Szabd (2002) mostraram os beneficios na utiliza¢do da versdo hp do MEF para
solu¢do numérica do problema de otimizagao entre dois corpos cilindricos em contato. Assumem-
se pequenas deformacdes e linearidade material em problemas bidimensionais. A malha é sempre
ajustada, usando um procedimento de recolocacao nodal, para evitar aparecimentos de singularida-

des na interface do contato.

Choi e Kim (2005b) reuniram todos os trabalhos desenvolvidos pelo seu grupo da Universi-
dade de Iowa com relacao ao estudo de otimizag¢do de forma em problemas de contato. Sao mostra-
dos resultados envolvendo elasto-plasticidade plana e problemas de impacto. Esse livro forneceu

as bases iniciais para o desenvolvimento deste presente trabalho.

Também em 2005, Paczelt e Mréz (2005) estudaram a forma 6tima do contato levando em
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consideracdo os efeitos do desgaste provocado pelo atrito. Para isso, considerou-se a minimiza-
cdo de trés funcionais denominados de taxa de desgaste volumétrico generalizado, poténcia de
dissipacdo de atrito generalizado e poténcia de dissipa¢do do desgaste generalizado. Todos estes
funcionais sao dependentes da pressdo de contato normal e da variacdo do deslocamento tangencial
e produzem diferentes areas 6timas de contato. Utiliza-se a versao p do MEF para obter melhor
convergéncia na zona de contato. O autor mostra que para p = 8 obtém-se a convergéncia dese-
jada. Mais tarde, Paczelt e Mr6z (2007) estenderam o trabalho anterior, estudando agora os feitos
do deslizamento tangencial durante o desgaste. O processo de desgaste assume uma dependéncia
nao-linear com relagdo a tragdo de atrito e a velocidade relativa de deslizamento. Quando aplica-se
um desgaste uniforme sobre a regido de contato durante o deslizamento, o estado estaciondrio €
obtido. Demonstra-se que no regime estaciondrio os parametros usados na formulacdo do desgaste

sdo dependentes um dos outros.

Acharjee e Zabaras (2006) aplicaram a andlise de sensibilidade continua na obten¢do da
forma 6tima em projetos de ferramentaria, onde a situacdo de contato mecanico tridimensional
€ bastante presente. Aplica-se o procedimento de diferenciacdo direta para obter as expressoes de
sensibilidade. Utilizou-se o algoritmo proposto por Laursen e Simo (1993) para resolver o proble-

mas de contato. As superficies de contato foram parametrizadas usando curvas de Bézier.

Recentemente, o estudo de problemas de otimizacao de forma em contato estao mais voltados
para aplicac@o e uso de softwares comerciais. Em Vondrak e Kozubek (2009) foram utilizadas téc-
nicas de computacao paralela e decomposi¢ao de dominio para determinar a forma 6tima de contato
tridimensional sem atrito. A dissertacdo de Mirisola (2009) estudou a otimizacdo da superficie de

contato do olhal de uma biela usando o programa comercial ANSYS.
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3 Construcao de Funcoes de Forma para o Método dos Elementos
Finitos de Alta Ordem

O MEF € um método numérico utilizado na solucdo de sistemas de equagdes diferenciais
parciais. Basicamente, o MEF padrado particiona o dominio de interesse em diversos subdominios
representados por elementos, cuja solu¢do pode ser aproximada por fungdes polinomiais lineares
dentro deste subdominio. Para melhorar a precisdo da solu¢do, muitas vezes o dominio € refinado,
ou seja, o tamanho médio dos elementos é reduzido. J4, o MEF-AO tem como caracteristica aplicar
polindmios de alta ordem para aproximar a solucdo e melhorar a precisao e a taxa de convergéncia

aumentando a ordem das fung¢des.

Este capitulo tem como objetivo apresentar uma breve descri¢ao e levantar os principias con-
ceitos do MEF-AO. Isto facilitard a discussao sobre a aplicacdo do método em problemas de nao-
linearidade geométrica. Os trabalhos de Karniadakis e Sherwin (2005), Vazquez (2008), Bargos
(2009), Vos (2011) sdo as principais fontes empregadas.

3.1 Formulacao de Galerkin

Para a solu¢@o de um problema de valor de contorno, o MEF utiliza a formulacao variacional

ou a forma fraca do problema e a solu¢@o aproximada das equacdes variacionais.

Por exemplo, considere a seguinte equacdo diferencial unidimensional definida em um domi-

nio fechado Q)

= f(x) (3.1)

com condig¢des de contorno apropriadas, por exemplo,

u(a) = q (condigdo de Dirichlet) e (3.2a)
du(b

— Zl( ) = h (condi¢@o de Neumann). (3.2b)
a
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No método de Galerkin!, um caso particular do método dos residuos ponderados (KARNIA-
DAKIS; SHERWIN, 2005), a forma fraca relativa a (3.1) pode ser obtida pré-multiplicando os dois
lados da equacdo por uma funcdo peso v € V (sendo V o espaco de funcdes teste que possuem

derivadas quadrado-integraveis e cinematicamente admissiveis, v(b) = 0 onde u(b) = u).

Integra-se o resultado sobre o dominio 2, para encontrar v € U/ (espaco de solugdes admis-

siveis) tal que

b
/@d—udx:/vfdx%— vd—u : Yo e V. (3.3)
o dr dx 0 dx

a

A equacido (3.3) é também chamada de equagdo variacional e a sua solucdo € conhecida como
solugdo fraca ou generalizada (HUGHES, 2000).

Pode-se escrever o produto interno da equagdo (3.3) na forma bilinear a(u, v) discutida em
Rektorys (1980), ou seja,

a(v,u) = (v, f) Yo e V. (3.4)
O préximo passo no método de Galerkin consiste em criar uma aproximacao finita de U/ e V.
Estes espacos de fungdes sdo definidas por 4" e V", respectivamente. O superescrito h se refere

a discretizacdo ou malha, do dominio §2, parametrizado por um tamanho caracteristico /. Pode-se

dizer que U" e V" sdo subespagos de U e V, respectivamente.

A solucdo aproximada € representada por uma combinacdo linear das fungdes de base (tam-

bém denominadas de forma ou interpolacdo), isto é,
n
u' =" Ny, (3.5)
i=1

sendo NV; as funcdes de forma.

'0 método dos residuos ponderados é anterior a formulagio de Galerkin. No método dos residuos ponderados a
solucdo € aproximada através de uma combinacio linear de fun¢des de uma base. Maiores detalhes sobre o método é
obtido em Hughes (2000)
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Adotando a mesma discretizac¢do para a fun¢do v, o problema discretizado a ser solucionado

para u; € dado por

> a(Nj, Niju; = (N;, f), Vi, j €N, (3.6)

i=1

Adotando a notacao matricial, obtém-se

Au=Tf, (3.7)
sendo u o vetor de coeficientes wu;, A a matriz do sistema cuja a forma é

Alj,i] = a(N;, N;), (3.8)
e o vetor f € dado por

flj] = (N;, f). (3.9)
3.2 Funcoes de Forma

A discretizagdo em elementos finitos comeca pela decomposi¢do do dominio {2 em uma ma-
lha |I"| formada por elementos de forma regulares como por exemplo quadrilateros e/ou tridngulos

tal que

a=[J o, (3.10)

ye I’

Cada elemento do dominio {2, é imagem de um elemento do espaco de referéncia €),.;.
Por exemplo, para um elemento quadrado qualquer, existe uma relacdo biunivoca relacionando as

coordenadas fisicas (1, z2) do elemento €2, a coordenada dos sistema de referéncia (£, &). Essa
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relagdo, denominada de mapeamento, para esse exemplo, € dada por

Ty = map¥(£17£2>7 (3.11)
To = maps (&1, &2) (3.12)

e poder ser visualizada na Figura 3.1.

Af? A.TQ

map

01 T T

S 1) & g

(0,-)

Figura 3.1: Relagdo entre o espago de referéncia e o espaco de dominio para um elemento quadri-
latero.

Analogamente, pode-se estender o mapeamento para a as coordenada x3, ou seja,

€T = mapz(&lu 52753); (313)
T = mapg(&lu 527 53)7 (314)
x5 = mapy (&1, 2, §3)- (3.15)

3.2.1 Funcoes de Forma 1D

Um dos principais aspectos ao se estudar o método de elementos finitos de alta ordem ¢é
estudar a técnica conhecida como expansdo da base ou tensoriza¢do que consiste na construcao de

func¢des de forma 2D e/ou 3D a partir do produto tensorial das fungdes 1D como visto em Vazquez
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(2008).

Uma das possibilidades € escrever as funcdes de forma unidimensionais na base nodal em
termos dos polindmios de Lagrange®. Supondo um elemento unidimensional definido 2 = {&;| —
1 < & < 1} edado um conjunto de P+ 1 pontos nodais nesse dominio, os polindmios de Lagrange

podem ser escritos na forma de quociente de produtos da seguinte maneira

Hf Oqsﬁp(gl —&,)
q Oq;ép(é-lp g )

hl(&) = (3.16)
sendo h)(&;) =

Costuma-se empregar a seguinte notagao para definir as fungdes de forma de vértices e inter-
nas (VOS, 2011)

s(1 =&)L (&), p=0,
(&) = 31+ &) L5 (&), p="P, (3.17)
M1-&)1+&)Lh2(&), 0<p<P.
sendo
- IO - &)
£76) =~ e 3.18
! (51) q Oq?ﬁp(glp & ) ( )
Lr72(&) = - L (S it 510

Hq:O,q#p<£1p - §1q) 7

2Existem outras possibilidades de escrever as fungdes de forma. Por exemplo, em Karniadakis e Sherwin (2005)
sdo utilizados polindmios de Jacobi para descrever as fungdes de forma. O polindmio de Jacobi é muito utilizado para
representar funcdes de alta-ordem por serem ortogonais.
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3.2.2 Funcoes de Forma 2D e 3D

As funcdes 2D e 3D estudas neste trabalho consistem nas fungdes de forma para os elementos
quadrado e hexaedro. Dessa maneira, ndo serdo tratados aqui, a constru¢do das fun¢des de forma
para os elementos triangulo e tetraedro (VAZQUEZ, 2008; BARGOS, 2009).

O elemento quadrilateral definido em ©,..; € dado por um quadrado unitdrio Q* = {(&,&) €
[—1,1]®[—1,1]}. Assim, as fun¢des de forma para este elemento serdo dados pelo produto tensorial

das fun¢des unidimensionais nas dire¢des (€1, &2) através dos indices p e ¢ mostrados na Figura 3.2

A &
& 1
1
1 0 1 A
q
-1
1 2 @—@ >
1 P 1 @
(a) Procedimento de tensorizacdo. (b) Elemento quadrado definido

em ..

Figura 3.2: Constru¢ao das fung¢des de forma para quadrados através da tensoriza¢do das funcoes
unidimensionais (VAZQUEZ, 2008).

Para o elemento quadrado, a forma geral das fun¢des de forma que representam o resultado

da tensori¢do das func¢des 1D é dado por

Ni(81,62) = 9p(&1)9q(&2), 0<p,g<P (3.20)

e a solucdo aproximada u(&y, &>) € obtida pela seguinte expressdo

P P
51752 Z N 51752 ZZ% 51 ¢q 52 Upq- (3.21)

neN p=0 ¢=0
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Jé para o hexaedro unitdrio, dado por Q% = {(£1,&,&) € [-1,1] @ [-1,1] ® [[-1,1]}, as

suas fungdes de forma sdo dadas por

Nu(&1,62,83) = 0p(61)0¢(§2)Pr(&3), 0 <p,q,r < P.

(3.22)
De forma anédloga ao quadrado, a solug¢do aproximada é
P P P
u(€,6,8) = 3 Nal€1.6,8)un = D ) ) 6,(61)0(62)60 (E3)tpar- (3.23)
nenN p=0 q=0 r=0
A Figura 3.3 ilustra o processo de tensorizacdo usando os indices p, g e 7.
& A &
1
1
r (1,11
q ™,
0 &
53
1 ® .—. 4’ / Ei (-1,-1,-1)
-1 P
(a) Procedlmento de tensorizagdo. (b) Elemento hexaedro definido

c€m Qref-

Figura 3.3: Construgao das fung¢des de forma para hexaedros através da tensorizac@o das fungdes

unidimensionais (VAZQUEZ, 2008).

O uso de produto tensorial para outros elementos tais como tridngulos e tetraedros podem ser

vistas nos trabalhos de Karniadakis e Sherwin (2005) e Vazquez (2008).
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3.3 Integracao Numeérica

A integragdo numérica € um procedimento numérico intrinseco ao MEF, sendo a quadratura
de Gauss a técnica de integragdo mais utilizada por sua alta precisdo em integrar fun¢des sendo o

integrando, u (&) suave o suficiente.

O conceito fundamental da quadratura de Gauss consiste em aproximar uma integral por uma
soma finita. Para uma fun¢do unidimensional u(§), definida em Q' = {¢ € [—1,1]}, a integral

numérica usando o quadratura de Gauss para () — 1 pontos € representada por

1 Q-1
[ e~ Y wate), (3.24)

1 i=0

sendo w; e &, respectivamente, o peso e a coordenada do ponto de integracdo para () pontos de

integracdo dentro do segmento.

Como mostrado nos trabalhos Karniadakis e Sherwin (2005), Bittencourt (2005), Vazquez
(2008) e Bargos (2009), a inclusdo ou ndao dos nés finais do segmento pode definir regras de inte-

gracdo diferentes como Gauss-Legendre, Gauss-Radau-Legendre, Gauss-Lobatto-Legendre.

Para um quadrado unitdrio Q2 e um hexaedro unitdrio O a integracdo numérica sobre esses

dominios sdo definidos da seguinte forma

1 1 Q1—-1Q2—-1
| [ wagasia Y3 vt (3.25)

i=0 =0

Q1—-1  Q2-1 Qs3—1

1 gl
/1/1/1u(§1,§2,§3)d§1d§2d§3 ~ Z w; Z w; Z wiwjwru(,, &2, E3,), (3.26)
o =0 =0 k=0

respectivamente.

Porém, nem sempre o elemento unitdrio definido em €2, coincide com a forma do elemento
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definido no espago em (2. Dessa forma, a solucdo interpolada para um elemento quadrado arbitra-

rio deve ser definida como

u(zy, x2) = Z No(mapy (z1, 22), (mapy ™ (21, 22) )un, (3.27)
neN

sendo map; 1 um operador de transformacéo de coordenada de (xy, z5) para (&1, &;). De maneira

semelhante, o conceito se estende para um elemento hexaedro arbitrario definido em {2, como

(@, @y, w3) = > No(mapy (21,2, 23), (mapy (21, 72, 3), (mapy (w1, @3, 73)) .
neN
(3.28)

Assim, para realizar a integracdo numérica de uma funcio tridimensional descrita em um

hexaedro arbitrdrio (2, deve se aplicar uma mudanga de coordenada de tal forma que
/ u(xy, o9, viz)dridradry = / u(&1, &, &) det () || d€1dEadss, (3.29)
Q, Qres

sendo J a matriz do Jacobiano que define a transformacdo de coordenada. A expressdo geral € dada

por

01'1 81’2 01'3
06 06 06
. X1 81’2 01'3
det(J) = |5 5 9 6| (3.30)
0:)31 81’2 01'3
06 0§ 06

A expressao para um quadrado arbitrario pode ser obtida omitindo-se o termos dependentes de &3

€ T3.
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3.4 Calculo das Derivadas

Sabendo que em muitos problemas de mecanica estrutural o MEF faz uso de derivadas na
definicao de operadores € necessdrio, dessa maneira, calcular o valor dessa derivada nos pontos de
quadratura para resolver a integral considerada. Emprega-se a diferenciacdo por colocac¢do con-
forme Vos (2011).

Considerando uma fungdo arbitrdria unidimensional u(¢), definida em Q' = {¢; € [-1,1]},

esta funcdo pode ser aproximada por

-1

u(§1) ~u (51) = hj(gl)u(&j), (3.31)

J

O

Il
o

sendo () o nimero de pontos de integracdo, h; sdo os polindmios de Lagrange dados pela seguinte

equagdo (3.16). Assim, a derivada de u(§) € calculada por

Q

1
W) 27 S e 6:32)
=0

s~ d¢

sendo d;; o elemento da matriz de diferenciagio dada por

dy = —2212 (3.33)
Assim, com essa técnica pode-se calcular o valor da derivada da func¢do no ponto de integra-
¢ao baseado nos valores da funcdo calculada no mesmo ponto.

Por exemplo, para um elemento quadrado unitdrio Q2, a derivada parcial com respeito a &;

pode ser resolvida como

Quitr, &)  OuM(€,.6) s dhil&y),
agl ~ 851 ; ]go d£1 h] (5%)“(511'7 523')' (3.34)
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Devido a propriedade de colocagdo para a representacdo de Lagrange, h;({;) = d;5, pode-se

simplificar a equacdo (3.34) para a seguinte forma (VOS, 2011)

-1Q-1

= dyibjsu(ér,, &s,) deu £1,,62,)- (3.35)

i

o
o

auh (517- ) 523)
9

i
o
.

Il
o

sendo d,; o coeficiente da matriz de derivadas dada por (3.33). A derivada parcial com relagdo &, é

expressa por

O 51“52 deu &0 62,). (3.36)

O conceito € facilmente estendido para um elemento hexaedro qualquer, bastando acrescentar as

coordenadas &3 e x3. Assim a derivada parcial com relagdo a &3 & calculada como

auh (517‘ ) 523 ) £3t )
93

Q-1
=Y dyulé, &, &) (3.37)
=0

O préximo passo € apresentar a diferenciagdo com relag@o as coordenadas (x1, o, 73). essa

diferenciagdo € feita utilizando a inversa da matriz do Jacobiano, ou seja,

ou _81’1 81’2 83)3- -1 %
Oy 851 851 851 %51

ou Oor; Oxy Oxs u
_ _ 3.38
Ox 0& 06 0& %52 538
u

8U 81’1 81’2 8373

|96, 06, 06 ] |0&

833‘3

Se o elemento possuir lados curvos, ou o elemento for muito distorcido, o Jacobiano sera

préoximo de zero ou até mesmo negativo, e a integracao nao sera exata.

Os conceitos do MEF-AQO apresentados anteriormente trazem uma série de dificuldades com-
putacionais. Cabe mencionar a geracao de pontos de integracdo e colocagdo, assim como das fun-
coes de interpolacdo para elementos 2D e 3D. Além disso, as matrizes dos elementos sdo mais

densas e com maior nimeros de condi¢do acarretando um grande esfor¢co de armazenamento e
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computacdo. Esses aspectos sdo cruciais no desenvolvimento de uma arquitetura de software para
o MEF-AO.

Assim, esse capitulo apresentou todos os elementos primordiais na formulacdo do MEF-AO

que serdo empregados na discretizacdo do problema de grandes deformacgdes e na construgdo de

um programa de MEF-AO orientado por objetos.
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4 Problemas de Grandes Deformacoes

Na descricao linear do movimento de um corpo sélido, assume-se que os deslocamentos e
as deformacdes sdo infinitesimais e a resposta do material € linear. Nesse contexto, ndo existem
diferencas entre as configuracdes deformada e nao deformada. No entanto, em problemas de ndo
linearidade geométrica, os efeitos da mudanca da geometria sdo considerados, pois tais mudangas
muitas vezes sdo grandes. Assim, torna-se imprescindivel realizar a distin¢cdo entre as geometrias
nao-deformada e deformada. Consequentemente, sdo feitas distin¢cdes entre as varias medidas de

deformacao e tensao.

Para o caso de grandes deformagdes, determinar a resposta do material do corpo com relacdo
a sua deformacgao é de extrema importancia. Dessa forma, estabelece-se o equacionamento mate-
matico que representa o comportamento idealizado do material em questao. Esse equacionamento
matematico é denominado de lei constitutiva. O enfoque, aqui, serd dado as equagdes constituti-
vas que correlacionam as componentes de tensao as componentes de deformacgao dentro do regime
nao-linear. Serd utilizado o material neo-Hookeano compressivel, considerado pela literatura como

o mais simples dos materiais hipereldsticos.

Este capitulo apresenta os conceitos de Mecanica do Continuo nao linear para que em seguida
desenvolvam-se as formas matriciais a serem implementadas em um cédigo de elementos finitos
de alta ordem. Os trabalhos Reddy (2006), Bathe (1996), Belytschko, Liu e Moran (2000), Bonet
e Wood (2008), Bhatti (2006), Holzapfel (2000), Ogden (1997), BASAR e Weichert (2000) sdo
excelentes referéncias sobre o assunto e encontram-se outros tipos de materiais como 0s materiais

de Ogden e Mooney-Rivlin, os quais ndo serdo tratados nesse presente trabalho.

4.1 Cinematica do Continuo

Considera-se um cendrio no qual um corpo deformavel € submetido a esfor¢os externos.
Tais esforcos fazem com que a geometria inicial seja alterada, ocorrendo, assim, uma deformacao.
Segundo Reddy (2006), se o carregamento aplicado for dependente do tempo, a deformagdo do

corpo serd uma funcdo do tempo. No entanto, se o carregamento for aplicado vagarosamente (em
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pequenas quantidades a cada instante), a deformacdo serd dependente apenas desse incremento de
carregamento. Em ambas as consideracoes, as forcas internas e externas se equilibram ao final do

processo de carregamento do corpo.

Para entender melhor o processo de deformacgdo do corpo, a Mecanica do Continuo define
os conceitos de configuracdo e movimento. Também, € preciso estabelecer as nomenclaturas e
notagdes que serdo utilizadas nesse trabalho. Dessa forma, seja o corpo deformavel, representado na
Figura 4.1, submetido a um processo de deformacao. No tempo ¢ = 0, tem-se a configuracdo inicial
representada por Cy. Supondo que o processo de deformagao se encerre em ¢ = 1, C; representard a
configuragdo deformada. Na configuragdo inicial, o ponto P ocupa a posi¢do X (X7, X», X3), sendo
(X1, Xs, X3) as coordenadas materiais. Depois de aplicado um carregamento, o corpo deforma-
se e 0 ponto P passa a ocupar a nova posi¢ao x(z1, xs, r3), sendo (z1,xs, r3) as coordenadas

espaciais do ponto P na configuracao deformada.

O movimento pode ser expresso por um mapeamento ¢ entre as configuracoes inicial e de-

formada, isto €,

x = ¢(X,1) 4.1)

Na descricdo Lagrangiana, o movimento do corpo é dado em termos da configuracdo
de referéncia. Frequentemente, adota-se a configuracdo inicial como configuracdo de referén-
cia. Nesta descricdo, a coordenada corrente € expressa em funcdo das coordenadas materiais
X = (X1, Xs, X3) e do tempo ¢, ou seja,

x =x(X,1). (4.2)

As quantidades medidas sobre o corpo sao descritas, também, em termos das coordenadas materiais

e do tempo ¢. Por exemplo, para a densidade do corpo denota-se

p=p(X.1). (4.3)
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X3, 13

Figura 4.1: Descri¢cdes material e espacial e o vetor de deslocamentos u (BONET; WOOD, 2008).

4.1.1 Tensor Gradiente de Deformacao

Considere dois pontos P e () de um corpo, como mostrado na Figura 4.2, na configuracio
inicial Cy. Os vetores posi¢do de P e () sdo denotados por Xp e X, respectivamente. A posi¢do

relativa entre P e () em Cy € dada por

dX = Xg — Xp. (4.4)

Ap6s o processo de deformacio, os pontos P e () sdo denotados, respectivamente, por p e ¢
na configuracdo deformada C. O vetor posi¢do relativa na descri¢do C € representado da seguinte

forma

dx = x, — X,. 4.5
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Co(tempo t = 0)

Figura 4.2: Deformacio de um elemento P() em um meio continuo (REDDY, 2006).

Os vetores deslocamentos, u, dos pontos P e () sdo dados, respectivamente, por

up = X, — Xp, (463)
g = X4 — XQ. (461’))

Na anélise de deformacao finita, uma das quantidades mais importantes a serem calculadas
€ o tensor gradiente de deformagdo, F. Este tensor de segunda ordem fornece a relagcdo entre as
quantidades calculadas antes e depois do processo de deformagao. Assim, um segmento material

dX se relaciona com o segmento espacial dx como,
dx = F dX, 4.7)
sendo o gradiente de deformacdo F dado por
ox\ "
F=(—| = T 4.
(8X) (VOX) ) ( 8)

e V o operador gradiente com respeito ao vetor de coordenadas materiais X. Pode-se, também,
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escrever a relacio
dX = F ! dx. (4.9)

O tensor inverso do gradiente de deformagio F~! é dado por

F!= g—f = VX, (4.10)

e V o operador gradiente com respeito ao vetor de coordenadas espaciais X.

O determinante do gradiente de deformacdo € denominado Jacobiano do movimento segundo

(REDDY, 2006) e serd denotado por .J. O tensor F ndo € simétrico.

4.1.2 Tensor Gradiente de Deslocamentos

O gradiente de deslocamento € obtido pela diferenca entre os elementos espacial dx e material

dX, ou seja,

du =dx — dX = FdX — dX;

4.11)
= (F - 1)dX = Vou dX,

sendo I o tensor identidade de segunda ordem e Vyu o tensor gradiente de deslocamento na

configuragdo material dado por

Vou=F -1 (4.12)

4.1.3 Tensores de Deformacao

Como apresentado na Figura 4.2, a diferenca entre dois pontos P e () na configuragao inicial
¢ dada por dX. J4 na configuracdo deformada essa diferenca (lembrado que nesta configuracio

os pontos sdao denotados por p e q) € representada por dx. Deseja-se, entdo, medir a variagdo da
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distancia dX entre os pontos P e () quando o corpo se deforma e os pontos movem-se para as novas

posicgdes p e g, respectivamente.

O quadrado das distancias entre os pontos materiais P e () e os pontos espaciais p e ¢ sdo

dadas, respectivamente, por
(dS)? = dX - dX, (4.13)

(ds)? = dx - dx = (FdX) - (FdX) = dX - (F'F) - dX
= dX - CdX,

(4.14)

sendo C um tensor simétrico, denominado tensor de deformacdo a direita de Cauchy, e definido

como

C=FTF. (4.15)

A mudanca do quadrado das distancias entre os pontos P e () na configuracdo material e p e
q na configuragdo espacial, calculada tomando-se como referéncia a configuragao material, fornece

a medida de deformacao denominada de tensor de deformacdo de Green-Lagrange, isto €,

(ds)? — (dS)? = (dX - CdX) — (dX - dX)

(4.16)
=dX - (C—-1)dX =2dX - EdX,
sendo E tensor simétrico de deformacgao de Green-Lagrange dado por
L
E= (C—I):—(F F—I)
2 (4.17)

(NN NN

[(Vou)” + (Vou) + (Vou)" (Vou)] .

E evidente que quando o corpo nio se deforma, tem-se E = 0. Isso resulta do fato que nio h4
mudanca entre as distancias dos pontos nas configuracdes material e espacial, ou seja, o gradiente

de deformacdo é F = I.
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Entretanto, no caso de deformacdes infinitesimais ndo € feita distin¢do entre as configuracoes
material e espacial. Neste caso, tem-se o tensor de deformacdo infinitesimal E*, o qual € represen-
tado, de acordo com Spencer (2004), por

E* = %[(Vou) +(Vou) == (F+F") - L (4.18)

N~

Fica evidente que E* é simétrico e calculado omitindo-se os termos ndo-lineares do gradiente de

deslocamento.

4.2 Medidas de Tensao

Considere o corpo mostrado na Figura 4.3, em sua configuragdo deformada, para um ele-
mento de drea espacial da em torno de x do ponto ¢ com normal n e um diferencial de forca df (n).

Neste cendrio, o vetor tensdo é dado por

df
t(n) = —. (4.19)
da
O tensor de tensdo de Cauchy o é definido como um tensor simétrico dado por
df =tda = o(nda) — t = on. (4.20)

Nos trabalhos de Bonet e Wood (2008), Ogden (1997), Holzapfel (2000), Belytschko, Liu e
Moran (2000), prova-se que o tensor o € simétrico através das equagdes de equilibrio em termos
de momentos. O tensor de tensdo de Cauchy o € espacial.

Se o diferencial de forca df for representado como o produto da tensao pelo diferencial de
area nao-deformada dA, é necessario definir uma nova medida de tensdo, denominada primeiro
tensor de tensdo de Piola-Kirchhoff P ou também conhecida como tensdo nominal (BELYTSCHKO;
LIU; MORAN, 2000). O tensor P € definido pela seguinte expressao

df = P(NdA), 4.21)
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Figura 4.3: Representacdo da forca de superficie (BONET; WOOD, 2008).
sendo N o vetor normal na descricdo material.

O primeiro tensor de tensao de Piola-Kirchhoff ndo € simétrico. Por essa razdo, prefere-se

usar uma segunda forma de representacdo do tensor tensao na configura¢do nao-deformada.

A forma simétrica de representag@o do tensor de tensdo na configuragdo material é denomi-
nada segundo tensor de tensdo de Piola-Kirchhoff e denotado por S. Utilizando-se de uma forma
andloga a apresentada na equacgdo (4.9), pode-se transformar o vetor de forca df na configuracio

deformada para uma representacdo material dF, ou seja,

dF = F~'df = F"}(PNdA) = (PF7)NdA = SNdA. (4.22)

4.3 Equacoes Constitutivas

Os materiais denominados hipereldsticos homogéneos pressupdem a existéncia de um funci-

onal de energia de deformacdo que depende somente do gradiente de deformagio, isto é, W(F).
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Sabendo-se que o material hipereldstico deriva do material eldstico, pode-se escrever as se-
guintes funcdes de resposta para o primeiro tensor de tensdo de Piola-Kirchhoff e ao tensor de

tensao de Cauchy

_ _ OY(F)

P=6(F) =" (4.23)
_ _ 71 =T __ —18\II(F) =T _ 7-1 a\II(F) g

o =g(F)=J'PF =)= CF =] F( o ) , (4.24)

sendo g e & as fungdes de resposta do material associadas ao tensor de tensdo de Cauchy e ao

primeiro tensor de tensao de Piola-Kirchhoff, respectivamente.

As equacdes (4.23) e (4.24) sdo conhecidas como equagdes constitutivas, as quais, estabele-
cem um modelo que aproxima o comportamento do material devido a uma ac¢ao de deformacao. Um
material considerado perfeitamente eldstico € definido como um material cuja dissipacdo interna
de energia é zero (HOLZAPFEL, 2000). Assim, tem-se

Dipi=P:F-Vv=(P— :F=0. 4.25
Como F e, consequentemente, F sio arbitrarios, a expressao <P — a\lé_g?)) deve ser zero, recupe-

rando a equacao (4.23).
Em Holzapfel (2000), mostram-se as consideracdes e dedu¢des matematicas que sao utiliza-

das para se obter as formas equivalentes dos funcionais de energia de deformacao. Assim, pode-se

escrever o funcional como

U(F) = ¥(C) = U(E). (4.26)

4.3.1 Formas reduzidas das equacoes constitutivas

Aqui serdo definidas as formas reduzidas das equagdes constitutivas para o material hipere-

lastico, considerando deformacao finita.
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Derivando-se o funcional ¥(F) = ¥(C) com relagdo ao tempo, obtém-se

(") #] =] (*5c) ¢

—tr [N(C) (F'TF + FTF)] — o (aW(C)FTF) .

\il:tr

(4.27)

0C 0C

A equacdo (4.27) € vélida para qualquer tensor F. Sabendo que C é um tensor de segunda or-
dem simétrico, o gradiente de W(C), usado na equacdo (4.27), também serd simétrico. Da equacédo

(4.27), conclui-se que

<a\p(F))T _9%(OC) (4.28)

OF 0C

Substituindo (4.28) em (4.24), tem-se a equacgao constitutiva reduzida para o tensor de Cauchy

- U (F) - (C) or
g [(OU(E _ 120 (C)
oc=JF ( ) =2JF F,

(4.29)

lembrando que J = det F.

As expressoes para o primeiro tensor de tensdo de Piola-Kirchhoff (P € ndo simétrico) e para

o segundo tensor de tensdo de Piola-Kirchhoff (S € simétrico) sdo, respectivamente,

P =2F 0\15(00)’ (4.30a)

S = Qag(cc) = &ggl), (4.30b)
notando que E = £(C —1I).

A funcdo resposta do material da equacdo (4.23) é dada por

o — 29Y(©) (4.31)

0C
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4.3.2 Materiais Hiperelasticos Isotropicos

Um material é considerado isotropico se a sua relacdo tensdo-deformacao, obtida experi-
mentalmente, € a a mesma em todas as direcdes. Sabendo disso, deve-se representar esse fendmeno
fisico em um modelo matematico que permita a realiza¢do de simula¢do computacional com grande
precisdo. Logo, nessa secdo apresentam-se 0s conceitos principais para caracterizar o modelo mate-
matico de um material hipereldstico isotropico. Maiores detalhes podem ser obtidos nos trabalhos
de Ogden (1997), Holzapfel (2000), Bhatti (2006), BASAR e Weichert (2000), SOUZA NETO,
PeriC e Owen (2009).

Considere um ponto material X de um corpo eldstico continuo que ocupa uma regido {2y no
instante de tempo ¢ = 0. Um movimento ¢ mapeia o ponto X € ) para x = (X, ) € Q em um

instante ¢.

Se um movimento de corpo rigido for imposto na configuragao de referéncia, isso fard que o
corpo, que antes ocupava a regido €y, seja transladado por um vetor c e rotacionado por um tensor

ortogonal QQ de acordo com
X" =c+ QX. (4.32)

Assim, o corpo move-se da regido (), para a nova regido {2 (nova configuragio de referéncia), e o

ponto material X para uma nova localizacdo material X* € €.

Para um movimento diferente, tal que x = ®*(X*, ¢) move {2 para a configuragdo €2, tem-se

x = &(X, 1) = &*(X, 1). (4.33)

Usando a regra da cadeia e a relac@o dada pela equacdo (4.32), o gradiente de deformacao F

pode ser escrito como

ox ox .
=% aX*Q =F*Q. (4.34)
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sendo F* o gradiente de deformacao relativo a regido ().

Usando a equagdo (4.34) escreve-se F* como
F*=FQ". (4.35)
Quando o material considerado € isotrdpico com relagdo a sua configuracio de referéncia €2,

os valores da energia de deformacao V(F) e U(F*) sdo iguais para todos os tensores ortogonais Q.

Pode-se assim escrever o funcional de energia de deformagao da seguinte maneira

U(F) = U(F*) = U (FQT). (4.36)

Conclui-se a partir da equagdo (4.36), que para qualquer movimento imposto a um corpo
eldstico em uma configuracdo de referéncia translada e/ou rotacionada, se a energia de deformacgao

no tempo ¢ for a mesma, o material serd isotropico.

De acordo com Holzapfel (2000), o funcional de energia também pode ser expresso em fun-

¢do do tensor a direita de Cauchy-Green, isto &,

U(F) = ¥(C). (4.37)

Se o material for hipereléstico isotrépico, pode-se afirmar que

U(C) = ¥(C*) = U(F'F*) = U(QF'FQT). (4.38)

Sabendo que C = F”F, pode-se reescrever a equacio (4.38) como

U(C) = ¥(QCcQh). (4.39)

Mostra-se em Holzapfel (2000) que para um material hipereldstico isotropico, tem-se que
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U(C) = ¥(b), ou seja, pode-se escrever o funcional de energia de deformacdo em termos do
tensor a esquerda de Cauchy-Green.

4.3.3 Equacoes constitutivas em termos dos invariantes

De acordo com Spencer (2004), os trés invariantes principais de C sao

I, = trC, (4.40a)
1

I = 5[(tr(3)2 —trC?], (4.40b)

I3 =det C =detF. (4.40¢)

Para se determinar a equacdo constitutiva para o material hipereldstico isotrépico em ter-
mos dos invariantes de deformacao, diferencia-se W(C) = ¥(Iy, I5, I3) com respeito ao tensor C.
Assume-se que ¥ (C) possui derivadas continuas com respeito aos invariantes I, /5 e I3. Usando a

regra da cadeia, obtém-se

oU(C) VAL,  OVIL, OV oI,

et T A R 4.41
9C 9L oC oL, aC ' oL, aC 4h

As derivadas dos invariantes com relacio ao tensor C sao dadas por

oL owC  09(I:C)

ac —ac ~ oCc ¢ )

812 . 1 3tr(C2) .

oly 1

L =1C (4.42¢)

Substituindo as equacdes (4.41) e (4.42) em (4.30b), obtém-se a forma mais geral da rela-

cdo tensdo em termos dos trés primeiros invariantes, o qual caracteriza o material hipereldstico
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isotropico sob deformacgao finita

S=2

ov(C) ov ov ov ov
=2|—+LH— |I-—C+—C . 4.43
9C [(afl * 18]2) FTAREFTA (443)
Pré-multiplicando-se ou pés-multiplicando-se a equagao (4.43) por C o resultado € o mesmo, o que

€ uma consequéncia da isotropia do material.
4.3.4 Tensor de Elasticidade

Na descricao material, o tensor eldstico € dado por

S 0S;
D=2— ou Dy = 2—2, 4.44
50 jkl ac,, (4.44)
sendo 7, 7, k,l = 1,2, 3 os indices do tensor de quarta ordem. O tensor [D caracteriza o gradiente da
funcdo S e relaciona o trabalho-conjugado entre os tensores de deformacao e tensdo como mostrado

em Holzapfel (2000). Este tensor mede a mudanga que a deformagao provoca sobre a tensao.

Lembrando que E = (C — I)/2, a equag@o (4.44) pode ser reescrita

08 03,

p=22 Diy = 220
o M= Ok,

(4.45)

Assumindo a existéncia de um funcional de energia W, entdo S pode ser derivado de ¥ de

acordo com S = 20¥/0C. O tensor eldstico é também definido como

0*U 0>
0CoC o ikl 0C;0Cy’

(4.46)

Logo, pode-se definir a equagdo que representa, de forma mais geral, o tensor material para
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um material hipereldstico qualquer em fun¢@o apenas dos seus trés invariantes principais, isto €,

D—Qa—s 482\II(II7127I3>

oC 0CoC
=cl@l+6IC+CeD)+aIxCt+C eI (4.47)
+c(CoC)+es(CeCt+C'eC)
+(CTRC )+ (CTOC™Y) + gl
sendo os tensores de quarta ordem C~! © C~! e I definidos por
—1 -1 1 1 1
(C o C )ijkl = §(Czk C; 1+ Cl C]k) (4.48)
J4, os coeficientes ¢y, .., cg sdo dados por
0*W 0*W ov 0*U )
4 21 — + 17
“@= (8[18[1 Tehonen Tan T 012012) !
0*W 0*w
=—4 I
= <8Il o, T 8128]2) !
0*W 0*W
=4 L3———
& ( Sanon, 30[2613) ’
0*W
g =4———,
91,01, (4.50)
o 9Y
2 1,01,015
ov 0?W
=4(1I I
‘= ( oI, 30[38[3) ’
ov
= —41.
JoLy
_ 9
812 V

Para um material hipereldstico isotrépico, o tensor D satisfaz as seguintes condi¢des de sime-
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tria

Dijui = Dyiij = Djire = Dijux.- (4.51)

A seguir, apresentam-se as simplificacdes realizadas para o caso particular de um material

hiperelastico isotrépico conhecido como neo-Hookeano.
4.3.5 Material neo-Hookeano Compressivel

Sado muitos os funcionais de energia de deformacgdo usados para descrever propriedades elds-
ticas de materiais compressiveis e incompressiveis como visto em Holzapfel (2000), BASAR e
Weichert (2000). Para um material hipereldstico isotrépico compressivel, tem-se o caso particular
conhecido como material neo-Hookeano compressivel. Possui as caracteristicas encontradas em um
material linear eldstico (BONET; WOOD, 2008) e o seu funcional de energia é definido da seguinte

forma
U= §(ln det F) — plndet F + SH (trC — 3) (4.52)

sendo \ e i os parametros do material, conhecidos como constantes de Lamé, e dados por

vE

A AT —w) (4.53a)
E
=St (4.53b)

Percebe-se que para esse material, /o, = 0. Logo, pode-se simplificar as equagdes (4.43) e

(4.47) e escrever o segundo tensor de tensdo de Piola-Kirchhoff como

S=uI—-C™ ")+ Aln(det F)]C™", (4.54)
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O tensor de elasticidade na descri¢do material é dado por
D=XNC'®C™)+ (u—Aln(det F))(Cto C™) (4.55)
ou em notac¢do indicial

Dijr = AC Ot + (n— An(det F))(C;'Cot 4+ G PO, (4.56)
4.4 Principio do Trabalho Virtual

O Principio do Trabalho Virtual (PTV) assume que a soma dos trabalhos virtuais externos
e dos esforcos internos, provenientes da deformacdo, seja igual a zero para qualquer agdo virtual,

1sto é

5W = 5I/I/int - 6W6Xt = 0 (4.57)

No PTV, as grandezas cinemdticas sdo escritas em termos de deslocamentos virtuais ou.

Assim, € necessdrio definir as medidas de deformacao virtual, as quais serdo escritas em funcio de
ou.

Como primeira medida de deformacdo virtual, tem-se o tensor gradiente de deformagdo vir-

tual dado por

0F = Vo 0F;; = 4.5
odu ou i= g X, (4.58)
O inverso do tensor gradiente de deformagao virtual é representado por (HOLZAPFEL, 2000)
1 —1 1 1 —1 _1 O0uy,
OF " = —-F (VyouF ) = —F "Viu ou OF; = —Fy E (4.59)
Lj
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Nota-se que a relacio
Viu = VoduF ! (4.60)

¢ uma transformacao vélida como apresentada em (BONET; WOOD, 2008; HOLZAPFEL, 2000).

Com base nas equagdes (4.58) e usando a defini¢do do tensor de Green-Lagrange dado por

(4.17), pode-se estabelecer o tensor de deformagao virtual de Green-Lagrange 0E

SE = = [6(F")F + FF]

[(F"Voou)” + F"'V,ou] (4.61)

N DN — DN -

[(Voou)"F + F'Véu] .

4.4.1 Principio do Trabalho Virtual na Descricao Material

Denota-se o dominio e a superficie do corpo continuo na configuragdo espacial C, respecti-

vamente, por 2 e 0S2 e por {2 e 92y na descri¢do material C .
Logo, o trabalho virtual realizado pelas forgas internas, 6W;,,;, é dado pelo produto interno

entre o segundo tensor de tensao de Piola-Kirchhoff S e a deformacao virtual de Green-Lagrange
0E

Wi = / S: IEdV. (4.62)
Qo

sendo dV o diferencial de volume na configuracio inicial. Observa-se que S e E sdo pares de

tensores conjugados energeticamente conforme definido em (BONET; WOOD, 2008).

A parcela referente ao trabalho virtual externo é dada por

OWext = / f-oudV +/ t-oudA (4.63)
QQ 890
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sendo f o vetor de forga de corpo, t é o vetor de for¢a de superficie e dA € o diferencial de éarea.

Todas as quantidades sdo calculadas na configuracio inicial C,.

Finalmente, de acordo com Bonet e Wood (2008), pode-se estabelecer a equagdo para o PTV

na descri¢do material como

oW = S:5EdV—/

f-5udV—/ t-oudA=0. (4.64)
Qo Qo Q0

4.5 Carregamento Dependente da Deformacao

Carregamentos concentrados na direcao dos eixos (X7, X2, X3) s@o forgas classificadas como
ndo dependente da deformacdo, pois, a direcdo de aplicagdo da carga, mesmo apds O processo
de deformacgdo, permanece inalterada. Esse € uma hipétese vélida para problemas de pequenas
deformagdes. Porém, se uma pressdo uniforme p for aplicada sobre um elemento de area da, o
vetor de forca de tracdo t representado por t = pn serd dependente da direcdo normal. Assim,
na hipétese de grandes deformacdes, € necessdrio analisar o trabalho virtual realizado por esse

carregamento 6 W2,.

Na configuragio deformada C, §WZ, é representado na forma vetorial por

OWeE, = / p n-(du) da (4.65)
G19)
sendo n o vetor normal a superficie carregada na configuragao C.

Percebe-se pela equacao (4.65) que a magnitude do elemento de drea e a orientagdo do vetor
normal sdo dependentes da deformagdo. Dessa forma, qualquer modificacdo na geometria afeta
diretamente a condi¢do de equilibrio, o que resultard no aparecimento de uma rigidez associada
a pressdo aplicada. Esse fato torna-se mais claro ao ser realizado o procedimento de linearizacao

sobre 0WZ,, como serd visto mais adiante.
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Para um problema 3D, o vetor normal a uma superficie possui a seguinte representacao

Ox  Ox
e~

n=_% % (4.66)
&l
31 082

A magnitude da area é fornecida por

ox  0Ox

da = ||=— X —|| d&d 4.67
a ' oe, " 08, §1d&a, ( )
sendo g—g‘l e g_g); os vetores tangenciais da superficie parametrizada.

Substituindo as equacdes (4.66) e (4.67) na equacao (4.65), obtém-se o trabalho virtual reali-

zado pela pressao na forma parametrizada

ox 0x
M/i” — | — I
) ext — /895152 p ou <a€1 X 052) dgldéé (468)

No caso bidimensional, o vetor normal passa a ser representado por
a ()
3¢ % [0;0;1]

2% 5 [0:0:1]|

(4.69)

T

sendo

ox  [dw/dg
5 = {d@/dg}' (4.70)

Dessa forma, reescreve-se o vetor normal como

day /dE

_ ;fo/dg (4.71)

Je
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sendo
o dl’g 2 dl’l 2
o= (L2 (LY. a7

A magnitude da area é fornecida por

da = J.d€. (4.73)

Finalmente, o trabalho virtual externo realizado por um carregamento de pressdo para um

problema 2D € dado por

b () dwe/ds | 4.74
Wt~ [ pbu {_dxl/dg 3 474)

4.6 Procedimento de Linearizacao

Na Mecanica do Continuo, problemas nao-lineares representados pela equacao (4.64) devem
ser linearizados e a solug@o € obtida através de processos iterativos, sendo o método de Newton-

Raphson o procedimento numérico mais utilizado.

O método consiste em expressar a equagdo (4.64) em uma série de Taylor truncada. Por

exemplo, seja
F(u)=0 (4.75)
um sistema de equacdes ndo-lineares € u o conjunto de varidveis primdrias a serem determinadas.
Considerando que uy é uma estimativa inicial para a solu¢do e Au € um incremento, pode-se

empregar u = 1y + Au como uma solugdo aproximada de (4.75). Para representar F em uma

série de Taylor, deve-se antes definir uma fungdo auxiliar K de um tnico parametro escalar ficticio
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€ dada por

K(e) = F(ug + eAu). (4.76)

Expandindo K em uma série de Taylor em torno de € = 0, tem-se

2 J2
K(e) = K(0) + ¢ cdK

—— 4.77
de E:0+ 2 de? .77

e=0

Substituindo X por sua definicdo dada em (4.76) na série Taylor anterior, obtém-se

d e d?
F(ug + €Au) = F(ug) + € — EWE) B

7 F(ug + €Au) +

e=0

F(ug+ €Au) +... (4.78)

Truncando esta série de Taylor no segundo termo, consegue-se a mudanga ou incremento na

fungdo ndo-linear F(u) como

F(up + €Au). (4.79)

e=0

d
F(ug + €Au) — F(ug) ~ € pE

Como € € um parametro ficticio, usado somente para gerar a série de Taylor, pode-se eliminé-

lo fazendo ¢ = 1. Dessa maneira, a aproximagcéo linear para o incremento de F(u) é

F(ug + Au) — F(ug) ~

F(ug + €Au), (4.80)

e=0

d
de
sendo o termo do lado direito a derivada direcional de F(u) calculada em ug na dire¢ao de Au, a

qual é escrita como

DF(uy)[Au] = i

ARG CTRAE (4.81)

e=0
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Finalmente, o valor de F(uy + Au) pode ser aproximado linearmente como

F(ug + Au) & F(ug) + DF(ug)[Aul. (4.82)

Substituindo a equagdo (4.82) no sistema de equacdes nao-lineares (4.75) e fazendo u =

uy + Au, tem-se
F(u) = F(ug + Au) = F(ug) + DF(ug)[Au] = 0, (4.83)

0 que torna o sistema de equacdes nao-lineares original em um sistema de equagdes lineares com

respeito a Au.

Assumindo que (4.83) pode ser resolvida para Au, o procedimento de Newton-Raphson é

estabelecido como

DF(ug)[Au] = —F(ug); U, = ug + Au. (4.84)

Agora, deseja-se aplicar o conceito de linearizacio sobre o PTV definido pela equacdo (4.57).

Se for aplicado a regra da cadeia para a derivada direcional, a forma linearizada de (4.57) é

OW + DOW[Au] = 0, (4.85)
sendo

DOW[Au] = DéWin[Au] — DéWex[Au] (4.86)

a linearizagdo dos componentes do trabalho virtual interno e externo. Em um primeiro momento,
o carregamento de superficie considerado serd do tipo ndo dependente da deformagao. Dessa ma-
neira, DdWe[Au] = 0, para ambas as descri¢des. Apenas na se¢io 4.6.2, serd tratado o procedi-

mento de linearizacdo do trabalho virtual externo para o carregamento dependente de deformacao.
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4.6.1 Linearizacao do Principio do Trabalho Virtual na Descricao Material: Lagran-
giano Total

Aplicando a regra da cadeia para a derivada direcional e a defini¢do de tensor material elds-
tico, a derivada direcional do trabalho virtual interno na descri¢ao material € dada segundo Holzap-
fel (2000) por

DéWiy[Au] = [ D(S: 6E)[Au]dV
. (4.87)
= / OE : DS[Au]dV +/ S : DOE[Au]dV,
Qo Qo
sendo 0E o tensor de deformag@o virtual de Green-Lagrange dado pela equag@o (4.61); DS[Au] e
DJE[Au] as derivadas direcionais do segundo tensor de Piola-Kirchhoff e do tensor de deformagao

virtual de Green-Lagrange, respectivamente.

Comecando pela linearizacdo do segundo tensor de tensdo de Piola-Kirchhoff (lembrando

que esse tensor € simétrico), tem-se

DS[Au] = g—; : DE[Au] = D : DE[Au], (4.88)

sendo DE[Au] a linearizagdo do tensor de deformagdo de Green-Lagrange na dire¢do Au. Essa

grandeza € definida por

DE[Au] = % [(VoAu)'F + F'VoAu] . (4.89)

Resta a representagio de DOE[Au] para completar a linearizacao de DWj,[Au] na configu-

racdo material, a qual é dada por

DSE[Au] = = [(Voou)" VoAu + (VoAu)" Vodu] . (4.90)

N~
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Logo, a equacido (4.87) € reescrita como

DWinldu] = [
Qo
1 T T
+ S: 5 [(VQ(;LI) V()Au—l— (V()Au) Vodu} dV.
Qo

1

[(Voou)'F + F'Voou] : D: = [(VoAu)'F + F'V,Au] dV

DO |
l\DI}—t

(4.91)

Devido a simetria dos tensores S e D, as seguintes propriedades podem ser aplicadas (BHATTI,
2006)

g % [(Voéu) V()Au + (VOAH)TVO(SU} :%tr [(Voéu)T(VOAU)S}
1
+ 5t [(VoAu)" (Voou)S] (4.92)
= Vyou: (VoAu)S
=S:[(VoAu)"'Vyoul,
1 1
5 [(Voow)"F + FVoou] : D2 2 [(Vodu)"F + F Voou] = (4.93)

F'Vyu:D: F'V,Au.

Dessa forma, a derivada direcional do trabalho virtual interno na descri¢do material é

DWiy[Au] = / S: [(VeAu) ' VosuldV + / [F'Voou:D: F'VoAu] dV.  (4.94)
Qo

Qo

A formulacdo que resulta na equacdo (4.94) é também conhecida na literatura como Lagran-

giano Total.
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4.6.2 Linearizacao do Principio do Trabalho Virtual para Carregamento Depen-
dente de Deformacao

Com relagdo ao carregamento dependente da deformacao, tratada nesta tese por uma pressao,
apresentado na se¢do 4.5,0 trabalho virtual € dado pelas equagdes (4.68) e (4.74), respectivamente,

para problemas bi e tridimensionais.

Iniciando pela linearizacdo do caso tridimensional (os detalhes podem ser encontrados em
(BHATTI, 2006)), a derivada direcional da equacdo (4.68) é

pou - D (g—z X g—;) [Au] d&,d¢,

0x Ox 6% Ox
a /895152 pou: {D (8—51) [Auf &, + o6, <D (3—52) [Au]} SIS

T T
:/ » <8A“) L (m‘l) ox xau] de, dé».
0 ¢,

DW2,[Au] = /

8951 &

— X
& ) 0% 9 ) 0&
(4.95)
O produto tensorial ird gerar um sistema de equacdes nao-simétrico.
Para o caso bidimensional, a linearizagcao ¢ dada por
dxo/d
SWP, = / pou-pl dra/d [Au]de
9% —dxy/d§
(4.96)

dAus/d¢
= ou - .
/aggp ! {—dAul/dg}d§

sendo Au; e Augy 0s incrementos nas dire¢des 1 € x5, respectivamente.

62



4.7 Discretizacao em Elementos Finitos e Procedimento de Solugcao

Estabelecidas as equagdes de equilibrio linearizadas para a descricdo material, pode-se des-
crever as quantidades envolvidas na forma discretizada fazendo uso de nota¢do matriz-vetor, tam-
bém conhecida como notacdo de Voigt. O foco estard no problema tridimensional com trés graus

de liberdade por n6 (uq, ug, uz). As formas bidimensionais podem ser encontradas nos trabalhos de
Reddy (2006), Bathe (1996).

Na secdo 4.7.1, aplica-se o método dos elementos finitos para discretizar as quantidades cine-
madticas que formardo a base para as formas matriciais presentes na formulagdao Lagrangiana total
(secdo 4.7.2). Estabelecidas as formas discretizadas, o procedimento de solucdo serd descrito na
secao 4.7.4.

4.7.1 Cinematica Discretizada

A discretizacdo usando elementos finitos isoparamétricos para interpolar a geometria inicial

em termos das coordenadas nodais iniciais (ou materiais) X, €

X = Nalé1,6,63)Xa, (4.97)

a=1

sendo N;(&1, &9, &) as fungdes de forma e n denota o nimero de nés ou modos do elemento. Apés
o processo de deformacdo, as coordenadas estdo em termos da descricao espacial. Pode-se também

escrever a expressao (4.97) na representacao matricial

Xi

X5
X, N, 0 0 N, 0 07X
Xl=10 N 0 0 N, 0 : | = X =NTX", (4.98)
X, 0 0 N 0 0 N |x»

X3

Xg
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A coordenada espacial interpolada do elemento € expressa como

X = Z No(&1,80,83)%, ou x = NTx". (4.99)
a=1

Por sua vez, o campo de deslocamento € interpolado por
u= Z No(&1,82,83)u, ou u=N"u". (4.100)
a=1

Assim, de forma andloga, pode-se escrever o deslocamento virtual du e o incremento de desloca-

mento Au nas formas interpoladas, respectivamente, da seguinte maneira

ou = Z No(&1,&9,&3)0u, ou du = NTsu" (4.101a)
a=1

Au=> Ny(&,&.8)Au, o Au=N'Au" (4.101b)
a=1

E possivel, também, representar o gradiente do incremento do deslocamento e o gradiente
de deslocamento virtual em nota¢do matricial. No caso da descricdo material, simbolizam-se as

quantidades VyAu e Vydu nas suas respectivas formas matriciais AH e dH, respectivamente,

como
I Ny, i
%AX? axy 00 axp 0 0
ON1 BN,

dAu S 0 0 =0 0 1

9X o gﬁzl Auy
0A iVl n 1

8Xu31 X3 O 0 8X§L 0 0 Au2
0w 0 0 2% Aul

X, X, X1 3
8Au2 — aNl 8Nn N — T
2w | =10 2o 0 0 = 0 = AH = B’ Au,
O0Aus ON1 ONp, n
e 0 4% 0 0 2 0| |Au
OAug ON1 ANy, n
632(1 0 O 3—X1 0 0 BX{L Au2

us3 n

Xz o o o8 0 0 2| \Auy
o 0 0 on 0 o 2

0X3 i oxs oxy |
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(4.102)

AN AN,
douq 8—X1 0 0 W’; 0 0
oo, o g . g |
e 9X> Xy ouy
AN AN,

douy oN1 0 n ) 0 1
0% . AN o AN, o
dou OiV] n 1
axf 0 3 e 0 0 3 G 0 dug
Adus | AN, N, _ T
x| = 0 oxe 0 0 ox; 0 = 0H = B, du. (4.103)
dSusy AN, ON, n
X3 0 5 U 0 X 0 ouy
ddusg ON1 ONp n
gg{l 0 0 ox, 0 0 axyp (5'&2

U3 AN AN, n
e 0o 0 0 0 2% \ou
9dus ON, ON.
0X3 i 0 0 X5 s 0 0 axy |

O gradiente de deformacdo € interpolado sobre o elemento fazendo a diferencia¢do da equa-
cdo (4.99) com respeito a coordenada inicial. A forma discretizada do gradiente de deformacao

7z

€

- ON.
F_ in o e (4.104)
g oX

ON, <8X) T ON,

ox ~ \7e 5 (4.1052)
X < ON,
5 = ZXz‘ ® e (4.105b)

A expressdo (4.105b) é a representagao da matriz Jacobiana. Na formula¢do Lagrangiana
total, esta matriz ndo € alterada durante o procedimento de solu¢do de Newton-Raphson, por isso,

pode ser calculada somente na primeira iteragao de Newton-Raphson.
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Na formulacdo Lagrangiana atualizada, a matriz Jacobiana é dada pela seguinte expressao

ox u ON,
%—;Xi(g 85 .

(4.106)

Entretanto, na descri¢@o espacial, a matriz do Jacobiano € alterada a cada iteragdo de Newton-

Raphson.

Devido a importancia que as equagdes (4.104), (4.105b) e (4.106) possuem no MEF, escreve-

se, a seguir, as suas respectivas notagdes indiciais por

~  ON, -
Fy = ng—X] ij=1,23 4.107)
a=1
0Xi ~~y ON.
=Y X, — 1,23, 4.108
aga Z a,i aga 1, s ,3 ( )
01',- u 8Na .
aga - Zxa,i 85(] 1,00 = 17 27 3. (4109)

A partir da equacgdo (4.104) e (4.107) é possivel obter a forma discreta do tensor a direita de

Cauchy-Green como

ON, _ON, ’
C=FF=> (x,%) % © 0—Xb ou  Cy=Y FuFy. (4.110a)
a,b k=1
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4.7.2 Lagrangiano Total

Na formulacdo Lagrangiana total, a equagao de equilibrio linearizada, quando as forgas de

superficie sdo independentes da deformacdo, é dada por

/ [F"Voou:D: F'V,Au| dV +/ S : [(VoAu) ' VosuldV
Qo Qo

:—/ S: [FTvoéu]dVJr/ f-oudv
Qo

Qo

+/ t-oudA.
a0

4.111)

Como mostrado em Bhatti (2006), os termos desta equacdo podem ser arranjados na notagao

matriz-vetor da seguinte maneira

/ [F"Vyou:D: F'V,Au] dV = / JH'FDFAHAJV*,
Qo

25

/ S: [(VoAu)' VysuldV = / SH'SAHAV®,
Qo QS
/ S: [F'Vydu]dV = / JH'FSave,
Qo

25

/ f-oudV = / f- (Nou")dve,
Qo Q

e
0

/ t-oudA= / t- (Nou")dAe,
9% 20

sendo F o gradiente de deformacao escrito na forma matricial compacta 6 x 9, isto &,

" 0xq Oxo Oxs ]
X 0 0 & e 0 0 52 X 0 0
8m1 8352 8m3
0 52 x5 0 0 52 e 0 0 52 X 0
ox1 Oxa Oxs
s_[0 0 Z o0 0 gm0 0 2
8901 8m1 O 8222 8352 O 89c3 8m3 O
0Xo 0X1 0Xo 0X1 0Xo 0X1
O 8m1 8m1 O 8m2 8352 O 8m3 89c3
0X3 0Xo 0X3 0Xo 0X3 0Xo
oz 0 ox1 [ 0 Oxa oxs 0 oxs
| 0X3 0X1 0X3 0X1 0X3 0X1 |
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A notagdo D € a representacio matricial compacta do tensor eldstico de quarta ordem [D. Para

obter a matriz constitutiva 6 x 6, os coeficientes do tensor (calculados com a equacio (4.56)) sdao

agrupados da seguinte forma

D111
Doy
D3311
D111
Do311

| D3111

D120
Da2oo
D3390
D290
Da3ao
D3190

D133
Daa3s3
D3333
D233
Das33
D3133

Di112 + D1iaa
Da212 + Daga1
D3312 + D321
Di212 + D1221
Das12 + Das21
Ds112 + Ds121

NI N— D= N N D=

( )
( )
( )
( )
( )
( )

D123 + D1132
Daga3 + Dagsz
D3323 + D3332
D193 + D1232
Dasa3 + Dassz
D313 + D3132

NI N— N— N— N D=

( )
( )
( )
( )
( )
( )

Di113 + D111
Da213 + Daas1
D3313 + D331
Di213 + D121
Da313 + Dazs1

NI N[= N[= N[— N— N

( )
( )
( )
( )
( )
( )

D3113 + D3131) |

(4.114)

O segundo tensor de tensdo de Piola-Kirchhoff, entdo, precisa ser escrito como uma matriz

compacta 9 x 9 da seguinte maneira

_Sll
S21
531

e
I
o o o o o o

S1a Si3
Sag a3
Ssz Os3
0 O
0 O
0 O
0 O
0 O
0 O

0
0
0
S11
San
S31
0
0
0

O 0 0 0 0]
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
Sy Siz3 0 0 0
Soy Soz3 0 0 0
Sz S33 0 0 0
0 0 Su Si2 Si
0 0 Sy Sy S
0 0 S3 S Ss3)

(4.115)

S representa a forma vetorial compacta do segundo tensor de tensio de Piola-Kirchhoff, ou seja,

§ = {Slla SZQa S33> 512> 523> 513}T .
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Logo, o PTV linearizado toma a seguinte forma

(6u™) / [BWSBQ +B]§‘TD]§‘Bﬂ dVEAR" = —(6u”) / B, F7Sdv*
: o

4.117)

+(5u") [ NEAV+ (su”) | NtdA“.
s 098

Como du” € um deslocamento virtual, pode-se omiti-lo da equagao (4.117).

A representagdo cldssica do modelo de elementos finitos para o PTV linearizado na formula-

cdo Lagrangiana total é
(K. +K;,)Au"=-R,+R;+R; (4.118)

sendo K, a matriz de rigidez constitutiva (BONET; WOOD, 2008) ou matriz rigidez corrente (BHATTI,
2006); K, € a matriz de rigidez de tensdo (ou geométrica); R,; € o vetor de esforco nodal equivalente
devido a tensdo na configuracdo corrente; Ry € o vetor de carregamento nodal equivalente devido a
forca de corpo; R, € o vetor de for¢ca nodal equivalente produzido pelas forcas de superficie. Essas

quantidades estdo resumidas a seguir, respectivamente, como

1 1 1

K. = / / / B, F'DFBZ Jd¢, de,dés, (4.119a)
-1J-1J-1
1 1 1 .

K, = / / / B,.SB? Jd¢ déydés, (4.119b)
—-1J-1J-1
1ol el o

R, = / / / B, F1SJd¢ déydés, (4.119c¢)
—-1J-1J-1
1 1 1

R; = / / / Nf.Jdé dEydEs, (4.119d)
—-1J-1J-1
1 1

R, = / / Nt.JdédEs. (4.119¢)
—-1J-1

A matriz de tangente do elemento K € a soma das matrizes K. e K, ou seja,

K-K, + K. (4.120)
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Ja a forca desbalanceada R ¢é a soma das parcelas
R=-R;, +Rs+ R (4.121)
Logo, a equagdo (4.118) pode ser escrita na seguinte forma reduzida

KAu =R. (4.122)

4.7.3 Carregamento Dependente da Deformacao

Com base nos trabalhos de Bhatti (2006), Bonet e Wood (2008), a matriz de rigidez proveni-

ente da linearizacdo do carregamento de pressdao em uma superficie ¢ dada por

[Kt]ij :/ p(ag — ci;)dé1ds, (4.123)
e, ¢
sendo
;= iaNj — a5 02 s, ; Cij = zaNj —Jzs 01 02, . (4.124)
o6 | e e 06 | % 06
a—? — e 0 &2 =510
2 2 &1 &1

J4, no caso de um problema bidimensional, tem-se a seguinte matriz de rigidez de acordo
com (MOK etal., 1999)

N Ny, |
0 M 0 N, 9
-NGE 0 e =N 0
Kt:/ p : : : : d§ (4.125)
o0
‘ 0 N, 0 N, 2%
ON. ONn
-V 0 e N 0

As matrizes calculadas em (4.123) e (4.125) sdo ndo simétricas e devem ser adicionadas a
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matriz tangente do elemento, tornando-a também nao-simétrica.
4.7.4 Procedimento de Solucao por Newton-Raphson

O procedimento de Newton-Raphson € o esquema mais utilizado na literatura para solucio-
nar problemas nao-lineares usando elementos finitos. O método consiste em um processo iterativo
para determinar a solucio do sistema de equacido linearizado dado por (4.122) em incrementos de

carregamento sujeito a um critério de convergéncia.

De maneira simples, o carregamento pode ser aplicado em uma série de incrementos como

l
R.=R;+R, =) AR, (4.126)

j=1

sendo [ o nimero total de incrementos e AR, o incremento do carregamento. A adogdo de incre-
mentos de carregamento, permite que se atinja a convergéncia de maneira mais facil. No caso de
material hipereldstico, a maneira como esses incrementos sao aplicados ndo interfere na solugao
final. Porém, no caso de materiais ndo hipereldsticos essa conclusdo nio € vdlida (BONET;, WOOD,
2008).

Sendo o método de Newton-Raphson um processo iterativo, um critério de convergéncia ade-
quado dever utilizado para que o resultado obtido seja satisfatoério dentro do nivel de tolerancia esti-
pulado. Se o valor da tolerancia for muito grande, pode-se ter uma solucao imprecisa. No entanto, a

escolha de uma valor muito pequeno para a tolerancia, acarreta em um alto esforco computacional.

Como mostrado em Bathe (1996), existem trés critérios de convergéncia que podem ser apli-
cados no procedimento de Newton-Raphson na solu¢cdo de um problema de grandes deformacdes.
O primeiro critério é baseado na norma L? do deslocamento. Esse critério relaciona a norma L? do
incremento de deslocamento para a k — ésima iteracio de Newton-Raphson e a norma L? do vetor

de deslocamento para o tempo ¢ + At, ou seja,

[Aug |

e < (4.127)
[ Ay |
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Esse critério precisa de um valor €¢; bem préximo de zero para obter uma solugdo precisa. Mas
mesmo assim, deve ser utilizado com bastante cautela, pois mesmo satisfazendo a equagado (4.127),

o valor da norma da forca desbalanceada pode ser grande.

J4 o segundo critério de convergéncia é baseado na medida da norma L? do vetor de forga
desbalanceada. Dessa forma, o critério exige que relacdo entre a norma do vetor de forca desba-
lanceada e o vetor de incremento de carregamento externo fique dentro de uma tolerancia, isto
€,

Ht—irAt]_:{e _ t+AtRi||

[--ATR, —t R,

<. (4.128)

No entanto, satisfazer esse critério de convergéncia com um valor de tolerancia muito préximo de
zero € uma tarefa dificil para alguns problemas hipereldsticos. Em alguns casos, mesmo o incre-
mento de deslocamento sendo muito pequeno, tem-se ainda um alto valor para o critério da forca

desbalanceada.

Dessa forma, surge um terceiro critério que calcula a norma L? do trabalho realizado
pela forca desbalanceada sobre o incremento de deslocamento durante cada iteracdo de Newton-
Raphson com a norma L? do trabalho realizado pela forca desbalanceada sobre o incremento do

deslocamento na primeira iteracdo. Essa relacdo € dada pela seguinte expressao

||Auk+l . (t—l—AtRe o t+AtRik)||
[Au; - (PR, — 'Ry

<e. (4.129)

O procedimento de Newton-Raphson estd esquematizado no Algoritmo 4.1.
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Algoritmo 4.1 Algoritmo de Newton-Raphson.

Entrada geometria, propriedades do material e parametros de solugdo
Inicializar R, =0, x=X,R. =0
for j = 1 : nimero de passos de carregamento do
Calcular AR,
Calcular R, = R, + AR,
Calcular K
while Critério de convergéncia < ¢ do
Resolver KAu = —R
Atualizar u = u + Au
Atualizar K, R;, x = x + Au
Calcular critério de convergéncia
end while
end for
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5 Contato Bidimensional em Pequenas Deformacoes

De forma geral, o problema de contato é considerado como um problema de ndo-linearidade
cinematica segundo Bhatti (2006). Neste capitulo, o problema de contato serd abordado segundo
a cinematica infinitesimal (WRIGGERS, 2006), ou seja, os efeitos de grandes rotacdes e/ou grandes
deformagdes provenientes da parte nao-linear do tensor de deformacdo de Green-Lagrange serdo

desprezados. Assim, para esse caso € possivel incorporar as restricdes na base nodal.

Em geral, as malhas usadas para problemas de contato com pequenas deformagdes possuem
a caracteristica de ser uma relacdo n6-n6 unica (biunivoca) para um dado par de contato J¢, ou
seja, os n6s do elemento j do contorno do corpo B? (contator) coincidem com os nés do elemento i
do contorno do corpo B! (alvo) como mostrado na Figura 5.1(a). Essas malhas sdo denominadas de
casadas ("matching") e sdo usadas na discretizagdo usando elementos isoparamétricos, desde que
o grau dos elementos da superficie de contato seja o0 mesmo. Entretanto, os geradores autométicos
de malhas muitas vezes produzem malhas ndo-casadas ("non-matching") como mostrado na Figura
5.1(b). Para este tipo de malha, percebe-se que, para um certo né do elemento j do corpo B2,
ndo existird uma rela¢do biunivoca com um dos nés do elemento i do corpo B!. Dessa forma,
devem ser utilizadas discretizagdes tais como nd-segmento descrito em Wriggers (2006), Ju, Stonet
e Rowlands (1995) e Bittencourt e Creus (1998) ou via métodos Mortar e de Nitsche mostrados em
Wriggers (2006). Nesse trabalho, apenas a discretizacdo né-segmento serd utilizada para malhas

ndo-casadas.
Exemplos tedricos serdo apresentados e discutidos ao longo do texto para verificar algu-
mas dificuldades encontradas na solucao do problema de contato, tais como tipo de discretizagao,

método de regularizacdo das restricdes de contato e critério de parada da solucdo via método de

Newton-Raphson.

5.1 Cinematica do Contato

Sejam dois corpos B* (alvo) e B? (contator) cujos pontos sdo descritos pelas coordenadas

materiais X' e X2, respectivamente, que se aproximam durante o processo de deformacio e en-
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1 1
B! B!
(a) Malha ajustada ("matching meshes"). (b) Malha nao-ajustada "non-
matching").

Figura 5.1: Malhas para par de contato J¢.

tram em contato em partes de seus contornos indicado por I'c. Esta situacdo € ilustrada na Figura
5.2. Inicialmente, os dois pontos ocupam posicdes distintas no espago e apds o processo de de-
formacdo, passam a ocupar a mesma posi¢cao espacial na configuracio corrente (deformada), ou
seja, p(X1) = p(X?). A seguir apresentam-se as relagdes cinemadticas do contato para as dire¢des
normal e tangencial, as quais sdo necessdrias para formular as trés condicdes de contato possiveis:

contato normal; contato com adesao e contato com deslizamento.

Figura 5.2: Deformacdo de dois corpos em contato (WRIGGERS, 2006).
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5.1.1 Contato Normal

Para exemplificar a situa¢do de contato normal, considere os dois corpos da Figura 5.3 que
estdo entrando em contato devido a um processo de deformacdo. Sejam X! e XZ2as coordenadas
materiais de dois pontos arbitrarios dos corpos B! e B2, respectivamente. Durante o processo de
deformacdo, os corpos entram em contato e as coordenadas espaciais dos pontos dos corpos sao

dadas por
X = X% 4+ u?, (5.1

sendo « o indice que indica o corpo (nesse caso o = 1,2), u® o campo de deslocamento do corpo

B~ e x* as coordenadas espaciais na configuragéo corrente ¢(/3%) dos corpos 5°.

Figura 5.3: Configuracdo deformada dos corpos B (WRIGGERS, 2006).
A condica@o de ndo-penetracdo entre os corpos € dada por

(x* —x") -n' >0, (5.2)
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sendo n' o vetor normal associado ao corpo B!

Assume-se que o contorno '}, no para o problema de contato 2D € parametrizado pela co-
ordenada convectiva &, de tal forma que as coordenadas espaciais dos pontos em I';, sdo expressas

por

x' = x!(¢) (5.3)

Assume-se ainda que o contorno de contato constitui-se em uma regido convexa localmente.
Dessa maneira pode-se relacionar cada ponto x? de I'Z a um ponto X! = x'(¢) através do problema

de minima distancia

41 =[x~ ='|| = min [}x* ~x' (O 54

=" C

A solucdo de (5.4), € encontrada a partir da condicao

d - B x? — x!(§) B
d—gdl(ﬁ) = T = x1(0)]| x4 (€) =0, (5.5

sendo x!, (£) o vetor tangente al. Assim, o primeiro termo da equagfo anterior tem a mesma diregdo

do vetor normal n'. Portanto, n' - aj = 0, provando a ortogonalidade da solug@o.

O ponto de contato na superficie alvo, X!, é calculado usando a solugio 6tima ¢ de terminado
a partir de (5.5). Usa-se o simbolo da barra sobre as quantidades que foram calculadas com o
resultado do problema de minimo dado pela equagio (5.5), isto €, a] e ' sdo calculadas com o
valor de €.

Dessa forma, com o valor da coordenada convectiva £ e do vetor tangente, aj, para o elemento

alvo, pode-se calcular o vetor normal n' da seguinte forma

a1
ez X a

Al= L (5.6)
||eg><al||

sendo e3 = [0, 0, 1]7 o vetor unitdrio na dire¢do perpendicular ao plano xy.
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Com esses resultados, a condi¢cdo de ndo-penetracdo ou gap, que € dada pela equacdo

gn = (x* =% -n' >0. (5.7)

Convenciona-se que quando g, < 0 representa a penetragcdo, indicando que os corpos estao
inter-penetrando um ao outro. Caso contrario, tem-se a condi¢ao de gap indicando que os corpos
ndo estdo em contato (BHATTI, 2006; ANSYS INC., 2008). Para pequenas deformagdes, pode-se
reescrever a equacao (5.7) como

gn=(u® —u') - n' +gy >0, (5.8)
sendo gy a distancia inicial entre os pontos dos corpos em contato definido por

go = (X*—=X") -n'. (5.9)

A equagdo (5.8) sera utilizada na discretizacao usando elementos isoparamétricos, enquanto

a equacao (5.7) serd empregada na discretizacao no-segmento.

5.1.2 Contato Tangencial

Para o contato na presenca de atrito, deve-se distinguir dois possiveis casos. No primeiro
caso denominado adesdo, os pontos em contato ndo se movimentam na direcdo tangencial devido
ao atrito. No segundo caso, denominado deslizamento, existe um movimento relativo na direcao
tangencial entre os pontos em contato. Assim, deve-se criar um equacionamento de modo a relaci-
onar o movimento e a deformagao que os corpos em contato sofrem na interface, o que serd feito a

seguir para as duas condi¢cdes de movimento tangencial na interface.
Condicao de adesao

A condi¢do de adesdo pode ser considerada como uma condi¢do derivada do problema de

projecdo, dado pela equacdo (5.5). Pela préopria definicao de condi¢do de adesdo que diz que os nds
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em contato ndo possuem deslocamentos tangenciais relativos, pode-se escrever a seguinte equagao

que define a condicdo de gap tangencial para problemas bidimensionais,

gt g (X2 — )_(1) . 51 g 0 (5.10)

Condicao de deslizamento

O movimento na dire¢do tangencial entre dois corpos em contato se deve segundo Wriggers
(2006) 2 mudanca do ponto x? com relacdo a sua projec¢do X'. Isso significa que o ponto dado pela
coordenada convectiva £ se movera na superficie de contato de 3'. Assim, existe uma velocidade
relativa entre os ndés em contato entre os instantes 7 e 7' que deve ser determinada. Primeiro,

calcula-se o diferencial do deslizamento tangencial em termos do corpo B! como

dg; = d¢ = EdT. (5.11)

Logo, o deslizamento total é dado por

T =
o= [ far. (5.12)

To

Para o cdlculo da equagdo (5.12) é necessdrio conhecer o valor de 5 , 0 qual € calculado pela relacao
(WRIGGERS, 20006)

1

iy =1
X1 X1 7 9nX 11

[(x* —x') - %}, + g0 - X]. (5.13)

No caso de contato envolvendo pequenas deformacdes, a equacao (5.13) pode ser reescrita como

E= (- %, = (a®— i) -al. (5.14)

Usando-se estes resultados, define-se uma outra importante relagdo cinematica. Essa relagao

consiste na fun¢ao velocidade relativa tangencial, a qual é definida como uma derivada no sentido
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de Lie, ou seja,

Loge = g =&, (5.15)

A integral da equacdo (5.12) pode ser reescrita passando o limite de integracdo no dominio

do tempo para o dominio das coordenadas convectivas calculadas nos instantes 7y e 7', isto &,

¢
gt:/ /X - xLdE (5.16)
0 1 1

O limite superior da integral (5.16) é dependente da deformacdo. Entretanto, pode-se transforma-la

em uma integral com limite fixo, usando-se a a formulacao via elementos isoparamétricos.
Variacao dos Gaps Normal e Tangencial

Para constru¢do da discretizacdo em elementos finitos e posterior solucao via método itera-
tivo, é importante conhecer as variacdoes dos gaps normal e tangencial. A variacdo do gap normal

para contato 2D ¢é dada por

8gn = 0[x* —x' ()] - n'(§). (5.17)

Usando a regra da cadeia, a variacio sobre todos os termos dependente da deformacdo leva a se-

guinte equagao
ogn = > — 7' —x,0¢]-0' + [x* —x'] - on’, (5.18)

sendo n* = 0x“ o vetor de funcdo teste. Simplificado a equagdo (5.18) para incluir apenas efeitos

de pequenas deformacdes, chega-se a seguinte equacao

Sgn = [n* —7'] - 0. (5.19)

Ja a variac@o do gap tangencial € mais complicada e a dedug@o completa pode ser encontrada

em Wriggers (2006). Como feito para o caso da derivada no tempo para o deslocamento tangencial
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(veja equagdo (5.15)), a variacdo do gap tangencial é dada por

8g; = O, (5.20)
sendo 6¢ dado por
_ 1
I — i —7Y) - &, + g, 7], (521
e [ =) gt )

Para pequenas deformagdes a equacgdo (5.21) se reduz a seguinte expressao
0¢=(n"—n") %y =" —n')-aj. (5.22)

Na préxima sec¢do, mostra-se o processo de determinacdo dos pontos em contato, ou seja, conhecer

em que pontos € aplicada a cinematica de contato.

5.1.3 Busca pelo Contato

Em um problema de contato, destacam-se dois procedimentos de extrema importancia:

1. busca por nés em contato, que normalmente € um procedimento computacionalmente caro,
pois demanda muito tempo de computacao na solu¢do de um problema de minima distancia.
Esse problema consiste em determinar a menor distancia ortogonal entre dois elementos em
contato;

2. aplicacdo correta das condi¢des de contato normal e tangencial.

Nessa se¢ao apresentam-se detalhes sobre o primeiro item, ficando para a secao 5.2 os escla-
recimentos sobre o segundo. De maneira geral, a busca pelo contato consiste em retornar o elemento
alvo que estard em contato com um dado n6 contator. Esse procedimento € usado na discretizacdo
né-segmento (secao 5.3.2) e em contato com grandes deformagdes. Para a discretiza¢do usando ele-

mentos isoparamétricos em pequenas deformacdes (se¢do 5.3.1), ndo existe a necessidade da busca
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pelo contato uma vez que os pares de contato /¢ ja sdo fornecidos pelo gerador de malha e ndo
ocorrem grandes deslizamentos entre os nds em contato. Baseado na Figura 5.4, o procedimento de

busca pode ser dividido em duas fases:

1. identificacdo dos possiveis elementos alvos, isto €, encontrando o elemento alvo para um
dado n6 contator, x2, onde a distancia ortogonal entre 0 né contator e o elemento alvo seja o
minimo, de acordo com a equacao (5.4). Na Figura 5.4 o elemento alvo selecionado possui a

eidencia xloxl -
incidéncia x;-X;, |}

2. encontrar a coordenada convectiva £ da projecao resolvendo por método iterativo a equagao
(5.9).

Figura 5.4: Busca pelo contato para o caso bidimensional (WRIGGERS, 2006).

O processo de busca do contato estd exemplificado no Algoritmo 5.1.

As Listagens 5.1 e 5.2 mostram a rotina MatLab usada para encontrar a coordenada convec-

tiva £ e o mapeamento que deve ser feito no elemento alvo para calcular X!, respectivamente.
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Algoritmo 5.1 Determinacio do elemento alvo.
requer: pares de contato J- definidos pelo usudrio
for n.= 1 : nimero de nds contatores do
Retorna as coordenadas x? do nd contator 7.
for e/, = 1 : nimero de elementos alvos do
Retorna as coordenadas (x') e o formato do elemento el,
Retorna o mapeamento para o elemento el,
Usar método iterativo para resolver a equacao (5.5) para zi
Calcular X' com o valor de &
Calcular a funcao gap/interpenetraciao dado pela equacdo (5.7)
Criar um vetor de dados g, (el;) para armazenar o valor da equagéo (5.7)
end for
Retornar o menor valor armazenado no vetor de dados g, e o indice correspondente (que indica
o elemento alvo)
end for

Listagem 5.1: Rotina para calculo da coordenada convectiva &.

function [x0, xt, yt] = GetContactPoint2D (tcoord ,ccoord ,tp)
Ytcoord = coordenada do no contator projetado no alvo
Yoccoord = coordenada do elemento contator

9ot p = tipo do elemento alvo.

XC
x0 fzero (@dfa,0); YGoresolve o problema de minimo
fhandle = @dist;

JoProblema de minimizag¢do

function dd = dist(a)

ccoord(1); yc = ccoord(2); %coordenada do né contator

Jorotina que devolve o mapeamento do elemento alvo
[xt,yt,dxa,dya,nmap]=LineMap2D(a, tcoord, tp);
Yofuncdo objetivo : distdncia ortogonal entre o
Yoponto contator e sua projecdo no
Joelemento alvo
dd = (xt—xc)sdxa+(yt—yc)xdya; %funcdo objetivo
end
end
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Listagem 5.2: Rotina para cdlculo da coordenada do ponto de contato na face do elemento alvo.

function [x,y,dxa,dya,nmap] = LineMap2D(a, tcoord, tp)
Ytp = 1 —> linha
Ytp = 2 —> quadrdtico
%a = coordenada convectiva ($\xi$)
Yocoordenada dos nés do elemento alvo
switch (tp)
case 1

Jomapeamento linear

nmap = [0.5%(1—a), 0.5%(1+a)];
dnmap = [—-0.5, 0.5];
case 2

Yomapeamento quadrdtico
nmap = [0.5%ax(a—1), 0.5%ax(l+a), 1—a”2];
dnmap = [—-0.5+a, 0.5+a, —2%a];

end

Yinterpolacdo geométrica do no projetado

x = nmapx*tcoord (:,1); y = nmap=tcoord (:,2);

dxa = dnmaps=tcoord (:,1); dya = dnmapsxtcoord (:,2);

5.2 Regularizacao da Interface de Contato via Método das Penalidades

5.2.1 Equacoes Constitutivas para Interface do Contato Normal

A formulagdo a qual trata o contato normal (também conhecida como contato sem atrito)
como uma condi¢ao de restri¢do unilateral € em geral usada apenas para tratar as restricdoes ge-
ométricas de maneira correta, ou seja, analisa se existe contato ou ndo entre os corpos durante o
processo de deformagdo. Neste caso, o atrito ndo interfere e a equag@o constitutiva para o contato
normal € dado pela a for¢ca de contato normal proveniente da reacdo a penetracdo na superficie de

contato.
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A condicdo matemdtica para que nao ocorra a interpenetracdo entre os corpos em contato é
dada pela equacgdes (5.7) ou (5.8) para o caso de pequenas deformagdes. O contato ocorre quando

gn = 0 e, neste caso, o vetor de tensdo € dado por

t! = on' =t,n' +t/a;]. (5.23)

Na condicao de contato, a componente de tensao normal £,, nao pode ser zero. O vetor tensao
atua em ambos os corpos porém com sentidos opostos devido a condicdo de equilibrio, conforme

mostrada na Figura 5.5.

Figura 5.5: Tensao na interface de contato (LAURSEN; SIMO, 1993).

Para que se caracterize o problema de contato as seguintes condi¢des devem ser satisfeitas:
gn = 0et, <0 (forca de compressdo). Caso exista um gap entre 0s corpos, entao tem-se g, > 0 e

t,, = 0. Isto leva ao seguinte conjunto de condi¢des para o contato unilateral

gn > 0, (5.24a)
tn <0, (5.24b)
tn gn =10 (5.24¢)
(5.24d)
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As condicdes dadas por (5.24) e ilustradas na Figura 5.6 sdo conhecidas como condi¢des de
HERTZ-SIGNORINI-MOREAU. Essas condicdes estabelecem a base para tratar o problema de

contato sem atrito dentro de um contexto de otimizacado (WRIGGERS, 2006).

A regido 1 da Figura 5.6 indica o quadrante onde ocorre o contato. Deve-se permitir uma
certa tolerdncia a penetracdo entre os corpos para que o problema de contato seja solucionado
usando o Método das Penalidades, conforme serd visto na se¢ao 5.2.4 em conjunto com o Método

de Newton-Raphson (REDDY, 2006). As linhas escuras representam as condi¢des dadas por (5.24).

A
tn

gn

@

\/

Figura 5.6: Forca de contato versus funcao gap (MIJAR; ARORA, 2004a).

5.2.2 Equacoes Constitutivas para Interface do Contato Tangencial

Para a direcdo tangencial, utiliza-se a lei de Coulomb modificada, sendo as equagdes cons-
titutivas para forca de atrito formuladas via teoria da elasto-plasticidade. Usa-se o método do ma-
peamento de retorno para integrar a equacao constitutiva de atrito e determinar suas componentes.
Essa formulagdo foi utilizada em conjunto com o MEF por Laursen e Simo (1993) e Giannako-
poulos (1989). A formulagdo a seguir representa o caso 2D do contato com atrito, assim, algumas
grandezas vetoriais foram omitidas para facilitar o desenvolvimento. Para o caso 3D, Bittencourt e

Creus (1998) desenvolve as formas vetoriais.

A lei de Coulomb para contato 2D fornece a seguinte relagao para o atrito
f=1t] — pulta] <0 Condig¢@o de adesio; (5.25)

f=t — plta] =0 Condigéo de deslizamento, (5.26)
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sendo x o coeficiente de atrito.

Baseado nas equacdes (5.25) e (5.26) e na Figura 5.7(a), pode-se perceber quais sdo as
duas razoes pelos quais (WRIGGERS, 2006; GIANNAKOPOULOS, 1989; BITTENCOURT; CREUS, 1998;
LAURSEN, 2002) utilizaram a formulacao elasto-pldstica para descrever a relacdo constitutiva para
o atrito na interface de contato. Sao elas: 1) a descontinuidade da lei de Coulomb na passagem
da situacdo de adesdo para deslizamento como mostrado na Figura 5.7(a) que causam dificuldades

computacionais e 2) situagdes experimentais que comprovam esses efeitos.

t " A Deslizamento t " Deslizamento

Adesio
B
Ut

Adesio

\J

(a) Lei de Coulomb. (b) Lei modificada de
Coulomb.

Figura 5.7: Leis de atrito de Coulomb (MIJAR; ARORA, 2000b)

Logo, pode-se dividir o gap tangencial em duas parcelas. A primeira com caracteristica re-
versivel (comportamento eldstico) denominado de g; que representa adesdo. A segunda parte com
caracteristica irrevesivel (comportamento plastico) chamado de g;. Dessa maneira pode-se escrever

a expressdo que representa o gap tangencial como,
90 =95 — ;- (5.27)
Para f < 0, a forca de contato tangencial € modelada por uma relacdo linear, isotrépica e
eléstica, isto €,
te = kigy s (5.28)

sendo k; uma constante eldstica definida por um pardmetro de penalidade tangencial usada na

solucdo do problema de contato usando o Método das Penalidades.
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Quando f = 0, existe um deslizamento que deve ser tratado como uma deformacao irrever-
sivel, ja que o trabalho de deformacdo neste caso € dependente do caminho. Assim, é necessario

escrever a equacao (5.27) como uma taxa de deformagao, ou seja,

90 =95 = 9i- (5.29)

A taxa de deformacdo da parcela g; é determinada usando a relacdo ndo-associativa da plas-
ticidade (BITTENCOURT; CREUS, 1998)

9= X%—Z, (5.30)
sendo A um escalar a ser determinado e

=1t (5.31)
Para o deslizamento, a taxa da for¢a tangencial pode ser calculada como

tr = k(g0 — G7)- (5.32)
Para completar a consisténcia da formulacio deve-se considerar que

j= g—itt —0. (5.33)

O procedimento de atualizacdo e integracdo das taxas escritas anteriormente sao feitas com o uso

do mapeamento de retorno que serd descrito a seguir.

5.2.3 Mapeamento de Retorno

O procedimento de mapeamento de retorno aqui descrito foi baseado nos trabalhos de Wrig-

gers (2006) e Bittencourt e Creus (1998) e os passos serdo detalhados a seguir.

A integracdo da equacgdo (5.15) para o caso 2D fornece a seguinte expressao dentro de um
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passo de carregamento ATy

Agine, = (Ent1 — En)- (5.34)

O deslizamento total ou gap tangencial g, , = g;, + Ags,,, deve ser decomposto, como
explicado na secdo anterior, em uma parcela eldstica e outra plastica (veja equacdo (5.27)). Assim,
pode-se calcular a funcdo teste para a equacdo (5.28) e também a funcdo f (equagdes (5.25) e

(5.26)) que fornece as condicdes de deslizamento ou adesdo da seguinte forma

tiy = Ke(Gewn = Gin)s (5.35)
rial rial
§N+1 = |tiN+1| - MtnN+1' (536)

trial
IN+1

de deslizamento e deve-se entdo corrigir o valor da parte plastica do deslizamento tangencial g;

Para firial < (), tem-se a condi¢io de adesdo e t, = ¢

. . Caso contrdrio, tem-se a condi¢ao
N+1

G = 97, + A sign(#1)). (5.37)
sendo \ = kit(|t§’;fl | — pitny,,) para o caso de utilizar a lei de Coulomb.

Logo, para o caso de deslizamento o valor final para a for¢a de contato tangencial é dado por

tiney = Mty sign(t7). (5.38)

IN+1

Esta atualizacdo final completa a integracao sobre a interface de contato. O processo de return

mapping usado neste trabalho pode ser resumido no Algoritmo 5.2.

Algumas consideragdes devem ser feitas com relagdo ao método de return mapping como
visto em (MIJAR; ARORA, 2005). De fato, o método € muito dependente do passo de carregamento
utilizado, isto €, precisa muitas vezes de um passo pequeno para que se obtenha o resultado dese-
jado. Os valores de penalidade tangencial e normal também influenciam no resultado como sera

discutido na secao 8.3. Valores elevados de penalidades podem causar um mal condicionamento da
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Algoritmo 5.2 Procedimento de return mapping para integracao local da lei de atrito.
requer: . ., Gy, > gtsN

Calcular: tﬁfjﬂl = kt(gt1lv+1 —9iy)
. ftrial __ |4tria
Calcqlar. ot = NS = bty
if f7'*! <0 then
__ 4trial
ttN+1 - ti}\r+1
else
Calcular: \ = kit(|t§’]‘jill| — Wnyy) ‘
Atualizar o deslizamento pldstico: g; =00+ A sign(ti’]‘fﬂ)
Calcular nova forga de fricgdo: ¢, ., = ki(giy,, — 97y +1)
end if

matriz de rigidez resultando em dificuldades na solu¢do numérica. Porém, o return mapping € um
procedimento numérico que permite tratar a interface de atrito de uma forma simples e de ripida

implementacdo em codigos de elementos finitos.

A préxima secdo aborda o Método das Penalidades para descri¢do do problema de contato na
forma variacional para posterior construcdo da discretizacdo em Elementos Finitos dos elementos
de contato 2D.

5.2.4 Método das Penalidades

Neste trabalho foi utilizado o Método das Penalidades para regularizar as equacdes constitu-
tivas na interface do contato. Segundo Mijar e Arora (2000b), Mijar e Arora (2004a) e Laursen e
Simo (1993) o Método das Penalidades possui as seguintes vantagens: ser de facil implementacao
e ter um nuimero reduzido de incégnitas a serem resolvidas se comparados com outros métodos,

tais como Método do Lagrangiano Aumentado' e Método dos Multiplicadores de Lagrange.

!0 Método do Lagrangiano Aumentado também possui 0 mesmo nimero de incégnitas que o Método das Penali-
dades. Porém ¢ necessdrio um processo iterativo para incrementar o fator penalizador que € alterado automaticamente
a cada iterag@o de contato do Lagrangiano Aumentado (MIJAR; ARORA, 2004a).
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O funcional de energia que representa a parcela do contato 2D € dado por

1
e = - / (tngn + trge)dA. (5.39)
2 Jr..

A equagdo (5.39) deve ser adicionada ao funcional de energia total do sistema para um corpo

submetido a uma deformacao eldstica.
A variagdo da equacgdo (5.39) fornece
Co = / (tndgn + ti0g;)dA. (5.40)
T'e
Usando o Método das Penalidades para definir a forca de contato normal e tangencial, t€ém-se

tr = kige, (5.42)

sendo k, e k; os parametros de penalidades para o contato normal e tangencial que devem ser
valores muito maiores que o médulo de elasticidade usado como propriedade do material. A parcela
g: da equacdo (5.42) deve ser atualizada via return mapping como discutido na se¢do 5.2.3 e no
Algoritmo 5.2.

A linearizac¢do da equacdo (5.40) para contato com pequenas deformagdes € dada por
Cclin — / (knAGLOg, + Atidg)dA (5.43)
INe]

O préximo passo consiste em criar os elementos de contato, o que sera feito usando elementos

isoparamétricos (se¢do 5.3.1) e discretizagdo né-segmento (secao 5.3.2).
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5.3 Discretizacao em Elementos Finitos

As discretizagdes aqui estudas e implementadas no programa hp’*fem sdo especificas para
pequenas deformagdes, isto €, grandes deslizamentos ndo sdo permitidos devido as hipdteses ci-
nematicas adotadas. A discretizagdo usando elementos isoparamétricos s6 é possivel em malhas
casadas, devido a relacdo de unicidade entre os nds. A formulagdo € simples e permite que os ve-
tores normais e tangenciais sejam definidos automaticamente pela topologia do elemento. Sendo
assim, possivel calcular os gaps normal e tangencial de forma direta via interpolacao das suas quan-
tidades. A formulacdo n6-segmento € mais robusta e permite trabalhar com malhas ndo casadas.
Porém, sua implementacdo ndo € trivial, pois a incidéncia do elemento de contato formado entre o
nd contator e o elemento alvo ndo € conhecida a priori (veja secdo 5.1.3). Dessa forma, essa se¢dao

tratard da construcdo dos elementos de contato usando as duas discretizagdes.

5.3.1 Elementos Isoparamétricos

Aqui a discretizacdo da superficie de contato é dada pela interpolacdo usando elementos
isoparamétricos. O elemento de contato gerado ndo permite grandes deslizamentos entre os nds
e necessita de uma malha casada (veja Figura 5.1(a)). Nao € necessario o procedimento de busca
pelo contato para determinar o valor da projecdo do nd contator sobre o elemento alvo, devido a
relacdo né-a-né obrigatdria. Por essa razdo, omite-se a notacdo da barra sobre as quantidades que
serdo calculadas a seguir. A fun¢do gap definida pela equacdo (5.8) para pequenas deformagdes, a

sua variacao e a sua linearizacdo sdo discretizadas usando interpolacdo isoparamétrica, ou seja,

gn =D Ni(&)(u} —uf)-n' + go, (5.44a)
0gn =Y _ Ni(&)(n® —n') -n', (5.44b)
Agn = Ni(§)(Au} — Au}) - n', (5.44¢)

sendo ¢ o nimero do né do elemento isoparamétrico.

93



Baseado na Figura 5.8, pode-se determinar o vetor normal n' e o vetor tangencial aj com
relacdo as funcdes de forma para o elemento isoparamétrico utilizado para discretizar a superficie

de contato. Por exemplo, para um elemento linear de dois n6s as funcdes de forma sdo

BQ
oB?

A e

(S5} )(1

(a) Dois elementos isoparamétri- (b) Mapeamento isoparamétrico.
cos em contato.

Figura 5.8: Elemento de contato isoparamétrico bidimensional (WRIGGERS, 2006).

1
M= (€~ 1), (5.45a)

Ny = %(g +1), (5.45b)

cujas derivadas locais sdo dadas por

dNy 1

-tz 4
i 5 (5.46a)
dNy, 1

— = 4
T 5 (5.46b)

O vetor tangente unitario pode ser escrito como,
al = 1 dx/dg _ 1 > xi AN /dE | (5.47)
Je |dy/d¢ Je |32y dN;/d€

sendo z; e y; as componentes do vetor posi¢ao X; para o né ¢ nas dire¢des x e y, respecitvamentes.
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J. € 0 jacobiano dado por

dz\” dy 2
=) (Y, 59

A partir do vetor tangencial dado pela equacdo (5.47), pode-se construir o vetor normal como

., eyxajl N!
— — 5.49
® = ey xalll N 649

sendo e3 a dire¢do perpendicular ao plano.

Assim pode-se escrever as equagoes (5.44b) e (5.44¢) como

In = Z[N'( IN(E)/|IN[]u;, (5.502)
Zm (©)/IN], (5.50b)
Mgy = SINON(E)/IN' A, (5.500)
sendo
. N1
[y
e
u; Au 2
u;, = [ulll , Au; = Au! n= [ 21] ) (5.52)

Para o caso particular onde o corpo alvo € um anteparo rigido, pode-se reescrever a equagao
(5.51) como

1
N = [N ] . (5.53)
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O gap tangencial, a variacdo do gap tangencial e a sua linearizacdo também sdo expressos

usando fun¢des de interpolacdo como no caso das parcelas referentes a componente normal, isto €,

ZN (u? —ul) - al, (5.54a)
Sgr = Z Ni(¢ ay, (5.54b)
Agy = ZN,— (Au? — Au}) - aj. (5.54¢)

Em forma compacta,

gt = Z[N-(S)Al( )/lat|[Ju;, (5.55a)
g, = Zm ©)/llat]l], (5.55b)
Agtzﬂzvi() H©)/llal |l Au;, (5.55¢)
sendo,
~ a1
T =M (5.56)
_al

a1]
. (5.57)

Com auxilio da equagao (5.40), escreve-se cada um dos termos na forma matricial. Primeiro,

expressa-se a forca de contato normal F,, como

c

C=1 i=1
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com

+1 X
Fr = / Fongn (€N (€)N(€)de (5.59)

1

Na equagdo (5.59), g,, € dado por (5.50a).

A linearizag¢do da equacgdo (5.58) resulta na construcdo da matriz de rigidez de contato com

o seguinte formato

K :/ knAgndgndl’ ~ U ZZ’?&CMAU%, (5.60)
re C=1i=1 k=1
sendo
+1 1
b [ B NONLONN e 5:61)
-1

A parcela referente ao contato tangencial, pode ser aproximada usando o método das penali-

dades como

/ togl ~ | ) S nbFe, (5.62)
I

o) C=1 i=1

A partir dai, F! deve ser escrita para cada uma das condig¢des de atrito. Para o caso de ades@o,

tem-se a seguinte forma discretizada

+1 R
Pyl = /  ha OV T, (5.63)

sendo g; dado pela equacdo (5.55a).

A matriz de rigidez proveniente da lineariza¢do da equacdo (5.63) para o caso de desliza-
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mento € dada por

K3 = / kAgidgidl ~ | ZZ"&C Augy, (5.64)
e C=1i=1 k=1
na qual
+1 L 1
Cj = /1 ktNi(g)Nk(g)TKT%)deg (5.65)

Ja para o caso de deslizamento, deve-se aplicar os procedimentos de return mapping dado
na se¢do 5.2.3 e realizar os procedimentos de linearizacdes das quantidades como descritas em
(WRIGGERS, 2006). Assim, os resultados finais para o vetor for¢a de contato tangencial e matriz de

rigidez tangencial devido ao efeito de deslizamento sao, respectivamente,

. +1 A
poliv — / e N TE)sign (1 e (5.66)

Ko — /F t:0g,dl ~ U ZZnCZCSl’pAuCk, (5.67)

C=1 i=1 k=1

na qual

+1
Cy” = / 1 tmﬂsign(ti;‘fiﬁ)Ni<£>Nk<£>T%<T%>TH1\1I—1Hd£ (5.68)
sendo ;,., o valor atualizado da for¢a de contato tangencial pelo método do return mapping.
Nota-se que a matriz de rigidez do contato tangencial para o caso de deslizamento nao € simétrica.
A integracdo numérica € feita usando dois pontos de Gauss para o caso analisado. Porém, devido
aos valores dos parametros de penalidade ou o efeito do coeficiente de atrito pode ocorrer o fend-
meno denominado de travamento, onde a solug@o oscila entre dois valores de convergéncia. Para
evitar o travamento, pode-se utilizar a subintegracdo, ou seja, usar 1 ponto de Gauss para reali-
zar a integracao numérica. Esse procedimento é recomendado por Belytschko, Liu e Moran (2000)

como utilizado em elementos quadrado de 4 n6s sujeitos a grande deformagao. O mesmo fendomeno
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pode ocorrer na discretizagdo né-segmento que serd abordada a seguir. O c6digo para discretizagao

usando a formulacdo isoparamétrica foi adicionada ao programa hp?fem.

5.3.2 No-Segmento

A discretizag¢do de elementos finitos usando né-segmento pode ser encontrada nos trabalhos
de Bathe e Chaughary (1985), Ju, Stonet e Rowlands (1995), Ju e Rowlands (1999), Bittencourt
e Creus (1998), a qual é muito utilizada em cdédigos comerciais de elementos finitos tais como
(ANSYS INC., 2008; ALTAIR ENGINEERING, INC, 2008). Para essa discretiza¢do € necessario realizar

a busca pelo contato e a cinemdtica como descritos nas secdes 5.1.3 e 5.1, respectivamente.

Detalhes sobre a discretizagao podem ser obtidas em Wriggers (2006). O interesse aqui esta
em construir as matrizes de rigidez e os vetores de for¢ca de contato para serem adicionadas ao
cédigo hp*fem. Consideram-se dois corpos em contato. O corpo 1, ou alvo, é discretizado por
uma malha £2”. Sua superficie ¢ discretizada por um elemento alvo com dois nés, como mostrado

na Figura 5.9, em contato com um né contator do corpo 2 discretizado por uma malha 5. As

Figura 5.9: Discretizagdo né-segmento.

funcdes de interpolagdo para o elemento alvo sdo as mesmas fornecidas por (5.45). O vetor normal e
tangencial sdo calculados pelas equagdes (5.49) e (5.47). A tnica diferenga € que essas quantidades

sdo calculadas usando o valor £ encontrado via solucio do problema de minimo dado na expressao
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(5.5).

Logo, pode-se escrever o gap normal como

gn = (x> = x1) -0 = [x* = (N1(E)x] + No(€)xy)] - 0. (5.69)

Ja o gap tangencial para a condicdo de adesdo é dado pela diferenga entre as coordenadas
convectivas entre dois passos de carregamentos durante o procedimento de mapeamento de retorno,

ou seja,

. _
9i = |J |d€ = (€ — &o) ., (5.70)

&o
sendo J. o jacobiano do elemento alvo que no caso do elemento segmento representa o seu com-
primento; £ é a coordenada convectiva do passo de carregamento 7T'; e & é a coordenada convectiva
para Tj. Assim, todas as outras quantidades cinemdticas para o problema de contato sdo reescritas

da seguinte forma

= [n" = Ni(E)m1 — Na(E)mg] - 0, (5.71a)
= [Au® — Ny (§)Auj — No(€)Aul] - n', (5.71b)
= [® = Ni(E)my — No(E)ms) - af, (5.71c)
= [Au® — Ny(§)Au; — Ny(§)Auy] - aj, (5.71d)
“”’ = [0* — Ni(E)n} — Nao(E)m3] - &, (5.71e)

Para a condi¢do de deslizamento, a linearizagdo deve ser feita sobre a forca de contato tangencial

que € atualizada pelo método de return mapping. Assim, tem-se,

nt Au?
Atyy,, = phnAgny,,sign(t/’) | =N (§n'| |Aual] . (5.72)
—N2(€)ﬁ1 Au%

Para facilitar a representacdo matricial das quantidades referentes a forca e rigidez de contato,
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definem-se os seguintes vetores auxiliares:

no=m ni nil.

A forca de contato normal e a rigidez podem ser escritas, respectivamente, como

n
Ne =4 -N(§n' ¢,
—Ny(&)n'
e
a,
To = ¢ —Ni()a]
—N,(§)aj
Frcl' - kngnNC’a
e
& = k.NeNg,
Para a condi¢do de adesdo, tem-se
FSCIE = ktgftT07
e

K: = k,ToTL.
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Ja na condic¢do de deslizamento, as parcelas sdo das por

F&7 = pikngn Te, (5.80)

Kscéip _ Mknsign(ttrial )TCNg (5.81)

tN+1

A seguir serd apresentado o algoritmo utilizado para resolver o problema de contato sem atrito e

com atrito.

5.4 Solucao de Problema de Contato

Sendo o problema de contato um problema nao-linear, € necessario aplicar um método itera-
tivo, como o método de Newton-Raphson, para resolver a seguinte equagio para 727 Auli+1)

(T-i-ATK(i) + T+ATKg)) T+AT Ay (i+1) — T+ATp(i) _ T—l—ATFZ(i)t + T+ATF(CZ;)’ (5.82)

sendo

(T'+ AT) = passo de carregamento;

(1) = contador de itera¢des de Newton-Raphson;

K = matriz de rigidez dos elementos Q";

K¢ = matriz de rigidez dos elementos de contato;

Au = vetor de incrementos dos deslocamentos;

P = vetor de carregamentos externos;

F;.: = vetor de forca interna dos elementos 2" proveniente do processo de linearizagio;

F = vetor de forcas de contato.
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O Algoritmo 5.3 mostra os passos utilizados para solucionar o problema de contato usando o

Meétodo das Penalidades que serd usado na proxima se¢do para resolver os estudos de casos.

Algoritmo 5.3 Problema de Contato com atrito usando o Método das Penalidades.
Inicializar: u = 0
Decidir valor do passo de carregamento AP = P /(ntimero de passos de carregamento)
for n = 1 : nimero de passos de carregamento do
T+ATP _T P+ AP
Atualizar/inicializar grandezas cinemdticas de contato (gy,g;,t,)
Inicializar contator de Newton-Raphson i = 0
Inicializar critério de parada conv = 1
while conv > precisdo ou ¢ < nimero maximo de iteragdes do
1=1+1
if - = 1 then
Considerar todos os nés em estado de adesdo
else
Atualizar as forcas de atrito usando o Algoritmo 5.2
end if
Resolva a equagdo de Newton-Raphson (5.82)
Atualizar vetor de deslocamentos u” = u~ 4+ Au’

Atualizar vetores de F? , e FY)|

Checar a convergéncia R = ||[F?,, + F9||/(1 + |[T+ATP||) < tolerancia
end while
end for
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6 Otimizacao de Forma em Problemas Estruturais

Um ambiente de otimizagao de forma requer uma conectividade entre diversas ferramentas
tais como andlise de resposta, andlise de sensibilidade, geracdo de malhas, controle de geome-
tria (parametrizagdo e atualizag¢do) e algoritmo de otimizacdo. Essa conectividade se da através
do campo de velocidade de projeto proveniente da andlise de sensibilidade a mudanca de forma,
conforme descrito e discutido em Silva (2003), Choi e Kim (2005a, 2005b). As expressoes de sen-
sibilidade ndo manipulam as varidveis de forma diretamente, apenas os campos de velocidades
induzidos por elas. Assim, a descricao geométrica deve fornecer uma regra geral e reutilizavel para

obtencdo desses campos.

Na otimizagdo de forma, deve-se garantir que o contorno da malha sempre coincida com o

contorno da geometria Silva (2003).

O algoritmo de otimizacdo estudado € extremamente dependente da hip6tese de continuidade
e suavidade dos funcionais do problema. Em cada iterac@o, os valores das varidveis de projeto sdo
alteradas. Deve-se, entdo, sempre checar a consisténcia da malha e se necessdrio gerar uma nova
malha a partir da geometria atualizada. Essa € a razdo para que exista uma integracio consistente
entre o algoritmo de otimizac@o e um software de controle de geometria que possibilite a geracao

automatica de malha.
Assim, o objetivo deste capitulo € discutir os elementos essenciais do processo de otimizagao

de forma para em seguida no capitulo seguinte seja discutido a integra¢do do programa de otimiza-

¢do escrito com um programa de parametrizacdo de geometria e geracdo automdtica de malha.
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6.1 O Problema de Otimizacao

6.1.1 Modelo Matematico

A formulagdo de um problema de otimizacao consiste na passagem de um modelo fisico para
um modelo matemético muito bem definido, que possa garantir a precisdo dos resultados. Esse

modelo matematico € constituido de trés itens;

Funcao Objetivo : € o parametro que serd otimizado, em outras palavras, é o que deseja ser mini-
mizado. Num problema de mecanica do continuo, a fun¢ao objetivo € dado por um funcional
de performance estrutural. A funcdo objetivo é dependente das varidveis de projeto. Nesse

trabalho a fungo objetivo serd indicada pela letra f;

Variaveis de Projeto : ¢ um conjunto de varidveis que descrevem o sistema. As varidveis de pro-
jeto sdo mutdveis durante o processo de otimizacdo, isto €, elas podem mudar de valores
até que a funcdo objetivo atinja o valor 6timo, satisfazendo os critérios de restricdes. Nesse

trabalho as varidveis de projeto serd indicada pela letra P;

Restricoes : podem ser representadas por fungdes (lineares e nao-lineares) ou por valores escala-
res. Sao as restri¢des que indicam os limites e os critérios aceitdveis do projeto. As restri¢des
podem ser de igualdade h = 0 e/ou de desigualdade g < 0. Em problemas de mecanica
estrutural as restri¢cdes sdo dadas por funcionais de performance estruturais como visto em
Silva (1997), Choi e Kim (2005a), Christensen e Klarbring (2009).

Assim, de acordo com Arora (2004) podemos representar um problema de otimizac¢do na

forma matematica como,

min f(P)
sujeita a

(P)<0 i=1,2,...,n 6.1
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sendo P € ", f : " = RN, g, : "* = NReh; : A" — RN Vi,j € N. Assumindo que o
problema tenha solugdo P* € R, as restrigdes nesse ponto podem ser tanto satisfeitas na igualdade
(restri¢des ativas) quanto na desigualdade (restricdes inativas). Em um problema de otimizacao,
deve-se ter sempre p < n para se ter um problema determinado. No caso de p = n, a Gnica solucdo
possivel € aquela obtida do sistema de n equagdes por n incognitas. Para o caso onde p > n, o

problema ¢é sobredeterminado, tendo-se equagdes redundantes ou inexistir solucao.

6.2 Parametrizacao do Contorno

A parametrizacdo do contorno da geometria € um processo fundamental para a realizacdo
da otimizacdo de forma. E através da parametrizacio que o modelo fisico é convertido para um
modelo matemadtico. Dessa forma, o objeto, agora, passa a ser descrito por curvas, superficies ou
volumes, que sdo entidades definidas por fun¢des. A mais importante caracteristica da otimizacao
de forma € a conexao direta entre a geometria parametrizada e o modelo de elementos finitos, mais

precisamente, com o campo de velocidades que serd abordado neste capitulo.

A parametrizagdo do contorno de estruturas pode ser realizada usando métodos tais como:

e coordenadas nodais do contorno;

* segmentos de retas e arcos de circunferéncias;

funcdes polinomiais;

funcdes B-spline.

No primeiro método, as coordenadas nodais dos elementos sdo usadas como varidveis de
projeto durante a otimizacdo de forma e alterada diretamente no processo de otimizacdo. Apesar
de ser o método mais simples de parametrizacdo, de acordo com Choi e Kim (2005b), alguns

inconvenientes podem aparecer, tais como,

* como as coordenadas dos nés do modelo sdo usadas como varidveis de projeto, para modelos

elaborados, o problema de otimizacdo tende a se tornar enorme. Isto resulta no crescimento
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significativo dos custos computacionais, podendo ocasionar dificuldades para a solugdo do

problema de otimizagao;

* a primeira derivada ndo € continua entre os nds do contorno, o que resulta em projetos im-

praticaveis e inaceitaveis;

* ndo se pode garantir a precisdo numérica do projeto, devido a possivel distor¢do da malha
de elementos finitos durante o processo de otimizacdo. Uma alternativa para esse problema é
usar as coordenadas dos pontos geométricos como varidvel de projeto e usar um mapeamento

isoparamétrico para gerar a malha.

As fungdes polinomiais produzem curvas que passam por todos os pontos de um modelo.
Quanto maior a ordem do polindmio, maior serd a precisdo da curva e melhor a parametrizagao.
Porém, a oscilacdo do contorno também serd maior (CHOI; KIM, 2005b). Para maiores informacoes,

Rogers e Adams (1990) é uma boa referéncia sobre o assunto.

Para eliminar o problema de oscilagdo do contorno, emprega-se B-splines que sdo fungdes
compostas de segmentos de polindmios de baixa ordem. Estes segmentos sdo combinados para
maximizar a suaviza¢do do contorno. A base B-spline permite que a ordem seja alterada sem au-

mentar o nidmero de vértices do poligono.

A generalizacdo das B-splines resulta na base NURBS (Non Uniform Rational B-Spline). A
base NURBS ¢ utilizada intensivamente na industria mecanica, tornando-se o padrdo para represen-
tacdo de modelos e transferéncia de arquivos de geometria entre plataformas CAD e CAE. Como

visto em Piegl e Tiller (1997), o sucesso da base NURBS deve-se aos seguintes fatores:

1. prové uma base matemdtica concisa para representacdo de qualquer entidade geométrica;
2. seu algoritmo é numericamente estdvel e de facil interpretacao;

3. a geometria € invariante para transformacodes lineares, tais como translagdo, rotacdo, proje-

¢oes paralela e ortogonal.
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A seguir, introduz-se os conceitos de geracdo de curvas e superficies NURBS usadas na

parametrizacdo do contorno de geometrias submetidas ao processo de otimizagao de forma.
Curva NURBS

Uma curva NURBS de grau p € definida por Piegl e Tiller (1997),

r) = > iz Nip(r)Bi X'
= Z?:O Nip(r)B;

a<r<hb, (6.2)

sendo X' as coordenadas dos pontos de controle, 3; sdo os pesos de cada ponto de controle e N; ,(r)
¢ a funcdo B-spline de grau p (ordem p + 1) definida da forma mais geral em um vetor de nodos

(knots) nao-periddico e ndo-uniforme dado por

r={a,..,a,"pt1, s Tm—p-1,0, ..., b} (6.3)

p+1 p+1

e a e b sdo os nodos para os limites inferior e superior respectivamente e m € o indice do nodo.
A relagdo entre o nimero de nodos (m + 1), o grau p da fungdo V; ,(7) e o nimero de pontos de
controle (n + 1) é dado por m = n + p + 1 (PIEGL; TILLER, 1997). Considerando a = 0, b = 1e

B; > 0 para todo 7, tem-se a base B-spline racional

Nip(1)Bi

= . 6.4
> i=0 Njp(r)B -

Rip(r)

Reescrevendo a equacio (6.2) usando a equacgdo (6.4), chega-se a seguinte expressao para a
curva NURBS

X(r) =Y Rip(r)X'. (6.5)

E importante saber que os pesos e as coordenadas fisicas de um ponto pertencem a um espago
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de coordenadas de quatro dimensdes (ROGERS; ADAMS, 1990).

A base ndo-racional B-spline, N; ,(r), pode ser obtida pela férmula recursiva de Cox-deBoor-
Mansfield, apresentada em (ROGERS; ADAMS, 1990; PIEGL; TILLER, 1997), como

N () 1 ser; <1 < 7Tt
' 0 outros casos,

r—=r; T - T
Nip(r) = ﬁNLP—l(T) + ﬁ]\fiﬁ-l,p—l(r)» p=2..p+1, (6.6)
TP ? 1+p )

sendo 7; os elementos do vetor de nodos com dimensdo m + 1.

O vetor de nodos deve ser uma série monotonicamente crescente de nimeros reais (PIEGL;

TILLER, 1997). Existem trés tipos de vetores de nodos aplicdveis em uma base B-spline:

uniforme (periddico) : sdo vetores que possuem valores igualmente espagados e distribuidos entre
um valor minimo e maximo dados. Na prética, o valor minimo é zero. Se forem normalizados
estardo no intervalo [0, 1] e terdo incrementos de um valor decimal fixado. Sao usados para

gerar curvas fechadas (SILVA, 2003). Como exemplo de vetores de nodos uniformes, tem-se
[0 1 2 3 4] com incremento de uma unidade,

[—0,2 —0,1 0 0,1 0,2] com incremento de 0,1 unidades,

[0 0,25 0,50 0,75 1,0] normalizado com incremento de 0,25 unidades;

uniforme aberto : sdo vetores que tem multiplicidade dos valores dos nodos no final da série igual
ao valor da ordem p + 1 da fun¢@o de base B-Spline. Vetores uniformes abertos sdo gerados
pela seguinte regra (ROGERS; ADAMS, 1990)

ri =0, 1<i<p+1,
rin=t1—p+1, p+2<i<n+1 (6.7)
ri=n—p+1, ¢g+2<i<n+p+2

Sado exemplos de vetores de nodos uniforme aberto ndo normalizados para n + 1 = 5 pontos
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de controle,
p=1: [00 1234 4],

p=2: (00012333
p=3: 000012222

Como vetores normalizados,
p=1: 000,25 0,50 0,75 1 1],
p=2: [0001/32/311 1],
p=3:[00001/2111 1]

nao-uniformes (nao-periddicos) : vetores nao-uniformes podem ter valores com espacamento
desigual e/ou valores internos multiplos (ROGERS; ADAMS, 1990). O nimero de nodos é
n + p + 1. Tém-se os seguintes vetores de nodos como exemplos para n + 1 = 4 pontos
de controle

p=1: 00,28 0,5 0,72 1],

p=2:[012234],

p=4: 00011222

Geralmente, os vetores de nodos sao normalizados para o intervalo [0, 1] (SILVA, 2003). Como dito
anteriormente, uma curva NURBS € uma curva B-spline gerada sobre um vetor de nodos nao-
uniforme e nao-periddico. Dessa maneira, pode-se afirmar que uma curva NURBS € a forma mais

completa e geral de uma de B-spline.
Superficie NURBS

De acordo com Piegl e Tiller (1997), uma superficie NURBS de grau p na direcdo de r e

grau h na dire¢do de s, construida sobre um vetor de nodos ndo-periédico e fungdes B-spline nao-
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racionais para n + 1 pontos de controle na dire¢do de r e t + 1 pontos de controle na direcdo de s,

¢ definida pela seguinte expressao

o g
. N (r) M X
> imo 2uj—o Nip(r)Mn(s)Bi; 0<rs<l. (6.8)

X(r,s) = ; <
") > ico 2o Nip(r) M () Bi

X' sdo os pontos de controle (vértices) que definem uma rede tridimensional, 3; ; s30 0s pesos
dos pontos de controle, e N; ,(r) e M; ,(s) as funcdes B-spline ndo-racionais dada pela férmula

recursiva (6.6) em cada direcdo paramétrica.

Usando fung¢des racionais continuas por partes, pode-se escrever

_ Nip(r) M;n(s)wi _
> o >oio Nip(r) My (5) By

Conseqlientemente, a equacao (6.8) pode ser reescrita como,

R j(r,s) (6.9)

n t
X(r,v) = Z Z R (r,v)X". (6.10)

i=0 j=0

Percebe-se que as fronteiras de uma superficie NURBS sdo dadas por curvas NURBS. Isto
faz com que, em um processo de otimizacao de forma, ao escolher-se como varidveis de projetos
determinados pontos de controle de uma curva NURBS, indiretamente, estdo sendo selecionados

os pontos de controle equivalentes na superficie NURBS.
6.2.1 Campos de Velocidades

Definindo uma varidvel de projeto com uma coordenada [ (I = 1,2,3) de um determinado
ponto de controle escolhido de uma entidade NURBS, isto é, d; = X fj , a sensibilidade da curva ou

superficie NURBS a uma variacao de d; é

oX 0X
od; 0X;'j.

(6.11)
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Segundo Silva (2003) para o exemplo de uma superficie NURBS, tem-se

oX Sis(r:5) oX ; ox
= = , — = Sz-j(r’ 3) , — = (6.12)
0 Si,j (T, S)
com X% = (X, X7 X¥).
Se a varidvel € o peso ij, i.e., d; = [3;;, entdo,
X X 1 )
X _ 9 (XY — X (r, )] Sij (r,s). (6.13)

od; 9B, By

Logo, o campo de velocidade no contorno do modelo discreto deve ser obtido avaliando-se

(6.11) e (6.13) nas coordenadas paramétricas (r, s) de cada n6 da superficie.

Tendo como base (6.10) e (6.11), nota-se que parametrizagdes baseadas em pontos de con-
trole dao origem a campos de velocidades que, quando utilizados na atualizacdo de coordenadas
nodais, garantem que nds sobre o contorno 03 permanecerao sempre sobre esse contorno, uma vez
que nds e geometria serdo atualizados exatamente com a mesma expressao, independentemente do

tamanho da perturbacao.

Considere, por exemplo, a parametrizacdo de uma coordenada do ponto de controle X""".
Logo,

Z?:O Z;‘:O Xijsij (Tv 8) )

X (r,s)+0dV (r,s) = o g
(r:2) (r:3) Xl = X, i#m, j#n,
X =X 4+ 6d, i=m, j=n.

O lado esquerdo da expressdo anterior representa o algoritmo de atualiza¢do das coordenadas dos
nds sobre o contorno, ou seja, a cada posicao nodal soma-se a respectiva velocidade multiplicada
pela perturbacdo. O lado direito da mesma expressao indica a regra de atualiza¢do da representacao

geométrica. A grandeza dd € proveniente do algoritmo de minimizacao.
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No caso da varidvel estar associada a um ponto de controle de uma curva NURBS que é a
fronteira entre duas superficies NURBS, qualquer modificacdo se propaga para ambas as superfi-
cies. Tais modificagdes sao descritas por campos de velocidades parciais V; and V, em cada uma
das superficies. O campo de velocidades resultante € a unido V = V; U V5. Da mesma forma, se a
varidvel estd associada a um ponto que € um vértice de ng,, s superficies, o campo de velocidades
resultante € a unido de campos parciais, ou seja, V=V, UV, U...UV

Nsurf*

Pode se obter de forma andlogas as expressdes para curvas NURBS.
Recuperacao de Coordenadas Paramétricas

Como desenvolvido muito bem em Silva (2003), as expressoes (6.11) e (6.13) mostram que
o campo de velocidades de varidveis relacionadas a caracteristicas de curvas e superficies NURBS
exigem o cdalculo das fungdes de base nos nos localizados sobre o contorno. Para isso, torna-se
necessario conhecer as coordenadas paramétricas (r, s) correspondentes a cada né sobre o contorno
OB. Tais informagdes ndo sao geralmente fornecidas pelos geradores de malha, sendo necessario
dispor de recursos para determina-las. Além disso, mesmo que os parametros sejam conhecidos, a
aplicagdo da transformacdo de dominio altera seus valores, os quais precisam ser atualizados antes

da avaliacdo dos campos de velocidades.
Para geometrias 2D, uma abordagem inicial seria a aproximagdo linear, baseada na aproxi-

macao dos parametros 7 a partir das distancias entre os nds sobre o contorno. Considere a distancia

entre dois nds consecutivos do contorno
0 = ||1Xs — X1

sendo X; as coordenadas do né ¢. A aproximacao 7; do parametro r; correspondente seria entao,

i Nc
F= D 0 /(D% =00, (6.14)
k=0 k=0

sendo Nc¢ o nimero total de nds na regido considerada do contorno.
Esta solucao, mostra-se bastante imprecisa, ocasionando erros sisteméaticos de andlise de sen-
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(5,5) (5,5)
0( 5,4 )
¢(5,2.5)
(5,0) (5,0)
(a) Ponto de controle central (b) Ponto de controle central
em posicao simétrica. deslocado.

Figura 6.1: Exemplos para teste de cdlculo de curvas NURBS (SILVA, 2003).

sibilidade, mesmo em casos simples. Por exemplo, considere o dominio quadrado mostrado na Fi-
gura 6.1(a), no qual um dos lados é descrito por uma B-spline quadratica, estando as coordenadas

dos 3 pontos de controle indicadas na mesma figura. Aplicando (6.7), o vetor de nodos é
r= [ 0001 11/.

As fungdes de base s@o obtidas de(6.6)

No,o =0, Nio=0, Nog=1, N3g=0, Nyo=0,
No1 =0, Nig=1-r, Noy =1 N3 =0,
N(],Q:(l—?")z, N172:27’(1—7">, N272:7’2.

Aplicando a dltima linha em(6.5), tem-se a seguinte expressdo para as coordenadas dos pontos
sobre o lado do dominio indicado na Figura 6.1(a)

|50 Y 5.0 Lo 5.0 5 [ 5 .
X(T)_{o,o}(1 )+{2,5}2(1 )+{5,0} {w}’ V=r=t

A derivada da 4rea 1) do quadrado em relacdo a variavel d, coordenada = do segundo ponto de

controle, € entao,

1

1
a—@D://DM}VQH/: V-ndL:/ 2r(1—r)(5) dr:—0:1,666...,
ad  Js o8B 0 6

pois o campo de velocidades no contorno € a propria segunda funcao de base da curva. Utilizando
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(6.14), obtém-se o mesmo resultado utilizando-se elementos triangulares quadréticos (que descre-

vem exatamente o campo de velocidades no contorno), ou seja, g—ﬁ = 1,666666667. Entretanto, se

o segundo ponto de controle for alterado, mantendo-se o mesmo contorno final (como mostrado na
Figura 6.1(b)), as coordenadas dos pontos desse lado passam a ser fornecidas pela expressao

5,0 5,0 5,0 5,0
x(r)=< 77 (A —=r)P+ T A e (=) T = ’ , 0<r<L
070 470 5,0 87’—3’]"2

Observa-se que o campo de velocidades também € fornecido pela segunda fungdo de base da curva,

portanto espera-se 0 mesmo resultado. Logo,

o ! 10
e ) (8- — 1 —1,666...
5d i r(1—r)(8—6r)dr g , 666

O resultado numérico foi de g—fl’ = 1,666585859 ao invés do resultado exato e, quanto mais
deslocado em relacdo ao centro estiver este ponto de controle, maior o erro obtido. Além disso,
trata-se de um erro ndo controldvel e sistemdtico que se torna maior com a modificacdo da posi¢ao
dos pontos de controle, geometrias mais complexas e outros funcionais de performance. O impacto
€ ainda mais significativo quando o préprio campo de velocidades € usado para atualizar os nds da

malha.

Tem-se entdo o problema de determinar o valor 7; tal que
z; o .

{ j } = Y XIRy (7)
Yi =0

_ T
sendo X7 as coordenadas dos pontos de controle e [ Ti Ui } as coordenadas do né. Assim, deve-

se resolver a equacdo vetorial

£(ri) =) XIRj (ri) - { i } =0, Df (r;) = ZX%RJ,X (ri) -

=0 Yi =0

Resolve-se essa equagdo serd através do método de Newton-Raphson.
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Toma-se a aproximacdo de Taylor de primeira ordem para f (r) em torno de 77,
f(ry)=1f(r))+{Df(r})} (r; —r) =0, (6.15)
como o ponto de partida para uma forma algoritmica de solugdo.
Multiplicando (6.15) por { Df (r*)}",
{DE (i)} {DE (r)} (rs = ) +{DE (i)} £ () = 0,

converte-se a equagao vetorial em escalar. Isolando r;, ou seja,

*

e ADEEDY )
O DEY e ()Y

obtém-se a férmula recursiva

Df (r)V £ (rk
Y {DE(r)} £(rf) k+1—k, atéque [rFt —rF <e>0. (6.16)

L {DE ()Y (e ()Y "

Se houve convergéncia para k + 1, adota-se 7; = "'

i .

Este procedimento deve ser realizado para cada né da regido do contorno associada a varia-
veis de projeto. Entretanto, este algoritmo € eficiente, pois nao ha necessidade de resolver sistemas
lineares uma vez que o problema para cada n6 é desacoplado dos demais e todas as fungdes envolvi-
das sdo conhecidas (as fun¢des de base e suas derivadas sdo obtidas de maneira semelhante). Testes
numéricos mostraram que o algoritmo converge rapidamente mesmo para aproximacdo ¥ = 0,0

para todos os nés de uma curva (SILVA, 2003).

Aplicando este procedimento ao exemplo do quadrado, obtém-se g—fl’ = 1,666666667 para

qualquer coordenada y, 0,0 < y < 5,0, do segundo ponto de controle.
E muito importante a aplicacio do método anterior em problemas 3D, pois em superficies nio

ha ordenacao preferencial dos nés que permita mesmo uma aproximagao linear para as coordenadas

paramétricas. Nesse caso, o algoritmo envolve a solu¢do de um sistema linear 2 x 2 simétrico em
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cada n6 da regido do contorno associada a varidveis de projeto.

6.3 Campos de Velocidades do Interior do Dominio

Neste trabalho estudou-se duas técnicas de geracdo de campos de velocidades no interior
do dominios discretizados em elementos finitos: método da camada unitdria de contorno Silva
(1997, 2003) e 0 método de deslocamentos ficticios de contorno Choi e Chang (1994). A seguir, as

principais caracteristicas desses dois métodos sao apresentadas.

6.3.1 Meétodo da Camada Unitaria de Contorno

Segundo Silva (2003), esse método apresenta o campo de velocidade nao-nulo somente na

primeira camada de elementos adjacentes ao contorno parametrizado.

Assume-se um campo de velocidade nos nés do contorno, e assim interpola-se o campo de
velocidades dos ndés da camada adjacente através das funcdes de forma lineares dos campos de
velocidades do contorno e do campo de velocidades nulas na fronteira interna da camada. Sobre o

contorno, o campo de velocidade deve ter a mesma ordem da interpolacdo da malha de elementos.

Esse método possui como ponto positivo a eficiéncia computacional, pois nao é necessario
nenhum célculo numérico. Soma-se, ainda, o fato de que as expressoes de andlise de sensibilidade
somente precisam ser avaliadas na camada adjacente ao contorno, o que € muito vantajoso em

geometrias 3D.

Entretanto, existe um custo pela possibilidade de variacdo do dominio em uma tdnica ca-
mada de elementos. E provavel que sejam produzidos elementos distorcidos ou mesmo perda da
consisténcia geométrica da malha. Por isso, o método possui maior eficiéncia quanto maior for o
refinamento da malha adjacente ao contorno (SILVA, 2003). Dessa forma, quando o critério de dis-
torcdo € atingido, deve-se regerar automaticamente a malha por um gerador de malha integrado ao

processo de otimizacao.
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Porém, segundo o trabalho de Schleupen, Maute e Ramm (2000), na otimizacdo de forma,
em todo o processo de procura com derivada fixa (iteracdo externa), a topologia de malha deve
se manter fixa. O que gera inconsisténcia, € muitos autores como Mufioz-Rojas, Fonseca e Creus
(2004) nao aprovam o uso deste método, pois acredita-se que uma vez alterada a malha altera-se

também o erro do processo de otimiza¢do diminuindo em alguns casos a taxa de convergéncia.

6.3.2 Meétodo de Deslocamentos Ficticios

Esse método consiste em interpretar cada campo de velocidades no contorno como condicoes
de Dirichlet impostas num problema elastostatico linear ficticio. As seguintes caracteristicas devem
ser colocadas (SILVA, 2003; CHOI; CHANG, 1994):

* o corpo B é constituido de material elastico linear ficticio com médulo de elasticidade unita-

rio e coeficiente de Poison nulo;

* usa-se a mesma discretizacdo da andlise de resposta para o campo de deslocamentos, devido

a exigéncia tedrica de garantir a regularidade do campo de deslocamentos;
* as velocidades dos nds internos de 9B sdo as incégnitas do problema;

* cada varidvel de forma da origem a um campo de velocidades nao-nulas no contorno em uma

regido de 0B, deixando o resto do contorno associado a velocidades nulas.

Dessa maneira, cada campo € determinado a partir da solu¢do de um problema linear, ga-
rantindo assim a exigéncia tedrica de fornecer uma varia¢do linear do dominio B em relacdo a
respectiva varidvel de projeto. Cada problema linear corresponde a solu¢do de um sistema de equa-
coes lineares da ordem de uma iteragdo de Newton-Raphson. Assim, pode se afirmar que a precisao
usando os campos de velocidades obtidos € praticamente idéntica, sendo em alguns casos um pouco

menor devido ao erro numérico da solugdo do sistema linear.

Como principal caracteristica do método estd a possibilidade de originar campos que permi-

tam aplicar com maior flexibilidade a expansdo em série de Taylor do campo de velocidades. Isso
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permite preservar a qualidade da malha original para intervalos maiores de perturbagdo, fazendo
com que em alguns casos ndo seja necessdrio a reconstru¢do da malha. Quando nao existe gerador

de malha integrado ao sistema, esse método é o mais adequado.

O método de deslocamentos ficticios de contorno associado a solugdo iterativa com baixa pre-
cisdo (métodos baseados em gradiente conjugado (BITTENCOURT; FEIJOO, 1997)) fornece campos
de velocidades com caracteristicas muito semelhantes as dos campos obtidos pelo método original
(sem usar os métodos de gradiente conjugado), porém com custo intermedidrio entre 0 mesmo € o
método de camada unitaria de contorno (SILVA; BITTENCOURT, 2007).

6.4 Algoritmo de Otimizacao

Utilizou-se do algoritmo de otimizacdo implementado em Silva (2003) que realizou otimiza-
¢do de forma em problemas envolvendo materiais hipereldsticos. O algoritmo utiliza-se do método
de Pontos Interiores de Herskovits (HERSKOVITS, 1986), que consiste em um algoritmo de pon-
tos interiores para otimizacao ndo-linear sujeita a restricoes de igualdade e desigualdade. Maiores

detalhes sobre esse método sdo encontrados e discutidos em Silva (1997).

Os parametros do algoritmo de Herskovits sdo:

e «: O parmetro « € (0, 1) controla a ineficiéncia permitida na deflexdo da dire¢do de busca
original dy quando a direc¢do de deflexao d; nao for uma direcao de decréscimo. Dessa forma,
quanto menor o valor desse pardmetro menor serd o valor da derivada direcional d - C ou
(d-V); quanto maior, maior a declividade da dire¢do de busca. Assim, deve ser ajustado de
acordo com o grau de nao-linearidade do contorno da regido vidvel, evitando que as estima-
tivas de passo t, obtidas por linearizacdo das restricdes ndo sejam seguidamente rejeitadas
pelo critério de viabilidade. Isso resulta em passos pequenos e na necessidade de um maior
numero de avalia¢des das fungdes de restricdo, reduzindo a eficiéncia global do processo.

Dessa forma, um valor menor de o pode resultar na viabilidade de passos maiores.

e £ : O parametro £ > ( indica a precisdo exigida para a solucdo do problema, ou seja, € usado

L : . c 2
como critério de parada para o processo iterativo. Seu valor é comparado com ||dg||” e com a
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diferenca percentual entre dois valores sucessivos da funcdo objetivo. Dessa forma, deve-se

avaliar o significado fisico da precisdo exigida, levando-se em conta as unidades utilizadas.

p: A constante p > 0 é utilizada quando a direcdo d; também for uma dire¢ao de decréscimo
da funcdo objetivo. Essa situacdo pode ocorrer nas primeiras iteragdes. Adota-se, em geral,

5=1.

v : O parAmetro v € (0, 1) controla a diminui¢@o das estimativas de passo na regra de Armijo.
Na busca linear mostrada em (SILVA, 1997) este parametro € utilizado apenas para fornecer
um novo ponto para a interpolacdo quadratica da fun¢@o objetivo ou das restri¢des violadas.
Dessa forma, este parametro tem pouca influéncia na evolugdo do processo iterativo. Valores

de 0,8 ou 0, 7 sdo geralmente utilizados.

n : A constante 7 € (0,1) é utilizada na regra de Armijo para determinar o decréscimo
minimo aceitdvel da funcdo objetivo na busca linear inexata. Se = 0 entdo nenhum decrés-
cimo € exigido, ao passo que se 17 = 1, exige-se um nivel de decréscimo que somente pode
ser atingido se a fung@o objetivo for linear. Em problemas altamente ndo-lineares, em geral
utilizam-se valores de 7 préximos de 0, ja que a condi¢do de viabilidade costuma ser muito

restritiva.

v ¢ O pardmetro v € (0, 1) é utilizado para evitar a saturacdo das restricdes na etapa de
interpolacao linear. Seu valor é importante apenas nas iteragdes iniciais, pois a certa altura
passa a ser atualizada pelo valor de ||dy||. Geralmente, toma-se préximo de 0 favorecendo

passos maiores.

€ : O parametro € > 0 € utilizado na regra de atualizacdo das varidveis duais \; para forcar
seus valores negativos para zero mais rapidamente. Entretanto, como ndo h4d um procedi-
mento fechado para essa atualizacido, nao hd uma regra para se estimar €. Na implementacao
de (EVSUKOFF, 1992) ¢ utilizado ¢ = 0, 1, deixando claro que valores como 0,01 e 0,001

podem ser utilizados, dependendo mais uma vez das unidades utilizadas.

0 : O parametro 6 > 0 é um dos mais influentes na convergéncia do algoritmo, pois controla
o tipo de atualizacdo das varidveis duais das restri¢des de desigualdade. Em outras palavras,
esse parametro julga se o ponto atual estd suficientemente préximo do contorno da regido
vidvel. Seu valor depende muito do problema e das unidades, sendo necessdrio avaliar como

2 . o o~ o . ~
||do||” evolui ao longo do processo e a precisdo exigida para a solugdo.
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7 hp’fem: Ambiente de Desenvolvimento de Codigos de Elementos
Finitos de Alta Ordem

7.1 Introducao

Programas de computador ou softwares permitem a cria¢do, visualizacao e acesso a informa-
coes que antes eram inconcebiveis. Isso os torna peca indispensavel ao mundo de hoje. Na enge-
nharia, a busca e o uso intensivo de tecnologia faz com que os programas cres¢am em termos de
tamanho, complexidade, distribui¢do e importéncia. E nesse contexto que a Mecdnica Computaci-
onal, uma ramificacdo da Engenharia Mecénica preocupada em desenvolver modelos matemédticos
de sistemas mecanicos complexos, necessita de técnicas numéricas avancadas para solucionar esses

modelos e equipamentos (hardware) de alto poder computacional.

Uma vez que os sistemas de software' tornam-se maiores e mais complexos, problemas re-
ferentes a especifica¢do e gerenciamento do projeto sdo muitas vezes ainda maiores que as dificul-
dades de implementacdo e desenvolvimento de algoritmos (JACOBSON; BOOCH; RUMBAUGH, 1999;
SILVA, 2003).

Assim, a adoc@o de procedimentos da Engenharia de Software® permite que todos os re-
quisitos® de projeto sejam primeiramente extraidos e entendidos para que, em uma fase posterior,
os componentes* sejam implementados e integrados ao sistema. Esses procedimentos formam um

corpo organizado de técnicas constituindo um processo.

Segundo Jacobson, Booch e Rumbaugh (1999), um processo define o sujeito, a acdo, a forma,

ISistemas de software sdo definidos por Carvalho e Chiossi (2001) como um conjunto com fronteira claramente
identificdvel onde existe uma relagdo estrutural entre os elementos pertencentes a esse conjunto. A relacdo entre os
elementos de um sistema com os demais elementos do universo devem ser fracos o suficiente para serem desprezados,
quando se considera o sistema isolado.

2Ainda de acordo com Carvalho e Chiossi (2001), Engenharia de Software é uma disciplina que retine metodologias
e ferramentas utilizadas para tornar um sistema operacional. O objetivo da Engenharia de Software é auxiliar no
processo de produgdo de software, reduzindo o tempo de desenvolvimento e os custos e aumentando a qualidade.

3Requisito é uma condicio ou capacidade que um sistema tem que satisfazer (KRUCHTEN, 2003).

“Em Kruchten (2003), componente de software é definido como um pedaco nao-especifico de software, um médulo,
um pacote ou um subsistema que desempenha uma funcao especifica, possui um limite claro e pode ser integrado numa
arquitetura definida. Nesta trabalho, os termos médulo e pacotes serdo considerados sindnimos.
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0 tempo e o espago para que um determinado objetivo seja atingido. Neste caso, o objetivo € cons-

truir um novo sistema de software ou melhorar um j4 existente.

Para o caso de desenvolvimento de software na drea de Mecanica Computacional, de acordo
com Silva (2003), é comum concentrar a atencdo nas funcionalidades, ja que existe uma relacdao
mais ou menos direta entre a funcdo e o algoritmo (ou conjuntos de algoritmos), e muito pouco
na estrutura. Os termos estruturais em Engenharia de Software sdo usualmente denominados de
arquitetura. E através de uma arquitetura bem definida que surge a base para iteragio entre diversos
algoritmos e tecnologias, possibilitando a evolu¢do rapida e concisa do sistema como um todo. A
boa arquitetura € modular e possui interfaces bem definidas, ou seja, as vérias partes do sistema
tém contornos destacados, permitindo a rdpida deteccao de erros ou equivocos. Além disso permite

que funcionalidades sejam atualizadas ou adicionadas ao sistema de maneira segura e rastredvel.

As arquiteturas devem ser descritas através de modelagem visual (KRUCHTEN, 2003). Modelo
¢ uma simplificacdo da realidade que descreve, da melhor forma possivel, um meio fisico por
uma perspectiva em particular. A aplicagdo da modelagem € importante porque permite que o
desenvolvedor (ou a equipe de desenvolvimento) visualize, especifique, construa e documente toda
a estrutura e comportamento da arquitetura de um sistema. Ja a modelagem visual vai um passo a
frente, pois fornece meios para facilitar o gerenciamento desses modelos, muitas vezes complexos,

ocultando ou expondo detalhes de acordo com as necessidades.

Sabendo dos beneficios que a técnica de modelagem tem mostrado no campo da engenharia,
varias empresas do setor tem adotado a modelagem na atividade de desenvolvimento de software.
Entre essas empresas destacam-se Lockheed-Martim, Volvo, Ericson e Intel (KRUCHTEN, 2003). Ja
no campo da Mecanica Computacional, a preocupacdo da modelagem de sistemas pode ser vista
nos trabalhos de Silva (2003), Ferreira (2002), Silva e Bittencourt (2000), Sotelino, Chen e White
(1998), Besson e Foerch (1997) e Yu e Kumar (2001).

Ao aplicar orientagdo por objetos na implementagao de software para a solucao numérica de
problemas, tende-se a dispensar uma atenc@o maior a relagio entre funcdes e estrutura do sistema,

devido as préprias caracteristicas dessa técnica °.

A técnica de orientacdo por objetos é baseada na defini¢io entidades abstratas (classes) que agregam dados e
funcdes com visibilidade controlada (encapsulamento de informacdes). Um sistema orientado por objetos é composto
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De fato, se comparada com a programacgdo orientada por algoritmos, a programac¢do orien-
tada por objetos permite a construcdo de sistemas mais robustos e ganhos de produtividade, pois
aumenta o limite de gerenciamento de sistemas de software mais complexos, mesmo na auséncia

de técnicas de modelagem ou processo de desenvolvimento.

Mas atingido esse limite, sdo encontrados os mesmos problemas de manutengdo e instabi-
lidade de sistemas. Isto ocorre porque sem recursos de modelagem, gerencia-se o cédigo fonte
diretamente, comprometendo a obtencdo da arquitetura adequada para o sistema, uma vez que se
perde o foco do desenvolvimento, ao se preocupar com detalhes de implementagao antes de planejar
com mais cuidado as caracteristicas globais do sistema. Segundo, sem um processo como suporte,

corre-se o risco de aplicar modelagem e técnicas de programagdo sem objetivo ou controle.

O processo de extracdo de requisitos € de extrema importancia. Esse processo transforma as
idéias que estdo na mente dos usudrios em um documento formal. Dessa forma, com a andlise do
problema, a definicdo dos objetivos e o conhecimento das restri¢des € possivel gerar um documento
de especificacdo dos requisitos que descreve como € e o qué deve ser feito (CARVALHO; CHIOSSI,

2001). Idealmente, esse documento deve ser completo e consistente.

Entretanto, a entrada para esse processo, geralmente, nao é completa e muito menos concisa.
Como consequéncia, o desenvolvimento de software € feito através de uma abordagem iterativa,
pois muitas vezes os requisitos mudam ao longo do processo de criacdo. Esse tipo de abordagem
permite diminuir os riscos ou a0 menos suaviza-los, porque a integracdo é geralmente o tinico
momento em que os problemas sdo identificados e medidas corretivas ou mudancas podem ser

realizados sem comprometer o tempo de entrega do produto (KRUCHTEN, 2003).

As linguagens de programacao, por exemplo, fornecem condi¢des para que os programas
sejam escritos ignorando os detalhes, tais como mecanismo de enderecamento de memoria e nu-
mero de bits usado para representar nimeros ou caracteres. Isso proporciona ao programador uma
maior concentra¢io sobre o problema a ser resolvido ao invés do funcionamento do computador
(CARVALHO; CHIOSSI, 2001).

por interacdes entre instancias de classes (objetos) através de suas interfaces visiveis (publicas). Sistemas orientados por
objetos sdo projetados e construidos através da identificacdo de classes e a atribuicdo de responsabilidades e, portanto,
a orientacdo por objetos induz maior preocupagdo com a estrutura do sistema e sua interacdo com as funcionalidades.
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As linguagens de programagdo mais utilizadas em Mecanica Computacional sdo o Fortram e
0o C++. Sdo linguagens de alto desempenho que estdo presentes em muitos c6digos comerciais tais
como ANSYS, HYPERWORKS, ABAQUS, NASTRAN entre outros.

Tanto o C++ como o Fortran sdo linguagens que precisam de compiladores para transformar
0 codigo escrito em umas dessas linguagens em uma lista de instru¢do de maquina, de tal forma,
que o computador execute as tarefas programadas. Além do que, ao compilar o c6digo é necessario
o uso de certas bibliotecas do sistema operacional para que o programa funcione corretamente. Isso
reduz a portabilidade do cédigo e aumenta os riscos de mal-funcionamento. Assim, surgiram as
linguagens de programacgao denominadas script que executam o cédigo diretamente via linha de

comando e sdo de féceis utilizacdo. Como exemplo, pode-se citar o TCL, Python e o MATLAB.

O MATLAB, desenvolvido pela empresa Mathworks, tornou-se muito presente no meio aca-
démico e em algumas industrias. Devido ao fato de ndo ser classificada como uma linguagem de
alto desempenho, 0o MATLAB vem sendo utilizado no desenvolvimento de pequenos programas
e/ou testes de algoritmos. Porém, desde a versao R2006b, foi inserido no MATLAB suporte a pro-
gramagao orientada por objetos e computagdo distribuida que permite a sua ado¢@o no contexto de

Computagdo de Alto Desempenho.

Dessa forma, instituicdes comerciais ou académicas, que queiram desenvolver sistema de
software em MATLAB, precisam ndo apenas focar nos algoritmos numéricos para a solucdo de
uma determinada classe de problema, mas também na organizacdo e definicdes de caracteristi-
cas do sistema de software. Por essa razdo, nesse trabalho utilizou a Linguagem de Modelagem
Unificada UML (BOOCH; RUMBAUGH; JACOBSON, 1999; RUMBAUGH; JACOBSON; BOOCH, 1999) e
programacdo orientada por objetos em MATLAB (THE MATHWORKS, Inc, 2009; REGISTER, 2007)

como ferramentas de desenvolvimento de um programa de elementos finitos de alta ordem.
Discutem-se, a seguir, conceitos do processo e linguagem de modelagem citados. Por fim,
exemplifica-se o uso desses conceitos na definicdo da arquitetura basica (framework) para imple-

mentacgdo dos algoritmos de problemas estruturais, como aqueles apresentados no capitulo anterior.

Como caracteristicas principais, um software de elementos finitos deve ser flexivel quanto a

implementacdo de novos métodos e mantenabilidade do programa. Neste sentido, € importante ter
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e manter codigos modulares, visando aumentar a facilidade de testa-los, corrigi-los e atualiza-los

de acordo com novas necessidades.

7.2 Conceitos de Programacao Orientada por Objetos

Uma das tecnologias mais utilizadas atualmente para o desenvolvimento de softwares € a
Programacdo Orientada por Objetos. Ela tem grande potencial para aumentar a produtividade e a
mantenabilidade da programacao, pois fornece recursos para estruturar, ordenar e por fim, modular

o codigo.

Segundo Silva (2003), na programacdo orientada a procedimentos tradicionais, existe uma
separacdo entre estruturas de dados e procedimentos de manipulagdo de dados. Logo, primeiro
deve-se desenvolver a estrutura de dados associada ao tipo de aplicacdo, para depois implementar
conjuntos de procedimentos necessarios para o tipo de problema a ser resolvido. Como tais fungdes

ficam dependentes dos tipos de dados manipulados, a reutiliza¢ao de c6digos torna-se mais dificil.

Além disso, erros ou mal funcionamento de alguma parte do c6digo (quando alguma alteracdo
requerida € realizada) sao mais comuns. Isso se deve ao fato que grande parte das estruturas de
dados sd@o acessadas diretamente e manipuladas pelos procedimentos especificos. A programacao
orientada por objetos consiste em definir e implementar hierarquias de tipos abstratos de dados.

As classes sdo entidades que possuem caracteristicas em comum. Os objetos sdo instancias®
de classes. Os dados da classe que devem ser armazenados sdo denominados de propriedades. As
funcdes ou implementagdes de operagdes, particulares a classe, sdao denominadas de métodos (THE
MATHWORKS, Inc, 2009). J4 os atributos de classe, de acordo com Lee e Tepfenhart (2001), definem

as caracteristicas ou comportamento de uma classe.

Definem-se agora alguns termos muito utilizados em programacao orientada a objetos (LEE;
TEPFENHART, 2001; SILVA, 1997; QUATRANI, 2000; HORTON’S, 2006). Sdo termos que devem ser

bem entendidos e assimilados pelo programador, com o intuito de evitar equivocos durante a pro-

®Em programacio orientada por objetos, a palavra instanciar possui o mesmo significado que criar. Dessa forma,
instancia é uma varidvel criada para uma dada classe
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gramacao.

Método : é um conjunto detalhado de operagdes que um objeto realiza quando um outro objeto
chama por um servi¢o (LEE; TEPFENHART, 2001). Um método € similar a uma fun¢do. Um
método necessita de uma mensagem para ser acessado e cada método pode somente usar seus
proprios conjuntos de dados. Um método em C++ € facilmente identificado pelo sinal :: que
estd situado entre o nome da classe e o nome do método dessa classe. Os métodos podem ser

definidos como ptblico, privado ou protegido.

Atributos : sdo dados préprios da classe, que sdo acessados por meio de métodos da classe. Os

atributos sao definidos também como publico, privado ou protegido.

Abstracao : consiste na generalizagao de um sistema de modo a abranger as caracteristicas mais
importantes e desprezar os detalhes especificos desse sistema. Dessa forma, as caracteristi-
cas relevantes de um objeto de uma classe devem ser definidas para tornd-lo diferente dos
objetos de outras classes. Podem ser aplicados os mais diversos niveis de abstragcdo, desde
a reproducdo fiel das caracteristicas de objetos reais até a defini¢cdo de classes puramente

abstratas.

Uma abstracdo € eficiente quando sua interface € publica, simples, concisa e independente
da estrutura interna da classe. Também deve ser genérica o suficiente para que os objetos da
classe possam ser aplicados em multiplos casos. A abstracdo estd muito ligada ao conceito

de heranca e polimorfismo que serdo definidos posteriormente.

Encapsulamento : Dado um objeto, um procedimento externo e demais objetos podem ndo conhe-
cer ou acessar sua estrutura interna. A capacidade de ocultar a estrutura interna dos objetos,
deixando visivel apenas os componentes de sua interface publica é chamado de encapsula-

mento.

Segundo Liberty (1998), existem trés niveis de acesso aos métodos e dados em C' + +:
public, protectede private. O acesso public permite que os componentes sejam
acessados externamente. O nivel protected engloba dados e procedimentos que podem
e devem ser acessados somente pelos métodos originarios da classe e das classes derivadas
(heranca). J4 os componentes com acesso private podem ser acessados unicamente pelos

métodos da propria classe, sendo também invisiveis para as classes derivadas.
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E considerado como uma boa pratica de programacao restringir a0 maximo o acesso aos atri-
butos, de forma a isolar detalhes de implementacdo de uma classe, tornando puiblicas somente

as fungdes membro que realizam uma interface minima da classe com outros componentes.

Modulacao : permite que um sistema possa ser decomposto em subconjuntos, de modo que possa
funcionar com um certo grau de independéncia ou apenas fracamente dependente. Com o uso
de abstracdo e encapsulamento, um programa pode ser construido de forma que o funciona-
mento se d€ através da interagdo de objetos pouco acoplados, tornando facil a atualizagdo e

detecc¢do de erros.

Heranca : Dada uma classe, a mesma pode ser utilizada para construir subclasses, herdando os

dados e métodos da classe antecessora através do recurso de derivacao de classes.

Dessa forma, as classes podem ser definidas formando uma estrutura hierdrquica. A hierar-
quia permite conhecer o nivel de relagdo entre as classes, ou seja, € possivel determinar a
classe “mae” (classe mais genérica ou abstrata) situada no topo da hierarquia e as classes
“filhas” (classes mais especificas) situadas na base. A heranca permite que a adicdo de novas
classes derivadas seja o mais transparente e simples possivel. Também, pode-se agregar ao

codigo médulos j4 testados e confidveis.

Polimorfismo : O polimorfismo pode ser estatico (resolvido em tempo de compilacdo de cédigo)
ou dinamico (resolvido em tempo de execugao de c6digo). A sobrecarga de funcdes € um
polimorfismo estdtico que permite que um programa possa declarar varias fungdes com o
mesmo nome, diferenciando entre si pela quantidade de parametros apresentados e por seus
respectivos tipos de dados. A sobrecarga de operadores também € um polimorfismo estéatico
que permite que a definicdo de certos operadores resultem em uma chamada de funcio que

depende dos tipos de dado dos operadores sendo utilizados.

O polimorfismo por heranga ¢ um exemplo de polimorfismo dindmico, no qual ponteiros
de uma classe base podem referenciar objetos de classes derivadas, o que permite que uma
chamada de func¢do virtual seja resolvida em tempo de execucdo de codigo. Ponteiros e re-
feréncias de uma classe base podem referenciar objetos de qualquer classe derivada de si, o
que permite que arranjos € outros containers de um dado tipo possam armazenar ponteiros

de diversos tipos de dados, o que nao poderia ser feito de outra maneira em C++.

Relacoes : As relacdes de um programa orientado a objetos podem ser associacao ou agregacao.
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Elas sdo usadas para capturar a colaboragdo entre os objetos necessarios para providenciar

um servigo para um cliente.

Por associacdo, pode-se entender com uma relag@o bidirecional ou unidirecional entre duas
classes, isto €, existe uma ligacdo entre os objetos das classes associadas. Ja a relacdo de
agregacao € uma forma especializada de associacdo, na qual tudo faz parte do contexto de

relagdo.

Agregacdo é conhecido como “parte de” ou uma relacao de englobamento. Por exemplo, uma
classe que controla todos os atributos do modelo de elementos finitos DiscreteModel
possui uma relagdo de agregacdo com a classe Nodes, pois 0s nds sio partes obrigatérias do

modelo de elementos finitos.

7.3 Programacao Orientada por Objetos em MATLAB

Para usar a Programagao Orientada por Objetos em MATLAB, assim como em C++, € neces-
sdrio primeiro decompor o seu dominio (sistema) em objetos, modularizando o c6digo 0 mdximo
possivel. Isso reduz a complexidade do cddigo e permite aumentar a consisténcia do programa,
diminuindo os requerimentos de testes e manuten¢do. Dessa maneira, os objetos fazem o papel de

interface para que ocorra a interacao entre os médulos.

A constru¢do de uma classe em MATLAB obedece a seguinte sintaxe:

classdef ClasseA 9% nome da classe
properties % propriedade da classe
Propl; % nome da propriedade
end
methods 9% métodos da classe
function obj = ClasseA(vall) % construtor da classe

obj.Propl = vall;
end
Metodol (Param); %% escopo do método
end
end
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Nota-se que os componentes basicos utilizados na defini¢ao da classe estdo claramente sepa-
rados em blocos. Esses blocos sdo:

classdef : contém a defini¢do da classe em um arquivo com extensao “.m”. Esse arquivo possui o
mesmo nome da classe. O bloco comecga com a palavra chave classdef e encerra-se com a

palavra chave end;

properties : contém as defini¢des das propriedades da classe. Para cada conjunto de atributos de
acesso € necessdrio criar blocos diferentes. Os blocos s@o inicializados com a palavra chave

properties e encerrado com end;

methods : neste bloco estdo presentes as definicdes dos métodos da classe. Pode-se, aqui, definir
somente o0 escopo dos métodos como nome do método e os seus parametros de entrada e saida
(se necessarios), ou implementé-los diretamente, como feito no caso do construtor da classe
definido entre as palavras chaves function e end. Assim como o bloco das propriedades, para

cada tipo de acesso, um bloco novo deve ser implementado.

Frequentemente, os dados (varidveis) e operacdes (métodos) estdo encapsulados dentro de
uma classe para segregar ou evitar que informacdes e implementacdes sejam acessadas de forma
erronea de um maédulo para outro. A modularidade do cédigo € controlada através de trés niveis de

acesso, como na linguagem C++, ou seja:

* Pdblico (Public): qualquer parte do cédigo pode acessar esta propriedade ou método;

* Protegido (Protected): somente os objetos ou métodos pertencente a classe ou as classes

derivadas podem acessar esta propriedade ou método;

 Privado (Private): somente os objetos da classe podem acessar os métodos ou propriedades

definidos na classe.

Entretanto, 0 MATLAB permite uma flexibilidade maior na defini¢do dos niveis de acesso.
E possivel definir diferentes tipos de controle sobre o acesso para modifica¢io e retorno de uma

propriedade ou método. Por exemplo, pode-se definir uma propriedade cujo acesso a modificagao
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seja protegido, mas o acesso para retornar o seu contetido € publico. Dessa forma, qualquer método
ou objetos de outras classes podem acessar o conteido dessa varidvel, porém nao podem modifica-
la, a ndo ser no caso de serem da classe em questdo. O padrao do MATLAB ¢ definir atributos das
propriedades e métodos como publico. A definicao de acessos diferentes sao realizados na defini¢dao

da classe. O exemplo a seguir ilustra o processo de defini¢dao dos atributos.

classdef ClasseA
properties(SetAccess = protected , GetAccess = public)
Propl;
end
methods ( Access

public)
ClasseA(vall)
obj.Propl = vall;

function obj

end
MetodoSetPropl (Paraml);
end
methods (Access = protected)
Metodo2 (Paraml , Param?2);
end
end

No exemplo anterior, a propriedade Prop1l foi definida somente para leitura, ou seja, a mo-
dificacdo sé € permitida via método publico MetodoSetPropl. O valor de Propl pode ser

retornado a qualquer momento via comando ob j .Propl no ambiente de comando do MATLAB.

Os construtores no MATLAB, assim como em C++, sdo definidos como publicos.
Dessa forma, basta definir o acesso publico como realizado no exemplo. O método publico
MetodoSetPropl (Paraml) e o método protegido Metodo2 (Paraml, Param2) estdo im-

plementados em arquivos .m de mesmo nome dos métodos.
Do ponto de vista de arquivos, a construgao de classes no MATLAB ¢€ feita sob uma arvore de

diretorios de trés maneiras distintas. Na primeira forma, vista na Figura 7.1, a classe € definida em

um arquivo .m, cujo nome € o mesmo da classe. Esse arquivo deve conter também as propriedades

132




e as implementagdes dos métodos da classe.

Diretério Raiz

ClasseA.m

ClasseB.m

L ClasseX.m

Figura 7.1: Primeira maneira, e mais simples, de agrupar as classes MATLAB em forma de diret6-
rios (THE MATHWORKS, Inc, 2009).

Na segunda forma, agrupa-se a defini¢do de classe e os métodos em arquivos .m separados
dentro de um diretério com mesmo nome da classe precedido pelo simbolo de “@” dentro do
diretério de trabalho do MATLAB como mostrado na Figura 7.2. Tomando-se como base a Figura
7.2, a defini¢do da classe, as propriedades e o escopo do método MétodoClasseA estdo no

arquivo ClasseA.m, enquanto que a implementac¢ao do método estd no arquivo MétodoClasseA.m.

A terceira forma, consiste no agrupamento das vdrias classes em diretdrios precedidos do
simbolo “+”, chamados de pacotes. A Figura 7.3 mostra essa ultima maneira de compor as classes
em estruturas de diretério. Nesse trabalho, escolheu-se a composicao baseada em pacotes e mul-
tiplas definicoes de classe, onde cada método € escrito em arquivos separados, pois permite uma

melhor organizagao do cédigo e documentagao.

Diretério Raiz

@ClasseA

ClasseA.m

MétodoClasseA.m

ClasseB.m

Figura 7.2: Segunda maneira de agrupar as classes MATLAB em forma de diretérios (THE
MATHWORKS, Inc, 2009). Desta forma, a classe e os métodos estdo definidos em arquivos sepa-
rados.
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Diretério Raiz

+Pacote_1
@ClasseA

ClasseA.m

L MétodoClasseA.m

ClasseB.m
+Pacote_2

ClasseA.m

ClasseB.m

ClasseX.m

Figura 7.3: Terceira maneira de agrupar as classes MATLAB em forma de diretérios (THE
MATHWORKS, Inc, 2009). Essa composi¢do permite modular o c6digo de maneira mais simples
e segura.
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Apesar do MATLAB possuir suporte a hierarquia, polimorfismo e construgdo de classes abs-
tratas, ndo € possivel criar métodos virtuais puros como em C++. Essa limitacdo se deve ao fato
que o MATLAB nao permite criar métodos de mesmo nome porém com argumentos de entrada e
saida diferentes (chamados de métodos virtuais puros em C++). O MATLAB ndo checa o tipo dos
argumentos, mas somente o numero deles sdo conferidos. Dessa maneira, como sugerido em Re-
gister (2007), faz-se o uso de classes containers. Essas classes criam uma propriedade denominada
vetor de células que permite que objetos de outras classes sejam agrupados e possam acessar seus

proprios métodos.

7.4 Modelagem Visual de Software

Na constru¢ao de um sistema de software € necessario que se desenvolva e mantenha-se mo-
delos que representem a realidade de todo o sistema. Através de modelos € possivel que a realidade
seja simplificada, permitindo-se que sistemas complexos sejam dominados e compreendidos em

sua totalidade ou algo préximo disso.

Como ferramenta de modelagem, tem-se a Linguagem de Modelagem Unificada, (Unified
Modeling Language — UML), que € uma linguagem de sistemas de software orientada por objetos
(KRUCHTEN, 2003; LEE; TEPFENHART, 2001; SCOTT, 2003). Essa linguagem surgiu da fusao e re-
visdo de técnicas ja estabelecidas de modelagem de software, o que possibilitou sua ado¢cao como

padrao de modelagem.

A UML permite modelar, estruturar requisitos, analisar, projetar e documentar um sistema de
software utilizando diagramas. Por ser orientada por objetos, a UML encaixa-se perfeitamente no
contexto de desenvolvimento de um programa orientado por objetos. Assim, os conceitos de classe,
atributos, operacdes e seus relacionamentos sdo facilmente transferidos de um modelo descrito

através de diagramas para a linguagem de programacao.

O principal diagrama UML utilizado neste trabalho para o desenvolvimento de um sistema
de um software de elementos finitos foi o diagrama de classe. Este diagrama descreve as depen-
déncias, associacoes e hierarquias (quando necessario) entre classes, além de suas caracteristicas

internas. As dependéncias sdo definidas como linhas tracejadas e indicam quando uma classe uti-
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liza objetos de outra classe como atributos, parametros de operacdes ou apenas varidveis locais. As
associagOes sdo indicadas por linhas continuas contendo diamantes e/ou setas nas extremidades,

que representam conexodes de longa duragao entre objetos de classes diferentes.

O uso de UML no processo de constru¢do de software pode ser encontrado, com maiores
detalhes de outros tipos de diagramas importantes e estudo de casos, em Quatrani (2000), Lee
e Tepfenhart (2001). J4 em Silva (2003), encontra-se a modelagem completa de um sistema de

software de elementos finitos de baixa ordem.

Os elementos apresentados anteriormente formam a base para a programacgao orientada por
objeto no MATLAB. A seguir, apresenta-se a organizacao e estrutura do cédigo de elementos finitos

de alta ordem desenvolvida neste trabalho e em outros trabalhos do grupo.

7.5 Organizacao do hp’*fem

A primeira estrutura do programa de elementos finitos usada no grupo de estudo foi idea-
lizada por Bittencourt (2000) e organizada usando a ferramenta de engenharia de software IBM
RATIONAL ROSE no trabalho de Silva (2003). Aqui, o modelo de elementos finitos foi expandido
para dar suporte a alta ordem usando as bases tensorizaveis estudadas em Vazquez (2008), Bargos
(2009).

O programa hp*fem é um programa de elementos finitos de alta ordem orientados por objetos

formado por um conjunto de arquivos MATLAB. O programa é composto pelo médulo +Solver,

que esta dividido em 14 subpacotes como mostrado na Figura 7.4 que serdao detalhados a seguir.
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Figura 7.4: Médulos principais do programa hp*fem.
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Os subpacotes s@o compostos pelas seguintes classes:

+SolverControl : Solver, GlobalSolvere ElementElementSolver;

+Model : DiscreteModel, DOFs, Equations e Nodes;

+BoundaryConditions : BoundaryConditions,HDirichletBCe NHDirichletBC;
+LoadSets : LoadSets e LoadSet;

+FEGroups : FEGroups e FiniteElementGroups;

+FiniteElement : FiniteElement, GeometricProperties,

Mappinge GradientMeasure;
+Material : IsotropicElasticMaterial e NeoHookeanMaterial;
+GeometryMesh : Geomet ryMesh, GMKeyPoints, GMLines e GMSurfaces;

+MeshTopology : MeshTopology,ElementElementTable,
EquationEquationTable, NodeElementTabe, NodeNodeTable,
HighOrder e TopologicalIndices;

+ShapeFunctions :ShapeFunctions, LineShapeFunctions,
SquareShapeFunctions, TriangleShapeFunctions,

HexaShapeFunctions, TetraShapeFunctions;

+Numericallntegration :NumericalIntegration,LineNmericalIntegration,
SquareNumericalIntegration, TriangleNumericalIntegration,

HexaNumericalIntegration, TetraNumericalIntegration;

+CollocationPoints : CollocationPoints,LineCollocationPoints,
SquareCollocationPoints,TriangleCollocationPoints,

HexaCollocationPointse TetraCollocationPoints;

+CollocationPoints1D :CollocationPointsl1D,GaussJacobiCollocationPointsl1D

e NewtonCotesCollocationPointslD;
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+PolyBasislD :PolynomialslD, HermitelD, JacobilD, LagrangedJdacobilD,
LobattolD, StandaedLagrangelD e TruncatedLagrangelD;

+QuadraturelD :QuadraurelD, GaussJacobiQuadraturelD

e NewtonCotesQuadraturelD;

As principais funcionalidades e relacdes de cada um dos subpacotes e de suas respectivas

classes serdo explicadas a seguir.

O subpacote +SolverControl € responsavel pelas entidades de armazenamento do sistema glo-
bal, procedimentos para sua construcao e diretrizes de solu¢do de modelos lineares e ndo-lineares.
A classe principal desse subpacote, Solver, inicializa o procedimento de leitura de um arquivo de
entrada ASCII, com extensao .def, que contém os parametros de solucdo tais como: tipo de andlise
(estdtica, dindmica e projecao), método de solucdo do sistema linear, algoritmo de solu¢do de pro-
blema linear ou ndo-linear, tipo de operador (simétrico ou ndo-simétrico) e tipo de solver (global

ou elemento-elemento).

Conforme a opcdo selecionada para o tipo de solver empregado, um objeto é iniciali-
zado para a classe de solucdo correta. Caso o modelo empregado necessite de um solver glo-
bal, uma instancia para a classe GlobalSolver € criado. Serd a classe GlobalSolver ou
ElementElementSolver aresponsavel pelos procedimentos de criacdo do sistema global de

solucdo e sua posterior solugdo.

A classe DiscreteModel € inicializada pelo arquivo ASCII com extensao .fem, o qual
contém as defini¢cdes de malha, e também pelo arquivo ".def", que possui as defini¢cdes do tipo de
problema e informacdes sobre as condi¢des de contorno e carregamento. Assim, esta classe tem a
condicdo de armazenar o modelo numérico em termos de nds, elementos, condi¢des de contorno,
condic¢des de carregamento, graus de liberdade do modelo, topologia da malha e relacio malha-
geometria. Esse armazenamento € feito através de relacdes de agregacdes com cada uma das classes
especializadas, como representado na Figura 7.5. As instancias para as classes de nds (Nodes), gru-
pos de elementos finitos (FEGroups), equagdes (Equations), graus de liberdade DOF's, condi-
coes de contorno (BoundaryConditions), condi¢des de carregamento LoadSet s, topologia

da malha (MeshTopology) e relacio malha-geometria (Geomet ryMesh) sdo dadas, respecti-
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Figura 7.5: Relacionamento entre a classe DiscreteModel e as demais classes do programa
hp*fem .

vamente, pelas classes Coords, FEGrps, Egs, DOFs, DOFBCs, LS, MeshTopo e GeoMsh.

As definicdes das propriedades e comportamento do material estdo definidas na classe
Material. Essa classe aplica o conceito de classe container, para definir uma pseudo-relagdao
de derivacdo com as classes especificas para cada modelo de material. Por enquanto, o programa
somente da suporte aos modelos de materiais eldsticos isotropico linear e neo-Hookeano compres-
sivel, armazenados respectivamente pelas classes IsotropicElasticMateriale
NeoHookeanMaterial. O tipo de material é conhecido no momento de execu¢do do pro-
grama a partir da classe Material, a qual inicializa um objeto para uma das classes espe-
cializadas, conforme mostrado na Figura 7.6. O tensor de tensdo de Cauchy e o segundo ten-
sor de tensdo de Piola-Kirchhoff, explicados no Capitulo 4, estdao implementados nas classes
IsotropicElasticMaterial e NeoHookeanMaterial e sdo chamados corretamente

pela classe Material de acordo com o tipo de material e cinematica escolhidos.

BoundaryCondition funciona de forma andloga a classe Material. A parir do tipo da
condic¢do de contorno definida no arquivo .def, a qual pode ser uma condi¢ao homogénea (condicdes
nulas) ou ndo-homogénea (ndo-nulas) de Dirichlet, cria-se objeto para a classe de armazenamento
e manipulacdo especializada. Assim, para uma condi¢do ndo-homogénea de Dirichlet, tem-se um

objeto, denotado por NHDBC, para a classe NHDirichletBC (veja Figura 7.7). No caso de uma
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Figura 7.6: Diagrama da classe Material.
condicdo homogénea, cria-se o objeto HDBC da classe HDirichletBC.

As condicdes de contorno podem ser aplicadas as entidades de geometria (ponto, linha e su-
perficie) e entidades de malha (nds, arestas e faces). Aplicando-se sobre a geometria, as condicdes
de contorno sao transferidas para as entidades de malha via relacdo malha-geometria estabelecida
pelas classes contidas no subpacote +GeometryMesh. Por exemplo, ao se aplicar uma condi¢do de
travamento sobre uma superficie, essa informagdo € automaticamente transferida para as faces dos
elementos que compde essa superficie. E 6bvio que essa relacdo malha-geometria depende direta-
mente da incidéncia dos elementos contidos em uma dada superficie. Essa informacao € armaze-
nada e manipulada pelas classes do subpacote +MeshTopology. Os diagramas das classes contidas

em +MeshTopology e +GeometricMesh estdo nas Figuras 7.8 e 7.9, respectivamente.

Um objeto LoadSet representa um caso de carregamento em problemas lineares e um passo
de carregamento em problemas nao-lineares. Logo, os casos ou passos de carregamento sdo arma-
zenados pela classe LoadSet s na forma de um array de objeto da classe LoadSet. Assim como
na forma de aplica¢do de condi¢do de contorno, os carregamentos podem ser aplicados sobre as
entidades de geometria e/ou malha. A Figura 7.10 apresenta o diagrama da classe LoadSets e

suas relagdes com outras classes do programa hp*fem.

As condi¢des de contorno ndo-homogénea e carregamentos podem ser aplicados de forma
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Figura 7.7: Diagrama da classe BoundaryConditions.
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Figura 7.8: Diagrama da classe MeshTopology.
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Figura 7.9: Diagrama da classe GeometricMesh.
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Figura 7.10: Diagrama da classe LoadSets.
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Figura 7.11: Classes para representacdo e manipulacido do conjunto de elementos do modelo dis-
creto.

simbdlica. Usando o recurso de manipulagido simbdlica do MATLAB € possivel converter uma

funcdo literal em um valor numérico. Essa conversdo € feita dentro da classe de elementos finitos

FiniteElement.

A classe FEGroups representa o conjunto de todos os elementos do modelo discreto (Figura
7.11), sendo seu principal atributo um array de objetos FiniteElementGroup. Cada objeto
FiniteElementGroup define um grupo de elementos de mesmo tipo (formato e esquemas de
interpolac@o e integrac¢do), material e propriedades geométricas. Seus principais atributos sdo a
incidéncia do grupo e um objeto FE para FiniteElement, o qual pode ser inicializado como

qualquer uma de suas especializacdes (tipo de problema e forma de elemento).

Ja a classe FiniteElement implementa as operacdes realizadas sobre o elemento,
excluindo-se aquelas referentes ao material. As dependéncias desta classe sdo mostradas no di-

agrama da figura 7.12, ou seja, realiza as principais operacdes a nivel elementar. Os gradientes
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Figura 7.12: Diagrama da classe FiniteElement.

de deformacdo de Green-Lagrange e Almansi-Hamel e o Jacobiano sdo calculados pelas classes

GradientMeasure e Mapping, respectivamente.

As propriedades geométricas, quando aplicdveis a uma determinada analise, sdo armazenadas
na classe GeometricProperties. As fungdes de interpolagdo de um elemento sdo construidas
de acordo com a forma do elemento através da tensorizagao das fun¢des de interpolacao 1D, como
visto em Bargos (2009) e Vazquez (2008). Assim, para gerar as funcdes para um quadrado de grau

4, primeiro sdo geradas as funcdes de uma linha de grau 4. O diagrama de funcdo de interpolagcdo
estd na Figura 7.13.

De forma andloga, os pontos de colocagdo e integracdo sdo também tensorizados a partir
do modelo unidimensional, de acordo com a ordem da funcao de interpolacdo. As Figuras 7.14 e

7.15 ilustram os diagramas das classes NumericalIntegratione CollocationPoints,

respectivamente.
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Figura 7.13: Diagrama da classe ShapeFunction.

As classes PolynomialBaislD, CollocationPointslD e QuadraturelD, mos-
tradas nas Figuras 7.16 a 7.18, fornecem a base polinomial empregada pelas fun¢des de interpola-
¢do, o esquema de criacao dos pontos de colocagdo e a regra de integracdo empregada no ambito da
formulacao 1D. Essas classes permitem que as func¢des de forma, os pontos de colocagdo e a regra
de integracdo 2D e 3D sejam facilmente derivadas através de produto tensorial da formulagdo 1D.

Estas classes foram baseadas nos trabalhos Vazquez (2008) e Bargos (2009).

7.6 Funcionamento do Programa para Solucao de Problemas de Grandes Defor-
macoes e Contato

O programa hp?*fem € alimentado por dois arquivos ASCIIL. O primeiro arquivo tem extensio
“fem” e possui as informagdes de malha, tais como dimensao do dominio, nimero de nds, inci-
déncia de elementos, tipo de elemento e relagdo malha-geometria. Por relagdo malha-geometria,
entende-se definir, por exemplo, para uma determinada superficie quais sdo as faces de elementos

que a compde. O segundo arquivo, de extensao “.def”, contém as informagdes sobre as diretivas de

146



SguareMumeric allnte gration
Boline : LineNumericallntegration
&QuadType : String
&lpha © Long
&Bata : Lang
Byeights

Coords
&lndices
&Pmax

$SguareMumericallntegrati ong)
PBuildindicas()

SGetlndices)
$SetQuadratureParameters()
$GetQuadratureParameters()
SSetMaxDegree()
SGethaxDegreal)
$GetIntegPointsCoons(]
$GetIntegPointsWeights(
$GetIntegPointsCoondsWeights(
SPrint()

+Sguareh|

LineMumericallntegration

&0uad : Quadrature1D
&QuadType : String
Balpha - Long

&Beta : Lang
Rveights

&Coords

&Prmax

®LineNumericallntegration()
*SetQuadratureParameters()
®GetQuadratureParameters(
®SetiaxDegree()
SGethaxDegrea))
$GetintegPointsCoonls(]
$GetintegP ointsWeights()
$GetintegPointsCoondsWeights(
SPrint()

+LineMI

MNumericallntegration

HexaMumericallntegration

FSnuare | SguareMumercallntegration
&CuadType : String
&lpha - Long
&Beta : Long
&Weights
Coords
&indices
&Pmax

+HesxaMl

SHewalurm erical ntegration()
PEviindices()

SGetindices()
SSetQuadratureParameters()

$G et DuadratureParameters()

45 etMaxDegres(]
$GethtanDegres)
$GetintegPointsCoords)
$GetintegPointsWeights()
‘GeﬂntegPoimsCuordsWewghls[)

$GetQuadratureParameters
s 0

‘an()

&QuadType : String
&alpha : Long
&Beta : Lang
&CElemShape : Sting
Priasx

Shumericallntegration()
SGetindices()
$SetQuadratureParameters()

$5e/ElementShape()
$GelElementShaps(]
$3ethaxDegres()
SGethaxDegree])
$GetintegPointsCoonds()
SGetintegPointsWeights()
SGetintegPointsCoomsWeights)
SRead)

SPrint()

¥3etAlData)

+Tetrall
E—

TriangleMNumerncalntegration

Rline : LineNumericallntegration
&QuadType : String
&lpha : Long
&Beta : Lang
&\veights
Coords
&indices
Prmax

$TriangleMumericallntegr ation)
PBuildindices()

SGetindices()
$SetQuadratureParameters()
G etQuadratureParameters()
$3etMaxDegree()
‘GetMaxDegreeO

+TriangleM SGatintegPointsCoords()

G etint egPointsWeights ()
G etintegPointsCoordseight s
*Print()

Tetrablumericallntegration

&QuadType : String
&alpha - Long
&Heta - Lang
&\Weights

Coords

indices

&Prmax

BoTriangle : TriangleMum erical ntegration

$Tatrakumaricallntegration()
PRuildindices)
$Getindices()

$Set QuadratureParameters()
$GetQuadratureParameters )
$SetMaxDegrea(
SGatMaxDegree])
$GetintagPointsConrds()
GetintegPointsWeights()
$GetintegPointsCoomds\Weights(
SPrint()

Figura 7.14: Diagrama da classe NumericalIntegration.
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Figura 7.15: Diagrama da classe CollocationPoints.
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solucdo e as propriedades fisicas para cada grupo tais como propriedades do material, condi¢@o de

contorno, carregamentos, propriedades geométricas, cinematica e graus de liberdade.

Utiliza-se o programa Gid (CIMME, 2008) para pré-processamento e gerar dois arquivos. No
entanto, o programa nao é compativel com a geracdo de malha de elementos de alta ordem, sendo
assim, necessarios alguns recursos que permitam o hp?fem transformar uma malha de baixa ordem
para uma de alta ordem. Tendo por base uma malha linear, uma base de interpolacdo, o tipo de
mapeamento e o grau do polindmio, pode-se gerar os nds para uma malha de qualquer grau P

desejado.

7.6.1 GiD

O GiD € um programa de pré e pds-processamento que possui uma interface grafica simples
usada para construir geometrias de modo hierdrquico, ou seja, uma entidade de nivel maior € gerada
sobre uma entidade de nivel menor. Por exemplo, uma linha (entidade superior) € composta por
dois pontos (entidade de nivel mais baixo). Também, todos os materiais, condi¢cdes e parametros
de solugdo sdo aplicados sobre as entidades geométricas, e somente apds a concep¢dao da malha
€ que estas defini¢des sdo passadas para os nés e elementos. Esta €, também, uma caracteristica
importante para a otimizacao de forma, quando hé necessidade de geracdo automética de malha,

ap6s a modificacio da geometria devido a minimizagdo das varidveis de projeto.

Quando deseja-se usar o GiD com um programa especifico escrito por um usudrio, € neces-
sério pré-definir algumas informagdes que serdo trocadas entre os programas. Para isso, faz-se uso
da customizagdo, e consiste em criar um conjunto de arquivos que possibilite ao GiD interpretar o

que esta sendo solicitado e traduzir no formato requerido pelo pacote de otimizagdo e solucao.
Definem-se trés niveis de customizacdo, como explicado a seguir.
Nivel 1

E o método mais simples de customizacdo. Nesse nivel, criam-se apenas arquivos de defini-

¢ao de material, definicdo de problema e condi¢des aplicaveis a geometria, tais como condi¢des de
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contorno e carregamentos. Essas informagdes sdo recuperadas por arquivos denominados “templa-
tes” que possuem extensdo “.bas”. Esses arquivos sdo escritos em uma linguagem prépria do GiD
(CIMME, 2008). Sao empregados ainda para escrever os arquivos de saida do GiD nos formatos dos
arquivos de entrada do programa. O GiD ja vem com alguns arquivos templates para conversao

para os solvers comerciais mais utilizados no mercado, como por exemplo, Nastran e Ansys.
Nivel 2

Aqui, a customizagdo € via programacdo TCL (WELCH, 1999) em conjunto com os templates.
Essa combinagdo permite que sejam construidas rotinas mais avancadas para recuperagao e mani-
pulagdo, principalmente, de dados da topologia da geometria, relacionamentos entre as entidades
geométricas e as entidades de malha. Essas informagdes sdo muito utilizadas para conversdo de
carregamentos distribuidos aplicados sobre a geometria em carregamentos nodais, e também, na

entrada de dados para o hp*fem.

Existe, contudo, mais um nivel de customizac¢do do GiD, pois, at€é 0 momento, ndo se pode
ter controle sobre a aparéncia do software tal como disposi¢ao dos menus, contetidos das janelas

de didlogos e influéncia sobre os eventos de selecdo.
Nivel 3

Neste nivel de customizagdo, tanto a aparéncia, disposicdo e conteddo de menus e janelas
sao alterados, além de se obter maior controle sobre eventos de selecdo usando mouse e didlogos
das selecodes realizadas. Para tanto, usa-se da linguagem 7K (WELCH, 1999) que é responsavel
pelas alteracdes visuais do programa. E possivel construir um outro software como por exemplo o
CompassFEM 8.0.8 R3 da empresa Compass Ingenieria y sistemas (COMPASS, 2008).

7.6.2 Organizacao dos Arquivos do Programa GiD

Até agora, consideraram-se os aspectos da customizag¢do, mas ndo sobre o significado e
organiza¢do dos arquivos, de modo que o GiD tenha acesso e funcione com um pré e pos-

processador personalizado. O GiD é composto de arquivos cada qual com uma funcionalidade
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especifica. Todos esses arquivos estdo dentro de um diretério especifico, denominado aqui de pro-

blem_type_hpfem.gid, e possuem o mesmo nome do diretério, isto €, problem_type_hpfem.xxx,

sendo xxx a extensdo do arquivo com a respectiva funcionalidade. As extensdes e as funcionalidades

dos arquivos s@o definidas como:

mat : contém as defini¢des de materiais do modelo. Por enquanto, estdo disponiveis apenas in-

prb

cnd

geo

formacdes para materiais eldsticos, como modulo de elasticidade, coeficiente de Poison,
coeficiente de expansdo térmica e densidade. As propriedades do material sdo adicionadas
diretamente a entidade geométrica. Apenas depois do processo de geragdo de malha, estas
propriedades sdo transferidas para os nds e elementos. O contetido deste arquivo estad dispo-

nivel no Apéndice A.2;

: arquivo contendo as opgOes para parametros que regem o modelo de elementos finitos, tais

como titulo da simulagdo, quantidade e tipo de graus de liberdade, parametros de solu¢do nu-
mérica, parametros do algoritmo de otimizagao, tipo de problema, cinemética e dependéncia

do tempo. No Apéndice A.2, encontram-se as defini¢cdes da customizagio;

: nesse arquivo sdo colocadas todas as possiveis condicdes aplicdveis ao modelo. Todas elas

s@o aplicadas as entidades geométricas selecionadas pelo usudrio. O GiD permite que duas
palavras chaves sejam definidas para informar qual tipo de entidade geométrica serd aplicada
determinada condic¢do, e depois, qual entidade de malha essas condi¢des serdo transferidas.
Essas palavras chaves sao CONDTYPE e CONDMESHTYPE, respectivamente. Maiores infor-

macodes estdo no Apéndice A.2;

: arquivo onde estd definida a geometria, isto €, todas as informagdes topoldgicas das entidades

geométricas estdo escritas nesse arquivo.

tcl : contém rotinas em coédigo TCL que possibilita obter informacdes sobre condi¢des aplicadas

bas :

sobre geometria e quais entidades de malha compartilham dessa informacao.

0s arquivos com extensdo “.bas”, também denominados de “templates”, sdo responsaveis
pela conexdo direta de dados entre o GiD e o programa. Estes arquivos funcionam como
conversores entre padrdoes. No presente trabalho, t€ém-se 0s seguintes arquivos templates:
FEM.bas; LOD.bas; DEF.bas; e BAT.bas, e todos geram arquivos de saida no formato ASCII.

As funcionalidades desses arquivos sao:
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* FEM.bas: escreve o arquivo de malha no formato FEM, que sdo informagdes sobre
dimensdo do problema, nimero de nds, coordenadas dos nds, nimero de elementos,

tipo de elemento e incidéncia dos elementos;

* DEF.bas: gera o arquivo contendo as defini¢des do problema tais como ndmero e tipo
do grau de liberdade, algoritmo de solugdo do sistema de equagao, precisao da solugdo,
cinematica do problema, tipo do problema e condi¢des de contorno. A extensao de saida

deste arquivo € “.def”;

* BAT.bas: gera um arquivo de comandos capaz de refazer todo o projeto de otimizagao.
Esse arquivo batch contém todas as definicdes do projeto que permite ao GiD regerar
todo o projeto, sem a necessidade de iniciar a interface grafica e repetir todas as selecoes
feitas anteriormente. Isto € necessdrio, pois permite regerar a malha quando o processo
de otimizagdo requerer, além de facilitar o preparo de arquivos de exemplo e garantir a
portabilidade.

* OPT.bas: agrupa as informacgdes sobre a parametriza¢do das varidveis de projeto, fun-
coes objetivos, restricdes de igualdade e desigualdade e parametros usados no algoritmo

de otimizagao;

Para entender melhor o processo de customizagdo para a criagdo de um conjunto préprio de

dados, a Figura 7.19 mostra a 4rvore de arquivos do GiD usada neste trabalho.

Todos estes arquivos, anteriormente mencionados, sdo sempre invocados pelo GiD quando
deseja-se gerar as definicdes de um modelo de elementos finitos. A seguir, exemplifica o uso de

programa para otimizagao de forma.

7.6.3 Funcionamento do Médulo de Otimizacao

Em um processo de otimizacdo € necessdrio que tanto o programa de otimizagdo quanto o
programa de constru¢do de geometria e geracdo automatica de malha possuam conexao automatica

para a troca de dados.

O primeiro passo € criar ou importar uma geometria que serd otimizada para dentro do pro-
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Figura 7.19: Arvore de arquivos para a customizacgdo do GiD.
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grama GiD. A seguir, identificam-se as possiveis regides a serem otimizadas, isto é, escolhem-se
as varidveis de projeto que devem ser necessariamente parametrizadas usando curvas e superficies
NURBS. Caso essas regides nao sejam parametrizadas, o GiD permite converter qualquer enti-
dade para uma entidade NURBS como mostrado em CIMME (2008). A seguir aplicam-se todas
as condi¢des de contorno, carregamentos , parametros de solucido e otimizacdo e em seguida via

"templates"sao gerados os arquivos de entrada para o programa de otimizagao.

Os conteddos dos arquivos “.def” e “.fem” ja foram discutidos no relatério anterior, tornando
assim necessario para esse relatério a discussao sobre o arquivo “.opt”. Esse arquivo contém as

seguintes informagdes:

Inicia-se o programa de otimizacdo escolhendo o nome do projeto e dispara-se o processo.
O programa ird checar a validade dos arquivos de entrada e em caso de erro avisa ao usudrio e
aborta o programa. Caso os arquivos estejam corretos, o processo de otimizacdo € iniciado e se
for necessdrio regerar a malha, o programa GiD € invocado e a malha € gerada e devolvida para o

processo.

E importante lembrar que uma vez iniciado o procedimento de otimizacdo, todo o procedi-
mento de comunicacdo entre o otimizador e o GiD ¢ feito de forma transparente baseado na troca
de arquivos ASCII.

Quando se atinge o critério de convergéncia da otimizacdo, o programa interrompe as itera-
coes e escreve a solucdo em um arquivo do banco de dados que € recuperado com o auxilio de um

programa, chamado ReadOpt.

A Figura 7.20 ilustra as relagdes de dependéncias entre as componentes que atuam no ambi-

ente de otimizacao proposto.
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Figura 7.20: Diagrama esquemadtico do funcionamento do pacote de otimiza¢ao usando o GiD como

pré-processador

156



8 Resultados e Discussao

Para validagio do programa de elementos finitos hp?fem para problemas estruturais sio apre-

sentados sies ciclos de testes.

O primeiro ciclo testa os modelos 2D e 3D usando funcdes de interpolagado lineares. Os re-
sultados de deslocamento e tensdo obtidos serdo comparados com o programa comercial ANSYS
e o programa escrito em fortran FLagSHyP (BONET; WOOD, 2008). O segundo ciclo de teste com-
para os resultados obtidos usando a formulagao Lagrangiana total. No terceiro ciclo, os critérios de
convergéncia serdo analisados. Ja o quarto ciclo verificard os modelos 2D e 3D usando elementos
finitos de alta ordem e os resultados obtidos serdo comparados com a resposta analitica. O quinto
ciclo abordard o problema de otimizacdo de forma estrutural. E finalmente, o problema de contato

sera bordado no sexto ciclo de teste.

8.1 Problemas de Grandes Deformacoes

8.1.1 Teste 1- Viga engastada submetida a um carregamento concentrado

Seja a viga representada pela Figura 8.1(a), tendo comprimento L. = 10m e se¢do retangular
com altura h = 0,5m e largura ¢ = 1m. Ela estd submetida a uma carga concentrada R, = 10N
atuando na extremidade direita. Esse carregamento € aplicado em 10 passos de carregamentos. Ja
a extremidade esquerda estd engastada. O modelo de elementos finitos consiste em 10 quadrados
isoparamétricos para estado plano de tensdo de grau 1, usando 2 X 2 pontos de integracao de Gauss,
como mostrado na Figura 8.1(b). Utiliza-se o modelo de material neo-Hookeano compressivel e as
propriedades sdo £/ = 1000Pae v = 0, 25.

Para validar o programa hp*fem, comparam-se os valores dos deslocamentos do né 21 com

os resultados obtidos usando os programas Ansys e o FlagSHyP. Como critério de convergéncia,

adotou-se aquele da equacdo (4.128), sendo a tolerancia e; = 107°.
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Figura 8.1: Modelo do teste 1.

A Tabela 8.1 mostra os resultados obtidos para o deslocamento do né 21 para os 10 passos
de carregamento. No programa hp*fem foi usada a formula¢do Lagrangiana total e o programa
FLagShyP utiliza a formula¢do Lagrangiana atualizada, ndo abordada nesta tese ma que pode ser
vista em Bonet e Wood (2008). Ja o Ansys nao disponibiliza nenhuma informag¢ao quanto a formu-

lagdo empregada.

Tabela 8.1: Validagdo do algoritmo de Newton-Raphson.

Passos hp?*fem FLagSHyP Ansys
up [m] Uy [m] up [m] Uy [m] uy [m] Uy [m]
1 -0,1199 | -1,1333 | -0,1200 | -1,1330 | -0,1195 | -1,1315
2 -0,3761 | -2,1885 | -0,3760 | -2,1880 | -0,3749 | -2,1855
3 -0,7247 | -3,1101 | -0,7250 | -3,1100 | -0,7227 | -3,1069
4 -1,1181 | -3,8824 | -1,1180 | -3,8820 | -1,1153 | -3,8789
5 -1,5209 | -4,5161 | -1,5210 | -4,5160 | -1,5182 | -4,5138
6 -1,9116 | -5,0327 | -1,9120 | -5,0330 | -1,9090 | -5,0314
7 -2,2794 | -5,4550 | -2,2790 | -5,4550 | -2,2771 | -5,4545
8 -2,6202 | -5,8027 | -2,6200 | -5,8030 | -2,6353 | -5,8185
9 -2,9334 | -6,0915 | -2,9330 | -6,0920 | -2,9467 | -6,1047
10 -3,2203 | -6,3340 | -3,2200 | -6,3340 | -3,2286 | -6,3427

Na Tabela 8.2, agrupou-se os erros relativos entre o programa hp?fem e os demais programas.
Percebe-se por essa tabela que o maior erro relativo presente nos 10 passos de carregamento ndo
foi superior a 0,6%. Dessa forma, conclui-se que o programa desenvolvido apresenta uma solugao

satisfatoria.
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Tabela 8.2: Erros relativos dos deslocamentos calculados

Passos hp?*fem/FLagSHyP hp?*fem/Ansys

Erro uy [%] | Erro uy [%] | Erro uy [%] | Erro uy [%]
1 0,08 0,03 0,34 0,16
2 0,03 0,02 0,32 0,14
3 0,05 0,00 0,27 0,10
4 0,01 0,01 0,26 0,09
5 0,01 0,00 0,18 0,05
6 0,02 0,01 0,13 0,03
7 0,02 0,00 0,10 0,01
8 0,01 0,01 0,57 0,27
9 0,01 0,01 0,45 0,22
10 0,01 0,00 0,26 0,14

Usando o GiD como pds-processador dos valores dos deslocamentos nodais obtidos pelo

hp?*fem, a configuracio deformada final da viga é mostrada na Figura 8.2, juntamente com os

valores do deslocamento resultante. Percebe-se que a viga sofreu grandes deslocamentos, resultado

do processo de grandes deformagdes. A Figura 8.3 mostra o grafico da distribui¢ao do nimero de

r~<
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Deformation ( x1): Displacements of time, step 10.

|Displacements|

7.1639

I 6.3679

5.5719

-4.7759

- 3.9799

ALk
- 2.388

1.592
0.79599
0

6

Figura 8.2: Visualiza¢ao da deformacao da viga.

iteragdes de Newton-Raphson para cada passo de carregamento usado pelos trés programas. Como

se pode perceber ndo ocorre uma grande discrepancia entre o nimero de iteracoes de Newton-

Raphson entre os trés programas. Com base nesse primeiro teste, pode-se afirmar que o programa
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Distribuicdo das Iteragdes de Newton—Raphson
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Passos de Carregamento

Figura 8.3: Numero total de iteracdes de Newton-Raphson para cada passo de carregamento.

hp?*fem para um problema de grandes deformacdes usando elemento finito de grau 1 e estado plano

de deformacdo, submetido a um carregamento concentrado, esta validado.
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8.1.2 Teste 2- Viga engastada submetida a uma pressao uniforme

No teste 2, o interesse estd em validar o algoritmo de cdlculo do carregamento dependente
da deformagdo. Para isso, utiliza-se uma pressdo p = 1N/m? atuando na viga ilustrada na Figura
8.4(a). As medidas geométricas, as condicdes de contorno, as propriedades do material e 0 modelo
de elementos finitos (veja Figura 8.4(b)) sdo iguais aos do teste 1. Comparam-se os valores dos
deslocamentos do n6 21 contra os valores obtidos pelo Ansys e FLagSHyP, calculados para os 10

passos de carregamento.

R T R S T SR U BT IR TR SR

I M 3 6 8 10 12| 14] 16] 18] 20 22
h

S

1 20 5 709 11 130 15 170 19/ 21
1 |
L L
(a) Viga engastada sujeita a uma pressao uni- (b) Malha de elementos finitos para a
formemente distribuida. viga sujeita a uma pressao uniforme-

mente distribuida.

Figura 8.4: Modelo do teste 2.

Tabela 8.3: Comparacdo dos deslocamentos do né 21 obtidos no teste 2.

Passos hp?*fem FLagSHyP Ansys
up [m] Uy [m] uy [m] Uy [m] uy [m] Uy [m]
1 -0,0249 | -0,4306 | -0,0250 | -0,4306 | -0,0249 | -0,4305
2 -0,0709 | -0,8594 | -0,0710 | -0,8594 | -0,0709 | -0,8592
3 -0,1378 | -1,2848 | -0,1380 | -1,2850 | -0,1377 | -1,2845
4 -0,2253 | -1,7054 | -0,2250 | -1,7050 | -0,2252 | -1,7051
5 -0,3329 | -2,1199 | -0,3330 | -2,1200 | -0,3327 | -2,1194
6 -0,4602 | -2,5268 | -0,4600 | -2,5270 | -0,4600 | -2,5267
7 -0,6063 | -2,9248 | -0,6060 | -2,9250 | -0,6061 | -2,9250
8 -0,7706 | -3,3129 | -0,7710 | -3,3130 | -0,7705 | -3,3133
9 -0,9521 | -3,6898 | -0,9520 | -3,6900 | -0,9522 | -3,6905
10 -1,1501 | -4,0544 | -1,1500 | -4,0540 | -1,1503 | -4,0557

Na Figura 8.5, mostram-se os valores do deslocamento resultante e a configuracao deformada

final da viga.
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Tabela 8.4: Erro relativo dos deslocamentos do n6 21 obtidos no teste 2.

Passos hp?*fem/FLagSHyP hp?fem/Ansys

Erro u; [%] | Erro us [%)] | Erro u; [%] | Erro uy [%]
1 0,08 0,03 0,34 0,16
1 0,33 0,01 0,05 0,02
2 0,11 0,00 0,06 0,02
3 0,12 0,02 0,06 0,02
4 0,14 0,02 0,07 0,02
5 0,02 0,01 0,07 0,02
6 0,03 0,01 0,04 0,00
7 0,05 0,01 0,02 0,01
8 0,06 0,00 0,01 0,01
9 0,01 0,01 0,00 0,02
10 0,00 0,01 0,02 0,03

L i s12p 10

Contour Fill of Displacements, |Displacements|.
Deformation ( x1): Displacements of time, step 10.

|Displacements|

4.2262
l 3.7566
3.287

128174
- 2.3479
- 1.8783
- 1.4087

0.93915
0.46957
0

6

Figura 8.5: Deformacgdo da viga sujeita a um carregamento distribuido.
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O programa FLagSHyP usa um procedimento de simetrizagio da matriz de rigidez! da carga
de pressao, por essa razao, a solucao do sistema de equacgdes € facilitado acarretando em um niimero
menor de iteracdes. Porém, a matriz ndo € consistente podendo influenciar no resultado final. Ja o
programa Ansys ndo faz mencdo alguma quanto ao procedimento de cdlculo da matriz de rigidez
da pressdo. A comparacdo entre os nimeros de iteracdo para cada passo de carregamento dos trés

programas analisados é mostrado na Figura 8.6.

Distribuicdo das Ilteragdes de Newton—Raphson
11 T T T T T T T T T

I o%em ]

Ansys |
FLagSHyP

4,
3, 4
2, 4
1k i
0
1 4 5 6 7 8 9
P. (o]

10
assos de Carregament

Iteragdes de Newton—-Raphson

L
WE —— 7]

Figura 8.6: Numero total de iteracdes de Newton-Raphson para cada passo de carregamento.

!(BONET; WOOD, 2008) assume que 0s pontos que estio no contorno da superficie onde se aplica a pressio sio fixos
ou prescritos. Desta forma, o deslocamento Au e o deslocamento virtual du sdo nulos no contorno da superficie com
condig¢do de pressdo aplicada.
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8.1.3 Teste 3 - Viga 3D submetida a um carregamento concentrado

Seja a viga tridimensional representada na Figura 8.7(a), submetida a uma for¢a concentrada
R. = 10N na extremidade direita. Impde-se a condi¢do de travamento na extremidade esquerda da
viga. A medidas da viga e as propriedades do material neo-Hookeano compressivel sdo: L = 10m,
t =1,0m, h = 0,5m, £ = 10000Pa e v = 0, 25. Usa-se uma malha de 10 hexaedros de 8 n6s
(veja Figura 8.7(b)). O carregamento € igualmente distribuido entre os nds 43 e 41. Sendo o n6 42
simétrico ao né 44, comparam-se apenas os deslocamentos do n6 42 calculado com o programa

hp?*fem contra os valores obtidos pelos programas Ansys e FLagSHyP.

(a) Viga engastada sujeita a uma forga con-
centrada.

(b) Malha de elementos finitos para a viga sujeita a uma
carga concentrada na extremidade direita.

Figura 8.7: Modelo do teste 3.
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A Tabela 8.5 mostra os valores dos deslocamentos nas trés dire¢des obtidos pelos trés pro-

gramas. Nota-se que o programa hp*fem apresentou resultado satisfatério quando comparado aos

outros dois programas. Calculando-se o erro relativo da solugio obtida pelo hp*fem, como mos-

trado na Tabela 8.6, é possivel afirmar que o programa desenvolvido hp?fem estd validado para

problemas tridimensionais com malha de hexaedros linear.

Tabela 8.5: Comparagdo dos deslocamentos do n6 42 obtidos no teste 2.

Passos hp*fem FLagSHyP Ansys
uy [m] | ug [m] | wug[m] uy [m] | ug [m] | wug[m] up [m] | ug [m] | ug [m]
1 -0,1237 | -1,1541 | -3,70E-05 | -0,1240 | -1,1540 | -3,70E-05 | -0,1232 | -1,1523 | -3,69E-05
2 -0,3881 | -2,2257 | -6,76E-05 | -0,3880 | -2,2260 | -6,76E-05 | -0,3868 | -2,2226 | -6,75E-05
3 -0,7465 | -3,1575 | -9,04E-05 | -0,7460 | -3,1570 | -9,04E-05 | -0,7443 | -3,1541 | -9,02E-05
4 -1,1489 | -3,9341 | -1,05E-04 | -1,1490 | -3,9340 | -1,05E-04 | -1,1456 | -3,9304 | -1,05E-04
5 -1,5589 | -4,5684 | -1,14E-04 | -1,5590 | -4,5680 | -1,14E-04 | -1,5558 | -4,5662 | -1,13E-04
6 -1,9548 | -5,0834 | -1,17E-04 | -1,9550 | -5,0830 | -1,17E-04 | -1,9518 | -5,0823 | -1,16E-04
7 -2,3262 | -5,5031 | -1,15E-04 | -2,3260 | -5,5030 | -1,15E-04 | -2,3234 | -5,5029 | -1,15E-04
8 -2,6693 | -5,8476 | -1,10E-04 | -2,6690 | -5,8480 | -1,10E-04 | -2,6668 | -5,8482 | -1,10E-04
9 -2,9839 | -6,1334 | -1,03E-04 | -2,9840 | -6,1330 | -1,03E-04 | -2,9951 | -6,1456 | -1,04E-04
10 -3,2714 | -6,3729 | -9,38E-05 | -3,2710 | -6,3730 | -9,38E-05 | -3,2799 | -6,3824 | -9,36E-05
Tabela 8.6: Erro relativo dos deslocamentos do né 42 obtidos no teste 3.
Passos hp*fem/FLagSHyP hp?*fem/Ansys

Erro uy [%] | Erro us [%] | Erro us [%] | Erro u; [%] | Erro us [%] | Erro us [%]

1 0,27 0,01 0,00 0,37 0,16 0,14

2 0,04 0,01 0,01 0,35 0,14 0,16

3 0,06 0,01 0,00 0,30 0,11 0,16

4 0,01 0,00 0,04 0,29 0,09 0,21

5 0,01 0,01 0,04 0,20 0,05 0,25

6 0,01 0,01 0,01 0,15 0,02 0,32

7 0,01 0,00 0,00 0,12 0,00 0,42

8 0,01 0,01 0,03 0,09 0,01 0,56

9 0,00 0,01 0,03 0,37 0,20 0,91

10 0,01 0,00 0,00 0,26 0,15 0,15

E pés-processando os dados obtidos do programa hp*fem, mostra-se-se na Figura 8.8 a com-

paracdo das geometrias ndo-deformada e deformada para a viga analisada.

Para verificar o desempenho do algoritmo de Newton-Raphson, compara-se na Figura 8.8, o

nimero de iteracdes para cada passo de carregamento entre os trés programas.
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Figura 8.8: Deformacdo da viga 3D sujeita a um carregamento concentrado.
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Figura 8.9: Numero total de iteracdes de Newton-Raphson para cada passo de carregamento.
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8.1.4 Teste 4 - Viga 3D sujeita a uma pressao uniforme

No teste 4, aplica-se uma pressdo uniformemente distribuida p = 1N/m? atuando no topo
da viga como mostrado na Figura 8.10(a). As medidas geométricas, as condi¢des de contorno, as
propriedades do material ¢ o modelo de elementos finitos (veja Figura 8.10(b)) sao iguais ao do
teste 3. Novamente, comparam-se os os deslocamentos do né 42 contra os valores obtidos pelo
Ansys e FLagSHyP.

(a) Viga engastada sujeita a uma pressao uni-
formemente distribuida.

(b) Malha de elementos finitos para a viga sujeita a uma
pressao uniformemente distribuida.

Figura 8.10: Modelo do teste 4.
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Os resultados para os deslocamentos do n6 42 sdo mostrados na Tabela 8.7. Percebe-se que
o resultado obtido pelo programa hp?fem é muito préximo aos valores calculados pelo Ansys e
FLagSHyP. Isso € verificado na Tabela 8.8, onde nota-se que o erro relativo da solu¢@o fornecida

pelo programa desenvolvido € abaixo de 0,5%.

Tabela 8.7: Comparacgao dos deslocamentos do n6 42 obtidos no teste 4.

Passos hp2fem FLagSHyP Ansys
uy [m] uy [m] uz [m] uy [m] uy [m] ugz [m] uy [m] Uy [m] uz [m]
1 -0,0256 | -0,4385 | -1,23E-6 | -0,0256 | -0,4385 | -1,23E-6 | -0,0256 | -0,4384 | -1,23E-6
2 -0,0731 | -0,8749 | -2,46E-6 | -0,0730 | -0,8749 | -2,47E-6 | -0,0730 | -0,8747 | -2,46E-6
3 -0,1422 | -1,3077 | -3,70E-6 | -0,1420 | -1,3080 | -3,70E-6 | -0,1420 | -1,3074 | -3,70E-6
4 -0,2326 | -1,7355 | -4,93E-6 | -0,2330 | -1,7350 | -4,93E-6 | -0,2324 | -1,7350 | -4,93E-6
5 -0,3438 | -2,1566 | -6,16E-6 | -0,3440 | -2,1570 | -6,16E-6 | -0,3436 | -2,1564 | -6,16E-6
6 -0,4753 | -2,5698 | -7,39E-6 | -0,4750 | -2,5700 | -7,39E-6 | -0,4750 | -2,5696 | -7,39E-6
7 -0,6263 | -2,9736 | -8,63E-6 | -0,6260 | -2,9740 | -8,63E-6 | -0,6259 | -2,9735 | -8,63E-6
8 -0,7959 | -3,3668 | -9,86E-6 | -0,7960 | -3,3670 | -9,86E-6 | -0,7955 | -3,3670 | -9,86E-6
9 -0,9833 | -3,7482 | -1,11E-5 | -0,9830 | -3,7480 | -1,11E-5 | -0,9829 | -3,7487 | -1,11E-5
10 -1,1874 | -4,1168 | -1,23E-5 | -1,1870 | -4,1170 | -1,23E-5 | -1,1871 | -4,1176 | -1,23E-5
Tabela 8.8: Erro relativo dos deslocamentos do né 42 obtidos no teste 4.
Passos hp?*fem/FLagSHyP hp?*fem/Ansys
Erro uy [%] | Erro us [%] | Erro us [%] | Erro uy [%] | Erro us [%] | Erro us [%]
1 0,04 0,01 0,03 0,06 0,02 0,00
2 0,07 0,00 0,01 0,08 0,02 0,02
3 0,12 0,02 0,00 0,09 0,02 0,02
4 0,17 0,03 0,01 0,09 0,02 0,01
5 0,04 0,02 0,00 0,07 0,01 0,01
6 0,07 0,01 0,01 0,07 0,01 0,01
7 0,05 0,01 0,00 0,06 0,00 0,01
8 0,01 0,01 0,00 0,05 0,01 0,02
9 0,03 0,01 0,02 0,04 0,01 0,02
10 0,04 0,01 0,04 0,03 0,02 0,03

Como feito anteriormente, a geometria deformada final ¢ mostrada na Figura 8.11, junta-

mente com a distribuicdo do deslocamento nodal resultante.

A performance do algoritmo de Newton-Raphson implementado no hp*fem é comparado aos

outros programas analisados na Figura 8.12. Percebe-se que o hp*fem apresentou uma performance
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Figura 8.11: Visualizacdo da deformacdo da viga 3D sujeita a um carregamento distribuido.

boa para solugdo do problema proposto.
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Figura 8.12: Numero total de iteragdes de Newton-Raphson para cada passo de carregamento.
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8.1.5 Teste 5 - Estudo da convergéncia do MEF-AO

Neste teste, o interesse estd em aplicar o MEF-AO em problemas de grandes deformacoes.
Para isso, realiza-se o estudo de convergéncia proposto por (DONG; YOSIBASH, 2009). Baseando-se
em um problema ficticio cuja solu¢do analitica é conhecida, estuda-se a consisténcia do MEF-AO
e o comportamento do erro entre as solucdes aproximada e analitica. As bases de comparagdo dos

erros sdo as normas L? e L> da diferenca apresentada entre as duas solugdes.

O problema estudado consiste em um cubo que inicialmente ocupa um dominio 0 < X; < 1,
0 < Xy <1e0 < X3 < 1, conforme mostrado na Figura 8.13. As propriedades do material
sdo modulo de elasticidade E e coeficiente de Poisson v. A equagdo constitutiva para o material
Neo-Hookeano é dado por (4.54). Sabe-se que a face X; = 0 estd engastada e que nas outras faces

aplica-se o campo de tracdo t = ({1, t2, t3) ndo dependente da deformagdo dado por

~\n[Aq2 X
th=m {Aa2 cos(aX ) — p — Aln[Aa” cos(aX,)] } 7

Aa? cos(aXy)

ts = ny { A In[Aa® cos(aX1)]}, 8.1

ts = ng { A In[Aa® cos(aX1)] },

sendo n = nqy,n9,n3 0 vetor unitdrio normal ao plano da superficie tracionada na configuracao
inicial. As constantes A e a sdo utilizadas para proporcionar consisténcia de unidades do problema.
Ja )\ e v s@o os coeficientes de Lamé apresentados nas equacdes (4.53a) e (4.53b). Aplica-se, em
conjunto, uma forga de corpo pf = (fi, fo, f3) dada por

sin(aX1) {\ + p — AIn[A(1 — 2sin?(%51))] — An(a?) + pA%a’ cos?(aX1)}
B —Aacos?(aXy) '

1=
(8.2)
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Figura 8.13: Hexaedro usado no teste 6.

A solucdo analitica para esse problema é

u; = Asin(a X;) — X7,
uy = 0,0, (8.3)
Uz = 07 07

As funcdes de forma para o elemento sdo da familia de Lagrange, utilizando-se de pontos
de colocacido e integracdo seguindo os esquemas de Gauss-Lobatto-Legendre e Gauss-Legendre,

respectivamente, estudadas e implementadas em Bargos (2009), Vazquez (2008).

Para mostrar o decaimento da norma do erro, utilizou-se um elemento hexaedro e variou-se a
ordem desse elemento de 1 & 10. Para cada ordem do elemento, computou-se as normas L? e L> do
erro entre a solug@o analitica dada por (8.3) com a soluc¢do aproximada calculada usando (4.118).
As Figuras 8.14 apresentam os resultados para a convergéncia espacial das normas L? e L™ do erro

para o problema, utilizando-se os seguintes valores para as constantes apresentadas anteriormente

A=1,9m""' a=1,0m, E=1000Pa, v=0,3
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e variando a ordem de integracdo de 2P a 6P, sendo P a ordem da fun¢do de forma.

—e -1 u,
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(c) Grau de integragdo 6P.

Figura 8.14: Convergéncia espacial para as normas L? e L* do erro para o cubo do teste 6. As
normas estao em funcao da ordem do elemento.

Nota-se que o aumento do grau do polindmio de interpolagdo permite que o erro diminua
consideravelmente. Porém, percebe-se, também, que o aumento demasiado do nimero de pontos
de integracdo nao possibilita uma melhor taxa de convergéncia. Pelas Figuras 8.14(b) e 8.14(c), é
possivel afirmar que ndo existe grandes ganhos com o uso da ordem de integracdo 6 P se comparado
ao caso 4P e que o uso de grau de interpolacdo maior que 7 ndo produz aumento da convergéncia

espacial. Dessa forma, pelos custos computacionais (tempo e alocacdo de memdria), prefere-se o
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uso de ordem de integragdo 2P.

Este estudo foi realizado para testar a convergéncia do método utilizando uma condi¢ao de
carregamento ndo polinomial.

8.1.6 Teste 6

O teste 6 é usado para comparar os resultados obtidos entre os refinamentos p e o h para
o problema de solug¢ao tedrica apresentado no teste 8.1.5. Procurou-se fazer uma correspondéncia
entre o grau das funcdes de forma utilizadas e o nimero de graus de liberdade. Por exemplo, uma
malha de 1 hexaedro de grau 2 possui o0 mesmo nimero de ndés e, consequentemente, a mesma
quantidade de graus de liberdade que uma malha de 8 hexaedros de grau 1. Dessa forma, com o au-
xilio da Tabela 8.9 é possivel construir uma relagdo entre a malha de grau 1 e a sua correspondente
de 1 elemento de grau P.

Tabela 8.9: Equivaléncias em termos de nimero de nds e graus de liberdade para uma malha de
hexaedro de grau P > 1 e uma malha de grau 1 usando polindmios de Lagrange.

Grau P da Numero de | Numero total | Numero total de Numero equivalente
funcado de forma | elementos | de nés graus de liberdade | de elementos de grau 1
2 1 27 81 8

4 1 125 375 64

6 1 343 1029 216

8 1 729 1536 512

10 1 1331 3993 1000

A Figura 8.15 mostra a convergéncia baseada no refinamento h. Percebe-se que comparando
a Figura 8.15 com as Figuras 8.14(a) a 8.14(c), a convergéncia apresentada pelo aumento do grau
da funcdo de interpolacdo possui um efeito maior na convergéncia espacial. O aumento do grau de

integragdo e o refinamento A possuem efeitos secundarios nesse caso.

Como este problema possui solugdo suave, € esperado que a versdo-p do MEF possua uma
taxa de convergéncia mais alta (convergéncia exponencial) que a do refinamento h (convergéncia

algebrica). Isto € facilmente verificado ao compara-se os resultados do teste 5 (refinamento p) como
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Figura 8.15: Aplicacdo do refinamento h para convergéncia espacial das normas L? e L do erro
para o mesmo cubo do teste 5. As normas estdo em funcdo do nimero de elementos.

o teste 6 (refinamento h).

8.1.7 Teste 7 - Teste de convergéncia em refinamento /p

Neste teste, utiliza-se do mesmo problema definido no Teste 5, porém verifica-se a conver-

géncia ndo somente quanto ao refinamento p, mas também utilizando o refinamento hp. Para isso,

utilizam-se quatro malhas 1, 8, 64 e 216 de elementos. O objetivo € verificar qual malha atinge uma

convergéncia L? superior a 10~® utilizando um grau menor de fung¢io de interpolagdo. A Tabela

8.10 mostra os resultados obtidos.

Tabela 8.10: Convergéncia usando refinamento hp para o teste 7.

Numero de Grau P Numero de Norma L? Norma L
Elementos | da Fungdo | Equacdes | u; U U3 Ul UL U3
1 10 1331 1,78E-08 | 2,65E-08 | 4,99E-09 | 2,31E-08 | 2,31E-08 | 2,31E-08
8 7 3375 1,16E-08 | 1,26E-10 | 1,26E-10 | 1,56E-08 | 7,18E-10 | 7,18E-10
64 4 4913 2,31E-08 | 2,23E-09 | 2,23E-09 | 3,90E-08 | 1,30E-08 | 1,30E-08
216 3 20577 2,10E-07 | 2,82E-08 | 2,82E-08 | 5,05E-07 | 2,15E-07 | 2,15E-07

Do teste 6, percebe-se que o refinamento h nao melhora significativamente a taxa de conver-
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géncia para as normas adotadas. Por outro lado, o teste 7 mostrou que ao utilizar-se do refinamento
hp € possivel obter uma convergéncia excelente para um grau menor porém usando um maior nu-
mero de elementos. Dentre as trés malhas proposta, pode-se afirmar que a malha de 64 elementos

€ a que possui uma melhor relagdo nimero de equacdes e nimero de elementos.

8.2 Problemas de Otimizacao de Forma

A biela mostrada na Figura 8.16 foi utilizada para validar o programa junto com o programa
GiD. O problema de otimizacdo consiste em otimizar o volume da biela sujeita a uma maxima
energia de deformacgdo de 0,2 kNcm. Os nds da superficie A estdo engastados e aplicou-se um

carregamento distribuido na superficie B como ilustrado na Figura 8.16.

/ - R2.66
R4.00 \/ v

A | 42.00 |

Figura 8.16: Dimensdes [cm] do projeto inicial (£ = 21,0 x 10° kN/cm?, v = 0,3, p = 7,81 x
10~%kg/em?®). Os nés da superficie A estio engastados. A forca distribuida (F, = 0,12 kN/cm?,
F,=0,06 kN/cm?, F, = 0,04 kN/cm?) é aplicada na superficie B (SILVA, 2003).

As superficies 21 e 23, mostradas na Figura 8.17, foram parametrizadas como superficies
NURBS, e as curvas de nimero 1, 2, 15 e 16 sdao curvas NURBS. A fun¢do objetivo é o volume
da biela e as varidveis de projeto estdo definidas na Tabela 8.11 e numeradas de 1 a 20 como
mostrado na Figura 8.17. O volume inicial é 1764.48cm? com uma tensdo méaxima de von Mises
de 5,036k N/cm? como mostrado na Figura 8.18.
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Figura 8.17: Varidveis de projeto (em negrito de 1 a 20). O objetivo € minimizar o volume com

restricdo na mdxima energia de deformacao (0,2 kNcm).

Stress
5.0366
l4,4]86
3.9207

. 3.3627

. 2.8047
I 2.2468
- 1.6888

1.1309
0.57289
0.014929

Contour Fill of VonMises Stress.

Figura 8.18: Diagrama de tensdo equivalente de von Mises atuante na biela antes do processo de

otimizagdo. Unidade em [kN/cm?].
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Tabela 8.11: Varidveis de projeto usadas na otimizacao da biela definida na Figura 8.16.

Variavel Entidade Ponto Direcao Valor | Limite | Limite
de projeto | geométrica/ID | de controle | de controle | inicial | inferior | superior
[cm] [cm] [cm]
1 Superficie 21 2,4) A 5,00 2,50 5,50
2 Superficie 21 (3.4) A 5,00 2,50 5,50
3 Superficie 23 (2,4) A 0,00 -0,50 2,50
4 Superficie 23 (3.4) A 0,00 -0,50 2,50
5 Curva 16 2 Y 15,24 | 13,60 15,50
6 Curva 16 2 A 5,00 4,00 5,50
7 Curva 16 3 Y 14,75 | 13,60 15,50
8 Curva 16 3 A 5,00 4,00 5,50
9 Curva 1 2 Y 15,24 | 13,60 15,50
10 Curva 1 2 A 0,00 -0,50 1,00
11 Curva 1 3 Y 14,75 | 13,60 15,50
12 Curva 1 3 A 0,00 -0,50 1,00
13 Curva 2 3 Y 6,76 6,00 8,40
14 Curva 2 3 A 0,00 -0,50 1,00
15 Curva 2 2 Y 7,25 6,00 8,40
16 Curva 2 2 A 0,00 -0,50 1,00
17 Curva 15 3 Y 6,76 6,00 8,40
18 Curva 15 3 A 5,00 4,00 5,50
19 Curva 15 2 Y 7,25 6,00 8,40
20 Curva 15 2 A 5,00 4,00 5,50
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8.2.1 Otimizacao de Forma usando o Método da Camada unitaria de Contorno

Para validar a conexao entre os programa e o GiD , empregou-se o método da camada unitaria
de contorno, com os parametros de otimiza¢do mostrados na Tabela 8.12. Usou-se o método do
gradiente conjugado com pré-condicionador de Gauss-Seidel com precisdo numérica de 10~* para
resolver os sistemas lineares de equacgdes. O problema foi discretizado em uma malha de 5988

tetraedros e 1672 nds.

Tabela 8.12: Parametros do algoritmo de Heskovits usados na otimizac¢ao da biela usando o método
da camada unitéria.

Parametro Valor
0,50
0, 20
0,10

5,00 x 107
0, 20
1,00
0,60
0,40

S e T 9

=2 T

Também, foram utilizados os valores 25 e 5 para o nimero maximo de busca linear apds a

imposi¢ao inicial e o nimero maximo de analises na busca linear, respectivamente.

O processo de otimizacao precisou regerar a malha 3 vezes durante as 18 iteracdes necessarias
para que o critério de otimizagao fosse satisfeito. A Tabela 8.13 e a Figura 8.19 mostram o resultado
6timo para as varidveis de projeto de 1 a 5 e o decréscimo do volume.

As geometrias inicial e final, apds o processo de otimizagao sao mostradas na Figura 8.20. A
tensdo de von Mises e o deslocamento maximo resultante para a configuragdo final s@o ilustrados

pelas Figuras 8.21 e 8.22, respectivamente.

A porcentagem de reducdo do volume foi de 26, 88%
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Tabela 8.13: Valores das varidveis de projeto de 1 a 5 e do volume para o problema definido pela
Figura 8.16 usando o método da camada unitdria. Unidade em [cm].

Iteracdes | Varidvel 1 Varidvel 2 | Varidvel 3 Variavel 4 Variavel 5 Volume
0 5,00000000 | 5,00000000 | 0,00000000 | 0,00000000 | 15,24121200 | 1764,48388927
1 4,66237408 | 4,65243754 | 0,13948532 | 0,14984680 | 14,43751953 | 1576,49370420
2 4,25513239 | 4,22968848 | 0,30668435 | 0,33539802 | 13,98396702 | 1511,93974896
3 3,81043100 | 3,75922568 | 0,56355910 | 0,62723937 | 14,06896748 | 1456,56238668
4 3,35782486 | 3,29506941 | 0,94719863 | 1,06139171 | 13,78758699 | 1410,26590879
5 2,85624733 | 2,81802776 | 1,62213728 | 1,78496309 | 13,88488736 | 1381,80904653
6 2,71176788 | 2,70171624 | 2,12831403 | 2,21398524 | 13,81837954 | 1353,03705201
7 2,65880863 | 2,65652572 | 2,35132561 | 2,33797501 | 13,80527315 | 1335,36116079
8 2,59819520 | 2,60225786 | 2,40149932 | 2,39144412 | 13,77457964 | 1317,32936741
9 2,57966845 | 2,58364734 | 2,41901076 | 2,41122887 | 13,75514781 | 1311,40582177
10 2,55971256 | 2,56266131 | 2,43830029 | 2,43330857 | 13,74735147 | 1305,59843332
11 2,54044209 | 2,54288343 | 2,45769442 | 2,45395985 | 13,69422171 | 1300,03420332
12 2,51752417 | 2,51906866 | 2,48164435 | 2,47941609 | 13,63997115 | 1294,27792350
13 2,50377011 | 2,50364318 | 2,49629168 | 2,49655290 | 13,60909058 | 1292,40097663
14 2,50151399 | 2,50152813 | 2,49850711 | 2,49849083 | 13,60779055 | 1291,29238849
15 2,50044711 | 2,50044805 | 2,49953966 | 2,49953335 | 13,60226153 | 1290,53150689
16 2,50017020 | 2,50016778 | 2,49983528 | 2,49983995 | 13,60093504 | 1290,35287995
17 2,50006363 | 2,50006624 | 2,49993271 | 2,49992838 | 13,60031944 | 1290,25717995
18 2,50002549 | 2,50002473 | 2,49997566 | 2,49997687 | 13,60014439 | 1290,22676752
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Evolucao da variavel de projeto 1 Evolucao da variavel de projeto 2
T3 T . T . . . T = T . T . . . T

valor [em]
valor [em]

2 4 6 8 10 12 14 16 18 o 2 4 6 8 10 12 14 16 18
iteragdes iteragdes
(a) Variavel 1. (b) Variavel 2.
Evolucao da variavel de projeto 3 Evolucao da variavel de projeto 4
25 T . T 25 . ! .
2 — 2 —
'E' 1.5 T 'E' 1.5 T
A A
5 5
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L | - L | -
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0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18
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(c) Variavel 3. (d) Variavel 4.
e Evolucao da variavel de projeto 5 Evolugéo da fungdo objetivo
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4 1700 : : h
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136 ; ; i i i 1200 i ; i i ; ; ; ;
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(e) Variavel 5. (f) Funcdo objetivo

Figura 8.19: Evolucao das varidveis de projeto e da fun¢@o objetivo para o exemplo da biela tridi-
mensional definida na Figura 8.16 usando o método da camada unitéria de contorno.
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i

(a) Volume inicial da biela 3D (b) Volume final da biela 3D

Figura 8.20: Comparacdo entre os volumes inicial e final da biela do problema de otimizacao defi-
nido na Figura 8.16.

Stress
9.7797
l 8.6947
7.6097
| 6.5247
. 5.4307
I 43547
- 3.2697
2.1847
1.0098
¥ 0.014774

Contour Fill of VonMises Stress. 6.&

Figura 8.21: Tensdes equivalentes de von Mises atuante na biela do problema definido na Figura
8.16 ap6s o processo de otimizagdo. Unidade em [kN/cm?].
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Contour Fill of Displacements , |Displacements |. ﬁ.ﬁ

Figura 8.22: Deslocamentos resultantes atuante na biela do problema definido na Figura 8.16 ap6s
o processo de otimiza¢do. Unidade em [cm].

8.2.2 Otimizacao de Forma usando o Método de Deslocamentos Ficticios do Con-
torno

Usou-se 0 mesmo problema definido para o método da camada unitédria de contorno. A pa-
rametrizacdo foi mantida, assim como os valores dos parametros de Herskovits do algoritmo de
otimizacdo. Utilizou-se também o gradiente conjugado com pré-condicionador de Gauss-Seidel
com precisdo de 10~%. Para evitar regeragdo da malha, usou-se uma malha mais refinada, o que ge-
rou um total de 2898 nds e 11541 elementos tetraedros. Para essa configuracdo, o problema atingiu

a convergéncia com 17 iteragdes.

A Tabela 8.14 e a Figura 8.23 mostram os valores obtidos durante o processo de otimizagao

para as varidveis de projeto de 1 a 5, e também para a fungdo objetivo, funcional de volume.
Como nesse processo nao foi preciso regerar a malha, as geometrias inicial e final, apds o

processo de otimizagdo sao mostradas na Figura 8.24 e contém as definicdes de malhas para as

duas configuragdes.
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Tabela 8.14: Valores das varidveis de projeto de 1 a 5 e do volume para o problema definido pela
Figura 8.16 usando o método dos deslocamentos ficticios. Unidades em [cm].

Iteracoes

L T T e S = G S G Sy
=T N SRS =NEN-RC RN Bo NV I RIS SR

Variavel 1
5,00000000
4,66377063
4,20482302
3,65806545
3,01856405
2,74791638
2,69531846
2,61842063
2,56657834
2,55010434
2,53310858
2,50970167
2,50647817
2,50267617
2,50185804
2,50096869
2,50002779
2,50001942

Variavel 2
5,00000000
4,65447199
4,17378025
3,59311398
2,93724559
2,73560915
2,69502601
2,62783978
2,57326329
2,55411728
2,53588538
2,50971290
2,50637986
2,50259448
2,50181070
2,50095847
2,50003305
2,50001977

Variavel 3
0,00000000
0,13899456
0,35157252
0,70700022
1,29467298
1,97969223
2,29187689
2,37906818
2,43098721
2,44838145
2,46578336
2,49023383
2,49347143
2,49729790
2,49813259
2,49903109
2,49997349
2,49998070

Variavel 4
0,00000000
0,14745068
0,37699581
0,76469599
1,40047079
2,06018832
2,27593534
2,36886897
2,42382122
2,44397437
2,46273495
2,49020704
2,49349548
2,49731914
2,49814759
2,49903479
2,49997264
2,49998067

Variavel 5
15,24121200
14,43741234
13,98376044
14,09418257
13,94243246
13,93892731
13,91739419
13,84718518
13,73920956
13,71080329
13,67208299
13,63473634
13,62903776
13,61661752
13,61128953
13,60551399
13,60000647
13,60009434

Volume
1764,17608472
1576,38301794
1508,30059812
1447,51929766
1402,97973966
1373,09262992
1352,41185842
1331,64819369
1318,88811190
1311,60816867
1306,56599383
1302,52082956
1301,01265939
1299,06001996
1298,48697956
1297,88155595
1297,22922861
1297,21760952
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(f) Func@o objetivo.

Figura 8.23: Evolucido das varidveis de projeto e da funcdo objetivo para o exemplo da biela tridi-
mensional definida na Figura 8.16 usando o método dos deslocamentos ficticios.
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an on

(a) Volume inicial da biela 3D (b) Volume final da biela 3D

Figura 8.24: Comparagdo entre os volumes inicial e final da biela do problema de otimizagao defi-
nido na Figura 8.16. O processo de otimiza¢do ndo necessitou regerar a malha, assim, usam-se as
malhas para comparacdo das formas.

As Figuras 8.21 e 8.22 ilustram a tensao de von Mises e o deslocamento maximo resultante

para a configuracao final, respectivamente.

Com esse método foi possivel obter uma redugdo de volume de 26, 47%,

O método da camada unitdria apresentou um resultado de otimizacdo ligeiramente superior
ao apresentado pelo método dos deslocamentos ficticios. Entretanto, o primeiro método necessita
obrigatoriamente de um gerador de malha integrado ao programa de otimizacdo. Isso ndo € man-
datério no método dos deslocamentos ficticios, pois usando uma malha refinada foi possivel obter
a solucdo 6tima sem regeracdo de malha, ocasionando em alto custo computacional ao se calcu-
lar as expressdes para o campo de velocidades. Mas de qualquer forma, o resultado apresentado é
satisfatério mesmo usando precisao numérica mais baixa para a solugao iterativa. Porém , existem

discordancias com relagdo a aplicacdo do método das camadas unitarias.

Pelos resultados obtidos, € possivel afirmar que os dois métodos podem ser aplicados para os

problemas lineares de otimiza¢do de componentes mecanicos satisfatoriamente.
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Figura 8.25: Tensdes equivalentes de von Mises atuante na biela do problema definido na Figura
8.16 ap6s o processo de otimizagdo. Unidade em [kN/cm?]
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Figura 8.26: Deslocamentos resultantes atuante na biela do problema definido na Figura 8.16 ap6s
o processo de otimizagdo usando o método dos deslocamentos ficticios. Unidade em [cm]
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8.3 Problemas de Contato

Para validar o modelo de contato, alguns exemplos cldssicos serdo analisados e discutidos,
comparando-os com a solugdo tedrica, quando existir, e com a solu¢do numérica usando o software

comercial ANSYS versdo 11.
8.3.1 Problema de Signorini

O primeiro problema a ser analisado € o problema cléssico de Signorini baseado em (SIMO;
LAURSEN, 1992) que consiste em um bloco eléstico deslizando contra uma base rigida como ilus-
trado na Figura 8.27. O bloco, que possui dimensdes 4m X 2m, é ao mesmo tempo tracionado na
dire¢do x e pressionado contra a base na dire¢do y. O médulo de elasticidade € E = 1000N/m? e o
coeficiente de Poisson é v = 0, 3. O coeficiente de atrito adotado € ;1 = 0, 5 e os parametros de pe-
nalidades sdo k,, = 105N/m? e k, = 10* N/m?. Foi utilizada uma malha de 200 elementos planos
de 4 nés em estado plano de tensao, 20 elementos contatores isoparamétricos e 20 elementos alvos
isoparamétricos com 2 nds por elemento. O primeiro e o dltimo elementos da superficie contatora
estdo com deslocamentos na dire¢c@o x restringido, ou seja os nés de nimeros 1 e 2, como mostrado

na Figura 8.28.

P, = —200N/mm?

YYYYYYYYYYYY |

Yy

\

P, = 60N /mm?

|

|

y

i

y @ ___

U L L L ////

Figura 8.27: Bloco eldstico em contato com fundagdo rigida (SIMO; LAURSEN, 1992).

O exemplo foi resolvido usando o programa hp*fem com o médulo de contato adicionado
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Figura 8.28: Malha e condi¢des de contorno para o problema do exemplo 1.

a base do programa e com o software comercial ANSYS 11.0 com os mesmos dados e usando a
discretizagdo segmento-segmento com o elemento CONTA172. Segundo Simo e Laursen (1992),
€ necessario apenas um passo de carregamento para resolver o problema usando o Mérodo das
Penalidades para esses dados. Os resultados obtidos de for¢a de atrito e deslocamentos na dire¢ao x
e y estdo nas Tabelas 8.15 e 8.16, respectivamente. Foi necessario apenas uma iteracdo de Newton-
Raphson para uma precisdo de 0, 005 baseada na norma da for¢a desbalanceada. Todos os nds estdo

em condi¢ao de adesdo.

Pelos resultados apresentados nas Tabelas 8.15 e 8.16, pode-se afirmar que o algoritmo de-
senvolvido para solucionar problema de contato com atrito via Método das Penalidades com dis-
cretizacdo em elementos isoparamétricos estd validado. O erro maximo obtido foi de 0% tanto para

as forcas de contato como para os deslocamentos dos nds em contato.
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Tabela 8.15: Exemplo 1: Forga de atrito e for¢a normal obtidas usando . = 0,5 e o Método das
Penalidades nos programas hp?’FEM e ANSYS 11.0.

Forga de atrito Forca normal
NG | hp*fem [N] | ANSYS [N] | Erro [%] | hp*fem [N] | ANSYS [N] | Erro [%]
1 7,2396 7,2396 0,00 268,7806 268,7800 0,00
2 -19,5080 -19,5080 0,00 589,6289 589,6300 0,00
3 30,3270 30,3270 0,00 139,6729 139,6700 0,00
4 30,8835 30,8830 0,00 146,7771 146,7800 0,00
5 24,3557 24,3560 0,00 146,5009 146,5000 0,00
6 17,7276 17,7280 0,00 152,1024 152,1000 0,00
7 10,8559 10,8560 0,00 156,8912 156,8900 0,00
8 3,7927 3,7926 0,00 161,3807 161,3800 0,00
9 -3,3650 -3,3650 0,00 164,8895 164,8900 0,00
10 -10,5468 -10,5470 0,00 167,4507 167,4500 0,00
11 -17,7299 -17,7300 0,00 169,1069 169,1100 0,00
12 -24,9383 -24,9380 0,00 169,9879 169,9900 0,00
13 -32,2280 -32,2280 0,00 170,2268 170,2300 0,00
14 -39,6665 -39,6660 0,00 169,9730 169,9700 0,00
15 -47,3115 -47,3120 0,00 169,3885 169,3900 0,00
16 -55,1964 -55,1960 0,00 168,8435 168,8400 0,00
17 -63,3298 -63,3300 0,00 168,6394 168,6400 0,00
18 -71,7174 -71,7170 0,00 170,9157 170,9200 0,00
19 -80,4823 -80,4820 0,00 174,3679 174,3700 0,00
20 -90,1594 -90,1590 0,00 197,8402 197,8400 0,00
21 -74,6255 -74,6250 0,00 205,8402 205,8400 0,00
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Tabela 8.16: Exemplo 1: Deslocamentos dos nés em contato usando p = 0,5 e o Método das
Penalidades nos programas hp?’FEM e ANSYS 11.0.
Uy Uy
N6 | hp*fem | ANSYS | Erro | hp?fem | ANSYS | Erro
[103m] | [102m] | [%] | [10~®m] | [10~°m] | [%]
0,0000 | 0,0000 | 0,00 | -3,0990 | -3,0990 | 0,00
0,0000 | 0,0000 | 0,00 | -7,1073 | -7,1073 | 0,00
-3,4258 | -3,4258 | 0,00 | -1,1532 | -1,1532 | 0,00
-3,1312 | -3,1312 | 0,00 | -1,5122 | -1,5122 | 0,00
-2,4307 | -2,4307 | 0,00 | -1,4508 | -1,4508 | 0,00
-1,7764 | -1,7764 | 0,00 | -1,5240 | -1,5240 | 0,00
-1,0875 | -1,0875 | 0,00 | -1,5687 | -1,5687 | 0,00
-0,3802 | -0,3802 | 0,00 | -1,6150 | -1,6150 | 0,00
0,3363 | 0,3363 | 0,00 | -1,6499 | -1,6499 | 0,00
1,0547 | 1,0547 | 0,00 | -1,6755 | -1,6755 | 0,00
1,7728 | 11,7728 | 0,00 | -1,6919 | -1,6919 | 0,00
2,4930 | 2,4930 | 0,00 | -1,7006 | -1,7006 | 0,00
3,2212 | 3,2212 | 0,00 | -1,7028 | -1,7028 | 0,00
3,9644 | 13,9644 | 0,00 | -1,7001 | -1,7001 | 0,00
4,7286 | 4,7286 | 0,00 | -1,6938 | -1,6938 | 0,00
5,5170 | 5,5170 | 0,00 | -1,6885 | -1,6885 | 0,00
6,3301 | 6,3301 | 0,00 | -1,6824 | -1,6824 | 0,00
7,1706 | 7,1706 | 0,00 | -1,7139 | -1,7139 | 0,00
8,0222 | 18,0222 | 0,00 | -1,7004 | -1,7004 | 0,00
9,1202 | 9,1202 | 0,00 | -2,0962 | -2,0962 | 0,00
9,2313 | 9,2313 | 0,00 | -1,3769 | -1,3769 | 0,00

e e e e e e
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8.3.2 Dois Blocos Elasticos em Contato

Considera-se agora o exemplo entre dois blocos eldsticos em contato como mostrado na Fi-
gura 8.29. Ambos os blocos possuem o mesmo material, isto é, £, = Ey = 103Paev; = v, = 0, 3.
O coeficiente de atrito para a interface do contato é de n = 0, 5 e a forca aplicada é de P = 10000/
Os parametros de penalidades adotados foram k, = 10°Pa e k, = 10'°Pa para o ANSYS, e
k, = 10'°Pa e k, = 10®Pa para o algoritmo implementado no hp*fem. Considerou-se somente
metade do modelo para simulagdo e aplicou-se condicdo de simetria como mostrado na Figura
8.30. Foram utilizados 173 elementos de 4 n6s em estado de tensdo e 26 elementos de contato (13
contatores e 13 alvos). A malha € ajustada para ndo violar a hipétese da formulacdo via elementos
isoparamétricos em contato. O problema foi resolvido no ANSYS 11.0 usando elemento PLANE42

e CONTA172 para comparagdo dos resultados. Usou-se apenas um passo de carregamento.

13m
1 P
A
Eq, 1 Im
Y
A
y Eo, 1o 5m
X Y

_—7 -~
- >

19m

Figura 8.29: Dois blocos eldsticos em contato.

A Tabela 8.17 contém os resultados para for¢a de contato normal e de atrito obtidos usando o
ANSYS 11.0 e o algoritmo de contato usando elemento isoparamétrico implementado no hp*fem.
A mesma comparacdo de resultados foi realizada para os deslocamentos na direcdo x e y e estdo na
Tabela 8.18.
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Figura 8.30: Malha e condi¢@o de contorno para o problema do exemplo 2.

Tabela 8.17: Exemplo 2: Forca de atrito e for¢ca normal obtidas usando ;1 = 0,5 e o Método das
Penalidades nos programas hp’FEM e ANSYS 11.0.

Forga de atrito For¢a normal
N6 | hp?fem [N] | ANSYS [N] | Erro [%] | hp*fem [N] | ANSYS [N] | Erro [%]
121 -70,31689 -70,78200 0,66 | 2216,34372 | 2216,60000 0,01
122 0,00000 0,00000 0,00 0,00000 0,00000 0,00
123 | -335,27538 | -334,60000 0,20 | 2110,03103 | 2110,30000 0,01
124 | -747,65357 | -742,11000 0,74 | 1841,56215 | 1841,70000 0,01
125 | -749,97160 | -749,98000 0,00 | 1499,94319 | 1500,00000 0,00
126 | -577,32114 | -577,37000 0,01 | 1154,64228 | 1154,70000 0,00
127 | -427,68428 | -427,73000 0,01 | 855,36856 855,47000 0,01
128 | -309,44856 | -309,48000 0,01 618,89712 618,96000 0,01
129 | -218,71047 | -218,72000 0,00 | 437,42093 437,44000 0,00
130 | -139,49455 | -139,48000 0,01 278,98911 278,97000 0,01
131 -47,48689 -47,43600 0,00 94,97377 94,87100 0,00
132 0,00000 0,00000 0,00 0,00000 0,00000 0,00
133 0,00000 0,00000 0,00 0,00000 0,00000 0,00
134 0,00000 0,00000 0,00 0,00000 0,00000 0,00
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Tabela 8.18: Exemplo 2: Deslocamentos dos nés em contato usando p = 0,5 e o Método das
Penalidades nos programas hp?’FEM e ANSYS 11.0.

Uy Uy

N6 | hp*fem | ANSYS | Erro | hp*fem | ANSYS | Erro
[107°m] | [10™°m] | [%] | [10~°m] | [10~°m] | [%]
121 | 0,00000 | 0,00000 | 0,00 | -6,55244 | -6,55380 | 0,02
122 | 2,87139 | 2,87320 | 0,06 | 1,33590 | 1,33790 | 0,15
123 | 0,52988 | 0,53245 | 0,48 | -6,39004 | -6,39120 | 0,02
124 | 0,97661 | 0,98119 | 0,47 | -5,94371 | -5,94440 | 0,01
125 | 1,45056 | 1,45350 | 0,20 | -5,30133 | -5,30150 | 0,00
126 | 1,89866 | 1,90090 | 0,12 | -4,55350 | -4,55340 | 0,00
127 | 2,22417 | 2,22620 | 0,09 | -3,78028 | -3,78010 | 0,00
128 | 2,43372 | 2,43560 | 0,08 | -3,03932 | -3,03900 | 0,01
129 | 2,56670 | 2,56850 | 0,07 | -2,35928 | -2,35890 | 0,02
130 | 2,66502 | 2,66680 | 0,07 | -1,74613 | -1,74560 | 0,03
131 | 2,75907 | 2,76090 | 0,07 | -1,19624 | -1,19560 | 0,05
132 | 2,82930 | 2,83110 | 0,06 | -0,61255 | -0,61157 | 0,16
133 | 2,86010 | 2,86190 | 0,06 | 0,03547 | 0,03680 | 3,76
134 | 2,86999 | 2,87180 | 0,06 | 0,68790 | 0,68955 | 0,24

Percebe-se pelos resultados apresentados que o algoritmo proposto consegue convergir para
uma solucdo proxima do ANSYS usando um valor de penalidade tangencial 100 vezes menor
(existe um fator multiplicador dentro do algoritmo do ANSYS versdo 11.0 que ndo é explicada
no manual do usudrio), evitando-se, assim, o mal condicionamento da matriz de rigidez. O erro
maximo obtido foi de 3,76% para o deslocamento na direcdo y para o né 133. J4 para as forgas
de contato, o erro méximo obtido foi de 0,74% para a for¢a de atrito. Assim, pode-se afirmar que
o modelo de contato 2D para pequenas deformacdes usando elementos isoparamétricos para as

condi¢des de dois corpos deformdveis € valido.
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A Problema de Hertz

Para validar o algoritmo para elemento de contato n6-segmento testou-se o problema de Hertz
(HERTZ, 1881). Considere o contato sem atrito entre uma esfera eldstica e um anteparo rigido.
H4 solugdo tedrica como mostrado em (TIMOSHENKO; WOINOWSKY-KRIEGER, 1959). Utiliza-se
apenas a metade do modelo para simular o problema, como ilustrado na Figura 8.31 e aplica-se
as condigdes de simetria. O médulo de elasticidade da esfera é E = 1000N/mm? e o coeficiente
de Poisson € v = 0, 3. Primeiro, utiliza-se uma carga utilizada P = 607N e depois uma carga
P = 307N para comparar o efeito da carga no posicionamento do arco de contato. Foram utilizadas
duas malhas para verificagdo do problema. As malha 1 e 2 utilizadas na solu¢@o sdo mostradas nas

Figura 8.33(c) e 8.33(d), respectivamente.

E = 1000N /mm?
v=20.3
Smm

7

Figura 8.31: Esfera eldstica em contato com fundacao rigida (ANSYS INC., 2008).

A Tabela 8.33 fornece os valores tedricos de maxima pressdo de contato normal e o meio

arco de contato para o contato entre uma esfera e um anteparo rigido. As seguintes equacdes dadas
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(a) Malha 1. (b) Malha 2.

Figura 8.32: Malhas e condi¢des de contorno para o problema do exemplo 2.

por Timoshenko e Woinowsky-Krieger (1959) forma utilizadas.

3P
Qo = a2 (méxima pressao de contato normal), (8.4a)
Ta
P
a=1 %TFR (meio arco de contato). (8.4b)

Tabela 8.19: Exemplo 3: Resultado tedrico para o problema de contato entre uma esfera eldstica e
um anteparo rigido.

P [N]| Qo [N/mm?] | a[mm]
607 88,2904 1,0096
307 70,0761 | 0,8013

Pode-se determinar a pressdo de contato normal () para qualquer distancia r dentro do arco
de contato. Basta usar a seguinte equacao fornecida por (PEDERSEN, 2006)

O=Qo/1— (f)Q —_— (8.5)

a

sendo o, a tensdo nodal na direg@o y.
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A equacdo (8.5) foi usada para tragar os graficos da solu¢do tedrica contra a solu¢do numérica
obtida pela implementac¢do né-segmento do hp*fem e o programa ANSYS.

Contato entre uma esfera deformavel e um anteparo plano rigido Contato entre uma esfera deforméavel e um anteparo plano rigido
100
* Hertz 4 ® Hertz
1eor % ANSYS 90} *  ANSYS
o hpzfem o hpzfem
80t
100+
o o 70r
§ § 60
3 3
£ E s0r
2 2
e e 30 P=60n
201
10
0 : : : : : ‘ 0 : : : : : ‘
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2
r [mm] r[mm]
(a) Resultado para Malha 1 (P = 607). (b) Resultado para Malha 2 (P = 60m).
Contato entre uma esfera deformavel e um anteparo plano rigido Contato entre uma esfera deforméavel e um anteparo plano rigido
80
100 * Hertz 4 % Hertz
* ANSYS 70 * ANSYS
90F o hpzfem o hpzfem
60
€ €
£ E sof
Z Z
3 3
E E 40
2 2
8 8
2 2 301
& &
20F
101
0 . . . s , 0 . . . . ,
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2
r [mm] r[mm]
(c) Resultado para Malha 1 (P = 307). (d) Resultado para Malha 2 (P = 30m).

Figura 8.33: Comparacao entre a solugdo tedrica de Hertz do problema do exemplo 2 com o algo-
ritmo proposto né-segmento e o ANSYS 11.0.

Pelos resultados apresentados, pode-se perceber que o algoritmo apresentado funciona tao
bem quanto o programa comercial ANSYS e no caso da malha 1 o resultado foi melhor. Nota-se
que para um melhor resultado é necessario um refinamento h préximo a regido de contato como
feito no trabalho de Fancello (1993).
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B Dois Blocos elasticos em Contato com Atrito

Considera-se o mesmo problema da se¢ao 8.3.2, usando agora a discretizacdo né-segmento.
Para validar o algoritmo proposto para esta situagdo, considera-se um primeiro o caso sem atrito e
depois para trés valores de atrito p; = 0, 1, o = 0,3 e = 0, 5. Como feito nos exemplos anterio-
res, compara-se a solucdo da forca normal e de atrito obtidas pelo hp*fem com 0 ANSYS, e no caso
onde ;1 = 0,5 compara-se o resultado obtido com a discretizacdo usando elementos isoparamétri-
cos. A Tabela 8.20 compara os valores de tensdo normal obtidas com 0 ANSYS e o hp*fem. Como
o erro maximo obtido foi de 0,22% pode-se afirmar que o algoritmo est4 funcionando corretamente
para o caso de problema de contato sem atrito. Foram necessdrias 4 iteracdes de Newton-Raphson
para um valor de convergéncia 7, 5593 x 107% no programa hp?fem e 4 iteracdes para o ANSYS

com valor de convergéncia 0,4217 de acordo com o seu critério de parada.

Tabela 8.20: Exemplo 4: Forca de contato normal obtida usando ¢ = 0,0 e o Método das Penali-
dades nos programas hp*FEM e ANSYS 11.0.

Forca normal
N6 | hp*fem [N] | ANSYS [N] | Erro [%]
121 | 604,75246 | 604,77000 0,00
122 0,00000 0,00000 0,00
123 | 1151,38720 | 1151,40000 0,00
124 | 1005,58031 | 1005,60000 0,00
125 | 813,06290 | 813,13000 0,01
126 | 616,48926 | 616,60000 0,02
127 | 438,88282 | 439,02000 0,03
128 | 277,82751 | 277,98000 0,05
129 91,99655 92,20100 0,22
130 0,00000 0,00000 0,00
131 0,00000 0,00000 0,00
132 0,00000 0,00000 0,00
133 0,00000 0,00000 0,00
134 0,00000 0,00000 0,00

Conforme mostrado na Tabela 8.21 para ;» = 0, 1, o erro maximo obtido, tanto para a forca
de atrito tangencial como para a forca normal, foi de 0,04%. Pode-se assim, concluir que para um
coeficiente de atrito baixo, o algoritmo estd funcionando corretamente, mesmo tendo um parametro

de penalidade tangencial 100 vezes inferior ao utilizado no ANSYS.
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Tabela 8.21: Exemplo 4: Forga de atrito e for¢ca normal obtidas usando . = 0,1 e o Método das
Penalidades nos programas hp?FEM e ANSYS 11.0.

Forga de atrito Forca normal
N6 | hp*fem [N] | ANSYS [N] | Erro [%] | hp*fem [N] | ANSYS [N] | Erro [%]
121 0,00000 0,00000 0,00 | 591,08012 | 591,09000 0,00
122 0,00000 0,00000 0,00 0,00000 0,00000 0,00
123 | -112,80601 | -112,81000 0,00 | 1128,06008 | 1128,10000 0,00
124 | -98,88943 -98,88900 0,00 | 988,89434 | 988,89000 0,00
125 | -80,14961 -80,15100 0,00 | 801,49612 | 801,51000 0,00
126 | -61,05890 -61,06000 0,00 | 610,58898 | 610,60000 0,00
127 | -44,07357 -44,07400 0,00 | 440,73571 | 440,74000 0,00
128 | -29,38973 -29,38900 0,00 | 293,89726 | 293,89000 0,00
129 | -14,52547 -14,52000 0,04 | 145,25465 145,20000 0,04
130 0,00000 0,00000 0,00 0,00000 0,00000 0,00
131 0,00000 0,00000 0,00 0,00000 0,00000 0,00
132 0,00000 0,00000 0,00 0,00000 0,00000 0,00
133 0,00000 0,00000 0,00 0,00000 0,00000 0,00
134 0,00000 0,00000 0,00 0,00000 0,00000 0,00

Tabela 8.22: Exemplo 4: Forca de atrito e for¢ca normal obtidas usando ;o = 0,3 e o Método das
Penalidades nos programas hp°’FEM e ANSYS 11.0.

Forga de atrito For¢a normal
N6 | hp*fem [N] | ANSYS [N] | Erro [%] | hp*fem [N] | ANSYS [N] | Erro [%]
121 0,00000 0,00000 0,00 | 565,10433 | 564,04000 0,19
122 0,00000 0,00000 0,00 0,00000 0,00000 0,00
123 | -324,64776 | -324,43000 0,07 | 1082,15919 | 1081,40000 0,07
124 | -286,21604 | -286,32000 0,04 | 954,05347 | 954,39000 0,04
125 | -232,84954 | -232,82000 0,01 | 776,16514 | 776,08000 0,01
126 | -178,46811 | -178,41000 0,03 | 594,89370 | 594,70000 0,03
127 | -131,18456 | -131,17000 0,01 | 437,28186 | 437,24000 0,01
128 | -92,65915 -92,70300 0,05 | 308,86383 | 309,01000 0,05
129 | -60,04468 -60,17800 0,22 | 200,14893 | 200,59000 0,22
130 | -24,40466 -24,76100 1,46 81,34887 82,53500 1,46
131 0,00000 0,00000 0,00 0,00000 0,00000 0,00
132 0,00000 0,00000 0,00 0,00000 0,00000 0,00
133 0,00000 0,00000 0,00 0,00000 0,00000 0,00
134 0,00000 0,00000 0,00 0,00000 0,00000 0,00
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Ja para o coeficiente de atrito ¢ = 0, 3, o erro maximo obtido foi de 1,46% para ambas as
forcas de contato, conforme Tabela 8.22. Apenas o n6 121 estd em situacdo de ades@o. O nds 123
ao 130 estdo em situacdo de deslizamento. Como era esperado, ocorre uma dissipacao da forca de

contato normal devido a presenca do atrito, que vai aumentando proporcionalmente ao valor de f.

A Tabela 8.23 mostra os resultados para um coeficiente de atrito 4 = 0, 5. Nota-se que o
erro maximo obtido para a forca de atrito € superior a 214%. Esse erro ocorre porque no software
ANSYS o0s nés 123 e 124 estdo em condicdo de adesdo, enquanto que para o algoritmo imple-
mentado no hp*fem, esses mesmos nés estdo em condicdo de deslizamento. A posicdo inicial de
contato dos nds contatores 123 e 124 com os seus respectivos elementos alvos eram dadas pela
coordenada convectiva normalizada £ = 0,0. Durante o processo de deformagio, a coordenada
convectiva passa abruptamente para & = 1,0, ou seja, o contato passa a ser com o elemento alvo
da esquerda. Essa troca de valor ocasiona uma descontinuidade no método de return mapping para
atualizacdo das forgas de contato, o que gera a situagdo permanente de deslizamento. Acredita-se

que uma alteracdo no posicionamento desses nds na malha pode solucionar o problema.

Tabela 8.23: Exemplo 4: Forca de atrito e for¢ca normal obtidas usando . = 0,5 e o Método das
Penalidades nos programas hp?’FEM e ANSYS 11.0.

Forga de atrito Forca normal
N6 | hp*fem [N] | ANSYS [N] | Erro [%] | hp*fem [N] | ANSYS [N] | Erro [%]
121 0,00000 0,00000 0,00 | 544,41244 | 551,95000 1,37
122 0,00000 0,00000 0,00 0,00000 0,00000 0,00
123 | -525,72464 | -167,30000 214,24 | 1051,44927 | 1049,80000 0,16
124 | -172,78261 | -356,43000 51,52 | 927.47776 | 918,72000 0,95
125 | -374,13277 | -374,95000 0,22 | 748,26554 | 749,89000 0,22
126 | -288,71062 | -289,36000 0,22 | 577,42125 | 578,71000 0,22
127 | -214,73933 | -214,74000 0,00 | 429,47867 | 429,47000 0,00
128 | -155,58096 | -155,52000 0,04 | 311,16191 311,04000 0,04
129 | -109,53021 | -109,47000 0,05 | 219,06041 | 218,93000 0,06
130 | -70,49958 -70,48200 0,02 | 140,99916 | 140,96000 0,03
131 | -25,14752 -25,24600 0,39 50,29504 50,49300 0,39
132 0,00000 0,00000 0,00 0,00000 0,00000 0,00
133 0,00000 0,00000 0,00 0,00000 0,00000 0,00
134 0,00000 0,00000 0,00 0,00000 0,00000 0,00

A Tabela 8.24 mostra a comparacdo entre os resultados obtidos através das discretiza¢Oes
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usando elementos isoparamétricos e no-segmento. Nota-se que os valores obtidos sdo diferentes,
porém existe uma certa multiplicidade com relagdo aos valores. Os valores obtidos pela discreti-
zagdo no-segmento, com excecdo dos nds 123 e 124, sdo aproximadamente a metade dos mesmos

obtidos via elementos isoparamétricos.

Tabela 8.24: Exemplo 4: Forca de atrito e for¢a normal obtidas usando ;1 = 0,5 e o Método das
Penalidades nos programas hp?FEM usando as duas discretiza¢des implementadas

Forga de atrito For¢a normal
N6 | hp*fem [N] hp*fem [N] | Erro [%] | hp*fem [N] hp*fem [N] | Erro [%]
no-segmento | isoparamétrico no-segmento | isoparamétrico
121 0,00000 -70,31689 100,00 544,41244 2216,34372 75,44
122 0,00000 0,00000 0,00 0,00000 0,00000 0,00
123 | -525,72464 -335,27538 56,80 | 1051,44927 2110,03103 50,17
124 | -172,78261 -747,65357 76,89 927,47776 1841,56215 49,64
125 | -374,13277 -749,97160 50,11 748,26554 1499,94319 50,11
126 | -288,71062 -577,32114 49,99 577,42125 1154,64228 49,99
127 | -214,73933 -427,68428 49,79 429,47867 855,36856 49,79
128 | -155,58096 -309,44856 49,72 311,16191 618,89712 49,72
129 | -109,53021 -218,71047 49,92 219,06041 437,42093 49,92
130 -70,49958 -139,49455 49,46 140,99916 278,98911 49,46
131 -25,14752 -47,48689 47,04 50,29504 94,97377 47,04
132 0,00000 0,00000 0,00 0,00000 0,00000 0,00
133 0,00000 0,00000 0,00 0,00000 0,00000 0,00
134 0,00000 0,00000 0,00 0,00000 0,00000 0,00

A versdo do hp*fem de baixa ordem possui suporte a solucdo de problemas de contato em
pequenas deformacdes usando duas discretizagdes com caracteristicas distintas. A primeira, mais
simples usando elementos isoparamétricos, permite somente a solu¢do de problemas com malhas
casadas. Entretanto, podem ser usados elementos de alta ordem, desde que o grau dos elementos

do par de contato seja 0 mesmo. Caso contrdrio, tem-se a necessidade de usar os Métodos Mortar.

O problema de contato com atrito com ambos os corpos deformdveis na discretizagdo né-
segmento € o mais complicado de ser implementado, pois ndo se tem garantia da condi¢do de
unicidade dado pela busca do contato. Em algumas situagdes, é possivel ter dois nds alvos para o
mesmo no contator. Nesses casos, é necessario a aplicacao de uma suavizacao da regido de contato,

usando fung¢des de interpolacdo C'! continuas, tais como NURBS, Beziér e Hermite.
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9 Conclusao e Perspectivas Futuras

Nesta tese, mostraram-se varios aspectos da construcao e formulacdo de uma arquitetura
orientada por objetos para MEF-AO e foram discutidos os beneficios da aplicacdo da arquitetura
na solugdo de problemas de grandes deformagdes, problema de contato e otimizagao de forma. As

conclusdes obtidas s@o apresentadas a seguir:

* Este trabalho desenvolveu e implementou em linguagem MatlLab uma arquitetura orientada
por objetos para MEF-AO denominada de hp*fem;

* Aplicou o MEF-AO na solugdo de problemas de mecanica estrutural ndo-linear;
* O c6digo € modular e flexivel, permitindo a adicao de novos tipos de problemas;

* O programa hp*fem prové prototipagem de cédigos e elaboracdo de testes de algoritmo de
maneira rdpida e confidvel. A ferramenta de depuracdo do MatLab auxilia a execucdo das
tarefas de teste; Adicionalmente, em conjunto com os recursos de manipulagao simbdlica e
resolucdo de sistemas lineares, deixa o programador focado no desenvolvimento do modelo
de elementos finitos;

* A adocdo de carregamento dependente da deformacdo aumenta a complexidade da modela-
gem em elementos finitos, devido a nao-simetria da matriz de rigidez, e consequentemente

eleva o custo computacional para solucionar esse problema;

* As fungdes de interpolagdo de alta ordem possibilitam a obtencao de solucdes mais precisas

que as obtidas via refinamento h;

* O refinamento hp obtém melhores resultados de convergéncia que o método p. O método p
deve ser utilizado para uma primeira anélise e depois o usudrio deve refinar via método-h a

regido de interesse de célculo;

* Escrevendo o cddigo de elementos finitos em funcdo de operadores, tais como o tensores de
tensdo (Cauchy e Piola-Kirchhoff), tensores de deformacgdo (Green-Lagrange) e os operado-
res cinematicos (gradiente de deformacao, tensor a direita e a esquerda de Cauchy) tornou o

codigo modular e reutilizavel para outros tipos de problemas a serem estudados no futuro;
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e A partir dos resultados obtidos, pode-se afirmar que o hp?fem apresenta solugfo satisfatéria

para problemas de grandes deformagdes tanto para baixa ordem como para alta ordem;
O algoritmo de contato 2D funciona de forma satisfatoria e permite a adicao do modelo 3D;

* A conexio do gerador de malha GiD com o hp*fem e o otimizador de forma funciona bem.
Esta conexdo ¢ feita através de scripts TCL/TK que permite que através da interface grafica
do GiD um problema de mecanica estrutural seja criado e convertido para um formato que o

hp*fem entende;

* A comparagdo entre os métodos das camadas unitdrias e o método dos deslocamentos ficti-
cios foi realizado, da mesma forma que Silva (2003), mostrando que os métodos sdo equiva-
lentes em termos de resultado. Porém, € necessario tomar cuidado com o método das cama-
das unitdrias, uma vez que nao se avalia o erro da sensibilidade e de acordo com Schleupen,

Maute e Ramm (2000), a malha deve ser mantida fixa no processo de otimizagao;

* Além disso, o cddigo desenvolvido permite a migra¢do de forma suave para uma linguagem
de programacio mais robusta, tal como C++, que permitird desenvolver exemplos maiores

em qualquer tipo de plataforma. Esse trabalho ja estd sendo desenvolvido por Costa (2012);

* O desenvolvimento deste programa permitiu o crescimento académico do grupo, abrindo o
caminho para desenvolvimento de novos projetos por pessoas que tinham pouco contato com

mecanica estrutural e/ou computacgao cientifica.

Virios aspectos podem ser considerados como possiveis linhas de pesquisa em proximos
trabalhos:

1. Implementar problema de contato usando grandes deformacdes, seguindo os trabalhos de
Yang (2009) , Fischer e Wriggers (2006);

2. Implementar o método mortar, que permite que regides (subdominios) com fungdes de in-
terpolacdo de graus diferentes) sejam compatibilizadas com apresentado nos trabalhos de
‘Wohlmuth (2000a).

3. Aplicar o MEF-AO em otimizacio estrutural;
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4. Estudar e implementar mecanismo de paralelizacdo do c6digo de elementos finitos;

5. Traduzir o cédigo para uma linguagem mais robusta, tal como o C++;
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APENDICE A Elasticidade Plana

Basicamente, na elasticidade plana, a andlise resume-se ao plano formado pelos eixos X; e Xo.
Existem dois tipos de problemas em elasticidade plana: estado plano de tensdo e estado plano de
deformacdo. A seguir, sdo apresentadas as formulagdes para esses dois tipos de problemas empre-

gados na engenharia através do MEF.

A.1 Estado Plano de Deformacao

No caso de problemas de estado plano de deformacdo, nao existe deformacao na direcao do
eixo X3, ou melhor, no sentido da espessura. O gradiente de deformacdo pode ser expresso da

seguinte forma

8$1 8z1
0X1 0Xo
_ | oz ox
F=|d o g (A1)
0 0 1

Entretanto a melhor forma de expressar o gradiente de deformacdo é levar em consideragcao so-
mente as componentes X; e X5 (e suas contrapartidas espaciais x; € xy). Desta forma, escreve-se

o gradiente de deformag¢@o na forma 2D (F,,) como

8m1 8x1

_ | 90Xy 0Xo
Fp= |0 o0 |- (A2)

0X1 0Xo

As equagdes constitutivas podem ser escritas em fun¢do do gradiente de deformacdo F,, isto

€, o segundo tensor de tensdo de Piola-Kirchhoff e o tensor de tensdo de Cauchy sdao dados por

S = Alln(det F,)C ' + (I — C 1), (A.3)

p

In(det F,)I+ —— (b — 1), (Ad)

77 det F, detF,

sendo C = F/F, e b = F,F], respectivamente o tensor a direita e a esquerda de Cauchy-Green.
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A componente de tensdo referente ao eixo X3 pode ser expressa na descri¢do material S33 ou

na descri¢do espacial o33 como

533 =A ln(det Fp), (AS)

033 — det Fp ln(det Fp) (A6)

A.2 Estado Plano de Tensao

Para o problema de estado plano de tensdo, a situagdo € um pouco mais complicada. Algumas

consideragdes sdo feitas a seguir com relacdo a componente referente a tensao na dire¢ao de Xs.

O gradiente de deformacao possui a seguinte forma

8:v1 8z1 0

w o
e a0 - (A7)
0 0 Fy

O determinante do gradiente de deformacdo pode ser expresso por

detF = Fs3det F,,. (A.8)

Deve-se, em primeiro lugar, determinar Fj3 a partir da condicio o33 = 0 (condi¢ao de estado

plano de tensdo). Partindo do modelo tridimensional, é possivel identificar a seguinte relagao

1

-~ [ \In(F F F2 — 1) = A.
Py dorF, P In(Fis det Fy) 4+ (F55 — 1)) = 0 (A.9)

033

Sabendo que em um problema de estado plano de tensdo a espessura precisa ser pequena, e

que o termo F33 € tende a 1. Usando a série de Taylor nota-se que proximo de 1 pode-se afirmar
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segundo (BHATTI, 2006) que

(Fy3 — 1) ~ 21n(Fy3). (A.10)

Usando a simplificacdo (A.10) na equacdo (A.9), obtém-se a seguinte expressao

In(F33) = — In(det F,). (A.11)

A+ 2u

Agora, fazendo uso da relagdo (A.8), chega-se na expressao

A
In(det F) = In F33 + In(det F,)) = — N2 In(det Fp) + In(det(F,)). (A.12)
il
Logo,
24 _
In(det F) = o In(det F,) = In(det F)) = det F = det F (A.13)
sendo
24

= . A.14

7= T o (A.14)

Finalizando, as equacdes constitutivas para um problema de estado plano de tensdo pode ser

escrita da seguinte maneira

S = Alln(det F)C, " + u(I— C, )], (A.15)

p

In(det F,)I + ———(b — 1), (A.16)

77 det F) det F,

Considerando-se v = 1, as equacdes constitutivas anteriores ficam iguais as equagdes encon-

tradas para o problema de estado plano de deformacao.
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APENDICE B Obtencao de Solucdes Analiticas para Problemas de
Elasticidade

Para a validacdo da solucdo aproximada usando o MEF-AO, faz-se um estudo de convergéncia
baseado na comparacgdo dos resultados obtidos variando-se o grau das fun¢des de forma com uma

solucdo analitica existente, como exemplificado a seguir.

Suponha um cubo que ocupe inicialmente uma configuracio material 0 < X; < 1,
0 <Xy <1e0 < X3 < 1, com as propriedades do material, médulo de elasticidade E e
coeficiente de Poisson v, conhecidas. Primeiro, define-se uma solu¢do analitica em termos das co-
ordenadas materiais ou espaciais. Por exemplo, pode-se definir o seguinte campo de deslocamento

u = (uq; ug; uz) na descri¢do material

u; = Asin(a X;) — X7,
Uy = 0707 9 (Bl)
Uz = 0,0,

sendo A e a pardmetros constantes. E importante notar que este campo de deslocamento implica na

condi¢do de contorno de Dirichlet (uy, us, uz) = (0,0,0) na face X = 0.

O segundo passo € determinar a equagao constitutiva apropriada ao problema. Por exemplo,
para o caso de um material neo-Hookeano, definido na secdo 4.3.5, utiliza-se a equacdo (4.54) na
descricdo material ou a equacdo (??) na descricao espacial. No caso do campo de deslocamento pro-
posto, emprega-se a equacao (4.54) para determinar o segundo tensor de tensdo de Piola-Kirchhoff
S. Porém, no caso da descricdo material é necessario transformar o tensor de tensao S no primeiro
tensor de tensdo de Piola-Kirchhoff P. Essa transformacao € dada pela equacdo P = F'S, sendo F

o gradiente de deformacao.

Utilizando a equacdo de equilibrio estatica na descri¢cdo material

DivP + pof = 0 — pof = —DivP (B.2)
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sendo pg a densidade inicial, determina-se a seguinte carga de corpo para o campo (B.1)

sin(aX1) {\+ 1 — AIn[A(1 — 2sin?(%51))] — An(a?) + pA%atcos®(aX1)}
B —Aa(cos?(aX7) '
f2 = 07 ’
fz=0.

1=

(B.3)

sendo \ e . os coeficientes de Lamé definidos pelas equacdes (4.53a) e (4.53b), respectivamente.
Por dltimo, determinam-se as forcas de tragao aplicadas nas faces livres, ou seja,
t = Pn, (B.4)

sendo n = [ny;n9;n3| o vetor normal a superficie tracionada. Dessa forma, a for¢a de tragdo

aplicada em cada uma das superficies € dada por

B 2
A {Aa2 cos(aX, )i — p— Xn [Aa? cos(aXy)] } ’

Aa? cos(aXy)
to = ng {)\ In[Aa? cos(aXl)]} , (B.5)

t5 = nz {\In[Aa® cos(aX1)]},

Os vetores normais as superficies tracionadas estdo resumidos na Tabela B.1

Tabela B.1: Definicao dos vetores normais as superficies tracionadas do exemplo estudado.

Face | vetor normal (1)

X;=1|n=[10;0]
Xo=0|n=[0;—-1;0]
Xo=1|n=1[0;1;0]
X3=0|n=[0;0;—1]
X3;=1|n=1[0;0;1]

Assim, pode-se realizar o teste de convergéncia espacial para o MEF-AQO, como foi apresen-

tado no teste 6 da Secdo 8.
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APENDICE C Normas

Do ponto de vista matemético, a norma de um entidade matematica ¢ uma quantidade que pode
representar, em alguns casos, uma medida de comprimento, tamanho ou a extensao dessa entidade.

Como exemplo de normas, t€m-se as normas L?e [,

A norma L? de uma funcfo u(x) é representada por um produto interno da seguinte forma

b
[ul[r> = \// (u(x) - u(x))dz. (C.D

Quando se deseja calcular a norma L? do erro e(x) entre as solugdes exata u(x) e aproximada

Uner(X), utiliza-se a seguinte equagdo

nel

lelloe = [ > /Q () — tper(%)]dz. 2)

A expressdo anterior € calculada para todos os pontos de integracdo do elemento e multiplicadas
pelas ponderacdes. A norma do quadrado do erro no elemento € a soma das contribuicdes de cada

elemento. A norma do erro para uma malha € a soma das contribui¢des de cada elemento.

A norma L*° é dada por

|lu|| L~ = maxu(x). (C.3)
A partir dai, a norma L*° do erro da aproximagao é dada por

|le]| L~ = max e(x). (C4

Nesse caso, toma-se 0 maximo do erro em ponto de integracdo do elemento. Para uma malha, a

norma do maximo € obtida tomando-se o maximo dos erros calculados para cada elemento.
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APENDICE D Arquivo de Definicées de Material

Listagem D.1: Arquivo de defini¢ao de material usado no GiD

BOOK: LINEAR
NUMBER: 1 MATERIAL: ELISO
QUESTION: E
VALUE: 2.07ell
QUESTION: NU
VALUE: 0.3
QUESTION: ALPHA
VALUE: 1.0
QUESTION: DENSITY
VALUE: 7810

END MATERIAL
BOOK : NON-LINEAR
NUMBER: 2 MATERIAL: MOONEY_RIVELN
QUESTION: E
VALUE: 20.7e3
QUESTION: NU
VALUE: 0.3
QUESTION: ALPHA
VALUE: 1.0
QUESTION: DENSITY
VALUE: 7.81e-3
END MATERIAL
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APENDICE E Arquivo de Definicdes do Problema

Listagem E.1: Arquivo de defini¢ao das caracteristicas do problema usado no GiD

PROBLEM DATA

BOOK: Problem Data
QUESTION: TITLE

VALUE: Title

QUESTION: Num_of_Load_Cases

VALUE: 1

QUESTION: Number_of_Primary_Fields

VALUE: 1

QUESTION: Primary_Fields (UX,UY,UZ)

VALUE: UX

QUESTION: Number_of_Mixed_Fields

VALUE: 0

QUESTION: Mixed_Fields (PRESSURE, TEMPERATUE )
VALUE: 0

QUESTION: Num_Secondary_Fields

VALUE: 0

QUESTION: Secondary_Fields (See_Documentation)
VALUE: 0

QUESTION: Number_of_Problem_Type (max4)
VALUE: 1

QUESTION: (1) Group_of_elements/Problem_Type
VALUE: Serendipty Plane_Stress
QUESTION: (2) Group_of_elements /Problem_Type

VALUE: 0
QUESTION: (3) Group_of_elements /Problem_Type
VALUE: 0
QUESTION: (4) Group_of_elements /Problem_Type
VALUE: 0

QUESTION: Number_of_Groups_with_Geometric_properites (max4)
VALUE: 0
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QUESTION: (1) Number_of_Geometric_Properties/Value(s)
VALUE: 0

QUESTION: (2)Number_of_Geometric_Properties/Value(s)
VALUE: 0

QUESTION: (3)Number_of_Geometric_Properties/Value(s)
VALUE: 0

QUESTION: (4)Number_of_Geometric_Properties/Value(s)
VALUE: 0

BOOK: Solution Directives

QUESTION: Time_Dependency#CB#(STATIC , DYNAMIC_TRANSIENT , DYNAMIC_STE
VALUE: STATIC

QUESTION: Kinematics#CB#(INFINITESIMAL , FINITE )
VALUE: FINITE

QUESTION: Solution_Algorithm#CB#(LINEAR_SOLUTION , NEWTON_RAPHSON )
VALUE: LINEAR_SOLUTION

QUESTION: Number_of_Load_Steps

VALUE: 1

QUESTION: Max_Iteration

VALUE: 100

QUESTION: Precision

VALUE: 0.0001

QUESTION: Linear_System_Solution#CB#(GAUSS, CGGS)
VALUE: CGGS

QUESTION: Max_Iteration_LS

VALUE: 10000

QUESTION: Precision_LS

VALUE: 0.0001

END PROBLEM DATA

INTERVAL DATA

BOOK: Interval Data

QUESTION: Load_Case_Num

VALUE: 1

END INTERVAL DATA

ADY)
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APENDICE F Arquivo de Condicdes do Problema

Listagem F.1: Arquivo de condicdes de problema usado no GiD

BOOK: Constraints

NUMBER: 1 CONDITION: Point—ElimDOF
CONDTYPE: over points
CONDMESHTYPE: over nodes
QUESTION: Elim_UX_DOF?#CB#(0,1)
VALUE: 0

QUESTION: Elim_UY_DOF?#CB#(0,1)
VALUE: 0

QUESTION: Elim_UZ_DOF?#CB#(0,1)
VALUE: 0

END CONDITION

NUMBER: 2 CONDITION: Line—ElimDOF
CONDTYPE: over lines
CONDMESHTYPE: over nodes
QUESTION: Elim_UX_DOF?#CB#(0,1)
VALUE: 0

QUESTION: Elim_UY_DOF?#CB#(0,1)
VALUE: 0

QUESTION: Elim_UZ_DOF?#CB#(0,1)
VALUE: 0

END CONDITION

NUMBER: 3 CONDITION: Surface —ElimDOF
CONDTYPE: over surfaces
CONDMESHTYPE: over nodes
QUESTION: Elim_UX_DOF?#CB#(0,1)
VALUE: 0

QUESTION: Elim_UY_DOF?#CB#(0,1)
VALUE: 0

QUESTION: Elim_UZ_DOF?#CB#(0,1)
VALUE: 0
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END CONDITION

NUMBER: 4 CONDITION: Point—PrescDOF
CONDTYPE: over points
CONDMESHTYPE: over nodes
QUESTION: Presc_UX_DOF?#CB#(0,1)
VALUE: 0

QUESTION: UX =

VALUE: 0.0

QUESTION: Presc_UY_DOF?#CB#(0,1)
VALUE: 0

QUESTION: UY_=

VALUE: 0.0

QUESTION: Presc_UZ_DOF?#CB#(0,1)
VALUE: 0

QUESTION: UZ_=

VALUE: 0.0

END CONDITION

NUMBER: 5 CONDITION: Line—PrescDOF
CONDTYPE: over lines
CONDMESHTYPE: over nodes
QUESTION: Presc_UX_DOF?#CB#(0,1)
VALUE: 0

QUESTION: UX =

VALUE: 0.0

QUESTION: Presc_UY_DOF?#CB#(0,1)
VALUE: 0

QUESTION: UY_=

VALUE: 0.0

QUESTION: Presc_UZ_DOF?#CB#(0,1)
VALUE: 0

QUESTION: UZ_=

VALUE: 0.0

END CONDITION
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NUMBER: 6 CONDITION: Surface—PrescDOF
CONDTYPE: over surfaces
CONDMESHTYPE: over nodes
QUESTION: Presc_UX_DOF?#CB#(0,1)
VALUE: 0

QUESTION: UX_=

VALUE: 0.0

QUESTION: Presc_UY_DOF?#CB#(0,1)
VALUE: 0

QUESTION: UY_=

VALUE: 0.0

QUESTION: Presc_UZ_DOF?#CB#(0,1)
VALUE: 0

QUESTION: UZ_=

VALUE: 0.0

END CONDITION

BOOK: Loads

NUMBER: 7 CONDITION: Point—Load
CONDTYPE: over points
CONDMESHTYPE: over nodes
QUESTION: Load_Case

VALUE: 1

QUESTION: FUX_=

VALUE: 0.0

QUESTION: FUY_=

VALUE: 0.0

QUESTION: FUZ_=

VALUE: 0.0

END CONDITION

NUMBER: 8 CONDITION: Line—Load
CONDTYPE: over lines
CONDMESHTYPE: over face elements
QUESTION: Load_Case
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VALUE: 1

QUESTION: FUX_=

VALUE: 0.0

QUESTION: FUY_=

VALUE: 0.0

QUESTION: FUZ_=

VALUE: 0.0

QUESTION: System ?#CB#(G, L)
VALUE: G

END CONDITION

NUMBER: 9 CONDITION: Surface—Load
CONDTYPE: over surfaces
CONDMESHTYPE: over face elements
QUESTION: Load_Case

VALUE: 1

QUESTION: FUX_=

VALUE: 0.0

QUESTION: FUY_=

VALUE: 0.0

QUESTION: FUZ_=

VALUE: 0.0

QUESTION: System ?#CB#(G, L)
VALUE: G

END CONDITION

NUMBER: 10 CONDITION: Volume—Load
CONDTYPE: over volumes
CONDMESHTYPE: over body elements
QUESTION: Load_Case

VALUE: 1

QUESTION: ACEL_UX_=

VALUE: 0.0

QUESTION: ACEL_UY_=

VALUE: 0.0
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QUESTION: ACEL_UZ =

VALUE: 0.0

END CONDITION

BOOK: Geometry Information

NUMBER: 11 CONDITION: Volume—FEGroups
CONDTYPE: over volumes

CONDMESHTYPE: over body elements
QUESTION: FEGroup

VALUE: 1

END CONDITION
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