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“All man’s troubles come from not knowing
how to sit still in one room”.

Blaise Pascal (1623 — 1662)



RESUMO

SOUSA, Bruno Rangel, Andlise de Teste em Pocos Inclinados. Campinas, Faculdade de
Engenharia Mecanica, Universidade Estadual de Campinas, 2012. 124 p. Dissertacdo de

Mestrado.

Apresenta-se nesta dissertacdo um estudo sobre o comportamento transitorio da pressao
em pocos inclinados submetidos a teste de pogo. A partir de referéncias disponiveis na literatura,
sdo apresentadas solucdes analiticas e semi-analiticas, onde € adotado o modelo de escoamento
uniforme como condicdo de contorno no pogo. Neste estudo € considerado um reservatdrio de
extensdo radial infinita com limites verticais impermedveis. A partir da solu¢do analitica sao
apresentadas curvas tipicas para diferentes angulos de inclinacio do pogo e espessura
adimensional da formacdo. As andlises das curvas tipicas indicam trés regimes de escoamento:
radial inicial, radial de transi¢do e radial infinito, onde, no melhor conhecimento deste autor, o
regime de escoamento radial de transicdo € introduzido nesta dissertacdo. A partir da solucdo
semi-analitica, derivada no dominio de Laplace, sdo desenvolvidas assintotas para tempo-curto e
tempo-longo. Esta dissertacdo ainda apresenta um procedimento alternativo para interpretar os
dados transitdrios da pressao em pocgos inclinados. O desenvolvimento deste procedimento foi
baseado na técnica TDS (Tiab’s Direct Synthesis), onde € possivel interpretar os dados de pressao
através de uma andlise direta da curva de derivada. As solucdes aqui apresentadas fornecem uma
alternativa acessivel a completa modelagem numérica - utilizada em pacotes comerciais para

interpretacdo de teste de pressao.

Palavras-Chave

Engenharia de Petréleo, Pogos de Petrdleo, Teste.
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ABSTRACT

SOUSA, Bruno Rangel, Slanted Well Test Analysis. Campinas, Mechanical Engineering College,
State University of Campinas, 2012. 124 p. Master Degree.

A study on the transient pressure behavior it is presented in this dissertation for slanted
well test analysis. From references available in the literature, analytical and semi-analytical
solutions are presented for the uniform flow boundary condition at the well. In this study is
considered an infinite radial extent reservoir limited with vertical impermeable boundaries. Type
curves are presented for different slant angles of the well and dimensionless formation thickness.
From the analysis of type curves are observed three flow regimes: early time radial flow,
transition radial flow and late time infinite-acting radial flow. For the best knowledge of the
author, the transition radial flow regime is introduced in this dissertation for the first time. From
the semi-analytical solution, derived in the Laplace domain, asymptotic solutions are developed
for early-time and late-time. It is also presented an alternative procedure for interpreting pressure
transient data in slanted wells. The development of this procedure was based on the TDS (Tiab's
Direct Synthesis) technique, by where it is possible to interpret the pressure data through a direct
analysis of the derived curve. The solutions presented here provide a feasible alternative to full

numerical modeling - used in commercial packages for the interpretation of pressure tests.

Key Words

Petroleum Engineering, Petroleum Well, Test.

XV



SUMARIO

LISTA DE FIGURAS ...utiiiittiicinteticinnntiesssnnteesssssatesssssssssesssssssessssssssssssssssssssssssasssssss Xxi
LISTA DE TABELAS ....utiiittinittticinntticinnttieisssateesssssssesssssssseessssssssssssssassssssssasssssss XXV
NOMENCLATURAL...ociitttiiinttticnsintttesssstteesssssstesssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssss Xxvii
1. INTRODUGAO .......coueeerererereresessnsesesesesesssesssssssesesesssssssesssssssasesessssssssssssssssssssssssssssesens 1
2. FUNDAMENTACAO TEORICA E REVISAO BIBLIOGRAFICA .......ceeeeerrerneneerene 5
3. TEORIA DA FUNCAQ FONTE ......couoveeeurueerereaessressssssssssssssessssssessssssssessssssssesssssessssns 12
3.1  Equacio da Difus@o € FUng@o FONte..........cccovviiiiiiiiiiiieiiiiiiiiieeee e 12
3.2 Escoamento Transitorio por FUngoes de Green.........veeveeeeeiiiiiiieeeeeeeniiiiieeeeeeeeeeiens 16
3.3  Principio da Superposicdo e Método do Produto de Newman..........cccceeeevnivieeinninnenn. 19
4. SOLUCAO DA FONTE PONTUAL......coceureererrresresssssessssssssessssssesssssssessssssesssssssesssses 21
4.1  Solugdo no Dominio do TeMPO.....cccevvriiiiiiiiiieeeeeiiieeee e e e e errreeeeeeeeeas 21
4.2 Solugdo no Dominio de Laplace.........cccuvviiiiiieiiiiiiiiiiiiiee e eee e 26
5. MODELOS MATEMATICOS....cucuimmismmsssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssesssssssssssens 30
5.1  Reservatdrio com Ambas as Camadas Impermedveis — Dominio do Tempo................. 30
5.2 Reservatdrio com Ambas as Camadas Impermedveis — Dominio de Laplace................. 44
6. APLICACAO E RESULTADOS .....ccoveeveeeurreesssessssesssssssssesssssssssessssessssessessssssesssssssssesssss 54
6.1  Solugdo no Dominio do TemPO .........uuuiiiiiiiiiiiiiiiiiiieiee et 54
6.2  Solug@o no Dominio de Laplace.........cccueeeiriiiiiiiiiiiiiiiiieceecc e 73
6.3  Efeito de Estocagem e de Pelicula...........cooooiiiiiiiiiiiiiiiiicc e 80
7. CONCLUSOES E SUGESTOES PARA TRABALHOS FUTUROS .......cceceeeurveenerernne 84
Tl CONCIUSDES ..ttt et ettt ettt e e e e e ettt et e e e e e s sttt e e e e e e e eesaabbbbaeeeeeeaans 84
7.2 Sugestdes para Trabalhos FUtUIOS ........c.eeeiiiiiiiiiiiiiiiiiiceec e 85
REFERENCIAS ....tiiittiitiiisniiissntncsssniessssessssssesssssssssssesssssesssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssseses 86

xvii



APENDICE A - Comentirios as Publicaces SPE 5131 € SPE 66206 ............ceueeveerererecrennene 92
APENDICE B — Expressoes Alternativas para Solucao no Dominio de Laplace. ................. 95

APENDICE C - Aproximacgoes Assintéticas para Solucio no Dominio de Laplace (0° <

Y K 902 ueuecrressesnssssssssssossssassasssssssssssssssssosssssssssssssssossssssssssssossosssssssssossossosssssssssossosssssssssossoss 109
OIAEL cceeennnneereisinneecssssseencsssssaenessssasnesssssassessssssssessssssssssssssssessssssassssssssssesssssssssssssssassssssssasssssss 111
ANEXO I — Cédigo para Geracao das Curvas TiPiCas.....ccceeverieesssnriccsssnssscsssssssecssssasssssses 120
ANEXO II - Cédigo para Geracao das Assintotas para Tempo-Curto.......cceeveereesscnnerecsens 122
ANEXO II - Cédigo para Geracao das Assintotas para Tempo-Longo .......cccceeeeeerscnnerecsen 123

XiX



LISTA DE FIGURAS

Figura (1.1): Ilustrativo de um pogo inclinado frente a formacao. ...........cccceeveevvviciiiiiieieeeeeennns 2
Figura (2.1): Esquemético do modelo para poco inclinado. ...........ccccvvviiiiieiiiiiniiiiiiiiieeee e 11
Figura (3.1): Notag@o para 0 dominio dO re€SerVatOTIO. .......uuveeeeeeererriiiiiiieeeeeeeeeeiiiiieeeeeeeeeesnnnnes 13
Figura (4.1): Sistema de coordenadas eSfEriCas. .........oouvvuriiiiiiieiiiiiiiiiiiiieee et e e e 22

Figura (5.1): Fonte linear inclinada, 4,, num meio poroso infinito em coordenadas cilindricas. ..31
Figura (5.2): Imagem da fonte linear inclinada para geracdo da camada impermedvel em z = 0..34
Figura (5.3): Superposi¢cdo da fonte linear inclinada para gerag@o dos limites impermedvesis. .....37
Figura (5.5): Varidveis complementares a Figura (5.1) para solucao no dominio de Laplace. .....47

Figura (6.1): Semi-log de pp vs. tp para pogco com diferentes angulos de inclinagdo e espessura

AdIMENSIONAL 71D = 100 e et e e et e et e e et e et e e e e e e e e e e 55

Figura (6.2): Semi-log de pp vs. tp para po¢co com diferentes angulos de inclinacdo e espessura

AdIMENSIONAL 71D = 200, e ettt et e et a e 56

Figura (6.3): Curvas tipicas para poco com diferentes angulos de inclinacdo e espessura

AdIMENSIONAL 71D = 100 e et e et e e e e e e e e e e e e e e e e e e 57

Figura (6.4): Curvas tipicas para poco com diferentes angulos de inclinacdo e espessura

AdIMENSIONAL 1) = 2000, ..o 57

Figura (6.5): Curvas tipicas para poco com diferentes angulos de inclinacdo e espessura

adimensSIoNal /1p = 500 .....coun i et e s 59

Figura (6.6): Curvas tipicas para poco com diferentes angulos de inclinacdo e espessura

adimensional /ip = TO00. ... ettt e ettt e et a e e 60
Figura (6.7): Ilustrag@o das linhas de corrente do reservatorio para um poco inclinado. .............. 61

Figura (6.8): Regimes de escoamento em um poco inclinado num reservatdrio infinito com

espessura adimensional ip = T000........ccooiiiiiiiiiiiiiiiie et e e 64

XX



Figura (6.9): Curvas tipicas para po¢o com angulo de inclinagdo @ = 60° e diferentes valores de

espessura adiMENSIONAL, Z1D. «.eeeouueiiiiiiiieiiiiiee et e ettt e e e e e e et e e e e e e e e e 67

Figura (6.10): Curvas tipicas para poco com inclinacdo Y = 0° e diferentes valores de espessura

AAIMENSIONAL F1D. e eeieeeeeie ettt et e e et e e tee et e s e tae e eae s et s e taeseaaaseeaesennaes 69

Figura (6.11): Curvas tipicas para poco com inclina¢ido ¥ = 30° e diferentes valores de espessura

AAIMENSIONAL F1D. e eeeeeeeiee ettt et e et e et e e tee e e e s e taee e eae s et e et e s et s eeaaeaennaes 70
Figura (6.12): Grafico diagndstico dos dados sintético gerados. .......c.uuvveeeeeeeeerriiiiiiiieeeeeeeennnns 71
Figura (6.13): Gréfico semi-log para o intervalo do regime de ERT..............ccccccoiiiiiinnninnn. 73

Figura (6.14): Comportamento da assintota para tempo-curto para diferentes angulos de

inclinacdo e espessura adimensional ip = 100. ........c.ooiiiiiiiiiiiiiiieee e 75

Figura (6.15): Comportamento da assintota para tempo-curto para diferentes valores de espessura

adimensional, zp, num poco com iNclinagao P = 60°. ......ccceiriiiiiiiiiiiiieeeeeeeee e 76

Figura (6.16): Comportamento da assintota para tempo-curto em pocos de CP, h,,, < hpcosy,

com inclinac@o Y = 60° e espessura adimensional p= 1000............cccceeeveeerreiniiiiiiiiieeeeeeeeens 77

Figura (6.17): Comportamento da assintota para tempo-curto em pocos de CT, h,,, = hpcosy, e
de CP, h,,p < hpcosy, para angulos de inclina¢do i = 60° e i = 89°, e espessura adimensional

D= TO00. ..ciiiie e s e e e e 78

Figura (6.18): Comportamento da assintota para tempo-longo para diferentes angulos de

inclinacdo e espessura adimensional p = 100. ... 79

Figura (6.19): Validacao das assintotas para tempo-curto e tempo-longo junto a soluc¢do derivada

no dominio do tempo, para angulos de inclina¢do Y = 60° e espessura adimensional /p = 100..80

Figura (6.20): Efeito de estocagem num pogo com inclinagdo P = 60°, espessura adimensional

hp = 1000 e sem efeito de PelCULA. .......cciiiiiiiiiiiiiiii e 82

Figura (6.21): Efeito de estocagem num po¢o com inclina¢do ¥ = 60°, espessura adimensional

hp = 1000 e sem efeito de PElCULA. .......coiiiiiiiiiiiiiiii e 83

xxiii



LISTA DE TABELAS

Tabela (5.1): Variaveis adimeNSIONAIS. ....uuuuueeeeeriierrriiiieeeeeeeeererriiieeeeeeeeerrrrtiieeeeeesseesrrriaeeeeesseeens 39
Tabela (6.1): Parametros do reservatorio/poco para o exemplo gerado.........ccceeevveereeiereensneeennne. 71

Tabela (B.1): Expressoes alternativas para computacdo da solu¢do no dominio de Laplace....... 108

XXV



Cm
Cr

Ct

Co

hyy

NOMENCLATURA

definido pela Eq.(B.14).

definido pela Eq.(B.31).

definido pela Eq.(B.16).

compressibilidade do meio poroso, [Pa'l].

compressibilidade do fluido, [Pa'l].

compressibilidade total, ¢, = ¢y, +c, [Pa'l].

fator de estocagem, definido pela Eq. (6.7), [m’. Pa™].
constante de estocagem adimensional.

definido pela Eq.(B.5).

definido pela Eq.(B.15).

funcdo no dominio de Laplace para reservatério naturalmente fraturado.
funcdo de Green associado ao problema de reservatdrio infinito.
espessura da formagao, [m].

comprimento do intervalo aberto a producao (pog¢o), [m].

I(a,b, 1) definido pela Eq.(B.3).

Ko

R

funcdo de Bessel modificada de primeira espécie e ordem zero.
comprimento caracteristico, [m].

intensidade da fonte, Eq.(2.11), [Pa'l. s'l].

posicao arbitraria do ponto de observacao no meio poroso.
pressao, [Pa].

pressdo inicial do reservatorio, [Pa].

queda de pressdo a partir de pi, Ap = pi— p(1,t), [Pa].

posicao arbitréria da fonte no poco.

XX Vil



g vazdo unitéria, definido pela Eq. (3.8), [s"].

r distancia radial, [m].
Ty raio da esfera, [m].
Ty raio do pogo, [m].

3 definido pela Eq.(5.44).
T definido pela Eq.(5.45).
T definido pela Eq.(5.48).

Rp definido pela Eq.(5.43).

R%,, definido pela Eq.(5.32).

s variavel do dominio de Laplace.
S funcdo fonte.

S fator de pelicula, [adimensional].
t tempo, [s"l].

T temperatura, [°C].

u definido pela Eq.(5.31).

U, definido pela Eq.(5.39).

V, volume poroso, [m3].

Vi volume do fluido, [m3].

W(b,u) definido pela Eq.(B.4).

X distancia na direcao x, [m].

y distancia na direcao y, [m].

z distancia na direcao z, [m].

Zw posicdo do centro do pogo na direcdo z, Fig.(4.2), [m].

Zp,  definido pela Eq.(5.33).

XXIX



Zp,  definido pela Eq.(5.34).
Zp definido pela Eq.(5.50).
Zp,  definido pela Eq.(B.35).

Zp,  definido pela Eq.(B.36).

Letras Gregas

o porosidade, [fracdo].
p massa especifica do fluido, [kg.m™].
u viscosidade, [Pa.s].

n coeficiente de difusividade, Eq. (2.10), [mz. s'l].
m coeficiente de difusividade na direcdo /, sendo [ = x, y, zou r, [mz. s'l].
y numero de Euler (0.5772...).

variavel adicional a solu¢ao no dominio de Laplace, Fig.(5.5).

@

P angulo de inclina¢do do poco, [Graus].

P angulo de inclinacd@o adaptado a anisotropia, [Graus].
6

coordenada polar positiva a partir do eixo x, [Graus] ou [radianos].
0" definido pela Eq.(5.49).
Up varidvel adicional a solu¢do no dominio de Laplace, Fig.(5.5).

Up varidvel adicional a solu¢do no dominio de Laplace, Fig.(5.5).

Subescrito e Sobrescrito
D adimensional.
w condi¢do de pocgo.
indicador da transformada de Laplace.

XXXI1



P ponto qualquer ao longo da fonte.

m ponto qualquer no meio poroso.

Funcio Integral Exponencial:

0]

—Ei(—x) =jeu:du

X

XxXxiii



1. INTRODUCAO

Atualmente, inimeros modelos matemdticos para andlise de teste de pressao em pocos
verticais e horizontais vém sendo amplamente utilizados na inddstria petrolifera, servindo como
uma importante ferramenta na fase de exploracdo e desenvolvimento dos campos de petrdleo.
Tais modelos tém sido desenvolvidos com o propésito de interpretar dados transitorios de
pressao, a fim de estimar valores de permeabilidade, porosidade e pressio média da formacao,
assim como avaliar condi¢des de pogo e geometria do reservatério. Estes modelos geralmente sdo
baseados em solucdes de problemas que consideram o escoamento de fluidos através de um pogo
com abertura igual a espessura da formacdo (completacdo total), sendo este poco perfurado
perpendicularmente as camadas paralelas (planos) inferior e superior desta formacao; o que nem

sempre € 0 caso.

Na prética, a maioria dos pocos ndo penetra a formagao perpendicularmente. Ao invés
disso, hda um angulo de inclinac¢do entre a normal a camada da formacao e o eixo do poco. Com o
aumento da complexidade das atividades de exploracdo em diversos campos onshore' e offshore”,
tornou-se comum a perfuracdo de pogos inclinados (Figura 1.1), também chamados direcionais.
Esta técnica, muito utilizada em ambientes offshore, permite que de uma mesma plataforma se
perfurem diversos pogos. Em terra, em geral, tem-se por objetivo vencer obstidculos naturais que
dificultam o posicionamento da sonda, como pantanos, rios ou lagos, por exemplo. Em virtude
dos avancos nas técnicas de perfuracdo aplicadas a pogos direcionais - junto ao melhor
conhecimento da geologia das formagdes através, entre outras ferramentas, da sismica 3D — hoje
muitos dos pogos exploratorios perfurados sdo inclinados. Esta tendéncia justifica-se pelos

maiores indices de produtividade obtidos quando comparados aos tradicionais verticais.

Nota-se, contudo, que estudos sobre o efeito da inclinacdo destes pocos nos dados
transitorios de um teste de pressdo ndo vem acompanhando tais avangos. Embora comuns, existe
um numero limitado de publicacdes sobre andlise de teste de pogos neste tipo de completagdo.
Ainda, como pratica comum, engenheiros que lidam com interpretacdo de testes de pogo tém o
costume de aproximar os dados adquiridos através de um poco inclinado para modelos verticais

e/ou horizontais, a depender do angulo de inclinacdo. Esta pritica pode levar a resultados

! Termo em inglés referente as atividades de exploragdo e produgdo em terra.
* Termo em inglés referente as atividades de exploracio e producio no mar.
1



errdneos, principalmente quando a magnitude da inclinagdo do poco € significativa.

As limitagdes de alguns modelos analiticos em lidar com pogos de geometrias complexas
(por exemplo, inclinados e multilaterais) tém exigido estudos cada vez mais elaborados para estes
tipos de completacdo. Estes pocos trazem um novo desafio para a drea de andlise de teste de
poco: aplicar modelos matematicos que tornem expedita a interpretacdo do transitorio de pressao.
Este desafio reflete a motivacdo para esta dissertacdo, onde uma investigacdo da resposta do
transitério de pressdo em pogos inclinados deve contribuir para a extensdo do conhecimento e
aplicacdes prdticas na andlise de teste de pocos. Em tempo, verifica-se que atualmente os
softwares comerciais carecem de procedimento analitico para a interpretacdo dos dados
provenientes destes pocos. Assim como o desenvolvimento de modelos matematicos, neste caso,

€ de grande importancia, sua inclusdo em pacotes comerciais também o €.

Figura (1.1): Ilustrativo de um poco inclinado frente a formacao.

Assim, este trabalho tem como objetivo dissertar sobre 0 comportamento transitério da

pressao em um reservatorio submetido a um teste de poco inclinado.
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Neste Capitulo 1 € feita a introdug@o ao trabalho, assim como a descricdo do conteido

geral do mesmo.

A seguir, o Capitulo 2 apresenta uma revisdo bibliografica a respeito do comportamento
transitério da pressdo em pogos inclinados, em paralelo a fundamentagdo tedrica pertinente ao
desenvolvimento das solucdes a serem apresentadas. Sdo ainda comentadas as hipdteses

simplificadoras adotadas no equacionamento mateméatico do problema.

No Capitulo 3 € apresentada a teoria da funcdo fonte, junto a equacdo da difusdo. Ainda é
apresentada uma sintese sobre a formulacdo da func¢do instantanea de Green aplicada ao problema
de escoamento transitorio. O item seguinte descreve um sumdrio sobre o principio da
superposicdo e o método da imagem. Os conceitos apresentados neste capitulo sdo de grande

valia para o entendimento dos modelos fisicos e matematicos empregados nesta dissertacao.

No Capitulo 4 € deduzida a solucdo da fonte pontual. Duas solu¢des sdo apresentadas,
uma no dominio do tempo e outra no dominio de Laplace. Ambas as solucdes servirdo como base

para o desenvolvimento das solucdes a serem apresentadas neste trabalho.

O Capitulo 5 apresenta o desenvolvimento dos dois modelos matemaéticos aplicados a esta
dissertacdo. Os modelos apresentados sao para reservatérios com limites verticais impermeaveis,
sendo o primeiro derivado no dominio do tempo (Cinco-Ley, et. al., 1975), enquanto o segundo
derivado no dominio de Laplace (Ozkan e Raghavan, 2000). Ambos os modelos derivados neste
capitulo consideram a hipdtese de escoamento uniforme: produgdo por unidade de comprimento

(pog¢o) constante.

O Capitulo 6 é dedicado a apresentacdo dos resultados da investigacdo feita sobre os
modelos matemadticos apresentados nas secOes anteriores. Para tal foi utilizado o software
Walfram Mathematica® versio 8. Neste capitulo, a andlise do comportamento transitério da
pressdao em pogos inclinados € feita através da geracdo de curvas tipicas, associadas a diferentes
parametros do sistema reservatorio-poc¢o. Sao ainda apresentadas solugdes analiticas para cada
regime de escoamento identificado, assim como o procedimento de interpretacdo para cada uma

destas solugdes.

O Capitulo 7 traz um sumdrio das principais conclusdes desta dissertacdo. Sdo também

apresentadas algumas sugestdes para eventuais estudos relacionados ao tema deste trabalho.



Seguem ainda trés Apéndices e um Anexo. O Apéndice A apresenta comentirios a
respeito de algumas referéncias utilizadas, com objetivo de servir como base para eventuais
trabalhos nesta linha de pesquisa. O Apéndice B descreve o desenvolvimento mateméatico
envolvido na formulacdo das equagdes publicadas por Ozkan e Raghavan (2000), derivadas no
dominio de Laplace. Em sequéncia, o Apéndice C apresenta o desenvolvimento matematico das
assintotas de aproximacdo para tempo-curto e tempo-longo. O desenvolvimento dos apéndices B
e C contou a valiosa colaboracdo do Professor Dr. Erdal Ozkan, professor do Departamento de
Engenharia de Petréleo da Colorado School Of Mines. Os Anexos I, II e III apresentam as rotinas

aplicadas na computacdo das solucdes através do software Wolfram Mathematica®, versio 8.



2. FUNDAMENTACAO TEORICA E REVISAO BIBLIOGRAFICA

O escoamento de fluido num reservatério de petréleo pode ser matematicamente descrito
a partir de um conjunto de equacdes diferenciais e condi¢des iniciais e de contorno. Para o
desenvolvimento de solucdes associadas a um modelo, em geral, sdo necessdrias simplificacdes,
pois se torna muito complicado descrever exatamente todas as varidveis de um reservatorio. As
consideragdes necessdrias no desenvolvimento analitico de um modelo sdo muito restritivas -

diversas solugcdes analiticas sdo restritas a reservatdrios homogéneos e isotropicos, por exemplo.

A equacdo da difusdo que descreve o escoamento de fluido em meio poroso sob uma
condicdo inicial e condi¢cdes de contorno especificas pode ser resolvida por diferentes métodos.
Dentre eles: transformada de Laplace (Van Everdigen e Hurst, 1949) transformada de Fourier

(Andre e Bennion, 1970), ou fun¢des de Green (Gringarten e Ramey, 1973).

Embora a utilizagdo de fungdes de Green na solucdo de problemas de escoamento
transitério em meios porosos nao seja uma novidade, até o inicio da década de 70, a dificuldade
em encontrar a funcio apropriada para cada caso proposto limitava sua aplicacdo. Mas em 1973,
Gringarten e Ramey tabularam inimeras funcdes-fonte instantaneas unidimensionais,
viabilizando a obten¢do de fontes de dimensdo superior pela intersecao destas fontes (ditas
basicas). Assim sendo, os autores utilizaram as fung¢des de Green para resolver a equagdo da
difusdo para escoamento transitério de um fluido levemente compressivel e homogéneo em meio
poroso anisotropico. Apds desenvolverem, a partir de uma fonte instantanea, a solu¢do da queda
de pressdo para um reservatdrio unidimensional infinito, os autores investigaram a possibilidade
de desenvolver uma solugdo geral para uma fonte continua a partir da integracdo no tempo de
uma fonte instantanea. Eles desenvolveram solucdes para um reservatorio finito com condi¢des
de contorno de vazdo ou pressdo constante, utilizando o método de imagem. Também foi
demonstrada a aplicabilidade do método do produto de Newman, onde a solu¢do para um
reservatorio tridimensional pode ser obtida a partir do produto das solugdes unidimensionais do
mesmo sistema. A partir desta abordagem foi possivel gerar uma série de solucdes para diferentes
condi¢Oes de contorno e diferentes geometrias de fontes. A integral de uma fungdo de Green
instantanea ao redor de uma regido com uma condi¢do de contorno especifica é chamada de
fungdo fonte. Os autores derivaram diversas fungdes fonte, como: fonte plana infinita, fonte de
camada infinita, fonte linear infinita, fonte com superficie cilindrica infinita, fonte pontual, entre
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outras. A partir destas funcdes fonte, e aplicando o método de Newman, foi possivel encontrar

mais solucdes da equacao da difusdo para diferentes condicdes de contorno interna e externa.

Diferentes funcdes fonte representam diferentes caracteristicas de fonte (“pog¢o”) e/ou
diferentes condi¢des de contorno. Sabendo a fungdo fonte de um pogo especifico, um modelo
apropriado pode ser escolhido para analisar os dados de pressdo, obtendo-se assim resultados

fieis sobre a formacgao analisada.

A maioria das solucdes que buscam representar o transitério da pressdo de diferentes
geometrias de pocos enquadra-se em duas categorias. Na primeira, considera-se que a vazao total
de producgdo se distribui de maneira uniforme ao longo do comprimento do pogo e, portanto, a
distribuicdo de pressdo nao € uniforme. Na segunda categoria estdo englobadas as solucdes de
condutividade infinita, cuja hipétese € a de que ndo existe resisténcia ao escoamento dentro do
poco. Consequentemente, neste caso, ao invés da vazao, a pressao se distribui uniformemente ao
longo do pogo. Os assuntos a respeito de escoamento uniforme e condutividade infinita foram
primeiramente introduzidos por Gringarten et. al. (1973 e 1974), no desenvolvimento de solu¢des

analiticas para estudo do comportamento da pressdo em pogos fraturados.

Verifica-se na literatura que a condi¢do de contorno de escoamento uniforme é a mais
utilizada, devido a facilidade do tratamento matematico deste modelo. Em tempo, a solug¢ao da
pressao para condutividade infinita normalmente € aproximada pela pressio média obtida ao
longo do comprimento do poco com escoamento uniforme, em contraste ao trabalho de
Gringarten et. al. (1974) para fraturas verticais, que utiliza o método do ponto equivalente. Este
ponto corresponde a distancia ao longo do comprimento do po¢o na qual as respostas de pressao
sdo idénticas tanto para a condicdo de contorno de escoamento uniforme quanto para a de

condutividade infinita.

A solucdo da fonte linear hd muito tempo tem sido utilizada para resolver inimeros
problemas na engenharia de petrdleo. Este modelo pode ser obtido a partir das solucdes da fonte
pontual; como aquelas geradas para problemas de conducdo de calor (Carslaw e Jaeger, 1959).
Para tal, a solu¢do da fonte linear de um problema tridimensional € obtida pela multiplicacao de
trés solucdes da fonte pontual unidimensional, eventualmente integrando-a ao longo da fonte

(po¢o) e no tempo (Cinco et. al., (1975); Economides et. al., (1996); Ozkan e Raghavan (2000)).



Uma forma alternativa de expressar a solu¢do da fonte pontual foi introduzida por Ozkan
(1988). O autor desenvolveu a solu¢do no dominio de Laplace, com o propdsito de remover as
limitagdes do modelo de Gringarten e Ramey (1973) em considerar a estocagem e o efeito de
pelicula. Utilizando esta nova abordagem foi também possivel obter a solucdo para um meio
poroso com dupla-porosidade. A funcdo fonte apresentada possibilitou obter solucdes para

diversos cendrios em estudo de pogos e/ou fraturas.

As funcdes-fonte e de Green podem ser utilizadas para resolver diversos problemas de
escoamento transitério em duas e trés dimensdes, para diferentes geometrias de pogo, tais como:
completacdo parcial em pogo verticais e/ou inclinados, pogos submetidos a fraturamento
hidraulico e pocos horizontais. Antes de utilizar este tipo de solu¢cdo para o problema a ser
estudado, alguns conceitos serdo apresentados: uma fonte pode ser um (a) ponto, linha, superficie
ou volume, através do qual o fluido € produzido do reservatério. Em referéncia as bibliografias

consultadas, esta dissertacdo utilizard o termo fonte para descrever a producdo de fluidos.

Neste trabalho, as fun¢des fonte e de Green estdo diretamente relacionadas. A funcdo de
Green € definida para uma equagdo diferencial com condi¢des de contorno especificas (em
funcdo de pressdo ou vazao) e corresponde a uma solug¢do da fonte pontual instantanea. A fungao-
fonte, por outro lado, € a solu¢do de uma dada equagdo diferencial com condi¢des de contorno e
geometria de fonte especifica. Detalhes sobre a teoria e aplicacdo das fungdes fonte e de Green na
solu¢do de problemas de escoamento transitério em meios porosos podem facilmente ser
encontrados na literatura (Carslaw e Jaeger, 1959; Gringarten e Ramey, 1973; Ozkan e

Raghavan, 1991a, 1991b, 1991c; Raghavan, 1993; Barreto et. al., 1997).

O primeiro estudo sobre o efeito da inclinacio de um poco foi realizado por
Roemershauser e Hawkins (1955), em que foi estudado o regime de escoamento permanente num
reservatorio produzindo através de um poco inclinado. Eles consideraram um reservatorio de
extensao infinita e concluiram que a inclina¢do de um pog¢o gera um aumento na produtividade do
mesmo, em relagdo a um pocgo vertical. Este aumento na produtividade do poco € resultado da
diminui¢do na resisténcia ao escoamento ao redor do poco, causado por um aumento da drea do
intervalo de producgdo aberta ao escoamento. Este aumento na produtividade indica que um poco
inclinado cria um efeito de pelicula negativo (estimulo). Os autores ainda apresentaram um

grafico do aumento da produtividade do poco vs. angulo de inclinag@o do poco.



Cinco-Ley et. al. (1975) aparentemente foram os primeiros a investigar a distribuicdo do
transitério de pressdo gerado por um pogo inclinado. Eles derivaram uma solu¢do analitica
utilizando, inicialmente, a solu¢cdo da fonte pontual e assumindo que o fluido produzido ao longo
do poco fosse uniformemente distribuido (hipétese do modelo de escoamento uniforme). Esta
consideracdo leva ao comportamento nao uniforme da pressao no poco. A fim de se obter uma
solucdo para um poco de condutividade infinita ou pressdo uniforme, frente ao canhoneio, a
pressao foi computada num ponto especifico na face do pogo. Assim sendo, eles assumiram que o
escoamento fosse localizado num ponto equivalente a uma elevacdo z, = 0.2hp ou z, = 0.8hp.
Os autores estudaram o regime de escoamento transitério de um fluido levemente compressivel
através de um poco inclinado num meio poroso isotropico, homogéneo e infinito. A solucio
proposta se aplica a pogos com angulo de inclina¢do entre 0° < 1 < 75°. Foi mostrado pelos
autores que o escoamento transitdrio através de uma fonte linear inclinada apresenta dois regimes
de escoamento: um regime de escoamento radial no tempo-curto e um regime de escoamento
pseudoradial no tempo-longo. Eles também concluiram que a inclinagdo do pogo cria um efeito
de dano negativo, sendo este fun¢do do angulo de inclinacdo e proporcional ao logaritmo da

espessura da formacao.

Cinco-Ley et. al. (1975b) modificaram a solu¢do para pogo inclinado apresentada
anteriormente, a fim de investigar o efeito de pseudodano gerado pela completacdo parcial. Foi
mostrado pelos autores que a inclinacdo do pogo cria um pseudodano negativo (estimulo), sendo

funcdo da posicdo do intervalo de producao frente a formagao e da espessura do reservatério.

Besson (1990) apresentou um método para estimativa da produtividade de pogos
horizontais e inclinados, em fun¢do de seu angulo de inclinagdo e anisotropia. Foi mostrado que
pocos inclinados sdo menos afetados pela anisotropia do que os horizontais. Logo, pocos com
grandes angulos de inclinacdo, em reservatorios de baixa permeabilidade vertical, podem ser

mais vantajosos do que os horizontais de mesmo comprimento.

Khatta et. al. (1991) foram os primeiros a investigar a resposta do transitorio de pressao
em pocos inclinados em reservatdrios de multiplas camadas (com e sem escoamento cruzado). Os
autores ainda apresentaram resultados para o efeito de estocagem, completacdo parcial e

heterogeneidades da formacao.



Rogers e Economides (1996) apresentaram uma solucdo e resultados para o efeito de
pelicula em pocos inclinados em reservatorios anisotrépicos. Foram apresentados gréficos e
correlacdes do efeito de pelicula em fun¢do do angulo de inclinacdo, espessura da formacdo e

razao de anisotropia.

Larsen (1999) apresentou um modelo numérico para determinar dados transitérios de
pressdao e de produtividade de pogos inclinados em reservatérios com multiplas camadas (com
escoamento cruzado). O método computacional proposto, derivado no dominio de Laplace, pode
ser aplicado na geracdo de curvas tipicas para eventual andlise direta dos registros de pressao,

assim como na determinacdo do efeito de pelicula para o cilculo da produtividade destes pocos.

Ozkan e Raghavan (2000) desenvolveram um algoritmo para avaliar as respostas do
transitério de pressdo em pocos inclinados. A soluc¢do é derivada no dominio de Laplace e, de
acordo com os autores, a rotina apresentada pode ser aplicada a qualquer inclinagdo entre a
vertical e a horizontal (0° < ¥ < 90°). O algoritmo permite computar a variacdo de pressao no
poco, assim como em qualquer ponto de observacdo. A grande contribui¢do foi eliminar duas
restricdes encontradas na solugdo apresentada por Cinco et. al. (1975): computar a queda de
pressdo em pocos com grandes angulos de inclinagdo (> 75°) e em pogos com completacdo
parcial. Os autores ainda apresentaram aproximacoes assintdticas para tempo-curto e tempo-
longo. A assintota para tempo-longo € utilizada na obten¢do de uma expressdo geral para o

pseudodano — também aplicado a qualquer dngulo de inclinacio.

Sousa e Moreno (2011a) realizaram uma investigacdo sobre o comportamento transitério
da pressdo em pocos inclinados e seu desempenho para diferentes angulos de inclinacido. Foi
apresentada a comparacao entre duas solu¢des disponiveis na literatura, uma derivada no dominio
do tempo e outra derivada no dominio de Laplace. Embora seja evidente o bom ajuste entre os
modelos, foi constatado um comportamento incomum para o modelo derivado no dominio de
Laplace para pequenos angulos de inclinacido (3 < 30°). Contudo, o trabalho ndo foi conclusivo

. A . ! i3
sobre a discordancia peculiar do comportamento desta curva no gréfico diagndstico.

A TDS (Tiab’s Direct Synhesis) € uma técnica utilizada para interpretar parametros do

reservatdrio diretamente a partir das curvas de derivada da pressdo. Esta técnica foi introduzida

? O termo ‘grafico diagnéstico’ faz referéncia ao modelo de grafico log-log gerado para as curvas tipicas. Também
conhecido como grafico de Bourdet (Bourdet et. al. 1983).
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por Tiab (1993) e aplicada na andlise de teste em reservatérios fraturados. Posteriormente, foi
aplicada a andlise de teste em reservatérios com fraturas hidrdulicas (Tiab, 2005), fraturas
inclinadas (Anh e Tiab, 2009), fraturas de inclinacdo assimétrica (Azeb et. al., 2010) e a
reservatorios com mdltiplas fraturas inclinadas (Rbeawi e Tiab, 2012). Contudo, ndo ha indicios
na literatura sobre a aplicacao de tal técnica na interpretacdo de dados de pressdo obtidos a partir
de pocos inclinados. Com isso, nesta dissertacdo também ¢é apresentado um procedimento de

andlise, baseado na TDS, para cada regime de escoamento observado nas curvas tipicas.

Esta dissertacdo tem o objetivo de apresentar um estudo sobre solu¢des analiticas e semi-
analiticas para o comportamento transitério de pressdo em pocgos inclinados, submetidos a um
teste de pressdo, e seu desempenho para diferentes angulos de inclinagdo. Diversas situacdes
como a de reservatorios com pequenas espessuras ou com alto valor de permeabilidade vertical
também podem tornar os pocos inclinados atrativos. Nesta dissertacdo serd considerado um
reservatorio de grande extensdo radial - o suficiente para ndo influenciar o transitério da pressao
durante o intervalo de tempo de interesse — limitado verticalmente por camadas paralelas, inferior
e superior (z =0 e z = h, respectivamente), impermedveis. Para tal serdo apresentadas duas

solugdes distintas: uma derivada no dominio do tempo e outra no dominio de Laplace.

Em tempo, serdo assumidas as seguintes premissas para solu¢do do problema estudado:

e Fluido de compressibilidade pequena e constante,

e Viscosidade do fluido constantes e independentes da pressao,

e Escoamento isotérmico em meio poroso de compressibilidade constante,

e Reservatdrio de extensao radial infinita, homogéneo e isotrdpico,

e Efeitos gravitacionais despreziveis,

e Reservatdrio com espessura uniforme h,

e Poco inclinado com intervalo produtor h,,, sendo seu ponto médio localizado a
uma elevacdo z,, a partir do plano inferior da formacao. O angulo de inclinag¢do
€ medido a partir da normal aos planos inferior e superior da formagao,

e A espessura do reservatério e o comprimento do poco devem satisfazer as

seguintes condicoes,
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h 2z, 2(h-— ZW)}
cosy’ cosy’ cosy

e O poco produz a uma vazao constante q,,,

h, < min{

e Nao ha escoamento através dos limites verticais (planos) inferior e superior da

formacao:

aAp) _ 0
z=0,h

0z

Limites Verticais
Impermedveis

Figura (2.1): Esquematico do modelo para pogo inclinado.

Na literatura de andlise de teste, a maioria das solugdes propostas € apresentada em termos
de varidveis adimensionais. Esta dissertacdo também apresenta as solugcdes nesta forma,
permitindo uma comparacdo direta com outros trabalhos. Nos préximos capitulos serdo
documentados os fundamentos matemadticos usados nas derivacdes dos modelos analiticos e
semi-analiticos a serem apresentados e estudados aqui. Estas solucdes fornecem uma alternativa
acessivel a completa modelagem numérica - utilizada em pacotes comerciais para Interpretacao

de Teste de Pressao.
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3. TEORIA DA FUNCAO FONTE

A teoria da func@o de Green ha tempos tem sido apresentada e discutida nas literaturas de
matemadtica, conducdo de calor e escoamento de fluidos em meios porosos. Para melhor
entendimento, neste capitulo é feita uma breve apresentacdo da teoria bdsica utilizada no
desenvolvimento da solu¢do da funcdo fonte, aplicada ao comportamento transitério da pressao

num reservatorio.

No modelo de soluc¢do apresentado por Gringarten e Ramey (1974) - onde a teoria pode
ser examinada de uma forma mais detalhada — considera-se o reservatério como um bloco no
formato de um cubo, com extremidades seladas ao escoamento ou mantidas a uma pressao
conhecida conforme condi¢cdes de contorno especificas. Para a solug¢do, o poco € tido como uma
série de fontes pontuais produzindo sob condigdes pré-estabelecidas. O desenvolvimento da
solu¢do da equacdo diferencial € entdo feito pela aplicacdo do teorema de Green. A metodologia

segue uma sequéncia que pode ser resumida da seguinte forma:

1. Desenvolvimento de fungdes de Green para reservatdrio infinito unidimensional;

2. Desenvolvimento das fungdes fontes instantdneas bdsicas;

3. Aplicacio do método das imagens e constru¢do das fontes instantaneas bdsicas para
reservatorio unidimensional, conforme condi¢des de contorno do problema em questao;

4. Aplicacdo do método do produto (Newman) e integracdo em relagdo a dimensdo espacial

ao longo do poco, e em relagcdo ao tempo.

Na aplicacdo da teoria de funcdes de Green para problemas de escoamento de fluidos em
regime transitorio, € conveniente introduzir fungdes fonte, obtidas integrando-se a funcio de

Green sobre o volume da fonte.
3.1 Equacao da Difusiao e Funciao Fonte

Antes de apresentar o desenvolvimento da solugdo, algumas notacdes serdo introduzidas,
conforme Figura (3.1). Os simbolos x,y e z representam as varidveis espaciais em coordenadas

cartesianas e t a varidvel tempo. €2 é um dominio no espago, sendo este dominio limitado por /.
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A posi¢do de um ponto em Q é definida por M = (x,y, z). T representa o intervalo de tempo;
{t|0 < t < 0}. O dominio espago-tempo, D = Q X T, é o produto da regido Q e o intervalo de
tempo T [um meio poroso ocupa Q e um fluido (liquido ou gés) escoa através deste meio]. A
porosidade da formacdo, @(M, t), e a massa especifica do fluido, p(M, t), sdo fungdes escalares

deMet,paraMet €D.

v

/ y

X

Figura (3.1): Notagao para o dominio do reservatorio.

Seja R um subdominio arbitrdrio de Q com superficie de controle S,. Seja v(M,t) a
velocidade do fluido e f(M,t) a vazdo local (massa por unidade de volume por unidade de
tempo) em que a massa € extraida de R. O principio da conservacdo de massa diz que (Raghavan

e Ozkan, 1994):

%L podM = —L pv.ndF—fR f(M,t)dM (3.1)

onde n é o vetor normal a superficie S,, com sentido positivo para fora.

Aplicando o teorema do divergente a integral de superficie na equacao (3.1), tem-se:

d
5, (p0) = =V.(pv) —f ; (M,1) € D (3.2)
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A lei de Darcy, a compressibilidade isotérmica do fluido, ¢¢, € a compressibilidade do

meio poroso, ¢,,, sdo definidas respectivamente como:

kV (3.3)

vV=—— )

u p

ce=(=L) =2 ZL 3.4

! (papT Ve apT (3.4)
B 1 9y, _(16@) 35

Cm_VpapT_aapT (3:5)

Fazendo a devida associacdo das equagdes (3.2) - (3.5), tem-se o comportamento da
pressao devido a producdo ou inje¢ao de fluido no meio poroso. Este comportamento pode ser

descrito pela equagdo da difusao:

d (k,0 0 (ky,0 d (k,0 d
_(_x_p> + — _y_p + _(—Z—p) - C~1 = gct—p (3.6)
Ox\u dx) 0dy\ u dy dz\u 0z at

onde se define a compressibilidade total como a soma da compressibilidade do fluido e da rocha,

oucy = Cr + Cpy.

Para uma formacdo homogénea e isotropica com viscosidade constante, a equagdo (3.6)

pode Ser expressa como:

k_, dp _
;V p—@ct%—q=0 (3.7)

Onde o termo ¢ € dado por:

= = vazao unitaria (3.8)

. [ vol.acumulado de fluido retirado
1= p tempo .volume
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Assumindo a porosidade, o, e a compressibilidade, c¢;, constantes, a equacdo (3.8) torna-

Se:

op
29 Y 5= 9
nvip - —m=0 (3.9)
Onde 71 € a constante de difusividade, dada por:
_ K 3.10
m= e (3.10)

O terceiro termo da equacdo (3.9), m, é citado na literatura como sendo a intensidade ou

poténcia da fonte,
g
=— 3.11
m aC; ( )

Uma defini¢c@o geral para o termo g pode ser dada como:

volume produzido
q= « p ) (3.12)
comprimento™

para uma fonte instantanea; ou

vazado produzida
q= o p ) (3.13)
comprimento™

para uma fonte continua, onde o indice n = 0, 1, 2, e 3 representam uma fonte pontual, linear,
superficial e volumétrica, respectivamente. Logo, a intensidade dada pela Equagdo (3.11) tem

unidade [pressﬁo].[comprimento]3'rl para fonte instantinea, ou [pressﬁo].[cornprimento]3'Il
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/[tempo] para fonte continua. Fisicamente, a intensidade da fonte instantanea € igual a queda de

pressdo associada a expansdo do “fluido do po¢o” de um volume igual a Q.
3.2 Escoamento Transitorio por Func¢oes de Green

Para o desenvolvimento da solucdo da equacdo da difusdo por funcdes de Green,
primeiramente escreve-se a equacdo em sua forma integral. Isto nada mais € do que a aplicagcdo
dos teoremas de Green (1° e 2°), os quais podem ser escritos respectivamente nas seguintes

formas (Morse e Feshbach, 1953):

.UJD (grade . grady)dr + jffD (pV?y)d7 =i @(g—il_(,.dC) (3.14)

do dy
2, _ 2 2 — o2
ﬂD (V2 — V2 y)dr jgc (x 37 <paﬁ) dc (3.15)

Tendo-se a equagdo na forma integral, procura-se a funcdo de Green referente a equacio
diferencial e condi¢cdes de contorno dadas. Se obtivermos a funcdo de Green, entdo o problema
tem solu¢do na forma integral. No entanto, a dificuldade é encontrar a funcdo de Green
apropriada a cada problema, com a geometria e condicdes de contorno especificas. Segundo
Gringarten e Ramey (1973), quando obtidas para um determinado dominio, elas fornecem
solu¢des para qualquer condicdo inicial ou de contorno, integrando-as sobre os limites deste

dominio.

Para um reservatério com pressdo inicial p;, a queda de pressdo, Ap = p; — p(M, t),
devido a retirada continua de fluido de uma fonte volumétrica no subdominio € com superficie
de controle S, pode ser expressa pela seguinte representacdo da funcdo de Green (Gringarten e

Ramey, 1973):
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1 t
Ap(M,t) = —f f G(P,7)G(M,P,t —t)dPdt
oct )y Jo

t ap(P, 9G(M, P, t —
—n] j lG(M,P,t—T)M—p(P,T) ( Nis.dar  (3.16)
0 Js, on on

onde a/ gn Tepresenta a diferenciacdo normal ao elemento dS,, na qual o vetor no sentido

positivo aponta para fora da superficie S,.

A func¢do de Green Instantanea, G(M, P, t - 7), € definida como uma funcao fonte pontual
instantinea atuando em um ponto P e num tempo 7 com intensidade unitdria (§/oc, = 1),
condicdo inicial (queda de pressdo inicial) igual a zero e condicdes de contorno uniformes. Ela

ainda apresenta as seguintes propriedades limites:

1. G é simétrica em dois pontos M e P; isto é, a funcdo de Green € constante se ambas fonte

e ponto de observagao nio variam.

~

2. A medida que t— 1, G extingue-se em todos os pontos no meio poroso; isto

é, ltim G(M,P,t — 1) = 0, exceto na fonte (M = P), onde se torna infinito para que G
-T

satisfaca a propriedade da fungdo delta:
ltimf f(P)G(M,P,t —t)dP = f(M)
=T
D

Onde D indica o dominio do meio poroso e f (M) é uma fun¢do continua qualquer.

Como G corresponde a pressdo devido a uma fonte pontual instantanea de intensidade

unitdria, ela satisfaz, para todo tempo ¢ > 7:

f G(M,P,t)dP =1
D
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3. A fun¢do G(M,P,t — 7) deixa de existir no limite externo S,, para pressio tomada num
ponto M localizado neste limite. Quando o escoamento é tomado num ponto M no limite
Se, a derivada da funcdo de Green também se extingue neste limite. Se o dominio € for

de extensdo infinita, G(M, P,t — T) torna-se zero quando M est4 no infinito.

A partir destes conceitos, segue andlise da equacdo (3.16). No segundo termo do lado
direito da equacdo, os termos entre colchetes apresentam dois produtos entre eles, onde apenas
um € diferente de zero: se o escoamento é tomado em S,, tem-se conhecido o termo dp(P,t)/dn,
porém 0G(M,P,t —1)/0n é zero — por definicio da fungdo de Green. Por outro lado, se a
pressdo p(P,7) é tomada em S,, a fungdo de Green G(M,P,t — 1) é zero. Por fim, o segundo
termo do lado direito da equacdo (3.16) desaparece quando o dominio do reservatorio € infinito;
ou para caso finito, quando se tem na condi¢do de contorno externa escoamento ou pressao igual

a zero (Gringarten e Ramey, 1973).

Para um reservatério de extensdo radial infinita, limitado verticalmente por camadas

paralelas impermedveis, a equagio torna-se*:

1 t
Ap(M,t) = —f f G(P,7)G(M,P,t —1)dPdt (3.17)
oce )y Jo
Para uma fonte de escoamento uniforme, temos:

1 t
Ap(M, t) = ng GS(M, t — 7)dt (3.18)
0

t

onde S(M,t,t) é afuncdo fonte dada por,

* O desenvolvimento da solugdo da equagdo da difusio, baseado em fungdes de Green, pode ser visto com mais
detalhes em Carslaw e Jaeger (1959, pag. 353 — 386).
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S(M,t,r)zf G(M,P,t —7)dP (3.19)
Q

ou seja, a queda de pressdo pode ser obtida simplesmente integrando a fun¢do de Green em
relacdo ao volume da fonte e ao tempo. Gringarten e Ramey (1973) apresentaram uma extensa

biblioteca de exemplos de funcdes fonte para problemas de escoamento transitdrio.

A funcdo instantanea de Green pode ainda ser entendida como a queda de pressao devido

a uma fonte volumétrica de intensidade unitaria; isto €:

G ap
 i.comprimento™

(3.20)

onde Ap é a queda de pressdo devido a intensidade (72) e volume da fonte (comprimento™).
Logo, a funcdo de Green, G(M,P,t,T), tem unidade [1/volume] e S(M,t,7) tem unidade

[comprimento]™.
3.3 Principio da Superposicao e Método do Produto de Newman

O principio da superposicio e o método do produto de Newman sdo teorias
extensivamente utilizadas como base para solugdes analiticas de escoamento de fluidos em meios

porosos. Nesta secdo segue um breve sumdrio de ambos os métodos.
3.3.1 Principio da Superposicao

Matematicamente, o teorema da superposi¢cdo diz que qualquer soma das solucdes
individuais de uma equacdo diferencial linear de segunda ordem também € uma solugcdo da
mesma equacdo. Fisicamente, o teorema da superposi¢do significa que o efeito combinado de
multiplos pocos posicionados em qualquer ponto no reservatdrio, tendo a produgdo iniciada em
qualquer instante, é a soma de seus efeitos individuais. Para a equacdo da difusdo, se uma solugdao
particular da equagdo € conhecida na forma p(x, y, z, t), entdo p(x+A4x, y+Ay, z+4z, t+4¢t) também
€ uma solucdo onde as quantidades incrementadas (4dx ,4y, Az, Af) podem ser qualquer
incremento desejado. Assim, por simples adi¢do, outra solu¢do da equacdo da difusdo pode ser
elaborada a partir destas solugdes. Isto €, p(x, y, z, t) + p(x+A4x, y+Ay, z+A4z, t+4t) também é uma

solucdo. O teorema da superposicdo também pode ser expresso na forma da integral de
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convolugdo. Em geral, esta expressdao € conhecida como o principio de Duhamel (Carslaw e
Jaeger, 1959). Pode-se afirmar que a funcdo de Green apresentada também € uma aplicacdo da

superposicao.

O método da imagem foi primeiramente utilizado por Matthews et. al. (1954) na
determinacdo da pressdo média em reservatdrios selados. O método se baseia na aplicagdo do
teorema da superposicdo no espaco. Para reservatérios finitos com diversas condi¢cdes de
contorno, parte-se das solugdes aplicadas a reservatdrio infinito e com o método das imagens
pode-se gerar outras fontes para diversos tipos de problemas (modelos). A soma algébrica das
funcdes fonte, e suas imagens correspondentes a um reservatdrio infinito, serd uma fungdo fonte
de um mesmo reservatorio com condi¢des de contorno especificas. A natureza da imagem
determina o sinal da fun¢do fonte na soma algébrica, e depende das condi¢cdes de contorno. A
condicdo de fronteira selada é obtida com uma imagem da mesma natureza que a fonte, ja a
condicdo de fronteira de pressdo constante € obtida com uma imagem com sinal oposto ao da
fonte. Dessas duas fontes instantaneas bdsicas, podem-se desenvolver as solucdes para problemas

tridimensionais através do método dos produtos (Newman).
3.3.2 Método de Newman

Gringarten e Ramey (1973) discutiram sobre a dificuldade em encontrar a fungdo de
Green apropriada para um problema tridimensional. O Método de Newman mostrou, porém, que
para certos tipos de condicdes iniciais e de contorno, a solu¢cdo de um problema tridimensional de
conducao do calor € igual ao produto de solucdes de trés problemas unidimensionais. Carslaw e
Jaeger (1959, p. 33) discutiram este método para condi¢des de contorno mais gerais. A solucao
dos produtos € vdlida se o produto das condi¢des de contorno e das condi¢Oes iniciais para
problemas unidimensionais resultam nas condi¢des iniciais e de contorno especificas aos
problemas tridimensionais. Em particular, o método dos produtos de Newman € aplicavel a
funcdes fonte e de Green instantaneas. Com isso, utilizando o método de Newman, a fungdo de

Green instantanea para o escoamento tridimensional pode ser facilmente determinada a partir da

solu¢do unidimensional de um reservatorio linear.
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4. SOLUCAO DA FONTE PONTUAL

A solucdo da fonte pontual € aplicada e extensamente discutida por Carslaw e Jaeger
(1959) na solucdao de problemas de condugdo de calor. Sua solugdo, aplicada a escoamento de
fluido em meios porosos, é geralmente obtida determinando-se os limites da queda de pressao
resultante de uma fonte esférica a medida que o volume da fonte tende a ser infinitamente

pequeno.

Nesta secdo serdo apresentadas duas formas de solu¢do: uma no dominio do tempo e outra
no dominio de Laplace. Inicialmente, a solucdo no dominio do tempo € derivada a partir da
equagdo da difusdo para escoamento esférico. Fazendo as devidas substituicdes de varidveis,
encontra-se uma solu¢do equivalente a apresentada por Carslaw e Jaeger (1959) aplicdvel as
condicdes estabelecidas. A solugdo da fonte pontual instantdnea é entdo determinada tendendo o
raio da esfera a zero. Em seguida, a solucdo continua € obtida pela integracido no tempo da funcao
instantanea. Posteriormente, a solu¢do tridimensional da fonte pontual instantanea € obtida
através do método do produto (Newman). Por fim, a solucdo € transferida para o dominio de

Laplace.

4.1 Solu¢ao no Dominio do Tempo

Para demonstrar a derivacdo da soluc¢do, considera-se o escoamento Darciano transitorio
de um fluido levemente compressivel de compressibilidade e viscosidade constantes através de

uma fonte esférica de raio r = 7, num meio poroso homogéneo e infinito.

Devido a simetria esférica do problema (Fig. 4.1), a equacdo governante do escoamento

de fluido em meio poroso € expressa da seguinte forma (Carslaw e Jaeger, 1959):

10 dA 1 d%A 1 d A 10A
——(r? p) Py —( p) _ 2o (4.1)
or? r2sen?@ 00% r2senf 90

onde Ap = p; —p(60,0,r,t).
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Neste sistema, a posicdo de um ponto € determinada pela sua distancia, r, a partir de sua

origem, sua latitude, 8, e seu azimute, @:

x=rsenfcos®, y=rsenfsen0,

Figura (4.1): Sistema de coordenadas esféricas.

zZ =cosbf
Z
A
©,r,9)
N >y

Considerando a queda de pressao numa fonte onde a condi¢do inicial e a condi¢ao interna

dependerdo apenas das coordenadas r e t, t€m-se p (7, t):

10 ( 2(’)Ap> 10Ap

orz) 1 ot

ou

0%Ap N 20Ap _10Ap
or2 " r or n ot

As seguintes hipdteses foram consideradas na solucao do problema:
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1) A pressdo inicial do reservatorio € p; e satisfaz as seguintes condicdes,

Ap(r,t =0)=0 para r > 1, (4.3)

2) A condicdo de contorno interna €,

Ap(r =15t =0) = Ap; (4.4)

3) Reservatorio infinito caracteriza a condi¢do de contorno externa,

limAp(r,t) =0 (4.5)
T—0

Substituindo u = rAp, as equagdes (4.2) - (4.4) tornam-se, respectivamente:

ou  0%u 18
ot or2 (4:8)
e
u(r,t=0)=0 para r >, (4.9)
u(r=r,t=0)=rAp; (4.10)

A solugdo do problema descrito pelas Equacdes (4.8) - (4.10) é dada por (Carslaw e
Jaeger, 1959, p. 257) como:

=gt (i) oo (i) oo () o 5
r,t) = exp|———| | r'exp| — exp|\-—|—exp|— r
P 2r /mnt P 4int . P 4int P 2nt P 2nt




(4.11)

Expandindo-se o termo exponencial da integral em poténcias de r’, desconsiderando-se os

termos com poténcias maiores do que quatro, resolvendo-se a integral e aplicando-se os limites,

Ap(r, t) 4" Ap; < r > [1 + < T’ )(rz 6)] (4.12)
rt)x ————=exp| —— — = :
p 24(7”70% ant 40nt J \nt

tem-se:

Na Equacdo (4.12), 4nr,3/3 =V onde V é o volume da fonte esférica. Se § denotar o
volume de fluido “liberado” como resultado da variacao do volume da fonte, AV, como resposta a
variacdo de pressdo, Ap;, entdo § = —¢pAV. A partir da definicdo de compressibilidade, ¢; =

—(1/V)(AV /Ap;), tem-se § = ¢pc,VAp; (Lake, 2006). Logo, pode ser mostrado que:

= (4.13)

Substituindo a Equagao (4.13) na Equacao (4.12), tem-se:

Ap(r, t q < r’ > [1 + ( 7’ ><r2 6>l (4.14)
~————exp|—-—— —— :
P ) 8¢ct(m7t)% p 4nt 40nt [ \nt

Fazendo com que o raio da fonte esférica, 75, tenda a zero enquanto § permanece

constante, a Equacao (4.14) torna-se a solu¢@o da fonte pontual instantinea:

__a _r
Ap(r,t) = 8¢ct(m7t)3/2 exp( 477t> (4.15)
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A Equagdo (4.15) pode ser interpretada como a queda de pressao a uma distancia r devido
a um volume de fluido, g, instantaneamente produzido em r = 0 e = 0. De acordo com a
defini¢do dada pela Equagdo (3.12), o termo G/ (¢c;) = m é tido como a intensidade da fonte,
que € a queda de pressdo num volume unitdrio do meio poroso, gerada por uma producdao
instantanea de um volume de fluido, § (Eq. 3.14). Desta forma, o problema do escoamento

transitério em meio poroso resume-se em encontrar a solu¢ao da funcao fonte pontual.

O método foi primeiramente aplicado na engenharia de petréleo por Nisle (1958), onde
uma fonte pontual instantinea de intensidade G/ (¢c;) atuando num tempo ¢{ = 7 num

reservatorio homogéneo, infinito e anisotropico foi representada por:

Ap(M,P,t —1) = a exp |— (I\:I——P)Zl (4.16)
8¢ce eyt — D172 47(t — 1)

Na Equacgdo (4.16), M e P indicam a localizacdo do ponto de observacdao e da fonte,
respectivamente. Para um sistema de coordenadas cartesianas, M = (x, y, z), P=(x",y’, z’) e (M —
PlA = (x —x)%/ et (v =)/ ny+ (z - z’)*/ n,, onde 7, 1, € 1, representa as constantes de

difusividades nas dire¢des x, y e z, respectivamente.

Ap6s obter a solugdo para a fonte instantanea, sob determinadas condi¢des de contorno, a

mesma € integrada para um intervalo de tempo a fim de se obter a solu¢@o da fonte continua.

Considerando o fluido produzido a uma vazdo constante, §(t), num intervalo de 0 a ¢,
entdo a queda de pressio devida a uma fonte continua num reservatorio infinito é obtida

distribuindo-se as fontes pontuais de intensidade §(7)/(¢c;) sobre o intervalo de tempo 0 <7 <t:

Ap(M,P,t) = %f Gg(t)S(M,P,t — 1) dt (4.16)
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onde S(M,P,t— 1) corresponde a intensidade unitdria [§/(¢pc,) = 1] da fonte pontual

instantanea num reservatoério infinito, e € dada por:

S(M,M',t —T) = ! p[ (M_P)Zl

—_— 418
8 et — 0k | 4it—1) (4.18)

Como mencionado anteriormente, as fungdes de Green instantaneas para um reservatorio
de extensdo infinita foram apresentadas por Gringarten e Ramey (1973), podendo ser aplicadas a

problemas de diferentes regimes de escoamento na engenharia de petréleo.
4.2 Solucao no Dominio de Laplace

Outra forma de obter a solu¢do da fonte pontual, fazendo valer o método do produto de
Newman, € utilizar a solu¢do das fontes instantaneas bésicas. Elas sdo derivadas da fungao de
Green instantanea para reservatério linear unidimensional infinito, a qual deriva da solugdo

fundamental de Laplace para a equacgao da difusdo para sistemas lineares, do tipo:

90, U _

n; e 3 (4.19)

sendo j = x, y ou z. Esta hipotese diz respeito a fonte plana instantdnea, apresentada por

Gringarten e Ramey (1973), cuja solucdo € dada por:

! G=j) ’)Zl (4.20)

G(j,j,t) = exp |—
G 6) 2,/mn;t p 4n;t

A funcdo fonte instantinea para uma fonte plana infinita localizada em j' em um

reservatorio infinito é dada entdo por (Gringarten e Ramey, 1973):
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50,0 =

! - Ml (4.21)

ex
2,/mn;t P 4n;t

Como apresentado no item (3.3.2), a solu¢do para problemas tridimensionais pode ser
obtida pelo método do produto (Newman). Logo, para o problema em trés dimensdes, a solu¢ao

da equacdo da difusdo torna-se:

1 t
Ap =p; —p(x,y,2,t) = Ejﬂ G(1).S,(x,7)S,(y,7)S,(z,7) dt (4.22)

onde Sy, S, S, sdo as fungdes fonte instantneas unidimensionais nas respectivas dire¢des X, Y, Z.
Pela Equacdo (4.22), obtém-se a solucdo tridimensional continua num reservatério
infinito:
Ap( t) !
p\X,y,z,1) =
813/ [n,mym,

ot x — x")? —y"? z—z")?
—( )3/2 exp {— ( ) + V=) + ( ) l}dr (4.23)
0 (t - T) 4'77x(t - T) 477y(t - T) 4772(t - T)
onde 7 € a intensidade da fonte, definida pela Equacgao (4.13).
- (volume . n
N (W /comprimento )
m(t) = (4.24)
pc,

Adicionando-se as seguintes varidveis adimensionais,
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1) [k -y [k _@-2) [k
Xp = I \/k:x » Yp = I \[]; » Zp = ] j; (4.24)

onde k = {/k,kyk,.

TDZ =XD2+yD2+ZD2 (425)
tp = th _ o 4.26
D — ,Ll(PCtlz - lz ( . )
onde [ € um comprimento caracteristico do sistema’ , tem-se:
' () p?
Ap(x,y,z,t) = ———|d 4.27
pey.2t) 8m3/2l ), (tp —T1)3/? exp[ 4(tp — T)] ‘ ( )

A fim de evitar a integral no tempo, pode-se expressar a solucdo no dominio de Laplace.
A transformada de Laplace € a integra¢do infinita de uma fun¢do no tempo multiplicada por uma

func¢do exponencial no tempo:

f(s) =f e St f(t)dt (4.28)

Tomando a transformada de Laplace da Equacao (4.27) gera-se,

5 . ~ . . . .
Para os resultados a serem apresentados nesta dissertacdo, foi escolhido o raio do pogo, 7,,, como referéncia.
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m(s) exp(—rpV/s)
47yl Tp

Ap(xp, Yp, 2p,5) = (4.29)

ou

q(s)nexp(—rpVs)
4kl D

A_p(xD,yD,ZD,S) = (430)

onde o simbolo de sobre barra, , e s indicam a transformada de Laplace e a varidvel do dominio

de Laplace, respectivamente.

Considerando a intensidade constante, a Equacdo (4.29) e (4.30) tornam-se,

respectivamente:
_ M exp(—1pVs)
A = 431
p(xp, ¥p, Zp, S) Zmls " (4.31)
e
_ Ggu exp(—rpVs
Ap(xp,¥p, 2p,s) = (Eros) (4.32)

4rtkls Tp

A solucdo apresentada pela Equacdo (4.32) é utilizada como ponto de partida para solu¢io

desenvolvida no dominio de Laplace, derivada no item 5.2 desta dissertagao.
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5. MODELOS MATEMATICOS

Encontram-se na literatura dois modelos distintos para tratar como o po¢o produz. No
primeiro, denominado escoamento uniforme, considera-se que a vazdo total de producdo se
distribui de maneira uniforme ao longo do comprimento do pogo e, portanto, a distribuicdo de
pressdao nao € uniforme. No segundo modelo, denominado de condutividade infinita, admite-se

que, ao invés da vazao, a pressao seja constante ao longo do poco.

Sabe-se que a condutividade no poco seria melhor representada a medida que ela tenderia
ao infinito; assim a pressdo, ao invés do escoamento, seria uniforme ao longo do poco
(Gringarten et. al. 1974). Contudo, computar de forma rigorosa a solu¢do da condutividade
infinita no poco nao € uma tarefa trivial e requer grande tempo computacional. Uma forma de
contornar esta dificuldade é encontrar um ponto equivalente no poco em que as solucdes que
consideram escoamento uniforme e condutividade infinita gerem os mesmos valores de pressao —
importante lembrar que este ponto de equivaléncia depende da geometria do pogo. Com isso, os
modelos apresentados neste capitulo foram derivados considerando a condi¢do de escoamento
uniforme; assumindo produc¢ao por unidade de comprimento (pogo) constante. As solu¢des serao

expressas em termos de varidveis adimensionais.
5.1 Reservatorio com Limites Verticais Impermeaveis — Dominio do Tempo

A solugdo definida pela Equacdo (4.14, p. 24) pode ser interpretada como a queda de
pressdo gerada num ponto M, no tempo ¢, por uma fonte pontual instantdnea P de intensidade
G/ (¢c); sendo r a distancia entre dois pontos (M e P). Logo, sua respectiva funcéo fonte pode ser

expressa da seguinte forma:

S(M,t) = 1 PM* 5.1
( ')_Wexp<_4nt> (5.1)
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Limites verticais
Impermeaveis

Figura (5.1): Fonte linear inclinada, 4,, num meio poroso infinito em coordenadas cilindricas.

A partir deste ponto, considera-se o sistema de coordenadas apresentadas na Figura (5.1),
onde pode ser visto que o ponto P(rp, Hp,zp) ¢ um ponto ao longo da fonte linear, e o ponto
M (%3, O, Zy) € um ponto qualquer no meio poroso infinito. Note que a fonte linear mencionada,
L, tem comprimento finito, h,,, € seu ponto médio estd localizado em r = 0 e z = z,,. Esta fonte

linear se posiciona em um plano passando por 6, = 0 e 8, = 7.

A distancia entre esses pontos € dada por:

PM? =12 + 2 = 21Ty Cos(em - gp) + (Zm - Zp)z -2)

Da Fig. (5.1) tem-se o seguinte,

6,=0, para z,>z, (5.3)

0,=m, para z,<z, (54)
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Assim como:

r=(2,—2z,)tgy , paraz, >z, (5.5)

r = (2w —2z,)tg¢, para z, >z, (5.6)

Combinando as equacdes (5.2), (5.3) e (5.5) obtém-se:

PM? = Tn21 + (Zp - ZW)Ztgzlp - Zrm(zp - Zw)tgl/) cos 9"1 + (Zm - Zp)z

para z, = z,, (5.7)

E substituindo as equagdes (5.4) e (5.6) na (5.2), tem-se:

PM? = 13 + (2, — 2,) g% — 21 (2 — 2p)t g 0SB — ) + (2 — 2,)’

para z, < z,, (5.8)

Sabendo a relagdo,

cos(6,, — m) = —cos b,

(Zw - Zp)z = (Zp - Zw)2

A equacdo (5.8) pode ser reescrita da seguinte forma:
PM% =12+ (2, — ZW)Ztgzl/) — 21(zp — 2 )tgp coOs O + (21 — zp)2
para z, < z,, (5.9
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Comparando a equagio (5.9) com a (5.7), nota-se que sdo idénticas. Logo, a distincia PM
entre qualquer ponto P, localizado ao longo da fonte linear instantdnea L, e qualquer ponto M
num meio poroso infinito, € dada pela equagéo (5.9) - desconsiderando a restri¢do z, < z,,. Esta
defini¢do pode ser representada a partir da equacdo (5.1), onde esta fonte-linha pode ser obtida

integrando-se a funcdo fonte ao longo da “linha” L, assim:

S(M, t) ! j < PM2> dL (5.10)
) =——F—1 exp| — .
8(7-[77t)3/2 J p ant

Considerando-se um elemento infinitesimal dL ao longo de L; este elemento pode ser

definido da seguinte forma:

dL (5.11)

~ cosy

onde dz, € um elemento infinitesimal paralelo a dire¢do do eixo z.

Entdo, combinando as equagdes (5.1), (5.9) e (5.11), obtemos a fun¢@o fonte num ponto
M (#3,, 0, Zr) € tempo t, criada por uma fonte linear inclinada, instantinea e de comprimento

finito, h,, num meio poroso infinito; apresentada por Cinco-Ley et. al. (1975):

1
S (s Oms Zm, 6, Y, 2y, hy,) = 3/
8(mnt) /2cosy
ZW+hTWCOS1jJ ) )
f [ 2 + (Zp — Zw) tg®y — Zrm(zp — Zw)tgl/) cos,, + (zm — zp)
exp|— dz,
4nt
zw—hTWcostp
(5.12)
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A camada impermedvel inferior (z = 0), vista na figura (5.1), pode ser gerada utilizando o
método da imagem. Logo, a queda de pressao gerada por uma fonte linear inclinada instantanea
num meio semi-infinito pode ser obtida a partir da superposi¢do do efeito de duas fontes lineares

inclinadas simétricas, em relacdo a camada impermedvel (Fig. 5.2).

- A
hyy
h,=z, - ?cosyf}
h,, AN
h,=z, + ?“cosw i\
h,
dp v
E = 7 s
I Imagem
r hw r
hl——zw—k?cosw hs
, h A2
h'y,=—z, —?cosw

Figura (5.2): Imagem da fonte linear inclinada para geracdo da camada impermeavel em z = 0.

A introducdo da imagem ilustrada na figura (5.2) fornece este resultado. Logo, a solugdo é

obtida integrando esta fonte linear ao longo de — a +h, e assim temos:

1
8(7T77t)3/2 cosy .

S(Tm' Om» Zm, t, l/)' Zy, hw) =
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f 2+ (z, — ZW)Ztgzzp — 21(2, — 2, t g oSO, + (2 — zp)2

—ZW+hTW cosy

\
|
N j exp [_ 2+ (z, + zp,)ztgzll) + 21, (2 + 2, ) tg cOSOp + (2 — zp,)zl iz, $
|
)

int

—zW—hTW cosy

(5.13)

Definindo z = z, — z,, e z' = z,/ + z,,, reescreve-se a equagdo (5.12) da seguinte forma:

1
S(Tm; Oms Zm, 6, Zy, hw) =\ =3
8(nnt)zcosy
|{ +hTWcos¢
f { I 12 + z2tg?yP — 21,z tgy cosb,, + (Z,, — Zy — Z)zl
exp |— dz +
4nt
k—hTWcosw
+hTWC0511J \I
12 + Z'Ztgzl/) — 21, 2'tgy cosOp, + (zy, — 2, — 2')?
f exp |— dz' (5.14)
4nt [
—hTWcosw }

Ambas as integrais podem ser expressas numa unica integral:

e—r,%/4nt
S(Tm, Hm; Zm; t; l/); ZWI h'W) = —3
8(mnt)2 cosy
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(
|
4 z2tg*Y — 21,2t g coSO,y + (2 — 7,y — 2)?
j exp |— A dz +
|k n

exp (5.15)

z2tg?yY + 2rz tgy cos O, + (zy, + 2 — z)zl} J ,}
— z
4int

A camada impermedvel superior mostrada na Fig. (5.1) pode ser gerada através da

superposicao de um niimero infinito de pares do sistema fonte linear inclinada (Fig. 5.3).

Na Figura (5.3), a distancia entre os pares ¢ um multiplo de 24; onde cada linha horizontal
representa uma camada impermedvel. Logo, a fung@o fonte para um ponto M (73,, 0., Z;,) NUM
tempo t, gerada por uma fonte linear inclinada instantanea de comprimento finito, A,, num

reservatorio de extensao radial infinita e espessura /& € dada por (Cinco-Ley, 1974):

e T /4Nt >

S(Tm, Hm, Zm» t, 1,0, Zyy» hw) = < 3
8(mnt) /2 cos

4nt
n=-w 1 hy,

> cosfy,

" +T"Vcosew
Z j‘ I < z%tg?yP — 21,z tgy cos O, + (2, + 2nh — 2z, — Z)2>
exp | —
|

z%tg?%0,, + 2, ztgwcosB,, + (z,, + 2nh + z,, — z)?
9%6y + 213, Z tgp cos B, + (2Zy, w )>le} (5.16)

+exp <— ant

A integragdo da Eq. (5.16) € tomada sobre as varidveis espaciais. Aplicando a defini¢cdo

da Equacdo (4.16) para a queda de pressdo num tempo ¢,

t
1
Ap (T, Oy Zs 60, 24, By,) = &f G(t)S(ry, Oy 2, t — T,Y, 2, hy,) dT (5.17)
0
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z=h B i,

h

i}
z=0 Eﬁ??@%ﬁZQ%QH?H?Z?Z?Z2%Q%ﬁ%?%&ﬁ&%ﬁﬁﬂﬁﬂ%ﬁﬁ%ﬁﬁ?ﬁ&?éﬁﬂlﬂ%ﬂ%’%&? _E =0
0z z=0

Figura (5.3): Superposi¢c@o da fonte linear inclinada para geragao dos limites impermeaveis.
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Obtém-se a solugdo para a solucdo para a fonte linear inclinada continua:

t

g e~ T/ (t-)
3 J 3 )
80c.(mm)zcosyh Jp (t—1)2

Ap(T‘m, Hm' Zm b, l/); AN hw) =

+—cost9w
f { l z%tg?0,, — 21,z tgy cos O, + (z;, + 2nh — z,, — z)zl
Z exp |—
dn(t—1"
cosHW
z°tg?0,, + 21,z tgw cos 0,, + (z,, + 2nh + z,, — z)*?
+exp I— g v m? LGy 477(;1 T,)( U w=2) l} dz dt" (5.18)

onde G é a quantidade de fluido produzido por unidade de comprimento da fonte linear. Neste

caso, o fluido produzido € considerado constante ao longo da fonte.

Assumindo 7 = (t —1') e que q,, seja a vazdo de liquido produzido, entdo a produgdo

total, gh,,, no intervalo (0 a t), dt, é:

ghy = q, dt,
§ = Z—Wdt (5.19)
w

onde q,, € a vazdo total do poco.

Substituindo na eq. (5.18), tem-se:

L —rm/417t
Ap (Tml eml Zml tl l/); ZWI hw) = f .
80@c.h,, (m))Zcosd} o
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© 2
j { l z%tg?0,, — 21,z tgy cos O, + (z;, + 2nh — z,, — z)zl
Z exp |— +
L int
= —hTWcosew
z%tg? P + 21,z tgy cos O, + (2, + 2nh + 2, — 2)?
texp |-tV ¥ 2rnZ LY i S w = 2) l} dzdt  (5.20)

Apresentando as varidveis adimensionais (Sistema Internacional) 6,

Tabela (5.1): Varidveis adimensionais.

_ 2mk,hAp . k.t  nt
P T P puerd n2
h |k 7
=— | —m
hp T, /kz "p T
_ Zm |k , _ k
ZD_E r/kz Y =tg? Z/kr.tglp
hW kr 2 2 VA4 — Z_W kr
th—a k—zcos Y + sen?y wb = o /Z

Na tabela acima, a defini¢do do angulo de inclina¢do adimensional, 1’, apresenta o termo
anisotropico de forma contraria as varidveis adimensionais. Esta mudanga se deve a distor¢do do
sistema, devido a transformagdo de coordenadas. Vale ressaltar que as defini¢des de h,,p € P’ sdo
resultados da transformagdo do sistema anisotropico original num sistema isotrépico. Assim, por
exemplo, o efeito da anisotropia aparece como uma simples contragdo de escala para a espessura
da formagdo (hp), enquanto que para h,, ¢ Y’ refletem variagdes tanto na escala quanto no

angulo de inclinacdo do pog¢o. Para um reservatdrio anisotrépico, fica evidente que baixos valores

® Apéndice A, item iii.
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de permeabilidade vertical, k,, refletem numa contracio do angulo de inclinacio do pogo,
comparado com o angulo real. Desta andlise conclui-se que quanto maior a permeabilidade
vertical mais rdpido o transitério da pressdo atingird os limites verticais da formagao — sendo este

fendmeno andlogo a uma progressiva diminuicao da influéncia do angulo de inclina¢do do poco.

Substituindo as varidveis adimensionais na Eq. (5.20) obtém-se a pressdo adimensional
em qualquer ponto (7p,6,,,2zp) num tempo adimensional t,, gerado por uma fonte linear
inclinada continua, num reservatdrio de espessura hj, e extensdo radial infinita (Cinco-Ley et. al.,

1975):

tp —TD2

p (’ 9 Z t l/), Z h h ) J 3
’ ’ ) ) )] )] )] - '

T2
" +h%Dcos¢I
z2tg?yP’ — 2rpztgy’ cos b, + (zp + 2nhy — z,p — 2)?
exp |— .
n==® h‘%’Dcosllh
z%tg*yY’ + 2rpztgy’ cos O, + (zp + 2nhy + z,,p, — 2)?
+exp I— 97¥ bZtgy ZT (2 D wD ) } dzdtr (5.21)

Apresentando a férmula de somatdrio de Poisson para séries infinitas (Carslaw e Jaeger,

1959, p. 275),

C (¢ —2n&,)?| VT
5ol 2]

n=-—oo

- nm?t &
1+2 Z exp| ————|cosnm— (5.22)
n=1 § €

e

Em seguida aplicando-a a Equagao (5.21), tem-se:

tp —T‘Dz

1 e 4t
pD(rD'em'ZD'tD'l/)"ZWD'hWD'hD) = 4’th cos l/)lf T .
0
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hwp

+—,-cos Yr
2. 2.1 ’ ©  -n?n?t
z°tg=y' — 2rpz tgy’ cos O, 3 nn(Zp — Zyp — Z)
exp |— .1+22e hd  cos :
4t — hp
—h%Dcos Pr n=1
z%tg*Y’ + 2rpz tgy' cosb,, N T (2 + 2y — 2)
exp |— : 1+22e hd  cos dz dt
4t hp
n=1
(5.23)
Simplificando a Equacdo (5.23), obtém-se:
Po(1p, O, Zp, tp, ', Zwp, hyp, hp) = :
2h,p
hw
tp —rp?sin? O, +TD
j’ e~ 4t f (ztgy' + rp cosB,,)?
- exp - :
0 _hwp
2
N _nzfzr n(Zyp — Z — Zp) ni(zyp — 2z + 2p)
1+ z e b [cos + cos dz'dt (5.24)
hp hp
n=1
Utilizando a relagﬁo7,
nn(z,p — Z — Zp) nn(z,p — 2z + 2p)
cos + cos =
hp hp
nnzp nn(z,p — Z)
2 cos cos (5.25)
hp hp

reescreve-se a Equacdo (5.24):

"cos(a — b) + cos(a + b) = 2cosacosh
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tp -rp?sin? Oy,

, 1 e 41
PD(TD'Qm'ZD'tD'lp 1 ZwD) th; hD) = f
2h,,p

T
+hwp
f (ztgy' + 1rpcosfy,)?
exp " .
_hwp
2
i Lz nm(z,p — 2)
142 Z e 2 cos ]dz dr (5.26)
D D

Para um poco totalmente completado ao longo da espessura da formagao, tem-se:

1 hp
Zywp = EhD e h’WD = cos ll}, (527)

Aplicando estas relacdes, a equacgao (5.26) pode ser adaptada para:

h
tp -rp?sin? Oy, *2 CO?‘LI)’ ( ,
) cosy’ [ e T ztany' + rp cosb,y,)
Pp (rD; Hml Zp, tp, l/) ’ hD) = ZhD T J. exp|— AT =
0 __hp
2cosy’
—TLZTL'Z
nmnzp 1 z
1+2 Z e hb  cos cosnm (— — —) dz dt (5.28)
] hp 2 hp
n=

A andlise da Eq. (5.28) diz que a queda de pressdo ndo € uniforme ao longo do pogo.
Segundo Cinco-Ley et al (1975), esta situacdo ¢ causada por dois motivos: (1) o pogo foi
considerado como uma fonte linear e o escoamento ao longo desta é considerado uniforme e
independente do tempo e (2) a pressdo ao longo da superficie cilindrica do poco € uma funcdo de

Zp e 6,.
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Cinco-Ley et. al. (1975) mostraram que uma boa aproximacdo para a solucdo que
considera condutividade infinita pode ser obtida a partir da equagdo (5.28). Para tal, computa-se

esta equagdo em zp = 0.2hj, ou z, = 0.8hp, para pressao calculada ao longo do poco, h,,.

O comprimento do poco, h,,, mostrado na Figura (5.1), é representado pelas seguintes

relacdes de coordenadas (Cinco-Ley, 1974):

2
ry = \[(ZD —%D) tg?y’ + 1 (5.29)

B

(ZD - hTD)Z tg>y' +1

1

0,, = cos~ (5.30)

Substituindo as equagdes (5.29) e (5.30) na equacgdo (5.28) e simplificando para zp =

0.2hp, obtém-se:

h
tp -1 +TD le ( b )2
) 1 e4r tg*y'(z + 0.3hy
wa(tD:l/) ’ h'D) - m-]. T -]. exp [_ AT l .
0 _hp
2
0 —nZT[ZT 1
2 V4
1+2 Z "b  cos(0.8nm) cosnm (E — h_)] dz dt (5.31)
D
n=1

Finalmente, a equacdo (5.31) expressa a queda de pressdao adimensional num pogo de
completacdo total e inclinado, em um reservatdrio de extensdo radial infinita e limites verticais

impermedveis; publicada por Cinco-Ley et. al. (1975).
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5.2 Reservatorio com Limites Verticais Impermeaveis — Dominio de Laplace

Existem diversas técnicas para solucionar o problema de escoamento transitorio de fluidos
em meios porosos. Uma delas é a aplicacdo da transformada de Laplace, que pode apresentar
indmeras propriedades convenientes para diferentes cendrios (Van Everdingen e Hurst, 1949).
Como a equacgdo da difusdao € geralmente apresentada de forma mais simples no dominio de
Laplace do que no dominio do tempo, as solu¢des podem ser determinadas para a maioria das
configuragdes de pocos, correspondentes a diferentes condi¢cdes de contorno. Investigacdes
prévias, em especial: Ozkan (1988), Ozkan & Raghavan (1991a, 1991b, 1994a) e Raghavan &
Ozkan (1994b), fornecem uma extensa referencia para solu¢des computacionais de uma grande

variedade de problemas em andlise de teste.

Existem duas vantagens em se obter a solucdo no dominio de Laplace. Primeiro, é
possivel considerar e avaliar, mais facilmente, efeitos de heterogeneidades da formacgdo (por
exemplo: dupla porosidade e fratura), assim como programar condi¢cdes de vazao varidvel (Ozkan
e Raghavan, 1991a, 1991b, 1991c, 1994, 2000). Segundo, a transformada de Laplace reduz a
integral de convolugdo (Carslaw e Jaeger, 1959) a uma expressdo algébrica e elimina a
necessidade de uma discretiza¢do no tempo. Entretanto, como desvantagem, € necessario inverter
os resultados utilizando um algoritmo numérico a fim de avalid-los no dominio do tempo — como,

por exemplo, o sugerido por Stehfest (1970).

Ozkan e Raghavan (2000) desenvolveram um algoritmo para computar as respostas do
transitério de press@ao em pocgos inclinados, onde a solugdao é derivada no dominio de Laplace.
Com o proposito de apresentar uma rigorosa descricdo das derivacOes realizadas pelos autores na

obtencdo desta solugdo, reescreve-se a equacao (4.33):

qu exp(—rpVu)
4kl pS

Ap(xp,¥p, 2p,S) = (5.32)

onde rp = (xp — xyp) + (Wp — Ywp) + (Zp — Zyp).

A Equacao (5.32) representa a solucdo da fonte pontual continua, no campo de Laplace,

em um reservatorio infinito. O raio adimensional 7, estd definido na Equacao (4.26).
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Na Equacdo (5.32), o0 novo parametro u € definido como:

{ s para reservatorios homogénios
u= -
sf(s) reservatorios naturalmente fraturados

Este parametro € adicionado a solucdo a fim de ilustrar a possibilidade de introduzir
funcdes que contemplem pardmetros de heterogeneidades da formagdo — tais como a idealizacao
de dupla-porosidade em reservatdrios naturalmente fraturados (Hauzen et. al., 1988 e Ozkan &
Raghavan, 1991a, 1991b, 1991c). Na definicio de u dada acima, f(s) representa qualquer
formulacdo que expresse as varidveis de um reservatério naturalmente fraturado. Expressdes
apropriadas para f(s) podem ser encontradas na literatura, por exemplo: Warren e Root (1963),

Kazemi (1969), DeSwaan-O (1971) e Raghavan (1993).

Nesta secdo, o desenvolvimento da solucdo segue utilizando rigorosamente a defini¢do
geral do parametro u. Entretanto, as andlises desta dissertacdo se restringirdo apenas a

reservatérios homogéneos [f(s) = 1].

Analogamente ao que foi apresentado para a determinacdo da solucdo no dominio do
tempo, a solucdo da fonte pontual num reservatério de extensdo radial infinita no dominio de
Laplace pode ser entdo obtida pelo método da imagem. Para tal, € necessario obter as imagens da
fonte nos planos z =0 e z = h, alternando uma fonte e um sumidouro para que nao haja
escoamento através destes planos (dp/dz = 0). Desta forma, tem-se uma quantidade 2n de
imagens localizadas em z,,, + 2nhp (n de -0 a +o©) na dire¢@o z. Com isso, a resposta da pressao

no dominio de Laplace € a soma das solucdes individuais:

- +o0
= N {eXp [—vuy G = xwp)? + O = Ywn)? + (2 — 2p — 2nhp)?]
dmkls \/(xD - wa)2 + (YD - wa)z + (ZD — Zwp — ZnhD)Z

n=-—w

n €xp [_\/a\/(xD — Xwp)?+ o —Ywp)? + (2p + Zyp — ZnhD)ZJ

(5.33)
\/(xD — Xwp)* + (Vo — Ywp)? + (2p + z,p — 2nhp)?

45



Denominando R,zcy’D como a distancia horizontal entre a fonte (x,,,y,,,Z,) € 0 ponto de

observagio(x,y, z):

Razcy,D = (xp — xwp)* + (p — Ywp)? (5.34)

E definindo zp; e zp, como sendo:

Zp1 = Zp — Zwp (5.35)

ZDZ = ZD + ZWD (536)

Entdo a equacdo (5.33) pode ser escrita da seguinte forma:

ik [exp (_\/a\/Rchy,D + (zp1 — ZnhD)Z)

—  qu
Ap = 4mkls Z | +
n=—ow \/R,%y,D + (zp1 — 2nhp)?
exp (_\/a\/Riy,D + (zpp — ZnhD)Z)]
(5.37)
\/Ra%y,D + (zp2 — 2nhp)? J

Mais uma vez utiliza-se a férmula de somatorio de Poisson para séries infinitas (Carslaw e

Jaeger, 1959, p. 275),

N (¢ —2ng,)?| Vmr

n=-—oo

)cos nr ;] (5.38)

c nm?ty
1+2 Z exp| — >
n=1 $e
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onde, multiplicando-se ambos os lados da equacdo (5.38) por exp[—a?/(471)]/Vrt3 e aplicando-

se a transformada de Laplace na expressdo final em relacdo a t, tem-se (Ozkan, 1988, p. 17):

+o0

Z exp(—vuy/a? + (§ —2ng)?) _
Nn=—oo \/az + (E - ZnEe)Z

1 n=w n272 &
= Ko(avu) + 2 ; Ko| a ’u + % .cos (nng) (5.39)

onde K, representa a funcio de Bessel modificada de primeira espécie e ordem zero.

A Figura (5.5) apresenta as varidveis adicionais a serem utilizadas nas derivacdes que

seguem.

Limites verticais
Impermeaveis

Figura (5.5): Varidveis a solugdo no dominio de Laplace.

A expressdo do somatorio, dada pela Equagdo (5.39), pode ser verificada na Equagdo
(5.37) com o proposito de se obter a expressao para distribuicio de pressdo de uma fonte pontual

em um reservatorio de extensado radial infinita e camadas planas impermedveis em z = 0 e z = h.
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—_ qu

p = 2 klh s KO(nyD\/_) + 22 K0 ( unnyD)
Zwp + Up COS Zywn +vncos '
cos (mr wb U (p) cos [ nmr =22 “p L (5.40)
hp hp
Onde Up = U/l, €
n?m?
U, =u+—> (5.41)

hp

Note que zp = z,,p + vy cos@. Logo, a distribuicdo da pressdo para uma fonte linear

inclinada é entdao computada pela seguinte expressao:

+hy /2

— qu
AP = o kihys f
—hy /2

z Zyp +vpcos Y’ ,
cos (nn—D> cos [ nr =22 upCos P dvp (5.42)
hp hp

Ko(Rpvu) + 2 i Ko (/un Rp) -

Ou ainda, apds modificar os limites de integragao:

+hy /21 "
— qu
Ap = f Ko(RpVur) + 2 Z Ko (/unRp) -
2mkhps
~hy/21 n=1
z Zyp +Upcos Y’ ,
cos (nn—D> cos [ nr =2 UpCos v dvp (5.43)
hp hp

Novamente utilizando a definicdo de ¢ [dada pela equagdo (5.19)], considerando vazdo

constante, obtém-se:
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+hy, /21

K f
P = 2nkhyhys

Ko(RpVur) + 2 i Ko (/unRp) .

~hy/21
z Zyp +vUp cos P’ ,
cos (mr—D) cos  nr 22 —2 v dvp (5.44)
hp hp
onde € importante notar as seguintes relagdes:
R, = \[T'DZ +v% sen? Y — 21pvp, sen’ cos 6, (5.45)
e
r\2
15 = (xp — xwp)? + p — Ywp)? = (r_) = (vp sen @)? (5.46)
w

Substituindo a defini¢do da pressdo adimensional (Tabela 5.1) e realizando a seguinte

mudanga de varidvel,

Tp = vp seny’ (5.47)
reescreve-se a equacgdo (5.44) da seguinte forma:

+th

5 sen Y

f [KO(RD\/Z) +2 z Ko (y/un Rp) -

——5sen Yr

z Zyp + Tpcotg P’ ,
cos (nnh—D> cos (nn wp  TpCOLG Y )l drp (5.48)

D hD

1

App = ——
Pp sh,,pseny’
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Onde pode ser feita a seguinte redefini¢do da equacdo (5.45),

Rp = \[rDz + 7175 — 21p1y 0SB, = \[(TDCOSQ — rl;)z + 7% sen? 6, (5.49)

Embora a Eq. (5.48) represente a solucdo completa para o caso estudado, ela ndo é
computacionalmente prética de se utilizar. Na verdade, embora expressdes similares possam ser
encontradas na literatura, elas ndo t€m sido aplicadas devido a dificuldades numéricas (Lu, 1997).
Com isso, Ozkan e Raghavan (2000) apresentaram formas alternativas para aplicacdo da Eq.

(5.48), a fim de tornar possiveis as avaliagdes numéricas para qualquer intervalo de tempo®.

Neste mesmo estudo, Ozkan e Raghavan (2000) também apresentaram formas limites da
solu¢do dada pela equacdo (5.48), com o objetivo de obter assintotas de tempo-curto e tempo-
longo. O Apéndice C desta dissertacdo apresenta o rigoroso desenvolvimento matematico
realizado na elaboracdo destas assintotas — validas para angulos de inclinag¢do entre 0° < ¥ < 90°.

Segue abaixo as expressoes finais elaboradas.

A assintota de tempo-curto é expressa pela seguinte equacio:

AT _ — 0)2 4 72 can?
App (s = ) = 25th senl/J [J(ZD e)? + 12 sen? 0, Vu (5.50)

Invertendo a Eq. (5.50) para o dominio do tempo, tem-se:

Bhp (zp — zyp — €)? + 15 sen? 0,
4h,,p seny’ i 4t;

App = (5.51)

onde

¥ As derivagdes estdo detalhadas no Apéndice B.
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wD th
2 para ———seny’ <rpcosb, <——seny)’

2 2
h h
B=1{1 para rpcosb,, = %Dsenlp’ ou 1pcos0, = —%Dsenw’ (5.52)

th ’ th ’
(0 para rpcosty < Tsenz/) ou 1pcosb, > Tsenlp

A expressao final para a assintota de tempo-longo, ja invertida para o dominio do tempo, é

expressa pelas seguintes equagdes (Ozkan e Raghavan, 2000):

App = Appy + F (5.53)
onde
Apps = 0.5(Int, + 0.080907) + 1 +
2 hup hop
W (rD cos 0,, ,1p sen Hm,—Tsenlp +Tsen¢ ) (5.54)
sendo

1
o(xp,yp,a,b) = Z{(xD — b) In[(xp — b)* + yp?] — (xp — @) In[(xp — a)? + yp 2]}

2 (2 - ()]
-2t 2 ") -t 5.55
> |8 " g " (5.55)

hp |1 1
F=-—2!2|In +

hwp |2 1—2exp(—2A)cosm (ZD-I_z—WD-I_e) + exp(—241)
D

In = - -
1—2exp(—A)cosm (—ZD ZWD e) + exp(—24)
D

o 1
7T sen 1/) Z n cos TlT[ Io(b1; 00, —) + [y (by, 00, +)] (5.56)
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Nota-se que a Equacdo (5.48) e a respectiva assintota para tempo-curto ndo podem ser
numericamente avaliadas para o caso de um pocgo vertical (Ozkan e Raghavan, 2000). Contudo, é
possivel realizar uma aproximagao a partir das Equagdes (5.44) e (5.45). Se impusermos ' = 0
na relagdo dada pela expressdo (5.45), teremos Rp = 1p. Logo, adimensionalizando a equagdo

(5.44), tem-se:

+hwp/2

o= |
pD_ShWD

_th/Z

+ ' :
cos (nnZ—D) cos | nm Zwp + Upcos Y dvp (5.57)
hp hp

Ko (rpvur) + 2 Z Ko (/uaTp) -

Por fim, resolvendo a integral:

1 4hy O 1
Ap = ;KO (T‘D\/a) + T[Sh‘iD EKO (TD\/u—n) .
=1

n

Zp Zwp th)
cos (nrr hD> cos (nn h ) sen (nn 2h, (5.58)

Com isso, a Equacdo (5.58) acima se aplica a pocos verticais. Vale ressaltar que esta

equacao € idéntica a solu¢do proposta por Kuchuk e Kirwan (1987).

O caso limite de um pogo horizontal ndo serd abordado aqui. Para tal, solu¢des analiticas e
semi-analiticas podem ser encontradas na literatura. Como referéncia, recomenda-se: Lee et. al.

(2003) e Kamal (2009).

O comportamento transitério da pressdo, para o caso de um pog¢o inclinado de
condutividade infinita, pode ser obtido a partir destas equacdes. Para tal, a pressdo € computada

num ponto equivalente com coordenadas 7, 8, z dadas por (Ozkan e Raghavan, 2000):
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5 =+/1+ 0.09h2 sen?7)’ , (5.59)

0.3h,,p seny’
0, = cos‘1< wh_ s > (5.60)
p
e
z5, = Zyp * 0.3h,,p cosY’ (5.61)

O sinal de mais/menos na equagdo (5.61) corresponde a localizagdo do poco na parcela

superior ou inferior da formagao, respectivamente.
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6. APLICACAO E RESULTADOS

Neste capitulo serdo apresentados os resultados da investigacdo feita sobre o
comportamento da pressdo em pogos inclinados, baseados nos desenvolvimentos apresentados
nas secOes anteriores. O objetivo aqui € apresentar resultados tedricos relativos ao efeito de
inclinacdo dos pogos, fornecendo um melhor entendimento fisico sobre os parametros que afetam
o transitdrio da pressdo. Além disso, serd avaliada a aplicabilidade das solu¢des apresentadas na

pratica da Andlise de Teste.
6.1 Solucao no Dominio do Tempo

Neste item serd realizada uma andlise do comportamento transitério da pressdo, a partir da
Equacgao (5.31), para diferentes angulos de inclinacdo e espessura adimensional da formacao.
Para as andlises realizadas, foi considerado um reservatério de 6leo, homogéneo, isotropico, com
extensdo radial infinita e limites verticais impermedveis. Para o pogo € atribuido a hipdtese de

completagdo total (h,,, = hp/cosy), sendo a pressdo computada no centro da formagio,

Zywp = hD/Z

Nota-se que na solugdo dada pela Equacdo (5.31) ha um operador somatério, com o termo
limite superior infinito, contido em ambas as integrais no espago € no tempo. Com o intuito de se
obter resultados satisfatorios a partir desta solugdo, a fim de serem geradas curvas tipicas, foram
utilizados diferentes valores limites para o termo limite » do somatério. Por exemplo, para
geracdo das curvas tipicas na Figura (6.3) foram utilizados para os angulos 1 = 30°, 1) = 60° e
Y = 75° os limites n = 30, n = 40 e n = 60, respectivamente. Para a curva tipica de um poco
vertical (1 = 0°) foi utilizado n = 1, uma vez que para este caso a solucdo torna-se independente
do operador somatdrio da espessura adimensional da formacdo (hp), anulando o operador
somatorio. Para valores de hp maiores que aquele da Figura (6.3), os valores de n devem ser

maiores.

As Figuras (6.1) e (6.2) apresentam graficos semi-log do comportamento da pressao

adimensional em relacdo ao tempo adimensional, para ip = 100 e hp = 200, respectivamente.
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Figura (6.1): Semi-log de pp vs. tp para poco com diferentes angulos de inclinagdo e espessura
adimensional /p = 100.

A partir destas figuras observa-se que as curvas apresentam um regime de escoamento
inicial (ERi) com comportamento linear, de inclinacdo igual a 1.151 cos’, representado pela
reta no tempo-curto. ApOs este regime de escoamento inicial, hd um periodo de transicdo, na
qual observa-se um aumento no desvio do comportamento da pressdo em relagdo a solugdo da
fonte linear (1 = 0°). Finalmente, observa-se o regime radial infinito (ERI), caracterizado por

uma reta de inclinagdo 1.151 (independente da inclinagdo do poco).
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Figura (6.2): Semi-log de pp vs. tp para poco com diferentes angulos de inclinagdo e espessura
adimensional /p = 200.

As Figuras (6.3) — (6.6) apresentam curvas tipicas para diferentes angulos de inclinagdo
do poco, onde cada figura foi gerada para uma dada espessura adimensional da formacao.
Comparando-as, pode-se notar que quanto maior a inclinacio do poco maior serd a area de
contato deste po¢o junto a formacgdo, resultando numa menor queda de pressdo adimensional.
Este comportamento é andlogo a um efeito de pelicula negativo (estimulo), sendo tanto mais
evidente quanto maior a espessura adimensional da formagdo. As figuras indicam que quando o
angulo de inclinagdo ¥ € menor ou igual a 30° o comportamento da solucdo torna-se
relativamente proximo ao de um pogo vertical. Entretanto, a medida que se aumenta a inclinacao
do pocgo, as diferencas sdo muito mais significativas. Ainda, quando ¥ = 0°, a solu¢do para um

pocgo vertical torna-se aplicdvel; uma vez que esta solu¢do ndo depende de hp.
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Figura (6.3): Curvas tipicas para pogo com diferentes angulos de inclinac¢do e espessura
adimensional /p = 100.
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Figura (6.4): Curvas tipicas para pogo com diferentes angulos de inclinag¢do e espessura
adimensional /ip = 200.
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Pode-se observar que as curvas de derivada no tempo-curto apresentam valores menores
do que no tempo-longo. No tempo-curto elas sao influenciadas pelo aumento da area da formagao
aberta ao escoamento, devido a inclinacdo do poco. Logo, quanto maior a inclinacdo do pogo
menor serd o valor da derivada neste intervalo. Para maiores angulos (¥ = 60° ey = 75°), a
curva da derivada exibe, no tempo-curto, um regime de escoamento caracterizado por uma linha
horizontal paralela ao radial infinito caracteristico do tempo-longo. Classifica-se este transitério
no tempo-curto como sendo o regime de escoamento radial inicial (ER1) e quanto maior o angulo
de inclinagdo do poco, maior serd a predominadncia deste regime de escoamento. O

comportamento da derivada neste intervalo satisfaz a seguinte relacdo:

dwa _ ( dwa) 1

_ _Z 1
dint,  \P7dty ), 7 C0sY (6.1)

Nota-se, contudo, que o aumento do angulo de inclinagdo resulta apenas num pequeno
atraso para o fim deste regime de ERi no tempo-curto; porém, delonga o surgimento do regime de
escoamento radial no tempo-longo. Ou seja, o intervalo entre o primeiro radial e o radial infinito

torna-se cada vez mais longo com o aumento do angulo de inclinagdo

58



hD = 500

10.00
5.00¢
~ 100}
Q
QN 0.50¢ - m—mTmTZ======
*
S N ANy A
(D]
I B A A O
&L0.10}
- — PD(¥ =09 =---tD*PD' (¥=0° |
0.05¢ —— PD(@=30° - - — D*PD' (¢ =30
— PD (W =60° - - - tD*PD' (¢ = 60°)
—PDW =75 - - - D*PD' (¥ = 75°)
0.1 10 1000 10° 107
Ip

Figura (6.5): Curvas tipicas para pogo com diferentes angulos de inclinag¢do e espessura
adimensional /ip = 500.

Ao fim do regime de ERIi, observa-se um periodo de transicdo que se estende até que o
regime radial infinito se estabeleca. Analisando a curva da derivada para o dngulo de inclinagdo
Y = 75° (azul tracejado), na Figura (6.6), nota-se que este periodo se desenvolve entre o
intervalo 10" < 7p < 10”. Sobre este periodo de transicdo, ndo se encontra nenhuma mencdo na
literatura para um possivel regime de escoamento. Tampouco uma expressdo que possa
representar o comportamento do transitério da pressao durante este intervalo. No entanto, nesta
dissertacdo foi possivel observar um escoamento de caracteristica radial durante este periodo.
Através das Figuras (6.3) — (6.6) € possivel notar um segundo patamar horizontal neste periodo
de transi¢do. A esta constatacao foi atribuida a existéncia de um segundo regime de escoamento

radial — sendo aqui denominado de escoamento radial de transi¢do (ERT).
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Figura (6.6): Curvas tipicas para pogo com diferentes angulos de inclinag¢do e espessura
adimensional #p = 1000.

Uma explicacdo fisica para o surgimento deste regime de ERT baseia-se na convergéncia

das linhas de corrente do reservatério em dire¢do ao pogo inclinado [Figura (6.7)].

A fim de descrever o surgimento dos regimes de escoamento identificados, tomam-se
como referéncia as curvas tipicas geradas para um pogo com inclinacdo ¥ = 60° e Y = 75°

[Figuras (6.3) — (6.6)], em conjunto com a Figura (6.7).

Inicialmente, as linhas de corrente radiais predominam nas imediacdes do pogo, onde
convergem perpendicularmente ao eixo do poco - este comportamento caracteriza o primeiro

radial, ou ERi.
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Figura (6.7): Ilustrag@o das linhas de corrente do reservatério para um pogo inclinado.

Com o decorrer do tempo, as linhas de corrente proximas as extremidades do poco passam
a apresentar as primeiras linhas de convergéncia vertical. Estas primeiras linhas de corrente
verticais surgem tanto da convergéncia proxima a base da formacao em direcdo a parcela inferior
do pogo, quanto da convergéncia proximo ao topo da formacao em direcdo a parcela superior do
poco — este fendmeno descreve o primeiro ganho de inclina¢do na curva da derivada, logo apds o
fim do regime de ERi [Figuras (6.3) — (6.6)]. Apds a curta duracao destas linhas de convergéncia
vertical, as linhas de corrente mais uma vez passam a convergir radialmente em direcdo ao pocgo,
onde um segundo patamar horizontal é estabelecido. Este patamar foi identificado como um

segundo regime de escoamento radial, denominado regime de escoamento radial de transicao

(ERT).
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De forma andloga a descri¢cdo do pardgrafo anterior, ao fim do regime de ERT, as linhas
de corrente convergem para a direcdo radial paralela aos limites verticais, apresentando

novamente um ganho de inclinacio na curva da derivada antes de atingir o regime de ERI.

A validacdo desta exiténcia € feita a partir de uma importante observagdo. A partir das
curvas tipicas geradas é possivel notar que, quanto maior o angulo de inclina¢do do poco, menor
serd a duracdo do regime de ERT. Analisando a Figura (6.6), € possivel observar que para o
angulo de inclinagdo ¥ = 60° o ERT se desenvolve no intervalo entre 5.10" < 1, < 2.10°,
enquanto que para ) = 75° o ERT se desenvolve entre 10° < 75, < 2,3.10°. Intuitivamente é de se
esperar este tipo de comportamento, uma vez que quanto maior o angulo de inclina¢do do poco,
mais o transitério da pressdo se comporta como o obtido por um pogo horizontal. Neste caso
limite, o regime de transicdo entre os ERi e ERI caracterizar-se-ia como um regime de
escoamento linear — tipico de pogos horizontais. Em tempo, pode ser claramente notado o quanto
a curva da derivada para o angulo de 75° (azul tracejado) tende a um comportamento similar ao
de pogo horizontal. Os dois platds (inicial e final) desenvolvidos estdo relacionados ao regime de
escoamento radial que ocorrem nesta geometria de pogo. Na Figura (6.6), o primeiro plato tende
a se estabilizar a um valor de tp * p'p = 0.129, correspondendo ao escoamento radial num pogo
horizontal sem o efeito de barreiras. O segundo platd estabiliza-se em tp * p'p = 0.5,

representando o regime de ERI no tempo-longo.

Verifica-se que, assim como o regime de ERi, o comportamento do regime de ERT
também ¢é proporcional ao dngulo de inclinagdo do pogo. Com isso, a partir da Equagado (6.1), foi

possivel chegar a uma aproximacao que satisfaz o comportamento da derivada neste intervalo:

d Pwp (t dwa

bde,

1 li
dinty ) =7 (cosy)>® (62)

ERT

Importante salientar que embora relacOes equivalentes a Equagdo (6.2) possam ser vistas
na literatura (Dinh e Tiab, 2009 e Habte et. al., 2010), até o momento estas ndo tem sido
aplicadas ao caso de pocos inclinados. A constatacdo do regime de ERT em pocos inclinados ndo

tem sido comentada na literatura.
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Seguindo a andlise das curvas tipicas, fica evidente que apds o transitério da pressao
atingir ambos os limites verticais da formacdo, o escoamento comeca a convergir radial e
paralelamente aos limites verticais em direcdo ao pogo. Este periodo € conhecido como sendo o
de regime de escoamento radial infinito (ERI), onde a derivada da pressdo se estabelece em um

valor constante:

d Pwp ( dwa) — 1

dint, \Pdt, /), 2 (63)

Embora os modelos apresentados nesta dissertacdo sejam para o caso de um reservatorio
de extensdo radial infinita, vale ressaltar que uma vez atingidos os limites radiais do reservatorio,
o regime de ERI chega ao fim — assim como o comportamento transitério da pressdo. Neste
ponto, o escoamento passa ao estado pseudopermanente (no caso de limites selados) ou

permanente (para caso de limites com manutencao de pressao).

A partir deste ponto serd discutida a andlise direta das expressdes analiticas, para cada
regime de escoamento apresentado previamente. A Figura (6.8) apresenta um sumdrio de cada

regime de escoamento analisado neste capitulo.

» Escoamento Radial Inicial, ERi

Como visto nas curvas tipicas anteriormente apresentadas, se a espessura da formacao
(hp) e o angulo de inclinagdo do pogo forem suficientemente grandes, um regime de escoamento
radial se desenvolve no tempo-curto. A interpretacio deste regime pode ser realizada
identificando-se uma linha horizontal na curva de derivada em conjunto com a relagdo dada pela

Equacdo (6.1). Substituindo as defini¢des das varidveis adimensionais na Equagdo (6.1), temos:

qu cosy’

(t * Apgri = Ak h

(6.4)
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Logo, tomando qualquer ponto na curva de derivada durante o periodo de ERi, a Equacdo
(6.4) pode ser aplicada tanto no célculo da permeabilidade, k,., quanto no angulo de inclinacio do

poco, Y - desde que se tenha de antemao o valor de uma das varidveis.

» Escoamento Radial de Transicao, ERT

Como mencionado anteriormente nesta dissertacdo, em alguns casos, foi possivel observar
um regime de escoamento radial durante a transicdo entre o radial inicial e o radial infinito. A
este regime deu-se o nome de escoamento radial de transicdo. Em sua andlise é notada uma
peculiaridade: quanto maior o angulo de inclinagdo do pogo, menor serd o periodo de duracdo
desde regime. Esta constatagdo pode ser vista nas Figuras (6.3) — (6.6), comparando as curvas de
derivada para ) = 60° e 75°. A explicacdo atribuida a este comportamento diz respeito ao fato de
que quanto maior o angulo de inclinacdo mais o transitério da pressdo se aproxima do

comportamento obtido para um poco horizontal.

— Pp (=01 = = —tp«P'pW=09
10.00 F——2Pp @=30) — — _ 1P p =307 E
—— Pp (=609 — — — ipxP'p (W=60°
5.00 f — o =19 - - — 1oorin g .
“Q:: 1.00 +
% 050} T ---==-z=z===
Q
~
o | g LS e
S S S S
0.10+ B
0.05F/
(tp * P'D)ERT = % (cos yr')0-6
" | | I
0.1 10 1000 10° 107

Figura (6.8): Regimes de escoamento em um poco inclinado num reservatério infinito com
espessura adimensional 4p = 1000.

De forma andloga aquela apresentada para o ERi, a interpretacdo deste regime pode ser

realizada identificando-se uma linha horizontal na curva de derivada em conjunto com a relagdao
64



dada pela Equacdo (6.2). Substituindo as defini¢des das varidveis adimensionais na Eq. (6.2),

tem-se:

, qu(cos)*
(t* Apepr = —, (6.5)

Da mesma forma, a Equacdo (6.5) pode ser aplicada tanto no célculo da permeabilidade,
k,, quanto no do angulo de inclina¢do do poco, 1 - desde que se tenha de antemao o valor de

uma das varidveis. Ainda, a partir da Eq. (6.5) € possivel derivar a seguinte relagdo entre Ap e t:

2,303qu(cosy’)%6
4k, .h

(Ap) grr = logt + C4 (6.6)

onde C;€ uma constante.

A Equacdo (6.6) indica que um grafico semi-log de Ap vs. t gera uma reta com a seguinte

inclinagao:

_ 1,151qu(cos yp")*°
Merr = 21k h

(6.7)

Logo, a partir de uma andlise da curva num gréafico semi-log (no intervalo em que se
estabelece este regime de escoamento) também € possivel estimar o valor da permeabilidade, ou

o angulo de inclinagdo.

Nota-se que a partir de uma andlise deste regime de escoamento € possivel estimar o valor
da permeabilidade da formacdo, sem a necessidade de estender o teste até que o transitdrio atinja
o radial infinito. Este aspecto proporciona uma menor duragdo para um Teste de Poco, resultando

em menores custos operacionais.
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» Escoamento Radial Infinito, ERI

7z

Este regime de escoamento é descrito pela Equacdo (6.3) e € identificado pela linha
horizontal no tempo-longo, com valor da derivada constante e igual a 0.5. Este regime torna-se
comum a todos os angulos de inclinacdo a partir do momento em que a pressao atinge ambos os
limites verticais impermedveis da formacgdo. Substituindo as definicdes das varidveis

adimensionais na Equacgdo (6.3), tem-se:

qu

4k, h (68)

(t * Ap ) gry =

A partir da relagdo acima € possivel realizar uma estimativa direta no cdlculo da

permeabilidade, k,..

A Figura (6.9) apresenta curvas tipicas para diferentes valores de hp num poco com
inclinacdo ¥ = 60°. Pode-se concluir que quanto maior a espessura adimensional da formagao
maior serd a duracdo do periodo de regime ERi. Também pode ser notado que para maiores

valores da espessura adimensional maior serd o tempo para se desenvolver o regime ERI.

Outro aspecto pode ser notado na Figura (6.9), a respeito do periodo em que se
desenvolvem os regimes de escoamento. Uma vez que, para um mesmo angulo de inclinagdo do
pogo, o comportamento caracteristico das curvas de derivada para os regimes ERi, ERT e ERI
sdo independentes da espessura adimensional da formacdo, estes regimes se desenvolvem no

mesmo patamar indicado na figura.
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Figura (6.9): Curvas tipicas para pogo com angulo de inclina¢do P = 60° e diferentes valores de
espessura adimensional, Ap.

Como mencionado anteriormente, quando ¥ = 0° a solucdo torna-se independe de hp; a

Figura (6.10) ilustra esta constatagdo. Isto € esperado, uma vez que a solucdo apresentada por

Cinco-Ley (1974) foi derivada considerando o po¢o como uma fonte linear. Logo, a pressdo

adimensional para um pogo inclinado deve gerar a solugdo da fonte linear quando ¥ = 0°.

Para mostrar esta constatacdo, partindo da solucdo proposta por Cinco-Ley (1974), onde

ao considerar Y = 0° na Equagdo (5.24), tem-se:

tp

—rp?(sin? O +cos? 6y, )

4T

1 e
pD (rDiem'ZD'tD' l/)’ = 0' hD) = f
2h,

hp
Ir 0 —‘nZT[ZT +7 1
nmz z
|hD+ZZe " cos—2 f cosnn(———)dz
| F "
n=1 hD
2
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Dado que:

_D

Z cosnm (——i) dz=0 (6.10)
hp

n=1

+

NS

Logo, a equacdo (6.9) torna-se:

tp —T'D

, 1 (e 4
pD(TD;tD;lp = 0)=2_j —_ J_du (611)

0
4tD
que ¢ a solucdo da fonte linear:
1 Tp

po(rp, tp, ' =0) = —Z—El <— E) (6.12)
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W=0°

10.00
5.00
- 100}
T 050t
5

=~ 0.0

! —— PD(hD=100) = - - tD*PD'(hD =100)

0.05} —— PD(hD=200) - - - tD*PD'(hD =200)

—— PD (hD=500) - - - tD*PD'(hD = 300)

—— PD (hD=1000) - - - tD*PD' (hD = 1000)

0.1 10 1000 10°
Ip

Figura (6.10): Curvas tipicas para poco com inclinacido P = 0° e diferentes valores de espessura
adimensional, Ap.

Para pequenos angulos, as curvas de pressdo e derivada ndo apresentam diferengas
significativas com a variagdo da espessura adimensional, como pode ser visto na Figura (6.11).
Desta constatacdo, pode-se afirmar que para pogos com angulos de inclinacdo menores ou iguais

a 30°, a solugdo, assim como o comportamento transitério da pressio, torna-se muito préxima a

de um pogo vertical.

Até este ponto, foram apresentadas aproximacdes analiticas para cada um dos regimes de
escoamento identificados. A partir destas expressoes, € possivel realizar uma interpretacdo direta
utilizando a curva de derivada da pressdo sem o auxilio de um ajuste a curva tipica. Este

procedimento € apresentado no item a seguir.
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Y=30°
10.00 .
5.00¢F = ]

- 1.00}
% 050}
°
Q? ' * ' —
0.10¢ — Pp'(hp=100) --- tp*Pp'(hp=100) |
0.05F —— Pp'(hp=200) - -- ID*Pp'(hAp=200)
' —— Pp'(hp=500) - -~ Ip*Pp'(hp=>500)
—— Pp'(hp=1000) - -~ Ip*Pp'(hp=1000)
1 10 100 1000 10* 10° 10°
Ip

Figura (6.11): Curvas tipicas para po¢o com inclinacido ¥ = 30° e diferentes valores de
espessura adimensional, /p.

6.1.1 Procedimento de Analise

Como mostrado pelas Equagdes (6.1) - (6.3), as curvas de derivada apresentam patamares
distintos para cada regime de escoamento. A andlise direta destas expressdes num gréfico
diagnéstico fornece uma rdpida estimativa do valor de permeabilidade.

O exemplo a seguir tem o proposito de ilustrar o procedimento de andlise baseado na
TDS. Para tal, foram gerados dados sintéticos de um teste de pressdo em um poco inclinado a

partir da Equacdo (5.31). Os parametros utilizados para gerar os dados estdo listados na Tabela

(6.1).
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Tabela (6.1): Parametros do reservatdrio/poco para o exemplo gerado.

R , SISTEMA UNIDADES DE
PARAMETROS SIMBOLOS
INTERNACIONAL CAMPO
Vazio q 2,3.10°m3/s 125 bbl/d
Angulo de inclinagio " 60° 60°
do pogo
Espessura do 91,44 m 300 ft
reservatorio
Permeabilidade radial , 4,9.10" m’ 50 mD
Porosidade ¢ 20% 20%
Compressibilidade ¢ 2,9,10‘9 Pa’! 2.107 psi']
total da formagao
Viscosidade U 1,3.10° Pa.s 1,3 cP
Raio do poco Ty 0,0762 m 0,25 ft

A Figura (6.12) apresenta o grafico diagndstico para os dados de pressao gerados.

10.00

5.00 ¢

1.00¢
0.50¢

0.10¢
0.05¢

AP[psi] e (t.AP")[psi]

(E.&PI)ER_[ =0,76 pSl

(£.AP")gg; = 0, 38 psi

(1.AP")grr = 0, 5 psi

1073

0.001

0.1
tempo [hr]

10

Figura (6.12): Gréfico diagnostico dos dados sintético gerados.
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A partir de cada regime de escoamento identificado (ERi, ERT e ERI), obtém-se os

respectivos valores da derivada da pressao:
(t * Ap")gr; = 0,38 psi
(t * Ap)grr = 0,5 psi

(t * Ap")gr; = 0,76 psi

Utilizando as expressdes para cada regime de escoamento [Egs. (6.4), (6.5) e (6.8)], é
possivel estimar os valores de permeabilidade. Realizando este procedimento para o regime de

ERT, a partir da Equacgao (6.4) em unidades de campo, tem-se:

_70.6qu(cos Y")oe _ (70,6).(125).(1,3).(cos 60°)0°
T h(E*Ap)grr (300).(0,5)

= 50,46 mD

Realizando o mesmo procedimento para os regimes de ERi e ERI, estima-se: k, =

50,31 mD e k,, = 50,31 mD, respectivamente.

Na Figura (6.12), verifica-se que o regime de ERT se estabelece num intervalo curto entre

0.1 <¢<0.4 [hr]. A Figura (6.13) apresenta o grifico semi-log para este periodo.
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Megr = 1, 165 psi/ ciclo

10 L I 1 . L I L 1 1 1 L 1
0.0 0.02 0.05 0.10 0.20 0.50 1.00

tempo [hr]

Figura (6.13): Grafico semi-log para o intervalo do regime de ERT.

A partir da inclinacdo da reta, ajustada na Figura (6.12), também é possivel estimar o

valor da permeabilidade. Utilizando a Equacao (6.7), em unidades de campo, tem-se:

_ 162,56qu(cos Y")oe _ 162,56.(125).(1.3). (cos 60°)0°

= 50,08 mD
h Mgy (300).1,165 m

r

As andlises realizadas neste exemplo servem para ilustrar o quao importante € escolher os
pontos no gréfico diagndstico que melhor representem cada regime de escoamento — uma vez que
a andlise direta aplicada ao gréfico logaritmico faz com que o cédlculo da permeabilidade seja

muito sensivel a este ajuste.

6.2 Solucao no Dominio de Laplace

Neste item serd realizada uma andlise do comportamento transitorio da pressdo, baseada na
solu¢cdo derivada no dominio de Laplace. Serdo avaliadas as assintotas de aproximagdo para

tempo-curto e tempo-longo.
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Em todas as computacdes apresentadas aqui, € nas se¢Oes seguintes que contemplam a
solu¢do no dominio de Laplace, foi utilizado o algoritmo de inversdo numérica sugerido por
Stehfest (1970). A precisao dos resultados obtidos por este algoritmo é governada pelo parametro
N. Em suma, este parametro determina o nimero de termos a serem considerados na inversio da
funcdo no dominio de Laplace para o dominio do tempo’. Teoricamente, a precisdo da inversdo
numérica deveria aumentar com o aumento do valor do pardmetro N. Na pratica, contudo, a
medida que N torna-se muito grande, o resultado sofre de erros de arredondamento. Stehfest
(1970) sugere que o valor 6timo de N seja aproximadamente proporcional ao nimero de digitos
usados na programacgdo. Nesta dissertacdo, a inversdao numérica foi realizada com valor de N

igual a 8.

» Aproximacio para tempo-curto (s - o)

A Figura (6.14) a seguir ilustra o comportamento da assintota derivada para tempo-curto
para diversos valores do angulo de inclinag¢do (). Esta figura foi gerada a partir da Equacdo
(5.51), para um reservatdrio com espessura adimensional hp, = 100 e poco de completagao total

(CT), hyyp = hp/cosp.

? Para mais detalhes, verificar a publicagdo de Stehfest (1970).
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hp=100 e hyp=hp/Cos[i/]

10
1 L
<01
S
>
& 0.01
PD (¥ =0°) tD*PD' (& = 0°)
—— PD (=30 - - — tD*PD' (¥ = 30°)
0.001¢ —— PDW=60° --— tD¥PD' (=60 ;
—— PD =75 - - — tD*PD' (& =75°)
—— PD (¥ =89 - = — tD*PD' (i = 89°)
1074 L - . . :
0.1 1 10 100 1000
Ip

Figura (6.14): Comportamento da assintota para tempo-curto para diferentes angulos de
inclinacdo e espessura adimensional /p = 100.

Na Figura (6.14), as curvas da assintota para tempo-curto correspondem ao regime de
ERi, para cada angulo de inclinacdo respectivamente. Verificou-se que, assim como o modelo
analitico, este regime de escoamento se estabelece em patamares que podem ser determinados
pela Equacg@o (6.1). As curvas para um pogo vertical (3 = 0°) foram geradas a partir da Equagéo

(5.58) —uma vez que a assintota apresentada nao € eficiente para a computacdo deste caso limite.

A andlise realizada com a Figura (6.9) mostrou que o comportamento caracteristico das
curvas de derivada para cada regime de escoamento, para um mesmo angulo de inclina¢do do
poco, € independente da espessura adimensional da formacdo. Logo, para um dado angulo de
inclinacdo, o comportamento da assintota de tempo-curto também deveria apresentar curvas

tipicas independentes da espessura adimensional. A Figura (6.15) apresenta o resultado para esta

analise.
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PpetpPp

Figura (6.15): Comportamento da assintota para tempo-curto para diferentes valores de espessura

E importante ressaltar que a Figura (6.15) foi gerada para pocos de completacio total
(CT), respeitando a hipétese considerada nas derivagdes da solugao analitica. Contudo, a solugao
da assintota para tempo-curto [Eq. (6.53)] € funcdo da espessura adimensional da formagao (hp),
do angulo de inclina¢do (¥) e do comprimento do poco (h,,p). Logo, através desta assintota

também € possivel gerar curvas tipicas para o caso de pocos de completagdo parcial (CP),

10

o
—_

0.01

0.001 L1

hyp < hp/cosi.

A Figura (6.16) apresenta o comportamento da pressio para pocos de completacdo parcial

(CP).

Ur=60°

Pp' (hp = 100)
— Pp' (hp =200)
—— Pp' (hp =500)
—— Pp' (hp = 1000)

ip*Pp' (hp = 100)
tp*Pp' (hp =200) |
ip=Pp' (hp =500)
tp=Pp' (hp =1000)

0.1 1 10

Ip
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hp=1000 € ¥=60°

L Pp (hyp =hp / Cos [¥])
10.00 Pp (hwp = 1200)
5.00¢ Pp (hwD = 800)
Pp (hwp = 500)
S o100t T e T e
R S Pty
S 050y S L T .
b]
N N O A R T
.
0.10} .
- - = ip*Pp' (hyp =hp / Cos [¥])
0.05 ¢ - - — tp*Pp" (hyp = 1200)
, - - = ip*Pp' (hwyp = 800)
;,!-" - = = tp=Pp' (hyp = 500)
LY]

0.1 1 10 100 1000

Ip

Figura (6.16): Comportamento da assintota para tempo-curto em pogos de CP, h,,, < hp/cosy,
com inclinacdo Y = 60° e espessura adimensional ip= 1000.

Na Fig. (6.16), nota-se que, para um mesmo angulo de inclinacdo, a derivada
correspondente ao regime de ERi em pocos de CP varia de acordo com o intervalo aberto a

produgdo, h,,,. Desta observagdo, € possivel chegar a seguinte relagdo:

d d h
Pwbp _ (tD wa) __ (6.13)
dinty dtp /pp;  2hwp

A partir das curvas tipicas apresentadas pelas Figuras (6.3) — (6.6), foi possivel notar que
o aumento da inclinacdo do pogo gera menor queda de pressdo adimensional, resultando em
valores menores para a derivada no regime de ERi. Esta observacdo condiz com a hipdtese de
pogos de CT - uma vez que ha uma maior area de contato do poco com a formagdo. Contudo,
para um determinado angulo de inclinacdo, a restri¢ao do intervalo aberto (CP) a produgdo resulta

numa maior queda de pressao.
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A Figura (6.17) apresenta uma comparacdo do comportamento da pressdao, no tempo-

curto, entre pocos inclinados de CT e de CP. Nota-se que, para um determinado angulo de

inclinacdo, a diminuicdo do intervalo aberto a producdo resulta em maior queda de pressao, em

comparacao ao pogo de CT.

Desta constatacdo, € possivel redefinir a Eq. (6.1) da seguinte forma:

deD ( dwa) hWDGrl &

= =— = —cos
dint,  \"°7dt, thcpzcosw 7 Cos¥

ERicp

onde & representa a razdo de entre o comprimento do pogo totalmente completado e o

comprimento real do intervalo aberto a producgio (hw per/ hwp CP).

hp=1000 € hwp=hp/(@ Cos[¥])

1_
S 001
>
S
107417, —— PpW=60"ed=1) ---iIp*Pp' ¥=60°ca=1) |
—— Pp(@=60°et=3) ---1p*Pp' (¥ =60°e@=3)
—— PpW=89°ed=1) ---Iip*Pp' W=8%ecd=1)
— Pp(W=89°ed=3) -_-_Ip*Pp' W=8%°ed=3)
107° . e . - L . Cen
0.1 1 10 100 1000
Ip

(6.14)

Figura (6.17): Comportamento da assintota para tempo-curto em pogos de CT, h,,p = hp/cos,
e de CP, h,,p < hp/cos, para angulos de inclinagdo P = 60° e P = 89°, e espessura

adimensional Ap = 1000.
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> Aproximacio para tempo-longo (s — 0).

A Figura (6.18) ilustra o comportamento da assintota derivada para tempo-longo. Esta
figura foi gerada a partir da Equacgdo (5.53), para um reservatorio com espessura adimensional
hp = 100 e pogos com diversos angulos de inclina¢do e completacéo total (h,,, = hp/cosy).

Nesta figura observa-se o desenvolvimento do regime de ERI.

hp= 100
10.00 ¢
5.00}
;;O 1.00 :
£ 050+
b
A —— Pp=@=0) --- p*Pp'@=09
= ——— Pp=(=30° --- {p*Pp'(r=30°
0.10¢ —— Pp=@W=60°) --- ID*PD'(=60°
0.05¢ —— Pp=@W=75% --~-Ip*Pp'¥=75)
— Pp= (=85 -~ - Ip*xPp' (=85
—— Pp=(=289°) - -~ Ip=Pp' (=89
108 107 108 10° 1010
Ip

Figura (6.18): Comportamento da assintota para tempo-longo para diferentes angulos de
inclinacao e espessura adimensional zp = 100.

Na Figura (6.18) € possivel notar uma menor queda de pressdo com o aumento do angulo
de inclinagdo do poco. Para as curvas da derivada, nota-se que todas se estabelecem num valor
constante (tp * Pp") = 0,5, caracteristico do ERI. Ainda, as curvas para um pogo vertical
(¥ = 0°) foram geradas a partir da Equacdo (5.58) — uma vez que a assintota para tempo-longo

apresentada nio € eficiente para a computagdo deste caso limite.

A Figura (6.19) a seguir ilustra a validagdo das assintotas derivadas para tempo-curto e

tempo-longo, através de uma comparacdo com o resultado obtido pela solu¢do derivada no
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dominio do tempo. Nesta figura € possivel notar o bom ajuste das assintotas aos intervalos de
regime de ERi e ERI, junto a curva tipica gerada para um po¢o com inclinacdo 1 = 60°. Logo,
também torna-se possivel realizar estimativas para o comportamento transitério da pressdo a

partir destas assintotas.

hp=100
10.00 —
 —— Pp¥=09
200 w-s
- 1.00¢}
a
S 050f-----f o
E _____
o
o
0.10} -~ ip*Pp (W =0°)
0.05¢ - - -Ip*Pp’' (¥ =060°)
- = =tItp*Pp' (¥r=060°) - Assintota para tempo-longo
- == tip=*Pp' (¥ =60°) - Assintota para tempo-curto

0.1 10 1000 10°

Ip

Figura (6.19): Validacdo das assintotas para tempo-curto e tempo-longo junto a solucio derivada
no dominio do tempo, para angulo de inclinagdo P = 60° e espessura adimensional /p = 100.

6.3 Efeito de Estocagem e de Pelicula

Como mencionado no inicio do capitulo, a proposta deste trabalho foi apresentar
resultados a partir de uma abordagem teodrica sobre a andlise do transitorio da pressdo. Contudo,
na pratica da andlise de teste, todos os dados de pressdo terdo implicitos efeitos de poco, devido a
medicdo de vazdo na superficie. O grau e a duracdo das distor¢des nos dados de tempo-curto
dependem de inumeros fatores. Segundo Kabir (2009), este periodo de distor¢des dos dados
aumenta tanto com o aumento da compressibilidade do fluido, volume do poc¢o e dano, quanto

com a diminuicdo da transmissibilidade da formag¢do. A fim de realizar uma abordagem pratica a
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andlise de teste, neste dltimo item serd feita uma breve descri¢do sobre o efeito de estocagem e de

pelicula nos dados de pressao.

Com intuito de incorporar os efeitos de estocagem e de pelicula na solu¢do derivada no
dominio de Laplace (assintota para tempo-curto), faz-se uso da seguinte relacdo (Van Everdingen

e Hurst, 1949):

SPwp + S
s+ CDsz(sﬁwD + S)

(6.11)

Pwp =

onde p,,p € a resposta da pressao no poco sem efeitos de estocagem e pelicula (no dominio de

Laplace), S é o fator de pelicula e Cp, é coeficiente de estocagem adimensional, definida por:

C

Ch=—7——
P 2npc,hr2

(6.12)

onde C € a fator de estocagem e 7, € 0 raio do poco.

A Figura (6.20), gerada a partir da assintota para tempo-curto, ilustra o comportamento do
regime de ERi para diferentes valores de coeficiente de estocagem Cp, num poco de CT e
inclinacdo 1 = 60°. Nesta figura € possivel notar o quanto a estocagem pode comprometer a

andlise dos dados de pressao no tempo-curto.
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hp= 1000 ,¥=60°¢ S=0

10.00 — ( ,
_— PD CD :0)
.00 ppcp=10)
—— Pp(Cp=10%
— Pp(Cp=10°%)
_ 1.00| pEp
n = -~
S 050} .
NS S~
q_) - - = -‘—__d_ i
&
0.10¢ - (p*Pp' (Cp =0)
0.05¢ - Ip*Pp' (Cp =10)
- ip*Pp' (Cp =10%)
- tp*Pp' (Cp =10%)
0.1 10 1000 10°

Figura (6.20): Efeito de estocagem num pogo com inclinagao 3 = 60°, espessura adimensional
hp = 1000 e sem efeito de pelicula.

A Figura (6.21) apresenta o comportamento do regime de ERi para diferentes valores do
coeficiente de estocagem Cp, num poco de CT e inclinacio Y = 60° Junto a esta figura
encontra-se uma curva tipica gerada a partir da solucdo derivada no dominio do tempo (linhas
vermelhas: cheia e tracejada). E possivel notar o quanto a estocagem pode comprometer a andlise
dos dados de pressdo. Com base nas vardveis atribuidas a esta figura, € possivel notar que a curva
da derivada para Cp = 10% cobre todo o intervalo do regime de ERi, dificultando a interpretacao
neste intervalo. A Figura (6.22) faz uma comparacdo entre o efeito de pelicula, computado a
assintota, e a curva tipica gerada a partir da solu¢do derivada no dominio do tempo (linhas azuis,
cheia e tracejada). Esta figura foi gerada considerando um pogo de CT, angulo de inclinagdo i =
60° e sem efeito de estocagem. Nota-se que o dano acrescido a assintota gera uma maior queda
de pressdo, ndo refletindo nenhum efeito na curva de derivada. Logo, ndo comprometendo o

desenvolvimento do regime de ERi.

A partir destas figuras € possivel inferir que a estocagem € a varidvel de po¢o que mais
interfere nos dados de pressdo no tempo-curto, ao ponto de impossibilitar a visualizagdo dos

regimes de ERi e ERT.
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hp=1000 ,¥=60°¢ S=0

10.00 — :
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- - = tp = Pp' (Solucéo analitica)
- 100}
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0.05¢ —Pp (Cp=10%) ---ip*Pp'(Cp=10%)
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10 1000 10° 107
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Figura (6.21): Efeito de estocagem num po¢o com inclinacdo @ = 60°, espessura adimensional
hp = 1000 e sem efeito de pelicula.

hp=1000 , 1_[12600 C CD:O

10.00
5.00 ¢
- 1.00¢
o
S 050}
£
sb]
&
0.10+ — Pp (?01ugﬁ0 analitica) - - - {5« Py’ (Solucio analitica)
0.051 — Pp(5=0) - - - Ip*Pp' (5=0)
— Pp@S=1 — - - Ip*Pp'(S=1)
— Pp(S=3) - - _ tpxPp'(5=3)
10 1000 10° 107
Ip

Figura (6.22): Efeito de pelicula num pogo com inclinagdo @ = 60°, espessura adimensional sp =
1000 e coeficiente de estocagem Cp = 10.
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7. CONCLUSOES E RECOMENDACOES

Neste capitulo sumarizam-se as caracteristicas, vantagens e desvantagens dos modelos
analiticos e semi-analiticos verificados nesta dissertacdo. Também sdo apresentadas sugestdes
para trabalhos futuros com vista a melhoria dos modelos existentes e como estimulo as

investigacdes nao abordadas aqui.

7.1 Conclusoes

Neste trabalho foi apresentado um estudo sobre o comportamento transitério da pressao
em pocos inclinados submetidos a um teste de poco. Foram estudadas duas solugdes: uma
analitica (derivada no dominio do tempo) e outra semi-analitica (derivada no dominio de
Laplace). Ambas as solucdes se aplicam a reservatérios de extensdo radial infinita com limites
verticais impermedveis. A primeira solucdo € valida para pocos com angulo de inclinagdo entre
0° <y < 75° (Cinco-Ley, 1974), enquanto que a solu¢do semi-analitica, além de ser vélida para
qualquer angulo de inclinacdo no intervalo 0° < ¥ < 90°, também pode ser aplicada a casos de

pocos com completacdo parcial (Ozkan e Raghavan, 2000).

A partir da solucao analitica foram reproduzidos os resultados apresentados por Cinco-
Ley et. al. (1975) para o comportamento da pressio. Além disso, desta solu¢do foram
desenvolvidas curvas tipicas para diversos valores de angulo de inclinacio do poco (Y) e
espessura adimensional (4p). Das andlises destas curvas tipicas, foram identificados trés regimes
de escoamento: o escoamento radial inicial (ER1), o escoamento radial de transicdo (ERT) e o
escoamento radial infinito (ERI). Onde o regime de ERT € apresentado pela primeira vez. Foi
possivel notar que, para uma dada espessura adimensional, quanto maior o angulo de inclinagdo
do poco, menor € o valor da derivada correspondente ao ERi, sendo maior a predominéncia deste
regime de escoamento. O estabelecimento do regime radial de transicdo (ERT) depende do
angulo de inclinagdo do pogo e da espessura adimensional da formacdo, sendo que no limite ¢ =
90°, o ERT extingue-se € o comportamento da derivada neste intervalo tende ao do regime de

escoamento linear — tipico de pocos horizontais.

Com base na técnica TDS (Tiab Direct Synthesis), foi apresentado um procedimento para

a interpretacdo do transitdrio da pressdo em pocos inclinados. A aplicagcdo deste procedimento foi
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ilustrada para um modelo sintético gerado a partir das curvas tipicas desenvolvidas neste

trabalho.

Da solucdo semi-analitica, foram apresentadas assintotas para tempo-curto e para tempo
longo, as quais viabilizaram a validacio dos resultados apresentados neste trabalho, bem como a

inclusdo das andlises dos efeitos de estocagem, dano e de completagdo parcial.

Utilizando-se a assintota para tempo-curto, foi constatado que: a queda de pressdo em um
poco parcialmente completado (CP) é maior do que aquela para um pogo totalmente completado
(CT), para um mesmo angulo de inclina¢do; a derivada correspondente ao regime de ERi varia de
acordo o intervalo aberto a produgao, h,,p, enquanto que a derivada de tempo-longo independe do
tipo de completacdo e se estabelece no valor caracteristico do ERI; constatou-se que a estocagem
pode encobrir o regime de ERi, a depender das caracteristicas do sistema pogo/reservatorio,assim
como nos modelos tradicionais de andlise de teste de poco; em tempo, o dano acrescido a solucao
assintdtica para tempo-curto resulta em uma maior queda de pressdo, ndo alterando o

comportamento das curvas de derivada.

7.2 Sugestoes para Trabalhos Futuros

No item 5.2 (p. 45) foi dito que na defini¢do de u - apresentada no desenvolvimento da
solu¢do no dominio de Laplace - f(s) representa qualquer formulagdo que expresse as varidveis
de um reservatdrio naturalmente fraturado. Contudo, esta dissertacdo se restringiu apenas a
reservatorios homogéneos [f(s) = 1]. Com isso, segue como recomendacdo a extensdo deste
trabalho a reservatorios heterogéneos, onde a solucdo da equagdo da difusdo pode ser facilmente
computada no dominio de Laplace. Em tempo, diferentes solucdes podem ser facilmente
encontradas na literatura (Warren e Root, 1963; Kazemi, 1969; DeSwaan-O, 1971; Raghavan,
1993). Estes autores desenvolveram modelos de solucdo tanto para reservatorios naturalmente

fraturados quanto para os que idealizam o conceito de dupla porosidade.

Neste trabalho ndo foram utilizados dados de campo para aplicagdo direta as curvas

tipicas geradas. Com isso, outra importante sugestao € realizar tal analise.
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APENDICE A - Comentirios as Publicacées SPE 5131 e SPE 66206

Ao longo desta pesquisa alguns equivocos foram encontrados em dois artigos que
apresentam solucdes para o transitério de pressio em pogos inclinados: Cinco et. al. (1975) e
Ozkan e Raghavan (2000). Alguns destes equivocos sdo provavelmente erros de digitacao,

porém, como recomendacgdo para eventuais estudos, eles serdo descritos neste apéndice.

» SPE 5131: Cinco-Ley et. al. (1975)

i.  Na equagdo (A-3), estd faltando o coeficiente de difusividade (#) no denominador do
argumento da funcdo exponencial. Para que esteja consistente com a solu¢do da fonte

pontual, equacdo (A-2), ela deveria estar escrita da seguinte forma:

q
80c; (nnt)3/2 cosy

Ap (T, Oy Zm, 6,0, Zy, hy,) =

Zw+hTWCOSIIJ
f exp I_ n2 + (zp — Zw)Ztgzl/J - Zrm(Zp - Zw)tgl/J cos O, + (z, — zp)z

4nt

dzp

Zw —hTWcos P

i.  Um segundo detalhe esquecido estd na equagdo (A-7), onde estd faltando um sinal

negativo na primeira exponencial integrada no tempo:

—rﬁl/zmt

t
(8®ct W(m))3/2cos¢ f 73/2
0

Ap(Tm, em; Zm; tl l/); ZWI h'W) =
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iil.

© 2
j { l z%tg*Y — 21,z tg cos O, + (2, + 2nh — 7, — z)zl
Z exp [—
int
n=- —hTWcosU)
z2tg*Y + 21,z tgy cos O, + (2, + 2nh + 7z, — 2)?
+exp |— e dz dt

H4 uma incoeréncia na expressdo da pressdo adimensional. Na defini¢do de pp, dado

pelos autores, que inclui o termo \/m, a permeabilidade vertical influencia tanto os
pocos verticais (angulo zero) quanto a solucdo geral para o periodo de escoamento
pseudo-radial no tempo-longo (pogo inclinado). No entanto, a permeabilidade vertical
ndo deveria influenciar a produtividade de ambos os casos. Embora listadas as condi¢des
de contorno e iniciais utilizadas por Cinco-Ley et. al. (1975) nas Equacdes (4) — (6), uma

condicdo de contorno nao foi apresentada. Os autores omitiram a condi¢do de contorno

2mky

. d o
interna (r =1,): q = — ﬁ. Fazendo a mudanca de varidveis da coordenada z para

z' = z\ky,/k,, a fim de redefinir as equacbes e condi¢cdes de contorno para as formas
isotrdpicas e homogéneas, deve-se também redefinir a condi¢do de contorno interna. Da

mesma forma que a redefini¢do do termo da espessura da formacdo considera o termo

anisotrépico (h’ = h\ky/ kz) a vazdo também deve ser representada por q' = q+/ ky/k,.

Assim, na defini¢do de pp, o termo +/k,/k, no numerador associado com h' é cancelado

com aquele associado com o termo da vazdo q'; fazendo com que a defini¢do da pp seja

a mesma do caso homogéneo sem o termo +/ k,/ k.

» SPE 66206: Ozkan e Raghavan (2000)

1v.

A partir das derivagOes realizadas no Apéndice B desta dissertacdo, verificou-se que a
equacao (20), publicada por Ozkan e Raghavan (2000) no artigo SPE 66206, contém dois

equivocos de digitacdo. Ambos os equivocos encontram-se na defini¢do da integral da

93



V1.

Vil.

funcdo de Bessel, dada por 1(b, o, 1), onde o ultimo termo considerado deve ser o sinal de

1313

adicdo “+” ao invés do de subtragdo “-“. A expressdo corrigida estd documentada na

equacgdo (B.11), pagina 100 desta dissertacao.

Outro equivoco foi constatado na formulacdo da equacdo (34). Os autores dizem utilizar a
relacdo dada pela equagdo (38), apresentado no mesmo artigo. Contudo, consultando a
referencia citada pelos autores, verificou-se que ambas as equagdes citadas apresentam
equivocos em suas formulagdes. O equivoco da equagdo (38) é referente ao argumento
dentro do logaritmo neperiano, o qual deveria estar expresso como denominador de 1 (um)
— gerando o primeiro equivoco na formulagdo da equacdo (34). Passando a andlise da
equagao (34), verificou-se um equivoco na inclusdo da varidvel adimensional Ap no
denominador das duas primeiras fungdes cosseno. Posteriormente, constatou-se a falta desta
mesma varidvel nas fungdes cosseno presentes dentro dos argumentos do logaritmo

neperiano. Ambas as equacdes (38) e (34) foram corrigidas e suas expressdes estdo

documentadas nas equagdes (B.39) e (B.40) — no Apéndice B desta dissertagao.

A Equagdo (43), publicada pelos autores, traz a defini¢do de o(xp,yp,a,b), onde um
simples equivoco de digitacdo € visto. Na defini¢do deste parametro, os autores utilizaram a
definicdo dada por Raghavan e Ozkan [1994, p. 56, equacdo (9)], onde os termos entre
colchetes se estendem até a definicdo dos ternos do segundo logaritmo neperiano — nio
englobando o terceiro e ultimo termo que contém as defini¢des dos arcos tangentes. A
expressdo corrigida deste pardmetro estd documentada na equacdo (C.38) - Apéndice C

desta dissertacao.

O ultimo equivoco constatado neste artigo estd na expressdo final da equagdo (45). Nela,
estd faltando incluir a varidvel 4p no denominador de ambas as funcdes cossenos —uma vez
que os autores tiveram como referéncia as relagdes dadas pelas equacdes (25) e (26) de
Raghavan e Ozkan (1994, p. 68). Por fim, os autores omitem o que seria a definicdo da
varidvel p, presente na mesma equacdo. A definicdo desta ultima varidvel é dada no
D

Apéndice C desta dissertacdo como sendo A = 7;—
D
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APENDICE B — Aproximacdes Assintéticas para Soluciio no
Dominio de Laplace (3’ # 0°).

Aqui serdo introduzidos e discutidos pontos pertinentes as expressdes alternativas para
solu¢do apresentada no Item 4.2 - a fim de se desenvolver uma eficiente rotina computacional.
Este apéndice tem o propdsito de documentar e detalhar as caracteristicas envolvidas nas
solugdes. O desenvolvimento deste Apéndice contou com a colaboracdo do Professor Dr. Erdal

Ozkan.

Reescrevendo a eq. (5.48), temos:

+hWTDsen1/)’ .
— 1 .,
App = shyp seniy’ Ko | Vi (rpcos6 —1,)" + 15 sen? 6 | + 2 Z
—hWTDsenlp’ n=1
, z Zyp + 1pcotg Pl
Ko (V un\/(rDcose - rD)Z + 1 sen? 0> cos nnicos n =22 hDD 9Y l drp

2.2

nemw
hp?®

Onde u,, = u +

Antes de seguir nas derivacgdes, por conveniéncia, definem-se:

Tp €0S O,y +—sen1/J>

(B.1)

=
b= (P2 cony 050,
b=

Tp CO0Ss 0, ——sent/J>

Lb4 = (—Tsentp —1p cos B )
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A partir daqui concentra-se esforcos em computar a pressao no pogo, dada pela equagao

(4.34). Para tal, inicialmente serdo elaboradas expressdes para os casos que seguem:

h
> Casol:rpcos@,, > %Dsentp':

Neste caso, computamos a pressao como segue:

1
sh,,p seny’'Vu

h
App (rD cos 6, = VZVD sen 1/)’) =

biVu bsvu

Of K0<\[€2+urgsen29m>df—oj I('0<\[EZ+urDzsen249m>d<>t +

cos nn
sth sen )’ Z

|[b1\/u_n Zyp + <rD cos 0, — L) cotg '
Ju
f K, (\/EZ + u, 1 sen? 0m> cos nm - = dé
D
0

|

bs\[un Zyp + <rD cos6,, — %) cotg Y’
u
— f K, <J€2 + u, 1% sen? Hm) cos nm - = dé
D
0

(B.2)

e —

A equacgdo definida acima ainda ndo estd expressa numa forma computacionalmente

eficiente. Em sequéncia serdo desenvolvidas as derivacOes para tal.

Antes de trabalhé-la, por conveniéncia, definimos:
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b\/un Zyp + <rD cos 6, + \/E—> cotg Y’
u
I(a,b,+) = j Ko (\[{2 + u, 7% sen? 0m> cosnm : = dé
p D
(B.3)
bvu
W(b,u) = f K, <\[€2 + u 12 sen? 9m> dé (B.4)
0
e
c=— 2~ B.5
~ shy,psenyy’ (B.5)
A partir da definicao da equacao (B.3) reescrevemos a equacao (B.20) da seguinte forma:
_ hywo 1
A (r cos 6, > ——sen ’) =
Pp\"p m > Y shyp sen ) Vi
& cos nn}Zl—D
Wby, 1) = Wby, w] + € ) ——="2[10,b,2) +1(0,b5, )] (B.6)
n=1 Un
Definindo a relacgao,
1(0,b, 1) =1(0, 0, +) — 1(b, 0, 1) (B.7)
Logo, temos:
8 (1 c05 By 2 22 sem ) = —————— [W(by, 1) ~ W(by, )]
rp cos 6, = ——sen = ,u) — U
Ppo \"p > shy,p sen ' Vi 1 3
&, cos nnh—D
+C Z —2 [I(OI o, _) - I(OI 0, _) - I(b1J o, _) + I(b?)i o, _)] (B 8)
n=1 VUn
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Onde, 1(0, 00, —) — 1(0, 0, —) = 0. Simplificando a equagio (B.8), temos:

_ h
App (rD cos B, = —22 sen lp’> = [W(by, u) — W (b3, u)]

1
2 sh,,pseny’'Vu

cos nn

+C Z hD [1(bs, 00, —) — I(by, 00, =] (B.9)

A equacdo (B.9) € equivalente a apresentada por Ozkan e Raghavan (2000) e representa a
solucdo final para este caso.
» Casoll: rpcos@, < —hﬂsentp'

Seguindo as mesmas consideracdes apresentadas no caso anterior, computamos a pressao

Ccomo segue:

_ h
App (rD cos b, < —%Dsen l/)) = [W(b,,u) — W(b,, u)]

sh,,p seny’'Vu

Zp
cos TlTI.'—

+CZ N D [1(0, 00, +) — I(0,00,4+) — I(by, 0, +) + I(by, 00,4)]  (B.10)

Onde, 1(0,00,+) — I(0,00,+) = 0. Simplificando a equacéo (B.10), temos:

— h
App (TD cos O, < —%Dsen 1/)) = [W(b,,u) — W(b,, u)]

shy,pseny'Vu

Zp
cos TlT[—

+CZ NS D [1(b,, 0, +) — 1(b,, 00, +)] (B.11)

A equagdo (B.11) € equivalente a apresentada por Ozkan e Raghavan (2000) e representa a

solu¢do final para este caso.
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h h
> Caso III: —%"sen YP' <rpcosf, < %"sen Y’

Novamente, seguindo as consideracdes apresentadas nos casos anteriores, computamos a

pressdo como segue:

h,, h
App (—Tsenzl) <rpcosb,, < VZVD sen 1,[)’) = [W(by,u) — W(h,, u)]

sh,pseny ' Vu

cos TlT[—

+CZ N D_[1(0,00,—) + 1(0,00,+) — I(by, 00, =) — I(by,00,4)]  (B.12)

Até este ponto, as expressoes (B.9) e (B.11) sdo equivalentes aquelas apresentadas por
Ozkan e Raghavan (2000). Contudo, a equacdo (B.12) ainda ndao se apresenta numa forma
computacionalmente eficiente. Em busca da adequada expressdo, o préximo item apresentard as

derivagdes pertinentes a solugcao deste caso.

. 3 h h
i.  Solucdo para: — %Dsen P <rpcosf, < %Dsen P’

Inicialmente reescrevemos a relacdo dada pela equacdo (B.3) da seguinte forma:

X
+exc
fKO &+ aZ) cosnnWD—Edf (B.13)
hp
0
onde
a = u, rg sen? 0, (B.14)
e =1pcosB, cotgy’ (B.15)
e
cotg Y’
=0tV (B.16)
uTl
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. 2 . . ~ 1
Ainda, é possivel escrever a seguinte relacdo':

Zyp + et cé Zwp T € cé
COSNIT —————— = COSNTT cosNmw-—
hp hp hp
ZwD +e Cg
+ sennm sennmw—
hp hp
Associando as equagdes (C.7) e (C.13), temos que:
I = Il - IZ
Onde
zyp texc
f Ky (/&% + aZ) cosnnWD—EdE
hp
0
e
zyp texc
f Ky (&% + az) cosnnWD—Edf
hp
X

A partir das equagdes (C.17) e (C.19), tem-se:

[, =1 £ 15,

onde

0 cos(a + b) = cosacosb — senasenb
100

(B.17)

(B.18)

(B.19)

(B.20)

(B.21)



[ee]

wp T
I, = cosnnz L;l ef ( [&2 4 aZ) cosnm Edf (B.22)
D

0

[ee]

+
I,, = sen mTZWL;l ef (\/52 + az) sen nm hf dé (B.23)
D

D
0

Gradshteyn e Ryzhik (1980, p. 736) fornecem a seguinte relacao:

f K0 w+/&E? + B2 )cos (yx)dx = Xp (—,B,/wz + )/2) (B.24)
0

Vs
2J 1y

parawefreal >0ey >0

Aplicando a relacdo acima a equagao (B.22), temos:

Zyp + € [ n2m?c?
[,; = cosnm exp| —a |1+ > (B.25)
hp n2mr2c2 hp

2 1+
hpy?

Agora, associando as equacdes (B.13), (B.18) - (B.21), (B.23) e (B.25), podemos

reescrever a equacao (B.12) da seguinte forma:

. h
App (—ﬂsen W' < 1pcosh,, < —Lseny’ [W(by, u) — W(by, u)]

1
2 2 ) ~ shypseny’Vu

cos ’nT[—

+CZ \/— i [111 + I12 + I11 2 — 1(by, 00, =) — 1(b,, oo, +)] (B.26)
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Sendo I;, — I}, = 0, reescreve-se a equagio (B.26):

_ h h
App (—%Dsen Y < 1pcos by, < —2sen 1/)’) =

2 sh,p seny’Vu [

z
® cos nTZ

N

Da equagdo (B.27), temos:

- T 1 Zyp t €
Ii; = > cosnm A .
1 _I_nznzcotgzlp' b
unhDZ

n?m2cotg?yYP’

exp| —u,rpsen@ |1+
p n'D ‘J unth

Jﬂ; Zyp t €

T
== cosnm
2

242
\/u +(1+ cotgzl/)')n 712

hp

n2m?

exp| —rpsen 0\/u + (1 + cotg?y") 2

D

Simplificando, a equagdo (B.27) torna-se:
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(B.29)



-— h D th
A (—Lsen "< 1rpcosf, < ——sen ’) =
Pp 2 v b m 2 v sh,,p seny’Vu

_ - 1 Zyp t e Z
Cr Z {Tan cosnm Wl;lD cos nniexp(—rl)sen 0. /u+ an)}
n: V

Z cos nn
\/_
onde,

n®m?

Ay =—5——
hp“ sen? Y’

A fim de simplificar a equacgado (B.30), apresenta-se:

_ hup hwp 1
A (—Lsen "<1rpcosf, < —sen ’) =
+F1 - FZ
Sendo,
COSNmZp, COSNTTZ
F, = Z o1 bz exp(—rD sen 0,, \/u + an)
~ u + an
e
_ _ - 1 Zp
, = CZ—cosnrr— [1(by, 00, =) + I(b,, 0, +)]
= Up hD
n=1
onde
.. ZWD +e
VA =
D1 Iy

103
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(B.30)

(B.31)

[W(blﬂ u) - W(be U)]

(B.32)

(B.33)

(B.34)

(B.35)



Zp

Zr =5 (B.36)

Por fim, para uma melhor avaliacdo da equacdo (B.33), Ozkan e Raghavan (2000)
apresentaram duas expressoes aproximadas a serem utilizadas para tempo-curto e tempo-longo —

para grandes e pequenos valores da varidvel de Laplace, s, respectivamente.

Para tempo-curto, foi utilizada a seguinte relacdo [Raghavan e Ozkan, 1994, p. 62, eq.

(DI

COS NTTZ; COS NTTZ Z
Z ! 2 exp(—€,y) = ﬁ Z {KO [\/(z1 — 2z, —2n)%z,2 + y2Ju + az]

exp(—y Vu + a?)
2Vu +a?

+K, [\/(z1 + 2z, — 2n)%z,%2 + y2Ju + az]} -

onde €, = ’

Logo, a equacdo (B.33) pode ser expressa da seguinte forma para tempo-curto:

(B.37)

F= 2 {Ko N (2p — Zyp — € — 2nhp)? sen? Y’ + 15 sen? Gy, ﬁl
Sth

+Ko IJ(ZD + z,,p + e —2nhp)?sen? P’ + 5 sen? 6,, \/ﬂl}

I

sV hy,p seni’

exp(—7p sen 6,, V) (B.38)

Para tempo-longo, foi utilizada a seguinte relacdo [Raghavan e Ozkan, 1994, p. 62, eq.
1"

" Apéndice A Item v
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[ee]

i COSNTZ exp(—e.y) = Z cos iz lexp(—Eny) 3 exp(— nny/ze)l

€n nm/z,

n=1

1
e
—1
+ 2 [1 — 2exp(—my/z,) cosnz + exp(— 2my/z,)

(B.39)

Através da relacdo acima, a equacdo (B.33) pode ser expressa, para tempo-longo, da

seguinte forma:

oo
_ 21 . . exp(—rD sen 0, \Ju + an)
FL=——""—" COSNTZpq COSNTTZpy

sh,,p seny o] Ju+a,

exp(—rD sen 6, \/a_n)l 1

ZSth 1 — 2 exp(—2) CoS 7~ (ZwD +zp, + e) + exp(—22)

1
+In (B.40)

1 —2exp(—=2) cos% (zwp — zp + €) + exp(—22)

Trp sen Oy,

onde A = )
hp seny’

As equacOes formuladas até aqui representam todo o desenvolvimento matematico
inerente a solucdo geral proposta por Ozkan e Raghavan (2000) — ndo tendo sido reportado em

nenhuma referencia prévia.

O Item a seguir fornece expressdes alternativas para melhor computacdo das equagdes que

apresentam a relagdo dada pela equagao (B.3).

» Auvaliagédo da Integral I(a, b, 1):

Ozkan e Raghavan (2000) salientaram que antes de avaliar a integral imprépria definida

pela equacdo (B.3) - presente em todas as solugdes finais de cada caso - torna-se mais
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conveniente realizar uma transformacdo na qual a mesma resulte numa integral de intervalos

finitos.

Foi sugerida a seguinte relacdo [Numerical Recipes (1986), p. 120, equacdes (4.4.7) e
(4.4.89)]:

t=e™ ou x=-Inp (B.41)

Logo, é possivel escrever:

x=00 B=e@ dp
[ reoax= [ rempS (B.42)
x=a B=0
Onde as quatro distintas combinacdes de I(a, b, +) tornam-se:
exp(~b1 /i)
1(by,0,—) =1(0,b,,—) = f Ko <\/(—ln,8)2 + u, 17 sen? 9m>
0
Zyp + <rD cos6,, + lnf) cotg lp’dﬁ
V ¥n
cosnm h 7 (B.43)
exp(~bzfiin)
1(b;, ,+) =1(0,b,, +) = f K, <J(—lnﬁ)2 + u, 1% sen? 9m>
0
Zyp + (rD cos 6, — ln_u£> cotg lp'dﬁ
cos N = — (B.44)
hp B
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exp(—l&ﬂ)
(b3, 0, =) =1(0, b3, —) = f K, <J(—lnﬁ)2 + u,, 12 sen? Hm)
0

Zyp + (rD cos 0,, + %) cotg lp'dﬁ
cos nm = — (B.45)
hp B

exp(=ba./un)
I(b,, 00, 4) = 1(0, by, +) = f K, ( \[ (—In )2 + wu, 2 sen? em)
0

Zyp + (rD cos6,, — %) cotg lp’d,B
cos nm = — (B.46)

hp B

Logo, para uma eficiente programagdo das solucdes apresentadas, faz-se necessdrio

utilizar as redefini¢des apresentadas acima.

Até este ponto, foi apresentado o desenvolvimento das expressdes alternativas para
computacdo da solucdo apresentada pela Equagdo (5.48). A Tabela (B.1) traz um sumario das

equagoes formuladas neste Apéndice.
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Tabela (B.1): Expressoes alternativas para computagao da solugdo derivada no dominio de Laplace.

Tpcoso >hﬂsenlp rpcoso,, < —hLDsenlp wD hyp
D m="9 D m=""9 —Tsen!p’SrDcosemSTsenlp'
! 1 i :
v Ap Po=—"T—"" ., ~—
App=———— App = —7— shy,p seny’ Vu
Pp shy,p seny’'Vu shy,p sen'u wp Seny
[W(by, w) = Wby, W] + Fy = F
[W(by,w) — W(bs,w)] [W(by, ) — W(b,,w)] )
COSNTZp, COS NTZ
F, Z D1 D2 exp(w)
> cos nn}Zl—D cos nn —~ u + an
= R o [1(51,%0,-)
2=CZ cosnn— [(by, 00
n=1 Un hD
+ I(bz, o, +)]
_ hwp , _ (hwp o hwp A hwo
b, = T'DCOSHm-l-TsenI/) ; by = Tsem/) —1pC0sBy,|; by = rDcosem—Tsenlp ; by = —Tsenlp —1p COS Oy,
- Inp '
exp(~b/u,) Zyp + | 1 cOs 0, £+ —== | cotg ¢ ap
Ju
1(0,b, 1) = f Ko <\/(— In )2 + u, 1% sen? Qm) cos nm - = 3
s D
bVu -
_ 2 nem Zyp T €
2 2 2 . - = . - " . — Zwb
W(b, w) Of K, <\/§ + u ) sen 9m> d¢ ; C shoseny’ an hZsenty Zp1 o
' 2.2
_ Zyp tvpcosyY’  zp . nem

Zpy = - =7 ; e=r1pcosf, cotgy un=u+h2 ; w=-1psenby, Juta,
D D D




APENDICE C - Aproximacoes Assintéticas para Soluciio no
Dominio de Laplace (0° < ¥’ < 90°).

Este apéndice tem o propdsito de documentar o desenvolvimento matematico envolvido
na formulagdo das solu¢des assintotas para tempo-curto e tempo-longo. As solucdes apresentadas
neste apéndice sdo validas para angulos de inclinagdo do poco entre o intervalo 0° < Y’ < 90°. O
desenvolvimento destas assintotas para os casos limites de um pogo vertical (' = 0°) e
horizontal (3’ = 90°) ndo serd mostrado aqui — uma vez que solu¢des equivalentes podem ser
encontradas na literatura (Raghavan, 1993; Lee et. al., 2003 e Kamal, 2009). Assim como no
Apéndice B, o desenvolvimento aqui realizado também contou com a colaboracdao do Professor

Dr. Erdal Ozkan.

A solucdo geral desenvolvida até este ponto pode ser representada da seguinte forma:

App = Apps + F (C.1)
Onde,
( C hwp th
2\/_ [W(by,u) — W(b,,u)]; para — Tsenlp < rpcosb, Tsen Y’
— h
Appr =4 2\/_ [W(by, u) — W(bs,u)]; para Tp COS 6, = %Dsen Y’ (C.2)
h
\ 2\/_ [W(b,, u) — W(b,, w]; para Tp 0SB, < —%Dsen Y’
e
(— _ _ h h
F,=F —F, ; para —%Dsenlp’ < rpcos b, S%Dsenlp’
_ _ h
F = F, ; para Tp COS B,y = %Dsen Y’ (C.3)
_ h
L E. ; para Tpcos b, < — %Dsen Y’
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Nas relacdes dadas acima, F; e F,sdo dados pelas equacdes (B.33) e (B.34),

respectivamente. As expressoes para Fj, e F, sdo:

“ cosnm 22

Pmt)— = hD [1(b3,%0,) = 1(by, 0, -)] €4
> cosnnh
Z 2 [1(by, 00, +) = 1(by, 0, +)] (5)

A partir deste ponto serdo desenvolvidas duas secdes distintas para cada assintota de

aproximacao.

» Aproximacio para tempo-curto (s - )

Antes de apresentar o desenvolvimento deste caso, torna-se conveniente expressdao a
solucdo dada pela equacdo (C.1) da seguinte forma:

A_PD:A_pr+F

Onde
C +hWTDsen1,b’
Appr = > f K, <\/ﬂ\/(rD cos 6,, — rL;)Z + 7,2 sen? 9m> dry, (C.6)

—h""TDsent,b’
e

- h"‘Z’D sen’

F=C z f K, (,/un\/(rD cos B, — r[;)z + 12 sen? 9m>
=1 hwp

_*w. '
2 seny
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Zp Zyp T+ 1TpCOtg P’
COS NIt — COS NIT

h hy Tp (C.7)

A partir do desenvolvimento apresentado por Raghavan e Ozkan [1994, p. 56 e 57, eq. (1)

- (6)], uma aproximacio para App s (s = 00) pode ser expressa pela seguinte equagio:

_ Crp
A = ——Exp(—|rpsen 0, |vu C.8
onde
( h h
2 para - %Dsen Y' <rpcosf, < %Dsen Y’
h h
=41 para 71pcosb, = %Dsenlp’ ou 1pcosb, = —%Dsen Y’ (C.9)
h h
0 para  rpcosby, < %Dsen Y' ou r1pcos6, > %Dsen Y’

Com o intuito de obter a aproximagdo para F(s — ), utiliza-se a representacdo integra
de K, (2) [Raghavan e Ozkan, 1994, p. 55, Eq. (1)],

[ee)

1 2\d
Ko(2) = Ef Exp <— - i—€> ; (C.10)

0

de onde podemos reescrever a equagdo (C.7) da seguinte forma:

o 25en26, |\ d
F =§Zf Exp(—&) 1 Exp (—%u,) ; (C.11D)
0

Onde
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hwp

+— sen Y’
rp €0s 0, — 1)U z Zyp + Tpcotg P’
[ = j Exp —( D m  Tp) Uy cos N —= cos nr —2—2 9Y drp (C.12)
4¢ hp hp
——hWDsenlp’

2

Mudando as varidveis de integracdo, é possivel expressar a equacdo (C.12) da seguinte forma:

2y + o — XOBY
Zp JUn
Exp COS NTT — COS NTT dx (C.13)
,/ hp hp

onde e = 1, cos 8, cotg P [equacdo (B.15)],

h
a=.,u, (rD cos 0, — %Dsen l,l)') (C.14)
e
b =./u (r cos 6 +hﬂsenlp') (C.15)
n\'D m 2

Nota-se que para u — oo, podemos reescrever a equagao (C.13) como segue:

b
1 x? Zp Zyp + e
[ = —f Exp|— cos nn—cosnn dx (C.16)

Jitn ) 4§ R P

Aplicando a relacio trigonométrica para arco duplolz, podemos representar a equagao
(C.13) da seguinte forma:

I = 51T1 + 52T2 (C. 17)

Onde

2 cos(a + b) = cosacosb — senasenb
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— 1 Zp ZwD +e

D, = ——cosnm— cosnm (C.18)
Y, hp hp
— 1 +e
D, = ——=cos nnZ—Dsen nnZWD (C.19)
Jin hp hp
, xcotg Y’
- x? Ju
I, = fExp <_E> cosnnh—n dx (C.20)
2 D
) xcotg Y’
_ x? JUn
I, = jExp <_E> sen nnT dx (C.21)
a

A partir das equagdes (C.14) e (C.15), nota-se que para u — oo chegamos a trés casos:
h - —_ _
1. Serpcoséb,, > %Dsenlp’, entdioa > 0, b - o, [; - 0,1, - 0.
h - _ _
2. Serpcosb,, < —%Dsenlp’, entioa » —0, b » —oo, [; - 0,1, = 0.

h n
3. Se —%Dsenl/)’ < 1p 0SB, < %Dsenlp’

a) Serpcosh,, = —hWTDsen Y', entdo a > —oo, b - 0, entdo
0 o)
T—fE xzd—fE V4 C.22
1= Xp 48 X = Xp 48 X (C.22)
—o0 0
e
I, -0 (C.23)

Conhecendo-se a relagdo [Gradshteyn e Ryzhik (1980, p. 307)],

f Exp(—q?x?)dx = \2/—2 ) [q > 0] (C.24)

temos a seguinte expressar para a equagao (C.22):
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I, = /n¢ (C.25)

b) Serpcosb,, —sen Y', entdo a = 0, b = 0; e similar ao caso anterior,

1 =fExp<—%>dx = \/7T_f (C.26)
0

e
,=0 (C.27)
c) Se ——sent/) < 1rpcosb, < senl,b entdo temos a = —co, b = 4+00; e
+00
I, = f Exp< 4€> dx = 2./mé (C.28)
e
,=0 (C.29)

Combinando estes resultados, podemos escrever (para S = ©0):

I =D,Bmé (C.30)
onde [ € definido pela equagdo (C.9).

Agora, substituindo a equagdo (C.30) na equacdo (C.11) temos:

oo

_ Zyp + €

Cﬁ\/_ r3sen? B, u,\ d&
F= Z\/u_ncosnn cosnm n fExp <—€ —T> ﬁ (C.31)

0

Utilizando a relacdo que segue [Gradshteyn e Ryzhik (1980, p. 340)],
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° 2 Zem n d
J Exp( %) \/—é = v Exp(—|rp sen 0, 1\/uy,) (C.32)

reescrevemos a equagdo (C.31):

F = —— (oS nn—cos nm

o s
Exp(—|rp sen Hml\/u_n) (C.33)

_ Cpm Z Zyp + Tp €O B, cotg P’

Utilizando a relacdo dada por Raghavan e Ozkan [1994, p. 62, equagdo (7)]"°, podemos

escrever a equacao (C.33) da seguinte forma:

& Bhp \/ 3 5 3
= 2shy,p senz/)’ KO (zp — e — 2nhp)? + rf sen? O, Vu

+K, [\/(ZD + z,p + € — 2nhp)? + 12 sen? 6, \/ﬂl}

_ Cpm
4+u

exp(—rp sen 6,, V) (C.34)

Para s — oo, podemos assumir que todos os termos do somatdrio desaparecem, exceto o

primeiro para n = 0. Logo, podemos escrever:

= Bhp
F :W K, J(ZD — Zyp — €)% + 12 sen? 6, \u

"> A mesma definida pela equacio (B.37).
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B Cpm
4+u

exp(—rp sen 6,, V) (C.35)

Finalmente, utilizando a equagdo (C.8) e (C.35) na equacdo (C.1), obtemos a seguinte

aproximacdo para tempo-curto (Ozkan e Raghavan, 2000):

Bhp

Ap =——~ K
Pp(s = ) 2sh,,p seny’ 0

l\[(ZD — Zyp — )2 + 12 sen? 6, \u (C.36)

Invertendo a equagdo (C.36) para o dominio do temos, temos:

_ Bhp (zp — zyp — €)% + 12 sen? 6,
~ 4h,,p senp’ i 4t

App (C.36)
» Aproximacio para tempo-longo (s - 0)

Primeiro, vamos considerar App #» dado pela equagdo (C.1). Utilizando a relagdo dada por

Raghavan e Ozkan [1994, p. 56, equagdo (9)]14, temos:

_ 1
Appy =Z(—lns+ln4—2y+2)

_ h h
+Ca<rD cos 6, ,1rp sen Gm,—%Dsenlp’,+%Dsen1/)’) (C.37)

onde y € a constante de Euler (0.5772...) el

14I_=bz;sa(—lns+ln4—2]/+2)+§0(3€D,yp,a,b)

15 Apéndice A, Item vi.
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1
a(xp, yp, @ b) = 7{(xp = b) In[Cxp = b)* + yp*] = Cxp — @) In[(xp — @)* + yp*1}

e () - (52

D

Agora, considerando F, dado pela equacio (C.3). Para s — 0, podemos escrever as

seguintes relagcdes:

h
Se 1p €OS O, = %D seni’,

Ccos TlTL'

lim F, = cz hD [loCbs, 0, ) = Io(by, 0, )] (C.39)
S—
Serpcosf,, < — senl,b
& cos nni—D
lim . = C ) —— 2 [lg(bay 0, 4) = Ly (b, 0, 4)] (C.40)
s—0 i
n=1 hD

Nas equagdes (C.39) e (C.40),

IO(xll xZ; i) = £l_r)r(} I(xll xZ; i) =

X2 Eh
n2m2 Zwp T+ (rD cos O, + ) cotg Y’
f Ko| [€2 +— 15 sen? 6, |cosnm dé (C.41)
h'D h'D
X1
hw h wp 1
Se——sent/; < rpcosf . —seny’,
S Zwp T € nm
limF, = z cos nn— cos N Exp ( rD) (C.42)
$-0 - hp hp
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As equagdes (25) e (26) de Raghavan e Ozkan (1994, p. 68) fornecem as seguintes

relagdes, respectivamente:

_ 1 < cos Nz, COS NTZ,

F, = é Exp(—nmLplypl) (C.43)
sLp 4 n

n:

e
Fo= g o] -
17 451, M1=2 exp(—mnLp|ypl) cosm(z; + z,) + exp(—2mLplypl)

| . b e

n .

1—=2exp(—=mLplypl) cosn(z; — z;) + exp(=2nLplyp|)
A partir das equagdes (C.43) e (C.44) acima, reescreve-se a equacdo (C.42) da seguinte
forma'®:

hp 1

limF, = In
20 25hyp 1—2exp(—A)cosm (ZD-FZ—WDH) + exp(—24)
D

1

+1n — — (C.45)
1—2exp(—A)cosm (ZD}Zl—WDe) + exp(—241)
D
onde 1 = =2, Para F, temos:
hp

& cos nni—D

llmFZ = CZTD [IO(blioo: _) +IO(bZﬁooﬂ+)] (C46)

s—0

n=1 hD

onde I(x, x5, +) também € dado pela equagio (C.41).

16 Apéndice A, Item vii.
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Invertendo para o dominio do tempo, obtemos as seguintes expressdes para App, Appy, Fy

e F,; para tempo-longo (Ozkan e Raghavan, 2000):
ApD - Apr + F

Apps = 0.5(Intp, + 0.080907) + 1 +

2 hup . hup ,
WO’(TD COSQm,TD sen@m,—%senlp ,+%Senlll )

F=F1_F2

hp 1 1
n Zp+z,p te +

F, =
2hyp 1—2exp(—2)cosm (h—) + exp(—24)
D

1

In = —
1—2exp(—A)cosm (ZD}Zl—WDe) + exp(—21)
D

2h, 1 Z
F Z—Z— — |Iy(by, 00, — I,(b,, oo,
2= Thup Senlp'nzlncosnnhD [1o(by, 00, =) +1y(by, 0, +)]
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ANEXO I - Cédigo para Geracao das Curvas Tipicas

hD = 100;

PwDl = (Exp[-0.25/t] /t) » Integrate[Exp[- (((Tan[0 Degree] "2) = (z+0.3hD) "2) / (4%xt))] *
(1+2#%Sum[Exp[-((n"2) * (PL"2) #t) / (hD"2)] *Cos[0.8 *n*Pi] *
Cos[(n*Pi/2)-(nxPixz/hD)], {n, 1, 1}]), {2, -hD/ 2, hD/ 2}];
(Exp[-0.25/t] / t) » Integrate[Exp[- (((Tan[30 Degree] “2) * (z+ 0.3 hD) "2) /
(4%t))] * (1+2*Sum[Exp[- ((n"2) » (P1"2) xt) / (hD"2)] * Cos[0.8 *xn % Pi] «
Cos[(n*Pi/2)-(nxPixz/hD)], {n, 1, 30}]), {2z, -hD/ 2, hD/ 2}];
(Exp[-0.25/t] / t) » Integrate[Exp[- (((Tan[60 Degree] “2) * (z+ 0.3 hD) "2) /
(4%t))] * (1+2*Sum[Exp[- ((n"2) » (P1"2) xt) / (hD"2)] * Cos[0.8 *xn % Pi] «
Cos[(nxPi/2)-(n+xPixz/hD)], {n, 1, 40}]), {z, -hD/ 2, hD/ 2}];
(Exp[-0.25/t] / t) » Integrate[Exp[- (((Tan[75 Degree] “2) * (z+ 0.3 hD) "2) /
(4%t))] * (1+2*Sum[Exp[- ((n"2) » (P1"2) xt) / (hD"2)] * Cos[0.8 *xnxPi] «
Cos[(nxPi/2)-(n*xPixz/hD)], {n, 1, 60}]), {2z, -hD/ 2, hD/ 2}];

PwD2

PwD3

PwD4

tb={0.1, 0.2, 0.3, 0.4, 0.5,0.6,0.7,0.8,0.9,1,2,2.2,2.5,3,4,5,6,7,8,9, 10,

11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 25, 30, 35, 40, 45, 50, 55, 60, 65, 70,

75, 80, 85, %0, 100, 110, 120, 130, 140, 150, 200, 250, 300, 350, 400, 450, 500,

550, 600, 650, 700, 750, 800, 850, 900, 950, 1000, 1100, 1200, 1300, 1400, 1500,
le00, 1700, 1800, 1900, 2000, 2100, 2200, 2300, 2400, 2500, 2600, 2700, 2800,

2900, 3000, 3500, 4000, 4500, 5000, 5500, 6000, 6500, 7000, 7500, 8000, 8500,

9000, 9500, 10000, 11000, 13000, 15000, 17000, 15000, 20000, 22000, 24000,
26000, 28000, 30000, 35000, 40000, 45000, 50000, 55000, 60000, 65000, 70000,
75000, 80000, 90000, 95000, 100000, 150000, 200000, 250000, 300000, 350000,
400000, 450000, 500000, 550000, 600000, 700000, 800000, 500000, 1000000};

SetOptions[LogLogPlot, {PlctRange » {0.01, 10}, PlotLabel - "hD=100",
Frame » True, FrameLabel » {tD, "PD e tD+PD'"}, BaseStyle » {FontSize » 12}}];

PD1[y ] :=1/ (2 hD) » NIntegrate[PwDl, {t, 0, ¥}]:
Tabelal = Table[{y, Re[PD1[y]]}, {V. ED}]:;
PwDl = Interpolation[Tabelal];
Pl = LogLogPlot[{PwDl[y], Y * PwD1l'[y]}.
{y, 0.1, 1000000}, Plotstyle - {{Black}, {Dashed, Black}}]:
PD2[y ] :=1/ (2 hD) » NIntegrate[PwD2, {t, 0, y}];
Tabela2 = Table[{y, Re[PD2[y]]1}., {y. tD}];
PwD2 = Interpolation[Tabelal];
P2 = LogLogPlot[{PwD2[y], Y * PwD2'[y]}.
{y, 0.1, 1000000}, Plotstyle - {{Brown}, {Dashed, Brown}}]:;

120



PD3[y ] :=1/ (2 hD) » NIntegrate[PwD3, {t, 0, v}]:
Tabela3 = Table[{y, Re[PD3[y]]}. {y. tD}]:
PwD3 = Interpolation[Tabela3];
P3 = LogLogPlot[{PwD3[y], Yy *PwD3'[y]},
{y., 0.1, 1000000}, Plotstyle - {{Purple}, {Dashed, Purple}}];
PD4[y ] :=1/ (2 hD) » NIntegrate[PwD4, {t, 0, ¥}1;
Tabela4 = Table[{y. Re[PD4[y]]}. {y. tD}];
PwD4 = Interpolation[Tabela4];
P4 = LogLogPlot[{PwD4[y], Y *PwD4 ' [y]},
{y., 0.1, 1000000}, Plotstyle - {{Purple}, {Dashed, Purple}}];

Show[P1, P2, P3, P4]
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ANEXO II — Cddigo para Geracao das Assintotas para Tempo-

Curto

B=2;
hD = 100;
Y = 60 Degree;
hwD = hD / Cos [¥];
rD = 4/1+0.09 hwo? sin[y]? ;
6 = N[ArcCos[0.3 hwD Sin[y] / xrD]];
zwD = hD / 2;
zD = zwD + 0.3 hwD Cos [¢] ;
e = rD Cos[©] Cot[¥];

8 hD
PD[s ] = BesselK[O, \/ (zD-zwD -e) “28in[¢] *2 + rD? 8in[6]? Vs ];

2 s hwD sin[y]

Ni = 8;
V[i_, NN_] =

Min[i,NN/2]

(-1)ism02 Z (K225 (2xk) 1) / ((MN/2-k) L x (k)2 % (i-k) ! * (2«k-1)1);

k=Floor[(i+l) /2]

Ni
PD1[tD ] = Log[2] /tD*ZV[i, Ni] %+ PD[ (Log[2] / tD) % i];

i=1
LogLogPlot[y =« PD1'[y], {y, 0.1, 1000000}, PlotRange - {0.01, 10},

PlotStyle » {{Dashed, Red}, Thickness[0.03]}, PlotLabel -» "hp=100",
Frame -» True, FrameLabel - {tp, "Pp e tp*Pp'"}, BaseStyle » {FontSize - 12}]
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ANEXO III - Cédigo para Geracao das Assintotas para Tempo-

Longo
B=2;
hD = 100;
Yy = 60 Degree;
hwD = hD / Cos [¥] ;
rD = \/1+0.09 hwD? sin[y]? ;
© = N[ArcCos[0.3 hwD Sin[¢] / D] ]:;
zwD = hD / 2;
zD = zwD + 0.3 hwD Cos [¥] ;
e = ¥rD Cos[8] Cot[¥];
a=rDSin[6];
bl =rDCos[©] + (hwD / 2) Sin[¥];
b2 = (hwD/ 2) Sin[¢¥] - rD Cos[€];
hD 1
F1=- Log[ T ( ) ] +
P1rD . ZD+ZwWD+e » ID
2 hwD s 1-2Exp[-——] Cos[Pi T]+Exp[-2P1 E]
1
Log[l 2R P1rD c Pi (zwD+e-zD) E 2 Pi o ]};
- xp[— = ] os[ i - ]+ xp[— 11—u>]
2 hD
F2 = ——M
s hwD Sin[¢]
£hD
Cos[n Pi zD] n? x? zwD + e - == Cot [y]
Sum[— NIntegrate[BesselK[O, E% + ] Cos[nn R
(nPi) / hD hD? hD

n? 72 ]

{&, b1, Infinity}] + NIntegrate [BesselK[O, 2+ .
hD

£8D
ZWD + e + ) Cot [y]

COs[nz ], {€, b2, Infinity}] , {n, 1, 100}];

hD
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1 2 1

PD[s_] = — (-Log[s] + Log[4] -2%0.5772+2) + —mM88— —

2s s hwD Sin[y] 4
((rDcos[e] - (hwD / 2) sin[¥]) Log[ (¥rD Cos[0] - (hwD /2) Sin[y])* +rD sin[e]] -

(rDCos[6] + (hwD / 2) Sin[¥]) Log[ (¥rD Cos[6] + (hwD / 2) Sin[y])?+ rDsin[e]]) -

rD Sin[8] (rD Cos[©€] + (hwD / 2) Sin[y])
—_— ArcTan[ ]—
2 rD Sin[8]
(rD Cos[6] - (hwD / 2) sin[¥])
ArcTan[ ]] + (F1-F2);
rD Sin[6]
Ni = 8;
V[i , NN ] =

Min[i,NN/2]
(-1)iHN/2 (2% (2xk) 1) /(7 2-k) L (k)2 % (1-k) L% (2xk-1)1);
k=Floor[(i+l) /2]

Ni
PD1[tD ] = Log[2] /tD*ZV[i, Ni] # PD[ (Log[2] / tD) % i];

i=1

LogLogPlot[{PD1[y], y*PD1"'[y]}, {y., 100000, 1000000000}, PlotRange » {0.01, 10},
PlotStyle » {{Red}, {Dashed, Red}}, PlotLabel -+ "hp=100", Frame —» True,
FrameLabel -» {tp, "Pp e tpxPp'"}, BaseStyle » {FontSize » 12}]
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