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Resumo

A simulacdo numérica computacional € nos dia de hoje frequentemente aplicada na
elaboragdo de projetos ou andlise dos processos de conformacgao plastica dos metais. A extrusao
de metais € um dos principais processos de conformagdo plastica e largamente aplicado na
fabricacdo de produtos e pecas na industria metal-mecanica. Tradicionalmente, essas andlises sao
feitas utilizando o Método dos Elementos Finitos. Entretanto, h4 um aumento no interesse dos
pesquisadores na utilizagdo do Método dos Volumes Finitos para este fim. A literatura sugere que
0 escoamento na extrusao de metais pode ser analisado pela formulacao do escoamento pléstico
(flow Formulation). No qual, pode-se assumir como o escoamento de um fluido incompressivel e
viscoso. Essa hipdtese pode ser assumida ja que o processo de extrusdo € um processo isocorico.
O método MacCormack é geralmente aplicado para simular os escoamentos de fluidos
compressiveis pelo Método do Volumes Finitos. No escoamento de um fluido incompressivel ou
no escoamento de metal ndo existe uma equacdo para a evolugdo da varidvel pressdo, sendo
necessdrio a utilizacdo de um método de acoplamento entre a pressdo e a velocidade. Este
trabalho trata da apresentacdo de um novo esquema numérico para a determinacdo de
informacdes sobre o escoamento de um fluido incompressivel e viscoso e sobre o escoamento de
metal em um processo de extrusdo direta, ambos em regime permanente. As equacodes
governantes foram discretizadas pelo Método dos Volume Finitos através do Método de
MacCormack explicito para uma malha estruturada e co-localizada. O acoplamento entre a
pressao e a velocidade foi feita pelo método SIMPLE. O novo esquema numérico foi aplicado em
escoamentos incompressiveis € viscosos para a glicerina € em escoamento de metais em
processos de extrusdo direta para o chumbo e uma liga de aluminio. O escoamento da glicerina
foi avaliado para o caso entre placas paralelas e em dutos circulares sob condicdo axissimétrica e
obtiveram boa concordancia em relagdo ao resultados analiticos. Os campos de velocidades
obtidos para a extrusdo de metal alcangaram rdapida convergéncia, em torno de 20000 iteragdes,
essa quantidade de iteracdes foi inferior a quantidade que a glicerina necessitou. Para todos os
materiais analisados os resultados numéricos tiveram boa concorddncia em comparacdo com
resultados analiticos e experimentais obtidas da literatura. O método MacCormack produziu

resultados coerentes para o escoamento da glicerina e dos metais sem a necessidade da adicao de
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viscosidade artificial, como sugere a sua definicdo. Portanto, os resultados numéricos sugerem
que o método MacCormack com o SIMPLE pode ser aplicado na resolu¢do de escoamentos de
fluidos incompressiveis e na conformac¢do de metais além da sua tradicional aplicacdo na

resolucdo de escoamentos compressiveis.

Palavras Chave: Metais — Extrusdo; Meétodo dos volumes finitos; Mecanica dos fluidos;

Fluidodinamica computacional (CFD); Processos de fabricagao.
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Abstract

Computational numerical simulation is nowadays largely applied in the design and analysis
of metal forming process. Extrusion of metals is one main forming process largely applied in the
manufacturing of metallic products or parts. Historically, the Finite Element Method has been
applied for decades in extrusion analysis. However, recently in the academy, there is a trend to
use Finite Volume Method: literature suggests that metal flow by extrusion can be analysed by
the flow formulation. Thus, metal flow can be modelled such us an incompressible viscous fluid.
This hypothesis can be assumed because extrusion process is an isochoric process. The
MacCormack Method is commonly used to simulate compressible fluid flow by the finite volume
method. However, metal extrusion and incompressible fluid flow do not present state equations
for the evolution of pressure, and therefore, a velocity-pressure coupling method is necessary to
obtain a consistent velocity and pressure fields. Present work proposes a new numerical scheme
to obtain information about both incompressible viscous fluid flow and metal flow in the
extrusion process, in steady state. The governing equations were discretized by Finite Volume
Method, using the Explicit MacCormack Method to structured and collocated mesh. The
SIMPLE Method was applied to attain pressure-velocity coupling. These new numerical scheme
was applied to incompressible viscous fluid flow of glycerine and forward extrusion process of
lead and an aluminium alloy. The numerical results for glicerine fluid flow for parallel plates and
axisymmetric flow in circular tube cases had quite good agreement in relation to the analytical
solutions. The incompressible metal extrusion velocity fields achieved faster convergence than
for liquid glycerine after 20.000 iterations and a good agreement with analytical and experimental
results obtained from literature. The MacCormack Method applied for both glycerine and metals
produced consistent results without the need of artificial viscosity as employed by the
compressible flow simulation approaches. Hence, the present numerical results also suggest that
MacCormack Method and SIMPLE can be applied in the solution of incompressible fluid flow

and metal forming processes in adition to the traditional application for compressible fluid flow.

Key Words: Metals — Extrusion; Finite Volume Method; Fluid mechanics; Computational fluid

dynamics (CFD); Manufacturing processes.
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1 INTRODUCAO

A simulacdo numérica computacional no meio académico e industrial € hoje uma realidade
incontestavel. Como pode ser visto na grande quantidade de artigos cientificos publicados em
revistas e congressos que abordam o tema ou dos iniimeros softwares comerciais utilizados pelas
empresas em geral na elaboracao de seus projetos.

No campo de atuacdo da conformacdo pldstica de metais, tanto no meio académico ou no
meio industrial, a realidade nao é diferente, pois, sdo inimeros os artigos cientificos e industrias
que tratam dos fendmenos, que aparecem nos processos de conformacdo pléstica, através de
softwares comerciais ou softwares desenvolvidos pelos préprios pesquisadores ou engenheiros,
para a andlise de problemas ou situacdes especificas.

Esta realidade teve inicio e vem se consolidando desde a década de 1950, quando os
computadores comecaram, gradativamente, a aumentar o seu poder de processamento.
Paralelamente, os métodos numéricos utilizados, para o tratamento numérico computacional das
equagdes matemdticas que governam os fendmenos fisicos na conformagdo pléstica de metais,
aperfeicoaram-se e adequanram-se a situagdes especificas. Neste caminho pode-se destacar a
importancia que o Método dos Elementos Finitos (FEM — Finite Elemet Method, em Inglés) teve
no tratamento numérico dos processos de conformacgdo pléstica dos metais (KOBAYASHI, S. et
al., 1989).

O FEM surgiu na década de 1950 ligados a problemas de elasticidade estrutural. J4 na
década seguinte o FEM comecou a ser aplicado no dominio das operagdes de fabricacdo, porém,
nesse periodo utilizava-se a Formulacdo Solida, que € caracterizada por considerar um
comportamento elasto-plastico ou elasto-viscoplastico do material. Entretanto, esta mostrou-se
inadequada para analisar problemas relacionados as nao-linearidades, tanto geométrica, causadas
pelas grandes deformagdes plasticas que sdo tipicas dos processos de conformagdo por
deformacao plastica, quanto do material (KOBAYASH]I, S. ez al., 1989).

No inicio da década de 1970 foi desenvolvido a Formulag¢do do Escoamento Pldstico (Flow
Formulation, em Inglés). Esta formulacdo caracteriza o escoamento de materiais metalicos, em
processos de deformacdo plastica, de forma similar ao do escoamento de fluidos incompressiveis

e viscosos, que eram e ainda s@o tratados numericamente, utilizando o Método dos Volumes



Finitos (FVM — Finite Volume Method, em Inglés). A hipétese da Formulacdo do Escoamento
Plastico pode ser assumida, pois, os processos de conformacdo plastica sdo considerados
isocoricos, isto €, volume constante. Na Formulacdo do Escoamento Pldstico o material €
considerado rigido-plastico ou rigido-viscopldstico, sendo assim, as deformagdes eldsticas sao
desprezadas em face das elevadas deformacdes plasticas que o material sofre nos processos de
conformacao pléastica (KOBAYASHI, S. et al., 1989).

Desde o seu surgimento até os dias de hoje, o FEM ainda é a escolha preferéncial dos
pesquisadores e engenheiros para a solucdo ou andlise de problemas em processos de
conformacgdo plastica de metais. Porém, com a Formulagdo do Escoamento Pldstico ocorreu o
interesse em analisar o comportamento do escoamento de metais em processos de conformacgao
plastica através do FVM (DEMIRDZIC, 1. et al., 2005). O interesse vem do fato do FVM ser um
método altamente ensaiado e aplicado na dindmica dos fluidos e o conhecimento ja desenvolvido
possa de certa forma, ajudar a entender melhor os fendmenos que aparecem nos processos de
conformacgdo plédstica dos metais. Outro aspecto é o fato de criar c6digos numéricos que
englobam na mesma formulagdo as andlises tanto para sélidos quanto para fluidos ou as
interacdes entre eles (KOBAYASH]I, S. et al., 1989).

O FVM surgiu no inicio da década de 1970 com o objetivo de suprir limitacdes do Método
das Diferencgas Finitas (FDM — Finite Difference Method, em Inglés), que era o método numérico
dominante nas aplicacdes para problemas envolvendo dinamica dos fluidos (MALISKA, C. R.,
2004). O principal aspecto que motivou o aumento da utilizacio do FVM foi que o mesmo
satisfaz a conservacdo das propriedades avaliadas (tais como: massa, quantidade de movimento,
entre outras) tanto a nivel global como a nivel discreto. Sendo assim associado a uma
interpretacdo fisica mais consistente. Haja visto que, tanto o FDM quanto o FEM néo satisfazem
a conservacao das propriedades avaliadas em nivel discreto, pois, nao trabalham com volumes de
controle e sim com os pontos da malha computacional (MALISKA, C. R., 2004). Entdo, a partir
da década de 1990 surgiram, na literatura, alguns trabalhos que simulam numericamente o
escoamento do metal nos processos de conformacdo plastica, usando a Formula¢cdo do

Escoamento Pldstico e o FVM (WILLIAMS, A. J. et al., 2002), (LOU, S. et al., 2008).



Na andlise do escoamento de fluidos, geralmente, busca-se determinar os campos de
velocidade, pressdo e temperatura. Com essas informagdes pode-se ter uma visdo de como € o
comportamento do fluido no escoamento analisado. Em processos de conformagdo platica de
metais, para o estudo dos escoamentos envolvidos, o raciocinio seguido deve ser o mesmo
utilizado para o fluido, isto €, a determinag¢do dos campos de velocidade, pressdo e temperatura.
Essas varidveis fornecem dados quantitativos importantes sobre o escoamento do metal ou do
fluido e que possibilita uma anélise qualitativa do processo como um todo.

A velocidade, pressdo e temperatura sdo as varidveis que aparecem nas equacoes
diferenciais que governam os escoamentos em fluidos. Porém, considerando que os escoamentos
em metais sejam analisados pela Formulacdo do Escoamento Pldstico as equagdes governantes
devem ser as mesmas que no fluido. Essas equacdes sdo chamadas Equacdes Diferenciais da
Conservacdo da massa, movimento e energia. A essas Equacdes da Conservacdo deve-se juntar
as Equacoes Constitutivas, que caraterizam qual material especificamente estd sendo estudado.
Tendo assim as informacdes necessdrias e suficientes para a aplicacdo de um método numérico
(KHAN, A. S. et al., 1995).

As Equacoes da Conservacdo quando discretizadas pelo FVM, considerando uma
formulacao explicita, geram, um conjunto de equacdes ndo-lineares (MALISKA, C. R., 2004). Os
métodos de resolucdo desse conjunto de equacdes ndo-lineares sdo diversos, porém, busca-se
sempre um método de resolu¢do que tenha uma boa convergéncia, estabilidade e precisdo. Um
método de resolucdo que se destaca nas aplicacdes da dinamica dos fluidos € o Método
MacCormack.

O Meétodo MacCormack € tradicionalmente utilizado na solu¢do de problemas de
escoamento de fluidos compressiveis em andlises da aerodindmica, pois, 0 mesmo consegue bons
resultados na captura dos picos de discontinuidades produzidas pelas ondas de choque envolvidas
neste tipo de escoamento. Este método possui ainda como caracteristicas principais ser um
método de dois passos e ter segunda ordem de precisdo no tempo € no espago.

Além das caracteristicas citadas acima o Método MacCormack apresenta bons resultados
no tratamento das nao-linearidades na solu¢do de Equagdes Difereciais Parciais. Como os
escoamentos nos processos de conformacao plastica de metais sdo governados pelas Equagdes
Diferenciais da Conservacdo. Considerando também, que em tais processos surgem regides de

discontinuidades, como por exemplo, na entrada e saida da zonas de deformacdo em um processo

3



de extrusdo direta. Entdo, propde-se neste trabalho, a utilizacdo do Método MacCormack na
solucdo das equacgdes governantes do escoamento em um processo de conformacdo plastica de
extrusdo direta de metais (TANNEHILL, J. C. et al., 1997).

Na conformacdo pléstica dos metais, quando se deseja a fabricacio de uma pega ou
produto metalico que possui um perfil constante e que pode ser produzida de forma continua,
utiliza-se o processo de extrusdo (MARTINS, P. ef al, 2005). Os materiais metélicos que se
utiliza na fabricacdo de pecas e produtos através do processo de extrusdo sdo variados, mas,
atualmente, os que mais se destacam sdo o aluminio e suas ligas por suas propriedades de leveza,
resisténcia mecanica especifica, resisténcia a corrosdao e conformabilidade.

O aluminio tem sua aplica¢do na producdo de produtos e componentes em diversas areas,
onde, pode-se destacar a indudstria automobilistica e aerondutica. Segundo dados da ABAL —
Associagdo Brasileira do Aluminio, publicados no Anudrio Estatistico Abal 2009, pode-se
perceber que na tultima década a producdo de aluminio vem aumentando, conforme pode ser visto

no gréfico da Figura 1.1.
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Figura 1.1 — Comparacdo da quantidade de aluminio produzida anualmente e a quantidade dessa

producdo que foram extrudadas (Anudrio Estatistico Abal 2009).



O gréfico da Figura 1.1 mostra também a quantidade, em milhares de toneladas, que foram
produzidas pelo processo de extrusao, em comparacao com a producao anual.

De forma mais detalhada, pode-se analizar o gréafico da Figura 1.2, que mostra que o
processo de extrusdo ocupa a segunda posi¢do na escala de processos mais utilizados no
processamento do aluminio, onde, a extrusdo corresponde a um percentual de 20% de todo o

aluminio processado no Brasil no ano de 2009.
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Figura 1.2 — Percentual de consumo de aluminio na produ¢ao de produtos (Anudrio Estatistico

Abal 2009).

Das informacdes citadas acima, pode-se perceber que o processo de extrusdo tem um papel
importante como processo de fabricacdo de pecas e produtos na industria metal-mecanica
brasileira. Com o aumento da utilizacdo da extrusdo, tanto em termos de quantidade quanto em
termos de diferentes perfis extrudados, aumenta de forma paralela a necessitade de meios que
possam fornecer dados quantitativos e qualitativos que permitem conhecer melhor os processos

de extrusio utilizados.



1.1 Objetivos da Tese

A motivacdo para a realizacdo deste projeto de pesquisa surgiu da andlise do contexto
exposto na introducio desta tese e do conhecimento do método FVM que este autor adquiriu na
elaboracdo de sua dissertacdo de mestrado (MARTINS, M. M., 2006), que tratou da elaboracao
de um programa computacional, em liguagem FORTRAN, para o cdlculo da distribui¢cao de
temperatura e tensoes térmicas em uma placa quando submetida a um choque térmico.

Seguindo a tendéncia de se utilizar o FVM e a Formulacdo de Escoamento Pldstico na
andlise de processos de conformagdo plastica de metais, definiu-se que o objetivo principal desta
tese de doutorado € a elaboragdo de um novo esquema numérico a ser utilizado no
desenvolvimento de um programa computacional, em linguagem FORTRAN, utilizando o FVM
e o Método MacCormack explicito para a andlise do escoamento de um fluido incompressivel e

viscoso e que pode ser aplicado a um processo de conformagdo plastica de metais por extrusao.

1.2 Trabalhos Apresentados e Publicados

Esta tese de doutoramento possibilitou ao autor a elaboracdo e publicacdo dos seguintes
artigos completos em congressos internacionais:

e “Extrusion Process by Finite Volume Method Using OpenFoam Software”: este artigo foi
apresentado de forma oral no congresso internacional AMPT 2010 (Advances in Materials and
Processing Technologies) realizado na Arts et Métiers Paris Tech, Paris, Fran¢a no periodo de 24
a 27 de Outubro de 2010.

e “Experimental Analysis of Velocity Field in Hot Extrusion of Aluminium 6351”: este
artigo foi apresentado de forma oral no congresso internacional ICEB (International Conference
on Extrusion and Benchmark) realizado na cidade de Bolonha, Itilia e organizado pela

Universidade de Bolonha no periodo de 2 a 5 de Outubro de 2011.



e “Incompressible Fluid Flow by The MacCormack Method”: este artigo foi apresentado
de forma oral no congresso internacional WCCM 2012 (10th World Congress on Computational
Mechanics) realizado na cidade de S@o Paulo, Brasil e organizado pela Universidade de Sao

Paulo no periodo de 8 a 13 de julho de 2012.






2 REVISAO DA LITERATURA

A diversidade dos materiais utilizados pela humanidade para a constru¢do de utensilios e
ferramentas para determinados fins evoluiu historicamente de forma paralela com o nosso
desenvolvimento tecnoldgico e cientifico. Com a capacidade que o homem desenvolveu de retirar
os metais da natureza também surgiu a necessidade de manipuld-los de maneira a transfoma-los
em produtos para fins desejados. Entdo, a partir da inerente curiosidade do ser humano, as
observacdes sobre o comportamento desses materiais sujeitos a esfor¢os mecanicos comecaram a
ser estudados para melhor realizacdo dessas operacdoes (MARTINS, P. et al., 2005).

Segundo Osakada (OSAKADA, K., 2010), antes do século XX os estudos sobre
deformacdo pléstica surgem, inicialmente, em alguns trabalhos, como, por exemplo, no livro
“Two New Sciences”, de Galileu Galilei, que descreve alguns problemas relacionados a
mecanica e um deles tratava da resisténcia de rochas a flexdo. Alguns anos mais tarde, surgem
trabalhos mais consistentes, como o de Robert Hook que publicou em seu livro “Of Spring” que o
alongamento de uma mola € proporcional a forca aplicada, dando origem as bases da teoria da
deformacao eldstica. Em 1781 Charles A. de Coulomb apresentou o seu artigo sobre a teoria do
atrito estabelecendo o atrito de Coulomb.

No inicio do século XIX a teoria matemdtica sobre a elasticidade e as curvas tensdo-
deformacdo comecam a surgir através de nomes como S. D. Poisson, Cloud L. Navier, A.
Cauchy, G. Lamé, entre outros. H. E. Tresca a partir de 1864 apresentou uma série de artigos
sobre escoamento de metal, sugerindo que o escoamento plastico se dad pela acao de forgas de
cisalhamento. Analisando os trabalhos de Tresca, Barré de Saint-Venant apresentou algumas
idéias bdésicas sobre processos de deformagdo plastica: ele sugeriu que “o volume do material ndao
muda durante a deformacao pléstica” e “as dire¢des das deformacdes principais coincidem com
as direcoes das tensdes principais”’. Também podem ser citados os trabalhos de J. Bauschinger,
O. Mohr e J. Guest, sendo que o primeiro autor mostrou que a tensdo de escoamento na
compressdo depois de um processo de tragdo € significativamente menor do que a tensdo de
escoamento inicial. O segundo autor desenvolveu uma representacao do estado de tensdo através
de um circulo, o conhecido circulo de Mohr, e o dltimo apresentou um trabalho que, pela

primeira vez, estabelecia diferencas entre um material fragil e ductil.
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Osakada (OSAKADA, K., 2010), afirma que o critério de escoamento de deformacgdo
plastica da maxima tensdo de cisalhamento ou de Tresca teve o seu desenvolvimento durante o
século XIX. O critério da energia de deformagdo eldstica ou critério de escoamento plastico de
von Mises foi estabelecido no inicio do século XX. Coube aos trabalhos W. Lode, G.I. Taylor e
H. Quinney estabelecer as diferencgas entre os dois critérios de escoamento pléstico e a definicdo
do critério de von Mises como a melhor aproximacgdo das condi¢des de escoamento plastico de
metais. O desenvolvimento dos critérios de escoamento teve outro avango através do trabalho de
Rodney Hill (HILL, R., 1950), j4 em meados do século XX, que estabeleceu um critério de
escoamento levando em consideracdo a anisotropia do material.

Outro aspecto da evolucdo da teoria da deformacao plastica e que merece comentérios € o
desenvolvimento das equagdes constitutivas, que relacionam tensao, deslocamentos e temperatura
quando um material é carregado mecanicamente. Segundo Osakada (OSAKADA, K., 2010), este
estudo teve inicio a partir do trabalho M. Lévy, em 1872, que usou uma equagdo constitutiva
incremental e que foram apresentadas também por R. von Mises, considerando os incrementos de
deformacao plastica. Os trabalhos de L. Prandtl e A. Reuss estabeleceram equacdes contitutivas
envolvendo incrementos de deformacao pléstica e eldstica. Outro passo importante na andlise das
equacdes constitutivas foi a inversdo das equagdes de Prandtl-Reuss, apresentada por Rodney Hill
(HILL, R., 1950) e extremamente utilizada quando do surgimento das andlises por elementos
finitos.

A compreensdao de como se procede a deformacdo pléstica dentro dos metais comecou
através do estudo de como ocorre a deformagdo pldstica em um monocristal, que segundo
Osakada (OSAKADA, K., 2010), se deu a partir do trabalho de M. von Laue que estabeleceu a
direcdo das redes cristalinas através da difracdo de raios-X. Os pesquisadores G. I. Taylor e C. F.
Elan, através de um teste de tracdo em monocristal de aluminio, definiram que a deformacao
plastica ocorre pelo deslizamento de planos cristalograficos em uma dire¢do especifica e a tensao
de cisalhamento critica neste plano foi calculada. G. Sachs apresentou que a tensdo de
escoamento para um metal policristalino é uma média das dos monocristais em orienta¢des
aleatérias. Foi percebido que quando um monocristal € deformado o seu plano de escorregamento
tende ficar paralelo a direcdo de deformacao, isto significa que a anisotropia € definida pela
deformacdo plastica de um metal policristalino e W. Boas € E. Shmid foram os primeiros a

estudar o fendmeno da anisotropia.
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Segundo Osakada (OSAKADA, K., 2010) a teoria das discordincias comecou a ser
estabelecida depois que superficies polidas de monocristais deformados plasticamente foram
observadas e bandas de escorregamento foram identificadas, sugerindo que o escorregamento se
d4d em um ndmero limitado de planos de escorregamento. Segundo Dieter (DIETER, G.E., 1981)
e Osakada (OSAKADA, K., 2010), os autores G. I. Taylor, E. Orawan e M. Polanyi apresentaram
de forma independente o conceito de discordancias. Porém, somente nos anos de 1950 que o
conceito foi realmente comprovado com a ajuda da microscopia eletronica.

Os métodos de andlise que possibilitam calcular, por exemplo, os campos de velocidades e
tensOes surgiram inicialmente, a partir do método dos campos das linhas de cisalhamento
méximo, que segundo Osakada (OSAKADA, K., 2010) e Martins (MARTINS, P. et al., 2005),
foi apresentado por L. Prandtl na andlise em deformacdo plana da indentacdo de um soélido
rigido-plastico. Porém, o método foi chamado de campos das linhas de cisalhamento maximo
(slip-line field method) a partir dos trabalhos apresentados por H. Hencky e depois por H.
Geiringer. O primeiro autor apresentou um teorema geral sobre o estado de tensdes dos campos
das linhas de cisalhamento maximo e o segundo autor descreveu uma equagao para o campo de
velocidades, considerando a condi¢do de incompressibilidade na deformacao plastica e a relacdo
entre a taxa de deformacao e a velocidade. Outros trabalhos foram apresentados por R. Hill, V.V.
Sokolovskii, W. Prager e P.G. Hodge que produziram evolucdo no método. Porém, com o
surgimento do FEM o método dos campos das linhas de cisalhamento méximo caiu em desuso.

Outro método de andlise é o método da fatia elementar (slab method) apresentado,
primeiramente, no trabalho de E. Siebel numa andlise sobre o forjamento de metal, aplicando as
equacoes de equilibrio em uma fina drea da amostra (OSAKADA, K., 2010). Depois, do artigo de
E. Siebel outros trabalhos surgiram, segundo Osakada (OSAKADA, K., 2010) e Martins
(MARTINS, P. et al., 2005), e que tratavam de outros processos de deformacao pldstica e podem
ser citados nomes como T. von Karmén e G. Sachs que aprimoraram o método. Juntamente com
os métodos de anélises j4 mencionados, pode-se juntar o método do limite superior (Upper Bound
Method), que segundo Martins (MARTINS, P. et al., 2005) e Osakada (OSAKADA, K., 2010),
apareceu no livro “Mathematical Theory of Plasticity” de Rodney Hill (HILL, R., 1950) e que
posteriormente foi aprimorado pelos trabalhos de H. Kudo, B. Avitzur, W. Johnson.

O FEM que surgiu, segundo Kobayashi (KOBAYASHI, S. et al., 1989), Martins
(MARTINS, P. ef al., 2005) e Osakada (OSAKADA, K., 2010), na década de 1960, em virtude
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da sua generalidade e, posteriormente, do aprimoramento do poder de processamento dos
computadores, assumiu quase toda a parte das andlises de problemas de deformacdo pléstica de
metais.

Todo o desenvolvimento apresentado anteriormente sobre as teorias da deformacao pléstica
sdo atualmente utilizadas e aplicadas nos processos de conformacgdo plédstica dos metais, que é
uma das subdivisdes dos processos de conformac¢do mecanica dos metais e que sdo utilizados na
fabricacdo de pecas e produtos nas indudstrias metal-mecanica (MARTINS, P. et al., 2005),
(CALISTER JR, W.D. et al., 2005).

Os processos de conformagdo plastica de metais possuem como caracteristica principal a
conservagdo do volume inicial do material bruto. O formato da peca ou do produto que se deseja
fabricar € alcancado através da deformacdo pléstica por aplicacdo de esforcos mecanicos por
meio de maquinas especificas, tais como prensas (MARTINS, P. et al., 2005).

Quando o processo de conformacdo plédstica ocorre em chapas metélicas e que ndo ha
alteracdo significativa da espessura e ruptura, tal processo é denominado de conformagdo plastica
de chapa (em Inglés, Sheet-Metal forming). Por outro lado, quando o material inicial € um tarugo
ou placa e que a deformacao pldstica aumenta a razao superficie-volume, tal processo ¢ chamado
de conformacao pléstica de massa (em Inglés, Massive forming) (MARTINS, P. et al., 2005).

Nos processos de deformagdo plastica mencionados acima tem-se processos especificos que
sdo aplicados de acordo com o que se deseja produzir. Na conformacao pléstica de chapas podem
ser citados os processos de embutimento, estiramento e dobramento, ja na conformagdo plastica
de volume podem ser citadas a laminagdo, forjamento, trefilacdo e a extrusao (MARTINS, P. et
al., 2005).

Como os processos de conformacdo pldstica necessitam da aplicacdo de esforcos
mecanicos, e que tais esforcos geram gastos, com energia, por exemplo, tem-se um maior valor
agregado ao produto final. Com intuito de reduzir as cargas aplicadas e consequentemente o custo
final do produto, os processos de deformacao pldstica podem ser realizados “a quente”, isto &,
fazendo um aquecimente prévio do material, tendo assim uma reducdo da tensdo limite de
escoamento e, por consequéncia, uma reducao dos esforg¢os exigidos para a deformg¢ado plastica

(MARTINS, P. et al., 2005).
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2.1 Extrusao de Metais

Quando se deseja a fabricacdo de uma peca ou produto na forma de barra, e que possui um
perfil constante e que pode ser produzida de forma continua, segundo Dieter (DIETER, G.E.,
1981), pode-se utilizar o processo de extrusdo. Segundo Johnson (JOHNSON, W. e MELLOR,
P.B., 1973) e Martins (MARTINS, P. et al., 2005), o processo de extrusdao é um processo de
conformagdo plastica de volume, em que um bloco ou tarugo do material € for¢ado através de um
orificio ou matriz gerando o perfil desejado. Dieter (DIETER, G.E., 1981) afirma que o processo
de extrusdo € normalmente aplicado na produgdo de barras cilindricas e tubos vazados, mas perfis
irregulares também podem ser produzidos. Chen (CHEN, Z.Z. et al., 2007) diz que hda uma
abundancia de perfis de aluminio aplicados em diversos campos, tais como, estruturas usadas na
aviacdo, no campo aeroespacial, transportes e construgdo civil, entre outros.

Podem-se citar alguns trabalhos que tratam da extrusdao de perfis diferentes dos perfis
classicos que sao usualmente extrudados. Como o trabalho de Chen et al. (CHEN, Z.Z. et al.,
2007) que trata da simulacdo e otimizacdo de perfis irregulares de extrusdao de aluminio
utilizando a otimizacdo com base no método dos volumes finitos, redes neurais artificias e
algoritmo genético, para aumentar a qualidade dos modelos das atuais tecnologias de computacdo
associadas as andlises dos processos de extrusdo. Fiétier et al. (FIETIER, N. et al., 2009)
apresentaram dois programas computacionais que tem como objetivo ajudar a estimar o
desempenho e as caracteristicas do processo e dos detalhes do fluxo de material na extrusdo de
perfis complexos. Selvaggio et al. (SELVAGGIO, A. et al., 2012) apresentaram um trabalho que
trata de uma investigacdo experimental e comparacdes com diferentes codigos de elementos
finitos para dois perfis vazados com paredes de espessuras diferentes dentro do mesmo perfil e
com esses perfis sendo definidos pelo processo de solda por costura.

Dieter (DIETER, G.E., 1981), Johnson (JOHNSON, W. et al., 1983), Martins et al.
(MARTINS, P. et al., 2005), Valberg (VALBERG, H.S., 2010) e Bresciani Filho et al. (Bresciani
FILHO, E. et al., 2011) dividem o processo de extrusdo, quanto ao movimento do material, em
dois tipos bdésicos, sendo: extrusdo direta ou indireta (ou reversa). Segundo Dieter (DIETER,

G.E., 1981) na extrusdo direta o tarugo do material € pressionado por um €mbolo ou pistdo contra
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Figura 2.1.1 — Processos de extrusdo: (a) Extrusdo direta; (b) Extrusdo indireta ou inversa

(DIETER, G.E., 1981).

a matriz, Figura 2.1.1(a), enquanto na extrusdo indireta um €mbolo vazado conduz a matriz na
direcdo do tarugo do material, Figura 2.1.1(b).

Para ilustrar a diferenca entre os dois processos de extrusdo citados acima, Valberg
(VALBERG, H.S., 2010) apresenta uma comparacdo entre os processos de extrusdo direta e
indireta de aluminio a quente para uma matriz com angulo de 90°. Usando informacdes
experimentais e de simulacdo numérica axisimétrica por elementos finitos, mostrando que os
campos de velocidades, taxas de deformacdo e taxa de deformacdo efetiva possuem certas
diferencas nos processos. Como podem ser vistas nas Figuras 2.1.2(a) e 2.1.2(b) para o caso das
taxas de defomacao.

A extrusdo indireta tem algumas vantagens em comparagdo a extrusdo direta, por exemplo,
a magnitude da for¢a aplicada na extrusdo indireta € menor do que a da extrusdo direta. Porém, a
extrusdo direta é a escolha preferida nos processos de extrusao, em virtude da simplicidade do
equipamento (BRESCIANI F., E. ef al., 2011). Um dos inconvenientes que acontecem no
processo de extrusdo indireta, por exemplo, o extrudado deve ser retirado da matriz, enquanto na
extrusdo direta esta etapa do processo € desnecessdria (VALBERG, H.S., 2010).

Segundo Dieter (DIETER, G.E., 1981) a maioria dos materiais sdo extrudados a quente,
aproveitando a vantagem da diminuicdo da tensdo limite de escoamento com o aumento da
temperatura. Porém, as altas temperaturas do processo, que sdo geradas pela temperatura inicial

somada a geragdo de calor pela deformagdo pldstica, podem acarretar oxidagdo do tarugo e do
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(VALBERG, H.S., 2010).

para o processo € ndo provocando defeitos.
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ferramental, além de provocar amolecimento das mesmas, exigindo o uso de uma temperatura

minima para que o material do tarugo apresente uma plasticidade adequada e traga vantagens



Os principais defeitos que podem aparecer no processo de extrusdo tem causas provenientes
da estrutura do material extrudado ou das condicdes de operacdo, assim listados por Filho et al.
(BRESCIANIF., E. et al., 2011), os defeitos sdo:

» Vazios internos na parte final do extrudado, decorrentes do problema do modo de
escoamento; uma velocidade de extrusdo muito grande, principalmente ao final do
processo, pode acentuar a presenca do defeito;

» Trincas de extrusdo, de direcdo perpendicular a direcdo de extrusdao, decorrentes de
defeitos no lingote ou no tarugo ao ser empregada uma temperatura de trabalho muito alta,
associada ou nao a uma velocidade elevada de extrusao;

= Escamas superficiais, ocasionadas pela aderéncia de particulas de material duro na
superficie das ferramentas, provenientes da acdo de desgaste ou da quebra de camadas
superficiais do recipiente de extrusdo; esse defeito pode ser causado também pelo
desalinhamento do pistdo ou por excessiva temperatura de trabalho;

= Riscos de extrusdo, causados por irregularidades superficiais na ferramenta ou por
residuos de 6xidos metélicos retidos em sua superficie;

® Inclusdo de particulas de material estranho, que sdo arrastadas longitudinalmente, dando
uma aparéncia de manchas provocadas por raspagens;

= Bolhas superficiais provenientes de gases retidos na fundicao do lingote para extrusdo ou
no tratamento térmico de aquecimento para a mesma;

= Marcas transversais provocadas pela parada da prensa e retomada do movimento;

» Manchas e perda de cores, decorrentes da oxida¢do e contaminacdo superficial com
substancias estranhas ou provenientes do lubrificante.

Esses defeitos podem ser minimizados ou até mesmo eliminados se as condigdes de

processo forem bem controladas. Para que isso possa acontecer, conhecer bem os fendmenos que
aparecem na extrusdo ¢ de suma importancia e para isso € interessante utilizar métodos de

andlises que fornecam resultados confiaveis.
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2.2 Analise da Extrusao pelo FEM

A extrusdo, sendo um método de conformacgdo pléstica, pode ser analisada por meio dos
diferentes métodos tedricos que se utiliza para andlises dos fendmenos na conformacao plastica.
Segundo Kobayashi (KOBAYASHI, S. et al., 1989) esses métodos sdao: Método da Energia
Uniforme, Método da Fatia Elementar, Método do Limite Inferior e Superior, Método dos
Campos das Linhas de Cisalhamento Maximo, Método da Visualizagao ou Visioplasticidade e
Métodos por Simulacao Numérica, tal como o FEM.

A simulagdo numérica assumiu um papel importante nas andlises em processos de
deformacao pléstica em virtude do surgimento e aprimoramento da capacidade de processamento
do computador. De acordo com Zhang et al. (ZHANG, S.H. et al., 2004) o FEM, depois da
década de 1970, desenvolveu-se e tornou-se o principal método de andlise dos processos de
deformacao pléstica.

O FEM foi desenvolvido na década de 1950, de acordo com Martins et al. (MARTINS, P.
et al., 2005), ligado aos trabalhos de M. Turner, J.H. Argyris, S. Kelsey e R. Clough sendo este
ultimo o que primeiro usou o termo “Elemento Finito”. As primeiras aplicacdes do método foram
feitas em problemas de analise estrutural.

Segundo Valberg (VALBERG, H.S., 2010) o FEM € uma técnica numérica para encontrar
solucdes aproximadas para equagdes diferenciais parciais (EDP). Kobayashi et al.
(KOBAYASH]I, S. et al., 1989) e Valberg (VALBERG, H.S., 2010) descrevem que a aplicag¢do
do FEM a um problema especifico consiste na realizagdo de cinco passos, sendo eles:
identificacdo do elemento no problema; estabelecimento das equacdes de cada elemento;
defini¢dao das propriedades dos elementos; montagem das equagdes dos elementos para obter o
sistema de equacdes global; solucdo numérica do sistema de equacdes global, onde, a formacao
das equacdes dos elementos segue uma das seguintes formulacdes: abordagem direta, método
variacional, método dos residuos ponderados e abordagem do balancgo de energia.

No campo da conformagdo plastica dos metais, os primeiros trabalhos usando FEM, de
acordo com Martins et al. (MARTINS, P. et al., 2005), estao ligados aos trabalhos de P.V.
Marcal, Y. Yamada, O.C. Zienkiewicz e S. Kobayashi, todos a partir da década de 1960. Esses
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trabalhos tratavam de problemas elasto-plasticos em deformacdo plana ou axisimétrica em
processos de indentacdo, compressao simples e extrusao.

O desenvolvimento do FEM fez com que muitos cdédigos comerciais surgissem para
resolver problemas especificos envolvendo a conformacao plastica de volume, de acordo com
Valberg (VALBERG, H.S., 2010) os principais cdédigos comerciais nos dias atuais sao:
DEFORM™, FORGE™, SUPER-FORGE™, Q—FORMTM e outros codigos comerciais mais
gerais como o ANSYS™ e 0o ABAQUS™, também podem ser aplicados para este propésito.
Enquanto para a conformacio pléstica de chapa podem ser citados os c6digos LS-Dyna™ , Pam-
Stamp™ e AutoForm.

No processo de extrusdo, as informagdes que usualmente desejam determinar sdo o0s
campos de tensdo, deformacdo, taxa de deformacdo e temperatura e o FEM tem tido sucesso
neste trabalho. Como pode ser visto em diversos trabalhos publicados, tal como Lu ef al. (LU, J.
et al., 1998) que apresenta uma andlise numérica do processo de extrusdo continua chamado
Conform™ (BWE International) e comparacdes dos resultados dos campos de tensdes,
deformacdes, taxas de deformacdes e temperatura com resultados experimentais, utilizando o
FEM no software comercial DEFORM™ e uma formulagio rigido-viscopléstica.

O trabalho apresentado por Lof (LOF, J. 2001) investigou, usando o FEM bidimensional, e
utilizando um modelo elasto-viscopldstico com uma formulacdo Euleriana-Lagrangeana, os
efeitos de fendmenos como comportamento do material, coeficiente de atrito, comprimento e
angulo da drea de rolamento e que aparecem na drea de rolamento na extrusao de tubos de parede
fina de aluminio.

Parviazian et al. (PARVIAZIAN, F. et al., 2009) trabalharam com a modelagem por FEM
de um processo de extrusdo de ligas de aluminio fazendo uma andlise termomecanica de aspectos
do processo tais como, contato, refinamento da malha, transferéncia de calor dentro do tarugo,
transferéncia de calor entre o tarugo e container, dissipacao de calor no atrito, energia mecanica e
radiacdo na superficie. Um dos resultados desse trabalho estd apresentado na Figura 2.2.1, que
mostra o efeito da conducdo de calor no contato entre o tarugo € o container.

Khan et al. (KHAN, Y.A. et al., 2010) apresentaram uma anélise numérica-experimental do
processo de extrusdo na criagdo de perfis ocos (porthole extrusion), considerando dois tipos de
pontes (Bridge), uma com perfil pontiagudo e outra com perfil reto. A parte numérica foi feita

usando FEM no cédigo comercial DEFORM™ e a parte experimental usou o método “Grid

18



Pattern Technique* para analisar o fluxo do material. Mostrou-se que o perfil da ponte influencia
significativamente o fluxo do material, extensdo da superficie de solda e a pressdo entre as
superficies soldadas. Os autores definiram que o perfil pontiagudo deve ser a melhor escolha,
pois, produziu melhores resultados. O resultado para a distribui¢ao da taxa de deformacao para os

dois perfis de pontes pode ser visto na Figura 2.2.2.

(a)
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Figura 2.2.1 — Distribuic¢io de temperatura no tarugo, considerando o efeito da condugio de

calor no contato entre o tarugo e o container. (a) sem o contato; (b) com o contato.

(PARVIAZIAN, F. et al., 2009)
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Figura 2.2.2 — Distribuicao da taxa de deformacdo equivalente na camara de soldagem para

os dois perfis de pontes. (a) pontiaguda e passo de tempo 356; (b) reta e passo de tempo 350.
(KHAN, Y.A. et al., 2010)

Bastani et al. (BASTANI, A.F. et al., 2011) utilizaram o FEM para estudar a influéncia da
evolucao da temperatura, do fluxo de material, da velocidade do puncdo, distribuicio de
temperatura inicial e a taxa de resfriamento do container na extrusdo do aluminio. O trabalho
estudou esses aspectos em trés situagdes, sendo elas: (1) minimizar as variagdes radiais dos
campos de temperatura e velocidade sobre multiplos ciclos de pressdo; (2) para a extrusdao
isotérmica do aluminio; (3) entender e formular efeitos indesejados do gradiente de temperatura
na lateral no tarugo na velocidade de saida.

Martins et al. (MARTINS, M.M. et al., 2012) apresentaram uma comparacao entre
resultados experimentais e numéricos para o campo de velocidade em um processo de extrusao
direta de uma liga de aluminio. Os resultados experimentais foram definidos utilizando o método
“Grid Pattern Technique* para determinar o fluxo de material e os resultados numéricos foram

definidos a partir do c6digo comercial FORGE2008™

, que € baseado em FEM. Os resultados da
simulacdo numérica mostraram que as formas e curvaturas das faixas relativas aos pinos de
contraste introduzidos na liga a ser extrudada sdo muito semelhantes aos resultados
experimentais. Os resultados experimentais mostraram que os pinos de contraste de liga de

aluminio AA 2011 é um excelente material de contraste para a liga extrudada de AA 6351.
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Como pode ser visto nos trabalhos citados e discutidos acima, o FEM abrange uma grande faixa
de fendmenos analisados nos processos de extrusdao na atualidade. Sendo através de cddigos
criados pelos préprios engenheiros ou pesquisadores ou por meio de c6digos comerciais que sao

utilizados tanto no meio académico como no industrial.

2.3 Formulac¢iao do Escoamento Plastico (Flow Formulation)

A extrusao de metais, assim como outros processos de conformacgao plastica (por exemplo,
laminacdo, trefilacdo, etc), sdo processos que podem ser analisados, quanto a sua cinemdtica, em
estado estaciondrio. J4 que somente a parte inicial e final do processo de deformagdo varia com o
tempo. Por esse motivo, uma malha com configuracao fixa no espaco pode ser utilizada, isto é, de
acordo com Valberg (VALBERG, H.S., 2010) e Kobayashi (KOBAYASHI, S. et al., 1989) a
descricdo do movimento pode ser Euleriana em um processo de extrusao.

Outro aspecto da extrusdo de metais e que surge também em outros processos de
confomacgdo pldstica, e que pode ser considerado, € que as deformacdes plasticas sdo
extremamente maiores que as deformagdes eldsticas, podendo assim esta ultima ser desprezada
sem prejuizo para a andlise. Segundo Martins ef al. (MARTINS, P. et al., 2005), os experimentos
feitos por P. W. Bridgman em 1952 provaram que as deformacdes eldsticas estdo ligadas as
pressoes hidrostéticas geradas nesses processos. Também de forma experimental E. P. Unksov
em 1961 constatou que para acos sujeitos a grandes pressdes hidrostaticas a variagdo de volume
era pequena. A partir destas constatacoes assumiu-se que os processos de conformagdo plastica
de metais sdo isocdricos, isto €, sdo processos cujo volume permanece constante.

Considerando o conceito de compressibilidade de um fluido que € representado

matematicamente pela equacdo do Mdédulo de Elasticidade Volumétrica:

A (2.3.1)

onde, V € o volume, p a pressdo e K é o médulo de elasticidade volumétrica.
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A partir da Equagdo (2.3.1), pode-se dizer que um fluido € dito incompressivel se a
variacdo do volume for desprezivel para um valor do K muito elevado. Situagdo esta, que
acontece em processos de conformacao plastica de metais. Como foi dito a variagdo do volume €
desprezivel em face da magnitude das pressdes hidrostética geradas.

Portanto, segundo Martins et al. (MARTINS, P. et al., 2005), foi proposto, no inicio da
década de 1970, a Formulacdo do Escoamento Pldstico (em Inglés, Flow Formulation). Os
autores C.H. Lee, S. Kobayashi, G.C. Cornfield, R.H. Johnson, O.C. Zienkiewicz e P.N. Godbole
assumiram que o escoamento de materiais metdlicos em deformacgdo plastica pode ser estudado
de forma anéloga ao de escoamento de fluidos incompressiveis e viscosos (MARTINS, P. et al.,
2005).

De acordo com Marques et al. (MARQUES, M.J.M.B. et al., 1992) os autores C.H. Lee e
S. Kobayashi apresentaram a formulacdo do escoamento pldstico para materiais rigido-plastico e
O.C. Zienkiewicz e P.N. Godbole apresentaram a Formulacdo do Escoamento Pldstico para
materiais rigido-viscoplasticos. Nestas situacdes, os materiais sdo descritos por leis constitutivas
que relacionam tensdo e velocidade de deformacao e que sdo baseadas nas equagdes constitutivas
de Levy-Mises, segundo Kobayashi (KOBAYASHI, S. et al., 1989), Martins et al. (MARTINS,
P. et al., 2005) e Valberg (VALBERG, H.S., 2010).

A partir do uso inicial da Formulagcdo do Escoamento Pldstico, muitos trabalhos usando
esta formulagdo foram realizados e consequentemente publicados na literatura. Isto pode ser visto
no trabalho de Zienkiewcz et al. (ZIENKIEWCZ, O.C. et al., 1988) que usou a Formulacdo do
Escoamento Pldstico para problemas de escoamento incompressivel de metais e polimeros. Isto
€, problemas nao-lineares e fez a adaptacio de um método apresentado por ele mesmo para
estimar erros das varidveis calculadas em problemas de elasticidade linear por FEM e baseado no
refinamento da malha.

Outro trabalho foi o de Marques et al. (MARQUES, M.J.M.B. et al., 1992) que apresentou
uma comparagdo entre resultados numéricos, que foram determinados por um programa que usou
FEM através da Formulacdo do Escoamento Pldstico e resultados experimentais para dois
processos de forjamento, onde condicdes diferentes de atrito foram consideradas.

Dvorkin et al. (DVORKIN, E.N. et al., 1993) apresentaram a aplica¢do da Formulacdo do
Escoamento Pldstico em FEM para desenvolver uma ferramenta computacional bidimensional

confidvel usando um elemento QMITC (Quadrilateral Element based on Mixed Interpolation of
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Tensorial Components) e aplicou na andlise de problemas de conformacdo pléstica estaciondrios
e transientes e comparou com resultados determinados a partir de métodos tedricos e
experimentais.

Vucina (VUCINA, D., 1996) fez andlises dos processos de laminagdo e extrusdo, que sao
processos de deformacao pléstica estaciondrios ou em regime permanente. O autor usou FEM e a
Formulag¢do do Escoamento Pldstico, generalizando o processo para a inclusdo de materiais com
sensibilidade a histéria de deformacdo e de condi¢cdes de atrito. Sendo que a primeira foi
determinada através da integracdo da taxa de deformacdo ao longo da sua respectiva trajetéria e a
ultima foi aplicada ao processo através de uma funcao de penalidade.

Pietrzik (PIETRZIK, M., 2000) apresentou uma breve descricio do FEM, usando a
Formulacdo do Escoamento Pldstico para processos de deformacdo pldstica com grandes
deformacgdes. Posteriormente, ele mostra as tendéncias de aplicacdo desse método, tais como:
otimizacdo, evolucdo da microestrutura, histéria da deformacao, localizacdo da deformacdo, entre
outras.

Demarco et al. (DEMARCO, D. et al., 2001) discutiram que quando se adota o modelo
rigido-viscoplastico, isto é, a Formulacdo do Escoamento Pldstico, em processos de deformacao
plastica e discretiza-se o problema usando o modelo matematico u-p ou interpolacdo da
velocidade pelo FEM impondo a incompressibilidade via técnica da penalidade, é gerado um
sistema de equacdes mal condicionado. Ele apresenta uma técnica iterativa para resolver sistemas
com problemas de condicionamento.

Tiernan et al. (TIERNAN, P. et al., 2005) trataram de um processo de extrusdo direta a frio
de uma liga de aluminio através de uma investigacdo experimental e numérica, observando a
influéncia do angulo da matriz, razao de redugdo e a for¢ca na matriz durante o processo. Os dados
experimentais foram capturados através de LVDT (Linear Variable Differential Transformer) e a
andlise numérica foi feita aplicando FEM, no software ELFEN, com a Formulacdo do
Escoamento Pldstico e aplicado a um caso axisimétrico. Um dos resultados apresentados nesta
pesquisa pode ser visto na Figura 2.3.1, onde é mostrada a distribui¢do de tensdo equivalente no

final do processo de extrusao.
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Figura 2.3.1 — Distribuicdo de tens@o equivalente (MPa) no final do processo de extrusdo de

liga de aluminio (TIERNAN, P. et al., 2005).

Kloppenborg et al. (KLOPPENBORG, T. et al., 2012) apresentaram uma andlise numérica
e experimental para o escoamento do material em um processo de extrusdo de aluminio com
matriz com ponte (porthole die). A parte experimental utilizou o método da visioplasticidade com
Grid Pattern Technique e a parte numérica usou o FEM com a Formulacdo do Escoamento
Pldstico através dos softwares comerciais DEFORM3D™ e Hyperxtrude™, sendo que o primero
utilizou uma formulagdo Lagrangiana e o segundo uma formula¢do Euleriana.

Todos os trabalhos anteriores discutidos utilizam o FEM e a Formulagdo do Escoamento
Plastico, este fato mostra que este tipo de formulagdo vem sendo aplicada nas andlises dos
processos de deformagdo plastica de metais nas ultimas décadas. Portanto, sendo em processos de
extrusdo ou em outro qualquer, a formulagdao do escoamento pléstico tem o seu espaco dentro do

campo de andlises numéricas nos processos de conformacao pléstica de metais.

24



2.4 Analise da Extrusao pelo FVM

Como pode ser visto nas discussdes anteriores, o FEM ainda tem o papel de método
numérico preferencial nas andlises de problemas de conformagdo pldstica de metais, inclusive
também no processo de extrusdo. Porém, pode ser notado também que, da totalidade dos
trabalhos publicados na literatura sobre andlises numéricas por FEM em processos de
conformagdo pldstica de metais, uma parte consideravel desses trabalhos utiliza a Formulagdo do
Escoamento Pldstico. Isto é, encarar o escoamento do metal nos processos de deformacgdo
plastica de forma similar ao escoamento de um fluido incompressivel e viscoso € um
procedimento aplicado nestas andlises.

Assim, é compreenssivel que, em algum momento, os pesquisadores dos métodos
numéricos aplicados aos processos de deformacgdo pléstica, com intuito do desenvolvimento
desses métodos, iriam sentir a necessidade de buscar nos métodos numéricos aplicados a
dinamica dos fluidos recursos que ja estdo bem definidos e estudados nesta drea. Nesse momento,
a op¢ao mais atraente foi o FVM por ser o método utilizado na mecanica dos fluidos.

Segundo Maliska (MALISKA, C.R., 2004), o FVM surgiu no inicio da década de 1970 e
rapidamente adquiriu status de principal método numérico aplicado a dindmica dos fluidos. A
caracteristica do FVM, que chamou a aten¢do dos pesquisadores, foi a possibilidade de associar a
interpretacdo fisica do fendmeno estudado com a matemdtica envolvida nas equagdes
representativas desses fenomenos, pois, 0 FVM satisfaz a conservacao das propriedades avaliadas
tanto a nivel discreto como a nivel global, por ser aplicado a um volume de controle.

A forma de obter as equagdes aproximadas no FVM, de acordo com Maliska (MALISKA,
C.R., 2004), pode seguir dois caminhos diferentes, porém, que leva a mesma equacdo
discretizada. O primeiro aplica o balango da propriedade de interesse sobre o volume de controle
e o segundo se d4a através da integracdo no tempo e no espago da equagdo diferencial na forma
conservativa, que representa o fendmeno analisado, sobre o volume de controle.

Um aspecto importante na obtengao das equacdes discretizadas é a escolha da posi¢ao do
ponto computacional em relagdo aos pontos da malha utilizada. O ponto computacional é o ponto

onde as incdgnitas ou varidveis do problema ficam armazenadas. De acordo com Maliska
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(MALISKA, C.R., 2004), no posicionamento do ponto computacional no FVM podem-se seguir
duas abordagens diferentes.

Para ilustrar os dois tipos de abordagens na defini¢do do ponto computacional, considere a
Figura 2.4.1. A primeira abordagem considera o ponto computacional coincidindo com os pontos
da malha. Isto é, no vértice da figura geométrica plana que pode ser formado com os pontos da
malha, para a malha considerada tem-se triangulos. Estd abordagem € chamada de Centrada no
Vértice (em Ingl€s, cell vertex) e estd mostrada na Figura 2.4.1(a). Pode-se perceber que o
volume de controle (drea sombreada) € formado ao redor deste ponto. Na Figura 2.4.1(b) o ponto
computacional estd em uma posi¢do diferente, isto é, no centro dos triangulos que podem ser
formados com os pontos da malha, fazendo com que o volume de controle seja, exatamente, esses
triangulos. Esta abordagem € chamada de Centrada no Volume (em Inglés, cell center).

Ambas as abordagens podem ser utilizadas em malhas estruturadas ou nao-estruturadas, de
acordo com a escolha do pesquisador. Uma malha estruturada é definida por possuir sempre o
mesmo ndmero de vizinhos e podendo assim estabelecer uma ordenacdo para estes volumes de
controle, conforme a Figura 2.4.2(a).

Ja na malha ndo-estruturada, os volumes de controle possuem um numero varidvel de
vizinhos, ndo tendo uma ordenagdo para os volumes de controle. Isto pode ser visto a partir da

Figura 2.4.2(b).

Volume de Controle

a) Ponto Computacional b)
Figura 2.4.1 — (a) Centrada no Vértice; (b) Centrada no Volume. (MALISKA, C.R., 2004).
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(b)
Figura 2.4.2 — (a) malha estruturada; (b) malha ndo estruturada. (MALISKA, C.R., 2004).

Segundo Endre (ENDRE, S., 1992), a abordagem por Centrada no Volume tornou-se
popular a partir dos trabalhos de A. Jameson, enquanto a abordagem Centrada no Vértice surgiu
a partir do trabalho de R.H. Ni. Muitos trabalhos foram realizados e publicados, destacando-se a
comparacdo entre as duas abordagens. Como o trabalho de Khalil et al. (KHALIL, M. et al.,
1992) que analisa o método Multigrid aplicado aos dois tipos de abordagens para estudar o seu
comportamento na interface das malhas. Endre (ENDRE, S., 1992) apresentou um estudo
comparativo em termos da precisao entre as abordagens para uma malha quadrilateral. O trabalho
de Fallah (FALLAH, M., 2004) tratou de uma comparacdo entre as duas abordagens com
resultados obtidos pelo FEM. Fazendo uma andlise estrutural de uma placa, usando a teoria de
Mindlin-Reissner, onde o deslocamento lateral, momento de flexdo e a distribui¢do de forcas de

cisalhamento foram testados.



O FVM comecou a ser aplicado a problemas na mecanica solidos, segundo Fainberg et al.
(FAINBERG, J. et al., 1996), a partir dos trabalhos de I. Demirdzic e D. Martinovic no final da
década de 1980. Podem-se citar os trabalhos aplicados a elasticidade, como € o caso do artigo
citado acima, que trata de um método numérico em FVM que prevé as tensdes e os
deslocamentos em um material termo-eldstico anisotrépico usando o método multigrid para a
solucdo dos sistemas de equacdes gerados pela discretizacao.

Outro trabalho que considerou uma andlise na elasticidade foi o de Hattel et al. (HATTEL,
J.H. et al., 1995) que tratou de um método numérico por FVM para resolver as equacdes de
equilibrio em termos dos deslocamentos, ou seja, generalizando as equacdes de Navier-Stokes. O
trabalho apresenta algumas comparagdes dos resultados obtidos pelo método apresentado com
resultados analiticos e numéricos, sendo este ultimo obtido por FEM. Um resultado apresentado
neste artigo estd mostrado na Figura 2.4.3, onde aparecem os deslocamentos de uma viga que foi
carregada por uma carga constante.

Jasak et al. (JASAK, H. et al., 2000) descreveram um solver para anélise na elasticidade

linear usando FVM, que inclui segunda ordem de precisdo na discretizacio em volume de
controle com formato poliédrico arbitrario e solucdo segregada dos sistemas de equagdes. O
algoritmo foi implementado para usar computagdo paralela e foi validado usando a concentragcdo
de tensdo ao redor de um furo e propaga¢do de onda sobre uma barra como problemas teste.
Um procedimento usando FVM tratou da determinagcdo dos deslocamentos, deformacgdes e
tensdes eldstica no trabalho de Wenke et al. (WENKE, P. et al., 2003). O procedimento foi
aplicado em geometrias complexas e bidimensionais, incorporando ao deslocamento uma
varidvel de rotacdo. O trabalho indica que o procedimento usando FVM foi mais preciso do que o
mesmo procedimento usando FEM.

Outros aspectos da elasticidade também ja foram abordados, como no trabalho de
Demirdzic et al. (DEMIRDZIC, 1. et al., 2005) que descreveu um procedimento em FVM para
analisar problemas de deformacdes termoviscoeldsticas e o de Martins et al. (MARTINS, M.M.
et al., 2010) que apresentou um andlise numérica usando FVM para determinar a distribuicdo de

temperatura e tensoes térmicas transientes no choque térmico em uma placa.
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Figura 2.4.3 — Comparacdo entre os resultados analiticos e numéricos por FVM para os

deslocamentos. (HATTEL, J.H. et al., 1995).

Com o intuito de utilizar somente um tipo de formulagdo numérica para resolver problemas
que envolvem interacdo entre fluido e estrutura, para tentar minimizar problemas que ocorrem
quando se utiliza uma formulacdo numérica para o fluido e outra formulacdo numérica para a
estrutura, o FVM foi aplicado com este propdsito. Como pode ser visto no trabalho de Schafer et
al. (SCHAFER, M. et al., 2001) que apresentou uma metodologia que unifica a andlise entre
fluido e sélido através do FVM, usando o método multigrid considerando geometrias complexas.

O resultado para a pressao e as linhas de fluxo para o fluido e para as tensdes no sélido
podem ser vistos na Figura 2.4.4, na qual também é mostrada a geometria analisada. Slone et al.
(SLONE, A.K. et al., 2002) trataram da implementacdo de método numérico baseado em FVM
para um problema da interacdo dinamica fluido-estrutura usando malha ndo-estruturada e o
algoritmo de Newmark implicito.

Para completar as possiveis aplicacdes do FVM, mostrando a amplitude e a generalidade do

método, pode-se somar as aplicacdes em problemas que envolvem materiais elasto-plésticos.
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Figura 2.4.4 — Resultado para a interagdo fluido-sélido, onde as linha de fluxo e o prefil de

pressdo na parte fluido e as tensdes na parte sélido (SCHAFER, M. et al., 2001).

Um método numérico em FVM para calcular as tensdes e os deslocamentos em materiais
termo-elasto-plasticos foi apresentado por Demirdzic et al. (DEMIRDZIC, 1. et al., 1993). Neste
trabalho ele também comenta que a mecanica dos sélidos e a mecanica dos fluidos compartilham
as mesmas equacdes governantes, porém, diferindo-se apenas em relacdo as equagdes
consitutivas. Pode-se considerar pioneiro o trabalho de Taylor et al. (TAYLOR, G.A. et al.,
1995) que apresentou um método numérico por FVM aplicado a um material elasto-visco-
pléstico em problemas da mecanica dos sélidos. O mesmo procedimento j4 havia sido aplicado a
um problema considerando a elasticidade linear utilizando malha ndo-estruturada. As
comparacdes dos resultados foram feitas utilizando o FEM e envolvendo precisdo e tempo de
processamento. O autor afirma que o FVM aparece com um método alternativo para andlise de
problemas envolvendo equacdes contitutivas elasto-visco-pléstico, quando se trata de precisao e
eficiéncia.

Completando a ampla area de aplicacio do FVM podem ser citadas as aplicacdes em
processos de conformacdo pléstica, como no processo de extrusdo. Segundo Basic et al. (BASIC,
H. et al., 2005) os principais objetivos de um processo de simulacdo numérica aplicado em um
processo de conformacao plastica € prever as dimensdes finais da peca conformada, distribuicao
de temperatura, propriedades da peca, condicdes de atrito, vida da matriz e defeitos causados pelo
escoamento do material.

Com esse proposito Williams er al. (WILLIAMS, A.J. et al., 2002) apresentaram um

modelo numérico em FVM para analisar tarugo, matriz e suas interagdes em processos de
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forjamento e extrusdo, considerando o material forjado e extrudado como um material com
caracteristica de um fluido plastico. O material foi modelado considerando uma formulagao
Euleriana para evitar o remalhamento necessario devido a grande distor¢do que a malha sofre
nestes tipos de processos quando se usa uma formulagdo Lagrangiana. Por outro lado uma
formulacdo Lagrangiana foi utilizada na matriz devido as pequena deformacdo eldstica nao
provocando distor¢cdes na malha. Um dos resultados publicados no trabalho foi a distribuicdo de

temperatura e taxa de deformacao efetiva para o processo de extrusdo e que estd sendo mostrado

na Figura 2.4.5.
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Figura 2.4.5 — Resultado da extrusdo. (1) temperatura (K) ; (2) taxa de deformacao efetiva.

(WILLIAMS, A.J. et al., 2002)

Basic et al. (BASIC, H. et al., 2005) apresentaram um método numérico para andlise do
processo de extrusdo a quente e a frio usando FVM baseado na formulagdo Lagrangeana-
Euleriana arbitrdria. Os resultados foram comparados com dados experimentais e dados

calculados pelo FEM. A Figura 2.4.6 apresenta a comparagdo entre os resultados por FVM e
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resultados experimentais da distribuicdo dos contornos de velocidade para uma extrusdo direta
axissimétrica.

No mesmo trabalho pode-se destacar também os resultados das componentes de velocidade
nas dire¢des x € y e que foram calculadas num processo de extrusio em matriz cOnica. A
comparacdo apresentada na Figura 2.4.7 foi feita com dados calculados pelo FVM e por dados

experimentais.

Figura 2.4.6 — Comparacdo entre os resultados por FVM e experimentais para a distribuicao dos

contornos de velocidade (BASIC, H. et al., 2005).

Lou et al. (LOU, S. et al., 2008) apresentaram o modelo matemdtico para o processo de
extrusdo de aluminio usando o FVM baseado na formulacdo Euleriana. O autor destaca que um
dos aspectos fundamentais do trabalho, entre outros, é a introdu¢dio do FVM na andlise do
processo de extrusdo. Na Figura 2.4.8 pode ser visto a comparagao entre os resultados da taxa de
deformacdo efetiva determinada a partir do modelo em FVM e FEM para uma extrusdao em

matriz quadrada.
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Experimental MVF Experimental MVF

u-vel, m/s v-vel, nvs
2.042e-05 -1.485e-04
-7.245e-06 -2714e-04
-3.491e-05 -3.943e-04
| -6.258e-05 - -5.171e-04
| -9.024e-05 . -6.400e-04
-1.179e-04 -7.628e-04
-1.456e-04 -8.857e-04
-1.732e-04 -1.009e-03
-2.009e-04 -1.131e-03
-2.286e-04 -1.254e-03
-2.562e-04 -1.377e-03

Figura 2.4.7 — Distribui¢io das componentes de velocidade nas direcdes x e y. Comparagdo entre

resultados experimentais e resultados obtidos pelo FVM (BASIC et al., 2005).

X

F_

LRy

N — O\
SWAROH RO W o
SWUOWNDWA |

h—:Q"ﬂl'lﬂcﬂw
o

QU EE
SWao

Figura 2.4.8 — Comparacao entre as distribui¢cdes da taxa de deformagao efetiva para FVM

e FEM (LOU, S. et al., 2008).

Williams et al. (WILLIAMS, A.l. et al., 2010) estenderam seu trabalho apresentado no
artigo (WILLIAMS, A.J. et al., 2002) , utilizando o mesmo método numérico baseado em FVM
utilizando uma formulacdo Euleriana-Lagrangiana aplicada ao processo de extrusdo. Nesta
andlise incluiram uma forma de acoplar as deformagdes da matriz (formulacdo Lagrangiana) com
as deformacdes do extrudado (Euleriana), e desta forma as deformagdes da matriz irdo influenciar

o formato final do extrudado.
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Como pode ser visto através dos trabalhos discutidos acima, o FVM tem sido aplicado no
processo de extrusdo em diversos aspectos das suas andlises. Gerando resultados confidveis
através de comparagdes com resultados experimentais e também com resultados produzidos pelo
FEM. Contudo, muitos aspectos ainda podem ser analisados assim abrindo um novo campo de

pesquisa para os processos de deformagdo plastica.

2.5 Método MacCormack

Com a formulacdo do escoamento pléstico para andlise de um processo de conformagao
pléstica, como foi declarado anteriormente, o processo pode ser encarado como um escoamento
de um fluido incompressivel e viscoso (MARTINS, P. et al., 2005). Um fluido € dito viscoso,
segundo Potter et al. (POTTER, M.C. et al., 2004), se os efeitos da viscosidade ou das tensdes de
cisalhamento interno do fluido sdo significantes no escoamento do fluido. De acordo com Potter
et al. (POTTER, M.C. et al., 2004), um fluido € dito incompressivel se a massa especifica de
cada particula do fluido permace relativamente constante no seu movimento através do campo de
escoamento. Além da defini¢do anterior Maliska (MALISKA, C.R., 2004) diz que o escoamento
de um fluido incompressivel ndo possui uma equacdo especifica para a varidvel pressdo, isto é, a
massa especifica ndo € funcao da pressao.

Quando se pretende analisar um escoamento incompressivel, usualmente, tenta-se
determinar os campos de velocidade, pressao e temperatura (TANNEHILL, J.C. et al., 1997).
Essas informagdes sdo representadas matematicamente através das equagdes da conservacdo da
massa, quantidade de movimento e energia. Dentro das equacdes da conservacdo aparecem as
incognitas, que na forma primitiva, sdo: massa especifica (p), as componentes da velocidade (que
para o caso cartesiano tridimensional sdo: v,, v, e v;), temperatura (7) e a pressdo (p)
(TANNEHILL, J.C. et al., 1997), (MALISKA, C.R., 2004).

Segundo Maliska (MALISKA, C.R., 2004), em um escoamento compressivel, as equagdes
da conservacgdo sdo resolvidas envolvendo uma equagdo de estado, isto é, uma equagcdo que

relaciona a massa especifica com a pressdo e a temperatura. Porém, se o escoamento € dito
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incompressivel, ndo hd uma equacdo de estado que relaciona a pressdo e a velocidade, e deste
modo o desafio quando se pretende resolver o problema de um escoamento incompressivel €
extrair o campo de pressdo (p) das equacdes da conservacdo da quantidade de movimento de
forma que o campo de velocidade obtido satisfaca a equacdo da conservacdo da massa.

De acordo com Tannehill et al. (TANNEHILL, J.C. et al., 1997), existem duas abordagens
para tratar o problema da falta da equacdo de estado em um escoamento incompressivel ou o
acoplamento entre um campo de pressdo e velocidade. A primeira abordagem € chamada de
Abordagem acoplada (Coupled Approach), cujo objetivo € inserir nas equagdes uma
compressibilidade artificial ou pseudo-compressibilidade, conforme foi apresenta por A.J. Chorin
(CHORIN, A.J., 1967). A segunda abordagem € chamada de “Abordagem da Correcdao da
Pressao” (Pressure-Correction Approach), que possui como caracteristica o uso de uma equacgao
derivada da equacdo da conservacdo da massa ou da quantidade de movimento para fazer a
correcdo da pressdo. Esta estratégia foi apresentada por S.V. Patankar e D.B. Spalding
(PATANKAR, S.V. et al., 1972).

Na abordagem da correcao da pressao alguns procedimentos foram desenvolvidos com o
passar do tempo. Patankar (PATANKAR, S.V., 1980), Tannehill et al. (TANNEHILL, J.C. et al.,
1997) e Maliska (MALISKA, C.R., 2004) apresentam e discutem os principais procedimentos
que foram desenvolvidos e que sdao: Método SIMPLE, Método SIMPLER e Método PRIME, etc.

Dentre esses métodos de acoplamento pressdo-velocidade, um método que se destaca é o
método SIMPLE (Semi-Implicit Method for Pressure Linked Equation) sendo um dos primeiros a
ser desenvolvido e largamente aplicado. Isto pode ser visto nos trabalhos de Chow et al. (CHOW,
P. et al., 1996), Neofytou et al. (NEOFYTOU, P. et al., 2005), Darwish et al. (DARWISH, M. et
al., 2009) e Holmes et al. (HOLMES, L. et al., 2011) que aplicaram o método SIMPLE para
fazer o acoplamento pressao-velocidade nos métodos numéricos apresentados por eles.

Segundo Tannehill et al. (TANNEHILL, J.C. et al., 1997) e Maliska (MALISKA, C.R.,
2004), para estabelecer o acoplamento entre a pressdo-velocidade o método SIMPLE utiliza as

seguintes equacoes de correcao, para um caso bidimensional:

pP=p+p (2.5.1)
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p=v, +V (2.52)

onde, as varidveis p e v sdo os valores atuais da pressdo e do vetor velocidade, respectivamente,

as varidveis ) e V, sdo os valores estimados da pressdo e do vetor velocidade e as varidveis p’ e

v’ sdo as corregdes de cada varidvel.

De acordo com Patankar (PATANKAR, S.V., 1980) as equagdes de correcdo da velocidade
sdo obtidas a partir das equagdes da conservagdo do movimento enquanto que a equagdo da
correcdo da pressdo € estabelecida através da substituicdo da Equagdo (2.5.2), considerando as
suas componenetes, na equacdo da conservacdo da massa, gerando uma equacao de Poisson que

deve ser resolvida, com condic¢des de contorno apropriadas, para se obter p’.

Um aspecto importante na resolu¢do numérica de um problema de escoamento de um

fluido incompressivel, pelo FVM, € a posicdo das varidveis p e v no volume de controle. A

alternativa natural e aparentemente mais simples € armazenar todas as varidveis no mesmo ponto,
segundo Maliska (MALISKA, C.R., 2004). Este tipo de arranjo é denominado de Arranjo Co-
localizado (collocated grid ou Nonstaggered grid) e pode ser visto na Figura 2.5.1 (a). Segundo
Maliska (MALISKA, C.R., 2004), a vantagem deste tipo de arranjo € a simplicidade do controle
dos indices na implementagdo computacional, porém, esta abordagem faz surgir um problema
que deve ser tratado com cuidado, que é o aparecimento de campos de pressdo oscilatérios
(Checkerboard Oscillations).

De acordo com Maliska (MALISKA, C.R., 2004) a solu¢do para o problema dos campos de
pressdo oscilatério, quando se utiliza um arranjo co-localizado, resolve-se fazendo o
deslocamento do ponto de avaliacdo das velocidades para as faces do volume de controle, como
indicado na Figura 2.5.1 (b). Esse deslocamento € feito através de um esquema de interpolacdo.
Tannehill et al. (TANNEHILL, J.C. et al., 1997) sugere a utilizagdao do esquema de interpolacdo
de Rhie-Chow (RHIE, C.M. et al., 1983), que realiza a interpolacdo aplicando a equagdo da
conservacao do movimento (Momemtum Interpolation method) nas velocidades no centro do
volume de controle. Como pode ser visto nos trabalhos de Chow et al. (CHOW, P. et al., 1996),
Kim et al. (KIM, D. et al., 2000), Neofytou et al. NEOFYTOU, P. et al., 2005) e Darwish et al.
(DARWISH, M. et al., 2009), que utilizam o método.

36



4 .

S S
L Componentes da velocidade J_> Componentes da velocidade
° Pressao d Pressdo
(a) (b)

Figura 2.5.1 — Arranjo Co-localizado. (a) Pressao e componentes da velocidade avaliados no
mesmo ponto. (b) Velocidades deslocadas para as faces do volume de controle, estratégia para a

solug@o do problema dos campos de pressdo oscilatdrios.

Uma alternativa para o arranjo das varidveis em andlises numéricas em escoamentos
incompressiveis, segundo Tannehill er al. (TANNEHILL, J.C. et al., 1997) e Maliska
(MALISKA, C.R., 2004) é o “Arranjo Desencontrado” (Staggered Grid), onde, a varidvel
pressdo e cada componente da velocidade possui seu préprio volume de controle, conforme a
Figura 2.5.2. Segundo Patankar (PATANKAR, S.V., 1980) este tipo de arranjo € fisicamente
consistente, porém, a desvantagem desse arranjo € o controle de indices na implementacdo
computacional, que se torna complexa em virtude da quantidade de volume de controle que se
deve considerar.

Sendo o primeiro esquema de arranjo a ser utilizado, o arranjo desecontrado aparece em
diversos trabalhos na literatura como nos métodos numéricos apresentados nos trabalhos de
Langtangen et al. (LANGTANGEN, H.P. et al., 2002), Piller et al. (PILLER, M. et al., 2004) e
Mompean et al. (MOMPEAN, G. et al., 2010).
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D Volume de Controle da Pressao

I:| Volume de Controle de v,

Volume de Controle de vy

Figura 2.5.2 — Arranjo desencontrado. Especificacao dos volumes de controle para cada varidavel

do problema.

Toda a descricdo do método é apresentada nos livros texto de Patankar (PATANKAR,
S.V., 1980), Tannehill et al. (TANNEHILL, J.C. et al., 1997) e Maliska (MALISKA, C.R.,
2004).

Outro aspecto importante na discretizacdo das equacdes representativas no problema de
escoamento € a defini¢do do tipo de formulag@o em relagdo ao tempo. Maliska (MALISKA, C.R.,

2004) sugere a seguinte funcdo de interpolagdo no tempo:
¢° = 69+ (1-6)¢’ (2.5.3)

onde, ¢ é a fungio que estd sendo analizada e @ é o parimetro que define o tipo de formulacdo
no tempo aplicada. Isto é, se § =0, define-se uma formulacio explicita, onde todos os valores
vizinhos ao ponto que se deseja calcular de ¢ foram calculados no instante anterior, gerando um

conjunto de equagdes algébricas. Se =1 ou 0<@ <1 as formulacdes sdo denominadas,
respectivamente, de totalmente implicita e implicita, ambas as formulagdes geram um sistema de
equacdes lineares. Todas as trés formulacdes estdo representadas, graficamente, através da Figura
2.5.3.

Como comentado anteriormente, a formulacdo explicita no tempo gera um conjunto de
equagdes algébricas que sdo resolvidas uma a uma em um processo extremamente rapido.
Entretanto, para que se possa alcancar uma solucdo coerente em um método numérico,
independente de ser implicito ou explicito, deve satisfazer as condi¢Ges de consisténcia,

estabilidade e convergéncia.
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/ Totalmente implicita

— Implicita

TO

t t+ At t
Figura 2.5.3 — Fungdes de interpolacao no tempo (MALISKA, C.R., 2004).

Explicita

»
»

Segundo Tannehill et al. (TANNEHILL, J.C. et al., 1997), um método numérico dito
consistente € aquele cuja solucdo numérica aproxima-se da solug¢do analitica quando a malha
espacial € refinada. Tannehill et al. (TANNEHILL, J.C. et al., 1997) também afirma que um
método numérico tem estabilidade se os erros, de qualquer origem, diminuem de um passo de
tempo para o préximo passo de tempo.

Tannehill et al. (TANNEHILL, J.C. et al., 1997) e Maliska (MALISKA, C.R., 2004)
afirmam que um método numérico € dito convergente se esse método € consistente e estavel. Esta
afirmacdo anterior é garantida pelo Teorema da Equivaléncia de Lax, que possui o seguinte

enunciado:

“Para um problema de valor inicial bem posto e um esquema de discretizacdo consistente,

estabilidade é a condicdo necessdria e suficiente para convergéncia’.

De acordo com Patankar (PATANKAR, S.V., 1980), todo modelo numérico desenvolvido a
partir de equacdes na forma conservativa e usando FVM € consistente. Entdo, um método
numérico explicito que utiliza equagdes discretizadas na forma conservativa pelo FVM serd
consistente. Porém, a sua estabilidade serd dada por uma condicdo chamada de CFL (Courant-
Friedrichs-Lewy Condition) (TANNEHILL, J.C. et al., 1997) e que depende de fatores, tais

como, tamanho do passo de tempo, espacamento da malha, entre outras informacdes. Entdo, um
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método numérico explicito é chamado de condicionalmente estdvel, isto é, o método depende de
uma condi¢do para ter estabilidade.

Para resolver as equagdes que governam um escoamento, Tannehill ef al. (TANNEHILL,
J.C. et al., 1997) sugerem alguns métodos numéricos explicitos, tais como, Método de Euler,
Método de Lax-Wendroff, Método Brailovskaya, Método Range-Kutta, Método MacCormack,
etc. Comparando esses Métodos, em algumas caracteristicas, 0S mesmos possuem vantagens ou
desvantagens entre eles. Desses métodos citados acima pode-se destacar o Método MacCormack
que, segundo Tannehill et al. (TANNEHILL, J.C. et al., 1997), é largamente utilizado para
resolver problemas no escomento de fluidos compressiveis.

O Método MacCormack é uma variagdo do método de dois passos de Lax-Wendroff,
porém, mais eficiente para resolver EquacOes Diferenciais Parciais (EDPs) ndo-lineares, gerando
boas solucdes para as descontinuidades dessas equagdes, como pode ser visto na Figura 2.5.4 que

€ a solucdo de uma equagdo de Burger (TANNEHILL, J.C. et al., 1997).

u=1
—— = SOLUCAO EXATA
-O0- At/Ax = 0.6
-0~ At/Ax = 1.0
u=20

Figura 2.5.4 — Solu¢do de uma equacdo de Burger usando o Método de MacCormack

(TANNEHILL, J.C. et al., 1997).

De acordo com Tannehill er al. (TANNEHILL, J.C. et al., 1997), o método MacCormack é
um método de dois passos, isto €, ele calcula um passo Preditor e em seguida um passo Corretor,
estabelecendo o valor atual da varidvel analisada a partir de um média aritmética entre os passos

preditor e corretor. Se no passo preditor for utilizado um operador diferencial a frente, entao no
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passo corretor serd utilizado um operador diferencial a ré para que seja garantida a segunda
ordem de precisdo tanto no tempo quanto no espago, que € a sua principal caracteristica.

A literatura sugere que o método MacCormack ndo necessita de um método para controlar
as oscilagdes, pois, ele € um método oscilatério. Porém, a pratica mostra que na aplicagao dele
em escoamentos compressiveis € necessario, para obter solu¢des de qualidade, de viscosidade
artificial ou um esquema de TVD (Total Variation Diminishing) acoplado ao método
(TANNEHILL, J.C. et al., 1997). Como pode ser visto nos artigos de Fort et al. (FORT, J. et al.,
2001) Lin et al. (LIN, G.F. et al., 2003), que aplicam um esquema TVD acoplado ao método
MacCormack ou nos artigos de Vimmr (VIMMR, J., 2003), Perizkova et al. (PORfZKOVA, P.P.
et al., 2010) e Perizkova et al. (PORIZKOVA, P.P. et al., 2011) que utilizam um esquema de

viscosidade artificial.
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3 MODELAGEM MATEMATICA

A andlise numérica ou modelagem matemaética do escoamento de um material metédlico no
processo de conformagdo pléastica de extrusd@o pode ser tratada por meio do FVM usando a
formulacdo do escoamento plastico. Isto €, de acordo com Martins er al. (MARTINS, P. et al.,
2005), o escoamento do material é considerado semelhante ao escoamento de um fluido
incompressivel e viscoso. Por sua vez, segundo Tannehill ef al. (TANNEHILL, J.C. et al., 1997),
o escoamento de um fluido incompressivel e viscoso € representado de forma matematica por
meio das equagdes da conservacdo da massa, conservacdo da quantidade de movimento e
conservacgdo da energia.

Essas leis da conservacdo sdo principios gerais ou universais que governam o movimento
de corpos sélidos e fluidos submetidos a forcas de superficie e de corpo sem se importar com as
propriedades do material. Isto €, qualquer material submetido a deformagao eldstica, plastica ou
viscopldstica e temperatura deve obedecer estes principios sempre que 0 COrpo s€ move ou se
deforma sob a aplicacdo de cargas. Para isso, basear-se-a nas seguintes leis: conservacdao de

massa, primeira lei da termodindmica e a segunda lei de Newton.

3.1 Equacao da Conservacio da Massa

A equagdo da conservacdo da massa € definida pelo principio de que a massa de um sistema
permanece sempre constante. Considera-se o corpo mostrado na Figura 3.1.1, que ocupa certa
regido no espago, onde A e V representam a drea e o volume total do corpo, respectivamente.

Assumindo que a massa especifica p, em um tempo ¢, estd continuamente distribuida no

volume V, entdo, a massa 11, de um volume elementar pode ser determinada por:

m, = pdV 3.1.1)
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A massa total m do volume V em um tempo ¢ é dada por:

m=jvpdV (3.1.2)

onde, p e dV sdo a massa especifica e o volume elementar, respectivamente. Considerando o

volume V, uma superficie infinitesimal dA, o vetor velocidade v e o vetor normal §. Conforme a

Figura 3.1.1 a taxa do fluxo de massa saindo do elemento de drea dA, pode ser representada por:

D[ ply-s)da (3.1.3)

Figura 3.1.1 — Corpo representando um volume no espacgo.

A taxa do fluxo de massa no volume V pode ser descrita por:

dm op
an_ [P gy
r v o (3.1.4)

Como a conservagdo de massa do volume deve ser satisfeita, entao:

jAp(v-s)dA=—jV%—fdv (3.1.5)
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A Equacdo (3.1.5) é a forma integral da equacdo da conservacao da massa. Porém, também pode-
se escrever a equacao da conservacao da massa na sua forma diferencial. Um caminho para isso é
usar o teorema da divergéncia na Equagao (3.1.5), que, para este caso, se apresenta da seguinte

forma:
jAp(v -s)dA = jv V- (pv)dv (3.1.6)

sendo V o operador diferencial Nabla. Substituindo a Equacdo (3.1.6) na Equacdo (3.1.5), tem-

Se:

- Lav =[ V- (w)av (3.1.7)

Organizando a Equacao (3.1.7), tem-se:

jv@_f*v(/’”)j av =0 (3.1.8)

Para que a Equacdo (3.1.8) permaneca vélida para todo o volume de controle arbitrdrio, €

necessario que o integrando seja zero:

P 1y (w)=0 (3.1.9)
ot

De acordo com Tannehill er al. (TANNEHILL, J.C. et al., 1997) a Equacdo (3.1.9) é a
equacgdo da conservacdo da massa ou equagdo da continuidade. Segundo Malvern (MALVERN,
L.E., 1969), a Equacdo (3.1.9) pode ser reescrita, na forma conservativa, para coordenadas

retangulares ou cilindricas para o caso tridimensional da seguinte forma:
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Coordenadas retangulares:

¥, Apv.), Apv)  Apv.) _,

o ox  dy | o G110
na qual V,,v, e V, sdo as componentes cartesianas do vetor velocidade.

Coordenadas Cilindricas:

a_/)+ia(”p"r)+ia(ﬂv9)+a(ﬂ"z)z() (3.1.11)

ot r Oor r 090 0z

onde, V,, Vy e V, sdo as componentes cilindricas do vetor velocidade.

Tannehill et al. (TANNEHILL, J.C. et al., 1997) afirmam que se a massa especifica for
considerada constante, tem-se um escoamento incompressivel. Logo, as Equacdes (3.1.10) e

(3.1.11) se reduzem, respectivamente, a

==0 (3.1.12)

(3.1.13)

3.2 Equacao da Conservaciao da Quantidade de Movimento

A lei da conservacdo da quantidade de movimento € definida pela segunda lei de Newton,

que afirma que a forca resultante agindo sobre um corpo € igual a taxa de variacdo da quantidade
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de movimento. Entdo, a quantidade de movimento linear total L de um volume 4V, com uma

velocidade v e uma massa especifica p , é calculada por:
L=[ pvdv (3.2.1)

A taxa de varia¢ao da quantidade de movimento linear fica representada por:

DL_D

= 3.2.2
Dt Dt ( )

Sendo DL/ Dt a derivada material ou derivada substancial da quantidade de movimento linear.

Considerando que as forcas que estdo agindo no volume sdo as forcas de corpo b e as forcas de
superficie representadas pelo Tensor de Tensdao de Cauchy &, pode-se escrever que a mudanga

na quantidade de movimento linear é definida por:
2] pvdV = [ pbdV + | o-sdA (3.2.3)
Dt v v A o

onde, § € o vetor normal a superficie A . Aplicando o teorema da divergéncia, pode-se escrever a

Equacio (3.2.3) da seguinte forma:

jv%dv =[ pbav +| V-eav (3.2.4)

Reorganizando a Equagao (3.2.4), tem-se:
D(pv)
Vie+pp———=|dV =0 325
IV[ =L } (32.5)

Considerando que para um volume de controle arbitrdrio o integrando deve ser zero, tem-se que a

equacdo da conservacdo da quantidade de movimento linear € dada por:
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D(pv) o
D=V o+ pb (3.2.6)

Segundo Tannehill et al. (TANNEHILL, J.C. et al., 1997) a derivada material pode ser

escrita da seguinte forma:

p()_a()
7:?H.v( ) (3.2.7)

Aplicando a derivada material representada pela Equagao (3.2.7) na Equacao (3.2.6), tem-se:

a(éotv)+v-(pvv):v-a+pb (3.2.8)

De acordo com Maliska (MALISKA, C.R., 2004) a Equacdo (3.2.8) pode ser escrita em

coordenadas retangulares da seguinte forma:

= + +—=+pb, (3.2.9a)

a(pvx ) + a(pvxvx ) + a(pv}‘vx ) + a(pvzvx ) ao—xx ao-x)' 80'
ot ox dy 0z ox dy 0z

8@\@)_’_ahvxvy)_kahvyvy)_i_a(pvzvy) do,, do, OJo
ot o

_ = 4 b 3.2.9b

X dy 0z 3x+3y+az+py S

8(pvz)+ 8(pvxvz)+ a@"yvz)_i_ Ipv.v.) _ do, + do,, + do, + pb. (3.2.9¢)
ot ox dy 0z ox dy 0z

sendo os termos O, O, € O, as tensdes normais, O,, O, € O, sdo as tensdes de

cisalhamento e b, by e b. sio as forcas de corpo.

A Equacgdo (3.2.8) também pode ser desenvolvida em coordenadas cilindricas, de acordo

com Malvern (MALVERN, L.E., 1969), da seguinte forma:
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a(pvr)+£a(rpprvr)+£a(pv0vr)+a(pvzvr)_ﬁzla(ro-rr)_*_lao-r() + ao_rz _M_*_pbr (3.2.103.)
ot r or r 00 0z r r or r 00 0z r

a(pva)+£a(”pprva)+£a(pvava)+a(PVzVa)+ PV:Vy zia(m'ra)_i_laaaa +a‘7za +a—”9+pb€ (3.2.10b)
ot r or r 00 0z r r or r 06 0z r

a(pvz)+£a(rpprvz)+£a(pvﬁvz)+ a(pvzvz) =£a(ro-rz)+£ao-zﬂ + ao—zz +pbz (3210C)
ot r or r 00 0z r or r 00 0z

sendo os termos O,., Oy € O, as tensdes normais, 0,,, O, € O, sdo as tensdoes de

cisalhamento, b,, b, e b, sio as forcas de corpo.

3.3 Equacao da Conservacao da Energia

A lei da conservagdo da energia é um dos principios gerais mais importantes da ciéncia.
Que foi postulada a partir de extensivos experimentos que mostraram que a energia nao € criada e
nem destruida. Isto é, uma forma de energia apenas se transforma em outra ou mais formas
diferentes de energia. Este principio € também chamado da primeira lei da termodindmica
(POTTER, M.C. et al., 2004).

Pode-se dizer que esta lei relaciona a transferéncia de calor, trabalho e a variagdo de energia
dentro de um sistema ou volume de controle. Dito de outra forma, a taxa de transferéncia de calor
para um sistema acrescido da taxa de trabalho externo que o sistema recebe ¢é igual a taxa a qual a
energia total do sistema estd variando (POTTER, M.C. et al., 2004). Estas consideragdes podem

ser representadas para um sistema pela seguinte equacao:

U = Q + Wexterno (331)
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onde, U € a taxa de variagdo da energia total do sistema, Q € a taxa de transferéncia de calor

através da superficie do sistema e o termo W, ¢ a taxa de trabalho externo realizado sobre o

externo

sistema ou que cruza a fronteira do sistema (INCROPERA, F.P., et al., 2007). Considerando um
volume de controle no interior do sistema, o lado esquerdo da Equacdo (3.3.1) pode ser

representado pela integral do volume total do sistema por:

. D
U= E'[V pedV (3.3.2)

na qual p € a massa especifica do volume de controle, D/ Dt é a derivada material, e é a

energia especifica total do volume de controle (energia por unidade de volume) e que pode ser
composta pela energia cinética, energia potencial e a energia interna do volume de controle, tal
que:

e=e te +epotencial (333)

cinética interna
A transferéncia de calor através da fronteira do sistema, o termo (), na Equacdo (3.3.1),

pode ser decomposto em:
0= prav-|g-sda (3.3.5)

onde, r é o calor por unidade de massa proveniente de fonte de calor gerada por irradiacdao
eletromagnética, reacdes quimicas, etc (INCROPERA, F.P. et al., 2007). O termo g é o vetor de
fluxo de calor por condugio, convecgao ou atrito na superficie do sistema por unidade de tempo e
o sinal negativo indica que o fluxo de calor serd de fora para dentro do sistema, A ¢é a superficie
do sistema e § o vetor normal a superficie A (INCROPERA, F.P. et al., 2007).

Por meio do principio da poténcia virtual, o termo W na Equacdo (3.3.1) pode ser

externo

calculado da seguinte forma:
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W =jv obvdV+ LmvdA (3.3.6)

sendo b as forgas de corpo por unidade de massa, & € o tensor das tensdes de contato (densidade
de forca) na superficie e v é o vetor velocidade.
Considerando a Equagdo (3.3.1) e substituindo as Equagdes (3.3.2), (3.3.5) e (3.3.6), pode-

se ter:

%Jv (pe)av = prav | g-nda+[ pb-vav+[ o-vda (3.3.7)

Aplicando o teorema da divergéncia de Green nos termos de integral de superficie e rearranjando

os termos da Equacao (3.3.7), tem-se:

Iv%ptddV=Iv[pr—V-c}+pb-v+V-(a-v)]dV (3.3.8)

Igualando os integrandos e reorganizando a Equacdo (3.38), tem-se a equacdo da conservagao de

energia para um volume de controle arbitrario:

Dl()'ote)zpr—V-Qerb-v+V-(a-v) (3.3.9)

O termo do lado esquerdo da Equacao (3.3.9) pode ser desenvolvido considerando a derivada

material da seguinte forma:

d(pe)
ot

+V-(pev)=pr=V-Gg+pb-v+V-(a-v) (3.3.10)

A Equacdo (3.3.10) é a forma geral para a equacdo da conservacdo da energia para um

volume de controle vélido tanto para o escoamento de fluido como de sélido. Considerando a
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Equacdo (3.3.10) da conservacdo da energia e desenvolvendo em coordenadas cartesianas
retangulares e em coordenadas cilindricas, tem-se:

Coordenadas retangulares:

Ape) , Apev.)  Apev,) dpev.) _dlvo.), dv0,) dlvo.),
ot ox dy 0z ox ox ox

a(vxo-xy ) + a(v)'o-}’)')+ a(vzo-yz ) + a(vxo-xz ) + a(v}’o-)'l)_"_ a(v O- )

77 2T

dy dy dy oz 0z 0z

. a . .
ﬂk—lg—§2+@m+byy+hw+pr

- (3.3.11)

Coordenadas Cilindricas:

a(pe)+£a(rpevr)+£a(pev0)+a(pevz):1a(rvrdrr)+£a(rv66m9)+£a(rvzarz)+
o0 r or r 08 0z r o or r or r or

la(vrarﬁ)_'_la(v8699)+£a(vzaz«9)+ a(vrarz)_l_ a(vﬁo-ﬁz)+ a(vzazz)_

r 08 r 00 r 00 0z 0z 0z

10(rg,) 194, 9g,

r or r 08 0z

(3.3.12)

+b,v, +byvy +b.v, + pr

3.4 Forma Vetorial das Equacoes de Governo

Tannehill et al. (TANNEHILL, J.C. et al., 1997) e Maliska (MALISKA, C.R, 2004)
sugerem uma forma vetorial compacta, que pode ser utilizado para a aplicacdo de um algoritmo
numérico na solugdo das equacdes de governo do escoamento de fluidos.

Considerando as Equacgdes (3.1.10), (3.2.9) e (3.3.16) que sdo, respectivamente, a equagao
da massa, as trés equagdes do movimento e a equagdo da energia, que sdo reescritas abaixo,

considerando coordenadas retangulares tridimensionais,
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dp _pv,)  dlpv,) a(pv,)
9P AP J_y 41
o o oy % G4la)

a(pvx)+a(pvx x_o-xx)+a(pvy x_o-xy)+a(pvz X_O-XZ):pbx (341b)
ot ox dy 0z
a(pv)) a(pvxvy — O, ) a(pvyvy - O-yy) a(pvzvy B O-yz)
=pb 3.4.1
> + ™ + ay + Y pPb, ( c)
a(pvz)+ a(pvxvz _O-xz) + a(p\/y 2 _O-YZ)+ a(pVZVZ _O-ZZ) = pbz (341(1)
ot ox oy 0z

a(pCT)+ a(pevx V0. _Vyo-xy _VZO-XZ +QX)+ a@evy _vxo-xy _Vyo-yy _vzo-yz +C}y)+
o o % (3.4.1¢)
a(pevz —-v.0,,—v,0,, —V.0, +qZ)
oz

=bv,+byv, +byv, +pr

As Equagdes (3.4.1) da conservacdo da massa, quantidade de movimento e energia seguem uma

mesma estrutura e podem ser escritas na seguinte forma compacta de matrizes:

90 .v.F-s (3.4.2)
ot

ou desenvolvendo o divergente do vetor F, tem-se:

9Q  OF. OF, OF,

g 343
ot ox dy oz ( )

onde, O € o vetor que representam as varidveis (massa especifica, componentes da velocidade e
temperatura), F € o vetor de fluxo do material e do calor e S € o termo das forcas de corpo.

Esses vetores, entdo assumem a seguinte forma matricial:
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o,
pvi—0,
pvxvy - O'x‘,
pvy, 0o,

v.,pe—v.0, — Vyo-xy - vzo-xz + qx

PV,
PV, — 0,
pr —O0y
,OV}.VZ -0,
v,pe—v.0,,—v,0, —Vv.0, +q,

PV,
PVV, =0,
IOVZVy —O'yZ
pv:i—o.,
v.pe—v.0,. —Vv,0, —V.0,_ +q,

0
pb,
pb,
Pb.
by, +by, +byv, +pr
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Considerando as Equagdes (3.1.11), (3.2.10) e (3.3.17) que sdo, respectivamente, a equagcao
da massa, as trés equacdes da quantidade de movimento e a equacdo da energia, que sdo

reescritas abaixo em coordenadas cilindricas tridimensionais:

a_p+£a(rp"r)+£ a(p"e)+a(p"z) —0 (3.4.62)
ot r or r 00 0z
a(pvr)+£a(rpvrvr)+£a(pv6vr)+a(pvzvr)_p‘)«g:]a(ro-rr)_*_iao-re +aO-VZ _%_*_pbr (3.4.6b)

ot r or r 00 0z r r or r 00 0z r

a(pvg)+£a(rpv,vg)+£a(pvgvg)+a(pvzv9)+pv,v9 _ia(”o'ro)_i_iao'ao +ao-zz9 .

rf b 3.4.6¢
ot r or r 00 0z r r or r 06 0z r TP ( )

a(pvz)+£a(rpvrvz)+£a(pv€vz)+a(pvzvz) =£a(rarz)+laaz9 + ao_zz +pbz (346d)
ot r  or r 00 0z r or r 00 0z

a(pe) +£ a[r(pevr V.0, —Vy0,9 —V. .0, +q‘r )] +£ a(pevﬁ —V,0,9 =VgO049 —V.0 4 + q.ﬁ)_i_
o0 r or r 060
a(pevz —V,0,, “VgOq —V, 0, + qZ )

0z

(3.4.6¢)

=bv, +byvy+b.v.+ pr

Repetindo a forma vetorial compacta, para coordenadas cilindricas, a equacao da conservacao da
massa, as trés equacdes da conservacdo da quantidade de movimento e a equagao da conservagao

da energia podem ser agrupadas na seguinte equagao geral:

0Q  10(iF,) 10F, OF, _ (3.4.7)
ot r or r 00 0oz

onde, os vetores @, F,, F, ¢ F, possuem os mesmos significados destacados para as

coordenadas retangulares e S € o vetor independente. Esses vetores assumem a seguinte forma

matricial:
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PV,
pv; -0,
PV, Vg =0y
PV, =0y
pev, —v,.0,. —Vy0,4,—V.0, +q,

PVe
PVeV, —O
PVs — O
PVeV, =04
PeVe —V,0,6 —VgOg — V.0 4+

PV,
pvy, —0,
PV Vg —O 4
pv: =0,
pev, —v.0,. —Vy0.,—V.0,. +q,

0
P =Ow ,
r
O-rH - erVH
r
pb.
bv, +byvy +bv, + pr

+ pb,
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3.5 Equacoes Constitutivas

As equacdes constitutivas sdo expressdes matemadticas que modelam o comportamento de
um material sob condi¢des de carregamento mecanico e/ou térmico por meio do relacionamento
das varidveis da estdtica (dadas pelas tensdes), da cinemadtica (dadas pelos deslocamentos,
deformacdes e velocidades) e térmica (dado pelo fluxo térmico e a temperatura) (MALVERN,
L.E., 1969).

As equacgdes constitutivas variam para diferentes materiais, ou até mesmo para um mesmo
material, quando submetidos a diferentes regimes de deformacdo. Em geral, pode-se agrupar o
comportamento dos materiais em modelos constitutivos que incluem um ou mais
comportamentos caracteristicos, tais como, comportamento eldstico, plastico, viscoso ou a
combinacdo destas caracteristicas. Para processos de conformacdo plastica de metais, algumas

equacdes constitutivas especificas devem ser consideradas (KHAN, A.S. et al., 1995).

3.5.1 Lei de Fourier da Conducao de Calor

A conducdo de calor acontece em um meio estacionério, s6lido ou fluido, quando existe um
gradiente de temperatura neste meio. Este processo pode ser visto como a vibragdo atdmica e
molecular e € caracterizada pela transferéncia de energia de uma particula mais energética para
uma particula com menor energia. E possivel quantificar o processo de condugio de calor através
da equacao do fluxo térmico por condugdo. A equagdo do fluxo térmico por conducdo é dada pela

Lei de Fourier, e esta representada abaixo em coordenadas retangulares e cilindricas:

Coordenadas Retangulares:

T . oT E)Tj (3.5.1.1)

] =—kVT =—k|i —+j—+k—
1 (ax Jay oz
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Coordenadas Cilindricas:

or | 13T aT) (3.5.1.2)

] =—kVT =—k|i—+ +k—
1 (ar Jraé’ 0z

onde, g é o fluxo térmico por conducio por unidade de drea e VT ¢ o gradiente de temperatura.

A constante de proporcionalidade k¥ € a condutividade térmica, propriedade importante nas
andlises térmicas, que se define através da proporcionalidade definida pela Lei de Fourier. O sinal
de menos na Equacdo (3.5.1.1) € conseqiiéncia do fato de que o calor € transferido no sentido da

diminui¢do da temperatura (INCROPERA, F.P., et al., 2007).

3.5.2 Equacoes Constitutivas para um Fluido

Na solu¢do do escoamento de um fluido, as equacdes de governo, mais especificamente as
equagdes da quantidade de movimento e a equacdo da energia, necessitam a substituicao das
relagcdes entre as tensdes com as taxas de deformacido, isto €, as equagOes constitutivas. As
relagdes para um fluido newtoniano, isto €, fluidos que possuem uma relagdo linear entre a tensdao
e o gradiente de velocidade, segundo Tannehill et al. (TANNEHILL, J.C. et al., 1997), sao dadas

através da seguinte relacdo, demostrada em notagdo indicial:

v, aVj , IV -
—+— |+, —, com i,j,k=123 (3.5.2.1)
ox; d ox;

J 1

6; =—pJ; +ﬂ[

sendo & ; o tensor tensdo de Cauchy, p € a pressdo, J; € o delta de Kronecker, V;, V; € V; as

. , . . . . . . e A ’
componentes da velocidade, u € o coeficiente de viscosidade ou viscosidade dindmica e U € o

segundo coeficiente de viscosidade. Através da condi¢cdo de Stokes pode-se relacionar a

viscosidade dindmica com o segundo coeficiente da viscosidade da seguinte forma:
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W =—=u (3.5.2.2)
Substituindo a Equacdo (3.5.2.2) na Equacao (3.5.2.1), tem-se:

d, v

] 2. ov
0 =—P9,; ﬂKaxj axJ 3% Bxk}’ com i,j,k=123 (3.5.2.3)

O segundo termo da Equagdo (3.5.2.3) representa a componente viscosa do fluido.

Desenvolvendo a Equacgdo (3.5.2.3) em coordenadas retangulares, tem-se:

___'__Z} (3.5.2.4a)

2 [ ov, av, v ]
= p+ly 2y P YV 3.5.2.4b
T p+3,u{ dy odx 0z ( :
S P (3.5.2.4¢)
2z p 3ﬂ aZ ax ay | YO RV
_ | 9v. vy 3.5.2.4d
-, _;{ h ax} ( )
dv, v
o =g Doy P2 3.5.2.4
,u[ oz ax} ( X
v, v
L 3.5.2.4
o, ,u{ % ay} ( f)
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3.5.3 Equacoes Constitutivas para a Plasticidade

Para processos de deformacgdo pléstica de metais, no regime eldstico, as deformagdes sao
totalmente recuperdveis logo apds a remog¢do do carregamento e a relacdo entre a tensdo e a
deformacdo € linear e independente da trajetéria de deformacdo. Isto €, as deformacgdes sdo
determinadas de maneira univoca pelas tensdes, e as equagdes constitutivas sdo representadas
pela Lei de Hooke. Porém, no regime plastico a deformacdo € irrecuperdavel na retirada do
carregamento e a relagdo entre a tensdo e deformagdo ndo € mais linear e as deformacgdes sdo

dependentes das deformagdes anteriores, ou seja, o estado de tensdo final depende da trajetdria da

deformacao plastica JOHNSON, W. et al., 1983),

GA

»
»

e €

e’ €
Figura 3.5.3.1 — Ensaio uniaxial para dois tipos de carregamentos. Ponto A somente deformacao

eldstica. Ponto B deformagao eldstica e plastica.

(KOBAYASHI, S. et al, 1989), (MARTINS, P. et al., 2005), (VALBERG, H.S., 2010) e
(BRESCIANIF., E. et al., 2011).

Para analisar as consideracdes citadas acima pode-se usar um ensaio uniaxial, conforme
mostrado na Figura 3.5.3.1, onde foi descrito um primeiro carregamento até o ponto A e que em

seguida € removido. A parte eldstica, no descarregamento, segue pelo mesmo caminho do
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carregamento realizado (representado pelas flechas em marrom), mas no sentido inverso,
resultando em nenhum acimulo de deformag¢do no processo.

Porém, considerando um segundo carregamento de um material com encruamento, que €
levado até o ponto B, sendo o ponto B posicionado além da tensdo de escoamento. Quando se
remove o carregamento a deformacao elastica, representada pelo segmento em verde sobre o eixo
das deformacdes, € totalmente recuperado e segue a mesma inclinagdo da parte eldstica do
primeiro carregamento (representados pelas flechas em verde).

Entretanto, neste carregamento ha um actimulo de deformagdo que é representado pelo
segmento em vermelho sobre o eixo das deformacdes, esta por sua vez € a deformacgdo plastica
acumulada neste segundo carregamento.

Destes dois carregamentos discutidos anteriormente, pode-se perceber que a deformagao
elastica € independente do histérico de carregamento, isto €, a deformacao eldstica é totalmente
recuperada independentemente dos carregamentos anteriores. Porém, a deformacgdo plastica é
dependente desse histérico ou da trajetéria da deformacao plastica, isto €, a deformacao plastica
posterior dependerd da deformacdo plastica anterior (JOHNSON, W. et al., 1983),
(KOBAYASHI, S. et al, 1989), (MARTINS, P. et al., 2005), (VALBERG, H.S., 2010) e
(BRESCIANIF., E. et al., 2011).

Na Teoria da Plasticidade existem duas grandes classes de abordagem do comportamento
plastico dos metais, cujas leis constitutivas sdo baseadas na Teoria da Deformacdo Plastica e/ou
Viscopléstica Incremental e na Teoria da Deformagao Pléstica e/ou Viscopléstica Total.

A teoria da deformagdo pléstica incremental ou também teoria do escoamento pléstico é
definida pela relacdo entre os incrementos infinitesimais de tensdes com incrementos
infinitesimais de deformacdo. Essa teoria baseia-se em alguns principios, tais como: o Postulado
de Drucker, Postulado da Dissipacdo Plastica Maxima, Potencial Plastico e Lei de escoamento
(JOHNSON, W. et al., 1983), (KOBAYASHI, S. et al., 1989), (MARTINS, P. et al., 2005),
(VALBERG, H.S., 2010) e (BRESCIANIF., E. et al., 2011).

A generalizagdo do fendmeno da deformacgdo pldstica para um estado de tensdo multiaxial

pode ser representada pela superficie de escoamento dada pela Equacao (3.5.3.1).
Floy)=K (35.3.1)
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onde, F (O') € a funcdo que define a superficie de escoamento e K € um parametro do

encruamento e controla a variagdo da superficie de escoamento. Se F =K e dF >0 define-se
um carregamento pléstico e hd deformacao pléstica, se F = K e dF =0 define-se um estado de
carregamento plastico neutro ndo havendo deformagao pléstica e se F =K e dF <0 define-se
um descarga eldstica. A fungdo F € a funcdo de escoamento plastico, definida por um critério de
escoamento, por exemplo, o critério de von Mises, que para um sistema cartesiano genérico

possui a seguinte forma:

V+(o.-0.) +6(c2 +72 +72)=207 (3.5.3.2)

F(o-):(o'xx—O'yy)2+(O',,—O' y

Yy 2z

sendo o, atensdo limite de escoamento.

O encruamento do material pode ser isotropico ou cinemadtico: o primeiro € caracterizado
pela expansao uniforme da superficie de escoamento e o segundo € caracterizado por preservar a
forma da superficie de escoamento e por provocar sua translacdo no espago das tensdes. Pode
haver também o encruamento combinado, onde os efeitos dos casos anteriores podem aparecer
em um mesmo processo (JOHNSON, W. er al.,, 1983), (KOBAYASHI, S. er al., 1989),
(MARTINS, P. et al., 2005), (VALBERG, H.S., 2010) e (BRESCIANI F., E. et al., 2011).

Para determinar as equagdes constitutivas do dominio pldstico para um dado material é
necessario estabelecer a relacao dos incrementos de tensdes com os incrementos de deformacao,
sabendo que o critério de plasticidade fornece a combinacao de tensdes que estabelece o inicio do

escoamento pldstico. Para isso assume-se que o incremento de deformacdo pldstica €

proporcional ao gradiente de uma quantidade Q chamada de Potencial Pldstico. Este quantidade

Q é uma funcdo de tensor tensdo o, Q(O'), também chamada de Funcdo Potencial e que

representa uma superficie no espagco das tensdes principais e para o qual todos os pontos
apresentam igual potencial para a deformacdo plastica (JOHNSON, W. et al., 1983),
(KOBAYASHI, S. et al, 1989), (MARTINS, P. et al., 2005), (VALBERG, H.S., 2010) e
(BRESCIANIF., E. et al., 2011).

de? =aQ—(O-)d/1 (3.5.3.3)
do
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no qual dA4 € uma constante de proporcionalidade positiva chamada de Multiplicador Pldstico.
A Equagdo (3.5.3.3) é conhecida como Lei Associada do Escoamento Pldstico, pois, uma vez
iniciada a deformacdo pldstica a progressdo da deformacdo serd regida por essa lei. Quando

F=Q, isto é, a fun¢do de escoamento pldstico é igual a fungdo potencial, a teoria da

plasticidade € dita associativa.

_ oF (¢)

dA (3.5.3.4)
Jdo

O multiplicador pléstico d 4 pode ser calculado para material isotrépico por:

di =398’ (3.53.5)
O

c=<—\|\o.-0,.)+\o,—0.)+\lO.—0O +60',+60' +60°; 3.5.3.6
{;[( xx yy )2 ( yy 2z )2 ( bod xx)z iy } ( )

\/_[dé'— 2 2 2 2 o1

de,, ) +(de,, —de. ) +(de. —de,. ) +6(de,, ) +6(de,.} +6(de..) F (3.5.3.7)

Usando a nog¢do de potencial pléstico representada pela Equacao (3.5.3.3), considerando o
critério de escoamento de von Mises e a hipdtese de plasticidade associativa, pode-se determinar
os dois tipos de relacOes entre o incremento de tensdo e o incremento de deformagdo para o
regime plastico JOHNSON, W. et al., 1983), (KOBAYASHI, S. et al., 1989), (MARTINS, P. et
al., 2005), (VALBERG, H.S., 2010) e (BRESCIANIF., E. et al., 2011).

A primeira delas sdo as Equagdes de Levy-Mises, que foram definidas por Levy em 1871 e

por von Mises em 1913 e propuseram que os incremento de deformacdo pléstica (d€”) e as

tensOes desviadoras (¢”) deveriam se relacionar do seguinte modo:
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de? =6’ dA (3.5.3.8)

Considerando a direcdo x, a definicdo de tensdo desviadora e a Equacdo (3.5.3.5), pode-se

escrever a Equacgdo (3.5.3.8) da seguinte forma:

0, +0,+0 o, +0 g’ o, +0
dgf:dﬁ{gx_%}zgd{ax_ y Z}:dg {o‘x— > Z} (3.5.3.9)

Generalizando a Equacdo (3.5.3.9) para as outras direcdes, podem-se escrever as Equacdes de

Levy-Mises da seguinte forma:

def. = ae [am Tz ;a} (3.5.3.10a)
de?, = ﬁ;[% —%} (3.5.3.10b)
del = d? [0 oo ;G”} (3.5.3.10c)
de?, = %d%r (3.5.3.10d)
de?. %dg" ., (3.5.3.10¢)
det =2, (3.5.3.106)

As equacdes de Levy-Mises representam a relagdo entre a tensdo e a deformagdo para a

regido plastica e sdo usadas quando a deformacdo eldstica pode ser negligenciada, isto €, a

deformacdo total é igual 2 deformacdo pldstica, d€ =de” (JOHNSON, W. et al., 1983),
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(KOBAYASHI, S. et al, 1989), (MARTINS, P. et al., 2005), (VALBERG, H.S., 2010) e
(BRESCIANIF., E. et al., 2011).

O segundo tipo de equacgdes que podem relacionar as tensdes com as deformagdes na regiao
plastica sdo as equacOes de Prandtl-Reuss. Prandtl em 1924 e Reuss em 1930 definiram uma

generalizacdo das equagdes de Levy-Mises, considerando que a deformacdo total é a soma da

deformacio eléstica com a deformacgio plastica, d€' =d&° +de” . Usando as equagdes da lei de

Hooke generalizada, a deformacao eléstica fica representada por:

de*. :é[dam “Wdo, +do. )| (3.53.11a)

des, = é[da” —v(do, +do.)] (3.5.3.11b)

det, = é[d% ~v{do, +do,, )| (3.5.3.11¢)

des, = Lar, (3.53.11d)
G

det, =L ar, (3.53.11e)
dr

det. = éd% (3.5.3.11f)

sendo E o mddulo de elasticidade, V € o coeficiente de Poisson e G mddulo de elasticidade de

cisalhamento que € definido por:

g=_E (3.5.3.12)
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Considerando as Equagdes (3.5.3.3), que sdo as equagdes de Levy-Mises e que representam
as relacoes tensdo-deformacdo na regido plastica e as Equacdes (3.5.3.11) que representam as
relacdes tensdo-deformacgdo na regido eldstica, as equacdes de Prandtl-Reuss ficam definidas da

seguinte forma:

gr o, +0
de,, = é ldo,, ~vdo, +do_ )]+ % {Gxx —”T} (3.5.3.13a)
1 der o.+0
dgyy = E[do-yy _V(do-xx + dO',, )]+ — |:O-yy _%} (35313b)
c’ o.+0,
de., =é[daa o, +do, |+ L {o:z ‘T} (3.5.3.13¢)
dey = Lar, + 39 (3.5.3.13d)
G
de, =Lar, 395" (3.5.3.13¢)
’ G 2
de, =Ldar +295 (3.5.3.130)
G 2 O

A partir da teoria da deformacdo plastica incremental descrita acima calcula-se a
deformacdo pléstica independente do tempo, senod esta inadequada para os casos em que a
deformacdo plastica € dependente do tempo. Quando a deformagdo plastica € realizada “‘a
quente” a velocidade de deformacgdo, &, é uma varidvel que exerce importante influéncia no
processo, situacdo inversa aos processos realizados “a frio”, onde, a varidvel que exerce maior
influéncia é o grau de deformacdo, & (JOHNSON, W. et al., 1983), (KOBAYASHI, S. et al.,
1989), (MARTINS, P. et al., 2005), (VALBERG, H.S., 2010) e (BRESCIANIF., E. et al., 2011).

A teoria da deformacgdo viscopldstica incremental ¢ uma generalizacdo da teoria da

deformacdo plastica incremental e € aplicada a problemas com grandes deformacdes plasticas e
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cujo comportamento do material seja dependente do tempo ou da velocidade de deformacdo. Um
material que tem comportamento dependente do tempo € dito viscopldstico e a sua curva tensao-
deformacao é fun¢ao da temperatura (7 ), da deformacao (&), da velocidade de deformagao (&) e
de fatores ligados indiretamente a deformacgdo, tais como, composi¢do quimica e estrutura

metalurgica (S ), isto é:
c=0(T,&¢S5) (3.5.3.14)

A teoria da deformacdo viscopléstica incremental é uma extensao da teoria da deformacgao
pléstica incremental, pois, ambas sdo baseadas na aplica¢do da teoria matemética infinitesimal.
Na teoria da deformagdo pldstica incremental € feito a relagdo entre cada incremento de tensao
com cada incremento de deformagdo. Porém, na teoria da deformacao viscoplastica incremental é

feito a relagdo entre cada incremento de tensdo com cada incremento da taxa de deformacdo. Em

virtude disso pode-se fazer uma analogia entre o incremento de deformacdo pldstica (de”) e a
taxa de deformacao (¢ ). Sendo que o modelo mais usual para as equagdes constitutivas na teoria
da deformacdo viscoplastica incremental € o modelo baseado na teoria de Perzyna definida em
1966 (JOHNSON, W. et al., 1983), (KOBAYASH]I, S. et al., 1989), (MARTINS, P. et al., 2005),
(VALBERG, H.S., 2010) e (BRESCIANIF., E. et al., 2011).

As equacdes constitutivas para a viscoplasticidade sdo formalmente iguais as de Levy-
Mises, definidas na plasticidade, diferindo apenas ao fato que a tensdo efetiva além de ser fun¢do
da temperatura, deformacgdo, parametros relacionados as propriedades metaldrgicas e quimicas €
também funcdo da velocidade de deformacgdo. Admitindo-se a semelhanca com a teoria da

plasticidade associativa, pode-se escrever o potencial viscopldstico da seguinte forma:

& = A (3.5.3.15)

na qual A é uma constante de proporcionalidade positiva. Considerando a fungdo de escoamento

de von Mises, pode-se escrever a equacao (3.5.3.15) da seguinte forma:
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& =6

(3.5.3.16)

onde, ¢ é tensdo de desviadora. A constante de proporcionalidade A pode ser calculada a partir

da seguinte forma:

i=3E

20

sendo €” a velocidade de deformacao efetiva e € calculada a partir da expressao:

M.

3 i

)

= g(,9,9

(3.5.3.17)

(3.5.3.18)

Portanto, nas equagdes de Levy-Mises, a deformacao eléstica pode ser desprezada que, para
a viscoplasticidade, pode ser seguinte forma (JOHNSON, W. et al., 1983), (KOBAYASHI, S. et
al., 1989), (MARTINS, P. et al., 2005), (VALBERG, H.S., 2010) e (BRESCIANI F., E. et al.,

2011):
81’

gxx = O-xx
o

. erf

€y =?_ »
el

E,=—|0
0 .

;3 g’

xy 2 ol xy
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(3.5.3.19a)

(3.5.3.19b)

(3.5.3.19¢)

(3.5.3.19d)



(3.5.3.19%¢)

(3.5.3.191)

As equacdes de Prandtl-Reuss, que consideram a deformacdo elastica, para a
viscoplasticidade podem ser escrita da seguinte forma (JOHNSON, W. er al., 1983),
(KOBAYASHI, S. et al, 1989), (MARTINS, P. et al, 2005), (VALBERG, H.S., 2010),
(BRESCIANIF., E. et al., 2011):

gr o +0
éxx :i[gxx _V(G.vv +0.zz )]+8T|:O-xx _u:| (35320&)
E wiTsEA 5 2
. _1[. . . gl c.+0, | 3.5.3.20b
gyy_EO-y _V(O-xx+o-zz)+g O-yy_T ( eede )
a o +o0. |
¢ =—lo.-v(c.+35,) +& o - ”2 (3.5.3.20¢)
e —1g J3E (3.5.3.20d)
xy G Xy 25 xy
e =Lz J3E (3.5.3.20¢)
Y yz 2 6 y
e =Ls 38, (3.5.3.206)
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3.6 Equacoes para os Estudos de Caso

As secdes anteriores apresentaram as Equacdes da Conservacao da Massa, Quantidade de
Movimento e Energia que governam os processos de escoamentos de uma forma geral. Também
foram apresentadas as Equacdes Constitutivas tanto para fluidos como para metais. Porém, essas
todas essas equacdes foram descritas de forma geral e em coordenadas cartesianas e cilindricas.
Nas préximas secoes serdo apresentadas as equagdes de governo e constitutivas para as situacoes

especificas estudadas neste trabalho.

3.6.1 Equacoes para o Escoamento de Fluido: Caso Placas Paralelas

Para o caso do escoamento do fluido entre placas paralelas as equagdes representativas
foram apresentadas na secdo (3.4). A Equacdo (3.4.2) € a forma vetorial compacta das Equacdes
da Conservagdo em coordenadas cartesianas tridimensionais. Considerando o caso bidimensional

para a Equacdo (3.4.2), tem-se:

9Q  oF, JF, (3.6.1.1)
ot Jdx dy

onde, Q, F., F, e S sdo vetores que assumem as formas representadas pelas Equagoes
(3.6.1.3), considerando as seguintes simplificagdes: v, = 0; 0., = oy, = 0y, = 0; forcas de corpo
nulas (b, = by = b, =0) ; termo de geragdo de calor zero (r=0) ; o termo da energia especifica

total sendo igual a:

.e:cT+v7 (3.6.1.2)

70



sendo o primeiro termo do lado direito igual a energia térmica, onde T € a temperatura e ¢ € o
calor especifico em pressdo constante e volume constante, isto €, considerando um material

incompressivel ¢ = ¢, = ¢,. O segundo termo do lado direito € a energia cinética sendo v o vetor

velocidade. Com essas simplicacdes as Equagdes (3.6.1.3) podem ser escritas da seguinte forma:

0= (3.6.1.3a)

v2
T+—
A7)

pvx - Gxx
F, = V.V, =0, (3.6.1.3b)

y? .
V.Pl cT+? —V,0,—V,0,+4q,

pv,
pvyvx _O-Xy
F, = pvi -0, (3.6.1.3¢)

T p? .
Vyp c +? —Vxny—VyO-yy'i‘qy

(3.6.1.3d)

95}
Il
S S S O

Para a equacgdo constitutiva do fluido newtoniano do caso de escoamento entre placas
paralelas, considera-se um fluido incompressivel, isotrépico e hipdtese de Stokes. A equagdo que
relaciona o tensor de tensdes com o tensor das taxas de deformagao pode ser escrita da seguinte

forma:
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o =—pl +2é (3.6.1.4)

sendo & o tensor tensdo de Cauchy, p € a pressdo, I tensor identidade, u € o coeficiente de

viscosidade ou viscosidade dindmica e ¢ € o tensor das taxas de deformacao.

3.6.2 Equacoes para o Escoamento do Fluido: Caso Axissimétrico

Para o caso do escoamento do fluido entre placas paralelas as equacgdes representativas
foram apresentadas na secdo (3.4).A Equacdo (3.4.7) é a forma vetorial compacta das Equagdes
da Conservagdo em coordenadas cilindricas. Considerando o caso axissimétrico para a Equacado

(3.4.7), tem-se:

o0 19(rF.) OF
e ) 3.6.2.1
at+r or +az ( )

onde, os vetores O, F,, F, e Ssido vetores que assumem as formas representadas pelas
Equagdes (3.6.2.3), considerando as seguintes simplificacdes: Vo =0 ; 0,y=0,=0 ;

&o=E.=0 ; forcas de corpo sio nulas (b, = by = b, = 0) ; termo de geracio de calor zero

(r=0); o termo de energia especifica total sendo igual a:
v
e=cT+7 (3.6.2.2)

sendo o primeiro termo do lado direito igual a energia térmica, onde 7 € a temperatura e ¢ € o
calor especifico em pressdo constante e volume constante, isto €, considerando um material

incompressivel ¢ = ¢, = ¢, . O segundo termo do lado direito € a energia cinética, sendo v 0 vetor

velocidade. Com essas simplicacdes as Equagdes (3.6.2.3) podem ser escritas da seguinte forma:
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0= v, (3.6.2.32)

- O-rr

pv;
F, = oV, — 0, (3.6.2.3b)
2

er(CT + %j —v,.0,, —V.0, + q.r

V.
pvzvr — 0,
F, = o -0, (3.6.2.3¢c)

PV (CT + v?j V0, —Vv.0_ + q.z

S = r (3.6.2.3d)

Para a equacdo constitutiva do fluido newtoniano do caso de escoamento axissimétrico,
considera-se um fluido incompressivel, isotrépico e hipétese de Stokes. A equagdo que relaciona

o tensor de tensdes com o tensor das taxas de deformacao pode ser escrita da seguinte forma:
6=—pl+2ué (3.6.2.4)
sendo & o tensor tensdo de Cauchy, p € a pressdo, I tensor identidade, u € o coeficiente de

viscosidade ou viscosidade dindmica e ¢ € o tensor das taxas de deformacao.
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3.6.3 Equacoes para o Escoamento do Metal: Caso Axissimétrico

Para o caso do escoamento do metal em condicdo axissimétrica as equacdes representativas
foram apresentadas na secdo (3.4). A Equacdo (3.4.7) € a forma vetorial compacta das Equagdes
da Conservacdo em coordenadas cilindricas. Porém, para o escoamento do metal a equacdo da
conservagao da energia pode assumir uma forma especifica. Isto €, considerando a Equacdo

(3.3.7), reescrita abaixo:

D

- (pe)av = prav—[ g-ndA+| pb-vav+[ -vda (3.63.0)

aplicando o Teorema da Divergéncia nas integrais de superficie e assumindo que o termo de

energia € a soma da energia térmica e cinética e dada pela Equacao (3.6.2.2), tem-se:

-l (ch)dV+—j ('O;Jdv:vardV—Iv(V.q)dV+jvpb.vdV+J-VV.(o-.v)dV (3.6.3.2)

o quarto termo do lado direito da Equacdo (3.6.3.2) pode ser escrito na forma
V-(a-v):v-(V-a)+0': Vv, que substituido na Equacéo (3.6.3.2) e reorganizando os termos,

tem-se:

%L(M)dng (”; Jdv [orav=[ (V-gav+[v-(pb+V-a)av+[ (a:Vv)av (3.63.3)

reconhecendo que o terceiro termo do lado direito da Equacdo (3.6.3.3) é a Equacdo do

Movimento de Cauchy,
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= (ch)dv+§jv(”2” Jdv [ prav—[ (v qdv+—j (”2” jdV+I VAV (3.6.3.4)

subtraindo os termos semelhantes e reescrevendo a Equagao (3.6.3.4):

D(pcT)
[ == o= [lor=v-g+o:Vv]av (3.6.3.5)

Igualando os integrandos e reorganizando a Equacdo (3.6.3.5), tem-se a equacdo da conservagdo

de energia para um volume de controle arbitrario, que é dada por:

D(pcT)
Dt

=pr—-V-q+o:Vv (3.6.3.6)
No terceiro termo do lado direito da Equacdo (3.6.3.6), tem-se Vv , que é o gradiente do vetor
velocidade e pode ser decomposto pela soma de &, que € o tensor taxa de deformacdo, mais w ,
que € o tensor taxa de rotacdo, assim: Vv = & + w . Assumindo que o trabalho do tensor taxa de

rotagdo é nulo (o : w =0 ), a Equacgdo (3.6.3.6) pode ser reescrita da seguinte forma:

D(pcT)
Dt

=pr-V-g+o:é (3.6.3.7)

Considerando que o tensor taxa de deformagdo pode ser decomposto em & = ¢ ... + &.im >

onde para um meterial rigido-plastico & =0, sendo assim ¢ =g Aplicando a

eldstico pldstico  *

identidade do trabalho pléstico, ¢ : ¢ = .& e desenvolvendo a derivada material, tem-se a

Equacio (3.6.3.7) escrita para coordenadas cartesianas e cilindricas:

Coordenadas retangulares:
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Apet)  ApeTv. +4.) , ApeTv, +4,) dpeTv. +4.)

=0. 3.6.3.8

ot ox oy 0z ( )
Coordenadas Cilindricas:
8(ch)+£8r(chv, + qr)+l d(pcTv, + %)+ d(pcTv, +4.) —G.E (3.6.3.9)

ot r or r 00 0z
onde, & € atensdo equivalente e £ € a taxa de derformacdo equivalente, que pode ser calculadas
como segue:

1

G = {%[(O‘xx ~o0,f+6,-0.f+(0.~0.) +60% +602 +607. }2 (3.6.3.10)

[(e'm —e, Ve, -e.F+(e.—&.)+ole, ) +6le,.) +6(e. )ZF (3.6.3.11)

Considerando as Equagdes (3.4.6a), (3.4.6b), (3.4.6¢), (3.4.6d) e a Equacdo (3.6.3.9), que
representam as Equacdes da Conservacdo da Massa, Quantidade de Movimento e Energia,

respectivamente, em coordenadas cilindricas. Que podem ser escritas na forma vetorial compacta
dada pela Equacio (3.4.7). Tomando o caso axissimétrico, onde deve-se ter V,=0,
0,9y=0.,=0 ¢ &,=E.,=0. Assumindo que as forcas de corpo sdo nulas, isto &, b, = by = b, =

0. Logo, a Equacdo (3.4.7) assume a seguinte forma para o caso do escoamento de metal em

condi¢do axissimétrica:

0Q 10(rF.) OF
g L) M g 3.6.3.12
at+r or +az ( :

onde, os vetores (0, F., E e S assumem as seguintes formas:
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0= s (3.6.3.13a)
pcT
oV,
2
-0
F, = ppvv a (3.6.3.13b)
VVZ - rz
pcTv, +q,
PV,
V. —O
F = p;vz o (3.6.3.13¢)
pcTv, +(’1Z
0
_ O 9o
g = E (3.6.3.13d)
G.E

Para a equacdo constitutiva do metal no caso de escoamento axissimétrico, considera-se o
metal incompressivel, isotrépico e rigido-perfeito-plastico. A equacdo que relaciona o tensor de

tensoes com o tensor das taxas de deformacao pode ser escrita da seguinte forma:
6=—0, +2né (3.6.3.14)
sendo ¢ o tensor tensdo de Cauchy, & € o tensor das taxas de deformacdo, 0, € a pressdo

hidrostatica e 7 € a viscosidade do metal. A pressdo hidrostética € calculada a partir da seguinte

equacao:
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— Grr + 669 + O-ZZ

(3.6.3.15)

onde, O,,, Oy € O, sdo as tensOes principais. A viscosidade do metal 7 € definida a partir da

Fungdo do Escoamento Pldstico dada pela seguinte equagao:

é=Ao (3.6.3.16)

onde, ¢’ é o tensor desviador e A é o multiplicador pléstico. A viscosidade do metal 7 pode ser

alculada a partir da seguinte equacao:

10 1
=——==— 3.6.3.17
g 3e 24 ( )
na qual, & € a tensdo equivalente e £ € a taxa de derformagdo equivalente.
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4 METODO NUMERICO

As equacOes que governam o escoamento de um fluido ou de um metal em deformacao
plastica sdo Equacdes Diferenciais Parciais, como descritas no capitulo 3 deste trabalho. Segundo
Tannehill et al. (TANNEHILL, J.C. et al., 1997) e Maliska (MALISKA, C.R., 2004), essas
equagdes possuem solucdes analiticas para casos com geometria € condi¢cdes de contorno
restritas. Fazendo com que o engenheiro ou o pesquisador, para obter solu¢des de situagdes mais
gerais, tenha de utilizar um método numérico na solugdo destas equacoes.

Nas proximas sec¢des sdo apresentados os detalhes do método numérico utilizado neste
trabalho para a solucdo das equacdes diferenciais parciais que governam o escoamento de um
fluido. As seguintes caracteristicas deste método numérico serdo abordadas:

= O Método dos Volumes Finitos;

= O Método de MacCormack explicito;
= O acoplamento pressdo-velocidade;

= (O Método SIMPLE;

= As condicdes de contorno.

4.1 O Método dos Volume Finitos

Considerando a Equacdo (3.4.2), que representa as equacdes de governo, da massa,
quantidade de movimento e energia, na forma diferencial, em uma estrutura vetorial compacta, é

reescrita abaixo:

a—Q+V-F:S 4.1.1)
ot

Integrando a Equagdo (4.1.1) no volume de controle, tem-se:
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o0
JVE dV+IV(V-F)dV—IVSdV 4.1.2)
Para o caso de um volume de controle estaciondrio, o termo @ pode ser escrito como segue:

jvaa—? dV:%jVQ dv (4.1.3)

Pode-se definir um valor médio de Q0 para um volume de controle especifico

]

0 :VIVQ dv (4.1.4)
Logo

jVQ dv =0V (4.1.5)

Substituindo as Equagdes (4.1.3) e (4.1.5) na Equagdo (4.1.2), tem-se:

0 _ I 1
= Vjv(v F)dv+VjVde (4.1.6)

Aplicando o teorema da divergéncia no primeiro termo do lado direito da Equagdo (4.1.6),

tem-se:

99 _ I 1
" VjA(F s)dA+VjVSdV 4.1.7)

onde, § € o vetor normal a superficie. Para discretizar a integral de superficie representada pelo

primeiro termo do lado direito da Equacgdo (4.1.7), deve-se considerar o volume de controle que
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estd definido em uma malha estruturada bidimensional de formato quadrilateral, considerando a

abordagem Centrada no Volume, para o ponto computacional, e representada na Figura 4.1.1.

Figura 4.1.1 — Volume de controle quadrilateral com a especificagdo dos vetores normais a cada

lado.

Desenvolvendo a integral de superficie na Equacgao (4.1.7), tem-se:

900 _ _L[(F )t +(Fos), 1 +(F-s)0 +(F .s)Wz} S, 4.18)
ot v 2 ) 2 "

mn

onde, F =F,i+F,j € o vetor de fluxo para um caso bidimensional ¢ § € o vetor normal a

superficie do volume de controle.

4.2 O Método MacCormack

A Equacio (4.1.8) foi discretizada, na secdo anterior, considerando o método dos volumes
finitos. O esquema de MacCormack serd aplicado sobre Equacdo (4.1.8), considerando a sua

versao explicita, que por sua vez usa o método de Euler explicito para avangar no tempo, isto é:

81



90, _ 0L -0,
( o J == (4.2.1)

sendo ¢ a iteracdo atual, r+ 1 € a iteracdo posterior e Ar € o passo de tempo. Substituindo a
Equacao (4.2.1) na Equagdo (4.1.8) e reorganizando os termos (abandonando a barra por

simplicidade de notacdo), tem-se:

;;’=Q£ﬂ,,—ﬁ[(F-s)mf,,,+(F-s)m,,,f+(F-s) 1, +(F-s) } +A4t S, (4.2.2)
2 2

V Wl+§,}’l m,n+5
mn

Para a discretizagdo dos fluxos nas faces do volume de controle, deve-se trabalhar com o
produto escalar (F -s), que aparece na Equacdo (4.2.2). Sabendo que o método MacCormack ¢é
um esquema de dois passos, primeiramente é considerado o passo chamado de preditor, o qual,
nesse esquema numérico, € aplicada uma discretizacdo a frente ou forward, conforme o esquema

representado na Figura 4.2.1. Nota-se, na varia¢do do indice m, que o vetor de fluxo F estd

m+1,n

sendo avaliado com o vetor normal da face s,,,,, € que vetor de fluxo F, , estd sendo avaliado
com o vetor normal da face s,,_,, -

A mesma andlise deve ser feita para a variagdo do indice n, isto €, o vetor de fluxo F,, .,
estd sendo avaliado com o vetor normal da face s,,,.,, € que vetor de fluxo F,, estd sendo
avaliado com o vetor normal da face s,,, ;-

Desta forma a Equacgdo (4.2.2) pode ser escrita para o passo Preditor da seguinte forma:

t
r::l] = rrnn - £|:(Fm+1,n -8 1 J + (Fm,n -8 1 J + [Fm,n -8 1 J + (Fm,rﬁ] ) 1 J:| + At Srtnn (4'2'3)
- an m+5,n m,n—z m—z,n m,n+5

onde, o termo Q' representa o passo Preditor.
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Figura 4.2.1 — Esquema representando a avaliacdo dos vetores de fluxo e normal para o passo

Preditor.

Seguindo a mesma linha do passo Preditor, mas, agora considerando o segundo passo
chamado de Corretor, uma discretizacdo a ré ou backward € representada pelo esquema

mostrado na Figura 4.2.2. Nota-se, na varia¢do do indice m, que o vetor de fluxo F,,, estd sendo

1
avaliado com o vetor normal da face s,,,,,, € que vetor de fluxo F,,_,, estd sendo avaliado com o
vetor normal da face s,,_,,,. A mesma andlise deve ser feita para a variagdo do indice n, isto €, o
vetor de fluxo F,,, estd sendo avaliado com o vetor normal da face s,,,.,, € que vetor de fluxo

F,,, estd sendo avaliado com o vetor normal da face s,,,_;,.

Desta forma a Equacgdo (4.2.2) pode ser escrita para o passo Corretor da seguinte forma:

t
At
r::l] = rrnn - V (Fm,n -8 1 J+ [Fm—l,n ) 1 J+ [Fm,n -8 1 J+ [Fm,n—l -8 1 J + At Srrnn (4'2'4)
—  mt+—n — m——n m,n+— —  mn—
2 2 2 2

mn

na qual o termo Q! representa o passo Corretor e F,, sao os vetores de fluxo calculados a

partir dos valores obtidos no passo Preditor.
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Figura 4.2.2 — Esquema representando a avaliacdo dos vetores de fluxo e normal para o passo

Corretor.

A partir dos valores calculados dos passos Preditor e Corretor, pode-se definir o valor final

do passo de tempo que estd sendo calculado, fazendo uma média aritmética entre eles, conforme

esquema abaixo:

o = @$+Qﬂ) (4.2.5)

N |~

1 . . . -
onde, @, é o valor final para a iteracdo calculada.
Considerando que o vetor de fluxo e o vetor normal a superficie podem assumir,
respectivamente, as seguintes expressoes:

F=Fi+F,j (4.2.6)

S=si+s,j 4.2.7)
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Figura 4.2.3 — Esquema representando a sequéncia dos vetores normais as superficies do volume

de controle.

Assumindo que os vetores normais as superficies do volume de controle sdo calculados a
partir do esquema mostrado na Figura 4.2.3, isto €, estipulando uma sequéncia de variagao desses

vetores, entdo, a partir das coordenadas dos vértices do volume de controle, isto €, x;; € y, ;,

tem-se:

(S )ezn = Vierjor = Viers (4.2.82)
() osjon = Vijor = Vi (4.2.8b)
(S e ==(Vies jos = Vi jur) (4.2.8¢)
() mnese ==(3ier = 1) (4.2.8)
(5, )2 = =(ieror = %) (4.2.8¢)

(5,), o = =600 = %) (4.2.8)
(5, ) s = Xieror = X (4.2.8¢)
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(sy )m,n—I/Z = Xirj — X (4.2.8h)

Os produtos escalares entre o vetor de fluxo e o vetor normal a superficie podem ser escrito

da seguinte forma:
F - s= (in + ij)- (sxi + syj): (F, s, )+ (Fy -sy) 4.2.9)

Substituindo as Equagdes (4.2.8) e (4.2.9) nas Equacgdes (4.2.3) e (4.2.4), tem-se as

seguintes equagdes para os passos Preditor e Corretor, respectivamente:

(Fx )m+1 n (S’C )m+7 n + (F)’ )m+1,n (S} )m+7 n -
o g || Ed G+ 6,5, |+ s w20
mn (Fx )m n+1 (Sx )m,n+é + (Fy )m,n+1 ’ (S)’ )m,n+7 -
(6o + (7)., 0,0
(ﬂ)m n m+ x ( )m " (S‘ )m+1 n -
2 -
i _gi 4| ( )m n m——n ( ) (S) )m,é,n_ + LA (4.2.10)
Zm Vou || (7). D! ( SV)W _
(_ mn— 1 m n—f ( ) )m n—1 (S) mn——
1+1 — 1 (Q1+1 ’tn+n]) (4211)

onde, as componentes do vetor de fluxo F assumem o formato destacado nas Equacdes (3.4.5)
ou (3.4.8). O volume do volume de controle, que neste caso é uma 4rea, pois, trata-se de uma
andlise bidimensional, é calculado a partir das coordenadas dos vértices do volume de controle da

seguinte forma:
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1
Vin = 7‘(xi+1,j+] — Xit1, )yl',_/ + (xi,_/ T Xivl, el )yi+1,_/ + (xi+],_/ —Xij )yl‘+1,_;+1

+

|~

> ‘(-xi,jH = Xit1j+1 )yi,j + (xi+],j+1 — X )yi,j+1 + (xi,j =X j+1 )yi+],j+1‘ (4.2.12)

O vetor de fluxo que aparece dentro das Equacdes (4.2.9) e (4.2.10), isto é, o vetor F , deve
ser discretizado de forma correta para ser garantida a segunda ordem de precisdo no tempo € no
espaco, que € uma das caracteristicas do esquema de MacCormack (TANNEHILL, J.C. et al.,
1997).

Para exemplificar o caminho correto de discretizac@o, considere o seguinte termo, definido

a partir do segundo termo da Equacdo (3.4.5b), isto é:

F=p’-c (3.4.13)

X XX

Sabendo, a partir da Equagao (3.5.2.4a), que:

2 dv. OJv, v
——p+Zpyl o Ty T 3.4.14
O =—PF 3'1{ ox dy az} ( )

Reconhecendo que a derivada de F; é em relagdio & x e que no passo Preditor, do esquema

numérico considerado neste trabalho, essa derivada € discretizada no esquema forward, as

derivadas que aparecem dentro de F, devem ser discretizadas obedecendo a seguite estrutura: a
derivada avx / dxdeve ser discretizada na direcdo oposta a do Preditor, isto é, backwar e as outras

derivadas dv, /dy e avz/ dz devem ser discretizadas usando derivada central. Se derivadas

cruzadas forem consideradas as mesmas devem ser discretizadas utilizando o esquema de
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derivada central (TANNEHILL, J.C. et al., 1997). O mesmo raciocinio deve ser considerado na

discretizacdo das derivadas no passo Corretor.

4.3 Acoplamento Pressao-Velocidade

No esquema numérico desenvolvido nesse trabalho € utilizada uma malha co-localizada,
isto €, todas as varidveis serdo armazenadas no centro do volume de controle. Segundo Tannehill
et al. (TANNEHILL, J.C. et al., 1997) e Maliska (MALISKA, C.R., 2004) na andlise numérica
de um escoamento que utiliza uma malha co-localizada, haverd o aparecimento de campos de
pressdo oscilatérios (Checkerboard Oscillations). Como a posi¢do da varidvel pressdo e da
varidavel velocidade € no centro do volume de controle, hd o desacomplamento entre os campos
de pressao e velocidade. Logo, neste tipo de andlise deve-se utilizar um método de acoplamento
pressdo-velocidade.

O método de acoplamento pressdo-velocidade utilizado no esquema numérico desenvolvido
neste trabalho é o método SIMPLE. O método SIMPLE faz o acoplamento entre o campo de
velocidade com o campo de pressdo através de corre¢des nestas varidveis. Para esse fim, o

método utiliza as seguintes equacdes de corre¢do, para um caso bidimensional:

pP=po+p 43.1)

y=p,+v (4.3.2)

na qual as varidveis p e Vv sdo os valores atuais da pressio e do vetor da velocidade,

respectivamente, as varidveis ) e V, sdo os valores estimados da pressdo e do vetor velocidade e
as varidveis p’ e v’ s@o as corre¢des de cada varidvel.

Segundo Maliska (MALISKA, C.R., 2004) a equagao que faz a correcao das componentes

das velocidades sdo definidas através da subtracao das equacdes do movimento supondo a melhor
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estimativa do campo de pressdo com as equagdes do movimento supondo o campo correto de

pressdo, resultando nas seguintes expressoes:

(v,) =— ~ (4.3.3)
(v,) = A% (4.3.4)
dy

onde, A ¢é definido com o quociente entre um incremento de tempo ficticio e a massa especifica,
segundo Tannehill er al. (TANNEHILL, J.C. et al., 1997).

Utilizando a malha apresentada na Figura 4.3.1 e a substitui¢do das Equacgdes (4.3.1) e
(4.3.2) nas Equacdes (4.3.3) e (4.3.4), tem-se as seguintes equagcdes para as correcdes das

velocidades em cada uma das faces do volume de controle:

() e =) - A( Pr &ep ”J (4.3.52)
() =00, - A( Pr éBch W J (4.3.5b)
o=t = 20 4350
=) - 2205 4350

sendo que os subscritos mintsculos representam a posi¢ao na face do volume de controle e os

subscritos mafusculos representam o centro do volume de controle, conforme a Figura 4.3.1.
As velocidades V, e v, devem ser avaliadas nas faces dos volumes de controle, isto €, deve

haver um deslocamento das velocidades avaliadas no centro do volume de controle para as faces
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dos volumes de controle para haja o acoplamento ideal entre o campo de velocidade e o campo de
pressdo. Para esse processo, foi utilizado neste trabalho, a interpolacdo de Rhie-Chow (RHIE,
C.M. et al.,, 1983) ou a interpolacdo aplicando a equacdo da conservacdo da quantidade de
movimento (Momemtum Interpolation method). As equacdes para o caso bidimensional sao
desenvolvidas e apresentadas no APENDICE A e para o caso axissimétrico as equagdes sdo
desenvolvidas e apresentadas no APENDICE B.

Para exemplificar esse processo, considere a velocidade na face “e” do volume de controle

“P”. Para determiné-la, resolve-se, primeiramente, a equacdo do movimento para o ponto P,

encontrando (Vx )P , em seguida repete-se o0 processo para o ponto E , encontrando (Vx ) £, entdo,

realiza-se a média aritmética entre os valores (Vx )P e (Vx )E para determinar (vx )e, repetindo
este processo para as caomponenetes da velocidade das outras faces do volume de controle.

. ~ ~ ~ . A ~ /

Para determinar a equacdo de correcao da pressdo, isto €, a equagdo que calcula o valor p

deve-se substituir as Equagdes (4.3.5) na equacdo da conservacdo da massa, gerando uma

equacgao de Poisson, que possui a seguinte estrutura:

P =(Appy + Ay iy + Avpy + Asps +B)/ Ay (4.3.6)

onde:

Ap=A, + Ay + Ay + A 4.3.7a)

AtAy
A =2 4.3.7b
L ops, (3370
4, =44y (4.37¢)
pox,,
AtAx
A, = Adx 4.3.7d)
" pdy,
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Figura 4.3.1 — Representacdo do volume de controle principal e seus vizinhos (ZDANSKI, P.S.B.
et al., 2008).

Segundo Tannehill et al. (TANNEHILL, J.C. et al., 1997) a equacdo da correcdo da

pressao, isto é, a Equacgao (4.3.6) tende a calcular valores superestimados de P mesmo que os

valores para a correcdo das velocidade sejam razoaveis. Em virtude deste fato a Equacgao (4.3.1)

pode ser substituida pela equacdo abaixo:
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p=p,+ap (4.3.8)

onde, @ é uma constante de sobrelaxacdo. Segundo Patankar (PATANKAR, S.V., 1980) e Basic
et al. (BASIC, H. et al., 2005) sugerem que os valores de & estejam no intervalo 0 <a <1. A
equacgdo da correcdo da pressdo apresentada anteriormente € para o caso bidimensional. Para o

caso axissimétrico a equagio da correcio da pressio estd apresentada no APENDICE C.

4.4 Condicoes de Contorno

No esquema numérico apresentado neste trabalho foram impostas certas condi¢des de
contorno nas paredes das geometrias analisadas. Essas condi¢des de contorno foram aplicadas na
solucdo das equagdes diferenciais que governam os escoamentos estudados utilizando o esquema
de “volumes fantasmas”. Esta técnica cria um conjunto de volume de controle ao redor dos
volumes de dominio e nesse conjunto de volumes criados sdo aplicadas as condi¢des de contorno

adequadas, conforme representado na Figura 4.4.1.

Volume Fantasma

4/

Volume de Dominio

Figura 4.4.1 — Representacao dos volumes fantasmas em uma malha qualquer.

Nesses volumes fantasmas podem ser aplicadas condi¢des de contorno do tipo Dirichlet,
que sao condi¢des de contorno em que um valor fixo da varidvel analisada € prescrita ou também
pode ser aplicadas condicdes de contorno do tipo Neumann, que impdem um gradiente da

variavel analisada.
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4.4.1 Condicoes de Contorno para o Escoamento do Fluido

Segundo Jasak (JASAK, H., 1996) e Maliska (MALISKA, C.R., 2004) as condi¢des de
contorno para o escoamento de um fluido incompressivel e viscoso devem ser impostas seguindo
a seguinte estrutura para que a solucdo seja fisicamente consistente:

* Condicao de Contorno na entrada: o campo de velocidade deve ser prescrito e para que
haja consisténcia fisica deve-se prescrever um gradiente zero de pressao.

» Condicao de Contorno na saida: para a velocidade deve-se prescrever um gradiente
zero, j4 para a pressao deve-se, para que a conservacao da massa seja satisfeita, prescrever
um valor fixo ou impor também um gradiente zero de pressao.

* Condicao de Contorno na linha de simetria: deve-se prescrever zero para os gradientes
normais a superficie de simetria e para as componentes paralelas a superficie simetria
deve-se assumir os valores da primeira linha do dominio.

* Condicao de contorno em parede sélida: como nao deve haver fluxo através da parede
de contato o gradiente de pressdo € zero e para a velocidade considera-se que é nula no

contato com a parede.

4.4.2 Condicao de Contorno para o Escoamento do Metal

Quando se considera o escoamento de um metal, como o que ocorre em um processo de
extrusdo, hd uma diferenca na imposicao das condicdes de contorno em relacdo as condi¢des de
contorno impostas no escoamento de um fluido (BASIC, H. et al., 2005). Entretanto, as
condicdes de contorno para as paredes da entrada, saida e da linha de simetria sdo impostas da
mesma forma que no escoamento do fluido. Segundo Jasak (JASAK, H., 1996) e Maliska
(MALISKA, C.R., 2004), tem-se:

* Condicao de Contorno na entrada: o campo de velocidade deve ser prescrito e para que

haja consisténcia fisica deve-se prescrever um gradiente zero de pressao.
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» Condicao de Contorno na saida: para a velocidade deve-se prescrever um gradiente
zero, j4 para a pressao deve-se, para que a conservacao da massa seja satisfeita, prescrever
um valor fixo ou impor também um gradiente zero.

* Condicao de Contorno na linha de simetria: deve-se prescrever zero para os gradientes
normais a superficie de simetria e para as componentes paralelas a superficie simetria

deve-se assumir os valores da primeira linha do dominio.

Porém, para a condicdo de contorno na parede sélida, deve-se considerar um modelo de
atrito na interface material-matriz. A literatura sugere, como modelos de atrito mais utilizados na
conformacdo plastica de metais, o modelo de Atrito de Coulomb ou o modelo do Fator de Atrito.

Onde, a primeira formulacao € definida pela equagdo abaixo:

T, =[O, 4.42.1)

onde, 7,, € a tensdo de atrito, u € o coeficiente de Coulomb e ¢, é a pressao normal. Ja o fator de

atrito € definido a partir da seguinte equagao:

T, =mK (4.4.2.2)

sendo 7,; a tensdo de atrito, m é o fator de atrito e K € o limite de elasticidade no cisalhamento.
Segundo Kobayashi (KOBAYASHI, S. et al., 1989) e Martins et al. (MARTINS, P. et al., 2005)
os dois modelos podem ser utilizados, porém, o modelo do Fator de Atrito produz resultados mais
coerentes em processos de extrusdo. O esquema de aplicacdo do atrito como condi¢do de

contorno, que foi utilizado neste trabalho, estd descrito no ANEXO D.
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5 RESULTADOS E DISCUSSAO

Os resultados das simulagdes utilizando o esquema numérico apresentado anteriormente
sao descritos em duas grandes secdes. Sendo que primeira sec¢do trata da validagao do esquema
numérico para o escoamento de um fluido incompressivel e viscoso para os casos do escoamento
entre placas paralelas e em condic¢do axissimétrica. Sendo apresentados os resultados dos campos
de velocidade e pressdo. A segunda secdo que trata da validacdo do eaquema numérico para o
escoamento de metais em processos de extrusdo direta em condi¢do axissimétrica. Sao
apresentados resultados sobre os campos de velocidades, campos de pressdoes e taxa de

deformacao equivalente para extrusdo de chu,bo e aluminio.

5.1 Escoamento de um Fluido Incompressivel entre Placas Paralelas

A partir do esquema numérico apresentado neste trabalho, foi escrito um cddigo
computacional em linguagem FORTRAN. Este cdédigo permite a obten¢do dos campos de
velocidade e pressao no escoamento de um fluido incompressivel e viscoso entre placas paralelas
e em regime permanente. Os resultados sdo comparados com resultados analiticos para esse tipo
de escoamento, com o objetivo da valida¢do do esquema numérico.

O cédigo computacional estd detalhado no fluxograma dado na Figura 5.1.1. O fluxograma
mostra que o cédigo computacional é iniciado pela entrada de dados, tais como: malhas,
propriedades do fluido analisado, parametros numéricos, etc. A seguir, inicia-se o ciclo principal
do c6digo chamado de “LOOP SIMPLE”, que, quando convergido, dard os resultados dos
campos de velocidade e pressdo para o regime permanente. Dentro deste ciclo, como o método
numérico utiliza o Método MacCormack, primeiramente, calculam-se as informagdes necessarias
para a obtencdo do passo Preditor. Em seguida € feita a atualizacdo dos vetores, usando os
resultados do passo Preditor, para que se possam obter os resultados do passo Corretor. A partir
dos resultados dos passos Preditor e Corretor, pode-se calcular o valor final da iteracdo

analisada, fazendo a média aritmética entre os passos Preditor e Corretor. Continuando o
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processo sdo calculadas as corre¢des da velocidade e da pressdo, através das suas respectivas
equacdes de correcdo, definidas pelo método SIMPLE. O préximo ponto testa a convergéncia da

iteracdo analisada através da seguinte equacao:

—|< £ (5.1.1)

t+1 . . ~ . . . . [ .
onde, vV, ¢ a velocidade na dire¢do longitudinal no passo iterativo corrente, v, € a velocidade

na direcdo longitudinal no passo iterativo anterior e £¢€ a tolerancia do processo.

CC Preditor [ CC Corretor

Dados de Derivada Central Derivada Central
Entrada

Loop SIMPLE Derivada Preditor Derivada Corretor

Atualizacao dos Atualizacao dos
\Vetores \Vetores

N3o

Convergéncia Calculo do Preditor B Cslculo do Corretor
sim

Média entre
Preditor e Corretor
Calculo das Correcoes
das Velocidades e
Pressdo pelo SIMPLE

Atualiza Pressao e
Velocidade

Figura 5.1.1 — Fluxograma do cédigo computacional, escrito em linguagem FORTRAN, para o
calculo dos campos de velocidade e pressdo no escoamento de um fluido incompressivel e

viscoso em regime permanente.
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Sendo satisfeita a convergéncia o programa termina, caso contrario volta-se ao ciclo e repete-se o
processo, considerando a proxima iteracdo, até que a convergéncia seja satisfeita dentro do
critério estabelecido.

O caso do escoamento de um fluido incompressivel e viscoso bidimensional analisado a
seguir possui a geometria destacada no esquema da Figura 5.1.2. O perfil de velocidade na
entrada € constante e representado por Vj, a distancia entre as placas é dada por 2h e L é o
comprimento das placas. O comprimento L corresponde as /0h, sendo essa distancia suficiente
para garantir que o escoamento seja considerado completamente desenvolvido na se¢do de saida
do canal. As propriedades do fluido incompressivel e viscoso utilizado nas simulacdes foram

consideradas iguais a da glicerina e estdo listadas na Tabela 5.1.1.

Tabela 5.1.1 — Propriedades da Glicerina.

Propriedade Valor Unidade
Massa especifica 1261 kg.m”
Viscosidade Dindmica 0,934 Pa.s
Calor Especifico 2430 J. kg' . K
Condutividade Térmica 0,30 J.m' .s" . K’
I y
—
R
v, —* 2h
> X
—
*
L =10h <l

Figura 5.1.2 — Representacdo do esquema da geometria para o escoamento entre placas paralelas.

Os resultados numéricos, para o escoamento, foram obtidos considerando a geometria

destacada na Figura 5.1.2. Sendo, neste caso, & = 0.0 metros e L = (0.I metros e uma malha
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estrutura, quadrildteral, uniforme, com razdo de aspecto de aproximadamente 1, com 110
volumes de controle distribuidos na direc@o longitudinal, 10 volumes de controle distribuidos na
direcdo transversal, como pode ser visto na malha representada pela Figura 5.1.3. A velocidade
de entrada foi considerada constante e igual a Vy) = 1.0 m/s, gerando um Nuimero de Reynolds
igual a Re = 27, sendo esse um valor que garante um escoamento laminar. O gradiente de pressao
considerado foi de 24000 Pa que foi alcancado com 323000 iteragdes. O passo de tempo utilizado
foi igual a At = 10 e o parAmetro o de sub-relaxacdo para a Equacdo (4.3.6), que é a equagio da

corre¢ao da pressao foi considerado igual 1.

L=0.1m

V=

A

h=0.0]m

Y

Figura 5.1.3 — Malha com 110 volumes de controle na direc@o longitudinal (x) e 10 volumes de

controle na direcdo transversal (y), utilizada no escoamento da glicerina.

O resultado analitico, para a velocidade axial, foi determinado a partir da equacdo

apresentada por Potter ef al. (POTTER, M. et al., 2004) e reescrita abaixo:

_dp 1 (2
_dx2,u(h y?) (5.1.2)

analitico
Onde, dp/dx é o gradiente de pressdo no canal, u € a viscosidade, # € a semi-distancia entre as
placas paralelas e y € a coordenada na direcao transversal.

O grafico da Figura 5.1.4 mostra o perfil de velocidade longitudinal numérica que definiu-
se parabdlico, concordando com a literatura. Pode-se afirmar que houve uma boa concordancia
entre os resultados numérico e analitico, pois, o Erro Médio Quadrdtico (EMQ) foi de
aproximadamente igual EMQ = 0.016.

A Figura 5.1.5 mostra o desenvolvimento dos contornos da velocidade longitudinal

numérica até o escoamento alcangar o estado completamente desenvolvido.
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Figura 5.1.4 — Comparacdo entre o perfil de velocidade longitudinal numérica e analitica para a

saida do canal no escoamento da glicerina em regime permanente.

Nesta Figura pode-se perceber como a velocidade comporta-se durante a sua convergéncia
em um intervalo de iteracdes que vai de 1000 até 323000, sendo estd dltima o nimero de
iteracoes onde o escoamento convergiu. Pode-se perceber que as mudancas mais significativas
nos contornos da velocidade longitudinal surgiram no intervalo de 1000 até 50000 iteracoes,
sendo que acima de 50000 iteragdes houve apenas um refinamento do resultado para a velocidade
longitudinal.

Na Figura 5.1.6 estdo representados os contornos da velocidade longitudinal numérica
completamente desenvolvida acompanhada de uma escala, para que se possa perceber a ordem de
grandeza da velocidade longitudinal calculada numericamente. Esta ordem de grandeza foi
apresentada, através da comparacdo entre os resultados numérico e analitico, na Figura 5.1.4.
Pode-se perceber a coeréncia entre os valores dados no contorno da Figura 5.1.6 e os valores do
perfil parabdlico da Figura 5.1.4.

A sequéncia de imagens dadas na Figura 5.1.7 possui uma andlise semelhante a andlise feita

na Figura 5.1.5. Porém, neste caso a varidvel considerada € a pressao.
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1000 Iteracoes
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I ;L_L____[_‘_‘_-t;i" e | B et et e

3000 Iteracoes

5000 Iteracoes

50000 Iteracoes

100000 Iteracdes

Figura 5.1.5 — Variacdo de acordo com o nimero de iteragdes dos contornos da velocidade

longitudinal Vx numérica até o escoamento tornar-se completamente desenvolvido.

Velocidade longitudinal (m/s)

A

07
h 08
y

A
X 03

Figura 5.1.6 — Representa o perfil da velocidade longitudinal Vx numérica, para o escoamento da

glicerina completamente desenvolvido (iteracdo 323000).
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1000 Iteracoes

3000 Iteracoes

5000 Iteracdes

50000 Iteracdes

100000 Iteracoes

200000 Iteracoes

323000 Iteracoes

Figura 5.1.7 — Variacdo de acordo com o nimero de iteragdes dos contornos da pressdo numérica

até o escoamento tornar-se completamente desenvolvido.

Nesta, pode-se perceber a variagdo da pressao durante o processo de convergéncia no intervalo de
1000 até 323000 iteracdes. No caso da pressio pode-se perceber que as mudancas mais
significativas no contorno aparecem durante o intervalo de 1000 até 50000 iteracdes, situacdo

semelhante a que surge durante a convergéncia da velocidade. No escoamento convergido o

gradiente de pressao alcancado é de 24000 Pa.
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A Figura 5.1.8 mostra o contorno dos valores da pressdo para o processo de escoamento
completamente desenvolvido ou convergido. Nesta figura pode-se avaliar os valores do contorno

de pressdo através da escala apresentada junto a figura, onde se pode perceber que o gradiente de

pressdo gerado no escoamento convergido foi de 24000 Pa.
Pressao (Pa)
4500

Iy
_ 4000
4 3500
h 3000
2500
v_ 2000

X

Figura 5.1.8 — Representa os contornos do campo de pressdo, para o escoamento da glicerina

completamente desenvolvido, considerando um gradiente de pressdo de 24000 Pa.

A Figura 5.1.9 mostra o perfil parabdlico da velocidade longitudinal, através da

representacao vetorial, gerada no escoamento do fluido dentro da extensao do canal. O resultado

foi obtido depois de 323000 iteracoes.

- - ——
- - —_— e [
—
-
—

Figura 5.1.9 — Representacao da formacao do perfil parabdlico, para a velocidade longitudinal
numérica, na extensao do canal, considerando o escoamento da glicerina complemente

desenvolvido.

Outro resultado que estd sendo apresentado e ajuda a validar o c6digo computacional é o
grafico da Figura 5.1.10, que fornece uma andlise da convergéncia da velocidade longitudinal
para os volumes de controle dos pontos da malha nas posi¢des (3,8), (55x8) e (107,8), sendo a
primeira posicdo um volume de controle na entrada do canal, o segundo um volume de controle
no meio do canal e o terceiro um volume de controle na saida do canal. Pode se perceber que foi

alcancada a convergéncia depois de aproximadamente 50000 iteracdes para os trés volumes de

controle analisados.
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Na Figura 5.1.11 é mostrado um grifico que representa a convergéncia da velocidade
transversal para os mesmos volumes de controle analisados na Figura 5.1.10, isto é, nas posicoes
(3,8), (55x8) e (107,8). Pode-se perceber que a convergéncia, para a velocidade tranversal, foi
alcancada no mesmo numero de iteracdes que a velocidade longitudinal, isto €, em torno de
50000 iteragoes.

O gréfico da Figura 5.1.12 mostra a reducdo do valor da razdo formada pela correcdo da
pressao (PL) e a pressao (P) no mesmo volume de controle, isto é, PL/P, em relacdo ao nimero
de iteracdes. Pode-se perceber que os valores de PL/P tendem a zero para os trés volumes de
controle considerados, mostrando que o campo de pressao calculado estd convergido.

Considerando um escoamento com as mesmas caracteristicas fisicas e numéricas do
escoamento da glicerina analisado até este momento, porém, estabelecendo uma sequéncia de
refinamentos da malha computacional. Pode-se perceber a partir do grafico da Figura 5.1.13, que
ha, de acordo com o refinamento da malha, uma aproximacdo dos resultados numéricos em

relacdo ao resultado analitico para a velocidade longitudinal Vx.

3
J -== Convergéncia Vx(3,8)
20,6
y e Convergéncia Vx(55,8)
0 - - -Convergéncia Vx(107,8)
0 ' ' '
0,00E+00 1,00E+05 2,00E+05 3,00E+05

Numero de Iteracoes

Figura 5.1.10 — Convergéncia para a velocidade longitudinal (Vx) dos volumes de controle nos

pontos de posicao (3,8), (55x8) e (107,8).
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Figura 5.1.11 — Convergéncia para a velocidade na diregado transversal (Vy) dos volumes de

controle nos pontos de posi¢do (3,8), (55x8) e (107,8).
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Figura 5.1.12 — Reducdo da razdo entre a correcao da pressado e a pressao (PL/P) no mesmo

volume de controle, para os volumes de controle nas posicdes (3,8), (55x8) e (107,8).
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Figura 5.1.13 — Variagao do refinamento da malha em fun¢ao da aproximacao do resultado

numérico em relagcdo do resultado analitico, para a velocidade longitudinal Vx.

O gréfico da Figura 5.1.14 representa a reducdo do EMQ em relacio ao aumento do
ndmero de volumes de controle na malha, isto é, o refinamento da mesma. Sendo esta analise
coerente ao que sugere a literatura em relagdo a essa questao.

A literatura sugere que o coeficiente de sub-relaxacdo «, na Equagdo (4.3.6), que € a
equacdo da correc@o da pressdo, deve ser um valor que pertenga ao intervalo 0.2 < a <0.3, para
que a pressdo calculada ndo seja superestimada. O grafico da Figura 5.1.15 mostra a comparacao
da variacdo de acom a velocidade longitudinal numérica para um mesmo nimero de iteragdes do
cddigo computacional, sugerindo que o valor de « influencia a velocidade de convergéncia.
Como pode ser visto no grafico da Figura 5.1.16, que mostra a variagdo de ¢ para um mesmo
gradiente de pressdo, sugerindo que ¢ influencia apenas na velocidade de convergéncia.

O método MacCormack aplicado no esquema numérico utilizado neste trabalho € explicito
na sua formulacdo do tempo. Um método explicito, em termos da sua convergéncia, € chamado
de condicionalmente estdvel, isto é, depende de certas condi¢cdes numéricas para que se possa

obter a sua convergéncia dentro de uma precisao satisfatoria.
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Figura 5.1.14 — Reducdo do “Erro Médio quadratico” em fun¢do do aumento do nimero de

volumes de controle, ou seja, o refinamento da malha.
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Figura 5.1.15 — Variagao coeficiente de sub-relaxacdo « para um nimero de iteracdes igual a

323000.
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Figura 5.1.16 — O gréfico apresenta a variacao do coeficiente de subrelaxa¢do & para um mesmo
gradiente de pressdo, resultando exatamente nos mesmos valores de velocidade longitudinal,

independente do valor de .

Essas condi¢des numéricas sdo representadas pelo nimero de CFL (Courant-Friedrichs-Lewy
number), que depende, principalmente, do espacamento da malha e do passo de tempo.

Na Figura 5.1.17 o gréfico mostra a comparagao dos resultados numérico e analitico para a
velocidade longitudinal, considerando o escoamento da glicerina descrito anteriormente. Para
uma mesma malha, com 110x10 volumes de controle, foi feito uma andlise para verificar o valor
ideal do passo de tempo que se deveria utilizar para se obter a convergéncia e a melhor precisao.

O grafico da Figura 5.1.17 mostra que o passo de tempo que produz a melhor aproximagao
em relacdo ao resultado analitico foi o passo de tempo igual a 10°°. Esse resultado é confirmado a
partir do grifico apresentado na Figura 5.1.18, que mostra o comportamento do EMQ na
comparacdo entre cada resultado numérico da velocidade longitudinal para passos de tempo
diferentes, com o resultado analitico da velocidade longitudinal, sendo que o menor valor do erro

médio quadratico foi de aproximadamente de EMQ = 0,016.
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Figura 5.1.17 — Comparacao entre o resultado numérico e analitico, para a velocidade
longitudinal, considerando a variagdo do passo de tempo. Para a malha com 110x10 volumes de

controle o passo de tempo que produz o melhor resultado foi o valor de 107°.

Uma anélise semelhante foi feita e apresentada na Figura 5.1.19, porém, foi considerada
uma malha de 150x14 volumes de controle, isto €, uma malha mais refinada em relacdo a
utilizada anteriormente, para o escoamento da glicerina. O passo de tempo que produziu melhor
precisdo foi o de valor igual a 9.0x10”, como pode ser visto no gréfico da Figura 5.1.19.

Esse valor foi confirmado a partir do gréafico da Figura 5.1.20, que mostra o comportamento
do EMQ, na comparagdo entre cada resultado numérico da velocidade longitudinal, com passos
de tempo diferentes, com o resultado analitico para a velocidade longitudinal, sendo que o menor
valor do erro médio quadrético foi de aproximadamente de EMQ = 0,011.

Analisando os resultados apresentados nas Figuras 5.1.17, Figura 5.1.18, Figura 5.1.19 e
Figura 5.1.20, pode-se perceber que o método numérico esta exigindo que, para cada malha com
a sua quantidade de volumes de controle especifica, deve-se estabelecer um passo de tempo

especifico para se obter o resultado com melhor precisao.

108



=

)

(@)}
)

=O=Erro Médio Quadratico

o o

(@) )

IS W
1 1

Erro Médio Quadratico
o
)
(OS]
1

0,01 . . .
5,0E-07 1,0E-06 1,5E-06 2,0E-06

Passo de tempo (s)

Figura 5.1.18 — Comparacdo entre o “Erro Médio Qradratico”, para os resultados numéricos com
diferentes passos de tempo, com o resultado analitico para a velocidade longitudinal.
Considerando uma malha com 110x10 volumes de controle. Pode-se perceber que o melhor

resultado foi alcancado com o valor de 107®.
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Figura 5.1.19 — Comparacdo entre o resultado numérico e analitico, para a velocidade
longitudinal, considerando a variacdo do passo de tempo. Para a malha com 150x14 volumes de

controle o passo de tempo que produz melhor resultado foi o valor de 9.0x107.
109



0,150

0,120 =Erro Médio Quadritico

=

)

O

(e)
1

Erro Médio Quadratico
p
o
W
S
1

0,000 T T T T T T
1,0E-07 4,0E-07 7,0E-07 1,0E-06 1,3E-06 1,6E-06 1,9E-06

Passo de Tempo (s)

Figura 5.1.20 — Comparacdo entre o “Erro Médio Qradratico”, para os resultados numéricos com
diferentes passos de tempo com o resultado analitico para a velocidade longitudinal,
considerando uma malha com 150x14 volumes de controle. Pode-se perceber que o melhor

resultado foi alcancado com o valor de 9.0x107.

5.2 Escoamento de um Fluido Incompressivel em Condicao Axissimétrica

Na secao (5.1) foi feita a validacdo do esquema numérico apresentado neste trabalho para o
caso do escoamento de um fluido incompressivel e viscoso entre placas paralelas. Nesta secao
sao apresentados resultados que servem como validagdo para o esquema numérico considerando
o escoamento de um fluido incompressivel e viscoso para o caso axissimétrico.

Os resultados foram obtidos usando o fluido incompressivel e viscoso com as mesmas
caracteristicas do utilizado na secdo (5.1), isto é, a glicerina. Cujo as propriedades sdo
apresentadas na Tabela 5.1.1. A geometria utilizada para a andlise do escoamento em condi¢cdo
axissimétrica é um duto cilindrico, cuja se¢do meridiana estd representada na Figura 5.2.1. O
esquema numérico estd representado pelo fluxograma da Figura 5.1.1, porém, foram utilizadas as

Equagdes (3.6.2.3) na elaboracdo do cédigo computacional. Como pode ser visto, na Figura 5.2.1,
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o perfil de velocidade na entrada é constante e representado por Vy. O didmetro do duto é dada
por D e L é o comprimento axial do duto. O comprimento L corresponde a /0D, sendo essa
distancia suficiente para garantir que o escoamento seja considerado completamente

desenvolvido na se¢do de saida do canal.

Yy

>
.

\ D =2R
.
13
—_—

—

L=10D

4

Figura 5.2.1 — Representacdo do esquema da geometria da se¢do meridiana do duto cilindrico

para o escoamento em condi¢@o axissimétrica.

Considerando D = 0.02 metros e L = 0.2 metros ¢ uma malha estrutura, quadrilateral,
uniforme, com razdo de aspecto de aproximadamente 1, com 110 volumes de controle
distribuidos na direcdo axial, 10 volumes de controle distribuidos na dire¢do radial, como pode
ser visto na malha representada pela Figura 5.2.2. A velocidade de entrada foi considerada
constante e igual a Vy = 1.0 m/s, gerando um Numero de Reynolds igual a Re = 27, sendo esse
um valor que garante um escoamento laminar. O gradiente de pressao considerado foi de 49452
Pa que foi alcancado com 100000 iteracdes. O passo de tempo utilizado foi igual a Ar = 2x10”° e
o parametro o de sub-relaxacdo para a Equacdo (4.3.6), que € a equagdo da corre¢do da pressao
foi considerado igual 1.

O resultado analitico, para a velocidade axial, foi determinado a partir da equacgdo

apresentada por Potter ef al. (POTTER, M. et al., 2004) e reescrita abaixo:

_dpi

analitico — d_Z 4/,[ (RZ - rZ) (521)
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onde, dp/dz é o gradiente de pressdo no canal, u € a viscosidade, R é o raio do duto

coordenada na direcao radial.

A AR

L=02m

A

R=0.01lm

Y

Figura 5.2.2 — Malha com 110 volumes de controle na direcdo axial (z) e 10 volumes de controle

na direcao radial (r), utilizada no escoamento da glicerina em condi¢@o axissimétrica.

O gréfico da Figura 5.2.3 mostra o perfil de velocidade axial numérica que definiu-se
parabdlico, concordando com o que afirma a literatura. Pode-se afirmar que houve uma boa

concordancia entre os resultados numérico e analitico, pois, o Erro Médio Quadrdtico (EMQ) foi

de aproximadamente igual EMQ = 0.009.
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Figura 5.2.3 — Comparacao entre o perfil de velocidade axial numérica e analitica para a saida do

canal no escoamento da glicerina em regime permanente.
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A Figura 5.2.4 fornece uma andlise da convergéncia da velocidade axial para os volumes de
controle dos pontos da malha nas posicoes (3,9), (55x9) e (109,9), sendo a primeira posicdo um
volume de controle na entrada do canal, o segundo um volume de controle no meio do canal e o
terceiro um volume de controle na saida do canal. Pode se perceber que foi alcangada a
convergéncia depois de aproximadamente 30000 iteracdes para os trés volumes de controle

analisados.

1,2

E
50’6 / = =(Convergéncia Vz(3,9)
0.4 ,’ Convergéncia Vz(55,9)
= « Convergéncia Vz(109,9)
0,2
0

1,0E+00 2,0E+03 4,0E+03 6,0E+03 8,0E+03
Numero de Iteracoes (x10)

Figura 5.2.4 — Convergeéncia para a velocidade axial (Vz) dos volumes de controle nos pontos de

posi¢ado (3.,9), (55x9) e (109,9).

Na Figura 5.2.5 € mostrado um grafico que representa a convergéncia da velocidade radial
para os mesmos volumes de controle analisados na Figura 5.2.4, isto é, nas posi¢des (3,9), (55x9)
e (109,9). Pode-se perceber que a convergéncia, para a velocidade radial, foi alcangada no mesmo
numero de iteracdes que a velocidade axial, isto €, em torno de 30000 iteragdes.

O grafico da Figura 5.2.6 mostra a reducdo do valor da razdo formada pela correcdao da
pressdo (PL) e a pressdao (P) no mesmo volume de controle, isto é, PL/P, em relacdo ao nimero
de iteracdes. Pode-se perceber que os valores de PL/P tendem a zero para os trés volumes de

controle considerados, mostrando que o campo de pressao calculado estd convergido.
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Figura 5.2.5 — Convergéncia para a velocidade na direcdo radial (Vr) dos volumes de controle nos

pontos de posicao (3,9), (55x9) e (109,9).
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Figura 5.2.6 — Reducdo da razao entre a corre¢ao da pressao e a pressao (PL/P) no mesmo
volume de controle, para os volumes de controle nas posi¢des (3,9), (55x9) e (109,9).
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5.3 Extrusao de metais

Nesta secdo sdo apresentadas comparacdes entre os resultados numéricos do presente
trabalho com resultados analiticos, numéricos e experimentais da literatura. Os resultados obtidos
da literatura tratam de processos de extrusdo direta do chumbo e aluminio. A partir do esquema
numérico apresentado neste trabalho foi elaborado um cdédigo computacional, escrito em

linguagem FORTRAN, cujo fluxograma esté representado na Figura 5.2.1.

_

Dados de
Entrada

CC Preditor

Derivada Central

Derivada Central

Derivada Preditor Derivada Corretor

Loop SIMPLE

Atualizagdo dos
Vetores

Atualizacdo dos

Vetores
Nao "

Convergéncia Calculo do Preditor
sim

Célculo do Corretor

Calculo das
tensoes

Média entre
Preditor e Corretor

Calculo da - Atualiza Pressao e
viscosidade ) Velocidade

Derada
Central

Figura 5.3.1 — Fluxograma do c6digo computacional para o cdlculo dos campos de velocidade

para o escoamento na extrusdo analitica, do chumbo e do aluminio.

O fluxograma mostra que o cdédigo computacional € semelhante aquele utilizado nas
simulagdes do escoamento de fluido incompressivel, destacado na secdo (5.1), cujo fluxograma é
representado pela Figura 5.3.1. A diferenca entre os fluxogramas encontra-se no calculo das

tensdes, que para o escoamento do metal sdo utilizadas na obtencdo da pressdo hidrostética.
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5.3.1 Analise da Extrusao pelo Método do Limite Superior

Como destacado na revisao bibliografica deste trabalho hd alguns métodos analiticos que
permitem a determina¢do de informagdes importantes de um processo de extrusdo. Porém, sdao
métodos limitados em suas aplicagcdes em virtudes das suas simplificacdes geométricas e
operatorias.

O método do limite superior € um desses métodos analiticos. O mesmo supde que existindo
um campo de velocidades cinematicamente admissivel, a forca necessaria para produzi-lo é uma
solucdo de limite superior. As hipéteses simplicativas do método do limite superior sdo: material
deve ser homogénio, isotrépico, rigido-perfeito-plastico e condi¢do de atrito nula. A partir da
teoria sobre o método do limite superior apresentada em Mielnik (MIELNIK, E.M., 1993),
Martins (MARTINS, P. et al., 2005) e Valberg (VALBERG, H.S., 2010), tem-se as seguintes

equacdes para o cdlculo dos campos de velocidades em um processo de extrusdo direta:

2
V. _ analtico =v0(r—0j cos’ 0 (5.3.1.1)
r
Vv 12 g
Vy analitico :_O(ij Sen(ze) (5312)
- 2\r

sendo vy velocidade inicial, ry € o raio que defini a superficie de descontinuidade da velocidade
na entrada da regido de deformacdo, r é a coordenada definida sobre ry, 8 é o angulo tomado da
linha de simetria até a linha de fluxo considerada, v, suumico € @ componente da velocidade na
direcdo axial € v, gnaico € @ componente da velocidade na direcdo radial, como pode ser visto no
esquema da Figura 5.3.1.1.

Considerando a geometria do caso de extrusdo direta do chumbo, apresentado no artigo de
H. Basic et al. (BASIC, H. et al., 2005), foram feitas algumas comparagdes entre os resultados
das velocidades calculadas pelo esquema numérico do presente trabalho e resultados obtidos pelo

método do limite superior.
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Figura 5.3.1.1 — Esquema de anélise analitica da distribui¢do das velocidades em um processo de

extrusao.

A geometria apresentada na Figura 5.3.1.2 é de uma extrusdo direta com matriz cOnica,
descrito no trabalho de H. Basic et al. (BASIC, H. et al., 2005) e que possui angulo de 15°, malha
com 1360 volumes de controle e reducdo de drea igual a 25%. O caso de extrusdo analisado tem
as mesmas caracteristicas do apresentado no artigo de H. Basic ef al. (BASIC, H. et al., 2005),
porém, o atrito na regido conica foi considerado igual a zero para que haja coeréncia nas

comparacdes com os resultados do método do limite superior.
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Figura 5.3.1.2 — Geometria utilizada para anélise da extrusdo direta com matriz conica pelo
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Tabela 5.3.1.1 — Parametros utilizados para obten¢ao dos resultados numéricos do processo

de extrusao que foram comparados com os resultados analiticos.

Parametros Valores
Limite de Escoamento (o) 14 (Mpa)
Deformagao (&) 25 %
Velocidade Inicial (V) 1 (mm.s")
Taxa de Defomacao Inicial ( é'o) 0.9 (")
Quantidade de Volumes de Controle 1463
Angulo da matriz () 15°

Passo de tempo (Af) 10" (s)
Atrito zero

Modelo do material: Rigido-perfeito-plastico

Os resultados numéricos, calculados pelo cddigo computacional do presente trabalho,

foram obtidos considerando as infomagdes destacadas na Tabela 5.3.1.1.

Na Figura 5.3.1.3 pode ser visto uma comparagao entre os contornos da velocidade radial

Vr_analitico Vi numérico

4 00E-04 4 DOE-D4
3.61E-04 3 61E-04
3.22E-04 3 29E-04
2 B3E-04 7 83E-04
2 44E-04 7 44E-04
2 06E-04 7 0BE-04
1.67E-04 1 B7E-D4
1.28E-04 1 28E-04
8 .89E-05 8 B9E-05
5. 00E-0%

5. 00E-05

Figura 5.3.1.3 — Comparacdo entre os contornos da velocidade radial analitica (v, guaiiico) € 0S

contornos da velocidade numérica radial (v, numerica), para a extrusao direta sem atrito.
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analitica (Vr anaiirico), que foram geradas pela Equacdo (5.3.1.1) e os contornos da velocidade
radial numérica (v numerica), que foram gerados pelo cédigo computacional do presente trabalho.
Como pode ser visto tanto os contornos quanto os valores da velocidade radiais estdo com boa
concordancia.

A Figura 5.3.1.4 mostra a comparacio entre os contornos da velocidade axial analitica
(V2_anaiirico), calculados a partir da Equagdo (5.3.1.2), e os contornos da velocidade axial numérica
(Vr_numerica), Obtidos pelo cddigo computacional apresentado pelo presente trabalho. Novamente,

os contornos entre as velocidades analitica e numérica possuem boa concordancia.

Vz_anal itico Vz_numérico

1.65E-03 . 1 B65E-03
1.58E-03 1.58E-03
1.51E-03 1.51E-03
143E-03 1 43E-03
1.36E-03 1.36E-03
1.29E-03 1.29E-03
1.22E-03 1 22E-03
1.14E-03 1 14E-03
1.07E-03 1.07E-03
1.00E-03 1.00E-03

Figura 5.3.1.4 — Comparagdo entre os contornos da velocidade axial analitica (v, aaiiico) € 0S

contornos da velocidade numérica axial (v, numerica), para a extrusao direta sem atrito.
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5.3.2 Extrusao do Chumbo

Nesta secdo sdao apresentados comparagdes entre resultados numéricos, que foram gerados
pelo esquema numérico apresentado neste trabalho, e resultados obtidos da literatura. Estas
comparacdes entre os resultados t€m como objetivo validar o esquema numérico para o célculo
de informagdes sobre um processo de extrusdo direta em metais.

Tomando como referéncia o caso de extrusdo direta em matriz cOnica de chumbo,
apresentado no artigo de H. Basic et al. (BASIC, H. et al., 2005), cuja geometria foi destacada na
Figura 5.3.1.2. Os resultados apresentados no artigo sdo numéricos, sendo que os paramétros do
processo estdo destacados na Tabela 5.3.2.1. No processo de extrusdo direta, apresentado neste
artigo, foi considerado a condicao de deformacdo plana, material rigido-perfeito-pléstico e atrito
de Coulomb maximo na regido cOnica da matriz. Os resultados numéricos foram obtidos por

FVM, dentro de um esquema numérico apresentado pelo autor.

Tabela 5.3.2.1 — Informacdes para o processo numérico da extrusio direta de chumbo

apresentado no artigo H. Basic et al. (BASIC, H. et al., 2005).

Parametros Valores
Limite de Escoamento (o, ) 14 (Mpa)
Deformacgao (&) 25 %
T

Velocidade Inicial (V) 1 (mm.s™)

: T
Taxa de Defomagao Inicial (&) 0.9 (™)
Angulo da matriz (0) 15°
Coeficiente de Atrito Maximo de Coulomb (,U) 0.5
Quantidade de Volumes de Controle 547

Material rigido-perfeito-plastico
Condig¢do de deformacdo plana
Volumes de controle com formato poliédrico arbitrario

A partir do cédigo computacional, construido através do esquema numérico apresentado
neste trabalho, que estd representado pelo fluxograma da Figura 5.3.1, foram obtidos resultados
numéricos para o processo de extrusao direta de chumbo. Foram impostas as mesmas
caracteristicas do processo de extrusao direta de chumbo, descritas no artigo de H. Basic et al.

(BASIC, H. et al., 2005), e apresentadas na Tabela 5.3.2.2. A seguir sdo mostradas algumas
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comparacdes entre os campos de velocidade numérica obtida por este trabalho e aqueles

apresentados no artigo de H. Basic et al. (BASIC, H. et al., 2005).

Tabela 5.3.2.2 — Propriedades do material e parametros do processo de simula¢do numérica para

a extrusiao do chumbo.

Parametros Valores
Limite de Escoamento (o, ) 14 (Mpa)
Deformagao (&) 25 %
T
Velocidade Inicial (V) 1 (mm.s™)
: B}
Taxa de Defomacao Inicial (&) 0.9 (s7)

. Malhal | 1463
Quantidade de Volumes de Controle Malha 21279
Coeficiente de Atrito Maximo de Coulomb (ﬂ) 0.5
Passo de tempo (Af) 1077 (s)

Material rigido-perfeito-plastico
Condig¢do de deformacido plana

Nos gréificos mostrados na Figura 5.3.2.1, na Figura 5.3.2.2 e na Figura 5.3.2.3 estdo
destacados as convergéncias das velocidades axiais, velocidade radial e pressao numérica. Foram
considerados os volumes de controle nos pontos de posicdes (3,18), (34,18) e (75,18) na malha 1
com 1463 volumes de controle, como destacado na Tabela 5.3.2.2. Sendo respectivamente, um
ponto na entrada da matriz, um ponto no meio da matriz € um ponto na saida da matriz. Todos os
pontos sdo tomados préximos a linha da interface material-matriz.

Como pode ser observado nas Figuras 5.3.2.1, 5.3.2.2 e 5.3.2.3, a convergéncia para a
velocidade axial (Vz), velocidade radial (Vr) e pressdo (p) foi alcancada durante as 20000
primeiras iteracdes das 50000 iteragdes mostradas nas figuras. Na Figura 5.3.2.1 pode ser visto
que a maior velocidade axial € definida no ponto da saida da matriz, sendo a velocidade axial
intermedidria surgindo na regido central da matriz ou zona de deformacdo e a menor velocidade
axial surge na entrada da matriz. Na Figura 5.3.2.2 as velocidade radial, para os pontos (3,18) e
(75,18), sdo muito préximas de zero. Pois, sdo pontos na entrada e saida da matriz, onde, a
velocidades radiais devem ser realmente préximas de zero por estarem fora da regidao de
deformacdo. A Figura 5.3.2.2 mostra que as velocidades radiais alcancam a sua maior magnitude

na regido conica da matriz ou na zona de deformacao.
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Numero de Iteracoes

Figura 5.3.2.1 — Convergéncia para a velocidade axial (Vz), para a malha com 1463 volumes de

controle, dos volumes de controle nos pontos de posicdo (3,18), (34,18) e (75,18).

1,0E-04 i
5,0E-05 -|‘|
l

10B-18 pre ————— —. -
2 -5,0E-05 - _
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& _1 OE-04 -
= -1,0E-04 Convergéncia Vr(34,18)
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Figura 5.3.2.2 — Convergéncia para a velocidade radial (Vr), para a malha com 1463 volumes de

controle, nos volumes de controle nos pontos de posicdo (3,18), (34,18) e (75,18).
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A Figura 5.3.2.3 mostra a convergéncia da pressdo para um ponto na regido de deformacgao
ou na regido conica da matriz. Os resultados foram obtidos para as duas malhas destacadas na
Tabela 5.3.2.2. Pode-se perceber que a pressao nesta regido € de compressao e a diferenca entre
os resultados para as malhas € explicada pelo maior refinamento da malha 1.

Os gréficos das Figuras 5.3.2.4, 5.3.2.5 e 5.3.2.6 mostram as convergéncias da velocidade
axial e radial, porém, agora a malha utilizada para a obtencdo destes resultados foi a malha 1,
com 279 volumes de controle. As andlises que podem ser feitas para essas figuras sdo as mesmas
realizadas para as Figuras 5.3.2.1, 5.3.2.2 e 5.3.2.3. Os gréficos das Figuras 5.3.2.4, 5325 ¢
5.3.2.6 mostram que mesmo utilizando-se uma malha mais grosseira a convergéncia foi
alcancada nas 20000 primeiras iteragdes das 50000 mostradas. Na comparagdo entre as Figuras
5.3.2.1 € 5.3.2.4 e Figuras 5.3.2.2 e 5.3.2.5, respectivamente, da velocidade axial e da velocidade
radial, para as malhas diferentes, pode-se perceber algumas diferencas em termos de valores.
Estas diferencas sdo explicadas pela menor quantidade de volumes de controle da malha 2 em

relacdo a malha 1.

0,0E+00 ~
-5,0E+05 -

-LOE+06 — - Convegéncia Pressdao Malha 1463 Volumes
-1,5E+06 -

Convergéncia Pressao Malha 279 Volumes
-2,0E+06 -

-2,5E+06 -

Pressao (Pa)

-3,0E+06 - :
-3,5E+06 -
-4,0E+06 -

-4,5E+06 . T T T .
0,00E+00 1,00E+04 2,00E+04 3,00E+04 4,00E+04 5,00E+04

Numero de Iteracoes

Figura 5.3.2.3 — Convergéncia para a pressao (p), na regido cOnica, para as malha 1, com 1463

volumes, e para a malha 2, com 279 volumes.
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Figura 5.3.2.4 — Convergéncia para a velocidade axial (Vz), para a malha com 279 volume de

controle, nos volumes de controle nos pontos de posicao (2,8), (16,8) e (30,8).
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Figura 5.3.2.5 — Convergéncia para a velocidade radial (Vr), para a malha com 279 volume de

controle, nos volumes de controle nos pontos de posicao (2,8), (16,8) e (30,8).
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Nas Figuras 5.3.2.6 e 5.3.2.7 apresentam-se as comparacdes entre os contornos da
velocidade axial numérica do presente trabalho e da velocidade axial numérica apresentado no
artigo de H. Basic et al. (BASIC, H. et al., 2005). Sendo que a Figura 5.3.2.6 representa a
comparacdo considerando a malha 1, com 1463 volumes, e a Figura 5.3.2.7 representa a
comparacdo para a malha 2, com 279 volumes. Pode-se perceber que os contornos e valores das
velocidades axiais, mostrados na Figura 5.3.2.6, possuem melhor concordancia com os resultados
da literatura do que os resultados mostrados na Figura 5.3.2.7. Fato que pode ser explicado pelo
maior refinamento da malha utilizado na obtencao dos resultados da Figura 5.3.2.6. A partir desta
andlise pode-se afirmar que qunato maior o niimero de volumes de controle mais preciso sdo os
resultados.

Andlise semelhante, a discutida no pardgrafo anterior para a velocidade axial, estd sendo
representada para a velocidade radial nas Figuras 5.3.2.9 e 5.3.2.10. Que mostra a comparagdao

entre os contornos da velocidade radial numérica (Vr) do presente trabalho com a velocidade

V, — Presente Trabalho (m/s)

(malha com 1463 volumes) V. — Literatura

9.00E-04 1.485e-04
9.56E-04 2.714e-04
1.01E-03 3.943e-04
1.07E-03 5.171e-04
1.12E-03 6.400e-04
LIgE03 728001
2903 8.857¢-04
1.34E-03 HDNGE0
1.40E-03 1.131e-03

1.254e-03

1.377e-03

Figura 5.3.2.6 — Comparacdo entre os contornos de velocidade axial numérica (Vz) do presente
trabalho para a malha 1 (com 1463 volumes de controle) e os contornos da velocidade axial

numérica (Vz) apresentados em (BASIC, H. et al., 2005).
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V. — Presente Trabalho (m/s) V, — Literatura
(malha com 279 volumes)

9 00E-04 1.485e-04
9.58E-04 2.714e-04
1.02E-03 3.943e-04
1.07E-03 5.171e-04
1.13E-03 6.400e-04
1.19E-03 7.628e-04
1.25E-03 8.857e-04
e
1.42E-03 1.131e-03

1.254e-03

1.377e-03

Figura 5.3.2.7 — Comparagio entre os contornos de velocidade axial numérica (Vz) do presente
trabalho para a malha 2 (com 279 volumes) e os contornos da velocidade axial numérica (Vz)

apresentados em (BASIC, H. et al., 2005).

radial numérica apresentado no artigo de H. Basic er al. (BASIC, H. et al., 2005). A Figura
5.3.2.8 representa a comparagdo entre as velocidades radiais considerando a malha 1, com 1463
volumes, enquanto que na Figura 5.3.2.9 representa a comparagdo entre as velocidades radiais
para a malha 2, com 279 volumes. Na comparacdo entre os valores das velocidades radiais a
Figura 5.3.2.8 representa valores com melhor concordancia com os resultados da literatura do que
os resultados das velocidades radiais da Figura 5.3.2.9. Novamente este fato pode ser explicado
através do maior refinamento da malha utilizada para a obtencdo dos resultados da Figura 5.3.2.8.

Os contornos apresentados nas Figuras 5.3.2.8 e 5.3.2.9 sdo diferentes dos contornos
apresentados pelos resultados do artigo. Essa diferenga pode ser atribuida pela forma diferente de
como foi assumido o atrito de Coulomb. Neste trabalho o atrito de Coulomb utilizou a pressao
normal enquanto no artigo de H. Basic et al. (BASIC, H. et al., 2005) o atrito de Coulomb foi

definido utilizando a pressao hidrostatica.

126



V. - Presente Trabalho (m/s)

V., - Literatura

(Malha com 1463 volumes)

-2.00E-05
-4 B2E-05

-7.24E-05

-4.87E-08
-1.25E-04
-1.51E-04
-1.77E-04
-2 04E-04
-2.30E-04
-2 56E-04

o

-7.245e-06
-3.491e-05
-6.258e-05
-9.024e-05
-1.179e-04
-1.456e-04
-1.732e-04
-2.009e-04
-2.286e-04
-2.562e-04

Figura 5.3.2.8 — Comparacéo entre os contornos de velocidade radial numérica (Vr) do presente

trabalho para a malha 1 (com 1463 volumes de controle) e os contornos da velocidade radial

numérica (V) apresentados em (BASIC, H. et al., 2005).

V. - Presente Trabalho (m/s)

(Malha com 279 volumes)

-2.00E-08
-4 22E-05
-6.44E-05
-8.67E-05
-1.09E-04
-1.31E-04
-1.53E-04
-1.76E-04
-1.98E-04
-2.20E-04

o

apresentados em (BASIC, H. et al., 2005).
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V., - Literatura

-7.245e-06
-3.491e-05
-6.258e-05
-9.024e-05
-1.179e-04
-1.456e-04
-1.732e-04
-2.009e-04
-2.286e-04
-2.562e-04

Figura 5.3.2.9 — Comparagao entre os contornos de velocidade radial numérica (Vr) do presente

trabalho para a malha 2 (com 279 volumes) e os contornos da velocidade radial numérica (Vr)



A Figura 5.3.2.10 representa os contornos da pressdo calculada para as duas malhas
analisadas. Pode-se perceber através dos contornos que hd uma regido de compressdo na parte
cOnica da matriz, proxima a interface material-matriz. Na entrada da matriz hd a defini¢cdo do
mesmo valor de pressdo, fato coerente ja que a velocidade de entrada é a mesma para as duas
malhas analisadas. Porém, na regido cOnica ou regido de deformacdo a malha com maior
refinamento produz valores maiores sugerindo uma maior precisao desta malha.

A Figura 5.3.2.11 mostra o contorno da taxa de deformagdo equivalente também
considerando os resultados para as duas malhas analisadas. Pode-se perceber que os maiores
valores da taxa de deformacdo equivalente surgem na regido cOnica, proximo a interface
material-matriz. A malha com maior refinamento mostra uma maior regido aonde acontece o
processo de deformagdo na extrusdo direta.

A Figura 5.3.2.12 apresentam os contornos da tensdo equivalente para as duas malhas
analisadas. Através dos contornos da tensdo equivalente pode-se observar as regides rigidas do

material durante o processo de extrusio direta.

Pressdo (Pa) (malha 279 volumes) Pressao (Pa) (malha 1463 volumes)

.-1.DDE+06 -1 DDE+06
-1 B1E+0B -2 22E+0B
-2 29E+0B -3 44E+0B
-2 BIE+0B -4 BTE+0B
-3 44E+0B -5 BOE+0B
-4 DBE+0B -7 11E+0B
H -4 BTE+0B = -8 33E+0B
-5 28E+06 -0 56E+0R
-5 B9E+0B -1 DBE+07
-6 50E+06 -1.20E+07

Figura 5.3.2.10 — Comparagdo entre os contornos da pressdo calculada a partir do presente

trabalho para as malha 1 (direita) e malha 2 (esquerda).
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Taxa de deformacao equivalente
(malha com 279 volumes)

Taxa de deformacao equivalente

(malha com 1463 volumes)

1.80E-D01 2 BOE-01
1.62E-01 2.51E-01
1.44E-01 2.22E-01
1.27E-01 1.93E-01
1.09E-01 1.64E-01
9.11E-02 1.36E-01
7.33E-02 1.07E-01
5 56E-02 7.78E-02
I 3.78E-02 I 4 89E-02
2.00E-02 2.00E-02

Figura 5.3.2.11 — Comparac@o entre os contornos da taxa de deformagao equivalente calculada a

partir do presente trabalho para as malha 1 (direita) e malha 2 (esquerda).

Tensdo Equivalente (Pa)
(Malha com 279 volumes)

Tensdo Equivalente (Pa)
(Malha com 1643 volumes)

2 80E+0B 4 50E+06
2 52E+0B 4.03E+06
2 24E+06 3.57E+06
1 97E+06 3.10E+06
1.69E+06 2.63E+0B
141E+06 2.17E+0B
1.13E+06 1.70E+06
8 56E+05 1.23E+06
5 78E+05 I 7.67E+05
3.00E+05 3.00E+05

Figura 5.3.2.12 — Comparacédo entre os contornos da tensdo equivalente calculada a partir do

presente trabalho para as malha 1 (direita) e malha 2 (esquerda).



Na Figura 5.3.2.13 pode ser visto uma andlise da variacdo dos contornos da velocidade
axial numérica (Vz) em relacdo a variacdo do coeficiente de atrito de Coulomb. O atrito foi
imposto na regido cénica da matriz do processo de extrusao direta do chumbo para a malha 1,
com 1463 volumes. A variagdo do coeficiente de atrito de Coulomb foi feita no intervalo de =0
até u = 0.5. Pode-se perceber que o contorno da velocidade axial, sobre a regido conica da matriz,
altera-se significativamente com o aumento do coeficiente de atrito de Coulomb. A Figura
5.3.2.13 mostra também que as maiores mudangas nos contornos da velocidade axial acontecem
no intervalo do coeficiente de atrito de Coulomb de w = 0 até p = 0.15, como sugere a literatura.
Para valores do coeficiente de atrito de Coulomb maiores que ¢ = 0.15 n@o acontecem alteragdes
significativas no contorno da velocidade axial. Porém, os maiores valores das velocidades axiais

tendem a diminuir com o aumento do coeficiente de atrito.

5.3.3 Extrusao do Aluminio

Nesta secdo foi validado o esquema numérico apresentado neste trabalho para um processo
de extrusdo direta diferente daquele discutido na se¢do (5.3.2). Isto €, nesta secao foi considerado
a geometria, parametros e material diferentes do utilizado na secdo (5.3.2). A seguir sdo
mostradas alguns resultados e sdo feitas algumas comparacdes entre os resultados obtidos pelo
esquema deste trabalho com resultados tanto experimentais como numéricos apresentados por M.
M. Martins et al. (MARTINS, M.M. et al., 2012).

No trabalho de M. M. Martins et al. (MARTINS, M.M. et al., 2012) foram apresentados
resultados experimentais € numéricos para um processo de extrusdo direta do aluminio 6351.
Sendo que os resultados numéricos foram obtidos pelo software comercial Forge2008 e os
experimentais por um método de visioplasticidade. As propriedades e parametros do experimento

e da simulacdo numérica estdo listados na Tabela 5.3.3.1.
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u=0
1.B0OE-03
1.52E-03
144E-03
1.37E-03
1.29E-03
1.21E-03
1.13E-03
1.06E-03
9.78E-04
9 00E-04

=0.05

U
1 58E-03
151E-03
144E-03
1.36E-03
1.29E-03
1.22E-03
1.15E-03
1.07E-03
1.00E-03
8.30E-04

=0.15

U
150E-03
144E-03
1.37E-03
1.31E-03
1.24E-03
1.18E-03
1.11E-03
1.05E-03
9 84E-04
9.20E-04

u=0.73

1.45E-03
1.39E-03
1.33E-03
1.27E-03
1.21E-03
1.14E-03
1.08E-03
1.02E-03
9 61E-04
9.00E-04

=0.5

u
1 40E-03
1.34E-03
1.28E-03
1.23E-03
1.1BE-03
1.12E-03
1.07E-03
1.01E-03
9 56E-04
9 .00E-04

Figura 5.3.2.13 — Variacao para os contornos da velocidade axial numérica (Vz), em relagdo a

variacao do coeficiente de atrito de Coulomb (u).
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No artigo citado acima os resultados experimentais foram obtidos através do método da
visioplasticidade juntamente com a técnica de visualizacdo “Stripe Pattern Grid” (VALBERG,
H., 2010). Esta técnica consiste em inserir no tarugo inicial pinos de aluminio com outra
composi¢do, neste caso aluminio 2011. Apds o processo de deformacdo, os pinos que foram
inseridos no tarugo geram faixas que facilitam a visualiza¢do do escoamento do material, como
pode ser visto na Figura 5.3.3.1. As faixas geradas pelos pinos deformados possibilita o célculo

dos contornos das velocidades axiais e radiais geradas internamente no extrudado.

Figura 5.3.3.1 — Faixas geradas pela técnica “Stripe Pattern Grid” que mostra o escoamento do

material no processo de deformacao (MARTINS, M.M. et al., 2012).

Tabela 5.3.3.1 — Pardmetros do processo experimental e numérico utilizados na extrusao do

aluminio 6351.

Parametros Valores
Massa especifica (p ) 2710 (kg . m”
Limite de Escoamento (o, ) 255 (Mpa)
Reducdo de area 89 %
Velocidade Inicial (Vo) 10 (mm . s7)
Quantidade de Volume de Controle 1110

Angulo da matriz (6) 32.3°

Passo de tempo (At) 10" (s)
Coeficiente do Fator de atrito (m) 0.5

Modelo do material: Rigico-perfeito-pléstico

O mesmo cdédigo computacional utilizado na obtencdo dos resultados numéricos na secio
(5.3.1) e (5.3.2) e elaborado a partir do esquema numérico apresentado neste trabalho e que estd

representado pelo fluxograma dado pela Figura 5.2.1. Este c6digo foi utilizado para a obten¢do
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dos resultados numéricos para o caso da extrusdo direta de aluminio cujas informacdes estdao
descritas na Tabela 5.3.3.1. A malha utilizada estd mostrada na Figura 5.3.3.2 ¢ tem 1110
volumes de controle quadrilaterais.

A simulagdo realizada foi do processo extrusdo direta em condi¢do axisimétrica, com
formulacao rigido-perfeito-plastico e em regime permanente, considerando o atrito através da

formulacao do fator de atrito com um coeficiente de atrito igual a m = 0.5.
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Figura 5.3.3.2 — Malha com 1110 volumes utilizados na simulagao numérica do Al 6351.

A Figura 5.3.3.3 mostra a comparacao entre os contornos da velocidade radial numérica
que foram obtidos pelo presente trabalho e os contornos da velocidade radial numérica que foram
obtidos pelo Forge2008™. Pode-se perceber que houve boa concordincia em termos dos
contornos, isto €, as velocidades radiais s3o maiores na regido proxima a interface material-matriz
dentro da zona de deformacao.

Uma andlise semelhante estd sendo apresentada na Figura 5.3.3.4, porém, nesta figura os
resultados dos contorno das velocidades axiais para ambos os trabalhos estdo sendo comparados.
Como pode ser observado os resultados apresentam boa concordancia em termos de valores das
velocidades axiais e em termos dos contornos. Cabe salientar que as velocidades axiais a partir da
zona de deformacdo ou regido conica aumentam a sua magnitude e chegam ao seu valor maximo

na saida da matriz.
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A partir da Figura 5.3.3.5 pode ser observado aos contornos da taxa de deformacdo
equivalente para duas malhas diferentes. Isto é, uma malha com 1100 volumes e outra malha com

297, sendo entdo a primeira com maior refinamento.

V: — FEM - Forge2008 V. - FVM — Presente Trabalho
0-73E-03 -1.00E-03
1.46E-03
5 20E03 1 -3.07E-03

. -5.14E-03

L 2.93E-03 - 1E03
L 4.40E-03 —-1.14E-02
— S5.13E-03 = -1.34E-02
.| 5.86E-03 —-1.55E-02
— 6.60E-03 — -1.76E-02
— 7.33E-03 —-1.96E-02
— 8.06E-03 —1 -2.17E-02
— 8.80E-03 | -2.38E-02
9.53E-03

1.02E-02

-2.59E-02
i -2.79E-02
1.10E-02 -3.00E-02

Figura 5.3.3.3 — Comparagdo entre os resultados numéricos da velocidade radial obtidos pelo

Forge2008 e pelo presente trabalho, para a extrusdo direta do aluminio 6351.

Andlise que pode ser feita nesta figura € semelhante a que foi discutido na Figura 5.3.2.11 para a
extrusdo direta do chumbo. Na qual foi destacado que a regido onde acontece as maiores
deformacdes € a regido conica da matriz.

A Figura 5.3.3.6 mostra a comparacdo dos contornos da velocidade axial numérica
calculado pelo presente trabalho e os resultados experimentais apresentados por M. M. Martins et
al. (MARTINS, M.M. et al., 2012). A comparacdo mostra boa concordincia entre os resultados
na entrada da matriz e na regido de deformacdo, porém, no ponto de saida da matriz os valores
das velocidades axiais numérica possuem uma maior magnitude. Tal fato pode ser explicado a
partir da obtencdo dos resultados experimentais no artigo, j4 que na comparagdo entre as
velocidades axiais numéricas, apresentadas na Figura 5.3.3.4, as mesmas definiram boa

concordancia.
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V, - FEM - Forge2008 V, — FVM — Presente Trabalho
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Figura 5.3.3.4 — Comparagdo entre os resultados numéricos da velocidade axial obtidos pelo

Forge2008 e pelo presente trabalho, para a extrusao direta do aluminio 6351.
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(malha com 297 volumes) (malha com 1110 volumes)
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Figura 5.3.3.5 — Mostra a taxa de deformacgdo equivalente para uma malha com 297 volumes e

para uma malha com 1110 volumes considerando a extrusdo direta do aluminio 6351.
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Figura 5.3.3.6 — Comparagao entre os contornos das velocidades axiais experimentais (m/s) e os

Presente Trabalho

contornos da velocidade axial numérica (m/s).
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6 CONCLUSOES E SUGESTOES DE TRABALHOS FUTUROS

A presente tese de doutorado teve como objetivo principal aplicar o FVM na obtencao de
informacde sobre o escoamento, em regime permanente, de fluidos incompressiveis e viscosos e
de metais, que surgem em processos de extrusdo. Para tal, foi desenvolvido um novo esquema
numérico que utiliza FVM com o Método de MacCormack explicito e acoplamento da pressdo
com a velocidade pelo Método Simple para a solu¢cdo das equacdes de governo do problema de
escoamento. Na solu¢do comparativa do escoamento de metais no processo de extrusdo direta foi

considerado um modelo rigido-perfeito-plastico e a formulacdo do escoamento plastico.

6.1 Conclusoes sobre o Escoamento de Fluidos Incompressiveis e Viscosos

O esquema numérico, apresentado neste trabalho, quando aplicado ao escoamento de um
fluido incompressivel e viscoso entre placas paralelas e no escoamento num duto sob condi¢dao
axissimétrica, sendo o fluido a glicerina, levou as seguintes conclusdes, em relacdo aos resultados
numéricos obtidos:

= O Método MacCormack acoplado ao Simple gerou resultados numéricos coerentes e que
foram constatados pelas comparagdes feitas com resultados analiticos sem a necessidade
da adi¢ao de viscosidade artificial, fato que coincide com a sua defini¢ao;

= O esquema numérico, para o caso do escoamento de glicerina entre placas paralelas,
gerou campos de velocidades longitudinais e transversais com boa concordancia em
relacdo aos resultados analiticos obtidos da mecanica dos fluidos;

= O esquema numérico, para o caso do escoamento da glicerina no duto sob condi¢dao
axissimétrica, gerou campos de velocidades axiais e radiais com boa concordancia em
relacdo aos resultados analiticos;

= QOs perfis de velocidades axiais gerou perfil parabdlico na secdo de saida, para o fluido
complemente desenvolvido, tanto para o canal quanto para o duto, coincidindo com o que

sugere a solucao analitica da literatura;
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Porém, o presente esquema numérico em relacio a determinacdo dos campos de pressao,
deverd ser melhorado, pois, os resultados ndo geraram boa concordancia, em termos das
isolinhas de pressao;

O esquema numérico por utilizar um método explicito para a solu¢do das equagdes de
governo necessitou de uma grande quantidade de iteracdes para a convergéncia dos
campos das varidveis de velocidade e pressao analisados;

O esquema numérico por ser explicito ¢ um método condicionalmente estdvel e para que
seja satisfeita a condi¢do de CFL foi necessario utilizar um passo de tempo adequado de
10°, e que € dependente da malha;

O coeficiente de sub-relaxacdo a da equagdo de corre¢ao da pressao foi considerado igual
a 1 sem prejuizo para a solucdo numérica. Por outro lado, a variacdo de « indica que o
valor final convergido da velocidade ¢ alterado;

Mostrou-se que Método MacCormack, além de ser aplicado na solu¢do de escoamentos

compressiveis, também pode ser aplicado em escoamentos de fluidos incompressiveis;

6.2 Conclusoes sobre o Escoamento na Extrusao de Metais

O presente esquema numérico, quando aplicado ao escoamento pldstico de metais no

processo de extrusao direta do chumbo e do aluminio, permitiram as seguintes conclusdes:

Tanto para o chumbo quanto para o aluminio, os resultados foram obtidos sem a
necessiade de adi¢do da viscosidade artificial, como sugeriu os resultados para o fluido
incompressivel e viscoso;

O esquema numérico por ser explicito, ¢ um método condicionalmente estdvel e, para que
seja satisfeita a condi¢do de CFL, foi necessdrio utilizar um passo de tempo de no minimo
107" para ambos os metais;

Para o caso do chumbo o modelo de atrito utilizado foi o atrito de Coulomb que
respondeu de forma coerente e produziu bons resultados, como pode ser visto nas

comparagdes com resultados experimentais da literatura;
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As velocidades axiais de ambos metais aumentaram suas magnitudes a partir da regido de
entrada conica da matriz, alcacando seus maiores valores na saida da matriz;

As maiores magnitudes da pressdo surgiram na interface material-matriz na regido conica,
tanto para a extrusdo direta do chumbo quanto do aluminio;

Para ambos o chumbo e o aluminio, as maiores taxas de deformagdo equivalente
acontecem na regido conica da matriz ou nas zonas de deformacao pléastica severa;

A convergéncia do metodo numerico foi alcancada, para as velocidades axiais e radias e
as pressoes, no escoamento de material na extrusao direta nas primeiras 20.000 iteracdes;
O presente FVM com o Método MacCormack juntamente com a formulacdo de
escoamento pléstico produziu resultados coerentes na solucdo do escoamento de metal em
um processo de extrusao direta;

O presente método FVM apresentou melhores resultados ou melhor convergéncia com o
refinamento da malha para todos os casos analisados;

O Método MacCormack, além de ser aplicado na andlise de escoamentos compressiveis,
como sugere a literatura, pode também ser aplicado na anélise de escoamentos de metais,

como 0s que surgem na extrusao direta.

6.3 Sugestoes de Trabalhos futuros

Como sugerido anteriormente o esquema numérico apresentado neste trabalho € o inicio de

uma linha de pesquisa na qual se aplica o FVM na solugcdo e andlise em processos de

conformacdo plastica. Isto sugere que outros trabalhos podem ser realizados seguindo o mesmo

caminho ou simplesmente o melhoramento e a generalidade do co6digo computacional

desenvolvido e apresentado. Abaixo sdo citados alguns itens que podem ser estudados e talvez

adicionados a este trabalho:

Fazer a adaptagdo do coédigo computacional para que o mesmo utilize malhas ndo

estruturadas na discretizagdao das equacgdes de governo;
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Fazer a mudanca para a utilizacdo de um esquema implicito para a resolucdo das equacdes
de governo;

O modelo constitutivo dos metais utilizado foi rigido-perfeito-plastico, adaptar o cédigo
para a utilizacdo de modelos constitutivos elasto/visco-plasticos;

Desenvolver um estudo sobre como melhorar a convergéncia do esquema numérico;
Fazer adaptacdao de outros métodos de correcdo da pressao e velocidade, tal como o
PRIME;

Aplicar o esquema numérico apresentado para outros processos de conformagao plastica.
Fazer o acoplamento com a solugdo da temperatura;

Adaptar o codigo para que sejam resolvidos problemas tridimensionais.
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APENDICE A — Equacdes das Interpolacées das Velocidades nas
Faces dos Volumes de Controle — Caso Bidimensional

Para deslocar as velocidade do centro do volume de controle para as suas faces foi utilizada
a interpolag@o de Rhie-Chow (RHIE, C.M. et al., 1983) ou a interpolagdo aplicando a equagdo da
conservagao do movimento (Momemtum Interpolation method).

Considerando a equacdo da conservacdo da quantidade de movimento, para o caso
bidimensional de um fluido incompressivel com termos viscosos, escrita para as direcdes X € y

como segue:

Paraa componente x:

2 - 0 -o,)]
(pu)m _ (pu)r +£ 3(,0M +p O-.m)_'_ (puv O'xy) (A1)
% ox dy
Para a componente y:
— 2 — !
(ov)* = (pv) + At a(P”V Oy ) + aw +p O-yy) (A2)
1% ox dy

onde, u e v componentes da velocidade, p € a massa especifica, p € a pressao, ¢ € o tempo, At

€ 0 passo de tempo, V € o volume e os termos O,, € Oy, sdo tensdes normais € O, € a tensdo de

cisalhamento e sdo calculadas a partir de:

o =20 (A3)
ox

o, =2u2 (A4)
pA ay
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oo = ﬂ(av . auj (A5)
’ dx dy

sendo x a viscosidade dindmica.
Considerando o volume de controle P, destacado na Figura A1, substituindo as Equacdes

(A3), (A4) e (AS) nas Equacoes (Al) e (A2) e discretizando as derivadas em x e em y, tem-se:

NN_NW,| NN NI
° * NN °
NW_WW N NE_EE
NW e .
b n—nw * <n—ne NE ° )\
)\ W—nw }%l S—Si ayn
Ay WW e W e <W ° P ’<e ° E .EE X
\( W —SwW e—se
N\, .
SW_WW ’ SE_EE %,
. SW e e eSE . Y
S
SS_SW SS _SE
[} L4 SS )
- aX\X | aX -

Figura A1 — Representacdo do volume de controle principal e seus vizinhos (ZDANSKI, P.S.B.
et al., 2008).
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Para a componente x:

(W2+P—2ﬂa—u) —(PM2+P—2ﬂa—uj
. At ox ), ox

t+1 — = e A6
(pu)™ = (pu) + e ) (o T ) ], (A6)
puv=H dx dy ) puv=H dx dy|)
Para a componente y:
dv du Jdv du t
puv— U a—+a— —| puv— U a‘f‘a— Ay+
()" = (o) +2 * ol > e (A7)

Para a aplicacdo do método da interpolagdo da velocidade aplicando a equacdo da

conservacgao da quantidade de movimento, devem-se considerar as faces isoladamente.

. Interpolacao das velocidades na Face “e” na dire¢ao x:

[IP%2)

Para a face “e” do volume de controle “P”, na Figura Al, deve-se aplicar a Equacdo (A6)

para o ponto “P” e para isso considera-se as seguintes expressoes:

2 2 —
(pu2+p_2lua_uj _ ,OMP+,0MW+PP+PW —2u Up — Uy (A8)
ox ), 2 2 ox,, ,
2 2 —
(pu2+p_2lua_uj _ pup+,0”E+Pp+PE_2ﬂ Up —Up (A9)
ox ), 2 2 ox, .
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VetV Vi +Vgy

ou dv PupVp + Pugvs Up —Ug 2 2
_ % v _ _ (A10)
[” oA [8}) axDs 2 Ao )7 v,
Ve +Vae Vi +Vaw
ou ov PupVp + PUyVy Uy —up 2 2
_ o v _ _ All
[puv 'u[ay Ban 2 H ay, H ox,, +0dx, (ALD

n

Substituindo as Equagdes (A8), (A9), (A10) e (A11) na Equacao (A6) e reorganizando os termos,

tem-se:

1+ t A
(p”P) 1:(,0”19) +V_

P

I PUsvs — Puyvy j"'ﬂ[ulv —Up Up U j—’- (A12)
Ax

Para a face “e” do volume de controle “P”, na Figura A1, deve-se aplicar a Equacdo (A6) para o

ponto “E” e para isso considera-se as seguintes expressoes:

2 2 _
(,0142“‘]9_2,“8_”) _| Pup + pug +pP+pE_2ﬂ Ug —Up (A13)
ox ), 2 2 ox,, .,
2 2
(pu2+p—2,lla—uj _ p”E+p”EE+pE+pEE 2u Upg —Ug (A14)
ox ), 2 2 ox, .

Vee Y Vsg_ g Vp + Vg

o — a_“_l_@ _| PUgVe T PUspVse —u Up —Usp —u 2 2 (A15)
. 2 ay, ox,, +0x,
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Vee T Vne_ge

Vp+Vy

2

(A16)

du  ov PuUpVe + PUypV g Ung —Ug 2 -
_ 4= — _ _
(puv 'L{ dy aan 2 H ady, H ox, +0x,

n

substituindo as Equacdes (A13), (Al4), (A15) e (A16) na Equacdo (A6) e reorganizando os

termos, tem-se:

p”EE (pp_pEEj"‘Zﬂ Ugg —Up  Ug —
2 ox, ox

“e ﬂAy +

tAt(

+_
Vad
2

UseVse — p”NEVNEj_i_Iu[ E " Up Ug _MSEJ_F
9y, dy, A

—Vsg_gg TVs —Vy

ox, +dx,,

(A17)

(NE EE

para encontrar a velocidade na face “e” deve-se fazer uma média aritmética entre as Equacdes
(A12) e (A17), entao:

t+1 1+1
1+1 (,OMP) + (pME)
u, =
(ou. ) :
I pufv—pui-wui—pui-g}_
4
pW_pE-;pP_pEEj+ Ay +
ﬂ(uEE—u,,_uW—uE] (AIS)
v (oup) +(pug) A AL o, ox, ]
(pue) - 2 +2(VP VEJ

Uy

—Up +UNE

4

—Ug

Up—ug +ug

9y,

9y,

_MSEJ+
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(p”s"s —PUnVy t PUgpVsp — PUNEY NE j+

ox, +0x,,

H
2
M| VN ~VsE tVow —Vaw T Vne_ee ~Vse_ee tVs — VN
4




66 29

. Interpolacao das velocidades na Face na dire¢ao x:

Para a face “w” do volume de controle “P”, na Figura Al, deve-se aplicar a Equacio (A6)
para o ponto “P”, procedimento esse ja realizado e resultando na Equagdo (A12). Para a face “w”
do volume de controle “P”, na Figura Al, deve-se aplicar a Equagao (A6) para o ponto “W” e

para isso considera-se as seguintes expressoes:

2 2
(pu2+p—2,ua—uj _ | Puw + Puyw +PW+PWW —2u Uy — Uyw (A19)
ox ), 2 2 ox,, .,
2 2
(puz_l_p_zlaa_”) _| pup £ puy +pP+pWW —2u Up — Uy (A20)
ox ), 2 2 ox, .

Vp +Vs  Vuw T Vsw_ww

ouv— i a_”_'_& _| PiuwVw + PUswVsw U Uy —Usy U 2 2 (A21)
. 2 ady, ox,, +0x,

vy tVp  Vww T Vaw_ww

du v PV + Py Vo [ U = Uy 2 2 (A22)
=4 — _ _
[,OMV ﬂ[ dy ox D 2 . ay, # ox,, +ox,

n

substituindo as Equacdes (A19), (A20), (A21) e (A22) na Equacdo (A6) e reorganizando os

termos, tem-se:

( Ui — puPJ (pwwz ppj_l_zlu(upa;”w _ uWE;XMWW HA)H_
(puy )™ = (puy ) +§ ( UswVsw — puNW NW j"‘ﬂ( . Uy Mwa—usw j+ (A23)
w Y Vs
H[Vy —Vs +sz _ww — VNw _ww Ax
| 2 ox, +0x,,
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para encontrar a velocidade na face “w” deve-se fazer uma média aritmética entre as Equacdes

(A12) e (A23), entlo:

t+1

(oup)™ +( o)
2

(ou,)"" =

4

pw_pE';pWW_PPj+ Ay +

ettt (A24)
(o, )™ :M_,_i ox, ox,,

[Al At] | |
2 2\Ve Wy (pusvs — PUyVy + PlswVsw — PnwVw j+
4

[ pui — pui + pui —pui}r_

My —up +uyy —Uy  Up —Ug +MW—MSW]+
2 ay, 9y,

M| Ve ~Vse T Vew =Vaw T V8 = Vs TVsw _ww — Vw_ww
4 dx, +0x,,

€C_ 9

. Interpolacdo das velocidades na Face “n” na dire¢do y:

Para a face “n” do volume de controle “P”, na Figura Al, deve-se aplicar a Equagao (A7)

para o ponto “P” e para isso considera-se as seguintes expressoes:

du v PupVp + Py Vy 2 2 Vp —Vy
—u =+ = - - (A25)
(,Ouv #{ dy E)XDW 2 # dy, +dy, A ox,,
Uyg TUy Ugp T Ug
du v PupVp + PUgvp 2 - 2 Ve —Vp
—u =+ = - —u £ (A26)
[p” v {ay axDe 2 B v, ey
(pu2+p—2,ua—u) _ pV123+pV§+PP+Ps_2luu (A27)
ox ), 2 2 dy, .
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(puz + p—Zﬂa—uj =
X

. |:pV12’+pV12v+PP+pN _2lu(VN_VPJ:|

2 2 ady,

n

(A28)

substituindo as Equacdes (A25), (A26), (A27) e (A28) na Equacdo (A7) e reorganizando os

termos, tem-se:

2
VE—VP VP_VW

ox, ox

dy, + 0y,

(o0, Y = oy} + 2 u(

(,OMWVW — PUgVg j+ U (MNE —Uyy tUgy —Ugp

J+
Ay +

PVs = pvy +(PS _pNj"'Z:U Vv ~Vp
2 2 ady,

Vp — Vg
- Ax
9y, ﬂ

(A29)

para a face “n” do volume de controle “P”, na Figura A1, deve-se aplicar a Equacdo (A7) para o

ponto “N” e para isso considera-se as seguintes expressoes:

Uyy tUny_vw Up

+ Uy

(puv_lu|:a_”+@:|J _| PUNYN T PUNw VN —u 2

2 YN
2 dy, +9y, #[ ox

Uny_ne T UNN Ug tup

puy — My I | Pa¥n + PV — U 2 2
. 2 dy, + 9y,

ou vy +pvi  pytp Vy =V
2 + _2 - — N P + N P _2 N P
[pu Pk aXJX { 2 2 o, .

) 2 2

n

ou Pvan + PV Paw P Vay =V
R YT Rl NN N Py N _ o NN VN
[pu p-2u xj { 5]
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(A30)

(A31)

(A32)

(A33)



substituindo as Equacdes (A30), (A31), (A32) e (A33) na Equacdo (A7) e reorganizando os

termos, tem-se:

_(p“NWVNW _puNEVNE]_i_/u Uny _ng —Uny _yw HUy —Ug n
2 2 dy, +dy, Ay +
r+ At Vg —V Vy —V A34
(ovy )™ (va)+V— /{ I (A34)
N L e w
PVe = PViw +(I7P_PNN)+2# N TVYN VN TVp Ax
i 2 2 a9y, dy,

para encontrar a velocidade na face “n” deve-se fazer uma média aritmética entre as Equacdes

(A29) e (A34), entlo:

1+l 1+1
(o, " = @) +ovy)
o,
2
[puwvw —PUEVE T PUnwVw — PUNEVNE ]+
g Vg VP;'VNE Vn _Vp _vW;vN_VNW]_i_ Ay +
Xe Xy
M| Une —Uyw YUy —Ugp TUyy g ~Uny nw TUy —Ug (A35)
(pv )x+1=(pVP) (pVN) +2 (At AIJ 4 ay,,_-i-ays i
' 2 2 Ve Vi pVN+pVP pVJZ\IN]+
— P +pP P v i Ax
VNN Vp Vs TVy
L ay, ayx ]
. Interpolacdo das velocidades na Face “s” na direcdo y:

Para a face “s” do volume de controle “P”, na Figura Al, deve-se aplicar a Equacgao (A7)
para o ponto “P”, procedimento esse ja realizado e resultando na Equacdo (A29). Para a face “s”
do volume de controle “P”, na Figura A1, deve-se aplicar a Equacdo (A7) para o ponto “S” e para

isso considera-se as seguintes expressoes:
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Up tuy  Ugs Tlsw_sw
du  dv PusVs + PllgyVsy 2 2 Vs ~Vsw
_ 4+ — — — o oW
[puv ,u[ dy awa 2 H dy, + 9y, # ox,,
Up Tup Uss tlUgs s
du  dv PisVs + PspVse 2 2 Vs ~Vse
_ 4+ — _ _
[puv ﬂ[ dy axDe 2 H dy, + 0y, H ox,

2 2

_| pvs +povis 4+ Ps + Pss —Z,U(VS ~Vss ﬂ

dy,

__pv§+pv§ +PP+ps _Zlu[VP_VsJ:|

2 2 ady,

(A36)

(A37)

(A38)

(A39)

substituindo as Equacdes (A36), (A37), (A38) e (A39) na Equacdo (A7) e reorganizando os

termos, tem-se:

- t

(p”‘sw"sw — PUsgVse )+ ﬂ{“E —Uy tUgs_sw _uSS_SEJ+
Ay +

2 2 ady, +9dy,
Vse —Vs Vs “Vsw
,u[ ox, ox,, ]

PVis = PVp +(pss_pp)+2lu Ve —Vs Vs ~Vss Nx
2 2 9y, dy,

(A40)

para encontrar a velocidade na face “s” deve-se fazer uma média aritmética entre as Equacdes

(A29) e (A40), entao:

)r+1 _ (pVP )Hl + (pVS )

t+1

(ou, 5
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(pv,)"" =

(pVP)t +(/7VS )t

2

2

|

At At
7+7

Ve

2

J

T

N\

Py Vy — PUgVE + PlgyVsyw — PUseVse 4
4
VE=Vp Ve =Vs _ Vp —Vw +Vs ~Vaw |
ox, ox

Uy —Uyw FTUgy —Usp YUp —Uy YU gy —Uss_sE

w

AR v

ay, +9y,
PV —pvi +pvis —pvijJr
4
Ps —Px+DPss —Pr
4
Vy Vs Vg ~Vp
( 9y, 9y,

+ Ax
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Ay +
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APENDICE B - Equacdes das Interpolacées das Velocidades nas
Faces dos Volumes de Controle — Caso Axissimétrico

Para deslocar as velocidade do centro do volume de controle para as suas faces foi utilizada
a interpolag@o de Rhie-Chow (RHIE, C.M. et al., 1983) ou a interpolagdo aplicando a equagdo da
conservagao do movimento (Momemtum Interpolation method).

Considerando a equacdo da conservacdo da quantidade de movimento, para o caso
axissimétrico de um fluido incompressivel com termos viscosos, escrita para as dire¢des z e r

Como seguce:

Paraa componente z:

2 _ _ t
(ou)* = (puy + 2 [0+ p=0.)  rdlpw =) (B1)
1% 0z or
Para a componente r:
(pv)m _ (pv)’ +£ 8(puv O',Z)+ ra(p\/ +p O',,) —At{%—ﬂ} (B2)
1% 0z or roor

onde, u e v sdo as componentes da velocidade, p € a massa especifica, p € a pressdo, ¢ é o
tempo, Ar € o passo de tempo, V € o volume, r € a coordenadas radial, e os termos O,,, O,,, Ogy

sd0 as tensdes normais e O,, € a tensdo de cisalhamento e s@o calculadas a partir de:

o, =2u" (B3)
ox
%=m% (B4)
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Cop = zﬂf (BS)

awzﬂv”+&q (B6)
’ dx dy

sendo x a viscosidade dindmica.
Considerando o volume de controle P, destacado na Figura B1, substituindo as Equacdes
(B3), (B4), (B5) e (B6) nas Equagdes (B1) e (B2) e discretizando as derivadas em z e em r, tem-

Se:

NN_NW| NN _ NI
° * NN °
NW_WW N NE_EE
NW e .
i n—-nw * <n—ﬂe NE ° )\
7y w—nw x: S8 é}n
Ay WW e W e <W o P ’<e o E oFE X
Y W—sW < e—se é}s
SW_WW SE_EE
. SW e e % esE . Y
S
SS_SwW SS_SE
[} L4 SS )

O

w

<< .y g
< > S

Figura B1 — Representacao do volume de controle principal e seus vizinhos (ZDANSKI, P.S.B. et
al., 2008).
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Para a componente z:

Kpu2+p—2,aa—uj —(pu2+p—2,ua—u) }er+
r+1 p A dz Y dz ¢ (B7)
(o)™ = (pu) +-

v ry| puv — {@+a—u} =1, puy— [@+a—u} Az
s| P /Uaz or|) n| P ﬂaz or |

Para a componente r:

{av Ju D ( {av ou D t
pu—u —+— || —| puw—p —+—1| |rdr+
1 At az ar w aZ ar e At{Zﬂv p

() = (o) + 2 } (BS)

r r

Para a aplicacio do método da interpolacio da velocidade aplicando a equacdo da

conservagao da quantidade de movimento, devem-se considerar as faces isoladamente.
o Interpolagdo das velocidades na Face “e” na diregdo z:

Para a face “e” do volume de controle “P”, na Figura B1, deve-se aplicar a Equacao (B7)

para o ponto “P” e para isso considera-se as seguintes expressoes:

2 2 —
(,Ou2+p—2,ua—uj _ pup+puw+Pp+PW —2u Up — Uy (B9)
0z ), 2 2 0z, ,
2 2 _
(pu2+p—2,ua—uj _| Ppup t Pk +pP+pE —2u Ug —Up (B10)
0z ), 2 2 0z, .
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Ve +Vse Vi FVew

ou dv PupVp + Pugvg Up —Ug 2 2
L2 = - - (B11)
(Puv ,u{ o o D 5 H or. H 2. +0z,

Ve Ve Vw HVaw

[puv—,u[a—u+@D _| PupVp t PUNVYN _IU(MN_MPJ_IU Zaz = 2

Substituindo as Equacdes (B9), (B10), (B11) e (B12) na Equacdo (B7) e reorganizando os

termos, tem-se:

p” p”E PW_pEj+2lu Ug —Up Up — Uy o Ar 4+
2 0z, 0z, P

T PUsVs —FHPUNVy +(rs —h )pquPj_'_
(oup)™" =(pu,) +$ : \ 2( ) B13)
P rouy —up) r\up —us
— + AZ
'u( or, or, J
H|T (VNE Ve T Vaw _VW)_rS(vE “Vse —Vw _VSW)
|2 0z, + 0z, |

Para a face “e¢” do volume de controle “P”, na Figura B1, deve-se aplicar a Equacdo (B7) para o

ponto “E” e para isso considera-se as seguintes expressoes:

2 2 _
(puz-l-p—Z,ua—uj _| Pup + pug +PP +pE—2,u Ug —Up (B14)
0z ), 2 2 0z, .,
2 2
(pu2+p—2,ua—uj _ puE+puEE+pE+pEE 24 Upp —Ug (B15)
0z ), 2 2 0z, .
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Vee T Vse_kE _VptVg
du  dv PUgVe + PUhggVsg Up —Ugp 2 2
Y LU b _ _ (B16)
(puv ,u{ or azD 2 # or, # dz,, + 0z,
Vee Y Ve_EE _Vptvy
Jdu ov PuUpVe + PUNEY NE Uy —Ug 2 2
—yl 2 = — — (B17)
[puv 'a[ or 0z Dn 2 H or, H dz, +0z,

n

substituindo as Equagdes (B14), (B15), (B16) e (B17) na Equacdo (B7) e reorganizando os

termos, tem-se:

,014 p”EE PEE]+2’U Upp —Up Up —Up ry Ar +
2 0z, 0z,,
(”  PllspVse = 1PtV + (1 +7, )puEij+
+ At 2
(o, )™ = (puy) +V_ (B18)
E p rn(uNE_uE)_rs(uE_uSE) n Az
or, or,

"y (VNEfEE —Veg tVy _VP)_

Al

para encontrar a velocidade na face “e” deve-se fazer

(B13) e (B18), entdo:

t+1 t+1

+(pu)
2

(pu,)

(pu, )™ =
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0z, +0z,

uma média aritmética entre as Equacdes



(PM puE+puP PMEEJ

+
Pw — Pe PP pEEj+ Ar

Upg —Up Uy —Ug
,u( 9z, az,, J

s s P
2 2\v, v,

(ro +1z)

4

or,

( p”s"s +pMSEvSE) (pquN +pMNEvNE)+(rx -
H
2

[ (uN_MP+uNE ”E) r(uP_uS+ME_MSE)

or,

Js

rn(VNE tVe = Vyw —Vw T Ve g T Ve —Vy _VP)

"a )(pquP + Pugve )J n

M dx, +0Jx,,
4 rS(vE+VSE_vW —Vsw t Ve t Vg gp — Vs _VP) (B19)
| dz, +0z,,
. Interpolacdo das velocidades na Face “w” na direcdo z:
Para a face “w” do volume de controle “P”, na Figura B1, deve-se aplicar a Equacdo (B7)

para o ponto “P”, procedimento esse jd realizado e resultando na Equacdo (B13). Para a face

6‘ 9

do volume de controle “P”, na Figura B1, deve-se aplicar a Equacdo (B7) para o ponto “W” e

para isso considera-se as seguintes expressoes:

(pu2+19—2ﬂa—uj _ pu‘)zv+pu‘)2VW+pW+pWW —2u Uy —
2z ), Jz

2 2

ou pup + puy,  pptp up—
2+ _2 b — P W+ P WW_2 P
(e p-2ult] { ' Dy

[puv—,u[a—u+ av}) _| PiwVw + PlbswVsw _#{”W “Usw J_

or

or oz 2 g
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Vp + Vg

_ Vww T Vw_ww

2

y7i

dz,, +90z,

(B20)

(B21)

(B22)



vy +Vp  Vww T Vaw_ww

ouv — 41 al_i_& _ Py Vy + Py Vw —u Uyy —Uy —u 2 2 (B23)
y 2 dy, ox,, +0x,

substituindo as Equagdes (B20), (B21), (B22) e (B23) na Equacdo (B7) e reorganizando os

termos, tem-se:

2 2 _ _ _
(puww pupj+(pww2 PPJ+2’U(MP Uy Uy MWWJ}’"WA’”"‘

2 0z, 0z,
(’GP”SWVSW — L PUnwVyw T (’”s -7, )puwij_i_
()" = () +- y (B24)
w ) rs(uNW_uW)_rn(uW_uSW) " Az
or, or,
H rn(vN +Vp = Vaw_ww _VWW)_ rs(VP T Vs = Vsw_ww _VWW)
| 2 dz, +0z,, |

[13 29

para encontrar a velocidade na face “w” deve-se fazer uma média aritmética entre as Equacdes

(B13) e (B24), entdo:
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(puw p“E+puww Pupj ]

Pw — pE+pWW Pr) Ar(rr+rw)+

Up —Uy  Uyy —Up
ﬂ( dz, a9z, J

(ou, )" :M+2{At . A;]

2 Ve Vi [ PM Vs +puswvsw) (P“NVN +puNWVNW)+(rx T )(PMPVP +puyvy )j+
4
H r(MN_uP+uNW_MW)_rs(uP_uS-*'uW_MSW) + Az
2 or, or,
rn(vNE FVe —Vaw —Vw T VNt Ve = Vaw _ww _VWW)_
)] dz, +9z,,
4|r (VE TV —Vw —Vsw tVp t Vg —Vgy — VSW_WW) (B25)
| dz, + 0z, ]
. Interpolacdo das velocidades na Face “n” na dire¢do r:
Para a face “n” do volume de controle “P”, na Figura B1, deve-se aplicar a Equacgao (BS8)

para o ponto “P” e para isso considera-se as seguintes expressoes:

Uy tilyy U +Ugy

du ) _| pupvo+ oy 2 2 | [ B26
(puv 'u[ar asz_ 2 a or, +or, # or, (820

w

w

Ung tUy  Ugg +ilg

du  dv Pupvp + PurVg 2 2 Ve —Vp
_ i — _ _
['OW ,u{ or 0z De 2 # or, +dr, # oz

(4

(B27)

2 2 _
(pu2+p—2,ua—uj _ pVP+st+PP+PS_2luM (B28)
), | 2 2 or, .
2 2 _
(pu2+p—2,tla—uj _ pVP+pVN+PP+PN_2ﬂM (B29)
9z ), 2 2 or, .
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substituindo as Equagdes (B26), (B27), (B28) e (B29) na Equacdo (B8) e reorganizando os

termos, tem-se:

I PuwVy — PUpVg +ﬁ Ung —Uyy +Ugy —Ugp "
2 2 or, +dr,
rpAr +
Ve —Vp  Vp—Vy
ﬂ —
( )t+1_( )t_l_ﬂ L ( aZe aZw j _
SRS [P R S B30
» (’}p"s novi +(r -, pva+ (B30)
2
Az
(rsps —r,py +(r —rn)ppj”ﬂ nvy=ve)  rvp—vy)
2 o, or,
At{—zﬂzv‘” —&}
rp Tp

para a face “n” do volume de controle “P”, na Figura B1, deve-se aplicar a Equacdo (B8) para o

ponto “N” e para isso considera-se as seguintes expressoes:

Uny T Uny_nw _up tuy

du v PuUyVy + PlywVyw 2 2 Vv —Vaw
—y =420 = — — oyl Iy " Vaw (B31)
[puv 'u[ or oz DW 2 H or, +or, H 0z

w

Uny_ne T UNN _Uptup

du  Ov PUnVy + PUneVNE 2 2 VN ~VNE
DI _ _ (B32)
[puv ,u[ or 0z DL 2 “ or, +ar, # 0z,
[pu2+p—2ua—”j | P Px Py [V Ve (B33)
9z ), i 2 2 or, .
[pu2+p—2,tla—u} :—pVJ%IN+pV12\’+pNN+pN_21u Vavw VN (B34)
0z ), 2 2 or,
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substituindo as Equagdes (B31), (B32), (B33) e (B34) na Equacdo (B8) e reorganizando os

termos, tem-se:

[puNWvNW — PUNEVNE j+ IU(MNN_NE —Uyy_ww t Uy

2 2 or, + or,
Ve “VN VN = Vaw
/l( 9z, 0z,, j

VN [rspvlg’_rnpvlz\’N-l-(rs_rn)pvlz\’]_}_
2

r, (v r(v -V )
2 n \¥ NN s\Y'N P
]-’- ,u[ or, or, ]

n s

—u.
bj+

ryAr +

(B35)

Az
_VN)_

[rspl’ _rnpNN +(rs _rn)pN
2

At{ZﬂV’V —pN}’

re Iy

para encontrar a velocidade na face “n” deve-se fazer uma média aritmética entre as Equacdes

(B30) e (B35), entdo:

t+1

)t+1 _ (PVP )Hl + (pVN)

(pu, >

PuwVw — PUpVe + PUywVyw — PUNEY NE n
4
Vp —Vy +Vy —Vaw

0z,

N\

[VE —Vp + Vg —Vy

]+ Ari(rp+r”)+
9z, 2

2 2

(pv, "' = (ov,) +(pvy) +1[4‘t+4‘f

Ve

Vi

AR R

or, +0r,

1T

J

[”NE —Unw tUgy —Usp TUny_ g ~Uny_yw T U _”EJ

r(ov3 + pvi)=r,(ov3 + pvin )+ (r, =1 Nov
4

i—m&U+

7/ N 7 N\

4

lu(rn(vNN_VP rA(Vs_VN)j
L or,

)_
ar,
Ve v I(p p
—A[ l+7N __ i+7N
{ﬂ[r,f rf,] Z(I’P Ty H
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. Interpolacao das velocidades na Face “s” na direcdo r:

Para a face “s” do volume de controle “P”, na Figura B1, deve-se aplicar a Equacdo (B8)
para o ponto “P”, procedimento esse ja realizado e resultando na Equacdo (B30). Para a face “s”
do volume de controle “P”, na Figura B1, deve-se aplicar a Equacao (B8) para o ponto “S” e para

1sso considera-se as seguintes expressoes:

Up Ty Usg +tUsw_sw

du v PusVs + Py Vsw 2 2 Vs —Vsw B37
o o) _ _ . )
(puv ,u[ or 0oz DW 2 H or, +or, # 0z

w

Up+up Uss tugs se

du  dv PusVs + PugpVse 2 2 Vs ~ Vs
—ul =422 = — - (B38)
(puv ,u[ or azDe 2 # or, +dr, . dz,
(pu2+p—2#a—uj _ pV§+pV§s+ps+pss —2u Vs — Vs (B39)
0z ), 2 2 or, .
[pu2+p—2,ua—uj _ pV123+pV§+PP+pS_2/u Vp — Vs (B40)
0z ), 2 2 o, )|

substituindo as Equagdes (B37), (B38), (B39) e (B40) na Equacdo (B8) e reorganizando os

termos, tem-se:
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[puswvsw — PUseVse j+ ,U(”E —Uy tUgs sw —Uss sE J_l_

2 2 or, +0r,
Vse =Vs Vs —Vsw
ﬂ —
( )l+] _( )1+£ L [ aZ(, aZw J
Pvs) =\pvs vor ), 5 B 5 ~ ~
S rspVSS ranP+(rs rn)pVS +[rspSS rin+(rs rn)p5j+
2 2
2u rn(vP _Vs)_ ’}(Vs _Vss)
or, or,
_ At{wrs_lﬂs}
Ts Tg

reAr +

Az

(B41)

para encontrar a velocidade na face “s” deve-se fazer uma média aritmética entre as Equacdes

(B30) e (B41), entao:

t+1
(o, )" :(PVP) +(pvs)
s 2
(,OMWVW — PUpVE T PlgyVsw _pMSEvSEj_i_
4
H[Ve=vp Vs =Vs  Vp=Vy Vs —Vey |
2 dz, 0z,
,U(MNE Uy FTUgy —Usp TUE — Uy FUgs sw _MSSSEJ
2 Ve Vs ((pv +pvss)=n(pvi + puz )+ (=1 Novs +pv,%)j+

4

(rs(ps +pSS)_rn(pN +pP)+(rs _rn)(pS + Dp )j+
4
p rn(VN _Vs)_ rs("ss _VP)
or, or,

Al
P N P N
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APENDICE C - Equacio para a Correcao da Pressao

O método de acoplamento pressdo-velocidade utilizado no esquema numérico desenvolvido
neste trabalho é o método SIMPLE. O método SIMPLE faz o acoplamento entre o campo de
velocidade com o campo de pressdo através de corre¢des nestas varidveis. Para esse fim, o

método utiliza as seguintes equacdes de correcao:
P=Do+P (CD)
y=v,+v (C2)

na qual as varidveis p e V sdo os valores atuais da pressdo e do vetor da velocidade,

respectivamente, as variaveis P e V¥, sdo os valores estimados da pressdo e do vetor velocidade e
as varidveis p’ e v’ s@o as corregdes de cada varidvel.

Segundo Maliska (MALISKA, C.R., 2004) a equagao que faz a correcao das componentes
das velocidades € definida através da subtracdo das equagdes do movimento supondo a melhor
estimativa do campo de pressdao com as equagdes do movimento supondo o campo correto de
pressdo. Considerando as equagdes da conservacdo da quantidade de movimento para o caso

axissimétrico, tem-se as seguintes expressoes:

() =A% (©3)
07

() =-a 2 (C4)
or

onde, A ¢é definido com o quociente entre um incremento de tempo ficticio e a massa especifica,
segundo Tannehill et al. (TANNEHILL, J.C. et al., 1997). Utilizando a malha apresentada na
Figura C1 e a substituicao das Equacgdes (C1) e (C2) nas Equagdes (C3) e (C4), tem-se as
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Figura C1 — Representagdo do volume de controle principal e seus vizinhos (ZDANSKI, P.S.B. et

al., 2008).

seguintes equacgdes para as correcdes das velocidades em cada uma das faces do volume de

controle:
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v,)r =) - A(Mj (C5¢)

(v,). =) —A(Mj (C5d)

sendo que os subscritos mintsculos representam a posi¢ao na face do volume de controle e os

subscritos mafusculos representam o centro do volume de controle, conforme a Figura C1.

As velocidades V, e V, devem ser avaliadas nas faces dos volumes de controle, isto €, deve

haver um deslocamento das velocidades avaliadas no centro do volume de controle para as faces
dos volumes de controle para haja o acoplamento ideal entre o campo de velocidade e o campo de
pressdo. Para esse processo, foi utilizado neste trabalho, a interpolacdo de Rhie-Chow (RHIE,
C.M. et al., 1983) ou a interpolacdo aplicando a equacdo da conservacdo da quantidade de
movimento (Momemtum Interpolation method). As equacdes para o caso bidimensional sdao
desenvolvidas e apresentadas no APENDICE A e para o caso axissimétrico as equacdes sdo

desenvolvidas e apresentadas no APENDICE B.
Para determinar a equagdo de corre¢do da pressio, isto é, a equacdo que calcula o valor 4

substitui-se as Equacdes (C5) na equagdo da conservagao da massa, que para o caso axissimétrico

de um escoamento incompressivel é dada por:

10(rpv,)

Ipv.) _
r or 0z 0 (6)

sendo, r € a coordenada radial. Gerando uma equacao de Poisson, que possui a seguinte estrutura:

P =(Appy + Ay piy + Aypy + Asps +B)/ Ay C7)

onde:

Ap =Ap + Ay + Ay + A (C8a)
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_ rpAdtdr

AE &e

A, = rpAAtAr
&,

A, = r,PAAt Az
o,

A, = r,PAAtAZ
or,

(C8b)

(C8c¢)

(C8d)

(C8e)

(C81)

(C8g)

na qual, 7, e 7, sdo, respectivamente, o raio sobre a face n e sobre a face s do volume de

controle.
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APENDICE D — Modelos de Atrito

D1 Atrito de Coulomb

A modelagem matemadtica do atrito de Coulomb tem como ponto de partida a relagdao da
tensdo de atrito com a pressdo normal a superficie em que estd agindo o atrito, dada pela seguinte

expressdo:

7, = MU0, (D1.1)

Onde, 7,, ¢é atensdo de atrito, u € o coeficiente de Coulomb e g, € a pressdo normal a superficie.

Considerando o material isotrépico e a Lei de Escoamento de von Mises a tensdo de atrito pode

ser escrita na forma:

Ty === 7;11 (Dl 2)

Sendo & ¢é a taxa de deformacio efetiva, & é a tensdo efetiva e J, a taxa de deformacio de

cisalhamento pléstico.
Considerando o esquema da Figura D1, que representa o perfil da velocidade tangencial
perto da superficie de atrito. Na qual pode-se perceber o gradiente entre os valores das

velocidades tangenciais (v,); € (v;)2. Da qual pode-se escrever a seguinte expressao:

. Av,
. D1.3
Vo " ( )

Na qual Av, é a diferenca entre as velocidade tangenciais e An € a distancia entre as duas

velocidade tangenciais.
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Figura D1 — Esquema representativo da relagdo entre a velocidade tangencial na regido perto da

interface matriz-material.
Substituindo as Equagdes (D1.2) e (D1.3) na Equacgado (D1.1), tem-se:

25 &,

g o,
38 An H#

Reorganizando a Equacgdo (D1.4), tem-se:

_ 38uc,Mn

A, —
20

Considerando v, € a velocidade resultante entre v, € v,, entdo v, pode ser excrito por:

v, =4V +V?

Substituindo a Equacdo (D1.6) na Equacdo (D1.5), tem-se:

): 3&u0, M

A( vZ 42 2
20

Z r

Como v, pode ser escrito da seguinte forma:

v, =v.1g0
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Onde, 0 é o angulo entre o eixo z e o eixo ¢ na Figura D1. Substituindo a Equacdo (D1.8) na

Equacao (D1.7), tem-se:

A(m): 3&uc, Mn

20
A(vz I+tg29):—38ﬂoj'm
20
3&uc, Mmcosé
Ay, = .
: P (D1.9)

Considerando o gradiente entre as velocidade da direcdo z na linha 1 e 2, tem-se:

o 3&guc, Ancos@
Vi =V 5 (D1.10)
D2 Fator de Atrito

A modelagem matemaética do Fator de atrito tem como ponto de partida a relacdo da tensdo

de atrito com o limite de elasticidade no cisalhamento, dada pela seguinte expressao:

7, =mK (D2.1)

Onde, 7, é a tensdo de atrito, m € o fator de atrito e K é o limite de elasticidade no cisalhamento.

Considerando o material isotrépico e a Lei de Escoamento de von Mises a tensdo de atrito pode

ser escrita na forma:
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Ty === 7m (D22)

Sendo & ¢é a taxa de deformacio efetiva, & é a tensdo efetiva e J, a taxa de deformacio de
cisalhamento pléstico.

Considerando o esquema da Figura D1, que representa o perfil da velocidade tangencial
perto da superficie de atrito. Na qual pode-se perceber o gradiente entre os valores das

velocidades tangenciais (v,); € (v;)2. Da qual pode-se escrever a seguinte expressao:

Av
= D2.3
7, i ( )

na qual Av, é a diferenca entre as velocidade tangenciais e An € a distancia entre as duas

velocidade tangenciais. Substituindo as Equagdes (D2.2) e (D2.3) na Equacdo (D2.1), tem-se:

26 A
20k (D2.4)
3€ An

reorganizando a Equacao (D2.4), tem-se:

3emKAn
Ay, =——— (D2.5)
20
assumindo que o limite de elasticidade no cisalhamento pode ser escrito por:
o
K = B} (D2.6)

considerando v, € a velocidade resultante entre v, e v,, entdo v, pode ser excrito por:

v, =4V V] (D2.7)
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substituindo as Equagdes (D2.6) e (D2.7) na Equagado (D2.5), tem-se:

A(w/vf +v? ): Semdn (D2.8)

4

como v, pode ser escrito da seguinte forma:
v, =v.1g80 (D2.9)

onde, 6 é o angulo entre o eixo z e o eixo ¢ na Figura D1. Substituindo a Equacdo (D2.9) na

Equacdo (D2.8), tem-se:

A(«/vf +vftg29)=3§’n—m

4

A(vﬂ/1+tg2(9):3€mTAn

B 38mAncosO

v == (D2.10)

considerando o gradiente entre as velocidade da direcdo z na linha 1 e 2, tem-se:

B 3emAncos6

Va = V2 4 (D2.11)
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