Wz,
a¥

UNICAMP

Fabio Santiago

UTILIZACAO DO METODO DA INTEGRAL DUPLA EM
PROBLEMAS DE CONDUCAO DE CALOR UNIDIMENSIONAL EM
REGIME TRANSITORIO

108/2012

CAMPINAS, 2012



0

UNICANMP

UNIVERSIDADE ESTADUAL DE CAMPINAS
FACULDADE DE ENGENHARIA MECANICA

Fabio Santiago

UTILIZACAO DO METODO DA INTEGRAL DUPLA EM
PROBLEMAS DE CONDUCAO DE CALOR UNIDIMENSIONAL EM
REGIME TRANSITORIO

Orientador: Professor Dr. Luiz Fernando Milanez

ESTE EXEMPLAR CORRESPONDE A VERSAO
FINAL DA DISSERTAGCAO DEFENDIDA PEL
ALUNO F 10 SANTIAGO E @RIENTADAAPE

PROF /s ,}?LUI RNANDOMII%N{Z}

Dissertagdo de Mestrado apresentada a Faculdade
de Engenharia Mecénica da Universidade
Estadual de Campinas, como requisito para a
obtengdo do titulo de Mestre em Engenharia
Mecénica, na Area de Térmicas e Fluidos

AS_SI};«ATHRA DO ORIENTADOR /
( CAMPINAS, 2012



FICHA CATALOGRAFICA ELABORADA PELA
BIBLIOTECA DA AREA DE ENGENHARIA E ARQUITETURA - BAE - UNICAMP

Santiago, Fabio

Sa59u Utilizagcdo do método da integral dupla em problemas
de condug¢do unidimensional em regime transitorio /
Fabio Santiago. --Campinas, SP: [s.n.], 2012.

Orientador: Luiz Fernando Milanez.
Dissertacdo de Mestrado - Universidade Estadual de
Campinas, Faculdade de Engenharia Mecanica.

1. Calor - Transmissdo. 2. Engenharia térmica. 1.
Milanez, Luiz Fernando, 1950-. II. Universidade
Estadual de Campinas. Faculdade de Engenharia
Mecanica. III. Titulo.

Titulo em Inglés: Utilization of the double integral method in unidimensional
conduction for transient regime problems

Palavras-chave em Inglés: Heat - Transmission, Thermal engineering

Area de concentracio: Térmicas e Fluidos

Titulacdo: Mestre em Engenharia Mecanica

Banca examinadora: Carlos Alberto Carrasco Altemani, Joao Frederico da Costa

Azevedo Meyer
Data da defesa: 25-07-2012
Programa de P6s Graduacdo: Engenharia Mecanica

i1



UNIVERSIDADE ESTADUAL DE CAMPINAS

FACULDADE DE ENGENHARIA MECANICA
COMISSAO DE POS-GRADUACAO EM ENGENHARIA MECANICA
DEPARTAMENTO DE ENERGIA

DISSERTACAO DE MESTRADO ACADEMICO

Utilizacdo do Método da Integral Dupla em
Problemas de Conducao de Calor Unidimensional
em Regime Transit6rio

Aautor: Fabio Santiago
Orientador: Prof. Dr, Luiz Fernando Milanez

A Banca Examinadora Zon{po?/z;r?r}t)éa&b;%y esta dissertacio

Prof. Dr. Luiz Fernando Milanez, Presidente
UNICAMP/F Ebz\

B W s

Prof. Dr. Carlos Alberto,Carrasco Altemani

o

f-

Prof. Dr. Jodo Frederico daCosta Azevedo Meyer
UNICAMP/IMECC

Campinas, 25 de Julho de 2012.

iii



Agradecimentos

A conclusdo deste curso de Mestrado ndo seria possivel sem o apoio de algumas pessoas

e/ou instituicdes as quais, presto aqui meus agradecimentos formais:

Aos meus pais Aparecida Claudina Rosa de Moraes Santiago e Celso Santiago por
sempre me apoiarem de todas as formas: incentivo; amor; atencao e financeiro em diversos

momentos;

Ao meu irmdo Flavio Santiago por sempre me incentivar em meus estudos,

Ao meu orientador professor Dr. Luiz Fernando Milanez por estar presente durante

todo o curso de mestrado, e sempre acreditar em min,

A todos meus grandes amigos do curso de P6s graduacdo em Engenharia Mecéanica,
pela doacdo de seu tempo, e sempre prontamente disponivel a debater dividas que sem

duvida contribuiram para minha formacao;

A Universidade Estadual de Campinas pela vaga no curso de Mestrado em

Engenharia Mecanica;

A Capes pelo financiamento da pesquisa proposta pelo orientador e desenvolvida por

mim no perifodo estabelecido.



“Conhe¢o muitos que ndao puderam quando deviam, porque ndo quiseram quando podiam.”

Frangois Rabelais.

vi



Resumo

O objetivo deste trabalho € utilizar o método da integral dupla na obtencdo de solugdes
analiticas aproximadas para problemas de conducdo térmica unidimensional em regime
transitorio. Sendo o método da integral dupla um refinamento do amplamente utilizado método
da integral simples, também conhecido Karman-Pohlhausen para a camada limite ou método de
Goodman para mudanca de fase, inicialmente foi proposto um minucioso estudo do capitulo
Application of Integral Methods to Transient Nonlinear Heat transfer, cujo objetivo era
compreender o funcionamento deste método, assim como selecionar os problemas apresentados
neste trabalho. Posteriormente realizou-se o estudo do artigo primordial de aplicagdo do método
da integral dupla publicado por Volkov, bem como dos principais trabalhos envolvendo o método
da integral dupla. Ao todo foram selecionados seis casos do trabalho original de Goodman, os
quais foram resolvidos com o uso do método da integral dupla para perfis quadratico e cibico. A
escolha de perfis polinomiais se justifica uma vez que estes sdo de facil manipulacdo diante das
operagoes de diferenciacdo e integracdo comum os métodos integrais, além disso, o uso de perfis
de grau distinto tem como objetivo mostrar a influéncia da variacdo deste na obtencdo de
melhores aproximagdes. De modo a convalidar os resultados apresentados pelo método da
integral dupla, estes foram comparados com as solu¢des analiticas exatas presente na literatura
assim como, com as solucdes aproximadas apresentadas por Goodman e com a solu¢do numérica
obtida pelo método de volumes de controles. Os resultados obtidos neste trabalho revelam o
melhor desempenho do método da integral dupla quando comparado com os resultados obtidos

por Goodman em seu trabalho anteriormente citado.

Palavras Chave: Calor de Transmissdo, Engenharia Térmica.
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Abstract

The objective of this work is to use the method of the double integral to obtain approximate
analytical solutions for one-dimensional heat conduction problems in the transitional regime. As
the method of a double integral refinement of the widely used simple integral method, also
known Karman-Pohlhausen for the boundary layer or the Goodman method for phase change,
was initially proposed a thorough study of Chapter Application of Integral Methods to Transient
Nonlinear Heat transfer, the objective of which was to understand the functioning of this method
as well as selecting the problems presented in this paper. Subsequently we carried out the study
of the primary article of the method of the double integral posted by Volkov as well as major
works involving the method of double integral. In all six cases were selected from the original
work of Goodman, which were solved using the method of the double integral for quadratic and
cubic profiles. The choice of polynomial profiles is justified as they are easy to handle before the
operations of common differentiation and integration methods, moreover, the use of profiles of
different degree is intended to show the influence of the variation in obtaining better
approximations. In order to validate the results presented by the method of the double integral,
they were compared with the exact analytical solutions in the literature as well as with the
approximate solutions presented by Goodman and the numerical solution obtained from a volume
control. The present results show the improved performance of the method of the double integral

compared with the results obtained by Goodman in their work cited above.

Key Words: Heat Transfer, Thermal Engineering.
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1 INTRODUCAO

Atualmente a proliferacdo de recursos numéricos e computacionais € a disponibilidade de
pacotes prontos de programas tém relegado a um segundo plano os métodos analiticos para
resolucdo de problemas de transferéncia de calor. Nao resta didvida que os programas
computacionais representem um avanc¢o principalmente em problemas que ocorrem em
geometrias irregulares. Entretanto € importante que se estudem e desenvolvam métodos analiticos
exatos e aproximados, até para que os programas computacionais sejam otimizados e demandem

menos tempo de processamento.

Em contra partida a esta tendéncia atual, este trabalho tem como objetivo desenvolver
solugdes analiticas aproximadas para problemas de condugio térmica unidimensional em regime
transitério em corpo semi-infinito. Para tanto fard uso do Método da Integral Dupla desenvolvido
por Volkov (1965) que consiste num refinamento do amplamente utilizado Método da Integral
Simples, mais conhecido como Método de Karman-Pohlhausen para a camada limite ou Método

de Goodman para mudanca de fase.

Os problemas aqui apresentados foram extraidos do capitulo “Application of Integral
Methods to Transient Nonlinear Heat transfer” escrito por Goodman (1964). Tal escolha é
justificada pelo fato que a aplicacdo do método da integral dupla trata das condi¢des de contorno
com o uso método da integral simples. Deste modo o trabalho de Goodman (1964) serve como
referéncia para o tratamento das condi¢des de contorno, assim como na avaliacdo dos resultados

obtidos com método da integral dupla.
Ao fim deste trabalho pretende-se ter uma andlise do comportamento do método da integral
dupla frente as mais diversas situacOes fisicas bem como uma avaliacdo de seu desempenho

frente a estes casos.

De modo a cumprir os objetivos deste trabalho, foi proposto o seguinte roteiro de estudo:



. Estudo do capitulo “Application of Integral Methods to Transient Nonlinear Heat
transfer” escrito por Goodman (1964)”, cuja finalidade € ter o completo
conhecimento do método da integral simples, bem como selecionar os problemas a
serem resolvidos com o uso do método da integral dupla.

Estudo do Artigo Refinamento do Método de Karman-Pohlhausen publicado por
Volkov (1965) que consiste na aplicacao fundamental do método da integral dupla.

. Revisdo bibliogréfica dos principais estudos envolvendo as aplicagdes do Método
da Integral Dupla.

. Aplicacdo do Método da Integral Dupla aos problemas selecionados no item um,
seguida pela convalidacdo dos resultados, com o uso das solucdes analiticas exatas,
solu¢des analiticas aproximadas dadas por Goodman (1964) e quando conveniente

com a solu¢do numérica obtida com o método dos volumes de controles.

. Analise da viabilidade da aplicacio do método da integral frente aos problemas

escolhidos em no item um.



2 REVISAO BIBLIOGRAFICA

A aplicacdo primordial do método da integral dupla se deu com Volkov (1965) quando
realizou um minucioso estudo sobre o amplamente utilizado método de Karman-Pohlhausen
(1921) para a resolucdo das equacdes da camada limite. Em seu trabalho Volkov (1965) apontou
quais condicOes deveriam ser satisfeitas para que o método de Karman-Pohlhausen (1921)
fornecesse bons resultados, assim como qual a principal fonte de erros associada a ele. Neste
artigo, Volkov (1965) também sugere que o referido método poderia ser melhorado se o calculo
do vetor gradiente no contorno fosse expresso através de uma relagdo integral, uma vez que
melhorias resultariam devido a eliminacdo da diferenciagdo que ndo apareceria mais diretamente,

mas apenas como parte de um integrando.

De modo a se obter essa relacdo integral para o tratamento do contorno, Volkov (1965)
entdo executa uma dupla integracdo na equacdo da quantidade de movimento sendo a primeira
integracdo envolvendo o interior do dominio e a segunda ao longo da distancia fenomenoldgica
6(x). O uso dessa estratégia possibilita que a derivada no contorno seja expressa através de uma

relacdo integral dada pelo método da integral simples.

Com o intuito de testar seu novo método, Volkov (1965) aplica este a um conjunto de
quatro diferentes perfis de velocidade para resolver as equagdes da camada limite. Os resultados
obtidos por ele se mostram muito bons e superiores a0 método da integral simples desenvolvido
por Karman-Pohlhausen (1965), e o sucesso de seu método encorajou outros autores a fazer uso

deste em diversas outras aplicacoes.

Interessante notar que Bromley (1952) utilizou estratégia semelhante utilizada por Volkov,
(1965) em um problema especifico para determinar o coeficiente de transferéncia de calor para o
caso de alta sensibilidade de calor na convec¢do de um filme laminar. No entanto ele ndo
apresenta consideracdes significativas das caracteristicas da estratégia por ele utilizada, bem

como a facilidade e aumento de precisao em relacdo ao método da integral simples.



Tse-Fou (1976) Publicou uma série de trés artigos entre 1971 e 1976 em ele se propde a
resolver a equacdo da quantidade de movimento onde inclui o efeito de grandes variagdes do
numero de Prandtl. Nesse conjunto de trabalhos ele utiliza a mesma estratégia de Volkov (1965)

para o célculo do vetor gradiente na superficie.

Sucec (1977) aplicou o método da integral simples para problemas transitérios de conducao
de calor para variacdo em degrau de temperatura ou do fluxo de calor. Este trabalho € aqui citado,
pois Sucec (1979) o referencia extensamente ao resolver a equagdo da energia para um
escoamento ao longo de uma placa plana, em regime laminar, com propriedades constantes,
tendo um fluxo de calor especificado na superficie. Sucec (1995) também aplicou o método da
integral dupla para as equagdes da camada limite com o objetivo de obter solu¢des para a

localizag@o do ponto de separagdo desta.

El-Genk & Cronenberg, (1979) produziram dois artigos em 1979, o primeiro foi um teste
do método para verificar a precisdao da solu¢do em problemas de mudanca de fase. O sucesso da
solu¢do obtida nesse teste deu a El-Genk & Cronenberg, (1979b) confianga suficiente para a
elaboracdo de um segundo artigo onde foi obtida uma solug¢do aproximada para o crescimento ou
encolhimento de uma espessura congelada sobre uma parede fria em uma parede com

escoamento forcado.

Os trabalhos reportados na literatura seguem basicamente o mesmo formato. Seleciona-se
uma situacdo fisica definida para a qual existe uma solu¢do exata. Identifica-se a equacgdo
diferencial parcial fundamental bem como a condicao inicial e de contorno. Uma integra¢do ao
longo da camada limite ou distancia de penetracdo é efetuada para estabelecer um balango
integral do calor ou da quantidade de movimento, admite-se uma forma para os perfis de
velocidade e temperatura na camada, ou vdrios, se o objetivo for analisar a precisdo ou a
sensibilidade da forma funcional. Entdo se efetua a substituicdo resultando em uma equagdo
diferencial ordindria a qual é resolvida por métodos analiticos, ou caso ndo seja possivel, se

utiliza um método numérico. Em geral os resultados fornecidos pelo método da integral dupla se

mostram melhores do que os do método da integral simples.



3 METODOS INTEGRAIS

Neste capitulo serdo apresentados o método da integral simples desenvolvido por Karman-
Pohlhausen (1921) e o método da integral dupla desenvolvido por Volkov (1965), que consiste
em um refinamento do método anterior. Estes dois métodos integrais se caracterizam por serem
técnicas matematicas que reduzem um problema de valor de contorno nio linear a um problema
ordindrio de valor inicial, cuja solu¢do pode ser frequentemente expressa numa forma analitica

fechada.

A obtencdo de solugdes analiticas fechadas com o uso dos métodos integrais esta associada
a escolha de perfis de velocidade no caso da camada limite ou de temperatura no caso de
problemas de transferéncia de calor. Cabe observar que esta escolha ndo € arbitraria, mas deve
respeitar as condi¢des de contorno do problema a ser resolvido, uma vez que ambos os métodos

integrais exigem que os perfis satisfagcam essas condi¢cOes em suas aplicagoes.

A fim de organizar o estudo de cada um dos métodos, inicialmente serd feita a definicdo do
problema da camada limite. A importancia deste problema se deve ao fato que, tanto Karman-
Pohlhausen (1921) quanto Volkov (1965), utilizaram este na aplicagdo primordial de seus
métodos. No entanto, diferentemente dos artigos originais, neste trabalho serd considerado que a
camada limite encontra-se totalmente desenvolvida. Tal simplificacdo pode ser admitida uma vez
que o termo associado ao desenvolvimento da camada ndo € uma fonte de erros associada a

aplicag@o desses métodos.

Ap6s a completa formulacdo matematica do problema da camada limite, serd definido o
algoritmo para a obtengdo dos perfis polinomiais. A op¢ao por polindmios € justificada pois estes
sdo de facil obtencdo além serem de simples manipulacdo diante das operacdes de integracio e

diferenciacdo, comum aos métodos integrais.

Definida a estrutura basica comum ao método de Karman-Pohlhausen (1921) e de Volkov

(1965), cada um deles sera descrito e aplicado ao problema da camada limite e, como nos artigos



originais, a avaliacdo dos métodos sera feita com o célculo da espessura da camada limite e da

tensdo de cisalhamento na superficie.

3.1 Descricao do Problema da Camada Limite

O desenvolvimento da camada limite € de grande importancia para a mecanica dos fluidos.
Hermann Schlichting (1979) em seu livro Boundary-Layer Theory, faz um extenso estudo em
relacdo a este tema. No entanto, foge do escopo deste trabalho o alto grau de detalhamento
apresentado na referida literatura, uma vez que este problema serd utilizado apenas para a
apresentacdo dos métodos integrais. Como apresentado por Incropera (2002), para um
escoamento laminar em regime permanente onde a dissipagdo viscosa possa ser negligenciada, a
modelagem matematica para a camada limite é dada pelas equacdes da quantidade de movimento

e da continuidade:

azu_ 6u+ ou 31
"ayz_”ax ”ay '

ou + o _ 0 3.2)
ox dy 3.
com as condi¢des de contorno
uly=0)=0, (3.3)
u(y =06) = U, (3.4)
Ju
EIF(S =0e 3.5)
0%u
a—yz |y=5 = 0. (36)



De posse da completa formulagcio matemadtica do problema da camada limite, cabe observar
que, das quatro condi¢Oes de contorno, trés delas estdo definidas em fungdo da espessura da
camada limite. Serd mostrada na aplicacdo de ambos os métodos integrais a influencia dessas

condi¢des de contorno na precisdo de cada um dos métodos integrais.

3.2 Determinacido dos Perfis

A obtencdo de solugdes analiticas fechadas com o uso dos métodos integrais esta associada
a escolha de perfis de velocidade no caso da camada limite ou de temperatura no caso de
problemas de transferéncia de calor. No entanto, a escolha dos perfis ndo € arbitraria, devendo
estas respeitar as condicoes de contorno do problema a ser resolvido. Como considerado
anteriormente; este trabalho fard uso apenas de perfis polinomiais; este tipo especifico de perfil,
permite a defini¢do de uma sequéncia simples de trés passos que possibilita a determina¢do dos

mesmos em funcdo das condi¢des de contorno do problema a ser resolvido. A saber, sdo:

1. Considere um polindmio de grau n em sua forma algébrica canonica dada por
P(x) = Bo + Brx + -+ + Bpx™

2. Para a determinacdo das constantes polinomiais imponha n + 1 condi¢Oes de
contorno satisfazendo o problema.

3. Determinadas as constantes, o perfil estd adequado para a aplicagdo do método.

De modo a demostrar a influéncia do aumento do grau do polindmio na obtengdo de
melhores aproximacdes, o problema da camada limite serd resolvido com polindmios de graus
dois, trés e de grau quatro. No entanto, em estudo realizado por Langford (1973), este
demonstrou que o uso de condi¢cdes de contorno adicionais pode inibir a precisdo do método

integral.

Determinacao do Perfil Quadratico

Considerando inicialmente o perfil quadritico em sua forma candnica tem-se:



u(y) = fo + 1y + B2y>. (3.7

De acordo com o algoritmo anteriormente descrito, sdo necessdrias trés condigOes de
contorno para a determina¢@o das constantes. Considerando as condi¢des de contorno dadas por,

(3.3), (3.4), (3.5) e aplicando cada uma delas em (3.7) resulta:

Bo =0, (3.3)
2u,,
pr=" (3.9)
U
B == (3.10)

Através de algumas manipulacdes algébricas, pode-se mostrar que o perfil quadratico (3.7)

assume a seguinte forma:

kG- o1

Determinaciao do Perfil Cubico

De modo andlogo ao feito com o perfil quadrético, inicialmente o perfil cibico serd
considerado em sua forma candnica e, em seguida, se aplicam as quatro condi¢cdes de contorno

fundamentais do problema da camada limite determinadas na se¢do (3.1)

u(x,y) = Bo + 1y + B2y* + B3y>. (3.12)

Ao se imporem as condi¢Oes anteriormente mencionadas, tém-se:



Bo =0, (3.13)

3Ue
B, = 2%, (3.14)
B.=0c¢e (3.15)
U
pr=—2 (3.16)

Com algumas manipulagdes algébricas, pode-se mostrar que o perfil ciibico de velocidade

assume a seguinte forma.

u(x,y) = e E ) —1(2)3] (3.17)

Determinaciao do Perfil de Grau Quatro

A determinacdo do perfil de grau quatro requer o uso de cinco condi¢des de contorno. No
entanto, na descricdio do problema da camada limite, foram identificadas apenas quatro

condi¢des. A quinta condi¢do de contorno € identificada por Volkov (1965) e € igual a.

d03u

357 v=s =0 (3.18)

De posse do niimero correto de condigdes de contorno para a determinacao das constantes
do perfil, este deve ser inicialmente considerado em sua forma candnica, dada pela equacao

(3.19) e em seguida deve-se aplicar cada uma das condi¢des de contorno anteriormente descritas.

u =By + By + By’ + By + Buy*. (3.19)

Ap6s a aplicagdo das condi¢des de contorno tém-se:



Bo =0, (3.20)

B, = Z”TW, (3.21)

B, =0, (3.22)
2Ug

Ps=——3 ¢ (3.23)
U

B =37 (3.24)

Com algumas manipulacdes algébricas, pode-se mostrar que o perfil de grau quatro assume

a seguinte forma.
4
U= Uoo [2 (%) —2 (%) + (%) ] (3.25)

Ap6s a determinagdo de cada um dos perfis, estes se encontram organizados na Tabela 3.1

dada abaixo.
Tabela 3.1Perfis de Velocidade para a Camada Limite

Grau Perfil de Velocidade

: —=2(3)-()

’ =205

' (2)=2Q)-20) +&)

3.3 Método da Integral Simples

Desenvolvido Karman-Pohlhausen (1921) para resolugdo das equagdes da camada limite, o

método da integral simples consiste em uma técnica matemdtica que transforma um problema de

10



valor de contorno nio linear em um problema ordindrio de valor inicial cuja solu¢do pode ser

frequentemente expressa em uma forma analitica fechada.

A estratégia empregada por Karman-Pohlhausen (1921) para a resolugdo das equacdes da
camada limite consiste em inicialmente realizar uma simples integracio da equacdo da
quantidade de movimento ao longo da espessura da camada limite. Tal integracdo tem como
objetivo eliminar desta a derivada parcial em relagdo a y. Entdo deve-se admitir uma fun¢do para
o perfil velocidade que satisfaca as condi¢des de contorno do problema a ser resolvido e
introduzir esta na equacdo diferencial integrada, transformando assim o problema de valor de

contorno nao linear em um problema ordinério de valor inicial.

O potencial do método de Karman-Pohlhausen (1921) despertou o interesse de diversos
pesquisadores que expandiram o uso deste as mais diversas dreas, a exemplo Landahl (1953) que
aplicou o método da integral simples no campo da biofisica para andlise do espalhamento de um
concentrado, Merk (1954) utilizou este em um processo de fusdo bidimensional em regime
permanente € Goodman (1964) devota todo um capitulo na utilizacio do método da integral

simples na resolucdo de problemas de transferéncia de calor em regime transitorio.

Como observa Ozisik (1980), quando uma equacio diferencial parcial é resolvida por um
método exato numa regido submetida a condi¢des de contorno e condi¢d@o inicial especificada, a
solugdo obtida é valida em todos os pontos da regido considerada. No entanto, quando a equagao

€ resolvida com método integral, a solu¢do € satisfeita apenas na média para a regido considerada.

De modo a sistematizar a aplicacio do método da integral simples Milanez (1982)
descreveu um algoritmo de quatro passos para a aplicagdo deste método em problemas de
conducdo unidimensional em regime transitério sem geracdo interna de energia. Os passos
descritos pelo referido autor serdo aqui reproduzidos integralmente para a condugdo do calor, a

saber:

1. A equagdo diferencial da condugdo do calor € integrada ao longo de uma distancia

fenomenoldgica &(t), chamada de espessura térmica a fim de remover da equacéo

11



diferencial a derivada em relagdo ao espaco. A espessura térmica € definida como a
distancia além da qual ndo existe fluxo de calor. Desta forma, a distribui¢@o inicial de
temperatura permanece a mesma a partir de §(t). A equacdo resultante é chamada
“equacdo da energia”.

2. Um perfil adequado é escolhido para a distribuicdo de temperatura ao longo da
espessura térmica. Um perfil polinomial em geral € escolhido para este propdsito. A
experiéncia mostra que nio existe ganho significativo para polindmios de grau
superior a 4. Os coeficientes do polindmio sdo determinados em fun¢do da espessura
térmica §(t) pela aplicacdo das condi¢cdes de contorno reais.

3. Quando o perfil de temperatura assim obtido € introduzido na equacdo integral da
energia e sdo executadas as operacdes indicadas, obtém-se uma equacdo diferencial
ordindria para a espessura térmica §(t) em funcido do tempo; a condi¢do apropriada é
6(t) =0para t =0.

4. Uma vez conhecida §(t), a distribui¢do de temperatura é obtida em func¢do do tempo

e da posi¢do do meio.

3.3.1 Aplicacio do Método da Integral Simples

Considerando inicialmente o problema da camada limite definido na secdao (3.1) e
integrando a equagdo da quantidade de movimento (3.1) ao longo da distancia fenomenolégica

tem-se:

6(x) azu 5(x) ou 6(x) ou
— = —_— —dy. 3.26
fo vayzdy fo uaxdy+f0 vay y (3.26)

O desenvolvimento da equacdo (3.26) com o auxilio da equacdo da continuidade (3.2)

resulta em

ou d [ o™
— - — . 3.27
v y(O) Uo (U — Wu dy l (3.27)

A equacdo anterior também é conhecida como equacdo integral da quantidade de

movimento da camada limite. A substituicdo dos perfis de velocidade determinados na secao
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(3.2) em (3.27) leva a obtencdo das seguintes equacdes diferenciais dadas na Tabela 3.2, as quais

devem ser resolvidas com a condi¢io inicial dada por §(0) = 0.

Tabela 3.2 EDOs Obtidas com o Método da Integral Simples

Perfil de Velocidade Equacao Diferencial Solugdo
Ordinéria
u y 2 dé 15v 30
—2(2Y_(Z — = vx
(uoo) 2(3)- ) 5 = .
u 3.y 1,3 dd 140v
=—(Z)=-Z(Z —_— = 21,53vx
(uoo) 2(5)-25) 8 & = 13u, >
u y "3 o nd dé 630v
—1=2(Z)=2(Z Z —_— = 34,05vx
(uoo) 2 (6) 2 (6) + (6) 8(x) dx 37u, ”

Os resultados apresentados na Tabela 3.3 mostram o desempenho do método da integral

simples para o célculo da tensdo de cisalhamento na superficie e da espessura da camada limite

para cada um dos perfis anteriormente selecionados.

Tabela 3.3 Avaliagdo do Método da Integral Simples

Perfil de Velocidade Espessura da Tensdo de
v Camada Limite Cisalhamento Local
Uco
8(x) /Jvx Jus, 7o (1) /p/vud,/x
Y Vi 2 5,47 0,365
-=2(5)-(5)
u 3,y 1,3 4,64 0,323
o =220
u\ oy e o nd 5,83 0,343
(g) =2(3)-2(3) +(3)
Solucdo Exata 5,00 0,332
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A andlise da Tabela 3.3 mostra boa coeréncia entre o método da integral simples e a
solu¢do exata. Além disso, deixa evidente a influéncia da utilizagdo de perfis polinomiais de
maior grau para a obtencdo de melhores aproximagdes. Como se observa o aumento do grau
favorece o cédlculo da tensdo de cisalhamento na superficie, e no cdlculo da espessura da camada
este aumento prejudica a precisdo. Isto se deve ao nimero de condi¢des de contorno impostas ao

perfil envolvendo a espessura da camada limite.
3.4 Método da Integral Dupla

Desenvolvido por Volkov (1965), o método da integral dupla consiste em um refinamento
do método de Karman-Pohlhausen (1921). Tendo como ponto de partida em seu trabalho um
estudo criterioso sobre o0 método da integral simples, Volkov (1965) realiza diversas observagoes
sobre o método da integral simples, indicando quais condi¢des devem ser satisfeitas para se obter
bons resultados e qual a principal fonte de erros associada a ele. De modo a facilitar as

observacgoes feitas Volkov (1965), € necessdrio retomar a equacdo integral da quantidade de

movimento que € obtida apds a aplicacdo do método de Karman-Pohlhausen,

d [ o™ ou
Tx Uo (U —wWu dy | = VE(O) ) (3.28)

Segundo Volkov (1965), a eficdcia do método aparece quando a integral do lado esquerdo
de (3.28) ndo muda muito em valor, ou seja, quando os integrandos diferem pouco do valor real,
estando a principal fonte de erros associada a necessidade de se diferenciar o assumido perfil de
velocidade u, no cdlculo do vetor gradiente, uma vez que a operagdo de diferenciacdo amplifica

quaisquer diferencas entre a funcdo u e a solugdo analitica exata.

Volkov (1965) propde que o método poderia ser melhorado se o lado direito de (3.28) fosse
expresso através de uma relacdo integral da fun¢do assumida para o perfil de velocidade, uma vez
que melhorias decorreriam da eliminacdo da diferenciacdo, que ndo apareceria mais diretamente,

mas apenas como parte do integrando.
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De modo a eliminar o cédlculo da derivada no contorno, Volkov (1965) sugere que a
equacdo da quantidade de movimento fosse integrada duas vezes sendo a primeira integracao
realizada no interior do dominio e a segunda integracdo ao longo da espessura da camada limite,

obtendo assim uma nova equacgdo integral da quantidade de movimento.

5(x) 6(x) 6(x) rx ou
f f v—dy dy = f f u—dydy +f f v——dydy. (3.29)
0 o 0y

O célculo da primeira integral de (3.29) permite que o termo v (x 0) seja colocado

em evidéncia.

5(x) ou 5(x) ou
v—I(x,y)d —f v—I(x,0)d
-fo dy Y2y 0 dy Y
f5(X) 0 [fy , 5x) 5 y
= — udyldy—f u—Uudyl dy.
o Ox|J, 0 ox [Jo

Volkov (1965) entdo recomenda que o termo v (x 0) fosse calculado através do

(3.30)

método da integral simples como uso da relagdo em (3.28), obtendo assim completa formulagdo

de seu método.

fa(x) ou 5(x) 4 &(x)
v—I(x,v)d —f —U (U —wWu d ld
. dy yay . dx |J, y y

5() g y 5 5 y
= — 2 —_— —_—
[ al[wsfor (e[ o] o

Importante notar que o método desenvolvido realiza melhorias que vao além da

(3.31)

determina¢do implicita do vetor gradiente no contorno, pois ao se calcular o primeiro termo do
lado esquerdo de (3.30) observa-se pelo uso do Teorema Fundamental do Célculo que niao ha

perdas nas caracteristicas inicias do perfil de velocidade uma vez que:

5() gy
f Vo (x y) dy = v[u(8(x)) — u(0)]. (3.32)
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Originalmente aplicada ao problema da camada limite, a técnica desenvolvida por Volkov
(1965) pode ser estendida de modo totalmente andlogo a resolu¢do de problemas de transferéncia
de calor em regime transitorio. Assim, de modo a organizar a aplicacdo do método a este tipo de
problema, o algoritmo a seguir descreve os passos fundamentais para este tipo de aplicacdo. Cabe
observar que, em caso onde ocorra geracdo interna de energia ou variacao das propriedades com

a temperatura pequenas alteracdoes devem ser feitas em sua estrutura.

Algoritmo do Método da Integral Dupla

1. Uma primeira integracdo na equac¢do diferencial da condu¢do do calor € realizada em
relacdo a x no interior do dominio, ou seja, t€ém-se como extremo de integracdo os
valores x = 0 e x = x, esta primeira integragdo tem o intuito de explicitar o vetor
gradiente em x = 0.

2. Assim como no método da integral simples, deve-se escolher um perfil para a
distribuicdo de temperatura, sendo que este deve satisfazer as condi¢des de contorno
do problema a ser resolvido. Como mostra a literatura, ndo ha ganho significativo na
utilizacdo de perfis com grau maior do que trés.

3. Deve-se analisar a condi¢do de contorno em x = 0 e, caso se tenha uma condi¢cdo de
segunda espécie, esta ndo precisa ser aproximada implicitamente através do método
da integral simples. Caso contrério, deve-se fazer uso da Sub-Rotina de tratamento da

Condicdo de Contorno descrita a seguir.

Sub Rotina de Tratamento da Condicdo de Contorno

3.1 Considera-se novamente a equacdo da condugdo do calor e aplica-se o
algoritmo do método da Integral Simples de modo a se determinar
implicitamente o gradiente na superficie.

4. Substitui-se o perfil de temperatura obtido no passo 2 e realiza-se a segunda
integracdo ao longo da distancia fenomenoldégica 6(t) com a finalidade de remover
da equacdo da conducdo a derivada parcial em relagdo ao espaco.

5. Obtém-se a equacgdo diferencial ordindria para espessura térmica §(t), a qual deve ser

resolvida com condig¢do inicial adequada dada por §(0) = 0.
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6. Uma vez conhecida 6(t), a distribuicdo de temperatura € obtida em fungdo do tempo

e da posi¢do do meio.
3.4.1 Aplicacdo do Método da Integral Dupla ao Problema da Camada Limite.
Considerando inicialmente o problema da camada limite definido na secdao (3.1) e
realizando uma dupla integracdao em relacdo a y na equagdo da quantidade de movimento. Sendo

a primeira integracdo no interior do dominio e a segunda ao longo da espessura da camada limite

tem-se,

5x) ry 92y 5x) rYy  Au 5 Y Ju
f fv—dydy f fu—dydy+f fv—dydy (3.33)

Desenvolvendo a expressao (3.33) com o auxilio da equacao da continuidade (3.2), resulta:

f5(X) ou 5() gy
v—I(x,y)d —f v—I(x,0)d
0 dy d 0 dy Y

f5(X) 0 [fy , 5x) 5 y
= — udyldy—f u—Uudyl dy .
o Ox|J, 0 ox [Jo

Realizando o tratamento da derivada no contorno através do método Karman-Pohlhausen,

(3.34)

tem-se:

ou d [ (°@®
— VE(O) =2 Uo u(ue —u) l (3.35)

Voltando com a equagdo (3.35) em (3.34):

fa(x) ou 5 g [ 6@
v—_(x,y) dy—f —U (U — WU dyldy
0 dy o dx|Jg

f5(X) 0 [fy , 5x) 5 y
= — udyldy—f u—Uudyldy.
o Ox|J, 0 ox [Jo

(3.36)
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A substituicdo dos perfis de velocidades dados na Tabela 3.2 na equagdo (3.36) resulta nas
seguintes equacoes diferenciais ordindrias (Tabela 3.4), as quais devem ser resolvidas com a

condigdo inicial de 6(0) = 0.

Tabela 3.4 EDOs Obtidas com o Método da Integral Dupla

Perfil de Velocidade Equagdo Diferencial Ordindria Solugdo
u y Y\ 2 90 v dé
V=9 (ZY_(Z R — 25,71vx
(uoo) 2(3)- ) 7y i
u 3.9\ 1,y\3 128v dé(x) 23,27vx
() =26)-26) T, ~ % w
u y A A 12600v dé(x)
—\V=92(ZY_92(Z Z o - 32,60vx
(uoo) 2(5)-2(3) +(5) 7730, - 0 gy ——

Assim como no artigo original de Volkov (1965), neste trabalho também se adotardo como
parametros de avaliac@o o calculo da espessura da camada limite e da tensdo de cisalhamento na
superficie. A Tabela 3.5 mostra o cédlculo dos pardmetros anteriores para cada um dos perfis
adotados.

Tabela 3.5 Avaliagdo do Método da Integral Dupla

Perfil de Velocidade Espessura da Tensao de Cisalhamento
Camada Limite na Parede
() 8(x) /{vx Ju., To(x)/p/viid /x
Uy
u .y ¥\2 5,07 0,338
=233
u 3.\ 1.3 4,82 0,336
e, ~26)36)
uy\ sy 3 o nd 5,70 0,334
(g) =2(3)-2(3) +(3)
Solucdo Exata 5,00 0,332
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Como pode ser observado, o método da integral dupla é capaz de fornecer uma boa
aproximacgdo tanto para a tensdo de cisalhamento quanto para a espessura da camada limite. No
entanto, cabe ressaltar que uma aproximacgdo polinomial de maior grau gera melhores resultados
para o cdlculo da tensdo de cisalhamento, ao passo que este aumento ocasiona a perda de precisdao
para o célculo espessura da camada limite. Este comportamento se deve ao fato de que a obtengdo
de aproximagdes polinomiais de maior grau requer um maior nimero de condi¢des de contorno e
consequentemente um maior nimero de restricdes a ser satisfeita pelo polindmio. Neste caso, os
perfis polinomiais foram determinados em fung¢do de uma unica condi¢do de contorno na
superficie e de quatro condi¢des de contorno em §(x), ou seja a um maior nimero de restricdes

envolvendo a espessura camada limite.

3.5 Avaliacio Comparativa dos Métodos Integrais

Esta secdo tem como objetivo apresentar e comparar os resultados obtidos por ambos 0s
métodos integrais nos cdlculos da tensdo de cisalhamento na superficie e da espessura da camada
limite. A Tabela 3.6 mostra os resultados obtidos no calculo da tensdo de cisalhamento para o
método da integral dupla e integral simples. Como pode ser observado, para todos os perfis
selecionados, o método de Volkov (1965) foi capaz de fornecer melhores aproximagdes do que o
método Karman-Pohlhausen. Além disso, pode-se observar que no calculo da espessura da
camada limite, o método de Volkov (1965) possui baixa sensibilidade quanto a escolha do perfil,
pois uso de um polindmio quadratico gerou um erro de 1,8% ao passo que o método de Karman-
Pohlhausen com um perfil de grau quatro o erro foi de 3,38%, muito maior que o método da

integral dupla.
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Tabela 3.6 Avali¢dao dos Métodos Integrais no Calculo da Tensdo de Cisalhamento

Perfil de Velocidade Espessura da Camada Limite
(i) 5(x) /\Jvx Ju,
Uoo MIS Erro MID Erro
(Y Y\2 5,47 9,4% 5,07 1,4%
=233
u E(X) _1(2)3 4,64 7,2% 4,82 3,6%
U, 2\8/ 2\8
u\ oy ASA L 5,83 16,6% 5,70 14,0%
(g) =2(3)-2(3) +(3)
Solucdo Exata 5,00

A Tabela 3.7 mostra o cédlculo da espessura da camada limite para ambos os métodos
integrais. Pode-se observar que método da integral dupla foi capaz de fornecer melhores
resultados que o método da integral simples para todos os perfis selecionado. Além disso, este

também foi capaz de reduzir os erros no uso de polindmios de maior grau.

Tabela 3.7 Avali¢dao dos Métodos Integrais no Calculo da Espessura da Camada Limite

Perfil de Velocidade Tensao de Cisalhamento na Parede
u To(x)/py/vud, /x
<_) MIS MID
U
_ (y) (}’)2 0,365 9,93% 0,338 1,8%
U, \6 8
u 3 (y) 1 (y)3 0,323 2,7% 0,336 1,2%
u, 2\8/ 2\¢6
uy\ sy Y\ 3 4 0,343 3,31% 0,334 0,6%
(g) =2(3)-2(3) +(3)
Solu¢do Exata 0,332
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4 Aplicacao do Método da Integral Dupla em Problemas de Transferéncia de

Calor.

Este capitulo tem como objetivo estender o uso do método da integral dupla desenvolvido
por Volkov (1965) a problemas de condugdo de calor unidimensional em regime transitorio.
Todos os casos aqui estudados foram extraidos do capitulo “Application of Integral Methods to
Transient Nonlinear Heat transfer” escrito por Theodore R. Goodman (1964). Neste trabalho, o
referido autor aplica o método da integral simples a diversos problemas de transferéncia de calor
envolvendo um corpo semi-infinito, e compara suas solu¢cdes aproximadas as solugdes exatas

presentes na literatura ou quando estas ndo forem possiveis, a respectiva solucdo numérica.

A escolha do trabalho de Goodman (1964) como ponto de partida deste capitulo se justifica
pelo fato que, ao se aplicar o método da integral dupla, o tratamento das condi¢cdes de contorno
deve ser feito através do método da integral simples. Deste modo o trabalho de Goodman (1964)
serve como referéncia no tratamento das condi¢des de contorno. Além disso, de modo a avaliar e
convalidar os resultados obtidos neste trabalho, estes serdo comparados tanto com as solugdes
analiticas, quanto com as solucdes de Goodman (1964) e quando conveniente com a solug¢do

numérica.

Ao todo foram selecionados seis casos do capitulo escrito por Goodman (1964) e, para cada
um deles o método da integral dupla foi aplicado, fazendo-se uso de perfis polinomiais quadrético
e cubico. No entanto, na resolucdo de alguns problemas, foram utilizados perfis especificos
recomendados por Goodman (1964). O uso de diferentes tipos de perfis tem como objetivo
mostrar a influéncia do aumento no grau do polindmio na obtencdo de solucdes de melhor
precisdo. Além disso, pode-se mostrar que o método da integral dupla é capaz de gerar melhores

solu¢des com perfis quadraticos do que o método da integral simples com perfis cubicos.

Os problemas selecionados do trabalho de Goodman (1964) foram:

1) Placa Semi-Infinita com Condi¢do de Contorno de Primeira Espécie

2) Placa Semi-Infinita com Condicao de Contorno de Segunda Espécie
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3) Placa Semi-Infinita com Condicao de Contorno de Terceira Espécie

4) Placa Finita com Condi¢des de Primeira e Segunda Espécies

5) Placa Semi-Infinita com geragdo interna.

6) Placa Semi-Infinita com Condicio de Contorno de Primeira Espécie e

Propriedades Variando com a Temperatura.

Todos os problemas anteriormente citados foram resolvidos seguindo o roteiro dado abaixo.

1) Definicao do Problema: Consiste na descricdo da situagdo fisica a ser resolvida,
identificando as condi¢des de contorno, bem como as particularidades de cada
problema.

2) Obtencao dos perfis Polinomiais Quadratico e Cuabico: A obtencido dos perfis
foi feita considerando inicialmente cada um deles em sua forma candnica, seguida
pela aplicacdo das condigdes de contorno para a determinagdo de suas constantes.

3) Aplicacado do Método da Integral Dupla: Realizada para cada um dos
problemas, com o uso dos perfis quadrético e cubico.

4) Avaliacao dos Resultados: Consiste em comparar a solucdo aproximada obtida
com o método da integral dupla, com as solugdes exatas presentes na literatura,
assim como as solucdes aproximadas apresentadas por Goodman (1964) com o

método da integral simples e, quando conveniente, com a solu¢do numérica.

A Tabela 4.1 mostra as propriedades termofisica do metal de teste que sera utilizado no

decorrer do trabalho.

Tabela 4.1 Propriedades Termfisicas do Metal de Teste

Condutividad Densidade Calor Difusividade
e kg/m?3 Especifico m? /s
W/m.K J/kg.K
14.9 7900.0 477.0 3.95x10°¢
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4.1 Placa Semi-Infinita com Condicao de Contorno de Primeira Espécie

Tendo inicialmente uma placa semi-infinita que se estende ao longo do eixo x > 0 que tem
distribuicdo de temperatura inicial de zero grau Celsius sendo que em sua fronteira em x = 0 é
especificada uma temperatura T;. Deste modo o sistema fisico estd bem determinado e seu

modelo matematico € dado por:

0°T 0T
oOQ— =

il 0 4.1)
oz 3t x>0,t>

As trés condi¢des de contorno naturais para o problema sdo:

T(0,t) =T, 4.2)
T(5,t)=0¢e 4.3)
o 5,6 =o. (4.4
0x

No entanto, para a obten¢do de resultados com perfil cibico de temperatura é necessaria
uma quarta condicio de contorno a qual pode ser obtida derivando-se parcialmente em relacdo a t
a condi¢do de contorno dada por (4.3) e em seguida avaliando-se a equacdo (4.1) no ponto (6, t),

obtendo assim

0°T
W (5, t) = 0. (45)

A condi¢do de contorno anterior (4.5) também ¢é chamada de condi¢do de suavizagdo,
porque ela tende a fazer o perfil ir se igualar com a temperatura inicial. Por fim, a condi¢do

inicial € igual a
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T(x,0) =0, x = 0. (4.6)

4.1.1 Obtencao do Perfil Quadratico e Cibico

A obtencdo dos perfis polinomial quadrético e cubico sera feita considerando inicialmente
cada um deles em sua forma canOnica seguida pela aplicacdo das condi¢des de contorno. O
nimero de condi¢des a serem impostas € dado por n + 1 em que n € o grau do polindmio. Para o
perfil quadrético as condi¢des utilizadas sdo (4.2), (4.3), (4.4). Ja para o perfil cibico sdo as

condicdes anteriores mais a condi¢ao adicional dada pela equagao (4.5)

Perfil Quadratico

Um perfil polinomial quadrético assume a forma geral de

T(x) = By + Pix + Brx2. 4.7

Ao se imporem as condi¢cdes anteriormente mencionadas determinam-se as constantes do

polindmio.

Bo =T, 4.8)

fr=—5e 4.9)
T.

fr =5 (4.10)

Pode-se mostrar que o perfil quadratico (4.7) assume a forma de:
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T(x,t) =T, (1 - %)2. A.11)

Perfil Cabico

Considerando inicialmente o perfil cibico em sua forma candnica (4.12) e em seguida

aplicando-se as condi¢des de contorno dadas por (4.2), (4.3), (4.4) e (4.5) tem-se:

T(x) = Bo + P1x + Brx? + B3x3. (4.12)

Efetuando as operagdes anteriormente descritas obtém-se:

Bo =T, (4.13)
B, = _%, (4.14)
B, = % e (4.15)
g, = _%_ (4.16)

Com algumas manipula¢des algébricas, pode-se mostrar que o perfil quadratico (4.11)

assume a seguinte forma:

3

T =T, (1- %) . 4.17)

4.1.2 Aplicacio do Método da Integral Dupla Com perfil Quadratico e Ciibico

Ap6s o problema ter sido definido na sessdo (4.1) e os perfis polinomiais terem sidos

obtidos em (4.1.1), nesta parte o método da integral dupla serd aplicado a cada um dos perfis,
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onde inicialmente serd feita a aplicacdo para o caso quadritico bem como a avaliacdo de seu

desempenho e, utilizando-se da mesma metodologia, serd feita a aplicacdo com perfil cubico.
Aplicacao com Perfil Quadratico
Considerando inicialmente a equagdo da conducdo (4.1) e realizando uma dupla integragcdo

em relacdo a x, sendo os extremos de integracdo de 0 a x na primeira integral e de 0 a §(t) na

segunda integral, resulta em :

5(t) rx
I
0 0

Calculando separadamente cada uma das integrais da equagdo (4.18) e trabalhando

92T 8(t) rx 9T
dx dx = f —dx dx. (4.18)
0x? o Jo ot

primeiramente com o lado esquerdo da expressdo tem-se.

8(t) (x g2 8t T 8t T
f f a—— dx dx = f a—(x,t)dx—f a—(0,t) dx (4.19)
0 o Ox 0 ox 0 ox

O célculo da primeira integral do lado direito de (4.19) € feita de modo direto substituindo-

se o perfil quadrético e executando as operagdes

5(t) aT
f a—(x,t)dx = —T,«a (4.20)
0 ox

Para o célculo da segunda integral dada na equacgdo (4.19) € necessério o uso do método da
. . ] . T
integral simples uma vez que o termo é (0,t) deve ser determinado implicitamente. Sendo

assim, aplicando o método da integral simples na equacdo da condugdo (4.1), tem-se:

6(t) 92T 6(t) oT
- — - 4.21
fo aaxz dx fo 5t dx e ( )
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6(t) aT

o1 o1
— q— = — i 4.22
aax (6,t) — «a I (0,t) fo i dx ( )

Considerando a condi¢@o de contorno (4.4) e substituindo-se o perfil polinomial quadratico

dado em (4.11) no lado direito da equagdo (4.22) resulta em.

oT T.dé
—a—(0,t) ==

=" 4.23
0x 3dt’ ( )

Substituindo o resultado obtido em (4.23) na segunda integral de (4.19), esta pode ser

calculada completamente.

5 SO T ds T ds
—-—a— = S == —_— 4.24
fo a x(O, t) dx fo T dx 3 5(t) o (4.24)

Voltando com os termos (4.20) e (4.24) em (4.19) resulta em

8O rx g2 T as
f f a dx dx = —aT, + =5(t) —, (4.25)
o Jo 3 dt

J0x?

e trabalhando com o termo do lado direito de (4.18) e aplicando o Teorema de Leibniz tem-

Se:

6 rxgT ds(t) (8(b)
el — -~ 4.26
fo fo ot dxdx =2Ts dt (12) (4.26)

A substituicdo das expressdes (4.25) e (4.26) em (4.18) resulta na equagdo diferencial

ordindria dada a seguir.

6a = 5(1:)%” com (4.27)
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§(0) =0, (4.28)

cuja solugdo é

5(t) =V12at. (4.29)

Com a fung¢do §(t) determinada, basta substitui-la no perfil assumido para a distribui¢do de

temperatura obtendo assim a completa determinagdo desta.

T(x,t) =T, (1 - (4.30)

x 2
\/120(1:) '
4.1.3 Resultados com Perfil Quadratico

De modo a avaliar o desempenho do perfil quadratico, serd utilizado o metal de teste

anteriormente selecionado, calculando inicialmente o fluxo térmico na superficie com o uso da lei

de Fourier,

(L)T
0= 2k _\Wi2) @ (4.31)
ox = V12at Vat

A Tabela 4.2 mostra o perfil de temperatura para o método da similaridade, método da
integral simples e método da integral dupla. No cdlculo do fluxo térmico (Tabela 4.2) pode-se

observar que as aproximagdes feitas pelos métodos integrais diferem do método da similaridade

apenas por uma constante. Enquanto o método analitico exato fornece como constante /1/m =

0,5642, o método da integral dupla fornece \/% = 0,5773, ao passo que o método da integral

simples com perfil cibico resulta em /3/8 = 0,6123. A comparacdo dos resultados deixa

evidente a superioridade do método da integral dupla em relacdo ao método de Goodman (1964).
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Tabela 4.2 Avaliagdo do Fluxo na Superficie com Perfil Quadratico

Método Perfil d;;l“xer;l)p eratura Fluxo Térmico x = 0 Erro Relativo
X
Similaridade T, (1 — erf (—)) (J1/m) Tsk 0%
2Vat Jat
=)
2 —— | kT
Integral Dupla T, (1 — f) ( 12 ° 2,3%
) m
Integral Simples T (1 X )3 Tsk(w/3/8) 8 5
Perfil Cubico $ V24at Jat » 270

A Figura 1 mostra o perfil do fluxo térmico na superficie ao longo dos cem segundos
iniciais, para cada um dos métodos dados em Tabela 4.2. Como esperado, hd maior concordancia
entre a solucdo analitica (linha continua) e o método da integral dupla (linha tracejada) uma vez

que esta difere da solucdo por similaridade apenas em 2,3%, ao passo que a solu¢do de Goodman

difere em 8,5%.

Figura 1Avalia¢do do Fluxo na Superficie com Perfil Quadratico
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Linha Continua: Método de Similaridade (Carslaw & Jaeger, 1959),
Linha Tracejada: Método Integral Dupla - Perfil Quadratico,
Linha Pontilhada: Método Integral Simples - Perfil Cubico (Goodman, 1964).




As figuras a seguir tém como objetivo mostrar a influéncia do tempo na precisao do método
da integral dupla, uma vez que intervalos de tempos maiores ocasionam maiores distancias de
penetracdo e consequentemente um maior dominio a ser percorrido por uma mesma aproximagao
polinomial. Deste modo, inicialmente serd feita uma andlise da distribuicdo de temperatura e do
fluxo térmico ao longo da placa no instante de tempo de um segundo, e de modo andlogo,

também serd feita a andlise para o instante de tempo de 3600 segundos.

Nas Figuras (4-2) e (4-3) apresentam-se respectivamente a distribuicao de temperatura e do
fluxo térmico no instante de tempo igual a 1 segundo ao longo do corpo. Pode-se observar na
Figura 2 que o perfil de temperatura dado pelo método da integral dupla (linha tracejada) gera
uma melhor aproximacdo em relacdo a solucdo analitica exata (linha continua), quando
comparada a solu¢do dada por Goodman (1964). Cabe observar que em x = 0,005m a solucdo
do método da integral dupla cruza a solugdo analitica e, como consequéncia deste
comportamento, a Figura 3 mostra que neste mesmo ponto, ocorre 0 maior erro na aproximagao

do fluxo térmico entre o método da integral dupla e a solu¢do por similaridade.

De modo andlogo, as figuras (4-4) e (4-5) mostram respectivamente a distribuicdo de
temperatura e do fluxo térmico ao longo da placa para o instante de tempo de 3600 segundos. Ao
se comparar as Figuras (4-2) e (4-4), observa-se que nao houve perda de precisdo de ambos os
métodos integrais, uma vez que estes conservaram as mesmas caracteristicas do instante ¢ = 1s.
Assim, como no caso anterior, também se pode observar (Figura 4) que a solu¢do do método da
integral dupla cruza a solucdo do método da similaridade no ponto x = 0,3m, e neste mesmo
ponto a Figura 5 mostra que a aproximacao do fluxo térmico feita pelo método da integral dupla é

a mais grosseira em todo o dominio considerado.
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Temperatura (C)

Figura 4 Distribui¢do de Temperatura com Perfil Quadrético e Fronteira de Primeira Espécie t=3600
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Figura 5 Fluxo Térmico ao Longo da Placa no Instante 3600s
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a) Aplicacio com Perfil Ciabico

Considerando novamente a equacdo da conducgdo (4.1) e integrando esta equagdo duas
vezes em relacdo a x, sendo os extremos de integracdo de 0 a x na primeira integracdo e de 0 a

6(t) na segunda, tem-se

92T 6(t) rx T
dx dx = f —dx dx, (4.32)
0x? o Jo ot

5(t) rx
I
0 0

Trabalhando separadamente com cada um dos termos dados na equagdo (4.32) e

inicialmente com o lado esquerdo, vem:

M) rx g2 5@ /T J0) oT
f f as—dx dx = f a—I(x,t) + f —a—(0,t) dx. (4.33)
0 o Ox 0 0x 0 0x

O célculo da primeira integral do lado direito de (4.33) € feito com a substitui¢do direta do

perfil cibico na derivada parcial e posterior integragao:

50 T

f a—dx = aT(5) —aT(0) = —aT,. (4.34)
0 ox

Para o célculo da segunda integral dada em (4.34) deve se fazer uso do método da integral

simples, pois o termo Z—i (0,t) € determinado implicitamente. Desse modo, aplicando-se o

método da integral simples na equacao (4.1) resulta

6(t) 92T 6(t) oT
_ a 4.35
afo p dx fo o dx e (4.35)
oT oT M T
_ o _ 9 dx. 4.36
as- (6,0 - a5-(0,0 fo —odx (4.36)

Desenvolvendo a dltima expressao, tem-se:
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oT T,
—aa(o, t) = Z <E) (437)

Substituindo a expressao (4.37) no segundo termo de (4.33):

SO SOT, /ds T.5(t) /ds
g — — = =) 4.38
fo oy (0D dx fo 4 (dt) dx=—3 <dt) (+:39)
Voltando com (4.38) e (4.34) em (4.34) resulta em
8(t) T.5(t) (dé
f f a—dx dx = —aT, + 54() <E)' (4.39)

Trabalhando com o termo do lado direito de (4.32) e efetuando a substituicdo do perfil

cubico (4.17) com o uso do Teorema de Leibniz tem-se.

f‘“f) X 9T _3T,8d6 (4.40)
0

. Ot d 20 dt’

Substituindo-se as expressdoes dadas em (4.39) e (4.40) em (4.32) resulta na seguinte

equacdo diferencial ordindria dada a seguir:

aéd
10a = 6 — com (4.41)
dt

5(0) =0, (4.42)

cuja solugdo pode ser facilmente obtida:

§(t) =+/20at. (4.43)
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Com a funcdo §(t) determinada, basta substitui-la no perfil assumido de distribuicdo de

temperatura para sua completa determinagao.

T(x,t) =T (1 - (4.44)

4.1.4 Resultados com Perfil Ciabico

O mesmo procedimento adotado para avaliacdo do perfil quadratico também serd adotado
ao perfil cubico. Deste modo, calculando inicialmente o fluxo térmico na superficie com o uso

da lei de Fourier, tem-se:

3
9T _ 20Ty (4.45)
0x Vat

A Tabela 4.3 mostra as func¢des de distribui¢do de temperatura e o cdlculo do fluxo térmico
na superficie para o método da similaridade, integral simples e integral dupla. Como se observa,

as aproximagdes do fluxo feitas pelos métodos integrais diferem do método da similaridade

apenas por uma constante. Enquanto o método analitico exato fornece uma constante de /1/m =

0,5642,0 método da integral dupla fornece \/% = 0,5773, ao passo que o método da integral

simples tem /3/8 = 0,6123.

Tabela 4.3 Avaliagdo do Fluxo na Superficie com Perfil Ctibico

Método Perfil de Temperatura | Fluxo Térmico em Erro
T(x,t) x=0 Relativo
Similaridade T, (1 _ erf( X )) (J1/m) Tk 0%
2V/at Jat
Integral Dupla x\3 ( 3 ) kT 18,8%
r,(1-3) N
Vat
- 3
Integral Simples T, (1 X ) Tsk( /3/8) 8,5%
24at Jat
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A comparacdo dos resultados (Figura 4-6) deixa evidente que o método da integral dupla

aproxima de modo grosseiro o fluxo na superficie.

Figura 4-6 Avalia¢do do Fluxo na Superficie com Perfil Cibico
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Linha Continua: Método de Similaridade (Carslaw & Jaeger, 1959).
Linha Tracejada: Método Integral Dupla - Perfil Ctibico
Linha Pontilhada: Método Integral Simples - Perfil Ctbico (Goodman, 1964).

Nas Figuras (4-6) e (4-7) t€m-se respectivamente a distribui¢cdo de temperatura e do fluxo
térmico no instante de tempo igual a 1 segundo. Pode-se observar uma boa precisdo do método da
integral dupla tanto na aproximacao da distribuicdo da temperatura quanto do fluxo térmico ao
longo do corpo. Contudo, nos pontos x = 0,0025 e x = 0,0065 (Figura 6), a solu¢do do método
da integral dupla cruza a solucdo do método da similaridade, este comportamento se deve ao
modo com que a aproximagdo do fluxo estd sendo feita de maneira grosseira como mostrado na

Figura 7, nos respectivos pontos.
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Figura 6 Distribuicao de Temperatura para o Instante de 1 segundo
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Linha Pontilhada: Método Integral Simples - Perfil Cubico (Goodman, 1964).

Figura 7 Fluxo Térmico ao Longo da Superficie para t=1 segundo
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Linha Pontilhada: Método Integral Simples - Perfil Cuibico (Goodman, 1964).
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As Figuras (4-8) e (4-9) mostram a distribuicao de temperatura e do fluxo térmico para o
instante t = 3600s. Como pode ser observado, ndo houve perda de precisdo de ambos os
métodos integrais, uma vez que estes mantiveram as mesmas caracteristicas do instante ¢ = 1s.
Assim como no caso anterior, também se observa (Figura 8) que a solucdo do método da integral
dupla cruza a solu¢do do método da similaridade em dois pontos x = 0.16 m e x = 0.35m. Este
comportamento se deve ao fato de que a aproximacao do fluxo estd sendo feita de modo grosseiro

como observado na Figura 9, para os respectivos pontos.

Figura 8 Distribui¢do de Temperatura com Perfil Ciibico e Fronteira de Primeira Espécie em 3600s
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Linha Pontilhada: Método Integral Simples - Perfil Ctibico (Goodman, 1964).
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Figura 9 Fluxo ao Longo da Superficie no Instante 3600
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Linha Tracejada: Método Integral Dupla - Perfil Ctibico
Linha Pontilhada: Método Integral Simples - Perfil Ctibico (Goodman, 1964).

4.1.5 Solucdo Numérica

Nesta se¢do as solugdes apresentadas pelo método da integral dupla com perfil quadratico e
cubico serdo comparadas, com a solu¢do numérica obtida com o método dos volumes de controle
(Apéndice A). Nas Figuras (4-10) e (4-11) tém-se respectivamente a distribuicdo de temperatura
e do fluxo térmico ao longo do corpo para instante de tempo t = 3600s. Como mostra a Figura
10, ha uma boa concordancia entre o método da integral dupla e o método numérico na
determinacdo perfil de temperatura. Assim como na comparacdo com a solu¢do analitica, o
método da integral dupla também cruza a solu¢do numérica, sendo uma vez com o perfil
quadratico e duas vezes com o perfil cibico. Este comportamento se deve a aproximacao
grosseira realizada pelo método da integral dupla, na aproximacdo do fluxo nos respectivos

pontos.
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Figura 10 Solu¢do Numérica (Distribuicdo de Temperatura em t=3600s)
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Linha Pontilhada: Método Integral Dupla- Perfil Cubico .

A Figura 11 mostra a distribuicdo do fluxo térmico ao longo do corpo, para cada um dos
métodos anteriores. Como se observa, ha melhoras significativas na aproximacdo do fluxo
térmico ao se utilizar uma aproximacdo cubica em vez de uma aproximacgdo quadritica,
melhorias estas que refletem diretamente na distribuicdo de temperatura, como mostrado na
Figura 10.

Figura 11 Fluxo Numérico ao Longo da Placa em t = 3600s

w
2
m
/

Flux

8

!
//

%

. I 1 e T N
10 e T T Ty \“-\_» _______________ |
. —

0 0.1 02 03 04 05 06

Distancia da Superficie (m)
Linha Continua: Solugdo Numérica (Método de Volumes de Controle)
Linha Tracejada: Método Integral Dupla - Perfil Quadratico
Linha Pontilhada: Método Integral Dupla- Perfil Ctibico
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4.2 Placa Semi-Infinita com Condi¢ao de Contorno de Segunda Espécie

Consideremos inicialmente uma placa semi-infinita que se estende ao longo do eixo x > 0
com distribui¢do de temperatura inicialmente de zero Celsius e que em seu contorno se tenha um
fluxo térmico especificado dado por f(t). Com estas condigdes o sistema fisico estd bem

determinado e o modelo matemético € dado por

0°T 0T
R ) (4.46)
a 522 ot x>0, t>0

As condi¢Oes de contorno naturais do problema sao:

oT
7 _ 4.4
k o 0,t) (o, (4. 47)
M s =0c (4. 48)
0x
T(5,t) = 0. (4. 49)

A quarta condicdo de contorno, também conhecida por condicdo de contorno de

suavizagdo, € igual a:

2

0T
Sz =0. (4.50)
4.2.1 Obtencao do Perfil Quadratico e Cibico

A obtencdo dos perfis polinomial quadratico e ctbico € feita considerando cada um deles
em sua forma candnica seguida pela aplicacdo condi¢des de contorno; o nimero de condicdes a

serem impostas é dado por n + 1 em que n é o grau do polindmio. Para o perfil quadratico as
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condicoes utilizadas sdo (4. 47), (4. 48), (4. 49), ja para o perfil cubico sdo as mesmas condi¢des

anteriores mais a condi¢do adicional (4. 50)

Perfil Quadratico

Um perfil polinomial quadrético assume a forma de:

T(x) = By + Bix + Box2. 4.51)

Impondo as condi¢des de contorno anteriormente mencionadas tém-se:

e, f@ .,
fo= —5 -8 ——5-6%, (4.52)
wio,
Pr=car ¢ (4.53)
. f®
Bo= — 157 (4.54)

Com algumas manipulagdes algébricas pode-se mostrar que o perfil quadratico assume a

forma dada por.

TOxt) = 2%(5 Y (4.55)

Perfil Cuabico

A obtencdo do perfil cubico serd andloga a do perfil anterior. Deste modo, inicialmente

considerando sua forma canonica,
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T(x,t) = Bo + P1x + Box? + B3x3.

Aplicando as condi¢gdes de contornos (4. 47), (4. 48), (4.49) e (4.50), tem-se:

e
= <5

Com algumas manipulagdes algébricas o perfil ciibico (4.56) pode ser expresso por:

f(®

T8 = 352k

(6 —x)3.

4.2.2 Aplicacdo do Método da Integral Dupla com Perfil Quadratico e Cibico

(4.56)

(4.57)

(4.58)

(4.59)

(4.60)

(4.61)

Ap6s o problema da placa semi-infinita com condic¢do de contorno de segunda espécie ter

a) Aplicacao com Perfil Quadratico

sido definido em (4.2) e a determinacdo de ambos os perfis quadrético e cubico ter sido feita na
secdo (4.2.1), nesta parte o método da integral dupla serd aplicado fazendo uso de cada um deles.
Inicialmente se fard a aplicacdo com o uso do perfil quadratico, assim como a avaliacdo de seu

desempenho e, utilizando-se da mesma metodologia, serd feita a aplicacdo com perfil cubico.

Considerando inicialmente a equacdo da conducgdo (4.1) e integrando esta duas vezes em

integragao;
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5(t) rx oT
f —dx dx. (4.62)
0 o Ot

[]s

Calculando separadamente cada um dos termos da equagdo (4.62) e trabalhando

inicialmente com o lado esquerdo de (4.62),

]

Diferentemente do que foi feito para o caso da condicdo de contorno de primeira espécie,

5(t)

80 T oT
. — — i 4.63
fo a (x,t)dx fo a (0,t) dx (4.63)

o fluxo na parede nesse problema ndo serd aproximado com o uso do método da integral simples
uma vez que este € definido pela condi¢do de contorno. Deste modo, o cdlculo das integrais serd

feito com a substituicdo direta do perfil quadrético de temperatura dado em (4.55).

8(6)
f ag—i(x, dx = a[T(8) — T(0)] = —%, (4.64)
0

8(6)
f ZT (0, 6)dx = —ﬁ (4.65)
0

Substituindo os dois dltimos termos em (4.63) resulta em

6@ 92T afé
f f T dx dx = 2]; (4.66)

Calculando o lado direito da expressdo (4.62),

5O rxgr 5\ f62d5(t)
—dxdx = : (4.67)
fo xax < ) dt

A substituicdo dos termos (4.66) e (4.67) em (4.62) resulta na seguinte equagdo

diferencial ordinéria:
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com (4.68)

afs (5 \f62ds(t)
2k _<24k) dt

§(0) = 0. (4.69)

A resolucdo da equacgdo diferencial anterior fornece como solucao:

5(t) = /4,8at. (4.70)

Voltando com (4.70) em (4. 51), determina-se completamente o perfil de distribuicdo de

temperatura:

__f Y
T(x,t) = ka(w/élﬁat x) . (4.71)

4.2.3 Resultados com Perfil Quadratico

A avaliagdo do método da integral dupla com perfil quadratico serd feita considerando o
metal de teste (Tabela 4.1) e inicialmente se avaliard a temperatura na superficie; para tanto basta

fazer x = 0 na expressado (4.71).

T(0,0) = 12 ﬁ{: vt 4.72)

A Tabela 4.4 mostra a funcdo distribuicdo de temperatura e a expressao para o calculo da
temperatura na superficie para os métodos de similaridade, integral simples e integral dupla. Ao
se comparar as expressoes para célculo da temperatura na superficie, observa-se que elas sdo

iguais exceto pela constante numérica. Enquanto no método da similaridade a constante é de

J4/m = 1,13, para o método da integral dupla o valor € v 1,2 = 1,09, ou seja, um erro de
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3,53%, ao passo que, para o método da integral simples, a constante € de /1,5 =

amplia para 9,0% em relacdo a solu¢do analitica exta.

Tabela 4.4 Avaliagdo da Temperatura na Superficie com Perfil Quadratico

1,22 e 0 erro se

Método Perfil de Temperatura T (x, t) T(0,t) Erro Relativo
Similaridade 0%
2f (kt) 2 x ( X ) \/E (VaFVk) ’
— — ) e 4at ——erf(— T
k /4 2 Vkt —x
Integral Dupla f ) VaF+\t 3,53%
2 21580 12—
Integral Simples Jeat JVaF+t 9,0%
- X [ 51— ‘"~
2k\/_ TN y >4

A Figura 12 mostra o comportamento da temperatura na superficie ao longo dos 3600

segundos iniciais para cada um dos métodos anteriores. A figura abaixo reflete 0 comportamento

da Tabela 4.4.

Figura 12 Variacdo da Temperatura na Superficie com Perfil Quadratico e Fronteira de Segunda Espécie
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Linha Tracejada: Método Integral Simples - Perfil Quadrético (Goodman, 1964).

Linha Pontilhada: Método Integral Dupla — Perfil Quadratico
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Na Figura 13 tem-se a distribuicdo de temperatura para o instante de tempo t = 3600s.
Observa-se que ambos os métodos integrais aproximam de forma grosseira o perfil de
temperatura. No entanto, até a distancia de 0,1m, hd maior precisdo do método da integral dupla
em relacdo ao método da integral simples. Esta maior proximidade com a solugdo analitica estd
ligada a maior precisdo do método para célculo do fluxo térmico até esta distancia (Figura 14).
Contudo, para distancias maiores do que 0,1m, a Figura 13 mostra que a solucdo do método da
integral dupla comeca se deteriorar ao passo que a aproximagdo feita pelo método da integral
simples passa a melhorar. Este comportamento dos métodos integrais estd estritamente ligado a
deterioragdo ou melhora que cada um destes sofre ao realizar a aproximacao para o fluxo térmico

ao longo do corpo com mostrado na Figura 14.

Figura 13 Distribuicdo de Temperatura com o Perfil Quadratico e Fronteira de Segunda Espécie
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Linha Continua: Solucdo Analitica (Carslaw & Jaeger, 1959).
Linha Tracejada: Método Integral Dupla — Perfil Quadratico
Linha Pontilhada: Método Integral Simples — Perfil Quadratico (Goodman, 1964).
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Figura 14 Fluxo ao Logo da Placa com Condicdo de Segunda Espécie em t =3600s
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Linha Continua: Método de Similaridade (Carslaw & Jaeger, 1959).
Linha Tracejada: Método Integral Dupla - Perfil Quadratico

Linha Pontilhada: Método Integral Simples - Perfil Quadratico (Goodman, 1964).

b) Aplicacdo com Perfil Cibico
Considerando novamente a equa¢do da conducao do calor (4.1) assim como o perfil ctibico

de temperatura (4.61), integrando a equagao da conducdo duas vezes em relagdo a x sendo que a

primeira integragcdo no intervalo de 0 a x e a segunda integral no intervalo de 0 a §(t) resulta

500 51 rx g7
f f a—dx dx = f —dx dx. (4.73)
0 o Ot

Calculando separadamente cada um dos termos de (4. 73), e trabalhando inicialmente com

o lado esquerdo desta tem-se:

5(0) 50) BT 50) BT
f f a—dx dx —f a—~(x,t) dx —f a—(0,t)dx. (4.74)
0 ox 0 ox

Desenvolvendo cada um dos termos de (4.74)
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51 4 )
f a%(x,t)dx = a[T(5(t)) _ T(O)] _ afgk(t)
8(6)
f aZ—i(o't) dx:afi(t)'

Substituindo (4. 75) e (4. 76) em (4.74)

8@ rx 92T 2af5(t)
f fa—zdxdxz .
0 o Ox 3k

Trabalhando com o termo transitério da equagdo (4. 73),

SONEF s 7F82(t) ds(t)
f —dxdx = .
o Jo ot 60k  dt

€

(4.75)

(4.76)

4. 77)

(4.78)

Substituindo as expressoes (4. 77) e (4. 78) em (4. 73) e efetuando as operacdes necessarias

resulta em:

dé(t)

Frale ad(t) e

7
52
200 ®

§(0) = 0.

A resolucdo da equacgdo diferencial anterior fornece como solu¢ao

6(t) = /? at.

A substituicdo de (4. 81) em (4.61) leva a completa determinagdo deste.
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3(VI1.428at) k

4.2.4 Resultados com Perfil Cuabico

T(x,t) = (Vil428at —x)". (4.82)

A avaliag@o do perfil ctbico serd feita de modo andlogo a do perfil quadratico, sendo assim
considerando o metal de teste (Tabela 4.1), e calculando inicialmente a temperatura na superficie;

para tanto basta fazer x = 0 em (4.82):

(4.83)

T(,t) =+ 1,26\/5115\/?.

A Tabela 4.5 mostra a distribuicdio de temperatura e a expressdo para o cdlculo da
temperatura na superficie em fun¢@o do tempo, para os métodos da similaridade, integral dupla e
integral simples. Como podem ser observadas, as expressdes dos métodos integrais para o célculo

da temperatura na superficie diferem do método da similaridade apenas por uma constante
numérica. Enquanto a constante no método da similaridade o valor € /4/m = 1,13, para o
método da integral dupla o valor é v/ 1,26 = 1,12, ao passo que no método da integral simples, a

constante assume o valor de \/4/3 = 1,15.

Tabela 4.5 Avaliagdo da Temperatura na Superficie com Perfil Ctibico

Método Perfil de Temperatura T (x, t) T(0,t) Erro Relativo
Similaridade 0%
LK gt % () L (arm °
k /4 2 Vkt I P—
Integral Dupla f af+\t 0,66%
T AN w/1,26\/_£\/_
Integral Simples f af\t 2,18%
W(S—xﬁ w/4/3\/_£\/_
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A Figura 15 mostra o comportamento da temperatura na superficie ao longo dos 3600
segundos iniciais para cada um dos métodos anteriores. Como esperado, a figura abaixo reflete o

comportamento da Tabela 4.5 para o célculo da temperatura na superficie.

Figura 15 Variacdo da Temperatura na Superficie com Perfil Ctibico e Fronteira de Segunda Espécie
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Linha Pontilhada: Método Integral Simples — Perfil Ctibico -(Goodman, 1964).

Na Figura 16 tem-se a distribuicdo de temperatura para cada um dos métodos anteriores
para o instante de tempo t = 3600s. Como se observa, € praticamente indistinguivel a solu¢do do
método da similaridade e da integral dupla até a distancia de x = 0,1m. Contudo, para distancias
maiores do que esta, o método da integral simples passa a se aproximar da solucio analitica exata
ao passo que o da integral dupla se afasta desta. E para distancias maiores do que 0,24m observa-
se um mesmo grau de precisdo para ambos os métodos integrais. O comportamento das curvas de
distribuicdo de temperatura dos métodos integral simples e da integral dupla estd estritamente
ligado a aproximac¢do que cada um deles realiza para o fluxo térmico ao logo do corpo. Como
mostra a Figura 17, o método da integral simples tem melhor precisdo que método da integral

dupla, na aproximacgdo do fluxo ao longo do corpo. Deste modo, apesar do método da integral
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simples aproximar de forma grosseira a temperatura na superficie, este erro acaba sendo atenuado

pela correcdo que o fluxo realiza ao longo do dominio.

Figura 16 Distribuicdo de Temperatura com Perfil Cibico e Fronteira de Segunda Espécie t=3600s
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Linha Preenchida: Soluc¢do Analitica (Carslaw & Jaeger, 1959).
Linha Tracejada: Método Integral Dupla — Perfil Ctibico
Linha Pontilhada: Método Integral Simples - Perfil Cuibico (Goodman, 1964).
Figura 17 Fluxo ao Longo da Placa com condicdo de Segunda Espécie em t=3600s
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Linha Preenchida: Solu¢do Analitica (Carslaw & Jaeger, 1959).
Linha Tracejada: Método Integral Dupla — Perfil Ctibico

Linha Pontilhada: Método Integral Simples - Perfil Ciibico (Goodman, 1964).
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4.2.5 Solucao Numérica

e cubico serdo comparadas com a solucdo numérica obtida através do método de volumes de

Nesta secdo, as solugdes apresentadas pelo método da integral dupla com perfil quadratico

controle (Apéndice A). Nas Figuras (4-18) e (4-19), tém-se respectivamente o perfil de

temperatura e do fluxo térmico ao longo do corpo para o instante de tempo t = 3600s. Como se

observa na Figura 18, a aproximacdo feita pelo perfil quadritico se mostra grosseira quando

comparada com a solu¢c@o numérica. No entanto, tem-se um ganho significativo de precisdo ao se

utilizar a aproximacdo cubica para a distribuicdo de temperatura. Este ganho de precisdo esta

estritamente ligado a melhorias na aproximac¢do do fluxo térmico, como mostra a Figura 19.

Onde a aproximacao do fluxo térmico deixa feita por uma reta (perfil quadrético) e passa a ser

aproximado por um perfil parabdlico (caso ctibico).

Temperatura (C)

Figura 18 Solu¢do Numérica e Condicéo de Contorno de Segunda Espécie t= 3600s
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Linha Preenchida: Solu¢do Numérica (Método de Volumes de Controle).
Linha Tracejada: Método Integral Dupla — Perfil Ctbico
Linha Pontilhada: Método Integral Dupla - Perfil Quadratico
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Figura 19 Distribui¢do do Fluxo Térmico para Condicao de Segunda Espécie em t=3600s
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Linha Preenchida: Solu¢do Numérica (Método de Volumes de Controle).
Linha Tracejada: Método Integral Dupla — Perfil Ctbico
Linha Pontilhada: Método Integral Dupla - Perfil Quadratico

4.3 Parede de Espessura Finita e Condicao de Contorno de Segunda Espécie

Nesta parte do capitulo serd resolvido o problema da placa de comprimento finito que
inicialmente se encontra a zero grau Celsius e estd sujeita a condi¢des de contorno de segunda
espécie ndo homogénea em x = 0 e condi¢cdo de contorno de primeira espécie homogénea em
x = 1. Goodman (1964) observa que em um primeiro estdgio, o efeito da condi¢do de contorno
em x = 0 ndo é sentido pela outra extremidade e assim o sélido se comporta como um corpo
semi-infinito. Este estdgio se encerra quando a funcdo distincia de penetracdo §(t) assume o
valor [ equivalente ao comprimento total da placa. Nesse instante, o s6lido passa a se comportar

como corpo espessura finita.

54



Neste segundo estdgio, as equacdes que modelam o problema sdo equacdo de conducio do

calor (4.1) com as respectivas condi¢des de contorno:

oT f@)
— =—_— 4.84
T(Lt)=0e (4.85)
0°T
= 4.86
(L) =0. (4.86)

4.3.1 Obtencao do Perfil Cibico de Temperatura.

Diferentemente dos estudos anteriores, este caso serd resolvido apenas com o perfil ctibico
recomendado por Goodman (1964). Segundo o referido autor, nesse segundo estagio, o conceito
de distancia de penetracdo ndo faz mais sentido e, consequentemente, apenas trés condi¢des de
contorno sdo requeridas para especificar os coeficientes do perfil. Duas destas sdo as condi¢des
naturais (4.84) e (4.83) e a terceira ¢ dada pela condi¢do de suavizacdo (4.86). De posse das
condi¢des de contorno do problema, o perfil cibico sugerido Goodman (1964) que satisfaz estas

condic¢oes € dado abaixo.

f

! 1<fz

)(z—x)+——-——_j(z—xﬁ (4.87)

3z 1
Hmﬂ:("_i 22\k 1

21

O termo | é a espessura total da placa, f o fluxo térmico considerado constante, k a
condutividade térmica e, z(t) é uma nota¢do compacta para a temperatura na superficie em x = 0

ao longo do tempo, ou seja, z(t) = T(0,t) .
4.3.2 Aplicando o Método da Integral Dupla com Perfil Ciabico

Considerando inicialmente a equacao diferencial da conducdo do calor, e integrando esta
duas vezes, sendo a primeira integracdo realizada dentro do dominio e a segunda integracao

envolvendo o contorno, tem-se:
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&(t) §(t) rx oT
f f a—dx dx —f —dx dx. (4.88)
0 0 0x

Trabalhando separadamente com cada um dos termos da equacgdo anterior, € inicialmente

com o lado esquerdo,

ff a—dxdx—fl [—( (Z) +a<f(zt)>l. (4.89)

Com o desenvolvimento do lado direito da equagdo (4.89),

l
or _Araz 4.90
fo LY =g (4.50)

Voltando com (4.89) e (4. 90) em (4.88) e reorganizando os termos obtém-se a seguinte

equacdo diferencial ordindria:

dz 5a S5af(t)
FTATTt T 90

A condi¢do inicial da equacdo diferencial anterior € estabelecida com o encerramento do
primeiro estdgio, quando o corpo ainda se comporta como um sélido semi-infinito. De modo,
genérico serd assumido que o instante de tempo em que primeiro estidgio se encerra € igual a
t = t, e a temperatura na superficie é dada por z(t,). Mais a frente serd mostrado como calcular
cada um desses termos. A priori basta saber que essa é a condicdo inicial do problema em

questao.

A resolucdo da equacdo diferencial (4.91) envolve o célculo do fator de integracdo, o que é

feito a seguir,
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5a

u(t) = e~ fardt = oot (4.92)

Multiplicando a equacdo (4.91) pelo fator de integracdo e realizando as operacdes

necessdrias, determina-se a funcio de temperatura na superficie.

ftOdd [327 dt :_f __2t<f()>d1, (>t o)

Sa 5a 5a
2(t) = z(ty)e2? e 212t f() [ — e22%¢ Wt], t > to. (4.94)

De posse da fungdo de temperatura, as constantes z(t,) e t, devem ser determinadas.
Inicialmente serd determinada a constante z(t,). Para tanto, deve-se considerar novamente o
perfil ciabico de distribuicdo de temperatura obtido para um corpo semi-infinito (equacio 4.61)

(4.61) e entdo multiplicar este por z(t,) /z(t,) obtendo assim.

z(ty) f(t)

@) 357k (6 — x)3. (4.95)

T(x,t) =

Goodman (1964) define a seguinte relacdo para a distancia de penetragao,

3z(t)
8(t) = @ (4.96)

De posse da relacdo (4.96), pode-se reescrever a distribuicdo de temperatura (4.95) em

funcdo desta:

T(x, t) = z(t,) (1 - %) 3 (4.97)
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A funcdo apresentada em (4.97) é empregada em formulagcdes mais genéricas, como no
caso de um corpo semi-infinito com condi¢do de contorno de terceira espécie. Neste momento,
apenas nos interessa a relagdo (4.96), que € avaliada no instante de tempo t = t, instante este em
que o sélido deixa de se comportar como um corpo semi-infinito e, portanto &(ty) = L.

Substituindo §(t,) na equagdo (4.96) resulta em

_ 3z(ty)
b= (4.98)
k
Isolando z(t,) em (4.98), tem-se:
2(t,) = 2l ?f]i"). (4.99)

Ap6s a determinagdo de z(t,), pode-se calcular o instante t, com o auxilio da Tabela 4.5
onde constam os perfis de temperatura na superficie. Utilizando a aproximagdo cubica obtida

com o método da integral dupla, tem-se:

2t =L ?f,’i‘)) - w/_1,z6ﬁ];f’:_°. (4.100)

Isolando t, em (4.100), resulta:

lZ

- 4.101
o= 11421 ( )
Substituindo (4.101) em (4.94) e reordenado os termos:
z _5a
z(t) = (g) l [1 —0,828e 22" |. (4.102)
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Poderia ser utilizado o perfil cibico de temperatura obtido com o método da integral
simples para a determinacdo do instante de tempo t, caracterizando assim um método hibrido.

Realizando as operagdes necessdrias tem-se.

z(t,) = i ?f]i") = J4/3 ‘/EfTJt_O (4.103)

Colocando t; em evidéncia na expressao (4.103):

lZ

th = —. 4.104)
" 12a (
Voltando com (4.161) em (4.94) e realizando as operagdes necessdrias, tem-se:
Z _sa
z(t) = (g) l [1 —0.821e 22|, (4.105)

4.3.3 Avaliacao dos Resultados

A avaliagdo do método da integral dupla seré feita considerando inicialmente a variagdo de
temperatura na superficie em x = 0. Em seguida, com o uso do método de volumes de controles;
se avaliard a distribuicdo para ambos os métodos integrais. Nestes dois testes serd considerado
que a placa possui espessura de 0.1m, sendo suas propriedades termofisicas dadas na Tabela 4.1,

e o fluxo térmico em x = 0 igual a 1000W /m?2.

A Tabela 4.6 mostra a expressao para o célculo da temperatura na superficie para cada um
dos métodos integrais e para a solu¢cdo analitica de Carslaw & Jaeger (1959). Como pode ser
observado, o método da integral dupla possui melhor precisdo na determinacdo do autovalor
quando comparado com o método de Goodman (1964). No entanto, para o célculo do coeficiente
exponencial, o método da integral dupla apresenta um erro de 2,0% ao passo que para o método
da integral simples o erro é de apenas 0,3%. A influéncia do erro cometido pelo método da

integral dupla na aproximacgdo da temperatura na superficie € mostrada na Figura 20.
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Tabela 4.6 Avaliagdo da Parede de Espessura Finita

Método Perfil da Solucdo Autovalor Erro Coeficiente | Erro
z(t) Exponencial
Separacio de [ 8 _"2_%] 2,467 0% 0,811 0%
Varidvei 1——e 412
aridveis 2
12a

Ir}tegral 1 — 08140 2" 2,4 2,71% 0,814 0.3%
Simples

Integral 1 — 0828e 2? 2,5 1,33% 0,828 2.0%

Dupla

A Figura 20 mostra a variacdo da temperatura na superficie em fun¢do do tempo, para o
método da integral dupla, o método de Goodman e o método da separacdo de varidveis. O
instante de tempo inicial foi obtido com o uso da expressdo (4.101). Como pode ser observado,
para tempos maiores do que 400 segundos, o método da integral dupla é capaz de fornecer

melhores aproximacgdes que o método da integral simples.

Figura 20 Temperatura na Superficie ao Longo do Tempo para Placa de Espessura Finita
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Linha Continua: Solucdo Numérica (Método de Volumes de Controle)

Solugdo Tracejada: Método da Integra; Dupla (Perfil Cubico).

Solugdo Pontilhada: Método da Integral Simples (Perfil Cibico, Goodman 1964)
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4.3.4 Solucao Numérica

Nesta secdo os perfis de temperatura e do fluxo térmico dado pelos métodos da integral
simples e integral dupla serdo comparados com a solucdo numérica obtida através do método de
volumes de controle (Apéndice A). A Figura 21 mostra a distribuicdo de temperatura para cada
um dos métodos anteriores. Como se observa, a solu¢do obtida pelo método da integral dupla é
praticamente indistinguivel da solu¢do numérica para distancias menores do que 0,04m enquanto
que solugdo dada pelo método da integral simples se mostra grosseira para este mesmo intervalo.
No entanto para distancias maiores do que 0,04m o método da integral simples cruza a solucio

numérica e ambos os método integrais passam a ter praticamente a mesma precisao.

A Figura 22 mostra o fluxo térmico ao longo do corpo para cada um dos métodos
anteriores. Como se observa, o perfil descrito pelo método da integral dupla possui maior
precisdo que o método da integral simples na maior parte do dominio. A maior precisdo do
método da integral dupla na descricdo do fluxo se reflete na monotonicidade do perfil de

temperatura em relagdo a solu¢do numérica.

Figura 21 Distribuicdo de Temperatura para Placa de Espessura Finita em t = 230s
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Linha Continua: Solucdo Numérica (Método de Volumes de Controle)
Solugdo Tracejada: Método da Integra; Dupla (Perfil Cubico).
Solugdo Pontilhada: Método da Integral Simples (Perfil Cibico, Goodman 1964)
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Figura 22 Fluxo ao Longo da Placa de Espessura Finita em t=230 s
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4.4 Placa Semi-Infinita com Condicao de Contorno de Terceira Espécie

Nesta parte serd resolvido o problema envolvendo um corpo semi-infinito tendo condi¢do
de contorno de terceira espécie com o uso do método da integral dupla. Incialmente se
considerard que a condicdo de contorno assuma sua forma mais genérica sendo esta
particularizada quando conveniente. Sendo assim, o problema fica bem definido com a equagado

da condugdo do calor e suas condi¢des de contorno descritas abaixo.

0°T dT

a5— =", com (4.106)
as trés condi¢gdes de contorno naturais.
T(5,t) =0, (4.107)
o (5,6)=0e (4.108)
d0x
D=0, (4.109)

A quarta condicdo de contorno, também chamada de condi¢@o de suavizacdo, é

2
6@, =0. (4.110)

4.4.1 Obtencao do Perfil Quadratico e Ciibico

Nesta parte serdo determinados os perfis quadrético e cubico. Para a determinacdo das
constantes do perfil quadratico serdo utilizadas as condi¢des de contorno dadas por (4.107),
(4.108) e (4.109) ao passo que, para o perfil cibico, serdo utilizadas as condi¢cdes anteriores mais

a condicdo de suavizacdo dada em (4.110).
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Perfil Quadratico

Um perfil polinomial quadrético assume a forma geral de:

T(x) = Bo + Brx + Box2. (4.111)

Impondo cada uma das condi¢des de contorno anteriormente mencionadas tém-se:

Bo = f(Z;)(S, (4.112)

pr=—f(zt)e (4.113)
it

Br =5 (4.114)

Através de manipulagdes algébricas pode-se mostrar que o perfil de distribuicdo de

temperatura assume a forma

_fz0
T(x,t) = 55 (8§ — x)2. (4.115)
Definindo
2z
5(t) = D (4.116)

pode-se reescrever a distribui¢do de temperatura em fungéo de z(t) = T(0, t), como

2

T(x,t) = %(5 ~0% =70,0) (1~ %) . (4.117)
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Perfil Cuabico

Um tratamento andlogo ao caso do perfil quadrético serd feito para o perfil ctibico

T(x,t) = Bo + B1x + Pox? + B3x3. (4.118)

Impondo cada uma das condi¢des de consideradas em (4.107), (4.108), (4.109) e (4.110) se

determinam as constantes do polindmio:

Bo = f(z1), (4.119)

B =—f(z1), (4.120)
it

B = 35 © (4.121)
A,

Bz =— 35 (4.122)

Através de manipulacdes algébricas pode-se mostrar que,

T(x,t) = ! g;’zt) (6 —x)3. (4.123)
Definindo
3z
5(t) = e} (4.124)

O perfil de temperatura cubico (4.123) reescrito em funcao de (4.124), resulta em:
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T(x,t) = at )(5 —x)*=T(0,t) (1 —§)3 (4.125)

4.4.2 Aplicacdo do Método da Integral Dupla com Perfil Quadratico e Cibico

Ap6s o problema envolvendo a fronteira convectiva ter sido definido na sessdo (4.4) e os
perfis polinomiais terem sido determinados em (4.2.1), nesta se¢do o método da integral dupla
serd aplicado a cada um dos perfis determinados. Inicialmente se fard a aplicacdo para o caso
quadratico assim como a avaliacdo de seu desempenho e, utilizando-se da mesma metodologia,

serd feita a aplicacdo e avaliacao do perfil ctbico.
Aplicacao com Perfil Quadratico
Considerando inicialmente a equacdo da condugdo (4.106) e integrando a mesma duas

vezes em relacdo a x, sendo os extremos de integracdo de 0 a x na primeira integral e de 0 a §(¢t)

na segunda integral, tem-se:

8(t) 8(t) rx oT
f f a—dx dx = f —dx dx. (4.126)
0 o Ot

Calculando separadamente cada um dos termos da equacdo (4.126), e trabalhando

inicialmente com o lado esquerdo,

8(t) s  Jr 8(t) oT
f f a—dx dx = f a—(x,t)dx + f —a—1(0,t) dx. (4.127)
0 ox 0 ox

O primeiro termo da equagdo (4.127) € calculado de forma direta com a substituicdo do

perfil de temperatura dado em (4.115) e a execugdo das operagoes,

5(t)
f aa(x, t)dx = a[T(5) —T(0)] = —az. (4.128)
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Para o célculo da segunda integral de (4.127) é necessério o uso do método da integral
. ] . . T . .
simples onde o termo é (0,t) € determinado implicitamente. Deste modo, aplicando o método

da integral simples, na equacdo da conducao(4.106) tem-se:

6(t) 92T 6(t) oT
9 = 97 dx 4.129
fo ox2 ™ fo or ™ (129

Realizando as operagdes necessdrias em (4.129) resulta em

6(t)z
__( t) = dt( 3 ) (4.130)
Voltando com (4.130) ao segundo termo de (4.127),
50 T 5(t
f — = (x )dx = 5(1:)—( (3)Z>. 4.131)
0
Deste modo determina-se completamente o lado direito de (4.126)
8(6) 5(t
f f a—dx dx = —az + 5(1:)—( (3)Z>. (4.132)
Agora trabalhando com o lado direito de (4.126),
f‘“f) fx 6T( O dx = d[ z8%(t) o2 Z5(t) 4133)
R AT 12 '

Voltando com os termos (4.132) e (4.133) em (4.126), se obtém a seguinte equagdo

diferencial ordinéria:
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5(t)z d[ z8%(t) Z5(t)
—az+5(t)—( 3 ) X l— 1 + 5(t )— (4.134)
Reorganizando os termos desta expressao tem-se.
3az = —|— (4.135)
az =— IZen) .

A equacgdo diferencial anterior tem solu¢do analitica em dois casos quando f depende
apenas de z ou quando f depende apenas de t. Se f independe z, tem-se o caso de condicio de
contorno de segunda espécie, que ja foi resolvido na sec¢do (4.2). Quando findepende de t, tem-se

a condi¢do de contorno de terceira espécie, deste modo definindo f como

F@ = (§) (o~ (4.136)

Substituindo (4.136) em (4.135) e efetuando-se as operagdes resulta em

32212 () S - 223 () GL 2

[f 2(z)]?

(4.137)

3az; =

A equacgdo diferencial anterior pode ser resolvida via método de separacdo de varidveis

€como seguc:

oo _ (35S (@) 228 (@) f(z)
fo?)adt—fo {[fZ(Z1)]2 [F2G)? dz, }dZ1. (4.138)

Calculando separadamente cada um dos termos de (4.162)

t
f 3adt = 3at e (4.139)
0
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fz {3z1f2(z1) 22 f(zl)} .
o [IPP@F  [FP@)P dz |

_ (%)2 lZO (% - 1_ Z) 472 (W;Z)Z _ %) (4.140)
+In <ZO — Z) l
Zo

Substituindo as expressoes (4.139) e(4.140) em (4.138) resulta em

hy? 1 1 z
3(—) at=|1- +|——=-1 +1n<1——). (4.141)

Z
1-—=— _Z Zo
Zo (1 Zy

A expressdo dada em (4.141), apds algumas manipula¢des algébricas pode ser comparada
com a solu¢do analitica exata apresentada por Carslaw & Jaeger (1959). A principal caracteristica
da solucdo de Carslaw & Jaeger (1959) a equacgdo (4.142), é a sua complexidade matemdtica em

relacdo a expressdo resultante do método da integral dupla (4.141).

z x 2Vt (X ) (1yar x  at
g— erfc <2\/E) —e 2\at .erfc (2\/E +T> (4.142)

4.4.3 Resultados com Perfil Quadratico

A avaliacdo da solucdo apresentada pelo método da integral dupla, serd feita através da
comparacao com as solugdes do método da integral simples e de Carslaw&Jaeger (1959). A
Figura 23 mostra a solu¢do do método da integral dupla sobreposta a solucdo de Carslaw &

Jaeger (1959). Ambos os resultados estdo apresentados em fun¢do dos parametros adimensionais

Vat z . X ~ .
logy, (T) e— sendo considerado PV 0; pode-se observar uma boa concordancia entre os
0

dois métodos. Na Figura 24 faz-se um comparativo entre os dois métodos anteriormente citados e
o método da integral simples. Observa-se que o ultimo apresenta a maior discordancia em relacao

aos outros dois.

69



Figura 23 Distribuicido de Temperatura com Perfil Quadratico e Fronteira Convectiva
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Figura 24 Comparativo dos Métodos Integrais com Perfil Quadratico e Fronteira Convectiva
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4.4.4 Aplicacao com Perfil Cibico

Nesta secdo o problema de condi¢do de contorno de terceira espécie serd resolvido com
perfil cibico de temperatura. Sendo assim, integrando a equagdo da condugdo do calor duas vezes
com relagdo a x, sendo que a primeira integracao € feita no intervalo de 0 a x e a segunda integral

realizada no intervalo de 0 a 6(¢t),

&(t) &(t)
f —dx dx —f f a—dx dx . (4.143)
0

0

Calculando separadamente cada um dos termos da equacdo (4.143), e trabalhando

inicialmente com o lado esquerdo tem-se:

5(t) s  Jr 5@ Jr
f f a—dx dx = f a— (x, t)dx — f a—(0,t) dx. (4.144)
0 ox 0 ox

O primeiro termo da equagdo (4.144) € calculado de forma direta com a substituicdo do

perfil cibico de temperatura e execu¢@o das operacdes apropriadas:

5(0)
f a—(x,t)dx =a[T5(t) —T(0)] = —az. (4.145)
0 ox

O segundo termo da equacdo (4.144) € calculando com o uso do método da integral
simples; sendo assim, deve-se considerar novamente a equacdo da conducdo do calor e efetuar

uma tnica integragdo em x no intervalo de x = 0 a x = §(t).

5(0)

6(t) 72
i = —dx. 4.146
fo 327 (x,t) dx fo 3 dx ( )

Desenvolvendo a ultima expressao,
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or d [25(t)
———(0,0) = El

0x

Voltando com o resultado de (4.147) no segundo termo de (4.144);

z8 (t)

6(t) 0
f a%(O,t)d 5()—[

Agora, substituindo os resultados de (4.145) e (4.148) em (4.144), resulta em:

5(t)
f f a—dx dx = —az+5(t)—lZ5(t)

Trabalhando com o lado direito de (4.143),

fm T i d : [52]+6(t)d[Z5]
o LT T20at? el |

Substituindo os resultados (4.149) e (4.150) em (4.144),

z6(t) [25 ]
4

=2 7] +o(0)—

—az+5()—l 0 dt

Reorganizando a expressdo anterior obtém-se a seguinte equacao diferencial.

dl 92° | _ 20
Elf—z(Z,t)l = az.

(4.147)

(4.148)

(4.149)

(4.150)

(4.151)

(4.152)

Do mesmo modo que foi considerado para o caso do perfil quadratico, a equagdo

diferencial anterior apenas tem solu¢do analitica quando fé func@o apenas de t ou quando f é
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funcdo apenas de z. Para que o problema caracterize uma condicdo de contorno de terceira

espécie, f deve ser funcdo apenas de z. Deste modo, a equacdo anterior torna-se.

dz df dz
72 21 2 _ 3 it §
Z1 g¢ f2(z1) —18z7f(z1) 7 - dz, dt (4.153)

Fi(2) = 20az;.

Aplicando a separagd@o de varidveis na equacdo diferencial anterior resulta em:

f( 3o 24 d)d —fﬁ dt (4.154)
N\ e V)i =) gt '

Assumindo que a fungdo f(z;) seja definida como

f(zy) —( )(Zo 7y), e (4.155)

substituindo (4.155) em (4.154) e realizando os calculos necessarios resulta em :

foz <f§ N f32 G &) dn

()] MY FEFUE T PR f B
Vo2 TR
Z 0
£20 20
- =__qat. 4.157
9 a dt 3 at ( )
A substituicdao dos termos (4.156) e (4.157) em (4.154) fornece:
4<h)2 t=20,6 1({+06In(1 +06|1 ! (4.158)
—(=] at = —_—— 6In(1—— — .
3 k ’ Z 2 < Zo) 1_£ )
(1 B %) Zo
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Comparando a expressdo anterior com a equac¢do obtida por Goodman (1964) dada em
(4.159), observa-se que a solu¢do do método da integral dupla se assemelha a (4.159) diferindo

apenas pelo valor da constante numérica de e pelo ultimo termo:

2 1 A
—(—) at =05 |————1|+In (1 ——). (4.159)
4.4.5 Resultado com Perfil Cabico

De modo andlogo ao que foi feito para o perfil quadratico, nesta se¢do a solucao do método
da integral dupla também serd comparada com a solu¢des de Carslaw & Jaeger (1959) e de
Goodman (1964). A Figura 25 mostra a distribuicdo de temperatura obtida por Carslaw & Jaeger

(1959), assim como a obtida pelo método da integral dupla. Ambas as solu¢des estdo escritas em

- A . . . Vat z . x
fun¢do dos parametros adimensionais logqq (T) e, sendo considerado PV 0. Como se
0

observa, houve apenas uma pequena melhora da solu¢do do método da integral dupla com perfil
cubico em relacdo a solu¢do com perfil quadréitico. No entanto a andlise da Figura 26 em que se
tém ambos os métodos integrais com perfil cubico, revela uma melhora significativa no perfil do

método da integral simples em relacdo a aplicacdo deste com perfil quadrético.
Ao se sobrepor as solucdes de ambos os métodos integrais junto a solu¢do de Carlaw &

Jaeger (1959), torna-se impossivel distinguir cada um dos perfis, ou seja, tem-se um mesmo grau

de equivaléncia entre ambos os métodos integrais.
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Figura 25 Distribui¢cdo de Temperatura com Perfil Ctbico e Fronteira Convectiva
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Figura 26 Comparativo dos Métodos Integrais com Perfil Ciibico e Fronteira Convectiva

o

g

et e E s L

-N—

T T T T T T T
] ] I 1 | | |
| i i i i i i
] ' i i i i i
' ' | | 1
i i i i i
' ] I I |
1 i i i i
] ] I | |
| ] 1 1 1
i i i i i
] | i 1 |
+ e Dl T ST S S |
1 1 1 I 1
| | 1 1 1
i i i i i
| ] i | i
i i i i i
] | i i I
| | 1 1 1
] 1 i i 1
| 1 i i i
i i i i |
| | i i i
! I 1 ! 1
T B St e e B TS
| | i i i
] ] I I I
1 1 i i i i
] ] i i i i
' ' 1 1 | 1 1
1 i i i i i i
] ] i i i i i
i i i i i i i
i i i i i i |
' ' 1 1 1 1 |
i i i i i i i
L L O R Soppps: S ——I A—
T v i i I i ]
] ' I I | | |
' ' | | 1 1 |
i i i i i i i
] ' i 1 | i |
| i i i i i i
' I | I i |

' ' | | 1 1 1
i i i i i i i
] ] i i i i i
i i i i i i i
' 1 i i I |

+

i

|

i

1

1

———————mm e
|
|
_,-l"
H

09

038

07 |-----mmmmmdmmmmm e e e

LT s B

05

04 [===="=="=="

o

05

05

-15

-25

Vat
x

logyo (

Linha Continua: Método da Integral Dupla — Perfil Ctibico

Linha Tracejada: Método da Integral Simples — Perfil Cubico Goodman (1964)

75



4.5 Conducao de Calor com Geracao Interna

Considerando um corpo semi-infinito que se estenda ao longo do eixo x > 0 estando este
inicialmente a zero grau Celsius, suponhamos que se tenha uma fonte interna de geragcdo de calor
q(t) por unidade de tempo e unidade de volume e assumindo que em sua face em x =0 a
temperatura seja mantida constante e igual a zero grau Celsius. Deste modo, o problema fica bem

determinado e suas equagdes sdo dadas abaixo:

oT 0°T _q(t)

 _g— = ) 4.160
ot~ % ox? pc ( )
Duas condi¢des de contorno naturais para este problema sao.
aT
—(@6,0)=0c¢ (4.161)
d0x
T(0,t) = 0. (4.162)

A terceira condi¢cdo de contorno € obtida aplicando a equacdo da conducdo com geragdo em

um ponto longe da fronteira onde ndo existe gradiente de temperatura entao:

t
T(S,t) = @ = if q(t) dt. (4.163)
pc  pcly

Para o uso de um perfil cubico devem-se ter quatro condi¢des de contorno. Deste modo, a
fim de se obter esta quarta condi¢do, inicialmente se diferencia a equagdo (4.163) em relacdo a t
e, em seguida, se avalia a equacdo da conducdo com geracdo no ponto (6,t), obtendo assim a

condi¢do de suavizagdo
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0°T

De posse desta formulacio matematica do problema, os perfis quadratico e cibico podem

ser determinados.
4.5.1 Obtencao do Perfil Quadratico e Cibico

A obtencdo dos perfis polinomiais quadrético e cubico € feita considerando cada um deles
inicialmente em sua forma candnica seguida pela aplicagdo das corretas condi¢cdes de contorno. O
nimero de condi¢des a serem impostas € igual a n + 1 em que n é o grau do polindmio. Para o
perfil quadrético as condicdes utilizadas sdo (4.161), (4.162) e (4.163). Ja para o perfil cibico sdo

as mesmas condi¢des anteriores mais a condi¢cdo adicional dada por (4.164).
Perfil Quadratico

Um perfil polinomial quadrético assume a forma geral dada por:

T(x) = Bo + Bix + Box2. (4.165)

Ao se imporem as condi¢cdes de contorno anteriormente mencionadas, determinam-se as

constantes do polindmio que passam a ser dadas como.

B, =0, (4.166)
20(t
p1 = gg )5 e (4.167)
_ 20
B, = e (4.168)
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O perfil quadratico assume entdo a seguinte forma:

Q(t) x \?
T=7[1—<1—m)l (4.169)

Perfil Cubico
Um perfil polinomial cibico assume a forma geral dada por:
T(x) = Bo + Prx + Box* + Bx?. (4.170)

Ao se imporem as condicdes de contorno (4.161), (4.162), (4.163) e (4.164) determinam-

se as constantes do polindmio que passam a ser dadas por.

Bo =0, (4.171)
Br=3 (g%) 62, (4.172)
B2 =-3 ((?3(;2) e (4.173)

B2 = ;23(;2. (4.174)

Pode-se mostrar que o perfil ctibico assume a seguinte forma:

T(x) = %ﬁ)[ 1- (1 - %)3] (4.175)
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4.5.2 Aplicacdo do Método da Integral Dupla com Perfil Quadratico e Cibico

Nesta parte, o método da integral dupla serd aplicado ao problema da placa com geragdo
interna e se fard uso de ambos os perfis quadratico e cuibico. Além disso, também sera feita

avaliacdo de cada um destes com uso do método numérico de volumes de controle.
Aplicacao com Perfil Quadratico
Consideremos a equacao da conducdo do calor com geragdao em sua forma candnica dada

em (4.160). Fazendo uso da condicdo de contorno (4.163), pode-se mostrar que esta pode ser

escrita da seguinte forma conveniente.

0 0°T
2 lT _ Q(?] —all (4.176)

Integrando duas vezes a equacdo (4.176) em relacdo a x, sendo a primeira integracdo

realizada no intervalo de 0 a x e a segunda no intervalo 0 a §(t) tem-se:

5(6) Q( ) 6(t) vaT
- — . 4.177
f f atl C dx dx fo e dx dx ( )

Considerando o perfil quadratico de temperatura (4.169) e calculando separadamente cada

um dos termos da equacdo anterior tem-se

50 0(t) 16%2(t)dQ(t) 2Q()6(t) dbo(t)
f f atlT_—c dxdx= =y pc dt  12pc dt -’ (*-178)

O célculo do termo do lado direito de (4.177) envolve a determinacdo implicita do vetor

gradiente na superficie. Deste modo, as operagdes a seguir serdo feitas com maior detalhamento.
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8t x g2 5(6) 5(t) T
af ——dx dx = af — (x, t)dx +f —a—(0,t) dx. (4.179)
0 o Ox 0 X 0 0x

Calculando separadamente cada um dos termos dados em (4.179),

aQ(t)
pc

50
afo Z—Z(x, t)dx = a[T(6(t)) — T(0)] = (4.180)

O célculo do vetor gradiente na superficie envolve o uso do método da integral simples.
Sendo assim, considerando novamente a equagdo da condug¢do com geracdo dada em sua forma
conveniente (4.176) e realizando uma unica integracdo em relagdo a x ao longo da distancia

fenomenolégica tem-se.

6(t) 9 t 6(t) aZT
f — T—w dx =f a-—— dx. (4.181)
o Ot pc 0 ox

O desenvolvimento da expressdo anterior leva a seguinte expressao:
aT 10
—a— = ——— i 4.182
az-(0,) = -535:[0®5(®)] (4.182)

Substituindo (4.182) no segundo termo de (4.179) e efetuando as operacdes necessarias

tem-se

§2(0)dQ(t)  2Q(®)8(1) ds(v)

(4.183)
3 dt 3 dt

6(t) 0
f —a—(0,t) dx = —
0 ox

A substituicdo das equacdes em (4.178), (4.180) e (4.183) em (4.177) leva a seguinte

equacao diferencial ordindria:
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— 2 (52001 = «Q(®) com (4.184

12dt
6(0) =0, (4.185)
cuja solugdo pode ser obtida:
t
5(t) _ 120{.[@ Q(tl) dty (4.186)
- Q(ty) '

4.5.3 Resultados com Perfil Quadratico

Nas figuras (4-27) e (4-28) tém-se respectivamente a distribuicdo de temperatura e do fluxo
térmico no instante de tempo t = 3600s, para os métodos integrais e para o método de volumes
de controle (Apéndice A). Como mostra a Figura 27 tanto o método da integral simples quanto o
método da integral dupla aproximam de forma grosseira o perfil de temperatura quando
comparados com a solu¢do numérica. No entanto o método da integral simples admite maior
precisdo para distancias inferiores a 0,1m, ao passo que o método da integral dupla passa a ter
melhor precisdo para distancias maiores que 0,15m. Esta aproximacdo grosseira realizada por
ambos os método integrais se deve a forma rudimentar que estes realizam para descreverem o
fluxo térmico ao longo do corpo, como mostra a Figura 28. Enquanto a solu¢do numérica tem um

perfil parabdlico para o fluxo, os dois métodos integrais aproximam-no este por uma reta.
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Temperatura (C)

Fluxo(W /m?)

Figura 27 Perfil de Temperatura com Polindmio Quadratico e Geragdo Interna
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Aplicacao com Perfil Ciabico

Considerando novamente a equagdo da condu¢do com geracdo em sua forma conveniente
dada em (4.176), realizando uma dupla integracdo em relacdo a x, sendo que a primeira

integracdo € feita no intervalo de 0 a x e a segunda de 0 a §(t) se obtém

5(t) 5(t) rx g2
f f T — @ dxdx = af —dx dx. (4.187)
ot pc o Jo 0x?

Trabalhando separadamente com cada um dos termos anteriores,

(4.188)

8(0) Q(t) 20 dQ() | 3Q(1) (1) ds(1)
f fatlT__d o Spc  dt | pc 20 dt -

O célculo do termo do lado direito de (4.188) envolve a determinacdo implicita do vetor

gradiente na superficie. Deste modo, as operagdes a seguir serdo feitas com maior detalhamento.

8O rx g2 8(t) 8(t) oT
af 5 dx dx = af —(x, t)dx +f —a—(0,t) dx (4.189)
0 o 0x 0 0 0x

Calculando cada uma das integrais do lado direito de (4.189), obtém-se

(4.190)

5O g1 _aQ(t)
afo a(x,t) =

O célculo do segundo termo de (4.189) deve ser feito com o método da integral simples.
Para tanto se deve considerar novamente a equacao da conducdo com geragdo interna em sua

forma conveniente (4.176) e realizar uma Unica integracao ao longo da distancia fenomenolégica.

6(t) 9 t 6(t) aZT
f — T—@ dx =f A= dx. (4.191)
o Ot pc 0 0x
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O desenvolvimento da expressdo anterior leva a seguinte relacao:

aT 1 d
—aa(O, t) = _4_ch [Q(t)S(1)]. (4.192)

Substituindo (4.193) no segundo termo de (4.189) e efetuando as operacOes necessarias se

obtém:

5® 9t 5 d
fo —aa(o, t) dx = —TME(Q(t)Mt)). (4.193)

A substituicdo das expressoes (4.188), (4.190) e (4.193) em (4.187) resulta na seguinte

equacao diferencial ordindria:

1d ,
57 [0(©8*®)] = 2Q(®) com (4.194)

5(0)=0. (4.195)

A equacdo diferencial ordindria anterior pode ser resolvida e sua solucdo é dada abaixo.

20a [ Q(t) dt
_ 0 (4.196)
o) j O

4.5.4 Resultados com Perfil Ciabico

Nas figuras (4-29) e (4-30) tém-se respectivamente os perfis de temperatura e do fluxo
térmico descrito pelos métodos integrais e pelo método de volumes de controles para o instante
de tempo t = 3600s. Ao se comparar as figuras (4-27) e (4-29), pode se observar uma melhora
significativa da precisdo dos métodos integrais em descreverem o perfil de temperatura. Esta
maior proximidade entre os métodos integrais € 0 método numérico na descricdo do perfil de

temperatura, se deve a melhorias também realizadas na aproximacgdo do fluxo térmico (Figura
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Temperatura (C)

29), uma vez que este deixa de ser feito através de uma reta (caso quadratico) e passa a ser feito
por um perfil parabdlico (caso cubico). No entanto, assim como no caso quadrdtico, os perfis
cubicos também cruzam a solu¢do numérica uma tnica vez cada um deles, sendo em x = 0,1m o
método da integral simples e em x = 0,225 o método da integral dupla. Este comportamento
apresentado pelos métodos integrais se deve a aproximacao grosseira que cada deles realiza para

o fluxo térmico nos respectivos pontos como se observar na Figura 30.

Figura 29 Distribui¢do de Temperatura com Perfil Cibico e Geracdo Interna
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Linha Continua: Solu¢do Numérica
Linha Tracejada: Método da Integral Dupla (Perfil Cubico)
Linha Pontilhada: Método da Integral Simples (Perfil Cubico)
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Figura 30 Médulo do Fluxo Térmico com Perfil Cibico com Geragdo
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Linha Tracejada: Método da Integral Dupla (Perfil Ctibico)
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4.6 Propriedades Térmicas Dependentes da Temperatura

Nesta secdo, serd resolvido o problema da placa semi-infinita que inicialmente se encontra
a zero grau Celsius, que possui condi¢do contorno de primeira espécie em x = 0 e propriedades
térmicas variar com a temperatura. De posse da descricdo fisica do problema, o modelo
matematico que o descreve € dado pela equagcdo da conducdo como apresentado pela equacio

(4.197), assim como as condi¢des de contorno a seguir:

T o9 / oT
or_o (ot 4.197
PC ¢ 6x< ax>’ (4197
T(x,0) =T, (4.198)
T(x,8) =0, (4.199)
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oT
—(5,t)=0¢ (4.200)
ax

0°T

Como k e pc sdo dependentes da temperatura, a resolugdo da equacdo (4.197) se torna
muito trabalhosa. Deste modo, serd adotada a mudancga de varidvel indicada por Goodman (1965)

dada por

T

v =f pcdT (4.202)
0

Ao se aplicar a mudanca de variavel (4.202) na equacdo da condugdo do calor bem como

nas condicdes de contorno, estas passam a ser escrita como.

0 0 0
v(x =0) = v, (4.204)
v(x=6)=0, (4.205)
WeE=0e (4.206)
dx
@(5 t)=0 (4.207)
ox2 "’ '

De posse da equag@o da condugdo do calor e das condi¢des de contorno dadas em fungdo da

mudanca de varidvel, podem-se determinar os perfis quadréticos e ctibicos em fungdo destas.

87



4.6.1 Determinacao dos Perfis Quadratico e Cibicos

Na determinacdo das constantes do perfil quadréitico serdo utilizadas as condiges de
contorno dadas por (4.204), (4.205) e (4.206). J4 para o perfil cibico serdo utilizadas as
condicdes anteriores mais a condi¢io de suavizacdo dada em (4.207)

Perfil Quadratico

Considerando o perfil quadratico em sua forma canodnica,

v(x) = By + P1x + Box? (4.208)

E impondo as condi¢Ges de contorno anteriormente mencionadas se determinam cada uma

de suas constantes que passam a ser dadas por:

Bo = Vs, (4.209)
B1 = 3PB36% e (4.210)
B> = —3p56. 4.211)

O perfil quadratico assume entdo a seguinte forma

v =v,[1-7" 4.212)
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Perfil Cuabico

De modo andlogo ao feito para o perfil quadrético, inicialmente se considerard o perfil
cubico em sua forma candnica e, em seguida, serdo aplicados as condi¢cdes de contorno,

anteriormente determinadas.

v(x) = By + Br1x + Box? + Bx3. (4.213)

Ao se imporem as condi¢des de contorno tem-se

By = v, (4.214)
vS
B =-3(53) % (4.215)
Us
B.=3(53)0 ¢ (4.216)
Us
pr=—o (4.217)

Com algumas manipulagdes algébricas, mostra-se que o perfil assume a forma de:

x13
v(x) = v, |1 - g] . (4.218)
4.6.2 Aplicacdo do Método da Integral Dupla com Perfil Quadratico e Cibico

Nesta secdo o método da integral dupla serd aplicado a cada um dos perfis anteriormente

determinados. Inicialmente serd considerado o perfil quadratico, seguido pela avaliagdo de seu

desempenho e utilizando-se da mesma metodologia se avaliard o perfil ctbico.
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Aplicacao com Perfil Quadratico.

Considerando a equacdo da condugdao do calor (4.203), bem como o perfil quadratico,

(4.212) aplicando o método da integral dupla tem-se:

5(t) 5(t) v
f — dx dx = f f a(v) —] dx. (4.219)
0 0 dx

Trabalhando separadamente com cada um dos termos e inicialmente como lado esquerdo de
(4.219).

6@®) rxg 5()ds(t) 562(t)d
f _vxdx:vs() ()Jr (t) dvg (4.220)

6 dt 12 dt’

O cdlculo do termo do lado direito de (4.219) envolve o tratamento da condi¢do de

contorno com o uso do método da integral simples, deste modo o célculo deste termo serd feito

com maiores detalhes.

Fazendo o desenvolvimento inicial,

50 g ov
f f a[a(v)a] dx dx
0 0 50 50 (4.221)
v v

= —d 0))=—(0,t) dx.

fo a(v)ax x+f0 a(v( ))6x( )dx
Calculando separadamente cada um dos termos de (4.221) e trabalhando inicialmente com
o primeiro termo onde serd utilizada a hipitese que a(v) assuma a maior variagdo possivel,

sendo esta dada por a; = constante, e que ocorre na superficie, uma vez que € neste local que

h4 maior gradiente de temperatura, tem-se

6(t) ov 5(t) ov
fo a(v)adx = fo ag—dx = agvq

S 0x (4.222)
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O célculo do segundo termo do lado direito de (4.221), deve ser feito com o uso do método
da integral simples. Considerando a equacdo da condugdo (4.203) e realizando uma integracao

simples ao logo da distancia fenomenoldgica tem-se:

6(t) ov 6(t) 0
fo 2 dx = fo ] ()—] dx (4.223)

Desenvolvendo os termos da equacao anterior se obtém

v 5(1:)

a(v(O)) (o t) =— [ (4.224)
Voltando com (4.224) no segundo de (4.221)
5 v d [v.6(t)
fo a(v(O))a(O,t) dx =5(t)al (4.225)

Ap6s cada um dos termos de (4.221) ter sido calculado separadamente, este termo fica

completamente determinado, sendo igual a:

80 d [vs6(t
f f a(v)— dx dx = —a,vs + 5(t)al 59(0) ) (4.226)
Agora substituindo (4.220) e (4.226) em (4.219) obtém-se
o(t)do(t o(t) d
78 dote) | e+ 228 o), (4.227)

6 dt

Reorganizando a ultima equagdo,
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d
E(52(t)vs) = 12a,v. (4.228)

Resolvendo a equagéo diferencial anterior com a condi¢do inicial dada por §(0) = 0,

resulta em.

t d t
f sz(t)%)dt:f 12v,a.dt e (4.229)

0 0
5(t) = 11;—2 " vadt. (4.230)

Goodman (1965) sugere como uma aplica¢do da equag@o acima supor que uma temperatura
T; seja prescrita na superficie de modo que vy seja constante, uma vez que g dependa

unicamente de vg-,a¢ € uma constante, deste modo a relagdo dada pela equacao (4.230) se torna.

§(t) = J12a,t. (4.231)

Considerando a afirmacao feita por Goodman (1965) no paragrafo anterior e substituindo a
equacdo (4.231) no perfil quadratico de distribuicdo de temperatura (4.212) este pode ser

reescrito como

v(x) x T
=11 - . 4.232
oo e =

Goodman (1965) afirma que pc pode ser considerado constante, uma vez que estas
propriedades variam pouco com a temperatura ao se trabalhar com sélidos. Em virtude da
mudanga de varidvel feita no inicio da se¢do em (4.202), tem-se v proporcional a T(x,t),

assumindo que a varia¢do da condutividade térmica com a temperatura seja dada por
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k =k, (1 4 ﬁTZ) (4.233)

S

Em funcdo da defini¢cdo condutividade térmica, a difusividade na superficie pode ser escrita

CcOomo.

ko(1+
L) (4.234)
pc
Definindo o parametro adimensional como
X4/ pc
y = P , € (4.235)
2/ kot
rescrevendo a equacdo (4.232) em func¢do de (4.234) e (4.235) tem-se
L l1 4 r (4.236)
T NEICET)IR '

Sendo a expressdo dada em (4.236) a aproximacdo feita por um polindmio quadratico para
a distribuicdo de temperatura ao longo de um corpo semi-infinito com propriedades térmicas

variando com a temperatura.

4.6.3 Resultados para o Perfil Quadratico

De modo a convalidar os resultados obtidos com o método da integra dupla, estes serdo
comparados com os resultados de Goodman (1964) e com a solucdo numérica apresentada por
Yang (1958). A Tabela 4.7 mostra um comparativo entre os perfis obtidos com o método da
integral simples e com o método da integral dupla. Pode-se observar que ambas as aproximagdes

assumem a mesma forma caracteristica exceto pelos valores das constantes.
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Assim como no artigo original de Goodman (1964), o critério de avaliacdo serd a influéncia
da variagdo do parametro beta na distribuicdo de temperatura. Os valores assumidos para beta
serdo zero € meio, e a interpretacdo fisica destes valores pode ser feita com auxilio das equagdes
(4.233) e (4.234). Para beta igual a zero, as equagdes anteriormente citadas deixa claro que se tem
a aplica¢do fundamental onde ndo h4 variacdo das propriedades com a variacdo da temperatura.
Contudo, para beta igual a meio, as mesmas equagdes mostram que um aumento da temperatura
ocasiona o aumento da condutividade térmica e da difusividade e, consequentemente, maior taxa

na transferéncia de calor.

Tabela 4.7 Comparativo do Perfil Quadratico com Propriedades Variando

Método Perfil de Temperatura
Integral Simples T l y 3
Perfil Cubico —=|1- —l
( : T J6(1+B)

Integral Dupla T l y 2
Perfil Quadratico —=1|1- —l
e ) Ts J3a+8

A Figura 31 mostra a distribuicdo de temperatura com beta igual a zero, para o método
Goodman (1964), o método da integral dupla e o método de Yang (1958). Como pode ser
observado, ha melhor desempenho do método da integral dupla com perfil quadratico do que o
método da integral simples com perfil cibico. Tal resultado ndo é estranho, uma vez que para
beta igual a zero, tem-se o caso fundamental envolvendo a condi¢do de contorno de primeira

espécie analisada no inicio deste capitulo.

Na Figura 32 tem-se a distribuicdo de temperatura para o caso em que beta € igual a meio,
ou seja, tem-se um aumento do calor transferido com o aumento da temperatura. Assim como na
andlise anterior, aqui a distribuicdo de temperatura dada pelo método da integral dupla também
serd comparada com as solucdes de Goodman (1964) e de Yang (1958). Como pode ser
observado, hd maior coeréncia entre as solucdes dada pelo método da integral dupla com perfil
quadratico e solu¢do numérica de Yang (1958), mesmo com o método de Goodman (1964) estar

se utilizando de uma aproximac¢do polinomial de maior grau.
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Figura 31 Distribui¢cdo de Temperatura com Beta Zero e Perfil Quadratico
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Figura 32 Distribui¢cdo de Temperatura para Beta Meio e perfil Quadratico
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Aplicacao com Perfil Cubico

Considerando a equacdo da conducdo do calor dada em (4.203) bem como o perfil ciibico

de distribui¢cdo de temperatura dado em (4.218) e aplicando o método da integral dupla tem-se:

5(6) 5(6)
f — dx dx = f f a(v) — dx dx (4.237)
0

Inicialmente trabalhando com o lado esquerdo de (4.237),tem-se

51 rx gy 51 rx gy 3v.8(t)do(t)  82(t) dv
f —dxdxzf —dxdx ==— (©) ()+ (©) 2, (4.238)
o Jo ot o Jo 0 20 dt 5 dt

O desenvolvimento do lado direito de (4.237) exige um pouco mais de cuidado sendo assim

serd feito com um maior numero de passos:

5(t)
f f a(v) — dx dx
50 (4.239)

5(t)
- f a(v) ” (o t)dx f a(v(O))Z—Z(O,t)dx.

0

O célculo do segundo termo do lado direito de (4.239), deve ser feito com uso do método
da integral simples. Deste modo, considerando novamente a equacdo da conducdo dada em

(4.203) e realizando uma tnica integracdo ao longo da distancia fenomenoldgica tem-se:

50 gy LON ov
_ =z et 4.240
fo ot dx fo 0x [ a(v) 6x] dxe ( )

(4.241)

5175]

9 d
—a(v(O))%(O, £ = E[ )

Voltando com (4.241) no segundo termo de (4.239) e calculando a integral resulta em:
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8(®) v d [,
—a(v(0))=—(0,t)dx = 6(t)— ] 4.242
[ etongonw= sz 240
Para o célculo do primeiro termo de (4.239) serd assumido que a(v) tome a maior variacao
possivel, a qual é dada por a,, e ocorre na superficie uma vez que € neste local que existe o maior

gradiente de temperatura. Entdo,

8(t) ov 50 Hyp
fo a(v)a(x, t)dx = f asa(x, t)dx = —a,v. (4.243)

0

De posse dos resultados dados em (4.242) e (4.243) a expressao (4.239) fica completamente

determinada, sendo igual a:

5(t)vs ]

7 (4.244)

fa(t)f a(v)— dx dx = agv +5(t)—[

Voltando com os termos (4.238) e (4.244) em (4.237) obtém-se a seguinte equagdo

diferencial ordindria:
d 2
a[5 (Hvg] = 20a,v, (4.245)
cuja condicao inicial é

5(0) =0. (4.246)

A resolucdo da equacgdo diferencial (4.245) sujeita a condi¢do de contorno (4.246) resulta

cm:
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t

6(t) d
f E[5Z(t)vs]dt = ZOf a,vdt e (4.247)
0

0

20 ¢
5(t) = /— f a.v.dt. (4.248)
'US 0

Goodman (1965) sugere como uma aplica¢do da equag@o acima supor que uma temperatura
T, seja prescrita na superficie de modo que vy seja constante. Desde que a; dependa unicamente

de vg-, a5 € uma constante, sendo assim, a relacdo apresentada pela equacao (4.248) se torna:

§(t) = /20a,t (4.249)

Considerando a afirmacdo deita por Goodman (1965) e substituindo a equacao (4.249) no

perfil cibico de temperatura (4.218), este pode ser reescrito como

3
v(x) l X l
=11 = ) (4.250)
v 20a,t

Goodman (1965) afirma que para s6lidos pc pode ser considerado constante uma vez estes
variam muito pouco com a temperatura. Em virtude da mudanga de varidvel feita em (4.202) no
inicio dessa secdo, tem-se v proporcional a T(x,t), a0 mesmo tempo pode-se assumir que a

varia¢do da condutividade térmica com a temperatura seja dada por

k =k, (1 + ﬁTl) (4.251)

Em funcdo da defini¢cdo condutividade térmica, a difusividade na superficie pode ser escrita

como

ko(1+p)
a, = ——-

s (4.252)
pc
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Definindo o parametro adimensional

x/pe
=, ¢

= , (4.253)
Y 2/ kot
rescrevendo a equacdo (4.250) em funcdo de (4.252) e (4.253) resulta em
r_ ll Y r (4.254)
Ts YHeET)IN '

A expressdo dada em (4.254) é uma aproximacdo feita com um polindmio cuibico, para a
distribuicdo de temperatura ao longo de um corpo semi-infinito com propriedades térmicas

variando com a temperatura.
4.6.4 Resultados para o Perfil Cabico

De modo a avaliar o desempenho do perfil cubico, se utilizarda a mesma metodologia
aplicada ao perfil quadratico. A Tabela 4.8 mostra o perfil de distribuicdo de temperatura para

ambos os métodos integrais. Como pode ser observado, ambas as aproximagdes assume a mesma

forma caracteristica se diferenciando apenas pelas constantes numéricas.

Tabela 4.8 Comparativo do Perfil Ctibico com Propriedades Variando

Método Perfil de Temperatura
Integral Simples T l y 3
Perfil Cubico —=|1- —l
( ) Ts V6 + B
Integral Dupla T l y 3
Perfil Cubico —=|1- —l
( ) Ts /5 + 8

Assim como no caso anterior, aqui também serd analisada a influéncia variacdo do
parametro beta na distribuicdo de temperatura. A interpretacdo fisica deste parametro foi

discutida na secdo (4.6.3) e, portanto, ndo serd comentada novamente.
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A Figura 33 mostra a distribui¢do de temperatura para o caso candnico em que beta € igual
a zero. Como pode ser observado, hd uma melhora significativa na precisao do método da
integral dupla. Importante ressaltar que este comportamento jia foi estudado no inicio deste

capitulo na secdo (4.1.4).

Figura 33 Distribui¢do de Temperatura com Beta Zero e Perfil Ctbico

e

Linha Continua: Solucdo (K.T. Yang, Journal Appl. Mech. 1958).
Linha Tracejada: Método da Integral Dupla (Perfil Ctibico)
Linha Pontilhada. Método da Integral Simples (Perfil Ciibico, Goodman 1964)

A Figura 34 mostra a distribuicdo de temperatura com beta igual a meio, tendo ambos
métodos integrais aproximacgdes polinomiais cibicas. Como pode ser observado hd uma melhor

precisdo entre o método da integral dupla e a solucdo numérica de Yang (1958)
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Figura 34 Distribuicdo de Temperatura com Beta 0,5 e Perfil Ctbico
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Linha Continua: Solucdo (K.T. Yang, Journal Appl. Mech. 1958).
Linha Tracejada: Método da Integral Dupla (Perfil Ctibico)
Linha Pontilhada. Método da Integral Simples (Perfil Ciibico, Goodman 1964)

O resultado apresentado anteriormente na Figura 34, apenas mostra que o método da
integral dupla € capaz de gerar uma melhor aproximag¢do com uso do perfil cubico quando
comparado com o método de Goodman (1964) com aproximac@o polinomial de mesmo grau.
Contudo a andlise da Figura 35, onde se tém as duas solu¢des apresentadas pelo da integral dupla
com perfil quadritico e cibico, comparadas com a solucdo de Yang (1958) e de Goodman
(1964). Fica evidente que houve degradacdo da solu¢do no método da integral dupla quando este
utiliza a aproximacgdo cubica (linha tracejada), pois quando comparada com a aproximagao
realizada pelo mesmo método com perfil quadratico (linha pontilhada), Notasse que o perfil

quadratico (pontilhada) tem melhor precisao
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Figura 35 Comparativo dos Métodos Integrais com Beta Positivo
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Linha Continua: Solucdo (K.T. Yang, Journal Appl. Mech. 1958).
Linha Pontilhada. Método da Integral Dupla (Perfil Quadratico)
Linha Tracejada: Método da Integral Dupla (Perfil Cubico)

Linha em Cruz: Método da Integral Simples (Perfil Ciibico)
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5 CONCLUSOES

Neste trabalho, o método da integral dupla foi aplicado a seis diferentes tipos de problemas
de transferéncia de calor em regime transitério. A andlise dos casos revelou que o método da
integral dupla possui maior sensibilidade em relagdo ao perfil escolhido, quando se tem uma
geometria plana semi-infinita com condi¢do de contorno de primeira ou terceira espécie. A
sensibilidade em relacdo a escolha do perfil estd ligada ao fato de que esses dois problemas sdao
do ponto de vista da matemdtica andlogos, ao problema originalmente resolvido por Volkov

(1965) no desenvolvimento do método.

Contudo, nas aplicagdes envolvendo corpo semi-infinito com geragdo interna ou condi¢do
de contorno de segunda espécie, o método da integral dupla apresentou sua sensibilidade
reduzida em relacdo a escolha do perfil. Esta redu¢do na sensibilidade fica evidente uma vez que,
na aplicagdo envolvendo a condi¢do de contorno de segunda espécie, foi necessdria a utilizacao
de um perfil cubico para se obter uma boa aproximacgdo para a distribuicao de temperatura. J4 no
caso envolvendo geracdo interna, o uso do perfil quadratico em ambos os método integrais gerou
solugdes com o mesmo grau de precisdo. No entanto, com o uso do perfil ciubico, o método da
integral dupla foi capaz de gerar uma melhor aproximagdo da solucdo em relagdo a solucao

analitica exata bem como, a do método da integral simples.

As maiores dificuldades no uso do método da integral dupla foram encontradas na
aplicacdo envolvendo uma parede de espessura finita, com condi¢des de contorno de primeira e
segunda espécie. A adversidade dentro deste exemplo se encontra no fato de que ndo € mais
necessdria a aproximacao do vetor gradiente na superficie por uma relacao integral e além disso,
ndo faz mais sentido a derivacdo ao logo da distancia fenoldgica, uma vez que o corpo nio se
comporta mais como um solido semi-infinito. No entanto, mesmo com toda a adversidade, o
método foi capaz de fornecer uma boa aproximagdo para o autovalor, assim como para a
distribuicdo de temperatura. Desta forma, tem-se um método analitico aproximado de fécil
aplicacdo e com capacidade de fornecer resultados de boa precisdo quando comparado aos

métodos convencionais.
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APENDICE A- METODO DE VOLUMES DE CONTOROLE

Este apéndice tem como objetivo apresentar o método numérico de volumes de controle
utilizado na convalidacido dos resultados obtidos pelos métodos da integral simples e integral
dupla, o texto aqui apresentado se apoia no livro de Patankar,(1980), assim como nas notas de
aulas do Professor Dr. Carlos Alberto C. Altemani. De modo a organizar a apresentacdo do
método, inicialmente a equacdo da condugdo serd discretizada a partir de um né interno malha
computacional como mostra a Figura 36Erro! Fonte de referéncia nio encontrada.,
posteriormente serd feita a discretizagdo das condigdes de contorno de primeira e segunda
espécie, uma vez que neste trabalho estas condi¢des foram tratadas através da adicdo de termos

fonte.

Figura 36 Volume de Controle Interno
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Fonte: Altemani, (2011)

Al. Discretizacio da Equacao da Difusao

A discretizagdo da equagdo da conducdo consiste em transformar a equacdo diferencial
parcial em uma equacdo algébrica que relaciona o valor da varidvel dependente T num ponto
nodal da grade computacional com aqueles de seus vizinhos. Deste modo, considerando

inicialmente a equagdo da conducio com geracdo interna em regime transitorio tem-se.
oT 0 ( dT
ch=—<k )+S (A.1)

ax \" ox
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De modo a se obter a discretiza¢do no espaco e no tempo da equagdo (A.1), inicialmente
deve-se integrar esta equacdo em relacdo a varidvel espacial e em rela¢do a varidvel temporal. A
integracdo no espaco € feita sobre um volume de controle interno da grade computacional Figura
36, ja a integral na varidvel temporal € realizada no intervalo de tempo compreendido entre t e

t + At, resultando assim em:

t+At oT At+t 0 oT At+t
T e — 9 (oF A2
ft fﬂ pe - dade ft fﬂ . <k ax) dodt + ft fﬂ SdQ. dt (A2)

Uma vez que as integrais sdo realizadas em dominios diferentes, estas podem ser calculadas
de forma independente, ou seja, pode-se trocar a ordem de cdlculo das integrais, o que sera ttil no
célculo do primeiro termo do lado esquerdo de (A.2). Trabalhando inicialmente com o primeiro

termo do lado esquerdo de (A.2) tem-se:

At+t aT
— 0
f f pcoodtd = fpc(Tp — T2)dQ (A.3)
aJt Q

De posse do resultado apresentado em (A.3) deve-se calcular a integral envolvendo o
volume, para tanto serd considerado que em cada instante tempo hd uma temperatura uniforme no

interior do volume de controle, sendo assim:

f pc(T, — T2)dQ = pc(T, — THAQ (A.4)
Q

Voltando com (A.4) no lado esquerdo de (A.2)

t+At oT . (A.S)
f f chdet = pc(T, — Ty)AQ
t Q

Ap6s a completa determinacdo do termo do lado esquerdo da expressdo (A.2), A seguir sdo
calculado os termos do lado direito dessa expressdo. Trabalhando inicialmente com integral

espacial:
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kaT dQ SdQ) A. 6
La( a) +fﬂ (A-6)

Pelo Teorema da Divergéncia

oT .

f k—dA + deQ (A.7)
sc 0x Q

Considerando o volume de controle unidimensional dado na Figura 36 e desenvolvendo a

expressdo anterior sobre este volume:

<kAdT) <kAdT) + f SdQ = 0 A8
dx/, dx/,, a B (A-$)

Os dois primeiros termos da equagdo (A.8) indicam as taxas de transferéncia de calor por
difusdo para o interior do volume de controle através das faces e e w, o terceiro termo indica a
taxa de geracdo associada a temperatura. E um fendmeno em regime permanente a soma destes
trés termos deve ser nula. Cabe observar que até o presente momento nenhuma aproximagao foi
feita. No entanto, a partir de agora, devem se adotar aproximacdes para o perfil de temperatura
para que se possam obter expressoes algébricas para os termos difusivos e termo fonte. O método
de volume de controles permite a utilizacdo de perfis distintos para a aproximacdo dos termos
difusivo e termo fonte. Sendo assim se utilizard um perfil linear por partes para os termos
difusivos, uma vez que este tipo de aproximacao permite o cdlculo da derivada nas interfaces dos
volumes de controle, e se utilizard um perfil em degrau para aproximar o termo fonte, pois a
integracdo deste perfil ao longo do dominio € mais facil e ndo reque o calculo do fluxo nas

interfaces dos volumes de controle.
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Figura 37 Perfil em Degrau a Esquerda e Perfil Linear por Partes a Direita
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Fonte: Altemani, (2011)

Escrevendo os termos difusivos dados na equagdo (A.8) em funcdo do perfil linear por

partes tem-se:

dT T —T

<kA —) e iaTe=T) (A.9)
dx/, 0x,
dT T —T

<kA —) ) (A.10)
dx/,, ox,,

Considerando o perfil em degrau para aproximacio do termo de fonte da equacdo (A.8)

tem-se:

fST dQ ~ SpAQ (A.11)
Q

Quando o termo fonte depende da varidvel T, a dependéncia deve ser linearizada na forma

apresentada a seguir.

Sy =S¢ +S,Tp (A.12)

Substituindo a equagdo (A.12) em (A.11) resulta

111



f SrdQ = (S¢ + S,Tp)AQ
Q

Voltando com as equacdes (A.5), (A.9), (A.10) e (A.13) em (A.3) tem-se:

pc(T, — TY)AQ

t+At — —
_ f lkA (Te Tp) — kA (Tp TW) dt
t

0x, ox,,

t+At
+ f (Sc +S,Tp)AQ dt
t

(A.13)

(A.14)

O célculo das integrais temporais presentes no lado esquerdo da expressao (A.14) requer a

e final do intervalo de tempo considerado tem-se.

t+At
f T,dt=[fT,+(1—TJAac ,0<f<1

adog¢do de um esquema particular de integracdo do perfil de variacdo da temperatura com o tempo
em cada volume de controle. Deste modo, assumindo que em cada ponto nodal a variacdo da

temperatura pode ser representada como uma combinacgdo linear dos valores nos instantes inicial

(A.15)

Aplicando a estratégia dada em (A.15) a cada uma das temperaturas de (A.14) se obtém a

equacdo discretizada para um valor arbitrario da fungéo f.

apTp = f(agTg + awTy) + (1 — f)(agTP + ay T)

+ (a% — (1 — f)(ag + ay — SpAQ))TR + ScAQ

onde cada um dos parametros desta equacdo € dado a seguir.

keAe
% = 0x,
kWAW
M = Sx,,
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(A. 17)

(A.18)



ad = pc an
P At (A.19)

ap = f(ag + ay — SpAQ) + ap (A.20)

A figura abaixo mostra a influéncia da escolha do pardmetro fna rapidez da convergéncia

do método.

Figura 38 Variac¢do do Parametro f na obtengdo do Método de Discretizagdo

f—0 Esquema explicito

f=05 ‘ Esquema Crank-Nicolson |

f—1 ‘ Esquema implicito ‘

t t+ At

Fonte: Altemani,(2011)

Substituindo f = 1 na equacdo (A.16) se obtém a equacdo (A. 21) que consiste no esquema
implicito de dicretizacdo. A escolha deste método se deve ao fato que este € de fécil
implementacdo e tem-se a garantia de resultados fisicamente realistas para qualquer passo do

tempo.

De posse da discretizacdo da equagdo da difusdao no interior do dominio (A. 21), sera feito

agora o tratamento das condi¢des de contorno.
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A2. Tratamento das Condicoes de Contorno

Neste trabalho foram utilizadas as condi¢Oes de contorno Dirichlet ndo homogénea, Von
Neumann homogénea e Von Neumann ndo homogenia. A seguir serdo obtidas as formas de

discretizacdo para cada uma das condi¢des de contorno.

A2.1 Condic¢ao de Contorno de Dirichlet

A Figura 39 mostra um volume de controle de fronteira onde se tem uma condi¢do de
contorno de primeira espécie. Quando o valor de T € especificado na fronteira do dominio ele

deixa de ser uma incognita na equacdo do volume de controle.

Figura 39 Condic@o de Contorno de Primeira Espécie

OXp|  OXe
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Fonte: Altemani, (2011)

v

A integracdo da equacdo da conducdo no volume de controle de fronteira resulta na

seguinte expressao algébrica:

dT dT A 22
(kA—) —(kA—) + fsTdQ —0 (A.-22)
dx/, dx/, qQ

Onde os termos da equagdo anterior sdo dados por:

dT T; —T. A.23
(kA_) zkAe(3 2) (A.23)
dx/,

(T, —Ty) (A. 24)
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f SrdQ = (S¢ + S,Tp)AQ (A 25)
Q
Voltando com os termos anteriores na equacado (A. 22) se obtém:

(ag + ay — S,AQ)T, = agTs + ay Ty + ScAQ (A.26)

Os termos desta equacdo referentes ao ponto nodal de fronteira (ay, ayT;) podem ser
vistos de duas maneiras. A equacdo discretizada é a mesma e os resultados obtidos devem ser
iguais para uma mesma grade computacional. No entanto neste trabalho se utilizara o tratamento
em que se associa a condicdo de contorno a termos fontes adicional, esta estratégia permite se
obter um ndmero de equacdes discretizadas igual ao nimero de volumes de controles do
dominio. Deste modo considerando inicialmente os termos de discretzacdo da equacdo (A.26)

tem-se:

kA,
= A27
ag 5x, ( )
ay =0 (A.28)
kA
ap = ag — (—5—x;’ - SPAQ) (A.29)
kA,
=_° A. 30
b 5%, T, + S:-AQ ( )
Definindo os termos fontes adicionais como:
_ k4, <T1) (A.31)
€47 5x, \AQ
s __ﬂ(i) (A.32)
PAT  Sx, \AQ
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Reescrevendo as equagdes (A.27), (A.28), (A.29) e (A. 30) em fungdo de S,4 € S¢4 tem-se.

ap = ag — (Spa + S,)AQ (A. 33)

Voltando com (A.32) e (A. 33) em (A.26) pode-se rescrever esta equacdo do seguinte

modo.

apTZ = aET3 + b (A' 35)

A equacdo (A. 35) consiste na equacao algébrica da discretizacdo da condi¢do de contorno

de primeira espécie em funcdo dos termos fontes adicionais.
A2.2 Condicao de Contorno de Von Neumann

Neste trabalho foram utilizadas as condi¢des de contorno de Von Neumann homogenia e
Von Neumann ndo homogenia, o tratamento de discretizacdo € idéntico em ambos 0s casos,
sendo assim serd assumido um fluxo arbitrario j, o qual é particularizado para cada um dos casos

quando conveniente.

Considerando um volume de controle na fronteira no qual esteja aplicado um fluxo térmico

h X le

Figura 40 Condic@o de Contorno de Segunda Espécie

Jb1 2 3

dado por j, como mostra a dada a seguir.
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h X e
—— .
J,1 2 3

Para o ponto nodal 1 tem-se:

kAdT =j, A A. 36
( dx)b_]b b (A. 36)

Considerando a expressdo do balanco de energia para o volume de controle de fronteira

tem-se:

(kAdT) (kAdT) + f S:dQ
dx/, dx/p,  Jo " (A. 37)

Substituindo na expressdo (A. 37) o termo dado por (A. 36) e reorganizando os termos se

obtém a seguinte expressao algébrica:

JpAp

0 +SC)AQ

Assim como no tratamento da condi¢do de contorno de primeira espécie aqui também sera
feito o uso dos termos fontes adicionais, deste modo considerando inicialmente os termos de

dicretizacdo da equagdo (A. 38) tem-se.

k4,
4= ox, (A. 39)
aw =0 (A. 40)
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ap = (ag — S,A0)

_ (JpAp )
b_<AQ + S, | AQ

Definindo os termos fontes adicionais como:

UpAsn)
SCA = AQ
SpA = O

Pode-se reescrever o parimetro b do seguinte modo

b =(S.4 +S.)AQ

(A.41)

(A. 42)

(A. 43)

(A. 44)

(A. 45)

Desta forma a equacdo (A. 38) passa a ser escrita como dada em (A. 46) que consiste na

equacgdo algébrica da discretizagdo da condicdo de contorno de segunda espécie em fungdo dos

termos fontes adicionais.

apTZ = aET3 + b

(A. 46)

A discretizagdo da equagdo da condugdo assim como das condi¢des de contorno geram para

cada volume de controle expressoes algébricas que relacionam o ponto nodal central com os seus

respectivos pontos nodais a esquerda e a direita. Matematicamente esta relagdo € expressa pela

equagio

a;T; = biTip1 + ¢;Ti—1 + d;
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A relacdo (A. 47) aplicada aos N pontos nodas geram (N — 2) equagdes algébricas quando
as condi¢Oes de contorno sdo tratadas com o uso dos termos fontes adicionais. O algoritmo
utilizado na resolucdo do sistema linear € o TDMA - ( Tridiagonal Matrix Algorithm),uma vez

que este € um algoritmo direto para a resolucdo desse tipo de siste
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