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Resumo

PASCHOALINIL, Amarildo Tabone, Um Elemenio Finito Quadrilateral Quadrdtico com
Refinamento Hierdrquico para Andlise Estdtica e Dindmica de Placas e Cascas,
Campinas,: Faculdade de Engenharia Mecanica, Universidade Estadual de Campinas, 2001.
285 p. Tese (Doutorado)

Este trabalho apresenta um elemento subparamétrico hierdrquico baseado na versdo p do
método dos elementos finitos para a analise de placas e cascas.

O primeiro nivel de aproximagio da solugdo ¢ obtido através do elemento finito
quadrilateral quadratico de nove nos da familia Lagrangeana, baseado na degeneracdo de um
elemento solido tridimensional e na formulagio de Reissner-Mindlin, com integragdo numerica
consistente. Para outros niveis de aproximagao, sucessivos refinamentos hierarquicos sdo usados,
objetivando remover a caracteristica de rigidez excessiva do elemento na analise de placas ¢
cascas finas.

Tal formulacio é aplicada na analise estatica e dindmica de placas e cascas (finas e
moderadamente grossas). Exemplos numéricos s3o apresentados para mostrar a precisdo,
eficiéncia e vantagens da presente formulagao. Os resultados numéricos obtidos nos exemplos de
aplicagio sdo comparados com solugdes analiticas e outras técnicas numéricas, disponiveis na

literatura.

Palavras Chave: método dos elementos finitos, versdo p, integragdo numérica, placa, casca.



Abstract

PASCHOALINI, Amarildo Tabone, 4 Hierarchical Quadrilateral Quadratic Finite Element for
Static and Dynamic Analysis of Plates and Shells, Campinas,: Faculdade de Engenharia
Mecanica, Universidade Estadual de Campinas, 2001. 285 p. Tese (Doutorado)

This research presents a subparametric hierarchical finite element based on the p-version
concept for the analysis of plates and shells.

The first level of approximation for the solution is obtained through the isoparametric
quadrilateral quadratic nine-node Lagrangean shell finite element, based on the degeneration of
three-dimensional solid element and the Reissner-Mindlin's formulation, with consistent
numerical integration. For other approximation levels, successive hierarchical refinements are
used, aiming to remove the characteristic of excessive rigidity of the isoparametric element in the
analysis of thin plates and shells.

Such formulation is applied to static and dynamic analysis of plates and shells (thin and
moderately thick). Numerical examples are presented to show the accuracy, efficiency and
advantages of present formulation. Numerical results obtained for the application examples are
compared with analytical solutions and other numerical techniques, available in the open

literature.

Key Words: finite element method, p-version, numerical integration, plate, shell.
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1 INTRODUGAO

Placas e cascas s3o componentes estruturais planos e curvos, respectivamente.
Caracterizam-se pOr apresentar espessura muito menor do que suas outras dimensdes. A
espessura ¢ medida na diregdo perpendicular a sua superficie media.

As teorias de placas e cascas se baseiam em simplificagdes da teoria da elasticidade
tridimensional. Em esséncia, as distintas teorias de placas e cascas se diferenciam nas hipoteses
sobre a rotagio de retas normais & superficie média (Figura 1.1). Assim, a teoria classica de placas
finas de Kirchhoff estabelece que estas retas normais se mantém retas e ortogonais a superficie
média ap6s a deformacio [Kirchhoff, 1876]. Por outro lado, teorias como a de Reissner-Mindlin
mantém a condigdo que as retas normais se mantém retas mas nao perpendiculares a superficie
média apds a deformacdo ([Reissner, 1945], [Mindlin, 1951]).

Plano xz:@,:%‘:—+¢,

9,/_1:1

B /superﬁcie media

T " ~deformacao real da normal
i !
t Ny
A kN TN deformagio suposta da normal
superficie média P " Teoria de Reissner-Mindlin
i ‘\ N
Plano yz:8,= 8%+ | deformagio suposta da normal
Y2y Ty Y =" Neorta de Kirchhoff

Figura 1.1 Deformagdo de uma reta normal  superficie média do elemento de placa.

A teoria de placas de Kirchhoff se baseia nas seguintes hipoteses:

(1) Nos pontos da superficie média # = v = 0 (0s pontos da superficie média se movem
apenas verticalmente),

(2) Todos os pontos contidos em uma normal da superficie média t€ém o mesmo
deslocamento vertical;

(3) A tensdo normal o, ¢ desprezivel;

(4) Um elemento reto da placa, normal a sua superficie média, apos a deformagio,
permanece perpendicular aquela superficie ¢ mantém seu comprimento inicial.

As hipdteses 1, 2 e 4 permitem definir o campo de deslocamento através da espessura da
placa. A terceira hipotese afeta o estado de tensdo ¢ o estado de deformacéo.

1
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Os elementos de placa baseados na teoria de Kirchhoff tém uma utilizacdo restrita a placas
finas, ou seja, a relacdo entre a espessura ¢ ¢ dimensdo caracteristica ¢ é menor do que 1/20
(#/a<0,05) [Timoshenko er al., 1959]. A formulagdo alternativa baseada na teoria de placas de
Reissner-Mindlin ¢ valida para placas de pequena e grande espessura, e permite observar as
dificuldades dos elementos de Kirchhoff [ Timoshenko ef al., 1959].

A teoria de placas de Reissner-Mindlin se baseia principalmente em diminuir a restricdo na
hipitese de ortogonalidade da normal, o que introduz o efeito de deformagdo por cortante
transversal, permitindo a andlise de placas grossas. Adicionalmente, os elementos de placa
baseados na teoria de Reissner-Mindlin sio muito mais simples que os de Kirchhoff e precisam
unicamente de continuidade de classe C’. Em contrapartida, a desvantagem da utilizagdo de
elementos de placa de Reissner-Mindlin é que aparecem dificuldades numéricas em sua aplicacio
a placa de pequena espessura, obtendo solucdes muito mais rigidas por causa da influéncia
excessiva dos termos da cortante transversal (efeito de blogueio). Estas dificuldades se resolvem
com técnicas de integragdo reduzida e/ou utilizando campos de deformacGes de cortante
transversal impostas e outros procedimentos similares.

A maior simplicidade dos elementos de placa de Reissner-Mindlin ¢ o fato de que podem
ser aplicados indistintamente a problemas de placas finas e grossas justificam a sua popularidade,
como demonstra o grande numero de publicacdes cientificas sobre 0s mesmos
([Zienkiewicz et al., 1964], [Zienkiewicz et al., 1989], [Hinton ef al., 1988] e [Crisfield, 1986]).
Muitos destes elementos tém sido incorporados com éxito na maioria dos programas comerciais
para analise de estruturas pelo método dos elementos finitos [ABACUS, 1989], [ADINA, 1989],
[ANSYS, 1989], [MSC/DYNA, 1989], [NASTRAN, 1972] e [SAMCEF, 1991}, etc.

A teoria de placas de Reissner-Mindlin se obtém da de Kirchhoff, simplesmente rejeitando
as hipoteses de ortogonalidade da normal durante a deformagdo da placa.

Assim, as trés primeiras hipoteses da teoria de Kirchhoff sao mantidas e a quarta hipotese
sobre ortogonalidade da normal se modifica como segue:

(4) Um elemento reto da placa, normal a sua superficie média, ap6s a deformagio
permanece reto € mantém seu comprimento inicial, porém, ndo é mais perpendicular 3
superficie média.

As cascas s3o geralmente de superficie curva, logo, parece ldgico que os elementos finitos
utilizados para sua andlise também o sejam. Existem trés opcdes para a analise de cascas com
elementos finitos curvos {Ofiate, 1992]:

1. desenvolver elementos curvos a partir da teoria classica de cascas;
2. utilizar elementos s6lidos tridimensionais de pequena espessura;
3. desenvolver elementos curvos a partir da degeneracio de elementos solidos.

A opgdo 1 ¢ bastante complexa em razio das dificuldades intrinsecas das teorias
tradicionais de cascas. Os elementos desenvolvidos segundo esta op¢do teriam muitos graus de
liberdade e derivadas de aita ordem no campo de deslocamento. Por outro lado, existem muitas
teorias de cascas com diferentes expressdes para as definicdes da geometria e campo de
deslocamento, por causa da inexisténcia de um critério geral sobre quantos e quais termos devem
ser considerados.
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A opcdo 2 elimina em grande parte os problemas associados & multiplicidade de teorias de
cascas. De fato, um dos primeiros procedimentos para analise de cascas foi a utilizacdo direta de
elementos solidos tridimensionais de pequena espessura.

Esta alternativa tem varios inconvenientes. Além dos problemas de alto custo da solugdo
devido a inclusio de nos através da espessura, se produz um mal condicionamento da matriz de
rigidez para espessuras pequenas em razdo da grande diferenca entre os coeficientes de rigidez
dos nos sobre a espessura e dos nos sobre a superficie. Adicionalmente, o uso de varios nos
através da espessura "desperdiga”, de certa maneira, a hipotese admitida para cascas de que a
normal permanece reta durante a deformagdo. Por outro lado, em razao da pequena espessura da
casca, a tensdo normal da superficie média pode ser considerada nula sobre a espessura, efeito
que torna desnecessaria a utilizagao direta da teoria tridimensional.

Portanto, fazendo uso de certas hipdteses simplificativas pode-se modificar os elementos
solidos tridimensionais para obter outros mais adequados e econdmicos a0 comportamento real
das cascas (opgdo 3). As hipoteses utilizadas na degeneragio de elementos solidos séo
essencialmente as mesmas utilizadas para os elementos de placa e casca plana de
Reissner-Mindlin.

Embora a analise de estruturas compostas por placas e cascas pelo método dos elementos
finitos ja se estenda por décadas, o estabelecimento de um modelo para analise estatica €
dinamica, que seja confidvel, eficiente e aplicavel a qualquer situagéio (placas e cascas finas oun
placas e cascas moderadamente grossas), ainda continua a ser objeto de estudo de muitos autores.

Ahmad ef al. (1970) apresentaram uma formulagdo baseada na degeneragdo de um
elemento solido tridimensional, através da redugdo de sua dimensdo na direcdo da espessura
(Figura 1.2). Nesta formulacio, considera-se que as retas normais a superficie média permanecam
retas apos a deformagdo, sem no entanto, continuarem normais a ela. Este fato possibilita que
sejam levadas em conta as tensdes de cisathamento na diregéo da espessura (Teoria de
Reissner-Mindlin).

Vy; Bi Qi ‘72 i
(a) (b)

Figura 1.2 Elemento de casca (b) obtido a partir da degeneracdo do elemento sodlido
tridimensional (a).

A geometria do elemento ¢ descrita pelas coordenadas dos nés, i, situados na superficie
média e por vetores nodais v, (Figura 1.2), que definem os pontos que estao fora desta superficie.
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Em cada no, consideram-se cinco graus de liberdade, sendo trés deslocamentos globais ( U,V W,)
¢ duas rotagdes (o, e B,) do vetor ¥, em tomno de dois outros vetores: v, e V,,, normais a ele

(Figura 1.2).

A matriz de rigidez do elemento ¢ obtida da maneira usual, a partir da integracdo numeérica
da expressdo:

w-]'l' (81 (] [Bilidzdnd ()

1Y

através da utilizagdo de 2 pontos de integragfio na diregdo ¢ (direcdo ao longo da espessura) e,
para o caso de elemento quadratico, (3x3) pontos de integragio na superficie média (& emn),
caracterizando, assim, uma infegracdo numérica consistente, uma vez que este é o nimero de
pontos necessario para integrar exatamente a Equacdo (1.1) [Bathe, 1982]. As funcdes de forma
utilizadas para a obtencdo da matriz [ B] da equagfio anterior sio aquelas da familia Serendipity,
que para o caso de elemento quadratico, consideram oito nds na superficie média (Figura 1.3).

Figura 1.3 Elemento de casca, quadrilateral, quadratico, da familia Serendipity.

Os resultados obtidos por este elemento foram excelentes para situacdes de placas e cascas
moderadamente grossas, atendendo, portanto, & teoria de Reissner-Mindlin. Entretanto, com a
redugdo da espessura, os resultados ndo tendiam, como era de se esperar, aqueles da teoria
classica de Kirchhoff para placas e cascas finas.

A partir de entdo, um grande numero de autores estudaram este elemento, fazendo
propostas para melhorar seu comportamento. Com a introdugio da Técmica de Integracio
Reduzida, proposta por Zienkiewicz et al. (1971), conseguiu-se uma melhora consideravel no
desempenho do elemento para as aplicagdes de placas e cascas finas. Neste caso, para a obtencdo
da matriz de rigidez (Equagdo 1.1) em vez de (3x3) utilizam-se (2x2) pontos de integracdo na
superficie meédia, caracterizando, desta forma. o que se convencionou chamar de infegracdo
reduzida. A integracdo  [fotalmente  reduzida  mostrou resultados notaveis
[Zienkiewicz et al., 1971] para as situagbes de placas e cascas finas. Para o elemento de
Zienkiewicz consideram-se também as fungdes de forma da familia Serendipity com 8 nés na
superficie média, conforme mostra a Figura 1.3.
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Bathe et al. (1985, 1986, 2000) resumiram os requisitos que devem ser encontrados no
desenvolvimento de um elemento finito confiavel e eficiente para anélise de casca:

(1) o elemento deve satisfazer os requisitos usuais de invariancia e convergencia;

(2) o elemento deve ser formulado sem o uso de uma teoria especifica, de maneira que
possa ser aplicavel em qualquer situagdo de placa ou casca;

(3) o elemento deve ser simples, barato e utilizar cinco ou seis graus de liberdade por n6;

(4) o elemento deve ser "numericamente seguro", isto ¢, ndo deve conter qualquer modo
espurio nulo, a integracdo numérica reduzida n3o deve ser utilizada;

(5) o elemento deve estar livre do efeito de bloqueio;

(6) o elemento ndo deve ser baseado em fatores de ajuste numeérico;

(7) o elemento deve ser relativamente insensivel as distorgbes geométricas;

(8) o elemento deve ter a capacidade de proporcionar solugdes precisas ¢ eficientes.

A formulacio para andlise de casca baseada na degeneragiio de um elemento solido
tridimensional através da reducdo de sua dimensdo na dire¢@o da espessura tem sido escolhida por
um grande numero de pesquisadores nos ultimos anos com o objetivo de satisfazer os requisitos
acima ¢, baseado nessa formulagio, o elemento de nove nos da familia Lagrangeana (Figura 1.4)
tem sido usado como base para o desenvolvimento de muitos elementos finitos para analise de
casca. Em parte, isto se deve as seguintes observagdes: na analise de tensdes no plano o elemento
isoparamétrico de nove nds ¢ menos sensivel a distorgdes geométricas do que o elemento de oito
nés ([Cook, 19811, {Verhegghe et al., 1986]), ¢ para o caso geral de flexdo de placas, o elemento
de nove nos tem um otimo desempenho se comparado a outros elementos quadrilaterais lineares,
quadraticos e cubicos [Pugh ef al., 1978]. Além disso, os elementos de nove nos para analise de
cascas sdo geralmente considerados como vantajosos em casos onde existem grandes variagdes de
tensdes, onde as deformacdes por flexdo dominam a solugio e onde a geometria € curva
[Park et al., 1986].

Figura 1.4 Elemento de casca, quadrilateral, quadratico, da familia Lagrangeana.

Entretanto, ¢ bem conhecido que os resultados obtidos através do elemento de nove nos
para analise de cascas apresentam diversas deficiéncias [Ofiate, 1992]. A integragdo exata do
elemento quadrilateral quadrdtico de nove nos exige 3x3 pontos de integragdo na quadratura de
Gauss-Legendre para a matriz de rigidez que contém os termos relativos a flexdo e 3x3 pontos de
integracio para a matriz de rigidez que contém os termos relativos a cortante (infegragdo
numérica consistente). Os resultados obtidos sdo excelentes para situagdes de placas e cascas
moderadamente grossas, contudo, com a redugdo da espessura o elemento torna-se
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excessivamente rigido e os resultados ndo tendem aqueles da teoria classica de Kirchhoff para
placas ¢ cascas finas. A integracdo numérica reduzida (2x2 pontos de integracdo para a matriz de
rigidez que contém os termos relativos a cortante) elimina em muitos casos o efeito de bloqueio
na analise de placas e cascas finas, mas pode gerar elementos com modos espurios facilmente
propagaveis em toda malha para vérias condigdes de contorno, o que distorce a solucio.

Processos de refinamento na andlise por elementos finitos tém sido utilizados atualmente
para estudar a convergéneia da solucdo de muitos problemas em engenharia. Em geral, tais
processos, quando aplicados numa formulagdo, produzem solucdes com aproximagio melhorada.

No processo de refinamento convencional do método dos elementos finitos, o qual ¢
chamado de refinamento 4, a malha de elementos é refinada através da diminuicio sucessiva do
tamanho # dos elementos. Neste processo, o mimero e o tipo de fungdes de interpolagio sobre
cada elemento mantém-se fixos. Esta ¢ a pratica comum na analise por elementos finitos, que
consiste em resolver um problema vérias vezes. Normalmente, a utilizagdo deste tipo de
refinamento aumenta o custo da andlise, bem como produz erros relacionados a arredondamentos
associados as subdivisdes demasiadamente refinadas dos elementos da malha.

No segundo processo de refinamento, conhecido como refinamento p, O nimero e a
distribui¢do de elementos sobre a malha discretizada permanecem fixos. No entanto, 0 numero e
o grau das fun¢des de interpolagdo, as quais devem ser polindmios completos de ordem p, sdo
aumentados progressivamente.

0 refinamento do tipo 4 tem sido extensivamente examinado na literatura matematica e
utilizado, por muitos anos, nas aplicagdes em engenharia. Recentemente, muitas pesquisas tém
sido realizadas para o desenvolvimento de processos de refinamento p ([Babuska et al., 1989],
[Leino eral., 1994], [Campion et al., 1996], [Liuetal., 1998], [Paschoalini ef al., 1999], ...
Tem-se observado que a qualidade de aproximacio da solucdo e o custo computacional sdo
vantagens que a versdo p de refinamento oferece em relacio a versdo 4.

0 processo convencional de refinamento tipo p do método dos elementos finitos se baseia
na discretizagdo do sistema em elementos, cuja ordem ¢ dependente das funcdes de interpolagio.
Neste caso, se novas varidveis fisicas devem ser introduzidas nos elementos, novas fungdes de
interpolagdo devem ser obtidas no lugar das anteriores. Desta forma, embora o mimero de
elementos da discretizagdo original permanega fixo, 0 nimero total de nés deve ser aumentado
progressivamente. Geralmente, esta técnica produz dificuldades em razdo da necessidade da
geragdo de novas malhas de elementos.

Para superar as dificuldades mencionadas anteriormente, nos ultimos anos, tém-se estudado
alguns procedimentos adaptativos de refinamento p, baseados na formulagio paramétrica
hierarquica do metodo dos elementos finitos, proposta por Zienkiewicz er al. (1971) e examinada
por Peano (1976). Nestes procedimentos, a introdugio de novas funcdes de interpolacdo de grau
varidvel nos elementos se faz conservando inalteradas as fungdes de interpolaciio anteriores. Esta
€ a caracteristica de importancia fundamental em processos de refinamento hierdrquico versio p
do método dos elementos finitos. As fungdes de interpolagdo que apresentam esta caracteristica
sdo chamadas de fungdes de interpolagdo hierarquicas e os elementos cujas varidveis fisicas sdo
interpoladas por estas fungdes sdo chamados de elementos hierarquicos.

Nos processos de refinamento hierarquico, as matrizes do elemento so expandidas quando
novas fungdes de interpolagdio, de grau superior as anteriores, sdo inseridas. Portanto, durante o
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procedimento, a matriz do elemento correspondente a uma aproximagdo polinomial de ordem p
torna-se uma submatriz da matriz correspondente & aproximacgdo polinomial de ordem p+l do
elemento. Neste caso, o esforco numérico consumido na triangularizagio da matriz de rigidez do
elemento referente a uma soluco, pode ser inteiramente economizado em solugdes subseqiientes.

Elementos finitos hierarquicos tém sido considerados ferramentas indispensdveis para se
estudar a convergéncia de funcdes de interpolagdo. As condigdes de continuidade enire elementos
vizinhos sdo satisfeitas, embora a ordem do polindmio das funcdes de interpolagdo possa variar
de elemento para elemento [Szabo er al,, 1988].

Com o proposito de retirar a caracteristica de rigidez excessiva do elemento apresentado por
Ahmad, o objetivo deste trabalho ¢ o desenvolvimento de um novo elemento que, mesmo
considerando integragio numérica consistente, refina aquela solugdo atraves de uma formulagdo
do tipo hierarquica baseada no conceito de aproximagdo p. Pretende-se, portanto, partindo do
elemento isoparamétrico, quadratico de 9 nos da familia Lagrangeana (Figura 1.4), com
integracdo consistente, refinar sua solugdo pela introdugdo de polindmios de terceiro, quarto €
quinto graus.

A patureza hierarquica da formulagio proposta apresenta a vantagem de que as matrizes de
massa e rigidez produzidas nos estagios anteriores aquele da aproximagdo pretendida reocorrem e
ndo precisam ser recalculadas, evidenciando assim, um ganho de carater computacional.
Possibilita, também, empregar expansdes polinomiais diferentes ao longo de lados e elementos
diferentes. Esta caracteristica, essencial dos elementos hierarquicos, é explorada no refinamento
adaptativo, onde novos graus de liberdade associados aos pardmetros hierarquicos (graus de
liberdade hierarquicos) sdo criados somente quando requeridos pela magnitude do erro envolvido
na analise.



2 FORMULAGAO PARAMETRICA

2.1 Introdugado

Ao se aplicar o método dos elementos finitos na analise de uma estrutura, deve-se interpolar
a sua geometria, ou seja, as coordenadas dos pontos, assim como a grandeza a ser calculada,
como por exemplo os deslocamentos nodais.

Por simplicidade, tomando como exemplo o elemento de barra linear de » nés, o
deslocamento axial em um ponto do elemento se expressa por:

wé)=N(E)u, + Ny (E)uy +-+ N (E)u, +--+ N, (E)u, (2.1)

na qual N, (cf ) sdo as fungoes de interpola¢io do campo de deslocamento, denominadas Jungdes
de forma. As fungdes N (&) devem tomar o valor unitdrio no né i e zero nos demais 7-1 nés do
elemento.

A deformacio ¢ se obtém da seguinte forma:

i _aN(E), v L v ) .

) F—Z iy e

& & & @ T

A obtengdo das derivadas de N, implica nas operagdes seguintes:

dn,(§) _dN(&)dé
dx d&  dx

i=1,2n (2.3)

A expressdo da deformagdo, entdo, se escreve como:

5:dN;(é)(ucg-’g.m}u]+ dN;(é‘)[ﬁ\lu;{_m_% dN,.(g){g{g_)uﬁ“ dN,,(g)[ﬁwu” (2.4)

— =27/ . T
dE | dr a | a | a | aé |

Para completar o cdlculo de & € necessério calcular d&/dx, que exige conhecer uma relagio

explicita entre x e & Esta relagdo pode ser obtida através de uma interpolacdo paramétrica da
geometria do elemento. Se as coordenadas x,, x,,...,x,,-,x,, de m pontos quaisquer do elemento

sao conhecidas, pode-se calcular a coordenada de qualquer ponto do elemento interpolando os
valores das coordenadas conhecidas. Esta interpolagdo pode ser escrita na forma

x = N; (g)xl + Né (g)xE + U + Ni“ (g)xi + o + AT;” (g)x,”? (2.5)
8
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Se deduz da equagio anterior que N, (§) sdo funcbes de interpolacdo da geometrig que
satisfazem os mesmos requisitos que as fungdes de forma para interpolar o campo de
deslocamento, ou seja, N, (£) deve tomar o valor unitdrio no ponto i ¢ zero nos demais m-1
pontos.

Observa-se que a Equagdo (2.5) proporciona diretamente a relagio entre as coordenadas x ¢
& procuradas.

2.2 Formulagdes superparamétrica, isoparamétrica e subparametrica

Como foi visto, um elemento possui duas classes de pontos: os utilizados para interpolar o
campo de deslocamento (nds), que definem as funcdes de forma N, (5) e os utilizados para

interpolar a geometria do elemento, que definem as fungdes de interpolagao da geometria N (£).

Estes pontos podem ndo ser coincidentes dependendo da caracteristica do problema:

- se m ¢é maior que o numero de nos » do elemento, as fungdes de interpolacdo da
geometria N, (§ ) serdo polindmios de maior grau que as funcdes de forma N, (5)

utilizadas para interpolar os deslocamentos, ¢ a formulagdo recebe o nome de
superparaméltrica,

- se m coincide com o numero de nds z do elemento, N (&)= N,(¢£). a formulagdio se
denomina isoparamétrica;

- e se m ¢ menor que o numero de nds » do elemento, as funcdes de interpolagdo da

geometria N, (&) serdo polindmios de menor grau que as fungdes de forma N, (£)

7

utilizadas para interpolar os deslocamentos, ¢ a formulagdo recebe o nome de
subparamétrica.

A Figura 2.1 ilustra um elemento finito linear com formulagoes superparameétrica,
isoparamétrica e subparamétrica.
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L1Pontos que interpolam a geometria (m) @ Pontos que interpolam o campo de deslocamento (n)

m>n
- - N
a4 d bl
(a)
m=n
Y B
b ] i
(b)
m<n
L 3 & o

(c)

Figura 2.1 Formulagdes superparamétrica (a), isoparamétrica (b) e subparamétrica (c) do
elemento linear.

2.3 Formulagao subparameétrica hierarquica

O procedimento mais usual do método dos elementos finitos estd em definir as funcdes de
interpola¢do do campo de deslocamento de maneira que as incognitas u; representem os valores
nodais do deslocamento. Este tipo de procedimento traz desvantagens quando se deseja aumentar
a ordem da aproximacio do elemento, pois neste caso, as funcdes de interpolacdo deveriam ser
modificadas completamente. Para evitar este tipo de problema é possivel definir fungdes de
interpola¢do de ordem variavel que, quando introduzidas na aproximacdo u da Equacio (2.1), ndo
alterem as fungdes Ny(&) (i=1, 2, ..., ») anteriormente definidas, da formulacdo convencional. Por
adquirir esta importante caracteristica, essas fungdes de interpolacdo N{(& (i>n) de ordem
variavel, que sdo introduzidas na aproximagio de u, sdo chamadas de fungdes de interpolacdo
hierdrquicas.

A formulagdo subparamétrica hierarquica do método dos elementos finitos difere da
formulagdo convencional devido ao emprego de fungdes de interpolagdo hierarquicas de grau
variavel ([Peano eral., 1979], [Zienkiewicz et al., 1983]). Essas funcdes sao introduzidas nos
elementos, principalmente, com o objetivo de se fazer refinamentos na solugio obtida pelo
meétodo  convencional dos elementos finitos. Na literatura ([Babuska et al., 1979],
[Peano eral., 1976], [Babuska er al., 1981]) este procedimento ¢ denominado de versio p do
método dos elementos finitos, devido ao emprego de fungdes de interpolagio hierarquicas de grau
variavel p.

Uma das grandes vantagens do refinamento hierarquico estd no fato de que o esforgo
computacional torna-se menor na obtengio de novas solugdes ([Rossow ef al., 1978]). As funcdes
de interpolagdo utilizadas em um nivel de aproximagio de ordem p permanecem inalteradas,
quando se tenta obter uma aproximacio de ordem mais alta, com a introducio de novas funcdes
de ordem p+k, ou seja:

10
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R

u(&)= Y N/(&)u, (2.6)

=i

na qual np é o numero de pardmetros hierdrquicos inseridos. Por exemplo em problemas
estruturais estaticos lineares se obtém o seguinte sistema de equagdes:

(& s Nt} ) = (F ) 2.7)

ou na forma matricial

[irnd B o

na qual a matriz de rigidez [K],,. o vetor deslocamento {u},, ¢ o vetor carregamento {F}

a.n n.n

correspondem a solugdo em um nivel de aproximacio anterior, ndo precisando, portanto, serem
recalculados.

A Figura 2.2 mostra um conjunto de elementos unidimensionais e a forma das fungdes de
interpolagdo para aproximagdo linear, quadratica e cubica. Fungdes deste tipo sdo conhecidas
como fungdes padrdo pelo fato de dependerem do mimero de nos utilizados em um certo nivel de
aproximacio, ou seja, elas tomam formas totalmente diferentes quando se deseja passar de um
grau para outro.

A aproximagdo linear mostrada na Figura 2.2a ¢ dada por

u(&)=N,(&)u, + N,(&)u, (2.9)
na qual

N)=ts (2.10)

No(e)= 2 @.11)

A aproximagdo quadratica mostrada na Figura 2.2b ¢ dada por

u(é)=N,(E)u, + N, (E)u, + N;(&)u, (2.12)
na qual
N (E)=22 2.13)

11
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N, (&)= 5;5 (2.14)

N(g)=1-¢ (2.15)

A aproximacio cubica mostrada na Figura 2.2¢ é dada por

u(§)=Nl(§)ul+N2(§)u2+N3(§)u3+N4(§)u4 (2.16)

na qual

9 (s 1)

N;(é)—i—g[cf 9}1 £) 2.17)
9/, 1

Nz(é)wg{«? g}ng) (2.18)
7 ez

Ns(§)=f—6(é-~1{é—~§} (2.19)
27 2 |

Na(i)—yg(fwcf {§+-3-) (2.20)

Nota-se, portanto, que a dificuldade ¢ evidente quando se deseja construir fungdes de
interpolacdo do tipo padrdo de alta ordem. Para evitar este tipo de problema, pode-se usar fungdes

de interpolacdo hierarquicas f\uf, (5) (i>n) que sdo independentes do numero de pontos usados na
definicdo da geometria do elemento.
Na formulagdo subparamétrica hierdrquica do método dos elementos finitos funcdes de

interpolagdo do tipo padrdo sio utilizadas apenas em um primeiro nivel de aproximacio da
solugdo. Para outros niveis de aproximacao as demais fungdes do tipo padrdo, N,(£), podem ser

substituidas por fungdes de interpolagdo hierarquicas, A, (5 )
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Nl N2

(b)

E=-1 E=+1
(c)

Figura 2.2 Elementos unidimensionais e fungbes de interpolagdo do tipo padrdo: linear (a),
quadratica (b) e cubica (¢).

Para o caso considerado do elemento unidimensional, uma aproximagdo quadratica
hierarquica do elemento sera dada por

u(§)=Ni(§)ui+Nz(§)u2+JV3(§)§3 (2.21)

na qual N, (5) e N,(£) sdo as fungdes de interpolagdo lineares, dadas pelas Equagbes (2.10) ¢

(2.11), respectivamente, € N ; (£) ¢ uma fungio de interpolagdo hierarquica de segundo grau que

13
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satisfaca as condi¢des ]VB (~1)=0 e 5\73 (+1)=0. Desta forma, ¢ mantida a continuidade C°

entre elementos. Assim, uma fun¢do de interpolagdo hierdrquica quadratica, como mostrado na
Figura 2.3b, pode ser escrita como

N&)=(-¢) (2.22)

Esta fungdo quando inserida na Equagdo (2.21) ndo modifica o nivel de aproximacio do
elemento. Mas, no entanto, a incognita #, deixa de ter o significado fisico de variavel nodal. Na
realidade #, € um pardmetro dependente das incognitas nodais u; e ua. Por exemplo, em & =0,
temos:

u(§ ZO)ZN} (5:0)7"1 +N, (5 =0)u2 +ﬁ3(§=0)§3 ;[é’}x "*‘[%}‘2 +(I)53 (2.23)

A

logo, o parametro hierdrquico #; em & = ( sera:

u, +u,

> (2.24)

i, =ulg :(})—

De maneira similar, para se obter uma aproximagdo hierdrquica cubica deve-se usar a
Equacdo (2.21) acrescida do termo N, (£)#,, ou seja:

u(§)=Ni(§)uE+N2(§)uz+ﬁ3(§)§3+ﬁa(§)ﬁ4 (2.25)

na qual N,(¢) deve ser uma fungao de interpolacdo hierérquica ctibica que satisfaga as condigoes
N(=1)=0 e N,(+1)=0. Assim, uma fungtio de interpolaao hierirquica cubica, como
mostrado na Figura 2.3¢, pode ser escrita como:

N)=l-¢) (2.26)

A identificacdo fisica do pardmetro hierarquico #, torna-se dificil, mas esta identificagdo
nio € necessdria.

Uma forma alternativa para definir funcoes de interpolagdo hierdrquicas é usar os
polinémios de Legendre P (£) [Zienkiewicz eral., 1983]. As fungdes de interpolacdo

hierdrquicas podem ser encontradas em termos das integrais desses polindmios. Os polindmios de
grau j sdo definidos por:

L1 d [y
Ee)=or = .27)

e as funcdes de interpolagdo hierarquicas N ,+» de ordem p=j+1, definidas por:

14
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ﬁj_z(g)x'tpj(z:) de ; j=123.. (2.28)

Integrando os polindémios para j=1,2,3,4, tém-se:

Ny(&)=&" -1 (2.29)
F(e)=2(-¢) (2.30)
ﬁs(é)mi-(llié" 187 +3) (231)
Ny(£)=78" —108° +3¢ (2.32)

Partindo-se de uma aproximacdo linear, as funcdes de interpolaco hierdrquicas dadas pelas
Equacdes (2.29), (2.30), (2.31) e (2.32), provenientes da integragdo dos polindmios de Legendre,
apresentam a importante propriedade de ortogonalidade que conduz a sisiemas de equagdes
melhor condicionados.

De maneira similar ao caso do elemento unidimensional, pode-se definir funcbes de
interpolacéo hierarquicas para o elemento bidimensional.

15
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N, N,

[y
na

1

u.

5
-1 £= £=41

(b)

21

<
v
Eaal
0w
;
vl
P
X

(c)

Figura 2.3 Fun¢des de interpolagdo e varidveis para as aproximagdes linear (a), hierdrquica
quadratica (b) e hierarquica cubica (c).
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3 CAMPO DE DESLOCAMENTO DO ELEMENTO DE CASCA

3.1 Introducao

A Figura 3.1 apresenta um elemento de casca da familia Lagrangeana. Neste elemento, as
secgdes ao longo da espessura sdo geradas por linhas retas. Os nds ¢ de 1 a 9 estlo dispostos na
superficie média do elemento conforme a representagdo. O sistema de referéncia local ¢
constituido das coordenadas curvilineas £ e m na superficie média e da coordenada linear ¢ na
direcio da espessura do elemento. Estas coordenadas variam entre —l e 1 , de modo que E=*1 e
n = *1 definem as faces laterais, e { = 1, as faces externas do elemento.

Figura 3.1 Elemento de casca da familia Lagrangeana, sua superficie média e 0s nos i
associados a ela.

3.2 Determinacédo dos pontos situados sobre a superficie média

Quando se associa ao elemento de casca um sistema cartesiano de referéncia (X, Y, Z),
denominado global, a posigdo de qualquer ponto O da superficie média do elemento sera dada
pelo vetor 7, e a posi¢do de um né i genérico da superficie media sera dada pelo vetor T,
conforme mostra a Figura 3.2. O vetor 7. tem as componentes x,, y; € z, segundo os eixos X, Y, ¢
7, respectivamente. Assim,

1
J

2

17



Capitulo 3 Campa de Deslocamento do Elemento de Casca

Figura 3.2 Vetor F que define a posi¢do de qualquer ponto O da superficie média do elemento
de casca.

O vetor 7, que define a posicio de qualquer ponto O da superficie média, pode entdo, ser
interpolado a partir dos vetores nodais 7, e das fungdes de forma N,(£1) associadas a cada um
dos nés da superficie média ([Coons, 1967], [Forrest, 1968]):

FEm = D NGEDF (3.2)
i=|

na qual, para o elemento da familia Lagrangeana, n ¢ igual a 9 e as fungdes de forma, dadas por
[Zienkiewicz et al., 1989]:

N(EM=1EnEn(+2E)14mn,)  para os nés i= 12,34 (3.3)
N(Em) =41,(0-8)(1+m,) paraosnési=5e 7 (3.4)
N(EM =15 1+28)1-n) para os nés i=6 ¢ 8 (3.5)
NED=01-8)1-1") paraondi=9 (3.6)

nas quais &, e n; sdo as coordenadas curvilineas correspondentes a cada no i.

18



Capitulo 3 Campo de Deslocamento do Elemento de Casca

Os vetores F, € 7, tangentes & superficie média, e o vetor 7;, normal & superficie meédia, sdo
determinados a partir do vetor 7 (Apéndice A).

3.3 Determinacio dos pontos situados fora da superficie média

De acordo com a Figura 3.3, se ¢; ¢ a espessura da casca no nd i, qualquer ponto P ao fongo
desta espessura, sera dado pelo vetor m;, obtido da seguinte maneira:

() =0, 37

na qual v,; ¢ um versor normal a superficie média no no .

i

Figura 3.3 Espessura ¢, da cascano nb i e os vetores m; e m, que definem, respectivamente, os
pontos P e Q, fora da superficie media.

Desta forma, o vetor m (Figura 3.3) que define a posi¢do de qualquer ponto Q fora da
superficie média pode, entdo, ser interpolado- a partir dos vetores m; e das fun¢des de forma
N,{£.m) de cada né da superficie média. Portanto,

AEND = DN, (G- (3.8)
=1
ou ainda, considerando a Equacéo (3.7),
_ i . z!‘ ~
AENL) =L 2N, (G5 T, (3.9)
=1
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3.4 Determinacao do campo de deslocamento do elemento isoparamétrico

No ponto O, genérico, da superficie média do elemento de casca, os eixos x',y" e 2, Cujos
versores s3o, respectivamente, v,, ¥, e v,, definem um sistema cartesiano local de referéncia,
conforme mostra a Figura 3.4. Quando se considera o no i, genérico, da superficie média, o
sistema local de referéncia (x',y",z') a ele associado serd definido pelos versores ¥, v, e 7,
(Figura 3.4). Os versores v, v,, ¥, ¢ ¥,, sdo tangentes a superficie média e os versores v, e v,

normais & ela. Os versores ¥, v, e ¥, sdo determinados no Apéndice A.

X

Figura 3.4 Sistemas locais de referéncia (x', y', z') associados ao ponto O e a0 nod i, e seus
respectivos Versores.

Se em fungdo de sua solicitagdo o elemento de casca é deformado, o né i, genérico, de sua
superficie meédia vai apresentar um deslocamento &, (Figura 3.5), cujas componentes nas direcGes
X, Y e Z do sistema de referéncia global sdo u,, v, e w,, respectivamente.

20
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X

Figura 3.5 Deslocamento 8. apresentado pelo né i, genérico, da superficie média do elemento
de casca.

De acordo com o modelo cinemdtico de Reissner-Mindlin, que possibilita considerar
também as tensdes de cisalhamento ao longo da espessura, se um elemento reto de casca € normal
a sua superficie média, apds a deformagio ele permanece reto e mantém seu comprimento inicial
(¢.. = 0), porém, ndo é mais normal & superficie média. Assim, o estado de deformacao especifica
do elemento de casca, com relagio ao sistema de referéncia local (x',)’,z'), devera conter as
Seguintes COMPONENLEs: €. ,€.,..Y Yy € ¥ -
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X

Figura 3.6 Deslocamento A, apresentado pelo ponto P.

Em fun¢io do exposto, quando se considera o vetor m, (Figura 3.3), normal & superficie
média e que define o ponto P fora desta superficie, apos a deformagio, ele devera continuar reto,
ndo mais perpendicular aquela superficie ¢ manter seu comprimento inicial. Portanto, no caso
mais geral de solicita¢do, devera apresentar duas rotagdes (Figura 3.6): o, e B., em torno dos
eixos y' e x’, respectivamente. O ponto P assume, entdo, a posicio P!, apresentando,
conseqiientemente, um deslocamento A ;» que, de acordo com a Figura 3.6 ¢ admitindo-se a
hipotese de deslocamentos e deformacdes pequenos, serd dado por:

A, =Si +mo vy —mB, vy, (3.10)

na qual v, e v, 80 0s versores tangentes 4 superficie média no né i, m, é o médulo do vetor m,
que, de acordo com a Equacdo (3.7), é dado por:

m, =‘;-;—" (3.11)

Substituindo-se este valor na Equagdo (3.10), tem-se que:
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- t ! _
ALy =8 +C -7V, o, =3y B (3.12)

Esta express@o possibilita determinar o deslocamento apresentado por qualquer ponto P ao longo
da espessura f, no no i. Pode-se, agora, interpolar o deslocamento de qualquer ponto Q (Figura

3.3) do elemento de casca a partir dos deslocamentos A ; € das funcdes de forma N/(£n) de cada
nd da superficie média [Zienkiewicz et al., 1989]:

AEND = D NIED- A, D) (3.13)
famd

na qual » ¢ o nimero de nos da superficie média. Se o elemento € do tipo isoparamétrico
fDesai, 1979], as fungdes de forma sdo iguais aquelas utilizadas para interpolar a geometria ¢
dadas através das Equacdes (3.3), (3.4), (3.5) e (3.6), para o elemento da familia Lagrangeana.
Portanto,

NI(Em =N, (&n) (3.14)
e a Equac#o (3.13) pode ser reescrita como:
AEnO =D NEn 5,0 (3.15)
i=l

Substituindo-se z&, pelo seu valor, dado a partir da Equagdo (3.12), tem-se que:

AEND = D N,EW S, +C DN, E 35, -,
i=| i=l
(3.16)

7 ) I, _
Y NG Ty B
i=]

Se u,v ¢ w sdo, respectivamente, as componentes do deslocamento A nas direcdes X, Y ¢ Z do
sistema de referéncia global, u, v; e w;, as componentes do deslocamento S,, Vil Vi2i € Vi35, @S
componentes do Versor v,; € vay;, V22, € V23;, s componentes do versor v,,, a equag¢io anterior pode
ser reescrita da seguinte forma:
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ju(a,n,r;)l \ J”" l , Vi
- rﬁ
vign.Q)r= ZNi Em) -, ‘E‘C’ZNJ(EJT])'T‘ Vigi [,
w(En,0) i=! [Wr‘ J =t Viy
(3.17}
1 t Vfﬂi
LD NG S v B,
=t Vo3
ou ainda,
Vil i1 t
WEND) = D N, B, 5 D N, G vy, o
=] Fa
(3.18)
i t
D N ET v B
i=1
F1 Ird t
WEND) = DN, EMY, +T- DN (EM) vy 0
i=1 el
(3.19)
” fj
LY NET) v By
I
b T t;
W(%-"Is(-:) = er (é‘q) W, + C‘ : ZNJ (Z':ﬂ'i) 'T‘vlfia' ) CL,-
fm=l FE|
(3.20)

1 ti
D NET) ey B,
=]

A expansao polinomial, obtida a partir das fungdes de forma quadraticas da familia
Lagrangeana ¢ mostrada na Figura 3.7.

1 cte

£ n 1* grau
g &n o 29 grau
&n &n’

g’

Figura 3.7 Termos da expansdo polinomial, obtida a partir das funcdes de forma da familia
Lagrangeana.
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As Equacdes (3.18), (3.19) e (3.20) podem ser escritas na forma que se apresenta a seguir:

Ju(&,n,@l .
vEND t= D [N, G0 e, 3.21)
wEnd) =

na qual [N i(i,n,é;)] ¢ uma matriz (3x3), constituida das fungdes de forma N,(§m) e dos
parametros (espessura 7, e componentes dos versores Vy; ¢ V,,) referentes ao no i:

{Nf(@n) 0 0 NG5, wc;Nf(a,n)%vg,i}
(NEnD=| 0 NEW 0 INEDTV, —GNED TV | 5.22)
| o 0 NEM NEME, LN ED Y, '

e {a;} ¢ uma matriz coluna (5x1), constituida dos deslocamentos e rotagdes relativos ao no i:

~

b,
V;
la,}=w (3.23)
14 i .
a;
LB
Desta maneira, a Equacio (3.21) pode ser apresentada na seguinte forma matricial:
J u(En8) L
vEn0) r=[MEnG] Vend)] - [NEn)
w(&, n,Q)J
{a,}
{az} (3.24)

(V&m0 { a}

Verifica-se, portanto, que a cada nd i da superficie média do elemento de casca estdo associados
cinco graus de liberdade: trés translagdes (u;,v, € w;) e duas rotagdes (a; € f,).
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3.5 Determinagao do campo de desiocamento do elemento paramétrico

De uma forma geral, o refinamento da solugdo de um problema qualquer pode se dar
através da utilizacdo de elementos de ordem fixa, para os quais o tamanho A é sucessivamente
reduzido (refinamento tipo /), bem como, através da utilizagdo de elementos de forma fixa, para
os quais a ordem p aumenta sucessivamente (refinamento tipo p).

No desenvolvimento deste trabalho, considera-se o refinamento tipo p, uma vez que se
pretende o aprimoramento da solugdo sem que haja a alteragio da malha de discretizacdo.
Entretanto, quando se empregam funcdes de forma padrao como aquelas da familia Lagrangeana.
a cada mudanca de ordem, corresponde um aumento do numero de nés do elemento gerando
conseqiientemente fungdes de forma totalmente diferentes para cada nivel de aproximacio. Se
este fosse o procedimento adotado, todos os calculos ja efetuados quando da analise anterior
deveriam ser repetidos ocasionando um aumento do custo computacional. Portanto, ¢ vantajoso
evitar esta dificuldade e considerar a aproximagéo como uma série na qual as funcdes de forma
ndo mais dependem dos nos do elemento. O aumento da ordem do elemento sem o conseqiiente
aumento do seu numero de nos pode ser obtido a partir das funcdes de forma hierdrquicas que
representam simplesmente um refinamento de ordem superior.

Assim, o refinamento da expansdo quadrética especificada pela Equacio (3.16) pode ser
obtido adicionando-se fungdes de forma hierdrquicas M,4(£,1) de ordem superior a dois.

Neste trabatho o refinamento da expansdo quadratica sera feito adicionando-se funcdes de
forma hierarquicas de terceiro, quarto e quinto graus. Portanto, as funcdes My(Em) sdo
polinémios de grau p (p = 3, 4 ou 5) associados a cada um dos lados do elemento (k= 1, 2, 3 ou
4) ou sdo polindbmios de grau p, do tipo bolha, associados ao elemento (k= 5 ou 6).

A Figura 3.8 mostra a defini¢io dos lados do elemento.

Lado 4 Lado 3

Figura 3.8 Definigdo dos lados do elemento.
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As funcdes de forma hierarquicas utilizadas foram definidas em termos das integrais dos
polindmios de Legendre [Szabo ef al., 1991] e consistem de:

— quatro fungdes de forma associadas aos lados do elemento para o refinamento de
3¢ grau (Equacgdes 3.25, 3.26,3.27 ¢ 3.28 e Tabela 3.1),

— quatro funcdes de forma associadas aos lados do elemento para o refinamento de
42 grau (Equacdes 3.29, 3.30,3.31 ¢ 3.32 ¢ Tabela 3.1);

— quatro fungdes de forma associadas aos lados do elemento para o refinamento de
5% grau (Equagdes 3.33,3.34,3.35e3.36 ¢ Tabela 3.1);

— duas fungdes de forma do tipo bolha associadas ao elemento para o refinamento de
52 grau (Equacdes 3.37 e 3.38 e Tabela 3.1).

M, (gm)= —f(i -2)1-n) (3.25)
My(Em)= ;/E (W -n)1+2) (3.26)
M (En) = ?3“—6*(5,,3 -&).(1+m) (3.27)
M (5m) = %M 1-2) (3.28)
M, (5m)= ﬁl—aa-(aﬁ “E)(1-m) (3.29)
My(&m)= gjﬁn-(ns -n)(1+8) (3.30)
My(En)= \/—ﬁ (€ -E)(1+m) (3.31)
M44(§,n)=~2~wj§—-6n'(n3-n)-(1~—§) (3.32)
My (Em) = Sjﬁ (35544287 +7).(1-m) (3.33)
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1
Mo(En)=——n.(350" -42n° +7).(1-¢
s2(6.1) Sﬂn(an n J(1-&)

L. (358% -428° +7).(1+1)

814~

M53(E:aﬂ) =
1 s 5
M54(&,n)=mn-(35n -4t +T7)(1+8)

e 3 S e e
Mss(a:ﬂ)—ngQm(i &)(m -1)

3 3 3 2
M. (En)= E‘ng(ﬂ ni(& -1)
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Tabela 3.1 Fungdes de forma hierdrquicas M,(&,n) de 3° grau (p = 3), 4° grau (p = 4) ¢ 5° grau
(p = 5), associadas aos lados do elemento (k= 1, 2, 3 e 4) ¢ a0 elemento (A =5 ¢ 6).

29



Capitulo 3 Campo de Deslocamento do Elemento de Casca

As funcdes de forma hierdrquicas de terceiro grau devem ser tais que transformam a
expansdo quadritica em um polindmio completo de terceiro grau (Figura 3.9), as funcdes de
quarto grau devem ser tais que transformam a expansdo cubica em um polindmio completo de
quarto grau (Figura 3.10) e as fungdes de quinto grau devem ser tais que transformam a expansio
quarto grau em um polinémio completo de quinto grau (Figura 3.11).

)

2
g an Ul
3 2 2 3
S & &n n
3 2..2 3
s &m &
Figura 3.9 Termos da expansdo polinomial obtida a partir da adigdo de funcdes de forma
hierarquicas de terceiro grau na expansio quadrdtica.

1
g M
g’ &n n’
g’ &' &n’ n’
g’ & £n’ &n’ n’
&' én’

Figura 3.10 Termos da expansdo polinomial obtida a partir da adi¢do de funcdes de forma
hierarquicas de terceiro e quarto graus na expansdo quadratica.
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1
G n
g’ &n n’
g’ £ &n’ n’
& &' &'’ en’ n’
g’ &'n &'n’ g’ &n’ n’
&' &n’

Figura 3.11 Termos da expansio polinomial obtida a partir da adigdo de fungdes de forma
hierdrquicas de terceiro, quarto e quinto graus na expansio quadratica.

Desta forma, o deslocamento A dado pela Equagdo (3.16) para o caso do elemento
isoparamétrico, torna-se:

~ 9 _ 9
AEMC) =Y N, (En) B, +C- DN (&) 45, o,
jul =i (339)

3

9 o , ) . ~
_—CAZNJ(’@’}’})"Q_VL.B!‘F Mpk(glnjépk
=l =3 k=

para o caso de elemento paramétrico do tipo hierdrquico. Nesta expressdo o, € o vetor

pk
constituido dos pardmetros hierarquicos. As fungdes Mpi(E,1) quando inseridas na Equagdo 3.16
nio modificam o nivel de aproximagdo do elemento, mas, a incognita &, deixa de ter o

significado fisico de varidvel nodal. Na realidade, as componentes de &, sfo parametros

dependentes das incognitas nodais 5, a,ep,.

Se, respectivamente, dp, by € Cp 530 as componentes do vetor 3 . segundo os eixos X, Y ¢
Z do sistema de referéncia global, a Equacio (3.39) pode ser reescrita da seguinte forma:

9 u"] 9
MEn ) = S NEm- Y, fw; S NEm G, a
Y (3.40)
2 P 3 6 a.nffl
~g ;N,(fﬂ)'j‘sz, ﬁ;*mz ;Mpk(iaﬂ) b
T c

ou ainda,
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)
:

g G
t, _
u(En.C) =2 N (E)u +L-Y N (&) 45, -,
i=i It

; ; s (3.41)
LN 3 B Y XM (e e,
pes p=3 =
2, 2 {
V(&JTI:(::) = ZNF('};TE) 'Vi + C‘.. 'ZN! (é?n)”ﬁ-vh .0’1
. 7 , T, (3.42)
—C_\'ZN;(E‘,T})‘“&“?Z[‘B,"FZ‘ ZMpR(Ed’n)'bPk
i=] p=3 k=t
X = !
WENC) =D N (En)w +5- D N(En)-57, a,
, z T (3.43)
“_C.? ZN:(EJ T]).-Z-LgZi'Bi_i- ZM;?A‘(":-'“)C{JA
im p=3 k=i
Estas equagdes podem, também ser escritas na forma que se apresenta a seguir:
uf
u(a’ Tt’ C) 9 v.' 5 6 a,’?k
Wem ) =2 IN.eng)low p+ > Y[M en))b, (3.44)
wem ) o ¢
B,
na qual [M«(En)] & uma matriz 3x3 constituida das fungdes de forma hierdrquicas M(E,1):
Mpk (a! T]) 0 0
Maenl=| 0 Mmoo (3.45)
0 0 M, (&n)

¢ a matriz [N, (&.n.¢ )] Ja foi definida anteriormente através da Equagdo (3.22). Sendo {a;} a

matriz coluna (5x1) definida a partir da Equagdo (3.23), {a,} uma matriz coluna (3x1)
constituida dos pardmetros hierarquicos:

la t=10, (3.46)

A Equagdo (3.44) pode ser representada da seguinte forma matricial:
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g(u( &m¢))
)=l Wn MM en O [V G ) N 60 C))
{w(g", n.¢)]
.}
.|
{a}
: (3.47)
e n M) M) Mgl ) {{”}}
fa.}
)
{a.
De uma maneira compacta, a Equacio anterior pode, ainda, ser dada por:
{up =[N1-{aj (3.48)

na qual {#} é uma matriz coluna (3x1), constituida dos deslocamentos u(En.0),v(EN.L) e
w(&n.C), g} é uma matriz (87x1), constituida dos deslocamentos nodais u;, vi, w;, @; € Fi e dos
parametros hierarquicos dp, bpk € cpr. E [N] é uma matriz (3x87), constifuida das fungdes de
forma N,(§n) e Mp(Em):

V)= INeeng lNv.eng )N ng ). [N (&, 4)1

3.49
(M, e Mt Em)) oM (Em)) Mo Em)] ] (3.49)
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4 ESTADO DE DEFORMAGAO ESPECIFICA

4.1 Introdugao

De acordo com a Figura 4.1, a posicdo de qualquer ponto Q do elemento serd dada pelo
vetor R, que ¢ determinado pela soma de dois outros vetores: o vetor 7, que define a posi¢io de

qualquer ponto O da superficie média, e o vetor m que define a posicdo de qualquer ponto Q fora
desta superficie. Assim,

R=F+m (4.1)

Considerando as Equacdes (3.2) e (3.9), o vetor R pode, ento, ser dado por:

REND = DN B F 40 D N, Eme 5, (4.2)
j=1 i=1

Figura 4.1 Vetor R que define a posi¢éo de qualquer ponto Q do elemento de casca.

Se x, y e z sd0 as componentes do vetor R, segundo o sistema de referéncia global, a
Equacdo anterior pode ser reescrita da seguinte forma:
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~ Jx(a:vnrq)l I sz}% # ‘ vSlzl
REND ={yEnD (= 2 NG -1y +C D N EMF vy,
z(&n,0) =l {zf J =

V33

ou ainda,

1 2] t
XENL) = DN G X, +8- XN, G vy,

j=] =]

114 I t
WEMD) = D N ET) -, + 0 DN, B v,

j=1 i=l

n " [
AEnD) = D N, Bz +C DN, BN vy

= i=1

de casca.

(4.3)

(4.4)

(4.5)

(4.6)

Estas equacdes fornecem, entdio, as coordenadas x, y e z de qualquer ponto do elemento

No caso geral de solicitagdo, o estado de deformagio especifica do elemento de casca no
ponto Q (Figura4.l), segundo o sistema de referéncia global (X, Y, Z), é dado

por [Przemieniecki, 1968]:

 ou(x,y.2)
B = cx

B ov(x,v,2)
g, = “——”“ay

ow(x,y,2)

Oz

ou(x,y,z) ov(x,¥,z)
Ty = oy T bx

_vxy.2)  owlxy.2)
1327 0z cy

ou(x,y,z) Ow(x,y,z)
= +

'v - -
oz ox

Xz
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na qual u(x,y,z), v(x,»,2z) ¢ w(x,y,z) sdo os deslocamentos apresentados pelo ponto Q, com
relagdo aquele sistema de referéncia. Por outro lado, como mostram as Equacdes (3.41), (3.42) e
(3.43), os deslocamentos u, v e w sdio fungdes das coordenadas curvilineas ¢ em e da coordenada
linear £, assim como, as coordenadas x, ¥ e z do ponto Q, também o sdo, de acordo com as
Equagdes (4.4), (4.5) a (4.6). Portanto, as derivadas dos deslocamentos com relagdo as
coordenadas globais, x, y e z, podem ser obtidas a partir de suas derivadas com relagdo as

coordenadas curvilineas € & coordenada linear, através da seguinte equacdo matricial [Kaplan,
1971]:

Tou dv Aw ] [6u v 8w
Ox é&x Ox og OE &g
cu  Fy Ow -1 {0 5 Ow
== == w2 = 4.13
dy 0Oy oy L] on o én (%13)
ou _@_1_{ Q‘«l ou Ov  Ow
8z &z 0Oz Nz GG

na qual [J] é a marriz Jacobiano da transformacdo e ¢ dada por [Kaplan, 19711:

o oy o
% ®E x
cx 0Oy Oz
TR 4.14
Visia & & (4.14)
o oy
% X X

Como x, y e z s3o as componentes do vetor R (Figura 4.1), segundo o sistema de
referéncia global, e uma vez que este vetor ¢ dado pela Equagio (4.1), pode-se escrever que:
SR | Tag+m)] [oF om)
% o R
ER or+m); | or Om @15)
P e || e —— .
an n on - on
8R o(r +m) cr  om
| L & ] legT e

a Equacgdo (4.15) torna-se:
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= = (4.17)

Jl (4.18)

na qual 7, e % sdo os vetores tangentes & superficie média, € ¥, ¢ um vetor normal aquela
superficie, obtido a partir da derivagdo com relagéo a { da Equagéo (3.9). Assim,

_ t
AR A RS @19

Se ¥, V;, € V;; sdo as componentes do vetor V3, segundo o sistema de referéncia global,
pode-se escrever que:

jyal(é’n}l n ; J"w(‘t—yn)l

7 Em =1V e = D N, G 2 v G 420

Vaem) - vy &)

Portanto,
< t

VuEm = D NG Lo, G (421)
< !

Vi (&) = ZN, &mn- 5’-1’32, (En (4.22)
X t

VG = ZN, (&n) -j-vss, (&n) (4.23)

Tendo sido obtida a matriz Jacobiano da transformacdo, |J], pode-se determinar, agora, sua
inversa, [J}Al, através da seguinte Equacéo [Kaplan, 1971]:
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[ =B Al Vinf 7 AR (4.24)

r
na qual |J] é o determinante da matriz Jacobiano, obtido como se segue [Kaplan, 1971]:
NEVECIND (4.25)
Resolvendo-se a Equacédo anterior, tem-se que:
&) =71 G [ (€W (&) — s (E )iz (B )]
~12(&n) - [ GV (EM) — s (B, (B )] (4.26)

+r3 (&) [ G (EM) — oy (E V5 (EM) ]

4.2 Estado de deformacao especifica com relagio ao sistema local

O estado de deformacio especifica no ponto Q, segundo o sistema de referéncia local
(x',)',2'), associado ao ponto O (Figura 4.2), é dado por:

p = 4.
€y =2 (4.27)
6v!
£ =T (4.28)
Y By
_ow o 129
Yx'y’ - ayr + ! ( :
Vo =gy ™ o '
o ow 4.31)
T2 = oy oy’ '

sendo ', v' e w' os deslocamentos apresentados pelo ponto Q, segundo o sistema de referéncia
local.
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» X

Figura 4.2 Sistema de referéncia local (x',y,z"), associado ao ponto O.

Para a determinagio deste estado de deformacdo especifica ¢ necessario obter as derivadas
dos deslocamentos locais (#', v' e w') com relacdo as coordenadas locais (x',y",z'). Estas
derivadas podem ser obtidas a partir das derivadas dos deslocamentos globais (%, v € w) com
relacdo as coordenadas globais (x, y e z), através da seguinte operagdo de transformacgio
[Pipes et al., 1969]:

Tou' By ow' | (ou ov ow
o ox ox' Bx ox ox
ou' ov' ow' r i Ou Ov Ow
P R e 432
ou’ ov'  ow’ du Ov oOw
o & ez 6z 6z 6z ]

na qual [6] ¢ uma matriz quadrada constituida dos cossenos diretores do sistema de referéncia
local com relacfio ao sistema de referéncia global. Assim,

=% v, ¥ (4.33)

Substituindo a Equacgdo (4.13) na Equacéo (4.32), tem-se que:
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[ou' v Bw' [ou &y ow]
ox' ox'  Ox’ o ot &t
ou' ov' ow' T _; 1 0u Oy Bw

~ - = 8 * J TS AL e
5 B By e - & n an (6l
ou' ov' ow' ou Ov Bw
0z 8z Bz LoC g ac ]

Considerando, agora, as Equagdes (4.24) e (4.33), pode-se escrever que:

R AV AR AL AT

1 rﬁl'(;;:z"\I;:s) ‘7]‘(%/\5';) (}7}/\;72).]
[9]7‘{-]]-1:1—['[172'(?2/\1/'3) Vo -(Fynr) “.(ﬂA%)J

Vi (B AVy) V(3 AF) ¥3-(F AR)

< <

<}
™

(4.34)

(4.35)

(4.36)

Uma vez que (7, AVy) e (V3 AF,) sdo vetores tangentes a superficie média e (n A7) € um

vetor normal a ela, segue-se que:

V(B AV =T (AR =0, -(F AR) =¥, - (F AF) =0

Portanto,
I—An A5 0—}
[e]” [J}“‘=m-r2! Ay OJ
0 0 A4y,
na qual

AL EN =5EN - GED AV E)
A M =V, (EM - (R EN) AT ED)
Ap G =7,EM)- (FLEM ARED)
A EM =5, -5 EN AR (EN)

A5G =360 - (REM AR EM) = V5 (En) -AEN)
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Capitulo 4

Desta forma, a Equacdo (4.34) pode ser reescrita como se segue:

u

Tout Bv' ow' v
ox' ox' ox' (4 4. o 1 & &
ou' ov' ow' 1 | 1 12 |l ou ov
AR I
ou' ov' ow' 1.0 0 A33_{ ou ov

iV“ Va1

V3z-}
1V vy V321
Vi3

Vis Vi3

(4.44)

Os valores de A;y, A, Az, Ap, e Az, e as derivadas dos deslocamentos locais com
relacdio as coordenadas locais sdo determinados no Apéndice B.

Resolvendo-se os produtos matriciais indicados na Equagdo (4.44), pode-se obter, entdo, as
derivadas necessarias para a definicdo do estado de deformacdo especifica do ponto Q, com
relacio ao sistema de referéncia local. Substituindo-se estas equagbes mas Equagdes (4.27),

(4.28), (4.29), (4.30) ¢ (4.31), tem-se:

1
erzi__][’[AuVu Ayvy,  Ayv 4oy Apve A12V13]'
[6u & ow ou év
|2 & & o o

8},::"‘_]1"[*421"2% Avy  Anva

2|2
| I |

2|2
| I—————

Apvy  Apvn Azz"x} :

fou v ow ou &
& & & o o
1
Yy WM'[(ANVM +A1vy) (Ayyvip + 4yvy) (Ayvis + A4pvy)

(Apvy + A15vy) (Ayviy +415vy) (Apvis+ Au"zﬁ] :

Ifau v ow du

av

5w.]r

Lo e & én én on
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I
Yx::m[AHVst Anvy Anvi Apvy Apvy A12v33]'
Eopc e 145
Lé‘@ B &% on om 5T'IJ ¥ 33V 33Vi2 313V (4.48)
o v owl
LoL L &g
1
Yy':'mm'[AzlvBl Ay vy Ayvi Apvy Apvy Azz"as]‘
!“@ éﬁ@éﬁ@_@qr 1[_4 A A ] 4.49
baé 85 O o om aﬂ_! ‘f‘M' 33V21 33V 33Va3) - (4.49)

ou v owl
oL & &g

Estas equagdes podem, ainda, ser dadas na seguinte forma matricial:

£,
B SIS TR T T - 3 (O
e ® ® o o & & & '
yx':’
Y}":’
na qual
‘4, d, d, d, dy 4, 0 0 0]
dZI dzz d23 dld dZS dZG 0 0 0
id(@,ﬂ)]“ d31 dsz dss d34 dss d36 0 0 0 (4.51)
ddi d—sz d43 d44 d45 d46 d47 d48 d«’s@
—dﬁl d52 d53 de dSS dSG dS? dSS dSQ =

Os elementos da matriz [d(Z,n)] sdo determinados no Apéndice B.

Finalmente, para a determinagio do estado de deformagdo especifica no ponto Q, segundo o
sistema de referéncia local, basta, obter as derivadas dos deslocamentos globais u, v ¢ w com
relagdo as coordenadas &, n e {. Considerando as Equagdes (3.41), (3.42) e (3.43), pode-se

€screver:
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du(&n.t) iﬁN(in)d e iaN,-(é,‘ﬂ)_f,

— Vi &y
Bt ~ 8¢ = 0% (4.52)
° AN s L OM '
——(‘; ZO (g,n) t vl]f ‘Bi + Z_—_—ﬁk—(ﬂ apk
p=3 k=l aé

ev(Ent) icN(qn) . SN (Em) ¢
g- Z—ﬁ“"“‘““‘_‘
ot ~ bt ~ or 2 (4.53)

0 5N, g, r oM, (En)
-C- z ( TE) Vg, t B, 4 Zz ];E_, bpk
el p=3 k=i
CW(~.. T',C)::ZON‘\(@ Tl) W +C_2925N;(§sn).%.v§3i.a[
BE = o5 - CE (4.54)
9 5N, (Em) 1, 6 oMDk(wn)
_C. ——-—-————-——-- )rn(
25 R
- g - -
cu(ﬁ,n,@)ﬁch,(@Tl)ui 3 ZM.QL.VW o
én ~ an = én (4.55)
LN ¢ - oM (5
—C.» Z; —.n -—2—” 2l Br-}-Z; iéfy‘: a,m’f
i= P k=

ov(Eng) NN, g ENGENL
o n ~ en T4 en 2T (4.56)
S N(En) 1, M5
-—f; Z 8 T Van BJ+ZZ Fﬂ bpk
=1 n p=3 k=1 c&

cwienl) ZON(ﬁT]) gZaN'(é’“) .

an on ~ e (4.57)
¢ ;oN(;,n) 1 "Bf'Bf*;gOMgS iy o

6u(§g},€) ,Z' (ET) _2_ v, o — ZN@ n)- 7 vy, B, (4.58)

@%’2& = 91 N(gn) '%"Vu, a, —gi\ﬁ(é,n)é’mvzg, B (4.59)

6W(3’; Ti» i N(E, ).g_.vw ‘a, *ng(i,ﬂ) "g""za B, (4.60)
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As equagdes anteriores podem ser dadas na seguinte forma matricial:

[ u(En.L)
Iz
HAEng )
&
w(énd)
[z
cu(é.n.g) [u;l
- é:n /) " Ev: 5 & apﬂ
v, n, i . -
SEALL =N (G e+ Y Y G en o, 4.61)
awEns)| al T €y |
o 3
a i)
&g
HMEng)
ag
Mg, Mle, TS 4 )
&
sendo que [G,(£,1,£)] € uma matriz (9x5), dada por:
% 0 0 %‘%-vﬂi _(ﬁi'%‘vzlf
' 5;’\", /— zf‘«:’\;"’ i, cx\ !,
0 == 0 {3y, Vo,
0 0 c:at "%\:“;Tvz;; m "ri“'stp
=¥, éx, 1, s ,
00 =ty “?W"%"Vzl,
Genol=l 0 S0 ¢Sty Rt (4.62)
0 0 S (St -8t
O O 0 N.’ .%'v}b “N,' ‘%.vZEF
O 0 0 NJ-%'VIW M'Nil%-v?i
O 0 0 Nl‘%.vlaf "'N;"l?__"vzh

[Gp(E,m)] € uma matriz (9x3), dada por:
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—a:wf,ak:r-‘:.w 0 0 i
0 5Mpk g 0
0 (; ﬁw ( P
O:.
] awpﬁx n) 0 0
[ka( gn)l=| O B ren) (4.63)
0 .Mpkfh,.rgj O
On
O O a’w’pkf&:,r{}
On
0 0 0
0 0 0
0 0 0

Substituindo a Equacdo (4.61) na Equagdo (4.50), segue-se que:

€, u,
g, 0 v,
Yot Z—J—- d(en) |G (e n)lqw,
Y.r’:' ! G’t
Ve B, (4.64)
5 1 aﬁk
3yl G . (emIlB,
p=d k= Cpk
ou ainda,
e, | u |
&y ” vi 5 6 D
Vo t= Y BERO]T w5+ Y Y B e kb, (4.65)
=l p=3 k=l
Yx':' U“; Cpi;
ﬂif,r':' _Bi

na qual [B,(E,,'q,{;)} ¢ uma matriz {5x35), dada por:

45



Capitulo 4 Estado de Deformacdo Especifica
By By By (TB, L3 By
if i
By, By By, < ‘zl‘ By TI By,
[Bz(gansc)} = B3if B32i 8331 %‘8341 C%BSSI (466)

i 4 L i
By By By, (3B +5C,, (7B + 7 Cys;
i i 4 I
_Bsy; Bsy, Bsy (3 By, +73Cy, (5B + 7 Cssi

{B{(E,n)] € uma matriz (5x3), dada por:

—Bllpk B Bin |
By Bum By
[Bpk (i: Tl)] = By, 832,':.(' BBSﬁ}r (4.67)
Bow  Buw Bun
B By B ]

Os elementos das matrizes [B{&,1.0)] e [B,(&,n)] sdo determinados no Apéndice B.

A Equagio (4.64) pode, ainda, ser dada na seguinte forma matricial:

&,

X

g,
Vot =L B OB En Ol [Ban ) [Bygm 0]
Yx':’

Y ¥

(B el B e Bt il ozl 1y 0

(4.68)

ou, de uma maneira compacta,

le"t =[B]-{a} (4.69)
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na qual {&'} ¢ uma mairiz coluna (5x1), constituida das deformagdes especificas ¢ distorgdes no
ponto Q segundo o sistema de referéncia local, [ B] é uma matriz (5x87) constituida das derivadas
das funcdes de forma e {a} é uma matriz coluna (87x1) constituida dos deslocamentos nodais e
dos parametros hierarquicos. A matriz [B] ¢ dada por:

[B]{ [B.(&.n ¢l B, e [B e O] LB e n )]
(4.70)

By e )} By En)]... ,{Bpk(a,n)l...,[B%(a,n)lJ
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5 FORMULAGAO DAS CARACTERISTICAS DO ELEMENTO DE CASCA

5.1 Introducéao

O estado de tensdo no ponto Q, genérico, do elemento de casca, segundo o sistema de
referéncia local (x',3',z'), associado ao ponto O (Figura 4.2), esta representado na Figura 5.1.

Neste estado de tensio, de acordo com as hipdteses basicas de Reissmer-Mindlin
([Reissner, 1945] e [Mindlin, 1951]), desconsidera-se a tensdo normal na diregdo perpendicular a
superficie média, por ser pequena em relagio as outras tensdes. Assim,

o.. =0 5.

Admitindo-se que o material do elemento de casca seja homogéneo, isotropico e de
comportamento elastico e linear [Leipholz, 1974], o estado de deformacio especifica no ponto Q,
segundo o sistema de referéncia local (x',y",z'), é dado pela Lei de Hooke Generalizadu
[Timoshenko, 1969]:

Figura 5.1 Estado de tensdo no ponto Q, segundo o sistema de referéncia local (x",y.,2"),
associado ao ponto O.

6p =5 (Gpp —v-5,,.) (5.2)
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£, =5 (Opy — V- Opy) (5.3)
2(1+v)

Yx'y’ = T ' ‘tx’}" (5'4)
2(1+v)

Yoo = F 7 " Taw (5.5)
2(1+v)

';.!},,:. = ‘—‘E—“ - ‘t}.._,_. (5.6)

nas quais, E é 0 Mddulo de Elasticidade Longitudinal ¢ v o Coeficiente de Poisson do material.
As equagdes anteriores podem, ainda, ser dadas na seguinte forma matricial:

- =

gx' 1 -V 0 0 0 Gx'x’
€, , -v 1 0 0 0 1
Tay (= F 0 0 2(1+v) 0 0 9Ty (3.7
Y yrar 0 0 0 2{1+v) 0 T oo
Y e ) Lo 0 0 0 2(0+v)] (T )
ou, de uma maneira compacta,
let =[¢7] 1o’} (5.8)

na qual [¢'1 é uma matriz quadrada (5x5), simétrica, constituida das constantes eldsticas do

material e {o"} ¢ uma matriz coluna (5x1) constituida das tensdes atuantes no ponto Q, segundo 0
sistema de referéncia local (x',y",z"). Resolvendo-se a equagdo anterior para as tensdes, tem-se

que:

(ot =[] - fe) (5.9)
ou ainda,
ot =[D1] g% (5.10)

na qual [ D] é a inversa da matriz [¢'], e é dada por:

1Tv 0 0 0
v 1 0 0 0
D1=[o1" =m0 0 5 0 0 (5.11)
(1-v}
o0 o &2 o
00 o o 52
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Considerando que a distribuicio de tensio de cisalhamento ao longo da espessura do
elemento de casca ndo ¢ uniforme, porém, aproximadamente parabélica [Volterra ef al., 1971],
mntroduz-se um fator £ de valor igual a 6/5 nos termos de [ 1] relacionados com as tensdes de
cisalhamento <. ¢ 7 ... Portanto,

I v 0 0 0

1 | 0 0 0
(D] E_ 00 ( ;ﬂ ’ ’ (5.12)

-V (1-v) .
00 0 7 0
(1-v)
_0 0 0 0 2k 4
Substituindo a Equagéo (4.69) na Equacio (5.10), obtém-se:

ot =[D]-[B]-{a (5.13)

Esta equacdo fomnece, entdo, as tensdes atuantes em um ponto genérico do elemento de casca em
funcio dos deslocamentos nodais.

5.2 Formulagao das caracteristicas do elemento

Considere-se 0 elemento de casca submetido a forgas de superficie 7, cujas componentes
com relagdo aos eixos x',y" e z' do sistema de referéncia local sio, respectivamente, ¢,.,9 .. € q..,

e ainda, as forgas de corpo b , cujas componentes segundo aquele sistema, sdo by.b. eb.. Seos
deslocamentos ',v" e w’, apresentados pelos pontos do elemento em conseqiiéneia do
carregamento atuante, sofrerem, respectivamente, os incrementos du',8v' e 8w’, denominados
deslocamentos virtuais, o estado de deformacio especifica nestes pontos, de acordo com as
Equagdes (4.27), (4.28), (4.29), (4.30) e (4.31), apresentaré os seguintes incrementos:

obu’
Og , = = (5.14)
Ox
oov’
Oe, = — (5.15)
: 15}

5 odu’ Gov’ s 16
VoL, -+ .
(o =+ o (5.16)

oou'  odw' ~

O e =+ (5.17)

- oz’ ox'
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ooy’ Oow'
+
oz' Oy

BY o = (5.18)

denominados deformacdes especificas virtuais. Desta forma, o frabalho virtual 6W executado

pelo carregamento externo (forgas de superficie e forgas de corpo), em conseqiiéncia dos
deslocamentos virtuais, serd dado por [Przemieniecki et al., 1968]:

o = ou)” -{g}-da[ (s} -t} -av (5.19)

A

na qual {Su’} ¢ uma matriz coluna {3x1), constituida dos deslocamentos virtuais:

o
{8ur) = &v" (5.20)

ow’

{q’} ¢ uma matriz coluna (3x1), constituida das componentes das forgas de superficie:

lg'}= JE)} (5.21)

e {b'} é uma matriz coluna (3x1), constituida das componentes das forcas de corpo:

b
b't=1b (5.22)

= v

b..

A energia de deformagdo virtual, 8U , armazenada no elemento de casca, como consequéncia do

estado de tensdo em seus pontos e do estado de deformagdo especifica virtual, correspondente,
sera dada por [Przemieniecki ef al., 1968]:

SU = j{&,}f Ao} -dv (5.23)

-
na qual {88’} ¢ uma matriz coluna (5x1), constituida das deformagdes especificas virtuais:
oe
o,
188"} =10 oy (5.24)

BY xT
O

x

L
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e {0/} € uma matriz coluna (5x1), constituida das tensdes atuantes nos pontos do elemento,
segundo o sistema de referéncia local:

" (5.25)

Aplicando-se, agora, o principio dos trabalhos virtuais [Przemieniecki ef al., 1968], pode-se
escrever que:

W = 8U (5.26)
ou ainda,
Howt” g} -aa+]{su) -tor-av = J{se} tot-av (5.27)

A

A Equacio (3.44) fornece os deslocamentos {u} dos pontos do elemento de casca, com
relacdo ao sistema de referéncia global. Necessita-se, entretanto, dos deslocamentos {#'} com
relagdo ao sistema de referéncia local. Estes deslocamentos podem ser obtidos através da seguinte
transformagéo:

=167 {ut=[0]" -[N]-{a} (5.28)

na qual (6] ja foi definido anteriormente através da Equagdo (4.33). Da mesma forma, pode-se
escrever que:

{q't=161" -1} (5.29)

by =107 - b} (5.30)

nas quais {q} e {b} sdo, respectivamente, as forcas de superficie e as forgas de corpo, de acordo
com o sistema de referéncia global. Assim,

g,
lgl=14q, (5.31)
g.
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(5.32)

Considerando as Equagdes (5.28) e (4.69), os deslocamentos virtuais {Su’} € as

deformacdes especificas virtuais {88' ; podem ser dados por [Zienkiewicz et al., 1989]:

(ot =10]" -[N]- |34 (5.33)

8¢’} = [ B] - {34 (5.34)

na qual {Sa} é a matriz coluna constituida dos deslocamentos virtuais correspondentes aos
deslocamentos nodais.

Substituindo as Equagdes (5.13) e (5.34) na Equagéo (5.27), tem-se que:

f{Sa}T-[N]r-[el-[e}{ dA+I6a AN]T-[6]-[6] (B} -dV =

A

. (5.35)
J{aa} (81" -[D7-[B)-{a} -a¥
p
Como [68] é uma matriz quadrada e ortonormal, pode-se escrever que:
[ol-[6]" =[1] (5.36)
sendo [/] a matriz identidade. Assim, a Equacgio (35.35) torna-se:
f&z dA+f!5a AN kY -av =
’ . (5.37)
J (oa}" (81" (D) 18] {a} -V
;
ou ainda, uma vez que {Sa} Te {a} s&o constantes para as integragdes na area e no volume:
o IV lgfaa + [ (V) b1y = (3a) 1B 1D1[BIAY) - ta) (5.38)

Como a equacdo anterior ¢ vélida quaisquer que sejam os deslocamentos virtuais {851},
pode-se escrever que:

\
Jinyiglaas | [N]T{b}dv=(f (B DYBla |l (5.39)

A
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Nesta equagdo,

[tvyiglaa=|r;) (5.40)

A

€ uma matriz coluna que corresponde as forgas de superficie,
L[N]T{b}de{ﬁ,"} (5.41)
¢ uma matriz coluna que corresponde as forgas de corpo e

[ 1BV ID Bl =[&] (5.42)

[

¢ uma matriz quadrada, simétrica, denominada matriz de rigidez do elemento de casca. Desta
forma, a Equacéio (5.39) pode ser reescrita como se segue:

(Ke]-lad ={17}+ (7] (5.43)

A Equagdo (5.43) representa o equilibrio estitico, e aplicando-se o “Principio de
D'Alembert”, pode-se simplificar a obtengio da equacdo do equilibrio dindmico ¢com a inclusio
da forga de inércia como uma parte das forgas de corpo ([Hurt et al., 1964], [Meirovitch, 1985]).
A forga de corpo total, entdo, sera dada por:

Ib} = b} —p [N]{d) (5.44)

na qual p ¢ densidade de massa por unidade de volume do elemento e {é} ¢ uma matriz coluna
constituida das aceleragdes nodais: i, V,, w,, &, e B, (derivada segunda em relacio ao tempo
dos deslocamentos nodais).

Pode-se, entdo, reescrever a Equagdo (5.39):

A
[ talaa+ J v - [N]{a'})dV:(I[BJT[D*}[B]dV Ji (5.45)
ou ainda,
N 3
J iN]T{qédAJr[ [NT{bldy m(f pINI'INIaV |a) +[f (B [DVBla |ta) (5.46)
Nesta equacio,
.[' p [NI'[NlaV = [ Mm°] (5.47)
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¢ uma matriz quadrada, denominada matriz de massa do elemento. Desta forma, a Equagdo (5.46)
pode ser reescrita como se apresenta a seguir:

[ae)-{d)+ (K] dab = {0 f+ {0 =17 (5.48)

que ¢ a equagio que representa o equilibrio dindmico do elemento, na qual laj, { fqe} e {f,]

dependem do tempo. A matriz coluna {f°| representa o vetor de carga do elemento
correspondente as forcas de superficie e de corpo.

5.3 Determinagdo da matriz de rigidez do elemento de casca

Na Equagéo (5.42), que possibilita determinar a matriz de rigidez do elemento, o diferencial
de volume é dado com relagdo ao sistema de referéncia global. Portanto,

dV = drdydz (5.49)

Como os termos de [ B] sio funcdes das coordenadas curvilineas § e, e da coordenada linear C,
o diferencial de volume deve ser dado segundo este sistema de referéncia. Para efetuar esta
transformagcdo serd utilizado um procedimento padrdo, que envolve o determinante i.](é,n)[ da
matriz Jacobiano, dado através da Equagdo (4.26). Assim [Kaplan, 1971],

dv =|J(En)|- d5-dn-d; (5.50)

e a Equagdo (5.42) pode ser reescrita como se segue:

(K¢ :F F f BT (DY B e dn- L (5.51)

-1

ou ainda pela substituigdo da matriz [ B], dada a partir da Equagao (4.70), tem-se que:
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[Beencl
[B.en.6))

[Breno)]

)= L1 Beenel IDH Bznlaenol..
[333 (é,n)]]

B.cen)]

[Birem)] |
BENG] L [Bam gl [By el [Byre )] (5.52)
Bt} [Byrem)] Wieen)) e dn-d

A Equagdo (5.52) uma vez resolvida, levara & matriz de rigidez do elemento, que sera dada
por:

[KH ] [KU ] [Kig' ] [Kl‘}i ] [K ] [K156}
L 3 I 3 R R ()
k)= [f]}[f]][f]][{lf]}g]]g]] (553)

Kol = D] o (] K] (6] (K

[Kaél} {Ksaf] [Kaw][Kssoi] [Kit;‘mn] [Ka656]

5.3.1 Determinacio da submatriz | K]

A submatriz [K;] esta relacionada com os nds i e j, sendo que tanto i quanto j variam de 1 a
9. Esta matriz caracteriza o elemento isoparamétrico. De acordo com a Equacio (5.52), a
submatriz [K;;] sera dada pela seguinte expressio:

&,] = .r .F .F{[Bf(@m@]T[D'I[Bj(ianaé)] JJEm)|-de-dn-dg (5.54)

1Yo v
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ou ainda, considerando as Equacdes (4.66) e (5.12):

BEI! 'B'??i 'B3ii B41r
Bi?.f B’Zv‘ BSZ! ’Bti")i
[KU] = J_IJ;J‘; By, B, By, By,
C%Bm; Q%Bzm Q%Bzm Q'%”Bam'*'%cur
_Q%Bﬁi ;‘;%B_SI C%Bﬁi C_’%B£55:+IZC45I
B, | M v 0 o o01[B, B,
B,,, v 1 0 0 0 || B, By,
B., a ,.EVZ) 0 0 Q}Y")‘ 0 0 i B3a; Bsz_;
Q%Bsm”i'%csm 0 0 0 -{“%"};\“)“ 0 || By, By,
C%BS5I+%C554‘ 00 0 0 (Ez—;:)_ Bsu BSZj
B,,  G*By (% B,
B,, (7B, §% B,
By, (3B, L5By, (M| de-dn-de 559
By, G3Bu,+3Cu, (7B, +3Cy, ‘
By, (%By, +%Cy, 4By +3Cs,
Resolvendo a equagio anterior, obiem-se que:
(kR ks Ry ks |
ky  ky kyy kg ko
[Kg]= ks ky ks kg ks (5.56)
ky kg kg ke ks
ks ksy ksy ks ks
na qual
0N 1
ki) = E'LLL‘{UWVz) ((Byy; +VByy) - By + (VB + By ) By o+
(1-v) 1
- By, ‘Bgaj-]w‘—m- (Byy; ~ Bay, + Bsy - Bsy )} - (5.57)

2
| J(E )| dednd
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ky=E- J. J. _“I (1 ‘{(312; +VBy ) By + (VByy + By ) By, +
(1mv) 1
5 Bsz; Bs I+ m'(BZ&ZI ‘B4ij + Bsz: 'Bsu)} )
(&) - dednds,
u=£E- J- J- J- { {(Byiy, +VByy) - By, + (VB3 + Bys,) - By, +
(1—v) 1
5 “ By, - By ]+ 2k(1+v) “(Bys; - By, + Bsy, By}
| T(em)]- dgdnd
T
ky=E- R e 21— (B4, “"'VB%-)‘B]U +(vBy, + By} By, +
(1-v) Z,
5B By m (C(Bas; - Byyj + Bsyy - Bsy ) +

(Cag - Byy; + Csgy - By )1} - W(ET))| - dEdnds

| B I."
k5]:E',‘:}J.__[{Cz(l_vz)'[(sz+VB251')'BH]"J"(VBESf'*-BZSi)'BZU‘!"

(I=-v

3 - By - By I+

t!
ak(1+v) [G(Bys; 'B4aj + Bss; ‘Bsu)+

(Cas; - By, + Css; - By V3 - [J(E )| - dednds,

bme ]

{(B +VBy;) By, + (VB + By, ) By,

(1-v) 1
L 32’}+_2k(1—_+v) (By; ‘3421 + B, - Bsy )} -
| |- dednd
By +VBy, ) By, +(vByy, +B22i)'322j +
(1-v)

"8321"332]]+ (847,' 425 +B 52i J’J)}

JEM)- dednd;

1
2 2k(1+v)
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(B3 +VByy, ) By, + (VB3 + Byy ) By +

ka mE.'{—11“—-!1“:{(1

(1~

2 Baof ‘B32_,i]+2k(1+v) '(3431' 'B42j +BS3.‘ 'BS,'ZJ)}‘
| (&m)|- dedndt
ky=E- I ,[J {CZ(I [(Byy; +VByy ) By +(VByy; + By ) - By +
{d-v)
> - By, - By, ]+ Zk(l— [E(Bus; - By + Bsyy - Bsy ) +
(Cusy - Byay + Cgy - By N} - | J(EM)| - dedndlg
=E- _[ JI {QZ(I [(Bys; +VBys;) - Biyy +(VBy5; + Bys; ) - By +
1-v) t
y) B351 B.:Zj] W [C(BJ,SJ Bf-l’ Min BSZJ)+
(Cusi * By ; +Css; - By ]} 'IJ( 'ﬂ)l dedndC
k,=E- I J- ,[{ (B +VByy;) By + (VBy + By ) By +
(1"‘/)
2 BS}; Basj] m‘(Bzzu‘ 4JJ+Bﬂr ‘853])}

(&) dedndt,

(BIZI +VBZ7;) Bl:] +<VBE'7: +B271) BZ.:]

(1—v) [
2B ey

ABag; * Bygy + By, - By )} -

(&) dedndt,

ky; = E- _[ J- ,’. { [(By3; + VB3 ) - B ‘"“’(VBiSr +Bz3f)‘323j +

By - B (Byy, - Byz; + Bsy - B3 )b

33j]+‘2'k—(1:\7)
(&) - dedndl,
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S e

(I-v)

y) BS4:

kﬁ-EHM

[(B ;+ VB ) Bys +(VB;4;+BZ4;)‘323;+

ti
BS3j]+m'{C(B44J 'B4sj + By, ‘Bssj)+

(Caay - Bz + Cagy - B3 1} - [I(Em)|- dednae,
[(Bibt +VBy5; ) Bis; +(VBys, + By, ) By, +

t
W [C(Bys, - Bys; + B, - B3 )+
(Cas; - Bas; + Css; - By )} -[J(&)|- dEdndt

1 1 r.
kg = E'LL ¥ € 2(11\,2) (B +VByy) - By + (VByy, + Byy) - By +
(I-v) 7
7 '3311 Bs4j} M‘{C(ch ‘3441 +Bsu 'Bs4j)+
(Buy; - Cagy + By, - sy )} | (Em)| - dedind
JIT e
ky =E- S G 21— [(Bi +VByy ) By + (VBiy, + Byy,) - By, +
(I-v) £
9 'Bszr‘ ‘B34j]+ 4k(1j+v) ‘[C(B@‘ ‘344; +BSZ!' 'Bs4f)+

I
_\,2)

(Byy; - Cuy; + By, - Cou DI} - [ J(E )| - dEdndC,
(B3 +VByy ) By, + (VB3 + Byy,) - By, +

f
mﬂm [g( 43; 44_}+B“31 BD4J)+

(Bys, - Cag; + By, - Coy D1} - [J(E M) - dzdndl
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ko = j j J. {Q [(B VB Y By + (VB + By ) Bogy +

Sy 16 (Bas Busy B B )+
C(Bugi - Coay + By - Csg ) +(Cagy - Cugy + Csgy - Gy )]+
t -1,

Bk(1+v)

(5.73)

[&(Cas; - Bus, + Csy - By D -[I(E M) - didnd

I J. ,[ 4(1_ [(Bys; +VBys5; ) Bry, + (VBys, + By ) - Boyy +

(-v)
2

Bs:; 'Bs4j] [-: (BM: B44j + 3551 ’ 54;‘}+

8k(1
C(Bys; - Cpujy + Bsg - C54j)+(C45i Cra; +Cssi - Coy )]+
. -t

SkJ(ilwk V) [C(Cls; - Basy + Css - Bsa )13 iJ(Erﬂ)‘ dedndC

(5.76)

kis=E Ijj {CZ(I [(Byy, +VByy) Bys; + (VB + By ) Bys, +

(I-v)

'331;‘ ’B35;]+ ‘[C(Bam '3451 +Bsn ‘Bssj)'*' (5.77)

7
4k(1+wv)
(Byy; - Cus; + By - Css )N} 'IJ(éﬂ)i‘didﬂdC

2

kZS_E _“ I JA {72(1 (B]2;+VB‘7‘7;) Blsj+(VBIZ:+B?_2z) B”DJ

(1-v) B .B L
2 32 35]] 4k(I

(By; - Cys; + BSZ:’ -Css;)] }-|J(§,n)i-d§dnd§

fC(thz; Bys; + Bsy; - Bss ;) + (3.78)

e '3
k35mE-L_[£ {gz(l_jvz)'[(BEBE+V823.f)'315j+(\)313i+B231‘)'BZSJ+

d-v) 5. .3 '
- B.. 1 ———
2 B Bl i)

(Bay; - Cusy + Bsy; - Css 1} -|J(EM)| - ddnds

[G(Bys;  Bas; + Bsz, - Bs) + (.79
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kyg = E - j ,[ j {7’2 i [(B VB, ) Bis, + (VB + Byy; ) Bys, +
(f—\f) ‘
9} '3341.‘8351] W C(BAMJ B45J+B‘!4T B55J‘)+ (580)
C(Buys; - Cys; + Bsgy - Cos ) )+ (Cuyy - Cysy + Gy - Css ) )1+
LI
ey [6Caus Bas, + Ciy Bss - G| dedndC
1] et
kg = E - ne _i{C 4(1_V2)'[(Blﬁi+VBZSE)'BESj+(VBIS.‘+BZSi)'BZSj+
(1-v) -t
2 'BBS! ~B'_Z)SJ'} W [g (8451 B4’j +BSDI B53j)+ (5.81)
C(Ba;s; 'C45; +Bs;: Cs:,:) (C@‘ 45 +C531 Cssj N+
LS
iy (&Casi Bus, + Css By 1y [ & |- dednds

Na obtengdo da matriz de rigidez, a integracdo na direcdo £ sera feita analiticamente,
enquanto que nas outras duas diregdes, £ e m, a integracdo serd numérica, utilizando-se o
processo da Quadratura de Gauss-Legendre [Zienkiewicz ef al., 1989]. Portanto, tendo-se em
conta que:

J.‘i;-dq =0 (5.82)

e ainda, considerando que &, e 1, sdo as coordenadas curvilineas do ponto de integracdo p, W,

o fator de ponderacdo, associado a este ponto e 7, o numero total de pontos de integragdo, as
equagdes anteriores tornam-se [Zienkiewicz ef al., 19897:
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(1-v)
(vB,;(§,-Mp) + By, (§,m,)) - By, (€M) +

1—v
E20 56, By G, )+ (5.83)

1
k(1+v)

B, (&,m,) By (&, - [I(E,m,) -,

N 2
by = E- ) (B (&,m,) + VByy (&M, ) By (Bym,) +
p=1

’ [3431'(%0571.0) ’ B41j(§panp) +

m )) )
k21 =E- Z{m ‘{(B]?.i(c.spvnp) ‘i—VBEZi(;panp)) : BH_;‘(E_rpaTip) +
p=1

(VBHZ.‘(E;‘U 5np) + Bzzs(ip 9np)) : BZIJ’(&psnp) +

(1;‘\}) -B32f(&p?ﬂp)'BBU(F:p:qp)]_F (5.84)

i
k(1+v)

By (8,M,) - Bsy, (&, )1} -1 (o) W,

: {B4Er'(&.rp ’np) : B‘Hj(ép 571,;;) +

i 2 ‘ )
ky = EZ 0= {(Bi3(€,.M,) +VBy(E,.m, ) By (Epum,) +
p=1
(VB3 (§,.M,) + Byyi(§,.mp)) - By (€M) +
1—
( 2V) "By (€, n,) - By (Epump )]+ (5.85)
] .
k(1+v) By (S5:M,) - Bay(5,0mp) +

By, (%,m,) " By (&, m)} - (E,m,) - 7,

E X .
ky = m-;a {Casi (€m0 - By (€, M, )+ GogiEpomy) -

(5.86)
B, (8,1 &M, 7,
E = 3 |
kS? = Zk(l N V) ' ;tz' '[CiiSi (ip anp) ’ B4ij(§psnp) - CjSi(E_»panp) . (587)

Bsu(ipanp)]"‘](%w“p)‘ Wy

UNICARD

E;“’;j, %M'i*“,'_: 7™ T TR g ey
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- . Z{(l (B G0, + VB (5, ) Big, (5, ) +

1—
(VBI ii(E.;p :ﬂp) + B?..lf(ap =ﬂp)) ’ B22j(ép9np) + ( 2 i ’ (5.88)

1 .
B3Ef(E..p:T!p) : B32J'(ip’ﬂp)]+m ‘[B‘E-lz‘(t.!p!np) ’

By (E,.m,) + Bs (&,m, ) Bsy (&M ]J@paﬂp)i W,

\Z 2
k22 =E- - {(1—\/2) '[(BEZ‘F(E:pﬂnp)+VBZZ!(§p5np))'Bi2j(§p=np)+

(I-v)
(VB2 (8 M) + By (8, 0) - By (§,,m,) + 2 (5.89)

. 1
B32.‘(§p’ﬂp).B32j(ap9np)]+ k(1+v) ‘[3421(&4;;»"3,,)‘

B42j(§p3np)+Bszf(“}::p?np)'BSZj(épﬂnp)}} iJ(E.)pﬂnp) " Wp

-E. Z oy By ) VB () B Gy, +

(1-v)
(VB3 (§,.m, ) + By (§,.M, ) - By (E,0m, ) + 5 (5.90)

I
BBSi(gpbnp)‘B32j(épﬂnp)] k(l [ 431(E.>p T}p

B42j(§p=np)+853r‘(ap9np)' BSZ](F?pinp }[J(E.,p=np)i Wp

E . .

k42 = 2](.'(1 '{—V) : ;tr '[CMi(E,panp) ) B42j(<t‘.>p:np) + CS-{H (gpsnp) : (591)
By, (€, )] &, m,)| W,

ke =55 pZ: [Casi (&M, Bur, (&ym,) + Coy € m,.)- 5o

Bsy, (€,-n,)1-[J(E,.m,)| W,
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& 2
ks *—“E'Z{(l_ B, + VB Gy, ) By, ) +
p=1

1-v)

(VBEli(épanp)_’_BZii(épanp))'BESJ‘(ép?np)+( 5

B3li(ép9np).B33j(ap5np)]+ .[‘B-’-]'li(ngnp)'

1
k(1+v)
Bis,(8,m,) + Bey,(5,m,) - Bis (&, m)T} - [(&,m,)| - 7,

\ 2
ky=E- Z{m 1(B12,(E,5m,) + VB (§,.m,0) - By (€M, ) +
p=l

(1-v)
5 .
(E.>p 3np) :

(VBIZi(E_ap 3np) + BZZ.F (Ct::p 2Ty DR BZ3j(E.>p Bnp) +

1
By (&,.m,) - Byy (E,,m )]+ PRy (B

B43j(§p=np) + BSZ!(&psnp) ) BSBJ‘(;“%p:rIp)]} * ‘J(E.,vpanp)i ' Wp

il 2 ) ) 3
by = E- 2=y (B G, + VB (6, ) By (o, ) +
p=l

0y
(VB3 () + B (o, ) By (pom ) + S

1
B33;‘(E_»p=np) : B33j(&p=np)] +m' [B4sj(§panp) '
Bus,(&,un,)+ Bix(8,m,) - B, (&, )} -[JE,m, )| -,

m

E
kg = 2h(1+) -;I,- '[Cmi(apanp)'B43j(§panp)+cs4i(§panp)’
BS.’!](&psnp)]'lJ(ip:np)]'Wp
E N .
ks = Sr :[,r [Cis (8,M,) Bus, (E,:m,)+ Cag M, )

By, (&,m,)1- (&, )| 7,
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il

E .
T k() ; £ 1B (Gpomp) - Coay (€M, ) + By (8,01,
Cssy &y M) IE, )| W,
E bis)

k24 = m ; t_;‘ ‘[‘842i(§pinp)'CMJ’(ap:np)+BSZI(§pﬂnp)'

Csa; &, I E, M) 7,

34 Zk(}-f'\z’) Z tj Bﬁgl(ép’np) C‘MJ (ﬁp’np)w{—BSBz(E.:psnp

p=l

Coa (&, I, m )| W,

i

k= E- D4
p=i

1t
60 (B (&m, ) = VB (5,m,)) By (5, ) +

(1“

(VBMI (épﬂnp) + B'Mh(&p’np)) BZ‘U (ép 5np) +

t 'f
B34i(§p’np)'B34J"(E’p’np)} W[ 44:(&;:97];) :

L1,

4k(1+v)
[Caai G} Cos (€, M, ) + Coy (€M) -

Cye (&, M)} (8, m,)| -7,

Bdéj(apinp)-%_‘gm(gp ’]p) B54J(ép Tip)]

il

L1
b = £ LG B Gty +Baom ) By Gy

. (I-v)
(V'BISE(gpﬂnp)-i—BZSj :);p:np))'BEAI-j(E.:pﬂnp)% ’
6ot
Bssf(‘:psﬂp)'334;@;;:%)} szgﬂ— ( 45;(%;; ﬂp
f 1

Baa (Gpomp) + Bssi(Gpomp ) Bsay (G M)+ =
[C45;(‘::panp)'CMJ'(E-'p’np)'*' Gssi(Gpm, ) C54J(gp’np)]}

&, m,)- 7,
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=2
le = m p Ij ‘{"84};'(?5;”71;;) 'C45j(ép’np)+ DII(E J}p)
Css, &, m, &M, T,
ks = %Ay < 1y {Bui (B ) - Cus (M) + Bsoi (8, )
CSS_;‘(ip nnp)]1J(E.-p 51’];))1 ) Wp
E Hi

s = 2k(1+V) - ; ty LBy (&,m,) Cas; (&poMp) + Bsy, (EpoMp)

JSJ(épanp)}EJ( p,np)i . pf/p

=l

(1 “V)

(VBMr(ép »ﬂp) + B24:(§p snp)) BZSj (sp,np) +

£t
By (&,.m,) Bss,; (§,.mp)]+ le(lj-V) 1B (S,

(ot

3451(@;»‘1;;) + B_‘S4i(épsnp) : B55j(§p=np)] +

{C-’Mi(gp’np) ) CﬁS_}'(ép:np) + C54i(E_»p ﬁ}p) ’ CSSj(gp:np}]}

&, m,) W,

= B g B Gom) + VB Gy ) By Gyon, )+

p=l
(VB (&) + Basi (5, ) quxap,nm( Y
t
B}ai(Epﬂnp) B3<J("§p>*'lp)] Zk(l ::5;‘(%;337];;)'
ot

B45j(§p=np)+ Jﬂz(gpanp) JJJ(gpsnp)]"*'L*k(l_{wv) )
[C45i(§p¢np) ’ C45}'(E.cp9np) + CSii(;:p:np) : CSﬁj(E_rpznp)]} ’

&0, 7,
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=E Z{ 6(1— \,2) (B4 (€M) + VBog (&, M N - Bis,; (5pMp) +

4E(1+v)
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5.3.2 Determinacio da submatriz [X,,]

Formulacio das Caracteristicas do Elemento de Casca

A submatriz [K,,,] caracteriza o acoplamento entre o elemento isoparamétrico e o
elemento hierarquico e estd relacionada com 0 né i, o grau m ¢ o lado ou elemento n, sendo que i
variade l a9, mde 3 a5 endel a6 Deacordo com a Equagdo (5. 52) a submatriz [K ] serd

dada pela seguinte expresséo:

1= [ [lBencl

ou ainda, tendo-se em conta as Equagdes (4.66), (4.67) e (5.12):

[D1-B,, (&)l |10} - d& -dn-d¢

BH{' B"i: B}l: B.A.h Bﬁli
D B, B, By, B, B,
{Ki.rrm]m LLL B By, By, By, By,
C5B., CiBy, CiB, (4B +4C, [SB, +%C,
_Q%’Blst C%B‘)Si C«%B351‘ ‘:%Bd.sf *%C@ C%‘Bsa +%C5:,
1 v O 0 0 Bl‘mm BIZmn B]Smrs
v 10 0 0 Boinn Brpy  Buip
(1 __Evz 100 '{’tz"“\“j" m? 0 B Biwn B,
O 0 0 2.:) 0 Bﬁﬂnm B/-‘L'Zmn B43mn
_,0 0 0 0 ”;:j_ By i BSSnm__‘

kli kiz ki3

kZI k22 kl'i

[Kr,nm]t ky ky ki

kg kg kg

_kss ks kss_
na qual
j _{ J‘¥{(1 [(BH:"-V B ) Bimn+(v BH:+BEU)'BZIJM+
(1-

9 ‘B3E1 .Bilmn-] 2k(1 ( ay; " 1o +‘BSII -Bﬁlnm)}'

iJ(i,n)f-dé dn di
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= .[ .[ J.]{?—i—_— [(Bi7f+v B”f) Blln?n+(v Bi:"'B’Np) B’lnm

l-v 1
( ).B"" ‘B’En1:7]+W.(B4’?.'.B4lﬁrn+BSZi'BSInm)}' (5112)

2 o dk(l+v)  ©
(g - de dn dg

toplopl 1
k:l =E-J‘—].[_|.[m]{(1__v3).[(BB'+V BZE!).BE1n1n+(V B!Jf 7_71) B’lmn

v
( )'Bl.'i; 'BBInm] 2k(1 ) ( a3’ 41mn _i_BSBf lBS]nrn)}' (5113)
el dn d
E J- j J {C [(Bl4i+v '324;) B]lmn-i-(v BMJ"EMBM;) B 1ni
(1- )
) ’ 34i"831mrr] 4k(1 ) ["3( a4 " &Inzn+BS4f'lenzn)+ (5114)
(C44J 'Btﬂmn +C54t Simn)]}

J(Em)|-ds dn dg

k'ﬂ F—E J v[ J {g 2(1_ ) [(BES‘ v B75!) B’Hﬂm +(V Ble +BES:)“BZEMm+

(1-v}
2 . 'B35i ) B3imn.] 4k(1 [g( a5 " -'Hmn BS' Slmn) + (51 15)
(C45I ) Bdlnm +C551 ) Biinm)]}'
J(Em)|-dg dn dg
=E- .[ .[ jl{(l [(Bm +v By, ) B, +(v By +By, )-By,, +
{1-v 1 :
9 )'Bw ’B32mn] +m'(‘84n 'B42mn "'stn 'Bﬁznm )} (5.116)

Jen)-dg dn de
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12

1 1 gl 1
k?_ :E‘J‘—i-[—t.[-g{(l_vz)'[(BEEf +Vv B?.Zf).Bilmn +(V BlZi'+BZ21).BZ%2mn+

—v ]
) : B3zw 'stnm]"'—"_““"“'(B@ 'Bazmn +BSZ! 'Bﬁznm )}

2 : 2k(1+v)
Jeen)-de dn dg
1 ptopl
k32 = E..[] j1.[-§{(1 [(Bb: TV B".w) B'?mn +(V BIBJ - BEBJ) B’”mn
(1-v) 1
] .B”mn +__——-—_.~B3.‘.B'mﬂ+BJ! B"mn :
2 33/ 32 ] 2k(1+V) ( 4 42 53 5 )}
e dg dn d
kzzz J. J- _{ {‘-a [(Bm: TV B’M;) BI'?mn +(v Bm + B74/)"BZZmn +
(l—V)
2 ’ B34: ' 'B32mﬁ] W ["'s( adi " 4"mn 32ﬁm)+
( 42nm + C54ﬂ : BSZMm )]} !
§J( g dg dn d
kSZ =E- _[ J j {g (BIS,' +v B’*f) Ban +(V Bbr +B?‘51) B”nm
(1 —\)
2 : BBSJ : BBEmn] 4k(l [C( 45i " 42nm + BSS! ' BSZmn) +
(C45: : B—'L'Zﬁm + CSSJ 52 mn )]}

W(Em)|-dg dn dg

1l i
ks mE-j_lj_J_l{(l_vz) [(By,+V By,)-By,, +(v By, +By, ) By, +

(1—-v 1
).B?it -BSBf?Jn]+—-—_m'(B4IJ .B43mn +BSli 'BSSJW,')}.

2 i 2k(l+v)
em)|-de dn de
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Formulacdo das Caracteristicas do Elemento de Casca

S [ ] Lot

(1-v)

'B-,- .
' 324

N

1—v
( 5 )'833;

R .

(1-v)
2

b= [ [ gy 10

(I-v)
2

(BI7:+V ‘872:) B

B33mn ] T e (B-ﬂi '

[(B +v B, )-B

B33mn ]

344

'BSSr : 'B

+(v B, +B,, ) B

13mn 73rzm

1
By + Bsa, - Bsyn I3

\J(em)-de dn dg

2k(1+v)

+(v B, +B,,)-B

13mn 13 ”3mn

‘B.’:Smn]%_ ( 43" 43mn + BS?H 'BSBnm )}

2k(1 V)
J(Em)|-dg dn dg

[ (B, +v By ) By, t(v By, +By,) By, +

3mna

[C( i

(CME' ) Bd}mn + CSéi ) BSBnm )]}
Megn)-dg dn dS

4}((1 43rrm + BSti! BS.:mn) +

B TV 'B'?:t) BiBn:n+(V Bl51+375ﬁ) BZ

15§ 3mn

[C( asi 43mr: + BSS: . B53mn)+

(Clle ’ B43mn + CSSf ’ BSBnm )]}
\J(Em)|-d& dn d

+
33mn] 4]((1

(5.122)

(5.123)

(5.124)

(5.125)

Na obtencdo da matriz de rigidez, a integragdo na direcdo { sera feita analiticamente,
enquanto que nas outras duas diregdes, & e m, a integragdo sera numérica, utilizando-se o
processo da Quadratura de Gauss-Legendre [Zienkiewicz et al., 1989]. Portanto, tendo-se em

conta que:
1
J.dc; =2
-1
1
Jzac=o
-

1
2
-[1C”2 -a’(;-—“g*
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Lap isca

e ainda, considerando-se que £, e n » Sejam as coordenadas curvilineas do ponto de integracio p,
W,, o fator de ponderacdo, associado a este ponto e 2, o numero total de pontos de integragio, as
equacdes anteriores tornam-se [Zienkiewicz ef al., 1989]:

n

kj,=E- Z{(lw [(B H,’(E.tp’n )+ v Bn,(i,wﬂ ) Blimn(& M, )+
(v Bls,(ép»nﬂ)"*”Bzu(;wnp))'Bzmn(&pnp)‘*‘

I-v . )
( 2 ).‘B3i:(gp’np)'BSinm(g‘,—;ﬁnp)]'{' (5127)

1
k(1+v)
B\ (€,M,)" By (8,M, )0} (8,m, ) W

.['841:(%;1’71{1)'B4§mn(§p1np)+

il

4 (gﬂ’nﬂj+v Bl?l(ip’np))'Blimn(iplnp)')r
(V Biﬁi(éplnp)+822:(§p’np))"Bllmfy(gp!np)_é-

I-v
_(_-EHJM'BEE(EJ;?’T];?)'BSWW ‘%p’np)]+ (5128)

‘};

- )'

k(1+ v) [ By (E,m, ) By, )+

By (&, ) B (B, J1p- (5, m, )| W

i

k, =E-
=l (i - )

Jf(ap-'n )+V B?3;(§p!ﬂ )) }Imn(gp'np)“**
(V Bl}i(ap’r’Ep)+BlSi(égp’np))-B2lnm(én1np)+

Co B (2,m, ) Bun(8,m ] + (5.129)

} v
k(l*.L'V) ‘[343"((:-:’.?’“[})'Bd-lnm(grunp)’f‘

B (8, ) By (&, )1} [I(E ., ) - W

i

=——— "1, [Cy(E,m,) B M, )+ Cs(6,M, )
41 2]{(14‘\/) ; i [ 44!(@,0 T!p) -’Hnm((tﬁp np)+ 54!(gp np) (5130)

BSinm(E.bpSnp)]-!J.(E_m’np)!‘Wp
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E
= Driee) Z fCous (€, 0, ) Bayn (6,0, )+ Css (5,1, )-
By (&, m, )] (% ., )| W,
2 2
ku =E'Z{(i— )[(B (CJP Tl )+V B?zf(En’n )) Bl’nm(aﬁ’n )+
(v Bn,(ap,nmle,(ap,n,;))-Bzz,,m(é,,,nm“;")-
By (§,M,) By (&M, )] + [ (M, )

1
B@,,m(ap,nmBﬁ,(gp,np)-Bsz,,m(mmﬂ]}-\ﬂqp,nui-

k22 =EZ{(1_ [( w,(f;p’np)"‘\/ B”:(E.a ”1 )) IZniJi(a.p)np)+
(v Bu,(a,,,n,,ﬂBn,-(a,;,np»-Bzz,,,,,ra,,,np)+”';")
Bw,(ip:ﬂ ) Bpnm(a My )] ) [ 42;(@,,;71 J-

B@,,,,?(ép,n,,ﬁBsz,(@,,,n,,)-Bszmn(z,,,n,,)J}-lJ( g,m, )W

nr

' (1*— (&p’n )+V B,;(a T] )) Bl‘)nm(& n )+

(V Bi};(& TE )"*’373,(&,3’7‘];7))’Bzzum(gp:np)*

(1 2\}) Ba3f(é n ) Bﬂﬁm(gp’n )]+

1
k(1+v)

‘853!({2[1’“[:)‘B52mn(%plnp)]}'i‘j(é‘nlnp}l'W

'[B43f(";np’np)’B42mn(ap’np)m§«

ky = Ek(l ; [Cw(% T, ) Bé'?nm(a T, )+C54,(§p N, )

Boyy(E,m, )] - J(8,m, )| W
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E 2t

ke = ey 2t LG (80m,) Buaun (8,1, )+ Cos (2,.m, ) (5,136

By (§,M,)]-[(E,m, )| W

Z{

(i— [( 11,(&pun ) v Bv;,(C,,aTlp)) Bllsnm(apanp)_i_

B B, (¢.,n.)-BL, (5., —Y).
(v B, (§,.m,)+B,,(E,.m,)- 3n1n(§pﬁ)+ 5 (5.137)

k(1 ) [ 4ii(§p3n )

Bly,,(8,.0,)+ By, (5,.M,) - Bly,,,, (€, n )} (E,.n,)|

BS?f(t;“;p’np)' BlSSnm(E,:pﬂnp)}

L

p=1 (1_

1-v)
(V Biz,(gp,np)'i'Bzzi(ﬁp’np))'Blz,“mm(ép’nﬁ)+( 2V ] (5138)
1

k(1+v) B (5o, )-

Bl (5,.M,)+ By (8,.m,) - Blg,, (5,00} |J(&,.n,)|- 7,

7:(2.,;:5‘” )_E_V B‘}?;(E.;rﬁn )) BZI}mn(% T] )+

B32r(§p’np).'BISSnm(gpﬂnp)] +

33"E Z{

p=l (1 -

(1-v)
B.. p 873, =t T 23 ’ ’
(V iJi(é[) T}p)**“ 2 (E‘p n;’f)) B~ (gﬁ T]f’)+ 2 (5.]39)

k(i [ 43;(@ 'Q)
B@,,m(a,,,nmBﬂ,(a,,,n,n)~Bss,,m(ap;n,,w-IJ(&p,np)i-

'[(Bn,(?;,,,n,,ﬂv B (3,M, ) Bisyn (§M, )+

B33i(§‘runp).BBSmH(ép’T]p)]

i

E
k43 _ém Z [CM,(in’n ) B43rrm(gﬂ’n )+C34f(‘~ap n ) (5140)

Bszmn(ap,'ﬂp)]'EJ(ﬁp,ﬂp)I-W

Z [C‘bf(& n —) B4Jnm(":*p n )%Cs‘-'q(‘“p Tl )
= (5.141)

Bon(&, M, )18, |- W
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5.3.3 Determinacio da submatriz [K,,j]

A submatriz {Kjy;,] caracteriza o acoplamento entre o elemento hierarquico e o elemento
isoparamétrico e estd relacionada com o no j, o grau k e o lado ou elemento /, sendo que j varia de
1a9, kde3a5eldelaé6. Deacordo com a Equacdo (5.52) a submatriz [Ky,] sera dada pela
seguinte expressio:

k.. ]= f, fl j: [B.cem.)] [0 [B e} el dg - dn-ds (5.142)
portanto,
K., 1=K ] (5.143)

3.3.4 Determinacio da submatriz [Ky .,

A submatriz [ Ky ] caracteriza o elemento hierarquico e estd relacionada com os graus k €
m e os lados ou elementos [ e n, sendo que ke mvariam de 3a 5, e/ende 1 a 6. De acordo com
a Equacdo (5.52) a submatniz [ Ky} sera dada pela seguinte expressdo:

Kol=[ [ [Bacan )] (D] B, e} lcEn) d-dn-d (5.144)
ou ainda, tendo-se em conta as Equagdes (4.67) ¢ (5.12):

BI]H BZE»’(I ‘B3§.id B4ka Sk

B

1 oplopl
[Kict‘,mn]:j_l_“_}j_l By Bpuy Byy By Bay
By Buy Byy Buy B

3341

}‘ v 0 O O Blimn B!Zmn BlSnm
v 1 0 0 0 BZInm BEZmn BZ]nm
(1 -—-Evz) 100 “;w 0 0 -1 By Buww Bi (5.143)
O O 0 _[_15_}.}.{ 0 Bdlnm B42nm B43mn
_0 O O 0 ”2—1:) N _BSlmn B52mn BSSmn i
(e )| d - dn- g
Resolvendo-se a equag¢do anterior, obtem-se que:
k! i k].? kf3
[Kid.nm ] = k?.l k22 k23 (5 146)
k31 k32 k33
na qual
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_‘. J- J.‘{(I [(B v TV By ) By, HOV By + By ) By, +
(I-v) 1
“_2""“'83?% By, 1 +m'(341k: "Biimy + Bayy - By )4 (5.147)

JEm)-dg dn dg

k.‘Zi j J‘ '[_i (1 [(Bl'?m’ +V ‘822!(!) Blllmn -i—(V Bi'?kf +‘B’7’?fn’) B el +
( 1-V) 1
T"'Bﬂkf "By, 1+ 2k(1+v) (B By + Bsyy - By, 1} (5.148)
J(gn)l-de dn dg
1 el gl
ky = E'LLJ_}{(I [(BiBH +V By ) By (v By + By, ) B, +
(1-v) 1
2 TP 'BBIHTH]"*'M'(Bazsw B ""*“Bszk_f "By )i (5.149)
e n)-dg dn dg
klz .[ J‘ J.]{(I [(B Hi&f +Vv B’U{z’) Blznm +(V Bn;d +Bv;;d) Bnmn
(1-v) 1
mmz—'BSikf 'BBEr?in]+M'(B4ik! B + Bsyy - Boy ) - (5.150)
e m)|-de dn o
kg") J. J‘ Il{(l [(BJPH TV Bl‘”;ﬂ,) ”Bl”m” +(V Bl”kf +Bl'77k/) Bl'f‘"mn
f1-v) 1
> BZJW Blgzn,,,]+m.(3142k[ -Bl,,, + Bl -Bl, )} (5151

em)-de dn dg
ko=E-[ ][ E{---m-m——m(1 [(Biyy+V By ) B, +(V By +Boy ) By +
(1-v) 1
) BSSI(/ ) ‘832mn] '"1"“““"_‘—""'""‘(“843” ’B,;g,,m + BSSfcf .BSan )} . (5152)

2 2k(1+v)
M(Em)|-de dn dg
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1 gl pl 1
k13 "”‘E'_“MJMJ_I{ '[(Blikf+v B.?lkf)'313mn+(v lekf+lek1)‘Bz3mn+

(1-v?)
{1-v) 1
—= B, B, e 5.153
31&( .13mri.] 2]{(1—5-—\/) ( )
(Byyy By + B - Bsn I '1-](‘2’71)1 -de dn dl
1 piogt 1
kyy =E- LL '['1{(1 V) [( By +V Byy) By +(V By~ By ) By +
(1-v) ]
- Bysyy - Bysp |+ 5.154
2 32K _:_mm] 2k(§ N V) ( )
(B42ki ’ B«’an + BSZR! ’ 'BSSmn )} ;J(é! n)i ’ da dn d:
Toptopi i
k33 =E- L L L {m‘[(gmd v Bm:) ' B!Bum +(v BI}I(! + By ) 823nm +
l-v
( ) * By By (5.155)

...i_wm._.._....._._..._.
2k(1+v)
(Bisi - Bisun + Bsyy - Bosn )} {J (&TI)I -dg dn dC

Na obtencdo da matriz de rigidez, a integragdo na direcdo { serd feita analiticamente,
enquanto que nas outras duas dire¢des, & e 1, a integragdo serd numerica, utilizando-se o

processo da Quadratura de Gauss-Legendre [Zienkiewicz et al., 1989]. Portanto, tendo-se em
conta que:

[-2
[
E-d@= 0 (3.156)

|
2 2
Ié'ﬁ=§

-1

e ainda, considerando-se que £, e 1, sejam as coordenadas curvilineas do ponto de integragéo p,
W, o fator de ponderacdo, associado a este ponto e 2, 0 nimero total de pontos de integragao, as
equagdes anteriores tornam-se [Zienkiewicz ef al., 1989]:
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1

li =E- Z{a_

}E{'

=1 (1—

m

[(Bikf(gpsn J+v va(é M, Bnnm(E.> e
(V Bllkl(gp’np)+B2Ik!(§p’np))'Bziﬁm(i,ﬁ’}}p)-'-

1-v) y
LSW‘B3]k/(gplnp)'B3lnm(&p’np)]+

l
k(lf v}
B (6,0, ) By (€, 01 (8, ) W

-/ qiki(ép’n IE B411nm(E.> M, )+

[( {8, 1+ v By, (E,m, ) By (E,m, )+
(v Biiki(gplnp)+B22k,’(ép’np))' By, (8,Mm, )+

1_
( 2\;) ‘B32M(§p’np).B3|1)1f7(<t3[7’nﬂ)]+

1
k(1+v)

Bopiy (8,1, ) By (&M, )13 [(E 0, -

.[B42kl(§plnp).B&Emn(ap’np)_ih

w=E- Z———- L(Bysy(8,M,)+V Boyy(,,)) B (5,1, )+

1 (1-v

il

kn=E'Z{“1—2's—

_)[(B]Un’\(é‘;p’np)-i-v BZIk/(E.;pfnp)).‘BEZJim(r‘;pfnp)*‘

p=I

(V Bfikf(é-ﬁ’nﬂ)+Bzw(§p,n,,))'Bzzmn(‘ip:rlp)‘*'

(v B%}k{(ép’np)+BESkI(ép'np))"BZIHin(ipan)_‘_

(I-v .
—-2_)‘B33k!(c.}pﬁnp).B3lmn(ép’np)]+

mb[B@k/(ép’nﬁ)'B4imn(§p3np)+

By (8,1, ) B (€M, I} (8, )| W,

(1-v)
2

1
gw(é MpyJ- B3"rfm(":p’n M+ [ an(S,M, )

B42mn(§plnp)+Bﬁlk!(§pln‘p)'BSZmn(C.\p’np)]}'l']( .,prnp 'W,n
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k,=E- Z{ [( B8, m,)+v Byy(E,.M, ) By, (E,.m,)+

(1-v).
2 (5.161)

(1—
(v Blzkf(ép’np)+B?,21'(I(E4p’np)).Bl?.nm(ap’np)+

B32k!(ap!np)'B32}nh(§p’np)]+ k(1+v) [8425'(!(%/3’]2{7).

B42nm(ép’np)+Bilkl(ép’np)-‘85211791(&‘0’”_;9)]}‘;J(E.;an)"W

Lk

»=E 2(1“ {(B3u (5, My )+v By (8,m,) B, (S,m,)+
(v B‘W(ép’np)"'Bzw(,p:np))‘ B, (.M, )+
(1;})‘Bsw(iwm)'Bgz,,m(ép,m)ﬂ (5.162)
! .
k(l'f'\/) -[B:‘Skf(gﬁ’nﬁ).B42mn(E.szrE‘p)+

BS&U(&;@an)'BSann(ap’np)]}"J(gp’np)l‘W

EZ{

[(Bllk!(g M)V By (8,m, 0B, (8,.0,)+

(1-v)
2 (5.163)

Jik.f(E_rpln J: B3Jmn(E.|psnp)] ( v [ By (&,.m, )

By (&M, )+ Boy (8,1, )+ Boy,, (8,0, - J(E ., )| W

(1*

Bllkl(gp’np)+B2lkﬁ'(%p’n‘n))"Bzhm(ap’np)_*_

EZ{

pel (1 -

(v Blzkt(‘z}p:np)”*”Bzzk;(épsrlp))'Bzamn(%psnp)‘*'

'[(BIZkI(épan)_E-V B?..?.H(ép’nﬁ)).Bi3mn(§po'np)+

(1-v).
2 (5.164)

e 1 -
B32H(gp’np).‘833)‘??!?(%[?-'?;;9)]+—k_(_1:-\;}“[342k1(gp1r}p)'

Bisn (M, )+ Biy (8,0, ) Bosy(8,.M, 1} (8 m )| W

79



Capitulo 5 Formulacio das Caracteristicas do Elemento de Casca

;= E- Z{(lw )[(Bnm(ép:n J+v By (€,m, ) B, (8, m, )+
. I—v
(v Bi(8m, )+ B (5,m, ) By (8,m, )+ £ 5165
1
33&;(& M, ) B33nm(& My )+ [ B 43:(;(3,;:71 )

K1+v)
Béiinm(&p!np) ' Bsakf(‘tap:l}p)'BSSnm(E.apsT'lp)]}'lJ(‘:p:np){'W

5.4 Determinac¢ao da matriz de massa do elemento de casca

Na Equagdo (5.47), que possibilita determinar a matriz de massa do elemento, o diferencial
de volume ¢ dado pela Equacéo (5.50). Portanto,

M =ELLP-[NITIN]-lJ(én)l-dé-dn-dC (5.166)

ou ainda, pela substitui¢do da matriz {N], dada a partir da Equacio (3.49), tem-se que:

Venol ]
(Ve )]

Neng)f

ot gl N, ,:, |
zLLLP-[ (end)f [ Ve lv,en gl

[, c5m)7
[M32 (& n)]!

{Mpk(i:n)}f

[MS{,(& n)f
VD) N e Ol M, e ) [MacE ) (5.167)
M o (&)} [Mog(em)] W e m)|-de - dn-dc

Esta equacio, uma vez resolvida, levara a matriz de massa do elemento, que sera dada por:
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R R ) ISR VR R

(AR Y R VAR 7

o .91] .9; 99 931
lhr+)= [&f;’l’] ,,,,,,,,,,, [Ei‘;]] ___________ [%:;;}] [[Aﬂ;' _3 _]1 ,,,,,,,,,,

[M:H.%] [Mﬁu} [Mf(f.g} : [M:ffs]}

[M;se,l] [Mr.sw] [Mse.al [Mﬁﬁﬁl]

54.1 Determinacio da submatriz [Mj

] e ]
] ]
ook
o] o ]
W] o D]

Formulacdo das Caracteristicas do Elemento de Casca

(5.168)

A submatriz [M,] esta relacionada com os nos i e /, sendo que tanto 7 quanto j variamde | a
9. Esta matriz caracteriza o elemento isoparamétrico. De acordo com a Equagdo (5.167), a

submatriz [Mj;] sera dada pela seguinte expresséo:

[M,] = H] F p-[N&no] [V, Eno)]- V) de-dn-dg

ou, ainda, tendo-se em conta a Equacéio (3.22):

N, (Em) 0
0 N, (Em

=L e °

R t,
C_'N,-(E,,n)-am-v”! C‘N;(isﬂ)"é“"lz;

1 t
_“‘Q'Nf(@ﬂ)";"ziz ‘C‘N,(éaﬁ)'g"’zz

f
NGEm 0 0 &NEW-Tw,

t
0 NEW 0 NG v

0 0

tf
NEn C-NEn) vy,

Resolvendo-se a equagdo anterior, obtém-se que:
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0
0

N,(Em)

tf
/‘;' NI(EJT]) '5‘1‘)131

L
;. —C-NEW E Vs

.
G NG v

t
*Q'N;(@ﬂ)'j"’zzj :

t.’
G- N, BN v,

& dE-dn-

(5.169)

(5.170)
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na qual
i I | .
i =LLL"'NE-@W-Nf-@n)-lJ(én)f-dz:vdn-dc

mpz=m3=0
1 LN [
My, =.[lLLM(@n)-Nj(i,n)-c-jvw )| de dn-dz
1§ i tj
s = ‘U_,L" NG NG -C- vy |G| - dn- g
Mo =0

i {1 [ _
Moy = J:EJ._}_[}P'N,(&‘“;,T}) ) NJ-(én)-]J(i,n)!-dc‘;-dn-dg

m23=0
F {1 .
s mLLLM(@n)-Nj@n)-f;--;—‘vu, )| de-dn-de

1 f1 {1 7.
My m—_‘:i,‘._]_[ip-Nf(@n)-N’j(én)-c-j-mj JIEM]-dE-dn - dt

m3;=0

?H33:O

; H i
UG mLLLP'M(@H)-NJ-(é,n)-[J(gn)|-d§.dnhdg
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(5.172)

(5.173)

(5.174)

(5.175)

(5.176)

(5.177)

(5.178)

(5.179)

(5.180)

(5.181)
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3 mflf]flp-N,@n}-N,(én)-i-%-ij e de-an-ds
s =—fififlp‘N;(ﬁ_»ﬂ)‘Nj(éﬂ)'é'%‘-ij \IEN) - dE-dn-di
my = | ,ZIP'N,-(@T;}NJ(@n)-C-%-vm-1J(§n)§'d€'dn*dé
=) _1p-M@n)-Nj (E1) L vig T el

- )
ms=) ) ) PN G N GGy G| dE-dn-de

-~ - -}

Iy

My = PN, G- N, G-t )

iW] .“““1."

(Vg ¥y H V)2 Vi F Vi Vs )

JE)| - g5 dn-de

I Lt
m45=—LLJ‘_ip-(Nz(én)-Nj(én)'f;z- 4J)-
(Vig Vo, V12 Vo, t Vi ‘V23j)'

)| 5 dn-de,

D r
ms ==} J ) pNEn NG L vy G| e dn-dg

¥ B ,
Mgy = — ,-IP'N,-@T]) : N;'(@ﬂ)‘@‘%'vzzr -fJ(E_,,n)}-dg-dn-dc;

I )
mg==) 1} pN.Em- N )G Fova iG] e dn-

t_l._l _

P 11,
LA =”J.1L_[ID'(N,(@‘Q)'Nj(éﬂ)'C_,z _“ZL)
(Vyy; Vo V12, - Va H V13, Vo3 ) -

J(EW)|- dE- dn- dC
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Pt ol ti -t
Mss =LLJA_]P‘(N,(@T])'NJ-(@TW)‘CZ ‘_f"’)'
(Vo " Vary + Va2 " Vaa; + Vo3 Va3, ) - (5.193)

&) dE- dn-dg

Na obten¢do da matriz de massa, a integragdo na direcio { sera feita analiticamente,
Equagdo (5.82), enquanto que nas outras duas direcdes, £ € 1. a integracio sera numeérica,
utilizando-se o processo da Quadratura de Gauss-Legendre [Zienkiewicz ef al., 1989]. Desta
forma, considerando que &, e 1y, sdo as coordenadas curvilineas do ponto de integra¢io p, W, o
fator de ponderaco, associado a este ponto e m, o numero total de pontos de integracio, as
equacdes anteriores tornam-se:

my; = 2-9-2(N,-<ap,np>-Nf@p,n,,,)-iuf(a,p,np){wp) (5.196)
-

My =mi == ms =0 (5.197)

My =2-p-2(N,-(f;pmp)-Nj(f’ép,np)'[J(cipmp)i-Wp) (5.198)
o

myy = oy = Moy = M = () (5.199)

My = 2-p-i(N,-(ép,np%Nf(ép,np)-'J(ép,np)l-Wp) (5.200)
p

ms; = my = Mg =mas = 0 (5.201)

m

1
Mgy :g'p'ti 'tj Z {Ni(ap’np)'Nj(ap:np)'

p=l

["liz Vi TV Vig, Y, ‘V13j}‘ (5.202)

)| 7,

1 N .
Mis == Pt 1 2 NGy, N6y, )

p=i

{Vw Vo TV Vo, h Y 'V23j]‘ (3.203)
M NA
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My = Mgy = ma3 = 0

1 \ . .
m54:~g‘p'ti-tf‘z {Ni(';p:np)'Nj(Gpanp)‘
p=i

g, 'VZBi}'

&, m, )

[vau Vot Vi, Voo, T Vg3

m

i v
M=ot 1 D, (N, N En,):

p=l

[v2if Vo TV Vo T Vo3 "’23;] :

J(E,m,) W)

5.4.2 Determinacio da submatriz [M; ]

(5.204)

{5.205)

(5.206)

(5.207)

A submatriz [M,..] caracteriza o acoplamento entre o elemento isoparamétrico € 0
elemento hierarquico e esta relacionada com o 16 i, o grau m ¢ o lado ou elemento #, sendo que i
variade 1 a9, mde3aSendel aé. Deacordo com a Equacdo (5.167) a submatriz [M,; ] sera

dada pela seguinte expressio:

v, )= [ o .en] - [M,, @Gl En)-de-dn-d

ou, ainda, tendo-se em conta as Equagdes (3.22) e (3.45):

Nfgn) 0 0
0 N(En) 0
0 0 Nﬂ(ﬁ’%)

M =1 T e

g = tr > ti
Q'N;(&.url)'é‘“vau %‘N,(gvﬂ)"z"vnz, s'N,(?i.sn)-;Vu.

. Z 1 L
~C-N,-(C;-n)‘-2—-vz;,- "Q-N,(i,n)'?vzz, *C'N,-(ﬁ_,ﬂ)-;vm,

M, (En) 0 0
0 M, (En) 0 |-|JEm)-de-dn-dl
Y 0 M, (&)

Resolvendo-se a equagio anterior, obtém-se que:
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{Mt.nm ]m m;

na qual
1 I gl . )
My = .(—} Imi .‘lz P ‘N’ (g’ n) ’ an (af "!) ' ;J(CJ: TI)[ : d& : dT} . df;

mm:O

mg,gr()

mo =] PN M G g S, )] dedn -

mo == [ oM G- 8, @t lon,, g n) -
m;2=0

my = [ [ [ o N.Em) M, - PEn) & dn-d

.'1232:0

m=[ L1 PN M G v, @] dedn - dg

m ==L [ oM@ M, G- g Lo, W) dedn-

m;320

m23=0

m=[ L o V& M, G- dg-dn-dg
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ma = [ [\ [, PN G Mo (-G vy ) dn - (5.224)

my ==[ [ [ PN G M, ()G Loy, (G M) dE-dn - (5.225)

e
R

Na obtengdo da matriz de massa, a integracdo na direcdo { serd feita analiticamente,
Equagdo (5.82), enquanto que nas outras duas direcdes, £ e 1, a integragdo serd numerica,
utilizando-se o processo da Quadratura de Gauss-Legendre [Zienkiewicz ef al., 1989]. Desta
forma, considerando que &, e 1, sdo as coordenadas curvilineas do ponto de integragdo p, W,, o

fator de ponderagdo, associado a este ponto e m, o numero total de pontos de integraco, as
equacdes anteriores tornam-se:

m, =2*p-Z(Nf-(cipmp)-Mm,,(épm,,)-EJ(fi,,,m)g-Wp) (5.226)
my; =m3) = ma = ms =mi2 =0 (5.227)
m,y =2-p-;‘;(N,(ap,n,,)-M,,,,?@p,n,})-tJ(ép,n,J]-Wﬁ) (5.228)
M3y = Mgy =msy = m3 = M3 =0 (5.229)
=20 2N, Eom,) Mo By, ) I ) ) (5.230)
mas = ms; =0 (5.231)

5.3.3 Determinag¢ido da submatriz ;]

A submatriz [Mj;;] caracteriza o acoplamento entre o elemento hierarquico ¢ o elemento
isoparamétrico ¢ esta relacionada com o nd j, o grau £ e o lado ou elemento /, sendo que j varia de
1a9,kde3asSeldel aé6. Deacordo com a Equagdo (5.167) a submatriz [M;;,] sera dada pela
seguinte expressao:

M, J=[ [ [y cem)) [N en)llcen ) dg-dn-dc (5.232)

portanto,

M, =, T (5.233)
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5.4.4 Determinacio da submatriz [M,, ]

A submatriz [Mi] caracteriza o elemento hierdrquico e esta relacionada com os graus &
e m e 0s lados ou elementos [ ¢ n, sendo que ke m variam de 3a 5, el ende 1 a 6. De acordo
com a Equagao (5.167) a submatriz [My; ..} sera dada pela seguinte expressio:

My, )= [ [ o el - [M,, e} em))-dg-dn-ag (5.234)

ou, ainda, tendo-se em conta a Equacgdo (3.45):

Do Mfrl(E.’n) 0 0
Mkf,nan]:j_lj_]j_lp' 0 Mm(ﬁ.,,n) 0
0 0 Mkf((t:vn)_
M, GEn) 0 0
0 M, (En) 0 (5.235)
0 0 M,(En)

Meen)| de-dn-di
Resolvendo-se a equagdo anterior, obtém-se que:

my My, B,
{Mki.mn}: m, M, My (5.236)

na qual
I plopl
my =[] P ML (&) M, En) JE)| - - dn-dg (5.237)
my; =0 (5.238)
my; =0 (5.239)
mpp =0 (5240)
1 pl pl .
my=[ [ p-Mu@En-M,, (&) VE)| - dn-ds (5.241)
my =0 (5.242)
Mz~ 0 (5243)
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my; =0 (5.244)

my =[] oM Em) M, &) &) & dn-dg (5.245)

Na obten¢io da matriz de massa, a integracdo na dire¢dio { serd feita analiticamente,
Equagio (5.82), enquanto que nas outras duas diregdes, & e 1, a integragdo serd numérica,
utilizando-se o processo da Quadratura de Gauss-Legendre [Zienkiewicz ef al., 1989]. Desta
forma, considerando que &, e n, sdo as coordenadas curvilineas do ponto de integragdo p, W,, 0

fator de ponderacgdo, associado a este ponto e m, o numero total de pontos de integragio, as
equagdes anteriores tornam-se:

m, =2-p§(Mﬂ(ap,np)-M,},,,(ap,n,,)-iuf@,,,np)i-Wp) (5.246)
R | (5.247)
ms =2-p-Z(Mkf(&pm,,)-M,,,,,(apmﬁ)-1J(a,,,n,,)t-wﬁ) (5.248)
sy = mys = ma = 0 (5.249)
myy =2-p- 3 (M, 5,m,)- M, () JE, )| 7,) (5.250)

=i

5.5 Determinacéo do vetor de carga do elemento de casca

Nas Equagdes (5.40) e (5.41), que possibilitam determinar o vetor de carga do elemento, o
diferencial de volume e o diferencial de area sdo dados com relagio ao sistema de referéncia
global. Entretanto, uma vez que os termos da matriz [N] sdo fungdes das coordenadas curvilineas,
os diferenciais de volume ¢ drea devem ser dados segundo este sistema de referéncia, sendo que 0
diferencial de volume ja foi estabelecido, anteriormente, através da Equagdo (5.50). Para a
obtencado do diferencial de 4rea, utiliza-se um procedimento padrio que envolve o modulo do
vetor 7 . Portanto [Kaplan, 1971],

dd =r(&,m)-ds - dn (5.251)

5.5.1 Vetor de carga do elemento correspondente as cargas distribuidas nas faces externas {fg}

Admitindo-se por simplicidade que a carga esteja distribuida na superficie média do
elemento, na qual £=0, os deslocamentos de interesse serdo aqueles relacionados com o0s pontos
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~desta superficie. Se g,, de componentes gy, g,; € g-; segundo o sistema de referéncia global, é a
carga distribuida associada ao né 4, a carga ¢ distribuida na superficie média do elemento pode

ser interpolada a partir das fungdes de forma. Assim, o vetor de carga correspondente as cargas
distribuidas nas faces externas do elemento sera dado por:

[N i (@ ﬂ)]r

b= [ S el el e

{a.}]

{‘?f} ‘G(i:ﬂ)'df@-dﬂ

2.} (5.252)

Esta equagio uma vez resolvida levara ao vetor de carga do elemento correspondente a agio
da carga distribuida sobre suas faces externas:

( lf‘?l}
e

(o)
{f%i}

(.

=1 (5.253)

—

{f%é }J
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5.5.1.1 Determinagdo da submatriz {fg,}

A submatriz {fg;} esta relacionada com o né i, sendo que i varia de 1 a 9. Esta submatriz
caracteriza o vetor de carga associado ao elemento isoparamétrico e ¢ dada por:

:f]‘ f,] wEn) - >N En) g} nEn)ddn (5.254)

fm}

Resolvendo esta equagdo, obtém-se:

“~

Vi

1
fa.t=3rt (5.255)

Ja

s )

na qual

fi=1" [, Mgn) > N(&m)-g, r5(&m)-d2-dn (5.256)
fo=l [N EN) N En)g, () de-dn (5.257)
=0T N () ZN: g, -n(En) dg-dn (5.258)
fi=9 (5.259)
fs=0 (5.260)

Fazendo a integracdo numérica nas diregdes & e 1, considerando que &, e 1, sd0 as
coordenadas curvilineas do ponto de integragdo p, W, o fator de ponderagao associado a este
ponto e m o numero total de pontos de integracdo, as equagdes anteriores tornam-se:

m 9
ZZ Nf(‘gﬂ’np)'IZNf(‘ip’np)'qxf'r3(§psnp)'Wp (5.261)

el r

i 9
H=Y N, ) SN,m, ), nE,m, ), (5.262)

=1 {=1
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£i=3 M) SN, ) g re,m, ), (5.263)

=] =1

5.5.1.2 Determinagdo da submatriz {fg,}

A submatriz {fg,} esta relacionada com o grau p e com o lado ou elemento £, sendo que p
varia de 3 a 5 e k£ de 1 a 6. Esta submatriz caracteriza o vetor de carga associado ao elemento
hierarquico e € dada por:

g =] [ Maenl SV En) fo)nlen) de-dn (5.264)

{]

Resolvendo esta equacdo, obtém-se:

Ji
{fq;@,}= /2 (5.265)
I
na qual
£=0 T Mu(em)- XN, Em)- g, n(en)-dean (5.266)
fi=I0 [ Mulen) XN En)- g, n ) d-dn (5.267)
£i=[ [ M) SN En) g, -nEn)-di-dn (5.268)

{=]

Fazendo a integragdo numérica nas diregdes £ e 1, considerando que &, em, sio as
coordenadas curvilineas do ponto de integragdo p. W, o fator de ponderagdo associado a este
ponto e m o numero total de pontos de integraco, as equagdes anteriores tornam-se:

" G
=2 M, (‘iwnp)'lZN;(ip,np)-qﬂ -rs(c’;,,,np)-Wp (5.269)
=l =1
i 9
fo=2 M m, ) YN, ), ), (5.270)

=l /=1
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Cap

iz

9
e mz Mﬁk(aﬂ’n{’)'ZNf(éﬂ’np).q:i .r3(aap’np)‘Wp (5.271)
=

p=

5.5.2 Vetor de carga do elemento correspondente a acdo das forgas de corpo {fb°}

Se b., b, e b. sdo, respectivamente, as componentes da for¢a de corpo b segundo OS eixos
X, Y e Z do sistema de referéncia global, a Equagéo (5.41) pode ser reescrita na seguinte forma:

&l ]
W el
=" [E\Zf,(égr : Z} e -d-dg (5.272)
- b,
o
[, e |

Esta equacdo uma vez resolvida levard ao vetor de carga do elemento correspondente a agdo
das forgas de corpo:

({)]

(5.273)

/P56 )

5.5.2.1 Determinagdo da submatriz {fb;}

A submatriz {fb,} esta relacionada com o né i, sendo que i varia de 1 a 9. Esta submatniz
caracteriza o vetor de carga associado ao elemento isoparamétrico e ¢ dada por:
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X

W= [T enol {5, b-dgan az (5.274)
b,

Resolvendo-se esta equagéo, obtém-se que:

.
e
Ubf=1 1 (5.275)
I
Ss
na qual
A= 0L Mlem) b, en) - dg-dn (5.276)
L=l [ Nen)b, en) - de-dn-dg (5.277)
A= [ N(en) b En) de-dn-az (5.278)
f.=0 (5.279)
fi=0 (5.280)

Fazendo a integragio numérica nas dire¢des £ e m, considerando que g, em, sdo as
coordenadas curvilineas do ponto de integragdo p, W, » 0 fator de ponderacdo associado a este
ponto e m o numero total de pontos de integragdio, as equacdes anteriores tornam-se:

f =2-i Vg, )b, [, m, )W, (5.281)
fi=2- N,(ép,np)'b,r-If(éﬁ,npl-Wp (5.282)
£i=2-% Nlg,m, )b, e, m, ), (5.283)
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5.5.2.2 Determinacdo da submatriz {fby}

A submatriz {fb,;} esta relacionada com o grau p e com o lado ou elemento £, sendo que p
varia de 3 a 5 e k de 1 a 6. Esta submatriz caracteriza o vetor de carga associado ao elemento
hierarquico e ¢ dada por:

b,
e i= [ [ I en) -8, - blem)-de-dn-ag (5.284)
b:
Resolvendo esta equacéo, obtem-se:
f
{fbm}f— /s (5.285)
1
na qual
[ M J(En)-de-dn-dg (5.286)
f=l [ M (en)b, [(En)-de-dn-a (5.287)
fi= 1T M (em)b, em) de-dn-dt (5.288)

Fazendo a integragio numérica nas diregdes & e 7, considerando que §, e m, sdo as
coordenadas curvilineas do ponto de integracdo p, W, o fator de ponderacdo associado a este
ponto e m o numero total de pontos de integragdo, as equacoes anteriores tornam-se:

=2 Z M, (e,m, )b, E,m, )7, (5.289)
Ji=2- M,ﬁ((&p,np)-b}. -1J(§p,np]-W,, (5.290)
fi=2-3 M le,m, )6 [, ) W, (5.291)
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5.5.3 Vetor de carga do elemento correspondente as cargas concentradas {fr’}

Se {r; ¢ uma matriz coluna constituida das componentes, segundo o sistema de referéncia
global, das cargas concentradas atuantes nos nés do elemento, o vetor de carga correspondente as
cargas concentradas pode ser escrito na seguinte forma:

{’?}N

Vel= - (5.292)

{r ;.;k }
fro)

5.5.3.1 Determinagio da submatriz {r;}

A submatriz {r;} est relacionada com o n6 i, sendo que i varia de 1 a 9. Esta submatriz
caracteriza o vetor de carga associado ao elemento isoparamétrico ¢ é dada por:

rt=<r,t (5.293)

na qual as forgas e momentos, ry;, 7y, ru, o € Fg S30 as componentes, segundo o sistema de
referéncia global, da carga concentrada atuante no né i.

5.5.3.2 Determinagdo da submatriz {r,;}

A submatriz {r;} esta relacionada com o grau p e com o lado ou elemento %, sendo que p
varlade 3 a 5 e kde | a 6. Esta submatriz caracteriza o vetor de carga associado ao elemento
hierdrquico e é dada por:

fral=40 (5.294)
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5.5.4 Vetor de carga total {f*}

O vetor de carga total correspondente as agdes simultineas de todos os carregamentos
descritos anteriormente (vetor de carga do elemento correspondente as cargas distribuidas nas
faces externas {fg°}, vetor de carga do elemento correspondente 4 agdo das forcas de corpo {fb°}
e vetor de carga do elemento correspondente as cargas concentradas {f#“}) serd dado por:

{ref=tmef+ e j+ 1 (5.295)

e a Equacdo (5.43) pode ser reescrita com se segue:

fret=lxe]ial (5.296)

5.6 Integragao numérica

Na obtengdo dos vetores de carga e das matrizes de rigidez e massa foi realizada a
integracio numérica nas direcdes, & e T, utilizando-se o processo da Quadratura de
Gauss-Legendre [Zienkiewicz et al.,1989].

Banerjee ef al. (1992) apresentaram uma detalhada analise da integragdo numérica para a
versdo p do método dos elementos finitos. A analise concluiu que p-1 numeros de pontos de
integracio sio exigidos para integrar um polindmio de grau p utilizando o processo da
Quadratura de Gauss-Legendre em uma dimenséo. O estudo mostrou também que 0 numero de
pontos para integrar um polindmio de grau p em duas dimensdes pode ser relaxado para p.

Com base neste estudo, o numero de pontos de integracio da Quadratura de
Gauss-Legendre utilizados neste trabalho foram:

e 3x3 pontos de integragdo no refinamento hierdrquico de terceiro grau (p = 3);
¢ 4x4 pontos de integragdo no refinamento hierdrquico de quarto grau (p = 4);

e 5x5 pontos de integra¢io no refinamento hierdrquico de quinto grau (p = 35).
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6.1 Introdugéo

Encontradas as equagdes algébricas que descrevem as caracteristicas de cada elemento do
sistema estrutural, o proximo passo ¢ combina-las para formar um conjunto completo de
equagdes que governe a reunifo de todos os elementos. O procedimento de montagem deste
conjunto de equagles estd baseado na necessidade de que o equilibrio se verifique por todo o
sistema. Como as condigdes de equilibrio ja foram impostas dentro de cada elemento, necessita-
se, agora, estabelecer as condigdes para que cada né do sistema discretizado esteja em equilibrio.
Para tanto, ¢ estabelecido um esquema de numeragdo global, que identifica cada né do sistema
discretizado. Em seguida ¢ criada a topologia, que especifica quais nés do sistema pertencem a
quais elementos, ou seja, especifica a correspondéncia entre os nds do sistema discretizado e os
nos dos elementos. Esta topologia, dada como entrada do programa computacional, serve para
definir a conectividade da malha de elementos.

6.2 Determinacéo das matrizes de rigidez e de massa globais

Para que um no i, genérico, do sistema esteja em equilibrio, as componentes do vetor de
carga { 7 }, nele atuantes, devemn ser iguais 4 soma das componentes das forcas { f,} de cada
elemento, que concorre para o né i. Portanto,

f=2 6.1)

na qual ne ¢ o numero total de elementos, que compdem o sistema estrutural discretizado e { f,‘}
¢ o vetor de carga, correspondente ao sistema isoparamétrico, associado ao né i do sistema. O

mesmo procedimento € admitido para as componentes das forgas { Y2 p,(}, relacionada com o

sistema hierdrquico.
Fu =251 (6.2)
=l

na qual { S o } ¢ 0 vetor de carga correspondente ao elemento hierarquico.
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Considerando-se a Equacgio (5.48) ¢ conhecendo a correspondéncia entre os nods dos
elementos e os nos do sistema, pode-se escrever para cada elemento e do sistema, de forma
compacta, que:

(]} (K] )= 1) 63

onde, [M] é a matriz de massa global do sistema:

Shel Sl
=i e=1

[M]=] o (6.4)
Sl ] D v
o=l o=l |
[K] € a matriz de rigidez global do sistema:
PILIED [
kl=| & B 6.5)
k] Dkl
L =l esl i

{@} é o vetor relacionado com as aceleragdes nodais e pardmetros hierarquicos do sistema:

a-{i.) oo

{a}, o vetor relacionado com os deslocamentos nodais e pardmetros hierdrquicos do sistema:
{ {ai }
wﬂ{} 6.7)
apk
e |} é o vetor de carga global:

{r1= {{{]{ }}} (6.8)

Pk

Nas Equacdes (6.4), (6.5), (6.6) e (6.7), {a,} e {d,} sdo, respectivamente, 0s deslocamentos e

aceleracdes nodais correspondentes aos nds do sistema, {a, } e {d, | s30 os parametros

hierarquicos correspondentes ao refinamento hierdrquico do sistema, [K] e [M/] sao,

7 1

respectivamente, as submatrizes de rigidez e massa correspondentes ao elemento isoparametrico,

[K;.]e[M,] sdo, respectivamente, as submatrizes de rigidez e massa que caracterizam o

acoplamento entre o elemento isoparamétrico ¢ o elemento hierdrquico, [ K}, ] e [M ;] séo,
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Lap 18

respectivamente, as submatrizes de rigidez e massa que caracterizam o acoplamento entre o
elemento hierdrquico e o elemento isoparamétrico, e [Kilel M, ] sho, respectivamente, as
submatrizes de rigidez e massa que caracterizam o elemento hierarquico,

6.3 Analise estatica

A Equacao (6.3) representa o caso geral de vibragdo forcada para sistemas ndo amortecidos
e, se ndo existem aceleragdes atuantes no sistema, pode-se escrever que:

[K]-{a} = {/} (6.9)

na qual [K] € a matriz de rigidez global do sistema, [ £] o vetor de carga global do sistema e {a} o
vetor relacionado com os deslocamentos nodais e parimetros hierarquicos do sistema. Entretanto,
este problema s6 pode ser resolvido ap6s a imposigio das condices de contorno do sistema
estrutural em analise. Este procedimento é efetuado por ocasido da determinacdo da matriz de
rigidez global, onde, para cada condi¢do de contorno (vinculo), sdo eliminados da matriz de
rigidez global a linha e a coluna correspondentes.

O processo de resolugdo do sistema linear consiste na obtengdio do vetor {a}. Para tanto
resolve-se, primeiramente, o sistema isoparamétrico:

K. ]2} ={f.} (6.10)

Sendo n;, 0 numero de graus de liberdade da analise isoparamétrica, [Kiso] € uma submatriz
(Riso X Riso) € {@iso} € {fis0} 8O submatrizes (m;, x 1) correspondentes a0 sistema isoparamétrico.

Pode-se fazer o refinamento da solugdo obtida através da primeira reanalise do sistema
introduzindo fungdes de forma hierdrquicas de terceiro grau:

[Km) ] [Kmﬁ.hB {{ai.\'o }} _ {{fm‘u }} (6 1 I)

[K;73Jm] [K!G } {am } {th }
na qual as submatrizes correspondentes ao sistema isoparamétrico ([Kso] € {fiso}) j4 foram obtidas
anteriormente na andlise inicial. Sendo #,3; 0 numero total de variaveis hierarquicas introduzidas
na primeira reanalise, [Ks, »35] ¢ uma submatriz (#;, X #,3) correspondente ao acoplamento entre o
sisterna 1soparamétrico € o sistema hierarquico relacionado com a primeira reanalise, [Kiz] € uma

submatriz (m; X mp3) comrespondente ao sistema hierdrquico para a primeira reanalise e {ans} e
{fn3} sdo submatrizes (n;3 X 1) correspondentes ao sistema hierdrquico para a primeira reanalise.

Pode-se fazer o refinamento da solu¢do obtida através da segunda reanalise do sistema
introduzindo fungdes de forma hierdrquicas de quarto grau:

[K jso ] [K isoh3 ] [K iserhd {a;w } {ff.m }
Kwl (K] [Kpnll- e} =10:) (6.12)
{thl.mn] [KM.M] [KM]_J {aM} {fm}
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na qual as submatrizes correspondentes ao sistema isoparamétrico ([Kis,] € {fiso}) € hierdrquico de
terceiro grau ([Kiso.nz], [Knziso)s [Kn3z] € {fas}) jé foram obtidas anteriormente na analise inicial e
na primeira reanalise. Sendo n,, 0 numero total de varidveis hierdrquicas introduzidas na segunda
reanalise, [Kiso.ns] € uma submatriz (ny, X m44) correspondente ao acoplamento entre o sistema
isoparamétrico e o sistema hierarquico relacionado com a segunda reanalise, {Knz4¢] € uma
submatriz (7,3 X hr4) correspondente ao acoplamento entre o sistema hierarquico relacionado com
a primeira reanalise e o sistema hierdrquico relacionado com a segunda reanalise, [Kys] ¢ uma
submatriz (1,4 X Mny) correspondente ao sistema hierdrquico para a segunda reanalise e {an} €
{fys) so submatrizes (14 x 1) correspondentes ao sistema hierdrquico para a segunda reanalise.

Pode-se fazer o refinamento da solu¢fio obtida através da terceira reandlise do sistema
introduzindo funcdes de forma hierarquicas de quinto grau:

[K iso ] [K iso.h3 } [K 50 hd ] [K wo.ii3 {a o }] {fm }
[K W3iso ] [K h3 ] {K h3hd ] [KhS.hS ] ) {ah.‘s‘ } _ {f h3 }
[ 1 iso ] [K ha.h3 ] [K b4 ] [K ha.hs ] {aw } {f i }
[ #S iso ] [K h5.h3 } [K h5 4 ] [Khs ] {ahj {fm‘ }

na qual as submatrizes correspondentes ao sistema isoparameétrico ([Kiso] € {fiso} ) hierdrquico de
terceiro grau ([Kisossls [Knsisols [Kn3] € {fns}) € hierdrquico de quarto grau ([Kison]. [Kins 5615
[Kisnils [Knensls [Knals € {fne}) jA foram obtidas anteriormente na analise inicial e na primeira e
segunda reanalises. Sendo mys 0 nimero total de varidveis hierarquicas introduzidas na terceira
reanalise, [Kis,ns5] € uma submatriz (m, X hy5) correspondente ao acoplamento entre o sistema
isoparamétrico e o sistema hierarquico relacionado com a terceira reanalise, [Kpzzs] € uma
submatriz (m,3 X nps) correspondente ao acoplamento entre o sistema hierdrquico relacionado com
a primeira reanalise e o sistema hierarquico relacionado com a terceira reanalise, [Kpnsp5] € uma
submatriz (#,4 X nss) correspondente ao acoplamento entre o sistema hierarquico relacionado com
a segunda reanalise e o sistema hierdrquico relacionado com a terceira reanalise, [Kys] ¢ uma
submatriz (s X nys) correspondentes ao sistema hierdrquico para a terceira reanalise e {aps} ©
{f»s} sdo submatrizes (1,5 x 1) correspondentes ao sistema hierarquico para a terceira reanalise.

(6.13)

allle

Verifica-se que para cada reanslise é necessario apenas calcular as submatrizes relacionadas
com as novas varidveis hierdrquicas introduzidas. As submatrizes calculadas nas analises
anteriores permanecem inalteradas o que diminui o esforgo computacional de maneira apreciavel.

A Figura 6.1 mostra os refinamentos da solucdo obtida na andlise isoparamétrica,
introduzindo funcdes de forma hierdrquicas de terceiro (1° reandlise), quarto (2° reanalise) e
quinto (3? reanalise) graus, e destaca as submatrizes obtidas na andlise anterior, que nfo precisam
ser recalculadas.
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Analise 1soparamétrica (22 grau)
[K iso ] ) {aiso } = {-fiso }

I# Reandlise hierarquica (32 grau)

[Kz’so] [Kfso,h3 {aiso}
[Kh3,z’so] [KhS] .{ahS}

U

2% Reanalise hierarquica (4¢ grau)

[KH ]__ [Kysne] |1 1as ) = {fi

_[Khzs,fso] Kh4h3 [Kh4]_ {ah4} {fm

U

3 Reanalise hierarquica (5° grau)

Krso] o Kzsa h3,' _‘Kz‘sa,k#, :Kz‘so,hS_, aiso} {f:so}

S

Khs ;s;;_. _ Khs].‘ | __Kh'B,M, :Kh3,h5: » {ahS} [ _ ) {fm}>
Kh4 sod K&4A[Kk4] Kuansl| [{at| |
i Kks sol [ Kisps] 1 Kispa, [Khs] ] \{ahS }, {fha })

Submatrizes obtidas na analise anterior.

Figura 6.1 Refinamentos da solugdo obtida na analise isoparamétrica, introduzindo funcdes de
forma hierdrquicas de terceiro (1* reandlise), quarto (2° reanalise) e quinto (3¢ reandlise) graus.

Como o algoritmo desenvolvido permite que se escolham, independentemente, os lados e
elementos a serem refinados, os graus das funcdes de forma hierarquicas a serem introduzidas,
bem como as vanavels hierdrquicas de interesse, pode-se ter tantas reandlises quanto se queira.
Assim, de uma forma geral, a iésima-reanalise pode ser escrita como:
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[K 2 ] e {K inehi aa.\'r) .fi.\-rj
: S I R S (6.14)

[Khr,.',«'n } o [Kh! ] ah; ffw

na qual todas as submatrizes anteriores aquelas relacionadas com a reanalise 7 ja foram obtidas.
Sendo m,; © numero total de variaveis hierarquicas introduzidas na i-¢sima reanalise, [Kison], €
uma submatriz (s, X By} correspondente ao acoplamento entre o sistema isoparamétrico € o
sistema hierirquico relacionado com a i-ésima reandlise, [Ky] € uma submatriz (1 X nu)
correspondente ao sistemna hierarquico relacionado com a i-ésima reanalise e {an} e {fi} s@0
submatrizes (m;; X 1) correspondentes ao sistema hierarquico relacionado com a i-ésima reandlise.

Encontradas as caracteristicas do sistema estrutural discretizado (matriz de rigidez e vetor
de carga globais), 0 proximo passo € resolver o sistema de equagdes resultantes. Neste trabatho
utilizou-se 0 METODO DE DECOMPOSICAO [L}[D][L]T com armazenamento "skyline" da
matriz de rigidez global [Bathe, 1982].

Como todas as submatrizes de rigidez anteriores aquelas relacionadas com a reanalise { ja
foram obtidas e a decomposicdo [L][D] [.L]T destas submatrizes ja foi feita, basta fazer apenas a
decomposicao das submatrizes de rigidez relacionadas com a i-ésima reanalise, o que diminui 0
custo computacional.

6.4 Analise dindmica

A Equacio (6.3) representa o caso geral de vibragdo forgada para sistemas nio amortecidos
e, se ndo existem forgas atuantes no sistema, tem-se o caso de vibragéo livre:

[M]-{a}+[K]-{a}= {0} (6.15)

Admitindo-se movimento harménico, uma solugdo para esta equacido pode ser escrita
como [Zienkiewicz, 1989}:

la}={¢f-e™ (6.16)

na qual " = coslm?) +isen{wr), {§} & o vetor de deslocamentos nodais e © a freqiiéncia angular.

A Equagdo (6.15) pode, entdo, ser reescrita na seguinte forma:
([K]--[M])-{o} = {0} (6.17)

na qual [K] e [ M] sdo as matrizes de rigidez ¢ de massa globais do sistema, respectivamente, e 2
o quadrado da freqiéncia angular. Entretanto, este problema sé pode ser resolvido apods a
imposi¢do das condigdes de contorno do sistema estrutural em andlise. Este procedimento ¢
efetuado por ocasido da determinagio das matrizes de rigidez e de massa globais, onde, para cada
condicdio de contorno (vinculo), sdo eliminadas das matrizes de rigidez e massa globais a linha e a
coluna correspondentes. Para um sistema estrutural com n graus de liberdade pode-se escrever
que:
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[K]-[®] =[M]-[@] - [A] (6.18)

na qual [K]e[M] sio as matrizes (nxn) de rigidez ¢ de massa globais do sistema,
respectivamente, [A] a matriz diagonal (nxn) que contém os n autovalores A ¢

[CI)] = [{d), Lo 40 b {0, ] @ matriz (nx) que contém os n autovetores {(pj }

O processo de resolugdo do problema de autovalor generalizado consiste na obtengdo das
matrizes [A] e [CD] Para tanto resolve-se, primeiramente, o sistema isoparamétrico:

[ch ] ) {(I) 50 ] = [Miw ] ) [(D 180 ] ) [A ise } (6 19)

Sendo 75, 0 nlimero de graus de liberdade da analise isoparamétrica, [Kis,], [Miso], [@is0] ©
[Aiso] s@o submatrizes (ny, X ni50) correspondentes ao sistema isoparamétrico. Pode-se fazer o
refinamento da solugdo obtida através da primeira reanalise do sistema introduzindo funcdes de
forma hierarquicas de terceiro grau:

[k [K]} [@..] ifb,.\.,)m]}
L mm n ] ‘L[(:Dfﬂ,nw] [CDM] - (620)
"M, [M,i,,,ﬂlw [©,] [®0] [ [A] [Aq

i_[ ;mm] [Mhz] ;;_[cphs.z.m] [q)hs]_j {[Ans,:.m] [A:rs]

na qual as submatrizes correspondentes ao sistema isoparamétrico ([Kiso], [Miso] € [@is0]) ja foram
obtidas anteriormente na analise inicial. Sendo n,; o numero total de varidveis hierarquicas
introduzidas na primeira reanalise, [Kions3l, [Miossh [®uons] € [Aisons] sdo submatrizes
(miso X nyp3) correspondentes ao acoplamento entre o sistema isoparamétrico e © sistema
hierdrquico relacionado com a primeira reanalise, [Ky3], [Mis], [Pns] € [Ass] sdo submatrizes
(mr3 X ny3) correspondentes ao sistema hierdrquico para a primeira reanalise.

Pode-se fazer o refinamento da solugdo obtida através da segunda reanalise do sistema
introduzindo fun¢des de forma hierarquicas de quarto grau:

[K.'.m ] [Kf.m.h} ] [K:.\‘(JJM ]—I [ st ] [(D iso k3 ] [(D isufd ]-!
[KIaB.f.\'() } [KH ] [th ha } ! [q) B3 dso ] [¢) h3 ] [(i) f3.4h5 ]J =
D

K] K] 1K1 ] ([@000] [@40s] [@4.]
] ] ] T To0] @] Ru]] T ] (] [AW
[MhS.i.vu] [Mm] [thah ] [(Dfﬂ.mn] [(Dm] [(Dmm} '%[—’\hsm] [Ah3] [AIJEJML

4
L[Mfr4.:,vr: ] [Mhé.h_‘; ] [Mhei } B [(D hd 5o ] [(I) RN ] [(D ha } i ‘_[A B4 ise } [A LEWX ] [A LS ] _,

6.21)

na qual as submatrizes correspondentes ao sistemna isoparamétrico e hierarquico de terceiro grau
([K:‘so]-} {Kiso.h.ﬁ]: {Kh&iw]a [Kh3]5 [Mso} [ iso, hS] [Mh5 zso] [Mh3] { iso}: [(Diso.h3]a [q)hiiso] € {cphj‘})_]a
foram obtidas anteriormente na analise inicial € na primeira reanalise. Sendo n;,; 0 numero total
de varidaveis hierdrquicas introduzidas na segunda reanalise, [Kioss), [Misons], [Pisone] € [Assond]
sdo submatrizes (#; X M) correspondentes ao acoplamento entre o sistema isoparamétrico € o
sisterna hierdrquico relacionado com a segunda reanalise, [Kpz ps], [Mps4], [Dhsnd] € [Anzns] sio
submatrizes (73 X #,4) correspondentes ao acoplamento entre o sistema hierarquico relacionado
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com a primeira reandlise e o sistema hierdrquico relacionado com a segunda reanalise, [Kj.],
[M;), [@rs] € [Ans] sd0 submatrizes (ns X p4) correspondentes ao sistema hierdrquico para a
segunda reandlise.

Pode-se fazer o refinamento da solucio obtida através da terceira reanalise do sistema
introduzindo fungdes de forma hierarquicas de quinto grau:

[K.'sn] [Kno h?] [K.'XO.H] [Km: A5 [ no [ ise. hS] {Q) 1.\‘!}.&4] [CD 15a, S
uo] [Kn3 ] {Khihf-‘; ] [Klﬁ A3 ] [(D h3.ise [(Dh'% ] [d) !13_h4] [(I) h3.h5]

]
h4, :«.u} [KM h'%} I:K.M] { h4 ] [ hi, i'«% [ h4, hS] [CD h4] [q) h4, ha}
]

il

>=:
o

[,
|
[

>=:
R

#S s } [ k3. R3 ] [Khihat ] [KHS ] [(b k3, iso hS k3 ] [(I) hS R4 } ]

@,
(@00 ] (@]

[Mnu] [Mnu h3] [Mun,fm na hS [q)f\(i q)m) A5
[M.‘?l/m] [MHB ] I:Mhlhd- M fﬂ :m] [(I) 3 } [ h_, hé] [q) } . (622)
[Mhd,.mn] [Mf?‘;‘ 73 ] [Mh4 ] Mif4 hS h4 ixe ] h4.h3 ] [(I) h&} [CD h4. k5 ]
{Mhi ist } {Mhs,h3} [MIWS.JM [M h5 m?} hS.h3] [ED h5. ke ] [CD h:}
rw] Am‘u,hf% } { ise, h4] [A.'su h3
[A h3iso ] [A h3] [ .‘13 h#] [A B3 05
[A hé.iso ] [A LLNE] ] [A 2] ] {A hd b3 ]

[Ahs,i.m} {Ahs.}ﬁ] [Ahs.mx] [Ahsl

na qual as submatrizes correspondentes a0 sistema isoparamétrico, hierdrquico de terceiro e
quarto graus ([Kio), [Kisonsl, [Knziso)s [Kisls [Kisonsls [Kntisols [Knznals [Knonsl, [Knels [Miso)s
[(Misons), [Mrsisols [Mas)s [Misorsds (Mhsisols [Mizndl, [Maansl, [Madl, [@isols [Pisorsls [Phzisols
(@3], [ Pisondds [Prsisols [Prznd, [Prans] € [Pry]) j@ foram obtidas anteriormente na analise
inicial e na primeira reanalise. Sendo ;s 0 niimero total de varidveis hierdrquicas introduzidas na
terceira reanalise, [Kiopsl, [Misosrs]ls [@isons] € [Auons] s30 submatrizes (750 X Has)
correspondentes ao acoplamento entre o sistema isoparamétrico € o sistema hierdrquico
relacionado com a terceira reanalise, [Knsns), [(Misesl, [Pnzis] € [Anzns] sio submatrizes
(np3 X Hps) correspondentes ao acoplamento entre o sistema hierarquico relacionado com a
primeira reandlise e o sistema hierdrquico relacionado com a terceira reanalise, [Knsnsl, [Mhs.ns],
[©s4n5] € [Aness] sdo submatrizes (ms X mys) correspondentes ao acoplamento entre o sistema
hierarquico relacionado com a segunda reandlise e o sistema hierarquico relacionado com a
terceira reandlise, [Kus], [Mis], [@ns] € [Ans] s80 submatrizes (mys X nys) correspondentes ao
sisterna hierdrquico para a terceira reanalise.

Verifica-se que para cada reanalise é necessario apenas calcular as submatrizes relacionadas
com as novas variaveis hierdrquicas introduzidas. As submatrizes calculadas nas andlises
anteriores permanecem inalteradas o que diminui o esforgo computacional de maneira apreciavel.

Como o algoritmo desenvolvido permite que se escolham, independentemente, os lados ¢
elementos a serem refinados, os graus das fungdes de forma hierarquicas a serem introduzidas,
bem como as variaveis hierdrquicas de interesse, pode-se ter tantas reandlises quanto se queira.
Assim, de uma forma geral, a iésima-reanalise pode ser escrita como:
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i [K!m ] B {Kuu.hr [Q) 50 ] e [q) isohi

:[Khi.r'.\'u ] e [Khr ] [q) B iso ] e [(I) K ] (623)
[M 56 ] t [Mzw.hf [(D iso ] T [CD 50 ki [A isn ] e [A iso b

_[M}n,:m ] T [Mﬁw ] [® Ri dser ] e [(D fti ] [A hiiso ] e [A ki ]

na qual todas as submatrizes anteriores aquelas relacionadas com a reanalise i Jja foram obtidas.
Sendo my o numero total de variaveis hierarquicas introduzidas na i-ésima reanalise, [Kis, nil,
[Misonils [Qisoni] € [Aisors] as submatrizes (ms, X 1) correspondentes ao acoplamento entre o
sistema isoparamétrico e o sistema hierarquico relacionado com a i-ésima reanalise, [K], [M],
(@] € iAn] as submatrizes (ny; x 1) correspondentes ao sistema hierdrquico relacionado com a
i-ésima reanalise.

Para a resolugdo do sistema de equagdes resultantes, utilizou-se, neste trabalho, o
METODO DA ITERACAO NO SUBESPAGO e, como uma subrotina deste, o METODO DE
JACOBI GENERALIZADO. Estes dois métodos em conjunto, por serem considerados bastante
eficientes, sdo usados extensivamente em virios programas de elementos finitos para calculo de
autovalores e autovetores [Bathe, 1982]. Enquanto muitos métodos determinam todos os
autovalores e autovetores simultaneamente, o que torna excessivo o “custo computacional”, o
método da iteragdo no subespago determina apenas os autovalores e o0s correspondentes
autovetores no intervalo de fregiiéncia de interesse, o que faz deste método um dos mais
eficientes na andlise de grandes sistemas (matrizes de rigidez e de massa globais de ordem
elevada).

6.5 Programa computacional

A partir das equagdes estabelecidas nos capitulos anteriores desenvolveu-se um programa
computacional em Linguagem C para a analise estatica e dindmica de placas e cascas.

O programa computacional foi desenvolvido de forma que as rotinas fossem divididas em
subrotinas, manipuladas por um programa principal. Utilizou-se, também, o sistema de alocagdo
dindmica de memoria, no qual a varidvel é alocada no tamanho necessario, e apos a sua
utilizagdo, a mesma ¢ desalocada, deixando este espago de memoéria RAM livre para utilizagio
posterior [Sanal, 1994]. Todas as matrizes utilizadas foram alocadas como vetores e, para as
matrizes simétricas, alocou-se apenas o triangulo superior, economizando-se, desta forma,
memoéria RAM. As matrizes de massa e de rigidez dos elementos, depois de calculadas, foram
armazenadas em disco para sua utilizagdo posterior na montagem das matrizes globais do sistema
e as demais varidveis, armazenadas na memoria RAM para sua utilizacdo com uma velocidade
maior.

Os fluxogramas que resumem o funcionamento do programa computacional para a analise
estatica ¢ dinamica de placas e cascas encontram-se nas Figuras 6.2 e 6.3, respectivamente. O
primeiro passo realizado pelo programa é a lejtura dos dados de entrada do sistema em andlise
(coordenadas nodais, espessura, incidéncia nodal, propriedades do material e condicdes de
contorno). Com estas informacdes, efetua-se inicialmente para o elemento finito isoparamétrico a
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montagem das matrizes de massa, das matrizes de rigidez e dos vetores de carga dos elementos,
dentro de um ciclo que realiza, também, o calculo das seguintes variavels para cada elemento:

e calculo das fungoes de forma para os nos e pontos de integracéo,

e calculo dos vetores e dos versores nos nos e para 0s pontos de integracéo;

o calculo do Jacobiano, da matriz [4] e da matriz [d] para cada ponto de integragio;
e calculo da matriz [B] para os pontos de integragio.

Apbs o calculo das matrizes de massa ¢ de rigidez dos elementos para todos elementos do
sistema, efetua-se a montagem das matrizes de massa, das matrizes de rigidez e dos vetores de
carga globais, levando-se em conta as condigdes de contorno. Por haver vérios zeros nas matrizes
globais, elas tomam a forma conhecida como “skyline” [Thompson ez al., 1980] e podem ser
armazenadas de forma compacta. E conveniente, também, armazenar somente a parte superior ou
inferior das matrizes globais, a partir dos elementos da diagonal, j4 que as matrizes s&o
simétricas. O método utilizado para montar as matrizes globais [Bathe ef al., 1976] calcula a
altura das colunas das matrizes a partir da conectividade dos nds e das condigdes de contorno do
sisterna.

Obtidas as matrizes de massa, as matrizes de rigidez e os vetores de carga globais para o
elemento finito isoparamétrico resolve-se o sistema linear obtendo os deslocamentos nodais ou o
problema de autovalor generalizado obtendo as freqiéncias naturais e os modos de vibrar do
sistema, dependendo do tipo de analise estatica ou dinimica, respectivamente.

Apbs a analise isoparamétrica efetua-se a primeira reandlise hierarquica escolhendo-se os
lados e elementos a serem refinados, os graus das funcdes de forma hierdrquicas a serem
introduzidas, bem como as variaveis hierarquicas de interesse. O algoritmo desenvolvido permite
que se faga quantas reanalises forem necessdrias, ou seja, até que os resultados obtidos sejam
satisfatorios.
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ENTRADA DE DADOS

coordenadas nodais;
incidéncia nodal;
propriedades dos materiais;
condi¢des de contorno.

Calculo das fun¢des de forma.

¥

Calculo dos vetores e versores.

v
Calculo do Jacobiano,

matriz [A4] e matriz [d].

LR T EN R RN

r

Célculo da matriz [B].

EEmEANNEaeN

r

Célculo das matrizes de rigidez e

LOOP SOBRE | dos vetores de carga dos elementos
ELEMENTOS

BREEUNRIREETANEN N

!
Calculo das matrizes de rigidez
e dos vetores de carga globais

IR RN EN Y e

2

Solugdo do sistema linear:
Decomposicdo [L)[D][L]"

REANALISE i
HIERARQUICA

EEENEERIE NS UM NEE R AANNEEERS AU ERT AN WRAEEE

i
Impresséo dos
deslocamentos nodais

Figura 6.2 Fluxograma do programa computacional para a andlise estatica de placas e cascas.
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ENTRADA DE DADOS

coordenadas nodais;
mncidéncia nodal;
propriedades dos materiais;
condi¢des de contorno.

* .............. cerrrnaere

Calculo das funcdes de forma.

BN EENR N

v
Calculo dos vetores e versores.

h 4

Calculo do Jacobiano,
matriz [A4] e matriz [d].

h 4

Calculo da matriz [B].

Calculo das matrizes de massa
LOOP SOBRE ¢ de rigidez dos elementos.
ELEMENTOS

y
Montagem das matrizes de
massa e de rigidez globais

SEARAEANMELSEEEEEREDN

y
Solugio do problema de
autovalor generalizado:
iteracdo no subespago. REANALISE

HIERARQUICA

FERNURNINNEEARENLEN swmususnnsaesounssenonnnnonast

!
Impressdo dos antovalores e
correspondentes autovetores.

Figura 6.3 Fluxograma do programa computacional para a analise dindmica de placas e cascas.
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Em cada andlise hierdrquica efetua-se a montagem das matrizes de massa e de rigidez dos
elementos relacionadas com as novas varidveis hierdrquicas introduzidas, dentro de um ciclo, que
realiza, também, o calculo das seguintes variaveis para cada elemento:

e calculo das fungdes de forma hierarquicas para os lados e/ou elementos e pontos de integracio;
* calculo dos vetores e dos versores nos nds, e para os pontos de integracsio;

* calculo do Jacobiano, da matriz [4] e da matriz [d] para cada ponto de integracio;

e calculo da matriz [B] para os pontos de integracio.

Apos o calculo das matrizes de massa, das matrizes de rigidez e dos vetores de carga dos
elementos para todos elementos do sistema, na reanalise hierérquica, efetua-se a montagem das
submatrizes de massa e de rigidez globais relacionadas com as novas variaveis hierarquicas
introduzidas. As matrizes de massa, as matrizes de rigidez ¢ os vetores de carga globais do
sistema s&o formados através do acoplamento das submatrizes calculadas nas analises anteriores,
que permanecem inalteradas, e das submatrizes calculadas na analise atual.
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7.1 Introdugao

Apresentam-se, a seguir, os resultados obtidos a partir do elemento finito hierarquico
proposto na andlise estitica e dinfmica de placas e cascas com algumas configuragdes de
condicdes de contorno e relagdes entre espessura e dimensdio caracteristica. Procurou-se avaliar a
caracteristica do elemento quanto a convergéncia com o refinamento da malha de discretizagéo e
sua sensibilidade quanto 2 distorg8o da malha. Foi feita, ainda, além da comparagio dos resultados
obtidos nas anilises isoparamétrica (p=2) e hierdrquica de 3° grau (p=3), 4° grau (p=4) ¢
5° grau (p=5), a comparagdo dos resultados obtidos com os elementos finitos 9URI,
isoparamétrico quadrilateral quadritico de move nés com integrado totalmente reduzida, e
Shell93, isoparamétrico quadrilateral quadratico de oito nos com integragéio totalmente reduzida
({Ahmad et al., 1970}, [Cook, 1981]) disponivel no "software" comercial ANSYS 5.4. Todos os
resultados obtidos com os varios elementos finitos descritos acima foram comparados com os
obtidos analitica ou experimentalmente disponiveis na literatura.

A natureza hierdrquica da formulagfio possibilita empregar expansdes polinomiais diferentes
ao longo de lados e elementos diferentes, mas neste trabalho o refnamento adaptativo nfo foi
explorado. O refinamento hierdrquico foi efetuado empregando expansdes polinomiais de mesmo
grau ao longo de lados ¢ elementos:

. no refinamento de 3° grau (p=3) da expansfio quadratica isoparamétrica foram empregadas
expansdes polinomiais de 3° grau em todos os lados dos elementos;

. no refinamento de 4° grau (p=4) da expansio quadrdtica isoparamétrica e de 3°grau
hierarquica foram empregadas expansdes polinomiais de 4° grau em todos os lados dos elementos;

) no refinamento de 5° grau (p=5) da expansfo quadratica isoparamétrica ¢ de 3° e 4° graus
hierarquicas foram empregadas expansdes polinomiais de 5° grau em todos os lados dos elementos
e em todos elementos.

Pretende-se, portanto, partindo do elemento isoparamétrico, quadratico de 9 nés da familia
Lagrangeana (Figura 1.3), com integragdo consistente, refinar sua solu¢dio pela introdugio de
polindmios de terceiro, quarto e quinto graus.
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7.2 Analise estatica

A seguir sdo apresentados alguns resultados numéricos nos quais a confiabilidade e a
eficiéncia, considerando a analise estdtica linear, do elemento finito hierarquico sdo analisadas
através de alguns testes cldssicos propostos na literatura. Os resultados apresentados foram
normalizados dividindo o deslocamento calculado pelo deslocamento "exato" (obtido na
literatura).

7.2.1 Placa quadrada simplesmente apoiada nos lados com carga distribuida uniforme

O estudo da convergéncia com o refinamento da malha foi feito analisando a placa quadrada
simplesmente apoiada em seus lados com carga distribuida uniforme. Em funcfio da simetria
geométrica e de carregamento modelou-se apenas um quarto da placa com malha de discretizacéo
regular de 2x2, 3x3, 4x4, 5x5, 6x6 ¢ 7x7 elementos para varias relagdes entre espessura e
dimenséo caracteristica: #/a = 0.005, 0.01 e 0.05 (placas finas) e t/a = 0.1 (placa moderadamente
grossa).

Apresenta-se¢ o deslocamento normalizado no centro da placa quadrada (Wwe,). O
resultadoc  We, € obtido a partic da Teoria da Elasticidade Tridimensional

{Timoshenko et al., 1959], que, neste caso, fornece a solucio exata, tanto para placas finas, como
para placas moderadamente grossas:

4
aqda
Woraro =—%" (71)

na qual, ¢ ¢ o valor da carga uniformemente distribuida, @ a dimensfio caracteristica da placa e D
sua rigidez:
E.r

T2V 72

Na Equagdo (7.1) os valores da constante o séo os seguintes] Timoshenko ef al, 1959]:
- o=0.004060 para #/a = 0.005;
- o=0.004061 para t/a = 0.01;
- a=0.004111 para t/a = 0.05;
- o=0.004263 para t/a=0.1.

As Tabelas 7.1, 7.2, 7.3 e 7.4, ¢ as Figuras 7.1, 7.2, 7.3 ¢ 7.4, apresentam o deslocamento
normalizado para cada malha de discretizagdio e o numero de graus de liberdade (NGL) envolvidos
na analise do elemento finito proposto com seus refinamentos (p=2, p=3, p=4 e p=5) e dos outros
elementos finitos comparados (9URI e Shell93).
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Matha | NGL | p=2 | NGL | p=3 | NGL | p=4 | NGL | p=5 | NGL  9UKI NGL | Sheli93
2x2 48 1 0.9805 ] 84 109857 120 |0.9857| 180 109854} 48 11.0027] 36 | 1.0001
3x3 108 |0.9923 | 180 109982 252 | 0.5982] 378 | 0.9982 108 | 1.0011} 81 | 1.00I13
4x4 192 | 0.9961 | 312 | 1.0001 | 432 | 1.0001| 648 | 1.0C0L | 192 | 1.0008 | 144 11.0012
5x5 300 | 0.9978 | 480 | 1.0005 | 660 | 1.0005 | 990 | 1.0005 | 300 ; 1.0007| 223 11.0010
6x6 432 1 0.9987 | 684 | 1.0006] 936 | 1.0006 | 1404 | 1.0006 | 432 | 1.0007] 324 | 1.0009
7x7 588 | 0.9992 | 924 | 1.0007 { 1260 | 1.0007 | 1890 | 1.0007 | 588 | 1.0007 } 441 | 1.0009

Tabela 7.1 Deslocamento normalizado no centro da placa quadrada simplesmente apoiada nos
lados com carga distribuida uniforme (#/a=0.003).

1.01 ' i v i 4 I ! i

e p=2
e =3
098+ ® — @ =4 i
—g— p=5
---%-- QURI
- & ghell93

Deslocamento normalizado

0.97 T i T T
1000 150C 2000
Numero de graus de liberdade

T T
Y 500

Figura 7.1 Deslocamento normalizado no centro da placa quadrada simplesmente apoiada nos
lados com carga distribuida uniforme (#/¢=0.005).
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Matha | NGL | p=2 | NGL | p=3 | NGL | p=4 { NGL | p=5 | NGL | 9URI | NGL | Shell93
2x2 48 1098081 84 10.9%41 ) 120 {09941 180 |0.9941} 48 | 1.0027] 36 | 1.0004
3x3 108 | 0.9926 § 180 11.0000 7 252 | 1.0000 ; 378 | L.00OGO | 108 | 1.00114 81 |1.0014
4xd4 192 10,9964 1 312 110006 432 | 10006 648 | 1.0006] 192 [ 1.0008 1 144 :1.0012
5x5 300 1 0.9981 ) 480 | 1.0007 ] 660 | 1.0007F 990 | 10007} 300 ; 1.0007{ 225 | 1.0011
Ox0 432 109990 | 684 110007 936 ; 1.0007 | 1404 | £.0007 1 432 {1.0007 ) 324 | 1.0010
77 588 1 0.9995 ) 924 | 1.0007 | 1260 | 1.0607 | 1890 | 1.0007 { 588 | 1.0007 § 441 | 1.0009

Tabela 7.2 Deslocamento normalizado no centro da placa quadrada simplesmente apoiada nos
lados com carga distribuida uniforme (#/a=0.01).
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S o984 —ERES
- QURI
---&-- ghell93

1 I ' { . { ! ]
0 500 1000 1500 2000

Numero de graus de liberdade

Figura 7.2 Deslocamento normalizado no centro da placa quadrada simplesmente apoiada nos
lados com carga distribuida uniforme (#/a=0.01).
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Malha | NGL | p=2 | NGL | p=3 |NGL | p=4 | NGL | p=5 | NGL SURI | NGL | Sheli93
2x2 48 100843 ] 84 109976, 120 09978 180 [ 0.9977 ] 48 0.9992} 36 |1.0001
3x3 | 108 109934 | 180 |0.9973 | 252 |0.9975] 378 | 0.9976| 108 | 0.9976 8l 1.0009
awd 1192 109957 312 | 09973 | 432 |0.9974 | 648 |0.9974 | 192 |0.9974 | 144 | 1.0009
5x5 | 300 | 0.9965 | 480 | 09972 | 660 | 0.9974| 990 |0.9974| 300 | 0.9973 | 225 1.0010
66 | 432 | 00960 | 684 |0.9972 | 936 | 0.9973 | 1404 | 0.9974 | 432 109973 : 3 1.0010
77 | 588 | 09970 924 |0.9972 | 1260 | 0.9973 | 1890 | 0.9973 | 588 | 0.9972 | 44l 1.0010

Tabela 7.3 Deslocamento normalizado no centro da placa quadrada simplesmente apoiada nos
lados com carga distribuida uniforme (#a=0.05).
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L
Q Te —o—p=5 1

- QURI
& shell93
0-98 1 t i ! 1 l ¥ l
0 500 1000 1500 2000

Namero de graus de liberdade

Figura 7.3 Deslocamento normalizado no centro da placa quadrada simplesmente apoiada nos
lados com carga distribuida uniforme (#/a=0.05).
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Malha | NGL | p=2 {NGL | p=3 | NGL | p=4 | NGL | p=5 | NGL | SUR] | NGL | Shell93
2x2 48 | 09824 ) 84 09885 120 | 09893 | 180 ;058927 48 | 09898} 36 | 1.0017
3x3 108 | 0.9866 | 180 [ 0.9880 ) 252 | 0.9888 1 378 | 0.9889 ) 108 | 0.9883 | 81 |1.0022
4x4 192 | 0.9875 | 312 | 0.9880 ) 432 {09885 648 | 09885 102 | 0.9880 | 144 | 1.0023
3x3 300 | 09877 | 480 109879 660 {09884 990 1098841 300 | 09880 | 225 | 1.0623
6x6 432 | 69878 | 684 | 09879 936 | 0.9883 1 1404 | 0.9883 | 432 | 0.9879 ] 324 | 1.0023
7x7 588 | 0.9879 | 924 {0.9879 1 1260 | 0.9883 | 189C | 0.9833 | 588 | 0.9879 | 441 | 1.0G23

Tabela 7.4 Deslocamento normalizado no centro da placa quadrada simplesmente apoiada nos
lados com carga distribuida uniforme (#/a=0.1).
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Figura 7.4 Deslocamento normalizado no centro da placa quadrada simplesmente apoiada nos
lados com carga distribuida uniforme (#/a=0.1).
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7.2.2 Placa quadrada simplesmente apoiada nos lados com carga distribuida senoidal

O estudo da convergéncia com o refinamento da malha foi feito analisando a placa quadrada
simplesmente apoiada em seus lados com carga distribuida senoidal:

g(x,y)=q, - sen (Ef} - sen (E—J—i} (7.3)

a

FEm fungio da simetria geométrica e de carregamento modelou-se apenas um quarto da placa
com matha de discretizacdio regular de 2x2, 3x3, 4x4, 5x5, 6x6 e 7x7 elementos para varias
relagdes entre espessura ¢ dimensdo caracteristica: #a = 0.003, 0.01 e 0.05 (placas finas) e
t/a = 0.1 (placa moderadamente grossa).

Apresenta-se o deslocamento normalizado no centro da placa quadrada (W/Wean). O
resultado W ¢ obtido a partic da Teoria da Elasticidade Tridimensional
[Timoshenko ef al., 19591, que, neste caso, fornece a solugdo exata, tanto para placas finas, como
para placas moderadamente grossas:
g, at

= 7.4
exain D ( )

W

na qual, go € o valor da carga distribuida.

Na Equag#io (7.4) os valores da constante a sdo o0s seguintes[ Timoshenko et al., 1959]:
- o=0.002566 para t/a = 0.005;
- a=0.002566 para t/a = 0.01;
- o=0.002598 para #/a = 0.05;
- o=0.002695 para t/a = 0.1.

As Tabelas 7.5, 7.6, 7.7 ¢ 7.8, e as Figuras 7.5, 7.6, 7.7 ¢ 7.8, apresentam 0 deslocamento
normalizado para cada malha de discretizagio e o namero de graus de liberdade (NGL) envolvidos
na analise do elemento finito proposto com seus refinamentos (p=2, p=3, p=4 € p=5) ¢ dos outros
elementos finitos comparados (YURI e Shell93).
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Capitulo 7 Resultados Numéricos

Malha | NGL | p=2 | NGL | p=3 I NGL | p=4 | NGL | p=5 | NGL | 9URI | NGL | Sheli93
2x2 48 1097011 84 09844 1 120 09845 180 | 0.9847 | 48 [0.9995| 36 |0.8999
3x3 108 | 09882 ) 180 | 0.9977 ¢ 252 109977} 378 ;09978 | 108 | 1.0002| 81 |0.9560
4x4 192 10,9938 ¢ 312 1099971 432 109997 | 648 | 0.9998 § 192 | 1.0003 | 144 |0.5753
3x%5 300 10,9963 ¢ 480 | 1.0002 | 660 | 1.0002 | 990 | 1.0002 ¢ 300 | 1.0003 | 225 | 0.9843
6x6 432 |1 0.9976 | 684 | 1.0003 | 936 | 1.0003 | 1404 | 1.0003 | 432 | 1.0003 | 324 | 0.9892
7x7 588 | 0.9984 | 924 | 1.0603 ¢ 1260 | 1.0003 | 1890 | 1.0003 | 588 | 1.0003 | 441 | 0.9921

Tabela 7.5 Deslocamento normalizado no centro da placa quadrada simplesmente apoiada nos
tados com carga distribuida senoidal (#/¢=0.005).
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Figura 7.5 Deslocamento normalizado no centro da placa quadrada simplesmente apoiada nos
lados com carga distribuida senoidal (#/a=0.005).
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Capitulo 7 Resultados Numéricos

Malhz | NGL | p=2 | NGL | p=3 | NGL | p=4 | NGL | p=5 NGL | QURI | NGL | Shefl93
2x2 48 1 0.9712] 84 | 09936 120 [ 09936} 180 | 09937 48 |0.99997 36 0.9006
3x3 108 | 09801 [ 180 | 0.9998 | 252 09998 | 378 | 0.9998 | 108 |1.0006| 81 0.9564
4x4 192 |1 09947 1 312 | 1.0005 ¢ 432 | 1.0005| 648 { 1.0005} 192 | 1.0007 § 144 0.9757
5x5 300 | 0.9971 | 480 | 1.0007§ 660 | 1.00067| 990 | 1.0007 ;| 300 | 1.0007 ) 225 0.9846
6x6 432 1 0.9984 | 684 | 1.0007{ 936 | 1.0007 | 1404 | 1.0007 | 432 | 1.0007 ) 324 0.9895
7x7 588 10.9992 | 924 | 1.0007 | 1260 | 1.0007 | 1890 | 1.0007 | 388 | 1.0007 | 441 0.9925

Tabela 7.6 Deslocamento normalizado no centro da placa quadrada simplesmente apoiada nos
lados com carga distribuida senoidal (#/a=0.01).
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Figura 7.6 Deslocamento normalizado no centro da placa quadrada simplesmente apoiada nos
lados com carga distribuida senoidal (#/a=0.01).
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Capitulo 7 Resultados Numéricos

Malha | NGL | p=2 | NGL | p=3 | NGL | p=4 | NGL | p=5 | NGL | QURI | NGL | Shell93
2x2 48 09842 B84 | 1.0002} 120 : 1.0005) 180 | 1.0005) 48 | 1.001C7 36 | 09014
3x3 108 | 0.9970 ) 180 | 1.0015 | 252 ;1.0018 § 378 | 1.0018) 108 | 1.0016; 81 |0.9566
4x4 192 1 1.0000 | 312 | 10017 ) 432 1 1.0019 | 648 | 1.0019} 192 | 1.0017 § 144 | 0.9762
5x5 300 | 1.00t0 ) 480 | 1.0018 | 660 | 1.0019 7 990 | 1.0019| 300 | 1.0018; 225 | 0.9854
6x6 432 | 1.0014 | 684 | 1.0018 5 936 | 1.0019 | 1404 | 1.0019 | 432 | 1.0G18 ; 324 | 0.9904
7x7 588 | 1.00l6 | 924 | 1.0018 ) 1260 | 1.0019 7 1890 1 1.0019 4 388 | 1.0018; 441 | 0.5934

Tabela 7.7 Deslocamento normalizado no centro da placa quadrada simplesmente apoiada nos
lados com carga distribuida senoidal (#/a=0.05).
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Figura 7.7 Deslocamento normalizado no centro da placa quadrada simplesmente apoiada nos
lados com carga distribuida senoidal (#/a=0.05).

120



Capitulo 7 Resultados Numéricos

Malha | NGL | p=2 | NGL | p=3 | NGL| p=4 |NGL | p=3 | NGL | 9URI | NGL | Shell93
2 | 48 | 0.9983 | 84 | 1.0047 | 120 | 1.0059 | 180 | 1.0059 48 |1.0053| 36 | 0.9057
33 | 108 | 1.0044 | 180 | 1.0058 | 252 | 1.0067 | 378 | 1.0068 | 108 | 1.0059 | 81 | 0.9607
A | 192 110055 312 | 1.0060 | 432 | 1.0066 | 648 | 1.0066 ] 192 | 1.0060 | 144 | 0.9804
5%5 | 300 | 1.0058 | 480 | 1.0060 | 660 | 1.0065 | 990 | 1.0065 | 300 | 1.0060 | 225 | 0.9896
66 | 232 | 1.0050 | 684 | 1.0060 | 936 | 1.0064 | 1404 | 1.0065 | 432 | 1.0060 | 324 | 0.9946
<7 | 388 | 1.0060 | 924 | 1.0060 | 1260 | 1.0064 | 1890 | 1.0064 | 388 | 1.0060 | 441 | 0.9976

Tabela 7.8 Deslocamento normalizado no centro da placa quadrada simplesmente apoiada nos
lados com carga distribuida senoidal (¢#/a=0.1).
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Figura 7.8 Deslocamento normalizado no centro da placa quadrada simplesmente apoiada nos
lados com carga distribuida senoidal (#/¢=0.1}.
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Capitulo 7 Resultados Numéricos

7.2.3 Placa circular engastada com carga concentrada centiral

Em fungdo da simetria geométrica e de carregamento modelou-se apenas um quarto da placa
com malha de discretizaciio de 12 elementos (Figura 7.9) para vérias relagdes entre espessura e
dimensdo caracterfstica (no caso o raio R): #/a = 0.005, 0.01 e 0.05 (placas finas) e t/a = 0.1 (placa
moderadamente grossa).

Apresenta-se 0 deslocamento normalizado (W/Wewar) 20 longo do raio da placa nos pontos A,
B, C, D, E, F e G, para vérias relagdes entre espessura e dimensdo caracteristica. O resultado Waar
¢ obtido a partir da Teoria da Elasticidade Tridimensional [Timoshenko et al., 1959], que, neste
caso, fornece a solugHo exata, tanto para placas finas, como para placas moderadamente grossas:

ngaw:_.fi__ 1_(1] ~9. i:_] -log £ ___ﬁ)m;w.log f;) (7.5)
16:n-D R R r) K-G-t-R- R

na qual, £ ¢ o valor da carga concentrada, R o valor do raio da placa, £=6/5 (fator de corregio
das tensdes de cisalhamento) e G ¢ obtido a partir da seguinte expressio:

E
G=—> (7.6)
2-(1+v)
As caracteristicas da placa modelada sio as seguintes: R =5, £ = 1.09x10°, v =03 e a
carga concentrada P = 4.

As Tabelas 7.9, 7.10, 7.11 e 7.12, e as Figuras 7.10, 7.11, 7.12 e 7.13, apresentam os
deslocamentos normalizados para cada ponto ao longo do raio da placa ¢ o nimero de graus de
liberdade (NGL) envolvidos na analise do elemento finito proposto com seus refinamentos (p=2,
p=3, p=4 e p=35) e dos outros elementos finitos comparados (QURI e Shell93).

R=5 ‘

Figura 7.9 Placa circular engastada com carga concentrada central e matha de 12 elementos.
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Ponto | Raio | p=2 =3 =4 =3 9URI | Shell93
0.625 10.9272 [0.9952 }0.9954 10.9989 {1.0018 |0.9975
1.250 [0.9484 10.9995 [0.9992 {0.9991 ,0.9986 10.9996
1.875 10.9527 11.0029 11.0027 |1.0026 [0.9983 11.0046
2.500 10.9539 11.0062 1.0059 11.0087 10.9988 $0.9993
3.125 10.9505 [1.0058 [1.0034 11.0058 0.9979 :1.0004
3.750 10.9421 (0.9982 |0.9991 10.9939 11.0035 | 1.0079
4,375 10.9030 |0.9967 10.9967 ]0.9933 10.9900 |1.0000
NGL 140 230 320 432 146 104

o=lmgia|E| >

Tabela 7.9 Deslocamento normalizado nos pontos A, B, C, D, E, F ¢ G ao longo do raio da
placa circular engastada com carga concentrada central (¢/a=0.005).
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Figura 7.10 Deslocamento normalizado ao longo do raio da placa circular engastada com carga
concenirada central (#/a=0.005).



Captliule 7

Resultados Numéricos

Ponto

Raio

=2

p=3

r=4

=5

9URI

Shell93

0.625

0.9439

0.9993

0.9995

1.0004

1.0016

0.9982

1.250

0.9642

0.9996

0.9995

0.9993

0.9988

1.0000

1.875

0.9673

1.0015

1.0015

1.0012

0.9981

1.0045

2.500

0.9658

1.0027

1.0027

1.0030

0.9990

0.9990

3.125

0.9591

1.0029

1.0029

1.0025

0.9979

1.0000

3.750

0.9491

1.0009

1.0009

1.00060

1.0044

1.0079

Qimimadio|wE|

4375

0.9097

1.0033

1.0033

1.0033

0.9900

1.0000

NGL

140

230

320

482

140

104

Tabela 7.10 Deslocamento normalizado nos pontos A, B, C, D, E, F ¢ G ao longo do raio da
placa circular engastada com carga concentrada central (#/a=0.01).

@ p=4 © p=5 3 9URI A shell93 |

Deslocamento normalizado
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Figura 7.11 Deslocamento normalizado ao longo do raio da placa circular engastada com carga

concentrada central (¢#/a=0.01),

Raio

124




Capitulo 7

Resultados Numéricos

Ponto | Raio

p=2

p=3

=4

p=5

9URI

Shell93

0.625

0.9661

0.9974

0.9976

0.9976

0.9944

1.0026

1.250

0.9754

.9969

0.9970

0.9969

1.0034

0.9975

1.875

0.9774

0.9981

0.9983

0.9981

0.9924

1.0000

2.500

0.9745

0.9971

0.9973

0.9975

1.0047

0.9983

3.125

0.9698

0.9976

0.9980

0.5980

0.9890

(.9984

3.750

0.9619

0.9965

0.9974

0.9974

1.0173

1.0033

QSO wW e

4375

0.9316

0.9967

1.0000

1.0000

0.9609

0.9935

NGL

140

230

320

482

140

104

Tabela 7.11 Deslocamento normalizado nos pontos A, B, C, D, E, F e G ao longo do raio da
placa circular engastada com carga concentrada central (#/a=0.03).

[ e p=2_o0 p=3 = p=4 o= p=5 ¥ 9URI 2 shelig3 |
1‘02 ¥ 1 1 " l ¥ i 1]
] F
1.01 - i
100“ = T ; -
L T . € LR EERLY EEREEEE AR ik {3 .......... -~
g o & & & 8 g 5
i 7 v ¥ A
N 099~ v .
g E
5 098~ -
@
2 . .
£ 0.97 - Py .
g i *® J
L ]
G 0.96- v -
k=) 4
2 0954 -
Q -]
0.94 ]
0.93 , r , e
0 1 2 3 4 5
Raio

Figura 7.12 Deslocamento normalizado ao longo do raio da placa circular engastada com carga
concentrada central (#/a=0.05).
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Capitulo 7 Resuitados Numéricos

Ponto | Raioc | p=2 =3 p=d p=5 9URI | Sheli93
A 10,6251 09732 ] 0.9865 | 0.9871 |1 0.9863 | 0.9727 | 1.0073
B 1.250 | 0.9778 | 0.9889 | 0.9894 | 0.9891 | 1.0163 | 0.9960
C 1.875 1 0.9799 | 0.9901 | 0.9906 | 0.9904 | 0.9744 1 0.9977
D | 2.500 § 0.9764 1 0.9890 | 0.9900 | 0.9900 | 1.0215 | 1.0002
E ] 3.125} 09743 | 0.9885 | 0.9897 | 0.9897 | 0.9632 | 1.0008
F 3.750 | 0.9676 | 0.9850 | 0.9884 | 0.9892 | 1.0556 | 1.0025
G 43751 0.9424 | 0.9758 | 0.9848 | 0.9848 | 0.8939 | (0.9879

NGL 140 230 320 482 140 104

Tabela 7.12 Deslocamento normalizado nos pontos A, B, C, D, E, F e G ao longo do raio da
placa circular engastada com carga concentrada central (#/a=0.1).
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Figura 7.13 Deslocamento normalizado ao longo do raio da placa circular engastada com carga
concentrada central (#/a=0.1).
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7.2.4 Placa quadrada inclinada engastada com carga distribuida

O problema da placa quadrada inclinada engastada em uma extremidade com carga
distribuida uniforme mostrado na Figura 7.14, tepresenta um teste critico para avaliar a
sensibilidade do elemento finito quanto & distor¢io da malha. Modelou-se a placa com inclinagdes
de p=70°, p=50° e p=30°, utilizando malhas de discretizagdo de 2x2, 3x3, 4x4, 5x5, 6x6 e Tx7
elementos.

Apresenta-se os deslocamentos (wa do ponto A e wa do ponto B) normalizados {(w/Wexas)-
Os resultados analiticos W [Razzaque, 1973] sdo os seguintes:

- para p=70°, wa = 14275 e wp = 1.0413;
- para B=50°, wa = 1.1720 e wg = 0.5411;
- para B=30°, wa = 0.8128 e wg = 0.1471.
As caracteristicas da placa modelada sfio as seguintes; @ = 100, £ = 1.0x10°, v=03er=4.

As Tabelas 7.13, 7.14, 7.15, 7.16, 7.17 e 7.18 ¢ Figuras 7.15, 7.16, 7.17,7.18, 7.19 ¢ 7.20,
apresentam, de acordo com o sistema de referéneia global apresentado na Figura7.14, os
deslocamentos (wa do ponto A e wg do ponto B) normalizados [Razzaque, 1973] para cada matha
de discretizagiio ¢ o ntiimero de graus de liberdade (NGL) envolvidos na analise do elemento finito
proposto com seus refinamentos (p=2, p=3, p=4 e p=5) e¢ dos outros elementos finitos
comparados (QURI e Shell93).

ST T T A

AAAAAARAAARR R AN\

Figura 7.14 Placa quadrada inclinada engastada em uma extremidade com carga distribuida.
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Capitulo 7 Resultados Numéricos

Malha | NGL | p=2 | NGL | p=3 INGL | p=4 | NGL |, p=5 | NGL | 9URI § NGL | Sheli93
2x2 60 | 09133 96 109824 ) 132 109825 192 [ 09829 60 | 1.0200] 48 | 0.5964
3x3 126 109611 198 [0.9939 1 270 | 0.9940} 396 | 0.9947 ) 126 | 1.0065| 99 | 0.9981
4x4 216 109569 1 336 | 0.9974 1 456 | 099697 672 {09974 216 | 1.0036 168 | 0.9986
5x5 330 1 0.9873 | 510 [ 0.9980F 690 | 0.9981 | 1020 | 0.9985 | 330 | 1.0027 | 255 | 0.9992
6x6 468 10.9920 7 720 | 0.9987 § 972 | 0.9988 | 1440 | 0.9991 | 468 | 1.0024 | 360 | 0.9999
Tx7 630 1 0.9948 1 966 | 0.9992 | 1302 | 0.9992 1 1932 | 0.9995 | 630 | 1.0022} 483 | 1.0004

Tabela 7.13 Deslocamento w, normalizado da placa quadrada inclinada (B=70°) engastada em uma
extremidade com carga distribuida.
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Figura 7.15 Deslocamento wa normalizado da placa quadrada inclinada (B=70°) engastada em uma
extremidade com carga distribuida.
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Capitulo 7 Resultados Numéricos

Matha | NGL | p=2 | NGL | p=3 | NGL | p=4 | NGL | p=5 | NGL | 9URI NGL ; Sheli9®3
2x2 60 088761 96 |09373| 132 [0.9375] 192 109433 ] 60 | 1.0577 48 10.9645
3x3 126 |0.9401 1 198 | 0.9794 | 270 | 0.9795] 396 | 0.9815 | 126 | 1.0302 | 99  0.9842
x4 216 | 0.9677 | 336 | 099301 456 | 0.99317 672 {09938 216 | 1.0223 ; 168 |0.9933
5x5 330 | 0.9828 1 SI0 | 0.9980 | 690 | 0.9990 | 1020 | 0.9993 | 330 | 1.0192 | 255 | 0.9986
6x6 468 | 0.99161 720 11.00221 972 |1.0022] 1440 | 1.0024 | 468 | 1.0178 ¢ 360 | 1.0020
%7 630 | 0.9971 | 966 |1.0042 | 1302 | 1.0043 | 1932 | 1.0044 | 630 | 1.0170 | 483 | 1.0043

Tabela 7.14 Deslocamento ws normalizado da placa quadrada inclinada (B=50°) engastada em uma
extremidade com carga distribuida.
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Figura 7.16 Deslocamento wx normalizado da placa quadrada mclinada (p=50°) engastada em uma
extremidade com carga distribuida.
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Resultados Numéricos

Malha | NGL | p=2 | NGL | p=3 INGL | p=4 I NGL | p=5 | NGL | 9URI | NGL | Shell95
2x2 60 1053902 96 08063 132 ]0.80711) 192 108346} 60 | 1.1603 ] 48 | 0.8333
3x3 126 [ 0.7461 | 198 1092205 270 0.9227{ 396 [ 09383 126 | 1.1019} 99 |09104
4x4 216 1 0.8448 | 336 1 09724 456 | 0.9728 % 672 | 0.9806 | 216 | 1.6832 ) 168 | 09576
h). & 330 | 090800 310 109976 690 |0.9979 | 1020 | 1.0017 | 330 | 1.0747 | 255 | 09843
6x6 468 | 0.9493 | 720 | 101190 972 | 1.0120] 1440 | 10140} 468 | 1.0702 | 360 | 1.0002
7x7 630 109767 | 966 |1.0207 1 1302 | 1.0208 | 1932 | 1.0220 1 630 | 1.0675 ) 483 | 1.0108

Tabela 7.15 Deslocamento w, normalizado da placa quadrada inclinada (8=30°) engastada em uma

extremidade com carga distribuida.
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Figura 7.17 Deslocamento wa normalizado da placa quadrada inclinada (3=30°) engastada em uma

extremidade com carga distribuida.
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Malha | NGL | p=2 | NGL | p=3 | NGL | p=4 | NGL p=5 | NGL | SURI | NGL | Shell93
2x2 60 | 087891 96 09902 132 |0.9902 | 192 109922 60 |0.5394 48 | 0.9979
3x3 126 | 0.9476 | 198 | 09957 270 | 0.9958 ! 396 | 09972, 126 |0.7527 99 10,9084
4xd 216 | 1.0270 | 336 | 1.0278 | 456 | 1.0270 ) 672 | 1.0278 § 216 | 0.6184 168 | 0.9999
5x5 330 | 0.0845 510 | 0.9992 | 690 | 0.9992 | 1020 | 0.9999 | 330 | 0.9652 255 | 1,0008
6x6 468 | 0.9908 | 720 | 0.9999 & 972 |0.9999 | 1440 | 1.0004 | 468 | 1.0322 360 | 1.0015
7x7 630 | 0.9944 | 966 | 1.0003 | 1302 | 1.0004 | 1932 | 1.0007 | 630 | 1.0565 483 | 1.0019

Tabela 7.16 Deslocamento ws normalizado da placa quadrada inclinada (=70°) engastada em uma
extremidade com carga distribuida. ‘
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Figura 7.18 Deslocamento wg normalizado da placa quadrada inclinada (B=70) engastada em uma
extremidade com carga distribuida.
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Malha | NGL | p=2 | NGL | p=3 I NGL | p=4 | NGL | p=5 | NGL | 9URI | NGL | Shell93
2x2 60 1085241 96 109873 ) 132 |0.9873| 192 | 09867¢ 60 |094781 48 | 0.9891
3x3 126 10,9272 ) 198 109973 ) 270 | 0.9973 | 396 | 0.9983 | 126 | 1.1344 | 99 | (.9985
4x4 216 1 0.9624 | 336 | 1.0007 | 456 | 1.0007 | 672 | 1.0017| 216 | 1.3914} 168 | 1.0007
x5 330 | 09805 S0 | 1.0027 § 690 | 1.0027 { 1020 | 1.0036 | 330 | 14295 255 | 1.0030
6x6 468 109905 | 720 [ 1.0041 ] 972 | 1.0041 | 1440 | 1.0049 | 468 | 1.5544 | 360 | 1.0046
7x7 630 109965 966 | 1.0053} 1302 | 1.0053 | 1932 | 1.0059 | 630 | 1.5553 ) 483 | L.0C61

Tabela 7.17 Deslocamento wg normalizado da placa quadrada inclinada (B=50°) engastada em uma
extremidade com carga distribuida.
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Figura 7.19 Deslocamento wg normalizado da placa quadrada inclinada (B=50°) engastada em uma
extremidade com carga distribuida.
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Malha | NGL | p=2 | NGL | p=3 | NGL | p=4 J NGL | p=5 | NGL | 9URI | NGL Shell93
2x2 60 108737 96 109717} 132 {0.9711 | 192 | 09636 60 27059 ) 48 | 09687
3x3 126 | 0.9457} 198 | 1.0064 | 270 | 1.0059 | 396 | 1.0015 ) 126 |2.7441} 99 10.9864
4x4 216 | 0.9887 | 336 | 1.0235| 456 | 1.0232| 672 | 1.0202 | 216 | 34842} 168 | 1.0048
5x%3 330 | 1.0134 | 510 | 1.0335} 690 | 1.0333} 1020 | 1.0312 | 330 | 34071} 255 110170
ox6 468 | 1.0282 ] 720 | 1.0402 | 972 | 1.0400; 1440 | 1.0386| 468 | 3.8003 ¢ 360 | 1.0265
X7 630 | 1.0376 | 966 | 1.0451 | 1302 | 1.0451 | 1932 | 1.0440 | 630 | 3.6910 ; 483 | 1.0340

Tabela 7.18 Deslocamento wy normalizado da placa quadrada inclinada ($=30°) engastada em uma
extremidade com carga distribuida.
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Figura 7.20 Deslocamento wg normalizado da placa quadrada inclinada (=30°) engastada em uma
extremidade com carga distribuida.
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7.2.5 Viga retorcida 90° ("twisted beam')

A viga retorcida 90° ("nwisted beam’), mostrada na Figura 7.21, representa um teste cldssico
para avaliar a sensibilidade do elemento finito quanto & tor¢fo da malha. A viga foi modelada
utilizando malhas de discretizacfio de 3x1, 6x1, 12x1, 12x2 e 24x2 elementos.

Apresenta-se os deslocamentos (v, do ponto A quando é aplicada uma forca F, no plano
XY e ws do ponto A quando ¢ aplicada uma forga F, fora do plano XY) normalizados (w/.).
Os resultados analiticos e, [MacNeal er af., 1985] sfo os seguintes:

- parat=0.32, vy = 0.005424 e wa = 0.001754;
- para?=0.0032, vy = 0.005226 ¢ w, = 0.001794,

As caracteristicas da viga modelada sdo as seguintes: a = 12, b = 1.1, 1 = 0.32 e 0.0032,
E=19x10"ev=0.22.

As Tabelas 7.19, 7.20, 7.21 e 7.22, e as Figuras 7.22, 7.23, 7.24 e 7.25 apresentam, de
acordo com o sistema de referéncia global apresentado na Figura 7.21, os deslocamentos (va do
ponto A quando ¢ aplicada uma for¢a F, no plano XY e wa do ponto A quando € aplicada uma
forga I, fora do plano XY) normalizados [MacNeal et al., 1985] para cada malha de discretizagfo
e o numero de graus de liberdade (NGL) envolvidos na andlise do elemento finito proposto com
seus refinamentos (p=2, p=3, p=4 ¢ p=5) e dos outros elementos finitos comparados (9URI e
Shell93).

Figura 7.21 Viga retorcida 90° ("fwisted beam™).
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Malha | NGL | p=2 |NGL | p=3 |NGL | p=4 | NGL | p=5 | NGL | 9URI | NGIL | Shell93
ax1 1108 108130 | 138 |0.9930 | 168 10.9930 | 216 [0.9943 | 108 11.0063 | 90 |0.9838
6<1 1216 109708 | 273 |0.9967 | 330 10.9967 | 423 |0.9975 | 216 |1.0025 | 180 0.9946
Toxl 1432 109943 | 543 10.9984 | 654 |0.9985 | 837 10.9996 | 432 11.0031 | 360 | 0.9985
132 V720 109951 | 906 0.9973 | 1092 |0.9975 [ 1422 10.9977 | 720 |1.0011 | 576 |0.9982
Sax2 11440 100975 | 1806 10.9979 |2172 |0.9983 |2826 |0.9985 | 1440 |0.9992 | 1152 ]0.9991

Tabela 7.19 Deslocamento v, normalizado da viga torcida 90° engastada em uma extremidade
submetida & forgca concentrada F, (#a=0.0267).
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Figura 7.22 Deslocamento v normalizado da viga torcida 90° engastada em uma extremidade
submetida a forga concentrada F, (#/a=0.0267).
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Malha { NGL | p=2 | NGL | p=3 | NGL | p=4 | NGL | p=5 | NGL | 9URI | NGL | Shell93
3x1 [108  |0.8797 | 138 09948 | 168 10.9948 | 216 |0.9971 | 108 |1.0093 | 90 ]0.9842
6x1 | 216 109792 | 273 109972 | 330 10.9972 | 423 |1.0005 | 216 |0.9966 | 180 |0.9945
12x1 | 432 (09935 | 543 |1.0000 | 654 |1.0001 | 837 |1.0045 | 432 |0.9976 | 360 |0.9967
12x2 | 720 |0.9946 | 906 10.9962 | 1092 |0.9969 | 1422 |0.9972 | 720 |0.9982 | 576 |0.9983
24x2 (1440 |0.9960 [1806 |0.9967 |2172 |0.9980 | 2826 | 0.9985 | 1440 |0.9984 |1152 10.9992

Tabela 7.20 Deslocamento w, normalizado da viga torcida 90° engastada em uma extremidade
submetida a forga concentrada F, (#/a=0.0267).
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Figura 7.23 Deslocamento w, normalizado da viga torcida 90° engastada em uma extremidade
submetida a forca concentrada £} (#/a=0.0267).
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Malha | NGL | p=2 |NGL | p=3 | NGL | p=4 |NGL | p=5 | NGL | URI | NGL | Shell93
3x1 1108 |0.0007 & 138 |0.8749 | 168 |0.8761 | 216 [0.5658 | 108 | 1.0076 | 90 |0.9665
oxl 1216 |0.0066 @ 273 |0.9716 | 330 [0.9718 | 423 [0.9763 | 216 |1.0101 , 180 10.9697
1321 1432 |0.0782 | 543 10.9906 | 654 |0.9906 | 837 |1.0017 | 432 |1.0105 | 360 1 0.9872
22 | 720 10.0831 | 906 |0.9821 1092 |0.9821 | 1422 |0.9839 | 720 |0.9998 | 576 10.9931
2Ax2 | 1440 04918 11806 |0.9858 (2172 |0.9859 12826 |0.9842 | 1440 11.0022 |1152 |1.0027

Tabela 7.21 Deslocamento v normalizado da viga torcida 90° engastada em uma extremidade
submetida a forca concentrada F, (#/a=0.000267).
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Figura 7.24 Deslocamento v, normalizado da viga torcida 90° engastada em uma extremidade
submetida & forca concentrada £, (#/a=0.000267).
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Matha | NGL | p=2 | NGL | p=3 JNGL | p=4 | NGL | p=5 | NGL | 9URI | NGL | Sheli93
3x1 108 | 0.0006 | 138 [0.9347 | 168 |0.9357 | 216 |0.6342 | 108 [1.0470 { 90 | 1.0C0%9
ox1 216 |0.0056 | 273 [1.0328 | 330 |1.0330 | 423 |1.0397 | 216 | 1.0488 | 180 11.0112
12x1 | 432 1 0.0681 | 343 |1.0450 | 654 |1.0450 | 837 |1.0492 | 432 1.0489 | 360 [1.0376
12x2 | 720 | 0.0727 | 906 1.0349 1092 | 1.0349 | 1422 11.0355 | 720 [1.0457 | 376 |1.0422

24x2 j1440 | 0.4880 |3i806 ;1.0360 |2172 | 1.0360 {2826 |1.0356 § 1440 11.0470 1152 |1.0463

Tabela 7.22 Deslocamento w, normalizado da viga torcida 90° engastada em uma extremidade
submetida & for¢a concentrada F, (#6=0.000267).
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Figura 7.25 Deslocamento w, normalizado da viga torcida 90° engastada em uma extremidade
submetida 4 for¢a concentrada F, (#/a=0.000267).
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7.2.6 Casca cilindrica submetida a aciio de seu peso proprio

O problema da casca cilindrica "Scordelis-Lo roof", mostrado na Figura 7.26, representa um
teste critico para avaliar a habilidade do elemento finito de casca representar estados complexos de
tensfio axial (tensdio de membrana). Em funcio da simetria geométrica e de carregamento,
modelou-se apenas um quarto da casca, utilizando malhas de discretizagdio de 2x2, 3x3, 4x4, 5x3,
6x6, 7x7 ¢ 8x8 elementos.

Apresenta-se os deslocamentos (v, do n6 1, wy do n6 2 e wydo nd 3) normalizados (W/wexgro).
Os resultados analiticos W, [Scordelis er al, 1964] sfio os seguinies:

- v =-0.0125;
- we =0.0451;
- wy = 0.3008.

As cara_cteristicas da casca modelada sdo as seguintes: L = 50, R = 25, ¢ = 0.25,
E =4.32x10°,v=0.0 e o0 peso proprio g = -0.3599.

As Tabelas 7.23, 7.24 ¢ 7.25, e as Figuras 7.27, 7.28 e 7.29, apresentam, de acordo com o
sistema de referéncia global apresentado na Figura 7.26, os deslocamentos (v; do né 1, ws do no 2
e wydo né 3) normalizados [Scordelis ef al., 1964] para cada malha de discretizagfio € 0 nimero
de graus de liberdade (NGL) envolvidos na andlise do elemento finito proposto com seus
refinamentos (p=2, p=3, p=4 e p=5) ¢ dos outros elementos finitos comparados (9URI e Sheli93).

Diafragma
Rigido

Livre /\
L

Figura 7.26 Casca cilindrica submetida & agéio do seu peso proprio.
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Malha | NGL§ p=2 | NGL | p=3 | NGL | p=4 | NGL | p=5 | NGL | 9URI | NGIL | Shell93
2 96 | 03789 1 132 [ 09979} 168 | 1.0099F 228 | 1.0336¢ 9 099721 84 | 0.9936
3x3 204 10.7651) 276 | 0.9913 | 348 | 1.0011 ] 474 | 1.0073 | 204 | 0.9923 ) 180 | 1.0003
4x4 352 | 088581 472 | 09880 3592 [ 09952 808 | 0.9985; 352 109893 312 | 0.9974
3x5 540 109339 ] 720 [ 0.9833] 900 | 09899 ) 1230 | 0.9906 F 340 | 0.9882 ) 480 | 0.9%0
6x6 768 | 0.9623 F 1020 | 09873 § 1272 10,9923 ) 1740 | 0.9936 ) 768 | 0.987% ) 684 | 0.9933
7x7 | 1036 { 0.9733 | 1372 ] 0.9876 | 1708 1 0.9919 | 2338 | 0.9928 | 1036 | 0.9881 | 924 | 0.9930

Tabela 7.23 Deslocamento v normalizado da casca cilindrica submetida ao seu peso proprio.
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Figura 7.27 Deslocamento v; normalizado da casca cilindrica submetida ao seu peso proptio.

140



Capituic 7 Resultados Numéricos

Malha | NGL | p=2 | NGL | p=3 | NGL | p=4 | NGL | p=5 | NGL | 9URI | NGL | Sheil93
2 | 96 |-034331 132 | 1.0878 ] 168 | 1.0698 | 228 | L1183 | 96 | 1.1673, 84 |1.1588
33 | 204 | 02868 1 276 | 1.0822 | 348 | 1.0742 | 474 | 1.0857 | 204 |1.1009 | 180 | 1.1414
axh | 352 107148 | 472 | 1.0782 ] 592 | 1.0744 | 808 | 1.0801 | 352 | 1.0867 | 312 | 1.1295
5%5 | 540 | 0.8881 ] 720 | 10611 | 900 | 1.0590 | 1230 | 1.0555 | 540 | 1.0823 | 480 |1.1242
6x6 | 768 | 0.0886 | 1020 | 1.0777 L 1272 | 1.0766 | 1740 | 1.0785 | 768 | 1.0811 | 684 | 1.1214
7x7 11036 | 1.0284 | 1372 | 1.078¢ | 1708 | 1.0782 ] 2338 | 1.0794 | 1036 | 1.0813 ; 924 | 1.1198

Tabela 7.24 Deslocamento w, normalizado da casca cilindrica submetida ao seu peso proprio.
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Figura 7.28 Deslocamento w, normalizado da casca cilindrica submetida ao seu peso proprio.
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Malha | NGL | p=2 | NGL | p=3 | NGL | p=4 | NGL ] p=5 | NGL | 9URI | NGL | Shell93
2x2 96 102602} 132 109650 168 | 09682 228 | 0.9956| 96 | 0.9833 | 84 1 1.0148
3x3 204 105772 276 |1 0.9619 1 348 | 0.9664 | 474 | 0.9801 | 204 | 0.9665 ] 180 | 1.0016
4x4 352 1078611 472 1093598 592 | 0.9644 ) 808 | 0.9715] 352 | 0.9616 | 312 | 0.9906
5x5 340 1 0.8679 | 720 109521 ) 900 | 0.9568 | 1230 | 0.9571 | 3540 | 0.9601 | 480 | 0.98358
6x0 768 109175 ) 1020 | 09593 | 1272 1 0.9631 | 1740 | 0.9656 ] 768 | 0.9509 © 684 | 0.9833
7x7 1 1036 1 0.9364 | 1372 ; 0.9598 § 1708 | 0.9633 § 2338 | 0.9649 | 1036 | 0.9603 § 924 | 0.9819

Tabela 7.25 Deslocamento ws normalizado da casca cilindrica submetida ao seu peso proprio.
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Figura 7.29 Deslocamento w; normalizado da casca cilindrica submetida ao seu peso proprio.
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7.2.7 Cilindro puncionado com carga concentrada unitdria

O probiema do cilindro puncionado suportado por diafragmas rigidos em suas extremidades
(Figura 7.30) representa um teste severo para avaliar a habilidade do elemento finito de casca
representar estados complexos de tensdo axial (tensdo de membrana) e tensdo de flexfio. Em
fungdo da simetria geométrica e de carregamento, modelou-se apenas um oitavo do cilindro,
utilizando malhas de discretizacio de 2x2, 3x3, 4x4, 5x3, 6x6, 7Tx7, 8x8, 9x9 ¢ 10x10 elementos.

Figura 7.30 Cilindro puncionado com carga concentrada unitaria.

Apresentam-se os deslocamentos normalizados (W/Weao) do cilindro puncionado. O
resultado Weo ¢ obtido analiticamente [Fligge, 19621:

aPf
Wamm = ma" (77)

na qual, P ¢ o valor da carga concentrada.
Na Equac#io (7.7) os valores da constante « séo os seguintes:

- cilindro engastado: o = 137.0 para #R = 0.01 e a=963.9 para t/a = 0.002;

- cilindro suportado por diafragmas: a = 164.3 para /R = 0.01 e a=1223.0 para
tia = 0.002.

Apresentam-se 0os deslocamentos normalizados do cilindro puncionado suportado por
diafragmas rigidos em suas extremidades para as relagles entre espessura © raio de curvatura
{/R=0.01 (Tabela 7.26 e Figura 7.31) e ¢/R=0.002 (Tabela 7.27 e Figura 7.32), ¢ também, 0s
deslocamentos normalizados do cilindro puncionado engastado em suas extremidades para as
relagies entre espessura e raio de curvatura #/R=0.01 (Tabela 7.28 ¢ Figura 7.23) e t/R=0.002
(Tabela 7.29 e Figura 7.34). As caracteristicas do cilindro sdo: L=600, R =300, E = 3.0x10%
v=0.30 ¢ P = 1.0 (carregamento unitario).
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As Tabelas 7.26, 7.27, 7.28 e 7.29, e as Figuras 7.31, 7.32, 7.33 e 7.34, apresentam, de
acordo com 0 sistema de referéncia global apresentado na Figura 7.30, os deslocamentos w, do
ponto A normalizados [Fliigge, 1962] para cada malha de discretizagfo e o nimero de graus de
liberdade (NGL.) envolvidos na andlise do elemento finito proposto com seus refinamentos (p=2,
p=3, p=4 e p=5) e dos outros elementos fimtos comparados (YURI e Sheli93).

Malha § NOL | p=2 JNGL | p=3 | NGL | p=4 I NGL | p=5 | NGL | 9URI | NGL | Shelt93
2x2 96 | 0.0497 1 132 | 0.4390| 168 | 044771 228 | 05426 96 |0.7774 | 72 | 0.7447
3x3 216 {1 0.0887 1 288 | 0.7091 ) 360 | 0.7313 ) 486 | 0.8391| 216 | 0.9386 | 162 | 0.9051
4x4 384 | 016111 504 | 0.8259 ) 624 | 08519 840 109342 384 | 0.9919| 288 | 0.9573
5x5 600 | 0.2380 ¢ 780 | 0.8854 | 960 | 09117 | 1290 | 0.9377 ) 600 | 1.0113| 450 |0.9831
6x6 864 | 0.3636 | 1116 | 0.9203 | 1368 [ 0.9456 || 1836 | 0.9589 | 864 | 1.0138 | 648 | 0.9904
X7 1176 | 0.4680 | 1512 10.9425 | 1848 ] 0.9663 | 2478 | 0.9750 ) 1176 | 1.0181 | 882 | 0.9932
8x8 1536 | 0.5636 | 1968 | 0.9573 1 2400 | 0.9796 | 3216 | (.9862 ] 1536 | 1.0201 | 1152 | 0.9951
Ox9 | 1944 | 0.6454 | 2484 | 0.9678 | 3024 | 0.9886 | 4050 | 0.9938 | 1944 | 1.0218 | 1458 | 0.9969

10x10 § 2400 | 0.7122 1 3060 | 0.9755 § 3720 | 0.9949 | 4980 | 0.9993 } 2400 | 1.0232 | 1800 | 0.9985

Tabela 7.26 Deslocamento w, normalizado do cilindro puncionado suportado por diafragmas
rigidos em suas extremidades com #/R=0.01.
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Figura 7.31 Deslocamento wa normalizado do cilindro puncionado suportado por diafragmas
rigidos em suas extremidades #/R=0.01.
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Malha | NGL | p=2 | NGL | p=3 | NGL | p=4 | NGL | p=5 NGL | 9URI | NGL | Shell93
2x2 96 | 0.0067 | 132 |0.0867] 168 | 0.0891 ] 228 100932} 96 |0.2941) 72 0.2572
33 216 | 0.0121 | 288 | 03278 | 360 {03359 | 486 | 0.3451) 216 [ 0.7093 | 162 0.6905
x4 384 | 0.0225 | 504 105392 624 105529 840 |0.5785 | 384 | 0.8390 ) 288 0.8202
55 600 | 0.0379 | 780 | 0.6588 | 960 | 0.6772| 1290 | 0.7003 | 600 : 0.8730 | 450 0.8499
6x6 364 | 0.0574 | 1116 | 0.7312 ] 1368 | 0.7520 | 1836 | 0.9733 | 864 |0.9259) 648 | 0.9014
727 11176 | 0.0820 | 1512 | 0.7828 | 1848 | 0.8047 | 2478 | 0.8926 | 1176 | 0.9622 882 | 0.9388
3x8 | 1536 | 0.1124 | 1968 | 0.8224 | 2400 | 0.8447 | 3216 | 0.8987 | 1536 | 0.9832 | 1 152 109616
0x9 | 1944 | 0.1488 | 2484 | 0.8532 | 3024 | 0.8754 | 4050 | 0.9157 | 1944 | 0.9947 1458 | 0.9754

10x10 | 2400 | 0.1904 | 3060 | 0.8774 | 3720 | 0.8994 | 4980 | 0.9317 | 2400 | 1.0006 1800 | 0.9835

Tabela 7.27 Deslocamento w, normalizado do cilindro puncionado suportado por diafragmas
rigidos em suas extremidades com #/R=0.002.
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Figura 7.32 Deslocamento w, normalizado do cilindro puncionado suportado por diafragmas
rigidos em suas extremidades com #R=0.002.
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Malha | NGL =2 NGL | p=3 NGL peed NGL | p=> NGL | QURI § NGL | Shell93
2x2 83 0.0531 ) 119 {03010 155 | 030737 215 | 196771 83 0.6370 1 5% | (.5596
3x3 197 100946 § 269 | 0.6164 § 341 { 0.6336 1 467 | 11044 | 197 | 0.9392 | 143 | 0.9050
dx4 359 1 0.1650 ) 479 1077491 399 1 0.7991 | 815 | 0.8801 | 3359 1098221 263 | 0.9464
3x5 569 02519 749 [ 08538 ] 929  0.8797 ) 1259 | 0.9083 1 569 ! 1.0003 4§ 419 | 0.9705
ox6 827 103304 | 1079 | 0.8980 § 1331 | 0.9237 1 1799 | 0.9389 1 827 1 1.0065 ¢ 611 ! 0.9803
Tx7 1133 | 0.4512 ¢ 1469 1 0.9254 | 1805 | 0.9500 | 2435 | 0.9602 | 1133 | 1.0100 ¢ 839 | 0.9844
8x8 1487 | 0.5449 ¢ 1919 | 0.9436 | 2351 | 0.9668 | 3167 | 0.9745 | 1487 | 1.0129 | 1103 | 0.987¢
9x9 1889 | 0.6258 | 2429 | 0.9564 | 2969 | 0.9782 | 3995 | 0.9843 | 1889 | 1.0154 | 1443 | 0.9895
10xi0 | 2339 | 0.6924 | 2999 | 0.9636 | 3639 | 0.9861 | 4919 | 0.9912 | 2339 | 1.0173 | 1739 1 0.9917

Tabela 7.28 Deslocamento w, normalizado do
extremidades com #/R=0.01.
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Figura 7.33 Deslocamento w, normalizado do cilindro puncionado engastado em suas
extremidades com #/R=0.01.
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Malha | NGL | p=2 |NGL | p=3 {NGL | p=4 | NGL p=5 | NGL | 9URI | NGL | Shell93
2x2 83 | 0.0076 | 119 | 0.048¢ | 155 | 0.0501 ) 215 | 0.0582) 83 0. 14331 39 (01278
3x3 197 | 00136 269 ;0.1809 | 341 [0.1866| 467 | 0.1917) 197 0.5202 % 143 | 04754
4x4 359 1 0.0243 | 479 | 03902 | 399 | 0.4004 § 815 0.4356 | 359 §0.8036 | 263 | 0.7735
5x3 569 | 0.0388 | 745 | 0.55251 929 | 0.3693 ) 1259 0.5840 1 369 |0.8839 1 419 | 0.8567
6x6 227 | 0.0583 | 1079 | 0.6595 | 1331 | 0.6808 | 1799 | 0.8865 827 10.9234 1 611 | 0.8964
Tx7 1133 | 0.0831 | 1469 | 0.7325 ] 1805 | 0.7562 | 2435 | 0.8539 ] 1133 0.9640 | 839 | 0.9353
8x8 1487 1 0.1136 { 1919 | 0.7856 | 2351 | 0.8106 ; 3167 | 0.8750 1487 1 0.9500 | 1103 10.9632
9x9 1889 | 0.1491 | 2429 | 0.8261 | 2969 | 0.8515 | 3995 | 0.5011 y 1889 1.0049 1 1403 | 0.9809
10x10 | 2339 | 0.1894 | 2999 | 0.8575 | 3659 | 0.8830 | 4919 ; 0.9234 2339 1.0127 1 1739 | 0.9915
Tabela 7.29 Deslocamento w, normalizado do cilindro puncionado engastado em suas

extremidades com #/R=0.002.
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Figura 7.34 Deslocamento wa normalizado do cilindro puncionado engastado em suas

extremidades com #/R=0.002.
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7.2.8 Casca semi-esférica puncionada com carga concentrada unitaria

A casca semi-esférica puncionada com carga concentrada unitaria (Figura 7.35) representa
um problema que testa a capacidade do elemento finito de representar os modos de flexdo. O
modelo do problema ¢ apresentado na literatura de duas formas: casca semi-esférica com furo de
0=18" [Simoeral, 1989] e casca semi-esférica inteira [Belytschko efal, 1989] (malha
discretizada com furo de ©=10.1"). Em funciio da simetria geométrica e de carregamento,
modelou-se apenas um quarto da casca semi-esférica, utilizando malhas de discretizagio de 2x2,
3x3, 4x4, 5x5, 6x6, Tx7 e 8x8 elementos.

Apresenta-se o deslocamento (s do ponto A na diregdo X) normalizados (WWews). Os
resultados analiticos Wewr, $30 0s seguintes:

- ua=0.093, para a casca semi-esférica com furo de 6 = 18° [Simo ef al., 1989];

- up = 0.0924, para a casca semi-esférica inteira [Belytschko efal, 1989] (matha
discretizada com furo de 68 = 0.1°).

As caracteristicas da casca s3o: raio R = 10.0, espessura ¢ = 0.04, modulo de elasticidade
E = 6.825x107, coeficiente de Poisson v = 0.30 e carregamento unitario.

As Tabelas 7.30 e 7.31, e as Figuras 7.36 e 7.37, apresentam os deslocamentos u#, do ponto
A na direclo radial normalizados para cada malha de discretizagdo e o ntimero de graus de
liberdade (NGL) envolvidos na andlise do elemento finito proposte com seus refinamentos (p=2,
p=3, p=4 e p=5) e dos outros elementos finitos comparados (9URI e Shell93).

b an®
W ", s

Figura 7.35 Casca semi-esférica puncionada com carga concentrada unitéria,

148



Capitulo 7 Resultados Numéricos

Malha | NGL ¢ p=2 | NGL | p=3 [ NGL | p=4 | NGL p=5 | NGL | 9URI | NGL | Sheil93
x2 119 | 0.0065 | 155 | 07120 191 [ 0.7215] 251 | 05172 119 | 1.316%1 95 0.1902
x3 751 | 0.0215 1 323 109515 395 | 09547 521 [0.9214 ] 251 |1.1057 ) 197 0.5955
dx4 431 | 0.0435] 551 1 0.9880| 671 |0.9904 | 887 | 0.9288 | 431 | 1.0650 ] 335 0.8668
5x5 650 | 0.0752 | 839 10.9990 | 1019 | 1.0008 | 1349 | 1.0469 | 659 |1.0471 | 509 0.9743
6x6 935 | 0.1233 | 1187 | 1.0035 [ 1439 | 1.0047 | 1907 | 0.9756 | 935 11.0359 | 719 1.0015
7x7 1259 | 0.1908 | 1595 | 1.0052 | 1931 | 1.0059 | 2561 | 0.9902 § 1259 | 1.0284 | 965 1.0087
8x8 1631 | 02756 | 2063 | 1.0054 | 2495 | 1.0059 | 3311 | 1.0169 | 1631 | 1.0229 § 1247 1.0108

Lo |1

Tabela 7.30 Deslocamento u, normalizado da casca semi-estérica com furo de 18°.
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Figura 7.36 Deslocamento u, normalizado da casca semi-esférica com furo de 18°.
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Matha | NGL | p=2 | NGL | p=3 §NGL | p=4 | NGL | p=5 | NGL | SURI | NGL | Shell93
2x2 119 5 0.0042 ) 155 ;05157 191 | 05304 | 251 (04644 ] 119 [ 13958} 95 10,1048
3x3 251 100151 F 323 109076 ) 395 | 09117 521 | 0.7977 ] 251 | 1.1252| 197 | 0.4677
4x4 431 1 0.0330 ) 551 10.9738 ) 671 | 0.9765) 887 | 0.8721 4 431 }1.0791| 335 |0.7638
3x5 659 | 0.0581 ] 839 | 0.9389 | 1019 | 0.9913 | 1349, 0.9343 | 659 | 1.0553| 309 | 0.9372
6x6 935 1 0.0946 | 1187 | 0.9952 | 1439 | 0.9971 | 1907 | 0.9642 | 935 ; 1.0402 | 719 | 0.9868
7x7 1259 0 0.1463 | 1595 | 0.9983 | 1931 | 0.9997 | 2361 | 0.9815 ) 1255 | 1.0304 | 965 | 1.0004
8x8 1631 } 0.2139 | 2063 | 0.9997 | 2495 | 1.0006 | 3311 | 0.9906 | 1631 | 1.0237 | 1247 | 1.0046

Tabela 7.31 Deslocamento 1, normalizado da casca semi-esférica com furo de 0.1°.
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Figura 7.37 Deslocamento u, normalizado da casca semi-esférica com furo de 0.1°
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7.2.9 Placa quadrada apoiada nos quatro cantos

Para verificar se o elemento finito com refinamento hierdrquico gera elementos com modos
esplirios propagaveis em toda malha foi feito um teste classico proposto na literatura: a analise de
uma placa quadrada apoiada nos quatro cantos submetida a carga distribuida uniforme
(Figura 7.38) que é extremamente sensivel & existéncia de modos espurios de flexdo. Em funglo
da geometria a placa foi modelada com malha de discretizagdo regular de 2x2, 4x4, 6x6 ¢ 8x8
elementos para varias relagdes entre espessura e dimensfo caracteristica.

Apresenta-se o deslocamento normalizado no centro da placa quadrada (W/Wew). O
resultado Wewwo é Obtido a partir da Teoria de Placas Finas [Timoshenko et al., 1959], que, neste
caso, fornece a solugdo exata para placas finas:

_0.0249ga°

exato D (7 . 8)

w

na qual, g é o valor da carga uniformemente distribuida, @ a dimensdo caracteristica da placa e D
sua rigidez.

As Tabelas 7.32, 7.33 e 7.34, e as Figuras 7.39, 7.40 e 7.41, apresentam, de acordo com o
sistema de referéneia global apresentado na Figura 7.38, os deslocamentos w, do ponto A
normalizados [Timoshenko ef al, 1959] para cada malha de discretizagdo e o nimero de graus de
liberdade (NGL) envolvidos na andlise do elemento finito proposto com seus refinamentos (p=2,
p=3, p=4 & p=5) e dos outros elementos finitos comparados (YURI e Shell93).

Deve-se verificar que os resultados obtidos com o elemento finito 9URI estdo muito
distantes do "exato" (os modos espirios se propagam em toda malha distorcendo a solugdo) como
pode se verificar nas Tabelas 7.32, 7.33 e 7.34, e por esta razio, 0s resultado para este elemento
ndo aparecem nas Figuras 7.39, 7.40 ¢ 7.41.

Figura 7.38 Placa quadrada apoiada nos quatro cantos com carga distribuida uniforme.
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Malha | NGL | p=2 | NGL ; p=3 |NGL | p=4 | NGL | p=5 | NGL | 9URI | NGL | Shell93
2x2 71 1 0.7614 ] 107 | 1.0273 1 143 1 1.0273 | 203 | L.0305| 71 |0.7671 ) 59 | 1.11%0
4x4 239 | 0.9567 | 359 | 1.0248 | 479 | 1.0248 | 695 1 1.0250F 239 |0.3626] 191 | 1.0480
6x6 503 10,9953 ) 755 | 1.0251 | 1607 | 1.0251 | 1475 | 1.0252 4 503 | -1.0i1 | 395 | 1.0371
8x8 863 | 1.0091 | 1295 | 1.0254 | 1727 | 1.0254 | 2543 | 1.0235 | 863 | 0.0800} 671 | 1.0336

Tabela 7.32 Deslocamento wa normalizado da placa quadrada apoiada nos quatro cantos
submetida a carga distribuida uniforme com #/a=0.01.
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Figura 7.32 Deslocamento w, normalizado da placa quadrada apoiada nos quatro cantos
submetida a carga distribuida uniforme com #/a=0.01.
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Malha | NGL | p=2 | NGL | p=3 | NGL | p=4 | NGL p=5 | NGL | 9URI | NGL | Sheli93
2x2 71 107598 | 107 |1.0269 1 143 | 1.02691 203 | 1.0240 ) 71 |1.1472§ 59 1.1185
x4 239 | 0.9548 | 359 | 1.0238 ) 479 |1.0238 | 695 | 1.0236] 239 101972} 191 1.0472

6x6 503 10.9932 1 755 | 1.0240 1 1007 | 1.0240 | 1475 | 1.0239 | 503 | 2.4522 | 395 [.0358

8x8 363 | 1.0068 | 1295 | 1.0242 | 1727 | 1.0242 | 2543 | 1.0241 | 863 | 7.2265 | 671 1.0318

Tabela 7.33 Deslocamento w, normalizado da placa quadrada apoiada nos quatro cantos
submetida a carga distribuida uniforme com #/a=0.001.
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Figura 7.40 Deslocamento wa normalizado da placa quadrada apojada nos quatro cantos
submetida a carga distribuida uniforme com #/a=0.001.
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Malha | NGL | p=2 I NGL | p=3 |NGL | p=4 | NGL | p=5 | NGL | 9URI { NGL | Sheli93
2x2 711 0.7598 | 107 | 1.0269 ) 143 | 10269 203 [ 1.02407 7t |1.0710) 39 [ 11185
4x4 239 109548 | 359 | 1.0238 | 479 | 1.0238 | 695 | 1.0235| 239 | 16.078 1 191 | 1.0472
6x6 503 109932 755 |1.0240 1 1007 | 1.0240 | 1473 | 1.0240 ] 503 ] 03020 ] 395 | 1.0358
8x8 863 | 1.0068 | 1295 | 1.0241 | 1727 | 1.0241 | 2543 1 1.0243 | 863 | 0.7696 | 671 | 1.0317

Tabela 7.34 Deslocamento w, normalizado da placa quadrada apoiada nos quatro cantos
submetida a carga distribuida uniforme com #/a=0.0001,
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Figura 7.41 Deslocamento w, normalizado da placa quadrada apoiada nos quatro cantos
submetida a carga distribuida uniforme com #/¢=0.0001.

154



Capitulo 7 Resultados Numéricos
L4ap esuiiados I(NUmericos

7.2.10 Viga reta engastada sujeita & carregamentos variados

A viga reta é um teste simples freqlientemente utilizado para avaliar a sensibilidade do
elemento quanto a distor¢dio da malha [MacNeal er al, 1985]. As caracteristicas da viga sdo:
comprimento=6.0, largura=0.2, espessura 0.1, E=1.0x10", v=0.30 ¢ carregamento unitério.
Foram utilizadas trés malhas 6x1 distintas: malha regular, malha trapezoidal e malha
paralelogramo (Figura 7.42); e impostas quatro condi¢des de carregamento: flexfio pura, flexdo
fora do plano, flexfio no plano e tor¢io (Figura 7.43).

Apresenta-se o deslocamento normalizado (W/Wew,) Da diregdo do carregamento dos nés
carregados. Os resultados analiticos sfo os seguintes [MacNeal ef al., 1985]:

- Wexao = 3.0x107°, para a viga submetida a flexdo pura;

- W = 0.4321, para a viga submetida a flexéo fora do plano;
- Waae = 0.1081, para a viga submetida a flexdo no plano;

- Weaao = 0.03208, para a viga submetida a torgéio;

A Tabela 7.35, e as Figuras 7.44, 7.45 ¢ 7.46, apresentam o deslocamento normalizado para
cada maltha de discretizago e condicdo de carregamento, e o nimero de graus de liberdade (NGL)
envolvidos na analise do elemento finito proposto com seus refinamentos (p=2, p=3, p=4 e p=5) e
dos outros elementos finitos comparados (9URI e Shell93).

EEREEERERRR

MATLHA REGULAR

ARV EARV-EAXE

MALHA TRAPEZOIDAL

e es

MALHA PARALELOGRAMO

Figura 7.42 Malhas de discretizago utilizadas na viga reta engastada.
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£

FLEXAQ PURA FLEXAO NO PLANO

FLEXAO FORA DO PLANO TORCAO

Figura 7.43 Carregamentos atuantes na viga reta engastada em uma extremidade.

MALHA | CARREGAMENTO | p=2 =3 pr=4 P=5 9URI | Shell93
Flex&o pura 0.9981 | 1.0000 | 1.0001 | 1.0035 | 1.0000 | 0.9957
% Flexéo fora do plano | 0.9883 | 0.9941 | 0.9941 | 0.9941 | 1.0001 | 0.9922
i’n Flex#o no plano 0.9901 | 0.9968 | 0.9970 | 1.0027 | 0.9996 | 0.9869
Torcéo 0.8756 | 0.8780 | 0.8801 | 0.8820 | 0.8869 | 0.9526
~= | Flexdo pura 0.9982 | 0.9996 | 1.0003 | 1.0032 | 1.0000 | 0.9369
Té Flexdo fora do plano | 0.9206 | 0.9881 | 0.9882 | 0.9977 | 1.0010 | 0.9241
Q
& | Flexo no plano 0.9234 | 0.9962 | 1.0005 | 1.0177 | 1.0026 | 0.8723
= Torgdo 0.8421 | 0.8645 | 0.8913 | 0.8993 | 1.0130 | 1.2895
g Flex#o pura 0.9979 | 1.0008 | 1.0021 | 1.0043 | 1.0000 | 0.989%4
%) Flex&o fora do plano | 0.9360 | 0.9937 | 0.9937 | 0.9942 | 0.9992 | 0.9543
“% Flexdo no plano 0.9397 | 0.9981 | 1.0006 | 1.0033 | 1.0087 | 0.9833
E Torcdo 0.8477 | 0.8687 | 0.8899 | 0.8984 | 0.7910 | 0.8127
NGL (n° de graus de liberdade) | 216 273 330 423 216 180

Tabela 7.35 Deslocamento normalizado da viga reta com malhas e carregamentos variados.

156



Capitulo 7 Resultadog Numéricos

=5  D9URI

=

p=2 p=3

Flex3o pura Flexdo fora do plano Flexdo no plano Torgao

Figura 7.44 Deslocamento normalizado da viga reta engastada com malha de discretizagdc
reguiar e carregamentos variados.

Shell93

p=2 p=3 n=4 B p=5 SURI

Flexdo pura Flexdo fora do plano Flexdo no plano Yorgao

Figura 7.45 Deslocamento normalizado da viga reta engastada com malha de discretizagdo
trapezoidal e carregamentos variados.

4 Bp=5 B9URI B Shell93

p=2 p=3

Fiexao pura Flexdo fora do plane Flexao no plano Torgao

Figura 7.46 Deslocamento normalizado da viga reta engastada com matha de discretizacdo
trapezoidal e carregamentos variados.
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7.3 Analise dindmica

A seguir sdo apresentados alguns resultados numéricos onde a confiabilidade e a eficiéncia,
considerando a andlise dindmica (problema de autovalor generalizado: obtengfo das freqtiéncias
naturais e dos modos de vibrar do sistema), do elemento finito hierdrquico sfio analisadas. Os
resultados apresentados foram normalizados dividindo-se as freqiiéncias naturais calculadas pelas
freqtiéncias naturais "exatas” (obtidas na literatura).

7.3.1 Casca cilindrica engastada em uma extremidade

Em fungfo da geometria a casca cilindrica engastada em uma extremidade (Figura 7.47) foi
modelada com seis malhas de discretizagio de 2x2, 3x3, 4x4, 5x5, 6x6 ¢ 7x7 elementos.

Apresentam-se as doze primeiras freqiiéncias naturais normalizadas (6 ®ea). Os resultados

experimentais Weao [Olsoneral, 1971] das doze primeiras freqiiéncias naturais sdo,
respectivamente, 85.6, 134.5, 259, 351, 395, 531, 743, 751, 790, 909, 997 ¢ 1216 Hz.

As Tabelas 7.36 ¢ 7.37, e as Figuras 7.48, 7.49, 7.50, 7.51, 7.52, 7.53, 7.54, 7.35, 7.56,
7.57, 7.58 e 7.59, apresentam as doze primeiras freqiiéncias naturais normalizadas
[Olson ef al., 1971] para cada malha de discretizacio e o ndmero de graus de liberdade (NGL)
envolvidos na analise do elemento finito proposto com seus refinamentos (p=2, p=3, p=4 e p=5) ¢
dos outros elementos finitos comparados (9URI e Shell93).

As caracteristicas da casca cilindrica modelada sfo as seguintes: § = L = 0.3048 m,
R=0.6096m,7=3.048 x 10° m, E =2.068 x 10" N/m* p=7.80 x 10° Kg/m® e v =0.3.

Figura 7.47 Casca cilindrica engastada em uma extremidade.
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As Figuras 7.60 e 7.61 ilustram os doze primeiros modos de vibrar da casca cilindrica
engastada em seus lados, obtidos a partir do elemento finito proposto com refinamento de 5° grau
(p = 5) e malha de discretizacdo de 7x7 elementos.

Malha [ NGL | p=2 {NGL| p=3 | NGL | p=4 {NGL | p=5 | NGL | 9URI | NGL | Shell93
2x2 120 | 1.2775| 156 | 1.0470| 192 |1.0353 1 252 | 1.0191} 120 109639 96 | 0.9834

ol 3x3 252 | 1.0855] 324 | 1.0055] 396 |1.0031 | 522 | 09858 ) 252 | 0.9993 | 198 | 0.9716
8 4x4 | 432 | 1.0419} 552 | 1.0027 | 672 [0.9981 ] 888 | 0.9871 | 432 | 1.0056 | 336 | 0.9821
? 5x5 660 | 1.0269 | 840 | 1.0042 | 1020 | 0.9984 | 1350 ; 0.9914 | 660 | 1.0072; 510 | 0.9892
] 6x6 936 | 1.0201 | 1188 { 1.0058 | 1440 | 0.9996 | 1908 | 0.9949 ] 936 | 1.0076 } 720 | 0.9936
7x7 {1260 ; 1.0166 | 1596 | 1.0068 | 1932 | 1.0008 | 2562 | 0.9975 | 1260 | 1.0077 } 966 | 0.9964

2x2 120 {12299 156 |1.0144 | 192 | 1.0071 ] 2352 | 09412} 120 ; 1.0426} 96 | 0.9730

ol 3x3 252 1 1.1490 ) 324 | 1.0197{ 396 ;1.0044 ] 522 | 09824} 252 | 1.0286 ) 198 | 1.0028
8 4x4 | 432 | 1.09727 552 | 1.02491 672 {10096 888 |0.9976] 432 | 1.0296; 336 | 1.0123
? 5x5 660 | 1.0677 | 840 | 1.0277 | 1020 | 1.0135 | 1350 | 1.0062 1 660 | 1.0305; 510 | 1.0185
Sl 6x6 936 | 1.0528 | 1188 | 1.0293 | 1440 | 1.0165 | 1908 | 1.0116 | 936 | 1.0309 | 720 | 1.0225
7x7 | 1260 | 1.0450 | 1596 | 1.0302 | 1932 | 1.0186 | 2562 | 1.0151 | 1260 | 1.0311 | 966 | 1.0250

2x2 120 {23254 156 | 09903 192 |0.9891 | 252 |0.9242] 120 | 0.8570] 96 | 0.7696

ol 3x3 252 | 14399 324 [ 09699 396 | 09637} 522 |0.9573 1 252 [ 0.9610] 198 | 0.8754
8 4x4 | 432 | 11316 552 {0.9631 672 |0.9564 | 888 | 0.9536| 432 | 0.9584; 336 | 0.9084
CE 5x5 660 | 1.0361] 840 | 0.9605 | 1020 |0.9542 | 1350 {1 0.9526 1 660 : 0.9579| 510 |0.9243
1 6x6 936 | 0.9994 | 1188 | 09594 | 1440 | 0.9537 | 1908 [ 0.9527 } 936 | 0.9578 | 720 | 0.9335
7x7 | 1260 1 0.9828 | 1596 | 09590 § 1932 | 0.9538 1 2562 | 0.9531 } 1260 | 0.9578 §} 966 | 0.9393

2x2 120 ]2.0902) 156 | 1.19371 192 | 1.1701§ 252 | 1.1270§ 120 | 0.9666] 96 | 0.8660

ol 3% 252 | 1.1607 § 324 | 1.6241§ 396 | 1.0175] 522 | 1.0030] 252 |0.9830] 198 | 0.9130
8 4x4 432 | 1.0630 ] 552 |0.9899 ] 672 | 09871 | 888 |0.9803§ 432 | 0.9785] 336 |0.9316
? 5x5 660 | 1.0261 | 840 | 0.9811 | 1020 | 0.9790 | 1350 | 0.9741 | 660 | 0.9775 ] 510 | 0.9438
Tl 6x6 936 | 1.0084 | 1188 | 0.9785 | 1440 | 0.9765 | 1908 | 0.9730 ) 936 | 0.9770| 720 | 0.9525
7x7 | 1260 | 0.9987 | 1596 | 0.9777 | 1932 | 0.9757 § 2562 | 0.9731 | 1260 | 0.9767 ] 966 | 0.9584

2x2 120 | 1.9309 | 156 | 1.2481 ; 192 | 1.2330 | 252 | 1.1319} 120 ;0.9926} 96 | 0.8827

ol 3%3 252 | 1.2452| 324 {1.0370f 396 |1.0312 ] 522 | 1.0165] 252 | 0.9815} 198 | 0.9249
8 4x4 432 | 1.0921F 552 {0.9983 ) 672 |0.9960 | 8388 |0.9894| 432 {0.9761 | 336 | 0.9279
? 5x5 660 | 1.0397! 840 | 0.9870 | 1020 | 0.9854 { 1350 [ 0.9813 | 660 | 0.9766 | 510 | 0.9388
a1 6x6 936 | 1.0167 1 1188 | 0.9829 | 1440 | 0.9814 | 1908 | 0.9785 | 936 | 0.9772 ] 720 | 0.9487
7x7 | 1260 | 1.0046 | 1596 | 0.9813 | 1932 { 0.9799 | 2562 | 0.9777 | 1260 | 0.9776 | 966 | 0.9558

2x2 120 | 2.1838 ) 156 | 11676} 192 | 1.1656{ 252 | 1.1393 ] 120 | 1.4326] 96 | 0.8571

ol 33 252 | 1.5775] 324 | 1.0204 3%  1.0198{ 522 | 1.00867 252 | 1.0981 198 | 0.8460
8 4x4 | 432 | 1.4023] 552 11.0109 672 |1.0104] 888 | 1.0086 | 432 | 1.0330) 336 | 0.904]
? 5x5 660 | 1.1889 | 840 | 1.0048 | 1020 | 1.0043 | 1350 | 1.0036 | 660 | 1.0136| 510 : 0.9338
“1 6x6 936 | 1.1045| 1188 | 1.0021 | 1440 | 1.0016 | 1908 | 1.0012 | 936 | 1.0062 | 720 1 09514
7x7 | 1260 | 1.0646 | 1596 | 1.0009 | 1932 | 1.0004 | 2562 | 1.0001 | 1260 | 1.0028 | 966 | 0.9628

Tabela 7.36 Fregiiéncias naturais normalizadas (1%, 2%, 3% 4% 5% e 6°) para a casca cilindrica

engastada em uma extremidade.
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Malha { NGL | p=2 [ NGL | p=3 | NGL | p=4 |NGL | p=5 | NGL | SURI | NGL | Sheli93
2x2 120 12.3972} 156 | 1.1224 ] 192 | 1.1150§ 252 | 1.0771{ 120 | 1.0849| 96 | 0.7692

ol 33 252 | 1.5587 | 324 |1 1.0429 | 396 | 1.0402 1 522 | 1.0300{ 252 | 1.0081] 198 | 0.8459
’8 4x4 432 1 1.0608 | 552 11.0169] 672 | 1.0138; 888 | 1.0078 § 432 | 0.9930 ] 336 | 0.9012
? 5x5 660 | 1.0356 ; 840 | 0.9970 | 1020 | 0.9954 | 1350 | 0.9918 | 660 | 0.9864 | 510 | 0.9237
"l 6x6 936 | 1.0214 } 1188 | 0.9881 | 1440 | 0.9874 | 1908 | 0.9850 ¢ 936 | 0.9840| 720 | 0.9365
7x7 | 1260 | 1.0120 | 1596 | 0.9842 | 1932 | 0.9837 | 2562 | 0.9819 | 1260 | 0.9818 | 966 | 0.9459

2x2 120 | 2.5887 1 156 | 1.4650 | 192 | 1.4208 | 252 [1.3253 | 120 | 1.3292{ 96 | 1.0268

ol 3x3 252 1161494 324 | 1.0775] 396 | 1.0696 | 522 | 1.0422 | 252 | 1.0382| 198 | 0.8369
8 4x4 432 | 1.1678 | 552 | 1.0087) 672 | 1.0048 | 888 |0.9982] 432 | 0.9941 | 336 | 0.8944
? 5x5 660 | 1.0770 } 840 | 0.9879 | 1020 | 0.9860 { 1350 | 0.9832 ! 660 | 0.9794] 510 | 0.9162
1 6x6 936 1 1.0369 | 1188 | 0.9797 F 1440 | 0.9785 | 1908 | 0.9768 | 936 | 0.9739{ 720 | 0.9305
Ix7 11260 | 1.0156 | 1596 | 0.9761 | 1932 | 0.9752 | 2562 | 0.9741 | 1260 | 0.9725 1 966 | 0.9407

2x2 120 127869 | 156 | 14011 | 192 | 1.3576| 252 | 1.2691 | 120 | 1.2681F 96 | 1.0142

ol 3x3 252 | 1.5510¢ 324 | 1.0854| 396 | 1.0766| 522 | 1.0301 | 252 | 1.0248 | 198 | 0.9371
8 4x4 432 | 1.1387 | 552 109976 | 672 | 0.9940 | 888 | 0.9858 | 432 | 0.9909 | 336 | (.9443
? X5 660 | 1.0570 | 840 | 0.9850 | 1020 | 0.9826 | 1350 | 0.9787 { 660 | 0.9833| 510 | 0.9530
S 6x6 936 |1.02371 1188 | 0.9818 | 1440 | 0.9796 | 1908 | 0.9769 | 936 | 0.9809 | 720 | 0.9595
Tx7 | 1260 | 1.0076 | 1596 | 0.9806 ; 1932 | 0.9786 | 2562 | 0.9765 | 1260 | 0.9798 | 966 | 0.9639

2x2 120 |5.0232 | 156 | 1.7362 | 192 | 1.7228 ] 252 | 1.3137| 120 | 1.6130] 96 |1.1791

ol 3x3 252 11.7348 1 324 | 1.0949| 396 | 1.0917| 522 | 1.0560 | 252 | 1.0787 § 198 | 0.9439
8 4xd 432 11.2204 | 552 11.0257 1 672 | 1.0244 | 888 | 1.0193 | 432 | 1.0264 | 336 | 0.9425
? x5 660 | 1.1046 ; 840 ; 1.0081 | 1020 | 1.0070 ] 1350 | 1.0049 | 660 | 1.0076 | 510 | 0.9459
=1 ex6 936 |1.0590 ; 1188 | 1.0008 | 1440 | 0.9998 | 1908 | 0.9986 | 936 | 1.0001| 720 | 0.9548
7x7 1 1260 | 1.0365 | 1596 | 0.9975 | 1932 | 0.9965 § 2562 | 0.9958 | 1260 | 0.9965 | 966 | 0.9625

2x2 120 | 4.0988 | 156 | 1.6135} 192 | 1.6083 | 252 | 14127 120 | 14947] 96 | 1.1682

of 33 252 116137} 324 | 1.1354] 396 ;1.1347§ 522 [1.1305} 252 | 12956 198 | 0.9194
8 4xd 432 113469 | 552 | 1.0193 | 672 | 1.0190| 888 | 1.0150 | 432 | 1.1248 336 | 0.8698
DE 5x5 660 | 1.2996 | 840 | 1.0159{ 1020 | 1.0157{ 1350 | 1.0148 | 660 ; 1.0548 } 510 | 0.9138
=l 6x6 936 | 1.1832 7 1188 | 1.0101 { 1440 | 1.0100 | 1908 | 1.0096 ] 936 | 1.0286 | 720 | 0.9377
7x7 | 1260 | 1.1181 | 1596 | 1.0069 | 1932 | 1.0068 | 2562 | 1.0067 | 1260 | 1.0184 | 966 : 0.9530

2x2 120 134339 156 | 1.4487| 192 | 1.4060| 252 | 13447 120 | 1.4634| 96 | 1.0515

o] 3x3 252 146331 324 | 1.0761 | 396 {1.0723| 522 | 1.0511 | 252 | 1.1357 ] 198 | 0.85590
8 4x4 432 1 1.2283 | 552 | 1.0377] 672 | 1.0364 | 888 | 1.0268 | 432 | 1.03321 336 | 0.8627
OE Ix3 660 | 1.0828 | 840 | 1.0173 1 1020 | 1.0161 | 1350 | 1.0111 | 660 | 1.0197§ 510 | 0.9059
=[ 6x6 936 1 1.0488 | 1188 | 1.0057 | 1440 | 1.0049 1 1908 | 1.0025 1 936 | 1.0120F 720 | 0.9277
7x7 | 1260 | 1.0396 | 1596 | 1.0000 F 1932 | 0.9996 | 2562 | 0.9982 | 1260 | 1.0056 | 966 | 0.9425

Tabela 7.37 Freqiiéncias naturais normalizadas (7%, 82, 9%, 107, 112 ¢ 12%) para a casca cilindrica
engastada em uma extremidade.
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Figura 7.48 Primeira freqiiéncia natural normalizada para a casca cilindrica engastada em uma
extremidade com malhas de 2x2, 3x3, 4x4, 5x5, 6x6 ¢ 7x7 elementos.
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Figura 7.49 Segunda freqiiéncia natural normalizada para a casca cilindrica engastada em uma
extremidade com malhas de 2x2, 3x3, 4x4, 5x5, 6x6 e 7x7 elementos.
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Figura 7.50 Terceira freqiiéncia natural normalizada para a casca cilindrica engastada em uma
extremidade com malhas de 2x2, 3x3, 4x4, 5x5, 6x6 e 7x7 elementos.
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Figura 7.51 Quarta freqiiéncia natural normalizada para a casca cilindrica engastada em uma
extremidade com malhas de 2x2, 3x3, 4x4, 5x5, 6x6 e 7x7 elementos.

162



Capitule 7 Resultados Numéricos

1.20 . : . : : : : :
50 MODO —e—p=2
145 4 —omp=3
e B — p=4
© e e pz5
?;3 1.10 A QURI
= -2 - shelidl
£
S 1.05 -
©
(&
fand
L 4.00
o
s
L
0.95 - AR N
| .gl‘-"& A
0.90 — : . , : , : , : :
0 500 1000 1500 2000 2500

Numero de graus de liberdade

Figura 7.52 Quinta fregiiéncia natural normalizada para a casca cilindrica engastada em uma
extremidade com malhas de 2x2, 3x3, 4x4, 5x5, 6x6 ¢ 7x7 elementos.
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Figura 7.53 Sexta freqiiéncia natural normalizada para a casca cilindrica engastada em uma
extremidade com malhas de 2x2, 3x3, 4x4, 5x5, 6x6 ¢ 7x7 elementos.
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Figura 7.54 Sétima freqiiéncia natural normalizada para a casca cilindrica engastada em uma
extrermdade com malhas de 2x2, 3x3, 4x4, 5x5, 6x6 ¢ 7x7 elementos.
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Figura 7.55 Oitava freqiiéncia natural normalizada para a casca cilindrica engastada em uma
extremidade com malhas de 2x2, 3x3, 4x4, 5x5, 6x6 ¢ 7x7 elementos.
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Figura 7.56 Nona freqiténcia natural normalizada para a casca cilindrica engastada em uma
extremidade com malhas de 2x2, 3x3, 4x4, 5x3, 6x6 e 7x7 elementos.
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Figura 7.57 Décima freqiiéncia natural normalizada para a casca cilindrica engastada em uma
extremidade com malhas de 2x2, 3x3, 4x4, 5x5, 6x6 ¢ 7x7 elementos.
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Figura 7.58 Décima primeira freqiiéncia natural normalizada para a
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com malhas de 2x2, 3x3, 4x4, 5x5, 6x6 e 7x7 elementos.
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Figura 7.59 Décima segunda freqiiéncia natural normalizada para a
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com malhas de 2x2, 3x3, 4x4, 5x5, 6x6 e 7x7 elementos.
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1" MODO 2°MODO

3° MODRO 4 MODO

5°MODO 6° MODO

Figara 7.60 Modos de vibrar (1°, 2°, 3%, 4°, 5° ¢ 6°) para a casca cilindrica engastada em uma
extremidade com malha de discretizacfio de 7x7 elementos.

167



Capitule 7 Resultados Numéricos

7°MODO 8° MODO

9° MODO 10° MODO

11° MODO 12° MODO

Figura 7.61 Modos de vibrar (7°, 8°, 9°, 10°, 11° ¢ 12°) para a casca cilindrica engastada em uma
extremidade com malha de discretizacfio de 7x7 elementos.
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7.3.2 Casca cilindrica engastada em seus lados

Em fun¢fio da geometria a casca cilindrica engastada em seus lados foi modelada com seis
malhas de discretizagfio de 2x2, 3x3, 4x4, 5x5, 6x6 ¢ 7x7 elementos.

Apresentam-se as doze primeiras freqiiéncias naturais normalizadas (6/@ea). Os resultados
experimentais Mea, [DebNatheral, 1969] das doze primeiras freqiiéncias naturais sdo,
respectivamente, 814, 940, 1260, 1306, 1452, 1735, 1802, 2100, 2225, 2280, 2518 ¢ 2622 Hz.

As Tabelas 7.36 ¢ 7.37, e as Figuras 7.62, 7.63, 7.64, 7.65, 7.66, 7.67, 7.68, 7.69, 7.70,
7.71, 772 e 7.73, apresentam as doze primeiras freqiiéncias naturais normalizadas
[Deb Nath et al., 1969] para cada malha de discretizagdo e o nimero de graus de liberdade (NGL)
envolvidos na andlise do elemento finito proposto com seus refinamentos (p=2, p=3, p=4 ¢ p=5) ¢
dos outros elementos finitos comparados (9URI e Shell93).

As caracteristicas da casca cilindrica modelada sio as seguintes:

5=101.6 mm
L=76.2 mm
R=762.0 mm
=033 mm

E=6.89x 10" N/m®
p=2.66x%10° Kg/m®
v=0233

As Figuras 7.74 e 7.75 ilustram os doze primeiros modos de vibrar da casca cilindrica
engastada em seus lados, obtidos a partir do elemento finito proposto com refinamento de 5° grau
(p = 5) e malha de discretizagio de 7x7 elementos.
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Malha | NGL | p=2 | NGL | p=3 | NGL p=4 I NGL | p=5 | NGL | SURI | NGL | Shell93
2x2 54 12785 1 90 22486 | 126 [2.1580 { 186 |2.0363 | 54 [13164 | 30 |1, 1732

ol 33 | 150 13421 222 |1.2850 § 294 |1.2710 | 420 |1.2530 | 150 |1.1300 9 |1.0312
8 4x4 1294 |1.2900 | 414 111996 | 534 |1.1938 | 750 |1.1828 | 294 |1.0939 198 |1.1312
DE 5x5 1486 (12103 ] 666 11.1216 | 846 |1.1166 |1176 |1.1128 | 486 |1.0786 336 11.1069
T} 6x6 | 726 [ 1.1494 | 978 |1.0927 1230 | 1.0885 1698 1.0868 | 726 |1.0727 | 510 |1.0850
7x7 11014 |1.1208 11350 |1.0799 11686 |1.0762 {2316 |1.0753 | 1014 |1 0700 | 720 | 1.0750

2x2 54 12785 ¢ 90 22486 | 126 |2.1580 | 186 |2.0363 | 54 |1.3164 30 11732

o 33 150 13421 {222 112850 | 294 |1.2710 | 420 |1.2530 | 150 |1 1300 | 96 11.0312
8 x4 1294 11.2900 | 414 [1.1996 | 534 [1.1938 | 750 [1.1828 | 294 |1.0939 198 11.1312
OE 5x5 1486 112103 | 666 |1.1216 | 846 |1.1166 {1176 |1.1128 | 486 1.0786 1 336 |1.1069
T 6x6 1726 [1.1494 | 978 | 1.0927 | 1230 1.0885 §1698 |1.0868 | 726 |1.0727 | 510 |1.0850
7x7 11014 11.7208 {1350 |1.0799 | 1686 |1.0762 [2316 |1.0753 |1014 | 1.0700 720 | 1.0750

22 54 17961 | 90 (56018 | 126 5.5889 | 186 144837 ] 54 |13707 | 30 1.5238

o 3x3 | 150 112266 | 222 | 1.8668 | 294 |1.8206 | 420 |1.4358 [ 150 | 1.1423 96 |1.0215
8 4x4 1294 13102 1 414 1.1799 | 534 |1.1770 | 750 |1.1452 | 294 |1.1005 198 | 0.9943
_E 5x3 1486 112002 | 666 |1.1125 | 846 |[1.1108 [1176 |1.1034 | 486 |1.0553 336 |1.0555
“! 6x6 | 726 1.1553 | 978 [ 1.0705 | 1230 |1.0663 |1698 {1.0603 | 726 |1.0378 | 510 1.0445
X7 11014 11.1322 | 1350 | 1.0451 {1686 |1.0414 {2316 [1.0390 11014 |1.0300 720 11.0328

2x2 34 (20826 | 90 14.831 | 126 |14.820 [ 186 [9.0949 | 54 [1.6862 | 30 |2.1203

ol 3x3 1150 14407 | 222 12.3858 [ 294 (22633 § 420 [2.1268 | 150 |1.1804 96  11.0434
8 4x4 1294 [1.4698 | 414 113466 | 534 11.3406 | 750 |1.3077 | 294 |1.0625 198 | 1.0472
02 5x3 1486 |1.2781 | 666 |1.0978 | 846 [1.0930 {1176 [1.0738 | 486 |1.0511 336 11.0480
Tl o6x6 | 726 [1.1658 | 978 |1.0552 1230 11.0538 [ 1698 |1.0516 | 726 {1.0469 | 510 |1.0440
7x7 11014 11.0971 {1350 |1.0486 | 1686 |1.0475 [2316 |1.0465 | 1014 | 1.0450 720 |1.0423

2x2 122773 1 90 (22307 | 126 [21.202 | 186 |18.140 | 54 |22.766 | 30 4.5270

ol 3x3 1150 |13.287 | 222 23576 1 294 123280 | 420 [22812 | 150 |1.1444 96 | 1.4709
8 x4 1294 111.609 | 414 |1.4007 | 534 [1.3836 | 750 |1.1842 | 294 | 1.0201 198 1 1.0256
92 OX5 1486 |1.1827 | 666 |1.0774 | 846 |1.0748 [ 1176 |1.0655 | 486 | 1.0030 336 |1.0432
1 6x6 | 726 [1.0856 | 978 |1.0316 | 1230 1.0296 11698 11.0257 { 726 [0.9964 | 510 |1.0234
7x7 11014 110544 11350 | 1.0116 {1686 |1.0099 {2316 |1.0080 | 1014 |0.9934 720 |1.0068

2x2 54 121.823 1 90 120925 | 126 |18.406 | 186 |16.528 | 54 121.812 1 30 18.382

ol 3x3 150 114024 | 222 [3.7949 | 294 |3.7610 | 420 23122 | 150 |1 2967 | 96 | 1.5238
8 x4 | 294 97595 | 414 | 1.5567 | 534 115374 | 750 [1.3397 | 294 |1.0774 | 1 98 |0.9988
? OX5 1486 [1.3349 | 666 | 1.2106 | 846 |1.2068 1176 {1.1904 | 486 |1.0404 | 336 1.0001
Cl 6x6 | 726 111945 | 978 [1.1091 [ 1230 1.1069 11698 |1.1006 | 726 |1.0244 | 510 |1.0455
7x7 {1014 |1.1289 1350 | 1.0643 [1686 |1.0627 [2316 |1.0595 | 1014 |1.0171 720 | 1.0409

Tabela 7.38 Freqiiéncias naturais normalizadas (1%, 2%, 37, 4% 5" e 6% para a casca cilindrica
engastada em seus lados.
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Capitulo 7 Resultedos Numéricos
Maiha | NGL | p=2 NGL | p=3 NGL | p=4 | NGL | p=5 NGL | 9URI | NGL | Shello3
2x2 154 23.677 § 90 20385 | 126 18674 | 186 17445 1 54 24.562 | 30 19.754
o 3x3 150 [ 13.918 | 222 149747 | 294 493522 | 420 13.9459 | 150 {1.48% | 96 1.6264
g dx4 204 | 12.156 | 414 [ 1.8765 | 334 | 1.8439 | 750 | 1.6639 | 294 | 1.2446 | 198 | 1.0807
OE 5x5 486 | 1.5211 ] 666 | 12220 {1 846 [ 1.2204 (1176 11.1697 | 486 [1.1045 | 336 | 1.0370
™1 6x6 726 (13736 ) 978 11.0931 1230 [1.0913 {1698 11.0725 1 726 11.0443 | 310 | 1.0403
Tx7 11014 | 1.2742 [ 1350 [1.0395 11686 |1.0385 |2316 11.0322 1014 1 1.0177 | 720 {1.0163
2x2 54 22,622 | 90 19324 1 126 18,572 | 186 16494 | 54 26435 | 30 17.447
o 3x3 156 | 13.149 | 222 147401 | 294 47015 | 420 13,4081 | 150 [1.36306 | 96 1.7331
8 4x4 294 1 10.466 ¢ 414 | 1.6945 | 534 | 1.649]1 | 750 14445 3 294 | 1,1073 | 198 | 1.0266
? 5x5 486 1 1.4221 | 666 11.0974 | 346 [1.0920 {1176 1.0224 | 486 |1.0156 | 336 {0.9702
® 1 6x6 726 |1 1.2141 1 978 1 1.0041 | 1230 | 1.0035 {1698 0.9973 | 726 |0.9964 | 510 |0.9749
Tx7 11014 (11125 (1330 10.9895 1686 |0.9891 §2316 |0.9871 1014 | 0.9879 | 720 0.9753
2x2 54 23.18% | 90 19174 | 126 | 17.581 | 186 17.265 | 54 26.663 | 30 19213
o 3x3 150 | 14.090 § 222 149510 | 294 [ 4.9431 | 420 13.8410 | 150 | 1.6090 | 96 1.6390
8 x4 294 110112 | 414 11.9214 | 534 | 1.8479 | 750 (1.5000 | 294 11.086% { 198 | 1.1794
? 5x5 486 [1.6310 | 666 11.1832 | 846 |1.1778 y 1176 {1.1272 | 486 11.0343 § 336 1.0214
1 6x6 726 112035 1 978 1 1.0757 | 1230 11.0741 {1698 [ 1.05360 | 726 |1.0146 | 510 1.0244
Tx7 1014 | 1.1337 11350 11.0343 | 1686 1.0335 (2316 | 1.0268 | 1014 | 1.0058 | 720 11.0141
x2 54 22820 1 90 18.899 | 126 119.105 186 117992 | 34 27061 ¢ 30 20.258
ol 3x3 150 14473 | 222 160716 | 294 [16.0539 | 420 14.0038 | 150 |1.8386 | 96 1.7138
8 dx4d 204 | 98805 | 414 119265 | 534 11.8697 | 750 {1.7532 | 294 |1.2372 | 198 | 1.1512
? 5x5 486 |9.8498 | 666 11.4393 | 846 14294 ;11706 |1.3849 | 486 | 1.0927 | 336 | 1.0005
= 6x6 726 | 13519 1 978 | 1.1902 [ 1230 | 1.1867 |1698 |1.1592 ¢ 726 |1.0470 | 510 | 1.0649
Tx7 [ H014 | 12321 (1350 | 1.1027 ;1686  1.1008 [2316 | 1.0899 [ 1014 |1.0266 | 720 |1.0635
2x2 54 {22.009 § 90 19357 | 126 | 18.226 i 186 |16.967 | 54 247701 30 19.314
ol 3x3 150 |15.829 | 222 |6.6467 | 294 | 6.5888 i 420 15,1037 { 150 1.8274 ] 96 1.7889
8 4x4 294 111.166 § 414 | 1.7766 | 534 17362 | 750 | 1.5961 | 294 | 1.1295 § 198 | 1.4300
DE 5x5 486 | 89710 | 666 |1.3829 4 846 13770 11176 |1.2068 | 486 (1.0614 | 336 |1.0672
= 6x6 726 | 1.2582 1 978 111471 11230 11.1442 11698 | 11071 | 726 | 1.0378 | 510 |0.9795
Tx7 11014 (11727 1350 {1.0807 ;1686 11.0797 {2316 | 1.0688 | 1014 | 1.0270 | 720 | 1.0187
2x2 54 23,141 90 19.589 | 126 |19.106 | 186 16.473 54 26.101 30 18.990
ol 3x3 150 17.904 | 222 [7.4055 | 294 173379 { 420 |5.5315 | 150 |2.15316 | 96 2.4725
% 4x4 204 111155 ¢ 414 [1.9783 | 534 19374 | 750 | 1.8882 | 294 14442 | 198 | 1.4228
02 5x5 486 |8.6850 | 666 |[1.3871 | 846 11.3804 11176 |1.2485 | 486 12534 | 336 |1.1182
= 6x6 726 115761 F 978 | 11142 [ 1230 1 1.1120 1698 |1.0899 | 726 | 1.1032 | 318 | 1.0413
Tx7 | 1014 | 1.3811 [ 1350 |1.0475 | 1686 |1.0462 [ 2316 [1.0381 {1014 1.0428 | 720 |1.0299

Tabela 7.39 Freqiiéncias naturais normalizadas (7%, 8%, 9%, 10%, 11% ¢ 12%) para a casca cilindrica

engastada em seus lados.
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Capitulo 7 Resultados Numéricos
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Figura 7.62 Primeira freqiiéncia natural normalizada para a casca cilindrica engastada em seus
lados com malhas de 2x2, 3x3, 4x4, 5x5, 6x6 e 7x7 elementos.
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Figura 7.63 Segunda freqli€ncia natural normalizada para a casca cilindrica engastada em seus
lados com mathas de 2x2, 3x3, 4x4, 5x5, 6x6 ¢ 7x7 elementos.
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Figura 7.64 Terceira freqiiéncia natural normalizada para a casca cilindrica engastada em seus
lados com malhas de 2x2, 3x3, 4x4, 5x5, 6x6 e 7x7 elementos.
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Figura 7.65 Quarta freqiiéncia natural normalizada para a casca cilindrica engastada em seus
lados com malhas de 2x2, 3x3, 4x4, 5x5, 6x6 ¢ 7x7 elementos.
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Capiiuip 7 Resultados Numéricos
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Figura 7.66 Quinta freqiiéncia natural normalizada para a casca cilindrica engastada em seus
lados com malhas de 2x2, 3x3, 4x4, 5x5, 6x6 e 7x7 elementos.
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Figura 7.67 Sexta freqiiéncia natural normalizada para a casca cilindrica engastada em seus lados
com malhas de 2x2, 3x3, 4x4, 5x5, 6x6 ¢ 7x7 elementos.
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Figura 7.68 Sétima freqiiéncia natural normalizada para a casca cilindrica engastada em seus
lados com malhas de 2x2, 3x3, 4x4, 5x5, 6x6 ¢ 7x7 elementos.
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Figura 7.69 Oitava freqiiéncia natural normalizada para a casca cilindrica engastada em seus
lados com malhas de 2x2, 3x3, 4x4, 5x3, 6x6 e 7x7 elementos.
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Capitulo 7 Resultados Numéricos
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Figura 7.70 Nona freqiiéncia natural normalizada para a casca cilindrica engastada em seus lados
com malhas de 2x2, 3x3, 4x4, 5x5, 6x6 e 7x7 elementos.
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Figura 7.71 Décima freqliéncia natural normalizada para a casca cilindrica engastada em seus
lados com malhas de 2x2, 3x3, 4x4, 5x5, 6x6 e 7x7 elementos.
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Figura 7.72 Décima primeira freqiiéncia natural normalizada para a casca cilindrica engastada
com malhas de 2x2, 3x3, 4x4, 5x5, 6x6 e 7x7 elementos.
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Figura 7.73 Décima segunda freqiiéncia natural normalizada para a casca cilindrica engastada
lados com malhas de 2x2, 3x3, 4x4, 5x5, 6x6 e 7x7 elementos.
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Capitulo 7 Resultados Numéricos
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Figura 7.74 Modos de vibrar (1°, 2°, 3°, 4° 5° e 6°) para a casca cilindrica engastada em seus
lados com malha de discretizag¢do de 7x7 elementos.
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Capitulo 7 Resultados Numéricos
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Figura 7.75 Modos de vibrar (7°, 8°, 9°, 10°, 11° e 12°) para a casca cilindrica engastada em seus
lados com malha de discretizacio de 7x7 elementos.
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Capitulo 7 Resultados Numéricos

7.3.3 Casca esférica engastada em uma extremidade

Em fun¢do da geometria a casca esférica engastada em uma extremidade (Figura 7.76) foi
modelada com seis malhas de discretizagfio de 2x2, 3x3, 4x4, 5x3, 6x6 e 7x7 elementos.

Apresentam-se as cinco primeiras freqiiéncias naturais normalizadas (/). Os resultados
experimentais e, [Leissaeral, 1983] das cinco primeiras freqiiéncias naturais  sdo,
respectivamente, 47.4, 51.32, 159,92, 178.4 ¢ 258.37 Hz.

A Tabela 7.40, ¢ as Figuras 7.77, 7.78, 7.79, 7.80 e 7.81, apresentam as cinco primeiras
freqliéncias naturais normalizadas [Leissa ef al, 1983] para cada malha de discretizagiio e o
numero de graus de liberdade (NGL) envolvidos na andlise do elemento finito proposto com seus
refinamentos (p=2, p=3, p=4 ¢ p=5) e dos outros elementos finitos comparados (9URI e Shell93).
As caracteristicas da casca modelada sfo as seguintes: L = 18.0,  =36.0, r=0.18, E = 1.0x10’,
p=026x10"¢ v=03.

Figura 7.76 Casca esférica engastada em uma extremidade.

A Figura 7.82 ilustra os cinco primeiros modos de vibrar da casca esférica engastada em
uma extremidade, obtidos a partir do elemento finito proposto com refinamento de 5° grau (p = 5)
¢ malha de discretizacdo de 7x7 elementos.
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Capitulo 7 Resultados Numéricos
Malha | NGL | p=2 | NGL | p=3 | NGL | p=4 | NGL | p=5 | NGL | 9URI | NGL | Shell93
2x2 100 | 2.0565 ) 136 | 1.1327 ) 172 111410 232 | 11167 | 110G | 0.9578 &0 : 0.9279

o 3x%3 210 | 1.3609 ] 282 | 1.08071% 334 |1.0782 1 480 | 1.0618 | 210 | 1.0035] 163 | 0.9849
% 4x4 360 | 1.I840 ] 480 | 1.0664 1 600 | 1.0584 8lo | 1.052! 360 | 1.0124 1 280 | 1.0035
32 5x5 550 | L1223 1 730 | 1040010 910 1 1.0332 ) 1240 | 1.0306 | 550 | 1.0150§ 425 | 1.0071
1 6x6 780 | 1.0955F 1032 1 1.0287 ) 1284 | 1.0232 1 1752 | 1.0218 | 780 | 1.0161 ) 600 | 1.0082
7 1050 | 1.0820§ 1386 | 1.0238 | 1722 | 1.018%9 | 2332 | 1.0181 | 1050 | 1.0167 | 803 | 1.0090

2x2 100 2.1973 1 136 112328 172 §1.2218 ) 232 | 1.1433 106G | 0.9763 80  1.0435

o 3x3 210 | 1.5584 1 282 1 1.0500 ] 354 | 1.0385 1 480 | 1.0216 | 210 | 0.8716 | 1635 1 0.9609
g dxd 360 | 1.2444 | 480 | 0.9857 | 600 (09812 816 [ 0.9726 ] 360 | 0.9746 ) 280 | 0.9549
? 5x5 550 ] L1023 ] 730 1 098024 910 1 0.9759 ) 1240 | 0.9709 | 550 | 0.9752 7 4235 | 09377
o 6%x6 780 | 1.0361 | 1032 | 0.97R0 ¢ 1284 L 09738 4 1752 | 0.9707 1 778G | 0.9751 1 600 | 0.9607
Tx7 1050 | 1.0022 4 1386 | 0.9771 ¢ 1722 [ 0.9730§ 2352 | 0.9710 | 1050 | 0.9748 | 805 | 0.9628

2x2 100 {32082 136 [ 1.0979 ) 172 | 1.0923 1 232 | 1.0467 1 100 | 1.0478 80 | 0.8872

o 3x3 210 | 1.6095 ) 282 [ 1.0277 | 354 | 1.0180 ; 480 | 1.0044 | 210 | 0.9874 | 165 | 0.8947
8 4x4 360 | 1.2451 7 480 : 1.0039 ] 600 109964 | 816 | 09911 360G | 0.9854 7 280 | 0.9202
? 5x5 550 1 L1137 0 730 (09950 910  0.9890 | 1240 | 0.9863 | 550 | 0.9853 | 425 | 0.9405
66 780 | 1.0578 | 1032 1 0.9911 ] 1284 [ 0.9860{ 1752 | 0.9844 | 780 | 0.9854 | 600 | 0.9530
7x7 1050 | 1.0307 | 1386 | 0.9893 ] 1722 | 0.9849 | 2352 | 0.9838 | 1050 | 0.9855 | 805 | 0.9609

2x2 100 135228 136 | 1.2923 | 172 1 1.2802 ¢ 232 | L2517 100 | 1.0140 80 | 0.8527

o 3x3 210 | 16106 282 1 1.0431) 354 [ 1.0391 1 480 | 1.0238 | 210 | 0.9869 | 165 | 0.9266
8 4x4 360 | 1.2254 | 480 | 0.9986 | 600 |0.9957 1 816 | 0.9890 | 360 | 0.9830 280 | 0.9377
.GE 5x5 550 1 1.0993 | 730 ; 0.98751 910 | 0.9846 | 1240 | 0.9805 | 550 | 0.9815 ) 425 | 09465
1 6x6 780 1 1.0477 1 1032 1 098391 1284 | 09811 § 1752 | 0.9784 | 780 | 0.9807 1 600 | 09540
Tx7 1050 § 1.0220 ] 1386 | 0.9826 1§ 1722 | 0.9799 | 2352 | 0.9780 | 1050 { 0.9802 | 805 | 0.9596

x2 100 126384 136 1 12795 % 172 | 1.2679 1 232 | L.1531 100 | 1.0488 80 | 0.9728

o 3x3 216 [ 139524 282 | 1.00881 354 10,9995 480 | 0.9819 | 210 | 09795 165 | 0.9629
8 4x4 360 11.1451 1 480 [ 0.9861§ 600 | 09780, 816 | 0.9711 360 | 09713 280 | 09312
? 5x5 550 1 106020 730 | 09792 910 ! 0.9723 1 1240 | 0.9685 | 550 | 0.9705 | 425 | 0.9357
o 6x6 780 | 1.0240 1§ 1032 1 0.9763 | 1284 | 0.9703 1 1752 | 6.9678 | 730 | 0.9705] 600 | 0.9435
X7 1050 | 1.0060 § 1386 | 0.9749 | 1722 | 0.9695 | 2352 | 0.9678 | 1050 | 0.9706 | 805 | 0.9498

Tabela 7.40 Freqliéncias naturais normalizadas (17, 27, 3%, 4* e 5%) para a casca esférica engastada
em uma extremidade.
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Figura 7.77 Primeira freqliéncia natural normalizada para a casca esférica engastada em uma
extremidade com malhas de 2x2, 3x3, 4x4, 5x3, 6x6 e 7x7 elementos.
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Figura 7.78 Segunda freqiiéncia natural normalizada para a casca esférica engastada em uma
extremidade com malhas de 2x2, 3x3, 4x4, 5x5, 6x6 ¢ 7x7 elementos.
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Capituio 7 Resultados Numéricos
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Figura 7.79 Terceira freqtiéncia natural normalizada para a casca esférica engastada em uma
extremidade com malhas de 2x2, 3x3, 4x4, 5x5, 6x6 e 7x7 elementos.
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Figura 7.80 Quarta freqliéncia natural normalizada para a casca esférica engastada em uma
extremidade com malhas de 2x2, 3x3, 4x4, 5x5, 6x6 e 7x7 elementos.
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Figura 7.81 Quinta freqiiéneia natural normalizada para a casca esférica engastada em uma
extremidade com malhas de 2x2, 3x3, 4x4, 5x5, 6x6 e 7x7 elementos.
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1* MODO 2°MODO

3°* MODO 4* MODO

5* MODO

Figura 7.82 Modos de vibrar (1°, 2° 3° 4° e 35°) da casca esffrica engastada em uma
extremidade, obtidos a partir do elemento finito proposto com refinamento de 5° grau (p = 5) ¢
malha de discretizagfio 7x7 elementos.
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5

7.3.4 Placa circular engastada nas extremidades

Em fungiio da geometria modelou-se apenas um quarto da placa com matha de discretizacio
de 12 elementos (Figura 7.83) para vérias relagdes entre espessura e dimensdo caracteristica (no
caso o taio R): #/a = 107 (placa moderadamente grossa) e #a = 107, 107, 10™, 107 e 10° (placa
fina).

Apresentam-se as seis primeiras freqliéncias naturais normalizadas (65/6ex). Os resultados
Oexato $A0 Obtidos a partir da Teoria de Placas Finas [Leissa, 1969] que, neste caso, fornece a
solugfio exata somente para placas finas:

A2 Iy
(‘Dexam = "{\:3_ 2 (79)
a ypl

na qual, p € a densidade por unidade de volume, a a dimensfio caracteristica da placa, ¢ a espessura
da placa e D sua rigidez.

Na Equagfio (7.9) os valores da constante A* para as seis primeiras freqtiéncias naturais séo,
respectivamente, 10.2158, 34.88, 39.771, 69.6659, 84.58 ¢ 89.104.

A Tabela 7.41, e as Figuras 7.84, 7.85, 7.86, 7.87, 7.88 ¢ 7.89, apresentam as seis primeiras
freqiiéncias naturais simétricas normalizadas através da Teoria de Placas Finas de Kirchhoff
[Leissa, 1969] para cada relagfio #/a ¢ o nimero de graus de liberdade (NGL) envolvidos na
andlise do elemento finito proposto com seus refinamentos (p=2, p=3, p=4 ¢ p=5) e dos outros
elementos finitos comparados (9URI e Shell93).

A Tabela 7.42 ilustra os seis primeiros modos de vibrar simétricos da placa circular
engastada nas extremidades, obtidos a partir do elemento finito proposto com refinamento de
5% grau (p = 5) e do elemento Shell93 do ANSYS, com malha de discretizagio de 7x7 elementos e
Va=10,

A analise da placa com o elemento finito Shell93 do ANSYS para as relagdes t/a = 107, 107
e 10, ndo foram concluidas e o programa apresentou a seguinte mensagem de erro: "Probably

initial shift greater than first mode or Final Mode(s) is in a cluster". E por esta razdio, estes
resultados ndo aparecem na Tabela 7.41 e nas Figuras 7.84, 7.85, 7.86, 7.87, 7.88 ¢ 7.89.
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Figura 7.83 Placa circular engastada nas extremidades com malha de 12 elementos.
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va =2 =3 p=4 p=5 SURI | Shell93
107 | 09799 1 09735 | 09727 | 09740 | 0.9705 | 1.0270
of 107 | 1.0000 { 1.0000 | 09999 | 1.0000 | 0.9949 | 1.0270
S 10° | 1.0000 | 1.0000 | 0.9999 | 1.0000 | 1.0010 | 3.7630
:z'f 10° 1 1.0270 | 1.0000 | 1.0000 | 09999 | 1.0010 *
T 10% | 1.0270 | 1.0000 | 1.0000 | 0.9999 | 1.0010 *
10° | 1.0270 | 1.0000 | 1.0000 | 09999 | 1.0010 *
10" | 09485 | 09257 | 09229 | 0.9294 | 09208 | 1.1220
of 107 | 1.0150 | 1.0150 | 1.0100 | 1.0060 | 1.0010 | 1.1220
81 10° | 1.0150 | 1.0150 | 1.0100 | 1.0060 | 1.0070 | 1.2480
§ 10* | 1.1220 | 1.0150 | 1.0150 | 1.0100 | 1.0070 *
107 | 11220 | 1.0150 | 1.0150 | 1.0100 | 1.0070 *
10° | 1.1220 | 1.0150 § 1.0150 | 1.0100 | 1.0070 *
10" | 09485 | 09201 | 09168 | 09256 | 0.9335 | 1.1380
ol 107 | 1.0040 | 1.0040 | 1.0030 | 1.0090 | 1.0110 | 1.1380
S 10° | 1.0040 | 1.0040 | 1.0030 | 1.0090 | 1.0100 | 1.2860
02 10% { 1.1380 | 1.0040 | 1.0040 | 1.0030 | 1.0100 *
8 10° | 1.1380 | 1.0040 | 1.0040 | 1.0030 | 1.0100 *
10° | 11380 | 1.0040 § 1.0040 | 1.0030 | 1.0100 *
107 | 09043 | 0.8770 | 0.8735 | 0.8857 | 0.8669 | 1.1870
ol 107 | 1.0790 | 1.0760 | 1.0420 | 1.0180 | 1.0400 | 1.1870
81.10° | 10790 | 1.0760 | 1.0420 | 1.0180 | 1.0200 | 0.8275
:2 10* | 1.1870 | 1.0790 | 1.0760 | 1.0420 | 1.0200 *
T10° § 1.1870 | 1.0790 | 1.0760 | 1.0420 | 1.0200 *
10° | 1.1870 | 1.0790 | 1.0760 | 1.0420 | 1.0200 %
10" | 09211 | 0.8618 | 0.8558 | 0.8835 | 0.8461 | 1.3840
ol 107 | 1.0430 | 1.0420 | 1.0260 | 1.0390 | 09774 | 1.3840
2] 10° | 1.0430 | 1.0420 | 1.0260 | 1.0390 | 1.0410 | 0.8480
? 10° | 1.3840 | 1.0430 | 1.0420 | 1.0260 | 1.0410 *
1107 F 13840 | 1.0430 | 1.0420 | 1.0260 | 1.0410 *
10° | 13840 | 1.0430 | 1.0420 | 1.0260 | 1.0410 *
107 | 0.9293 | 0.8576 | 0.8508 | 0.8868 | 0.8446 | 1.4140
ol 107 1 1.0150 | 1.0150 | 1.0090 | 1.0500 | 09868 | 1.4140
80 10° | 10150 | 1.0150 | 1.0090 | 1.0500 | 1.0520 | 0.9381
=1 10" | 1.4140 | 1.0150 | 1.0150 | 1.0090 | 1.0520 *
©I710% | 1.4140 | 1.0150 | 1.0150 | 1.0090 | 1.0520 *
10° | 1.4140 | 1.0150 | 1.0150 | 1.0090 | 1.0520 *
NGL 140 230 320 482 140 104

(

YERRO: "Probably initial shift greater than first mode or Final Modefs) is in a cluster.

Tabela 7.41 Freqiiéncias naturais simétricas normalizadas da placa circular engastada nas
extremidades com malha de discretizagiio de 12 elementos.
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Figura 7.84 Primeira freqiiéncia natural simétrica normalizada para a placa circular engastada
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Figura 7.85 Segunda freqiiéncia natural simétrica normalizada para a placa circular engastada
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Figura 7.86 Terceira freqiiéncia natural simétrica normalizada para a placa circular engastada
nas extremidades com malha de discretizagio de 12 elementos.
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Figura 7.87 Quarta freqiiéncia natural simétrica normalizada para a placa circular engastada nas
extremidades com malha de discretizag@o de 12 elementos.
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Figura 7.88 Quinta freqii€ncia natural simétrica normalizada para a placa circular engastada nas
extremidades com malha de discretizacdo de 12 elementos.
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Figura 7.89 Sexta freqliéncia natural simétrica normalizada para a placa circular engastada nas
extremidades com malha de discretizag8o de 12 elementos.
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[Leissa, 1969] HIERARQUICO ANSYS

1° MODO SIM.

5°MODO SIM. | 4° MODO SIM. | 3° MODO SIM. | 2° MODO SIM.

6° MODO SIM.

Tabela 7.42 Modos de vibrar simétricos (1°, 2° 3°, 4°, 5° ¢ 6°) da placa circular engastada em
seus lados, obtidos a partir do elemento finito proposto com refinamento de 5° grau (p = 5) e do
elemento Shell93 do ANSYS, com malha de discretizacio de 7x7 elementos ¢ #/a=10".
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7.2.5 Placa quadrada apoiada nos quatro cantos

Para verificar se o elemento finito com refinamento hierdrquico gera elementos com modos
espurios propagaveis em toda malha foi feito um teste classico proposto na literatura: a analise de
uma placa quadrada apoiada nos quatro cantos (Figura 7.90), que ¢ extremamente sensivel a
existéncia de modos espurios de flexdo.

Em fungéo da geometria a placa foi modelada com malha de discretizagdo regular de 3x3,
5x5, 7x7 e 9x9 elementos.

Apresentam-se as seis primeiras freqliéncias naturais normalizadas (/®ex0). Os resultados
Wexaro $80 Obtidos a partir da Teoria de Placas Finas [Leissa, 1969] que, neste caso, fornece a
solugdo exata somente para placas finas:

g Lok (7.10)

QX0 3

na qual, o € a densidade por unidade de volume, a a dimensdo caracteristica da placa, t a
espessura da placa e D sua rigidez.

Na Equago (7.10) os valores da constante A’ para as seis primeiras freqiiéncias naturais
sdo, respectivamente, 7.12, 15.77, 15.77, 19.6, 38.44 ¢ 44 4.

A Tabela 7.43 e as Figuras 7.91, 7.92, 7.93, 7.94, 7.95 ¢ 7.96 apresentam as seis primeiras
freqiiéncias naturais normalizadas [Leissa, 1969] para cada malha de discretizacdo e o numero de
graus de liberdade (NGL) envolvidos na andlise do elemento finito proposto com seus
refinamentos (p=2, p=3, p=4 e p=5) e dos outros elementos finitos comparados (9URI ¢ Sheli93).
As caracteristicas da placa modelada sdo as seguintes: a=1.0, r=0.001, E= 6.89x1010,
p=266x10"e v=0.23.

Os resultados obtidos com os elementos finitos SURI e Shell93 do ANSYS estio muito
distantes do resultado analitico considerado como "exato" (os modos espurios se propagam em
toda malha distorcendo a solugdo) como pode se verificar na Tabela 7.43 e, por esta razdio, os
resuitados para estes elementos nio aparecem nas Figuras 7.91, 7.92, 7.93, 7.94, 7.95 e 7.97.

A Tabela 7.44 ilustra os seis primeiros modos de vibrar da placa quadrada apoiada nos
cantos, obtidos a partir do elemento finito proposto com refinamento de 5° grau (p=3) e do
elemento Shell93 do ANSYS com malha de discretizacdo de 7x7 elementos.
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Figura 7.90 Placa quadrada apoiada nos quatro cantos.

Malha | NGL | p=2 | NGL | p=3 | NGL p=4 §NGL | p=5 | NGL | 9URI § NGL | Shel193
o 33 143 1 1.0588 | 215 | 1.0002{ 287 | 1.0002¢ 413 | 1.0002 | 143 * 116 *
8 5x5 359 | 1.0203 | 539 {0.9990f 719 | 0.9990 | 1049 | 0.9990 | 359 * 284 *
QE 7x7 671 11.0097 § 1007 | 0.9988 | 1343 | 0.9988 | 1973 | 0.9988 | 671 * 524 *
b o9x9 1079 [ 1.0054 § 1619 | 0.9988 | 2159 | 0.9988 | 3185 | 0.9988 | 1079 * 836 *
o 3x3 143 1 1.0342 1 215 {1.0224 | 287 | 1.0224 | 413 | 1.0224 1 143 * 116 *
g 5x5 359 | 10138 | 539 | 1.0073 | 719 | 1.0073 1 1049 | 1.0074 | 359 * 284 *
? 7x7 671 | 1.0073 | 1007 | 1.0036 | 1343 | 1.0036 | 1973 | 1.0036 | 671 * 524 *
No9x9 1079 11.0045 | 1619 | 1.0022 | 2159 | 1.0022 1 3185 | 1.0021 | 1079 * 8§36 *
of 3x3 143 11.0342 7 215 11.0224 F 287 | 1.0224 | 413 | 1.0224 | 143 * 116 *
g" 5x5 359 | 1.0138 ) 539 [ 1.0073] 719 | 1.0073 | 1049 | 1.0074 | 359 * 284 *
? Tx7 671 | 1.0073 | 1007 ; 1.0036 | 1343 | 1.0036 1 1973 | 1.0036 | 671 * 524 *
1 ox9 1079 | 1.0045 1 1619 | 1.0022 | 2159 | 1.0022 | 3185 | 1.0021 | 1079 * 336 *
o 33 143 | 1.0457 | 215 | 1.0030) 287 |1.0030F 413 |1.00301 143 * 116 *
8 5x5 359 1 1.0161 7 539 | 1.0006{ 719 | 1.0006 [ 1049 | 1.0006 | 359 * 284 *
OE Tx7 671 | 1.0082 | 1007 | 1.0001 | 1343 | 1.0001 | 1973 | 1.0001 | 671 * 524 *
T oox9 1079 1 1.0049 ¢ 1619 | 1.0000 | 2159 | 1.0000 | 3185 | 1.0000 | 1079 * 836 *
o 3x3 143 | L1585 [ 215 | 1.0254] 287 | 1.02541 413 | 1.1643 1 143 * 116 *
8 5x5 359 11.0601 | 539 | 1.0483{ 719 | 1.0483 { 1049 | 1.0638 | 359 * 284 *
02 X7 671 {10304 | 1007 | 1.0274 | 1343 | 1.0274 | 1973 | 1.0431 | 671 * 524 *
9x9 1079 | 1.0183 § 1619 | 1.0169 | 2159 | 1.0169 | 3185 | 1.0202 | 1079 * 836 *
o 3x3 143 11.0290 ) 215 | 1.0208 } 287 | 1.0208 | 413 | 1.0208 | 143 * 116 *
8“ 5x5 359 | 1.0167 F 539 | 1.0041 1 719 | 1.0041 | 1049 | 1.0041 | 359 * 284 *
? Tx7 671 {1.0095 [ 1007 | 1.0613 1 1343 | 1.0013 | 1973 | 1.0013 | 671 * 524 *
Zl 9x9 | 1079 | 1.0058 | 1619 | 1.0004 | 2 159 | 1.0004 § 3185 | 1.0004 | 1079 * 836 *
(*) Resultados obtidos estiio muito distantes da solucao analitica "exata’.

Tabela 7.43 Freqii€ncias naturais normalizadas (1%, 2%, 3%, 4% 5% ¢ 6% para a placa quadrada
apoiada nos cantos.
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Figura 7.91 Primeira freqiiéncia natural normalizada para a placa quadrada apotada nos cantos

com malhas de discretizacfo de 3x3, 5x5, 7x7, e 9x9 elementos.
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Figura 7.92 Segunda freqliéncia natural normalizada para a placa quadrada apoiada nos cantos

com malthas de discretizacdo de 3x3, 5x5, 7x7, e 9x9 elementos.
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Figura 7.93 Terceira freqiiéncia natural normalizada para a placa quadrada apoiada nos cantos
com malhas de discretizacio de 3x3, 5x5, 7x7, e 9x9 elementos.
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Figura 7.94 Quarta freqiiéncia natural normalizada para a placa quadrada apoiada nos cantos
com malhas de discretizacfo de 3x3, 5x5, 7x7, e 9x9 elementos.
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Figura 7.95 Quinta freqtiéncia natural normalizada para a placa quadrada apoiada nos cantos
com malhas de discretizacdo de 3x3, 5x5, 7x7, e 9x9 elementos.
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Figura 7.96 Sexta freqiiéncia natural normalizada para a placa quadrada apoiada nos cantos com
malhas de discretizacdo de 3x3, 5x5, 7x7, e 9x9 elementos.
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[Leissa, 1969) HIERARQUICO ANSYS

1°MODO

2° MODQO

3*MODO

4° MODO

5° MODO

6° MODO

Tabela 7.44 Modos de vibrar (1°, 2° 3° 4° 5° e 6°) da placa quadrada apoiada nos cantos,
obtidos a partir do elemento finito proposto com refinamento de 5° grau (p = 5) e do elemento
Shell93 do ANSYS, com malha de discretizacio de 7x7 elementos e t/a = 0.001.
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8 CONCLUSOES

A partir dos resultados numéricos, verifica-se que o refinamento da solugio do elemento
isoparametrico (p=2), através da introducdo de polinémios de terceiro (p=3), quarto (p=4) e
quinto (p=35) graus, apresenta excelentes resultados.

Constatou-se, tambem, que quanto mais severas as condicdes de contorno impostas (por
exemplo, todos os lados engastados), a convergéncia se torna mais lenta, mas sempre, obtendo-se
melhores resultados com o refinamento hierarquico.

Pode-se verificar, ainda, que os resultados obtidos pelo elemento isoparamétrico para
situagdes de placas e cascas moderadamente grossas, sdo excelentes (convergéncia rapida) e com
a redugdo da espessura, situagdes de placa e casca fina, a convergéncia se torna mais lenta em
funcdo do elemento apresentar um aumento excessivo de sua rigidez. O refinamento hierarquico
através da inser¢do de polinémios de terceiro, quarto e quinto graus reduziu a caracteristica de
rigidez excessiva do elemento isoparamétrico apresentando uma excelente convergéneia para
situagdes de placas e cascas finas ou moderadamente grossas.

Com o refinamento da malha os resultados obtidos com a introducdo de polindmios de
terceiro, quarto € quinto graus, convergem para os obtidos com integracdo reduzida, com a
vantagem do novo elemento nio gerar elementos com modos espuirios.

O elemento proposto mostrou ser relativamente insensivel quanto a distorgdo da malha e
ndo apresenta os problemas de blogueio na analise de placas e cascas finas. Pode-se observar
também que a convergéncia com o refinamento da matha € muito boa, apresentando resultados
semelhantes para p=3, 4 € 5, 0 que pode representar um ganho computacional, uma vez que, bons
resultados sdo obtidos fazendo somente o refinamento de terceiro grau.
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Resumidamente, pode-se dizer que a partir dos resultados dos exemplos numéricos,
verifica-se que o refinamento da solugdo do elemento isoparamétrico (p=2), através da introducio
de polindmios de terceiro (p=3), quarto (p=4) e quinto (p=5) graus, apresenta os seguintes
resultados:

- excelente convergéneia com p =3;

- resultados semelhantes para p=3, p=4 ¢ p=35;

- praticamente insensivel quanto a distor¢io da malha;

- ndo gera elementos com modos espurios;

- ndo apresenta os problemas de bloqueio na andlise de placas e cascas finas;

- com o refinamento da malha os resultados convergem para os obtidos com integracio reduzida.

A natureza hierdrquica da formulagdo possibilita empregar expansdes polinomiais
diferentes ao longo de lados e elementos diferentes, mas neste trabalho o refinamento adaptativo
néo foi explorado. O refinamento hierarquico foi efetuado empregando expansdes polinomiais de
mesmo grau ao longo de lados e elementos. Utilizando-se uma formulagdio subparamétrica do
tipo hierdrquica com refinamento adaptativo, é possivel identificar os lados e os elementos mais
carentes de refinamento, podendo gerar novos graus de liberdade hierarquicos, sempre que
requeridos pela magnitude do erro envolvido na analise.

Portanto, uma proposta de continuidade deste trabalho é o desenvolvimento de uma
formulagdo subparametrica do tipo hierdrquica com refinamento adaptativo utilizando
estimadores de erro. Uma vez que os resultados obtidos com os refinamentos de quarto e quinto
graus apresentam solugdes melhoradas, mas com um alto custo computacional € muito proximas
das obtidas com o refinamento de terceiro grau, a andlise hierdrquica de guarto e quinto graus néo
devem ser utilizadas no refinamento adaptativo.

Como foi mostrado neste trabalho, quando a malha de discretizagdo era grosseira os
resultados obtidos com os refinamentos hierarquicos, embora melhores que os da analise
1soparameétrica, ndo eram satisfatorios. Portanto uma outra proposta de continuidade deste
trabatho € o desenvolvimento de uma formulacdo com refinamento A-p, que é uma combinacgio
do refinamento do tipo /# (a malha é refinada através da divisdo sucessiva do tamanho dos
elementos) e do refinamento do tipo p hierarquico.
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APENDICE A DETERMINAGAO DOS VETORES E VERSORES

A.1 Determinacao dos vetores ry, r.e r;

No ponto O, genérico, da superficie média do elemento de casca (Figura A.1), considere-se
a definicdo de um vetor r;, normal a ela, obtido a partir do produto vetorial de dois outros vetores:
F, e r,, tangentes a esta superficie:

rEm) = SL%E;’"E")" (A1)
SR (E
nEn)= _T_é%ﬂl (A.2)
Portanto,
#EM =REMAREN (A.3)

5

X

Figura A.1 Vetor 7y, normal a superficie média e vetores 7, e 7,, tangentes a superficie.

207
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Considerando-se a Equagao (3.2), pode-se escrever, entdo, que:

1 ON,
r(gn) = Z—é?“nl 7 (A.4)
je=i
Fi AN,
nEN) = ZE"“@"%‘@ 7 (A.5)

=i

Se 1, 1, € 15 sBo, respectivamente, as componentes do vetor 7, segundo os eixos X, Y e Z do
sistema de referéncia global e, da mesma forma, »,,, r,, € 5, as componentes do vetor 7, pode-
se, tendo-se em conta a Equacio (3.1), escrever que:

m(é@,n)L 5 jx,-
8N
ﬁ(@n)Jm@n) =Z“—;3%3—)- ¥ (A.6)
ra&m)) 2]
e que:
m@ml . jx,.’-
AN, (&,
Fz(é,n)Jrzz(én) =ZW“;%})- yf-L (A7)
ry(Em) =l tz, J

Sei,j ek sio uma base triortogonal, associada ao sistema de referéncia global, o vetor 73, de
componentes ry;, fyx € 133, Obtido a partir da Equagdo (A.3), sera dado por:

jm(&,n)l P 7 K
rEM =1 EM =1 EM mEND nEN) (A.8)
r (&) r(&m) e Em 3 (&)

Resolvendo-se a equacdo anterior e substituindo-se as componentes de 7, e 5, dadas através das
Equacdes (A.6) e (A.7), obtém-se que:

L oN ) 0N (&)
= 2 = R (A9)
j=b =l
S oN (5 n) N, (6N
e = 20 T = o ) (A.10)

= =l
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44 el

N, 0N, ()
ri(En) = Z é?ﬂ) -z jé?n

(x;y;, = yix;) (A.1D)

=l =l

A.2 Determinacéao dos versores vy, v; e v

No ponto O, genérico, da superficie média do elemento de casca, considere-se a definicio
de um sistema cartesiano, local, de referéncia, constituido dos eixos x',y" ¢ z°, cujos versores sio,
respectivamente, v,, v, € v,, conforme mostra a Figura A.2,

O versor v, € normal & superficie média e pode ser determinado a partir do vetor 7, através
da seguinte expressio:

_ r(EN)
; = Al2
v (&) “% © ﬂ)N ( )

onde “@(Eﬂ n)“ ¢ 0 modulo do vetor 7, obtido da seguinte maneira:

R = yrd Em R En) < ED) (A.13)

2

i)

Figura A.2 Sistema, local, de referéncia (x', ', z'), associado ao ponto O e versor 7 , associado
a dire¢o X do sistema de referéncia global.

Se vy, V35 € Va3 s80 as componentes do versor vy, segundo o sistema de referéncia global, a
Equacdo (A.12) pode ser reescrita da seguinte forma:
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jval@n)l 1 Jm@nﬂ
V(&M = vy (Em) =12 : r;z(én); (A.14)
v33(&n) R [”ss(éﬂ)J
ou, ainda,
A.l5
vy (En) = ” (&, )H ri&En) (A.15)
M) = iy € A16
vy (5m) “%(én)“ 3 (&) ( )
3 Al7
vy (&) = “"3(@71)“ rs(En) ( )

Os versores v; e v, sdo tangentes a superficie média e obtidos a partir dos seguintes
produtos vetoriais:

i Av(E )

g = !I"— AT (ET) ” (A.18)

v EN =%EMAVIEN (A.19)

onde i é o versor do eixo X do sistema de referéncia global (Figura A.2); caso, eventualmente,
este versor tenha a mesma direcdo do versor V,, deve-se tomar o versor Jj do eixo Y para
executar o produto vetorial estabelecido na Equacdo (A.18).

Se vy, v, € v sd0 as componentes do versor v,, segundo o sistema de referéncia global e,
da mesma forma, 1, 0 e 0, as componentes do versor i , a Equacio (A.18) pode ser escrita da
seguinte forma:

j"n@ 1) l 1 ; 7 k
v (Em) =1 En m 0 0 (A.20)
Wi3(&M) J el Vi) (f;»'ﬂ) vi(&m) wsEn)
ou, resolvendo-se o determinante indicado na equacio anterior,
[Va;(im) 1 1 J 0 l
REM =) (= 1 vpEn) (A21)

lvas(é‘n);J \/v322 (éﬂ)*“’% &m) t V:Q(éan),l
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Portanto,
v (Em) =0 (A22)
1
wEn =-F= = v(Em) A.23
N Wh & +vh E&n) ol (A2
[+
1
= . A.24
W S e ok e (329

Fazendo-se, agora, o produto vetorial especificado na Equagdo (A.19), o versor v, de
componentes v,,, vy, € Va5, segundo o sistema de referéncia global, resulta:

j"zl(@ﬂ) 1 jvﬂ(@,n} usEM) — (&) waEm) l
Vo (Em) = 1 (Em) 1= 9v3Em) wiEm) ~w(Em) wzEn)

(A.25)
[os@m ) by woEm —wam) wiem

Tendo-se, ainda, em conta que a componente v,, do versor v, € nula, as componentes do versor
v, tornam-se:

W (EM) =1(EM) ys(Em) —va(En) wa(Em) (A.26)
(&) = EM) valEm) (A.27)
vy = (&) v (Em) (A.28)

As Equagdes (A.22), (A.23), (A.24), (A.26), (A2T), (A.28), (A.15), (A.16) e (A.17)
fornecem, entdo, as componentes dos versores v, v, e v, , que definem o sistema cartesiano,

local, de referéncia (x',y’, z), associado ao ponto O.

Quando se considera o no 7 de coordenadas &, e n,. o sistema de referéncia local (x',y",z'),
a ele associado (Figura A.3), sera definido pelos seguintes versores:

vy =¥ (&.M;) (A.29)
vy = V,(5.m;) (A.30)
vy = v3(§,m)) (A.31)

Da mesma forma, as componentes dos versores ¥, ¥,
global, serdo dadas por:

e ¥y, segundo o sistema de referéncia

i
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vy, = v (E,m,) (A.32)
Vi, = Vi (E,0M,) (A.33)
V5 =¥5(E,.m,) (A.34)
Vo, = vul&m,) (A.35)
Vi, =Vp(E,,m,) (A.36)
Vi, = Vas(E.m,) (A.37)
vy, = vy (&) (A.38)
Vi = Vi (§.M;) (A39)
vy = va3(§omy) (A.40)

Figura A.3 Sistema, local, de referéncia (x',3’, z'), associado ao né ;.
2 Y

As Equagdes (A.32), (A.33), (A34), (A35), (A36), (A.37), (A.38), (A.39) e (A.40)
fornecem, entdo, as componentes dos versores v,,, ¥,, € ¥,;, que definem o sistema cartesiano,
local, de referéncia (x,y’, z'), associado ao no i.
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APENDICE B ELEMENTOS DAS MATRIZES

B.1 Elementos da matriz [A(%,n)]

An(im)ﬂ ) 3.>(Eﬁ?) rzs(én)'

;13(@11) : (rzx(‘gs )- 32(%:71) ””rzz(";a

Am(@n)ﬂz;(ém)'(ﬁz(i (E}’?) sy (E.; "E)‘
vzz(@n)'("z](g Vi (§ 3’3) "23(‘55 )
23(‘2:“)'(”2;(@“)' 32(‘5:“)””22( m)-

m) - INZ
)V,

v

’ 33( »(&ﬂ
(&
&

(

ABB({;D T’I) =

(&)
e+

33(%:

Vsa(as 71) ’ Fsg(ém) *vsz(iaﬂ) rga(&n) +v33(§ ”“!)

Vsz(&a’?))‘
) V(& m) = ry{Em) 73, (Em)) +
T'l) ¥y (én))

(B.1)

(B.2)
1))

(B.3)

n) ' sz Et—:a: ﬂ)

(B.4)

(&) (B.5)

B.2 Derivadas dos deslocamentos iocais com relacao as coordenadas locais
8u' 1
IJl [Anvn Agvy Ay Apvy Apv A12v13]
r (B.6)
Gu By ow u v ow]
| % & o0 o on)
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Apéndice B
ou'
"é}"?:m'[‘qznvn Ay Ayvy Anvy, Ay vy, AZEVIS}
i B.7
R o
& o % o on on
.
ou Tou ov ow]
T M AV Agvel = o = (B.8)
82 [JE{HEI 1 33!1]i\8§ &Z d;J
v
é;;:lJl [A“v” Ay Agvy Apvy, Anv,, A1v23] o)
ou oy ow au v o] |
& & % on on on
a!
E’;Tmﬁ'[fqzlvzi Ayvyy Ay, Apvy Ay, Azz"zz]
- B.iQ
}:Su ov 0O du Ov & T ( )
0 o o0& om o 5ﬂJ
R
oV g 1{814 oy Ow
— = Ay, Anv, Aavid e— S S B.11
Py iJI[33V_: 13V 33¥23] [6{; & 5QJ ( }
ow'
“é;?zm'{-’qnvm Ayvy, A v Ay, A3, AlzvsJ} 51
ou v ow ou ov owl |
& % & on m onl
ow'
’;,‘zﬁ_l'[Azivn Ay Vs, Ayvi; Apvs, Ay, Azz”s:«z]
" (B.13
(v ov ow o ov ow] )
% & & m on o
ow’ [A p 4 ]réu ov ow.!l (B.14)
—_— 4. - ) oo — .
az; {JI 33731 33v3- 33733 Lag ag aCJ

214



Apéndice B

Elementos das Matrizes

B.3 Elementos da matriz [d(&,n)]

d, (&n)=4,(En) v, (&)
d, (&) =4, (&) v, (&)
dis(&n)=4,(En) v, (&)
di (&n) =4, (En) v, (&)
dys(Em) = 4,(EM) vio(Em)
dis(&n) = 4,(En) vis(En)
dy,(&1) = 4, (&) v, (&)
dp(&m) = 4, (En) vi(Em)
dn(&m) = 4, (&) vys(En)
dy, (&) = A (Em) v, (E)
dys(&m) = 4, (Em) v, (Em)

dzﬁ(zp Ti) = Ay (é: n)vzs(és ?1)

d3s(§= 7]) = Am(‘t:a n) Vn(éa n)+ An(ia n) vz;(ésﬂ)

dn(@n) =4, (éﬂ)%(éﬂ)*&; (%: ﬂ)vzz(Epn)

d33(‘r5: 71) =4, (@m)vm(é ﬂ) +4, (i: n)vza(in TT)

d34(§, Yt) = Ay (@a H)Vn(é 7]) +4, (‘ga n)sz(‘; Tl)

dss(ia ﬂ) =4, (iﬂ T!)Vm(é Tt) + 4, (“;:s n)vzz(g ﬂ)

dsé(é,n) = Ay (é,n)vu(&, Ti) +4;, (5:71)"23(@ "ﬂ)
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(B.15)

(B.16)

(B.17)

(B.18)

(B.19)

(B.20)

(B.21)

(B.22)

(B.23)

(B.24)

(B.25)

(B.26)

(B.27)

(B.28)

(B.29)

(B.30)

(B.31)

(B.32)
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Elementos das Matrizes

d,(&n) =4, (&n)v, (&)
dp(En) =4, (En)vs(En)
dy(&n) =4, (Envy(En)
di(En) =4, (En)v, (&)
dis(&m) = 4, (& vy, (Em)
dy(&m) =4, (Env,(En)
dyp(&m) =45 (& v, (&)
dys(&n) = 4 (En)v,(En)
dig (&) = 4;; (& n)v,;(Em)
ds (&) = 4, (E v, (&)
ds, (&) = 4, (& vy, (Em)
ds;(&m) = 4y, (Em)vy;(Em)
dy,(&n) = 4, (& )y, (Em)
dss(&n) = 4y, (En)vy, (&)
ds(&m) = 4, (Env;(Em)
ds, (&) = 45(&m) v, (&)
ds(2m) = 4y, (En)va(Em)

dse(aan) = Ay (E), ﬂ)vzs(im)

216

(B.33)
(B.34)
(B.35)
(B.36)
(B.37)
(B.38)
(B.39)
(B.40)
(B.41)
(B.42)
(B.43)
(B.44)
(B.453)
(B.46)
(B.47)
(B.48)
(B.49)

(B.50)
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B.4 Elementos da matriz [B,-(@,T],C)]

1 &N AN
d, —+d, —
”.’(é n) ijl[ " BE +dy an J (B.51)
oN,
= Jl[d” ,\g d, = ) (B.52)
1 aN
By, (&)= Ui dsl 8& ds, a J (B.53)
1 aN ON
J— d ’ .
B,, éﬂ J![ 4 & (B.54)
1 aN AN
N = . St b = _
By (&) = dss 55+ w5 (B.55)
1 &N 8N
B (en)=v=ld, —t+d —" B.56
12 (é Ti) EJI 12 3e 15 o { )
1 oN aN,
B‘m, M) =Th d??“r-'i'd;’_ "_‘LJ B.57
22 (& ) IJ’ 22 aEJ 5 an ( )
1 &N aN
B, (en) =1=|d, —-+d,, —+ B.58
32 (‘i Tl) |J[ P 33 an J ( )
B ( )m-l_ d _OF_‘_A_L._{,d @_f_i_\ B.59
42, g’ﬂ ™ iJI 42 az;: 45 6“ J ( M )
B ()=, Wepg O (B.60)
52\ IJ] 52 6& 35 an J .
1 N ON
B . (En)=—d,—"+d —-—J B.61
i3 ((2 ) !Jl i3 Cfi 16 a_n ( )
i 8N, 8N
b3 (& T d -+d, . X
B_3;(<5 ) iJJ 23 3 +dy %J (B.62)
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1 ON, AN
Boen)=r—dy;y—>+d,, — B.63
13 (E.; T?) [JI 1 5 an J (B.63)
Bﬁﬁ3!(é5 n) =17 d43 ij\Vi + d:l() aiv‘, J (B64)
WIL® e én
1{ &N ON
(g L e ' ;
BSJJ(Q# n) le 53 ag +d56 ar] J (B 65)
oN.
B, (&n)= [Jl[ (dHV”/ +d)yv,, +d13v1;,)+“5—n_(di4vm +dy vy, +div, )] (B.66)
1 réN, oN
2 27 73 - 23 ¥y dv- 5+, .
24;(@“) EJI[ 5 (d Vi T dnVy,, +d JVB;) an (d_a",a; Tdysvy "'?“dmvnsz)] (B.67)
&N, oN
34;(5.: ﬂ) !JI[ (d Wi Ty, +d33vu) En"l'(daavnf +d5vy,, +d35"13:)} (B.68)
' ON,
B, E.: T] IJI[ (dauvn; +dVy, +dgv )‘f'_é;{'(dzmvm +dvy,, +d4svi3:)] (B.69)
cN,
By, é T] [JI[ (dsxvm +ds, vy, +d 3‘%3:)"‘%(“’54"”: +dgs vy, +d56vf3!)] (B.70)

ot

N
B, “é n)= ]JI[ (d Vyy, + Vo, +d13"?3;}”‘“2§n”j“(di4vzz: +d5Vy, + drs"zz:)] (B.71)

afi\; %(dzﬂzu +d,y5 vy, +d26V23,)] (B.72)

)+

(dn,lv,“ + 3y Vs, + Vs,

BZSI(E"T]) IJI[

1[6N(

&N,
IJ] dy vy, +dy vy, + da;"w) ""a?(daavzn + vy, Hdy vy, )] (B.73)

-~

N
B, (&m) = !J}[ (dmvﬂ +d,vy, + d4Jv%,)+%n*(d44V2!, + g5V, + AV, )] (B.74)

1 r&N. oN
BSS;'(E;’YI): IJI[O (d:nv?: +dg, vy, +d33v,3,) Eﬂ(dsavzn+d55v22;+d56"23;)] (B.73)
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1

Cy, (&; n) = E[N; (dd'/vi bt gV, Ty, )]
1

C54,(<§, n) = m{N;(dsvvm +dsgVpy, +dsgvy, )]

) 1
Cis &, Tt) = “M[N:(dwvza: + gV, + dyg Vo, )]

1

_m[N, (dsvvzn +dsgVys, + d59v33,-)]

CSS:‘(‘(; ﬂ) =

B.5 Elementos da matriz [Bpk(c“’;,n)]

1 oM oM
Bnpk(é’n)x_[dn & +d, = J

i e an
By i (i,ﬂ) Wl—% d,, _%‘14_ d, aanpk
By (i,ﬂ)=|—}] d;, 66;" +d, a‘;ipk
B, (&n)= ]171 d, fi%m i, ij};ﬁi

1( oM, oM,
Bsrpk(@n)zm[dsz 8?; +ds, 51: J

1 oM oM
B (E:n)mi_fi dy, ,\;{ +d,; 61:{ J

1 oM oM
Bz:pk(én):p_l dy “E\‘éf‘*‘dzs anpk ]
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(B.77)

(B.78)

(B.79)

(B.80)

(B.81)

(B.82)

(B.83)

(B.84)

(B.85)

(B.86)
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1 oM oM ,

B M)= | dy ——+d & B.87)

32 pk (ﬁ n) M CF R 3 an (

1 A oM ,

42Pk 27(‘:{4? . +d,;5 a}; } (B.88)
1 . oM

Bsa (&n) —m ds, el +dss 8’1; J (B.89)

oM
r g S ) (B.90)

13pi< (FE 71 "}‘(db

1
By, (&m) =—J—1 dz; é‘n (B.91)
1 oM, oM ,
s &) =7l dyy ——+dy —F B.92
Bsapk (é T}) lJ[ 33 aé + 36 81’1 ( )
1 oM oM .
Bzzsp;c (E»rt) = “!""'}“‘“ dy Egk +d, empk (B.93)
. i oM oM
B (‘5: n) = m[dﬂ 5; +ds (,mpk J (B.94)
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