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Hesumo

MIRANDA, Ubatan Almeida, Aplicacdo de Métodos de Andlise Tempo-Freqiiéncia go Estudo de
Sistemas Rotativos, Campinas, Faculdade de Engenharia Mecénica, Universidade Estadual
de Campinas, 2002, 121 p. Dissertaco (Mestrado)

Neste trabatho apresenta-se uma aplicacfio de técnicas de analise de sipais no dominio
tempo-freqiiéncia a sistemas  1otativos. E de grande importdncia o conhecimento das
exemplo, durante a partida ou parada de uma méquina. Com este intuito, este trabalho apresenta
uma visfo geral a respeito das caracteristicas particulares das distribui¢des tempo-fregliéncia,
bem como sobre os aspectos computacionais associados 2 sua implementacfo. Discutem-se
algumas particularidades inerentes as distribuigbes pertencentes 2 classe de Cohen, como os
termos de interferéncia. As distribuigdes de Wigner e de Choi-Williams ¢ a Transformada de
Fourler de Curta Duracfo so discutidas em detalhes. Os resnltados numéricos da aplicagfio das
distribuicSes de Wigner ¢ de Wigner direcional a rotores Jeffcott isotrdpicos e anisotrépicos
excitados pelo desbalanceamento s8o apresentados. Resultados experimentais da identificacgio de

movimentos simultineos de precessio direta ¢ retrdgrada também s8o mostrados.

Palavras Chave

Distribuiges tempo-fregiiéneia, sistemas rotativos, sinais nfo-estacionérios, classe de Cohen.



Abstract

MIRANDA, Ubatan Almeida, On the Application of Time-Frequency Analysis to the Study of
Rotating Systems, Campinas, Faculdade de Engenharia Mecanica, Universidade Estadual
de Campinas, 2001, 100 p. Dissertacic (Mestrado)

This work presents an application of signal analysis techniques in time-frequency domain
to rotating systems. It's of great importance the knowledge of the inherent characteristics of a
rotating machine operating under non-stationary conditions such as during the run up or shut
down. For this reason, this dissertation presents a global overview of the particular properties of
time-frequency distributions, and also over the computational aspects involved with their
numerical implementation. Some characteristics of the Cohen’s class distributions are discussed,
like the interference terms. The Wigner and the Choi-Williams distributions as well as the Short
Time Founier Transformation are detailed discussed and analyzed. The Wigner and the
directional Wigner distributions were applied to the unbalance response of isotropic and
anisotropic Jeffcott rotors and the numerical results are also presented. As an experimental
application of the time-frequency distributions, in its directional version, it was studied the
pbenomenon of simultanecus forward and backward whirling of flexible rotors supported by

amsotropic bearings.

Key Words

Time-frequency distributions, rotating systems, Cohen’s class, non-stationary signals
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Capitulo 1

Introducéo

A andlise espectral, através da transformada de Fourier, € uma técnica amplamente utilizada
para auxiliar na descricdo do comportamento de maquinas ¢ equipamentos. Entretanto, ela nfo €
capaz de fornecer informag0es a respeito da localizac8o, no tempo, das componentes espectrais
de um sinal. Isto faz com que esta técnica torne-se inadequada para extrair as informacgdes de
sinais cujos conteudos de freqiiéneia ou a amplitude das diversas componentes variem com o
tempo, como OcOITe em $inais nio-estaciondrios. Estes tipos de sinais podem trazer informacgdes
importantes a respeito das condigBes operacionais de uma maquina, Desta forma, para fratar de
sinais de natureza ndo-estaciondria, ¢ preciso utilizar outro tipo de ferramenta que fomega
informacdes mais completas e que permita uma extracfio mais rica das caracteristicas temporais e
espectrais do sinal. As distribui¢des tempo-fregiiéncia enquadram-se exatamente nesta categoria.
Através delas, ¢ possivel verificar como o contetdo de energia de um sinal estd distribuido,
sirnultaneamente, nos dominios do tempo ¢ da fregiiéncia, e assim pode-se identificar quando
cada componente espectral do sinal ocorreu e também quais as componentes espectrais estio

presentes num deterrninado instante.

Embora o desenvolvimento das distribuigdes tempo-fregliéncia tenha se iniciado no campo
da fisica quéntica por volta da década de 30 com a distribuicio de Wigner, verificou-se, mais
recentemente, que estas técnicas poderiam ser muito Uteis se aplicadas 4 andlise de sinais nfo
estacionarios. O pioneirismo da distribuic8o de Wigner e da transformada de Fourier de curta

duragio (STFT) possibilitou que novos estudos se seguissem, permitindo que novas distribuicfes,



como as pertencentes a classe de Cohen, pudessem ser introduzidas. A aplicagiic intensiva destas
técnicas na analise de sinais tornou-se efetiva a partir da década de 80. Desde entfo, muitos dos
problemas encontrados nas distribuicdes, como a presenca dos termos de interferéneia, foram
sucessiva ¢ intensivamente estudados com o objetivo de se chegar a uma distribuicSio que
apresentasse resultados satisfatérios guando aplicada 2 qualquer tipo de sinal. Embora este
objetivo ainda nféio tenha sido alcangado, uma vez que a escolha da distribuigio depende do tipo
de sinal a ser analisado, muitos resultados valiosos puderam ser obtidos, como, por exemplo, a

utilizagfo de distribuigBes dependentes do sinal (Baraniuk e Jones, 1993).

Atualmente, pode-se verificar a aplicacio das distribuicdes tempo-fregiiéncia em uma
grande variedade de situacBes das mais diversas 4reas, como biomedicina, geologia,
telecomunicacBes, radares ¢ sonares ¢ engenharia (Coben, 1995), Neste dltimo caso, € oportung
mencionar 2 grande importincia da identificagfo das caracteristicas de sistemas mecénicos

através da localizac@o temporal de seus contetidos espectrais.

Dentre as diversas aplicagbes das distribuicBes tempo-fregliéneia na area da engenharia
mecAnica, uma que tem se mostrado bastante promissora € na andlise de sistemas girantes.
Apesar da grande maioria dos trabalhos nesta drea estarem voltados para as questdes de
monitoramento ¢ detecglo de falhas em maguinas rotativas, alguns estudos t8m sido realizados
no sentido de utilizar esta ferramenta para estimagiio da resposta ao desbalanco e identificaciio de
sistemas rotativos, na andlise vibracional e actstica de componentes automotivos, e até na andlise
e estimag@o de parAmetros de sistemas nfo estacionérios, entre outras. Vale a pena ressaltar o fato
de que, com o auxilio das distribuicBes tempo-freqiiéncia, pode-se analisar sistemas operando em
condigbes reais e, portanto, submetidos as cargas dinimicas presentes durante o seu
funcionamento. Este € o caso, por exemplo, de caixas de transmissdes automotivas que operam,
constantemente, com rotacbes varidveis e¢/ou mudancas de marchas e cujo comportamento
vibratério e actstico dependem das cargas dindmicas existentes durante estas condigSes

fortemente ndo estaciongrias,

Quando se estuda maquinas rotativas, € muito importante para o projetista ou analista ser

capaz de extrair da resposta do sistema as informagBes relativas as componentes diretas e



retrégradas do movimento de precessfio do rotor. Estas informagfes sio valiosas e podem
fornecer dados importantes a respeito do comportamento dindmico da méquina, da suz condiglio
real de operagdo ¢ de possiveis fathas que o sistemna possa apresentar. A Tabela 1.1, reproduzida
de Goldman e Muszynska (1999), mostra algumas relacdes entre defeitos em maquinas rotativas

& a direcionalidade da &rbita.

Tipo de defeito Compenenteem | . Retrégrada
fregiitncia
Desbalanceamento 1X + Nap resensa de anisotropia
na rigidez dos supories
. e 1X + +
C dial umdirecional
arga radi % " "
Fissura/trinca no rotor/sixo 2. i —
2X + -
{Contato completo para Freqiiéncia natural do y N
resposia auto-excitada sistema rotor-selagem

Tabela 1.1 ~ RelagBes entre defeitos em maquinas rotativas e direcionalidade da orbita. Os
simbolos (+) e (-) representam a predominincia das componentes direta e retrgrada,
respectivamente. {Goldman e Muszynska, 1999 - modificado).

Mesmo durante a fase de projeto da maquina rotativa € importante conhecer a contribuigiio
das componentes de precessfio direta e retrograda na resposta total de cada uma das estagdes do
rotor. Isto se deve ao fato de que ndio ¢ recomendével operar na condigiio de precessio retrograda
por um longo periodo de tempo, sob o risco de sofrer uma falha por fadiga precoce, tendo em

vista que ¢ eixo estd submetido, nesta condic8o, a tensdes alternadas.

Estes fatos ilustram bem a necessidade de se conhecer as caracteristicas da diregio do
movimento de precessdo de um sistema rotativo, operando em condicbes estaciondrias ou nido.
Apesar de alguns programas comerciais j&4 serem capazes de separar a resposta total nas
componentes diretas (na faixa de freqiiéncias positivas) e retrogradas (na faixa de fregiiéncias
negativas) em um unico grafico, chamado de fil spectrum, eles ainda se baseiam no algoritmo da
transformada de Fourier répida que, como sera discutide no Capitulo 3, ndo & uma ferramenta
apropriada para analisar sinais nfio estaciondrios, como ocorre durante a partida e a parada da

méaquina, por exemplo. Neste caso, as distribui¢Bes tempo-fregiiéncia ¢, principalmente, as

a3



distribuigfes tempo-freqiiéneia direcionais, surgem como alternativas interessantes para a

caracterizacio destes sistemas mecanicos.

1.1 Motivacio

Como pode-se perceber, pelo que foi apresentado anteriormente, as distribuicBes tempo-
freqliéncia abrem diversas novas possibilidades de analise de sisternas mecinicos operando em
condigdes reais, muitas vezes nfo estaciondrias. Infelizmente, esta ferramenta apresenia muitas
restricdes que ainda devem ser investigadas. Por outro lado, ela também possui caracteristicas

muito interessantes que acabaram por motivar o desenvolvimento deste trabalho de pesquisa.

Na verdade, a motivagio/objetivo deste trabalho encontra-se, hoje, muito além do escopo
desta dissertagio e do préprio estudo mais aprofundado das distribuigdes terpo-freqiiéneia. A
idéia € desenvolver um conjunto de ferramentas integradas e complementares capazes de analisar
o comportarpento de wma méquina, estrutura ou componente mecAnico mais (mas nio somente)
baseado na caracterizagdo da resposia deste sistema quando opera em condigbes reais do que
baseado em modelos, que muitas vezes assumem a linearidade do sistema e suz condicio
invariante com ¢ tempo. Mais que isso, imagina-se que seja possivel a utilizagiio destas técnicas

no auxilio ac aperfeicoamento do modelo a partir dos parfmetros obtidos por estas ferramentas.

Assim, este trabalho faz parte das atividades do Grupo de Estudos em Dindmica de
Estruturas e Maquinas — GEDEM — do Laboratério de Vibragdes do Departamento de Projeto
Mecanico da Unicamp. Alguns ouiros trabalhos em desenvolvimento por membros deste grupo e
que tém forte ligacio com o tema desta dissertaciio de mestrado s3o: estudo de sistemas rotativos
através das técnicas de andlise de ordem, avaliagfio psico-actistica de componentes automotivos,
estimacdo de par@metros modais de sistemas operando em condigdes nfo estacionarias s/ou sem

conhecimento da excitaglio, identificagio e caracterizacio de nio linearidades, entre outras.



1.2 Objetivos

Dentre os objetivos principais deste trabalho, pode-se destacar o estudo das potencialidades
e limitacGes das distribuicdes tempo-freqiiéncia, e suas versbes direcionais, para a anélise,
qualitativa e quantitativa, de sinais de vibragio de maquinas ou estruturas operando em condigtes

reais, preferencialmente ndo estacionaria.

Evidentemente, para atingir este objetivo ¢ ampliar o leque de aplicagdes das distribuigdes
tempo-freqiiéncia, € preciso se aprofundar na formulagéo matematica e rever, detalhadamente, as
condigBes sobre as quais estas distribuigdes se baseiam. Mais que isto, este estudo foi conduzido
com o intuito de compreender o significado fisico destas transformagBes e dos fen6menos
associados a ela como, por exemplo, os termos de interferéncia. Estes termos estdo presentes nas

distribui¢des devido 4 ndo-linearidade destas e serdo discutidos em detalhe no Capitulo 3.

1.3 Descricio do trabalhe

Neste trabalho, a formulacio matemética e as informagdes inerentes a cada distribuigo
utilizada serfio descritas. Além disso, é necessario que sejam conhecidos 0s aspectos numéricos
que tornam possivel a utilizagdo computacional desta ferramenta. Por fim, serfio mostradas
simulagdes numéricas visando consolidar a base tecrica discutida, bem comeo resultados
numéricos e experimentais de aplicagdes a sistemas rotativos. Uma breve descriggo do conteudo

de cada um dos capitulos deste trabalho € apresentada a seguir.

No Capitulo 2 ¢ feita uma reviséo da literatura, desde a utilizac8io destas ferramentas a
anslise de sinais, passando pela implementagfio computacional, as aplicages das distribuicdes
tempo-freqiiéncia em dreas relacionadas & engenharia mecénica — como detecc@io de falhas,

identificaco de modos de precesséo, entre outras — e as tendéncia da pesquisa neste tema.

No Capitulo 3, apresenta-se a teoria que envolve as distribui¢Bes tempo-freqii€ncia, suas

caracteristicas e propriedades, seu desenvolvimento matematico, bem como peculiaridades



inerentes a cada uma das tés distribuicBes estudadss neste trabalho. Neste capitulo, serd

fornecida toda a base tedrica necessaria 2o entendimento destas ferramentas.

No Capitulo 4, analisa-se a iroplementac8o computacional das distribuigdes tempo-
freqiiéncia e discutem-se questdes relacionadas ao @liasing e 4 reamostragem do sinal. Serfio
revistos alguns conceitos de andlise de sinais, bem como os cuidados e precaugbes gue se devem
ter ao se realizar uma andlise. Serfio estudadas algumas premissas a respeito das distribuicBes

ternpo-fregiiéncia discretas.

No Capitulo 5 sio mostradas algumas aplicagfes das distribuigfes tempo-freqiiéncia bem
como alguns resultados importantes para a consolidacfio das caracteristicas de algumas delas. A
aplicag8o principal destas técnicas para a realizag@o desta dissertagfio serd evidenciada, ¢ os
resultados de sinais de resposta de méquinas rotativas utilizando-se uma distribuic@o tempo-

fregiiéncia serfo ilustrados.

No Capftulo 6, ¢ apresemado um procedimento'experimemai utilizando-se uma bancada de
testes que possul um rotor flexivel apoiado sobre mancais anisotropicos. Este sistema € analisado
através da aplicac80 de distribui¢Ses tempo-freqiiéncia aos sinais de resposta durante sua partida
e parada. A inten¢lio € verificar experimentalmente a identificagio de movimentos simultineos de

precessio direta ¢ retrograda em rotores flexiveis.

No Capitulo 7, sio elucidadas as principais conclusdes a que se chegou com a interpretagio
dos resultados obtidos. Além disso, as perspectivas de trabalhos futuros sfio apresentadas, no

sentido de dar-se continuidade ao trabalho agui mostrado.

Finalmente, € apresentada uma relacdo contendo as referfncias bibliograficas utilizadas,
bem como um apéndice que trata de processos de mudanca da taxa de amostragem de um sinal

discreto.



Capitule 2

Revisdo da Literaturs

O histérice das pesquisas realizadas a respeito das distribuices tempo-fregiiéncia se inicia
com o trabalho de Wigner, em 1932, quando ele introduz a distribuicio que leva seu nome. Ville,
no final da deécada de 40, aplica a distribuigio de Wigner ao processamento de sinais e introduz o
chamado sinal analitico. Apesar de nfo se saber ao certo quando ocorreu, acredita-se que o
espectrograma - ¢ a transformada de Fourier de curta duragio - também é contempordneo 3
distribuigiio de Wigner. £ importante ressaltar também o trabalho de Cohen, em 1966, quando ele
introduz, no coniexto da mecénica quéntica, a classe generalizada de distribuigdes bilineares
denominada classe de Cohen. Acredita-se que este tenha sido um dos trabalthos mais relevantes
em todo o desenvolvimento histérico das distribuigdes tempo-freqiiéncia. Somente depois que
Ville utilizon as distribuigfes tempo-freqiiéncia na 4rea de andlise de sinais € que se buscou uma
diversificacio maior nas aplicagBes destas distribuigSes. Esta diversificagfio foi mais significativa
a partir dos anos 80, quando foram desenvolvidas infimeras novas utilizacdes das distribuicdes

tempo-fregiiéncia.

A seguir, apresenia-se uma revis3o dos trabalhos existentes na literatura sobre distribuicdes
tempo-freqliéncia em geral e procura-se situar o presente trabalho dentro daguilo que tem sido
feito na area. Esta revisdo foi dividida, para melhor compreensfio dos diversos aspectos do
desenvolvimento das distribui¢des tempo-freqtiéncia, em quatro grandes partes: aspectos tedricos,
aspectos computacionais, aplicacBes ¢ tendéncias. Alguns dos trabalhos consultados ¢ citados

podem nfo ter sido explicitamente utilizados durante o tempo desta pesquisa, porém tém sua



importéncia no sentido de que servem de ferramentas para o conhecimento e podem mostrar sua
utilidade em trabalhos futuros. Além disso, a principal finalidade de sua insergiio nesta parte €
mostrar a diversidade de técnicas, caracterfsticas e propriedades que abrangem estas

distribuicdes,
2.1 Aspectos tedricos

Os artigos de Cohen (1989) ¢ Hlawatsch & Bartels (1992) podem ser considerados como
referéncias no que diz respeito aos conceitos tedrices basicos das distribuigBes tempo-fregiiéncia.
Estes trabalhos apreseniam as caracteristicas bésicas das distribuicBes tempo-freqiiéncia, com
€nfase nas distribui¢bes quadréticas bilineares da classe de Cohen. O trabatho de Cohen (1989)
faz uma revisfo desta classe de distribuictes, descrevendo suas propriedades e discutindo
algumas de suas caracteristicas inerentes. No trabalho de Hlawatsch & Bartels (1992), os autores
mostram algumas particularidades de distribuicBes lineares - como a transformada de wavelets e
a transformada de Fourier de curta duracfio (STFT) - e guadraticas - representadas pelos membros
da classe de Cohen. Da mesma forma que no trabatho de Cohen, este traz éigumas caracteristicas

e propriedades das distribuigBes, bem como algumas aplicacdes na drea de acustica.

Os trés trabalhos de Claasen & Mecklenbriuker (1980) s3o pioneiros no estudo ¢ analise
mais aprofundados das distribuicSes tempo-fregiiéncia. Cada um deles trata da distribuicdo de
Wigner sob um aspecto diferente. No primeiro, eles relatam a teoria que envolve a distribuicgo de
Wigner para um sinal continuoc no tempo. A segunda parte introduz uma forma de se obter 2
distribui¢fo de Wigner discreta, a partir de um sinal amostrado, e que talvez seja a primeira
versdo . Finalmente, o terceiro artigo mostra as relacBes entre a distribuicSio de Wigner e outras

distribuigdes que também pertencem 4 classe de Cohen.

A introdugio das distribui¢Ses positivas fol realizada por Cohen e Posch (1985). Ao
contraric da maioria das distribuigdes da classe de Cohen, que, por serem bilineares, apresentam
paries negativas, 0s autores consideram, neste trabalho, a possibilidade de construir distribuigbes
que sejam estritamente positivas. Além disso, estas distribuicbes, que podem ser aplicadas a

quaisquer sinais, além de atenderem a algumas propriedades importantes nas distribui¢des tempo-



freqli€ncia, como as condigbes marginais, por exemplo. Este artigo mostra também gue, neste

tipo de distribuigéo, a funglc nicleo passa a ser dependente do sinal.

O trabalho de Flandrin & Hlawatsch (1987) mostra alguns aspectos interessantes a respeito
dos termos de imterferéncia, que sfo umas das principais caracteristicas das distribuicGes
bilineares quando aplicadas a sinais que possuem mais de uma componente espectral. Ao utilizar
a distribuigfo de Wigner para este estudo, fazern também uma comparacdo da generalidade desta
distribuigio, ao analisar a influéneia de certos pardmetros de uma distribuicBio de Wigner

generalizada na geometria de interferéncia da distribuicfio.

Alnda 2 respeito dos termos de interferéncia, Choi & Williams (1989) introduzem a
distribuicho Exponencial (ED), mas que, na literatura, leva ¢ nome dos autores - distribuicio de
Chor-Williams. Ao fazer uma analise dos termos de interferéncia a partir da fungio ambigiiidade,
propfem uma funcdo nicleo na forma exponencial, que suprime os termos cruzados e valorizam
0s termos proprios da distribuigio bilinear, reduzindo o efeito - por vezes indesejavel - das
interferéncias. A distribui¢Bo de Choi-Williams possui um parfmetro na sua fungo nécleo que
controla a intensidade dos termos de interferéncia, mantendo uma boa resoluciio no tempo € na
freqiiéncia. Uma generalizagiio desta distribuigfo foi feita por Diethorn (1994), que modificou a
distribuic8o de Choi-Williams colocando valores arbitrérios no expoente das varidveis da funcéo
nicleo. O trabalho apresenta alguns exemplos nos quais pode-se perceber uma melhoria da

resoluglo ¢ reduglio dos termos de Interferéncia em relagfio 4 distribuicSio de Choi-Williams.

Muitos estudos seguiram-se a este no intuitc de encontrar uma funco micleo gue
produzisse uma distribuigSo que satisfizesse propriedades bésicas como as margens ¢ o suporte
finito, possuisse boa resolugdo no tempo ¢ na fregiiénecia e, simultaneamente, amenizasse 0s
efeitos dos termos de interferéncia. Algumas novas fimgdes nlicleo foram propostas para este fim,
dentre elas aquela descrita por Zhao, Atlas & Marks (1990), chamada fungfio nicleo cdnica
(cone-shaped), ¢ a desenvolvida por Costa & Bartels (1995) para gerar a chamada distribuicsio
exponencial multiforme e moldével (multiform, tiltable, exponential distribution - MTED). Além
destas, fol introduzido por Jeong & Williams (1992) um novo grupo de distribuigdes que visam

reduzir as interferéneias, além de proporcionar boa resolugio de tempo e na freqiiéncia. As



chamadas distribuigbes de interferfncia reduzida (RID) foram introduzidas a partir de uma
analise da fungdo ambigtidade, de forma que a fungfio niicleo, para estas distribuicfes, funcione
como um filtro passa-baixas no plano ambigtiidade. Sabendo-se que, neste plano, os termos
proprios localizam-se préximos 4 origem e que os termos cruzados estdo afastados dela, uma
fungo nilcleo com esta caracteristica diminui o efeito dos termos de interferéncia & proporciona

boa resclucio tempo-freqiiéncia.

Ainda no &mbito dos termos de interferéneia, Jeong & Williams (1992) estudam o efeito
destes termos de interferéncia no espectrograma. Muitos acreditam que o espectrograma nio
possua termos de interferéncia, imaginando que esta nfo seja uma distribuicio bilinear. Porém,
como esta distribuicdo pode ser escrita com um membro da classe de Cohen, ela ¢ bilinear e,
portanto, possui termos de interferéncia. Estes termos ndo sic notados nos espectrogramas
simplesmente porque se considera que eles sejam filtrados no plano ambigiiidade por um filtro

passa-baixas, como conseqiiéncia do uso da janela aplicada ao sinal analisado.

A relagdo entre resolugdo ¢ intensidade dos termos de interferdncia nas distribuicdes tempo-
freqii®neia sempre desempenharam um papel importante nas pesquisas realizadas nesta drea. Fm
trabalho recente de Lee, Kim & Kim (2001), é introduzida uma nova abordagem para a
distribuiglio de Wigner, que passa a ser chamada de distribuicBo de Wigner melhorada {enhanced
WD). Ela € melhor aplicada a sistemas, uma vez que ¢ definida como o resultado da convolugio
entre 2 WD do sinal de entrada e 2 WD da func8o de resposta ao impuiso do sistema. Por ser
definida desta forma, esta versdo proporciona uma melhor identificagio das componentes
espectrais do sinal, uma vez que os termos de interferéncia s3o reduzidos, da mesma forms que
na distribuicio de Wigner modificada (smoothed WD), porém com melbor resolucio que esta

Uitima.
2.2 Aspectos computacionais

Como sera visto no Capitule 4, os métodos de implementacio das distribuicBes tempo-
ireqiiéncia assumem um papel importante no calculo destas transformadas. Pode-se dizer que ©

maior problema encontrado para se obter, computacionalmente, os resultados destas
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representacies € o fendmeno do afiasing. Evidentemente, quando se pensa em desenvolver uma
distribuiglo tempo-freqliéncia discreta, tem-se como objetivo obter wma distribuigio gue possua
as mesmas caracteristicas e apresente, se nfio todas, a maioria das propriedades da distribuicfio
continua. Pensando desta forma, Claasen & Meckienbriuker (1980) introduziram a primeira
versdo discreta de uma representagio tempo-freqliéncia. A distribuicio de Wigner proposta por
eles, para sinais discretos, possui algumas propriedades diferentes das comumente visualizadas na
transformada de Fourier como, por exemplo, 2 periodicidade do espectro neste plano a cada 7
amostras normalizadas, quando na transformada de Fourler esta periodicidade € de 2z Por isto,
verifica-se que esta versdo apresentard o fendmeno de ofiasing a menos que o sinal seja
superamostrado por um fator 2, Este artigo também apresenta a relagdo entre esta versio da

distribuig8o de Wigner discreta com a versfo continua.

Em 1983, Claasen & Mecklenbriuker descrevem as caracteristicas necessérias de uma
distribuicfio de Wigner discreta como sendo a manutengfo das propriedades da versio continua, a
auséneia de aliasing ¢ a facilidade computacional. Bascados nestas caracteristicas desejaveis para
a obtenggo das representagdes discretas, os autores fazem comparagdes numéricas para verificar a
eficacia de diversas versdes de implementa¢Ses computacionais. Primeiramente, descrevem uma
versdio baseada num procedimento de interpolaclo, sendo entfio livre de superposicio espectral,
mas ndo salistazendo algumas propriedades importantes. Em seguida, utilizam os resultados
obtidos em seu trabalho anterior (Claasen & Mecklenbriuker (1980)) e reafirmam que, para
evitar o aliasing, o sinal deve ser superamostrado ou interpolado. Contudo, neste caso, nem todas
as propriedades da verséo continua s3o satisfeitas. Finalmente, consideram um trabalho de Nuitall
¢ concluem que a versdo proposta por este ndo evita o fendmeno de aliasing e que, mesmo
modificada para evitar o aliasing, esta ndo satisfaz a todas as propriedades. Assim, os autores
concluem que ndc ha maneira direta de se obter uma distribuicdo discreta a partir da continua,

mantendo as caracteristicas e propriedades desta Gltima.

Uma definiclo unificada para a distribuicio de Wigner em tempo discreto, fregiiéncia
discreta e tempo-freqli€ncia discretos € proposta por Peyrin & Prost {1986). Neste trabaltho, a
versdo em tempo discreto € definida, via teorema da amostragem, a partir da utilizacio de um

sinal amostrado na versfo continua da distribuiciic de Wigner. O resuliado final mostra uma
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concluséo ja citada anteriormente: a distribuigdo de Wigner tem periodicidade correspondente &
metade da periodicidade obtida pela transformada de Fourier. Desta forma, o sinal deve ser
superamostrado por um fator 2. A distribuicBo discreta na freqiiéncia é caloulada considerando-se
a simetria existente entre o sinal e seu especiro, gue mostra uma dualidade entre as
representagbes no tempo e na fregineia. J& uma versfo discreta tanto no tempo quanto na

freqliéncia € obtida, mas possui a caracteristica de nfio poder ser livre de aliasing.

A utilidade do uso do sinal analitico na verso discreta da distribuigio de Wigner &
evidenciada na publicagio de Boashash (1988). Neste trabatho, o autor mostra que o fato deste
tipo de sinal eliminar as componentes de freqiiéncias negativas auxilia na eliminacio do aliasing
guando se utilizam sinais discretos. E mostrado um exemplo em que o sspectro de um sinal
discreto contém aliasing, enquanto o espectro do sinal analitico ndo contém. Isso mostra como

este tipo de sinal auxilia a obtengfo da distribuigio de Wigner livre deste efeito.

Como pode-se perceber, todos os trabalhos citados até o momento se propunham a obter
uma versio discreta da distribuigfo de Wigner. Isto ocorreu porque esta é, de certa forma, uma
distribuigdo simples no seu conceito, e por ter sido, historicamente, a primeira a ser aplicada a
teoria de sinais. Contudo, depois que Cohen (1966) conseguiu agrapar um comjunto de
distribuigbes com caracteristicas diferentes denmtro de uma classe tnica, vislumbrou-se a
possibilidade de se tentar desenvolver versdes discretas para toda a classe de Cohen ¢ nfio apenas
para a distribuigio de Wigner. Uma destas tentativas de se calcular a versdo discreta desta classe
generalizada, com a caracteristica principal de estar livre de aliasing, foi proposta por Jeong &
Williams (1992) e foi chamada de distribuicfio tempo-freqiiéncia generalizada discreta livre de
aliasing (alias-free generalized discrete time-frequency distributions - AF-GDTFD). Utilizando-
se do conceito de fungdo de autocorrelagdo generalizada do sinal, os autores utilizam-se de
artificios para garantir que esta funcio nfo contenha aligsing. A classe de Cohen discreta € entdo
calculada como a transformada de Fourier desta funcdo de autocorrelagiio generalizada. Também
sdo discutidas as propriedades necessarias 4 fungio nucleo para que se possa caleular esta versio

livre de aliasing.
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Cunningham & Williams (1994) introduziram uma metodologia para realizar calculos das
distribuigdes tempo-freqliéncia generalizadas com menor custo computacional. Foi utilizada a
decomposiglo em especirogramas como aproxinacdo para uma distribuicdio generalizada, que

permite umna relacio entre tempo computacional e erro nas aproximacdes.

Num trabalho interessante, Costa & Bartels (1994) fazem uma comparacio enire alguns das
mais importantes versdes de representagfes tempo-fregiiéncia existentes, com ¢ intuite de
descobrirem a mais eficiente. Expondo as principais caracteristicas dos métodos comparados,
realizam simulagOes numéricas para verificarem quais as defini¢8es para distribuicic de Wigner
discreta que realmente apresentam auséncia de aliasing. Este trabalho foi mais amplamente

explorado na publicacio de Costa & Bartels {1999).
2.3 Aplicagbes

Como 4 for mencionado, as distribuicBes tempo-fregiiéncia surgiram inicialmente no
campo da mecanica quénticé; primeiramente com a disﬁiiﬂuiigii.d de W}gner .e,. te.zﬁpos depois, com
a classe proposta por Cohen. Depois que se pode associar a noco de posicio e momento da fisica
quéntica com a noglo de tempo e freqiiéneia na teoria de sinais (Cohen, 1985), as aplicagdes
propostas para as distribuicdes tempo-freqiiéneia foram inimeras e em diversas areas, tais como:
acustica, biomedicina, biomecénica, telecomunicagdes, sismologia, processamento de imagem,
dinfmica de maquinas ¢ estruturas entre outras. Mais especificamente na 4rea de mecénica, estas
ferramentas tém sido aplicadas com sucesso para deteccio de falhas em maquinas e
equipamentos, como demonstram Meng & Qu (1991), que aplicam a distribuicgo de Wigner com
esta finalidade. Estes autores mostram alguns exemplos em que esta técnica ¢ aplicada, como é o
caso da detecgo de uma falha na pista de um mancal de rolamentos - j& que é possivel localizar
no tempo as freqli€ncias correspondentes & falha — ou da identificagio de um dente quebrado em

uma engrenagem.

Lee ¢ White (1997) propdem o uso da distribuicdo de Wigner juntamente com as chamadas
estatisticas de alta ordem (HOS) para analisar sinais de vibracfo impulsiva em maquinas

rotativas. Este meétodo € aplicado a sinais de motores de automdveis ¢ engrenagens com o
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objetivo de identificar falhas nestes componentes. Mosira-se que os espectros de Wigner de alta
ordem levam vantagem sobre a distribuicfo de Wigner tradicional no monitoramento e detecgdo
de falhas para os casos analisados, uma vez que conseguem suprimir os efeitos dos termos de

interferéneia.

Uma nova aplicacBio das distribuigbes tempo-fregiiéncia € mostrada por Bucher & Ewins
(1997), no qual eles utilizam o espectrograma para decompor sinais vibratdrios de méguinas
rotativas dependentes da velocidade. A decomposigBo da resposta vibratoria € feita em funcio
dos movimentos de precessio direta e retrograda do sistema girante, do conteddo em freqgiiéneia,
do comprimento de onda e velocidade de rotagfo. Para o caso de vibragBes de um eixo, apenas
dois sensores dispostos perpendicularmente s80 necessérios para separar as componentes direta e
retrograda. No caso de um disco girante, mais sensores s80 necessérios para decompor a resposta

em comprimentos de onda espaciais e também em suas diregdes de precessio.

A aplicagio de teécnicas de distribuiches tempo-freqiiéneia na identificacio da
direcionalidade de maquinas rotativas é mostrada por Lee & Han {1998). Neste trabalho, os
autores introduzem a chamada distribui¢@o de Wigner direcional (dWD). O procedimento inicia-
se com as medi¢3es dos sinais de resposta de wma maquina rotativa, com sensores dispostos
perpendicularmente entre si, através dos guais pode-se calcular a resposta deste rotor em
coordenadas complexas. Em seguida, dois sinais analiticos sfic computados e as distribui¢fes de
Wigner destes sinais s8o obtidas. Este método faz com que as fregiiéncias positivas contenham
apenas as componentes referentes ao movimento de precessfio direta, enquanto que as fregiifncias
negativas contenham as componentes de precessio retrégrada. Uma consegiiéneia direta deste
procedimento € que ndo serfio obtidos termos de interferéneia entre fregiiéncia positivas e
negativas da distribuigfio tempo-freqiiéncia direcional. Os autores mostram gque a auto-dWD
mostra a forma e directividade do movimento plano instantineo enguanto a dWD cruzada indica
o angulo de inclinagdo deste movimento. Esta técnica ¢ utilizada em casos como o de um rotor
durante sua partida ou de um motor de automével durante sua partida, estabilizacdio ¢ parada, por

exemplo.
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Baseada nesta técnica descrita anteriormente, Lee, Robb, Besant (2001) propuseram uma
nova distribui¢fio, chamada distribuigdo de Choi-Williams direcional (dCWD), gue tem o
objetivo de proporcionar os mesmos resultados da distribuicfio de Wigner direcional, ou seja,
separar as componentes diretas das retrdgradas em sisiemas rotativos. Os resuitados obtidos para
sinais simulados sfo comparativamente melhores que os da distribuigiio de Wigner ¢ da

distribuico de Choi-Williams tradicionais.

Adnda utilizando a dWD, Lee & Han (1999) aplicam esta distribuiggo a sinais de resposta
de um rotor para a realizacfo da analise de ordem (order fracking). O método consiste em obter a
freqliéncia de rotacdo instantinea através da dWD e integré-la em relacio ao tempo, resultando
no deslocamento angular instantineo. Este, por sua vez, € interpolado para se chegar ao sinal
reamostrado que SeT8 necessario para se fazer a anédlise de ordem. Este método faz com que sgja
desnecessario ¢ uso de um tacOmetro para se obter um sinal sincrono a rotagic do rotor. Desta
forma, como a dWD apresenta boa resclucho no plano tempo-fregiiéncia, € possivel obter
resultados confidveis caso em que nfo seja possivel obter o sinal de pulse proveniente do

tachmetro.
2.4 Tendéncias

Como foi dito anieriormente, um dos maiores problemas enconirados na teoria das
distribui¢fes tempo-freqiiéncia bilineares € a dependéncia desta ferramenta ao tipo de aplicagfic e
também 2 presenca de termos de interferéncia na andlise de sinais multicomponentes. Uma das
tentativas para se contornar esta Gltima dificuldade € através de distribuigSes com interferéneia
reduzida. Contudo, estas distribuicBes tém o inconveniente de nfio satisfazerem algumas
propriedades das TFDs generalizadas e também de diminuem a resolugfio. Surgiram entfo as
chamadas distribuigSes tempo-freqiiéncia dependentes do sinal, que utilizam as fungfes nicieo
adaptativas. Jones & Parks (1990) introduzem um tipo de distribuicio adaptativa de alta
resolucfio que supera as limitacBes da STFT e elimina os termos cruzados. A representagfo
baseia~se na STFT ¢ utiliza fungdes gaussianas que variam sua largura no tempo e na freqiiéncia.
Esta distribuigfo apresenta boa resolugfio e concentraco no plano tempo-fregiiéncia para todas as

componentes do sinal.
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Buscando uma distribui¢Bo que melhor se adeque a vérias aplicagtes, Baraniuk & Jones
{1993} introduzem um método para a criagfio de uma funcio nicleo 6tima. Esta nova classe de
distribuicbes se adapla a cada sinal, oferecendo boa performance para uma grande variedade de
sinais. A formulagdo € baseada num problema de otimizagio e resulta num programa linear, cuja
solugéo, de acordo com o sinal analisado, d4 origem 2 fun¢fio niicleo 6tima, e conseqgilentemente,
a distribuig8o tempo-fregliéncia. Um algoritmo rapido para o caleulo destas distribuic@es também
foi proposto por Baraniuk & Jones (1994) para resolver o problema linear com uma
complexidade computacional da mesma ordem que a utilizada para se calcular distribuicBes com
funges nicleo independentes. Jones & Baraniuk (1995) introduzem uma nova funciio nicleo
adaptativa (ddaptive Optimal Kernel — AOK) baseada numa fungfo gaussiana, mas que
possibilita um processamento em tempo real e traga comretamente as componentes de um sinal
variante no tempo. Embora o custo computacional seja maior que numa distribuicio com funcdo

niicieo fixo (independente do sinal), sua eficdcia e performance sdo methores.

Atualmente, 2 andlise modal ¢ wma ferramenta bastante difundide na inddstta e
amplamente utilizada para estimagfo de pardmetros modais de sisternas mecénicos. Mais
recentemente, surgiram algumas técnicas que permitem a identificagfo destes pardmetros modais
através dos modos operacionais ou sem o conhecimento da forga de excitagSio. Contudo, estas
técnicas pressupdem que o sistema esteja operando em condiges estacionérias, o que, em muitos
casos, ndic ¢ uma consideracdo razodvel. Assim, quando encontram-se caracteristicas nfo
estaciondrias no sistema, as técnicas tradicionais de andlise modal ndic mais se aplicam para obter
tais resultados ¢ as técnicas baseadas nas disiribuigBes tempo-fregiiéncia surgem como uma

alternativa para andlise de {ais sistemas.

Bonato ef al (1997) aplicam as distribui¢Ses de Choi-Williams e de Wigner na analise de
estruturas da construgfo civil submetidas 4 excitagfio natural, geralmente desconhecida, em
condi¢des de servi¢o. Fregliéneias naturais, modos de vibrar ¢ nSo-linearidades sio detectados a
partir destas técnicas e de algumas propriedades da fun¢@io ambigiiidade, que levam 2 utilizagio
de filtros modais no dominio do tempo. Fol concluido também que o uso da correlagio cruzada

instantinea pode solucionar alguns problemas de acoplamento de modos. Mais recentemente,

16



Bonato ef ol (2000) mtroduzem um novo método que propbe aplicar distribuicBes préprias e
cruzadas da classe de Cohen em sistemas sob condigdes de servico e sem conhecimento da
excitagfio. Os sinais medidos a partir da estrutura s3o utifizados para identificar seus modos de
vibrar. Neste trabalho, definem-se estimadores no dominio tempo-fregiiéncia, gerando resultados
que mostram ser possivel separar freqiiéncias modais de componentes de excitagfo. Em termos
de resolugio, esta técnica também apresenta vantagens sobre as mais tradicionais, & parece ser

mais robusto na presenga de excitagdes ndo-estacionsrias e condigdes fracamente nio-lineares.

Uma maneira de se exfrair os pardmetros modais de um sistema se dd através da resposta ao
impulso deste sistema. Uma comparacfio entre a transformada de wavelets & os métodos
tradicionais FFT ¢ feita por Robertson, Park & Alvin {1998). O métedo por eles proposto se
mostra eficiente na determinacio das fungBes de resposta ao impulso de sistemas sujeitos a
excitagbes harménicas ¢ a sinais contendo descontinuidades. Quando o sistema € sujsito a uma
excitagho do tipo burst random, o método proposto apresenta resultados to satisfatdrios quanto
os tradicionais, ¢ ainda com maior eficiéncia computacional. Ao ser utilizada a excitacio
completamente aleaifria, os métodos apresentam dificuldades, porém o método baseado em

wavelets apresenta-se melhor ao tracar os modos fundamentais de resposta do sistema.
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Capitulo 3

Analise de Sinais no Dominio Tempo-Freqgiiéncia

Neste capitulo, sdo introduzidas as bases tebricas e matemdticas que definem as
distribuiches tempo-freqliéneia. Assim, apresenta-se inicialmente uma breve descrigio sobre
analise de sinais e introduz-se o conceito de sinal analitico. Em seguida, explem-se alguns
conceitos importantes necessarios para caracterizar as distribuigbes tempo-fregiiéncia e,

finalmente, discute-se cada uma das distnibuicSes utilizadas neste trabalho.
3.1 Descrigéo dos sinais

Um dos sinais mais simples variantes com ¢ tempo tem a forma senoidal. Este sinal €
particularmente interessante, pois € solucio de diversas equagfes de movimento fundamentais e é
uma boa aproximacdo para alguns fendémenos observados na pratica. Este tipo de sinal tem como
caracteristicas uma fregliéncia constante, ay, € umna amplitude, também constante, 4, e pode ser
EXPresso por:

s{t) = Acos{ew, 1}, 3.0

Este sinal pode ser generalizado para o caso da freqiiéncia ¢ amplitude variantes com o tempo:

s(t)y= A{tycos 9(1), (3.2)
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em que &(7) ¢€ a fase do sinal ¢ 4(%) a sua amplitude, ambos variantes com tempo.

Como se sabe, estes sinais também podem ser analisados no dominio da freqliéneia, A
importancia da analise do sinal neste dominio pode ser constatada observando-se, por exemplo,
que ¢ possivel conhecer caracteristicas intrinsecas do sinal, ou mesmo do sistema que o gera, a
partir do seu espectro, como se verifica nas aplicagbes de andlise espectral para deteccdo de
falhas em estruturas girantes, ou na analise modal; outra raziic pode ser apresentada ao se notar

que a propagacdo das ondas num meio depende da freqiiéncia da onda.

A transformagio de um sinal estaciondrio do dominio do tempo, como o da Equagho 3.1,
para o dominic da fregliéneia ¢ feita através da transformada de Fourier, que pode ser

representada pela seguinte equacio:

i
2m

S(w) = §s(s) ey, (3.3)

¢ sua inversa, que leva o sinal de volta para o dominio do tempe, ¢ dada por
1 .
s(fy=—— {S(w) e’ dw. (3.4)
N2 jﬂ (

Quando os sinais sHo ndo estaciondrios, como aquele descrito pela Equacio 3.2, este par de
transformacdes ndo se aplica (ou, pelo menos, fornecem resultados incorretos) e outras
ferramentas devem ser utilizadas para transformé-los do dominic do tempo para o da freqiiéncia e

ViCe-versa.

Como se sabe, o espectro de um sinal real, s(¢), satisfaz S(-w)=5 (@) e, sendo assim,

sua densidade espectral de energia, IS(a)) 2, serd sempre simétrica em relacfo & origem. Desta

forma, a freqliéncia média do sinal serd sempre zero, 0 que nfc contribui para uma boa

) Durante todo o trabalho, considerar limites de integragiio de - a +m sempre que estes limites forem suprimidos
das eguagies.
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mierpretago do comportamento do sinal ou sistema. Assim, pode ser interessante, em alguns
casos - que serdo descritos mais adiante neste capitulo -, construir um novo sinal, a partir do sinal
real 5(f), que contenha 0 mesmo espectro na faixa de freqii®ncias positivas e seja nulo para a

faixa de freqiiéneias negativas.

Assim, considerando-se um sinal real mensurdvel, 5(¢}, cujo espectro ¢ S{@), o sinal z(5)
que contém o mesmo espectro de s{f) na faixa de freqii€ncias positivas e seja nulo para a faixa
de freqliéncias negativas ¢ obtido através da transformada de Fourier inversa de S(w),

integrando-se apenas nas fregiiéncias positivas, ou seja,
i o . -
2(t) =2~ [S(w) e’ dw. (3.3)
N2 g
Introduzindo a transformada de Fourier nesta expressdo, chega-se a

— 1 T % —j@l _ jeil g
z(z)~2g gés(f)e’ e’'di'dw

Rl el

1 { js(s“)ej e des. (3.6}
zg

Utilizando a relac8o {Cohen, 1995)

+o0

(e do=n5(x) +L G.7
X

¢

obtém-se

z(f) = % fg(f )Ex S(—1)+ ;%}df, (3.8)
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e, finalmente,
2 =st)+L 2 (3.9)
T t—i

que ¢ o chamado sinal analitico. Como pode-se perceber, z{) é um sinal complexo ¢ sua parte

imaginania € formada pela transformada de Hilbert de s%), definida por

Hs()l= i» jf f% dr'. (3.10)

Ou seia, o sinal analitico € dado por
z2(t) = s(t)+ jHIs(H)], (Gan
que na forma exponencial pode ser calculado por
()= 4 (t)-e"?V, (3.12}
emque A4 () € aamplitude ¢ p(¢) € a fase do sinal analitico.

3.2 Alguns conceitos necessarios s representagbes tempeo-fregiiéncia

Na andlise de sinais estacionarios, em que o conteudo de freqiiéncia € invariante no tempo,
a transformada de Fourier se aplica muito bem para obter informaces corretas a respeito do sinal
no dominio da freqiiéncia. Tanto o sinal temporal quanto seu espectro carregam suas informacgdes
completas, embora nenhuma destas representacdes revele explicitamente o espectro de freqiiéncia
num instante particular, nem o instante em que ocorre uma componente espectral. Caso, ao
contrario, um sinal apresente seu contetdo de freqiiéncia variando com o tempo, nio se pode
afirmar com absoluta certeza, utilizando-se esta mesma técnica, que todas as informacGes

observadas sejam corretas ou completas. Surge daf a necessidade de se examinar estes sinais
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através de uma ferramenta mais poderosa, que permita mostrar maiores detalhes a respeito do
contetido do sinal. Uma técnica deste tipo € a andlise de distribui¢des tempo-freqiiéncia, que visa
desenvolver uma fungfio que descreva como o contetido de energla de wm sinal estd distribuido
simultaneamente nos dominios do tempo ¢ da freqiiéncia, permitindo wma localizagio do espectro

no tempo.

A seguir s#o apreseniadas algumas definigBes que envolvem a andlise tempo-fregiiéneia e

que s8o necessarias para um melhor entendimento desta ferramenta.

Densidades. Sendo is(z}fg a densidade de energia de um sinal por unidade de tempo, num

dado instante ¢, a densidade de energia durande um intervalo de tempo ¢ sera dada por 33{3}52 At .

No dominio da freqliéncia, se a densidade de energia por unidade de freqiiéncia, em uma

freqiiéncia @, é dada por (@)’

, entdo a densidade de epergia num intervalo de freqiiéncia Aw

sers dada por |S{@)" Aw . Por fim, como se descja obter a distribuiglio de energia num plano
tempo-freqii€ncia, considera-se que a densidade de energia num instante ¢ ¢ numa freqiiéncia @
seja dada por P(f,w). Assim, a densidade de energia contida numa célula de dimensdes A e Aw

sera P{r,o) At Aw .

As grandezas que serdo discutidas neste trabalho s8o as densidades (ou distribuicdes) de
energia de um sinal no tempo e na freqiincia, ou seja, sdo densidades bidimensionais. Uma
densidade bidimensional serd tratada como uma quantidade de energia por unidade de tempo ¢
por unidade de freqii€ncia num ponte (¢, @ do plano tempo-freqiéncia, de forma que a energia

total sefa dada por
Energia Total = HP(!, @)dwdr=1. (3.13;

Esta quantidade € normalizada a 1 para que um valor qualquer da densidade corresponda a uma

fracfio do total.
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Nestas condigBes, o termo densidade ¢ facilmente compreendido. Em certas 4reas, porém, o
termo distribuicfo ¢ utilizado com ¢ mesmo significado, pois também € uma maneira de indicar
como uma grandeza pode estar distribuida. Estes tipos de representacfes aqui estudados surgiram
no campo da mecdnica quintica, onde os termos “densidade de probabilidade” ou “distribuicgo”
sdo propriamente aplicados, j4 que esta 4drea ¢ inerentemente probabilistica. Para sinais
deterministicos, em que ndo hd nenhuma consideragfo probabilistica associada, deve-se imaginar
as distribuigBes como “intensidades” ou “densidades”, no verdadeiro sentido das palavras, ou

mesmo da forma em que a energia do sinal estd distribuida no plano tempo-fregiiéncia.

FungBes Caracteristicas. A fungfio caracteristica ¢ um conceito importante no estudo o
construg@io das densidades, uma vez que muitas das caracteristicas das distribuigdes podem ser
obtidas através delas. Sua importéncia serd melhor explorada na seciio 3.3. Uma funcio

caracteristica ¢ definida como a transformada de Fourier da distribuigiio tempo-fregiiéncia, ou

seja,
M(@,7) = [ [/ 17 p(s, ) dt dos (3.14)

Os parémetros & e 7 possuem unidades de freqgiiéncia e tempo, respectivamente. Como os pares
da transformada de Fourier sfio unicamente relacionados, ou seja, um pode ser calculado
diretamente a partir do outro, € possivel obter a distribuicio a partir da transformacio inversa da

func#o caracteristica, através da expressio

1

P(t,0) =
) 4r*

(M. agar. (3.15)

Margens. Somando-se a distribuigdo de energia para todas as freqiiéncias num determinado
instante de tempo, obtém-se a poténcia instantinea ou densidade de energia no tempo. Da mesma
maneira, somando-se a distribuigio de energia para todos os instantes de tempos numa
determinada freqii€ncia, obtém-se a densidade espectral de energia. Idealmente, uma densidade

em tempo-freqiiéncia deve satisfazer as seguintes condigdes:

24



[PG.@)do = P(t) =|sto)f (3.16)

[P,y dt = P(@) =[5(a)] . 3.17)

Estas sfo as chamadas condicBes marginais no tempo e na freqliéncia, respectivamente. Nota-se
que caso as condicbes marginais sejam satisfeitas, a distribuicfo satisfaz o requernimento de

energia total do sinal,
E=[[P.o)dodi = [s(f d = [S(@) do. (3.18)

Fregifncia instantfpea. Quando se irata de sinais nfo-estaciondrios, a nocic de
freqiiéncia do sinal perde um pouco o sentido, exigindo a mntroducio de um importante conceito,
o de fregiiéncia instantinea. Pode-se dizer que este parfinetro define a localizagio do pico
espectral de um sinal variante no tempo. Fisicamente, este conceito somente tem significado para
sinals monocomponenies, om gue existe apenas uma fregliéneia, ou wma pequena faixa de
fregliéneias, € que variam com o tempo. Para sinais multicomponentes, a noc¢io de fregiiéncia
instantinea Gnica torna-se sem sentido, sendo necessario um desmembramento em  suas

componenies.

Como jé foi mencionado, um sinal estacionério s{¢) pode sempre ser representado por uma
soma ponderada de sinais harmonicos, ou seja, wma soma de senos € cossenos. Sua
decomposicio espectral ¢ obtida utilizando-se a transformada de Fourier do sinal, ¢ sua
transformada inversa para sintetizar o sinal. Este par de transformadas sé tem significado para
este tipo de sinals, ou seia, cujo espectro, S(ay, seja constante a qualquer instante de tem?o,
Assim, qualquer sinal estacionario pode ser representado como uma soma ponderada de senos ¢

cossenos, com freqli€ncias, amplitudes e fases particulares.

No que se refere a sinais nfo-estacionarios, a freqliéncia instantinea, f,, € definmida como a

taxa de variagio do dngulo de fase do sinal analitico num instante 7, ou seja,

A
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ﬁm_ma_i_d@(é‘)_ (3.19)
T dt

Assim, do ponto de vista de distribuigbes tempo-freqiiéncia, a freqiidneia instantinea &
considerada como sendo a freqiiéncia média em um instante particular, Para melhor visualizacio

¢ interpretagio da freqli€ncia instantdnea, ver Boashash (1992)

Principio da Incerteza de Heisenberg. Na andlise de sinais, este principic expressa uma

relagio fundamental entre o desvio padrdo ¢, de um sinal s¢¢), e o desvic padriio o, de sua

transformada de Fourier §{@ ). Como j4 foi definido, densidade de um sinal no tempo ¢ s(t }i2 &

» os 2 s 12 - = - I
a densidade na freqiiéncia € |[S(w )" . Especificamente, as varidncias sio calculadas como

of = [ [t~ () Ptt.0) dt do (3.208)

o2 = [f(o—(@)) Pt.o) dt doo (3.206)

em que () € (@) s&o o tempo ¢ a freqiiéncia médios, respectivamente. O Principio da Incerteza

de Heisenberg afirma que:
1

0,0, Z—. (3.21)
2

Nota-se que o Principio da Incerteza aplica-se especificamente a fungSes que sejam pares
de transformadas de Fourier. Além disso, ¢ sinal ¢ uma fungfio apenas do tempo, ¢ seu espectro
uma fung8o apenas da freqiéncia. Uma interpretagfo do principio da incerteza indica que uma
fungdo temporal estreita, ou seja, de curta duragfio, proporciona um espectro largo, e vice-versa,

de forma que um sinal e seu espectro ndo podem ser arbitrariamente pequenos 20 mesmo tempo.

De uma outra maneira, este principio mostra uma relagio que diz respeito apenas as

margens de uma distribuiclio tempo-freqiiéncia. Pode-se verificar que uma distribuicio que

26



cbedega as condigbes marginais serd consistente com o Principio da Incerteza. Neste caso, em
gue as margens estdo funcionalmente relacionadas, uma mudanga em uma das margens implica
na mudanca da outra. Porém, ndo se pode concluir com isto que as variaveis da distribuicio
sejam dependenies, ou que exista alguma relaclio entre elas. Na andlise de sinais nfo-
estaciondrics, o0 Principio da Incerteza n8c estd relacionado com a medida da densidade de
epergia em pontos do plano tempo-freqiiéncia, mas relaciona apenas o produto dos desvios

padrio das margens, ¢ assim nfo tem relagfo com a resclugio de uma distribuicHo no plano.

Suporte Fimito. Diz-se que uma distribuicBo tem suporte finito fraco guando,

matematicamente, ela satisfaz os seguintes requerimentos:

Pltay=0 para f fora do intervalo {(7,,2,), sest)=0forade {7,1,),

Pit,w)=10 para o fora do intervalo (@,.@,), se S{w) =0 fora de (®,,a,).

Os valores #; e #; s30 os instantes inicial e final do sinal, ¢ @; ¢ @, sho as fregiiéncias do

sinal nos instantes correspondentes.

Diz-se que uma distribuicfio tem suporte finito forte quando:

Plt,w)y=10 se s(¢) = U para um instante particular;

Pt =0 se &(w) = 0 para uma freqiiéncia particular.

3.3 Classe geral de distribuictes tempo-freqiiéncia

As distribui¢des tempo-freqiiéncia comegaram a se tornar mais conhecidas e utilizadas com
o surgimenio da transformada de Fourier de curta duragio (STFT) ¢ com a aplicacio da
distribuicio de Wigner & andlise de sinais. A partir de entfio, novas idéias foram sendo
desenrvolvidas no sentido de enriquecer a aplicac@io deste tipo de ferramenta para a andlise de
sinais. Muitas das distribuicGes existentes, com suas caracteristicas peculiares, podem ser
representadas de maneira unificada, com a vantagem de que suas propriedades podem ser

facilmente obtidas ¢ analisadas. Esta unificagiio se dd na forma de uma classe geral de
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distribui¢bes introduzida por Cohen (Cohen, 1966), em que cada representagdo & identificada por
uma fungfo niicleo (kermel). As propriedades da distribuicio sdo obtidas pelo simples exame ou a
partir de restrigdes nas caracteristicas da funco nicleo. Consequentemente, a escotha da fungiio
nicleo determina as caracteristicas da distribuigiio. Além disso, um método geral que represente
todas as distribuigBes tem 2 vantagem de possibilitar o desenvolvimento de representacdes
apropriadas, adequadas a cada caso, jA que as distribuicBes geralmente dependem das

caracteristicas do sinal analisado.

3.3.1 A classe geral de Cohen.

A grande maioria das distribuigSes tempo-freqiiéncia podem ser calculadas a partir da

expresséo desenvolvida por Cohen,

1

Ct.ao) = ppn

T * __}: — i fr @t jBu ) 2
2Hjs(z;+§-)s(u S0 Gy dedg, (3.22)

em que ¢, 7)€ a fungio nicleo.

Numa breve analogia com a andlise de sinais estaciondrios, via transformada de Fourier,
pode-se dizer que a fungio nicleo desempenha um papel semelhante, porém nfo igual, ao das
janelas de observaggo. Isto porque cada distribuicio pode ser obtida a partir da substituigiio de
uma determinada fungfo nicleo na equago da classe geral. Desta forma, pode-se dizer, do ponto
de vista matematico, que a fungfo niicleo & responsavel pelo modo como o contetido de energia
do sinal € distribuido no plano tempo-freqiiéncia, uma vez que fornsce as caracteristicas inerentes

a cada representaco.

Existem vérias maneiras de se expressar a classe de Cohen (Claasen e Mecklenbriuker,
1980c; Jeong e Williams, 1992; Hiawatsch e Bartels, 1992). Uma delas pode ser identificada ao
lembrar-se que a funglo caracteristica é a dupla transformada de Fourier de uma distribuicéo

{Equag@o 3.14). Sendo assim, a classe de Cohen também pode ser calculada através da equagio
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1
47?

C.@y=-5 | jM{a ) e TR Gg dr

em que
MG, 7)=§(6,7) j&(m%} S u=5) ¢ du,
ol seja,
1 — {8 ter @}
Clt,0)=— [[¢(6.7) A(8,7) e /W dd dr,
4z
sendo que

AB,7) = js(u—i»%) g‘@g-—%} e dy,

¢ chamada de funcfio ambigiiidade.

3.3.2. Propriedades basicas da funcfo nicles.

(3.23)

(3.24)

(3.25)

(3.26)

Algumas propriedades bésicas das distribuicSes sfo discutidas ¢ analisadas de forma que

seja possivel entender como elas podem estar relacionadas com algumas restrigbes nas

caracteristicas da funcio nicleo.

Bilinearidade das distribui¢fes. Com relacBio a bilinearidade das distribuicBes, pode-se

dizer que caso o nicleo nfo dependa explicitamente do sinal, entio este entra duas vezes na

expressdo da classe de Cohen e a distribuicfio € dita bilinear. Assim, wm efeito bastante claro

desta caracteristica € visualizado ao se calcular a distribuigdo para a soma de dois sinais,

s(£)y=s,{1)+5,(f). A partir da Equacéo 3.22, tem-se que

Cle)=

=1 § jf j‘ ( 5,5, YO, 73+ 5,5, $B,7) + 5, 5,(0,7) + 5,5, HB, f)) e O 0N g0 dr du
4

=, {t,0)+ Cplt,w)+ ) {t,w) + O, (1, ).
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4;2 i j{sl (u+ %} s, (u+ %}} [s“ (e~ %) +8y (u— %}} HO,7) e €T 46 dr du

(3.27)



Uma distribuigdo cruzada pertencente a classe de Cohen & complexa, entretanto
Colt, o) =Gy, (1.0), logo Cy(t,0)+Cyy (1, @) & real. Assim, o resultado final da distribuicio

para a soma de dois sinais € dado pela seguinte equagio,
Clo)=C, {t,w)+C,{t,0)+2Re{C, (1, 0)}. (3.28)

Percebe-se que uma distribuicBo pertencente 2 classe de Cohen, calculada para a soma de
dois sinais, n4o ¢ igual 4 soma das distribui¢des de cada sinal, mas contém um termo adicional,
que geralmente ¢ chamado de termo cruzado ou de interferéncia. Do ponte de vista pratico, estes
termos séo problematicos pois podem ser confundidos com os auto-termos, ou termos proPrios
das componentes do sinal, dificultando a visualizacio e interpretagio de uma distribuicdo tempo-

freqiiéneia.

Estes termos néo tém significade fisico, mas sfo inerentes a qualquer distribuiciio bilinear,
de forma que deve-se estar ciente de sua existéncia para que se possa interpretar uma
representacdio tempo-freqliéneia como uma distribuicio da energia. Uma distribuicio
provavelmente apresenta valores negativos, associados ao cardter oscilatério dos termos de
interferéncia, que devem aparecer nas distribuicSes bilineares, ou entio propriedades como
margens, principio da incerteza ou freqiiéncia instantdnea nfio serfio satisfeitas (Hlawatsch e
Bartels, 1992).

Generalizando para a soma de varios sinais,
JN'
s@)=> 5.0, (3.29)
k=1

tem-se que a classe geral apresenta a seguinte forma



C{z,w)mzcm(i':@}**" zcﬂ(gsw}ﬁ {3.3@}

R
£33

em que

3
i

4ot

Cut.0)=— [{[s %} 5, (u wg«) $O.7) &P T Gy dr 48, G31)

Vale ressaltar que a classe geral de Cohen pode apresentar os termos de interferéncia ou
nfo, dependendo do tipo da fungfio nicleo utilizada. A secdio 3.6 ird abordar mais profundamente
outros aspectos dos termos cruzados,

Margens da classe geral de Cohen. No que diz respeite as margens, ao integrar a

distribuicio da classe geral em relagfio & freqiiéncia, encontra-se como resultado o valor 27 6(r)

(Cohen, 1995). Entéo, tem-se que
Clt.w) = .23... ({50 s+ %} s (u ;;-) H0.7) e gy dr de
7
= ffzi— ﬁ@(@,(}) s e " du a8, (3.32)
7w

Para que a margem no tempo s¢ja satisfeita, o resultado da Equag8o 3.32 deve ser igual a

Es(t)iz . Para que isto ocorra, ¢ preciso obedecer a seguinte condigio,

51; j}é(ﬁ,@} e NGO = 82 —u) | (3.33)

A tUmica maneira para que a Equacfo 3.33 seja satisfeita € o caso em que

$E.0)=1. (3.34)



Esta ¢ a condigiio da fungfio niicleo para que a margem temporal seja satisfeita. De

maneira similar, para que a margem da fregiiéneia seia satisfeita, deve-se ter
HMO,7ry=1. {335

Se¢ as margens sdo satisfeitas, entdo a energia total da distribuigSio sera igual A energia do

sinal. A condiglio da fungo nficleo para que isso aconteca &
#00y=1. (3.36)
Como a condigdo para que uma distribuigdo tempo-freqiiéncia obedeca ac principic da
incerteza ¢ que ela satisfaga as margens, as restricSes para a fungio nvicleo sdo as mostradas nas

Eqguagdes 3.34 ¢ 3.35.

Para uma distribuicdo ser real, o nicleo deve satisfazer a seguinte condicio (Claasen e
Mecklenbriuker, 1980),

HO,7y=¢ (-6,—7). (3.37)

Suporte finito. Como ja foi discutido anteriormente, o suporte finito fraco é garantido
quando um sinal de duragdo finita possui uma distribui¢#c nula antes do seu inicio ¢ depois do

seu final. Para a classe de Cohen, isso pode ser verificado através da relacfo:
[#(6.0)e7"'d9 =0, para o] < 2. (3.38)

Para um sinal limitado em freqiiéncia, a distribuiciio deve ser nula fora do intervalo da

banda,



[$(6.0)e 7" dr =0, para |§|< 2] (3.39)

fa o suporte finito forte ¢ assegurado quando a distribuigdo € nula para valores nulos do

sinal ou de seu espectro. Isso implica que

[#(6.7)e7"'d6 =0, para || = 2 (3.40)

¥

[e(6.0) e dr =0, para 6] = 2. (3.41)

Transformacio entre distribuicbes. A classe de Cohen agrupa praticamente todas as
distribuigbes tempo-freqiiéncia, que sfo diferenciadas apenas pela fumgio nucleo. E possivel
relacionar as diferentes distribuigGes que fazem parte desta classe através das relacBes entre suas
fimgBes nicleo, Utilizando-se uma distribuigio a partir da qual um sinal possa ser reconstruido,
ou seja, calculande-se a transformacfio inversa da distribuigSio, pode-se calcular qualguer outra
distribuigdo para este ‘mesme sinal. Isto indica que. existe. ﬁma felag:‘ée entre és distribuigbes,

como apresentado por Cohen (1995). Pode-se imaginar duas distribuicdes, C, e (,, cujos

nicleos sejam, respectivamente, @ e 4, , de tal forma que

(3.42)

C.(0,r)= ! $(6,7) C,(f,w") e/ g dr dr deo' .
4r* $,(8,7)
¥z »

Desta forma, pode-se perceber que todas as distribuicdes pertencentes & classe geral de Cohen
podem ser obtidas a partir de qualquer outra distribuigio da mesma classe, desde que a expressio
da distribui¢Bio C, esteja disponivel.

3.4 Distribuicdo de Wigner

A distribuigiio de Wigner de um sinal temporal, 517, é dada por

Lad
L



i T, s T irm
P {r,w)z—z—; fs(z‘ +—2—)s (r-—»g)e . (3.43)

E possivel representar a distribuicfo de Wigner através da classe de Cohen comparando-
se 2 EquacBo 3.43 com a equagio da classe geral (Equagfio 3.22). Desta forma, a funcfo nicleo
para a distribuigio de Wigner € expressa por (Cohen, 1989; Hiawatsch e Bartels, 1992)

PG,y =1, (3.44)

Pode-se perceber que a distribuigio de Wigner, calculada em um instante particular, €
obtida pela soma de parcelas constituidas pelo produte entre o sinal num instante passado € ©
sinal num instante futuro, sendo que os intervalos parz o passedo e para o futuro sio iguals
{Cohen, 1995). Em outras palavras, esta distribuicfio utiliza igualmente valeres do sinal em
instantes préximos e afastados do instante de andlise. Por esta razdio, diz-se que ela é uma

distribui¢do altamente ndo-local. A Figura 3.1 ilustra como € calculada a distribuiciio de Wigner.

::S--nm

ANANAANNANNNDNA,
VVVVVVVVVUY

— 0 @ T B 4+

Figura 3.1 — Tustrag8o do calculo da distribuicio de Wigner.

Sendo assim, 2 amplitude da distribuiciic de Wigner apresenta um crescimento linear até a
metade da duracio do sinal, como mostra a Figura 3.2. Esta caracteristica é inerents 3
distribuicdo.
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Figura 3.2 — Hustrag#o da forma da distribuicio de Wigner. O sinal analisado é uma sendide.

Propriedades gerais. Numa breve discussio a respeito das propriedades gerais da
distribuiciio de Wigner, pode-se dizer que ela € sempre real, mesmo que o sinal seja complexo.

Isto pode ser verificado considerando o complexo conjugade de £, (¢, w):

* 1 Ty v Ty im
Bs (t,a}):zj‘s(t—«z-)s(mwi)ej dr
17 T s, Ty i
= (st +5) (1= 5y g
2ﬁis( y) U (3.45)
= é%;:i;s(t + g} s{t— g—) e dr

= FIG (tr« 6’))
A condigio de suporte finito fraco também § satisfeita, ou seja,

B {t,@)=0 para ¢ fora dointervalo (¢,4,), se s(#) =0 fora de {¢,.1,),

Py (t,0)=0 para o fora dointervalo (@, @,), se S(@)=0 fora de (@, @,),

em que #; e 7; sfio 0s instantes inicial ¢ final do sinal, e oy e ey sdio as fregiiéncias inicial & final da

banda do espectro.
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Outra caracteristica que se pode identificar é a simetria deste tipo de distribui¢fio. Como,
para sinais reais, o espectro & simétrico, a distribui¢iio também serd simétrica no dominio da
fregiiéneia, ou seja,

sinais reais ¥ especiro simétrico, S{w) =8(~a) B £, (1.@) = B, (1, ~0)

As margens da distribuicio de Wigner também sdo satisfeitas,

j&?{:(fa @) dw = 15(3‘} 7, (3.46)
[Pt o) dit =[S()] (3.47)
o que pode ser verificado por
P(O)= [By(t,0) do = - [fse+D) 5" (-2 &™™dr dov
o 27 2 2
= [s(t %} s“(zw%} 5(r) dr (3.48)

7
= s
Pode-se chegar 3 mesma conclusio para a margem na freqiiéncia. Sendo assim, como as
margens sfo satisfeitas, a condigfio para energia total também serd, ¢ a distribuigio ird respeitar o

principio da incerteza.

Distribuicfio de Wigner para a soma de dois sinais. A distribuicio de Wigner cruzada,

obtida a partir da soma de dois sinais, s{¢}=s,(¢)+s,{¢), é dada por

P (t.0) = By, (£, 0) + Py, (6,@)+ By (£.0)+ By (r.o). (3.49)

em que



1 * z 7 - jrw
B (60) =5 [ (1=2) syt + ) e d. (3.50)

Como ja foi visto na segfo 3.3.2, a distribuiciio cruzada da classe de Cohen € complexa.
Assim, a distribuigio de Wigner cruzada também serd4 complexa e apresentard os termos de

interferéncia, de forma que,

B, (t, a)) = Ben (I,a)) + B (t,co)+ 2Re{F, 0, (i,a))} . (3.51)

Vale ressaltar que estes termos sfo responséveis pela existéncia de valores negativos na

distribuic#o.

Distribuicie pseudo-Wigner. Como ja foi discutido anteriormente, a distribuigio de
Wigner para um dado instante pondera igualmente tempos anteriores e posteriores a este instante,
estejam eles proximos ou afastados. Similarmente, para uma dada freqiiéncia ela pondera todas as
freqliéncias acima e abaixo da frequéncia considerada. Existem duas razbes para se querer
modificar esta caracteristica da distribui¢do de Wigner. Primeiramente, pode néo ser possivel, na
pratica, realizar a integraclio de —oo a +o. Sob o aspecto computacional, este calculo ¢
extremamente inviavel. E necessério, entdio, estudar os efeitos da imposicdo de limites finitos &
distribuicsio. Segundo, no célculo da distribui¢do para um instante 7, pode-se desejar enfatizar

apenas as propriedades proximas deste instante. Para conseguir isto, deve-se ter em mente que a

distribuicio de Wigner para um dado instante € a transformada de Fourierde  s( +~;—) st ———g«)

em relagio a 7, que € chamada de varidvel de atraso (Jag). Entfio, como se deseja enfatizar o sinal
em torno de um instante 7, multiplica-se este produto por uma funcéo janela, 4(7), centrada em

t =0, para definir a distribuicio pseudo-Wigner, dada pela seguinte express&o:

Prpyr; (1, 0) = jh(t) st + ‘g“) s (- %) e’dr. (3.52)



Como ja foi dito, a distribui¢io de Wigner & altamente nio-local e o efeito do janelamento
da variavel 7 diminui esta condicfio. Uma das conseqiiéncias disso € que a distribuigio pseudo-
Wigner omite, por uma certa extens3o, os termos cruzados para sinais multicomponentes. Em
contrapartida, ela também acaba por destruir algumas propriedades desejaveis da distribuicio de
Wigner, como condi¢gio de satisfazer as margens, por exemplo. Uma ilustrago de como se d4 o
calculo da distribuicio pseudo-Wigner estd mostrada na Figura 3.3. Para o instante inicial do
sinal, 7 = 0, a janela consegue modular um pedago do sinal. A medida que ela desliza para a
direita, consegue capturar pedagos cada vez maiores do sinal, até que toda sua extens#io apresente
amostras do sinal. Desta forma, como os limites da integragfio sio os limites inferior e superior da
janela, a distribuigsio pseudo-Wigner nfio apresenta a forma ilustrada pela Figura 3.2, embora

ainda apresente um crescimento linear no inicio e final do sinal, como mostra a Figura 3 4.

Real signal, s(t)

iﬂ/ﬂﬂﬂﬂﬂ“ﬂsﬂmﬂﬂ
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Figura 3.3 — Ilustraggio do célculo da distribuicio pseudo-Wigner.

38



T {5}

Figura 3.4 — Ilustrago da forma da distribuigdo pseudo-Wigner utilizando uma senéide.

3.5 Transformada de Fourier de Curta Duracdo (STFT).

Este é um dos métodos mais utilizado para a anilise de sinais n3o-estacionérios devido a
sua simplicidade e funcionalidade. O método propde a divisio do sinal ndo-estacionario em
intervalos pequenos o suficiente de modo que se possa assumir estacionaridade em cada um
deles. Assim sendo, a transformada de Fourier pode ser aplicada sem restrigSes. A totalidade dos
espectros de cada intervalo mostra como o conteudo de freqiiéncia do sinal esta variando com o
tempo. Matematicamente, faz-se uso de uma janela de observagdo, A(f), centrada em f, para

enfatizar o sinal apenas nas proximidades do instante de tempo que se deseja analisar, ou seja,

5.(r) = s(r) h(z = 1) (3.53)

O sinal modificado, s,(z), é uma fungdo de dois instantes de tempo: o tempo fixo, 7, no

qual se tem interesse, e 0 tempo no qual a janela corre, 7, ou tempo corrente. A fungfo janela ¢
escolhida de modo a deixar o sinal praticamente inalterado ao redor do tempo #, mas nulo em

instantes mais afastados do tempo de interesse, ou seja,

s(r), para T proximo de ¢
s(r)ly
0, para 7 afastado de ¢
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Aplicando-se a transformada de Fourier ao sinal modificado, pode-se ter uma idéia das
caracteristicas espectrais apresentadas pelo sinal nas proximidades daquele instante. Esta

transformac8o pode ser calculada através da seguinte expressfo:

1 —-jm T
B (@) == [s, () e dr

1

NP

js(z) h(r —t) e/? dr. (3.54)

Desta forma, € possivel verificar que as propriedades do sinal original sdo mescladas as
propriedades da janela que o divide ¢ modula, ¢ isto pode dar uma viso distorcida do que esta

acontecendo.

Uma grande restrico deste método é que ele apresenta interpretacdes diferentes para o
principio da incerteza. Nas distribuigdes bilineares da classe de Cohen, tal principio estd
relacionado apenas com o atendimento as margens, como foi visto na se¢fio 3.2. Nio existe
nenhuma relagdio enfre o principio ¢ a resolugfio da distribui¢do no plano tempo-freqiiéneia.
Porém, a STFT € uma distribui¢fo linear, e a divisdo do sinal para visualizar a variagio de seu
espectro faz com que o principio da incerteza, neste caso, também se relacione com a analise de
Fourier de cada intervalo. Ou seja, além de existir um principio da incerteza valido para o sinal
original, ha um principio da incerteza que se aplica a cada pequeno intervalo, ¢ que define a
resolugéio no plano tempo-freqiiéncia. Desta forma, nfo se pode dividir o sinal em intervalos
arbitrariamente pequenos em detrimento da m4 resolucic em freqiiéncia. Apés algumas divisdes,
o espectro obtido para cada sinal de curta durag8o ndo mostrard nenhum significado e nenhuma

relagdo com o espectro original do sinal.

Esta situacfo € inerente a este método, que pode se aplicar bem a alguns casos, como para

sinais cujo contetdo em freqiiéncia varie lentamente com o tempo.

O Espectrograma e suas caracteristicas. A densidade de energia espectral a cada instante

t, chamada de espectrograma, € calculada como o quadrado do valor absoluto da STFT, e por isto
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ndo se espera que apresente valores negativos. O espectrograma pode ser calculado através da

equagio:

-

P 60) = Prr @) == [s(2) e 1) "] (3:55)

A func8o caracteristica do espectrograma pode ser obtida a partir da Equagdo 3.14, e é dada

por:
M (6.7 = [Py @) €77 ° dt dao
= A(0,7) 4,(-0,7), (3.56)
sendo
Ab,7)= j’s(z‘+—§) S*(f__é) el dt. e (3.57)
A4,6,7)= !h(t+—;—) h*(t——%) e ar (3.58)

as funcdes ambigiiidade do sinal e da janela, respectivamente. Analisando-se as Equacdes 3.57 €

3.58, conclui-se que A(—8,7)= 4" (6,—7).

As caracteristicas e propriedades mais importantes do espectrograma devem ser
consideradas antes de se escolher este método para realizar uma andlise. A seguir, algumas destas

propriedades sdo apresentadas e discutidas.
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Margens. Seja um sinal complexo, s(f) = A(1)e’”” e uma janela h(t) = 4, (1)e’””, com
suas respectivas transformadas de Fourier, S,(w)=B(w)e’*™ e H,(w)=B,(w)e""@. A

margem no tempo ¢ obtida integrando-se o espectro do sinal na freqiiéncia, tem-se a margem no

tempo,

P(t)= ﬂ%’;w(a))fda’
=_23.. s(z) h(z—f) 5'(zY) K (t'=1) €7 dr dr' de
Vs
= |s(z) Kz-8) 5 (z") W (z'-t) 8(r-7") dr dr'

= ﬂs(z‘)fz }h(r—-i}}z dr

= j A(2) A (c—-1) dr. (3.59)

Similarmente, a margem na freqiiéncia pode ser calculada, e sua expressio é dada por (Cohen,
1995):

P(@) = [B*(@') By (0~ @')do'. (3.60)

Como se pode ver, as margens do espectrograma geralmente néio satisfazem as margens

corretas, s(t)}2 e fS(a))2 , ou seja,

P(ty= A7 () =|s(t)|" (3.61)

P(w)=B* (1) =|S(w)". (3.62)

A razio para isso € que o espectrograma mescla a energia do sinal com a energia da janela, e

conseqiientemente néo satisfazem o principio da incerteza.
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Pode-se verificar também que a margem no tempo do espectrograma depende apenas das
amplitudes do sinal e janela, e ndo de suas fases. O mesmo ocorre para a margem na freqiiéncia,

que utiliza apenas as amplitudes das transformada de Fourier do sinal e da janela.

Superte Finito. Como ja foi visto na discussio a respeito do suporte finito, na segdo 3.2, a
distribui¢io para um sinal de duragfo finita é nula antes de seu inicio e depois do seu término.
Particularmente, o espectrograma, calculado num instante 7 antes do inicio do sinal ou depois do
seu final, nfo sera necessariamente nulo, uma vez que a janela de observagdo pode compreender
um parte do sinal. Em outras palavras, mesmo que s() seja zero num instante #, o sinal
modificado s(7h(+#) pode ndo ser nulo neste mesmo instante. A presenca destas janelas faz com
que este efeito ocorra para instantes de tempo préximos do inicio ou final do sinal. O mesmo
pode se dizer para o dominio da freqiiéncia. Estes fatos conduzem & conclusBo de que o

espectrograma nfo satisfaz a condigéio de suporte finito.

Espectrograma via classe de Cohen. Para representar o espectrograma através da classe
de Cohen, deve-se fazer uso de sua fungdo caracteristica. Como foi mostrado na Equagfo 3.56,

M,,..(0,7)= 4, (—0,7) A(6,7) . Assim, das Equagdes 3.24 e 3,26, conclui-se que:

Mespec (6, T) _ Ah ('—9) Z') A(ga T)

-4 (- (3.63)
A(6.7) ) 4,(-0.).

¢espec (9> 2_) =

ou seja, a fungfo niicleo para o espectrograma ¢é dada pela fungfio ambigiiidade da janela aplicada

a0 sinal, com —@ no lugar de & Isto resulta em
Bupee (0,0 = [Cu+ D)1 (u=2) €7/l (3.64)

Fazendo as investigacOes necessérias na fungfio nicleo, pode-se chegar a conclusdo que o
espectrograma possui as mesmas caracteristicas e propriedades j& mencionadas anteriormente.

Examinando a energia do sinal, por exemplo, tem-se que
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B (00) = [|nw)["lu, (3.65)

que deve ser igual a ¢, (0,0)=1 para satisfazer a condigfio de energia total, conforme visto na

se¢do 3.3.2. Para satisfazer as margens, as condices ¢(6,0)=1 e #(0,7)=1 devem ser

atendidas. Porém, para o espectrograma, tem-se que as equagdes
¢espec (690) = ﬂh(U)}z e"ﬂ?“du (3663)

B (0,7) = j{H(w)("‘e*f“’d@ (3.66b)

s irdo satisfazer as condigBes marginais caso a janela escolhida seja tal que o quadrado de seu
valor absoluto se aproxime de um impulso. Para tanto, esta janela deve ser muito estreita e,

conseqlientemente, a resolugfo em freqiiéncia serd de mé qualidade, pelo principio da incerteza.

Termos cruzados no espectrograma. A STFT ¢ uma transformacfio linear, ¢ ndo
apresenta termos cruzados entre as componentes do sinal. Porém, o espectrograma, definido
como o quadrado do valor absoluto da STFT, apresenta termos cruzados devido a sua
bilinearidade. Na literatura, entretanto, pouco se discute o fato de como o espectrograma parece
ndo apresentar estes termos de interferéncia. Dependendo da estrutura do sinal e da janela

utilizada, os termos cruzados podem ser influentes ou ndo (Jeong e Williams, 1992).

Como ja foi evidenciado, o espectrograma depende de uma janela de observagio que
percorre o sinal no tempo, € cuja largura implica na relacio entre a resolucdo no tempo € na
freqii®ncia. Para analisar a presenca dos termos de interferéncia no espectrograma, sera utilizada
uma interpretagdo no dominio (6,7). Considerando esta distribuiciio como membro da classe de
Cohen, pode-se dizer que sua fungdo nicleo ¢ dada pela Equagéo 3.64. Utilizando a Equagéio
3.25, o espectrograma pode entdo ser calculado por:

Pt 0) =27 [ [4,(8,7) 4,(8,7) €7@ dr df. (3.67)
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A forma e a largura da janela controlam a resolugfio no tempo e na freqliéncia, uma vez
que An(8,7 pode ser considerado um filtro bidimensional passa-baixa, centrado na origem do

plano (&,7). Se a janela for simétrica, as margens de 4,(¢,7) serfio relacionadas com a janela,

h(1), e sua transformada de Fourier, H(w), pelas seguintes expressbes
27 [4,0.7) dr=|H(E/2)f (3.682)

[4,6.2) a8 =|nz/2f . (3.68b)

Assim, considerando-se o principio da incerteza, a fungfio nicleo, 4,(6,7), ndo pode ser

arbitrariamente estreita nas duas direcSes, de 7, simultaneamente.

No dominio (#,7), chamado dominio da ambigiiidade, os auto-termos estfo localizados
proximos & origem, € 0s termos cruzados se mantém afastados dela (Hlawatsch e Bartels, 1992;
Jeong e Williams, 1992). Como o nucleo do espectrograma ¢ um filtro bidimensional passa-
baixas, os termos de interferéncia serfo reduzidos, e até mesmo eliminados, exceto quando
estiverem proximos a origem, uma vez que ndo € possivel estreitar o niicleo simultaneamente nas

duas diregdes.
Uma outra abordagem pode ser mostrada através do célculo do espectrograma para a soma

de sinais (Kadambe e Bartels, 1992). Um sinal multicomponente pode ser representado pela

Equac#o 3.29, que € reproduzida a seguir por conveniéncia:

s)=s,1). (3.69)

i=]

A STFT calculada para cada sinal que compde a soma, s5,(f), € complexa, podendo ser

representada como
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P (60) =Py, ()] -+ (3.70)

Desta forma, a distribuigéo de energia do sinal multicomponente, s(¢), é calculada a partir

da seguinte expressio:

1 n-1 n
Bropec (@) = lesms @ W)r + 22 Z !‘PSTFTsk @, Q)HPSTFTS, ( 9'9))% )
i=1 k=1 (=k+] (3.71)

-cos| @, (1:0) 9, (1,0) ],

O segundo termo do lado direito da Equagfio 3.71 demonstra a existéncia dos termos

cruzados € mostra que estes dependem do produto ]}fwmk (@, Q)HPBWS, (@, a;)l, Assim, se
Popr, (t,@) € Py (f,) no se cruzarem no dominio tempo-freqiiéncia, entdio o produto serd

zero € ndo havera termos de interferéncia. Isso leva a uma outra conclusio de que s6 hd termos de
interferéncia em espectrogramas caso haja superposicfio entre os espectros dos auto-termos

(Hlawatsch e Bartels, 1992; Kadambe e Bartels, 1992). Os termos de interferéncia do

espectrograma séo estruturas oscilatorias presentes restritamente nas regides do plano tempo-

freqiiéncia onde os auto-termos se cruzam.

3.6 Distribuictes com interferéncia reduzida

Como ja foi visto na secdo 3.3.2, existem termos geralmente indesejaveis quando se realiza
uma andlise de sinais multicomponentes. Eles estfio presentes com grande intensidade em
algumas distribui¢Ses tempo-freqiiéncia pertencentes 4 classe de Cohen. A tentativa de reduzir o
efeito destes termos no plano tempo-freqiiéncia é o alvo principal das chamadas distribuicdes de

interferéncia reduzida (Reduced Interference Distribution, RID)

Nesta segdo, serdo discutidas as restri¢Ges feitas & fungfo niicleo para que os termos de
interferéncia de sinais multicomponentes sejam minimizados, sendo de interesse, porém, que se
tenha conhecimento de algumas caracteristicas destes termos. Eles causam redundéncia na

informacdo fornecida e podem obscurecer a distribuigdo real de emergia no plano tempo-
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freqiiéncia. Entretanto, também contribuem para formar a distribuic8o, pois ndo se pode
considerar uma distribuigio tempo-freqiiéncia que ndo satisfaca suas propriedades desejaveis e ao
mesmo tempo nfio possua os termos cruzados. Em muitos casos, termos de interferéncia
oscilatorios e parcialmente negativos devem estar presentes na distribuigdo, ou propriedades

marginais e de freqiiéncia instantinea ndo serfo satisfeitas.

Mecanismo dos termos de interferéncia. A quantidade e forma das interferéncias em
determinada distribuicio sfio controladas por sua funcio nucleo. Para os mecanismos das
interferéncias, seré feito um estudo dos termos cruzados a partir da funcdo ambigiiidade (Equagio
3.26).

A analise dos auto-termos e dos termos cruzados na funcfio ambigiiidade mostra que os
auto-termos se concentram préximos & origem do plano (,7), enquanto os termos cruzados se
mantém afastados dela (Steeghs, 1997). Conseqilentemente, a soma dos auto-termos de um sinal
sempre terd seu valor méximo de energia na origem deste plano. Para preservar a energia dos
auto-termos de uma distribuicio tempo-freqiiéncia, deve-se escolher uma fungdo nucleo que
esteja concentrada nas proximidades da origem. J4 os termos cruzados tém suas propriedades
determinadas pelas componentes dos sinais que déo origem a eles. Desta forma, suas localizagoes
no plano (8,7) dependem fortemente do sinal analisado. Entretanto, um termo cruzado estd
sempre localizado em regides afastadas da origem, ¢ a0 mesmo tempo se¢ encontram
aproximadamente numa regido intermedidria aos auto-termos, no plano tempo-freqii€ncia. Assim,
para reduzir a energia dos termos cruzados, ¢ natural pensar em impor ponderagdes mais altas a

funcdo nucleo para valores proximos dos eixos de origem do plano (6,7), € pesos baixos para
valores mais afastados. Num caso geral, a funcfo nicleo deve ter picos tanto no eixo & como no
eixo 7. Deve também atender as condicbes #(6,0)=1 e ¢(0,r) =1 para que as margens sejam

satisfeitas. Segundo Jeong e Williams (1992), a fungfio nucleo para que a interferéncia seja

reduzida deve obedecer a seguinte condig8o

#(8,7) <<l para 6r>>0, (3.72)
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o que atende a restrigdo de que seus valores devem ser pequenos em pontos afastados dos eixos @

e 7 comparados a valores proximos a estes eixos.

3.7 Distribuicio de Choi-Williams

A distribui¢do de Choi-Williams foi uma das primeiras a ser desenvolvida com o intuito de

reduzir o efeito dos termos de interferéncia. Ela é obtida com o uso da func#o nicleo

87

boyO0)=e © (3.73)

na equagdo da classe de Cohen (Equagiio 3.22). O pardmetro o controla os termos de
interferéncia e também a resolugfo no plano tempo-freqiiéncia, ¢ pode assumir valores reais e
positivos. Esta fungéo nucleo satisfaz as condi¢es marginais ¢(8,0) = ¢(0,7) =1, para qualquer

valor de ¢, e também proporciona valores reais para a distribuicfio, ja que
#(8,7)=¢"(~6,~7). (3.74)

Como foi mencionado anteriormente, as propriedades da distribui¢io podem ser facilmente
modificadas com o manejamento adequado do termo o Se para ele for usado um valor
excessivamente alto, entdo a distribui¢do se aproxima da distribuicio de Wigner. Para valores

baixos de o a distribuicio de Choi-Williams satisfaz a condicdo de interferéncia reduzida.

Ao substituir a func¢do nicleo na expressdo da classe de Cohen e realizar uma integracio

em 4, a distribui¢o de Choi-Williams € descrita através da seguinte expressio

(u~z)2 .

1 1 “aife 1 T, T
Py (6:0) =5 [f N e s(u+2) 8" (w=2) du dr. (3.75)
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Para melhor entender seu comportamento, considera-se o caso da soma de dois sinais

senoidais (Cohen, 1995; Choi e Williams, 1989),

s(t)= 4, e’ + 4, &' (3.76)

A distribuicio pode ser entdio calculada como

P, (t.0)=A4" S(w-w)+4; 6(w-w,)+2 4 4 cosl(w, - )] n(w,0,®,,0), 3.77)
em que
T e
no,0,0,,0)= o)) e . (3.78)

Para valores de oaltos, tem-se a seguinte condicfo,

3;1}20 7@,0,,0,,0)=6(w— (@, +@,)), (3.79)
ou seja, a distribuicdo vai ter um pico infinito em @ = }4(®, +@,), o que define precisamente a
distribuicgio de Wigner. Enquanto o é mantido finito, os termos cruzados seréo também finitos e

nio estardo concentrados em um Gnico ponto (Cohen, 1995).

A partir da Equagfio 3.78, percebe-se que a funcdo 7 controla a amplitude dos termos
cruzados de tal forma que para um determinado valor de o, a amplitude dos termos cruzados €
inversamente proporcional a (@;—), ou seja, a amplitude dos termos de interferéncia depende

das componentes em freqiiéncia dos sinais sob analise. Além disso, a quantidade de interferéncias

2
decresce exponencialmente com a distincia [co ~£ﬂ-§~§)—2—)-] (Choi, Williams, 1989).

A funcfo nucleo desta distribuicdio no dominio da ambigiiidade possui um formato que

proporciona uma supressdo da energia localizada em regides distantes dos eixos f¢ = Isto torna a
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distribuigéo eficiente para sinais com energia dos auto-termos localizada paralelamente aos eixos

e proxima deles.

Para concluir, pode-se reafirmar que o parimetro o determina uma relacio entre boa
resolugdo dos auto-termos e uma redugiio dos termos de interferéncia. Para obter uma boa
resolugdo dos autotermos, ¢ deve ter um valor alto. J4 para que os termos cruzados sejam
reduzidos, o deve ser baixo. Entretanto, um valor alto para o é recomendado para sinais cuja
amplitude e freqiiéncia variem relativamente rapido, e um valor baixo para ¢ € mais indicado
para variagdes mais lentas da amplitude e freqiiéncia do sinal (Choi, Williams, 1989). A escolha,
entretanto de um valor étimo para o pardmetro s depende muito da experiéncia do analista,

embora os autores acima citados indiquem que estes valores devem estar entre 0,1 ¢ 10.



Capitulo 4

Implementacio numeérica

No capitulo anterior, foi mostrada a teoria que envolve as distribui¢des no dominio tempo-
freqiiéncia. Foram discutidas caracteristicas particulares de algumas delas, bem como a
generalizagdo destas distribui¢des através da classe proposta por Cohen. O seu desenvolvimento
no campo tedrico, entretanto, nfio permite que se possa aplicar estas representacbes a casos
praticos da andlise de sinais discretos. Para isto, é necessario que se faca uso de ferramentas

computacionais para calcular os resultados das distribuigdes.

Neste capitulo, ser4 feita uma breve revisfio de alguns métodos conhecidos para a obtencéo
das versdes discretas das distribui¢des tempo-freqgiiéncia, bem como as dificuldades e limitagGes
encontradas. E apresentada também a metodologia utilizada para a obtencfio das distribuigdes que

mostram os resultados propostos neste trabalho.
4.1 Discretizacdo de sinais continuos

Os sinais podem ser definidos como fungBes que contém informagdes a respeito do estado
ou comportamento de um sistema fisico. Em geral, sfio representados matematicamente por
funcdes de uma ou mais variaveis independentes, que podem ser continuas ou discretas. Os sinais
em tempo discreto podem surgir a partir da amostragem do sinal continuo, ou podem ser gerados

diretamente a partir de algum processo de discretizagdo no tempo. Assim, os sinais discretos so
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representados por uma seqiiéncia de nlumeros que correspondem aos valores do sinal continuo

nos instantes de tempo definidos por suas amostragens.
Pode-se obter um sinal discreto através da multiplicagfo de um sinal continuo, s(£), por uma
funcfo trem de impulsos, e podem ser representados matematicamente como uma seqiiéncia de

numeros. Uma seqiiéncia de nimeros s, por exemplo, cuja n-ésima amostra é dada por s{x], é

totalmente descrita por

s ={s{n]}, -0 <N<W, 4.1

em que z € um nimero inteiro. O espagamento entre cada amostra do sinal é chamado tempo de

amostragem, 7, e a seqiiéncia pode ser entfo redefinida como

s[n}=s(nT). “4.2)

4.2 Transformada de Fourier discreta

Para obter as caracteristicas do sinal discreto no dominio da fregiiéncia, faz-se uso da

transformada de Fourier discreta, que pode ser definida como
S(f)= Y sln]e >/ (4.3)

Sua inversa recupera o sinal discreto,

12

strl=—— [S(7) e /ar “4)

12

A transformada de Fourier discreta proporciona, no dominio da freqiiéncia, um espectro

continuo, porém, periodizado, como mostra a Figura 4.1.
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Figura 4.1 - Discretizagfo de sinais no dominio do tempo e seu efeito no dominio da

freqiiéncia.

Como ja foi comentado, um sinal discreto no tempo pode ser determinado através do
produto do sinal continuo no tempo pela fungdo trem de impulsos. Assim, a transformada de
Fourier deste produto corresponde, no dominio da freqliéncia, a2 uma convolugdo do espectro do
sinal continuo com o espectro da fungfo trem de impulsos. Este ltimo especiro, entretanto,
também ¢ um trem de impulsos, porém com uma freqiiéncia de amostragem igual ao inverso do
periodo de amostragem do sinal temporal. Pode-se dizer, entéo, que € devido & periodicidade do
espectro que surge a preocupagio com o fendmeno de aliasing. Este fendmeno ocorre quando a
periodicidade no dominio da freqiiéncia € pequena o suficiente para fazer com que os espectros se
sobreponham em certas regides. Para que isto seja evitado, deve-se amostrar o sinal de forma que
a freqiiéncia de amostragem, f; = 1/7, seja no minimo igual a duas vezes o valor da maior
componente em freqiiéncia presente no sinal. A esta freqiiéncia de amostragem déa-se o nome de

freqiiéncia de Nyquist ( Sy =2 - Fmae )

53



4.3 Distribuicio de Wigner discreta

Como foi visto na segfo 4.2, a discretizacfio de sinais continuos no tempo deve ser feita
com a cautela necessiria para evitar fendmenos indesejados quando se pretende utilizar a
transformada de Fourier discreta. Porém, mesmo quando se deseja utilizar ferramentas como as
distribui¢bes tempo-freqiiéncia, também € preciso tomar certo cuidado, uma vez que, da mesma
forma que para a transformada de Fourier, os resultados a serem obtidos neste novo dominio sgo
dependentes de um auxilio computacional para o célculo das distribuicses. Ou seja, € necessério
que também se utilizem sinais discretos para se chegar aos resultados das representagdes tempo-
freqiéncia. Uma das formas de comparagdo entre a analise de Fourier e as distribuices tempo-
freqiiéncia ¢ o fato de que nem sempre a transformada de Fourier discreta é capaz de gerar
valores exatos, uma vez que a duragio do sinal digital deve ser finita para que este seja
processado. O mesmo pode se pensar das distribuicBes tempo-fregiiéncia. Ainda assim, as
representagGes discretas no dominio tempo-freqiiéncia devem, de preferéncia, ser obtidas através
de conceitos simples, além de preservar pelo menos a maioria das propriedades basicas

requeridas pelas distribuigdes tempo-freqii€ncia continuas.

Historicamente, a distribuicio de Wigner (ou Wigner-Ville, para o caso de sinais analiticos)
foi uma das primeiras a ser utilizada para sinais discretos. Por se tratar de uma distribuicio que
possui uma fungfo micleo relativamente simples e que atende 4 maioria das propriedades
necessarias a uma distribuigio tempo-freqiiéncia, a distribuigfio de Wigner tem sido comumente

analisada em sua versfo discreta.

4.3.1 Um processo de discretizacio

A busca por uma versdio eficiente da distribuigio de Wigner discreta foi iniciada por
Claasen & Mecklenbriuker (1980). Seguindo-se a este trabalho, muitos outros autores (Martin &
Flandrin, 1985; Peyrin & Prost, 1986; Boashash, 1988; Harms, 1991) direcionaram seus estudos
para melhorar a qualidade de implementacio destas ferramentas, no sentido de diminuir os
efeitos indesejaveis do tratamento de um sinal discreto. O principal destes efeitos € o fendémeno

de afiasing, ja discutido anteriormente, mas que volta a chamar a atencfio pelo fato de que,
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mesmo que um sinal seja amostrado a freqiéncia de Nyquist, isto nfo garante a eliminac8o deste

efeito (Claasen e Mecklenbriukeer, 1980; Peyrin e Prost, 1986).

Para melhor entender as conseqiiéncias do processo de discretizago da distribuicéo de
Wigner, pode-se considerar um sinal complexo z(f), continuo no tempo. Considerando também

que Z(nT) é sua versdo amostrada a uma taxa 7, tem-se entdo, pelo teorema da amostragem,

E[n]=z2(1)- ), 8(t~nT). (4.5)

nel

Desta forma, a seqiiéncia que representa o sinal temporal amostrado ¢

En]=) z(nT)-6(t—nT). (4.6)
nel

Substituindo a Equacfo 4.6 na expressdo da distribuicdo de Wigner dada pela Equag:éo

3.43, tem-se ento

Py, . )= || > 2(kT) 8¢ +-§~-kT)] [Z 2 (IT)- 8 -—;——ZT)} e dr, 4.7)

g Lke! lelt

e, para que os trens de impulsos nos dois colchetes representem amostragens iguais, deve-se ter

r=(k-DT,oquelevaa
By, (t.)=2. > 2(,T) 2’ (IT) 8@t~ (k +l)g-) g /2H/ T, 4.8)
k7
Fazendo k+I=n=1=n-k, adistribuicio de Wigner em tempo discreto fica agora

Boo, 6. 1) =33 (kD)2 (n~K)T) 5(,._13225 ¢RI kT 9)
k!
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A partir da Equag8o 4.9, pode-se considerar que a distribuigsio de Wigner de um sinal discreto é

amostrada no tempo a uma taxa duas vezes menor (7/2) que a taxa de amostragem do sinal (7).

Definindo a distribuicio de Wigner discreta, ‘ISW*"'} , como sendo a ponderacfo da funcio delta de

Dirac, chega-se a

Byo, (0, )= 3 2(KT)Z (n~K)T) e~/ @7 (4.10)
k
ou seja,
By, (-1 =% b, (.15 -20). @11

Pode-se chegar também a uma relacfio entre a distribuicio de Wigner continua e a

distribuiciio de Wigner de um sinal amostrado, como sendo

B, @, 1) = 5%2; (1" By, . f -—5177) 8@ -3-122) ; (4.12)

donde pode-se concluir que:

1. a distribuicdo de Wigner tem resolugo no tempo duas vezes menor (772) que o sinal
(I);

2. a distribuicBo de Wigner ¢ repetida na freqiiéncia (propriedade similar 4 da
transformada de Fourier discreta) com periodo 1/27. Percebe-se aqui que este periodo é
metade do que seria o periodo do espectro do sinal discreto. Isto sugere que o sinal deve
ser superamostrado a duas vezes a freqgiiéncia de Nyquist para que todas as amostras
estejam disponiveis no calculo da distribuicio de Wigner, evitando assim o fendmeno

do aliasing (Claasen & Mecklenbriuker, 1983).

Igualando as EquacBes 4.11 e 4.12, pode-se escrever a distribuicdio de Wigner em tempo
discreto (DTWD) em fungdo da distribuigio de Wigner continua como
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B, 0 N =5 S D B, (=20, @13)

donde também se conclui que a DTWD ¢ igual & distribui¢io de Wigner continua amostrada no
tempo 4 metade da taxa de amostragem do sinal, e repetida periodicamente na freqiiéncia, com

periodo igual a 1/27.

Utilizando as deducBes anteriores, realizadas por Peyrin & Prost (1986), pode-se agora
prever a ocorréncia do fendmeno de aliasing na distribuigdo de Wigner discreta no tempo. A
abordagem utilizada foi descrita por Boashash (1988), considerando a necessidade de se obter os
valores intermediarios (7/2) s amostras do sinal, como requer a distribuiciio de Wigner. Para
suprir esta necessidade, sugere-se que seja feita uma superamostragem do sinal a pelo menos
duas vezes a freqiiéncia de Nyquist. Desta forma, a duragfo do sinal serd mantida, porém a
fregiiéncia de amostragem ird aumentar. Existe uma outra forma, entretanto, de superamostrar um
sinal discreto, mantendo a mesma freqiiéncia de amostragem do sinal, sendo necessario, contudo,
que sc faga uma expansfo do sinal. Este serd o caso aqui utilizado, conforme esté ilustrado na

Figura 4.2.

A s A s(i2)

)
/

5, 2
to 11 ’—'210 [2 =2t0 i3 =Zii £

@ (®)

Figura 4.2 — Processo de expansdo de um sinal real continuo, mostrando (a) o sinal original,

¢ (b) o sinal expandido por um fator 2.

Um sinal real, s(f), ao ser amostrado a freqiiéncia de Nyquist gera uma seqiiéncia s(7),
como mostra a Figura 4.3a. Por ser uma representagdo discreta, sua transformada de Fourier, S(f),
é periédica com periodo igual a 1/7 no eixo das freqiiéncias, e seu espectro € ilustrado como na

Figura 4.3b. Sendo assim, caso os sinais s(¢) e s(¢/2) sejam amostrados & mesma taxa, 0 numero

de amostras de s(¢/2) serd duas vezes maior que o s(f), como mostra as Figuras 4.3a ¢ 4.3c.
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Assim, para se obter amostras correspondentes nos dois sinais, é necessério que se faga uma
decimagdo no sinal expandido com o mesmo fator da superamostragem (ver Apéndice A). Este
recurso de mudanca da taxa de amostragem de um sinal digital altera as caracteristicas do

espectro do sinal, como mostra a Figura 4.3.

s(n) S(H
F
t 2 11 ? .‘ :
5 .' LY ‘: o e
f np rz;‘;—Zna > ! 2 Ut >
(@ (b)
5(n/2)
12111111 ? &
' L ]
] @
"%
i B
1z =2ny f
© CY)

Figura 4.3 — Processo de superamostragem (por expansfio) e dizimacfo de um sinal, ¢ suas

conseqiiéncias nos seus espectros.

A Figura 4.3d mostra o espectro do sinal expandido (logo, superamostrado) e decimado,
apresentando o fendmeno de aliasing, ao contririo do que se esperava. O resultado da
superamostragem seguida de decimagdo nfio deveria alterar o espectro do sinal original, pois
seriam utilizadas as mesmas amostras, € o espectro tomaria a forma da F igura 4.3b. Porém, o fato
de se ter feito uma expans3o do sinal para entfo realizar a amostragem com a mesma taxa do
sinal original, mantém a periodicidade do espectro embora a freqliéncia maxima seja alterada

pelo mesmo fator de superamostragem.

Uma maneira de eliminar o aliasing no caso de um sinal superamostrado por expanséio € o

uso do sinal analitico, j4 discutido no Capitulo 3. O espectro do sinal analitico de s(¢) € mostrado

na Figura 4.4a, e o espectro do sinal analitico expandido, ilustrado na Figura 4.4b, € obtido

analogamente a S(f).
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Figura 4.4 — Espectros dos sinais analiticos (a) do sinal original e (b) do sinal expandido.

Como ja foi visto, o sinal analitico elimina as componentes do espectro referentes as
fregiiéncia negativas. Sendo assim, o espectro de um sinal analitico discreto é composto pelas
componentes de freqiiéncias positivas periodizadas. Calculando, entfio, o espectro do sinal
analitico referente ao sinal expandido, eliminam-se as componentes das fregii€ncias negativas
que estavam se sobrepondo as componentes referentes as freqii€ncias positivas. Pode-se verificar

isto comparando as Figuras 4.3 e 4.4.
4.4. Classe de Cohen para sinais discretes

A partir de agora, serdo investigados os métodos utilizados neste trabalho para computar as
distribuicdes tempo-freqiiéncia pertencentes & classe de Cohen, aplicando a ¢las sinais discretos.
Para discutir as formas de se calcular as distribuigdes tempo-freqiiéncia, parte-se de uma
abordagem comparativa com a transformada de Fourier. Os métodos utilizados para calcular o
espectro de sinais continuos e discretos so similares, porém néo so idénticos. As propriedades
da transformada de Fourier para estes dois tipos de sinal também n#o s#@o idénticas. Considera-se
como exemplo o produto de dois sinais continuos. A transformada de Fourier deste produto €
igual & convolugfio linear de seus espectros. J4 o produto de dois sinais discretos tem como
espectro uma convolugfo circular das amostras dos espectros individuais (Oppenheim, 1989).
Assim, pode-se imaginar que, pela diferenca existente entre os espectros de sinais continuos e
discretos, ¢ bastante provavel que também existam diferencas entre as distribuicGes tempo-

freqiiéncia calculadas para sinais continuos e discretos.
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A teoria da classe de Cohen foi formulada para sinais continuos, de forma que sua extenséo
para sinais discretos nfo € direta. Um breve exemplo foi visto na segfio anterior com a
distribuiciio de Wigner. Esta, por sua vez, assume um papel fundamental na analise da classe de

Cohen, uma vez que pode ser escrita como

Pyt )= fRS (t,rye " dr, (4.14)
em que,

= Ose-L (4.15)
R (1, 7) S(f+2)5(f 2),

que € a fungdo de autocorrelagdio temporal. Pode-se mostrar que a classe de Cohen pode ser
calculada em funcdo da distribuigdo de Wigner (O’Neill, 1997),

Clt.o)= [[Po(t .0V y(t-1 0~ 0)df ,do' , (4.16)
sendo

1 - j(r o+61 4.17
l//(f,@)=—2—”~ﬂ¢(9,f)e ( ddr dé . 4.17)

Na prética, os sinais medidos nfo sfo continuos, e uma versdo discreta se faz necessaria.
Seja s[n] uma seqiiéncia real discreta composta por amostras do sinal continuo em intervalos
regulares, ¢ obedecendo a taxa de amostragem de Nyquist. Partindo da hipétese de se trabalhar
com a distribuicdo de Wigner como base para se chegar as distribui¢bes tempo-fregiiéncia

discretas, € preciso obter valores para R (¢,7). Para isto, é necessério que as amostras do sinal
discreto, s[n], também estejam disponiveis. Pode-se dizer que uma versio amostrada da fungiio

de autocorrelagdo, R, (¢,7), € dada por

R.(n,m) = s(n + ’—;-) s"(n - —’;-’-). (4.18)
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Esta versdo discreta pode ser calculada caso ntm/2€Z e meZ, e isto ocorrera em duas
situacdes: quando ne Z e m for par, ou quando ne Z + % e m for impar. Desta forma, pode-se

obter valores inteiros para s{(n®tm/2).

Utilizando-se esta versdio de R (n,m) para calcular amostras da versdo continua da

distribuicdio de Wigner, chega-se a uma expressio analoga a Equagéo (4.14):

PWIGx (n,o)= Z R (n,m) e, (4.19)

Esta expressdo, contudo, somente ird representar as amostras da distribuicdo de Wigner
caso o sinal esteja amostrado a duas vezes a freqiiéncia de Nyquist, conforme visto na segio

anterior. Se esta condi¢do ndo for satisfeita, ocorre o indesejavel fendmeno do aliasing.

Uma das maneiras de se calcular amostras de R (f,7) se dé pela utilizagiio da Equagdo
4.18, calculando-se valores de R (n,m) quando neZ e m ¢ par. Este método ¢ denominado
semi-produto, uma vez que apenas metade das amostras disponiveis sdo utilizadas para formar o
produto, e € expresso por R!(n,m). Além disso, possui a caracteristica de ter suas amostras

distribuidas numa malha retangular, como mostra a Figura 4.5.

Um segundo método consiste em se tomar as amostras de R (¢,7) para amostras definidas

quandone Z+ Y e m € impar, e ne€Z e m € par. Este método é chamado produto completo € €

identificado por R/(n,m). Neste caso, todas as amostras disponiveis no sinal discreto sdo

utilizadas, e as amostras de R/ (n,m) estdio distribuidas numa malha hexagonal.

Um novo método, aqui chamado de produto duplo e expresso por R%(n,m), ¢ obtido para
valores de neZ+ )% e meZ, e tem suas amostras distribuidas numa malha retangular. Cabe

aqui observar que esta fungdo de autocorrelagio ¢ exatamente igual ao R"(n,m) quando este é
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superamostrado por um fator 2 nas duas diregdes, 7 e m. Para isto ocorrer, o sinal deve ser

amostrado a duas vezes a freqiiéncia de Nyquist.

Funcdo de autocorrelacio temporal Funcfo de autocorrelacio espectral

0

7

(a) Caso continuo

(b) Amostragem meio produto

(d) Amostragem produto duplo
Figura 4.5 — Esquema mostrando os tipos de amostragem da funcéo de autocorrelaciio temporal e

seus espectros (O Neill, 1997).
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Como tem sido extensivamente mencionado, o problema do aliasing € o que mais preocupa
quando se fala em distribuicdes tempo-freqiiéncia discretas. Portanto, pode-se analisar a
ocorréncia do aliasing verificando sua existéncia na funcfio R (w@.8), que € o espectro da fungfo
de autocorrelagio temporal. Para um sinal continuo e limitado em freqii€ncia, a funcfio R, (w,8)
tem a forma de um losango centrado na origem, conforme ilustra a Figura 4.5. Quando a funcfo
R _(t,7) ¢ discretizada, seu espectro R (@,6) se repete periodicamente, de forma que, caso haja
alguma superposigio entre estes espectros, ocorre o aliasing. Se for considerada a funcfo
R’ (n,m), os losangos de seu espectro se sobrepdem, caracterizando o aliasing. Ja com as
amostras de R/ (n,m), os losangos s#o adjacentes uns aos outros, ndo gerando aliasing. Pode-se
considerar, portanto, que esta versdio apresente superamostragem em relagfo a taxa de Nyquist.

As amostras de R?(n,m) também nio apresentarfio aliasing, uma vez que existem espagos entre

os espectros periodizados, devido a superamostragem de R (#,7).

Pode-se obter a distribuicfio de Wigner através da transformada de Fourier de R (7,7).
Desta forma, de acordo com o que foi descrito anteriormente, € possivel obter entdo trés formas

de se calcular a distribuicdo de Wigner discreta, e que sfio designadas por PW,Gf(n, @), obtida
através de R f’ (n,m); PW,Gf (n, ®), calculada a partir de R f (n,m); e Pw,Gf(n, ), resultante da
utilizagdo de R’ (n,m) na Equacgdo 4.14. Analisando-se cada uma destas versdes, pode-se dizer

. . . h - . - o .
que a primeira citada, P, (», @), nfo ird corresponder a amostras da distribui¢éio de Wigner
uma vez que a funcfo de autocorrelacdio correspondente apresenta aliasing. Mesmo ndo
apresentando este fenémeno, a segunda vers3o, Pm(,.f (n,®), também nfo corresponde a uma

versfo amostrada da distribuicdo de Wigner, uma vez que, como foi explicado por Claasen &

Mecklenbruker (1983), ndo satisfaz algumas propriedades desta distribui¢dio. J4 as amostras
descritas por PW;Gf (n,®) correspondem a distribuicdo de Wigner discreta, uma vez que a fungio

de autocorrelagdo correspondente nfo apresenta o fenémeno de aliasing, pois estd

superamostrada.
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Pode-se entender melhor como isto ocorre considerando-se um sinal continuo que seja nulo

fora do intervalo [0,NT'], em que T ¢ o tempo de amostragem, e corresponde ao principio de

amostragem de Nyquist. A seqiiéncia correspondente a este sinal, s[rn], terd N amostras e
PW,G‘:(n, @) sera correspondente as amostras no tempo da distribuico de Wigher continua, ou

seja,

d
PW!GS (% b4 a))

weto2m) = Fuic (52 %) 5 (4.20)

para n € {0,...,2N — 1}, j4 que esta versdo & definida para ne Z + ¥ . Considerando entdo que o
sinal tem durac#o finita, pode-se também amostrar o eixo da freqiiéncia. Para evitar o aliasing, o
periodo de amostragem na freqiiéncia deve ser menor que z/N . Assim, pode-se representar a

distribuigdo de Wigner como uma matriz 2N x 2N cujas amostras sdo dadas por

al 2k=m

d 2kx —
Puics G 23 veorm = Puic, (F > 35) 5 (4.21)

para n,k € {0,...,2N — 1}. Desta forma, pode-se reconstruir a distribui¢do de Wigner a partir

destas amosiras.

A partir de agora, pode-se apresentar um método para calcular amostras das distribuicdes
tempo-freqiiéncia da classe de Cohen. A obtengfo destas amostras € feita a partir da aplicagfo do
ja conhecido teorema de amostragem do processamento digital de sinais. Sabe-se, por exemplo,
que um sinal discreto amostrado a freqii€ncia de Nyquist pode gerar de volta o sinal continuo. Da
mesma forma, € de se esperar que uma distribuigfio tempo-freqiiéncia continua seja obtida a partir

das amostras desta distribuigdo no plano tempo-freqiiéncia discreto.
Uma distribuigdo tempo-freqiiéncia bilinear pode ser interpretada como sendo a convolugfo

bidimensional da distribuicBo de Wigner continua com a fungfo nilicleo também continua,

conforme foi mostrado pela Equagéo 4.16. Para se calcular amostras de uma distribuicfo tempo-
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freqiiéncia deste tipo, deve-se fazer uma convolugiio bidimensional equivalente utilizando

amostras da distribui¢@o de Wigner e da funcéo nicleo.

No caso de sinais unidimensionais, sabe-se que se y(¢) = x(¢) * 4(¢) , entdo para se calcular
amostras de y(¢f) a partir de amostras de x(f) e de A(f), deve-se realizar a operagdo
y(n)=x(n)*h(n), em que x(n) e h(n) sio seqiiéncias sem aliasing, e tém comprimentos M e

N, respectivamente. Assim, o resultado desta operagdo, y(n), tem comprimento M + N —1.

Desejando-se agora calcular as amostras de uma distribuigfo tempo-freqiiéncia bilinear de
um sinal s(n) com N amostras, pode-se considerar uma seqiiéncia de calculo que obedeca a
seguinte ordem:
1. Célculo da distribuicio de Wigner discreta, PM;f (n,w), através da Equaco 4.21,
resultando numa matriz 2N x 2N,
2. Célculo das amostras da funcfio niicleo w(¢,w). A taxa de amostragem utilizada ndo
precisa ser necessariamente a mesma utilizada para o sinal ou para a distribuiggo de
Wigner. Atribui-se, portanto, uma matriz das amosiras desta fun¢do nicleo com

dimensio M x M,

Insercdio de zeros na matriz da distribuicdo de Wigner, PW,Gf (n,®), e na matriz da

(93]

funcio nucleo, w(f,w), até que ambas possuam dimensdo (2N +M-1) x
(2N + M -1);
4. Calculo da convolugiio bidimensional destas duas matrizes resultantes utilizando um

algoritmo FFT.

E importante observar que este procedimento, introduzido por O’Neill (1997), €
computacionalmente mais dispendioso, uma vez que as matrizes utilizadas no calculo da
convolugio possuem dimensdes maiores, porém o resultado final possui a vantagem de néo
apresentar o fendmeno de aliasing devido & superamostragem da fungdo de autocorrelacdo

temporal utilizada na obtengéo da distribuigdo de Wigner.
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Capitulo 5

Aplicacdes e resultados simulados

As distribuicdes tempo-freqiiéncia mostram, do ponto de vista matematico, uma grande
utilidade quando aplicadas 2 teoria de sinais. Na pratica, porém, ainda ¢ preciso explorar mais 0s
resultados que estas representagdes fornecem. Pelo que se tem mostrado na literatura, estas
técnicas, quando utilizadas para analisar o comportamento de sistemas mecanicos, se aplicam
mais comumente ao monitoramento e detecgio de fathas em maquinas e equipamentos como
caixas de engrenagem, mancais de rolamento, eixos de rotores, dentre outros casos. Além de
identificar a presenca do defeito no funcionamento da maquina, através da identificacdo da
freqiiéncia caracteristica da falha, € possivel localizar o instante em que este defeito ocorreu, €

sendo assim, possibilitar maior conhecimento do funcionamento do sistema em operac#o.

Os resultados aqui apresentados visam contribuir para o entendimento das principais
caracteristicas e propriedades inerentes a estas técnicas. Primeiramente ¢ feita uma verificaggio de
alguns dos fundamentos principais das distribui¢Ges de Wigner, Choi-Williams e do
espectrograma. Além disso, alguns resultados numéricos sfio apresentados visando ilustrar
fendmenos inerentes a alguns sistemas rotativos, bem como verificar a aplicabilidade das
distribuicbes tempo-freqiiéncia como ferramentas eficientes no estudo destes sistemas. Mais
precisamente, ¢ feita uma andlise da resposta de um rotor Jeffcott sendo acelerado e passando
pela velocidade critica. Os resultados da aplicagdo da distribuicdo pseudo-Wigner direcional
serfio avaliados no intuito de identificar as caracteristicas de sistemas rotativos através do estudo

de seu movimento de precessdo.

67



5.1 Sinal analitice

Como foi comentado nos Capitulos 3 e 4, os sinais analiticos apresentam algumas
vantagens sobre o sinal real correspondente quando se deseja calcular distribuicbes tempo-
freqgiiéncia bilineares, como as da classe de Cohen. Os sinais reais digitais possuem um espectro
simétrico em relagfo 4 origem, e esta caracteristica ¢ identificada também no plano tempo-
freqiiéncia. Isto faz com que existam termos de interferéncia entre as componentes de freqliéncia
positiva e negativa presentes no sinal. Embora os termos cruzados possam trazer algumas
informagdes uteis em alguns casos, eles sfio indesejaveis na presente aplicacdo. Ao eliminar as
componentes do espectro referentes as freqiiéncias negativas, os sinais analiticos tém a
capacidade de suprimir os termos de interferéncia entre freqiiéncias positivas e negativas. Além
disso, seu uso implica numa vantagem do ponto de vista computacional, uma vez que ndo se faz

necessario superamostrar o sinal para evitar o aliasing.

Para visualizar o efeito do uso do sinal analitico, apresenta-se, a seguir, um exemplo
numérico. A Figura 5.1(a) mostra um sinal temporal composto pela soma de dois chirps
(varredura senoidal) — um variando de 20 a 100 Hz e o outro de 60 a 10 Hz — e de uma sendide a
50 Hz. A Figura 5.1(b) apresenta o espectro deste sinal multicomponente obtido através da
transformada de Fourier rapida (FFT). A partir destas figuras, pode-se perceber as limitagdes do
uso da FFT na analise de um sinal n3o-estaciondrio: o espalhamento espectral e a incapacidade de

fornecer informagdes localizadas no tempo.

- REAL SIGNAL [

= SPECTRUM |
i | 1 f 180

Z’:;I -

|

o 02 0.4 0.6 [<X:] 1 1.2
Tirne st

(a) (b)
Figura 5.1 — Sinal multicomponente (a) e seu espectro (b).
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A Figura 5.2 mostra uma comparag8o entre as distribuicdes de Wigner, de Choi-Williams e
o espectrograma, para os sinais real e analftico. Observando as Figuras 5.2(a) e (b), pode-se
verificar que o espectrograma, apesar de pertencer 4 classe de Cohen, nfio apresenta termos de
‘nterferéncia muito acentuados, uma vez que dependem da forma e tamanho da janela utilizada
(Jeong & Williams, 1992). Em virtude da presenga da janela, a resolugo ndo apresenta boa

qualidade, porém ¢ possivel identificar com clareza as componentes das freqiiéncias do sinal.

As Figuras 5.2(c) e (d), mostram a distribui¢do de Wigner. E possivel identificar
claramente, na Figura 5.2(c), os termos de interferéncia entre freqiiéncias positivas e negativas.
Estes termos sdo tdo acentuados que se confundem com as verdadeiras componentes do sinal. Ja
na Figura 5.2(d), os termos cruzados existentes estdo localizados apenas entre as componentes
das freqiiéncias positivas, confirmando o fato de o sinal analitico eliminar os termos entre

freqliéncias positivas € negativas.

Finalmente, as Figuras 5.2(e) e (f) mostram a distribuicgo de Choi-Williams, que minimiza
os efeitos dos termos de interferéncia, como esperado, mantendo ainda resolugdo razodvel no
plano tempo-freqiiéncia. E interessante salientar que o termo correspondente & componente
harmdnica dificilmente ¢ localizado em qualquer uma das figuras, mesmo para o sinal analitico,
uma vez que sua amplitude é bem menor comparada as dos outros sinais. Pode-se verificar
também que os termos cruzados estfo sempre presentes exatamente entre os auto-termos, fato

que foi evidenciado por Hlawatsch & Bartels (1992).

Uma vez que sio evidentes as vantagens de se utilizar os sinais analiticos para o célculo das
distribuicdes tempo freqiiéncia, estes sinais serfio usados em todas as simulagdes apresentadas

neste trabalho.
5.2 Resolugiio das distribuigdes tempo-freqiiéncia

A resolugfio de uma distribui¢fo tempo-freqiiéncia € uma das caracteristicas mais discutidas
destas representagBes, uma vez que define o quéo precisamente uma distribui¢do identifica as

componentes de freqiiéncia instanténea de um sinal. Para analisar esta importante propriedade,
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Fraquency {Haj
Frequency [Hz)

®

Froquency [Ha}

Frequency {Hz]

0.4 08 0.8
Time [s]

(d)

Frequency [Hz}
Froquency {Hel

(e) ®
Figura 5.2 — (a) e (b): espectrograma; (¢) e (d): Wigner; (¢) e (f): Choi-Williams.
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sers analisado um sinal de um rotor Jeffcott durante sua partida, acelerando até acima da
velocidade critica. Estes resultados estfio mostrados nas Figura 5.3 ¢ 5.4 que apresentam a

distribuigio tempo-freqiiéncia, a sua esquerda, o espectro do sinal e abaixo, o sinal no tempo.

Transformada de Fourier de curta duracfio (STFT). A STFT nada mais € que a
combinacdo seqiiencial das transformadas de Fourier calculadas em pequenos pedacos do sinal
original, nos quais pode-se assumir a estacionaridade. O uso de janelas adequadas para dividir o
sinal é fundamental para a reducio de erros de leakage. Além disso, as caracteristicas da
distribuicdio sio altamente dependentes do tipo, forma e tamanho da janela utilizada, uma vez que
a fungfo niicleo do espectrograma & obtida em fungdo da janela. As Figuras 5.3 mostram o
espectrograma calculado para uma janela gaussiana com diferentes comprimentos, os quais
variam de um valor bem pequeno, Figura 5.3(a), até um valor bem elevado, Figura 5.3(d).
Analisando apenas as Figuras 5.3(a) e (d) nota-se que uma boa resolugdo no tempo, obtida com o
uso de janela de comprimento pequeno, nio oferece boa resolugdo na freqiiéncia. A Figura 5.3(d)
mostra que, caso o valor para o comprimento da janela seja muito elevado, a resolucdo da
distribui¢io diminui. Portanto, o valor adequado para o comprimento da janela ndo pode ser
arbitrariamente muito pequeno ou muito grande, em detrimento da mé resolugdio que se verifica

no plano, de acordo com o principio da incerteza.

Distribui¢io de Choi-Williams. A resolugio da distribuicdo de Choi-Williams ¢
controlada, basicamente, pelo parimetro o presente em sua fungdo nucleo. Na verdade, este
pardmetro controla duas importantes caracteristicas desta distribuigdo: os termos de interferéncia
(Choi & Williams,1989) e o espalhamento espectral, ou resolugdo propriamente  dita.
Infelizmente a escolha de um valor para este parimetro nfo € trivial e depende da habilidade do
usudrio, e varia de acordo com sua necessidade. Da mesma forma que a janela traz limitagSes ao
espectrograma, o valor do o ideal nfio consegue atender simultaneamente as caracteristicas de

boa resolucfio no plano e auséncia de interferéncia entre componentes.

Para visualizar o efeito da variagio do valor de o nos resultados da distribui¢do de Choi-

Williams, foi utilizado o mesmo sinal temporal do caso anterior. A Figura 5.4(a) mostra a DCW
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Figure 5.3 — Influéncia do tamanho da janela no resultado do espectrograma. De (a) a (d) o

comprimento da janela cresce.

para um valor de o-menor que 0,1, o que resulta numa distribui¢do completamente distorcida, em
que nenhuma componente pode ser localizada. Na medida em que este valor vai aumentando,
Figuras 5.4(b)-(d), a distribuicio comega a tomar forma e identifica as componentes de
freqiiéncia. Isto indica que quanto maiores forem os valores assumidos para o, mais a
distribuicdo de Choi-Williams se aproxima da distribui¢iio de Wigner. Para verificar isto, basta
analisar matematicamente a fun¢fo niicleo. Como a utilizagdo desta distribuicdo depende muito

da aplicacgio a que se destina, a escolha do valor de o varia de caso a caso.
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Figura 5.4 — Influéncia do par@metro o na resolucdo da distribuicdo de Choi-Williams. De (a) a
(d) o valor de o cresce methorando a resolugo.

5.3 Andlise quantitativa

Nos dias de hoje, a identificag8o dos parémetros modais de um sistema rotativo € realizada,
na maioria das vezes, com a maquina operando a uma velocidade constante. Os resultados
obtidos nesta situagdo, gerados a partir da aplicacdo da transformada de Fourier, so corretamente
computados. Seria interessante, portanto, imaginar uma forma de se obter distribui¢des em que a
amplitude das componentes do sinal no plano tempo-freqiiéncia também fornecessem resultados

corretos. Contudo, nfio se sabe ao certo o quio precisas sdo as informagdes quantitativas que estas

distribuicGes apresentam.
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Uma vez que grande parte das aplicagBes das distribui¢bes tempo-freqiiéncia a sistemas
mecanicos estd voltada para o monitoramento e detecgio de falhas em equipamentos (Meng € Qu,
1991; Bucher, 1., 2001; Silva, 1999), a obtencio de resultados quantitativamente corretos poderia
facilitar a identificacBo de pardmetros modais de sistemas girantes, por exemplo, sendo
necessario para isto apenas a realiza¢8o de medi¢Ses durante a partida ou parada da maquina. As
pesquisas a respeito das distribui¢des tempo-freqiiéncia vém mostrando, nos ultimos anos, um
enorme esfor¢o no sentido de se obter representagdes que apresentem uma reducfo de algumas
caracteristicas, como a negatividade e os termos de interferéncia, que podem influenciar na
analise quantitativa dos resultados. Como ja foi mencionado, os termos de interferéncia tém-se
tornado alvo de estudos que visam sua reduco através do uso de distribui¢cdes com fungfio niicleo

adaptativa.

A seguir, apresenta-se uma analise quantitativa simples do uso das distribuigées de Wigner,
Choi-Williams e espectrograma aplicadas a um sinal multicomponente. Primeiramente, dois

sinais, s,(t) =2sin(207 - 1) e §,(¢)=sin(40z -t) com amplitudes e freqiiéncias diferentes, sfo

somados. Em seguida, os sinais harménicos que compdem ¢ sinal descrito anteriormente t€ém o

valor de suas amplitudes dobrado, ou seja, s;°(f) =4 sin(207-1) ¢ s, (¢) =2 sin(407 1) .

Espera-se entfo verificar o comportamento das trés distribui¢Ses com relacfio a amplitude
da distribuicfio do contetido de energia no plano tempo-freqiiéncia. Os resultados da aplicagfio da
distribuicdo de Wigner esto mostrados na Figura 5.5. Pode-se perceber que as componentes
apresentam valores de amplitude diferentes para os sinais originais ¢ modificados, mantendo

porém, a proporcionalidade entre as amplitudes das componentes.

A distribuicdo de Wigner mostra uma forte presenca dos termos de interferéncia. Como
estes termos possuem valores negativos e positivos, imagina-se (mas n3c héd na literatura
comprovagio matematica disto) que seu efeito na energia total do sinal seja aproximadamente

nulo, ou seja, valores positivos e negativos se anulam!
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Figura 5.5 — Distribui¢io de Wigner para a soma de dois sinais senoidais.

A Figura 5.6 apresenta os resultados obtidos através da distribuigéo de Choi-Williams,
utilizando os mesmos sinais que foram analisados pela distribui¢iio de Wigner. A Figura 5.6(a)
representa a distribui¢do de Choi-Williams aplicada ao sinal original, e mostra que, embora as
componentes do sinal apresentem proporcionalidade entre as amplitudes das componentes, 05
valores das amplitudes diferem dos encontrados para a distribuicio de Wigner. Isto se deve

basicamente as caracteristicas da distribuicfio, que sdo dependentes da fungdo nucleo.

Chot-Williams piot of the sum of two sinuscidals Chol-Witiams plot of the sum of two sinusoidals

(2) (b)

Figura 5.6 — Distribui¢fio de Choi-Williams para o sinal (a) original, e (b) modificado.
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Finalmente, o espectrograma também ¢ utilizado para os mesmos sinais e os resultados
obtidos apresentam certa semelhanga com os das distribui¢des discutidas anteriormente, no que
diz respeito a proporcionalidade verificada entre as amplitudes das componentes, como mostra a
Figura 5.7. Como era de se esperar, a distribuigfo nfo apresenta valores negativos e a resolugéo
em freqiiéncia é pior que nos casos anteriores. Porém, estes valores diferenciam-se dos
encontrados nas outras distribui¢des devido a presenca da janela na funcfio nicleo. Como as
distribui¢Bes tempo-fregiiéncia devem satisfazer as margens para que a energia distribuida no
plano tempo-freqiiéncia seja corretamente calculada, nfio se pode esperar que o espectrograma

fornega, nesta primeira analise, resultados quantitativos corretos, uma vez que as margens nédo

sdo satisfeitas para esta distribuigfo.

Spectrogram piot of the sum of two sinusoidals Spectrogram plot of the sum of two sinusoidals

dme

(@) (®

Figura 5.7 — Espectrograma para o sinal (a) original e (b) modificado.

De um modo geral, chega-se a concluso que as distribui¢Ses analisadas, todas pertencentes
a classe de Cohen, apresentam amplitudes diferentes uma das outras, muito provavelmente em
razdo das caracteristicas da fun¢fo ntcleo de cada uma. Mesmo assim, todas elas mostraram que
as componentes apresentam uma proporcionalidade mesmo com a variagfo da amplitude do sinal
analisado. Portanto, nfio se pode afirmar, neste caso, que o valor da amplitude da distribuicfo seja
correto, porém a proporcionalidade entre as amplitudes das componentes no plano tempo-

fregiiéncia € mantida corretamente.
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5.4 Aplicacfio ao estudo de sistemas rotativos

Um dos objetivos deste trabalho € a aplicagio das distribuigSes tempo-freqiiéncia a sinais
provenientes de estruturas rotativas. O modelo escolhido para a realizagéo da analise numérica €
um rotor Jeffcott, que consiste num disco rigido apoiado no centro de num eixo flexivel
suportado por mancais nas suas extremidades. Serfio estudados os casos de um rotor Jeffcott
sujeito ao desbalanceamento e apoiado sobre suportes isotropicos ¢ anisotropicos.
Particularmente, serd utilizada a distribuigio pseudo-Wigner direcional para analisar os
resultados, uma vez que esta possui bons resultados em termos de resolu¢do no plano tempo-
freqiiéneia. A distribuigio é direcional, pois consegue separar as componentes de precessdo direta
das de precessdo retrégrada no plano tempo-freqiiéncia. Para que se possa aplicar esta
distribuiciio a um sistema que apresente condicBes ndo-estaciondrias, serd analisado um rotor

acelerando através de sua velocidade critica.

Distribuicsio de Wigner direcional. Para a analise de maquinas rotativas com velocidade
de rotagio variante no tempo, foi desenvolvida por Lee ¢ Han (1998) a distribuigfio de Wigner
direcional (dWD). Esta formulagfio baseia-se na utilizagdo de coordenadas complexas para

descrever o movimento de precess@o de uma estagéo do rotor.

Matematicamente, dois sinais harménicos reais e ortogonais, x(¢) e y(f), sio associados

formando sinais complexos,

zZO)=x()+jy@); Z@O=xO)~]y0). G.D

Pode-se associar o sinal complexo z(¢) a um vetor girante tomado a partir da origem e

cujas componentes real € imaginaria correspondam s respostas do movimento nas diregSes x € y,

respectivamente, como mostra a Figura 5.8.

Através de uma expansio em séries de Fourier (Kessler, 1999), o sinal complexo descrito
pela Equago 5.1 pode ser representado na forma polar, que separa as componentes de freqiiéncia

diretas e retrogradas,
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1
Tempo

Figura 5.8 — Movimento orbital em coordenadas complexas (modificado de Han e Lee,1999).

2()=r, &/ +r, /™.

(5.2)

Esta equacdo € caracteristica de um movimento eliptico no plano complexo. Este

movimento pode ser interpretado como o vetor resultante da soma de dois vetores girantes em

sentidos opostos, nas direcbes direta e retrograda, e com diferentes amplitudes. A forma e

directividade do movimento plano eliptico sfo determinados através do importante conceito do

Indice de Forma e Directividade (SDI), calculado por:

1<spr=la=lhl
A2
sendo que:
e selr|=0=SDI=-1 : movimento circular retrégrado;

e se l"dl <]7‘,l =~1<8DI<0 :movimento eliptico retrégrado;

e selr|=l|=SDI=0 : movimento retilineo;
o se|r|>n|=0<SDI<1  :movimento eliptico direto;
e selr|=0=SDI=1 : movimento circular direto.
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A distribui¢do de Wigner calculada para um sinal complexo pode ser expressa como (Lee
& Han, 1998),

o

T % T\ —jwr
PWZGz , @)= jZ(I - E) 2t "E)e Hdr= PmszZd + PPWG:,Z, + (PW?Gzaz, * PWIGZ,;Zr ) (5.4)

—c0

Pelo fato da distribuicio de Wigner ser bilinear, sua utilizacdo num sinal deste tipo,

composto por mais de uma componente, provoca a ocorréncia dos termos de interferéncia.

Para analisar a resposta de um sistema rotativo descrito em coordenadas complexas, faz-se
uso do conceito de sinal analitico, j& discutido no Capitulo 3. Um sinal analitico associado a um
sinal complexo pode ser definido como sendo composto pelo sinal complexo original, z(¢), e
pela transformada de Hilbert deste sinal complexo. Os sinais analiticos de precessdo direta e

retrégrada sfo definidos, respectivamente, por

oy ZOTHEOR {20 HIz()

5.5
5 5 (5.5)
As transformadas de Fourier destes sinais analiticos direcionais sdo dadas por
Z(w), para @ >0
Z% (@) ={Z(w)+(signw) Z(w)} /2 =1Z(w)/2, para =0
0, paraw <0
(5.6)
0, parraw >0
Z () ={Z(0)—(signw) Z(w)} /2= Z(w)/2, para @ =0
| Z(w), para w <0
em que
+1, >0
signo=30, @w=0 5.7
-1, <0
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Pode-se verificar, através das Equacdes 5.6 ¢ 5.7, que o sinal analitico de precessgo direta é
definido apenas para as freqii€éncias positivas, enquanto o de precessfo retrograda, para as

freqiiéncias negativas.

A distribuicio de Wigner direcional foi desenvolvida para eliminar estes termos de
interferéncia entre as componentes positivas e negativas do sinal, ou seja, entre as componentes

diretas e retrogradas do rotor. A distribuicdo de Wigner direcional é definida como

aw ,(t,w)= Izd(t+z)~zd*(t—z)-e”j‘”’df, para @ >0
_ ? 2 2 58
awD(t,w) = (5.8)
aw_ (t,w) = Iz’ (z‘+—g-)-z’ (t—--;)-e"fmdr, para @ < 0.

Para proporcionar uma reducfo no tempo computacional da distribuicio de Wigner, serd
utilizada a distribui¢io pseudo-Wigner, através da inclusfio de uma janela temporal na Equacio

5.8. Entdo, esta distribui¢fio pseudo-Wigner direcional ({APWD) pode ser calculada por:

dPW,, (t,0) = [H(D)z*(t+2)- 27 (t-2)-¢ " dr, paraw>0
dPWD(t, ) = 2 2 (5.9)
dPW, (t,0) = [H(2)z (1+2)-2" (1=2)-¢*"dr, paraw<0.

Rotor Jeffcott. As equagSes de movimento de um rotor Jeffcott, mostrado na Figura 5.9,

para suportes anisotrépicos podem ser encontradas na literatura (Genta, 1997) e sfo dadas por:

{mj& + %+ kx = me{6” cos(9) +Gsen(8)} (5.10)

my+c,y+k,y=me{6’sen(0) -6 cos(6)}

sendod o deslocamento angular do rotor. A solugdo da Equagfo 5.10, ou seja, a resposta do
sistema nas dire¢des x e y, foi calculada por integracdo numérica, e representa o deslocamento do

eixo.
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Figura 5.9 —Ilustragdo de um rotor Jeffcott.

Inicialmente, foi feita a analise de um rotor isotrépico de massa m =5 kg, excentricidade
£=0,0001 m, rigidez nos mancais k =k, =0, ek, =k, =10.000 N/m, amortecimento nos
mancais ¢, =c, =0,ec,=c,=40Ns/m (£=89%). Neste caso, o rotor foi acelerado

linearmente de 30 rad/s (286 rpm) a 100 rad/s (955 rpm) em 10 segundos, ¢ o sinal foi amostrado

com 1024 pontos. As respostas do rotor nas duas dire¢des perpendiculares e o movimento plano

do centro do eixo sdo mostradas na Figura 5.10, enquanto que a dPWD ¢ apresentada na Figura

5.11.

@
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Figura 5.10 — Resposta da aceleragdo do rotor através da velocidade critica nas diregBes x e y.
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<10 sirectional Psauds Wigner Disribuicn (GPWD}

Frequency Hz}

(a) (b)

Figura 5.11 — dPWD da resposta de um rotor isotrépico amortecido.

E possivel verificar, a partir da dPWD, que apenas a componente direta estd presente na
resposta do sistema. Este resultado confirma o fato de o desbalango nfio excitar a precessdo

retrograda em rotores isotropicos.

Uma outra andlise de rotores isotrépicos foi proposta para estudar a influéncia da

diminui¢do do amortecimento do sistema. Os novos valores sdo
¢y, =¢,=0,ec,=c,=10Ns/m (£§=2,2%), com os demais pardmetros do sistema
permanecendo inalterados. A Figura 5.12 mostra a resposta, nas duas dire¢des, do sistema sendo
acelerado, além do movimento orbital do rotor durante a aceleragfio. Percebe-se que apds passar
pela velocidade critica hd um comportamento diferente daquele observado na simulacfio anterior,

sendo que, neste caso, surgem algumas oscilagdes na amplitude do sinal de resposta do rotor.
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Accsteration Through the Critical Speed
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Figura 5.12 — Resposta da acelerag@io do rotor através da velocidade critica nas dire¢Bes x e y.

Os resultados da dPWD sdo mostrados na Figura 5.13. Analisando-se atentamente esta
figura, percebe-se, apds a passagem pela velocidade critica, a existéncia de duas componentes 1no
plano tempo-freqiiéncia (além dos termos de interferéncia entre estas): a primeira, variando
linearmente com o tempo, corresponde 4 rotagdio do rotor; e a segunda, constante no tempo,
coincide com a freqiiéncia natural do sistema! Este fendmeno pode ser explicado fisicamente
lembrando-se que, como este rotor est4 operando sempre em uma condi¢do ndo estaciondria, ao
passar pela velocidade critica, as caracteristicas proprias do sistema serdo excitadas. Apos este
instante, o sistema passa a oscilar, por algum tempo, também em sua freqiiéncia natural, uma vez
que o amortecimento € pequeno. A excitagdo forgada, por sua vez, continua variando sua
freqiiéncia linearmente com o tempo. A existéncia, em um determinado intervalo de tempo, de
duas componentes de freqiiéncias proximas, faz surgir o fendmeno de batimento. Apds passado
algum tempo, este fendmeno desaparece pois a resposta transiente do rotor € atenuada e/ou
porque as componentes em freqiiéncia (rotagio e freqiiéncia natural) se afastam. Percebe-se,
neste caso, que a visualizagdo do sinal no plano tempo-freqiiéncia auxilia a interpretacéo fisica do

fendmeno.
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Figura 5.13 — dPWD da resposta de um rotor isotrépico pouco amortecido.

Como ja se sabe, os movimentos de precessfo retrograda sé serfio excitados pelo
desbalanceamento caso os suportes sejam anisotrépicos. Desta forma, analisa-se um rotor de

Jeffcott anisotrépico com as seguintes propriedades: massa - m =35 kg excentricidade -

£=0,0001 m; rigidez - k_ = k,=0, ek, =10.000 N/me k,, =20.000 N/m, e amortecimento -

¢y =¢,=0,ec, =40 Ns/m(£=8,9%) e ¢, =50 N.s/m (£ =7,9%). Neste caso, as
condicdes de aceleracdo e amostragem do sinal permaneceram as mesmas que nos casos

anteriores.
A resposta do rotor nas duas dire¢des estd ilustrada na Figura 5.14(a), enquanto a Figura

5.14(b) mostra o movimento das Orbitas ao longo do tempo, em que ¢é possivel identificar a

mudanca de movimento direto para retrégrado.
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Accsleration Through the Critical Speed
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Figura 5.14 — Resposta da acelerac8o do rotor através da velocidade critica nas dire¢Ges x e y.

A distribui¢do pseudo-Wigner direcional é mostrada na Figura 5.15. Verifica-se que as
componentes de freqiiéncia positivas e negativas sfio separadas e, além disso, ndo existem termos

de interferéncia entre elas. E possivel que sejam claramente visualizadas as componentes de

movimento de precessdo direta e retrograda nas freqliéncias positivas e negativas,
respectivamente. Ainda mais, a diregdo do movimento resultante do rotor pode ser identificada ao
se comparar as amplitudes destas duas componentes. Deduz-se que, no inicio do movimento (até
aproximadamente 3 segundos), o rotor apresenta movimento de precessdo direta, ja que a
componente das freqiiéncias positivas apresenta amplitude maior que a componente de
freqiiéncias negativas. Depois de passar pela primeira velocidade critica, a dire¢do do movimento
se inverte e 0 modo retrogrado passa a dominar até que se alcance a segunda velocidade critica,
quando o rotor passa a descrever seu movimento de precesséio direta novamente.

Uma nova andlise do rotor anisotropico serd feita no intuito de verificar as mudancas na
resposta do sistema quando este possui pouco amortecimento nos mancais. Os novos valores para

estes pardmetros sdo: ¢, =c¢, =0, ec,, =15 N.s/m (£ =3,3%) ec, =10 N.s/m (§ =1,6%),
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Figura 5.15 — dPWD da resposta de um rotor anisotropico.

sendo que os demais coeficientes permaneceram inalterados. Desta forma, para a mesma variagdo
de velocidade de rotacfio, € no mesmo intervalo de tempo, tém-se os resultados mostrados na

Figura 5.16, em que os sinais da resposta nas duas direcSes laterais sfo mostrados juntamente

com o progresso do movimento orbital no tempo.
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Figura 5.16 — Resposta da acelerag@o do rotor através da velocidade critica nas direces x € y.

Verifica-se que o rotor anisotropico apresenta o mesmo fendmeno que o rotor isotrépico:

ocorrem oscilagdes na modulagdio da amplitude das respostas apds o sistema passar pela
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velocidade critica. A dPWD ¢ ilustrada na Figura 5.17. As conclusdes apresentadas para o caso

de rotor com mancais isotrépicos aplicam-se integralmente a este caso.

s10® 4 Wignet Distribul d

Froquency {Hz}

Time fs

Timefel

(2) (b)

Figura 5.17 — dPWD da resposta de um rotor anisotrépico.
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Capitulo 6

Resultados experimentais

Os resultados das simulacfes numéricas apresentadas no capitulo anterior mostram que
rotores do tipo Jeffcott apoiados sobre mancais anisotrépicos podem descrever movimentos de
precessdo direta ou retrograda, dependendo da faixa de rotagfo. Neste capitulo, investiga-se a
existéncia do fendmeno de modos operacionais mistos em rotores flexiveis, situago
caracterizada pela ocomréncia simultdnea de movimentos de precessdo direta e retrégrada em
diferentes estacles do rotor. Assim, inicialmente apresenta-se uma breve discussfo a respeito das
causas e da existéncia deste fendmeno. Em seguida, faz-se uma descrigdo da bancada utilizada
para a realizagfio dos ensaios. Como serd visto mais adiante, existem condi¢cdes especificas sob as
quais o fendémeno dos modos operacionais mistos pode ocorrer. Assim, para garantir que o rotor
estudado apresentaria, em algumas faixas de rotacfio, os modos operacionais mistos, investigou-
se sua ocorréncia, primeiramente, através de um programa de elementos finitos. Os resultados
destas simulagdes também sfo incluidos neste capftulo. Finalmente, os testes realizados sdo

descritos e os resultados obtidos, analisados.

6.1 Modos operacionais mistos

Uma grande quantidade de rotores que compdem maquinas rotativas € suportada por
mancais anisotropicos, nos quais a rigidez nas duas direcdes laterais ortogonais possuem valores
diferentes. Neste caso, as diversas estacdes do rotor descrevem Orbitas elipticas dentro de uma

grande faixa de velocidades de rotacfio. A anisotropia nos suportes € geralmente incorporada ao
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projeto de maquinas rotativas para aumentar a estabilidade do rotor (Ehrich, 1992). Contudo, esta
solugdo pode introduzir movimentos indesejaveis de precessdio retrograda, uma vez que estes
movimentos sO serfo excitados pelo desbalanceamento se os suportes forem anisotropicos
(Muszynska, 1996; Dias e Allemang, 2000). Este tipo de movimento pode causar falha por fadiga
devido a tensBes reversas no rotor. O grau de amortecimento no sistema rotor/mancais também
afeta a existéncia dos movimentos de precessfo retrograda, de maneira que quanto mais
amortecido for o sistema, menor sera a faixa de velocidades de rotaco em que este movimento
pode ocorrer (Muszynska, 1996; Dias e Allemang, 2000).

Lee (1993) e Muszynska (1996) afirmam que as regides de velocidade de rotagfo em que a
precessdio retrograda ocorre s3o relativamente pequenas e estfo proximas das regifes de
ressondncia, que sfo normalmente evitadas como velocidades operacionais. Contudo, Dias e
Allemang (2000) demonstraram que, dependendo das caracteristicas do sistema rotativo — grau de
anisotropia dos mancais, quantidade de amortecimento no sistema, entre outras — e da

distribui¢fio espacial das forgas de desbalanceamento ao longo do rotor, as faixas de velocidade

de rotacdo em que a0 menos uma estacio apresenta movimento de precessdo retrograda podem
ser bastante largas. Este fato também foi verificado por Lund (1974), que identificou a presenca
de precessdo retrograda em pelo menos uma parte do rotor, numa faixa de rotagfo distante da
velocidade critica. O autor, entretanto, nfo chamou 2 atengfo para este fenémeno. De qualquer
forma, sempre havera perigo durante a partida ou parada da maquina, principalmente no caso de
algumas turbomaquinas que tém que obedecer a uma determinada curva de partida — que, as
vezes, pode ser composta por diversos patamares de rotacfio em que a maquina deve operar por
algum tempo até atingir a rotagdo de trabalho — devido as restriges do processo no qual a

maquina est4 inserida (como em refinarias de petréleo, por exemplo).

Um tipo especifico de movimento de um rotor flexivel, chamado modo operacional misto,
pode ocorrer quando uma parte do rotor gira em precessdo direta e, a0 mesmo tempo, outra
estacdo precessiona no sentido retrogrado (Rades, 1995). Embora a compreensdo destes modos
seja de grande importincia, poucos trabalhos foram realizados com o intuito de estudar o
fenémeno. Muszynska (1996) atribui este tipo de movimento a uma distribui¢fio particular de

desbalanceamento ao longo do rotor. Além disso, mostra experimentalmente que a massa de
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desbalango, juntamente com uma deflexdo do eixo, pode levar a este movimento. Dias e
Allemang (2000) analisaram numericamente rotores flexiveis suportados por mancais
anisotropicos e verificaram que a existéncia e extensio deste fendmeno sfo influenciadas
diretamente por diversos fatores. O nivel de anisotropia dos suportes, a distribuicio espacial das
forcas de desbalanceamento, as dissimilaridades entre os mancais, a distribuigdo de massa ao
longo de eixo e a quantidade de amortecimento nos mancais afetam a ocorréncia dos modos

mistos.

6.2 Descrigiio da bancada experimental

A parte experimental deste trabalho foi realizada utilizando-se a bancada mostrada na
Figura 6.1. O rotor consiste em dois discos montados num eixo flexivel, que ¢ apoiado por dois
suportes: um isotrépico e outro anisotrépico. Ao observar a Figura 6.1(c), percebe-se que o0s
discos possuem divisdes radiais por toda sua circunferéncia. Cada uma destas divisGes

corresponde a 22,5°, e serfio Uteis na variagdo da posi¢io angular de um disco em relagdo ao

outro, proporcionando, assim, diferentes distribui¢des espaciais de desbalango.

| Estacio4 FEstacdo3 Estaed

(b) ©
Figura 6.1 — (a) Vis#o geral da bancada experimental, (b) detalbe do suporte anisotrépico € (c)
detalhe dos discos.
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O rotor € acionado por um motor Weg trifasico de 0,16HP, com velocidade méxima de
rotagiio de 3600rpm ¢ controlado por um controlador também de fabricacdo Weg. Quatro
estagdes do rotor sfio monitoradas, simultaneamente, por oito sensores de proximidade de
fabricacdo Bentley e com sensibilidade de 12,5V/mm. Os sinais provenientes dos sensores foram
adquiridos utilizando-se uma placa de aquisicBio de 16 canais da National Instruments € um

programa gerado em ambiente Matlab®.
6.3 Verificacio numérica

Apesar do objetivo principal deste capitulo ser a utilizagfio de distribui¢gdes tempo-
freqiiéncia na identificacfio experimental de modos mistos em um rotor flexivel operando em
condi¢cBes n#o estacionarias (velocidade de rotagfo variavel), optou-se por apresentar os
resultados de algumas simula¢es numéricas que foram realizadas por diversos motivos, dentre

0s quais pode-se destacar:

e como ja foi dito, a existéncia, ou ndo, dos modos operacionais mistos dependem de
fatores como o grau de anisotropia dos mancais, o nivel de amortecimento no sistema, a
distribui¢fio espacial das forcas de desbalanceamento ao longo do rotor entre outros.
Portanto, € muito dificil saber se determinado rotor vai apresentar este fen6meno ou ndo.
Assim, utilizou-se a simulacfio numérica para verificar a possibilidade de ocorréncia dos
modos operacionais mistos no sistema experimental disponivel e/ou determinar quais as
modificagGes necessarias para garantir a existéncia do mesmo;

e uma vez verificada a possibilidade de ocorréncia de movimentos simultdneos de
precessdio direta e retrdgrada no rotor real, utilizou-se a simulacdo numérica para
determinar em que faixas de rotag8o dever-se-ia procurar por este fendmeno;

e a analise numérica possibilita ainda uma melhoria na compreensdo fisica dos modos
operacionais mistos ¢ do comportamento vibratério do sistema rotativo quando opera
nestas condigdes e

e finalmente, entende-se que estes resultados numéricos auxiliarfio na interpretacio dos

resultados experimentais.
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As simulag¢Qes foram realizadas utilizando-se o programa X-Rofor, desenvolvido por Dias e
Allemang. Trata-se de um programa de modelagem de maquinas rotativas baseado no método
dos elementos finitos € que permite a modelagem do sistema tanto em coordenadas reais como
em coordenadas complexas. Como se sabe, uma das maiores vantagens do uso das coordenadas
complexas no estudo de maquinas rotativas € a simplicidade com que se pode analisar os
movimentos de precessdo direta e retrograda. Desta forma, este conjunto de coordenadas foi
utilizado para calcular a resposta ao desbalanco em regime permanente de um rotor com as
mesmas caracteristicas geométricas do rotor real. Vale ressaltar que os valores de rigidez dos
mancais utilizados no modelo de elementos finitos nfio foram ajustados para representar a rigidez

dos suportes da bancada de testes (apesar de serem muito préximos), uma vez que esta ndo era

uma exigéncia primordial para a validac8o do estudo que se pretendia realizar.

O modelo de elementos finitos utilizado para estas simulagdes é mostrado na Figura 6.2 e,
como ja foi dito, foi desenvolvido buscando ser similar ao sistema real ja descrito anteriormente.
Este rotor possui um eixo com 0,61m de comprimento e didmetro de 0,01m. Os dois discos
desbalanceados sdo idénticos, possuindo didmetro igual a 0,08m ¢ espessura de 0,0254m. Os trés
suportes ilustrados na Figura 6.2 representam o acoplamento elastico entre motor ¢ eixo (&
esquerda), os suportes isotropico (elemento 18) e anisotropico (elemento 19). Neste modelo ndo
estd se considerando o amortecimento nos mancais, pois a introdugfio deste pode reduzir ou
eliminar a ocorréncia dos movimentos de precessfio simultdneos. O efeito giroscépico estd

incluido

FINITE ELEMENT MODEL
XY PLANE

Modes

Figura 6.2 — Modelo de elementos finitos do rotor.
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A anélise numérica foi realizada submetendo-se o sistema ao desbalanceamento, de modo a
obter as respostas em regime permanente do rotor, com este girando a velocidades constantes. Foi
considerada a mesma massa de desbalanco nos dois discos e nfo houve mudanca na posicéo
angular dos discos. Os resultados desta andlise — para as estagdes 5 € 15 do modelo de elementos
finitos — so mostrados na Figura 6.3. Analisando-se estes graficos pode-se determinar o sentido
do movimento de precessfio de cada estac8o do rotor através da comparacgdo das amplitudes das
componentes direta e retrograda da resposta ao desbalango. Assim, caso a componente direta seja
maior que a retrograda, o movimento serd de precessdo direta e, caso contrario, serd precessdo
retrégrada. Desta forma, pode-se facilmente concluir que, na faixa de 2800 a 3550rpm, ocorre o
fen6meno dos modos operacionais mistos uma vez que cada uma das estagSes descreve seus

movimentos de precessfo em sentidos contrarios.

Apesar do resultado apresentado na Figura 6.3 ser bastante util, este tipo de andlise torna-se

pouco pratica quando se deseja investigar o comportamento de todas as estagdes de rotores

complexos, dentro de uma grande faixa de rotagfio. O Shape and Directivity Index Plot, ou SDI
Piot, desenvolvido por Dias e Allemang (2001), é uma ferramenta bastante interessante e que

resolve este problema.

Para construir o SDI Plot ¢ necessario calcular o valor do SDJ, ja definido no Capitulo 5,
para todas as estagdes do rotor e para cada velocidade de rotagfio considerada na resposta ao
desbalango do sistema. A partir destes dados, gera-se uma figura bidimensional — o SDI Plot —
cujas cores representam os valores do SDJ, que podem vaiar de —1 a 1. A relag8o entre as cores
utilizadas no SDI Plot e os valores do SDI € apresentada no mapa de cores presente ao lado
direito da figura. Através da andlise do SDI Plot € possivel identificar facilmente as rotagGes em

que cada estagfo do rotor descreve o movimento de precess@o no sentido direto ou retrégrado.
A Figura 6.4 mostra o resultado da resposta ao desbalanco do sistema rotativo j&

mencionado através do grafico SDI Plot. Como pode-se perceber, este rotor, com estes valores de

rigidez dos mancais e com esta distribuicdo de espacial do desbalanceamento, apresenta modos
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mistos na faixa de 2800 a 3550rpm, conforme ja tinha sido concluido anter
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Figura 6.4 - SDI Plot e modos operacionais de deflex8o para algumas velocidades de rotagéo.

A Figura 6.4 apresenta também os modos operacionais do sistema para cinco diferentes
velocidades de rotaglo. Nestes casos, € possivel verificar a forma da 6rbita descrita por cada
estagfio do rotor. Pode-se confirmar, por exemplo, que ¢ movimento se torna uma linha reta no

ponto de transi¢@io do modo direto para o retrdgrado e vice-versa.

6.4 Resultados experimentais

Os ensaios experimentais foram realizados com o objetivo de identificar a presencga de
modos mistos operacionais no sistema apresentado pela Figura 6.1. Vale relembrar que os
pardmetros do modelo de elementos finitos utilizado anteriormente nfo foram ajustados para
corresponder precisamente aos pardmetros reais existentes na bancada experimental. Por isto, nfo
se espera reproduzir os resultados numéricos, mas apenas verificar experimentalmente a

existéncia dos modos operacionais mistos.

Os testes experimentais foram divididos em duas partes. Na primeira, foram adquiridos os
sinais de resposta nas 4 esta¢gdes do rotor (2 sensores perpendiculares entre si em cada estagio),
com este operando a velocidades constantes. Espera-se que os resultados indiquem o tipo de
movimento apresentado por cada esta¢fio, e conseqiientemente, a presenca dos modos mistos € a
que velocidades eles ocorrem. A segunda parte do experimento foi realizada com a varia¢do da
velocidade de rotacéo do rotor. Neste caso, foi utilizada uma distribui¢fo tempo-freqiiéncia para
identificar o movimento simultdneo de precessio direta e retrograda a partir da andlise dos sinais

ndo-estacionarios adquiridos.

6.4.1 Ensaios com rota¢do constante

A partir dos resultados obtidos numericamente através do programa X-Rofor, pdde-se ter
uma idéia da faixa de velocidades de rotag8o em que ocorrem os modos mistos para este sistema.
Sendo assim, varios testes foram realizados adquirindo-se os sinais de resposta do rotor operando

a velocidades constantes, dentro da faixa de, aproximadamente, 2500 a 3600rpm. Além disso,
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buscou-se analisar a influéncia da posigdo angular de um disco em relagio ao outro (phase lag ou
diferenca angular entre os discos). Assim, conforme os resultados apresentados na Figura 6.5, vé-
se que & possivel detectar a presenga dos modos mistos para algumas distribuic@es espaciais do

desbalanco.

Rotational Spesd = 3540rpm - Phass Lag = 0° (Disc )
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Figura 6.5 — Resultados experimentais da influéncia da distribuicio espacial do desbalanco ao

longo do rotor (velocidade de rotago = 3540 rpm). O simbolo * indica o inicio da drbita.

Uma analise da Figura 6.5 mostra que o sistema operando a 3540rpm apresenta o fenbmeno
dos modos mistos em duas situagdes de distribui¢iio espacial do desbalanceamento. Numa delas,
os dois discos se encontram em suas posi¢cdes angulares originais (phase lag = 0°), € as estagBes
1, 2 e 4 apresentam precessdo direta enquanto a estagfo 3 se move em precessio retrograda. Na
outra situacdo, os discos est3o dispostos a 180° de diferenca em relacfio a suas posi¢Oes angulares

originais (phase lag = 180°). Neste caso, as estages 1 e 2 operam em movimento direto,
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enquanto as estagdes 3 e 4 se movem em precessdo retrégrada. Entretanto, caso os discos estejam
dispostos a 90° um do outro em suas posi¢des angulares, todas as estagdes apresentam

movimento de precessfo direta.

A Figura 6.6 mostra a progressdo das orbitas das estagdes para diferentes velocidades de
rotagfo, sem considerar, contudo, a posico angular entre os discos, que se mantém fixa em 180,
valor para o qual ja foi verificada a presenca de modos mistos. Para todas as velocidades de
rotagdo mostradas, a estagBo 1 apresenta movimento de precessfio retrograda enquanto as
estacOes 3 e 4 se movem em precessdo direta.

A estagdio 2, entretanto, apresenta comportamento diferente. Quando o rotor gira a
3420rpm, o movimento desta estacdo ¢ de precessdo direta. Ao atingir 3438rpm, a Orbita da
estaglio 2 apresenta a forma de uma linha reta, movimento caracteristico da mudanca da direcéo
do movimento. Este fato € confirmado ao se verificar o comportamento da Orbita para
velocidades mais altas, como em 3480 e 3540rpm, nas quais a esta¢fo apresenta movimento de

precessio retrograda.

Estes ultimos resultados indicam que o tipo de movimento precessional das drbitas do rotor
dependem da velocidade de rotagio. Sendo assim, dar-se-4 seguimento aos testes experimentais
com a realizagdio da segunda parte, ja descrita anteriormente, em que os sinais de resposta do

rotor serfio adquiridos com este sendo submetido a uma aceleragfio e uma desaceleracio.

98



Rotational Speed = 3420rpm - Phase Lag = 180° (Disc )

Station 1 Station 2 Stafion 3 Station 4
de+1 - 3e+1 3e+2

:
3 13
3 L
T} NSNS S
T
t [}
.
3

Se+1

Rotational Spsed = 3438mm - Phase Lag = 180° (Disc 1)

Station 2 Station 3
8e+1 e+ 3e+2

£
i
1 . g+ -3e
-ge+1 o o+ -Ga+1 g Gg+1 -3g+2
Y fum] Y [l

Rotational Speed = 3480rpm - Phase Lag = 180° (Disc i}

Station 1 Station 2 Station 3 Station 4
ge+1 Te+1 Ze+i 3e+2

; H
. g+ 2 .
-Be+t g Ga+1 ~Ta+t Ta+1 -Gg+1 1] 9a+1 -38+2 1] 38+2

-Gg+1 -Te+l - -3+
¥ fumj ¥ [wm] Y fum}
Rotational Speed = 3540rpm - Phase Lag = 180° (Disc If)
Station 1 Station 2 Station 3 Station 4
ge+1 Be+1 Sg+1 3g+2

Figura 6.6 — Progressdo das orbitas das estages para algumas velocidades de rotagdo.

6.4.2 Ensaios com rotacfo variavel

A distribui¢do utilizada para analisar os sinais da resposta do rotor foi a distribuico

Pseudo-Wigner direcional, que j& foi apresentada no Capitulo 5. Esta distribuigfio apresenta um

menor custo computacional — quando comparada a distribuicdo de Wigner — e, mesmo com a
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presen¢a da janela, nfio se verifica uma perda significativa da resolugfio no plano tempo-

freqiiéncia. Por conveniéncia, a expressdo desta distribui¢fo € novamente apresentada:

APV, (t,0) = [W(D)z*(t+2) 2% (t~2)-e*"dr, para >0
dPWD(t, ) = 2 2 (6.1)
dPw , (t,m) = _fh(f)z’(z‘ +~;¥) -z (¢ ~~§-) e’ dr, paraw<0.

Apbs uma andlise inicial dos resultados obtidos anteriormente, pdde-se ver que os modos
mistos estdo presentes em freqli€éncias préximas a 60Hz (3600rpm). Desta forma, como o
interesse € obter respostas predominantemente devidas ao desbalanco, foi utilizado um filtro
Chebyshev passa-banda, cujas caracteristicas estdo mostradas na Figura 6.7. Utilizou-se
freqiiéncias de corte em 45 e 65Hz, para assegurar que as componentes relativas ao desbalango

iriam predominar no plano tempo-freqii€ncia na faixa de velocidades de interesse.
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Figura 6.7 — Caracteristicas em freqii€ncia do filtro Chebyshev passa-banda.

Os sinais do rotor a serem analisados correspondem a sua resposta durante uma aceleracfio
até a velocidade de 3600rpm, permanecendo por alguns instantes nesta velocidade, e sendo
desacelerado. Por limitagbes do motor elétrico utilizado, nfio foi possivel operar acima dos

3600rpm. Os sinais sdo referentes ao deslocamento de cada uma das estages, para cada uma das
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duas dire¢des laterais ortogonais. O deslocamento angular entre os discos € de 180°, uma vez que

ja foi verificada a existéncia de modos mistos nesta condiggo.

Cada um dos sinais adquiridos contém um total de 3072 pontos. A dPWD foi calculada em
intervalos de 512 pontos, uma vez que, mesmo tendo um menor custo computacional, o célculo
desta distribui¢do para um grande numero de pontos € muito demorado. Na prética, estes 512
pontos correspondem a um intervalo de tempo de aproximadamente 0,85s. A Tabela 6.1 relaciona

os intervalos de pontos e o tempo correspondente.

Intervalo de pontos Imtervale de tempo correspondente [si Faixa de Rotacio rpm]
Parte | 1-512 0-0,85 ~2700 —~3300
Parte 2 513 - 1024 0,85-1,7 ~3300 — 3600
Parte 3 1025 ~ 1536 1,7-2,55 3600
Parte 4 1537 - 2048 2,55-34 3600
Parte 5 2049 — 2560 34-425 3600 — ~3000
Parte 6 25613072 4,25-5,1 ~3000 ~~2700

Tabela 6.1 — Relacg@io entre o intervalo de pontos e o intervalo de tempo de analise.

As Figuras 6.8, 6.9, 6.10 ¢ 6.11 mostram os resultados da aplicacdo da dPWD aos sinais
adquiridos das estacdes 1, 2, 3 e 4, respectivamente. Os resultados obtidos mostram os primeiros
1024 pontos correspondentes ao rotor no estagio de aceleracéio e estabilizacdo em 60Hz (Partes 1
e 2). Os 1024 pontos seguintes (Partes 3 e 4) correspondem a resposta a uma velocidade
constante de 3600rpm, ¢ os ultimos 1024 pontos analisados (Partes 5 e 6) sdo os da desaceleracfio
do rotor. Percebe-se o funcionamento do filtro aplicado aos sinais adquiridos, uma vez que s6 sdo

observadas as componentes que estfo dentro da faixa de 45 a 65Hz.

Os resultados da Figura 6.8(a) mostram o comportamento da estacdo 1 durante a primeira
parte do movimento. Percebe-se que esta estacio gira em precessfo direta, permanecendo com
este tipo de movimento na maior parte do intervalo mostrado pela Figura 6.8(b). Somente no
final deste periodo o movimento da estacdo muda para a diregBio retrograda, assim ficando
durante o intervalo mostrado pelas Figuras 6.8(c) e (d). O modo de precessdo volta a ser direto

somente na ultima parte do sinal, mostrada pela Figura 6.8(f).

A Figura 6.9(a) mostra a estagfio 2 sendo acelerada com movimento direto, ¢ a Figura

6.9(b) mostra esta estago mudando seu movimento para precessfio retrograda. Segundo a analise
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realizada na se¢do 6.5.1, esta mudanga ocorre a 3438rpm (aproximadamente 57Hz). As Figuras
6.9(c) e (d) mostram um movimento predominantemente retrégrado durante o intervalo de tempo
em que o rotor se mantém a uma velocidade de rotagdo constante. Pode-se verificar também que
a componente retrograda € bastante superior & direta, indicando que a 6rbita descrita por esta
estacdo € aproximadamente circular. Observando novamente as Figuras 6.8(c) e (d), a estacfio 1
mostra uma proximidade das amplitudes das duas componentes, o que indica uma 6rbita quase
coincidente com uma linha reta. Finalmente, as Figuras 6.9(¢e) e (f) mostram o comportamento da

estagdo durante a desaceleragdo, em que seu movimento muda de retrégrado para direto.
Os resultados mostrados na Figura 6.10 indicam que a estagio 3, durante todo o intervalo

analisado, mantém-se em precessdo direta, uma vez que esta componente € muito maior que a

retrograda.
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Figura 6.8 — Distribuic8o pseudo-Wigner direcional da estagfo 1 para as Partes 1 a 6 do sinal.
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Figura 6.9 — Distribuig@io pseudo-Wigner direcional da esta¢do 2 para as Partes 1 a 6 do sinal.
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Figura 6.10 — Distribui¢@o pseudo-Wigner direcional da estacio 3 para as Partes 1 a 6 do sinal.
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Figura 6.11 — Distribuigfio pseudo-Wigner direcional da estagfio 4 para as Partes 1 a 6 do sinal.
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Finalmente, os resultados da aplicagdo da dPWD 2 resposta da estagdo 4 estfo mostrados na
Figura 6.11. Assim como a estag@io 3, esta também mostra 0 movimento de precessdo direta

predominando durante toda a extensdo do sinal.

Diante destes resultados apresentados, pode-se chegar & conclusfo clara da existéncia
simultdnea de movimentos de precess@io direta e retrégrada nas estagSes 2 e 3. Este fenémeno
torna-se mais visivel ainda quando o rotor gira a uma velocidade constante, conforme ilustram as
Figuras 6.9(c) e (d), € 6.11(c) e (d), por exemplo. Entretanto, mesmo antes de atingir a velocidade
de 3600rpm, verifica-se a presenca dos modos mistos entre estas duas estacdes, confirmando a
analise realizada na segfio 6.5.1, que identificou estes modos enire as estacdes 2 € 4 em

aproximadamente 57 Hz.

De maneira geral, pode-se concluir, de forma qualitativa, que o fendmeno de modos mistos,
em que movimentos de precessdo direta e retrograda existem simultaneamente num rotor flexivel,
pode ser identificado eficientemente através de distribui¢Ses tempo-freqiiéncia aplicadas a sinais
reais obtidos de uma bancada experimental. Além disto, pode-se ter uma idéia da forma das

orbitas a partir da comparagdo das amplitudes das componentes direta e retrograda.
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Capitulo 7

Conclusdes e Sugestdes para Trabalhos Futuros

7.1 Conclusdes

Neste trabalho, foi dada €nfase especial 4 base tedrica necessaria para garantir um bom
entendimento dos fundamentos das distribuicSes tempo-fregiiéncia. Desta forma, foram
apresentados 0s conceitos mais importantes ¢ as propriedades bésicas das distribuicdes da classe
de Cohen. Mais ainda, foi feita uma andlise dos aspectos computacionais relativos s verses
discretas destas distribui¢des, em que foram discutidas as questdes relativas a ocorréncia de
aliasing, & reamostragem do sinal ¢ aos diversos métodos de implementagio das distribuigdes. Os
trabalhos divulgados internacionalmente mostram que as dificuldades de se obter uma

representacdo discreta ideal ainda € foco de estudos mais profundos.

Foi realizada a verificagio numérica de algumas caracteristicas discutidas a partir da teoria
das distribui¢bes tempo-freqgiiéncia, como a utilizagdio dos sinais analiticos via transformada de
Hilbert, e também o existéncia dos termos de interferéncia. Neste sentido, as trés distribuicdes
utilizadas para que suas caracteristicas fossem comparadas mostraram resultados condizentes
com os esperados. A distribui¢do de Wigner apresentou a melhor resolugdic no plano tempo-
freqiiéncia, mantendo, porém, elevado nivel de interferéncia entre as componentes do sinal
analisado. O espectrograma apresentou pior resolucio no plano, porém manteve uma

representagdo livre de interferéncia. J4 a distribuigio de Choi-Williams forneceu resultados
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intermedidrios entre as duas anteriores, uma vez que apresentou resolugdo melhor que o

espectrograma, porém ainda sendo possivel observar a existéncia dos termos cruzados.

A utilizag#o das distribui¢des tempo-freqiiéncia aplicadas a sistemas rotativos mostrou que
estas técnicas se aplicam bem para caracterizar a direcionalidade dos movimentos existentes
nestes sistemas. Resultados numéricos mostraram que as caracteristicas de um rotor acelerando
através de sua velocidade critica podem ser bem interpretadas a partir dos resultados obtidos. S&o
identificados os modos de precessdo direta e retrograda, bem como uma comparacio dos
resultados do sistema quando estd submetido a diferentes valores de aceleracdo ou de

amortecimento dos suportes.

Os resultados experimentais também mostraram a eficiéncia da distribuicio pseudo-Wigner
direcional na identificagdo dos movimentos de precessio direta e retrograda de um rotor flexivel
anisotropico. Mais ainda, foi possivel identificar a existéncia de modos operacionais mistos, em
que precessQes direta e retrograda ocorrem simultaneamente em diferentes estaces do rotor.
Resultados mostrando a existéncia destes modos através da analise das érbitas comprovam a

eficicia da distribui¢fo pseudo-Wigner direcional nesta aplicagdo.

7.2 Sugestdes para trabalhos futuros

Evidentemente, este trabatho cobriu uma parte especifica da aplicagdo das distribuicdes
tempo-freqiiéncia em problemas de maquinas e componentes rotativos. A partir dos resultados
obtidos e da experiéncia adquirida ao longo do desenvolvimento deste trabalho, pdde-se imaginar
inimeras aplicagdes e utilidades para estas ferramentas, inclusive no campo industrial, face a
diversidade de problemas que surgem freqiientemente, como na industria automobilistica,
aeroespacial, petrolifera, entre outras. No intuito de estimular a pesquisa nesta 4rea, apresentam-
se, a seguir, algumas sugestdes de trabalhos futuros que t&m, certamente, um grande apelo préatico
e grande valor cientifico:

e Utilizar as distribuicdes dependentes do sinal, baseadas em funcBes nucleo

adaptativas, para obter a resposta ao desbalanco de sistemas rotativos. Aplicar
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técnicas de estimagfo de pardmetros a esta funcio para identificar as caracteristicas

do sistema.

Analisar, comparar e propor técnicas de identificacio da freqiiéncia instantinea do
sinal. Hstes resultados seriam muito Uteis na realizagido da andlise de ordem em

sistema em que néo fosse possivel ter acesso ao sinal de um tacdémetro, por exemplo.

Aplicar as distribui¢des tempo-freqiiéncia direcionais para o estudo de falhas em
componentes rotativos que operam em condi¢gdes ndo estacionarias e submetidos a
carregamentos reais. Verificar e quantificar as relagSes entre defeitos em maéquinas

rotativas e a direcionalidade da 6rbita.

Utilizar as distribui¢8es tempo-freqiiéncia tradicional e direcional, juntamente com as
técnicas de andlise de ordem, na investigacio de problemas de vibragio e actstica de

componentes automotivos.
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Apéndice A
Mudanca da taxa de amostragem de sinais discretos

Um procedimento de importdncia para o entendimento das dificuldades do processo de
obtencdo das amostras de distribui¢Ses tempo-freqiiéncia ¢ a mudanca da taxa de amostragem do
sinal. Este processo pode ser dividido em duas formas: a decimacfo (ou dizimacio) € a
interpolagdo. Enquanto a decimag&o € um processo que diminui o mimero de amostras envolvidas
nos caiculos, a interpolagfo, ao contrdrio, cria novas amostras para que seja possivel realizar as
operacdes desejadas, como mostra a Figura Al. Como conseqiiéncia, uma redugéo do numero de
amostras reduz a quantidade de célculos realizados pela CPU, possibilitando a realizacfo de
novas tarefas. Além disso, pode-se relaxar as especificagdes de sistemas como, por exemplo,

filtros de recuperacéo do sinal analégico.
Decimaciio. Neste processo, também conhecido como dizimacdo, a taxa de amostragem €

reduzida (downsampling), gerando uma nova seqiiéncia, s [}, a partir da seqii€ncia original, s{#],

através da eliminacfo sistemaética de parte das amostras. Neste caso,
s, In]= s[Mn], (A.D)

em que M é um inteiro que determina o fator de redugéo da taxa. O sinal continuo original depois

de amostrado a uma taxa 7, pode ser escrito da seguinte forma

s{Mn)= s (MnT)=s,(nT"), (A2)
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Figura Al - (a) Sinal continuo amostrado, (b) sua seqii€ncia, amostras do sinal apos (c)

decimacdo e (d) interpolacéo por fator 2.

em que 7" pode ser interpretado como o novo intervalo entre as amostras apés a decimacfo.

Assim, se s[n] ¢ a seqiiéncia de amostras de s.(¢) para t=nT, entlo sfn] é a seqliéncia de s.(f) para
T"=MT. Sabe-se que se s5,(f) esta limitado a uma faixa (3,,,, € se 2n/T > 2 £2ax, entdo s[n]
representara s.(f). De maneira similar, pode-se dizer que s,{n] representard s.(¢) se 21/T" > 2.2,
em que T"=MT, ou seja, caso 2n/T > 2M(2,,,,. Isto mostra que para que um sinal seja decimado
por um fator M, ele deve ser superamostrado pelo mesmo fator M para que ndo ocorra o

fen6meno de aliasing.

Para chegar ao resultado da decimacéo, € interessante obter a expressao matematica para o
espectro do sinal decimado, S,(e’?), em fungdio do espectro do sinal original, S(e’?). Para isto,

seja

S, ()= i sy[nle®" = i s[Mn]e™ " = i s[n]e™/® "M (A.3)

n=— nm—c n=-—00

com # sendo miultiplo de M. Para se chegar ao resultado correto, deve-se supor
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1% le amtnin _ 1;se n for multiplode M (Ad)
M = 0; caso contrario.
Utilizando este resultado na Equagfio A.3, chega-se a
Si(e’)= Zs{n}e'w"’“ -
:_%__ is[n] LM-J ~j2ziniM —jonlM
Mn:-co M =0
(A.5)
Mol _ (2;:2’ @
_ L Zs{n]e \ M M} =
M I=01{ n=—w
M (27w
:~1_ S e;( =
M i=0

Portanto, pode-se concluir que S,(e’”) é uma soma ponderada de M espectros S(e’),

cada um deslocado de Aw= 27! e expandido por um fator M. A Figura A.2 ilustra um exemplo

em que o sinal tem 277 7=642,,4. (ou seja, na = #/37) e € decimado por um fator M= 3.

Relacionando o espectro decimado com o espectro do sinal continuo, tem-se

oy L o @ 27
S, (e )"MT,MS (MT MT) (A.6)

ou seja, S,(e’”) é composto por réplicas de S,(£2) no eixo normalizado «=(2I", espacadas de

2 7. E possivel verificar que o espectro foi alargado pelo fator M = 3, portanto deve-se ter cuidado

ao realizar esta operagéo, pois caso 2n/T < 2M(2,,,, entdo ocorrerd superposicio espectral.
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Figura A.2 —Ilustragéo dos espectros durante uma decimagiio por fator 2: (a) espectro do

sinal continuo; (b) espectro do sinal discreto; (c) espectro do sinal dizimado por fator M=3.

Interpelacdio. Este processo de aumento da taxa de amostragem (upsampling) consiste na
geracdo de uma nova seqiiéncia, s.[n], a partir da seqiiéncia original, s[r], através da insercio de

amostras nulas, segundo a seguinte regra:

(A7)

[n] s[a/Ll;n=0,£L,+2L,...(n miltiplode L)
s.[n]=
¢ 0; caso contrario,

em que L ¢ um inteiro escolhido e que determina o fator de aumento da taxa. E possivel estudar o

efeito do aumento da taxa no dominio da freqiiéncia através do célculo de S,(e’?) em funcdo de

S(e’),
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S.e)= 3 slne " = 3 sl e = S (A8)

Py Fromemol

Logo, S,(e’?) é igual a S(e’*), porém comprimido por um fator L, o que provocara o
surgimento de componentes espectrais na faixa de zero a 7z, que nfo fazem parte do espectro do
sinal original ou da seqliéncia correspondente. Estes componentes deverfio ser eliminadas através
de um filtro passa-baixas adequado. A Fig. A3 ilustra o processo de interpolacdo para o caso em

que L=3 e com amostragem tal que 27/7T=22,,..

A5 A 5@
i vr
> ’ >
e 2 7 2r =0T
(@ (b)
LT
B
w3 Fia 27 @=02T
©

Figura A.3 — Processo de interpolaco: (a) espectro do sinal continuo; (b) espectro do sinal

discreto; (c) espectro do sinal interpolado por fator L=3.
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