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Resumo

O trabalho tem como objetivo um estudo a respeito do desempenho de cinco es-
quemas discretizantes desenvolvidos em diferengas finitas e aplicados com o propésito
de resolver numericamente a equagao de transporte convectivo e difusivo de calor,
quantidade de movimento ou massa de contaminante. Emprega-se o caso teste de
um escoamento unidirecional de velocidades paralelas, no qual a propriedade em
questao se apresente segundo coordenadas de um espaco bidimensional.

Os esquemas empregados sao de segunda ordem, a saber: central. exponencial
de Allen e Southwell, exponencial rotacional de cinco nds, quadritico a montante
e exponencial rotacional de seis nés. E feito um estudo comparativo dos esquemas
entre si, sob os aspectos de acuidade, estabilidade e tempo de computacao .

As informagoes obtidas para os diferentes casos sugere que o esquema expo-
nencial rotacional de seis nos seja o mais satisfatorio de modo geral, tendo estado
entre os melhores esquemas em varias situagoes , e nunca entre os piores.



Abstract

This work presents a study about five finite difference schemes applied to the
numerical solution of convective diffusive transport equation of heat, momentum or
species mass. The caso of parallel flow is employed where the analysed property is
expressed in two-dimensional coordinates.

The schemes are the second order ones central differencing, Allen and Southwell
scheme, five-node skew-exponential scheme, quadratic upstream scheme and six-
node skew-exponential scheme. These schemes are compared in terms of accuracy,
stability and computational time.

The results suggests the six-node skew-exponential sheme as the most satis-
factory in a general way, being among the best schemes in several cases, and never

among the worst ones.
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Capitulo 1

Introducao

Muitos trabalhos em diferencas finitas tém sido desenvolvidos em busca de
ferramentas adequadas e confiaveis para se resolver problemas caracteristicos em
mecanica dos fluidos e transferéncia de calor e massa, dos quais nao se disponha
ou seja realisticamente impraticavel se obter analiticamente as respostas. O recurso
oferecido pelo uso da aproximacao do problema diferencial por diferencas finitas é

consideravelmente atraente por sua simplicidade e eficiéncia.

O presente trabalho tem como objetivo um estudo a respeito do desempenho
de cinco esquemas de segunda ordem desenvolvidos em diferengas finitas e aplicados
com o proposito de resolver numericamente a equagao de transporte através de um
escoamento unidirecional de velocidades paralelas, no qual a propriedade em questao

se apresente segundo coordenadas de um espaco bidimensional.

Varios autores dedicados a trabalhos em fenémenos de transportes tém se em-
penhado em desenvolver esquemas com propriedades que buscam remover algumas

restrigoes a aplicacao dos mesmos.

A diferenciagao central por exemplo, um esquema de segunda ordem, sofre se-
veras limitagoes de estabilidade para valores elevados de Pe apresentando oscilacoes

espurias sob tais condigoes , embora apresente a seu favor a rapidez e a simplicidade.



[

Introducao

O esquema a montante ¢ estavel e nao oscilatorio, mas possui acuidade de
primeira ordem. Como consequéncia da aproximacao dos termos convectivos por in-
terpolagao de primeira ordem, ocorre no desenvolvimento numérico o aparecimento
de um erro associado a derivada segunda da equacao de transporte, similar ao coe-
ficiente difusivo (Roache, 1972) e por isso denominado “falsa difusao ™ ou “difusao
numeérica” que se reflete, entre outras situacoes , com o problema de desalinhamento
entre grade numérica e direcao do escoamento, como por exemplo, em situacao do

tipo camada limite entre outras.

Com o propdsito de contornar estas limitagoes , surgiram outros esquemas.
Trabalhos como os de Wolfshtein (1968), Davis e Mallinson (1972), Leschziner (1980)
e outros autores correlacionam a falsa difusao ao angulo formado entre a direcao
da grade numeérica e a dire¢ao do escoamento. No trabalho de Davis e Mallinson,
sugere-se que seja feita a aproximagao dos termos convectivos por esquemas de ordem
mais elevada. Tal consideracao é levada a efeito através do esquema quadratico a
montante incluido para os testes executados neste estudo dos esquemas, que é similar

ao esquema apresentado por Leonard (1979) para volumes finitos com este propésito.

O esquema exponencial de Allen e Southwell (Allen, 1962) interpola uma funcao
exponencial para a representacao em diferencas finitas € incondicionalmente estavel,
e os rotacionais como os esquemas a montante direcionais de Raithby (Raithby,
1976) reduzem o erro retendo as vantagens do esquema a montante, e que foram

desenvolvidos para volumes finitos.

Neste trabalho foram empregados dois esquemas exponenciais rotacionais em
diferencas finitas que se utilizam de cinco e seis pontos da malha no processo com-
putacional, desenvolvidos por Figueiredo (Figueiredo, 1990, 1991, 1992), especificos

para o caso bidimensional empregando malhas com espacamento regular.

O Capitulo 2 apresenta o problema fisico, o desenvolvimento da equacao di-

ferencial linear homogénia de coeficientes constantes representando um transporte



Introducao 3

convectivo e difusivo em estado estacionario sem termo fonte através de um es-
coamento paralelo unidirecional formando um angulo @ com o eixo numérico. e o

desenvolvimento da solucao analitica.

O Capitulo 3 trata do desenvolvimento numerico dos esquemas, apresentando
o sistema de equacoes gerados no procedimento numérico na forma matricial e co-
loca a questao da estabilidade de cada esquema em funcao dos seus coeficientes de

influéncia.

Os resultados dos testes executados com os cinco esquemas sao apresentados
no Capitulo 4, incluindo discussao a respeito de formas de se fazer a normalizacao

e apresentacao de figuras mostrando a localizacao das discordancias.

No Capitulo 5 sao apresentados os resultados em termos de tempo computa-
cional gasto pelos esquemas nas vérias etapas de refinamento e a estabilidade apre-
sentada atraves do peso relativo da diagonal da matriz dos coeficientes da equacao

matricial representativa do procedimento numeérico.

As conclusoes gerais sao apresentadas no Capitulo 6.

77

Os algoritmos utilizados para os esquemas escritos em linguagem Fortran

sao apresentados no Apendice.



Capitulo 2

Equacionamento

2.1 Equacao Diferencial

As respostas aos problemas de interésse em engenharia [requentemente residem
na determinagao de velocidade, temperatura, concentracao , etc, através de uma

regiao discriminada.

A solugao desses problemas depende das leis de conservagao , através das quais
se pode expressar o transporte convectivo-difusivo de alguma propriedade. Conside-
remos ¢ uma propriedade intensiva (concentragao de espécie quimica. componente de
velocidade, temperatura), associada a alguma propriedade extensiva transportada
(massa de espécie quimica, quantidade de movimento, energia térmica), a equacao
da conservagao para determinada regiao (G com superficie de area S sobre o intervalo

de tempo At, é (Raithby, 1976; Dennis, 1980):

] [(p ®)F2 — (p )]dG + /r+m/ p® v-n dSdt =
G t s '

AL t+At . . "
:]z /5 [(V®)-n d5dt+_[ L(F )G df (2.1)

onde n é um vetor unitario normal a superficie do volume de controle, [' é o coefi-
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ciente de difusividade molecular ou efetiva (molecular mais turbulenta), p a massa

especifica do fluido e /' um termo fonte ou dissipativo.

O primeiro termo da equacao representa o incremento de ® dentro do volume
de controle durante o intervalo At; o segundo termo, a taxa liquida de transporte de
$ através da superficie por conveccao; o terceiro termo, a taxa liquida de transporte
de ® através da superficie por difusao e o dltimo, um termo fonte para a propriedade

o.

Aplicando esta equagao para um pequeno intervalo de tempo, a mesma resulta

na assim chamada forma divergente ou conservativa da equacao de transporte:

o _9b. 9 0 |
BI(F—H (I' —)+ F & (2.

)
- 1:@ o L
(pr®) = ' Gy

J ) (
6& (p‘I’) + 0_ (pu®) + By

]
o

As derivadas do lado esquerdo da igualdade sao equivalentes a:

17 8<I> dp
ot PP =t g ot
ad 5}
e (pud) = ;1u—£+¢’d (pu)
Ab 7]
¥ T
M (pr®) = pv 37 +‘I’r)y (pv)

e a equagao da conservagao passa a ser:

6(1)+ ua—¢+ ’vd—q)wul (3+6‘ ] 9
P ot TP TG, 5 T 32 (puJ-l-a(pv) S
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Pela equagao da continuidade. que expressa o principio da conservacio da
massa, a taxa de efluxo de massa através da superficie do volume de controle. so-
mada a taxa de acumulo de massa dentro do volume é expressa sobre um volume

de controle diferencial como (Fox, 1981):

%, 7 d
— (pu) + L (pv) + =

Oz dy =0

ot
Assim, a equagao diferencial de transporte convectivo-difusivo da propriedade

considerada através do escoamento se reduz a forma convectiva ou nao conservativa:

0o do 0o

LI I b 8 0b
Por TP TP

d
e o M Y S (TS
dy Oxr Oz ) dy ( oy )
Em se tratando de transferéncia de calor em meio fluido, sendo ® o contetido
calorifico por unidade de massa a uma dada temperatura ¢, expresso como ¢ = Cp o,

a equagao passa a ser representada através da nova variavel dependente ¢:

3C,6  9C,e  9C,e D _Ce. O . 9Cus
. ; = s I P
G TP a TP oy Bt om )t o oy )

+ F

e sendo (', fungao apenas da temperatura e da pressao , tem-se:

do o de 0 o 9, o
F 4 pCpua—x + pC.

pCy 'r”@ =% (v '{ﬁ) + By (y a

= )+ F
A equagao (2.2) se transforma em:

¢ : _
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|

onde ¢ representa a temperatura do fluido, p sua massa especifica. (', sua capaci-
dade calorifica a pressao constante, I um termo fonte ou dissipativo de energia e

L(¢) um operador diferencial parcial de transporte convectivo difusivo bidimensional
representado por:

LS =pCrusetpCu 3l 2 (00 0, 9

oy 9z 7 75~ By (y a;) (2.5)

onde u é a componente da velocidade de escoamento na direcao z, v é a componente

da velocidade de escoamento na direcao y e v é a condutividade térmica do meio

(Chow, 1978).

2.2 Caso eliptico homogéneo linear

Muitos problemas de estabilidade e acuidade da solugao numérica da equacao

de transporte geral podem ser encontrados no caso simplificado aqui discutido.

Considerando transferéncia de calor bidimensional em regime permanente, sem

termo fonte ou de dissipacao interna de energia e com condutividade térmica

1sotropica e uniforme. a equacao se transforma em:

L(¢) =0

ou seja

pCruds pCrvds ¢ 0%

it Pl ¢ S,
v Oz y Oy 0z* Oy?

Fazendo a adimensionalizacao (Allen, 1955) ao dividir as variaveis = e y por

uma dimensao caracteristica L. e mantendo-se a notacao para as variaveis, chega-se
a (Spalding, 1972; Chien, 1976):

do dop ¢ %@
Pf’.l.a‘l'Pcy@—E;E—@—O (26)
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. . ¥ 2 i ‘
onde Pe, representa a quantidade adimensional &L‘-’%, numero de Peclet para a
o o - Cpvl : .
direcao u; similarmente, Pe, = “~£==, representa o nimero de Peclet para a direcao

.

A equagao (2.6) é caracteristicamente uma equagao diferencial eliptica envol-

vendo escoamento de fluido e transferéncia de calor.

2.3 Solugao da equacgao

O escoamento forma um perfil unidirecional de velocidades paralelas, e a grade

numeérica pode estar ou nao alinhada a esses vetores velocidade.

A solugao exata da equacao € obtida pelo método de separacao de varidveis (Ar-
paci, 1966) de solucao de equagoes diferenciais com coeficientes constantes, uma vez
que para este caso especifico u e v sao considerados uniformes.Os valores analiticos
sao utilizados no calculo do erro de cada método empregado, e como valores de con-
torno na regiao de discretizagao (Beier, 1983).0 procedimento de solucao numeérica a
ser utilizado sera o iterativo ponto-a-ponto (Alder, 1970; Chow, 1978; Cunha, 1993:
Richards, 1979; Smith, 1978). O meétodo de investigagao corresponde ao de Figuei-
redo (1988), que foi aplicado a um conjunto de esquemas: o central, o exponencial
de Allen e Southwell, o montante, o exponencial de Denis e Hudson e o hibrido de
Spalding. Dentre estas discretizagoes de cinco pontos o central e o exponencial de
Allen e Southwell se mostraram melhores. e por este motivo estao mantidos neste

trabalho, aplicados juntamente com os outros esquemas ja citados.

Para a obtengao da solucao exata é feita uma mudanca de coordenadas. das
coordenadas do dominio quadrado sobre o qual os métodos sao aplicados para co-

ordenadas ajustadas a dire¢ao do escoamento.

A mudanca de coordenadas recorre a relagao geométrica entre os eixos nume-

rico e analitico, relativa ao angulo formado entre os mesmos. Colocando como s e
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n os eixos coordenados que sao referencia para a solucao analitica e como z e Yy 08

que sao referéncia para o tratamento numérico, as seguintes relagoes geométricas

sao pertinentes, de acordo com o que se pode observar na figura 2.1:

u ® NOSDECONTORND B CANTOS
- (2 NOS INTERIORES

Figura 2.1: Grade numeérica e linhas de escoamento

§ = 2z cos a+y sin «

n = —zsina+y cos a

1o
-1
el

8]
<o

Em termos dessas relagoes, a equacao diferencial (2.5) é transformada para as

coordenadas s e n através das seguintes etapas de desenvolvimento:

As derivadas primeira e segunda nas direcoes paralela e normal ao escoamento

sao substituidas na equagao do operador de transporte pelas seguintes expressoes :

d¢
dr
)
dy
0%

Jz?

do de .
— COS & — — SINn o
as an
oo . + o
— SIN @& + — CO0S o
Js on
02 2 92
087 ¢ — — 2SI & €os a - s’ -
‘ “ 0s? dson i < on?
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D¢ ., 0% 42 % 9%é , 0%
— = sin® a =— +2 sin a cos @ — $° a —
dy? 0s? dson on?

Os termos independentes das velocidades (termos difusivos) na equacao dife-
rencial serao dados por:

¢  0*¢ 0% 0%
dzr?  Jy?  0s?  On?

os termos restantes (termos convectivos), serao dados por:

do do
Pe, 3z + Pe, ()_?; =
d¢ . o o
= 5. (Pey cos a+ Pe, sin «) + E{(Pey cos o — Pe, sin a) =
o p C ; 0 &
= ifﬂ__p(u cos &+ v sin u')+2p ~ (v cos a —u sin @)
ds on v

o termo (u cos a + v sin «), representa a velocidade de escoamento V.

O termo (v cos a —u sin a) € igual a zero, uma vez que v = |V|sin a e
u = |V]cos a, e o termo em g{ desaparece entao da equacao diferencial, obtendo-se

para o tratamento analitico a seguinte equacao:

de 0* 09*¢ )

. ; v
onde Pe é o numero de Peclet global ﬁf_f'—ll

Solugoes elementares para esta equagao podem ser expressas como produto de
fun¢oes de cada coordenada separadamente, o que caracteriza a solucao pelo método

de separacdo de variavers.
o(s.n)=S(s) - N(n)
Substituindo esta expressao na equagao (2.9), chega-se a:

_2Iq ,21"
PeNd:S { d*5 qd\_

ds ~ ds? = dn?®



FEquacionamento 11

Dividindo esse resultado por SN e rearranjando temos:

L (pdS _ &S\ _1 &N |
= eds ds? ] N dn? (2.10)

Como o lado esquerdo da igualdade depende apenas de s e o dircito apenas de
n, ambos os lados da equacao (2.9) devem ser iguais a uma constante chamada

Fo _
parametro de separagao ou autovalor — A*. Assim a equacao (2.10) se desdobra em

duas:
dS d*S -
Pe — — 4+ A8 =
. ds ds? AR =0
Ou ainda:
d*S dS - .
= — + )9 =
S+ Pe— ¥ 0 (2.11)
e
N -
—— + AN = 219
In? + 0 (2.12)

O valor de A deve ser real, em fungao do sentido fisico que representa. As formas
de solugoes das equagoes (2.11) e (2.12) dependem do sinal que precede A\2. Serao
aqui representadas por S*(s) e N*¥(n) se o sinal precedendo A? for positivo, e por

S57(s) e N™(n) se for negativo.

A solugao da equagao diferencial ordindria (2.11), quando o sinal que precede

A% é positivo, é:

Pe — /Pe? + 4)? Pe+ v Pe? 4 4)2
St(s) = Cy exp ( . _)P L -) + C, exp( il __)F i 3) (2.13)

) &

e a solucao da equagao (2.12) para o mesmo caso sera dada por:

N*(n) = C5 sinAn 4 Cy cos An (2.14)

o acoplamento dessas duas solugoes para ¢(s,n), resulta na expressao:

¢(s,n) =
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(2.15)

2

<

_JPZxIn 3 )
e [exp (Pe VPe? + 4\ ) - (Pe+\/€e. + 4)? *)J

Esta expressao considera os efeitos das duas fungoes, S(s) e N(n), mesmo tendo
sido considerado apenas o termo em sin(An), uma vez que seno e cosseno sao funcoes
que possuem mesmas caracteristicas quando aplicadas a um dominio incluindo no

minimo um periodo, apenas com uma diferenca de fase entre si.

A solugao pode ser desmembrada em duas fungoées; tipo A e tipo B

o Pe — v/ Pe? 4 4)\? _

pals,n) = exp 5 s -sin (An)
Pe+/PeZ 11X

op(s,n) = exp ( X8 ok 3) -sin (An)

Os valores das constantes nao serao determinados. uma vez que as solucoes
serao aplicadas a varios valores de Pe, A e angulos entre direcao do escoamento e
direcao da grade numérica. Cada uma dessas solugoes serda analisada individual-
mente. Os valores das constantes nao afetam a relacao entre o erro absoluto e o

modulo da funcao .

Quando o sinal que precede A* é negativo, as solucoes para as equacoes (2.12)

e (2.11) serao respectivamente:

N7 (n) =Cs exp (An) 4+ Cs exp (—n) (2.16)

5-(s) =

. Pe — \/Pe? — 4)? Pe + /Pe? —4)? e
Cr exp 5 5]+ Cs exp 5 s | (2.17)

Para tal solugao na direcao s. o discriminante pode ter sinal positivo ou nega-
tivo, dependendo da relagao entre os valores de Pe e de A.
Para o caso de o discriminante ser positivo:

Pe2—4)\2>0=>i<0.5
Pe
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Nessa condicao, X~ () é representado por:

| Pe — Pz — 132 Pe + /PeZ — 1N
§1s) =16 eXp( g —y/Pe )8+(-'5 exp( e+ vV Pe? — 4\ )H (2.18)

2 9

& 4

A uniao das expressoes S7(s) e N~ (n) resulta na solucao para ¢(s.n):

. \ Pe — \/Pe? — 4 )2 Pe 4+ /Pe? — 4)2
o(s,n) = exp(An) [exp z 5] +exp = E

=

Nesse caso também foi incluido da parte de N~ (n) apenas o termo em exp (y)

pelo mesmo motivo de equivaléncia de caracteristica das fungoes exp(An) e exp(—An).

A solugao ¢(s,n) pode, como no caso anterior, ser também desmembrada em

funcao tipo C e funcao tipo D:

Pe — /Pe?2 — 4)2
ocls,n) = exp 5 s | -exp (An)
, Pe +/ Pe?2 —4)2
ép(s,n) = exp 5 s | -exp (An)

Para o caso de o discriminante ser negativo:

% ; A
Pe? —4) < 0= — > 0.5
Pe

O discriminante, Pe? — 4%, sendo negativo, pode também ser expresso como
£ p

(4\* — Pe?) 1%, e a expressao que define essa fungao sera dada por:

S7(s) = C7 exp (Pef@ s) + Cy exp (PL.;’_;)V—M s)

ou seja,
S§7(s) =Cr [exp (% 3) - exp (— \/?_z s)} + Cs [e:{p (? 5) - exp (\/)S? s”

Tem-se entao para S~ (s):

o _ V42 — Pe? . [ VAAE — Pe? Pe
S7(s)=|Cy cos | ———— s| +Cigsin | ——— s -exp( )

9 2

F4 -
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I£ a solugao ¢(s,n) para o caso em que o sinal de A\? é negativo sera, como ja

mencionado. S™(s)N™(n), que desmembrada em fungao tipo CD e fungao tipo DC

, ; 4A? — Pe?
- 3) “sin | ——————s | - exp (An)

Fa

Pe
2
B I =T
5 s) B0 | S &] &P (An)

resulta em:
¢cpl(s,n) = exp(

épc(s,n) = exp(

Finalmente, para o caso em que Pe? —4)\? = 0, ou seja. na condicio em que

A= %, as funcoes ¢c(s,n), ¢p(s.n) € dpc(s.n), tendem para uma tinica funcao:

, Pe Pe
@C‘&D(Sv' ] = exp ( ) ") "t EeXp [T n)
A aplicacao do método, juntamente com as possiveis condigoes que determinam
relagoes entre os valores de A e de Pe, resultou na obtencao das seguintes expressoes
para as funcoes, cuja somatoria ponderada integrada através do espectro de valores
de A resulta na solucao geral da equacao diferencial de transporte em estado esta-
cionario nas coordenadas do escoamento. Portanto o erro de uma solugao qualquer

sera a soma algébrica dos erros das solugoes elementares que a compoem.

2 \/P 4/\3
dals,n) = exp ( = — -sin (An) (2.19)
12
¢pls,n) = exp (P T \/Pe 14 ) sin (An) (2.20)
P \/ —4)?
dc(s,n) = exp ( il ) exp (An) (2.21)
P \/ - 4/\3
dple 4] = & ( i -exp (An) (2.22)
f Pe 4 — Pe? _
dcpl(s.n) = exp (T ———— s | “exp (An) (2.23)
o Pe \/4,\?__?
®pc(s.n) = exp (T ——— 5| -exp (An) (2.24)
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; ; / Pe Pe
¢cep(s.n) = exp (— 3) s exp (— n.)

O perfil de cada uma dessas funcoes é apresentado em seguida. Em alguns
casos foi feita a normalizacao dos valores da funcao pelo valor maximo da mesma
no dominio. As superficies foram tragadas para determinado valor de ndimero de
Peclet, utilizando malha 50 x50 com grade alinhada ao escoamento. Alguns desses

perfis tiveram rotagao de coordenadas, para que se tivesse melhor visualizacio :

Figura 2.3: Funcao tipo A:Pe = 20,a = 0.0°, A = 3/2 2"/%¢
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Figura 2.4: Funcgao tipo A:Pe = 20, = 0.0°, A\ = 5/2 2'/2¢

Figura 2.5: Fungao tipo B:Pe = 20.,a = 0.0°, A = 1/2 21/2¢
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il

. .-y]r‘}"’/;,"?‘.

n

Figura 2.6: Funcao tipo B:Pe = 20.,a = 0.0°, A = 3/2 21/2¢

Figura 2.7: Funcao tipo B:Pe = 20.,a = 0.0°, A = 5/2 21/27
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Figura 2.8: Fungao tipo C:Pe = 20.,a =0.0°. A\ = 1/2 2!/2

Figura 2.9: Funcao tipo C:Pe = 20.,a = 0.0°,\ = 3/2 2!/21



Equacionamento

19

l\\
ll\'!\\n‘u‘vf‘;‘}‘l'j‘{\‘}:‘}‘,.‘.‘e&.‘::“'

—"-'__

o _ g 9lj2__
Figura 2.10: Fungao tipo D:Pe = 20.,a = 0.0°,A = 1/2 21/25

: — 2/9 91/2
Figura 2.11: Funcao tipo D:Pe = 20.,6 = 0.0°,X = 3/2 212y
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250.

Figura 2.12: Fungao tipo CD:Pe = 20.,a = 0.0°, A = 5/2 2'/2¢

0.0

-250.

S
L -5

Figura 2.13: Funcao tipo DC:Pe = 20.,a = 0.0°,A = 5/2 2'/2¢
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Figura 2.14: Fungao tipo C&D:Pe =20.,a = 0.0°, A\=10

Pelos perfis das superficies observa-se nas funcoes tipo A e tipo C' a baixos va-
lores para a relagao A/Pe, caracteristica de difusao predominante na direcao normal
ao escoamento, onde ocorre moderada variacao da funcao , sendo suaves na direcao
do escoamento, enquanto que nas fungoes tipo B e tipo D, ha predominancia de
difusao na direcao do escoamento, com comportamento abrupto na regiao do limite
de saida indicando difusao no sentido contracorrente. As fungoes tipo C&D, CD
e tipo DC, bem como as demais com altos valores da relacao A/Pe. caracterizam

difusao nas direcoes paralela e normal ao escoamento.

2.4 O Problema Numeérico

O emprego dos métodos discriminados sera feito sobre dominio quadrado de di-
mensao L (adimensionalizadamente unitaria). Este dominio se encontra subdividido,

formando malhas uniformes que serao refinadas desde 5x5 até 50 x50 espacamentos.

As solugoes analiticas da equacao diferencial ao longo do contorno serao em-
pregadas como condigoes de contorno tipo Dirichlet. Os nds internos anulados defi-
nem as condi¢oes de partida para o desenvolvimento dos calculos no procedimento

numérico, que prossegue sendo executado de forma explicita.



[
b

Equacionamento

Os valores exatos internos a regiao de discretizacao sao armazenados para pos-

terior comparagao com as solugoes numeéricas e calculo do erro do método aplicado.

Os pontos nodais pertencentes ao dominio quadrado sao determinados em
relacao as coordenadas da grade numecérica, e transformados para o calculo das

solucgoes analiticas, como segue:

Pelo acompanhamento da figura apresentada abaixo, pode-se observar as se-

guintes relagoes:

=1 2. e NX+]
[ NY+1
1 !

|25 T

I

Figura 2.15: Dominio quadrado e indicacao dos pontos nodais

largura dos espacamentos: A z = Ay = L=h

T

onde n é o numero de espacamentos, que sera o mesmo nas duas direcoes.

Pela simetria da figura, sao determinados os valores numéricos dos pontos

nodais:

L
T = -;-+—(£—.i.).ﬁ;1:

v = —5+(—1) Ay
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e feita entao a conversao para coordenadas do escoamento através das relacoes
geometricas entre os eixos apresentadas pelas equagoes (2.7) e (2.8), e a funcao

¢(s,n) é calculada para cada ponto.

Antes do inicio do processo numeérico. os valores da funcao exata através de
todos os pontos do dominio sao normalizados pela diferenca entre o valor maximo e

o valor minimo da mesma no dominio de discretizacao.

O processo iterativo foi encerrado no momento em que as variacoes dos valores
de ¢(z,y) calculados em iteracoes sucessivas chegaram a ser menores do que 1077,
A execucao dos algoritmos foi realizada nas estacoes de trabalho SPARC station 14
SUN da Faculdade de Engenharia Mecanica da UNICAMP, utilizando linguagem

Fortran 77.

O erro de cada método € calculado pela média quadratica da diferenca entre os
valores exato e numérico depois de ter sido atingida a convergéncia, e normalizado
pela diferenca entre os valores maximo e minimo da funcao exata. Estes valores
maximo e minimo poderao incluir ou nao os valores da funcao nos cantos do dominio.
A exclusao dos valores dos cantos tem base no fato de que tais valores nao sao

utilizados nos calculos iterativos nos quais se trabalha com esquemas de cinco pontos.

Estes pontos porém, possuem significado fisico e no decorrer desse trabalho

também serao incluidos em calculos para efeito comparativo.

Expressao utilizada para o calculo do erro de cada método:
1 1 T-1.J-1 L3

_ o y |
T daes ~ S | (I - 2T —-2) ; ; [6i; — o(xi,95)] (2.26)




Capitulo 3

Desenvolvimento numeérico

3.1 Diferenciacao Central

Como ja estabelecido, a equagao diferencial submetida aos métodos numéricos

de solugao, é a expressao:

] ; ;
Peg -+ Pey— =i (3.1)

Oz
onde a variavel dependente ¢(x,y) sera resolvida.

A diferenciagdo central neste trabalho baseia-se na representacao local pa-
rabolica, envolvendo trés valores de funcao que se estendem sobre dois intervalos

de acordo com o procedimento adotado por Southwell (Allen, 1962).

Este procedimento ¢ aplicado nas duas diregoes, sobre as quais sao entao ajus-

tadas as parabolas.

Desse modo, o esquema de diferenciacao envolvera sempre cinco pontos, co-
locados na malha em posigoes relativas cardeais, como mostrado na figura (3.1)

(Potter, 1973; Chow, 1978) e a origem do sistema cartesiano é deslocada para o

24
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ponto central.

NY+1

N
(ij+1)
| W 3P LE
(-1 G4 g+
S 4
(a1} 1

2

o v

< w
]LJ 1 !
u
1 2 Ea gl oo NX+1

X

Figura 3.1: Esquema para aproximacao por diferencas envolvendo cinco pontos
para a equagao diferencial em duas dimensoes

Aplicando-se a interpolagado parabdlica na direcao z, a fungao ¢(z) é escrita

como a soma de trés fungoes:

g{)(;r)zC'l—{ngxJPCg;rz

que é ajustada aos valores nodais z;, 241, i1, alinhados em um nivel genérico j,

fornecendo o sistema de equagoes:

¢ = C1+Cyzi+Csz! (3.2)
$is1 = C1+Caziy1 +Caziy (3.3)
$pict = C1+Crzioy +Csaly (3.4)

o trabalho algébrico com essas equagdes leva a obtencao dos valores de C; e Cs:

C. — (d)f-H = ¢I’i)(1‘i—l = -fx') . (éi—l — (ﬁi)($§+1 — :Bt')
’ (xt+l - Ii)(£=’+l - 3::—1) (33':‘-1 s «Ti)(lr,‘.p] == ;rt-_l]




b
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(Git1 — i) (Gi—1 — i)

(Ia+l — «’173'-_)(’-»":'+1 - l'i—l) (13: — Ly )($=‘+1 e

Cs

para espagamento regular, (¢; — z;_1) = (2,41 — z;) = Az, e para determinado nivel

J
Pi—1 — Pit1
Cz 2 Az
bit1 — 2 i + di1
Cs 2 Azx?

Similarmente, aplicando-se a funcao interpolante parabolica na direcao y, ¢(y)

é escrita como:

o(y)=Cs+Csy+Csy’

Seguindo o mesmo procedimento, obtém-se para um determinado nivel 7 e

espacamento regular, os valores de C5 e Cég:

_ éj—] = ¢j+l
Ch = 2 Ay
o Pi1 —20; + ¢
= 2 Ay

(3.5)

tomando-se as derivadas das fungoes ¢(z) e ¢(y) no ponto (i,j):

—|z=0 = C24+2C52=0Ch

I

88
iy = CeH2Cet=0s

2Cs
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Substituindo estes resultados na equacao (3.1), e lembrando que
Pe, = Pe cos
Pe, = Pe sin a
chega-se a sua forma de diferencas:
‘2+2 ; _(Pecosa+1)é
Az? ~ Ayt %i=\T2Az Az Pt
(—Pe cOs cr+ 1 ) PR Pe sin o-+ 1 bei it
2 Az Ag2) T 2 Ay Ay?) "M
—Pe sin « i 1 b 3.6)

O peso da diagonal

O método de diferenciacao central é instavel para altos valores de Peclet celular,

como é o caso aplicado neste trabalho (Raithby, 1976; Chow, 1978; Runchal, 1977),

exigindo portanto o uso de condicao de estabilidade, necessaria e suficiente para a
p

convergéncia ( Beier, 1983), expressa atraves do fator de relaxacao como peso relativo

da diagonal principal da matriz dos coeficientes, evitando-se assim condigoes de nao

diagonalidade dominante (Clark, 1964; Richards, 1979; Roscoe, 1976).

Como deduzido no final da se¢ao anterior, equagao (3.6), os pontos internos a

regiao discretizada sao calculados através da expressao:

adi;=boirj+tecodiyi;+ddij1+edijn
ou seja

a ff’:‘._f —b @i—l,g‘ == ¢a+1.j —d ¢a.j—1 =€ ¢£,3+1 =0
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onde

a = b+c+d+e
Pe cos o 1
N 2 Az Az?
—Pe cos o |
= ; +
2 Az Az?
B Pe sin « 1
N 2 Ay Ay?
—Pe sin « 1
= + :
2 Ay Ay?

O calculo dos pontos internos a regiao de discretizacao equivale a solucao da

equagao matricial apresentada na figura (3.2):

[ a-b rd
-¢ a-b -d‘
X ab ;s
C A -d
-& a-b d
e -d

-¢ a-b
¢ a

-

a-b
¢ a-b |

-C

- a-b
a

“’z,z
¢J:-2

.
.

® A2
LEX
b33

2063

.
.
.

b Ax-100r 1
S A1
b 20y

¢ 3y

Lo agiagy

[} ka.l,m'

C $12
e $31
e b agr,z
b ¢M+I,2+e ¢MJ1
[ ¢I,5
0

0
b ¢ a1

0
b ¢ X+ LN 1
€ 10+ ¢ 2001
d ‘?—“JW‘]

d ¢ axx1,0071
Lb dapcaagt d ¢ agaagrs s

Figura 3.2: Equagao matricial genérica para esquemas de cinco pontos.

Esta equacao pode ser representada simbolicamente como:

F ¢o=w
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onde a matriz F operando sobre ¢ tem a forma pentadiagonal da figura apresen-
tada acima, tipica de problemas bidimensionais quando se aplicam os métodos de

diferengas envolvendo cinco pontos.

O vetor w contém em geral termos nulos, e apenas os valores conhecidos das
condigoes de contorno, com os coeficientes b, ¢, d e e multiplicando valores de pontos
que estao respectivamente imediatamente a direita, a esquerda, acima e abaixo dos
pontos que estao sendo calculados aparecem, sempre que os mesmos estiverem s

vizinhancas do contorno.

Os métodos iterativos aplicados a solugdo de equagdes elipticas como no caso
deste trabalho, possuem estabilidade associada ao peso da diagonal principal da

matriz esparsa da equagao matricial.

O peso da diagonal no caso do esquema central é obtido por:

lal

10+ [e| + |d] + el

[ (3.8)
A matriz é dita diagonalmente dominante se u > 1, e nessa condicio a estabi-

lidade dos métodos de solugao , incluindo o esquema de Gauss-Siedel, é garantida

(Steinberg, 1980).

Quando o valor de p é menor que 1, o esquema é instavel pelo esquema Gauss-
Siedel, o que torna necessario o uso de um fator de relaxacao (Yolles, 1975) tal que

quanto menor esse valor, mais lenta sera a convergencia.

Nos algoritmos desenvolvidos, o peso da diagonal foi calculado em cada etapa
de mudanca do tamanho do espacamento e utilizado como fator de subrelaxacao
para o método visto que este valor € sempre menor ou igual a um (Cunha, 1993;

Grahan, 1976).
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3.2 Esquema Exponencial de Allen e Southwell

O método da interpolagao proposto por Allen e Southwell pode ser aplicado
para equacoes diferenciais bidimensionais de segunda ordem que possuem termos em
derivada primeira da variavel dependente (Allen, 1962). Emprega a solucao analitica
de uma equagao ordinaria assemelhada a equagao diferencial parcial na formulagao
da equagao em diferencas finitas. A estabilidade numeérica é resultante deste tipo de

procedimento (Chien, 1976).

A equagao diferencial parcial (3.1), é escrita como:

0%¢ do
a?—Pesz?; = a(z,y)
2% o6 |
a7 Fevg, = To@y)

onde a é alguma funcao de z e y, e representa a somatoria dos fluxos convectivos e

difusivos na diregao cruzada.

Em um ponto tipico (i,j) de uma malha quadrada no plano (x,y) estas equagoes

sao substituidas por:

d*¢ do .
dz? Pe. dr a =0 (39)
d*¢ do

i Pag ta =0 (3.10)

¢ como funcao de z pode ser representada pela solugao geral da equacao (3.9) (Chow,
1978):

Qp
T

Pe, =

#(z) =J + B exp (Pe, z) +
ap ¢ assumido ser constante no intervalo (i-1,j) a (i+1,)).

Aplicando ¢(z) a origem de z e pontos a esquerda e a direita, obtém-se o

seguinte sistema de equagoes :

& = J+K
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boi = JaJE apiPa, Apyp 000
Pe,
. Az
$it1 = J+K exp(Pe:x:’_\Jr)—an i (3.11)
€z

a eliminacao das constantes J e K promove a obtengao da aproximacio por trés

pontos da equagao (3.9):

Pe, Az Pe, Az
ePex Ar | Pit1,; — ePex Az _ |

Pe, Az efes 8=
efes Az _ 1 ¢“1'J =

(1 +€Pe: Az) Qf’i,j'i'

= p A’L‘z
para um determinado nivel j.

Com procedimento similar ao seguido para o caso da solugao na diregio y,

chega-se a aproximacao por trés pontos correspondente para a equacio (3.9):

PcyAy , Pey‘&y

Pe, Ay efev 8y
ePey &y _ | Pi.j+1 ePey 8y _ |

BPE!" Ay 1 @:‘,3—1 =

(14 ePe an ®i; +

= —Qy &yz
para um determinado nivel .

A eliminagao de aq dessas duas tltimas equagoes resulta na aproximacao por

diferengas finitas da equagao (3.1), considerando as expressoes para Pe, e Pe,:

Pe cos a Az (1 + ¢Pe o8 « Az) Pe sin a Ay (1 + ePe sin a dy)
(ePe cos a Ar __ 1) Ax? + (eP( sin o0 Ay _ 1) Ay2 ®ij =

—Pe cos a Az Pe cos a Ax 1
[ ) bt (S8 ] Lo

e—Pe cos o Ar __ 1 ePe cos o Axr __ 1 A.I?2

—Pe sin a Ay \ | Pe sin a Ay , 1
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Esse esquema de diferenciagao , assim como o esquema central, envolve cinco
pontos no procedimento, também colocados em posicoes relativas cardeais, de acordo
com o que se pode observar pela representagao por diferengas apresentada pela
equagao (3.12).A esquematizagao dos pontos é coincidente com a da figura 3.1, ja

citada por ocasiao da apresentacao do esquema central.

O peso da diagonal

Como se observa pela equagao (3.12) deduzida na secao anterior, os pontos

internos a regiao de discretizacao sao calculados através da expressao :

adgij=bdi1j+cdip;+ddij_1+edijn
ou seja
@ 0ii—b i1y —C Py —d b1 — € diju1 =0 (3.13)
onde

a = b+c+d+e
—Pe cos a Az

b (e—Pe cos aAr_l)Ax'z
. Pe cos a Az
(e_Pe cos o Ar __ 1) Ax?
g = Pe sin o Ay
(E—Pe sin o Ay __ 1) Ay'z
: = Pe sin a Ay

(ePE sin o Ay __ 1) AyZ

Os pontos internos a regiao discretizada sao obtidos como solucao de equagao

matricial analoga a descrita para o esquema de diferenciacao central.
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Para este esquema, o peso da diagonal sera sempre unitario, uma vez que b,
¢, d e e possuem mesmo sinal (Chow, 1978) e tendo em conta a relacao entre estes

coeficientes e o coeficiente a apresentada acima.

Isto indica que o método Gauss-Siedel é incondicionalmente estavel, mesmo
quando aplicado a variados valores de Pe, A, @ ou espacamento entre pontos da

malha.

3.3 Esquema exponencial direcional de cinco nés

O esquema exponencial direcional parte da equacao diferencial escrita em ter-
mos das coordenadas s e n, respectivamente paralela e normal a direcao do escoa-

mento, como ja apresentada anteriormente:

o ¢ 6
Pe 5 " 57 omz )

ou

0 (3.14)

que, segundo o método de Allen, pode ser desmembrada em duas equagoes diferen-

clais ordinarias:

2. ,
(;TQ; — Pe % = (8:%)
e
d*¢
g (s,n)

que, do mesmo modo que no caso do esquema exponencial de Allen, em um ponto

tipico da malha regular podem ser substituidas por:
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d*¢ do
Ta—Pe—a=0 (3.15)
e
&4
3;54’0{3:{] (316)

¢ como fungao de s é representada em um ponto (s,n) pela solucao geral da equagao

(3.15):

y ¥
¢(s):N+OeP“—P—‘;s (3.17)

e como funcao de n, ¢ é representada no mesmo ponto pela solucao da equacao

(3.16):

b(n) = —2n?+ P+ Q (3.18)

Reunindo-se as funcoes representativas das duas diregoes obtém-se a superficie

interpolante para ¢(s,n):

#(s,n)=R+Tn+U n*4+ X exp (Pe-s)+Ys

A malha esta orientada segundo os eixos re y, e para que a funcao seja ajustada
aos noés da malha e assim obtida a aproximacgao para ¢ em diferencas finitas, deve

ser feita a substituicao de s e n pelas relacoes obtidas anteriormente, atraves das

equacoes (2.6) e (2.7).

Da substituigao resulta:
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dlz,y)=R+T (—z sin a+y cos a) +
U(z? sin®> a—2zy sin a cos a+y? cos a) +

Y (z cos a4y sin a)+ X exp (Pez cos a+ Pey sin «) (3.19)

O calculo das derivadas primeira e segunda de ¢(z, y) para a equacao diferencial

resulta em:

d¢ _ _

'512](0,0) = —Tsina+ X cos a+Y Pe cos a
0? ‘
a—:ﬁhgm = 2U sin®? a+Y Pe? cos? o

d¢ . i :
a_y|(0,0) = T cos a+ X sin a+Y Pe sin a
0? ‘ _
E_f](o,o) = 2U cos? a+Y Pe? sin’a

Yy

a equacao sera dada entdo como:

PeX = 2Y¥ =4 (3.20)

Ajustando a equagao (3.19) aos nos cardeais da malha para que se obtenha as
espressoes para as constantes, forma-se o seguinte conjunto de equagoes :

para x=0 e y=0
op=R+Y (3.21)
para x=Ax e y=0
¢ = R+ T (—Az sin o) + U (Az? sin? a) + X (Az cos a) +
Y exp (Pe Az cos a) (3.22)
para x=—Ax e y=0
éw = R+ T (Az sin o)+ U (Az? sin® o) + X (—Az cos a) +
Y exp (—Pe Az cos «) (3.23)
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para x=0 e y=Ay

én =R+ T (Ay cos a) + U (Ay? cos® a) + X (Ay sin a) +
Y exp (Pe Ay sin a) (3.24)

para x=0 e y=—Ay

ds = R+ T (—Ay cos a) + U (Ay? cos® o) + X (—Ay sin o) +
Y exp (—Pe Ay sin «) (3.25)

fazendo-se a soma das equagoes correspondentes aos ajustes aos nés W com Ee N
com S e subtraindo de cada um desses resultados o valor da expressao para 2 - ¢p,

é formado o seguinte sistema de equagoes :

9 —2¢p+odw = U (2A2° sin® o)+ Y (Ep + Ew)
dn—20p+¢s = U (2Ay® cos’ a)+Y (Ex + Esg)
com
Erp = exp(PelAz cos a)—1
Ew = exp(—PeAz cos a)—1
Ex = exp(PeAy sin a)—1

Es = exp(—PeAy sin a) —1

e a solucao do sistema resulta na obtencao das expressoes correspondentes as cons-

tantes Ue Y:

- (b —2 ¢p + ow) (En + Es) — (6N — 2 ¢p + ¢5) (Ep + Ew)
2 [(EN + Es) Az? sin® a — (Eg + Ew) Ay? cos? 0,]
(én — 2 op + ¢5) Az? sin® a— (¢g — 2 dp + ow) Ay? cos? a

Y= .
(Exy + Es) Az? sin® a — (Eg + Ew) Ay? cos? o
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Subtraindo-se a equagao (3.25) da equagao (3.24), multiplicando-se o resultado
por <3-* e somando-se esse resultado ao resultado da subtracao da equacao (3.27)
da equagao (3.26) multiplicado por L"yﬂ_, obtém-se uma expressao para a constante

A
E:

(e — ¢w) Ay cos a+ (¢n — ¢5) Az sin a
- 2 Az Ay

X

[(Eg — Ew) Ay cos a+ (Exy — Es) A z sin o]
2 Az Ay

e com o valor de Ue de Y, a equagao diferencial sera escrita em diferencas da forma:

)/

op (g + lw + Iy + s) = g ¢ + w ow + [y ¢n + [Is ¢ (3.26)

onde

e — [€ + Ay? cos® a (Eg — Ew) + Ay cos a Az sin a (Ex — Es)]
B 2 Az

Pe cos a — (Ex + Es)

e [—€ + Ay? cos® a (Eg — Ew) + Ay cos a Az sin a (Ex — Eg)]
LA 2 Az

Pe cos a — (Ex + Es)

¢ — Az? sin? o (En — Es) — Az sin a Ay cos a (Eg — Ew)|
Iy = . ;
2 Ay

Pe sin a + (Eg + Ew)

[—f — Az? sin? o (Ey — Es) — Az sin o Ay cos a (Eg — Ew]]
s = 2 Ay .

Pe sin a+ (Fg + Ew)

onde

€= (EN + Es) Az? sin® a — (Eg + Ew) Ay? cos? a
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O peso da diagonal

Como nos outros métodos que envolvern cinco pontos nos calculos dos pontos
internos a malha, este esquema apresenta para a forma de diferencas da equacao

diferencial a expressao :

adi;—bdimi; —cdipr;—ddij1—edijp =0 (3.27)
onde

¢ = b+et+d+e

b = llg
¢c = Ilw
d = Iy
e = Ilg

E as linhas de pontos da regiao discretizada sao obtidas como se obtém a solucao
de uma equagao matricial analoga a apresentada para o esquema de diferenciacao
central e seus termos sao posicionados da mesma forma na matriz e nos vetores que

para aquele método.

O peso da diagonal também é calculado neste método segundo a expressao ja

apresentada para os outros esquemas de cinco pontos:

la]

1B+ [el + [d[ + [e]

I (3.28)

E como naqueles casos, foi calculado a cada mudanca de espacamento entre

pontos da malha e utilizado como fator de relaxacao .
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3.4 Esquema exponencial direcional de seis nés

O esquema exponencial direcional de seis nés tamhém parte da aplicacao de
uma superficie interpolante como solucao para a equacao diferencial nas coordenadas

paralela e normal ao escoamento, representada pela equagao (2.8).

A superficie interpolante neste caso conta com os mesmos termos que aparecem
na equagao para ¢(s,n) no esquema de cinco pontos, com a inclusiao de um termo

em derivadas cruzadas.

Este esquema de discretizagao envolve seis pontos, cinco deles colocados em
posigoes relativas cardeais como nos casos de esquemas de cinco pontos, e um
ponto colocado em posi¢ao nao cardeal, situado a montante do escoamento na grade

numerica, o que se pode observar pela figura:

NY+
. N
: fifj+1)
j w P |E
: (-1 (g by
SWls
(-LHLY {ifj-1)
v 2
v
//ﬂ.v I |
£ JN
S L 2... B I . NX+1

x

Figura 3.3: Esquema para aproximagao por diferencas envolvendo seis pontos para
a equacao diferencial em duas dimensoes

A superficie interpolante incluindo o novo termo sera:

d(s,n)=A+Bn+Cn’+Ds+E exp(Pes)+Fsn

substituindo s e n pelas relagoes apresentadas pelas equagoes (2.6) e (2.7):

p(z,y) = A+ B (—z sin a+y cos a)+C (—z sin a+y cos a)? +
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D (z cos a+y sin a)+ 7 exp[Pe (z cos a+y sin a)] +

F(z cos a+y sin @) (—z sin a+y cos o) (3.29)

As derivadas primeira e segunda de ¢(z,y) sao determinadas:

do ,

a—'ho.o) = —Bsina+D cos a+ E Pe cos a

9%

62'(00) = 2C sin® o:+EPe cos’ a —2 F sin a cos a
d¢ . _

dy|(00] = B cos a+ D sin a+ F Pe sin «

dzd} & 2 7 | i

TIUO] = 2C cos®* a+ E Pe’ sina+2 F sin o cos «
y?

e a equacao diferencial sera dada entao como:

PeD-2C=0 (3.30)

Ajustando a superficie representada pela equacao (3.27) aos nds cardeais e ao

no nao cardeal a S, resulta o seguinte sistema de equacoes :

com x=0 e y=0:

¢pp=A+E (3.31)

com x=Az e y=0:

¢ = A+ B (—Az sin a) + C (Az® sin’a) + D (Az cos a) +
E exp (Pe Az cos o) + F (—Az? sin a cos a) (3.32)
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com x=—Az e y=0:

¢w = A+ B (Az sin a) + C (Az? sin’a) + D (—Az cos a) +
E exp (—Pe Az cos @) + F (—Az? sin a cos «) (3.33)

com x=0 e y=Ay:

on = A+ B (Ay cos a) + C (Ay® cos’a) + D (Ay sin a) +
E exp (Pe Ay sin «) + F (Ay? sin a cos a) (3.34)

com x=0e y=—Ay:

¢s = A+ B (—Ay cos a) + C (Ay* cos’a) + D (—Ay sin a) +
E exp (—Pe Ay sin a) + F (Ay* sin a cos a) (3.35)

com x=—Azx e y=—Ay:

psw = A+ B (Az sin o — Ay cos a) + C (Az? sin?a) +
C (-2 Az Ay sin @ cos a + Ay? cos’a) + D (—Az cos a — Ay sin a) +
E exp (Pe Az cos a — Pe Ay sin o) +

F [[Ay2 — Az?) sin a cos a + Az Ay (cos® a — sin? a)](3.36)

Subtraindo-se a equacao (3.29) de todas as demais, elimina-se a constante A.
Somando-se os resultados referentes aos nos £ com We N com S, divididos por

2 Az? e 2 Ay? respectivamente, obtém-se:
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o

Se—2¢p+0wWw . . o
2 Ag? _CSIRO+2AI2

(Ee+ Ew)+ F (—sin a cos o) (3.37)

ON — 2 ¢p + s
2 Ay?

E
=C cos’a+ TAS (Ex + Es) + F (sin a cos o) (3.38)

Subtraindo-se as equagoes referentes aos nds S e W da equacao relativa ao né

SW e em seguida dividindo-se esse resultado por (Az Ay) chega-se a:

Psw — iil(;s — W — ¢ (<2 sin @ cos @) + Az Ay

[Esw — Es — Ewl +

F (cos* a —sin? ]3.39)
onde

Eg = exp (Pe Az cos a) —1
Ew = exp(—PeAzr cos a)—1
Enxn = exp(PeAy sin a)—1
Es = exp(—PeAy sin a)—1
Esw = exp(—PeAz cos a — Pe Ay sin a) — 1

A multiplicagao da equagao (3.35) por (cos a/sin a) e da equagao (3.36) por

(sin «/cos «) e a soma dos dois resultados a equacao (3.37) fornece a seguinte

expressao para o valor da constante £

(psw—2dp—dw) sin o cos & 4 (¢p—ds—dw—dp) cos’ a + (¢n—2¢p—¢s) sin’a

E = Az Ay 2 Az? 2 Ay?
Ew Eg sin a cos o + (Ep+Ew) cos® o + (Exn+Es) sin’o
Az Ay 2 Az? 2 Ay?

A soma da equagao (3.35) com a equagao (3.36) resulta na expressao para a

constante (' como fungao de E:
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C:

o | —

PE—20p+ 0w ON—20p+ s Eg+ Ew En+ Es
Ax? * Ay? hA ( Aig? T Ay?

Subtraindo-se (3.31) de (3.30) e multiplicando-se o resultado por (cos «);
subtraindo-se (3.33) de (3.32) e multiplicando-se o resultado por (sin ) e em se-

guida somando-se os resultados, obtém-se para a constante [, o seguinte resultado:

cos «v sin ¢

D =|(¢p —ow)— E (Eg — Ew)] 5 Az + [(¢n — ds) — E (En — Es)] 2 Ay

Com esses valores determinados, a forma de diferencas da equagao diferencial

PeD—-2C=0

€ representada por:

op (g + w + Uy + s+ Hsw) = g ¢+ Hw ow +
Iy on + 1ls ds + Hsw dsw (3.40)

onde

—Pe cos @« H cos?a+1

Iy =
B 2 Az + Az?
Pe cosa H cos’a+1 2 H sin a cos o
Iy = + . -
2 ING A+ Az Ay
—Pe sina Hsina+1
[y =

Ay T AP
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Pesin @« H sinfa+1 2 H sin o cos o

g = +
¥ 2 Ay Ay? Az Ay
1 2 H sin o cos «
W Az Ay

‘—{EE =3 EW) %% _ (EN + ES’) i_; 4 [(Ep—FEw) cos o Ay;f-(EN—ES) sin o Az Pe

(Fg + Ew) cos? «a %f + (En + Es) sin® o ﬁ—’; + Es Ew (2 sin « cos a)

O peso da diagonal

Para efeito de representacao do calculo dos pontos internos a malha através da
solucao de uma equagao matricial, a equagao (3.38) pode ser também apresentada

na forma:

a ¢i.j = b¢t+l,j +c ¢’£—1.3 + d éi,j—l +€ éé.j-i—l + f qsi—].j—]
ou seja:

ddii—bdipi—Cci1j—ddija1—edijr—f dic15-1=0 (3.41)

onde

a = btct+d+e+f

b = g
c = lw
d = Ils
e = Iln

f = Ilsw
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Figura 3.4: Equagao matricial genérica para esquemas de seis pontos.

Segundo esse método, cada linha de pontos internos a regiao discretizada é

calculada entao pela solugao da seguinte equacao matricial:

A equacgao matricial pode ser escrita segundo a expressao :

F Q=W

com a matriz hexadiagonal F operando sobre o vetor ¢ de valores desconhecidos dos

pontos internos a malha.

O vetor w possui apenas valores conhecidos das condigoes de contorno, e os co-

eficientes que dele participam atuam sobre pontos situados as redondezas do ponto

que esta sendo calculado, uma vez que o mesmo esteja situado a proximidade ime-

diata de um dos contornos da regiao de discretizacao .

O peso da diagonal principal da matriz calculado da mesma forma que para os
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métodos apresentados até aqui, aparece segundo a expressio :

la|

T B[+l + 1] £ Jel + /]

u (3.42)

E a cada mudanga de tamanho do espagamento foi utilizado como fator de

relaxacao , como nos métodos apresentados até aqui.

3.5 Esquema de diferenciagao quadratico a mon-
tante

Este método promove a discretizagao dos termos convectivos a partir do ajuste
de uma parabola a trés pontos (Beier, 1983; Pollard,1982) alinhados em um mesmo
nivel, em uma regiao de discretizagao .Cada ponto interno a regiao € calculado em

fungao de outros dois pontos situados imediatamente a montante do mesmo.

NY+1

(-2 (-1 (IF)S (+Lp

—— 1 2 0 sine Flais e <. NX#1

Figura 3.5: Aproximagao por diferencas para o esquema quadratico a montante
aplicado a equacao diferencial em duas dimensoes

O esquema utiliza diferenciamento unilateral a montante para os termos con-
vectivos e aproximacao por diferenciacao central para os termos difusivos (Han,

1981; Wong, 1979; Chow, 1968; Runchal, 1977; Raithby, 1976).

O fato de o n6 nao cardeal se encontrar a montante do né central com relacio

ao escoamento, maximiza o peso da diagonal da matriz dos coeficientes de influéncia
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(Davis, 1972).
A fungao interpolante para a direcao z é adotada como sendo:
d(z)=A+Bz+C 2? (3.43)
a derivada de ¢(z):
d
-d—' = B + 2 C T
no ponto x=0:
d¢
— = = B
d .r' 9
ajustando a fungao aos valores nodais, depara-se com o seguinte sistema:
¢ = A
$pici = A-BAz+CA?
piea = A—2BAzxz+4CAz?
subtraindo-se a primeira equacao das demais, chega-se a:
¢i-1 — ¢ = —BAz+C Az? (3.44)
pia—¢;i = —2BAz+4C Az? (3.45)

multiplicando-se a equagao (3.44) por quatro e subtraindo a equacao (3.45) do re-

sultado, obtém-se uma expressao para B:

_ (P11 — i)+ (Pia— i) d ¢
& = 2A = T
T dx

(3.46)
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Para os termos difusivos, aplicando-se o método de discretizagao central, parte-

se do ajuste de uma parabola & direcio z, chega-se para um nivel j na malha a:

d2¢ @i—l. -2 _05!, + Qst+l,-
ﬁ‘x:ﬂ = - AJ,'; : (3.47)
e da equagao (3.46) definida por diferenciacio a montante no ponto x=0:
d Qs ‘251—2.3- —4 ‘ﬁi—-l,_} ok 3 d)s',J
HL:::D = % A (3.48)
analogamente, na diregiao y, para um nivel i da malha:
d*o Pij-1 — 2 ¢ i + bi i1
wiyzo = ! Ay'; ’ (3.49)
do _ $ij2—4 i1 +3 6,
7y ly=o = 2 Ay (3.50)

substituindo-se as diferencas na equacao diferencial (3.1), e aplicando as equiva-

lencias Pe, = Pe cos a e Pe, = Pe sen a:

(,351'—2,3 = il Qsé—l,j + 3 QJ):',J') + Pe 6% & (QS{,J_? — 51- (.351'.3—1 ‘f‘ 3 (;15,.'3) B

Pe cos o:( 5 Az 3 Ay

$i-15 =28+ Gin1,) _ (Siima =4 is1 +3 65\ 0
Ax? 2 Ay -

fazendo-se o arranjo dessa expressio chega-se a forma de diferencas da equacio :

2 n 2 +3Pecosa+3pesina .
Kr?  Ay? 2 A% 2 Ay =
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(_Pe cOS cr) & 1 4 Pe cos a\ | 1
“rar ) et (zmt Taae) et (g3) st

1 4 Pe sin « 1 _ Pe sin ¢
g Gij-t + | 5 | Gigrr + ——9——3 Pij-2  (3.51)
Ay 2 Ay Ay 2 Ay

Observe-se que este esquema exige o emprego de pontos fora do dominio. Neste
trabalho, estes pontos estiveram disponiveis como condi¢ao de contorno tendo sido
calculados a partir dos valores exatos da fungio . Em caso de nio se ter este recurso,
costuma-se adotar um esquema de cinco pontos para o calculo do primeiro nivel de
pontos internos, como o esquema central por exemplo, prosseguindo os calculos nos

outros niveis com o quadratico a montante.

O peso da diagonal
A equacao apresentada no item anterior é equivalente a seguinte expressao para

calculo dos pontos internos & malha através de solucao de uma equagao matricial:

a¢ij=bodiz;tcodi1j+dodii+tedijoi+f ity Oij—2
ou seja:

a¢i;—boiz;—chi1; —ddiy;—e Gij-1— f bijr1— g Bign =10 (3.52)

onde

¢ = btctdte+f+yg

b - Pe cos o
B 2 Az
1 4 Pe cos o
P

Az? T 2 Az
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1
B | 4 Pe sin «
= Ap T T2Ay
1
f = A—y2
B Pe sin «
9= Ty

E a seguinte equagao matricial representa o calculo dos pontos internos & regiao

de discretizacao :

Hf
< ad -f
< ad 25
-b ¢ a -f
-8 a-d Hf
-e ¢ ad -f .
" b
g
8.

-¢ a-d
¢ A

-f

2

a-d

"

c ad

-C a-;l
< a J

$2,2
b32

¢ agr1,2

¢ 2,3
LEX}

b 1,3
® A3

® A1
® 200
LER

¢ 9&3’-1.‘5&7
L& gy

bdoz +¢ b1 e dpy +8 b0
b ?1,2 +8 $31 T8 b50

e dagrss te dagso

d dagezz te dax +2 daxo
b$gs +c by +p bz
bz +e 931
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d & agass +e ¢ ags

.

d ¢M+1,5\D"—I
b dgagr+c ¢iag+i ¢ 2n01
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Ld ‘N.XA:M’” ¢W¢W*1

Figura 3.6: Equacao matricial genérica para esquemas de sete pontos.

Que pode ser escrita segundo a expressao :

F o=w

representando a matriz heptadiagonal F operando sobre o vetor ¢ dos pontos internos

a malha.
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E o vetor w possui valores conhecidos das condigoes de contorno como nos

casos ja citados para cada um dos métodos apresentados anteriormente.

O peso da diagonal principal da matriz é calculado segundo a expressao :

a|

oI+ [l + 1 + [e[ + [/ + gl

" (3.53)

é utilizado como fator de relaxagao a cada mudanga de tamanho de espacamento.

As formas apresentadas pelas matrizes esparsas dos coeficientes de influéncia
para os esquemas exponencial de seis nos e quadratico a montante levaram a opcao

pelo método ponto a ponto de resolugao da malha (Cunha, 1993; Wong, 1979).

Os resultados sao apresentados em forma de tabela juntamente com os resul-

tados obtidos para os outros métodos numeéricos, no Capitulo 5.



Capitulo 4

Precisao

4.0.1 Avaliacao dos esquemas

Como ja mencionado no capitulo 2, o erro de cada um dos métodos aplicados

a solucao numérica da equagao diferencial foi calculado segundo a expressao (2.26):

1 1 I-1J-1 ) e
£ = {(1_2)(01_'2) Z [‘i’n’_._; —(}5(58“:93)] } (41)

qua:ﬂ: e ﬂbmf.ﬂ. =2 j=2

Foi feito o calculo a cada variagao no tamanho do espacamento entre pontos. Esses
tamanhos de intervalos entre pontos foram obtidos por aumentos de cinco em cinco
no nimero de espagamentos em que cada lado do dominio que foi dividido, até que

se atingisse um nivel de refinamento da malha de cinquenta por cinquenta pontos.

Os resultados obtidos sao apresentados na forma de graficos do tipo log-log,

indicando os tamanhos dos espacamentos na abscissa e correspondentes valores para

o erro na ordenada.

Os parametros utilizados para o tracado destes graficos sao , como ja men-
cionado, os valores de nimero de Peclet global Pe, de frequéncia A e angulos de

inclinagao entre grade numérica e direcao do escoamento a.
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4.0.2 Forma continua

Os graficos apresentados a seguir foram obtidos com normalizacio do erro pelos
valores maximo e minimo da fung¢ao continua no dominio quadrado, envolvendo os
valores das fungoes nos cantos, sobre todos os tipos de funcoes apresentadas como

solugoes da equacgao diferencial.

A linha cheia no grafico , citada como referencial, indica comportamento
quadratico do erro em fungao do refinamento da malha, ou seja, comportamento
linear em escala logaritmica com decréscimo em duas décadas no valor do erro
para um decréscimo em uma década no tamanho do espacamento, apresentando
portanto, inclinagao igual a 2 (Beier, 1983; Runchal, 1977). Este é o comportamento

assintotico esperado dos esquemas de segunda ordem.

A seguir sao feitas as apresentacoes dos resultados obtidos para os vérios tipos

de fungoes , com as condigoes sob as quais os valores de erro foram calculados.

Primeiramente os resultados sao apresentados sob os seguintes parimetros:

Pe=100., a=22.5° e A=3 & %2,

Fungao tipo A

Pe — /Pe? 1 4X2
04(s,n) = exp 5 s| sen (An)

A figura (4.1) sofreu uma rotagao de eixos para que fosse de facil percepcio o
comportamento da fungao na regiao de saida do escoamento, ou seja, quando o valor

de x e de y se aproximam de 0.5. O motivo desta preocupagao reside na intencao

de apresentar os resultados de discordancia localizada nesta regiao .
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Figura 4.1: Funcao tipo A:Pe = 100.,a = 22.5°,\ = 3/2 2'/2¢

Segundo os parametros estabelecidos, pode-se notar variagoes significativas da
propriedade transportada no sentido normal ao sentido do escoamento, enquanto
que no sentido do escoamento permanece o decaimento suave da funcao quando se
percorre o dominio no sentido positivo para o eixo x. Como neste caso teste o valor
de A é pequeno com relagao ao valor de Pe, ocorre, como se pode perceber através
da expressao para ¢4 acima, que o fator em exponencial passa a ter argumento
reduzido, tornando o efeito deste fator nao predominante quando comparado ao

efeito provocado sobre o fator em seno.

Erro localizado

A figura apresentada abaixo mostra como ocorre a distribuicao de discordancias
entre pontos calculados analiticamente e pontos obtidos numéricamente apds a con-

vergencia, para um dos métodos (esquema central) com malha 10x10. Para os outros

esquemas, a distribui¢ao é semelhante. Foi feita uma rotagao da figura para se per-
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mitir melhor visualizacao neste e nos casos dos outros tipos de fungao apresentados

a seguir.

NUMERICA -----
EXATA —

Figura 4.2: Distribuicao do erro na superficie para funcao tipo A

Na figura (4.3), sao apresentados os graficos representativos do comportamento
local do erro dos métodos testados, mostrando os resultados com refinamento da
grade numérica de 10x10 espacamentos, para a ultima coluna as vizinhangas do

contorno do dominio na regiao de saida do escoamento para a fungao .

Como mostra a figura, o esquema exponencial de Allen e Southwell é o que
apresenta maior discordancia com relagao ao valor exato da funcao . Os esquemas
quadratico a montante e central apresentam resultados consideravelmente melhores
e o esquema exponencial rotacional de seis nos € o que melhor se aproxima do valor
exato. O esquema exponencial rotacional de cinco nés praticamente coincide com o

esquema central.
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Figura 4.3: Funcao tipo A, Pe = 100..a = 22.5°, A = 3/2 2Y2r malha 10x10,
coluna 9
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O grafico apresentado a seguir representa o erro quadratico médio dos métodos

aplicados a fungao em questao .

A tendéncia assintotica demonstrada por todos os métodos ja é esperada, uma
vez que se trata de métodos que apresentam erro de segunda ordem, com o ex-
ponencial de Allen mantendo-se como o pior esquema entre todos mesmo com o

refinamento.

O esquema exponencial rotacional de seis nos apresenta menores valores para
o erro. As posigoes relativas entre os métodos sao mantidas no decorrer do refina-
mento da malha, exceto com o esquema de diferenciacao central, que para malhas
grosseiras (5x5) apresenta maiores valores para o erro em relagao aos métodos ex-
ponencial rotacional de cinco nds e quadratico a montante, tornando-se melhor que
esses quando se faz o refinamento da malha, e tal inversao ocorre logo nos primeiros

resultados conseguidos com o refinamento.

Para a funcao tipo A, o rotacional de seis nés manteve-se melhor que todos os
esquemas durante todo o processo de refinamento, ja o rotacional de cinco néds foi
melhor em relagao ao central apenas no caso da malha mais grosseira e manteve-se

pior que o quadratico a montante em todo o espectro de espagamentos.

De acordo com o que se pode perceber atraves do grafico apresentado pela
figura (4.3) quando o nivel de refinamento chega a 10x10, o erro quadratico médio
apresentado para os cinco métodos descreve acuidade relativa entre os esquemas
com os mesmos posicionamentos, com relagao ao melhor e ao pior esquema. Quanto
a proximidade entre os resultados dos esquemas central e exponencial rotacional
de cinco nds naquele grafico a este nivel de refinamento, o esquema exponencial
rotacional de cinco nos apresenta valor de erro medio quadratico duas vezes maior

que o esquema central.
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Funcgao tipo B

Pe 4+ v/ Pe? + 42

¢p(s,n) = exp 5] sen (An)

2

Figura 4.5: Funcao tipo B, Pe = 100., = 22.5°, A = 3/2 212

A superficie a ser delineada pelos esquemas numéricos apresenta comporta-
mento abrupto na regiao de saida do escoamento, localizado em um dos cantos do
dominio e isto se deve a existéncia do angulo « entre direcao da grade numeérica e

direcao do escoamento.

Como o valor de Pe é elevado com relacao ao valor de A, e contribui duas vezes
no argumento da exponencial que aparece na expressao da funcao , a caracteristica

difusiva de transporte da propriedade na direcao do escoamento é majorizada.
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Erro localizado

Na seguinte figura, ¢ apresentado um dos métodos numéricos (diferenciacao
central) em comparacao com o valor da fungao exata utilizando malha 10x 10, em
escala reduzida, para que seja visivel a regidao onde ocorrem as maiores discordancias
entre pontos calculados através da expressao que representa ¢g e os pontos obtidos
numericamente. E apresentada a superficie representativa da funcao normalizada e

com rotagao da figura para permitir melhor visualizacao .

NUMERICA -----
EXATA —

Figura 4.6: Distribuicao do erro na superficie para fun¢ao tipo B

Como se pode ver na figura, os valores desta funcao segundo as mesmas
condigoes sob as quais se obteve a figura (4.2), apresentam-se uniformemente distri-
buidos sobre a maior parte do dominio. Préximo a regiao de saida do dominio, a

funcao apresenta um valor de pico.

A seguinte figura apresenta o erro localizado sobre a coluna interna is vizi-

nhang¢as do contorno de sarfda.
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A demonstracao do comportamento dos esquemas para a coluna interna
vizinha ao contorno de saida para fungao tipo B, onde o valor da funcao é pratica-
mente zero, apresenta os esquemas exponenciais de Allen e Southwell e rotacional
de cinco nos como os que mais se aproximam do valor exato, niao apresentando

nenhuma oscilagao perceptivel.

Ja com os outros esquemas o que se percebe siao oscilagoes com relacao ao
valor exato, com o esquema exponencial rotacional de seis nés apresentando a menor
discordancia seguido do quadratico a montante, e a distancia, do esquema central,

que fo1 o pior entre todos.

O erro quadratico médio distribuido por toda a superficie conformada depois

da convergéncia dos esquemas é apresentado na figura (4.8).

Quando a malha é grosseira, os pontos de maximo e os seus vizinhos mais
proximos nao contribuem de forma mais significativa para o calculo do erro por
nao terem sido alcancados pela malha. A medida em a mesma é refinada, esses
pontos passam a incorporar o conjunto que participa do calculo, acusando assim um

aumento no valor do erro.

Prosseguindo o refinamento o erro tende entdao a diminuir, agora em funcao
do natural aumento de precisao dos métodos com o refinamento da grade numérica,

onde entao € visivel a aproximacao assintética do erro.

Aqui, contrariamente ao que se obteve para a fun¢ao tipo A, o esquema expo-
nencial de Allen e Southwell foi o que se apresentou como o melhor método entre
todos, seguido pelo exponencial rotacional de cinco nés e o exponencial rotacional

de seis nds. O esquema central foi o que se mostrou pior neste teste.

As posicoes relativas entre os esquemas se manteve por toda a faixa de espaca
mentos empregada, com excegao dos métodos quadratico a montante e exponencial

rotacional de seis nos. Para malhas mais grosseiras (5x5), o esquema exponen-
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Figura 4.8: Funcao tipo B, Pe = 100., 0 = 22.5°, A = 3/2 2!/2x
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cial rotacional de seis nés mostrou menor acuidade que o quadratico a montante.

tornando-se melhor que este logo no inicio do refinamento, mostrando inclusive ca-

racteristicas assintdticas antecipadamente.

Para a funcao tipo B, os esquemas exponenciais foram melhores em todo o
espectro de tamanhos de espagamento, com o exponencial de Allen e o exponencial
rotacional de cinco nés mantendo uma distancia significativa com relacao aos demais.
Entre os esquemas exponenciais, o rotacional de seis nos foi o que apresentou piores
resultados, e pode notar-se que os esquemas exponenciais apresentaram os melhores

resultados para todos os niveis de refinamento.

.

E visivel também a completa alteragao de posi¢oes relativas dos esquemas
quando passaram de aplicagao sobre uma fun¢ao que representava difusio na direcio
normal a do escoamento como € o caso da fungao do tipo A, para um caso em que o
transporte difusivo acontece na dire¢ao do escoamento como é o caso da funcao do
tipo B. No primeiro caso, o esquema exponencial rotacional de seis nés é favorecido
com relagao aos demais, enquanto que no segundo caso, o esquema exponencial de

Allen e Southwell é o que apresenta melhores resultados.

A caracteristica concava das curvas se deve ao préprio perfil da funcio B,
com seus valores de contorno em um dos cantos do dominio bem diferenciados com

relacao aos valores da fungao nos outros pontos.

Comparando estes resultados com os da figura (4.7) que apresenta o erro loca-
lizado dos esquemas, para o mesmo nivel de refinamento as posicoes relativas entre
os esquemas estao de acordo com as que foram apresentadas naquela figura. Na-
quele evento, entre os dois esquemas que se mostraram mais precisos, o exponencial
de Allen e Southwell foi o que apresentou melhores resultados. Aqui também os

esquemas exponenciais foram melhores que os nao exponenciais.
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Fungao tipo C

Pe— /P& —IXE

¢c(s,n) = exp s | exp (An)

-5

Figura 4.9: Fungao tipo C:Pe = 100.,a = 22.5°, A = 3/2 2'/2x

Assim como ocorreu na aplicagao dos parametros para a funcao do tipo A,
para a funcdo do tipo C também se observa o decaimento suave da propriedade ¢
na direcao do escoamento e a acentuagao da caracteristica de transporte difusivo da

propriedade na direcao normal a dire¢ao do escoamento.

Novamente neste caso, o argumento do fator em exponencial da expressao da
funcao na direcao do escoamento passa a se tornar reduzido, transformando o fator

em exponencial que define o transporte na dire¢ao normal a direcao do escoamento

predominante.
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Erro localizado

Novamente o esquema de diferenciacao central foi escolhido para mostrar como

ce distribuem as discordancias através da superficie para o caso desta funcao .

NUMERICA -----
EXATA —

-5

Figura 4.10: Distribuigao do erro na superficie para funcao tipo C

Os resultados apresentados pela figura (4.11) mostram o erro localizado na

extensio da coluna as vizinhangas do contorno de saida do escoamento.

O esquema esponencial rotacional de seis nds é o que apresenta melhores re-
sultados com relagao a proximidade ao valor exato da funcao . Entre os esquemas
menos precisos, se encontra o esquema exponencial rotacional de cinco nos, com
comportamento oscilatério. Esta caracteristica tende a atenuar nas colunas que se

encontram mais afastadas da regiao de saida do escoamento.

Na figura (4.12) sdo apresentadas as curvas representativas do comportamento

dos esquemas em termos dos valores do erro quadratico médio submetidos a funcao

representada pela superficie apresentada anteriormente.
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Figura 4.11: Funcao tipo C, Pe = 100.,a = 22.5°, A = 3/2 2'2x, malha 10x 10,
coluna 9

O comportamento das curvas é semelhante ao que demonstram a aplicagao
dos esquemas a funcao tipo A sob os mesmos parametros, diferindo apenas no fato
de apresentarem valores menores em aproximadamente uma década com relagao

aqueles.

As posigoes relativas entre os métodos também se assemelham ao caso da. funcao

tipo A, quando as malhas estao mais refinadas.

Pode-se observar que aqui o esquema exponencial de Allen e Southwell apre-
senta melhores resultados em relacao aos esquemas central e exponencial rotacional
de cinco nos apenas, quando aplicado a malha mais grosseira, piorando em relacao

a eles quando se inicia o refinamento.
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Precisao 69

O esquema de diferenciagao quadratica a montante, com malha mais grosseira,
apresenta melhores resultados com relacao aos esquemas exponencial rotacional de

seis no e central, piorando com relagao aqueles a partir do inicio do refinamento.

Entre os esquemas exponenciais, o rotacional de seis nés se manteve apre-
sentando melhores resultados em praticamente todo o intervalo de espacamentos
aplicado. Com relagao aos nao exponenciais, passou a ser melhor que o quadratico
a montante logo no inicio do refinamento e foi melhor que o central para todos os

espacamentos, assim como ocorreu com a fungao tipo A.

Ja os esquemas exponenciais de Allen e Southwell e rotacional de cinco nds.
foram piores por toda a faixa de refinamento, com excegao para a grade mais gros-

seira.

Pode-se observar que tanto para a fungao tipo C' como para a funcao tipo A,
o unico esquema exponencial que apresentou melhores resultados foi o exponencial
rotacional de seis nos, inclusive com relacao aos esquemas nao exponenciais. Isto
sugere portanto que este esquema apresenta melhores respostas quando submetido a
um tipo de funcao caracteristica de situagao de difusao da propriedade transportada

no sentido normal ao sentido do escoamento.

Concordando com o que demonstra o grafico para o erro localizado, o esquema
esponencial rotacional de seis nés é o que mais se aproxima do valor exato da funcao
. Também aqui, o esquema exponencial rotacional de cinco nés se apresenta entre

05 esquemas menos precisos.
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Fungao tipo D

% ¥

Figura 4.13: Fungao tipo D, Pe = 100.,a = 22.5°, A = 3/2 2'/2¢

O perfil deste tipo de funcao submetida a estes parametros é similar ao que se

apresenta para a funcao do tipo B, mostrada na figura (4.5). Pelo que se pode com-

parar através das expressoes das fungoes , esta difere daquela no termo que descreve

o transporte da propriedade na direcao normal a do escoamento. Embora a funcao

deste tipo apresente termos em exponencial tanto na diregao do escoamento quanto

na direcao normal a este, o argumento da exponencial da direcao do escoamento

predominante, marcando mais a caracteristica difusiva de transporte na direcao do

escoamento e em sentido contracorrente.

e
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Erro localizado

A distribuigao das discordancias representada pelo esquema central sobre a superficie
da fungao ¢ delineada a seguir. A escala foi reduzida como no caso da funcao do

tipo B para que se pudesse observar o que ocorre na regiao de saida do escoamento.

NUMERICA -----
EXATA —

Figura 4.14: Distribuicao do erro na superficie para fungao tipo D

Nota-se que as discordancias ocorrem na mesma regiao onde foram constatadas
para a funcao tipo B, diferindo apenas no fato de se apresentarem em menores

proporcoes do que naquele caso.

A figura (4.15) apresenta o erro localizado a coluna interna da malha, as vizi-

nhancas do contorno de saida do escoamento.
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Figura 4.15: Fungao tipo D, Pe = 100.,a = 22.5°, A = 3/2 2'/*z, malha 10x10,
coluna 9

Os esquemas exponenciais de Allen e Southwell e rotacional de cinco nds, sob

esta escala, confundem-se com a funcao exata.

A figura (4.16) apresenta os resultados obtidos dos calculos de erro quadratico

médio dos esquemas para este tipo de funcao .

Todos os esquemas se mantiveram nas mesmas posi¢oes relativas que ocupa-

vam quando da apresentacao dos resultados para a aplicacao dos métodos sobre a

fungao do tipo B e na mesma ordem de grandeza para os valores de erro daquela

funcao . Diferem apenas nos valores de erro apresentados pelo esquema exponencial

rotacional de cinco nos, que aplicado a fungao do tipo D apresentou aumento da

ordem em uma década com relagao aos resultados que apresentou quando aplicado
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a funcao do tipo B.

A mesma forma concava das curvas aparece aqui, como aparecia nos resultados
da aplicacao dos esquemas a funcao tipo B, e com a mesma tendéncia assintética

aparecendo a partir de certo nivel de refinamento que se via naqueles resultados.

O comportamento demonstrado pelo erro com aumento do valor durante as
primeiras etapas do refinamento seguido pela tendéncia assintotica € reflexo do perfil

da funcao tipo D, do mesmo modo que se aplica ao caso da fungao tipo B.

Entre os dois esquemas nao exponenciais, o quadratico a montante apresentou

melhores resultados.

Comparando com os resultados apresentados pela figura (4.16) para o nivel de
refinamento da malha igual a 10x10, se confirma o pior desempenho entre todos
para o esquema central e os resultados relativamente mais precisos mostrados pelos
esquemas quadratico a montante acompanhado de perto pelo exponencial rotacional

de seis nos.

Nota-se a semelhanca de comportamento destes resultados com os obtidos para
o erro localizado sobre a funcao do tipo B, com os valores deste caso situados em

torno de metade dos valores apresentados por aquela funcao .
Fungao tipo CD

e -

écp(s,n) = 5

Pe \ . (VINZP& |
exp( ) sin | ————— s exp (An)

Para que se conseguir a superficie desta fun¢ao bem como para a fungao do
tipo DC, foi adotado para o valor de Pe considerado um valor para A igual a 50.2

para que se obedecesse a condigao de existéncia destes dois tipos de fungao .

A forma resultante para esta superficie ¢ semelhante as formas ja mostradas
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Figura 4.17: Funcdo tipo CD, Pe = 100.,a = 22.5°, A = 50.2

pelas superficies representativas das funcoes dos tipos B e D, submetidas aos mesmos
parametros. A diferenga que se nota é a maior suavidade das formas desta superficie
na regiao de saida do escoamento, o que se pode constatar diante da substituigao
dos parametros na expressao da funcao apresentada acima, onde a presenca do fator
em seno multiplicando o fator em exponencial na diregao do escoamento faz com que
na direcao z a fungio tenha um comportamento mais suave do que o que acontece

na diregao y.

Pode-se esperar diante deste perfil da superficie que as formas das curvas
tracadas em termos de erro quadratico medio sejam semelhantes aos apresentados

pelos esquemas aplicados as funcoes dos tipos B e D.
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Erro localizado

A figura abaixo mostra a distribuicao das discordancias através da superficie
comparando o resultado convergido da fun¢ao pelo esquema central com malha

10x10.

NUMERICA -----
EXATA —

02

Figura 4.18: Distribuicao do erro na superficie para fun¢ao tipo CD
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E para a ultima coluna proxima ao contorno na regiao de saida do escoamento

na direcao z:
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Figura 4.19: Funcao tipo CD, Pe = 100., @ = 22.5°, A=>50.2, malha 10x10, coluna
9

Os esquemas central e exponencial rotacional de cinco nés sao praticamente

coincidentes e estao mais afastados que os outros esquemas da solucao exata.

Um pouco mais proximos da solugao estao os esquemas quadratico a montante
e exponencial rotacional de seis nds, mostrando praticamente o mesmo afastamento
com relagao a solugao exata mas em lados opostos da superficie. O melhor esquema

se mostra o esquema exponencial de Allen e Southwell.

Diferentemente do que se observou com as curvas apresentadas para as funcoes

dos tipos B e D na coluna vizinha ao contorno de saida do escoamento, a funcao
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CD ja apresenta valores bem diferenciados dos que se encontram no plano em que

a funcao se mantém no valor zero.

Observa-se com relagdo a figura (4.20), a mesma caracteristica concava das
curvas que se mostrou para os casos de aplicacao dos esquema as funcées dos tipos

BeD.

Com respeito ao comportamento relativo entre os esquemas, observa-se resulta-
dos muito proximos entre o esquema exponencial rotacional de cinco nés e o central,
mostrando os maiores valores de erro.com relacao aos outros esquemas, com o ex-
ponencial de cinco nos tendendo a se afastar desfavoravelmente do central com o
refinamento da grade. O quadratico a montante tende a piorar com relacao aos dois

para malhas mais refinadas.

Entre os melhores esquemas, aparecem o exponencial de Allen e Southwell

alternando-se com o exponencial rotacional de seis nés com o refinamento da malha.

Um comportamento irregular ¢ visivel sobre o esquema exponencial rotacional
de seis nos nas primeiras etapas de refinamento, mas a tendéncia assintética se define
em seguida passando a coloca-lo junto aos esquemas central e exponencial rotacional

de cinco nés em termos de acuidade para malhas mais refinadas.

Este tipo de comportamento nao se verifica para as fungoes tipo B e tipo D, o
que sugere um favorecimento ao esquema exponencial rotacional de seis nés quando

existe difusao tanto na dire¢ao do escoamento quanto na direcao normal ao mesmo.
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Fungao tipo DC

Pe ) cos (\/4/\2 — Pe?

srle] = {2

= s) exp (An)

Figura 4.21: Funcao tipo DC, Pe = 100., o = 22.5°, A\ = 50.2

O tipo de superficie € muito semelhante ao da funcao do tipo CD, exceto pelo
sinal. Pela prépria expressao da fungao pode-se notar que o tnico termo que difere
com relacao a expressao da fungdo DC é o termo em cosseno que deve participar

com a alteracao do sinal nos resultados invertendo a superficie.

Erro localizado

A distribuicao de discordancias ocorre na mesma regiao em que se notou para

o caso da funcao CD:
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Figura 4.22: Distribuicao do erro na superficie para funcao tipo DC

Discordancia dos esquemas sobre a coluna as vizinhangas da regiao de
salda do escoamento na diregao z, e como se verifica por observacao da figura (4.23),
a fungao também inicia a diferenciagao de valores com relacio ao restante da su-

perficie antes de se chegar ao contorno, do mesmo modo que ocorre com a funcao

do tipo CD.

Os resultados obtidos para o erro quadratico médio dos esquemas sao apresen-

tados na figura (4.24).
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Figura 4.23: Funcao tipo DC, Pe = 100.,a = 22.5°, A=50.2, malha 10x 10, coluna
9

Comparando com os resultados obtidos com a funcao tipo CD, o perfil das
curvas sao 0s mesmos, mesma posigao relativa, mas com uma pequena diferenca

com relagao aos valores, que sao menores aqui.

Tanto a fungao do tipo CD quanto a do tipo DC caracterizam transporte
difusivo da propriedade transportada tanto na direcao do escoamento quanto na
direcao normal a ele. Para os dois tipos de fun¢ao os esquemas exponencial de Allen
e Southwell e exponencial rotacional de seis nds apresentaram melhores resultados
com relagao aos outros, o que faz crer que estes esquemas sao favorecidos sob tais

condigoes de transporte.

A comparagao com os resultados mostrados pela figura (4.24) confirma as
posigoes relativas dos esquemas para o nivel de refinamento em questao e se ajustam
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a0s mesmos comentarios que os levantados para a fungao do tipo CD.

Funcgao tipo C&D

Figura 4.25: Funcao tipo C&D, Pe = 100., o = 22.5°, A=50.

Como ja mencionado na ocasigao da apresentagao das expressoes das fungoes

1

este tipo de fungao corresponde a uma convergéncia das fungées dos tipos C, D e DC

quando o valor de A é considerado igual a 50 para o valor de Pe adotado,obedecendo

a condigao em que %:‘2.
As formas da superficies se assemelham muito proximamente as corresponden-
tes a funcao do tipo CD. Com isso, o comportamento deste tipo de funcao tende a

provocar os mesmos efeitos sobre os esquemas que os apresentados para aquele tipo
de funcao .
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Erro localizado

NUMERICA -----
EXATA —

Figura 4.26: Distribuicao do erro na superficie para funcao tipo DC

A analise do comportamento localizado do erro dos esquemas para a coluna interna
as vizinhancas do contorno para a funcao tipo C&D mostra, através da observacao
da figura (4.27), que o esquema exponencial de Allen e Southwell acompanha bem

de perto o valor exato da funcao .

Com estas figuras que mostram a distribuicao das discordancias e distancia-
mento dos esquemas com relagao a funcao exata sobre a coluna vizinha ao contorno
na malha, percebe-se a repeticao do que foi visto com relacdo aos resultados apresen-
tados sobre as func¢oes dos tipos CD e DC, devido a semelhanca de comportamento
entre estas fun¢oes em termos de caracteristica de transporte da propriedade, ou

seja, com predominio de difusao na direcao do escoamento e na diregao normal a
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Figura 4.27: Funcao tipo C&D, Pe = 100., a = 22.5°, A=50., malha 10x10,

coluna 9

A figura (4.28) mostra qual foi o comportamento dos esquemas no decorrer

do refinamento da malha quando aplicados sobre este tipo de funcao , sob estes

parametros.

As fungdes do tipo DC e do tipo C&D submeteram os esquemas ao mesmo tipo

de comportamento e inclusive apresentaram os mesmos valores para cada nivel de

refinamento, o que ja se podia prever diante do fato de ser este tipo de fungao uma

consequéncia da aplicacdo destes parametros a uma fungio do tipo DC.
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Consideragoes parciais

Diante da aplicagao dos esquemas aos tipos possiveis de solucio da equacao
diferencial que descreve o transporte da propriedade @, sob os parametros estabele-
cidos para este conjunto de testes especifico, as seguintes consideracoes podem ser

levantadas a partir dos resultados até o momento obtidos.

As funcées tipo A e tipo C, como ji mensionado no capitulo 2, apresentam
difusao na diregdo normal a direcao do escoamento. Nestes dois casos, pode-se
observar a semelhanga de comportamento dos esquemas quando aplicados a um ou
outro tipo de fungao . Assim, quando a fungao apresenta difusio na diregao normal
a direao do escoamento, o esquema exponencial rotacional de seis nés é o mais
favorecido, seguido pelo esquema central a partir de certo nivel de refinamento. 0O

esquema menos favorecido é o exponencial de Allen e Southwell.

Nas funcoes tipo A e tipo C, para malhas mais grosseiras, os esquemas que
apresentam melhores resultados sio os que utilizam mais do que cinco pontos da
malha numérica no procedimento de calculo, ou seja, o esquema exponencial rota-
cional de seis nés e o esquema quadratico a montante e para malhas refinadas o
esquema central passa a figurar entre os melhores esquemas, onde ainda permanece

o esquema exponencial retacional de seis nos.

As funcoes tipo B e tipo D apresentam predominancia de difusio da proprie-
dade transportada na direcao do escoamento. Os melhores resultados apresentados
para este tipo de fungao foram do esquema exponencial de Allen e Southwell, se-
guido pelo exponencial rotacional de cinco nés e pelo exponencial rotacional de seis

nos. Aqui o esquema menos favorecido foi o esquema central,

Para as funcoes dos tipos CD, DC e C&D que representam difusio da pro-
priedade transportada tanto na direcao do escoamento quanto na dire¢ao normal a

direcao do escoamento, o esquema exponencial rotacional de seis nés apresentou-se
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como o mais preciso, juntamente com o esquema exponencial de Allen e Southwell.

No caso destas fungoes , os melhores esquemas se situam entre os exponenciais.

A analise do erro quadratico médio dos esquemas mostrou que os esquemas
exponenciais apresentaram maior acuidade do que os demais esquemas para os casos
em que foram aplicados a fungbes que caracterizam transporte da propriedade na

direcao do escoamento.

Para os casos em que o transporte difusivo ocorre na diregao normal & direcio
do escoamento, os esquemas exponenciais se intercalam entre os nao exponenciais

em termos de acuidade.

Analisando-se particularmente o esquema exponencial rotacional de seis nés,
nota-se que demonstrou melhor comportamento em termos de acuidade com relacio
aos demais esquemas nos casos em que foi aplicado a fungdes que representavam
difusao da propriedade na dire¢do do escoamento, mas que também nao se apre-
sentou como o pior esquema nos casos de difusao na diregao normal a direcao do
escoamento. De modo geral, pode-se dizer que foi o esquema que apresentou menos

restrigoes durante o teste.

4.0.3 Forma discreta

Os seguintes graficos apresentam os valores de erro quadratico médio em funcao
do espagamento calculados do modo discreto, ou seja, excluindo os valores da funcao
nos cantos do dominio na busca dos pontos de maximo e de minimo para a norma-
lizagao dos valores da fun¢ao exata antes do iniicio do processo iterativo (Figueiredo,
1988). Notemos que estes pontos em geral nao participam nos calculos dos pontos

internos a malha.

Os parametros foram mantidos para efeito de compara¢ao ao comportamento

do erro quando calculado sob a forma continua.
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A seguir sao apresentados os graficos correspondentes as respostas dos esque-
mas aos tipos de funcao , seguidos dos respectivos comentarios direcionados para as

funcoes .

Nada se alterou no caso da aplicacao a funcao tipo A: a normalizagao dos
valores da fungdo exata antes do inicio do processo iterativo incluindo ou nao os

valores da fungdo nos cantos do dominio em nada afeta a precisio dos esquemas.

A fungéo tipo A é bem suave em termos de oscilacio de seus valores, nao
apresenta regioes de pico ou depressio acentuados com relacio a faixa média em
que se encontram os valores por todo o dominio, assim, a questao dos valores dos

cantos do é irrelevante.

Para a aplicagao a funcao tipo B, ocorre uma mudanga significativa no formato
das curvas e também um aumento dos valores dos erros em todos os esquemas,
isso pode-se perceber observando-se para malhas mais refinadas o acréscimo em

aproximadamente duas vezes sobre o valor calculado do modo anterior.

As posigoes relativas das curvas se mantém, até mesmo na inversio de posicao
do esquema quadratico a montante com o esquema exponencial rotacional de seis

nos.

Para os esquemas central e exponencial rotacional de seis nés. ha a completa

perda da concavidade que se percebia no caso do calculo do erro de modo continuo.

A exclusao dos valores da fungao nos cantos do dominio faz com que o formato
das curvas percam ou atenuem a caracteristica concava em funcao da auséncia dos
valores que representam os pontos de maximo da funcio continua. onde se sabe,
estao as maiores discordancias. A auséncia destes pontos aproxima mais cedo as

curvas da tendéncia assintética.

A figura abaixo mostra o comportamento localizado dos erros dos esquemas.

calculado segundo a forma discreta.
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Figura 4.29: Fungao tipo A, Pe = 100.,a = 22.5°, A\ = 3/2 21/2;
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Funcao tipo B, Pe = 100., o = 22.5°,
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Figura 4.33: Fungao tipo CD, Pe = 100.,c = 22.5°. \ = 50.2
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Figura 4.36: Funcao tipo B, Pe = 100.,a = 22.5°, A = 3/2 2'/2x, malha 10x 10,
coluna 9

Como ja foi mencionado por Figueiredo (1988), o fato de se utilizar a forma
discreta ao se calcular o erro dos métodos resulta em maior coeréncia dos resultados
no que se refere ao que se espera do erro quando se aplica os esquemas a fun¢oes como
a do tipo B, com valores de contorno da funcao na regiao de saida bem diferenciados

de seus valores no restante do dominio.

Quando da aplicacao do calculo do erro na forma continua, os valores de erro
apresentados pelos esquemas sobre a fungao tipo A eram maiores que os resultados
apresentados pelos esquemas aplicados a fungao tipo B. sendo que seria natural se
esperar que os resultados do 1ultimo mostrassem erros maiores pela prépria carac-

teristica acentuadamente abrupta dos esquemas na regiao de saida do escoamento

do dominio.

A figura (4.31) que representa os valores do erro para a func¢iao do tipo C

demonstra um pequeno aumento na inclinagao das linhas em funcao de aumento no
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valor do erro entre os niveis de refinamento 5x5 e 30x30 aproximadamente.

Com relagao a fungao do tipo D, ocorre o mesmo que ja foi constatado e

comentado para o caso da fungao do tipo B.

Para a fungao do tipo CD, pode-se perceber que o comportamento do esquema
exponencial direcional de seis nés se torna menos oscilatério antes de demonstrar a

tendencia assintotica.

Dentre os esquemas, o exponencial direcional de cinco nds e o central sio os
que demonstram a tendéncia assintética logo no inicio do processo de refinamento e,
assim como no caso do calculo do erro de modo continuo, sio os menos precisos até
que se atinja o nivel de refinamento da malha igual a 20x20, onde entio o esquema

quadratico a montante passa a apresentar pior desempenho.

Com relagao a aplicagao dos esquemas as fungoes tipo DC e C&D ao se compa-
rar a figura (4.34) com a figura (4.24) e a figura (4.35) com a (4.28) respectivamente
percebe-se o mesmo tipo de mudangas que ocorreram com a funcao tipo CD em

termos de formato de curvas e de aumento no valor do erro.

Aqui, como no caso das fungoes tipo B e tipo D, os valores assumidos pelo erro
sao maiores, 0 que sugere que também para as fungoes CD, DC e C&D a aplicacao

da forma discreta para o célculo do erro proporciona resultados mais realistas.

Diante destes resultados e de acordo com o que ja foi discutido e concluido
por Figueiredo (1988), daqui por diante os esquemas serao submetidos aos testes
sobre os tipos de fungao com resultados analisados sob aplicacio do calculo de
erro quadratico medio da forma discreta, ou seja, removendo os valores da funcao
nos pontos do dominio que nao participam dos célculos iterativos. Desta forma.
os graficos obtidos daqui por diante serao analisados comparativamente as figuras

apresentadas nesta secao para cada tipo de funcao .
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4.1 Efeito angular

4.1.1 Grade alinhada a direcao do escoamento

Os esquemas foram submetidos as fungoes com os mesmos parametros que
foram aplicados no inicio do capitulo, onde se adotou os valores de Pe igual a 100, )
igual a3 7 3@ mas angulo entre direcao da grade numérica e direcao do escoamento

« igual a zero.

Para a maioria dos esquemas, foi feito simplesmente uso do valor de & como
sendo igual a zero na execucao do algoritmo, mas para o esquema exponencial de
Allen e Southwell foi preciso o uso de recursos matematicos para se evitar apareci-
mento de operagoes improprias durante o processamento computacional, e por este
motivo as dedugoes efetuadas para se contornar este problema em particular sao

apresentadas a seguir.

Como foi visto, para este esquema, a forma de diferengas é a que foi apresentada

pela equacao (3.13).

Quando a grade se encontra alinhada ao escoamento, os coeficientes b e ¢ sao
calculados pela simples substituicao do valor zero para o angulo o, mas os coeficientes
d e e resultam em uma indeterminagao com procedimento semelhante.Assim, foi
utilizado o recurso do uso de limite quando « tende a zero através da regra de

L’Hopital, como é demonstrado a seguir.

Os coeficientes a, b e ¢ sao determinados diretamente como:

a = b+et+d+e

p - Pe A 1
~ exp(—Pe Az)—1 Az?
Pe Az [

exp(Pe Az) —1 Az?
(4.2)
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para os coeficientes d e e, foi adotado o seguinte procedimento:

P Pe sina Ay I

exp(—Pe sina Ay) — 1 Ay?
fazendo APe, = Pe sina Ay e aplicando limite quando « tende a zero:

I —APe,
b exp(—APe,) — 1

d
= lim —H&re) ke T
= d(A_chy"; lexp(APey) —1]  o—~0expAPe,

1

assim,

4.1.2 Grade formando angulo de 45° com relagao a direcao
do escoamento

As seguintes informacoes a respeito do comportamento dos esquemas foram
obtidas por simples substituicao do valor de a=45° no algoritmo de teste. Estao aqui
representados apenas quatro dos cinco esquemas analisados até agora, em funcao da
completa instabilidade apresentada pelo esquema exponencial rotacional de cinco

nos, o que nao permitiu que se obtivesse resultados para esse esquema.

A causa da instabilidade apresentada pelo esquema exponencial rotacional de
cinco nos esta localizada nos valores adquiridos pelos coeficientes de influéncia desse

esquema quando aplicado a uma condi¢ao em que « atinja 45°.

Os coeficientes a e b adquirem valores iguais e de mesmo sinal, os coeficientes

c e d possuem apenas sinal contrario. Assim, o coeficiente @ que é a soma dos ou-

tros coeficientes se anula e como ele deve aparecer como denominador nos calculos
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iterativos, ocorre indeterminagao matematica. Além deste aspecto, o fato de dois
coeficientes possuirem mesmo valor mas sinal contrario aos outros dois, resulta em
calculo do peso relativo da diagonal igual a zero, o que ja foi discutido no capitulo 2,
indica completa instabilidade do método. Assim, o esquema exponencial rotacional
de cinco nés fica imitado a valores de angulo entre grade e escoamento que nao
resultem em simetria entre os coeficientes de influéncia, o que o apresenta como pos-
suindo caracteristica desfavoravel apesar de alguns resultados favoraveis que foram

possiveis de se obter deste esquema até o presente momento.

Sao apresentados a seguir os resultados de erro quadratico médio dos esquemas

quando aplicados as fungoes , seguidos dos comentarios pertinentes.

Funcao tipo A

a=0.0°:

As curvas referentes aos valores de erro passam a se concentrar em regiao de
significativamente maior acuidade que quando no caso da aplicacao para os mesmos

parametros mas com grade nao alinhada ao escoamento.

Os trés esquemas exponenciais apresentam os mesmos valores de erro para
todos os niveis de refinamento, mostrando também os maiores valores de erro para
o teste. Diante do valor adotado para a, os trés esquemas exponenciais coincidem
algebricamente, deste modo, tem-se coeficientes de influéncia iguais resultando em
valores iguais para o erro. O esquema exponencial rotacional de seis nés passa a nao
contar mais com o ponto nao cardeal quando o escoamento estd alinhado a grade,

passando assim a ser como um esquema de cinco pontos.

O melhor resultado foi apresentado pelo esquema quadratico a montante. O

esquema central inicia o processo de refinamento coincidindo com os esquemas ex-

oy =1 e =
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Figura 4.37: Fungao tipo A, Pe = 100.,a = 0.0°, A\ = 3/2 21/2¢
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da etapa seguinte de refinamento.
a=22.5%

Os resultados conseguidos para o erro com relagao a este ingulo foram apre-
sentados pela figura (4.29). Comparando-se o que se observa naquela figura com
a figura (4.37), nota-se que com a passagem da condicao de alinhamento para a
formacao deste agulo entre a grade numeérica e a dire¢ao do escoamento, todos os

esquemas sofrem aumento no valor do erro.

Os esquemas exponenciais passam a ocupar posicoes distintas entre si, com o
exponencial de Allen e Southwell apresentando-se como o pior esquema e o expo-

nencial rotacional de seis nds como o melhor.

Verifica-se que os esquemas exponenciais intercalam-se com os esquemas nao
exponenciais em termos de acuidade, e que o melhor esquema é um esquema expo-
nencial, o esquema exponencial rotacional de seis nés que foi o esquema que sofreu
aumento no valor do erro em menor proporg¢ao quando se aumentou o valor de o de

0° para 22.5°.
a=45.0°:

As posigoes relativas se mantém. Exceto para o caso do esquema exponencial
de Allen e Southwell que apresenta um aumento no valor do erro com relacio so
caso a 22.5°, todos os esquemas resultam em redugao no erro para a faixa em que
se situavam no caso em que a grade numérica se encontrava alinhada a direcao do

escoamento.

No caso de alinhamento entre grade e escoamento, os esquemas exponenciais
mostraram-se como sendo os menos precisos. Quando o angulo aumentou para
22.5 ¢ e depois para 45.0°, o esquema exponencial direcional de seis nés apresentou os

melhores resultados e ai se manteve. O exponencial de Allen e Southwell mostrou-se

como o pior esquema para os trés valores de angulo.
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Figura 4.39: Funcao tipo B, Pe = 100.,a = 0.0°, A = 3/2 2'/27
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Funcgao tipo B

a=0.0°:

Os esquemas exponenciais aparecem como os mais precisos e os trés apresentam
os mesmos valores de erro, assim como para a fungao tipo A, o que deve ocorrer
sempre devido a coincidéncia nos valores dos coeficientes, como ja foi mencionado
para aquele caso. O esquema central se apresenta como o pior esquema, seguido

pelo quadratico a montante.
a=22.5°

Todos os esquemas exponenciais sofrem aumento no valor do erro deixando de
existir também a superposigao das curvas, como se pode constatar através da figura
(4.30). Entre os exponenciais, o que sofre menor variagao é o exponencial de Allen e
Southwell que permanece como sendo o melhor esquema e a maior variagio é sofrida
pelo esquema exponencial rotacional de seis nés que apresenta inclusive mudanca

de comportamento.

Os esquemas central e quadratico a montante apresentam uma pequena reducao
no valor do erro, mas as posigoes relativas se mantém e o central continua sendo o

plor esquema.
a=45.0°:

As posicoes relativas nao se alteram. Todos os esquemas mudam de comporta-
mento e passam a apresentar redugao brusca no valor do erro, exceto o exponencial
de Allen e Southwell que se mantém na mesma faixa de valor de erro apresentando-se

ainda como o melhor esquema.
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Fungoes tipo C e tipo D

Comportamentos similares se pode obter para a fungao do tipo C com relacao

a fungao tipo A, e para a fungao do tipo D com relagao a fungao tipo B.

Fungao tipo CD

a=0.0°:

Mais uma vez os esquemas exponenciais se apresentam com a mesma acui-
dade, e como os melhores esquemas. Dentre os nao exponenciais, o esquema central
apresenta-se como 0 menos preciso, tendendo com o refinamento a se aproximar dos
valores de erro dos exponenciais passando a supera-los no tiltimo nivel de refinamento
empregado (50x50). O quadratico a montante acompanha o comportamento dos
exponenciais desde o inicio do refinamento tendendo a afastar-se desfavoravelmente

e tornando-se pior que o central a partir da etapa de 25x25 espacamentos.
a=22.0":

Tomando como base a figura (4.33) ja apresentada, nota-se que os esquemas
exponenciais se afastam entre si, o exponencial de Allen e Southwell demonstra ser
o melhor esquema seguido pelo exponencial rotacional de seis nés. O quadratico
a montante quase nao sofre alteragao , passando a ser o pior esquema para grades
mais refinadas. De modo geral, praticamente nao houve alteracao nos valores de
erro dos esquemas com a mudanca de diregao exceto para o exponencial rotacional

de cinco nos que teve seus valores de erro aumentados.

O formato das curvas em termos de concavidade nao sofre alteracao . A funcao
do tipo CD possui caracteristica de difusao tanto paralelamente quanto no sentido
normal a diregao do escoamento, e isto faz com que a superficie que a descreve possua

uma espécie de elevagao brusca em apenas um dos cantos do dominio. mesmo quando
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Figura 4.41: Fungao tipo CD, Pe = 100.,a = 0.0°, A=50.2
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o angulo entre grade e escoamento e igual a zero, o que se pode constatar através
da figura (2.12). Assim, esta fun¢ao nao apresentaria alteracoes nos formatos das

curvas como ocorre com a fungao tipo B.
a=45.0°:

Todos os esquemas tiveram seus valores de erro aumentados significativamente
com a passagem do angulo de 22.5° para 45°, exceto o esquema exponencial de Allen
e Southwell, que apresentou redugao em aproximadamente uma década, mantendo-

se como o melhor esquema.

O esquema central situa-se como o pior esquema em uma faixa maior de refi-
namentos, mas o quadratico a montante passa a ser pior do que ele nas malhas mais

refinadas.

Fungoes tipo DC e tipo C&D

As funcgoes dos tipos DC e C&D submetem os esquemas aos mesmos comportamento
que apresentaram quando aplicados a fungao do tipo CD, exceto que o esquema
exponencial de Allen e Southwell quando aplicado a funcao C&D mostrou erros de
ordem bem menor do que quando foi submetido as fung¢oes CD e DC, diante de um

angulo entre grade numérica e diregao do escoamento igual a 45°.

Consideragoes parciais

O efeito da variagao do angulo formado entre grade numérica e direcao do
escoamento provocou reacoes algumas vezes positivas, outras negativas sobre os

esquemas nos varios tipos de funcao em teste.

A mudanga de angulo de 0.0° para 22.5° provocou aumento no valor do erro

sobre todos os esquemas para as fungoes dos tipos A e C, pequena reducgao no erro
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sobre os esquemas nao exponenciais para as funcoes dos tipos B e D com aumento do
mesmo para 0s exponenciais em proporgoes diferentes e finalmente, para as funcoes

CD, DC e C&D houve pouca alteragido para os esquemas.

A mudanga de angulo de 22.5° para 45.0° sobre fungoes dos tipos A e C nao
provocou efeito sobre o esquema exponencial de Allen e Southwell, enquanto que os
outros esquemas apresentaram melhora na acuidade. Sobre as fungoes dos tipos B e
D, todos os esquemas apresentaram redugao no valor do erro e sobre as funcées CD,
DC e C&D. o exponencial de Allen e Southwell foi o tinico que apresentou reducao

no valor do erro diante do aumento provocado sobre os demais esquemas.

4.1.3 Aproximagao do problema do transporte convectivo

Uma funcao descontinua com perfil do tipo degrau (Raithby, 1976) foi estudada
por Wolfshtein (1968) representando o transporte puramente convectivo ( Leschziner,
1980), através da qual é possivel se analisar a que nivel os esquemas sao afetados pelo
angulo que o escoamento forma com as linhas da grade numeérica, e sera aproximada
através de uma somatoria de fungoes do tipo A, constituindo a série (Figueiredo,

1992):

M. exp({Pe —[Pe? +4 (2m —1)? A2]V/?} 5/2)sin[(2 m — 1) A n]

6= 3

m=1

2m—1

O perfil desejado € conseguido desde que o argumento da exponencial seja

pequeno, ou seja, limitando-se a um baixo valor para a relacgao A/Pe.

As figuras apresentadas a seguir foram obtidas através do estabelecimento dos
parametros Pe=3000, A=Il v/2/2, a=22.5°, M=35 e malhas 40x40 e 80x80. Os

resultados sao plotados mostrando a variagao do valor de ¢ ao longo de uma linha

a x constante atravessando dominio em paosi¢oes correspondentes a -L./4, 0 e L/4.
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Note-se nos dois niveis de refinamento, o comportamento difusivo do esquema

exponencial de Allen e Southwell, o comportamento oscilatério dos esquemas central

e quadratico a montante e a reprodugao de maior precisao do perfil exato apresentada

pelo esquema exponencial rotacional de seis nos.
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Figura 4.43: Somatéria de fungoes tipo A: Pe = 3000.,a = 22.5°, A = 1/2 21/2x,
malha=40x40, coluna=10, M=35
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4.2 Efeito causado por aumento na frequéncia

Foram plotados os graficos do erro em funcao do espagamento entre pontos da
malha com os valores do erro calculados para as fungoes dos tipos A, B, C e D, uma
vez que os outros tipos de fungao existem somente quando o valor da frequéncia

para este valor de Pe é no minimo igual a 50.

O valor da frequéncia A adotado para este conjunto de testes foi 5 7 32@

Funcgao tipo A

a=(0.0°:

Com o aumento do valor de frequéncia para a fungao tipo A, pode-se notar que
em relacao aos resultados apresentados na figura (4.37) com resultados obtidos para
grade alinhada ao escoamento com menor valor de frequéncia, o comportamento e
as posicoes relativas dos esquemas nao sofreram alteragoes , o que se percebe é um
aumento de aproximadamente quatro vezes o valor do erro para todos os esquemas.

Sendo assim, todos os esquemas foram desfavorecidos pelo aumento da frequeéncia.
o=22.5°:

Comparando-se neste caso os resultados com os apresentados pela figura (4.29),
também se percebe que nao houve mudanca nas posi¢oes relativas dos esquemas
e que ocorreu aumento no valor do erro para todos os esquemas, sendo que em
menor proporgao para o esquema exponencial de Allen e Southwell. O exponencial

rotacional de seis nds continua sendo o melhor esquema.
a=45.0°:

Com relacao ao que se obteve através da figura (4.38), o esquema exponencial

de Allen e Southwell sofreu alteracoes no valor do erro para malhas mais refina-
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das, enquanto os outros esquemas tiveram os valores e erro aumentados em maior
propor¢ao . As posicoes relativas dos esquemas nao sao alteradas. O esquema

exponencial rotacional de seis nés permanece como sendo o melhor esquema.

Fungao tipo B

a=0.0°:

Relativamente ao resultado apresentado pela figura (4.39), o que se percebe é
uma permanéncia das posicoes relativas dos valores do erro dos esquemas central e

quadratico a montante.

Os esquemas exponenciais mantém-se como os melhores esquemas, continuando
a superposi¢ao de resultados em uma faixa algumas unidades maior de valores de

erro.
&=22.5%;

Com relagao aos valores de erro dos esquemas apresentados na figura (4.30),
0s esquemas nao exponenciais nao demostraram alteragao . O exponencial de Allen
e Southwell mantém-se como o melhor esquema na mesma faixa de erro em que se

situava naquela figura.
a=45.0°:

Mudando-se os parametros que resultaram na figura (4.40) para os da figura
(4.51) resulta como um aumento no valor do erro para o esquema exponencial de
Allen e Southwell mantendo-o ainda como o melhor esquema. Para os outros es-
quemas nao se percebe mudangas nos valores dos erros. Nao houve alteracao no

formato das curvas ou nas posicoes relativas ocupadas pelos esquemas.
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Funcao tipo C e fungao tipo D

O mesmo tipo de resposta se obteve das fungoes tipo C e tipo D com relacao as

fungoes dos tipos A e B respectivamente.

Consideragoes parciais

Para as funcoes dos tipos A e C, o esquema exponencial de Allen e Southwell
fol menos sensivel ao aumento no valor da frequéncia embora tenha permanecido
como o pior esquema em todos os casos. Para as funcoes dos tipos B e D, os esque-
mas nao exponenciais nao foram sensiveis as alteragoes de valor de frequéncia. Os
exponenciais sofreram aumentos ou redu¢oes no erro dependendo do angulo formado
entre grade numérica e direcao do escoamento. O exponencial de Allen apresentou
aumento no valor do erro enquanto os outros esquemas apresentavam redugao , ou
se manteve inalterado no caso em que os outros esquemas apresentaram aumento
na acuidade. Em nenhum dos casos em quaisquer tipos de fun¢ées houve mudanca

nas posigoes relativas entre os esquemas.
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4.2.1 Baixo valor de Pe

Foram adotados para a execugao dos seguintes testes os valores de A = :”zi,
a = 22.5° e Pe=1. De acordo com a relagao A/Pe, as funcoes resposta para a
equagao de transporte serao representadas apenas pelas fungoes dos tipos A, B, CD
e DC, sobre as quais serao submetidos os esquemas. Nesta etapa de testes também
serao considerados apenas os esquemas central, exponencial de Allen e Southwell,
quadratico a montante e exponencial rotacional de seis nds, em funcao do que ja foi

constatado em termos de limitabilidade do esquema exponencial rotacional de cinco

nos.

Funcgao tipo A

a=0.0°

Comparando-se o que se observa na figura (4.61) ao que se apresenta na figura
(4.37) para os mesmos parametros mas para Pe=100, o esquema central passa a
se situar junto aos exponenciais aproximadamente na mesma faixa de valores de
erro em que estes se encontravam naquele caso (Chow, 1978). A coincidéncia dos
esquemas sobre as curvas ocorre devido a semelhanca entre os valores dos coeficientes
de influéncia. O esquema exponencial rotacional de seis nos possui coeficiente de
influéncia referente ao n6 nao cardeal com valor muito pequeno com relacao aos
outros coeficientes, o que faz com que este esquema tenha tendéncia a coincidir com
os de cinco nés, principalmente nos primeiros niveis de refinamento.Q quadrético a
montante possui coeficientes de influéncia bem diferenciados e os dos pontos mais a
oeste e mais ao sul sao de ordem significativa. Contudo, permanece como sendo o

melhor esquema.
a=22.5°

Nota-se na figura (4.62) que todos os esquemas, exceto o quadratico a montante,
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tendem a assumir o mesmo comportamento e a situar-se em uma faixa menor de
valores de erro. Ocorre mudanga de posigoes relativas entre os esquemas, onde o

esquema quadratico a montante passa a ser o melhor. Todos os esquemas sofrem

reducao no valor do erro.
a=45.0°

Na figura (4.63), novamente ocorre tendéncia dos esquemas a um mesmo com-
portamento e a um valor de erro menor. O quadratico a montante mais uma vez
coloca-se em posicao de menor valor de erro passando a representar o melhor es-

quema.

Fungao tipo B

a=0.0°

De acordo com a figura (4.64) com relacao a figura (4.39), os esquemas nao
exponenciais apresentam redugao sensivel no valor do erro, enquanto que os exponen-
ciais um aumento sensivel, mantendo a coincidéncia de valores de erro. O esquema
quadratico a montante passa a ter mudanca de comportamento, aproxima-se dos

outros esquemas mas mantém-se cOmo MmMenos preciso.
a=22.5°

Comparando-se a figura (4.65) com a figura (4.30), nota-se novamente reducao
nos valores de erro dos esquemas nao exponenciais e aumento para os exponenciais
exceto para o exponencial rotacional de seis nés que se mantém aproximadamente
nos mesmos valores. Ocorre coincidéncia dos esquemas,exceto o quadratico a mon-

tante que se apresenta como o menos preciso.

a=45.0°
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O mesmo tipo de mudangas de comportamento e de valores de erro se observa
entre as figuras (4.40) e (4.66), sendo que o que mais se destaca nesta iltima ¢
a completa alteracao no formato das curvas. O esquema quadratico 3 montante

novamente se apresenta como o esquema menos preciso.

Funcoes tipo CD e tipo DC

Para estes dois tipos de funcao , o comportamento foi similar ao ocorrido com
a funcao do tipo A, com coincidéncia dos esquemas, a nao ser do quadratico a

montante que passa a se apresentar em todos os casos como o esquema mais preciso.

Consideragoes parciais

Quando o angulo entre a grade numérica e a direcao do escoamento se ignala a 45
graus, o fato de os esquemas coincidirem quando se muda o valor de Pe de 100

para 1, significa aumento de acuidade para todos os esquemas quando aplicados as

funcoes dos tipos A, CD e DC.

Para a funcao do tipo A, o quadratico a montante foi mais sensivel a reducao
no valor de Pe, passando a ser o melhor esquema para todos os casos de variacao de
angulo. Todos os outros esquemas coincidiram em todos os casos e houve aumento

de acuidade para os esquemas de modo geral em todas as situacoes .
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Capitulo 5

Velocidade de convergéncia

A seguinte tabela apresenta dados de variacao do valor do peso da diagonal
da matriz dos coeficientes da forma de diferencas para cada método a medida em
que se promove o refinamento da malha, e o tempo de computacao exigido pelo o

processo iterativo até atingida a convergencia.

A contagem de tempo de computagao levado até a convergéncia envolve as
operacoes de calculo dos pontos internos ao dominio e sua correcao diante da
aplicagao do fator de relaxagao , o processo iterativo de substituicao destes pontos e
o teste de convergéncia. O calculo dos coeficientes nao foi levado em conta no tempo
de computagao , uma vez que os mesmos sao calculados uma so vez durante todo
o processo, lembrando que se trata de um problema linear, o que torna o trabalho

isento dos calculos dos coeficientes de influéncia constantemente.

Foi considerado o tempo acumulado a partir do nivel de refinamento de 25x25
espacamentos, que é a faixa onde o tempo de computagao se torna mais significa-
tivo e relevante. A execucao dos algoritmos foi realizada nas SPARCstation 1+ da

Faculdade de Engenharia Mecanica da UNICAMP.
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5.0.2 Pe=100, =0.0 graus, \=3II2'/2/2

| MALHA | CENTRAL | Q.MONT. | EXP.A-S [ EXP.ROT.SEIS NOS |

5x%5 0.13818 0.6296 1.0000 1.0000
10x10 0.3333 0.6552 1.0000 1.0000
15x15 0.4615 0.6774 1.0000 1.0000
20x20 0.5714 0.6970 1.0000 1.0000
25x25 0.6667 0.7143 1.0000 1.0000
30x30 0.7500 0.7297 1.0000 1.0000
35x35 0.8235 0.7436 1.0000 1.0000
40x40 0.8889 0.7561 1.0000 1.0000
45x45 0.9474 0.7674 1.0000 1.0000
50x50 1.0000 0.7778 1.0000 1.0000

Tabela 5.1: Estabilidade dos esquemas

CENTRAL Q.MONT.
MALHA | A B C D A B C D
25x25 | 0.32 | 1.57 | 0.31 | 1.70 | 0.91 | 4.83 | 0.93 | 5.47
30x30 | 050 | 3.37 [0.48 | 3.72 | 1.74 | 9.17 | 1.55 | 9.56
35x35 | 0.73 | 6.29 | 0.76 | 6.43 | 2.59 | 16.18 | 2.58 | 16.69
40x40 | 1.11 | 8.15 | 1.11 | 877 | 4.03 | 26.23 | 3.92 | 27.07
45x45 | 1.70 | 11.42 | 1.70 | 11.25 | 5.89 | 37.99 | 5.75 | 39.99
50x50 | 2.34 | 5.51 |2.20 | 5.82 | 8.33 | 56.43 | 8.15 | 57.78
EXP.A-S EXP.ROT.SEIS NOS
MALHA | A B G D A B 0 D
25x25 | 0.22 | 1.91 [0.23 | 2.43 (023 ] 1.95 | 0.24 | 2.24
30x30 | 047 | 3.89 |0.48 | 3.73 | 0.47 | 3.75 | 0.46 | 3.90
35x35 | 0.78 | 6.33 | 0.74 | 6.42 | 0.83 | 6.62 | 0.81 | 6.74
40x40 | 1.24 [ 10.14 | 1.22 [ 10.42 | 1.34 | 10.62 | 1.32 | 10.87
45x45 | 1.94 | 15.09 | 1.90 | 15.06 | 2.10 | 15.82 | 2.08 | 15.84
50x50 | 2.89 | 14.04 | 2.84 | 14.44 | 3.16 | 14.80 | 3.09 | 15.16

Tabela 5.2: Tempo de computacao em segundos sobre as funcoes A, B, C e D

O peso da diagonal representa o peso relativo do coeficiente de influéncia do

ponto centra, segundo o qual se pode verificar qual o nivel de estabilidade do es-
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quema. Como ja foi comentado no Capitulo 3, quanto mais préximo do valor unitario

este valor, mais estavel se apresenta o esquema.

Pelo que se pode ver na tabela (5.1), apesar do alinhamento entre grade e escoa-
mento proporcionando estabilidade incondicional ao esquema exponencial rotacional
de seis nds, o esquema central mostrou pouca estabilidade nos primeiros niveis de
refinamento, tendo esta condi¢ao melhorada sensivelmente no decorrer do processo,
até a estabilizacao completa. Como ja é bem conhecido, a estabilidade do esquema

central é bastante afetada pela predominancia da conveccao no escoamento.

O quadratico a montante inicia o processo com maior estabilidade que o es-
quema central mas apresenta pouca evolucao nestes termos com o refinamento. O

exponencial de Allen e Southwell, como se sabe, ¢ incondicionalmente estavel.

Em termos de velocidade de convergéncia, o esquema central se mostra mais
rapido que os demais enquanto que o quadratico a montante mais lento. Os esquemas
exponenciais de Allen e Southwell e rotacional de seis nés estao equiparados com
velocidade de convergéncia menor que a do esquema central, mais bem maior que a

do quadratico a montante.
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5.0.3 Pe=100, o=0.0 graus, A=50.2

Estas condigoes foram estabelecidas para que se tivesse resultados para as

fungoes dos tipos CD e DC. A estabilidade dos esquemas nao foi alterada com

relagdo ao que se obteve segundo a tabela (5.1).

A velocidade dos esquemas ¢ aumentada com o aumento da frequéncia, mas

em termos relativos nao houve alteracao .

CENTRAL Q.MONT.
MALHA| A | B [ CD [DC| A B CD | DC
25x25 | 0.26 | 1.46 | 0.78 | 0.69 | 0.54 | 3.41 | 2.90 | 2.47
30x30 | 0.41 232 | 1.45 | 1.52| 1.03 | 5.15 | 5.65 | 5.45
35x35 | 0.67 |3.19 | 2.78 | 2.60 | 1.68 | 8.42 | 10.86 | 10.25
40x40 | 0.97 [ 3.82 | 4.58 | 4.14 | 2.71 | 11.72 | 16.92 | 15.76
45x45 | 1.39 | 4.32 | 6.61 | 5.73 | 3.74 | 15.69 | 28.64 | 26.79
50x50 | 1.87 | 2.35 | 6.17 | 5.33 | 75.83 | 22.01 | 40.18 | 39.48

EXP.A-S EXP.ROT.SEIS NOS
MALHA| A | B | CD | DC| A B CD | DC
25x25 | 0.19 | 0.99 | 0.70 | 0.66 | 0.19 | 0.89 | 0.68 | 0.65
30x30 | 033|151 | 1.45 [1.20] 0.39 | 1.73 | 1.51 | 1.34
35x35 | 0.67 | 2.60 | 2.57 | 2.51 | 0.81 | 2.53 | 2.69 | 2.51
40x40 | 1.07 [4.37 | 4.74 | 423 | 1.11 | 4.51 | 4.85 | 4.22
45x45 | 1.69 | 5.53 | 7.47 | 6.96 | 1.90 | 5.94 | 8.10 | 6.99
50x50 | 2.47 | 7.46 | 11.79 | 10.9 | 2.65 | 7.94 | 11.82 | 10.69

Tabela 5.3: Tempo de computacao em segundos sobre as fungoes A, B, CD e DC
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5.0.4 Pe=100, a=22.5 graus, \=3II 2/2/2

[ MALHA [ CENTRAL | Q.MONT. | EXP.A-S | EXP.ROT.SEIS NOS |

5Xd 0.1531 0.6231 1.0000 0.7699
10x10 0.3061 0.6436 1.0000 0.8802
15x15 0.4592 0.6621 1.0000 0.9565
20x20 0.6043 0.6787 1.0000 0.9743
25x25 0.7023 0.6938 1.0000 0.9987
30x30 0.7875 0.7075 1.0000 1.0000
35x35 0.8621 0.7200 1.0000 1.0000
40x40 0.9281 0.7315 1.0000 1.0000
45x45 0.9869 0.7421 1.0000 1.0000
50x50 1.0000 0.7519 1.0000 1.0000

Tabela 5.4: Estabilidade dos esquemas

CENTRAL Q.MONT.
MALHA | A B C D A B G D
25x25 0.22 | 2.65 | 0.19 | 3.27 | 6.24 | 1.0 6.46
30x30 0.34 | 3.85 | 0.31 | 4.62 1.93 988 | 1.76 | 9.77
35x35 0.55 | 5.21 | 0.57 | 5.80 3.14 | 15.52 | 2.90 | 15.97
40x40 982 | 565 | 0.7T7T | 6.56 | 4.84 | 24.16 | 4.73 | 23.92
45x45 1.11 | 870 | 1.07 | 9.82 T.47 33.34 | 7.03 | 33.21
50x50 | 1.89 | 8.69 | 1.82 | 10.35 | 10.84 | 42.37 | 9.24 | 45.66
EXP.A-S EXP.ROT.SEIS NOS
MALHA | A B C D A B C D
25x25 0.19 | 1.62 |0.16 | 1.88 0.15 1.87 | 0.13 | 2.14
30x30 034 | 2.84 1037 | 3.15 0.35 266 | 0.31 | 2.98
35x35 | 0.62 | 4.99 | 0.65| 5.79 | 0.63 | 4.50 | 0.56 | 5.29
40x40 1.11 | 7.36 | 1.01 | 8.43 1.00 6.73 | 094 | 7.78
45x45 1.79 | 8.37 [1.69 | 10.01 | 1.63 7.99 | 1.52 | 9.27
50x50 2631 11.24 | 2.52 | 13.66 | 2.48 | 10.62 | 2.38 | 12.56

Tabela 5.5: Tempo de computacao em segundos sobre as fungoes A, B, C e D
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5.0.5 Pe=100, «=45.0 graus, \=3I1 2!/2/2

| MALHA | CENTRAL | Q.MONT. | EXP.A-S

EXP.ROT.SEIS NOS |

5%d 0.1414 0.6214 1.0000 0.6389
10x10 0.2828 0.6407 1.0000 0.7196
15x15 0.4243 0.6580 1.0000 0.7997
20x20 0.5657 0.6738 1.0000 0.8892
25x25 0.7071 0.6882 1.0000 0.9897
30x30 0.8485 0.7014 1.0000 1.0000
35x35 0.9899 0.7135 1.0000 1.0000
40x40 1.0000 0.7246 1.0000 1.0000
45x45 1.0000 0.7246 1.0000 1.0000
50x50 1.0000 0.7445 1.0000 1.0000

Tabela 5.6: Estabilidade dos esquemas

CENTRAL Q.MONT.
MALHA | A B G D A B C D
25x25 | 0.18 | 2.44 | 0.16 | 3.18 | 1.19 | 539 | 1.17 | 7.52
30x30 | 0.20 | 3.40 | 0.19 | 4.59 | 2.02 | 9.26 | 1.98 | 12.27
35x35 | 0.12 | 2.82 | 0.10 | 3.00 | 3.17 | 13.93 | 3.16 | 18.88
40x40 | 0.43 | 3.41 | 0.40 | 5.23 | 4.83 | 11.29 | 4.93 | 17.97
45x45 | 0.93 | 6.10 [ 0.91 | 857 | 7.15 | 14.89 | 7.23 | 24.73
50x50 | 1.69 | 8.64 | 1.58 | 12.5 | 10.51 | 19.71 | 10.32 | 32.48
EXP.A-S EXP.ROT.SEIS NOS

MALHA | A B C D A B C D
25x25 | 0.13 | 1.42 | 0.12 | 2.22 | 0.05 | 1.39 | 0.05 | 1L.45
30x30 | 0.29 | 2.66 | 0.24 | 3.69 | 0.18 | 2.53 | 0.19 | 3.39
35x35 | 0.49 | 4.23 [0.53 | 5.70 | 0.40 | 4.08 | 0.40 | 5.98
40x40 | 092 6.46 | 0.88| 9.05 | 0.87 | 6.72 | 0.77 | 9.86
45x45 1.57 | 9.07 | 1.47 | 13.12 | 1.54 9.01 1.41 13.63
50x50 |2.38|11.33]2.23|17.31 | 2.35 | 13.17 | 2.23 | 18.83

Tabela 5.7: Tempo de computacao em segundos sobre as funcoes A, B, C e D
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5.06 Pe=100, o=22.5 graus,; A\=5II 21/2/2

Os resultados de estabilidade para este caso nao foram alterados com relagio
aos resultados obtidos para o caso apresentado pela tabela (5.4) onde o parametro

A é menor.

CENTRAL Q.MONT.
MALHA | A B G D A B C D
25%25 0.24 | 3.11 10.19 | 3.10 | 1.09 | 5.82 | 0.93 | 6.02
30x30 | 0.34 | 4.50 |0.31| 4.37 | 1.92 | 10.65 | 1.68 | 10.34
35x35 051 | 544 | 048 | 6.20 | 3.32 | 17.75 | 2.75 | 16.44
40x40 | 0.76 | 7.08 | 0.83 | 7.69 | 4.99 | 25.09 | 4.32 | 23.24
45x45 1.24 | 897 | 1.21 | 11.27 | 7.57 | 35.19 | 6.25 | 30.80
50x50 | 1.76 | 8.99 | 1.88 | 11.53 | 9.91 | 44.15 | 8.69 | 42.02
EXP.A-S EXP.ROT.SEIS NOS
MALHA | A B % D A B G D
25%25 0.20 1.73 [ 0.15 | 2.01 |0.14 | 1.54 |0.13 | 2.31
30x30 0.32 | 3.04 [0.30 | 3.50 [0.28 | 3.21 |0.27| 4.15
35x35 | 0.58 | 5.57 [ 0.53 | 6.13 | 0.56 | 5.95 |0.54 | 7.05
40x40 1.01 | 807 10,95 9.23 |1.02 | 7.94 | 1.02 | 8.70
45x45 Lol [ 9.94 | L.ag| LL1I | 164 | 13.02 | 151 | 12:63
50x50 261 1| 13.05 (229 | 14.66 | 2.52 | 16.03 | 2.57 | 18.02

Tabela 5.8: Tempo de computacao em segundos sobre as fungoes A, B, C e D

Pelos resultados apresentados na tabela (5.4) com relacao a tabela (5.1), o
desalinhamento piora inicialmente a estabilidade do esquema exponencial rotacional
de seis nos que com o refinamento tende a regenerar esta caracteristica, como é
comum, o mesmo ocorrendo com o esquema central. O quadratico a montante sofre
reducao de estabilidade e mesmo ganhando com o refinamento nao atinge o mesmo

nivel que no caso do alinhamento.

Comparando os resultados da tabela (5.6) com os resultados da tabela (5.4), nas
etapas iniciais todos os esquemas apresentam redugao de estabilidade. O esquema

central e o exponencial rotacional de seis nés mostram uma evolugao mais rapida
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para a condicao de estabilidade completa.
5.0.7 Pe=1, a=22.5 graus, A=3II 21/2/2
| MALHA | CENTRAL | Q.MONT. | EXP.A-S | EXP.ROT.SEIS NOS |
5X9 1.0000 0.9438 1.0000 1.0000
10x10 1.0000 0.9698 1.0000 1.0000
15x15 1.0000 0.9793 1.0000 1.0000
20x20 1.0000 0.9843 1.0000 1.0000
25x25 1.0000 0.9873 1.0000 1.0000
30x30 1.0000 0.9894 1.0000 1.0000
35x35 1.0000 0.9909 1.0000 1.0000
40x40 1.0000 0.9920 1.0000 1.0000
45x45 1.0000 0.9929 1.0000 1.0000
50x50 1.0000 0.9936 1.0000 1.0000
Tabela 5.9: Estabilidade dos esquemas
CENTRAL Q.MONT.
MALHA | A B CD DC A B CD DC
25x25 1.83 | 230 | 1.56 | 3.07 | 2.27 | 3.02 | 1.99 | 3.98
30x30 4.07 | 478 | 3.71 | 6.63 | 4.62 | 542 | 4.13 | 7.55
35x35 737 | 7.83 | 6.36 | 11.29 | 7.89 | 8.93 | 7.20 | 12.53
40x40 | 11.19 | 12.17 | 9.98 | 18.09 | 12.77 | 14.27 | 11.87 | 20.37
45x45 | 17.14 | 18.18 | 16.15 | 28.36 | 20.37 | 21.59 | 18.29 | 31.31
50x50 | 25.17 | 25.99 [ 25.99 | 40.02 | 28.34 | 30.12 | 27.98 | 47.39
EXP.A-S EXP.ROT.SEIS NOS
MALHA | A B CD DC A B CD DC
25x25 205 | 234 | 1.62 | 3.26 | 2.01. | 261 | 1.77 | 3.34
30x30 4.17 | 4.74 | 3.53 | 6.78 | 4.21 | 4.92 | 3.65 | 6.88
35x35 7.09 | 7.85 | 6.22 | 11.22 | 7.64 | 854 | 7.03 | 12.29
40x40 | 11.88 | 12.78 [ 10.45 | 18.27 | 12.45 | 13.86 | 11.40 | 20.59
45x45 | 17.93 | 18.77 | 16.18 | 28.56 | 19.71 | 20.23 | 17.83 | 31.44
50x50 | 25.85 | 26.71 | 23.97 | 41.69 | 28.17 | 31.20 | 27.24 | 48.18
Tabela 5.10: Tempo de computacao em segundos sobre as funcoes A. B, CD e DC
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De acordo com os resultados apresentados pela tabela (5.8), todos os esque-
mas apresentaram aumento no tempo de computacao com relagao ao caso de menor
frequéncia, exceto o quadratico a montante que apresentou alguma redugao perma-
necendo mesmo assim como o esquema mais lento. Allen e Southwell e exponencial
rotacional de seis nos continuam equiparados com respeito a velocidade de con-

vergéncia.

Na condicao de nao predominio da convecgao , mesmo estando a grade desali-
nhada com a direcao do escoamento, apenas o esquema quadratico a montante nao
apresenta estabilidade incondicional, embora esta esteja mais acentuada do que nos

outros casos, onde o valor de Pe era igual a 100.

Todos os esquemas apresentaram retardo significativo na velocidade de con-
vergencia, e as posicoes relativas entre os esquemas apresenta alguma alteragao ; os
esquemas central e de Allen e Southwell estao equiparados como mais velozes en-
quanto que o esquema exponencial rotacional de seis nos se aproxima do quadratico

a montante colocando-se entre os esquemas mais lentos.

Consideracoes parciais

A tabela (5.6) confirma por comparagao com as demais, a estabilidade do
esquema central que ocorre quando o valor do Pe do escoamento é baixo e como se
altera quando se eleva este numero para 100, de acordo com o que foi citado por
ocasiao da apresentagao deste esquema no Capitulo 3 e do fato de ser necessario o

uso do fator de relaxagao .

Mantendo-se o valor do numero de Peclet global, como nos casos em que se
adotou este valor como sendo igual a 100, nota-se que a estabilidade dos esquemas
s6 foi alterada quando se alterou o angulo de inclinacao da direcao do escoamento

com relagao a direcao da grade numérica.



Capitulo 6

Conclusoes

A partir do que foi possivel se observar dos resultados apresentados no decorrer
dos testes aqui descritos, algumas consideragoes gerais podem ser tracadas a respeito
dos esquemas, em termos da relacao A/Pe. As condiges especiais como o0s casos
de a=0.0° e Pe=1, nao serao comentadas por tratarem de situagoes especiais e o
fato de provocarem coincidéncia de coeficientes entre os esquemas, tendo portanto
efeitos ja esperados em termos de melhora de acuidade e sobreposicao das linhas que
representam o comportamento dos esquemas, atentando para o resultados apresen-

tados pelo esquema quadratico a montante sob Pe=1, que ja foram comentados no

capitulo 4.

RESULTADOS PARA PREDOMINANCIA DA CONVECCAOQ

Pe=100
| ANG.GRADE/ESC. | FUNCOES | FAVORECIDOS | DESFAVORECIDOS
== 22.5° A* e C* exp.rot.6 nos Allen
ou B* e D* Allen central
a = 45.0° CD**, DC** | Allen+exp.rot.6 nos central
C&D***

* A=3/2 2/25; ** 1=50.2; *** A=50.

Tabela 6.1: Comportamento geral dos esquemas
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6.1 Comportamento geral dos esquemas

CENTRAL

Esteve entre os piores esquemas sob elevado valor de Pe, para funcoes que a
baixas relagoes A/Pe apresentam difusao na direcao do escoamento. Este compor-

tamento foi assumido estando a grade alinhada ao escoamento ou nao .

No caso do teste de aproximacao do transporte convectivo onde se adotou
Pe=3000, foi o0 esquema que apresentou maiores oscilagoes , 0 que confirma sobretudo

a instabilidade do esquema quando submetido a elevados valores de Pe.

Foi o esquema mais rapido juntamente com o exponencial de Allen e Southwell

para baixo valor de Pe e foi o esquema mais rapido para elevados valores de Pe.

QUADRATICO A MONTANTE

Foi o melhor esquema para baixo valor de Pe, e para baixas relagoes A/Pe
apresentou melhores resultados apenas na situacao de grade alinhada ao escoa-
mento sobre funcgoes que apresentaram difusao predominante na direcao cruzada
ao escoamento. Na mesma condicao de alinhamento, apresentou piores resultados
juntamente com o central sobre fungoes onde nao houve predominio de difusio em

alguma direcao .

Submetido ao teste de aproximacao do transporte convectivo, foi afetado pela
oscilagao assim como o central embora em menor escala. Foi o esquema mais lento

tanto a baixos quanto a elevados valores de Pe.

EXPONENCIAL DE ALLEN E SOUTHWELL

Para baixa relacao A/Pe, apresentou melhores resultados sobre fungoes que
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caracterizaram predominancia da difusao na direcao do escoamento ou sem pre-
dominancia, com grade alinhada ou nao e apresentou piores resultados junto ao
exponencial rotacional de seis nés para o caso de difusao cruzada e grade alinhada,

enquanto que fol o pior no caso de grade desalinhada nesta condicao .

Apresentou comportamento difusivo no teste por aproximagao do problema de
transporte convectivo. E relativamente rapido, sendo apenas um pouco mais lento

que o central.

EXPONENCIAL ROTACIONAL DE SEIS NOS

Para baixo valor A/Pe, foi o melhor esquema ou esteve entre os melhores em
quase todas as situagoes entre tipos de funcao e angulos entre grade numérica e

dire¢ao do escoamento.

Com relacao ao transporte puramente convectivo, foi o que mais se aproximou
do perfil exato. Em termos de velocidade de convergéncia, equipara-se ao esquema

de Allen sendo algo mais lento que o central.

6.1.1 Consideracgoes gerais

De todas as observagoes colhidas, pode-se eleger o esquema exponencial rota-
cional de seis nés como o mais conflavel de modo geral, visto que na maioria dos
casos esteve entre os melhores esquemas, e quando nao o foi, esteve bem préximo

ao esquema mais preciso.
Foi um dos esquemas mais estaveis em todos os casos e relativamente rapido.

O teste complementar apresentado pelas figuras (4.43) a (4.48) mostra que
o exponencial rotacional de seis nés é o menos afetado em termos de precisao pelo

angulo formado entre grade numeérica e escoamento e pelo elevado valor do niimero de
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Peclet. Os outros esquemas apresentaram melhor ou pior desempenho em situagoes
particulares com relacao ao exponencial rotacional de seis nds, porém este nio se

apresentou como pior esquema em nenhuma situacao .

Pode-se afirmar portanto que o esquema exponencial rotacional de seis nds seja

o que apresenta resultados mais satisfatorios de modo geral.
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Apéndice A

Algoritmos

LISTAGEM DOS ALGORITMOS

A seguinte listagem representa o algoritmo basico utilizado para a execucao
de todos os testes apresentados no trabalho com todos os esquemas, com algumas
alteracoes discriminadas pelos blocos recorrentes a cada esquema ou condicao es-

pecifica. A apresentacao do contendo de cada um destes blocos segue a apresentacao

da listagem.

IMPLICIT REAL (A-H,0-Z)
PARAMETER(KI=50,KF=KI+2)

DIMENSION FI(KF,KF),XY(KILKI)
DIMENSION DIF(KI,KI),FE(KF,KF)
COMMON/IFIX/ICONT,PILALF,DX,DY ,XL,YL
COMMON/IFIX/PE,[.J,FE,PAR XLBD

C OS TAMANHOS DOS DOMINIOS NAS DUAS DIRECOES,

C O NUMERO DE INTERVALOS EM QUE SERAO DIVIDIDOS,

C O NUMERO DE PECLET GLOBAL, O ANGULO ENTRE GRADE
C NUMERICA E ESCOAMENTO E O VALOR DA FREQUENCIA
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C SAO LIDOS EM ARQUIVO TIPO NAMELIST:
C
NAMELIST/NLIST/XL,NX,YL,NY.PE,ALF,XLBD
REAL*4 DTIME,ARRAY(2),CPU
OPEN(UNIT=21,FILE="entrada.dat’,STATUS="OLD’)
READ(21,NLIST)
OPEN(UNIT=10,FILE="esquema.dat’,STATUS="UNKNOWN”)
7 FORMAT(/,11(1X,F8.4))
9 FORMAT(/,11(E12.4))
11 FORMAT(2(1X,E12.4))
C
PI=4.*ATAN(1.)
PAR=XLBD/PE
ALF=ALF*PI1/180.
1 DX=XL/NX
DY=YL/NY
[CONT=0
C
C CALCULO DOS COEFICIENTES DE INFLUENCIA
C

BLOCO 1

C CALCULO DO FATOR DE RELAXACAO,0MG
C
BLOCO 2

@
5 DO I=2,NX
DO J=2,NY
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XY(1,J)=0.0
FI(1,J)=0.0
ENDDO
ENDDO
ITER=1
IF(ICONT.EQ.0) GO TO 2
IF(ICONT.EQ.1) GO TO 3
IF(ICONT.EQ.2) GO TO 4
[F(ICONT.EQ.3) GO TO 6
¢
C CALCULO DOS VALORES EXATOS
C
2 DO J=1,NY+1
DO I=1,NX+1
CALL FIX
ENDDO
ENDDO
GO'TOS
3 DO J=1,NY+1
DO I=1,NX+1
CALL FIX
ENDDO
ENDDO
GO TO 8
4 DO J=1,NY+1
DO I=1,NX+1
CALL FIX
ENDDO
ENDDO
GO TO 8
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6 DO J=1,NY+1
DO I=1,NX+1
CALL FIX
ENDDO
ENDDO

C NORMALIZACAO DOS VALORES EXATOS PELA DIFERENCA
C ENTRE O VALOR MINIMO E O MAXIMO DA FUNCAO EXATA
C DISCRETA

BLOCO 3

DO I=1,NX+1

DO J=1,NY+1
FE(1,J)=FE(I,J)/(FIMAX-FIMIN)

ENDDO

ENDDO

C RESERVA DOS VALORES DE CONTORNO

BLOCO 4

C CALCULO DOS PONTOS INTERNOS UTILIZANDO
C FATOR DE RELAXACAO 'OMG’

CPU = DTIME(ARRAY)
14 DO J=2,NX
DO 1=2,NX
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BLOCO 5

ENDDO

ENDDO
C
C CRITERIO DE PARADA
C

DO I=2,NX

DO J=2,NY

DIF(I,J)=ABS(FI(1,J)-XY(1,J))

DEL=DIF(L,J)

IF(DEL.GT.1.E-07) GO TO 15

ENDDO
ENDDO
CPU = DTIME(ARRAY)
C
C CALCULO DO ERRO

SOMA=0.0
DO 1=2,NX

DO J=2,NY
VAR=FI(I,J)-FE(I,J)
DIFQ=VAR*VAR
SOMA=SOMA-+DIFQ
ENDDO

ENDDO
DIV=SOMA/((NX-1)*(NY-1))
ERRO=SQRT(DIV)
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C
C
C

C

IF(ICONT.EQ.0) GO TO 16
[F(ICONT.EQ.1) GO TO 17
IF(ICONT.EQ.2) GO TO 18
IF(ICONT.EQ.3) GO TO 19

RESERVA PARA VERIFICACAO DE CONVERGENCIA

15 DO [=2,NX

DO J=2.NY
XY(L,J)=FI(1,J)
ENDDO
ENDDO
ITER=ITER+1
GO TO 14

100 FORMAT('"MALHA=",13," x ’I3)
101 FORMAT('NUMERO DE ITERACOES = ".I5,)
102 FORMAT(’CPU TIME =',F8.4,” FATOR DE RELAXACA O =,

| F8.4)

103 FORMAT(’ERRO QUADRATICO MEDIO DO METODO=",E12.4)

16 WRITE(10,*)

WRITE(10,100) NX,NY
WRITE(10,%)
WRITE(*,*)’CONVERGENCIA PARA FUNCAO TIPO A’
ICONT=ICONT+1
WRITE(10,*)’CONVERGENCIA PARA FUNCAO TIPO A’
WRITE(10,%)

WRITE(10,103) ERRO

WRITE(10,101) ITER

WRITE(10,102) CPU,OMG
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GO TO 5
17 WRITE(10,%)
WRITE(*,*)’CONVERGENCIA PARA A FUNCAO TIPO B’
ICONT=ICONT+1
WRITE(10,*) CONVERGENCIA PARA A FUNCAO TIPO B’
WRITE(10,%)
WRITE(10,103) ERRO
WRITE(10,101) ITER
WRITE(10,102) CPU,OMG
GO TO 5
18 WRITE(10,*)
[F(PAR.GT..5) THEN
WRITE(*,*)’CONVERGENCIA PARA A FUNCAO TIPO CD’
ELSE
WRITE(*,*)’CONVERGENCIA PARA A FUNCAO TIPO C’
ENDIF
[CONT=ICONT+1
WRITE(10,)
IF(PAR.GT..5) THEN
WRITE(10,*)CONVERGENCIA PARA A FUNCAO TIPO CD’
ELSE
WRITE(10,*)’CONVERGENCIA PARA A FUNCAO TIPO C’
ENDIF
WRITE(10,*)
WRITE(10,103) ERRO
WRITE(10,101) ITER
WRITE(10,102) CPU,OMG
GO TO 5
19 WRITE(10,%)
IF(PAR.GT..5) THEN
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C
C

WRITE(*,*)’CONVERGENCIA PARA A FUNCAO TIPO DC’
ELSE

WRITE(*,*)’CONVERGENCIA PARA A FUNCAO TIPO D’
ENDIF

ICONT=ICONT+1

WRITE(10,*)

[F(PAR.GT..5) THEN

WRITE(10,*)’CONVERGENCIA PARA A FUNCAO TIPO DC’
ELSE

WRITE(10,*)’CONVERGENCIA PARA A FUNCAO TIPO D’
ENDIF

WRITE(10,*)

WRITE(10,103) ERRO

WRITE(10,101) ITER

WRITE(10,102) CPU,OMG

NX=NX+5

NY=NY+5

[F(NX.GT.50) GO TO 12

GO TO 1

12 STOP

END

SUBROTINA PARA CALCULO DOS VALORES EXATOS

SUBROUTINE FIX
COMMON/IFIX/ICONT,PI,ALF,DX,DY XL,YL
COMMON/IFIX/PE,I,J FE,PAR,XLBD
PARAMETER(KI=50,KF=KI+2)

DIMENSION X(KF),Y(KF),XI(KF),YI(KF),FE(KF ,KF)
CT=0.0
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ANG=0.0

XI(I)=-XL/2.+(I-1)*DX
YI(J)=-YL/2.4+(J-1)*DY
X(I)=XI(1)*COS(ALF)+YI(J)*SIN(ALF)
Y(J)=-XI(I)*SIN(ALF)+YI(J)*COS(ALF)

C ADIMENSIONALIZACAO

X(I)=X(I)/XL
Y(J)=Y(J)/YL

IF(ICONT.EQ.1) GO TO 2
[F(ICONT.EQ.2) GO TO 3
IF(ICONT.EQ.3) GO TO 5

CT=(PE-SQRT(PE*PE+4.*XLBD*XLBD))*X(1)/2.
ANG=XLBD*Y(J)
FE(I,J)=EXP(CT)*SIN(ANG)
GO TO 4
@)

92 CT=(PE+SQRT(PE*PE+4.*XLBD*XLBD))*X(1)/2.

ANG=XLBD*Y(J)
FE(I,J)=EXP(CT)*SIN(ANG)
GO TO 4

&

3 IF(PAR.GT..5) GO TO 6
CT=(PE-SQRT(PE*PE-4.*XLBD*XLBD))*X(I)/2.
VAR=XLBD*Y(J)

FE(I,J)=EXP(CT+VAR)
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GO TO 4
g
6 ANG=SQRT(4.*XLBD*XLBD-PE*PE)*X(I)/2.
CT=PE*X(I)/2.
VAR=XLBD*Y(J)
FE(L,J)=SIN(ANG)*EXP(CT+VAR)
GO TO 4
C
5 IF(PAR.GT..5) GO TO 7

CT=(PE+SQRT(PE*PE-4.*XLBD*XLBD))*X(I)/2.

VAR=XLBD*Y(J)
FE(I,J)=EXP(CT+VAR)
GO TO 4
C
7 ANG=SQRT(4.*XLBD*XLBD-PE*PE)*X(1)/2.
CT=PE*X(I)/2.
VAR=XLBD*Y(J)
FE(1,J)=COS(ANG)*EXP(CT+VAR)
C
4 RETURN
END
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LISTAGEM DOS BLOCOS

BLOCO 1 - CALCULO DOS COEFICIENTES DE INFLUENCIA

Esquema central

A=2.0/(DX*DX)+2.0/(DY*DY)
B=(1.0/(DX*DX)+.5* PE*COS(ALF)/DX)/A
C=(-.5*PE*COS(ALF)/DX+1.0/(DX*DX))/A
D=(1.0/(DY*DY)+.5*PE*SIN(ALF)/DY)/A
E=(-.5*PE*SIN(ALF)/DY+1.0/(DY*DY))/A

Esquema exponencial rotacional de cinco 6s

DPX=PE*COS(ALF)*DX  DPY=PE*SIN(ALF)*DY
EE=EXP(DPX)-1.

EW=(1./EXP(DPX))-1.

EN=EXP(DPY)-1.

ES=(1./EXP(DPY))-1.
TETA=(EE-EW)*DY*COS(ALF)+(EN-ES)*DX*SIN(ALF)
EPS—(EN+ES)*DX*DX*SIN(ALF)*SIN(ALF)-(EE+EW)*DY*DY*

! COS(ALF)*COS(ALF)
PIE=PE*COS(ALF)*(EPS+DY*COS(ALF)*TETA)/(2.*DX)-(EN+ES)
PIW=PE*COS(ALF)*(-EPS+DY*COS(ALF)*TETA)/(2.*DX)-(EN+ES)
PIN=PE*SIN(ALF)*(EPS-DX*SIN(ALF)*TETA)/(2.*DY)+(EE+EW)
PIS=PE*SIN(ALF)*(-EPS-DX*SIN(ALF)*TETA)/(2.*DY )+(EE+EW)

A=PIE+PIW+PIN+PIS
B=PIE/A
C=PIW/A
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D=PIS/A
E=PIN/A

Esquema exponencial de Allen e Southwell

DPX=PE*COS(ALF)*DX
DPY=PE*SIN(ALF)*DY
EXPX=EXP(DPX)

EXPY=EXP(DPY)
A=(-DPX/(1./EXPX-1.))*(1./(DX*DX))+

! (DPX/(EXPX -1.))*(1./(DX*DX))+

| (-DPY/(1./EXPY-1.))*(1./(DY*DY))+
(DPY/(EXPY-1.))*(1./(DY*DY))
B=((-DPX/(1./JEXPX-1.))*(1./(DX*DX)))/A
C=((DPX/(EXPX -1.))*(1./(DX*DX)))/A
D=((-DPY/(1./EXPY-1.))*(1./(DY*DY)))/A
E=((DPY/(EXPY-1.))*(1./(DY*DY)))/A

!

Esquema quadratico a montante

A=2./(DX*DX)+2./(DY*DY)+3.*PE*COS(ALF)/(2.DX)
| +3.*PE*SIN(ALF)/(2.*DY)
B=(-PE*COS(ALF)/(2.*DX))/A
C=(1./(DX*DX)+4.*PE*COS(ALF)/(2.*DX))/A
D=(1./(DX*DX))/A
E=(1./(DY*DY)+4.*PE*SIN(ALF)/(2.*DY))/A
F=(1./(DY*DY))/A

G=(-PE*SIN(ALF)/(2.*DY))/A
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Esquema exponencial rotacional de seis nds

EE=EXP(PE*DX*COS(ALF))-1.
EW=EXP(-PE*DX*COS(ALF))-1.
EN=EXP(PE*DY*SIN(ALF))-1.
ES=EXP(-PE*DY*SIN(ALF))-1.

XSUP=-(EE+EW)*DY /DX-(EN+ES)*DX/DY+((EE-EW)

| *COS(ALF)*DY+(EN-ES)*SIN(ALF)*DX)*PE/2.
XINF=(EE+EW)*COS(ALF)*DY/DX+(EN+ES)*SIN(ALF)
| *DX/DY+ES*EW*2.*SIN(ALF)*COS(ALF)
F=XSUP/XINF

PIE=-PE*COS(ALF)/(2.¥DX)+(F*COS(ALF)*COS(ALF)+1.)/
| (DX*DX)
PIW=PE*COS(ALF)/(2.DX)+(F*COS(ALF)*COS(ALF)+1.)/
| (DX*DX)-2.*F*SIN(ALF)*COS(ALF)/(DX*DY)
PIN=-PE*SIN(ALF)/(2.*DY)+(F*SIN(ALF)*SIN(ALF)+1.)/

| (DY*DY)
PIS=PE*SIN(ALF)/(2.*DY)+(F*SIN(ALF)*SIN(ALF)+1.)/

| (DY*DY)-2.*F*SIN(ALF)*COS(ALF)/(DX*DY)
PISW=2.*F*SIN(ALF)*COS(ALF)/(DX*DY)
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BLOCO 2 - FATOR DE RELAXACAO

Esquemas de cinco pontos

DEN=ABS(B)+ABS(C)+ABS(D)+ABS(E)
XNUM=ABS(B+C+D+E)
OMG=XNUM/DEN

Esquema quadratico a montante

DEN=ABS(B)+ABS(C)+ABS(D)+ABS(E)+ABS(F)+ABS(G)
XNUM=ABS(B+C+D+E+F+G)
OMG=XNUM/DEN

Esquema exponencial rotacional de seis nés
DEN=ABS(B)+ABS(C)+ABS(D)+ABS(E)+ABS(SW)

XNUM=ABS(B+C+D+E+SW)
OMG=XNUM/DEN
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BLOCO 3 - NORMALIZACAO

Esquemas de cinco pontos

8 FIMAX=FE(2,1)
FIMIN=FE(2,1)

J=1

DO 1=2,NX
IF(FIMAX.LT.FE(1,J)) THEN
FIMAX=FE(L,J)

ELSE

IF(FIMIN.GT.FE(1,J)) THEN
FIMIN=FE(LJ)

ENDIF

ENDIF

ENDDO

DO J=2,NY

DO I=1,NY+1
[F(FIMAX.LT.FE(1,J)) THEN
FIMAX=FE(I,J)

ELSE

[F(FIMIN.GT.FE(1,J)) THEN
FIMIN=FE(IJ)

ENDIF

ENDIF

ENDDO

ENDDO

J=NY+1

DO 1=2,NX
[F(FIMAX.LT.FE(I,J)) THEN
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FIMAX=FE(I,J)

ELSE
IF(FIMIN.GT.FE(I,J)) THEN
FIMIN=FE(I,J)

ENDIF

ENDIF

ENDDO

DO I=1,NX+1

DO J=1,NY+1
FE(LJ)=FE(1,J)/(FIMAX-FIMIN)
ENDDO

ENDDO

Esquema quadratico a montante

8 FIMAX=FE(2,0)
FIMIN=FE(2,0)

J=0

DO 1=2,NX
[F(FIMAX.LT.FE(I,J)) THEN
FIMAX=FE(1,J)

ELSE
IF(FIMIN.GT.FE(1,J)) THEN
FIMIN=FE(LJ)

ENDIF

ENDIF

ENDDO

J=1

DO I=2,NX+1
[F(FIMAX.LT.FE(L,J)) THEN
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FIMAX=FE(I,J)

ELSE

[F(FIMIN.GT.FE(I,J)) THEN
FIMIN=FE(I,J)

ENDIF

ENDIF

ENDDO

DO J=2,NY

DO I=0,NY+1
[F(FIMAX.LT.FE(I,J)) THEN
FIMAX=FE(L,J)

ELSE
[F(FIMIN.GT.FE(I,J)) THEN
FIMIN=FE(LJ)

ENDIF

ENDIF

ENDDO

ENDDO

J=NY+1

DO [=2,NX
[F(FIMAX.LT.FE(I,J)) THEN
FIMAX=FE(LJ)

ELSE
[F(FIMIN.GT.FE(LJ)) THEN
FIMIN=FE(I,J)

ENDIF

ENDIF

ENDDO

DO [=0,NX+1

DO J=0,NY+1
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FE(I,J)=FE(1,J)/(FIMAX-FIMIN)
ENDDO
ENDDO

Exponencial rotacional de seis nés

8 FIMAX=FE(1,1)
FIMIN=FE(L,1)

J=1

DO I=1,NX
IF(FIMAX.LT.FE(I,J)) THEN
FIMAX=FE(LJ)

ELSE
IF(FIMIN.GT.FE(I,J)) THEN
FIMIN=FE(LJ)

ENDIF

ENDIF

ENDDO

DO J=2,NY

DO I=1,NY+1
IF(FIMAX.LT.FE(I,J)) THEN
FIMAX=FE(LJ)

ELSE
IF(FIMIN.GT.FE(I,J)) THEN
FIMIN=FE(I,J)

ENDIF

ENDIF

ENDDO

ENDDO

J=NY+1
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DO 1=2,NX
[F(FIMAX.LT.FE(I,J)) THEN
FIMAX=FE(LJ)

ELSE
IF(FIMIN.GT.FE(L,J)) THEN
FIMIN=FE(I,J)

ENDIF

ENDIF

ENDDO

DO I=1,NX+1

DO J=1,NY+1
FE(LJ)=FE(I,J)/(FIMAX-FIMIN)
ENDDO

ENDDO
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BLOCO 4 - RESERVA DOS VALORES DE CONTORNO

Esquemas de cinco pontos e exponencial rotacional de seis nés

DO I=1,NX+1
FI(I,1)=FE(I,1)
FI(ILNY+1)=FE(I,NY+1)
ENDDO

DO J=1,NY+1
FI(1,J)=FE(1,))
FI(NX+1,J)=FE(NX+1,J)
ENDDO

Esquema quadratico a montante

DO I=1,NX+1
FI(1,0)=FE(1,0)
FI(I,1)=FE(I,1)
FI(LNY+1)=FE(LNY+1)
ENDDO

DO J=1,NY+I
F1(0,J)=FE(0,J)
FI(1,J)=FE(1,J)
FI(NX+1,J)=FE(NX+1,J)
ENDDO
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BLOCO 5 - CALCULO DOS PONTOS INTERNOS

Esquemas central e exponencial de Allen e Southwell

FI(LJ)=FI(I-1,J)*B+FI(I+1,J)*C+FI(1,J-1)*D
| +FI(IJ+1)*E
FI(I,J)=XY(LJ)+(FI(LJ)-XY(LJ))*OMG

Esquema exponencial rotacional de cinco nés

FI(,J)=FI(I+1,J)*B+FI(I-1,J)*C+FI(1,J-1)*D
| +FI(LJ+1)*E
FI(L,J)=XY(LJ)+(FI(LJ)-XY(L,J))*OMG

Esquema quadratico a montante

FI(1,J)=FI(1-2,J)*B+FI(I-1,J)*C+FI(I+1,J)*D
| +FI(LJ-1)*E+FI(1,J+1)*F+FI(LJ-2)*G
FI(1,J)=XY (I,J)+(FI(1J)-X Y (I,J))*OMG

Esquema exponencial rotacional de seis nés

FI(1,J)=FI(I+1,J)*B+FI(I-1,J)*C+FI(LJ-1)*D
! +FI(I,J+1)*E+FI(I-1,J-1)*SW
FI(1,J)=XY(LJ)+(FI(1,J)-XY(1,J))*OMG
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GRADE ALINHADA A DIRECAO DO ESCOAMENTO

Neste caso da grade numérica estar alinhada com a direcao do escoamento, como
ja foi citado no Capitulo 4, o calculo dos coeficientes de influéncia do esquema
exponencial de Allen e Southwell foi direcionado de modo evitar se atingir uma
indererminagao matematica. Assim, o bloco 1 passou a ser descrito para este

esquema da forma apresentada a seguir.

BLOCO 1 - CALCULO DOS COEFICIENTES DE INFLUENCIA

Esquema exponencial de Allen e Southwell

DPX=PE*COS(ALF)*DX

EXPX=EXP(DPX)
A=(-DPX/(1./JEXPX-1.))*(1./(DX*DX))+

| (DPX/(EXPX -1.))*(1./(DX*DX))+(2./(DY*DY))
B=((-DPX/(1./EXPX-1.))*(1./(DX*DX)))/A
C=((DPX/(EXPX -1.))*(1./(DX*DX)))/A
D=(1./(DY*DY))/A

E=(1./(DY*DY))/A

Os célculos com outros parametros sobre este esquema e quaisquer parametros
para os outros esquemas exigem apenas a leitura dos dados no arquivo de entrada.
Este arquivo é lido no momento da execugao do algoritmo e o formato é

apresentado a seguir.
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Arquivo tipo namelist de entrada de dados

&nlist
xl=
nx=—
yl=
ny=
pe=
alf=
xlbd=

&nend

onde:

xl = comprimento total na direcao

yl = comprimento total na direcao y

nx = numero de espagamentos em que sera subdividida a direcao z
ny = ndmero de espagamentos em que sera subdividida a direcao y
pe = nimero de Peclet global do escoamento

alf = angulo formado entre grade numérica e escoamento (em graus)

xlbd = valor da frequéncia A



