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Resumo

PEREIRA, Carlos Eduardo Leite, Formulagio Variacional e Aprozimacio por Elementos
Finitos dos Modelos de Placa de Kirchhoff € Reissner-Mindlin, Campinas : Faculdade
de Engenharia Mecénica, Universidade Estadual de Campinas, 2002. 120p. Dissertacéo
{Mestrado)

O presente trabalho tem por objetivo desenvolver a formulagao variacional dos modelos
de placa de Kirchhoff, incluindo o efeito de membrana, e de Reissner-Mindlin. Ambos os
modelos sdo formulados utilizando-se a mesma metodologia. Primeiramente, definem-se as
hipdteses cinemdéticas dos modelos, considerando-se pequenos deslocamentos. Em seguida,
deduzem-se os campos de deformacio e de movimentos rigidos compativeis com a cinemética.
O conceito de trabalho interno é utilizado com o objetivo de encontrar os esforcos internos
compativeis com & cinemadtica dos modelos. Em seguida, o Principio dos Trabalhos Virtuais
(PTV) é utilizado, a fim de caracterizar os esforgos externos e os Problemas de Valor de
Contorno (PVC}) de equilibrio. Conhecidos esses PVCs, a equacdo constitutiva de um material
elastico, linear, isotrépico e homogéneo é utilizada para obter as relagdes entre os campos de
tensao e de deformacao dos modelos de placa, assim como os PVCs o forma forte em termos
da cinematica. As formas fracas das equacdes diferenciais dos modelos séo entdo aproximadas
pelo Método dos Elementos Finitos. Finalmente, consideragdes sobre os elementos de placa

sao apresentadas.
Polavras Chave

-Placas, Kirchhoff, Mindlin, Reissner, Elementos Finitos, Formulacdo Variacional



Abstract

PEREIRA, Carlos Eduardo Leite, Variational Formulation and Finite Element A poroach of
the Kirchhoff and Reissner-Mindlin Plate Models, Campinas : Faculdade de Engenharia
Mecénica, Universidade Estadual de Campinas, 2002, 120p. Dissertagao (Mestrado)

The present work aims to present the variational formulation of the Kirchhoff plate
model with membrane effect and the Reissner-Mindlin plate model. Both models are formu-
lated using the same methodology. First, it is defined the kinematic hypotheses of the models
for small displacements. After that, the strain and rigid displacement fields compatible with
the kinematic hypotheses are obtained. The internal work coneept is used to find the internal
forces compatible with the kinematic hypotheses of the models. The Virtual Work Principle
is used to find the external forces and the equilibrium Boundary Value Problems (BVP).
The constitutive equation of the elastic, linear, isotropic and homogeneous material is used
to obtain the relations between the stress and strain fields. Based on that, BVPs in terms of
the kinematics are obtained. The weak forms of the differential equation are approximated

by Finite Element Method. Finally, comments about plate elements are presented.
Keywords

-Plates, Kirchhoff, Mindlin, Reissner, Finite Element Method, Variational Formulation
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Nomenclatura

Letras Latinas

a,b,c,w - deslocamento transversal na direcio do eixo z

¢ - deslocamento longitudinal nodal na direcio do eixo z dos pontos da superficie de
referéncia no modelo de Kirchhoff

d - deslocamento longitudinal nodal na dire¢ao do eixo y dos pontos da superficie de
referéncia no modelo de Kirchhoff

fei - forga distribuida interna tangente & superficie de referéncia na diregéo z

fyi - forga distribuida interna tangente & superficie de referéncia na diregéo y

fz - forca distribuida externa na diregdo de r tangente & superficie de referéncia da placa
fy - forga distribuida externa na direcdo de y tangente & superficie de referéncia da placa
fun - forca distribuida interna normal & superficie lateral do contorno da placa

fns - forga distribuida interna tangencial & superficie lateral do contorno da placa
fan - forca distribuida externa normal & superficie lateral do contorno da placa

fne - forca distribuida externa tangencial & superficie lateral do contorno da placa

k - fator de corregao da distruigio da tensdo de cisalhamento

Mys - Momento interno distribuido na diregéo do vetor tangente ¢ no contorno

M,y - momento fletor externo distribuido por unidade de drea na direcio do eixo z
™M,y - momento fletor externo distribuido por unidade de 4rea na direcéo do eixo y
My - momento fletor externo distribuidoe paralelamente no contorno da placa

May - momento tor¢or externo distribuido perpendicularmente no contorno da placa
n; - componente na dire¢io do eixo z do vetor normal 4 espessura

n, - componente na dire¢do do eixo y do vetor normal & espessura

g - forga distribuida externa transversal & superficie média definida no contorno

g; - carga interna distribufda perpendicular a superficie de referéncia na direcéio z

g - carga externa distribuida perpendicular & superficie de referéncia na direcéo 2

g» - carga externa distribuida no contorno da placa na direcio do eixo 2

t - espessura da placa

t; - densidade de trabalho interno

u - deslocamento longitudinal na direcio do eixo x
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ug - deslocamento longitudinal na dire¢io do eixo z dos pontos da superficie de referéncia
Ugn - deslocamento longitudinal na diregio do eixo n dos pontos da superficie de referéncia
v - deslocamento longitudinal na diregio do eixo y; funcio teste pertencente ao dominic do
operador diferencial que satisfaz as condigdes de contorno do problema

vy - deslocamento longitudinal na diregdo do eixo y dos pontos da superficie de referéncia
vg: - deslocamento longitudinal na dire¢fio do eixo ¢ dos pontos da superficie de referéncia
Un, U - funclo teste aproximada

wy, W - deslocamento aproximado transversal na direcdo do eixo z

A - drea da superficie de referéncia da placa

D - médulo de rigidez devido ao efeito de flexdo

D s - dominio do operador diferencial do efeito de flexdo

D j= - dominio do operador diferencial do efeito de membrana

E - médulo de elasticidade

G - médulo de elasticidade transversal

Mgz - momento fletor interno por unidade de comprimento na diregao do eixo y

Myy - momento fletor interno por unidade de comprimento na direcéio do eixo z

My, My, - momento torgor interno por unidade de comprimento

M., - momento fletor interno por unidade de comprimento descrito no sistema {n,t,z)
M. - momento torgor interno por unidade de comprimento descrito no sistema (n,t,z)
M, My, - forcas concentradas interna nos pontos de descontinuidade geométrica

N - nimero de pontos de descontinuidade geométrica

Nzz - forga interna normal por unidade de comprimento na direcdo do eixo

Nyy - forga interna normal por unidade de comprimento na diregio do eixo y

Nyy, Ny, - forca interna tangencial por unidade de comprimento na direcdio do eixo y e z
respectivamente

Nun - forca interna normal 4 espessura da placa descrita no sistema (n,t,2)

Ny - forca interna tangente & espessura da placa descrita no sistema (n,t,2)

F; - pontos de descontinuidade geométrica

(z- - forga cortante interna por unidade de comprimento paralela ao plano zz na direcio
do eixo 2

(Jy: - forca cortante interna por unidade de comprimento paralela ao plano yz na direcio do
eixo z

(n - forga cortante interna por unidade de comprimento paralela ao planc nz na direcéo do
eixo z

R, - forgas externas concentradas na diregio transversal da placa atuando nos pontos P; do
contorno

T - modulo de rigidez devido ao efeito de membrana
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T; - trabalho interno

T. - trabalho externo

V - volume da placa

V., - forga cortante interna por unidade de comprimento paralela ao plano zz na diregac do
eixo z

V4. - forca cortante interna por unidade de comprimento paralela ao plano vz na direcdo do
eixo z

Vo - forca cortante interna por unidade de comprimento paralela ao plano nz na direcdo do
eixo z

Letras Latinas em Negrito

{ff } - vetor de carregamento devido ac efeito de flexdo

{7} - vetor de carregamento devido ao efeito de membrana
i - inverso da matriz Jacobiana

n - versor normal & espessura da placa

t - versor tangente & espessura da placa

u(z,y, z) - campo vetorial de deslocamento

[Bf ] - matriz de deformacao devido ao efeito de flexdo

(B™! - matriz de deformagio devido ao efeito de membrana
(B} - matriz de deformagio devido ao efeito de cisalhamento
(D] - matriz de elasticidade devido ao estado plano de tensio
{Df } - matriz de elasticidade devido ao efeito de flexdo

[D] - matriz de elasticidade devido ao efeito de cisalhamento
J - matriz Jacobiana

[Kf } - matriz de rigidez devido ao efeito de flexdo

(K™} - matriz de rigidez devido ao efeito de membrana

Letras Gregas

oy, - Angulo de rotagdo no plano zz devido devido ao efeito de flexfo
y, - Angulo de rotagio no plano yz devido devido ao efeito de flexdio
B:. - dngulo de rotagio no plano zz devido ao cisalhamento

By - angulo de rotacdo no plano yz devido ao cisalhamento

Yy - distor¢ao total no plano zy

%z - distorcdo total no plano zz
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Fyz - distorgdo total no plano yz

Y1, V2 - angulo de distor¢io no plano zy

s, 74 - angulo de distorcdo no plano zz

s, Ve - angulo de distor¢éo no plano yz

ef, - deformagio na diregio do eixo x devido ao efeito de flexdo

aiy - deformacao na diregio do eixo y devido ao efeito de flexdo

e - deformacgdo na direcfo do eixo x devido ao efeito de membrana
&gy - deformagéo na direcio do eixo y devido ao efeito de membrana
£z - deformacdo total na diregfo do eixo z devido & flexfio

ey - deformacdo total na diregio do eixo y devido 2 flexdo

£,. - deformagdo na direcdo do eixo z

Br:: Y. - Angulo de rotagdo total no plano zz

82, 0y, - dngulo de rotagio total no plano yz

Bz, @2 - dngulo de rotagdo total aproximado no plano zz

Byz, $y: - Angulo de rotagio total aproximado no plano yz

Ban - dngulo de rotacdo total no plano

#,: - dngulo de rotag8o total no plano

v - coeficiente de Poisson

o, - tensdo normal na direcio do eixo z devido ao efeito de flexiio

o'gy - tensdo normal na dire¢o do eixo y devido ao efeito de flexdo

'r{y - tensdo cisathante no plano zy devido ao efeito de flexdo

o, - tensao normal na diregdo do eixo z devido ao efeito de membrana
Ogy - tensdo normal na dire¢do do eixo y devido ao efeito de membrana
T4y - tensdo cisalhante no plano zy devide ao efeito de membrana

oz - tensdo normal total na direcio do eixo z

Oyy - tensao normal total na direcdo do eixo y

Try - tensdo cisalhante total no plano zy

Tez - tens&o cisalhante total no plano zz

Tyz - tensdo cisalhante total no plano yz

¢i, ¢; - fungdes de interpolacio

0A - contorno da superficie de referéncia da placa
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Capitulo 1

Introducao

Elementos estruturais de placa tém aplicacbes nos mais variados ramos da engenharia,

tais como, engenharia civil, naval, aerondutica e mecinica.

Consideram-se placas como componentes estruturais planos que apresentam a espessura
bemn menor que as demais dimensdes. Essa caracteristica geométrica basica permite tratar tais
componentes a partir de sua superficie média de referéncia. Reduz-se, assim, um problema
originalmente tridimensional para um problema bidimensional. Assim, o dominio de interesse

num problema de placa é a superficie média de referéncia indicada na Figura 1.1.

Nos préximos capitulos, apresentam-se a formulacio e a aproximacio pelo Método de
Elementos Finitos (MEF) dos modelos bidimensionais de Kirchhoff ¢ Reissner-Mindlin para
o tratamento de placas. O primeiro modelo considera apenas o efeito de flexdo pura da placa
e ndo inclui o efeito do cisalhamento transversal. J4 o modelo de Reissner-Mindlin considera
o efeito de cisalhamento transversal. Em ambos os casos, obtém-se eqguagtes diferenciais em
termos do deslocamento transversal w(z, ) ao longo do eixo z dos pontos (z, y) da superficie
de referéncia. Os modelos de Kirchhoff e Reissner-Mindlin s&o andlogos, respectivamente, s

vigas de Euller-Bernouilli e Timoshenko.



- Espessurc

referémacia
Figura 1.1: Superficie de referéncia numa placa plana.

1.1 Revisao Histdrica

A seguir, apresenta-se uma breve revisio histérica dos modelos de placa baseada nos

trabalhos (de Andrade, 2001) e (Jdnior, 2000).

A primeira formulagdo descrevendo a flexdo de placa acredita-se ter sido proposta por
volta de 1823 por Navier (Love, 1944). Neste modelo, a rigidez & flexio é definida em
termos de uma constante eldstica, sendo necessdrias trés condicées de contorno naturais para
garantir a solugdo do problema. Posteriormente, Bernoulli (Love, 1944) obteve uma equacio
diferencial para placas baseada num sistema aproximado de duas vigas. Em 1829, Poisson
(Poisson, 1829) chegou a construir uma formulagio que exigia trés condicdes de contorno

naturais.

Um grande avango em termos de modelo foi conseguido em 1850 com Kirchhoff (Kirch-
hoff, 1850) ao propor as hipéteses fundamentais da teoria de placa. Para isso, utilizou o
calculo da energia potencial de uma viga fletida e fez uso do principio dos trabathos virtuais

com o intuito de obter a equacéo diferencial que rege o problema de placa.

Kirchhoff mostrou que o médulo de rigidez & flexio da placa ¢ fungio do médulo de
Young, do coeficiente de Poisson e da espessura da placa. Comparando com o trabalho de-

senvolvido por Poisson, Kirchhoff mostrou que as condigdes de contorno podem ser reduzidas



a duas condigdes naturais, e que as condigdes de contorno propostas por Poisson ndc eram
compativies com a natureza da equagio diferencial de quarta ordem. Porém, neste modelo,
néo € levado em conta o efeito da distor¢io da seciio transversal causada pela cortante. Por
iss0, este modelo estd restrito a descrever o comportamento de placas finas, pois & distorcao

ocorrida na secdo transversal é desprezivel.

Em 1899, Levy (Timoshenko e Woinowsky-Krieger, 1959) discutiu os problemas de
flexdo de placas retangulares com duas bordas opostas simplesmente apoiadas, e sugeriu a

solucdo da equacdo diferencial em forma de séries.

Pelo fato da teoria de Kirchhoff oferecer bons resultados para valores no centro da
placa, ou no meio do contorno de uma placa, mas nfo atingir bons resultados para a dis-
tribuigdo das tensdes para os demais pontos do dominio e do contorno, Reissner (Reissner,
1944) desenvolveu uma teoria aproximando o problema de flex80 de placas & teoria tridimen-
sional da elasticidade. Em 1944, Reissner (Reissner, 1944} formulou sua teoria assuminde
uma distribuigéo de tensles internas e considerando o efeito da deformacéo por cortante. As-
sim, obteve um sistema de equacdes diferenciais que pode ser condensado em uma equacio
diferencial de sexta ordem, que satisfaz as trés condigbes de contorno, ao invés de apenas

duas, como na teoria classica de Kirchhof.

Segundo Reissner (Reissner, 1947), a reducfio das trés condices de contorno a duas

condigdes na teoria cldssica foi resultado da omissio da deformacio cisalhante transversal.

Em 1951 Mindlin (Mindlin, 1951a) formulou um modelo muito préximo daquele de
Reissner para a anélise de placas. Sua dedugdo teve como base as equacdes de equilibrio da
teoria da elasticidade tridimensional para um corpo em movimento, considerando-se o efeito
da inércia rotatdria e da vibragao cisalhante. Assumindo constante as distor¢des que ocorrem
na espessura, as tensdes foram obtidas a partir da geometria imposta para as deformacdes.
O sistema de equagdes diferenciais é condensado a uma equacio diferencial de sexta ordem

e satisfaz as trés condicdes de contorno requeridas.

Em 1960, Salermo & Goldberg (Salermo e Goldberg, 1960) apresentaram uma

solucdo do problema de placas reduzindo o sistema de trés equacdes diferenciais de Reiss-
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ner a uma equagédo diferencial de quarta ordem semelhante & da teoria de Kirchhoff e uma
equagéo diferencial de segunda ordem para determinar uma funcdo de tensdo. Os resultados

obtidos foram préximos & teoria cldssica de Kirchhoff,

Em 1969, Panc (Panc, 1975) apresentou um tratado onde discutiu as diversas for-
mulacdes disponiveis para a andlise estatica de placas. Quatro anos depois, Cheng (Cheng.
1979) deduziu a teoria estatica de placas diretamente da teoria da elasticidade tridimensional.
Um dos destaques do trabalho de Cheng é o caminho sistemético de desenvolvimento de

teorias bidimensionais aproximadas a partir da teoria fundamental tridimensional para vérios

problemas fisicos.

Em 1988, Barrett & Ellis (Barrett e Ellis, 1988} apresentaram o problema de placa
submetida a um carregamento transversal como uma perturbacdo singular. No mesmo tra-
balko mostraram como sua teoria se relaciona com as teorias de Kirchhoff, Mindlin e
Reissner e uma discussdo detalhada nas especificacdes das condi¢des de contorno com base

no trabalho de Gregory & Wan (Gregory e Wan, 1983).

Reissner (Reissner, 1986), em 1986, apresentou uma "generalizacio” das equaches
para a andlise de placas com grandes deformacdes incluindo a deformabilidade da placa por
cisalhamento transversal. O sistema de equacdes diferenciais obtido ¢ de décima ordem, na
forma de duas equaces simultaneamente de quarta ordem, suplementadas por uma equacio
de segunda ordem. No ano seguinte, Reissner {Reissner, 1987) demonstrou uma teoria
abordando placas moderadamente espessas, cujo sistema de equagdes diferenciais aparece na

décima segunda ordem, mostrando consisténcia de resultados com a teoria clissica.

Foi proposta, em 1988, uma versio da teoria de Reissner para o caso de placas ho-
mogéneas, isotrépicas, com quaisquer condicdes de contorno. Os autores deste trabalho sio
Ladevéze & Pecastaings (Ladavéze e Pecastaings, 1988). A diferenca deste trabalho em
relacdo & teoria de Reissner estd no valor considerado para o fator de deformabilidade por

cisalhamento transversal e pelas condicdes de contorno.

Em 1991, Reissner (Reissner, 1991) apresentou um trabalho onde mostra o conceito

de apoio "soft” como uma condicdo para a transigao suave da teoria de sexta ordem para a
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tecria classica de quarta ordem.

Em 1997, foi publicada a teoria de placas espessas com base nas solucBes genéricas
da elasticidade de Papkovich-Neuber. Este trabalho foi realizado por Wang & Shi (Wang
e Shi, 1997). Wang teve grande contribuicdo na publicacio de trabalhos com énfase nas
placas transversalmente isotrdpicas (1985) e problemas de din&mica de placas isotrépicas e
micropolares {1988). Nos estudos de Cheng (Cheng, 1977), Gregory & Wan (Gregory e
Wan, 1985) e Wang (Wang, 1990), pode-se notar a grande influéncia da espessura da placa
nos deslocamentos através da teoria eldstica dos corpos tridimensionais. Demonstra-se nestes
trabalhos a boa estabilidade da conexao entre as teorias de flexdo de placas finas {Kirchhoff)
com a de flex&o de placas moderadamente grossas por deslocamento imposto (Mindlin) ou
por tensGes impostas (Reissner). Assim, pode-se comprovar a precisdo dos resultados para

placas finas quando analisadas pelas teorias de Mindlin ou Reissner.

Devido & dificuldade matemdtica em se encontrar solucdes analiticas para as equacdes
diferenciais que regem a flexdo e o efeito de membrana das placas, a aplicacio pratica de
tais modelos 86 veio a ter grande repercurséo a partir dos anos 70 com o inicio da utilizacio

pratica do MEF, devido aos avangos ocorridos na tecnologia dos computadores digitais.

1.2 Objetivos

Este trabalho tem por objetivo apresentar a formulagio dos modelos de placa de Kirch-

hoff e Reissner-Mindlin, assim como a aproximacao desses modelos pelo MEF.

Para deduzir os modelos, emprega-se a formulacao variacional através do Principio dos

Trabalhos Virtuais {PTV). Nesse sentido, os seguintes passos bésicos sio adotados:

1. Definicao das hipdteses cinerndticas do modelo,
2. Determinagao das componentes de deformago compativeis com as hipéteses cinematicas,

3. Determina¢do dos movimentos de corpo rigido,
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4. Caracterizac8o dos esforcos internos compativeis com as hipéteses cinematicas,

5. Determinagdo dos esforgos externos compativeis com os esforcos internos,

o

. Aplicagao da equacao constitutiva do material.

Considera-se o caso de pequenas deformacdes e material eldstico linear isotrépico.

No que se refere 4 aproximagio pelo MEF, empregam-gse também alguns passos basicos,

ou seja,

1. Indicagio da forma forte,
2. Determinacéo da forma fraca do problema,
3. Aproximacéo da forma fraca,

4. Definigio dos elementos finitos a serem empregados.

A vantagem de se aplicar essas seqiiéncias de passos é que qualquer modelo mecénico

pode ser formulado e aproximado empregando tais seqiidneias.

O objetivo inicial desse trabalho era o de estudar a otimizacdo estrutural em modelos
de placa considerando varidveis de projeto relacionadas a pardmetros discretos e & forma.
Para isso, torna-se necessdrio usar os conceitos de andlise de sensibilidade dos modelos de
placa. Uma dificuldade surgiu ao se procurar referéncias que apresentassem de forma clara
a dedugdo de modelos de placa. Para superar essa dificuldade, resolveu-se partir para a
formulagdo dos modelos de placa de Kirchhoff e Reissner-Mindlin. Essa tarefa se mostrou
bastante drdua, mas ao mesmo tempo muito interessante sob o ponto de vista de construcao

de modelos mecanicos através da formulacio variacional.

Em (Taroco e Feijéo, 1983) e (de Souza Neto, 1989), tem-se a apresentacio de modelos
de placa e cascas empregando uma notagio tensorial. Apesar da vantagem de uso de tensores
no sentido de compactar a notagio de modelos de mecanica, tem-se uma maior dificuldade

na interpretacdo das vérias grandezas envolvidas. Assim, neste trabalho, resolveu-se nio
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utilizar ténsores e apresentar a formulacio dos modelos de placa de Kirchhoff e Reissner-
Mindlin empregando um sistema de coordenadas cartesianas. Em outros textos, tais como
(Reddy, 1993), (Szabd e Babuska, 1991), (Cook et al., 1989), (Washizu, 1982) e (Szilard,

1974}, a formulacao estd apresentada de forma resumida.

O texto tem por objetivo auxiliar os interessados no estudo de modelos de placa. Para
isso, procurou-se apresentar os varios conceitos envolvidos e as suas interpretacdes de forma

detalbada. Espera-se que essa seja a principal contribuicdo do trabalho, servindo também

como fonte para material didatico.

1.3 Organizacao do Texto

Esse texto estd organizado na seguinte forma. No Capitulo 2, apresentam-se a for-
mulagéo variacional e a aproximacao pelo MEF do modelo de placa de Kirchhoff. No Capitulo
3, considera-se 0 modelo de placa de Reissner-Mindlin, comparando-se alguns aspectos com
a placa de Kirchhoff. O Capitulo 4 contém os comentérios finais e perspectivas futuras desse
trabalho. Nos Apéndices A e B mostram-se, respectivamente, as deducdes de esforcos no
contorno de uma placa segundo um sistema de referéncia normal-tangencial e dos polinémios

unidimensionais de Hermite.



Capitulo 2

Modelo de Placa de Kirchhoff

Nesse capitulo, apresenta-se, inicialmente, a formulagio variacional do modelo de placa
de Kirchholf incluindo o efeito de membrana. Para isso, definem-se as hipdteses cinematicas
do modelo e deduzem-se as componentes de deformacio, movimentos de corpo rigido e es-
forgos internos e externos compativeis com a cinemética dada. Aplicando-se o Principio dos
Trabalhos Virtuais (PTV), chega-se a0 Problema de Valor de Contorno (PVC) de equilibrio.
Aplica-se, entdo, o modelo constitutivo de Hooke, obtendo-se a equacao diferencial em termos
do deslocamento transversal. Posteriormente, considera-se a aproximacao da forma fraca de

Kirchhoff, determinando-se a matriz de rigidez do elemento de placa.

2.1 Formulacao

2.1.1 Definicao da Cinematica

O sistemna de referéncia cartesiano adotado para a formulagio do modelo de placa de

Kirchhoff estd ilustrado na Figura 1.1.

A cinemdtica de placa consiste em agbes de deslocamento que causam a sua flexdo. No
modelo de Kirchhoff, as a¢des de movimento sio tais que as normais & superficie de referéncia

indeformada permanecem normais & superficie de referéncia deformada e nio sofrem variagao
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de comprimento. Assim, as deformaces cisalhantes transversais sdo nulas. Este modelo de

placa é andlogo a viga em flexao pura de Euller-Bernouilli.

Para ilustrar a cinemdtica de flexdo de Kirchhoff, considere a placa da Figura 2.1. Seja
AB uma normal & superficie de referéncia que dista z e y unidades da origem do sistema
de referéncia cartesiano adotado, conforme mostrado na Figura 2.1(a). Apés a flexdo da
placa, a normal AB gira de tal maneira a permanecer perpendicular & superficie de referéncia
deformada como ilustrado na Figura 2.1(b). Especificamente, os pontos da normal AB sofrem
um deslocamento rigido ou translacio w na direcdo z. A partir daf, a normal AB gira em torno

dos eixos 7 e y de tal forma a manter-se perpendicular & superficie de referéncia deformada.

(a) Normal AB perpendicular & superficie nio-deformada. (b) Normal AB perpendicular & superficie
deformada.

Figura 2.1: Cinemdtica da flexao pura do modelo de Kirchhoff.

Para caracterizar os deslocamentos dos pontos da normal AB para uma flexio da placa,
a Figura 2.2 ilustra a normal AB segundo os planos zz e yz. Como pode ser visto, devido
ao deslocamento transversal w(z,y), a normal AB passa para a posicdo A’B’. A partir dai,
ocorrem rotagoes rigidas com angulos o e 3, respectivamente, em torno dos eixos y e z de

tal forma que a posicdo final A”B” seja perpendicular 3 superficie de referéncia deformada.

Considere agora um ponto P com coordenadas imiciais {z,y,2). Observa-se que as
coordenadas z e y determinam a normal AB, enquanto a coordenada z indica o ponto P sob

anormal AB. A posigao final P”, ap6s a flexdo da placa, é indicada por (z~Ax, y— Ay, z+w),

9



Z
|
A 9
(a) Plano zz. (b} Normal deformada no plano zz.
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{c} Plano yz. (d) Normal deformada no plano yz.

Figura 2.2: Cinemdtica do modelo de Kirchhoff segundos os plano zz e yz.
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come pode ser visto na Figura 2.2. Assim, além do deslocamento transversal w, o ponto P tem
componentes de deslocamento u e v, respectivamente, nas diregdes r e y. Estes deslocamentos

sdo dados pela diferenca entre as posigdes final e inicial do ponto P, ou seja,

w(z,y,2) = - Ar—g=—-Ax, (2.1)

i

v(z,y,z) = y~Ay—y=-Ay (2.2)
Como a normal AB n#o sofre variacio de seu comprimento, tem-se que as arestas OP’ e
OP”, indicadas na Figura 2.2(a}, possuem o mesmo comprimento z. Logo, a partir da Figura

2.2(a), as seguintes relagdes trigonométricas sio validas

A

sen o = /;, (2.3)
A

tana = Z% (24)

Assumindo o caso de pequenos deslocamentos, tem-se sen o = o, tano =~ o e Azx
pequeno. Portanto, da equagio (2.4), o angulo o é expresso como

. Aw
o= Hm —.
Ar—0 Az’

O limite do lado direito representa a definicsio de derivada. Como w é uma fungio de
duas varidveis (r,y), ou seja, w = w(z,y), tem-se, na verdade, uma derivada parcial em z.
Logo,

o= 2200, (2.5)

Substituindo (2.1) e (2.5) em (2.3), e lembrando que sen o & o, vem que

w(z,y,z) = —zq = mzm. (2.6)
Ox
Analogamente, a partir da Figura 2.2(b), tem-se que
sen § = %y-, {2.7)
Aw
tan3 = Z% (2.8)
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Assumindo pequenos deslocamentos, vem que

Aw  dw(z,y)

= i — 2
= lim, Ay Jy (2.9)
Portanto, a partir de (2.2), (2.7) e (2.9), o deslocamento v do ponto P é dado por

Até agora, considerou-se a cinematica de fexio pura supondo que a superficie média de
referéncia sofre somente um deslocamento transversal w. Incluem-se agora os deslocamentos
longitudinais up (z,y} e vo {z,y) dos pontos da superficie de referéncia. Tais deslocamentos
sao comumente chamados de efeito de membrana. Para a teoria linear, baseada em de-
formagoes infinitesimais, os deslocamentos longitudinais no plano {z, y) estdo desacoplados

do deslocamento transversal (Reddy, 1993), ou seja, o efeito de membrana nio depende da

varidvel w.

Desta forma, a cinematica da placa plana de Kirchhoff, levando-se em conta os efeitos de

flexdo e membrana, é dada pelo campo vetorial de deslocamentos u (z,y, z) com as seguintes

componentes
ow (z,
u(z,y,2) U (fuy)“"z““"é(}“y“)“
u(z,y,2) =4 viz,y,z) p= v (z,9) — z@i(%i«yl (2.11)
w (‘r: y) w (.T, y)

Observa-se entéo que os deslocamentos u e v devidos & flexdo da placa variam linearmente

com a coordenada z.

2.1.2 Deformacao

Para se determinar o estado de deformacéo em cada ponto da placa, compativel com
a cinemdtica (2.11), consideram-se as variagdes dos deslocamentos entre os pontos P e Q@ de
duas normais arbitrarias AB e CD da superficie de referéncia, conforme mostrado na Figura
2.3(a). Estas normais distam, respectivamente, (z,y} e (z+ Az, y+ Ay) da origem do sistema

de referéncia adotado,



(a) Normais AB e CD antes da flexéio.

]

-

(b) Normais AB e CD apés a flexiio.

Figura 2.3: Cinemdética das normais AB e CD da placa.
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Considere os pontos P(z,y, 2) e Q(z+ Az, y+ Ay, z)} sob as normais AB e CD ilustrados
na Figura 2.3(a). Estes pontos possuem a mesma coordenada transversal z antes da flexio
da placa. Apds a flexdo, os pontos P e Q apresentam, respectivamente, deslocamentos
(u(z,y,2), v(z, 9, 2), w(z, y)) e (u(z+ Az, y+ Ay, 2), v(z+ Az, y+ Ay, z),w(z+ Az, y+ Az))
nas diregoes coordenadas z, y, z. Assim, os pontos P e () assumem as respectivas posigoes
finais P"(z —u(z, ¥, 2),y — v(z, y, 2), 2+ w(z,9)) Q" (z + Az — u(z + Az, y + Ay, 2),y+ Ay —
v(z + Az, y + Ay, 2), 2 + w(z + Az, y + Az)) mostradas na Figura 2.3(b).

uix,y,z) vixy 2z
B T e L AL Sl AR
il W (o + 0y +Ay ) ;j v {x+hy +hy 7))

B D :
—m-%—}—u%u_~——m-> SUN N (P ) S S

! x | Y
| X Al C Y Ai C
X +1x y+ay

(a) Plano zz. (b} Plano yz.

Figura 2.4: Cinemadtica relativa entre pontos de normais & superficie média no modelo de
Kirchhoff em flexdo pura.

Deseja-se caracterizar as componentes de deformacio em cada ponto da placa. Para
isso, comparam-se 0§ deslocamentos relativos entre os dois pontos arbitrdrios P e . Para
se determinar o deslocamento relativo Au na direcdo z, considere o plano zz da placa antes
e apds a flexfo, conforme ilustrado na Figura 2.4(a). De acordo com a cinematica dada em
(2.11), os deslocamentos u (z,y,2) e u(z + Az, y + Ay, z) dos pontos P e @ na direcio z

sdo fungbes dos deslocamentos transversais w (z,y) e w (z + Az, y + Ay), respectivamente.
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Assim, da equacio (2.11), vem que

dw{z,y)
oz

g (x+ Az, y + Ay) - 2

u(x;y,z} = uO(x:y)—'Z

ow (z + Az, y + Ay)

u{z + Az, y + Ay, z) . .

fl

Desta maneira, a variacio de deslocamento Au na direcdo z entre os pontos P e Q é

dada por

Au = u(z+Az,y+ Ay, z) —u(r,y, 2)
0w (z + Az, y + Ay) _ Ou(z,y)
Oz o

= {ug(x+&a:,y+lly)—ue(l‘:y)]“z

= [ug(x+A:c,y+Ay)--ug(:r,y)]mz%[w(x+Ax1y+Ay)—w(:r,y)]

d
= AU{) - 25‘5 (Aw) .

A variagao de deslocamento especifica ¢ obtida dividindo-se Au por Az, ou seja,

z-g— {Aw)
Au Auy _ "Bz _ Ay o (Aw) . (2.12)

Az~ Az Az Az ‘8z \Az
A deformacio normal especifica ¢, no ponto (z,y,z) é obtida tomando-se o limite da
relagdo anterior para Az — 0. Logo,
Aug 0 (Au)}z I Awug a 5 Aw
Az-0

e (5,1,2) = lim 2% = i — =
Err (2,7,2) = lim = lim Az zaz Az

m z im ——.
Az—=0 Axr  Az—D Ar Or Az=0 Ax
De acordo com a defini¢do de derivada parcial de uma funcio em relacdo a r, tem-se

que a expressao anterior é reescrita como

oo (29.7) = %5%“@ _ z{% (&Ué? y)) _ 5'1508(;':'9) N 262%:(;,?}). (2.13)
Pode-se reescrever a equagdo acima da seguinte forma
Erz (T, 4, 2) = € (z,y) + &l (z,y, 2}, (2.14)
sendo
(o) = 2UEY o o oy = T
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as componentes de deformacdo normal em z devidas ao efeito de membrana ¢ de flexdo.

respectivamente,

Da mesma maneira, devido & flexio da placa, os pontos P e Q apresentam deslocamentos
v{z,y,2) e v (z + Az, y + Ay, z) na direcso y conforme mostrado na Figura 2.4(b). Estes
deslocamentos sdo dados de acordo com (2.11) por
Ou(r.y)  duw(z,y)

—_ Z y
dz By

g (z + Az, y + Ay) 3 zaw (x+ Az, y + Ay)
Oz By

v(z,y,2) =

v(z+ Az, y+ Ay, 2)

Neste caso, a variacdo de deslocamento Ay é expressa como

Av = v(a:—!—Ax,y-}-Ay,Z)—U(Iayaz}

= [vo(z+Az,y+ Ay) — vy (z,y)] — 2 aw(a:+Aaz,y~+~/_\.y) _ awéz,y)

: 0
= A’Uo - Z-ézl; (Aw) .

A variagio de deslocamento especifica ¢ obtida dividindo-se Ax por Ay, ou seja,

a
Av _ A’Ua _ zé@ (Aw) _ A'UQ 8 (aw) (2 15)

Ay~ Ay T Ay Ay ey \ay
A deformacdo normal especifica £yy na direcdo y é obtida tomando-se o limite da relacdo
anterior para Ay -+ (. Logo,
. Ay . Ay d [ Aw . Ay d .. Auw
cyy (2,9,2) = lim — = lim {w:/yy— - zémg; (—@)} = g?ﬂow_f:\? - zéggér_x}(] A
De acordo com a definicdo de derivada parcial de uma fungio em relacio a y, tem-se

que a expressao anterior é reescrita como

) -%m 9 [Ow(z,y)\ _ Bv(x,y) Pw (z, y)
fw (7,9, 2) = Oz ZE:E( Ay )“- oz 7 ayr

(2.16)
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Da mesma maneirza feita para z,,, reescreve-se a equacao acima como

ey (2,4, 2) = & (@, y) + &l (2,9, 2), (2.17)
sendo
~m _ BUG(Ia y) ! - Fuw (:cy)
gy (T,y) = 5y e & (T,y,2) = MZW

as componentes de £y, devidas ao efeito de membrana e de flexio, respectivamente.

De forma andloga a componente de deformagio normal especifica ¢,, na direcéo transver-

sal z ¢ dada por

~ _ oo Aw L w(@t+Arny+Ay)—w(zy)  dwlz,y)
@y 2) = fim 7 = dim, A =T

Lembrando que o deslocamento transversal w(z, y) é constante para todos os pontos da
Ouw (z,y)
Oz

normal & superficie média situada na coordenada (z,y), tem-se que = (). Portanto,

g2 (z,¥,2) = 0.

Esse resultado estd de acordo com a hipétese inicial do modelo de placa de Kirchhoff que as

normais & superficie média permanecem indeformadas.

Como j4 mencionado, o comprimento de uma normal AB antes e depois da flexdo da
placa é 0 mesmo, ou seja, £,, ¢ nulo. Nao ha deformacdo cisalhante transversal, ou seja,
as componentes de distor¢do total 7, e %, sao também nulas. Mas existe a componente
de distor¢do 7z no plano xy da superficie de referéncia, conforme ilustrado na Figura 2.5.
Tomando-se dois elementos infinitesimais formando um &ngulo reto na superficie indefor-
mada, observa-se que apés a flex80 da placa este angulo deixa de ser reto. A distorcao total

no plano %, é dada pela soma dos angulos v, e v, ou seja,
r_}’xy =7 -+ Yo,
A partir das Figuras 2.5(c) e 2.5(d), as seguintes relacdes trigonométricas sio validas

Av
tan7y; = Az

17



o
N
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(a) Superficie média antes da flexdo.

) yll
P2 Lo Ax
|
i
> I ' Fe
<
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A i " 1
Po Ax 3 b ps
Ay £y
P1 =
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(c) Distor¢io 71. (d) Distorgéo 7.

Figura 2.5: Distor¢do no plano da superficie de referéncia.
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Ay
tan g == ——.
Ay
Tomando-se o caso de pequenos deslocamentos, tem-se que tanvy, ~ v, € tan v, = .

Logo,

o DU v+ Az, y+ Ay, z+ Az) —u(z,y,z) | Ov(z,y, 2)
= R = A, Az R

vy = lim Au u(z + Az, y + Ay, 2 + Az) — u{z,y, 2) _ Gy, z).
Ay—=0 Ay Ay—0 Ay Ay

Substituindo a cinemdtica dada em (2.11), vem que

_ Iwlzy)  Puwlzy) L Owlzy)  Fulzy)

= 2.1
n oz dxdy ¢ m 3y Oxdy (2.18)
Portanto, a distor¢ao total no plano ry é dada por
2

O By *ozdy

E interessante separar os efeitos de membrana e flexio para a distorgdo no plano (z,y).

Desta forma, tem-se

Tay (2, Y, 2) = Ao (2, ¥) + L, (., 2), (2.20)
sendo

Az, ) " duglz, y)
Ox Oy

SPw(z,y)
dzdy

?;:?;(x? y) = e r?gy(xs Y, Z) = "22

as componentes de distor¢io 4., devido ao efeito de membrana e flexfio, respectivamente.

Assim, observa-se que o estado de deformac@o em cada ponto da placa de Kirchhoff é
caracterizado por duas componentes de deformacdo normal £, (7,y, z) e &4y (2,7, 2) € uma

distorcdo total %, (z, v, 2).

Com base nas equagdes (2.14}, (2.17) e (2.20), pode-se resumir as componentes de
deformaco especifica e distorgao para os efeitos de membrana e flex3o, conforme a Tabela

2.1.
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Efeito de Membrana Efeito de Flexio

eley) = 6_"“."%%?_) ele (2.9,2) = wz§~2—%5§£)-

gy (2y) = ?"E%%‘@ el (zy,2) = uz—-———mmazué{;’ y)
5 (2, y) = 8?)gé§z: Y) 4 8%55 y) 5L (2,4, 2) = _Qz?f%%zéﬂ

Tabela 2.1: Componentes de deformagio devido 4 flexdo pura e efeito de membrana.
2.1.3 Movimentos de Corpo Rigido
Um movimento de corpo rigido é aquele para o qual a distincia entre dois pontos

quaisquer do corpo permanece constante para qualquer agdo de movimento. Isto significa

que todas as componentes de deformacio sio nulas.

Para se obter as componetes de movimento rigido devido ao efeito de flexio pura,

deve-se anular cada componente de deformacio de flexdo, ou seja,

B (z,y)
e (z,y,2) = —z B 0,
Bw iz, y)
f = a2
Eyy (T,0,2) = =z 37 =0, (2.21)
w(z, y)
=1 = —9;——12l _q
V(T U, 2) P2y
. . ~ C o dw (z, du
As trés equagdes anteriores sdo satisfeitas se w(z,y) = w = cte ou ﬁmé%my—) = —83;'- =
 (, 8 I - o _
cte e ?E—y = % = cte. A primeira condi¢io {w = cte) implica numa translacio da
Y Y
N . . . dw dw
placa na diregdo do eixo z. A segunda e terceira condicdes e @ = cfe | representam,

respectivamente, rotagGes rigidas em tornos dos eixos z e y. Estes movimentos rigidos estdo

ilustrados, respectivamente nas Figuras 2.6(a), 2.6(b) e 2.6(c).

Da mesma forma, para se determinar as componentes de movimento rigido devido ao

efeito de membrana, anulam-se as componentes de deformacio de membrana da placa, isto
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(a) Translagio em z. {b} Rotag8o rigida em torno do zixo z.

]

|
<
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(¢} Rotacdo rigida em torno do eixo y. (d) Translagdo rigida 2o londo de z.

X

=

s

>

(e) Translagdo rigida ao longo de y. {f) Rotagio rigida em torno do eixo z.

Figura 2.6: Movimentos rigidos relativos & flexdio da placa de Kirchhof.
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au@{zf y) —

cpe T y) = 0,

gy (T, ¥} = T=0: (2.22)

6UG(Ia y) + BUQ(.’L‘, ?})
Oz dy

=40,

i

VoL Y)

A primeira e a segunda equagdes em (2.22) serdo satisfeitas se e somente se uy = cle e
v = cte, respectivamente. Fisicamente, essas condigles implicam em translac@es rigidas ao
longo dos eixos z e y do sistema cartesiano adotado, como pode-se observar nas Figuras
2.6(d) e 2.6(e}

, . _ e v Au ) .
74 a terceira expressio em {2.22) serd satisfeita se — = ~ —2_ [sto implica em uma

Ox dy
rotagéo rigida em torno do eixo z, como pode ser visualizado na Figura 2.6(f).

2.1.4 Determinagao do Esforcos Internos

Associadas as componentes de deformacio normal ¢, (x,y.2} e &gy (2,7, 2) em cada
ponto da placa, tem-se as respectivas componentes de tensao normal 02z (2,4, 2) € Oy (2, Y, 2)
representando o estado das forgas internas em cada ponto da placa nas direcées z e y. Da
mesma maneira, assoclada & distor¢o ¥,,(z,y, z), tem-se a componente de tensio de cisa-
lhamento 74y {z, y, z) fornecendo o estado das forcas cisalhantes no plano zy em cada ponto
da placa. A soma do produto das tensdes pelas suas respectivas componentes de deformacéo

representa a densidade de trabalho interno ¢; em cada ponto da placa, ou seja,
8 (2,4, 2) = 022 (T4, 2) €22 (2,9, 2) + 0y (2,4, 2) €4y (€, 4, 2) + Tay (2,4, 2) Ty (29, 2) .

Para se obter o trabalho interno total, deve-se somar a densidade de trabalho interno de
todos os pontos da placa. Sendo a placa um meio continuo tridimensional, emprega-se uma
integral de volume para representar esta soma infinita. Desta forma, obtém-se o trabalho

interno de deformacdo da placa como

T o= - [ tey.z)av (2.23)
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= 'A, [dﬁz (CE, . Z) Ezx (xv ¥, 2.’) + G"yy (.‘L’, y)z) Eyy (:‘91 ¥, Z) + Txy (ﬂ,", y» z) ’Ya:y {35 y, Z)} dV1

sendo V" o volume da placa. O sinal negativo é incluido apenas para se manipular grandezas

positivas ao se usar o Principio dos Trabalhos Virtuais na préxima secio.

Introduzindo-se as expressdes das componentes de deformagio deduzidas e., &,y € Yoy

na secac anterior, vem que

o Oug(z,y)  Fw(z,y)
T = “L[sz(x:yaz)( oz -z B2 +

Ow(z,y)  Pw(z,y)
( Z)( T o )+

— aUI'J (:L', y) 6”’9 (.’L", y) " 82%!<xs y)
Toy (23 Y, 2) ( i 5o 2z B25y av.

(2.24)

Como as componentes de deslocamento ug, vy € w variam apenas com as coordenadas z e ¥,
a integral de volume da equagdo (2.24) pode ser separada em integrais ao longo da espessura

t da placa e da drea do plano zy. Logo, para cada um dos integrandos, tem-se

[ wlz,y)\] t/2 8w (z,y)
[V “crm (z,y.2) (ZW | dv = [A /—i,f? Z 02z (T, %) dz o dA4,

[ Fw(z,y)\ ] 82 w (z,9)
[olowtear (Fgp ) av= [ ([, somtemniar) P5ian

. &w (z,y) 42 & w (x,y)
Q/V ['rry {r,y,%) (z—————-wamay dv = Q/A /—t/2 ZTey (Z,9,2}dz w@z@y dA,
N 3“0(33,?,’))} _ /’ t/2 dug(z, y)

/ == @) (%ax av=- / T A ds ) SR
I avo(:c,y)” B 12 duo(z. )
/V _crm (z,y,2) ( By aV m - fA [-«t,’z Oz (2,4, 2} dz By dA4,

e (B ke

(2.25)

¥
t/2 Oug(z,y) Ouo(z,y)
—/.4 (/-t/z Ty {xjy,z)d% ( bz by )dA.

Interpreta-se agora o significado fisico de cada uma das integrais ao longo da espessura,
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presentes na expressao anterior.

A Figura 2.7 ilustra um elemento diferencial de volume dzdydz sitvado a uma distancia
z da superficie de referéncia da placa. A partir da Figura 2.7(a), observa-se que o produto
Oz dydz indica uma forga dFy no elemento diferencial na dire¢do do eixo z. Multiplicando-se
esta forca por z, tem-se o respectivo momento dM,, = z dfy = z o5,dydz na direcio do
eixo y. O termo o0 ,dz representa uma forca por unidade de comprimento na direcao z.
Quando multiplicada pela distancia z, resulta no momento dMy, = z 0..dz por unidade de
comprimento na direcdo y. Tomando-se os infinitos elementos diferenciais do tipo dydz ao
longo da espessura e somando a contribui¢iio de cada um deles, ou seja, integrando-se ao
longo da espessura, tem-se o momento fletor por unidade de comprimento em relacio ao eixo

y em cada ponto da superficie de referéncia. Logo,
t/2
Mo (z,9) = /_m z 0z (Z,y, 2) dz. (2.26)

Apesar de o momento fletor ser na direcdo do eixo y, utiliza-se o sfmbolo M »r para ficar
compativel com a componente de tensio o, que originou o momento fletor. A idéia de se
empregar um momento por unidade de comprimento vem do fato que a integral anterior é

calculada apenas ao longo da espessura ¢ da placa.

Verifica-se ainda que, devido a inclusio do efeito de membrana no modelo, a forca por
unidade de comprimento ¢,,dz, integrada na espessura da placa, resulta numa forca normal
por unidade de comprimento na dire¢io z, a qual é denotada por N, (z,y) e dada pela
seguinte expressio

t/2

Npw (z,y) = f Oz (2, Y, 2) dz. (2.27)
~1/2

A partir da Figura 2.7(b), observa-se que ¢ produto oyydzdz indica uma for¢a dF,
na diregdo do eixo y. Ao se multiplicar esta forga pelo brago z, tem-se o momento fletor
dMz, = zdFy = z oy,drdz na direcdo do eixo z. Assim, o momento Betor por unidade de

comprimento na dire¢do do eixo z, denotado por M,,, para ficar compativel com a tensio
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Superficie de refer&mcic

(a) Momento fletor M.

Superficie de referéncia

(b) Momento fletor M,,.

~
AN
~
d=z ~
/< ~.
s N =T ‘“T“yxc:fxdz\
~ f _ e
M= T o
\ \ ZoiEy, /
< 7
~ -~
~

Superficie de refer&ncio
{c) Momentos torcores M, e M,,.

Figura 2.7: Interpretagio das integrais ao longo da espessura na placa de Kirchhoff.
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Oyy Que a originou, é dado por

t/2
My (z,y) = / 2 0w (2,9, 2) dz. (2.28)

A forga por unidade de comprimento oy,dz integrada ao longo da espessura resulta na

for¢a normal por unidade de comprimento Nyy (z,y) dada por

/2

Nyy (2,y) = f Oyy (Z,y,2) dz. (2.29)
/2

Para interpretar a terceira integral ao longo da espessura em (2.23), considere a Figura
2.7(c). Verifica-se que os termos dF, = Tyedzdz © dF, = 7,,dydz representam, respectiva-
mente, forgas nas diregdes z e y. Ao se multiplicar estas forcas por 2, tem-se, respectivamente,
0s MOMeNtos torgores ou volventes dMy, = z dFy = z Tppdzdz e dM,y = 2 dF, = z 7,,dydz
no elemento diferencial nas diregbes y e z. Por sua vez, os produtos 7, z dz e 7, z dz
representam o8 momentos torgores ou volventes por unidade de comprimento no elemento
diferencial. Observe na Figura 2.7(c) que o efeito destes momentos é provacar £or¢an no ele-
mento diferencial. De forma ansloga aos casos anteriores, 0S mMOMeNtos torgores M,y e My,
por unidade de comprimento sdo obtidos integrando-se os respectivos momentos diferenciais

por unidade de comprimento ao longo da espessura da placa, ou seja,

t/2 _
Mzy(z,y) = /;1/2 Z Toy (7,9, 2) dz, (2.30)
i/2
Maley) = [ 2me(@v.2)d (2.31)

Finalmente, as forcas por unidade de comprimento Tyodz € Thdz, quando integradas na
espessura da placa, resultam em forgas tangenciais por unidade de comprimento nos pontos
da superficie de referéncia, ou seja,
t/2 t/2
Ny (2.y) = f—tfﬁ Tay (T, 4, 2)dz e Ny (z,9) = fmz,/z Tz (2,4, z) dz, (2.32)

Como as tensdes de cisalhamento Tay € Tyz $80, em geral, iguais (na auséncia de mo-

mentos de corpo (Lai et al., 1993})), vem que

JMa:y (I y) = vayx (Iv y) ¥ (233)
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Ney (2,y) = Ny (z,y). (2.34)

As Figuras 2.8(a}, 2.8(b) e 2.8(c) ilustram, respectivamente, os momentos fletores M, e
M,y, os momentos torgores M,, e My, e as forcas normais N, Nyys Nuy € Ny, num elemento

diferencial de placa dzdydz.

A partir de (2.26) a (2.32), a expressdo do trabalho interno (2.24) pode ser reescrita

como
w(z,y)

My, (=, y dA + /Myy(z y)-——————~—-dA
A
. 8w (z,y) Jup(z,¥) _
Tz[Mxy (a:,y) Wdﬁ - lNg;z ($,y) ""——a—;*"dA (230)
B Bug(z,y) , dug{z,y) = Guplz, y))

lNyy (z,y,2) ———ngm—dA— _{Awy {z,y,2) ( 5 T 5y dA

Na expressio anterior, o deslocamento w{z,y) possui derivadas de ordem 2. J4 os
deslocamentos ug{x, ¥} € ug(r, y) possuem derivadas de ordem 1. Deseja-se obter uma relacio
contendo apenas w (z,y), uo(z,y) e vo{z, y). Para isso, integram-se duas vezes por partes os
termos contendo w (z,y) e uma vez os termos com ug{z,y) e vo(z, y) da equacdo (2.35). A

primeira integracic por partes fornece

[ O0Ma(z,y) 0w (z,y) Ou (z,y)
L= - 244 i Mzz (2.y) = n, (2,y) dOA
_ [ OMy (z,y) 0w (z,y) ow {z,y)
/ B By dA + f‘ My, (z,y) “‘""'a""“""“ny (z,y)dOA
‘”f OMyy (z,y) Bw (z,y) 6‘sz($ y)Ow (z,y) JA
O Oy dy Oz
B'u, x, Bw (z,y
# f (Mo ) 2o )+ 0y ) 22, 1)) a0

aiVm:c s
—é—f ———é-iwfwﬂug {(z,y)dA - me (z,y) uo (z,v) ne (z,y) dOA

aA

A
a-Nyy (Iry) , —
‘%/T% (z,y)dA iNyy (2 9)vo (2,y) ny (z,y) dOA
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>
\y
BA 2 = SN
My - Sy
(a) Momentos fletores M, e My,.
. I
Vv

><—+—AM>/><

(c) Forcas normais N,, Nyy € Ny..

Figura 2.8: Momentos fletores e torgores e forgas normais na placa (Szabé e Babuska, 1991).
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ON, (x, ;
+/ ‘—'“"“W“‘——gi ‘ y) (.’L‘, y)dA - f ‘W:cy {I:y) To (‘Iﬂ y) Ttz (.’L’, y) doA

+ / ey ©9) (5 y)ad f Ney (2,) w0 (2,) 1y (z,y) dOA.
A
Tem-se que n, (z,y) e ny (z,y) sédo as componentes do vetor normal em cada ponto de
coordenadas (z,y) do contorno 8A da superficie média da placa. As integrais ao longo do
contorno JA sdo tratadas como condigdes de contorno. Integrando-se por partes os termos
com w (x,y) pela segunda vez e rearranjando o resultado, tem-se

_ FPMez (z,y) | M,y (2,y) M, (z,7)
L= / ( Oz? 2 Sxdy * ay?

)w(z,y)da

A

aM,. oM., (z,
- f (Pt s B led ey aos
54 y
P y
+ § (Mo (2,9)n0 (2,9) + May (3,9) my (3,9) 225 454
s oz
+ f Oy (2 9)me (2,9) + 3 (2.9)m, (0) 225 Lo (2.36)
A
A’r‘rﬂ’: s < TS‘: '
—f—/ (8 aiz ) + oN aéf y))ug (z,y)dA
__/ (3Nyy T,y) é}Nzgia:,y)) vo (2. ) dA

- ;4 Nax (2, 4) 1 (2,9) + Nay (2,9) my (2,)) o (2, y) dO A
A

= § (Nay (,9) 2 (2,9) + Ny (2, 4) my (2,9) 6 (2, 4) dOA,
A

Interpreta-se agora o significado fisico de cada um dos integrandos de 4rea da expressio
anterior. Suponha que as forgas estejam dadas em Newtons {V) e as unidades de comprimento
em metros {(m). A andlise dimensional do termo

{a“‘Mu] _im N

gz m?  m?’
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revela que o mesmo representa uma carga distribuida transversal, pois M,, é um momento
em y que dividido por z* resulta numa forca distribuida em 2. O mesmo ocorre para os
demais termos no primeiro integrando da expressio (2.40). Assim, a soma dos termos no
primeiro integrando resulta numa carga distribuida interna g; (z, %) na direcio z, ou seja,

62M$$ (.'L" y) angy (xv y) 82Myy (wﬂ y)
(2, y) = dz? +2 Ozdy + Oy? )

(2.37)

A Figura 2.9 ilustra a carga distribuida interna g;.

Oxz -+ MOz

Figura 2.9: Forgas cortantes Q, e Q, e carga distribuida g; (Szabd e Babuska, 1991).

alwmz . . .

O termo e representa fisicamente uma for¢a cortante por unidade de comprimento
na direcdo z, pois My, € um momento fletor por unidade de comprimento na direcao y que
dividido por z resulta numa forca em z. Tem-se a seguinte andlise dimensional

M| = N
oz |

_m_
m m’

a
comprovando-se que a;a’ representa de fato uma forga por unidade de comprimento.

Mgy

Da mesma maneira, representa uma forca cortante em z, pois My, é um momento
torgor na diregao z que quando dividido pelo braco y resulta numa forca em 2. Assim, define-

se a forca cortante J;, através da seguinte relacio

OM (1': ) + aMxy (z, ) _

Qzz(z, ) = o 5 (2.38)
Analogamente, a forca cortante (), é definida como
— 8Myy (iL‘, y) 8M:c?; (3": y)
Qu:{z,y) = Y -+ o . (2.39)
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As forcas cortantes (Jz. e (. estdo ilustradas na Figura 2.9. Apesar das cortantes serem na
direcdo transversal z, a denominagio como Q,, e @y € apenas para ficar compativel com a

notagao dos momentos fletores M,, e M, que originaram as respectivas forcas.

Considerando agora as integrais de area em termos das forgas normais, observa-se, a

x

oz

partir da andlise dimensional do termo , OU seja,

o] £
dr m  m?’

que as derivadas das normais definem forcas distribuidas tangentes & superficie de referéncia.
Definem-se, entao, as seguintes componentes de intensidade de carregamento distribuido nas
direcdes z e y.

81’\(2—_@ (SC, y) + azvmy (Ia y)

fzi (27, y) = 31‘ a ) (240)
frlny) = ONy, (z,7) + ONgy (z,9)
g Gy dr

Estas componentes estdo ilustradas na Figura 2.8(c).

A partir das expressdes (2.37) a (2.40), o trabalho interno {2.36) pode ser reescrito

comao

T = fqi(xsy)w(zay)dﬂ
A

= § Qeslz.u)na(z,) + Quale, 0}y 2,1)) 0 (2,) dOA
aA

+ § (Mew (2,) e (2,9) + Moy (3,9) m, (2, ) ZE228) 8(‘; Yapa
a4

4 (s 2. + 2 () my 2) P22 o (241
DA

+ / f’.':i (I, y) Ug (Iv y) dA + ] fyi ("Ea y) U (‘I’ y) d‘A
A A

- f (N'zz (z’i Y, Z) ny + N:cy (Z‘, y)) Ty (E, y) Up ($, y) daA
8A

= § (Nay (2,9) 7 + Ny (2,0} my (2,9) vo (2, ) dOA.
A
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Para placas ndo-retangulares, torna-se essencial indicar os integrandos no contorno
0A em (2.41) através das diregdes normal (n) e tangencial (f) em cada ponto do contorno,
conforme ilustrado na Figura 2.10. Sendo « o Angulo entre os eixos z e 7, as seguintes
relagOes sio vélidas entre os deslocamentos ug, € ug, nas direcdes normal e tangencial, e os

deslocamentos ug ¢ vy, nas direges « e y, (veja Figura 2.10)

’U,@n(ir, Y, Z) = U(}(SE, Y, z)nx '%“UO(:E: Y, Z)nys (2 42)
uGt(xa Y, Z) = —'HO(:C: Y, z)ny -+ Ug(l‘, Y, z)nx

sendo n; = cOSQ € Ny = sen « 0s cossenos diretores do versor e, na direcdo n.

Dada uma fungdo v(z,y), as suas derivadas parciais em relacio a z e y podem ser

expressas em funcio das diregdes normal (n) e tangencial (t) como (Reddy, 1993)

ov v ov
ov Bv dv
7 A
( t
{ . >
—————— - Saa b4
X
s A

Figura 2.10: Sistema de coordenadas ntz no contorno de uma placa néo-retangular (Szabé e
Babuska, 1991).

De acordo com o Apéndice A, a forca cortante Q,, o momento fletor M, na diregio
normal n e 0 momento torgor M, estiio relacionados com as componentes cartesiaznas dos

esforcos internos através das seguintes expressdes
Qn = Qzng+ Qyzny: (245)
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Mpn = Myl + Myynl + 2M,ynny, (2.46)

My = (ﬂ/fyy b ‘Mx:c) ThgThy ~+ 4M..~:y (nﬁ — ni) . (2.47)

De forma semelhante, as forgas tangenciais Ny, Ny, e Ny podem ser reescritas no

sistemas de coordenadas (n,t,z) como

]

¥
Non

NpznZ + Nyyng + 2N ynany, {2.48)
Naw = (Nyy = Noz) mamy + Ny (n2 —n?), (2.49)
A relagio (2.45) permite indicar o primeiro integrando no contorno em (2.41) através
da forga cortante ¢,, ou seja,
ff (Quemz + Quemy) w dOA = § Quw dDA (2.50)
a4 8A
Substituindo (2.43) e (2.44) e as relagdes (2.46) e (2.47) no segundo integrando no

contorno em {2.41}, verifica-se que

j( {(anﬂ + Meyny,) %% + (Myyng + My,n,) %u_ dBA
8A y
5 ,
= j{ [Mm-;-?:- + Mm%'fti dBA. (2.51)
8A

Igualmente substituindo (2.48) e (2.49) nas integrais no contorno dos termos referente

ao efeito de membrana, tem-se

a4 a4

Substituindo {2.50), {2.51) e (2.52) em (2.41) vem que

T, = fqi(:c,y)w (z,v) dA+/fmi (z,¥)uo (z, ) dA"E‘ffyi (z,y) v (z,y)dA
A A A

Ow (2, y)

Moz, y) ——22 4 M,.(z,
+i[f(ry) o + Mu(z,y)

dw (z,y)

= } doA (2.53)

+ § Qule,0)uw (2,9)d0A = § (No(2,0)1i0n(2,) + Noe(. p)uine(z, ) dOA,
84 dA
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Pode-se ainda integrar por partes o termo referente a M,,;, ou seja

%Mnt(:ﬂ v) ow (-?J y)daA - meﬁ _ f My, (z,y)

Fra {z,y)dBA,
A
sendo 1 e 2 pontos do contorno JA entre os quais nfio hd descontinuidades geométricas

conforme mostrado na Figura 2.11. Supondo a existéncia de N pontos P; de 84 com descon-
tinuidades geométricas, a expressio anterior é reescrita como

f Mz, y) %awé:;:, ¥) diA = - j{ _m___maMn;gx, y)w (z,y) dOA
A 8A

N
+ Z [(M,;‘; - M,;) w(z, 'g)L)i .

=1

(2.54)
Neste caso, M, M, representam, respectivamente, os valores & direita e & esquerda do

ponto F; quando circulando em JA no sentido positivo da direcio tangente £, conforme
ilustrado na Figura 2.11.

AN 40T
. \ An+
Iy i ""‘\ ’ |
P4 t F3 ) =K “"""’nm
m le t“
- A —» ,
+1 n n
P ;P2 22
/
5w
AA

{a) Placa retangular, {(b) Placa poligonal.

Figura 2.11: Pontos em descontinuidades geométricas da superficie média

Substituindo (2.54) em (2.53), a expressio do trabalho interno passa a ser dada por

f gz, y)w (z,y) dA + / Jri (Z,9) uo (z,y) dA + f fyi (z,9) vo (z,3) dA
A A

A
oM, (2, y) Ow (z,vy)
-f |nte) + S M) o
- j{ [Non (2, ) %on (2, 3) + Noe (2, ) wee (2, )] dOA (2.55)
DA
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N
+ 30 [(M, - M) wia, v, -
gzl ¢
De forma andloga a {2.38), a forga cortante Q, é dada por

8Mnn (:r:l y) a"Mﬂ.i (I: y) =
- + o . {2.56)

Qnlz,y) =

Observa-se que M, representa um momento fletor por unidade de comprimento na

nn

o o . g . .
direcdo tangente t. A partir dai, a derivada indica uma forca transversal por unidade

de comprimento na dire¢do z. Analogamente para o termo gﬂt. Logo, denota-se por
OMps (2,y)  OMun (z,y) OMp (z,y) )
Valz,y) = Qn ) = : - .57

a forca interna transversal por unidade de comprimento na direcio z presente no contorno
da superficie media. Logo, a expressdo final do trabalho interno para a placa de Kirchhoff é

escrita como

To= [a@vwEvdd+ [y dd [y wley)dl
A A A

- j{ Valz, y)w (z,y) dOA + j{ Moz, y)él"l-é%ﬂdaA (2.58)
JA dA

- f (Nan (2, 9) on (2, ¥) + Nut (2, 9) wgr (2, 7)) dOA
54

+ Z [(E\/I:; - .-M;) w(z, y)]P‘ :

i=1 '

Assim, os esforgos internos presentes no modelo de placa de Kirchhoff incluindo o efeito

de membrana s&0 os seguintes:

e g;: carga distribuida interna transversal & superficie média da placa proveniente dos
momentos fletores (M., e M,,) e torgores (M, e M) por unidade de comprimento

presentes nos pontos internos;

¢ V5. forga cortante por unidade de comprimento na direcéio do eixo z presente nos pontos

do contorno;



® Mnp,: momento fletor por unidade de comprimento na direcdo tangente ¢ presente nos

pontos dos contornos;

o M e My;: forgas internas concentradas transversais atuando 3 direita e 4 esquerda

dos pontos F; do contorno da placa onde hé descontinuidades geométricas;

® fzi e fy: cargas distribuidas internas tangentes 3 superficie média da placa proveniente
das forgas normais (N, e Ny, ) e cisalhantes (N, e N,;) por unidade de comprimento

presente nos pontos internos;

® Npn: forga normal por unidade de comprimento presente nos pontos dos contornos

normal a superficie lateral da placa;

o Ny forca tangencial por unidade de comprimento presente nos pontos dos contornos

tangente & superficie lateral da placa.

Esses esforgos internos estio ilustrados na Figura 2.12(a).

{(a) Esforgos internos. {(b) Esforcos externos.

Figura 2.12: Esforgos internos e externos devido ao efeito de flexdo e membrana.

2.1.5 Determinacao dos Esforcos Externos

Deseja-se agora caracterizar o conjunto de esforcos externos compativeis com a cinemética

definida para o modelo de Kirchhoff. Posteriormente, aplica-se o Principio dos Trabalhos Vir-
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tuais (PTV) para deduzir o Problema de Valor de Contorno (PVC) de equilibrio para a placa
de Kirchhoff.

Os esforcos externos presentes no modelo de Kirchhoff sio apenas aqueles que podem
ser equilibrados pelos respectivos esforgos internos definidos na seco anterior. Desta forma
os esforgos externos sio os seguintes:

» ¢ forga distribuida externa transversal  superficie média da placa;

e §. forga distribuida transversal & superficie média definida no contorno 8A4;

¢ 7fin,: momento distribuido na dire¢do do vetor tangente ¢ no contorno 94;

Rp: forcas concentradas na dire¢éo transversal da placa atuando nos pontos P; do

contorno nos quais ha descontinuidades geométricas;
e f;: forga distribuida externa na direcio z tangente i superficie média da placa;
* [, forga distribuida externa na diregdo y tangente & superficie média da placa:
® fan: forga distribuida normal & superficie lateral do contorno da placa;
e fu: fora distribuida tangencial & superficie lateral do contorno da placa.

O conjunto de esforgos externos estd ilustrado na Figura 2.12(b). Desta maneira, o

trabalho externo 7, para um conjunto de deslocamentos (ug, vy, w) é

T.= [alev)w (z.y)dA+ [ fulo,p)us (z,5)dA+ [ e y)vo (2.0) dA
A A A
+ fate vz aat §m, 0D Ly, @,y)doa (2.59)
a4 8A A

+ § Fulz, v (z,9) 404+ Y [Rr(o, )l
54 i=1

O PTV estabelece que a soma dos trabalhos dos esforgos externos (T) e internos {73)

deve ser nula para qualquer acdo de movimento virtual @ compativel com a cinemitica da
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placa de Kirchhoff, ou seja,

T.+T; =0 para toda agio virtual @ = (ug, v, w) -

(2.60)

Substituindo (2.58) e (2.59) em (2.60) e colocando em evidéncia os termos comuns,

obtém-se
[ [+ Bl Pl | bt e
{ :fx(a;,y) . angi:a v) anyag(f y)} ey
{ :fy(:c, 0+ azvy% ;a: ) 6f\xzix,y)J o (o)
j*{ [d(z,y) — Valz, )] (z,y) dOA + j{ om0, ) + Mo (2, )]
aA '8

T,y)dA

0d {z, y) N

dn

[fanlz, y) —~ Non (2, y)] tos (2, y) dOA + f [fat(z, y) = Nus(z, y)] tor (2, y) dOA +

o
o

o

[(Re, + Mgt — M) 0z, y)], =0.

i
u,

Como o deslocamento virtgal i = {ug, v, w) & arbitrario, a expressio anterior é nula

apenas se todos os termos entre colchetes forem simultaneamente nulos.

seguinte PVC de equilibrio para a placa de Kirchhoff

( aziwxx (Sﬁ, y) 8 Myy (I y} e QazMxy (:C: y)
dr? dy? Jrdy
Vo—d=0

+qlz,y) =0

Moy, (2, 9) + s (z,9) = 0
M7, - M") Rp =0
3 3Nm (;r v} af\zy (z,y)

aNyy T ?3') %lx )

fnn(xfy) - ]\}nn(me y) =10
fre(z.y) = Nz, ) =0

+ fo(z,y) =0

\

z,y € A,

T,y € JA,
T,y € 0A,
i=1,2..,

T,y € A,

T,y € A,

z,y € 04,
z,y € 0A.

Isto resulta no

JN;

(2.61)

A expressio anterior define a forma local ou o Problema de Valor de Contorno (PVCida
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Figura 2.13: Esforgos presentes no contorno de uma placa de Kirchhoff.

Engastada | Apoiada 1 | Apoiada 2 | Livre
w=10 w=10 w=1{ Qn=0
ow ow
“5;-:0 Mnt:O ““6?30 Mnt=0
ow _ 0 Mpyn=0 | My, =0 | My, =0
B’n - nn TN T nn —r

Tabela 2.2: Condicbes de Contorno no Modelo de Placa de Kirchhoff.

placa livre de restrigbes cinemaéticas. Tem-se uma equacio diferencial de segunda ordem em
termos de momentos fletor e torcor, assim como trés condigdes de contorno para o problema
de flex3o. A primeira condicdo de contorno refere-se ao equilibrio da forca cortante Vj, no
contorno com a carga distribuida ¢. A segunda condigdo de contorno considera o equilibrio
dos momentos fletores distribuidos interno M,, e externo m,,. A terceira condicio estabe-

lece o equilibrio entre as forcas concentradas transversais interna e externa nos pontos de

descontinuidade geométrica.

Além disso, tem-se também duas equacbes de primeira ordem com termos das forcas
normais e duas condigbes de contorno para o problema de membrana. Essas condicbes con-

sideram o equilibrio entre as cargas tangenciais internas N, ¢ N,; com as respectivas cargas

externas f nn € fng.

Os esforcos presentes no contorno de uma placa estdo ilustrados na Figura 2.13. As
condigoes de contorno cinemadticas e de forca nas extremidades de uma placa estdo indicadas

na Tabela 2.2.
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2.1.6 Aplicacao da Equacao Constitutiva

Para uma placa de material eldstico, linear e isotrépico, as componentes de tensao
Tuz {2,y 2), Oyy (2,9, 2) € 7oy (2,9, 2) estdo relacionadas, respectivamente, com as deformacdes
Eox (T,Y,2) , Sy (1,9, 2) € Yoy (7,9, 2) através da Lei de Hooke. O PVC de equilibric 2.61 foi

deduzido assumindo-se a hipdtese de pequencs deslocamentos e deformacgoes.

Como nesta seclo emprega-se um material linear, o modelo passa a ser totalmente
linear. Neste caso, pode-se decompor as componentes de tensio segundo os efeitos de flexdo

(indicados por f} e de membrana (indicados por m). Logo,
Ope = Ofp + 0L, oy =olital, = TR 4T,

Para um material de Hooke, as componentes de tensio e deformagéo para a flexdio estio

relacionadas por

E(z,
U;{:c (I’ya Z) = ( y) ) (Eir (:c,y,z) + ygiy ($3y?z))’

1 —v¥(z,y
E(z.y)

Giz: (I; Ys Z) = “—'.'—"w““_) (Eix (Ia Y, Z) + v E;{g (-7;7 Y, Z)) + (262)
Bz,
hiens) = Gluidey5) = grlad (g

(I+v(ry
_ E(m,y) il “y(z": y)]
T Ta-ARyy e

Supde-se que o médulo de elasticidade e o coeficiente de Poisson sio constantes, ou
seja, B(z,y) = F e v(z,y) = v. Introduzindo as componentes de deformagio deduzidas

anteriormente nas expressdes dadas em (2.62), obtém-se

E  (wiz,y) wl(z,y)
f = 4 3
02z (2, 9) e ( YV )
E (w(z,y) Pwl(zy)
a;'y (z,y) = ~aT—— ( By -+ v 52 , (2.63)
E(1-v)dw(z,y)
! = -
Ty (y) = -z 1—-v2  9z8y

Substituindo-se as expressdes anteriores nas equagdes {2.26), (2.28) e (2.30), os mo-
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mentos fletores e torgor para uma placa com material eldstico, linear e isotrépico sdo dados

por
12 E  (w(z,y) wlzy)
—_ 2 ) 3
- _p Ow(z,y) FPuwlzry)
Az EEEA
LB (Bw(zy) Pwiny)
— 2 ’ )
My, (z,y) = -tf/ e ( Sy g )dz (2.64)
= -D Fw(z,y)  Bwlzy)
oy? H2? ’
2 E 8*w(z,y) 8w (z,y)
_ - 2 ? P — 1} 2L
Moy (2.9) = mtf/zz 1+v Ozby dz=-D(1-v) dz0y
sendo
Ef -
D=wa=m 263)

a rigidez da placa ao efeito de flexdo.

Por sua vez, as forgas cortantes Q. e @, dadas em (2.38) e (2.39) sdo escritas como

B Fwlzy) FPwlzy) Fw (z,y)
Q:z:(-r:y) = D( o3 +v 3$3y2 ) '"D(:{——J/) &Iayz
Fu(z,y)  FPwlz,y)
= =D ( Fr e (2.66)
_ Fu(z,y) | Fulz,y) Fw (z,y)
Qlz.y) = -D ( By? v grldy -D(1-2) W
-~ Fw(z,y)  Pwl(z,y) i,
= D ( e + 5225y ) . (2.67)

Substituindo (2.64) na equagdo diferencial de flexio dada em (2.61), chega-se na equacio
diferencial do problema em termos do deslocamento transversal w(z,y), ou seja,

» 1 Bzu*(x,y)+y82w(x,y) L& (Pulzy) | Puley)
d )|+ a2 )

ar? ox? dy? Ayt ay? dz?
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& 8w (z,y)
2 — ) — | =
+ 5257 [D (1—w) 2oy ] g(z,y) =0, (2.68)
Simplificando a expressio anterior, obtém-se
Fw(z,y)  twlz,y) & w (x, y)
D ( 5 T By +2 prwal i g(z,y). (2.69)
A partir da equagfo (2.64), vem que
Fuw (x, y) + Vagw (1'7 y) _ _Mm: (E: ?J)
oz Oy B D
Fwry) Pwlzy) _ _My(zy)
Oy? Ox? D
Fw(zy) _  My(z,y)
Ordy D1 -v)’

Substituindo as relagdes anteriores em (2.63), obtém-se as seguintes expressdes para as

componentes de tensdo normal e de cisalhamento

M‘-’ﬂ (33, y)z
$3/12 7
M, {.’C,y
Ay = T2, (2.70)
My (z,y)
13/12

ol (z,y)

4, (2,9)

Por sua vez, as componentes de tensio e deformacéo, devidas ao efeito de membrana,

estao relacionados por

E(z,y)

0z (T,y,2) = T g (5;'; (z,y,2) + v ep (x,y, z)) ,
Oz (I?y)z) = E—:—;"é“(:c—)a (E:; (Iay:z)+ Ve (37,?!»2))3 (Qfl)

m m Elz,y)
Try (21 Y, Z) = G(E, y)'?'::y (Ir Y, 2) = m’?fl—g (I) Y, ,?.’)

E{z, y)[1 - v(z,9)] .
2{1 — 1;2(3;’?;)] Ty (Iw Y, 3).

Introduzindo-se as equagdes de deformacio do efeito de membrana da Tabela 2.1 nas
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equagdes acima, tem-se

m E  (Oup(z,y)  Ouo(z,y)
R G = )
m _ _E fOulz,y) | Ouelzy)
ow (@Y} = 1——1/2( By Vs '
m - E (1 - V) 8UU($: y} 6'”‘0(3"7 y)

T (#0) = 2(1«-V2)( oz oy )

(2.72)

Conhecidas as componentes de tensdo, pede-se agora relacionar as forcas normais dadas

em (2.27), (2.29) e (2.32) com as componentes do campo de deslocamento. Deste modo, tem-

se

t/2

B E  (duplz,y)  Ouwlz,y)
N:'c.‘i.‘ (2:7 y) - _42 i-— ’U?' ( 3$ tv ay dz

- (Gl EC))

Jz * Ay

1-12 Ay dz

_ 31}0(5‘3, y) auﬂ(mz y)
=T ( By v Oz ’
t/2

f E Bug(z,y) - Oug(z, y) d=
o 1+v Oz Ay

- Ta-) (3vg(m,y) . 3u0(x,y)) |

Ny (z,y) = / B (3@e($,y)+yaﬂo($:y)) iz

Ney(z,y) =

oz Ay

sendo

Et

T=1-

a rigidez da placa devido ao efeito de membrana.

(2.73)

Substituindo a equagdo acima nas equagbes diferenciais de membrana dadas em (2.68),
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obtém-ge

0 [ (Bufe) , 2tz ]

dz dz By
vy PO (Bt S By —
(2.74)
5% T 3@%;, ) + y@uggi,y)
Yo [T(l 2 (f’“@gw + Bgy y))} + fylz.y) =0.

Essas s&o as equagdes diferenciais que descrevem o efeito de membrana num elemento estru-

tural de placa segundc o modelo de Kirchhoff.

Simplificando as equagdes (2.74), tem-se

-(1 - V) 62ug 82u0 521’3
T = = Jx,
T + Ozdy f
(2.75)
(1~v)8% vy H%u
! z)m; a;+a;J;‘H
L ) LTOY
Substituindo as equacbes (2.73) nas expresses {2.72), obtém-se
Ny (z,
oy = by
N,
oy = Ty (2.76)
‘N;I? (IL', y)
7@y =~

Observa-se que as componentes de tensio devido ao efeito de flexio variam linearmente
com a coordenada z, conforme ilustrado na Figura 2.14(a). As tensdes devidas a0 efeito de

membrana nao variam com a coordenada z, como pode ser visto na Figura 2.14(b).
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(a) Distribui¢do de tensGes normais e cisalhantes (b) Distribuicio de tensdes normais e cisalhantes
devido ao efeito de flexio. devido aoc efeitoc de membrana.

Figura 2.14: Distribuicio de tensdes na placa de Kirchhoff.

2.2 Aproximacao

2.2.1 Forma Forte

A equagéo diferencial, ou forma forte, devida ao efeito de flexdo, do modelo de placa de
Kirchhoff, em termos do deslocamento transversal w, é dada por (2.69). Esta equacio pode

ser denotada na forma padrio de operador como
Al = f7, (2.77)

sendo

& a*
w=p(Zes it i) Vvl o Foaey. @)

A solugido da equacio (2.69) é uma fun¢do w(z,y) continua com derivadas parciais
continuas até a quarta ordem e que satisfaz as condi¢des de contorno do problema. Logo,

w(z,y) pertence ao dominio D4 do operador diferencial A7, ou seja,

Dyr = {w(w, y) € C*(z,y) e w(z,y) satisfaz as condicdes de contomo} , (2.79)
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sendo C*(z, y) o conjunto das fungdes continuas em R? com derivadas parciais continuas até

a quarta ordem.

Analogamente, as equacdes de membrana {2.75) podem ser denotadas como

A" = (2.80)
com
(1 _ l/) “8—2_ 82 62
m 2 gy or2 dz8y
S ST ¢ S
Bzdy 2 0x? gy
an=d WEY L e ] @y | (2.81)
2¢) (1’7?1) ""fy (:E: y)

A solugao da equaglio (2.80) fornece as funges uy(z,y) e g (z,y) continuas com
derivadas parciais continuas até a segunda ordem e que satisfazem as condicdes de contorno

do problema. Logo, ug (z,y) e v (z,y) pertencem ao dominio Dym do operador diferencial
A™, dado por

Dpmn = {uo(z,y),vg (z,y) € C¥(z,y) e ug(z, y) e vo{z, y) (2.82)

satisfazem as condicGes de contorno},

sendo C?(z,y) o conjunto das funcdes continuas em R? com derivadas parciais continuas até

& segunda ordem.

2.2.2 Forma Fraca

Efeito de Flexao

Para se obter a forma fraca, devida ao efeito de flexo, trabalha-se com a equacio nao-
simplificada dada em (2.68) e multiplica-se a mesma por uma fun¢io v {z,y), denominada

fungdo teste. Inicialmente, assume-se que v pertence ao dominio do operador A/, ou seia,
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v(z,y) é uma fungdo de C*(z,y) que satisfaz as condicdes de contorno do problema. Poste-
riormente, serd visto que na verdade as fungdes v e w ndo precisam ser tao regulares e nem

satisfazer todas as condigbes de contorno. Logo, multiplicando-se (2.68) por v tem-se que

o Fuw(z,y) Ouw(zy)
J Y {D ( 527 + v 5y )] viz,y}dA +

& Pw(z,y) Pwlz,y)
J 5 [D( By +v B2 ) v(z, y)dA + (2.83)

6ay [D(l — ) a—fa-”-@gm—)} o(z,y)dA — / olz, yyolz, y)dA = 0.

Para simplificar 2 notagic, o termo (z,y) ndo serd incluido nas equacdes seguintes.

Integrando a expressio anterior por partes, tem-se

fa |G o) e [ [ (5 5| G

o Ju
+fa {D(l ) ] A+fa [ ~V) 55 ay] 5odA (2.84)
M., 6M1:y BMW My B
+}([( Jy )nx+(ay + oz ™ “daA—:[quA—O,

2 2
Observa-se que o termo 2 520y [D (1-w ?mg%myl] foi integrado uma vez em z e outra

em y. Na expressao anterior, empregaram-se as defini¢cdes dos momentos dadas em (2.64) na

integral de contorno.

Aplicando-se as definicdes das forcas cortantes (2.66) e (2.67) e a expressao (2.43), a

integral de contorno simplifica-se para

AVEp .k' T i .ﬂ’lx
f M. +3‘1/Iy no + Bﬂwfy+81y n,| v doA
A Oz Ay dy dz

i

?g [Qzne + Qyn,] v dOA
EF)

= i@n v ddA.
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Empregando esta relacio em (2.84) e integrando mais uma vez por partes vem que

8w w 8%
[P (&= TN G o (G5 Goaa
/2 {D(I )ai;;;} aiaydA~;- jéQn v doA (2.85)

—f [( U :cygv) + (Myyg iMz'ggv) nyjl doA — fq vdA =0,
A

A segunda integral no contorno pode ser simplificada de forma andloga a (2.51), ou

seja,

jJ [(an;,;-kMg:yny)m—i-(Mwynz Myyny) a”J d9A = j{ [ g —f—Mmg ]d&A
g4

Substituindo a relacio anterior em (2.83) e organizando as integrais de drea, obtém-se

D / [8210 8%y (a%u & w 3%) 8w 9%y 8w % }

0257 “\a oy T o a) T e oy T2 V) Bray any
v Sl
—j{and&A-—j{ [Mma—n%—Mm-é%-J daAu_/quA_O. (2.86)
A 8A A

dv
Integrando-se por partes o termo M — 5 , chega-se a uma expressio andloga a (2.54), a
qual substituida na equagio (2.86) resulta em

D/ {3219 8%v (82w 8 ‘ &y 82'0) N 82w &%y w &% :;

) a0 TG a2 T o o) T e o T V) By sy

f(q" ) o do- 75 Manigodod + Z[( s M) o], (287)
fqtdA 0.

Finalmente, empregando-se as condicdes de contorno dadas na forma forte (2.61) vem
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que

/{aﬁw v (627.0 Pv  Buw a%) 8P 8%y ) Fw 9%

e U\ o e T e e ) Tap e T2 Y aagy umy
/gwdA—i— }{gvdaA j{mm——dm Z Rp, v]p,. (2.88)
dA

A equagio (2.88) é denominada forma fraca, pois apresenta diferenciacdes de ordem
inferior aquelas da forma forte (2.77). Enquanto a forma forte do problema apresenta di-
ferenciagbes até quarta ordem, a forma fraca apresenta diferenciagdes de segunda ordem.
As fungbes w e v podem ser menos regulares na forma fraca. Basta que pertencam ao
conjunto de fungdes continuas com derivada primeira contfnua C! (z,y) ou continuas com
derivada primeira continua por partes C’ép (z,y). Na forma forte, estas fungdes necessitariam

ser continuas em C* (z,y) ou continuas por partes em Cs (z,9).

A partir de (2.88), observa-se ainda que as condigdes de contorno naturais, expressas
em termos de forcas e momentos, sio automaticamente satisfeitas pela forma fraca. Isto
implica que as fungdes v e w em (2.88) necessitam satisfazer apenas as condigoes de contorno
cinemdticas ou essenciais. No caso da funcio teste v, requer-se que a mesma satisfaca apenas

as condicdes de contorno essenciais homogéneas.

Efeito de Membrana

Para se obter a forma fraca das equagdes (2.74) devido a0 efeito de membrana , segue-se
a mesma sistematica adotada para se obter (2.88). Assim, multiplicam-se as equacdes (2.74)
pela funcdo teste v{z,y), pertencente, inicialmente, ao dominio do operador A™, ou seja,

v{z,y) é uma funcdo de C*(x,y) que satisfaz as condicdes de contorno do problema. Logo

[ (522 e

f% {T(l ; v) (avgéz,y) " Buea(;‘fa y))} v(z,y)dA+ !fz(sr,y)v (z,y)dA =0,
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T (a““ég‘; vy ya""’ﬁéz’ y))} v(z,y)dA +

Integrando por partes cada termo da equacao acima e simplicando, como foi feito em
(2.84), tem-se

Buodu = By v (1-v) Ouy Ov Bua v
T/ ’:81: ar By By 8z * 2 1 8y N Fy dy a4 (2.89)
= jcg [Nzaniz + Npyny) v dOA ~ [ fzvdA,
81)0 ou 6’uo ov (1 — I/) 6@{} v 81:50 A
T/ [By 8y 5‘3: 8y * 2 8z Oz * na_yé; d4 (2.90)

= jg[; zyTa + Nyyny| v dOA — /fy v dA.
A

a4

As equacbes (2.89) e (2.90) representam a forma fraca do efeito de membrana, pois apre-
sentam diferenciagdes de ordem inferior 4 da forma forte (2.81). Enquanto a forma forse do
problema apresenta diferenciactes até segunda ordem, & forma fraca apresenta diferenciacdes
de primeira ordem. As funcdes ug, vy € podem ser menos regulares na forma fraca. Basta
que pertencam ao conjunto de fungdes continuas C9 (z,y) ou continuas por partes CJ (z,y).

Na forma forte, essas fungdes necessitam ser continuas com derivadas até a segunda ordem

continuas em C* (z,y) ou continuas por partes em 6’2 (z,y).

Da mesma maneira, as condicdes de contorno naturais sio automaticamente satisfeitas
pela forma fraca. Logo, as funcdes vy e vp devem satisfazer apenas as condig@es de contorno

essenciais. J4 a funcio teste v deve satisfazer as condicdes essenciais homogéneas.



2.2.3 ‘Aproximacio da Forma Fraca

Efeito de Flexio

A solugéo aproximada w, (z, y) do problema de flexdo da placa de Kirchhoff com solucio
exata w (z,y) é escrita da seguinte forma
ki
wa (2,y) = 3 aidi (2,9) . (2.91)
fam]
sendo {¢;}7-, um conjunto de n funcdes linearmente independentes, denominadas funcdes de

base, de forma ou de interpolagéo.

E necessario que as fungbes escolhidas tenham ordem de diferenciacio compativel com
aquela presente na forma fraca (2.88). E importante também que satisfacam as condicdes de
contorno essenciais, uma vez que as condicdes de contorno naturais sio satisfeitas pela forma
fraca do problema. Para se obter os coeficientes a; presentes na solugao aproximada (2.91),
existem diferentes métodos, tais como Residuos Ponderados (Colocagdo e Galerkin), Ritz e

Minimos Quadrados.

O conjunto de todas as combinagdes lineares das funcdes ¢; gera o subespago linear
denotado por span{®;}%., associado a ¢;. Dessa forma, as aproximacoes w, e v, das funcdes
w e v dadas em (2.87) pertencem ao subespago gerado pelas funcbes ¢;, ou seja, v, w, €

span{®;}2.,. Neste caso, v, é escrita como

v (2,y) = Xn: bid; (z,y). (2.92)
Fu=1



A forma fraca aproximada é obtida substituindo w e v em (2.87) pelas suas respectivas
aproximacdes 1w, € v,, ou seja,

D/ 8w, 8%, e 8w, 8?v, +6‘2wn 8, Fw, Su,
dz? Hz? dr? oy? dy? Ir? Jy? Iy?

) &, 8, M,y ks 2.93
2(1 - axayawy] dA—j(aA (wa) vy, dOA jéaAMma doA+  (2.93)

1“1 [(ﬂ'fnt n—c) Uﬂ($= ?j}} P, - fA q v, dA = (.
Substituindo (2.91) e (2.92) na forma fraca (2.93), obtém-se
n {D/ %32% . (5265:‘ Fo; oy 52¢j) Fo; 02,

=1

4 Ox2 9x2 0% 9y?  Gy? Oz2 oy? oy?
82¢1 82¢’g aMnt
¥2(1=0) oo | ada - }{M (Qn &; dOA (2.94)

—j{aﬁMma‘f’fdaAauzM (5 - 017) 0], f qojdﬂi}b =0,

Como b; séo coeficientes arbitrdrios da combinacio linear (2.92), a expressio anterior

¢ nula se e somente se

. {D f [6_"’9'_1-82% U(a%ia?cﬁj a?m%;sj) 826; 8%,

7,7=1

O0z2 8z 0z2 Gy Oy? Ox? Oy Oy?
. 82(17; 32&53 . BJ?VIng N 2 95
+2{1 —v) 525y axayd;’i a; = }{M (Qn + — | ¢; dOA+ (2.95)

ﬁ{aA Mm%iiidaA ~ Tl (M - M3) 0], + /A q6; dA = 0.

A expressio anterior representa um sistema de equacoes da forma

K] {u} = {#}, (2.96)



sendo os coeficientes da matriz de rigidez [Kf ] e do vetor de carregamento {ff } dados de

forma geral por

Kl = Df {62‘?51' 8¢ y(ach’i &e; & 32¢3')
1

2% B 5zt B2 | oy ozt
+%2§%2;3‘ +2(1-v g%g;g;] Li=1mn (2.97)
fl = f (Qn BM“) b; dOA + f Mma% ddA
8A
- Z (M3 - M) 5] +fq¢3 dA, j=1,..n. (2.98)

k=1

A matriz de rigidez pode ser denotada ainda pelo seguinte produto de matrizes

K] = % {Bff D] [B], (2.99)

A matriz de deformacao [Bf ] é dada por

___82@1 82¢n
afg vvvvvvv - axz
¢ o,
B]=|-52 ... 2 (2.100)
¥ o
_ a @1 g ¢n
ey T ~Gady
Por sua vez, a matriz de elasticidade [D] é determinada a partir da lei de Hooke (2.62).
Logo
1 v 0
Dil=—2— v 1 o | (2.101)
(1—22) (1-v)
0 0 5

Efeito de Membrana

Da mesma maneira, pode-se caleular a forma fraca aproximada das equacdes (2.89) e

(2.90) referentes a0 efeito de membrana substituindo ug € vy pelas suas respectivas aproxi-
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magdes Ugn € Vo, iSto é,

Ugn (T, y) = i cpi (T, ), (2.102)
i=]

sendo {@;}%, o conjunto de n funcdes linearmente independentes. Da mesma maneira que
na flex&o, é necessédrio que as funcdes escolhidas tenham ordem de diferenciagio compativel
com aquelas presentes na forma fraca (2.89) e (2.90). E importante também que satisfacam
as condigdes de contorno essenciais, uma vez que as condicGes de contorno naturais sio

satisfeitas pela forma fraca do problema.

O conjunto de todas as combinagdes lineares das fungbes ; forma o subespago span{e; .
Desta maneira, as fungdes ug, e v, dadas em (2.89) e (2.90) pertencem ao subespaco gerado
pelas funcdes ¢;, ou seja, ug,, v, € v, € span{y;}7 ;. Nesse caso, a aproximagéo v, da funcéo

teste v &
y) =D hip; (z,y). (2.104)
ot

A forma fraca aproximada é obtida substituindo Up, Up € vn em {2.89) e (2.90) pelas

suas respectivas aproxXimagoes g, von € Vs, OU seja,

g, 6Un 3@0,1 Ovn (1~ v) [ Bug, Ou, ~ Ougn Ovn
T/{&J: ax 6y 63:+ 2 oz By dy By a4

+ jf Noane + Noyny] v, dBA = f fo v dA, (2.105)

Bugy, 3vn 8uen duy, (1 = v) {Bvon Qv Bug, S,
“Tf[ay By Vo oy T3 (”53:"5?"‘“ By &HM

+ § Vayne + Ny, v, 94 = [ 1 v da (2.106)
[ A

Substituindo as equagbes (2.102), {2.103) e (2.104) na equacio anterior e seguindo os

mesmos passos para o efeito de flexo, encontra-se a forma fraca aproximada do efeito de



membrana da placa, isto é,

o BB ) (0 880

— dz 8z dy Oz 8z By By By
- j{{NmnI + Nayny| 05 dBA—/fx 0; dA, i=1.n (2.107)
8A A
- dep; 899‘3 ) a‘Pz B‘PJ - (1—u) (dp; a@j Jip; B‘Pj )]
;T/[aya "Bz By T3 (Bm or %t 3y o %)%
- j{ [Negne + Nyyny] o; dOA — / £, 5 dA. i=1n (2.108)
gA A

As expressGes anteriores representam um sistema de equagdes da seguinte forma

{ el }z{ o } (2.109)
{d}n {f*}n

Os coeficientes da matriz de rigidez [K™] e do vetor de carga {f™} podem ser escritos

(K], (K7,

sim.  [K*)

como

[00; Bp; | (1= v) By; By,
i _ otk —rroa?
Ky = T/ | 8z Oz T3 8y By

[ 00 0p; (1 —v) By; By
12 = J —“——“"‘"""""“““""—J'
K T[ "By 5z T 2 Pz By

2 o g [[Q=1)0pdy; | 00y
kg =71 5 oz bz | By By

} a4 Zs] = 1:"“3” ?

}dA hi=1,...m (2.110)

}dA Lji=1,...n.

fjl = jg{-Nxa:nsc + ryny] i ddA /fx s dA J=1..,n,
A

A
o= f[anvayyny] o; daA—/fy pidA =1 ..n. (2.111)
8A A

Novamente, a matriz de rigidez de membrana pode ser denotada pelo produto

K™ = (B™]" [D][B™], (2.112)



sendo a matriz de deformagio [B™} dada por

dor o Gon
dx Do, dr 8
[Bm] o 0 "5':&— ..... { ayn . (21%3)
Opy Oy, Ogn  Oon
‘"“8-37 R By B

2.2.4 Elementos Finitos de Placa

Efeito de Flexao

Para selecionar as fungées de interpolacio devido ao efeito de fexio {#:}7., do elemento
(e}, deve-se analisar a expressdo (2.97). Pode-se ver que os coeficientes [K;ﬂ da matriz de
rigidez envolvem derivadas parciais de segunda ordem das fungdes de interpolagio. Logo, a
regularidade minima que se exige das funcdes de interpolagdo € 1, ou seja, as mesmas devem
pertencer ao conjunto C' (Q) das funcbes continuas com derivadas parciais de primeira ordem
também continuas numa regido O C R2. Isto implica que tanto w, quanto as suas derivadas

ow, Ow. Fuw,., _ , .
s e =) s30 continuas entre dois elementos. Mas as componentes de
dr ' Oy  Oz8y

parciais (
deformac@o e tensdo normal serfio descontinuas, pois as mesmas envolvern derivadas parciais
de segunda ordem. As funcdes provenientes do produto tensorial dos polindmios cibicos de
Hermite unidimensionais possuem as propriedades requeridas. A obtencdo dos polindmios

unidimensionais estd apresentada no Apéndice B.

A determinagfio de funcdes de interpolagdo de elementos finitos de classe CHQ) para
Q) C R? ndo é uma tarefa simples. Para o caso de elementos quadrangulares, tem-se uma
forma de recorréncia para gerar as funcdes de interpolag@o locais. Para isto considere o
tridngulo de Pascal ilustrado na Figura 2.15. O seguinte procedimento pode ser aplicado
para gerar uma familia conforme de elementos quadrangulares de classe O™ (Taroco e Feijéo,
1983):

* identifique no tridngulo de Pascal, os quadrados cujos lados contém polindmios comple-

tos de grau impar. Na Figura 2.13, isto corresponde aos quadrados 1,3,5,---,m,---

b
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Cada um destes quadrados contém 4, 16,36, ---, (m-+1)?, - - - monémios independentes.

¢ considere que o grau de cada mondmio contido no quadrado de ordem m corresponde &
ordem da derivada que deve ser prescrita nos nés dos vértices do elemento quadrangular
de 4 no6s sendo m a ordem das derivadas, os polindmios de interpolacéo locais deste
elemento contém todos os mondmios do quadrado 2m 4 1. Cada elemento finito assim

formado conduz a um elemento de classe C™.

Figura 2.15: Tridngulo de Pascal para elementos quadrangulares (Taroco e Feijéo, 1983).

Considere entdo os seguintes exemplos:

m =0 : o quadrado de ordem zero contém os mondmios de ordem 0 em z e 5. Logo, em
cada vértice do elemento finito prescreve-se apenas o valor da funcio. As funcdes de
interpolagao correspondem neste caso a polindmios contendo os mondmios do quadrado
2m+1=1, ou seja, 1, z, y, zy. Este elemento corresponde ao elemento Lagrangiano

de classe C™ = (9.

m =1 : os mondmios deste quadrado sdo 1, z, y, zy. Logo, em cada né de vértice do ele-

mento de 4 nds, deve-se prescrever os valores da funcio e das derivadas em relacdo a z,
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a y e cruzada zy, ou seja, consideram-se os valores de U, Uy, Uy € Ugy. As fungdes de in-
terpolagdo contém todos os mondmios correspondentes ao quadrado 2m+1 = 3. Como
pode-se observar, esses polindmios contém 16 coeficientes unicamente determinados a

partir das restrigdes impostas em cada né. Desta maneira, define-se um elemento de

classe C™ = (1,

m =2 : observando o quadrado para m = 2, deve-se prescrever em cada né do elemento,

os valores de u, Uz, uy, Uy, Uzy, Uyys Ugzy, Usyy € Usyy. Dste elemento de quatro nds

corresponde a uma familia de classe C™ = (2.

A Figura 2.16 ilustra vérios elementos quadrangulares. O elemento Lagrangiano con-
forme de classe C°, prescreve apenas o valor da funciio em cada né {ver Figura 2.16(a)). O
elemento bilinear ilustrado na Figura 2.16(b) é nio conforme, pois tem-se 3 valores por né e
um total de 12 fungdes de interpolagdo, ndo é possivel garantir a continuidade das derivadas
parciais entre dois elementos, pois s80 necessarios 16 coeficientes. J4 o elemento biquadratico
da Figura 2.16(c) possui 9 nés e alcanga um total de 27 coeficientes, permitindo garantir a
continuidade da aproximagéo e de suas derivadas parciais. Finalmente, as Figuras 2.16(d) e

2.16{e) ilustram elementos Hermiteanos conforme e nio-conforme.

Comparando os elementos conformes de Lagrange e Hermite, observa-se que este ¢ltimo
requer 16 coeficientes, enquanto o primeiro possui 27 coeficientes a serem calculados. Logo,

sob o ponto de vista computacional, o elemento de Hermite é bem mais vantajoso.

Considere entdo a dedugdo das fungdes de interpolacéo para o caso m = 1 do elemento
quadrangular de 4 nés mostrado na Figura 2.17. Como mencionado, em cada né do elemento
tem—ée quatro fungdes de interpolagdo correspondentes aos valores de U, Uz, Uy € Ugy. Con-
siderando os 4 nds, tem-se um total de 16 functes de interpolagdo correspondentes aos 16
mondmios do tridngulo de Pascal para o grau 2m + 1 = 3. A representagéo local w® (¢, )

no elemento (e) da aproximagao da fungio w(z,y) é escrita como

w (€n) = aidl (£,n) + bl (6,m) + asol (€.1) + aud® (€, ) +

as®i (€,m) + asg® (6,m) + a6l (€, 1) + as6® (€, ) +
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Figura 2.16: Elementos quadrangulares.
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Figura 2.17: Elemento quadrangular de 4 nés.



Ggﬁﬁs(;e} (&,m) + Gw@ﬁ? (&,n)+ aucf)ﬁ’i’ &+ 312@ (5 ) + (2.114)
a13¢£§) (&m+ a14¢§? (&, m) -+ Glség? &)+ 0«16¢’;% (&,

Z (3

As fungdes de interpolacio nodais aﬁ(e) ¢7(8} Qﬁg e @ES) estdo, respectivamente, asscciadas

aos valores da funcio w; 65, ¢!, ¢{¥ ¢ ¢ & derivada w,, o, o g9 e 07 3w, o

qé(e}, q’>12 € 09(5) & Wgy. Essas fungdes bidimensionais, ilustradas na Figura 2.18, sao obtidas

b

pelo produto tensorial dos polinémios de Hermite ciibicos unidimensionais dados em (B.3).

Portanto
(60 (6,m) = @@&W) 85 (&,m) = 0% (6) 61 (),
| o5l Em) = >@ (), ¢?@m=@()&ﬁm
Fem=62©62m, 696En=62e¢ ),

L o9 (6,m) = @<ﬂ%m € =6 (€6 (),
85 (6.m) =6 ()6 (m), o8 (€,7) = 6 () 68 (),

o (€ =67 ()6 (), o (€,n) = 6 (6) 6 (),
&M =0 (€6 (), 69 (€ m) = (6) 62 (),

[ @5 € =89 (), 6 (6,m) =6 (€) 6 ().

(2.115)

A matriz de rigidez de flexdo para um elemento quadrangular de 4 nés empregando

polinémios de Hermite pode ser escrita como
£ T
K== [ [B] D] [B/] det [7) dedn.

sendo

dzdy

det [3] == a—g—&g,

o determinante do Jacobiano, o qual é responsével pela mudanca do dominio de integracéo
real (dzdy) para o dominio de integracio mais simples no espago do elemento de referéncia

(d€dn}, conforme ilustrado na Figura 2.19.

60



L)

1 2
(‘Is‘l} {11'1)

(a) Elemento Qua- (b) Interpolagio de w.
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(e} Interpolacao de wy,,.

Figura 2.18: Fungbes de Hermite para o primeiro né de um elemento quadrangular de 4 nés
e 4 graus de liberdade por né.
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Figura 2.19: Dominio de integracio real e de referéncia.

A matriz de deformacio [Bf ] é escrita como

B1={ [ [ [ [5]].
sendo [B{ ] (i = 1,...,4) a matriz de deformacio nodal, relacionando o campo de de-

formacoes com os deslocamentos noddais, dada por

B i U . o
T oz 872 01k, | o2

i G S S
! dy? y? y? oy?
e _@e) %) e

| 028y  bzby  Ozdy  0zdy |

Na expressao anterior, ¢§-i) (4 =1,...,4) representa as funcbes de interpolagio associadas aos

nos do elemento quadrangular.

Observa-se que as expressdes das matrizes de deformacio B! (i = 1,2, 3,4) envolvem o
3

calculo das derivadas globais de segunda ordem das funcdes nodais locais gbg-é) &n(7=1,..,4).
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Para isso, aplica-se a seguinte relacio para problemas planos (Touzot e Dahtt, 1983)

r 82 N
dz? 9
¢
5?
4 _ S [TI]
G2
! 8
8 on
. Jrdy )
sendo
ih It
[T2] = j221 J"gz
2011021 2J12722
com [jl = [J] ' e
8Jn
g€
. AJy
(Ci]= 'S
L (80, 00
2\ On (5/3

r 62 R
ogz
&
+ [T —
52
. 0¢bn )
2j1112
272122

Jitdiz + Ji2da

i
2

(

0
73

9Jxn
on

0 0n
an ¢

e [Ti] = —[To][Ci] [j]

).

No caso de trifngulos, os elementos Hermiteanos investigados por Branble e Zlamal

(Branble e Zlamal, 1970) sio os mais importantes. O elemento mais popular é aquele de classe

C* com polinémios de interpolagdo locais de quinto grau proposto por Bosshard (Bosshard,

1968) e Bell (Bell, 1969). Como pode ser visto a partir do tridngulo de Pascal ilustrado na

Figura 2.20 para elementos triangulares, o elemento de Bosshard requer 21 coeficientes para

se ter um polindmio completo de grau 5. Para isso, prescrevem-se os valores de u, wug, Uy,

Uzz, Uzy, Uyy €M cada vértice e a derivada normal u, em cada né localizado na metade do

lado do trifngulo, conforme ilustrado na F igura 2.20. As func¢es de interpolacdo para um

elemento triangular C! podemn ser encontradas em (Touzot e Dahts, 1983).
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Figura 2.20: Tridngulo de Pascal para elementos triangulares.

Efeito de Membrana

Para selecionar as funcgoes de interpolagio devidas ao efeito de membrana {#:},, deve-

se analisar as expressdes (2.110) e (2.111).

Como pode-se ver, os coeficientes da matriz de rigidez de membrana somente envolvem
derivadas parciais de primeira ordem. Assim, utilizam-se fungdes de interpolagdo que per-
tencem ao conjunto C () das fungbes continuas com derivadas parciais de primeira ordem
descontinuas numa regido {2 C R?. Dessa maneira, o campo de deslocamentos serd continuo
entre os elementos, mas as componentes de deformacio e tensio normal serdo descontinuas
entre os elementos, pois envolvem derivadas primeiras. As fungdes de Serendipty ou Lagrange
sao suficientes para atender A exigéncia de continuidade no campo de deslocamentos entre os

elementos (Zienkiewicz e Taylor, 1989) e (Cook et al., 1989).
As fungdes lineares de Serendipty para elementos quadrilaterias de 4 nés sio dadas por

1

Para elementos triangulares lineares de 3 nés, tem-se

o1& =& wl&n) =7 @&n)=1~-&—17.

Da mesma forma que foi feito para o efeito de flexdo, a matriz de rigidez de membrana

pode ser escrita como

K9] = [ B [D][B] det [3) dedn,
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A matriz de deformacio [B™] é escrita como

B =] Bri ... By,
sendo n 0 nimero de nés e (BT} (5= 1,...,7n) a matriz de deformacée nodal dada por
Op; 0
dz 96,
[B?} = 0 ayi ;
dos Doy
| Jy Oz

e [D] a matriz de elasticidade do estado plano de tensio dada em (2.101).

As derivadas globais das funcdes de interpolacéo sao calculadas como

d¢; s
=1 %
dgi (=11 o,
Oy dn



Capitulo 3

Modelo de Placa de Reissner-Mindlin

Neste capitulo, apresenta-se a formulacao variacional do modelo de placa de Reissner-
Mindlin, assim como sua formulag¢éo pelo MEF. Adotam-se 0s mesmos passos seguidos no

Capitulo 2 para a construcio do modelo e sua aproximacao.

A principal diferenga do modelo de placa de Reissner-Mindlin, em comparacio ao mode-
lo de Kirchhoff, est4 na inclusfo do efeito de distor¢ao das normais & superficie de referéncia.
Assim, as deformacdes cisalhantes transversais 830 nao nulas, assim como as respectivas
distribuicdes de tensdo de cisalhamento. De forma andloga & viga de Timoshenko, assume-se

que as distorgdes transversais sfo constantes na placa de Mindlin.

Nio serd incluido o efeito de membrana, pois, como visto no Capitulo 2, para pequenos
deslocamentos, os efeitos de flexdo e membrana estio desacoplados. Assim, as equacbes para

o efeito de membrana sio as mesmas desenvolvidas no Capitulo 2.
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3.1 Formulacao

3.1.1 Definicao da Cinemaitica

Na cinematica do modelo de Kirchhoff, as normais & superficie de referéncia indefor-
mada permanecem normais a superficie de referéncia deformada ¢ ndo sofrem variacio de

comprimento, conduzindo a deformagoes cisalhantes transversais nulas.

A cinemdtica do modelo de Mindlin est4 ilustrada na Figura 3.1. Uma reta AB, normal
ao plano de referéncia ndo-deformado e distante x e y da origem do sistema de coordenadas,
nao permanece, necessariamente, normal a superficie de referéncia na configuracio defor-
mada. Porém, o seu comprimento, da mesma forma que no modelo de Kirchhoff, ndo varia.
Com isso, pode-se concluir que no modelo de Mindlin as deformacdes transversais cisalhantes

fr

ndo sao nulas. Apés a deformacdo final a reta AB estard na posicio 4" B".

{a) Normal AB perpendicular & superficie no deformada. {b) Reta AB sob a superficie deformada.

Figura 3.1: Cinemadtica do modelo de Mindlin.

Na Figura 3.2, tem-se a reta AB normal  superficie de referéncia indeformada segundo
os planos zz e yz. Apds a deformacio da placa, todos os pontos da reta AB sofrem um mesmo
deslocamento transversal w (z,y), levando a reta AB para a posicio A'B’. Além desse deslo-
camento transversal, a reta A B'sofre rotacdes de corpo rigido oy, e ay., respectivamente,

em torno dos eixos ¥ e z que a levam para a posicio A" B, perpendicular & superficie de
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referéncia. Por iltimo, devido s rotagles de distorcao j3,, e Byz, a normal AB assume a

>

posigio final A" B". Com isso, 2 normal AB nio mais permanece ortogonal & superficie de

referéncia.

Seja P um ponto qualquer da normal AB com coordenadas iniciais (z,y, z). As coor-

denadas z e y dio a posigéo da reta AB, enquanto que a coordenada z fornece a posicio de
P na normal AB.

Os deslocamentos u e v do ponto P, nas direcbes r e y, sao dados pela diferenca entre

as posigbes final P” e a inicial P, isto 4,
u(z,y,2) =x — Az -z =~Ag (3.1)
v(z,y,2) =y~ Ay —y= —Ay". (3.2)

Devido ao fato de ndo haver variacio de comprimento da reta AB, as distdncias OF
e OP" possuem o mesmo comprimento 2. A partir da Figura 3.2, as seguintes relacdes

trigonométricas sio vélidas

/ i

sen 0, (2,) = 3:— (3.3)
A "

sen 8, (z,y) = mg—— (3.4)

Combinando as equagdes (3.1) e (3.2) com as (3.3) e (3.4), tem-se

u(z,y,2) = —zsen b, (z,7), (3.3)

v{z,y, 2} = ~2 sen B, (z,y). (3.6)
Os indices zz e yz indicam, respectivamente, os planos de rotacéio y e z.

Considerando-se pequenos deslocamentos, 8, e 8. sio pequenos, logo

sen 8, (33: y) =2 (Ia y) e sen Hyz (xs y} ~ gyz (I: y) .

Portanto

u(z,y, 2} = ~260,, (z,9), (3.7)
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Do ‘
‘E
1
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!
7 Aw E
! 1
{(a) Plano zz. (b} Normal deformada no plano zz.
B ’,
? i
|
Liw
!
z
z- D
1 !
{c} Plano yz. (d) Normal deformada no plano yz.

Figura 3.2: Cinemaitica do modelo de Mindlin segundo os planos zz e yz.
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v(2,y.2) = ~28,, (z,y). (3.8)

A partir da Figura 3.2, observa-se que

be: (2,4} = 0y (.9} = Bas {(z,v), (3.9)

Op: (2.9) = oa(z,y) = By (2,y), (3.10)

sendo

o 0. (z,y) e B, (z,y) as rotacdes totais da se¢ao em torno dos eixos y e
® o (z,y) ey, (z,y) as rotagbes rigidas devidas & flexfio pura em torno dos eixos yex:
® B2 (z,y) € By: (z,y) as rotagdes rigidas em y e z devidas & distorcdo cisalhante.
Como mencionado anteriormente, assume-se que as distorgdes 3., e 8, sdo constantes
para todos os pontos da normal AB.

A partir do modelo de Kirchhoff, tem-se que as rotagdes de flexfio sdo dadas por

dw (z,y)

Oz (T,y) = ~ (3.11)
dw (z,
oy (o) = 220, (31

Substituindo (3.9) a (3.12) em (3.7} e (3.8), pode-se escrever a cinemaética do modelo

de Mindlin através do seguinte o campo vetorial u (z,y, z) de desiocamentos

& (z,
U (:L.': i, 2’) "‘zexz {Q’f, y) —Z (WﬁaLz—y'—) - 5::3 ($3y})
ey, 2) = v(z,9,2) P = w2y (2,y) p=4 —p ( Juw éz,y) B (z,y)) . (3.13)
wiz.y) w(@y) w(z,y)

Obsgerva-se que se as distorgdes 4,, e By: 880 nulas, recupera-se a cinematica do modelo
de Kirchhoff.
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3.1.2 Deformacao

Da mesma forma que no modelo de Kirchhoff, para se caracterizar o estado de de-
formacgdo nos pontos da placa de Mindlin, compara-se a cinemdtica relativa de um ponto
P (z,y,2), pertencente & normal AB, com um outro ponto @ (z + Az,y + Ay, 2), perten-

cente & normal C'D, conforme ilustrado na Figura 3.3(a).

{a) Normais AB e CD antes da flexfio.

]

o ,

(b) Normais AB e CD apés a flexio.

Figura 3.3: Cinemdtica das normais AB e CD da placa do modelo de Reissner-Mindlin.
Ap6s a flexao, os pontos P e () apresentam, respectivamente, deslocamentos (u(z,y, z),
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v(z,y,2),w(z,y)) e (u(z + Ar,y + Ay, 2),v(z + Az, y + Ay, 2), w(z + Az, y + Az)) nas
diregGes coordenadas x, y, 2. Assim, os pontos P e @ assumem as respectivas posigoes finais
Pz —u(z,y,2),y — v(z,9,2), 2+ w(z,1)) e Q" (¢ + Az — u(z + Az, y + Ay, ),y + Ay —
v(z + AT,y + Ay, 2), 2 + w(z + Az, y + Az)) mostradas na Figura 3.3(b).

vi(x,y.z)
vl y Ry 70

—F— —
% Y
x Aj C v Ai C
X+ Ax y oy
{(a) Plano zz. {b) Plano y=.

Figura 3.4: Componentes de deformacio normal no modelo de Mindlin.

Para se determinar o deslocamento relativo Ay na direcéio z, considere o plano zz da
placa antes e apés a flexfo, conforme ilustrado na Figura 3.4(a). Os deslocamentos u (z, y, z)
e u(z + Az,y + Ay, z) dos pontos P (z,y,2) e Q(z + Az,y + Ay, 2) sdo determinados da
equagdo 3.5. Logo,

U(i',y,Z) = '"zg:zz (xay)a
u(z+ Az, y+ Ay, z) = —z20,, (z+ Az, y+ Ay).

Desta maneira, a variacdo de deslocamento Au entre os pontos P e Q ¢ dada por

Ay = u(x+Ax,y+Ay,z)mu(z,y,z)

= oz {sz (:[:—!— Az,y %»Ay) — bz, (x, y)]
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= —zAB,,.

A variagdo de deslocamento especifica é obtida dividindo-se Au por Az, ou seia,

Au_ (8., 11s
Az Az /- (3.14)

A deformagdo especifica e, na dire¢io z é obtida tomando-se o limite da relacéo anterior

para Az -+ 0. Logo,

. Auw ALY
€oz (@9, 2) = lim —— = lim (“f‘ Ar ) = -z lim

De acorde com a definigio de derivada parcial de ., em relacdo a z, tem-se que a

expressao anterior € reescrita como

__Zag:cz(way) - s &w (z,y) _ 88a: (z.9)
Oz - Ox? Oz '

Devido & flexdo da placa, os pontos P e @ apresentam deslocamentos v (z,y, z) e

E$$ (I? y’ z) =

(3.13)

v (z + Az,y + Ay, z) na diregio y conforme mostrado na Figura 3.4(b). Analogamente, a

componente de deformacao z,, serd dada por

__Zagyz (3:? y) = ey Fw (‘T: y} _ 8183,'7. (-'D; y)
By ay? dy '

Da mesma forma, a componente de deformagéo especifica z,, na direcio transversal z

Eyy (I, Y, z) =

(3.16)

¢ dada por

) _ g Aw o w(z+ Ay + Ay) - wiz,y)  duwl(zy)
e (002) = Jim 7 = Jim, ¥ =T

Lembrando que o deslocamento transversal w(z, y) é constante para todos os pontos da
Ow (z,y)
Oz

normal & superficie média, situada na coordenada (z,y), tem-se que = {}. Portanto,
€2 (2,¥,2) = 0.

Esse resultado estd de acordo com a hipétese inicial do modelo de placa de Mindlin que as

normais & superficie média néo apresentam variacdo de seu comprimento.

No modelo de Mindlin, tem-se as componentes de distorciio total Foyr Yoz € Fyz NOS

planos zy, rz e yz, respectivamente. Para deduzir essas componentes de distor¢io, considere
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o elemento diferencial de volume, ilustrado na Figura 3.5(a).
b N
J
Oz
></ A@x Ay
\ > bx

- y
(a) Elemento diferencial sob superficie de referéncia. (b} Plano zy.
Z A b,
by

Ve

4 1

Vs
Dz Az
Ax Ay
L >,
{c) Plano zz. {d) Plano yz.

Figura 3.5: Componentes de deformacio cisalhante na placa de Mindlin.

Conforme ilustrado na Figura 3.5(b), a componente de distor¢do total ,, no plano de
referéncia pode ser escrita como a soma de duas parcelas de distor¢do v; e v, de um elemento

inicialmente quadrado, ou seja,
Yy = 11 + Y.

As seguintes relacdes trigonométricas siao validas

Av
tany; = Az
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Au
tany; = “ﬁ“‘y-

Tomando-se o caso de pequenos deslocamentos, tem-se tany, = v, e tan v & .. Logo,

o v vz Az, y 4+ Ay, z + Az) ~ v(z,y, 2) _ vz, y,2)
no= lim o= lim Az =TT
v = lim Au _ lim u(z + Az, y+ Ay, 2z + Az) — u(z, y, z} _ Bu(:r,y,z)l

Ay—0 Ay Ay—0 Ay ay

Substituindo a cinemética dada em {3.13), vem que

_ _ZGByz(x,y)j

_- 0y (z, Y)
Yo = —z2 By (3.18)
Portanto, a distor¢do total no plano ry é dada por,
- agyz (:E, y) a0, (33, y}
Yz y s = - . 31
il 0,7) = s (Pelod), Pul (3.19)
Substituindo a primeira e a segunda das equacdes (3.13) em (3.19), obtém-se

Fw(z,y)  FPulzy) 08, (zy) 05, (zvy)

Ey - — e . 2
fry(z: y’ Z) z ( 6552 + 3?;2 az a:L_ (3 G)

As componentes 7, € %, também podem ser escritas como a soma de duas parcelas de

distor¢ao de um elemento quadrado, nos planos zz e yz, respectivamente, conforme mostrado

nas Figuras 3.5(c) e 3.5(d). Portanto,

Yoz (2.4, 2) = V3 4+ 7, (3.21)
’73,.'2 (I: i, Z) = v -+ Y- (322}

A partir das Figuras 3.5(c}) e 3.5(d), tem-se as seguintes relacdes trigonométricas

w Au A v
tan -y = -E;, tan yg = 5—;3 tan g = K?;’ e tanvyg = .K,; .

Para Az, Ay, Az — 0, tem-se tan 1357, tan v,=7,, tan Y555 e tan vs="s. Logo,

i PEF ATy Ay —uley) _ Sw(zy)
Az—0 Ax Axr—0 Az - dz '

(3.23)
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. u u(z+&$,y+Ay,z+Azjmu(x,y,z) _ Bulz,y,2)

s AR T, As e o B3
. = iy o W($+A$,Q+Ay,)uw(az,y)wa(a:,y) -
Bo= ::3;1—130 Ay AJI:I-EO Ay - dy (3.25)

o Av v($+Ax,y+Ay,z+Az}mv(m,y,z} _ Ov{z,y,2)
TS AR < A, Az “Te o 0
Substituindo as expressdes anteriores em (3.21) e (3.22) vem que
_ Bu(z,y,z)  Ouwlz,y) Ow (x, y)
Yoz (2,Y,2) = 5 -+ e —b0 (z,9) + T (3.27)
d(z,y,2)  Ow(z,y) Ow (z,y)
g7 z » 4 = = Uy 3 ? 2

A partir da cinemdtica (3.13), obtém-se
ez (I‘, Y, Z) = ,Bzz (:E: Y, Z) »

Yoo (T,9,2) = By (z,9,2).

Assim, como esperado, as distorgdes totais 7, e Fyz 820 iguais aos préprios dngulos de

rotacao 5. e Gy..

Observa-se que o estado de deformacdo em cada ponto da placa de Mindlin é caracte-
rizado por duas componentes de deformagio especifica e, {z, ¥, z) e gyy (2,9, 2) € trés com-
ponentes de distor¢do total 9.,(z, y, 2}, B, (7,y) e %, (z,y). Novamente, se os ingulos 3, e

8y sao nulos, recuperam-se as componentes de deformagéo da placa de Kirchhoff.

3.1.3 Movimentos de Corpo Rigido

Para que o movimento de uma placa seja considerado rigido, a distancia entre dois

pontos quaisquer deve permanecer constante. Isto implica que todas as componentes de
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deformacdo devem ser nulas. Portanto,

692:2 3
€rx (x,y,z) = —Z a(;: y) = 0,
) 06 z AT y)
€y (2.9, 2) = _Z—_Lg(;m =0
_ = {0z, y) | O8.(zy)) (3.29)
'ny (x'n Y, Z} . z ( 336 + ay - Os

Fzz (Iay) = B, = 0,

Yys (I:y) = f/))yz = 0.

As duas dltimas condigdes implicam que num movimento rigido no ocorre rotagio

devida & distor¢do na placa, ou seja,

Be: =-ﬁyz =0.
Portanto,
dw Jw
Bzz”azz“'b_;‘“e e Syzmayz——@wﬁ (330)

Substituindo as expresses anteriores nas 3 primeiras condigfes em (3.29), ver que

&w (z,y)

€ra \T, Y, 2) = i =0,
&*w (2, y)
€yy (I, Y, 2) = —Z—-—a—gé*m = 07 (331)
Pw(z,y)
. JHZ2) = -—2 e i, 2
ixy (:E y ) < axay
- . . e dw (z, Ou:
As tz8s expressOes anteriores sdo satisfeitas se w(z,y) = w = cte ou w%i—@— =5 =
X
(2, ow N o -
cte e QE—é—I—gl @ g = cte. A primeira condi¢do implica numa translacio da placa na
Y

diregao do eixo z. A segunda e terceira condigdes anteriores representam, respectivamente,
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rotagdes rigidas em tornos dos eixos z e y. Estes movimentos rigidos, devidos & flexdo, sio
os mesmos do modelo de Kirchhoff e estio ilustrados, respectivamente, nas Figuras 2.6{(a),
2.6(b) e 2.6(c).

3.1.4 Determinacio dos Esforcos Internos

Através do conceito de trabalho interno, associa-se a cada componente de deformacio
{especifica e de distorgio) uma respectiva componente de tensdo (normal e de cisalhamento)

as quais representam o estado das forcas internas em cada ponto da placa. A soma do produto
das tensdes citadas pelas suas respectivas componentes de deformacdo representa a densidade

de trabalho interno ¢; em cada ponto da placa, ou seja,
Lz 4,2} = 02 (2,9,2) 622 (2,9, 2) + 04y (2,9, 2) £y (3,9, 2)
+ Ty (-7"791 2} ez (-’raya z) + Tyz (=, i, z) Fyz (z,y, 2} + Tzy (% Y, Z) Yoy (z,¥, z) .
Para se obter o trabalho interno total, deve-se somar 2 densidade de trabalho interno de
todos os pontos da placa. Sendo a placa um meio continuo tridimensional, emprega-se uma

integral de volume para representar esta soma. Dessa forma, obtém-se o trabalho interno de

deformagio da placa como
T, = m/vti (z,y,2)dV = ——/V{cfm (x,y, 2) €z (T, ¥, 2) +
+ 0w (2, Y, 2 ey (2,4, 2) + 7oz (3,0, 2) Fua (2,1, 2) (3.32)
+ Ty (2,9, 2) e (2,9, 2) + Tay (2, Y, 2) Ty (2,9, 2)] AV,

Substituindo as equacdes (3.13), (3.16), (3.19), (3.27) e (3.28) na expressdo anterior,

tem-se

T, = - / [aﬂ (2,y,2) (—z———mw——-aexzaf’ y)) + Oy (7,9, 2) (—z__agyza(;a y))
'
+Tay (2,9) (—zagz"é;x’ v _ zagyza(;’ y)) (3.33)

Tz (ﬁfg y) (gt—b:‘c%”y)' - 922 (-'1', y)) + Ty (I; y) (iwa(;“‘—’gl - Qyz (.’1’,‘, y)):] dv.

Os angulos 6, e 6,, e o deslocamento transversal w ndo dependem de z. Portanto,
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73 3
My (z,y) = f-z/z Oox (2,4, 2) 2dz | My, (z,y) / o Oyy (2,9, 2) 2dz
i 73 73
Vs (.r,y) = /_‘5//2 Tez ($;y52} dz yz -1' y f /2 Tyz ($ vz )dz
72
Mgy (z,y) = /—W Toy (2, Y, 2) 2dz

Tabela 3.1: Esforgos internos do modelo de placa de Reissner-Mindlin.

a integral de volume anterior pode ser substituida por uma integral de drea no plano zy e

outra na espessura t. Logo

t/2

831'3 (‘I"? Z,‘)
- - Uzz (-I',y,Z)ZdZ 22 dA
£ __[/2 B:L‘
/2
—f - f Oy (7,9, 2) zdz Qﬁ%gg,_y_)dA
A /2 Y
( t/2
Ff - / Toy (T, Y, 2) 2 dz (8&38(:::,3;} " 391:%(;??))) dA
A —t/2 [
t/2 5
__f f Tzz (-7-7) s Z) dz (M - 91:2: (-T,y)) dA
8z
A \-z/z
(t/z

—t/2

_[ /@z(z,y,z)dz (?}g%ﬁl~

gyz (3'3 VY

) aa

(3.34)

A partir da Secdo 2.1.4, observa-se que as duas primeiras integrais ao longo da espessura

na expressio anterior representam, respectivamante, 0s momentos fletores por unidade de

comprimento My, e M,,.

Ja a terceira integral representa o momento torgor M,

Da

mesma maneira, a quarta e a quinta integrais ao longo da espessura em (3.34) representam

foras cortantes distribuidas 1, e V,, por unidade de comprimento.

A Tabela 3.1 resume as defini¢des dos esforcos internos compativeis com a cinemdtica

do modelo de placa de Reissner-Mindlin,

Assim, pode-se rescrever a equagio (3.34), redistribuindo a integral para cada termo
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entre parénteses, como

00y, (z,y) 89, (z,y)

= [ M, (z,y) P2z 2Y) PByz {2 y)
T / Lon (2,y) =284 4 [ My () =25 704
"i“fﬂ/fyr 39228(2‘: X)) d4 — /sz )?ﬂé(i_’yldA

39yz (3»“ 08y: (z,y) aw {z,y)

+ f Var (2,9) 0 (2, ) dA + f s (2,9) 6,0 (2, 9) dA.
A A

Integrando por partes os 6 primeiros termos de (3.35) e organizando o resultado, obtém-

se

(BM'M {z,y) BMyz (z,¥)

o+

(an ($ y) 3‘”’%28 S: y)) w(z,y) dA

5[ 22 (%, Y) 1= (2, ) + May (z,y) My (&, y))0z: (z,y) dOA

gA

+ }[ [Myy (2.9) 1y (2,9) + My (2, ) 72 (2, )16 (2, ) dOA
84

= § Var (29070 (2,9) + Vs 2,9) 7y (5,0)] w (2, 9) dOA,
a4

5y = Vie (0)) 0 5.1 a4

-
f(a w (7, 9) auaﬁg )-—-Vyz(z,y)) 6, (z.4) dA
A
/

(3.36)

sendo JA o contorno da 4rea e 7, e Ty 08 cossenos diretores em relacfio aos eixos z e y do

vetor normal n no ponto (z,y) do contorno da placa.

Da mesma maneira que foi feito para o modelo de Kirchhoff, os termos no contorno

podem ser reescritos em termos de uma componente normal e outra tangencial no contorno,

como mostrado na Figura 2.10.
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Para isso, empregam-se as seguintes relacfes

Vi = Vin, + Vyny,

Myn = Myan + Myn? + 2Mzynzn,,

Mg = (Myy ~ Maz) nany + Moy (n2 = n2) (3.37)
Bon = Bz:Mz + Oy,

Ont = Oyamiy — Ozzry.

Substituindo as expressdes (3.37) na equagdio (3.36), obtém-se

e aﬂfzm(xay) BMyz('r:y)
T l( 5 + -

= . » Ve (, y)) B (z,y) dA

-/ (BMyg ?S:c v, aMI; iz Wy (a:,y)) 6,. (z.y) dA (3.38)

oV (z,y) OV (z,y)
( S+ 5y w(z,y) dA

(Mo (2,9) bnn (T, y) + My (2, Y) bns (z,y) — Vo (z, ) w (2, y)]doA.

+

+
e B e

o]
S

Empregando uma andlise dimensional, interpreta-se agora o significado fisico de cada

termo nas integrais de drea da expressao anterior.

TT

A analise dimensional do termo revela que 0 mesmo representa uma densidade

de momento fletor por unidade de drea na diregdo do eixo y. A partir da definigio (2.26),
observa-se que My, denota um momento fletor na diregdio y por unidade de comprimento em
y. Ao distribui-lo em relagdo a z (através da divisdo por z) resulta em um momento por

unidade de area. Logo
aMm - _T;;m . Nm
dr 1 B

m m?

Ja a cortante 1, também pode ser denotada como uma densidade de momento fletor
em y por unidade de drea. Observa-se que a forga total em z, num ponto (z, v) da superficie
média, devido & tensdo 7., é dada pela integral [7,,dydz. Por sua vez, V,, foi definida

/e
distribuindo-se em y a forca total anterior, ou seja, V,, (z,9) = / Ty2 (X,y, 2) dz. Por sua
—t/2
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vez, V., como definida causa momentos distribuidos por unidade de 4rea na direciio y como

ilustrado na Figura 3.6. Assim, tem-se a seguinte andlise dimensional

1 = Y o Nm
ﬁz'—mwmg

(\/xz dy>
(\/xz dydx>

Figura 3.6: Momento devido & cortante distribuida V7,.

Por sua vez, M,, representa um momento torcor distribuido, por unidade de compri-

mento em I, na diregio y (ver Figura 2.7(c)). Logo, a andlise dimensional do termo

Nm
My | _ "5  Nm
oy | m  m?

revela que 0 mesmo representa também um momento por unidade de 4rea em y.

Desta maneira, o termo entre parénteses no primeiro integrando da expressio (3.38)
representa um momento distribuido na dire¢io do eixo y, denotado por myy,. Logo,

OMzr (z,9) oM., (z,y)

o + 3y - Ve {2, 9).

My, (z, y) =

Analogamente, 0 termo entre parénteses no segundo integrando da expressio (3.38)
representa um momento distribuido na direcfio do eixo z, denotado por m.,.. Portanto,

aﬁffw (33, y) + a-asz (:E: y)
Oy oz

M, (xr y) = i %z (:E:y) .

Considerando agora o termo entre parénteses na terceira integral de drea, observa-se

que a cortante distribuida em y é novamente distribuida em z, resultando em uma forca
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cortante por unidade de area. Logo

N
Vor| _m N
Bz |~ m  m2?

representa uma densidade de carga interna distribuida na direcdo z. Assim,

oV, (z, v, (z,
g (z,y) = ai I ”a(y 9,

A partir dai, a expressdo (3.38) pode ser reescrita como

T:

il

~ [ [Myi (2, Y) Oz (€, Y) + Mzgi (T, 9) Oy (z,9) + ¢ (2, y) w (z,y)] dA
A

+ f{Mnn (2, 9) Onn (2, y) + Mt (2, y) Onz (,9) — Va (z,9) w (z,y)]dOA. (3.39)
A

Os esforgos internos compativeis com a cinemadtica de placa de Mindlin est&o ilustrados

na Figura 3.7(a).

(a) Esfor¢os internos. {b) Esforgos externos.

Figura 3.7: Esforcos internos e externos na placa de Mindlin.

3.1.5 Determinacao dos Esforcos Externos

A expressdo do trabalho externo T, permite caracterizar os esforcos externos com-
pativeis com a cinemadtica do modelo de placa de Mindlin. Para isso, deve-se analisar a

equagdo (3.38). Para cada termo correspondente a um esforco interno na equacdo {3.38)
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deve existir um esforco externo correspondente. Assim, tem-se os seguintes esforcos externos

ilustrados na Figura 3.7(b):
® Mgy, Mz @ Momentos fletores distribuidos por unidade de 4rea superficial na direcao
dos eixos y e x, respectivamente;
e ¢: carga distribuida externa por unidade de 4rea na direcdo do eixo z:

¢ 7Mn, - momento fletor distribuido externo presente nos pontos do contorno da superficie

de referéncia na direcio do vetor tangente ¢;

® Thn: @ MOmento torgor distribuido externo presente nos pontos do contorno da superficie

de referéncia na direcio do vetor normal n;
® §» : carga distribuida externa presente nos pontos do contorno da superficie de referéncia

na direcio 2.

A partir dai, o trabalho externo T, é escrito como
To = [ e @0) s (2,9) A+ [ e, (@,4)8,. (2,9) dA
A A
+ f ¢(z,y)w(z,y)dA+ f Tinn (2, Y) Onn (2, ) DA (3.40)
A aA
+ jf Tint (2,Y) One (z,9) OA + jgg‘rn (z,9) w (z,y) BA.
aA 34
A aplicagio do PTV tem por objetivo caracterizar as condiges de equilibrio do corpo.

O PTV estabelece que se a placa estd em equilibrio na sua configuracio deformada, entio a

soma dos trabalhos externos 7, e interno 7; para qualquer a¢do virtual @ é nula. Logo
T.+T, =0 para toda acio virtual 4 , {3.41)

Substituindo as equacdes (3.38) e (3.40) na equacio (3.41), tem-se

/‘ _”aMzz (x, y) _ 817%3:3; (.’.C, y)
oz dy

+ Ve {2, y) + My (2, y)} bz, (z,y)dA
A
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o ] O @) My (2,)
A Oy Oz

+/ {Eﬂh z,y) 81,;%;93, y) +q(z, y)} W (z,y)dA {3.42)

e y>] b, (z,y) dA

+ f [Mnn (551 y) + Tlyn (.’L‘", ’y}} énn (I, y) 484
8A

-+ % [Mnt (.'I', y) -+ mnt (5{,', y)] ént (3}', y) daA
84

- § Val2,0) = 4 (2,0)] B (2,4) dOA = 0.
a4
Para que a expressdo anterior seja valida para toda agfo virtual arbitrdria o, todos os

termos entre colchetes devem ser simultaneamente nulos. Assim, obtém-se

( OMy, (z, y) aMzzy {z, y)

dr dy
M,y (z,y) + OMzy (z,y)

Gy Oz
OV (1) | BVis (2,9)

“%z(’w’",y)“mzx(ﬂfay)me x,yEA,

=V lzy) = my(z,y) =0 z,9€ A,

T By +g(z,y)=0 T,y € A, (3.43)
Man (2, ) + Mipn (2, y) = 0 z,y € 04,
My (z,9} + e (z,9) = 0 T,y € 04,
| Ve (2, 9) —Gn (zy) =0 z,y € 9A.

No modelo de placa de Mindlin, obtém-se trés equacdes diferenciais, as quais podem

ser reduzidas a apenas uma equagio através da terceira das equacdes de (3.43).

Derivando a primeira e a segunda equagdes de (3.43) respectivamente em relacio a z e

y, obtém-se
FMoz (2,y) | My (2,y)  OVer (2y)  Omue (z,y) _ 0
dz? Bybx dr dr '
(3.44)
My, (z,y) N PMey (x.y) Vi (z,y)  Bmy(z,y) I
Oy? Bzdy By Oy ‘
Somando as duas equacOes anteriores, tem-se
2.5 5 21 21 / z

dx? Oy? Sydzx Ox
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_OVe: (2y) _ Omu(z,y)  Bmyy (z,y) =0
Oy 8z Oy ’

da qual resulta uma dnica equacio diferencial, isto é,

aszz (S’I, y) GQ‘MH‘H (Iv y) azMxy (I, y)
+ +2

B2 Ay? aybz ¢ (=) (3.46)
O, {z,y) amzy (I7 y)
+ Or * Sy ’

Supondo que os momentos distribuidos externos Mo (T, Y) € gy (z,y) sejam nulos,
obtém-se a mesma equacdo diferencial de equilibrio em termos dos momentos fletores e

torgores do modelo de Kirchhoff, ou seja,

FPMey (z,y) | My (2,y) | My (z,9) ,
52 + 57 +2 ydr g(z,9). (3.47)

3.1.6 Aplicacao da Equacio Constitutiva

Para um material eldstico isotrépico linear, a lei de Hooke estabelece que as tensées
normais oz (2,9, 2) € 0y (2,7, z) se relacionam com a deformagdes especificas z,, (z,y, z) e
Eyy (2,9, 2) através do médulo de elasticidade longitudinal E {z,y) e o coeficiente de Poisson
v{z,y). Por outro lado, as tensdes de cisalhamento Toz (T, Y5 2)s Ty (2,9, 2) € 7oy (2,0, 2) se
relacionam com as deformagbes angulares ~,, (2,9, %), W= (T,¥,2) @ vy {2, ¥, 2) através do
maédulo de elasticidade transversal G (r,y) da secdo. Portanto

E(z,y)
1~ vz, y)

E(z,y)
1-v (Iay)z

) _ E(z,y)
o (T4, 2) = m

Tyz (3:» yaz) = ﬁ%ﬁy‘z ($,y,2), (351)

Trz (2,9, 2) = [€2a (7,7, 2) + vey, (2,9, z)], (3.48)

Oy (2, y,2) = e (2,9, 2) + Ve (2,4, 2)] (3.49)
Yoz (7.9, 2), (3.30)

Tay (.’L’, Y. Z) = mﬁ%ﬁzy (I,y, Z) . (352)
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Considera-se a seguinte expressio para o médulo de elasticidade transversal

__ El=y
G(m’y)_2(1+y($,y))'

Substituindo as equagdes (3.15), (3.16), {3.19), (3.27) e (3.28) nas equacdes (3.48) a

(3.53)

(3.52) e considerando E (z,y) = E e v (r,y) = v, tem-se

o 2y 2) = w:{fi i : {ae,:za (; y) ya@yza;z,y)] ’ (3.54)
o (2 y.2) = “fjﬂ [893,36(;, v Uaﬁxza(xsc,y)} ’ (3.53)
) =6 (2220 0, ) (3.5
e (1,0,2) = G (a“" ;‘; Y g y)) , (3.57)
Tay (T, 0, 2) = =G 2 (83”6(;’y) + 39yza€;c,y)) . (3.58)

Substituindo as equagGes anteriores nas expressdes da Tabela 3.1 dos momentos fletores

e torgores e das forcas cortantes, tem-se

t/2
E [86,,(z,y) 00y, (z,y)
—-— 2 L
Mo (z,y) = _:42‘? 1 o 12 [ Bz t dy dz
- agzz ($, y) 39@'3 (‘T? y) 3
= -D { e % ) (3.39)
t/2
E a8,,. (I, 3/) 00, (Ia y)
_ 2 y
My, (z,y) = M//E T [ oy T 4z
_ 883,2 (I, y) ag:cz (3:1 y)
= D [ R P (3.60)
t/2
E 893;2 (I’, y) o6 z (:‘*"1 y)
M = = ? .
Izy (:Ca y) ”:t//; z 2 (1 + U) [ ay + Oz dz
D

— 08, (x,y) , agyz (l‘,y)
*”“5"(1“”){ & oo }
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t/2

Vo (2,9) = [f 2 ffy [awéi,y) — O (x,y)] dz
= kGt F«E%(i—’y—)m&m (:c,y)}, (3.62)
Vi (z,y) = 1 +U[ (09) by (r,y)} dz
= th[awéy )uayz(x y)] (3.63)
Et®

Toma-se D = m como sendo a rigidez de flexfio e k é o coeficiente ou fator de
bl 44

cisalhamento (ver a préxima secdo).

Substituindo (3.59) a (3.63) em (3.54) a {3.58) , obtém-se as seguintes expressdes para

as componentes de tensio

Mz (z,9) My, (z,y) My (2, y)
Oz (I,y= Z) fod "——Eg"?i—é——z, Uyy (:U, Y. .Z) = Wz, sz (Iﬂ Y, Z) - —'-—ia—/—wfémz,

— V-:EZ (.’,C y) — V;{z ($~L’)
Tex (x,y,z) = __EE“—: Tyz (:E: Y, Z) == T

Substituindo as equagdes (3.59) & (3.63) nas equacdes (3.43), obtém-se a forma forte do
modelo de placa de Mindlin em termos dos pardmetros (w, 8,,, 8y:). Omitindo-se os termos

(z,y) para simplificar a notacio, tem-se

8 (86, 8.\  (1-v) 8 (86, 06,
DE@I(Bx—%— 8y)+ 2 3y(6y+8:r '

w
k7t (5}— - 9_«32) — Mgy = 0, (3.64)
0 (08, . 86\  (1-v) 0 (36, 06,
D[ay(5y+y8$)+ 5 55(8y+82
kEt Ow .
T (“é“; - gyz) ~ Mgy =0, (3.65)
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19 [ow 8 [ow
kGH {5—5 (5; - gz:z) T 'a—y- (“é“y— - gyz):} g = Q. (366)

Desenvolvendo as derivadas acima, tais equagdes tornam-se

88, (1-v} 628zz (1+2v) 629342 kEt Jw

D[ 827 T 2 &y T3 Bzdy| T iiae) (5‘5‘9“)”*“”2“0*
329&'2 (1 " V) 8293!2 (1 + I/) 8263;3 kEt Sw

D[@y‘* TR e 2 ozdy|  2(1+0) (a_y”‘gyZ)*mzy—Uf

(3.67)
w86, 86,
a2 8z oy } +g=0.

2
kGt {%ﬁ +

3.1.7 Fator de Cisalhamento

As hipéteses cinemadticas do modelo de placa de Mindlin assumem (que as normais &
superficie de referéncia permanecem retas apds as rotacdes de distorcdo, conforme visto na
Segéo 3.1.1. Logo, assumiu-se que a distor¢do é constante nas secdes da placa. Conseqiien-
temente, tem-se uma distribuigdo constante das tensdes cisalhantes 7, e Ty» Nas segoes da
placa. Como néo hd nenhum esforco nas superficies superior e inferior da placa, as tensdes
cisalhantes devem ser nulas nessas superficies. Neste sentido, uma distribuicio constante das

tensGes cisalhantes nas se¢des transversais da placa nio é compativel com tal condigdo.

Da mesma maneira, uma distribuigio linear também ndo satisfaria a condiciio de
auséncia de tensdo nas superficies superior e inferior da placa. Logo, assume-se uma dis-

tribui¢io quadritica, da forma

Taz (T, ¥,2) = —c12° 4 cyz + 3, (3.68)

Tyz (2,9, 2) —es2 + 5z + g (3.69)

O sinal negativo dos termos ¢; e ¢4 é devido ao fato da concavidade da parabola ser para

baixo, como pode ser visto na Figura 3.8.
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Figura 3.8: Distribui¢fes constante e parabélica de tensio cisalhante na espessura da placa
de Mindlin.

Para se determinar as constantes ¢, ¢ e ¢ da equacdo (3.68), necessitam-se de trés
condigdes de contorno. As duas primeiras condicies estdo relacionas com a auséncia de tensio

cisalhante nas surficies superior e inferior da placa. Assim

¢ t\? t
e = () -a(@)rams
t t\? t
Tez (93: Y,z = '2‘) = —C ("2‘) + ¢ ("‘2") +e3 = 0.

Somando-se as duas equagdes anteriores, vem que

t?
Cy = C;E. (370)

A terceira condi¢do é obtida da simetria da seg@o transversal em relacao ao eixo z do
sistema de coordenadas. Como a tensdo 7, é nula nas superficies superior e inferior da placa,
tem-se a maior tensao 7, em médulo no centro da secio, neste caso em z = 0. Esta condicao

implica que a derivada primeira de 7, (z, v, z) em relacio 3 z

aTzz (:13, Y, Z)
Oz

= —2¢12 + ¢,
¢ nula para z = 0, ou seja

01, (T, 9,2 = 0)
Oz

=200+ =0—c =0. (3.71)
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Substituindo as equagdes (3.70) e (3.71) em (3.68), tem -se

t2
Te: (T,0,2) = 1 [-4— - z?} . (3.72)

A constante ¢; é determinada através do cdlculo de V., levando-se em consideracio a

distribuicido quadratica de 7, ou seja

t/2 t/2
A c,t?
Ve (2,y) = / Tez (Z,Y,2) dz = f el =2 dz = -
. —~t/2 —t/2
Resultanto em
BVz,
= R
Substituindo a equacdo anterior em {3.68), tem-se
6Ve: [7EV*
Taz (xﬁy?z) B _Eg_ [(5) -z :| - (373)
O mesmo procedimento pode ser obtido para 7y- da equacdo (3.69), ou seja,
6V [7\?
e ) = 5[ (5) - ] (3.7

Sabe-se que a tensdo méxima em médulo ocorre no meio da se¢do, ou seja, z = 0.

Portanto, obtém-se

3V, 3V, -
Tl'zmé:c = 2;2 € Tyzmdz = mﬁiﬁi' (3'73)

Considerando a distribui¢do constante de 7,; e 7, devido & hipétese cinemética do

modelo de placa de Reissner-Mindlin, tem-se

. Vs . Vs .
Tl‘zmq',z = t € Tyzmdx T (3(6)
Uma das defini¢des do fator de cisalhamento k do modelo de placa é

* *
k — szmdz — Tyzmo:;: 2

= Lméx o = (3.77)

szmd.x Tyzma‘x 3

Além da definicio (3.77), existem outras definicdes para o fator £. Uma delas se baseia

no principio da minima energia complementar, onde se encontra o valor de k = 5 (Reissner,
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1944), (Reissner, 1945), (Reissner, 1947) e (Reissner, 1950). Por outro lado, Mindlin, ao
2

. - s -
estudar problemas de vibracdo em placas finas, encontrou o valor de - (Mindlin, 1951b).
O fator de cisalhamento £ foi introduzido no modelo de placa de Reissner-Mindlin com
o objetivo de corrigir a discrepancia entre a distribui¢io constante das tensdes cisalhantes
Tez € Ty; €M relagdo a distribuigio quadratica assumida para satisfazer a auséncia de tensdes

cisalhante nas superficies superior e inferior da placa.

As distribuigdes de tensio na espessura da placa de Mindlin estio mostradas na Figura
3.9. Observa-se que as componentes de tensio 7,, e Ty- 580 indicadas de forma parabdlica
para satisfazer a condicdo de esforco cisalhante nulo nas superficies superior e inferior da

placa, conforme as equagdes (3.73) e (3.74).

Figura 3.9: Distribuicdes de tensdio na espessura da placa de Mindlin.

3.2 Aproximacao

3.2.1 Forma Forte

As equactes (3.67) representam a forma forte do modelo de placa de Mindlin. Esta

equagdo pode ser denotada na forma padrio de operador

Au = f,
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sendo

~kGit (% + gg) 2 kc;t-é% ) th-E% 2
A= thB% D (3%5 + _(1_;25%5 — kGt -D—(-%tz—)—af?y £3.78)
o DBl (LA T
w(z,y) q(z,0)
u=4 4 (z,y) e =4 —m(zy
By {z,y) -~y (T, )

A solugio das equagdes (3.78) sdo fungdes w(z,y), b, (z,y) e 8,. (z,y) continuas com
derivadas parciais continuas até a segunda ordem e satifazem as condicdes de contorno do
problema. Logo, w(z,y), 0., (z,y) e 8, (x,y) pertencem ao dominio D4 do operador dife-

rencial A.

Dy = {w(z,9), 6. (x,1) €8y (z,9) € C*(z,9) e w(z, ), bus (2,4) € ba (1,9)

satisfazem as condigdes de contorno},

sendo C*(z, y) o conjunto das funcdes continuas em R com derivadas parciais continuas até

a segunda ordem.

3.2.2 Forma Fraca

A forma fraca do modelo de Mindlin possui trés equacdes relativas ao deslocamento w

e &s rotagdes I, e f,,.

Multiplicam-se as equacdes (3.64), (3.63), (3.66), respectivamente, por funcdes ., (z,y),
®y: (2,y) € v (z,y) pertencentes ao dominio do operador. Nas dedugbes seguintes, omite-se

o termo (z,y). Portanto,

f D—Q— 96z o+ yaeyz -+ gmﬁﬁ % + %ﬁ
J oz \ Jz Ay 12 gy \ 9y dr
+kGE [?E%—y—)- — O (2, y)} -+ mw} Dry dA =0,

a
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Jd (86 o Gt* 8 (o8 a8
pZ yz p o, Pz bt zz yz )
/4:{ 3y(6y4_y33:)+128$(6y'33:) (3.79)
Ju
+kGt [m"%“;—%’l ~ 8y, (z, y)} + mzy} @y dA = 0,

Ow d {ow
kGt s — =8, = 0.
l{ {81‘(5’ ~ b )+3y(3y Qy)]+q}vdA °
Integrando as trés equacdes acima por parte, tem-se

39rz a‘#’xz Gt? agzz 863,::: 85}93:2
_D[( 6y)8$dAm_fZ_A(3y+5m)8ydA

MGt/ [M - E?xz] 0z dA + fmz.’z Pz. dA (3.80)
A

-+ % ﬂffxx'r]z + :cyny) 0z, dOA = 0,

3
—Df (aayz 69”) 0oy \y % (a&u N aayz) ¥oys 4
A

A dr | By Oy dr | oz
dw (z,y) )
+th£ {-wgif-——- - Hyz] ©ydA + !mzy Oyz dA (3.81)

+ % (Myy??y --i.« < :cy'rl’z) {Pyz daA et 0,
a4

Ow v Gu v
—kctﬂ(é;—em)gg+(5§ 8, )a}dA~{~fquA (3.82)

+ § (Verre + Vyuny) v doA =0,

As equagdes (3.80) a {3.82) representam a forma fraca do modelo de placa de Mindlin,

pois possuem diferenciacdes de ordem inferior & da forma forte (3.67). Enquanto a forma

forte do problema apresenta diferenciagdes até segunda ordem, a forma fraca apresenta di-

ferenciacoes de primeira ordem. As functes w e v, O, e @,., y. € ©,, podem ser menos

regulares na forma fraca. Basta que pertencam ao conjunto de fungdes continuas C° (z,y)
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ou continuas por partes C’Ep {z,y). Na forma forte, estas funces necessitariam ser continuas

em C? (z,y) ou continuas por partes C’fp {z,y).

3.2.3 Aproximacgdo da Forma Fraca

A solugao aproximada da forma fraca do problema é obtida através da substituicdo
das fungbes exatas w(z,y), b (z,y) e 8. (z,y) pelas suas respectivas funcdes aproximadas
@ (,y), Oz (1,y) € B, (z,y) dadas por

7
(my) = e (@),

m
bo: (z.y) = T bidl” (x,y), (3.83)

i1
™
b (wy) = Leal? (2w),

i=
sendo {¢§”};e {‘151('2)}::1 conjuntos de n e m fungbes linearmente independentes denomi-
nadas func¢bes de base, de forma ou de interpolagdo. S&o escolhidas com ordem de diferen-
ciagio compativel com aquela presente na forma fraca e devem satisfazer todas as condicdes
de contorno essenciais do problema. Observa-se que as condicdes de contorno naturais sio
automaticamente satisfeitas pela forma fraca do problema. A solugio aproximada é dada por
combinagdes lineares das funcgdes de forma qiwf-l) e ¢§2}. Os coeficientes de ponderacio a;, b; e
¢; podem ser determinados através de métodos variacionais, tais como Residuos Ponderados

{Colocacdo e Galerkin), Ritz e Minimos Quadrados.

Neste trabalho, emprega-se um mesmo conjunto de funcdes de interpolacio para a-

proximar o deslocamento w(z,y) e as rotagbes 0, (z,y) e 8, (z,y), ou seja, considera-se

¢§1) = ¢§2> = ¢;. Portanto, reescreve (3.83) como

n
E’(I:y) = Zaiéi(g"?y)?
im]

Gzz (.’.E, y) = Zn: bl@z ($, y) y (384)
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co- T
ayz (.’.IC, y} = Z C:; (I: y) :
=1
Analogamente, as funcdes teste sio aproximadas como
n
T(x,y) = Z ;94 (.’L‘, Yl
j=t

B (@,y) = 3 by (ny), (3.85)

_','ml

‘;yz(xay) = ZCJ{DJ' z, y

Para encontrar a forma aproximada do modelo de Mindlin, substituem-se as fungdes w,
bz € 0,, pelas suas aproximacgdes @, §,, e 67yz nas equagdes (3.80) & {3.82). Logo

Owdv Owor v 07 -
Bop By B lx T Vg = v 2l + Viz v doA,
th/{c’:?x&z 5y By  or ™ aygy]dﬁ {qadA+gi(V Tz + Vyetly) T d0A

Bf?xz 0@z, Gt 88,. 8¢, 08,. 8¢, Gt3 o0, 2
/[ oz 5x+—ﬁ"8y Oy VD%";“8$+123 8y d4

o - _
— kGt [ [_Gx - 94 FrndA = / Mg Fae dA + ff (Meelie + Mayt,) @52 dOA,
A A A

08y: 8¢, G2 08,. 83, 8z, 83,. Gt 80,, 0,
yEZiyr T OUys Ry T e Uy g
/{Day 8y+123$ 3$+VD8:E 3y+12 dy Oz d
0w -
—kGt | == =0y @pdA = [ m,, 3,, dA+ ¢ (M + M) @y, dBA,
{[ay y}ﬁoy { y Py i( vyl yTz) Py

Substituindo as aproximacdes (3.84) e (3.85) e escrevendo os termos do contorno em compo-

nentes normais e tangenciais n e f, tem-se para j = 1,2,3%,....n
Op; 8ep; d¢; 0¢; dd; | d¢;
kGt =21 g, ? g, — =L b - o | dA = 3.86
Zf{a Bz %t oy By % T e ? By 7G| 44 (3.86)

/q 6 dfwf Vi) 6; dOA,
A A
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Z/[ 6@,503 ) @-%?&b Daqbtaéj

5z oz T D3 ay Ay By 0z
"E'E'"é";—é-y— c; (;59 a; + kGt (zj)tcﬁ b; (3.8{)

= / Mz &; dA + j£ (Mon) 6 dOA,
A A

09:89;  OF 06,00 36 00
;A[Dc?yﬁ ‘YTz e ¢ TP, B
t3
+%%?-%9% b — kG a@”qu. o + kGt ¢ug; c: | dA (3.88)

= [mey6;dA+ § (Ma) 65 dBA.
A A

As equagdes (3.86), (3.87) e (3.88) representam as equagdes aproximadas do modelo de
placa de Mindlin. Pode-se escrever estas equages matricialmente, dando origem a matriz de

rigidez [K] e o vetor de cargas nodais {f} do modelo de Mindlin, isto &,

[K™] (K% (K% 1) {a} {r}
(%] (K21 {8} p=9 {17 - (3.89)
sim. (K= || {e} {£°}

Os coeficientes da matriz de rigidez sdo dados por parai,j =1,....n

£ 81 Oy Oy
K2 = -[kctﬁ?i@ dA,
K¥ = — f kGt 6¢J & (3.90)

8¢; 3@5 (1—v)d¢; 8g;

22 __ g Lzl

Ki = / (8:6 2z T2 Oy By
GF 096,00, . 06:06;

A 12 8z dy yD@y Oz a4,

g

99, 0¢; (1 - v) B¢; B0,
33 7 J
K; = ./{ D (———ay —————way =S T B B + kGt ¢;0; dA.

) + kGt ¢u; dA,

23
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Da mesma maneira, os coeficientes do vetor de caregamento {f} sdo dados, para j =

Sh
I

[a6sda+ § (V) 6, ana,
A 84

/ Mz &; dA+ f (M) 6; dA,
A gA

o= [ gsdds ¢ (34,0) 6; doA.
A 8A

(3.91)

A matriz de rigidez pode ser denotada ainda pelo seguinte produto de matrizes

= [B']" [D’] [B/] + B D9 B9,

sendo {Bf ] a matriz de deformagio devido & flexdo e [B¥]

cisalhamento transversal expressas como

[B]] =

B =

[0 900 4 ., %
ox 86 oz
0 0 ~é—l 0 0
o0 08 . 00
| dy Ox Oy
L% o L s
i, Oy
06, L _bd
ox ! oz

a matriz de deformacéo devido ao

0y,
5
Oz
0 ¢

on 0

Por sua vez, as matrizes de elasticidade para flexio [Df ] e cisalhamento [D] sdo de-

terminadas a partir da lei de Hooke (3.48) a (3.52), ou seja,

(o]

1 v 0
3
="‘—~'E—:Em-2~— 12 1 O N
12(1 — »?) (1= 1)
0 0 7
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3.2.4 Elementos Finitos de Placa

Analisando-se os coeficientes das matrizes de rigidez dados em (3.90), tdm-se apenas
derivadas parciais de primeira ordem das fungdes de interpolagio {¢;}7,, assim como a
presenca das proprias fungdes. Assim, a tinica exigéncia que se faz sobre a continuidade das
fungBes {#;}._, € que elas pertengam ao conjunto C3, (£2) das funces continuas por partes
numa regifo @ C R?. Este conjunto garante a continuidade de (w, 8z, 0,.) entre 0s elementos
de placa de Reissner-Mindlin. J4 as componentes de deformacéo e tensdo serio descontinuas,

pois envolvem a primeira derivada parcial das funcGes ¢;.

As fungdes de interpolagdo de Serendipty ou Lagrange, dadas no Capitulo 2, garantem
a continuidade do campo de deslocamentos (w, 6,.,, f,.) entre os elementos de placa Reissner-

Mindlin.

As matrizes de rigidez de flexdo e cisalhamento para um elemento de placa sio indicadas

como

&¢] = [ B D] [B] det (3] dean,
kO] = / [B9” [D?] [B¢] det [J} dedn.
Ale)

O significado do determinante do jacobiano

_ dxdy

det{J] = Tdy’

estd ilustrado na Figura 2.19.

As matrizes de deformagio [Bf ] e [B° sio dadas por

B = [B] - B

B = [ - B,

H

sendo n o nimero de nds do elemento e [B{ ] e [Bf] {i =1,...,n) as matrizes de deformacéo
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nodais para a flexio e cisalhamento dadas, respectivamente, por

0 g ]

B]=(0 o Gé: ,
&
o 0% 3

dy  Or |

R

Bi=| 2y .
_9%i & 0

gz * ]

J4 as matrizes de elasticidade {Df ] e [D9] estao expressas em (3.92).

3.2.5 Travamento devido ao Cisalhamento

Quando a placa torna-se muito fina, as deformagdes transversais cisalhantes (3.27) e
(3.28) s@o despreziveis. Conseqiientemente, a matriz de rigidez do elemento torna-se rigida,
resultando indesejdveis efeitos numéricos no cdleulo do campo de deslocamentos. A solucio
aproximada é muito sensivel 4 espessura, para placas de pequenas espessuras, erros na solugdo
numeérica torna-se significativo. Este fendmeno é conhecido como travamento cisalhante
(shear locking na lingua inglesa). Segundo (Reddy, 1993), o travamento pode ser interpretado

como sendo causado pela inclusio das seguintes restricbes na forma variacional

Ow(z,y) _qa Guwizy) _ .
" or Oz (-’an) =0, —""g“g;—— - gyz {z, y) =0, (3.93)

O travamento observado no campo de deslocamento do modelo de Reissner-Mindlin é
resultado do fato que a forma discreta de (3.93) nao é satisfeita quando a placa é muito fina,
Quando a placa é grossa, as restricdes em (3.93) ndo precisam ser satisfeitas, e o travamento
néo ocorre (ou no minimo, ndo ¢ tio severo a tal ponto de forpecer resultados errados).
Entretanto, para placas finas, as restricoes (3.93) sdo validas, mas nio sio satisfeitas no

modelo numérico.

Uma forma de resolver o problema é dividir a energia de deformaco em dois termos,

um integrado totalmente, referente aos termos de flexio da matriz de rigidez, e o outro
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(a) Ponto de integragio devido ao {(b) Pontos de integragio devido ao
efeito de cisalhamento transversal. efeito de flexéio.

Figura 3.10: Pontos de integracio num elemento quadrado bilinear de 4 nés.

integrado de forma reduzida, referente aos termos cisalhantes da matriz de rigidez, ou seja,
integra-se os termos cisalhantes com um menor niimero de pontos de integracio. Dai a
vantagem de se separar a matriz de rigidez em uma componente devido & flexdo [Kff)} e
outra devido ao cisalhamento transversal [ng)]. Assim, torna-se possivel empregar uma
integragdo consistente para a matriz de rigidez de flexfo e integracio reduzida para a matriz

de rigidez de cisalhamento.

A integragdo reduzida tem por objetivo reduzir a influéncia da energia de deformacéo
cisalhante transversal, considerando um nimero menor de pontos de integracio para os ter-

mos da matrix de rigidez envolvidos com deformacio cisalhante transversal.

Por exemplo, para uma placa retangular bilinear de 4 nés, pode-se adotar a quadratura
de Gauss para a integracio numérica do elemento. Afim de evitar o travamento do elemento,
deve-se usar 1 ponto de integragéo (1 x 1) para integrar os termos da matriz de rigidez de
cisalhamento transversal {ng)] e 4 pontos de integragio (2 x 2) para a matriz de rigidez de
flexao [Kgf}] da placa, conforme pode ser visto na Figura 3.10. Assim a energia devido ao

efeito de cisalhamento é relaxada.
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Capitulo 4

Comentarios Finais

Foram apresentados ao longo deste trabalho a dedugio dos modelos de placa de Kirch-
hoff e Reissner-Mindlin. A metodologia empregada no desenvolvimento da formulacdo dos
modelos foi seguir uma seqiiéncia sisteméatica de passos na aplicagio da formulacio variacional

e no desenvovimento da forma aproximada através do MEE.

Adotando-se esta metodologia, pode-se observar que o trabalho de desenvolver a for-
mulagio tornou-se mais facil, pois partin-se das LipSteses cinemdticas que sdo grandezas
fisicas visiveis. Encontraram-se, entao, os esfor¢os internos e externos compativeis com

hipdteses cinematicas dos modelos de placa.

Uma dificuldade encontrada foi interpretar o significado fisico de tais esforcos. Pode-
se notar que a formulagio variacional é uma ferramenta matematica poderosa na tarefa de
identificar os esforcos, porém muitas vezes é necessario realizar uma anslise dimensional ou
esbogar os esforcos internos num elemento infinitesimal e aplicar as condigdes de equilibrio

estdtico a fim de visualizar o significado fisico dos esfor¢os compativeis presentes no modelo.

No presente texto, procurou-se nio utilizar notagao tensorial, pois, embora torne as
equagdes mais compactas e dispense a necessidade de adoclo de um sistema de coordenadas,
dificulta a interpretacao fisica dos termos presentes nas equagdes e a aplicagio da aproximacio

do MEF, uma vez que, para aplicar a aproximacao e obter a matriz de rigidez e vetor de
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carregamentos, € necessirio que as equagdes estejam escritas de forma ndo tensorial e baseadas
num sistema de referéncia. Logo, o propésito deste trabalho é apresentar a formulacdo de

forma didatica e precisa e que torne facil a tarefa de implementacio computacional.

Por fim, como sugestdo para um trabalho futuro, seria interessante estender a formulgac
aqui apresentada a problemas ndo lineares tais como plasticidade, grandes deformactes e
hiperelasticidade. Seria de grande interesse, também, a aplicagio futura em problemas de
otimizagao de forma e de pardmetros discretos {espessura), pois a formulacdo variacional

facilita em grande parte o trabalho de obtengdo da forma fraca aproximada dos modelos.
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Apéndice A

Esforcos no Contorno num Sistema de

Coordenadas Normal Tangencial

Os esforgos no contorno de uma placa podem ser escritos segundo um sistema de coor-

denadas (n,t, z} ilustrado na Figura 2.10.

A transformacao das componentes de tensio escritas no sistema cartesiano (z,y, z) para
o sistema tangencial (n,t, z) é realizado partindo-se da regra de transformagéo de um tensor

de segunda ordem, ou seja,

Tn  Tnt Tnz cosa  sina 0 Ozz  Tay Taz cosa —sina 0
Tt Ot Tz ' = | —sina cosa 0 Ty Oy Tyz sina  cosa 0
Tnz Ttz Op 0 0 1 Ter  Tyz Ozz 0 0 1

Realizando o produto das matrizes, obtem-se

On = OpqC08° @ + 275, sincvcos o + oy sin® @,
Tat = —Opp COSQSIN @ + Tyy €08° @ — Tyy sin’ & + 0, sin acos @,
Thr = TzzCOSQ+ Ty, sinq,
g = Ogpsin®a— 2Ty sincosa + Cyy cos® o,
Tz B —Tey S+ Tyz COS (&,
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Através das expressdes anteriores, pode-se encontrar os esforgos internos presentes nos

modelos de placa de Kirchhoff e Reissner-Mindlin no sistema de coordenadas tangencial.

Os esforgos devido ao efeito de membrana sdo calculados da seguinte forma

/2 t/2
Ny, = f ondz = / (am cos® & + 27, 8in 0 cos & + 0y sin® a) dz
ey /2
t/2 t/2 /2
= / Ozedz | cos®a + 2 / Toydz | Sin o cos o + f Oyydz | sin® o
~t/2 {2 —t/2
= N 08’ a+ 2Ny sinacosa + Ny, sin’ q, {A.2)
£/2 t/2
Ny = / o.dz = / (o-m sin® & — 27y, sin @ cos @ + oy, cos? a) dz
“t/2 ey
t/2 t/2 t/2
= / Opedz | sin® o — 2 f Toydz | sinccos o + f Oyydz | cos®
ey vy “tj2
= Nggsin® a — 2N, sinarcos a + Ny, cos® o, (A.3)
t/2 /2
Ny = f Tusdz = f (0 — Oz} COSOSING + Tpy (0032 o — sin® a-) dz
—t/2 wtf2
u‘,_/Q t/2 t/2
- f Oyydz — / oxsdz | cosasina + / Taydz (0052 o — sin? o;)
“t2 iy “t/2

= (Nyy — Nya)sinacosa — Ny, (0052 o — sin® a) : (A.4)

Similarmente, encontram-se os esforgos cortantes no sistema tangencial como

tj2 t/2
Q. = / Tz = f (TrzcOS @ + Ty, sina) dz
~t/2 —tf2
t/2 tj2
= - / T2tz | cosa + f Tyzdz | sino
Y —t/2
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= W cosa+ Q,,sina, (A.5)

/2 /2
G = / Teadz = / (~Teysina + 7, cos o) dz
~t/2 —t/2
/2 t/2
= / Texdz | sin e+ / Tyzdz COSar
—t/2 —t/2
= ~Qusina+ @y cosa. (A.6)

Os momentos fletores e torcores no sistema tangencial ficam

t/2 /2
Mpyw = -~ / O zdz = — f (am cos® o + 275, 8in o cos @ + oy sin® a) z dz
.y Y
t/2 t/2
= |- fcrmzdz cosfa+2 |~ /Txyzdz sinqcosa -+
Ny “t/2
/2
- / Oyy z dz | sin® = My, cos® o + 2M,y sinacos o + My, sin®c, (A7)
“t/2
t/2 t/2
My = - / oy 2z dz = — f (o*m sin® & — 27, sin awcos o + Oy COS" a-) zdz
—t/2 —tj2
t/2 t/j2
= (— / Oay 2dz | siD® +2 [ — / Toy 2 dz | sinccosa +
—£/2 “t/2
t2
(— / Oyy 2 dz | cos®’ @ = M, sin’ o + 2Myysinacosa + My, cos® o, (A.8)
ey
t/2 t/2
My = - f Tnt 2 d2 = — [ {(ayy ~ Ozz) COSQSIDG + Ty (c059 o — sin? a)] zdz
ey —tj2
t/2 t/2 /2
= |- / Opdz — | — / Oredz || cosasing + | — / Tayd2 (cos2 o — sin® a)
“t/2 "y “tj2
= (Myy — My,)sinacosa — My, (cos2 a — sin’ a) . (A.9)
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As componentes normais e tangenciais dos deslocamentos ou de suas derivadas sio

Un /o cosa  sina 0 Uz /o Uz /0 COS & + Uy SIR
Ugg ¢ = | —sine cosa 0 Uyp (T —Ugosine +uygcosa - (A.10)
Uz/i0 0 0 1 Uz /0 Uz /o
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Apéndice B

Polinémios Ciibicos Unidimensionais

de Hermite

Para deduzir as expressdes dos polinémios ctbicos unidimensionais de Hermite, con-

sidere o elemento de dois nés ilustrado na Figura B.1{a).

1 e 2 1 e 2_.
X X2 X s
{2} Elemento no sistema global =, (b} Elemento no sistema local £.

Figura B.1: Elemento finito unidimensional de dois nos.

du{z)
dr
Para isto, devem-se associar funcdes de interpolacdo locais relacionadas ao valor da funcéo

e de sua primeira derivada em cada né do elemento. Assim, sejam {7 (z) e ¢{(z) as

Deseja-se assegurar a continuidade da fun¢@io u(z) e de sua primeira derivada

fungbes locais associadas ao valor e a derivada da funcio no primeiro né e 057 (z) e 6\ (2)
as respectivas fungdes de interpolagio do segundo né. Logo, a aproximagdo v (z) de u(z)

no elemento (&) pode ser escrita como

u(2) = 1”6 (z) + i 612 () + o6l (2) + o6 (). (B.1)
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Da mesma forma, a primeira derivada é expressa como

dulf(z) (o el () (e) dg?) () (e) o (z) (e} do i (x)

Os coeficientes a(e) (¢ =1,2,3,4) possuem significados fisicos, ou seja, representam os

valores das incdgnitas calculadas nas coordenadas dos nés. Logo, as funcoes qai (z) (i =

1,2,3,4) devem ser tais que

G’EE) = Ugf)(l'l),
29 = dul? (z1)
2 1
) dr (B.3)
o = ().
(e) _ dul®(zs)
ay s el S
. dx

ou seja, a(l e age) representam os valores da aproximacao u(e) (z) calculadas nas coordenadas

dule
nodais z; e 25, enquanto ay” e af? o os valores das respectivas derivadas -2/ :,:( )
A partir de (B.1) e (B.2), as condigdes anteriores impGem as seguintes restrigdes sobre

os polinémios unidimensionais de Hermite ¢§8}(9:) (1=1,2,3,4)

a§ﬂ~u(e>(x)—> 6z)=1 ¢P)=0 ¢ (z)=0 6 z)=0

@ _ @) | dof(@) _ o 4o . do(z) _ o del(x)
[45) ={ =1 =0 = ()
dz dz dz dx dx (B.4)
aé‘*}=u£f’(rz)*> o) =0 #m) =0 ) =1 o) =0
o0 = () | do0(m) o ddP(e) _ o dei(my) _ o del(e) _ |
4 dx dx dz dz dx

Como se tem 4 condigdes sobre cada funcdo ¢£€), podem-se determinar os 4 coeficientes

a,b, ¢, d) de um polindmio geral de terceiro grau
g
pl{z) = e + bz + cx® + dz°. (B.3)

Fazendo p(z) = qb{le)(x) e empregando-se as 4 condi¢des dadas na segunda coluna de
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(B.2), obtém-se o seguinte sistema de equacdes algébricas

1 zr (z1)?  (z)? 1(a) (1)
1 79)% (o) b 0
zz (22)®  (22) Jel_jol (B.5)
0 1 2(z)® 3(z)° c 0
001 2(x2)® 3(@)* | d) {0

Resolvendo o sistema de equagdes anterior, determina-se a funcéo qz’)(f) (z). Tomando-se
o sistema local de coordenadas £ ilustrado na Figura B.1(b), tem-se x; = —1 e 7, = 1. Desta

maneira, o sistema de equacdes se reduz a

-1 1 =1 a 1
1 1 1 1 b 0
g = { b {B.7)
0 1 -2 3 c 0
L 0 1 2 3 J 0N d / \ 0 s

Resolvendo o sistema anterior e substituindo em (2.110), vem que
ey =L (es _
07(6) = 7 (€ -3¢ +2). (B.8)

Efetuando o mesmo procedimento para os demais polindmios, obtém-se

89 = 7(€-s6+2),
i = j(E-e-c+1),
ﬁ%)=m£@—%—®, (B.9)

#e = (€8 -e-1).

Il

Deseja-se assegurar a continuidade da funcio u(z) e de sua primeira derivada dz(;)
Para isto, devem-se associar funcdes de interpolago locais relacionadas ao valor da fungio
¢ de sua primeira derivada em cada né do elemento. Assim, sejam (2} e ¢ () as
fungdes locais associadas ao valor e a derivada da funciio no primeiro né e ¢>§,e)(x) e gl (x)

as respectivas fungdes de interpolagio do segundo né. Logo, a aproximagio u(® (z) de u(z)
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no elemento (e) pode ser escrita como

u®(z) = a6 (2) + ai? 6 (2) + P 8 (z) + a6 (z).

Da mesma forma, a primeira derivada é expressa como

WP @) _ 0dd@) | 0dsf@) | 0d@) | ode@)
dz ' dz 2 dg P dz v odr

Resolvendo o sistema anterior e substituindo em (B.3), vem que

©e) = (53 ~3¢+2).

Efetuando o mesmo procedimento para os demais polindmios, obtem-se

€ =
o) =
P = -
Yo =

m%+@

] |

g-e+1),
(63—-36 2),
3_{_52 )

(€
(&~
(

s |

(B.10)

(B.11)

(B.12)

(B.13)

Os 4 polinémios cibicos de Hermite locais no elemento (e} estdo ilustrados na Figura

B.2(a}). Por sua vez, os polindmios globais ®;(z) e ®5(z) apés a superposicio das fungdes

locais entre dois elementos adjacentes estdo mostrados na Figura B.2(b).

G a
Wi 2
1
1
; meanis + 1 .
elerneniole) V
v %
(a} Polindmios locais. {b) Polindmios globais.

Figura B.2: Polindmios ciibicos de hermite unidimensionais.
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