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Resumo

Esta trabalho, trata do estudo de quantificacdo de incertezas ou aleatoriedade exis-
tentes em sistemas mecanicos. Neste sentido, o método de expansao em Polinémio de Caos
e a simulagdo de Monte Carlos sao aplicados para obter a resposta de um problema com
paramentos aleatorios. Além disso, estudos de confiabilidade em sistemas mecanicos também
sao abordados nesta dissertagdo. Com este propédsito, os métodos de confiabilidade de
primeira ordem e de segunda ordem sao estudados e utilizados na anélise de confiabilidade
de sistemas mecanicos. Trés problemas mecanicos diferentes foram abordados para os
estudos mencionados. O primeiro aborda um problema dinamico simples de um grau de
liberdade, o segundo um problema de propagacao de trinca em estrutura usando equacao
de Paris da mecanica da fratura linear e o terceiro um problema de deteccao de falhas
utilizando o método do elemento espectral em uma estrutura tipo viga. Para todos os casos
parametros incertos foram considerados. Portanto, este trabalho contribui para o estudo
da quantificacao de incertezas em problemas de engenharia, bem como a confiabilidade de
sistemas mecanicos levando em consideracao as possiveis aleatoriedades presentes neles. Os
casos simulados sao realizados com o objetivo de verificar a validade do modelo incluindo os

efeitos das incertezas dos parametros e avaliar sua eficiéncia computacional.

Palavras-chave: Quantificacao de incertezas, Deteccao e propagacao de trinca, Deteccao de

Falha Estrutural, Método do elemento espectral, Confiabilidade estrutural.
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Abstract

This work, deals with the study of uncertainty quantification or mechanical systems
randomness. In this sense, the polynomial chaos expansion method and Monte Carlo
simulation are applied to obtain the response of a problem with random parameters. In
addition, reliability studies on mechanical systems are also discussed in this dissertation.
For this purpose, the fist- and second-order reliability methods are studied and used for the
analysis of mechanical system reliability. Three different mechanical problems have been
addressed in the studies mentioned. The first approach is a simple one degree of freedom
dynamic problem, the second is a crack propagation problem based on Paris’ linear fracture
mechanics equation and the third is a damage detection problem using the spectral element
method using, a beam type structure. For all cases uncertain parameters were considered.
Therefore, this work contributes to the study of uncertainty quantification in engineering
problems; as well as the reliability of mechanical systems taking into account the possible
randomness present in them. The simulated cases are performed with the objective of
verifying the validity of the model including the effects of uncertainties in parameters and

to assess its computational efficiency.

Keywords: Uncertainty Quantification, Structural Reliability, Spectral Element Method,

Crack propagation, Structural Damage Detection.
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1 INTRODUCAO

Ao se tratar de projetos na area da engenharia, a fase inicial é o projeto conceitual
do sistema mecénico, este considera possiveis falhas que possam vir ocorrer na vida 1til do
sistema e define um certo indice de seguranca, além de buscar a aproximac¢ao do modelo
as reais condigoes do sistema. No processo de manufatura do sistema mecanico real existe
a presenca de variabilidades nos paramentos, condi¢oes de trabalho, manuseio etc; que sao
constantes e efetivos nele. Para tratar e quantificar as incertezas presentes em sistemas, o uso

da modelagem estocastica é utilizada.

A modelagem estocéastica de um problema comeca com a identificacdo das variaveis,
ou operadores, que sao aleatérias. No caso das varidveis aleatorias é necessario construir um
modelo probabilistico para cada uma delas. Esta é uma parte essencial da modelagem estocas-
tica e dela depende o sucesso do modelo (SAMPAIO E RITTO, 2008). Quanto ao tratamento
matematico de incertezas, as trés predominantes sao: andlise de intervalos (DIMAROGONAS,
1996), teoria possibilisticas baseadas em aritmética nebulosa (fuzzy) (DeGersem et al., 2005;
Hanss, 2005; Moens e Vandepitte, 2005; Nunes et al., 2006 apud Fabro, 2010) e teoria de pro-

babilidade, que sera utilizada neste trabalho.

Métodos que abordam a parte probabilistica sao divididos em duas areas no tratamento
com incertezas (Soize, 2000, 2003, 2005 apud Fabro, 2010). Um é o método probabilistico
paramétrico em que incertezas sao representadas através de distribuicao de probabilidade e
seus parametros (u,0). O outro é o método probabilistico ndao paramétrico que trata as incer-
tezas associadas ao modelo mecanico-matematico utilizado para a prever o comportamento

dindmico da estrutura.

O diagrama ilustrado na Figura 1.1, faz um resumo da classificagdo de métodos que

tratam com a incerteza.

Em geral, repetidas medi¢oes de um fendémeno fisico podem gerar multiplos resulta-
dos. Entre esses resultados, alguns sao mais frequentes que outros. A ocorréncia de multiplos

resultados que nao podem ser descritos deterministicamente é descrito como resultados incer-
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Perturbag o estocastica
Meétodo dos Elementos Finitos
(PSFEM)

IMétodo dos Elementos Finitos
Estocastico Espectral
(SSFEM)

Figura 1.1: Métodos de quantificagdo de incertezas.(SAMEER, 2006)

tos, aleatorios ou estocastico (HALDAR E MAHADEVAN, 2000). Um caso que exemplifica a

presenca de incertezas em sistemas ¢ um estudos sobre a aleatoriedade em medicoes realizada

por Durand et al. (2008). Neste estudo os autores realizam medigoes vibroacistica experi-

mentais para 20 carros do mesmo tipo com opcional extra. As variabilidades na resposta

podem ocorrer devido ao processo de fabricagao e a pequenas diferencas nas configuracgoes do

opcional. A Figura 1.2 mostra o modelo analisado e a resposta das medi¢oes das FRF para o

ruido interno em 20 carros induzidos por excitagoes solidas do motor e aplicadas a estrutura.

10 dBA

Booming Noise [dBA]
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2000 2500 3000 3500
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Figura 1.2: Ilustragdo experimental das variabilidades em um sistema real: (a)Modelo;

(b)Medigoes das FRF. (DURAND et al., 2008)



Os projetos de sistemas utilizam-se do conceito que a capacidade ou resisténcia deve ser
maior que a solicitagdo. Tendo em mente este conceito, nao importa como a resisténcia e a
solicitacao dos problemas de engenharia sao modelados ou descritos o conceito se seguranca
deve se satisfeito. Quando a existéncia de incertezas é considerada nos sistemas o desempenho
deles pode nao ser absolutamente assegurado. Este desempenho probabilistico do sistema é

referido como confiabilidade.

1.1 Objetivos gerais

Neste trabalho, incertezas ou aleatoriedade existentes em sistemas serao identificadas e
quantificadas. Estudos de confiabilidade em sistemas sao feitos e aplicados para trés diferentes
modelos. Assim, este trabalho contribui para o estudo e a quantificacao de incertezas em pro-
blemas de engenharia, bem como para a confiabilidade de sistemas levando em consideracao

as possiveis aleatoriedade presentes neles.

Metodologias computacionais para quantificacdo de incertezas e confiabilidade de sis-

temas sao aplicadas para os seguintes casos:

» Sistema dindmico: o objetivo principal deste estudo foi a aplicacdo da expansdao em
Polinémio do Caos e analise da sua eficiéncia. Um estudo da confiabilidade também foi

realizado;

o Problema da mecénica da fratura: neste caso é utilizada a equagao de Paris (PARIS E
ERDOGAN, 1963) com a teoria de confiabilidade estrutural. Trés métodos probabilis-
ticos serao utilizados: Método de Confiabilidade de Primeira Ordem (FORM), Método
de Confiabilidade de Segunda Ordem (SORM) e Simulagdo de Monte Carlo (MC);

e Problema de detecgao de dano em estrutura: para esta analise um método de detecgao de
danos usando o elemento espectral juntamente com a teoria e quantificacao de incertezas
é utilizado. Os resultados apresentados mostram a eficiéncia do método na detecgao da
trinca quando a aleatoriedade do sistema é adicionado a ele. Além desta analise, trés

métodos sdo usados para avaliar a confiabilidade da estrutura danificada.



1.2 Estrutura do trabalho

Esta dissertagio estd organizada da seguinte forma:

Este primeiro capitulo é uma introducao do assunto estudado e traz um resumo dos

casos apresentados. Nesta secao é apresentada a estrutura do trabalho.

O capitulo 2, apresenta uma revisao bibliografica dos trabalhos publicados sobre os
assuntos estudados. Os trabalhos mais utilizados para o desenvolvimento deste trabalho estao

listados neste capitulo.

O Capitulo 3 expoe um embasamento teérico do método da expansao em Polinémio
do Caos, que é uma solugao estocéastica da resposta do sistema projetada sobre uma base
de polinémios ortogonais. Ainda neste capitulo sao apresentados fundamentos da analise de
confiabilidade sdo detalhados o método de confiabilidade de primeira ordem (FORM) e o
método de confiabilidade de segunda ordem (SORM). Para finalizar, uma se¢ao sobre simu-
lagdo de monte carlo, que inclui a simulagdo de monte carlo direto e o método da superficie

de resposta sao comentados.

No Capitulo 4 trés diferentes problemas sao aplicados. O primeiro é um problema
dindmico, o segundo é um problema da mecanica da fratura, que envolve o caso da propagacao
de trinca em placa e o terceiro e ultimo é um problema de deteccao de dano em estruturas.
Nos trés problemas estudados, a teoria sobre o assunto em questao ¢ abordada; em seguida

os resultados e comentarios sao apresentados.

No Capitulo 5 sao apresentadas as conclusdes dos métodos e dos resultados obtidos em
cada caso, sugestoes para trabalhos futuros e as publicagoes feitas durante o desenvolvimento
deste trabalho.



2 REVISAO BIBLIOGRAFICA

Neste capitulo é feita uma revisao das principais publicagoes que foram utilizadas como
base para o desenvolvimento do trabalho. O enfoque deste estudo esta relacionado com quan-
tificagdo de incertezas associados a problemas mecanicos, bem como métodos para a confi-
abilidade estrutural. As seguintes publicacoes estao relacionadas com o estudo da parte de

quantificagao de incertezas e de confiabilidade.

Mahadevan e Haldar (2000) publicaram dois livros muito interessantes no estudo da con-
fiabilidade utilizando processos estocasticos. O primeiro (MAHADEVAN E HALDAR, 2000),
enfatiza os conceitos basicos de risco, confiabilidade e estatistica para a analise e projetos de
engenharia baseados em riscos. Assim, o livro apresenta conceitos bésicos de risco e confiabi-
lidade, comegando com fundamentos da probabilidade e estatistica, bem como apresentando
conceitos da andlise de confiabilidade aplicado a sistemas simples. Apresenta, também, dis-
cussoes sobre os métodos para quantificar incertezas em termos da coleta de dados e analise
para uma ou multiplas variaveis aleatérias; estudos sobre varios métodos para evolucao de
incerteza na resposta de sistemas usando informacao de variaveis aleatérias envolvidas no pro-
blema; e técnicas simples e avancadas de confiabilidade estrutural. No segundo livro Haldar
e Mahadevan (2000), introduzem conceitos avancados, como a andlise por elementos finitos
estocéastico (SFEM). Eles desenvolvem o conceito e a implementagao do SFEM baseado na
andlise de confiabilidade em um contexto do projeto estrutural. Para demonstrar a robus-
tez do método, problemas e exemplos sao abordados considerando casos linear, nao linear,

estatico e dinamico.

Choi et al. (2007) fornecem ao leitor uma base da teoria de probabilidade, métodos
estatisticos, métodos de andlise de confiabilidade e incluem métodos de amostragem como;
Simulagao de Monte Carlo (MC) e Hipercubo Latino (LHS). O método de confiabilidade de
primeira e segunda ordem, FORM e SORM respectivamente, sio embasado e aplicados a
diversos problemas mecanicos. Os autores também explicam como usar a expansao estocas-
tica, incluindo a expansao em polindmio de caos e a expansao de Karhunen-Loeve para a

otimizacao e a analise de confiabilidade de problemas praticos de engenharia.



Ghanem e Spanos (1991) apresentam neste livro uma extensao da formulagdo espec-
tral de métodos de elementos finitos deterministicos para o espago de funcoes aleatérias. Os
conceitos sao aprofundados com aplicagoes a problemas no campo da mecanica estrutural.
Os parametros aleatérios do sistema sao modelados com um processo estocéstico de segunda
ordem, definido pela média e a funcao de covariancia. Portanto, a expansao de Karhunen-
Loeve é usada para representar esse processo estocdstico em termos das variaveis aleatorias
nao correlacionadas e uma representacao do Polindmio do Caos é identificada. Neste contexto,
a solugdo do processo é aproximado pela projecao sobre um subespaco finito por esses po-
linémios. O resultado obtido utilizando esse método é comparado com resultado encontrado

pela solucao do problema utilizando a simulagao de Monte Carlo.

Dessombz et al. (2000) propoe um método para calcular autovalores e autovetores de
uma estrutura contendo parametros estocasticos. Este método é baseado na expansao em
polinémio do caos, abordado por Ghanem e Spanos (1991) e estendido em busca das pro-
priedades dos autovetores e autovalores aleatorios, que sao usados para calcular a fungao de

transferéncia (FRF) aleatéria do sistema.

Dessombz et al. (2001), seguindo a mesma ideia da pesquisa anterior, utilizam o mesmo
método para calcular a caracteristica estocastica da FRF das estruturas incluindo parame-
tros aleatérios. Este método foi baseado na teoria do caos polinomial, que é estendido para
um caso dinamico. A solucao é expandida numa base ortogonal polinomial, cujas variaveis
aleatérias sao ortonormais gaussianas. Os resultados deste método sao investigados em ter-
mos de sensibilidade da solucdo versus os valores dos parametros aleatorios, os coeficientes
de amortecimento e a ordem dos polinomio. A distribuicao estocastica da FRF também é

avaliada. Para validar todos os resultados os autores utilizam simulacoes de Monte Carlo.

Beck (2011) escreveu uma apostila que é um material bem completo sobre confiabilidade
estrutural, onde o autor comeca com conceitos sobre incertezas, confiabilidade e defini¢ao e
exemplos de risco. A teoria de probabilidade tem enfoque em varidveis aleatérias e ha um
capitulo sobre processo estocastico. Na parte que inclui a confiabilidade estrutural sao citados
conceitos de estado limite, coeficiente de seguranca, os métodos de pertubacao FOSM, FORM
e SORM, idealizacoes de sistemas estruturais, multiplos modos de falha e sistemas estruturais

complexos. O autor também aborda a parte de simulagdo de Monte Carlo e fala sobre a



geracao de variaveis aleatorias, técnicas de reducao de variancia e do método da Superficie

de Reposta.

Para a aplicagao da teoria da quantificacdo de incertezas e a de confiabilidade trés di-
ferentes problemas mecanicos foram estudados. O primeiro envolveu um problema dinamico,

assim as seguintes referéncias foram utilizadas.

Rao (2008) apresenta os principais fundamentos da engenharia de vibragoes. A teoria,
os aspectos de computagao e as aplicagoes das vibragoes sao mostrados de maneira simples e
dinidmica e as técnicas de analise por computador sdo amplamente abordadas. O livro ainda
dispoe de um grande nimero de exemplos de problemas para ilustrar os principios e conceitos

estudados.

J.Inman (2001) apresenta um curso na area de vibrag¢oes mecanicas. Além dos tépicos
normalmente apresentados em outros texto sobre este assunto, ele tem a adi¢ao de topicos na
area de projetos, medigoes, amortecimentos e aspectos computacionais. O autor faz uma inte-
gragao de topicas tradicionais na area de vibragdes com énfase em projetos e uma introducao

de andlise modal.

Outro problema analisado foi o estudo sobre a propagacgao de trincas em estruturas,
assim, a teoria da mecanica da fratura foi aplicada. As principais referéncias utilizadas neste

caso estao listadas a seguir.

Beden et al. (2009) fazem uma revisao dos modelos sobre a vida em fadiga de estruturas
estudados durante as ultimas duas décadas, o qual inclui a previsao de modelos sobre cargas
constantes e de amplitude variadas. Para a selecao do modelo Beden et al. fazem uma sugestao

que esta deve ser usualmente baseada na experiéncia e preferéncia do analista.

Gdoutos (1993) oferece uma cobertura abrangente da mecanica da fratura, desde prin-
cipios basicos e aplicagoes tradicionais até problemas de materiais composito, filmes finos
e nano materiais. Em todos estes problemas a mecanica da fratura desempenha um papel
importante para a predicao de falha e projeto de seguranca de materiais e estruturas. O livro

contém muitos exemplos de problemas da mecanica da fratura no campo da engenharia.



Nespurek (2009) apresenta em sua tese teorias de fratura, fadiga, mecénica computa-
cional e método da andlise de confiabilidade. Com essas ferramentas o autor propde uma
nova abordagem no conceito da andlise estocastica de propagacao de trinca em fadiga. A
contribui¢ao da tese é no ambito do acordo do modelo numérico com a anéalise estocastica do

problema de propagacao de trinca.

Rizzatti (2005) implementou um elemento finito contendo trés graus de liberdade por
nod, uma trinca na regiao central, levou em consideragao os esforcos de flexao, carregamentos
axiais e implementou o efeito do cisalhamento. Outro diferencial é a implementacao do efeito
da zona pléastica na ponta da trinca, considerando os carregamentos citados. Nesta trabalho

o autor compara resultados de simulagoes numéricas com analise modal experimental.

O terceiro e ultimo problema estudado foi a modelagem estocastica de uma viga trincada

utilizando o Método de Elemento Espectral. As seguintes publicagoes foram estudas.

Krawczuk et al. (2002) apresentaram um método de elemento finito espectral para viga
trincada de Timoshenko que ¢ adequado na analise de problemas de propagacao de ondas
no calculo dos parametros modais da estrutura com dano. Os autores analisam a influéncia
dos parametros da trinca especialmente a mudanca da localizagao da trinca, na propagacao
de onda examinada. Exemplos numéricos sao dados com o objetivo de mostrar a influéncia
da trinca na propagacao da onda pela estrutura, e a capacidade de detectar o exato local do

dano na estrutura.

Doyle (1997) aborda a andlise espectral como um meio de investigar a propagagao
de ondas em estruturas. Este é um método eficiente na analise de ondas e abrangente na
andlise estrutural, incluindo método numéricos e métodos experimentais. O autor introduz os
fundamentos da analise espectral e transformacao de Fourier, além de trazer um tratamento
completo de ondas em barras, vigas e placas de introduzir um método de matriz para a
andlise de estruturas complexas. O texto inclui também uma introducao a teorias estruturais

de alta ordem.

Dimarogonas e Papadopoulos (1983) apresentam um estudo que exibe uma resposta

dindmica de um eixo, devido a flexibilidade local da secao trincada. Este considerava apenas



um modo de abertura da trinca sujeita a carregamento de flexdo baseado no fator intensidade
de tensao. Um rotor de Laval com uma trinca aberta ¢é investigado por meio de aplicagao da
teoria estudada. Anos mais tarde, Dimarogonas e Papadopoulos (1987) estenderam o modelo
do elemento contendo a trinca para trés modos de abertura da trinca devido aos possiveis
esforgos internos (tragdo, flexdo e torgao). Isto permitiu verificar o efeito do acoplamento
entre as vibracoes longitudinais e de flexao. Esta formulacao por elementos finitos utilizando
os fatores de intensidade de tensdo tem sido uma das mais utilizadas para simulacgoes de

trincas em estruturas.

Pereira (2009) investiga o problema de propagagao de ondas em estruturas do tipo barra
com modelos de alta ordem. O enfoque principal do trabalho concentra-se na implementa-
¢ao de modelos numéricos que representam o fenomeno da propagacao de ondas em barras
saudaveis e danificadas por uma trinca. Para a investigacdo do problema o autor utilizou
o método do elemento espectral e quatro diferentes modelos de barra, o modelo elementar;
modelo de Love ou do primeiro modo; o modelo de Mindlin-Herrmann ou de dois modos; e

o modelo de Mindlin-McNiven ou dos trés modos.

Fabro et al. (2010) utilizam o método do elemento espectral para modelar uma viga
trincada. A flexibilidade da trinca, que é um parametro para modelar a trinca, é derivada do
teorema de Castigliano é considerada como parametro aleatério do sistema. Assim, o modelo
probabilistico é construido diretamente para a flexibilidade. Dois diferentes modelos proba-
bilisticos sao construidos, onde as func¢oes densidade de probabilidade sao obtidos usando o
Principio da Maxima Entropia. Simula¢oes de Monte Carlo sao realizadas a fim de estimar

a funcao resposta em frequéncia (FRF), o qual é analisada e discutida.
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3 FUNDAMENTOS TEORICOS

3.1 Expansao em Polinémio do Caos

Esta secao trata do método de analise das caracteristicas da resposta de uma estrutura
dindmica incluindo parametros aleatérios. O método apresentado esta baseado na teoria do
Polinémio do Caos (PC) cujo conceito basico pode ser entendido como sendo uma solugao
estocéstica projetada sobre uma base de polindmios ortogonais cuja variaveis sao ortonormais
e gaussianas (Ghanem e Spanos, 1991; Dessombz et al., 2000). As propriedades dessa base
polinomial sao utilizadas para gerar um sistema de equacgoes lineares através de projecoes
sobre os polinémios (Ghanem e Brzakala, 1996, Ghanem e Kruger, 1996). A resolugao desse
sistema conduz a uma expansao da solugdo, que pode ser utilizada para encontrar a média
(analitica ou numérica), o desvio padrao ou a distribui¢ao da solugdo aleatéria (DESSOMBZ
et al., 2000). Wiener foi o primeiro a introduzir o caos homogéneo para representar uma
processo gaussiano aleatorio de segunda ordem. Entretanto, foi usado primeiramente por
Ghanem e Spanos para resolver problemas da mecanica estrutural usando um enfoque espec-
tral do método dos elementos finitos estocastico (GHANEM E SPANOS, 1991). O problema

pode ser formulado como:
A(x,0)u(x,0) = [L(x) + II(x, 0)|u(x, 0) = F(x,0), (3.1)

onde L ¢é a parte deterministica e IT é a parte aleatéria do operador estocastico A. O objetivo é
resolver a Eq.(3.1) para a resposta u(x, #) em funcao da excitagao F'(x, 6), onde x pertence ao
espago de Hilbert definido por H = {f/f : D — R}, e 6 pertence ao espago de probabilidades
(Q, ¥, P), onde o espago de fungoes mensuraveis é definido por © = {g/g : Q@ — R}.

Considere que {£(0)}°, é um conjunto de varidveis aleatérias ortonormais gaussianas

e que I', é o polinémio do caos de ordem p. Pode-se mostrar que qualquer elemento w()
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definido no espago © pode ser representado por:

w(0) = apl’y + Zaun (&1(9)) + i Z aiyi, 1'2(i1(0), &i2(0))

=1 i1=110=1

oo 11 i

+ 35N annnls(En(0), &(0), €5(0) + ... (3.2)

i1=11i2=113=1

o qual pode ser reescrita na forma truncada como:

O polinémio do caos ¥; corresponde aos polindmios de Hermite multidimensionais ob-

tidos por:

LG s &) = (10" e (3.4)

¢, ...0&, ’

onde ¢ consiste de n variaveis aleatérias gaussianas ortonormais. Por exemplo, os polindmios

do caos bidimensionais de ordem 0,1 e 2 sao:

Uy =1 Ordem 0 (3.5)
=& U =& Ordem 1 (3.6)
Ug=¢6 -1 Uy =6& ,U5=6—1 Ordem 2. (3.7)

Quando a funcao de correlagao de IT é conhecida, uma expansao em série de Karhunen-
Love é apropriada (GHANEM E SPANOS, 1991). Em geral, os problemas mecénicos conside-

rados podem ser escritos como:

L]+ Z &g ){u} = {F}. (3.8)

Uma decomposic¢ao do vetor {u} sobre o polindémio do caos de ()—variaveis é dada por:
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{u} = Zo{un}‘lln({&}?l) (3.9)

Substituindo a Eq.(3.9) na Eq.(3.8), multiplicando por ¥,,, fazendo a média e utilizando

as propriedade de ortogonalidade do polinémio, obteremos:
Q N

{un}(P7,) = 3 > {un} (& Pu W) [1] = {F}{Tn) (3.10)

q=1n=0

E importante observar que os valores de (¥2)) e (£,%,¥,,) devem ser calculados apenas

uma vez e mantidos para serem usados em todos os calculos deste método.

A obtencao da Eq.(3.10) para todos m = 0,..., N produz um sistema de (N + 1)
equagoes algébricas lineares, cuja solugao corresponde aos vetores {u,} (DESSOMBZ et al.,
2001). Uma vez que todos os {u,} sdo conhecidos, é facil encontrar a média e a variancia de

{u}, onde a média é dada por:

= {uo} (3.11)

e a variancia é dada por

0f = 2_:1{1&31}01’721) (3.12)

3.2 Fundamentos da Analise de Confiabilidade:

A anilise e o projeto de engenharia consistem em proporcionar os elementos do sis-
tema de modo que estes satisfacam varios critérios de desempenho, seguranca, manutengao
e durabilidade sobre diversas condigoes de solicitagao. Por exemplo, uma estrutura devera

ser projetada tal que sua resisténcia seja maior que os efeitos da solicitagio (carga) aplicada.
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Como é sabido, existem numerosas fontes de incertezas nas cargas e nos parametros relaci-
onados com a resisténcia. Assim, a necessidade de incorporar estas incertezas nas analises e
projetos de engenharia tem levado a uma variedade de métodos de confiabilidade (HALDAR
E MAHADEVAN, 2000). Nesta segao apresentam-se alguns dos conceitos basicos relacionados

com alguns dos métodos de confiabilidade de sistemas usados nesta dissertagao.

Na presenca de incertezas nao é facil satisfazer as solicitagdes basicas de um projeto.
A figura 3.1 ilustra um caso simples considerando duas varidveis aleatérias R (resisténcia) e
S (solicitagao). A aleatoriedade das varidveis sdo caracterizadas por sua médias (ugr e fis),
desvios padrao (og e og) e as correspondentes fungoes densidade de probabilidade (PDF)
(fr(r) e fs(s)). A figura 3.1 mostra também os valores nominais desses pardmetros (Ry e

Sn), os quais sdo usados em uma abordagem convencional baseada no fator de seguranca.

S,

Sy Ry

f————>
" Ksog | Kz Or
Figura 3.1: Fundamentos da confiabilidade estrutural (HALDAR E MAHADEVAN, 2000).

Introduzido por (FREUDENTHAL, 1956), o conceito do projeto baseado em risco
tem se desenvolvido desde entao e muito progresso tem sido feito na area da engenharia

estrutural. Recomendacoes de projeto usando o conceito Load and Resistance Factor De-
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sign (LRFD) estao essencialmente baseados no formato do projeto baseado na confiabilidade

estrutural. Nas discussoes seguintes enfatizaremos este conceito.

Da figura 3.1 observa-se que o projeto seguro é garantido por uma abordagem determi-
nistica, a qual exige que Ry seja maior que Sy com uma margem de seguranca especificada

por:

F=—
S S

(3.13)

onde SF' ¢ o fator de seguranca. No projeto deterministico o fator de seguranca pode ser
aplicado para a resisténcia, para a carga ou para ambos. A estratégia desta abordagem
convencional pode ser explicada considerando-se a area sobreposta entre as duas curvas da
figura 3.1, a qual fornece uma medida qualitativa da probabilidade de falha. Essa area sobre-
posta depende de trés fatores relacionados com as duas curvas: 1)suas posigoes relativas,
que mostram que quando a distancia entre as duas curvas aumenta a area de sobreposicao e
a probabilidade de falha sao reduzidas. Tal efeito pode ser representada pelas médias ug e
is; 2)suas dispersoes, as quais revelam que se as duas curvas sdo estreitas, entao a area de
sobreposicao e a probabilidade de falha sao pequenas. Essa dispersao pode ser caracterizada
pelos desvios padrao or e og; e 3) suas formas, que sao representadas pelas PDF’s fg(r)
e fs(s). O projeto seguro tem como objetivo selecionar as variaveis de projeto de tal forma
que a area de sobreposicao entre as duas curvas seja tao pequena quanto possivel, dentro das
limitagoes econdmicas. Assim, as posi¢oes das curvas podem ser deslocadas através do uso

de fatores de seguranca.

Uma abordagem mais consistente seria calcular a probabilidade de falha levando em
consideracao todos os trés fatores de superposicao das curvas e escolhendo as variaveis de
projeto de modo que a probabilidade de falha aceitavel seja obtida. Este é o fundamento
do conceito do projeto baseado na probabilidade de falha. Entretanto, as informacoes
das PDF’s da carga e da resisténcia nao estao usualmente disponiveis e torna-se necessario
formular uma metodologia de projeto usando-se apenas as informagoes das médias e desvios

padrao.

Na figura 3.1, as incertezas nas variaveis de carga e de resisténcia estao expressas na
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forma das PDF’s, logo, é possivel expressar a medida do risco em termos da probabilidade

de falha por:
pr = P(falha) = P(R < 5) (3.14)
ou

ps = /Ooo [/OS fR(r)dr} fo(s)ds = /Om Fa(s) fs(s)ds (3.15)

onde Fr(s) ¢ a CDF de R avaliada em S. A Eq.(3.15) é a equagao béasica do projeto baseado
em risco, a qual estabelece que quando a carga for S = s, a probabilidade de falha sera
Fr(s). Como a carga é uma variavel aleatdria, a integracdo precisa ser feita para todos os
valores possiveis de S, com suas respectivas probabilidades representadas pela PDF de S. Nem
sempre a CDF de R ou a PDF de S estao disponiveis na forma explicita, logo a integracao da
Eq.(3.15) nado pode ser obtida facilmente. Contudo, para alguns casos especiais a Eq.(3.15)

pode ser resolvida sem realizar a integracgao.

O conceito da teoria classica da confiabilidade estrutural pode ser apresentado de ma-
neira mais formal considerando os parametros de carga e resisténcia como as variaveis alea-
torias X; e uma relacao funcional entre elas corespondendo a cada critério de desempenho.

Esta relagao ou fungdo de desempenho pode ser escrita matematicamente como:

9(X) = g(X1, X, ..., Xy). (3.16)

A superficie de falha ou o estado limite de interesse pode ser definido como ¢g(X) = 0.
A superficie de falha e as regioes segura e insegura estao mostradas na figura 3.5. A equac¢do
de estado limite ou fungdo de desempenho pode ser uma funcgao explicita ou implicita, linear
ou nao-linear e pode ter uma forma simples ou complicada. Portanto, métodos de andlise
de confiabilidade tem sido desenvolvidos para diferentes tipos e complexidades de equacoes
de estado limite. Da Eq.(3.16) observa-se que a falha ocorre quando ¢g(X) < 0. Logo, a
probabilidade de falha é dada pela integral

= /... o, ... xn)dridas . . . dTy, 3.17
Dy / /g(x)<0fx(:c1 Tg T, )dr1dTs T (3.17)
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onde fx(xy,22,...,2,) é a fungdo densidade de probabilidade conjunta para as varidveis
aleatérias X1, Xo,..., X, e a integracao ¢ feita sobre a regiao de falha (g(X) < 0). Se as
variaveis sao estatisticamente independentes a func¢ao densidade de probabilidade conjunta
pode ser substituida pelo produto das PDF’s individuais.

A
S
9 gR.5)<0
53 regido de falha
&8
2
3
gR.S)=0
Equacgéio de estado limite
gR.5)>0
regido segura
: : >
Resisténcia R

Figura 3.2: Conceito de estado limite.

O célculo da probabilidade de falha (py) através da Eq.(3.17) é a equagao fundamen-
tal da andlise de confiabilidade. Em geral, a funcao densidade de probabilidade conjunta
de variaveis aleatorias é quase impossivel de ser obtida, e mesmo que fosse obtida a avali-
acao de integrais multiplas é muito complicada. Portanto, uma abordagem factivel é usar
aproximacoes analiticas desta integral que sdao mais simples de calcular. Tais métodos po-
dem ser agrupados em dois tipos: métodos de confiabilidade de primeira ordem (First-Order

Reliability Methods - FORM) e métodos de confiabilidade de segunda ordem (Second-Order
Reliability Methods - SORM).
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3.2.1 Método de Confiabilidade de Primeira Ordem

O método de confiabilidade de primeira ordem foi desenvolvido com base no método de
primeira ordem e segundo momento estatistico (First-Order Second-Moment - FOSM). Este
considera o primeiro e o segundo momento estatistico das variaveis aleatérias, isto é, a média
e o desvio padrao. No método FOSM a equacao de estado limite é aproximada por um func¢ao
de primeira ordem (linear) usando uma expansao em série de Taylor e a informagao estatistica
¢ limitada ao segundo momento (HALDAR E MAHADEVAN, 2000). Isso equivale a considerar
todas a vaiaveis aleatorias do problema com uma distribuigdo normal. O método FORM como
evolucao do FOSM permite analisar o problema incorporando as func¢odes das distribuicoes,
bem como a correlagao entre as variaveis aleatorias. No contexto da confiabilidade estrutural

uma func¢ao de estado limite pode ser definida por:
Z=R-S. (3.18)

O evento da falha ocorre quando R < S, ou Z < 0. Assumindo que R e S sao variaveis aleato-
rias normais padrao e estatisticamente independentes, podemos determinar a probabilidade

de falha como:
pr=P(Z <0) (3.19)

ou

pp=1—-9a Hr T Hs (3.20)
\ o2+ o2

onde ® é a funcao densidade de probabilidade cumulativa (CDF) normal padrao. A proba-
bilidade de falha depende da relagdo entre a média e o desvio padrao de Z, esta relacao ¢é

conhecida como indice de confiabilidade denotado por (3, logo,

Hz Mo — Hs
B="% = (3.21)
Oz \J o2+ o2
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Assim a probabilidade de falha em termos de 8 pode ser reescrita como:

pr=1-2(p) (3.22)

Para o método FORM o valor inicial de § é de extrema importancia, a escolha desse
valor pode ser encontrado através de um solucao interativa, por exemplo, aplicando o método
de Newton-Haphson. Choi et al. (2007) apresenta um método para computar o valor inicial
do indice de confiabilidade usando o valor médio e o valor do desvio padrao da aproximacao

da fungao estado limite g(X) dada por:

g="Hs (3.23)

Og

onde o valor médio e o desvio padrao sao dados por:

tg = Elg(pz)] = g(pz) (3.24)

n 2 1/2
0y = varlg (o) = \/[Vg(pe)?  Vgps)] = [z (5’9&(“)) 0] (3.25)

=1

Observou-se que o FORM ¢ aplicavel a varidveis aleatorias com distribuicao normal.
Este fato dificulta a sua aplicagdo pois comumente nos problemas de engenharia nos de-
paramos com varidveis nao-normais e as vezes correlacionadas. Assim, para se tratar com
variaveis deste tipo é necessario a transformacgao de variavel nao-normal em uma variavel
normal equivalente. Utilizando a Transformagdo de Rosenblat (ROSENBLATT, 1952) pode-
se obter a variavel normal padrao equivalente estatisticamente independente. Outros métodos
usados nesta transformacao sao o de Rackwitz e Fiessler (1976), Chen e Lind (1983) e Wu e
Wirsching (1987).

Duas condigbes sdo impostas para a estimacao do parametro da distribuicdo normal

equivalente, ,u%_ e 0%. A CDF e a PDF da variavel nos dois espagos devem ser iguais no ponto
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de transformagcao. Considerando cada varidvel nao-normal estatisticamente independente a

CDF da variavel normal equivalente pode ser expressa por,

* N
T; — Mx, X
P <N as ) = F, (2}) (3.26)

oy,

onde, ®() é a CDF, ,u%_ e 0)]\(71_ sao a média e o desvio padrao da variavel normal equivalente,

*

respectivamente, e F, (x]

) é a CDF da varidvel ndo-normal original.

)

pxn = — OHF, (27)]0¥, (3.27)

A PDF da varidavel normal equivalente pode ser calculada como

1 xr —
oy i = f, (xF 3.28

em que ¢() representa a PDF da varidvel normal equivalente.

_ {7 E, ()]}

OxN = 7 (@) (3.29)

A solugao de problemas de confiabilidade via FORM ¢é descrito a seguir (HALDAR E
MAHADEVAN, 2000).

Algoritmo FORM: Para a estimacao do indice de seguranca e obtencao da probabi-

lidade de falha sugere-se os seguintes passos:

1. Definir uma equacao de estado limite apropriada;
2. Calcular ou assumir um valor inicial do indice de seguranga [3;

3. Assumir os valores iniciais do ponto de projeto z},7 = 1,2, ..., n. Na auséncia de qualquer
outra informagao, o ponto de projeto inicial pode ser assumido como os valores médios

das variaveis aleatoérias;

4. Calcular a média e o desvio padrao no ponto de projeto da distribuicao normal equi-
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valente caso a variavel nao seja normal;

9g
X,

. Calcular as derivadas parciais (5 )* avaliadas no ponto de projeto z7;

. Calcular os cossenos diretores «; no ponto de projeto com:

(ggf) “n (3.30)

Oy, = >
s 99(piz) oN
i=1 ox; Tq

. Calcular os novos valores para o ponto de projeto =} como:

* N N
Apos a primeira interacao, se for necessario, repetir os passos de 4 a 7 até a convergéncia
de o, com uma tolerancia pré-determinada. Um nivel de tolerancia comum ¢é 0.005.
Uma vez que os cossenos diretores tenham convergido, um novo ponto de projeto pode

ser estimado, mantendo-se 5 como o parametro incognito.

. Calcular um valor atualizado para AfS usando a condicao de que a equacao de estado

limite deve ser satisfeita no novo ponto de projeto;

. Repetir os passos de 3 a 8 até que [ convirja para um nivel de tolerdncia pré-

determinado. Um nivel de tolerancia razoavel para 8 pode ser de 0.001.

3.2.2 Método de Confiabilidade de Segunda ordem

Problemas de confiabilidade com uma equagao de estado limite linear sao relativamente

simples, porém nem sempre estaremos lidando com casos como estes. Sistemas com equacao

de estado limite linear no espaco original podem tornar-se nao-linear quando uma variavel

nao-normal é transformada para o espago normal padrao equivalente, ou pela transforma-

cao da variavel correlacionada para nao-correlacionada. Nestes casos, uma aproximacao de

segunda ordem pode fornecer um aproximagao melhor da probabilidade de falha.

Devido a ordem da aproximacao usada no método de confiabilidade de segunda ordem

21



A X>

2(X)<0

(Regido de fatha)
X * (Ponto de projeto)

gX)=0
B x>0
(Regifio segura)
>
X1

Figura 3.3: Estado limite linear e néo linear (BECK, 2011).

(SORM), informagoes adicionais sobre a funcao estado limite sao incluidas, enquanto o mé-
todo de primeira ordem (FORM) ndo consegue captar (figura 3.3). Breitung (1984), Tvedt
(1990), Hohenbichler e Rackwitz (1981), Koyluglu e Nielsan (1994) e Cai e Elishakoff (1994)
desenvolveram o SORM usando aproximagoes de segunda ordem. Algumas destas usam uma
expansao em série de Taylor para uma funcao nao-linear geral. No método FORM a aproxi-
macao de Taylor usada ignora os termos além da primeira ordem, enquanto que no método

SORM os temos além da segunda ordem sao ignorados.

O SORM foi explorado primeiramente usando-se varios tipos de aproximacgoes qua-
draticas. Uma solucao simples para a probabilidade de falha usando uma aproximacao de
segunda ordem foi apresentada por Breitung (1984) usando a teoria da aproximacao assinté-
tica (Hohenbichler et al., 1987 apud Haldar e Mahadevan, 2000) como:

n—1
pp ~ ®(=8) [T (1 + Bri)~*? (3.32)
i=1
onde k; denota as curvaturas principais do estado limite no ponto de distancia minima e 3 é

o indice de confiabilidade obtido usando o FORM. Para calcular as curvaturas, as variaveis
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aleatorias X; no espago X sao rotacionadas em outro conjunto de variaveis denotadas como
X/ tal que as ultimas variaveis desta coincidem com o vetor a, o qual é o vetor gradiente
unitario do estado limite no ponto de distancia minima. Esta transformagao esta mostrada
na figura 3.4 para um problema com duas varidveis aleatérias, onde fica claro que trata-se

apenas de uma transformacao de coordenadas.
A

g(Y1,Y2)=< 0

Y
L& a
N (y*1.,y%2) /
AN \
\\
" 4—-—9-- B
AS
AR g(Y,¥)=10
g(Y1.Y2)> 0
P >
e Y,
,/
rd
/,
’I
’f
K
Y,

Figura 3.4: Rotagao das coordenadas (HALDAR E MAHADEVAN, 2000).

A transformagao do espago X para o espaco X' é uma transformagao ortogonal onde:
X' =RX (3.33)

onde R ¢ a matriz de rotacao. Para um caso simples onde s6 existam duas variaveis aleatorias

a matriz R pode ser escrita como:

R _ cosf sind (3.34)
—sinf cosf
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onde A é o angulo de rotacao. Nos casos em que haja mais que duas varidveis aleatorias a

obtenc¢ao da matriz R é feita em duas etapas. Primeiro constréi-se uma matriz Ry da seguinte

forma,
1 0 0
0 1 ... 0
Ro=| o . (3.35)
Oz Oy, QO

onde a,,, g, , ..., Oy, SA0 08 cossenos diretores, isto €, componentes do vetor gradiente unitario

a como mostrado na figura 3.4. Na etapa seguinte realiza-se uma ortogonalizacao de Gram-

Schmidt na matriz Rg que resultara na matriz R. Uma vez que matriz R é obtida, os elemento
da matriz A podem ser calculados por:

(RDRY) .

Qs = =—— 4,5 =12,...n—1 3.36

1) IVG(y*> ’ Y j = Y ( )

onde D é a matriz hessiana (n x n) da superficie de estado limite no espa¢o normal padrao

estimado no ponto de projeto, R é a matriz de rotagao e |VG(y*)| é o comprimento do vetor

gradiente no espaco normal padrao.

No espago rotacionado, a tltima variavel, Y,, coincide com o vetor g calculado pelo mé-
todo FORM. No passo seguinte, a tultima linha e coluna da matriz A e a ultima linha do vetor
Y’ sao descartadas para levar em conta este fator. Assim, o estado limite pode ser reescrito
em termos da aproximacio de segunda ordem neste espaco normal padrio rotacionado, Y’

por,

1
Yy =B+ §y’tAy’ (3.37)

onde a matriz A tem agora dimensao (n — 1) x (n —1). Finalmente, os k; sao calculados com
os autovalores da matriz A. A equacao de estado limite é aproximada por uma funcao de

segunda ordem e a probabilidade de falha pode ser calculada da Eq.(3.32).

Outros métodos SORM tem sido desenvolvidos, aqui sera usado a abordagem de Brei-

tung, cujo desenvolvimento matematico mais detalhado pode ser encontrado em Choi et al.
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(2007).

Para a estimagdo da probabilidade de falha o algoritmo do SORM com os seguintes

passos pode ser seguido:

1. Calcular 5 e o novo ponto de projeto (x}) como o método FORM,;
2. Calcular a matriz ortogonal R;

3. Calcular as derivadas de segunda-ordem da superficie de estado limite para calcular a

matriz D;
4. Calcular a matriz A;

5. Calcular as curvaturas principais k; da superficie de falha no MPP (Ponto de falha mais

provavel), através dos autovalores da matriz A

6. Calcular a probabilidade de falha com a Eq.(3.32)

3.3 Simulacao de Monte Carlo

Simulagdes de Monte Carlo sao experimentos com niimeros aleatérios com objetivo de
validar expressoes matematicas. O nome do método tem sua origem nos jogos dos Cassinos
de Monte Carlo, Monaco. Originado das pequisas de Neumann e Ulam (SoBoL’, 1994), que
se baseou no comportamento aleatério caracteristico de jogos de azar. O método de Monte
Carlo consiste basicamente de uma geragdo de variaveis e/ou fungdes aleatoérias, da andlise

estatistica dos resultados e de técnicas de reducao.

Os métodos de simulacao sao muitas vezes chamados de métodos exatos, porque, teo-
ricamente, o resultado da simulagao tende ao resultado exato quando o nimero de simula-
¢oes tende ao infinito, além de evitarem certas aproximagoes dos métodos analiticos (BECK,
2011).
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3.3.1 Monte Carlo Direto

Uma aplicacao bastante utilizada da simulagao de Monte Carlo é determinar o valor de

uma integral definida multidimensional. Considere que a seguinte integral deve ser avaliada:

Py = /I(X)f(X)dX (3.38)

Considerando-se f(X) como uma fun¢ao densidade de probabilidade pode-se estimar

Pf COMO,

py= ;]ZI(XZ-) (3.39)

onde os valores de X; foram amostrados com densidade f e I é uma funcao indicadora dada

por

L L ey =0
(X) = (3.40)
0 ifg(X)<0

Esta abordagem do MC usa a chamada amostragem aleatoria simples, que na maioria dos
casos é bastante ineficiente. Da Eq.(3.39) fica evidente que a precisdo da estimativa depen-
derd do nimero de amostras. A probabilidade de falha se aproximara do valor verdadeiro
quando o nimero de amostras se aproximar do infinito. Logo, o tamanho da amostra na
precisao da estimativa da probabilidade de falha é preocupante. Existem diversas formas de
avaliar a precisao da Eq.(3.39). Uma delas é estudar o erro associado com o tamanho da
amostra aproximando uma distribuicao binomial de uma distribuicao normal e estimando
a probabilidade de falha para um intervalo de 95% de confianca (SHOOMAN, 1968). Neste
caso, pode ser mostrado que o tamanho da amostra comum em um intervalo de confianca de

95% pode ser obtido por:

4(1 —py)

N =
pf€2

(3.41)
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A geracao de variaveis aleatorias de acordo com determinada distribuicao é a base para
a simulacao de Monte Carlo. Contudo, computadores nao possuem a capacidade de gerar
numeros realmente aleatorios, visto que fazem uso de um algoritmo para gerar uma sequéncia
de niimeros. Assim, os computadores tem a capacidade de gerar sequéncias de niimeros que
apresentam propriedades estatisticas de acordo com uma dada distribuicao. Tais sequéncias

podem ser do tipo pseudo-aleatérias e quasi-aleatérias (Calfisch, 1998, Dutang, 2008).

Uma caracteristica da simula¢ao de Monte Carlo é a geracao de uma série de valores de
uma ou mais variaveis aleatorias com distribuicao de probabilidade especifica. Um método
de geracdo comumente usado é o método da transformacao inversa. Considere que F(z;)
seja a CDF da varidvel aleatéria x;. Por definigao, o valor numérico de F,(z;) é um valor no
intervalo de [0, 1]. Assumindo-se que v; é o ntimero aleatério gerado uniformemente distribuido

(0 < y; < 1), 0o método da transformacao inversa é usado para igualar v; a Fy(x;) como segue:

Fo(x) =v; ou m;=F, () (3.42)

T

A técnica da transformacao inversa pode ser melhor entendida visualizando a figura 3.5,
onde o gerador de niimeros aleatorios produz nimeros aleatérios uniformes entre 0 e 1 baseado
na selegdo arbitraria de valores de sementes. A partir do nimero aleatério uniforme gerado,
o correspondente valor da CDF da distribuicao uniforme e da distribuicdo alvo pode ser
facilmente obtido. Assim, é possivel obter o nimero aleatéorio da PDF alvo usando a equacao
Eq.(3.42).

3.3.2 Meétodo da Superficie de Resposta

O Método da Superficie de Resposta (Response Surface Method - RSM) é um conjunto
de técnicas estatisticas projetado para encontrar "o melhor'valor da resposta, considerando
as incertezas ou variacoes nos valores das variaveis de entrada (KHURI E CORNELL, 1996).
Teve sua origem no desenvolvimento de modelos na areas de biologia e agricultura, mas

recentemente tem sido usado na solucao de varios tipos de problemas. A proposta desse
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Figura 3.5: Mapeamento da CDF inversa (HALDAR E MAHADEVAN, 2000).

método na andlise de confiabilidade é construir aproximadamente uma polinémio na forma
explicita para representar uma funcao de desempenho implicita. A descrigao do método RSM

aqui apresentada baseia-se no trabalho de Haldar e Mahadevan (2000).

As componentes essenciais do RSM baésico sao: a) o grau do polinémio usado pra re-
presentar a fungdo de desempenho; b) a regido experimental e as varidveis codificadas; ¢) a
selecao da amostragem ou pontos de projeto, isto é, o projeto de experimentos (Design of

Experiments - DOE); e d) a determinagao do ponto central.
a) Grau do polinémio na funcdo de desempenho: Chamada de fungao de de-

sempenho verdadeira, g(X) é desconhecida, mas é assumida ser uma fun¢do continua das

variaveis aleatérias individuais X;. Para representar a funcdo de desempenho polinémios de
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primeira ou segunda ordem sao comumente usados.

Para uma aproximacao de primeira ordem o polindomio pode ser escrito como:

§X) =bo +>_biXi (3.43)
para uma aproximacao de segunda ordem por:

k k
g(X) =bo + Z b X + Z bi X7 (3.44)

i=1 i=1

ou para uma aproximacao de segunda ordem com termos cruzados por:

k k k-1 k
IX) =bo+ D biXi+ > b X7+ Y Y by XiX; (3.45)
i=1 i=1 i=1j>1

onde, X;(i = 1,2, ..., k) é a i-ésima variavel aleatoria, k é o numero total de varidveis aleatérias
do problema, by, b;, b;; € b;; sao os coeficientes a serem determinados e §(X) é a aproximacao

da func¢ao de desempenho verdadeira.

b) Regido experimental e varidveis codificadas: Para uma construgio precisa
e eficiente de uma func¢ao de desempenho, a regido experimental deve ser mantida em um
minimo (KHURI E CORNELL, 1996). A incerteza nas varidveis aleatérias podem ser usadas
para definir a regiao experimental. Assim, os limites de cada variavel podem ser especificados
como:

X9 = X + hiox,x; (3.46)
onde, X¢ e ox, sao o ponto central e o desvio padrio da varidvel X;, respectivamente, h; é
um fator arbitrario usado para definir a regiao e x; é a variavel codificada, a qual pode ser
definida como

X, — X€

T; =

=1,2, ..,k 3.47
hZO_X’L ? Y ) Y ( )

O valor de h; é geralmente considerado estar entre 1 e 3. Da Equacao 3.24, fica claro que o
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valor da variavel codificada no ponto central é zero. A transformacao das variaveis aleatorias
em variaveis codificadas facilita a avaliagdo dos coeficientes nas Eqgs.(3.44) e (3.45) (SNEE,

1973).

c) Projeto de experimentos (DOE): A literatura sobre o DOE é muito vasta onde
muitos métodos estao disponiveis nos livros textos sobre o assunto (MONTGOMERY, 2001).
No projeto de experimentos, um conjunto de valores das variaveis aleatérias sao selecionados
dentro da regiao experimental para analisar deterministicamente um sistema, a fim de avaliar
os coeficientes da funcdo de desempenho. O nimero de pontos de projeto deve ser minimo
a fim de aumentar a eficiéncia computacional, mas deve ser pelo menos igual ao ntimero
de coeficientes p necessarios para definir uma funcao de desempenho. Um posicionamento
eficiente dos pontos de projeto em relacao ao ponto central é essencial para uma construcao
precisa da funcao de desempenho. Neste trabalho foram realizados dois DOE’s diferentes, um
para a construcao de uma fungao de desempenho contendo uma aproximacao polinomial de

primeira ordem e o outro para uma aproximacao de segunda ordem.

Para a construgao de uma funcao de desempenho com polinémio de primeira ordem um
método simples e bastante conhecido foi usado. Denominado de projeto fatorial pleno (full
factorial design), este considera dois ou trés valores para cada variavel e constréi a fungao de
desempenho para todas as combinagoes possiveis destas. O procedimento a seguir mostra o

desenvolvimento do experimento:

1. Selecionam-se os conjuntos dos valores das variaveis aleatorias para avaliar a fungao
de desempenho ¢(X). O ntmero de combinagoes é 2" ou 3", onde n é o nimero de
variaveis aleatorias. Caso dois niveis sejam usados, esses valores podem ser assumidos
como o maior e o menor valor, por exemplo, (u &+ ko). Caso trés niveis sejam usados,
eles podem ser assumidos como o maior valor, o valor médio e o menor valor (¢ — ko,

ft, e p+ ko);

2. Avalia-se a funcdo de desempenho ¢(X) usando analises deterministicas de todos os

conjuntos dos valores das variaveis aleatérias selecionados no passo 1;

3. Constrdéi-se um polinémio na ordem desejada usando analise de regressao com os dados

obtidos no passo 2, obtendo-se uma expressao aproximada em forma fechada da funcao
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de desempenho em termos das variaveis aleatorias.

Na construcao de uma fungao de desempenho com polinémio de segunda ordem utilizou-
se um método mais adequado para tal chamado projeto Box-Behnken (Box-Behnken Design
- BBD). Este consiste de um DOE que requerer 3 niveis em cada variavel (u, u + ko), o
qual ¢é formado combinando-se 2% fatoriais com blocos de projeto incompletos. Os projetos
resultantes sao geralmente muito eficientes em termos computacional. Este tipo de projeto é
dito rotativo (rotatable) ou quase rotativo, isto é, a varidncia da resposta prevista em qualquer
ponto x depende apenas da distancia de x até o ponto central do projeto. Rotatividade é
uma propriedade desejavel para o RSM (NIST, 2010). No BBD os pontos das combinagoes
estdo no centro e nos pontos médios das arestas do cubo do espago do projeto (figura 3.6).

Isto o caracteriza como um projeto esférico pois todos os pontos caem sobre uma esfera de

raio \/§ .

y
,./. /
:/.
£ L

Figura 3.6: Modelo de combinacoes do BBD para 3 variaveis.

d) Determinagao do ponto central: O ponto central em torno do qual os pontos
de projeto sao selecionados desempenha uma importante regra na construcao da funcao de
desempenho. Contudo, sua determinagao nao é uma tarefa facil e requer uma abordagem
iterativa sistematica. Uma interpolagao linear iterativa ¢ sugerida por Bucher e Bourgund

(1990) apud (HALDAR E MAHADEVAN, 2000) e serd brevemente apresentada.

Inicialmente assume-se que o ponto central estd localizado nos valores médios das va-

ridveis aleatorias X;’s, e que serd denotado como X, na figura 3.7.
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g(X): Funcéo estado limite atual

éj(X] : Aproximagdo de primeiro grau da superficie de resposta

) g_l(X) ............
£, (X) = & (X):Aproximagio de segundo grau da superficie de resposta
2 ‘ ) . .
- —— v - £,(X): Aproximacdo de terceiro grau da superficie de resposta
T~ o B
b ~. L] Xci: Ponto central para as i interagdes
&:(X) ”“"-.._\ \~\ ] Xpi: Checking point para as i interacdes do método FORM
g C e
\__\.\‘
Ry
SNt
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.\- ‘..‘.
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Figura 3.7: Método de interpolacao linear para a determinagdo do ponto central.

Isso produzird uma fungao de desempenho §(X) como mostrado na figura 3.7. Depois,

um método de interpolacao linear pode ser usado para selecionar o préximo ponto central

cComo
Xz .
tes = w0, + (@my —0r) x —ITDpoen) > glacy) (3.48)
xC1 - xDl
ou
T R
ten = 2oy + (wer —2y) x 22 iroten) < glaey) (3.49)
ITp, — Ty

Outra funcao performance pode ser construida considerando-se os pontos de projetos em
torno do novo ponto central x¢,. Assim, o processo iterativo deve ser continuado até que
todas as varaveis aleatorias no ponto central convergirem para um critério pré-selecionado.

O processo é mostrado graficamente na figura 3.7.
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4 APLICACOES EM PROBLEMAS MECANICOS
4.1 Problema Dinamico Estrutural Simples

Esta segao apresenta uma aplicagao do Polinémio do Caos (PC) no contexto de um mo-
delo dinamico estrutural simples. O método calcula as caracteristicas estocéastica da resposta
em deslocamento de estruturas incluindo as incertezas nos parametros. Resultados simulados
sao investigados em termos da sensibilidade da solucdo em relacao aos valores das variaveis
aleatérias (média e desvio padrao) e da ordem do polindmio. O método PC é também avali-
ado na andlise de confiabilidade e comparado com o FORM, SORM e simulagoes de Monte

Carlo. Todos os resultados sao verificados usando-se simulagoes de Monte Carlo.

Afim de estudar o método do Polindmio de Caos, um sistema estrutural bem simples
de um grau de liberdade (GDL) constituido por massa-mola com amortecimento histerético
¢ utilizado (figura 4.1).

Figura 4.1: Sistema massa-mola de 1GDL com amortecimento histerético.

A equacgao dinamica deterministica do sistema no dominio da frequéncia pode ser escrita
como (J.INMAN, 2001):

[K(1+m) —w*Mu=F (4.1)

onde K ¢ a rigidez, M ¢ a massa, o amortecimento, u o deslocamento, I’ a forca e w ¢é a

frequéncia circular. Da Eq.(4.1) obtém-se diretamente a resposta deterministica do sistema
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CO1mo:

F
U= IR (L4 w) — w2 (42)

O primeiro caso analisado considera apenas a rigidez K como variavel aleatoria. Utili-

zando a Eq.(3.8) para () = 1 variavel obtém-se:
(K + ox&)(1+m) —w*Mu=F (4.3)

onde o é o desvio padrao da rigidez. Usando o Polinomio de Caos de dimensao 1, ordem 1

e a Eq.(3.9) com N = 1 variavel ortogonal, obtemos,

1 1
U= Z up V(&) = Z u, Vv, (4.4)
n=0 n=0

Considerando-se um polindémio de Hermite do primeiro grau e a variavel aleatoria &; gaussiana

com média nula e desvio padrao unitario (GHANEM E SPANOS, 1991) teremos,

Up=1 e U, =& (4.5)
com as propriedades:

(o) =1; (1) =0; (¥g)=1 (I3 =1 (4.6)

Da Eq.(3.10) obtemos o sistema linear de equagoes como:

1

u0<\11(23>[K(1 +m) — wrM] + z_: un (&1, Vo) og (1 +in)] = F (Vo)
ur (U [K (1 4 ) — w?M] + > un(&Wn¥n)ow(l+in)] = F(¥) (4.7)

Desenvolvendo os somatérios e substituindo os valores das médias das Eqs.(4.6) nas
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Eqgs.(4.7), teremos

uo[K (14 1) — w*M] + uo(&¥E) [0k (1 + m)] + wr (§1V1 Vo) [ox (1 +in)] = F
u [K (1 +m) — M|+ uo(& VoW1 ok (1 4+ m)] + ur(G¥)[ox (1 +m)] = 0 (4.8)

Avaliando as médias remanescentes, teremos:

(E010g) = GVl = () =1; (U5 = (&) =0; (&¥]) = (&) =0 (4.9)

Substituindo as médias das Eqs.(4.9) nas Eqs.(4.8) obtém-se o sistema de equagoes,

uo[K (1 +um) — M| +wlogx(1+in)] = F
ul[K(141m) — w?M] + uolog(14+m)] = 0 (4.10)

cujas solugoes sao dadas por:

FIK(14wm) — w*M]
[K(1+wm) —w?M]? — 0% (1 +1in)?

= [K(1+wm) —w?M]? — o%(1 +1in)? (4.12)

Assim, a média e o desvio padrao da resposta sao calculadas das Eqs.(3.11) e (3.12) obtendo-

se:

F[K(1+m) — w?M]
K(1+wm) —w?M]? — 0% (1 +in)?
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5 Fog(1+in)
[K(1+wm) —w?M]? — 02 (1 +in)?

(4.14)

Para o segundo caso analisado consideram-se a rigidez K e a massa M como variaveis
aleatorias. Considerando o polindémio de Hermite de primeiro grau, as variaveis aleatérias &; e
&5 gaussianas com média nula e desvio padrao unitario, e desenvolvendo-se um procedimento
similar ao apresentado no caso anterior com uma variivel aleatéria, obtém-se da Eq.(3.10) o

sistema linear de equagoes como:

2 2

ug (WK (1 + i) — w?M] + Zl Zoun<§q\:[jn\110>[o-l((l +in) —wioy] = F(¥)
u (U [K (1 + in) — w?M] + 2_:1 z_:oun(fqlllnlllgﬂaK(l +in) —wioy] = F(¥)
ug (U)K (1 + i) — w? M| + Z_: Z_: Un (€W Vo) ok (1 +in) —w?on] = F(Uy) (4.15)

Se mantivermos as mesmas condigoes anteriores e aumentarmos a ordem do polinémio
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de Hermite para 2, obtém-se o sistema linear de equagoes como:

up (W) [K (1 +in) — w>M] + gg} Un (€U Vo) ok (14 in) —w?on] = F(¥)
u (UK (1 +in) — w*M] + grgun@q‘l’n%ﬂax(l +in) —wioy] = F(¥)
IR+ i) = 01)+ 33 60 el -+in) ~ ] = )
IR+ i) =01+ 33 60,01 -+in) — ] = ()
ug (UK (1 +in) — w>M] + ;gun@q%qmwa +in) —wloy] = F(U,)
us(U2)[K (1 +in) — w>M] + ggun<§qwn@5>[0K(1 +in) —w’on] = F(Us) (4.16)

Desenvolvendo os somatérios das Eqs.(4.15) e (4.16), substituindo os valores das médias
e simplificando as equagdes obtém-se a solugdo dos sistemas. Fazendo-se A = [(K (1 +in) —

w?M] e B = [0k (1 +1in) — w?cy] podemos escrever a solucio do sistema da Eq.(4.15) como:

Loy FA
’ A2 — 2B
uP I'B
! —A? 4+ 2B%
—FB
(pel)
R E Y E (4.17)

Logo, a média e o desvio padrao da resposta com 2 variaveis aleatérias e polinomio de
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caos de ordem 1 podem ser calculadas pelas Eqs.(3.11) e (3.12) obtendo-se:

FA
(pel) _, _ =4 4.18
S E ;2 1)
ngcl) _ \/<ugpd))2 + (ugpd))Q (4.19)

De forma andloga escrevemos a solugao do sistema gerado pela Eq(4.16) como:

(pc2) —FA%2 +AFB?
Ug = ’
A(A2 - 6B2)
Jre» _ B
! —A2 4+ 6B?
uPD —FB
> A2-6BY
uPD FB?
s A(A2 — 6B2)’
D) _ 2F B2
4 A(A2 — 6B2)
FB?
(pe2)  _ 4.20
1 A(A? — 6B2) (4.20)

Entao, a média e o desvio padrao da resposta com 2 variaveis aleatérias e polinémio de

caos de ordem 2 podem ser calculadas pelas Eqgs.(3.11) e (3.12) obtendo-se:

_ —FA? 4 4FB?

(Pe2) — 40 = 4.21
Hoy U A<A2 _ 6BQ> ( )
o = (™ + WP+ 2R+ @ 42 (4.22)
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4.1.1 Resultados simulados do problema dinamico

Nesta segdo o modelo massa-mola (figura 4.1) é utilizado para avaliacao simulada da
resposta usando a expansao em Polinémio de Caos. A sensibilidade em relacao a média e
desvio padrao dos paramentos aleatérios e a ordem do Polindmio de Caos sao investigados.
Outra avaliacao simulada é feita para analise da confiabilidade do sistema usando métodos
FORM, SORM e simulacao de Monte Carlo. Nos exemplos apresentados a rigidez e massa
sao as possiveis variaveis aleatérias, enquanto a forca e amortecimento sao variaveis determi-

nisticas. Suas propriedades estatisticas e valores nominais estao listados na Tabela 4.1.

Tabela 4.1: Propriedades das varidveis para o problema dindmico.

Variavel Média/Nominal Desvio Padrao Distribuigao
Massa [kg] 1 {0,001; 0,011; 0,021; 0,031; 0,041; 0,051} | lognormal
Rigidez [N/m] 1000 {2, 12, 22, 32, 42, 52} gama
Amortecimento || 0.1 - deterministico
Forga [N] 1 - deterministico

A escolha do tipo de distribuicao de probabilidade das variaveis aleatérias do problema,
rigidez K e massa M, baseiam-se no fato de que ambas nao assumem valores negativos nem
nulos. Com base no Principio da Maxima Entropia (Kapur e Kesavan (1992); Fabro et al.
(2010)), foi determinado que a fungao densidade de probabilidade para varidveis aleatérias do
tipo rigidez é a distribuicao gama. A fim de tratar um caso geral, e ao mesmo tempo respeitar
o intervalo [0,41[ onde a varidvel existe, a fun¢ao densidade de probabilidade estabelecida
para a massa foi a distribuicao lognormal. Entretanto, sabe-se que para obter uma taxa de
convergéncia 6tima na expansao do Caos Polinomial a escolha do polindomio ortogonal precisa
estar associada ao tipo de distribuicao de probabilidade da variavel aleatéria escolhida. Isto

acontece devido os polindmios ortogonais membros do esquema de Askey terem funcoes de
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ponderagao que sao idénticas a funcao de probabilidade de certas distribuicoes aleatorias (X1u
E KARNIADAKIS, 2003). Assim, polindmios de Hermite estao associado com a distribuicao
Gaussiana, polindmios de Laguerre com a distribuicio Gama e etc. Desta forma, para uma
melhor convergéncia do PC os polinomios de Laguerre deveriam ter sido usados neste estudo.
Contudo, devido o tempo restante para a conclusao do trabalho e facilidade de implementacao

computacional utilizou-se os polinémios de Hermite.

Considere o problema do CASO 1 onde apenas a rigidez K é definida como variavel
aleatoria com distribui¢oes do tipo gama e as andlises sao realizadas variando-se o desvio
padrao desde 0,2 até 5,2% de K. A solugao do Polinémio de Caos (PC) com polinémio de
primeira ordem é comparada com simulag¢oes de Monte Carlo (MC) com 500.000 amostras,
onde ¢é investigada a influéncia dessas variacdes nos resultados obtidos em termos da média e
do desvio padrao da resposta em deslocamento. As figuras 4.2(a) & (f) mostram os resultados
obtidos em termos da parte real da média e do desvio padrao do deslocamento, onde pode-se
observar um comportamento ja esperado para os dois métodos, ou seja, do aumento do desvio
padrao da resposta com o aumento da variabilidade da rigidez. Em termos do valor médio
da resposta ambos métodos apresentam boa concordancia com excecao do caso extremo
(0 = 52) onde o PC diverge um pouco do resultado de MC (figura 4.2(b)). Contudo, no que
se refere ao desvio padrao os métodos concordam apenas nos valores mais baixos de o = 2
e 12 (figuras 4.2(a) e (b)), mas divergem de forma crescente & proporgao que o desvio padrao
da rigidez aumenta (figuras 4.2(d) e 4.2(e)). De uma forma geral estas discordancias entre
os métodos ocorrem visivelmente na regiao proxima a frequéncia de ressonancia do sistema

(w="5,0329Hz).

Para o problema do CASO 2 consideram-se a rigidez K e a massa M como variaveis
aleatérias de distribuigoes conforme a Tabela 4.1. As variagoes dos pardmetros estatisticos
(desvios padrao da rigidez e da massa) sdo feitas de forma alternada. Na primeira andlise
(ANALISE 1) o desvio padrao da massa (o) ¢ fixado em 0,001 kg e o desvio padrao
da rigidez é variado conforme a Tabela 4.1. Enquanto, na segunda analise (ANALISE 2)
o desvio padrao da rigidez (ok) é fixado em 2,0 N/m e o desvio padrao da massa (o) é
variado conforme a Tabela 4.1. A solugao do Polinémio de Caos com polinémio de primeira
ordem (PC ordem 1) e com polinémio de segunda ordem (PC ordem 2) sdo comparadas

a simulagoes de Monte Carlo (MC) com 500.000 amostras, onde é investigada a influéncia
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dessas variacoes nos resultados obtidos em termos da média e do desvio padrao da resposta.

As figuras 4.3(a) & (f) mostram os resultados do CASO 2 com a ANALISE 1 obtidos
em termos da parte real da média e do desvio padrao da resposta, onde observa-se também
o comportamento esperado nas trés solugdes (PC ordem 1, PC ordem 2 e MC) do aumento
do desvio padrao da resposta com o aumento da variabilidade da rigidez. Contudo, para
o valor médio da resposta os métodos s6 apresentam uma boa concordancia para valores
baixos da varidncia da rigidez (figuras 4.3a a 4.3¢), onde o = 2 a 22. Em valores mais altos,
estes divergem crescentemente a proporgdo que a variancia de K aumenta (figuras 4.3(d) a
4.3(f)). No que se refere ao desvio padrao os métodos discordam para todos valores de o,
mostrando um falta de precisdo tanto nas amplitude quanto na forma da curva (PC ordem
2) de maneira crescente a propor¢ao que o desvio padrao da rigidez aumenta seus valores
(figuras 4.3(d) e 4.3(f)). As figuras 4.4(a) & (f) mostram os resultados do CASO 2 com a
ANALISE 2 obtidos em termos da parte real da média e do desvio padrdo da resposta,
onde é visto também o comportamento ja esperado nas trés solugbes (PC ordem 1, PC
ordem 2 ¢ MC)) do aumento do desvio padrao da resposta com o aumento da variabilidade da
rigidez. Uma comparagao entre os resultados dos valores médios e desvios padrao obtidos pelos
trés métodos (figura 4.4) mostra que nao existem alteracoes significativas destes resultados
em relacao aqueles obtidas no CASO 2 com a ANALISE 1 (figura 4.3). Assim, pode-
se ponderar que os mesmos comentarios ja feitos para o CASO 2 com a ANALISE 1 se
aplicam integralmente a0 CASO 2 com a ANALISE 2. Com isso conclui-se que as variacoes
nos parametros estatisticos (desvios padrao da rigidez e da massa) aplicadas ao sistema

apresentam sensibilidades semelhantes ou equivalentes em relagao aos métodos utilizados.

Das respostas obtidas observa-se que para o calculo da média da resposta, no geral o
PC apresenta uma boa eficiéncia, tanto para o caso com apenas uma variavel aleatéria, onde
quase todos os resultados das variagoes da dispersao convergiram bem, como no caso com
duas variaveis e diferentes graus do polindmio, tento um imprecisao apenas quando ocorreram

dispersoes mais altas.
No célculo do desvio padrao da resposta préximo a frequéncia de ressonancia do sistema,

pode-se observar que para o modelo com apenas uma varidvel aleatéria (o), a imprecisao

entre PC e MC aumentara. Porém com uma dispersao pequena os resultados tem uma boa
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convergéncia. Calculando a resposta do sistema, agora para o caso de duas variaveis aleato-
rias, observa-se que mesmo com baixa dispersao tanto na andlise de (o)) variando quanto
para (o) variando, a convergéncia dos métodos nao ocorrem. Este comportamento de diver-
géncia também é valido para o primeiro e segundo grau do polindmio utilizados nos calculos.
Aumentando a dispersao dos parametros ocorre também um aumento na imprecisao das
respostas. Algumas soluc¢oes aproximadas no caso do polinémio de segundo grau oscila em
torno da solucao de referéncia. Uma possivel explicacao para estas diferengas encontradas,
pode ser pelo uso de polindbmios de Hermite em vez de polinémios de Laguerre, o qual é o
mais indicado para a distribuicao das variaveis aleatoérias e possivelmente pelo baixo grau
do polinomio. Na andlise de sensibilidade dos parametros observa-se que a medida que as
variabilidades dos desvios padrao tanto da massa como da rigidez aumentam, os resultados
da resposta passam a divergir.Comparando os resultado das variabilidade da massa e rigidez,
¢é visto que a rigidez mostrou-se mais sensivel que a massa, indicando que este parametro

influencia mais no sistema que o outro.

No problema do CASO 3 a solucao procurada é a probabilidade de falha do sistema
massa-mola com amortecimento histerético, usando a funcao de resposta em frequéncia (FRF)

do sistema, a qual pode ser obtida a partir da Eq.(4.2) como:

Uu 1
H@) = F = e — om0 (4.23)

onde H(w) é a FRF deterministica do sistema. A solugao da Eq. 4.23 calculada com os valores
dos parametros da Tabela 4.1 para a faixa de frequéncias f = 0 — 60Hz resulta na curva da

fungao de resposta em frequéncia mostrada na figura 4.5.

Para o estudo da analise de confiabilidade do sistema, a funcao de estado limite assumida

para o calculo da probabilidade de falha é definida por
9(X) = Hpao(w) — H(w) (4.24)

onde H,,q,(w) é o valor limite da amplitude da FRF H(w) na frequéncia circular @w, a qual
representa a frequéncia de trabalho do sistema. Esta situacao simples pode ilustrar um ver-

dadeiro sistema dinamico com parametros aleatorios, que deve ter um nivel de vibracao
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Figura 4.5: FRF do sistema de 1 GDL.

delimitado em uma determinada frequéncia e amplitude.

Para as andlise de confiabilidade utilizou-se a frequéncia f = 6.0479Hz com um valor
limite da amplitude da FRF H,,,, = 52,906dB. Consideram-se também a rigidez K e a
massa M como variaveis aleatorias de distribui¢oes conforme a Tabela 4.1. As variagoes dos
parametros estatisticos (desvios padrao da rigidez e da massa) sdo feitas de tal forma que
na primeira andlise (ANALISE 1) )y = 0,001 kg e ox = {2 : 10 : 52} N/m, enquanto,
na segunda analise (ANALISE 2) ox = 2 N/m e oy, = {0,001 : 0,01 : 0,051}) kg. A
probabilidade de falha é calculada usando os seguintes métodos: método de confiabilidade de
primeira ordem (FORM); método de confiabilidade de segunda ordem (SORM) e simulacao
de Monte Carlo Direto (MC1) Todos os resultados sao comparadas a simulagoes de Monte
Carlo Direto (MC1) realizadas com 500.000 amostras.

A figura 4.6 mostra os resultados do CASO 3 com a ANALISE 1 obtidos em termos da

probabilidade de falha do sistema onde se observa um comportamento ja esperado para todos
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os métodos (FORM, SORM, e MC1) do aumento da probabilidade de falha com o aumento
da variabilidade da rigidez. Na figura 4.6a observa-se que para baixas variabilidades dos
pardmetros (ox = 2 e o) = 0,001) as probabilidades de falha sao bem pequenas (py<0,001) e
os 3 métodos convergem para valores bem préoximos. Os métodos FORM e SORM concordam
entre si mas divergem um pouco em relagio ao MC1 (figuras 4.6b a f) com tendéncia a
subestimar a probabilidade de falha com erros de 20% quando ox = 12 que vao decrescendo
com o aumento de ox de 9 a 4.5%. A Tabela 4.6 mostra uma comparacao em termos dos
valores numéricos obtidos pelos 3 métodos e os erros relativos percentuais calculados em
relagdo ao método de referéncia (MC1). Em relacao aos métodos FORM e SORM acredita-
se que o numero de amostras 500.000 usadas para o MC1 tenha boa convergéncia para

probabilidades de falha mais altas, porém ainda nao ¢ suficiente para valores menores de py.
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Tabela 4.2: Probabilidades de falha e erros percentuais relativo ao MC1 - CASO 3 com a
ANALISE 1.

ok | FORM | erro | SORM | erro | MC1
[7%] [7%]

12 | 0.1006 | 20.2 | 0.1006 | 20.2 | 0.1261
22 ] 02396 | 88 | 0.2396 | 8.8 | 0.2628
32 | 0.3106 | 4.7 | 0.3106 | 4.7 | 0.3260
42 | 0.3505 | 4.2 | 0.3504 | 4.2 | 0.3657
52 | 0.3752 | 4.4 | 03752 | 4.4 | 0.3927

A figura 4.7 mostra os resultados do CASO 3 com a ANALISE 2 para as probabili-
dades de falha do sistema onde também se observa o mesmo comportamento geral para todos
os métodos (FORM, SORM e MC1) do aumento da probabilidade de falha com o aumento
da variabilidade de M, ji observado para este mesmo caso na ANALISE 1 em relacio a
variabilidade de K. Uma comparacao entre os resultados das probabilidades de falha obtidas
pelos 3 métodos (figura 4.7(a) a (f)) mostra que os resultados sdo similares aqueles obtidas
no CASO 3 com a ANALISE 1 (figura 4.6(a) a (f)). A Tabela 4.7 mostra também uma
comparagao em termos dos valores numéricos obtidos pelos 3 métodos e os erros relativos
percentuais calculados em relagdo ao método de referéncia (MC1). A principal diferenca en-
tre estas analise esta nos valores numéricos obtidos para as probabilidades de falha. Uma
comparacao entre as Tabelas 4.6 e 4.7 também confirma a similaridade entre os resultados.
Assim, pode-se afirmar que os mesmos comentarios ja realizados para o CASO 3 com a
ANALISE 1 se aplicam aqueles do CASO 3 com a ANALISE 1. Com isso conclui-se
que as variagoes nos parametros estatisticos aplicadas ao sistema apresentam sensibilidades
semelhantes ou equivalentes em relagao aos métodos utilizados. Entretanto, os erros relativos
percentuais em relagdo ao MC1 sao menores para a variabilidade da massa do que aqueles

obtidos com a variabilidade da rigidez.

49



o= 2 oy = 0.001

Probabilidade de falha
?

150 _ i _
° 10’ ’ o 10" 10°
Numero de simulagéo
o= 2 o= 0.021
0.45 .
—e—FORM
---SORM
—MC
0.4 i
©
=
&
o k 4
o3
o
K
B
2 N/
 03F ; . i
2
o
<)
o
0.25- il
025 - - _
10 10° 10° 10° 10° 10°
Numero de simulagéo
o= 2 o= 0.041
0.55 T —
0.5 ]
©
=
&
o
o
o
Toas- 4
=
o
©
2
<) SR,
o
0.4+ ]
035 _ ; _
10 10° 3 ? 10° 10°

Figura 4.7: Probabilidade de falha do sistema - CASO 3 com a ANALISE 2: o5 = 2 ¢

10 10
Numero de simulagéo

(¢)

oy = 0,001:0,01:0,051.

20

Probabilidade de falha

Probabilidade de falha

Probabilidade de falha

0.3F

025 i
uz\ e —

0.15 i .
10' 10° 10° 10° 10° 10

Numero de simulagéo
o= 2 oy = 0.031

055 ! ;
05 i
045 H
04 i
035 H
0.3F i

| .
10' 10° 10° 10° 10° 10

Numero de simulagéo
o= 2 oy = 0.051

0651 5SSO 1 OO 8
0451 |
04 , \, ]
035 i

0 . L i
10' 10° 3 10 10

10° 10
Numero de simulagéo

()



Tabela 4.3: Probabilidades de falha e erros percentuais relativo ao MC1 - CASO 3 com a
ANALISE 2.

oM FORM | erro | SORM | erro | MC1
K K
0,001 0 0 0 0 0

0,011 | 0.1844 | 81 | 0.1844 | 8.1 | 0.2007
0,021 | 0.3212 | 2.1 | 0.3212 | 2.1 | 0.3280
0,031 | 0.3801 | 1.8 | 0.3801 | 1.8 | 0.3870
0,041 | 04126 | 1.2 | 0.4126 | 1.2 | 0.4176
0,051 | 0.4337 | 0.6 | 0.4337 | 0.6 | 0.4363
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4.2 Problema da Mecanica da Fratura

A mecanica da fratura probabilistica é um campo da engenharia moderna que esta se
desenvolvendo rapidamente. Uma recente pesquisa nesta drea é a de Nespurek (2009), que
da base para trabalhos que envolvam incertezas com a area da mecanica da fratura. Para
um problema de trinca ser analisado com base na teoria da mecéanica da fratura um conhe-
cimento prévio sobre a trinca é necessario. Ao considerar a aleatoriedade do tamanho da
trinca, a localizagao, as propriedades do material, cargas externas e geometria uma analise
deterministica fornece uma avaliacdo incompleta da seguranca do problema. Para resolver
estes problemas, a mecanica da fratura probabilistica é uma ferramenta 1til, desde que com-
binemos a teoria da mecanica da fratura com métodos estocasticos. Um estudo basico da
mecanica da fratura probabilistica e sua aplicacgao com a andlise de incertezas em sistemas
estruturais pode ser encontrada em (Liu E BELYTSCHKO, 1989). Uma proposta apresen-
tada aqui considerara a complexidade do mecanismo de falha com métodos de confiabilidade,
para isso serd feito uma combinagao da equagio de Paris (PARIS E ERDOGAN, 1963) com os
métodos de confiabilidade estrutural. Quatro métodos serao utilizados: Método de Confiabi-
lidade de Primeira Ordem (FORM), Método de Confiabilidade de Segunda Ordem (SORM)
e simulagao de Monte Carlo Direta (MC1).

4.2.1 Propagacao de trinca

Ha trés tipos de movimento cinematico entre as superficies superiores e inferiores da
trinca. Estes trés modos bésicos de deformacao estao ilustradas na Figura 4.8, que apre-
senta os deslocamentos relativos das superficies da trinca de um elemento local que contém
uma trinca frontal. Qualquer deformacio das superficies da trinca pode ser visto como uma

superposicao destes modos de deformagoes basicos, que sao definidos como segue:

1. Modo I (Abertura): As superficies da trinca sdo separadas de forma simétrica em relagao

ao planos xy e zz.

2. Modo II (Cisalhamento): Uma superficie da trinca desliza em relagao a outra de forma
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simétrica em relacdo aos plano xy e obliquo-simétrica em relagdo ao plano zz.

3. Modo III (Rasgamento): As superficies da trinca deslizam uma em relagao a outra de

forma obliquo-simétrica em relacao a ambos os planos xy e xz.

= s
o N\
= =
»-_1\
Modo I Modo II Modo III

Figura 4.8: Modos bésicos de deslocamento na superficie da trinca

Os modelos de predi¢ao da propagacao de trinca em fadiga sao baseados nos modelos
da mecanica da fratura que tem sido desenvolvido para dar suporte ao conceito de tolerancia
a dano em estruturas metélicas. Os modelos de predi¢ao sao caracterizados de acordo com o
tipo de carga e a descri¢ao de cada modelo. Geralmente a predi¢ao da propagacao da trinca em
fadiga e a vida em fadiga ¢ feita sobre constantes cargas de amplitudes variadas. Numerosos
estudos sobre este assunto foram feitos. Pode-se observar que no inicio da microtincas no
inicio da vida em fadiga. Assim, ficou claro que o ciclo a fatiga sobre constantes cargas ciclicas
consiste em duas fases, a vida de iniciagao da trinca seguido pelo periodo de propagacao até
a falha. O problema que envolvia a transi¢ao o periodo de iniciacao da trinca para o periodo
de propagacao foi primeiro estudado por Paris e Erdogan (1963). O resultado do teste de
Paris e Erdogan foi expresso em termos de da/dN com a fungao de AK (faixa do fator de
intensidade a tensao). Uma abordagem comum para a andlise da propagacao da trinca em
fadiga descrita pela equacgao diferencial resulta no comprimento da trinca a versus o nimero
de ciclos N e na previsdo do niimero requerido para o crescimento da trinca do inicio até seu
tamanho final (BEDEN et al., 2009).
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O tempo de vida de estruturas submetidas a cargas de fatiga consiste de trés fases
distintas: nucleagao da trinca; propagacao da trinca; e o limite de resisténcia a fratura residual
ou tenacidade a fratura. Esse processo pode ser entendido a partir da curva da taxa de
propagagao da trinca por fadiga, Figura 4.9, também referida como a curva da relagao da/dN
versus AK. Esta curva é definida pelas Regioes I, IT e III (GpouTos, 1993).

A Regido I, é a fase inicial da propagacao da trinca por fadiga e uma fase estével(lenta)
da propagacao da trinca, além de definir o fator de intensidade a tensao, AKy,, abaixo do

qual a trinca a fadiga nao deve se propagar.

A Regido I é a etapa de propagacao intermediaria da trinca, onde o uso do conceito da
mecanica da fratura linear eldstica (LEFM) é aceitavel. E na regido II que os estudos deste

trabalho foram realizados.

A Regiao III é a etapa em que a taxa de crescimento da trinca aumenta rapidamente
a medida que a instabilidade global é aproximada. Ao atingir a regiao III o sistema esta

propenso a falhas devido a fadiga.

A propagacgao de trinca em fadiga (Regido II), representa uma grande porcao da vida
em fadiga de um material. E nesta regiao que a lei de Paris pode ser aplicada, a lei da
poténcia descrito por Paris e Erdogan (1963) é um método simples para prever a propagacao

da trinca por fadiga e pode ser expresso por

da "

onde a é o comprimento da trinca e N é o numero de ciclos de fadiga. O coeficiente ¢ e o
expoente m sao determinados a partir de dados experimentais. AK = K,,.. — K,.in, onde
Kinaz € Kiin sao os fatores de intensidade de tensao ao maximo e minimo no ciclo de carga.

O fator de intensidade a tensdo K é dada por

K = ov7ma (4.26)
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da/dN mm/eycle

Figura 4.9: Curva da taxa de propagacao da trinca em fadiga.(BEDEN et al., 2009)
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Figura 4.10: Carga senoidal de amplitude e frequéncia constantes.
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onde o ¢é a tensdo na trinca, portanto, a variacao de tensao pode ser obtida da seguinte forma

AK = Aov/7a (4.27)

Quando um componente estrutural é submetido a carga de fadiga, uma trinca dominante
atinge um tamanho critico sob a carga de pico durante o tultimo ciclo levando a uma falha
catastréfica (GDOUTOS, 1993). O objetivo basico da andlise de propagacao de trincas por
fadiga é a determinacao do tamanho da trinca, a, em fungdo do nimero de ciclos, N. Assim,
é possivel estimar o tempo de vida da estrutura quando esta contém um dano. Este tempo
de vida pode ser previsto integrando a equagao que calcula o ntimero de ciclos para falha Ny,

a qual pode ser obtido por

af da
Ny = / N v (4.28)

onde a; ¢ o comprimento inicial da trinca e ay é o comprimento final, que pode ser obtido

CcOo1mo

1/ K, \°
ay = <YAU> (4.29)

K. ¢ a tenacidade a fratura. Integrando e substituindo o tamanho final da trinca, Eq.( 4.29)

na Eq.( 4.28) o nimero de ciclos para falha é obtido como

1-m/2 1-m/2
a / — a; /

Ny = C(Aa\/fﬁ)mﬁm/;(l —m/2) (4:30)

4.2.2 Resultados simulados do problema de mecéanica da fratura

No intuito de analisar a eficiéncia dos métodos FORM, SORM e simulagdo de Monte
Carlo Direta (MC1) na obtengao da probabilidade de falha devido a propagacao da trinca,
estes sao aplicados a um problema de propagacao de trinca cujo modelo é uma placa retan-

gular contendo uma trinca partindo da borda sujeita a uma carga de amplitude constante,
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Figura 4.11 . As varidveis aleatérias e suas distribui¢oes foram extraidas no trabalho de
Millwater et al. (1994) e estao mostradas na Tabela 4.4.

.

Figura 4.11: Modelo da placa com uma trinca de borda.

Tabela 4.4: Propriedades das variaveis aleatorias para o problema de propagacao de trinca.

Variaveis aleatoérias Distribuicao | Média | Desvio Padrao
Carga (Ao), [ksi] Lognormal 100 10
Tamanho inicial da trinca (a;), [in] Lognormal 0.01 0.005
Constante de Paris (c) Lognormal | 1.2x10710 1.2x10~ 1
Tenacidade a fratura K¢, [ksi/v/in] Normal 60 6

Da teoria da propagacao de trinca a fadiga (Regiao II) e da lei da poténcia descrito por
Paris e Erdogan (1963) é possivel determinar o nimero de ciclos de falha, N, aplicando a

Eq.( 4.30) e o comprimento final da trinca, af, pela Eq.( 4.29). Usando os valores da Tabela
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4.4 obtém-se a curva de variacdo do comprimento da trinca, a, versus o numero de ciclos,
N, onde é possivel observar a tendéncia do ntimero de ciclos para 8.000 ciclos no ponto de

instabilidade da trinca, como mostrado na Figura 4.12.

0.16 T

0.14

0.12

0.1

0.08

0.06

Tamanho da trinca - a [in]

0.04

0.02

Il 1 L 1 Il L 1
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000
Nuamero de ciclos

Figura 4.12: Comprimento da trinca versus nimeros de ciclos.

Para o calculo da probabilidade de falha a equacao de estado limite é definida como
9(X) = Nservigo— Ny. O ntimero de ciclos admissiveis Nyepyigo € 0 €xpoente m sdo considerados
varidveis deterministicas, onde m = 3,32 € Nyerpigo = 8.000 ciclos. Ao se tratar um problema
com as possiveis variagoes que estao presentes no sistema, podemos observar que existe
a probabilidade de falha mesmo na fase em que ainda ha uma considerdavel margem de

seguranca.

A Tabela 4.5 mostra os resultados da probabilidade de falha obtida pelos 3 métodos
(FORM, SORM e MC1) com os erros relativos percentuais em relagdo ao MC1 calculados
para diferentes nimeros de ciclos admissiveis, Ngeryigo. Todos as simulagoes de Monte Carlo
(MC1) foram calculadas com 100.000 amostras.

Da Tabela 4.5 observa-se que de forma geral para baixos nimeros de ciclos de Ngeppigo 05
métodos apresentam maiores erros na avaliacao da probabilidade de falha, que vao reduzindo

com o aumento do niimero de ciclos. Os métodos FORM e SORM apresentam entre si erros da
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Tabela 4.5: Probabilidade de falha para o problema de propagacao de trinca.

Valor admissivel(Nervigo) | MClL(100.000) | FORM | SORM
1.000 0.0939 0.0835 | 0.08351
3.000 0.4045 0.3915 | 0.39152
3.704 0.5121 0.5000 | 0.50001
4.000 0.5568 0.5417 | 0.54176
5.000 0.6752 0.6629 | 0.66293
6.000 0.7671 0.7539 | 0.75400
7.000 0.8337 0.8195 | 0.81957
8.000 0.8817 0.8656 | 0.86561

mesma ordem em relacao a referéncia MC1. Entretanto, quando Nepvico aproxima-se do valor
da instabilidade da trinca os dois métodos (FORM, SORM) convergem para valores de py
bem proximos, com erros percentuais inferiores a 2%. Em relaciao a coincidéncia aproximada
dos resultados obtidos com os métodos FORM e SORM, uma possivel explicacdo poderia
ser, que uma aproximagao de primeira ordem (FORM) para este sistema jé seria suficiente e

a abordagem com uma segunda ordem (SORM) mostra-se desnecesséria.

A figura 4.13 mostra uma comparagao dos resultados da probabilidade de falha em
funcao do ntimero de amostras para os diferentes valores de Nygmservigo, Obtidos pelos trés
métodos (FORM, SORM e MC1). De forma geral os resultados dos graficos coincidem com
aqueles mostrados na Tabela 4.5. Assim, os comentarios anteriores se aplicam também neste
caso. Entretanto, nestes graficos pode-se observar mais claramente o processo de convergéncia

dos métodos.

No geral os trés métodos chegaram a um resultado de confiabilidade similares e de
aproximacoes satisfatérias. A Figura 4.14 mostra a CDF de Ny, onde observa-se a coincidéncia
das CDF’s nos métodos FORM e MC1, como ja era previsto.

Um estudo para estimar a distribuicao resultante da resposta do sistema foi realizado

em cima da variavel Ny. Como o valor desta varidvel ¢ funcao das outras varidveis do problema
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Figura 4.13: Probabilidade de Falha para diferentes valores de Ngepyico-
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Figura 4.14: Funcao de distribuicao cumulativa do ciclo de falha.

e ela é a variavel aleatéria da funcao estado limite, é a mais indicada para a andlise. Para
isso a funcdo dfittool do programa Matlab®, que é uma ferramenta interativa para ajuste da
distribuicao dos dados, foi utilizada. A Figura 4.15 ilustra o ajuste da distribuigdo da variavel,
a qual se aproximou da distribui¢ao de valor extremo generalizada (generalized extreme value

- GEV) em vez de uma distribui¢do gaussiana.
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Figura 4.15: PDF da distribuicao de Ny. Figura 4.16: CDF da distribuicao de NNy.
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4.3 Problema de Deteccao de Falha Estrutural

Com o objetivo de proporcionar um ambiente seguro no desenvolvimento de projetos
estruturais, muitas investigagoes para controlar os niveis de ruido e vibragao indesejaveis tém
sido feitas. Ferramentas para prever o comportamento do ruido e da vibragao sao necessarias
para controlar essas ocorréncias. Um problema dificil neste assunto esta relacionado com os
caminhos da energia de vibracao e da propagacao de ondas através da estrutura. Conhecendo-
se corretamente esses caminhos obtém-se meios de controlar o ruido e a vibracao. Uma técnica
para a deteccao de falha decorrida de trinca é a de inspecao visual. Recentemente, novas tec-
nologias tém sido desenvolvidas com o objetivo de evitar esse procedimento. A presenca de
um dano estrutural, como uma trinca, introduz uma alteracao da flexibilidade local da estru-
tura, que modifica a sua resposta vibratéria (DIMAROGONAS, 1996). Portanto, a energia de
vibragao pode ser usada para investigar o estado de satide de uma estrutura. Recentemente,
muitas pesquisas estao focadas em métodos que utilizam propagacdo de ondas elasticas em
bandas de média e alta frequéncias (Pereira, 2009, Krawczuk, 2002). Em bandas de média
e alta frequéncias, as abordagens, tais como o método dos elementos finitos (FEM) criam
modelos muito grandes. Quando as incertezas associadas com o sistema sao consideradas,
as andlises de falha podem ser proibitivas tendo em conta o custo computacional (FABRO,
2010). Proposto por Doyle (1997), o método do elemento espectral (SEM) consiste no de-
senvolvimento matricial de um elemento, baseado na solugao analitica da equacao da onda
escrita em fun¢ao do deslocamento no dominio da frequéncia. Isso é equivalente a um ntimero
infinito de elementos finitos. Uma das grandes vantagens do SEM ¢é o ntimero reduzido de
elementos necessarios para a modelagem do sistema em comparacao com outros métodos
computacionais. Esta caracteristica e o dominio espectral fazem do SEM um método mais

adequado para resolver o problema de estruturas trincadas incluindo parametros incertos.

Neste trabalho, um método de deteccao de danos usando o elemento espectral de viga
trincada apresentada por Krawczuk (2002) é estendido para incluir as incertezas no material e
nos parametros geométricos. O método mais simples para estimar a confiabilidade estrutural
¢ a simulagao de Monte Carlo (MCS), porém para estruturas complexas com fun¢ao implicita
a avaliagdo de desempenho de cada realizacao é computacionalmente cara. Portanto MCS

direto nao é uma ferramenta computacional pratica para estimar a probabilidade de falha
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ou a resposta estocastica do sistema. Nestes casos, métodos aproximados como o Método de
Confiabilidade de Primeira Ordem (FORM) e Método da Superficie de Resposta (Response
Surface Method - RSM) sdo ferramentas alternativas melhores para estimar a probabilidade
de falha e resposta estocastica da estrutura. Neste trabalho esses trés métodos sao usados
para avaliar a confiabilidade e a resposta de uma estrutura tipo viga com dano modelado
pelo SEM.

4.3.1 Meétodo do elemento espectral

O método do elemento espectral se assemelha a método de elementos finitos, porém com
duas importantes ressalvas: a formulagdo do método do elemento espectral (SEM) ¢ escrita
no dominio da frequéncia; e a funcao de interpolacdo do elemento é a solucao analitica da
equacgao da onda. Baseado na ultima caracteristica o nimero de elementos requerido para

um modelo espectral coincidird com o nimero de descontinuidades na estrutura, Figura 4.17

Lo | | R
Hole Crack Joint
(a)
L ———— *—e * \‘

()

Figura 4.17: Representacao estrutural: (a)Estrutura fisica; (b)Modelo do elemento espectral.

4.3.2 Elemento espectral de viga saudavel

Para a analise da propagacao de ondas considere uma viga esbelta com modelo de viga
tipo Euler-Bernoulli, com um carga aplicada transversalmente. Sera assumido que o desloca-
mento transversal e rotacional sao pequenos. Desconsiderando as deformagao de cisalhamento

a equagao diferencial do movimento escrita no dominio da frequéncia (DOYLE, 1997) é dada
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por,

o,

cuja solucao da equagao homogénea ¢ dada por
0= Ae7™® 4 BeTRm 4 Cethi(Lma) 4 peke(l—a) (4.32)

onde 0 é o deslocamento transversal no dominio da frequéncia, F' é a forca externa e L é o
comprimento da viga. Os niimeros de onda sao dados por,
w?pS

7~
Il

onde w ¢é a frequéncia circular, £ é o médulo de Young, S é a area da segao transversal, p é
a densidade do material, I é o momento de inércia e © = y/—1. Usando o médulo de Young
complexo, E. = E(1 + in), um amortecimento estrutural interno é introduzido, onde 7 é o

fator de perda estrutural histerético.

A Figura 4.18 ilustra um elemento de viga saudavel com dois nds, dois graus de liberdade

por 16 (9 e ¢) e duas cargas nodais (V e M).

i b
i, L IRRLE

V1| L | Vz

I

Figura 4.18: Elemento espectral de viga saudavel com dois nos.

Aplicando-se os deslocamentos e rotagoes nodais do elemento da figura 4.18 na Eq.(4.32)
os coeficientes A, B,C' e D podem ser obtidos. Substituindo-se esses coeficientes de volta na

Eq.(4.32), a expressao do calculo dos deslocamentos e rotagdes em qualquer ponto arbitrario
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da viga pode ser escrita como:

o(x) = G1(2)01 + Go(@)d1 + G3(2) 02 + a(2) b

(4.34)

onde g;(z) sao as fungoes de forma, definidas por (DOYLE, 1997):

g1(x) = [rihi(z) + roha(2)]/
§o(x) = [rihs(@) + raha(@)]/
g3(x) = [riha(z) + roha (2)]/
91(x) = [riha(x) + rahs(@)]/
onde
= 7“% + r%

o kl _ kQ)(l _ e*ilﬂLefikgL

(
ro = i(ky + ko) (e~ Frlemk2l)

hl (I‘ — ik,2<€—ik1.’ﬂ - e—ikzLe—ilﬂ(L—x)) . Z’kl(e—ikgm _

— ik2<e—zk2L€—zk1z . 6—zk1(L—:v)) + Zk?l (e—zlee—szx

(4.35)

e—ilee—ikQ(L—r))
. e—zkg(L—x))
— e—zklcc + e—zkgLe—zlﬁ(L—a:)) . (e—zkza: + e—zlee—zkg(L—a:))

(
— (e—ikzLe—iklx + e—ilﬁ(L—I)) _ (e—ilﬁLe—ikQI _I_ e—ik‘z(L—x))

Usando-se a relagao entre as cargas nodais e os graus de liberdade dos nés, e aplicando-se

as condigoes de contorno no elemento espectral, obtém-se:

1% 0
z\:a & b1
Vs 0y
M, b1

(4.36)

onde K ¢ a matriz de rigidez dindmica do elemento espectral de viga saudavel, a qual é



simétrica, usualmente complexa e pode ser expressa como:

1 1 e—z’kL C—k;L
K- El —ik —k kel ke (4.37)
L3 e—ikL e—kL 1 1
—ike= L —ke R ik k

4.3.3 Elemento espectral de viga semi-infinito

O elemento espectral de viga semi-infinito pode ser considerado como um caso particular

do elemento espectral da viga saudavel onde o né 2 tende a infinito (Figura 4.19).

Figura 4.19: Elemento espectral de viga semi-infinito.

Similar a teoria para o elemento espectral de viga desenvolvido anteriormente, a constru-
¢ao do elemento espectador viga semi-infinito segue a mesma linha, assim aplicando a mesma

teoria, a matriz de rigidez dindmica espectral do elemento throw-off pode ser expressa como:

EI| (i—1Dk k2

K, = (
s ik (i— 1Dk

(4.38)
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4.3.4 Elemento espectral de viga trincado

O elemento espectral de viga com uma trinca transversal e nao propagante (KrRAwWC-
ZUK, 2002) estd ilustrada na figura 4.20. O elemento contém dois nés com dois GDL/né,
onde L é o comprimento, L1 é a posicao da trinca em relagdo ao n6 1 e a é o comprimento
ou profundidade da trinca. A trinca é modelada por uma flexibilidade local adimensional
representada por 6, a qual é calculada pelo teorema de Castigliano e as leis da mecanica da
fratura (TADA et al., 1973).

Figura 4.20: elemento espectral de viga trincado.

A solugao da Eq.( 4.32) aplicada a esse elemento ¢é dividida em duas partes:

dl(x) = Ajem o) 4 Be~kat) O ehilli=a) D ekalli=a) [0 < g < L] (4.39)

,{)T‘(r> — AQe—ikl(Ll-f—I) + Bze—kQ(Ll-i-I) + CQe—ikl(L—(Ll-i-l‘)) + DQe—kQ(L—(Ll-HE)) [0 S T S L_Ll}
(4.40)

l

onde 7' e 9" sao os deslocamentos verticais a esquerda e a direita da trinca, respectivamente.

Os coeficientes Ay, By, C1, D1, Ag, By, Cy, e Dy sdo determinados pela condi¢ao de contorno.

Dos deslocamentos, cargas nodais e a matriz de rigidez espectral sdo obtida de forma

similar ao elemento espectral de viga saudavel. Portanto, a matriz de rigidez dinamica do
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elemento espectral de viga trincado é escrita como:

1 1 a b 0 0 0 0

—ik —k ika kb 0 0 0 0

—a —b— -1 -1 a b c d

« _ El iak — afk? bk +bOk® —ik — 0k —k +0k> —ika —kb ikc kd
L3 —k%a k2b k2 2 K2a  —k% ke —kd
ik3a —k3b —ik? 3 —ka K ikdc —k3d

0 0 0 0 f g 1 1

0 0 0 0 —ikf —kg ik k

_ (4.41)

onde: a = eikL1’ b= e—kL17 c= e—ik(L—L1)7 d= ek(L—L1)7 f — e—ikL7 g= e—k:L.
4.3.5 Flexibilidade da viga na posicao da trinca

O coeficiente de flexibilidade da trinca 6, é calculado usando o teorema de Castigliano,
onde a flexibilidade na posicao da trinca para um elemento espectral de viga unidimensional

pode ser obtido por:

0*U

C

onde U denota a energia de deformacao elastica devido a trinca e P é a carga nodal no
elemento. Considerando que somente o modo I da trinca esta presente no elemento de viga,
a energia de deformagao elastica pode ser expressa como:

1— 12

= K2d 4.4
U= /SC 248, (4.43)

onde v é o coeficiente de Poisson, S, é a area trincada e K; é um fator de intensidade de

tensao correspondendo ao modo I da trinca, o qual pode ser representado por:

6M

K=

Jra f(%) (4.44)
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onde b é a base e h a altura da secao transversal da viga; a é a variacao da profundidade
da trinca (Figura 4.21); M é o momento fletor na posigao da trinca e f é uma fungao de

corre¢ao do fator de intensificacdo de tensao do modo I, o qual pode ser escrito como:

o h ma 0.923+0.199(1 — sin(Z2))*
N .

2h

P
—>
a
V4
- h
PO 0
—> '
P

Figura 4.21: Seccao transversal da viga trincada na posi¢ao da trinca.

O coeficiente ¢ usado para calcular a flexibilidade da trinca pode ser expresso da seguinte
forma:

2
c= ZTZ /0 afi(a)da (4.46)
onde a = ¢ e a = . A flexibilidade local adimensional ¢ dada por:
) Ele

3 (4.47)
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4.3.6 Resultados simulados do problema de deteccao de falhas

Para os testes simulados do problema de detecao de falhas os modelos utilizados consis-
tem de: a) uma estrutura composta por um elemento espectral de viga saudével conectado a
um elemento espectral de viga semi-infinito; e b) uma estrutura composta por um elemento
espectral de viga trincado conectado a um elemento espectral de viga semi-infinito. A fi-
gura 4.22 mostra o aspecto dos dois sistemas. Assumindo a condi¢do de contorno livre-livre,
as estruturas sao excitadas no né dois por uma forca impulsiva. As propriedades estatisticas

do material e das dimensoes das vigas estao descritas na Tabela 4.6.

Efemento Espectral  Elemento Espectral
FSemi-Infinito

|
9 ET

(a)

Elemento Espectral Elementa Espectral
Trincado | £ Semi-Infiniio
I+ N d‘

()

Figura 4.22: Modelo estrutural: (a)viga trincada; (b)viga saudavel.

A forca impulsiva é utilizada para facilitar a visualizacao do sinal na propagacao de
ondas e possibilita localizar a trinca na viga. O pulso é obtido com uma for¢a senoidal modu-
lada por uma janela triangular e construido por uma funcao seno com 10,0 N de amplitude
e 50,0 kHz de frequéncia. A fungao seno é gerada com 100 pontos e a janela triangular inclui
cinco periodos. A Figura 4.23 mostra o pulso gerado no dominio tempo e no dominio da

frequéncia.
A for¢a de excitagao é aplicada no né 2 e a resposta é obtida no mesmo ponto (Fi-
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Tabela 4.6: Propriedades e dimensoes das vigas.

Variavel Média Desvio Padrao | Distribuicao
Profundidade da trinca - a [m] 0.02 - 0.28h 0.01-0.31 lognormal
Médulo de elasticidade - E [GPa] 210 0.01 lognormal
Posigao da trinca - L1 [m] 0.25L, 0.5L, 0.75L 0.06 normal
Altura da secgao transversal - h [m] 0.030 0.06 lognormal
Base da secgdo transversal - b [m] 0.01 - -
Densidade do material - p [kg/m?] 7850 - -
Comprimento - L [m] 4 - -
Fator de amortecimento - n 0.01 - -
Time Input Force @ x=L Frequency Input Force @ x =L
100 14 : : : ‘
80
12
sof | /\
40 1
% 20 %0_8 I \
Al
;El 20 <%0.6
o[l 0.4/
-60
02
-80r
1% 02 o4 06 o8 1 % 50 100 150 200 250
Time [ms] Frequency [kHz]

Figura 4.23: Representacao da forca pulso no tempo e na frequéncia (50 kHz).

gura 4.22). A onda viaja através da estrutura até atingir o né 1, onde é refletida de volta

para o né 2, e continua para o infinito através do elemento semi-infinito. O elemento semi-

infinito funciona como uma terminacao anecoica dissipando a energia restante no sistema.

A amplitude da aceleragao vertical diminui através do comprimento da estrutura devido ao

amortecimento interno 7. A figura 4.24 mostra a resposta em aceleragdo no tempo para a
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estrutura saudéavel, que apresenta dois pulsos, um no tempo de excitacao (né 2) e outro no
tempo de reflexdo (né 1). No entanto, para a resposta da aceleracao da viga trincada nas
posicoes a 0,25L; 0,50L e 0,75L, dois pulsos adicionais aparecem, um entre o tempo de
excitacao e tempo de reflexdo e outra apds o tempo de reflexdo. Estes pulsos adicionais ca-
racterizam as ondas parcialmente refletida e transmitida por uma descontinuidade localizada
no material, o que poderia ser a existéncia de uma trinca. Estes resultados mostram que o
modelo SEM é capaz de reproduzir o comportamento da propagacao de ondas na estrutura

da viga e de localizar a posicao da trinca.

A analise da confiabilidade do sistema sera realizada para a estrutura da viga trincada.
A funcao de estado limite a fim de verificar a confiabilidade estrutural avalia o valor rms do

vetor da resposta em aceleracao no tempo no no 2 (ac(;ms) ), o qual deve estar acima do valor

critico (acd™). Ao estabelecer o valor limite com a profundidade da trinca de a = 30%h,
o valor rms critico deterministico na resposta aceleragao/tempo no né 2 pode ser obtido da

funcao de desempenho descrita como:

9(X) = acd™ — acl™)(X) (4.48)

Considerando a profundidade da trinca a = 10%h com um COV = 0,1 e mantendo
as outras varidveis aleatérias como mostrado na Tabela 4.6, uma simulacao de Monte Carlo
Direta é realizada para analisar a convergéncia da probabilidade de falha. Variando o niimero
de amostras um teste para a convergéncia da probabilidade de falha é obtido. A Figura 4.25
mostra o grafico de convergéncia, o qual mostra convergéncia com mais de 500.000 amostras.
Utilizando a Equagao 3.41 para uma probabilidade de falha p; =0.038 e 5% de erro um
N 240.000 amostras é obtido. Assim, um tamanho de amostragem de 50.000 amostras sera

considerada para todas as simulagdes de Monte Carlo desta aplicagao.

Para avaliar o desempenho dos métodos RSM e MCS no célculo da probabilidade de
falha, as seguintes simulacoes sao realizadas: A referéncia para a probabilidade de falha é
calculado pela simulagdo de Monte Carlo usando o modelo do SEM da viga trincada, o qual
é referido como MCS. Para calcular a probabilidade de falha pelo RSM com aproximacao

de primeira ordem o modelo fatorial completo do projeto de experimentos (DOE) é usado.
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Figura 4.24: Resposta em aceleragao para as vigas saudavel e trincada nas posigoes a 0,25L;
0,50L e 0,75L.

Quatro variaveis (a, E; L1; h) com os niveis p, u4o sdo consideradas e a fungao de desempenho
2" +1 = 2* + 1 = 17 pontos).
Usando a Equagao 3.43, os coeficientes do polinomio de primeira ordem sao estimados usando
uma analise de regressdo. Para a aproximagdo do RSM de segunda ordem o projeto de
experimentos de Box-Behnken (BBD) é usado. O BBD é um projeto independente quadratico,
no qual nao ha um fatorial incorporado ou fatorial fracionado. Neste projeto as combinacoes

de tratamento sao nos pontos médios das arestas do espaco de processo e no centro. Estes
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Figura 4.25: Grafico de convergéncia da probabilidade de falha por Monte Carlo Direto com
a=10%h e COV =0, 1.

projetos sao rotativos ou quasi rotativos e requerem trés niveis em cada variavel. Para este
caso, consideramos as mesmas quatro variaveis (a, F, Lleh) com os niveis de p e pu + o.
A funcao de desempenho é calcular para o modelo de segunda ordem sem termos cruzados,
assim, p = (n+1)(n+2)/2 = 15 coeficientes e Ny = 27 pontos. Da Equagao 3.43 os coeficientes
para o polindmio de segunda ordem sao estimados usando uma anélise de regressao. Quando
a probabilidade de falha ¢ calculada por simulacao de Monte Carlo usando aproximacao de
RSM de primeira e segunda ordem, o modelo é denotado como MC_RSM1 e MC__RSM2,

respectivamente.

A fim de avaliar a sensibilidade do elemento espectral de viga trincada com a profun-
didade da trinca, todas as simulagoes sao realizadas variando a profundidade da trinca de
um valor pequeno até perto do limite permitido de falha (a = {0.02, 0.10, 0.18, 0.22, 0.26,
0.28}h). Além disso, para cada caso, as variagoes no COV da profundidade da trinca sao
feitas com COV = {0.01 : 0.05 : 0.31}.

As Figuras 4.26(b), 4.27(b) ¢ 4.28(b) mostram a probabilidade de falha calculada pelo
MC RSMI1. Estes apresentam resultados proximos ao do FORM, pois eles tem comporta-

mentos similares e tem aproximacao de primeiro grau.
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As Figuras 4.26(c), 4.27(c) e 4.28(c) mostram a probabilidade de falha calculada
pelo MC_RSM2. Para este caso, o comportamento geral parece ser semelhante aos casos
anteriores, a medida que a e COV aumenta a py aumenta. No entanto, a probabilidade de
falha comeca a aumentar cedo. Quando o valor da profundidade atinge a >18% h e COV

aumenta, a py comeca a aumentar, porém em um ritmo mais lento do que os casos anteriores

As Figuras 4.26(d), 4.27(d) e 4.28(d) mostram a probabilidade de falha calculada
pelo MCS, que apresenta um comportamento semelhante ao MC__RSM2. O comportamento
geral desses resultados parecem estar de acordo com a fisica do problema, uma vez que
as probabilidades de falha sdo muito pequenas para um a <10%h e seus valores de COV,

tornando-se mais alto para a <18%h em valores mais elevados de COV.
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Figura 4.26: Probabilidade de falha com L; = 25%L: (a)MC_RSM1; (b)MC_RSM2; e
(c)MCS.
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Figura 4.27: Probabilidade de falha com L; = 50%L: (a)MC_RSMI1; (b))MC RSM2; e
(c)MCS.
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Figura 4.28: Probabilidade de falha com L; = 75%L: (a)MC_RSMI1; (b))MC_RSM2 ; e
(c)MCS.
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A fim de tornar mais clara a analise do resultado, dois graficos adicionais comparando os
resultados das probabilidades de falha de todos os métodos juntos foram feitos. No primeiro
grafico estdo agrupadas as probabilidade de falha de valores mais baixos (Fig 4.29,Fig 4.30 e
Fig 4.31) e no segundo as probabilidades de falha de valores mais altos (Fig 4.29, Fig 4.30 e
Fig 4.31). Nas figura Figuras 4.29(a), 4.30(a) e 4.31(a) pode-se visualizar que para baixas
probabilidades de falha obtidas pelo método MC_RSM1 apresentam uma boa convergén-
cia para todos os valores de profundidade de trinca, faixa (¢ = 0.2 — 0.18h). Comparando
MCS com MC RSM1 uma diferenga significativa é apresentada, o que significa que a nao-
linearidade presente na flexibilidade da trinca nao permite uma aproximacao linear para a
funcao de estado limite. Isso pode ser confirmado pela boa concordancia entre MCS e os
resultados da MC__ RSM2. As Figuras 4.29(b), 4.30(b) e 4.31(b) mostram que para altas

probabilidades de falha comportamentos semelhantes sao observados.
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Figura 4.29: Comparagao entre MCS, MC_RSM1 e MC_RSM2 em: (a)Baixa e (b)Alta
probabilidade de falha com L, = 25%L.
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Figura 4.30: Comparagao entre MCS, MC_RSM1 e MC_RSM2 em: (a)Baixa e (b)Alta
probabilidade de falha com L; = 50%L.

X 10°* Crack Depht a = 0.2%h —_Mcs
—6—MC_RSM2
s ==='MC_RSM1
2
1 ‘/_o
oF 4
o 0.05 0.1 0.15 02 0.25 03 0.35
o
' 10" Crack Depht a = 10%h
£
3 3 -
g 2 e N
s | 2 ~— |
o
o 0
e
3
w0 0.05 0.1 0.15 02 0.25 03 0.35
(18
Crack Depht a = 18%h
0.04
e
0.02f /é/ J
4&/
o e |
i
0 0.05 0.1 0.15 02 0.25 03 0.35
cov
(a) Baixa

Crack Depht a = 22%h

0.2 T
015} _—e— mgsRsmz /,e
0.4} ===*MC_RSM1 o e ;
/ 4‘/
0.05 L7 ey
% 0.05 0.1 0.15 02 0.25 03 0.35
o
1 Crack Depht a = 26%h
>
=
°
[T R w4 = 4
_g e
° i
o o2f _e/,eﬁ__g——“ﬁ/—f’___—— J
g o— - :_/_/
= % 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 03 0.35
[T
Crack Depht a = 28%h
06 = 8
P IS RO U 1.1 i
o___-—-—e-7 =
0.2t = B
————/
% 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 03 0.35

(b) Alta

Figura 4.31: Comparagdo entre MCS, MC_RSM1 e MC_RSM2 em: (a)Baixa e (b)Alta
probabilidade de falha com L; = 75%L.

Para comparar o custo dos métodos o tempo computacional foi computado. Como

esperado, o Monte Carlo direto (MCS) apresentou alto tempo computacional em comparagao
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aos outros métodos. O Monte Carlo com superficie de resposta de primeira e de segunda ordem
(MC_RSM1 e MC_RSMZ2) obtiveram tempos computacionais proximos. Todas as simulagoes
foram realizadas em um PC Desktop, utilizando o processador Intel(R) Core(TM)i7 CPU 930
@2.80 GHz, 12.0Gb de memoéria RAM e Windows 7, 64 bits como sistema operacional. A

Tabela 4.7 mostra os resultados obtidos.

Tabela 4.7: Tempo computacional.

Método CPU tempo [s]

MC SRM1 96.3
MC SRM?2 99.2
MCS 12,161.2
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5 CONCLUSOES E TRABALHOS FUTUROS

Este trabalho apresentou conceitos sobre quantificacdo de incertezas e métodos para
andlise de confiabilidade. Conceitos que foram aplicados a problemas dindmico, de propa-
gacao de trinca e deteccao de dano em estruturas. Para cada caso analisado, foi realizado
a quantificacdo de incertezas presentes nos paramentos do sistema. Apos isso, foi assumido

uma equacao de estado limite para cada um e feito o estudo de confiabilidade.

O capitulo de fundamentos tedricos, tem inicio pela teoria da expansao em Polinomio do
caos, método que trata da analise das caracteristicas da resposta de uma estrutura dinamica
incluindo parametros aleatorios. Este método é baseado na teoria do Polindomio do Caos
(PC) cujo conceito basico pode ser entendido como sendo uma solugao estocastica projetada
sobre uma base de polindmios ortogonais e as varidveis sao ortonormais e gaussianas. A
resolucao desse sistema conduz a uma expansao da solucao, que pode ser utilizada para
encontrar a média (analitica ou numérica), o desvio padrao ou a distribuigdo da solugao
aleatéria. Apos, é apresentada a teoria de fundamentos da andlise de confiabilidade, que
basicamente trata da andlise do projeto de engenharia onde este, consiste em proporcionar
aos elementos do sistema de modo que satisfacam vérios critérios de desempenho, seguranca,
manutenc¢ao e durabilidade sobre diversas condi¢oes de solicitagoes. Métodos para a andlise
confiabilidade do sistema como FORM e SORM sao detalhados e algoritmos proposto por
(HALDAR E MAHADEVAN, 2000) sdo ilustrados nesta se¢ao. Ainda neste capitulo, uma
introdugao sobre a simulagdo de Monte Carlo (MC), que é um método de geracao simples
aleatoria e faz realizagoes baseadas em um conjunto de amostragem aleatéria gerada para
varidveis incertas. O método da Superficie de Resposta (RSM) e abordado nesta segdo, para
a andalise de confiabilidade consiste em construir aproximadamente um polinémio de forma

explicita para representar a fungao performance implicita g(X).

Dos problemas analisados, é observado que no caso dinamico, das respostas obtidas
observa-se que para o calculo da média da resposta, no geral o PC apresenta uma boa
eficiéncia, tanto para o caso com apenas uma variavel aleatéria, onde quase todos os resultados
das variagdes da dispersao convergiram bem, como no caso com duas variaveis e diferentes

graus do polindmio, ocorrem falta de precisao apenas em dispersoes mais altas.
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No célculo do desvio padrao da resposta préximo a frequéncia de ressonancia do sistema,
pode-se observar que para o modelo com apenas uma variavel aleatéria (ox), a divergéncia
entre PC e MC aumenta. Porém com uma dispersao pequena os resultados tem uma boa
convergéncia. Calculando a resposta do sistema, agora para o caso de duas variaveis aleato-
rias, observa-se que mesmo com baixa dispersao tanto na anélise de (o)) variando quanto
para (o) variando, a precisao do PC nao é boa. Este comportamento também é vélido para
o primeiro e segundo grau do polinémio utilizados nos célculos. Aumentando a dispersao dos
pardmetros ocorre a diminuigao da precisdo da resposta (PC). Algumas solugbes aproxima-
das no caso do polinémio de segundo grau oscilam em torno da solugao de referéncia. Uma
possivel explicacao para estas diferencas encontradas, pode serpossivelmente pelo baixo grau
do polinomio. Na andlise de sensibilidade dos parametros observa-se que a medida que as
variabilidades dos desvios padrao tanto da massa como da rigidez aumentam, os resultados
da resposta passam a divergir. Comportamento este ja esperado, pois com o aumento da dis-
persao a tendéncia das respostas sao divergirem. Comparando os resultado das variabilidade
da massa e rigidez, é visto que a rigidez mostrou-se mais sensivel que a massa, indicando que

este parametro influencia mais no sistema que o outro .

Na anélise de confiabilidade mostrado nos resultados do CASO 3 com a ANALISE 1,
observa-se um comportamento ja esperado para a probabilidade de falha do sistema em todos
os métodos (FORM, SORM e MC1): o aumento da probabilidade de falha com o aumento
da variabilidade da rigidez. Para baixas variabilidades dos parametros as probabilidades
de falha s@ao bem pequenas e os trés métodos convergem para valores bem proximos. Os
métodos FORM e SORM concordam entre si mas divergem um pouco em relacao ao MC1
com tendéncia a subestimar a probabilidade de falha com erros de 20% quando ox = 12
que vao decrescendo com o aumento de ox. Os métodos FORM e SORM acredita-se que o
numero de amostras 500.000 usadas para o MC1 tenha boa convergéncia para probabilidades

de falha mais altas, porém ainda nao ¢é suficiente para valores menores de py.

Na analise de confiabilidade mostrado nos resultados do CASO 3 com a ANALISE 2
para as probabilidades de falha do sistema onde também se observa o mesmo comportamento
geral para todos os métodos (FORM, SORM e MC12). Uma comparagao entre os resultados
das probabilidades de falha obtidas pelos trés métodos mostra que os resultados sao similares

aqueles obtidas no CASO 3 com a ANALISE 1. Assim, pode-se afirmar que os mesmos
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comentarios ja realizados para o CASO 3 com a ANALISE 1 se aplicam a este. Com
isso conclui-se que as variagoes nos parametros estatisticos aplicadas ao sistema apresentam
sensibilidades semelhantes ou equivalentes em relagdo aos métodos utilizados. Entretanto, os
erros relativo percentuais em relacdo ao MC1 sdo menores para a variabilidade da massa do

que aqueles obtidos com a variabilidade da rigidez.

No caso da mecanica da fratura, os trés métodos de confiabilidade obtiveram resul-
tados semelhantes, assim, eles foram validados para o problema da propagacao da trinca em
fadiga. Os métodos FORM e SORM se mostraram eficientes, obtendo resultados préximos do
MC, assim para esta analise o MC, que requer um maior esfor¢co computacional poderia ser
substituido por eles. O método FORM e SORM apresentaram um pequena diferenca para
este caso numérico,uma possivel explicacdo poderia ser pelo fato de que uma aproximacao

de primeira ordem ja fosse o suficiente.

Para o ultimo estudo analisado, caso da deteccao de danos, conclui-se que a reposta
a propagacao de ondas em uma estrutura de viga trincada incluindo incertezas no material
e nos parametros geométricos foram analisados. Uma andlise de confiabilidade é feita para
quantificar a probabilidade de falha de um modelo de estrutura trincada com elemento es-
pectral de viga em altas frequéncias. A funcao de estado limite avalia o valor rms da resposta
na aceleragdo tempo , o qual pode ser dentro do valor limite. A profundidade da trinca
de a =30%h define o valor rms deterministico permitido da resposta tempo/aceleracao.
Variando a profundidade da trinca (a) e seus coeficientes de variagdo (COV') a andlise de
confiabilidade é realizada usando o método da superficie de resposta linear (RSM1) resolvido
pela simulagao de Monte Carlo (MC_RSM1) e pelo método de confiabilidade de primeira or-
dem (FORM). Uma aproximagao de segunda ordem também foi utilizada através do método
da Superficie de resposta quadréatica (RSM2), também resolvido pela simulagdo de Monte
Carlo (MC_RSM2). Todos os métodos sao comparados com o Monte Carlo direto (MCS).
Em geral todos os métodos apresentam resultados em concordancia com a fisica do problema,
por exemplo, as probabilidades de falha sao baixas para profundidades de trincas pequenas

e torna-se maior com o aumento de a.

A divergéncia entre Monte Carlo direto (MCS) e o modelo de primeira ordem

MC_RSM1, revela que o grau de nao-linearidade presente na trinca no elemento espec-
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tral de viga trincada nao permite uma aproximagao linear para a funcao de estado limite.
Isso pode ser confirmado pela boa concordancia entre Monte Carlo direto (MCS) e resulta-
dos de Monte Carlo com uma superficie de resposta de segunda ordem (MC_RSM2). Como
resultados esperados o tempo computacional confirma que a abordagem da Superficie de
Resposta reduz significativamente o tempo computacional em comparacao ao Monte Carlo
Direto. Neste caso, Monte Carlo com superficie de resposta de segunda ordem (MC_ RSM2)

representa uma reducao de 12,159.3% no tempo computacional em comparacao ao MCS.

Os métodos de confiabilidade mostraram-se satisfatorios em todos os casos analisa-
dos. Casos que apresentaram uma nao-linearidade, ao utilizar os métodos de segunda ordem

obtiveram bons desempenhos.

5.1 Sugestoes de Trabalhos Futuros

Este estudo pode ser utilizado como base para continuos trabalhos nesta linha, de
quantificacdo de incertezas em problemas mecanicos e confiabilidade estrutural. Ideias que

surgiram ao longo deste trabalham e passam a ser sugestoes para os proximos trabalhos sao:

o Implementacao de métodos para geragao de variaveis como por exemplo o Importance
Samplimg (IS), Hiper Cubo Latino (LHS), que vem a ser uma otimizagdo do Monte
Carlo direto. Tendo como objetivo a diminui¢do do tempo de simulagdo e do custo

computacional;

o Utilizar o expansao em Polinémio do Caos juntamente com o Método do Elemento
Espectral para obter a resposta de uma barra livre - livre com uma forca excitadora

em um dos nos;

o Estudar outros polindmios para a implementacao do PC, ou seja, combinar o tipo de

distribuicao da variavel aleatéria com o correto polinémio associado a ela;

o Na formulacao do elemento espectral para um viga trincada ¢é utilizado o coeficiente

de flexibilidade 6, até entao utilizamos a flexibilidade levando em conta somente a
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acao do momento, porém sabendo das reagoes consideraveis na viga, falta a adicao da

flexibilidade em relagao ao cisalhamento;

5.2 Publicacoes

Durante o desenvolvimento desta dissertacao os seguintes artigos foram publicados em

congressos:

Machado, M.R., Santos, T. B., Dos Santos, J. M. C., Arruda, J. R. F., Reliability
analysis using simple models aiming a comparison among stochastic methods. Proceeding of
18th International Congress on Sound & Vibration - ICSV18, (Rio de Janeiro,Brazil), 2011.

Machado, M.R., Dos Santos, J. M. C., Reliability analysis for probabilistic fatigue
crack growth. Proceeding of 21th Brazilian Congress of Mechanical Engineering - COBEM,
(Natal,Brazil), 2011.

Machado, M.R., Dos Santos, J. M. C., Wave propagation in a cracked beam spectral
element including parameter uncertainty. Proceeding of the 1st International Symposium on

Uncertainty Quantification and Stochastic Modeling - Uncertainties, (Maresias,Brazil), 2012.
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