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ESTUDD DA DISTRIBUICAD 008 ESFORLDS F
TENSOES EM ENSRENASENS CILINDRICAS DE
DENTES RETOS E HELICOIDAIS

RES UMD

Bescreve~ze um  gétode Barz o cilrulo da distribuigln dos esfargos
internos que surges nos dentes de upa Bagrenagem gquandg um torgus
sxternc & iapostn. En sequida, um procedimento para a determinag¥o das
tensBes no  pé¢ dos dentes é demanstrado passy a passg. Analisa-se ron
detalhes as variaclies nos esforgos devidas a0% erros  de manufatura dos
tlancos em contacto s tambén a5 alteragBes devidas as correglies de formg
impostas pelo projeta. B procedimento  de calculo, gue & aprasentado na
torma de um conjunto de BProgramas para coaputador digital, # demonstrads
para a aplicagio gn gngrenagens cilindricas de dentes retoz  gu
helicpidais, projeto  nag necessariamente padronizado, cam ou 5gMm Brros

de perfil,



STUDY ON THE DISTRIBUTION UF FORCES
AND SIRESS IN CYLINDRICAL
SPUR AND HELICAL GEARS

ABBETRACT

f method is  described for calculating the distribution of internal
forces that arise in the gear testh when an sxternpal torgue is applied,
Following this, a procedure for determining the tooth ropat strssses is
- explained step by step. The changes in load distribution due to the
gear design carrections or manvfacturing deviations are analysad in
detaitl, The calculation wmethods which are presented in the fore aof
digital computer prograns  are demonstrated for spur and helical
cylindrical gears of non-standard design, with or without +lank

deviations and corrections,



INDICE

za IHTRGDUC%G T L3 ok N ® kL E 3 A AD I KA N EIEAN NN AEF A NS AN AEd Ak E AN

1.1. & Andlise de Tensfies on ENQgrenagens ...ocaciscesxsces
1.2, 0 Fluxo Usual dg Projetp e Dimensionapento ....c...v.
1.3, ProposigBEs wusecarncrvannanansunnscsssvurarasnsnanrsn
Z. HIBTORICO ..niinvinvvecencaansans RrerrarrarasarnanEaaTs
2.1, Céaloulo de Esforgos dos Donles covurrcensavennrinnne
2.2, Determinagdc das Pressfies nos FLantos veacermvonsuns
7.3, Determinagip das TensBes de "Bending® vvvcvisvnrena

3» DEJ&TI?{}S Wk A S W A EF RN E SR RN E S EEF M XA KNANAENKS RS AR A4 kET

3.1,

I Fluxo Proposto para o Estudo vusesarnvanans caenas

4, FUNDAMENTOS PARA 0 CALCULD DA DISTRIBUICAD DE ESFORCOS,
FREBSHES E TENSAES NAS ENGRENAGENS HELICDIBAIS .........

4'1‘

Céleulo da Bistribuigdo de Esforgos (.iiuciecinrancss

4.8.1, Caracteristicas da Fungl3o A1) . cvirivcnaensenn

4.1.2. Priocipios da Andliss NUMSIrica .vevsvsruracraans

4.1.3. GSistema de Enguaglbes Linpares para a Obtengip de

3.

4. 2!

.

“p{{'}“ e “ﬁ.“ & & F F F R W MR ER MR I MEYNEREERETEYRE I EFE
4, Limitagles do Procedimento e MNiap-linearidade do
Fenﬁmgﬂa ® p & ¥ E 0 E R ¥ oE 4 d & 4 N 4 3 Kk N & F ERPAAF K KN N KA N

Cilculg das PressfBes nos FLARCOS cuerssssrsevsvevnns

-1



5I

6’

4.3, fLalculo das Tensles no P do Dente ouvieaninvarannss

4.3.1. Calculo das TensBes de Fleddo vuiivvcnnernannes
4.3.2. Tllculo das Tensfes de Lompressdo cuucannsnscens
4.3.3. Fator de Concentragdo de Tens8es & Tensles de

{:iSBZhamantO NOE A K R M OB RKE SRR E RN A KNI MR R ML RN ENW

DADOS GEQMETRICOS DAS ERBRENABENE vvervevesonuennannners

5»1- ﬂEdQS dGS ﬁEntES S R NN % M R E T N AR E A EET MNNERESE TN EYFRAEN

o101, Tolerdncias de Fabricagip su.vssnrscanse Paace e

3.1.2. Engrenagens Dbtidas por Fresas de Beragdo ......

5-2; ﬁaifﬂs [28 “L&y"‘ﬂut" L N N N N N RN

S.2.1, Peculisridades de "lay-out® oo uravsarserronanas

9.3, Dados de Oesvig do Ferfil {Erros e Lorreglies! ......

DETERMINACAD DD MODELO BEOMETRICO E  ANALISE DAS TENBOES

1. Deterninagldo das Dimensles do Hadelo Andlodgo vvovaes

.2« Transfer#ncia entre os Referenciais Real & dao Modelo

P

Obtengdo da Altura (y.! da Forga no Hodelo .....

& 2. 1.
b.2.2., Obtengdo da Posigdo Lateral (x,} da Forga no

Nﬂdﬁ‘x[} R I T R A I I R T I N A I R I N I R

4,2.3., ODhteng¥o do fngulo de Incidéncia da FOrga +.vess

4.3, Distribuigdo dos Esforgos @ TenSHES ccserercanonverun

b.%.1, A GHepmetria do EngrenamentD c...aunrisarssnsnsans
4.3.%. Célculo da Distribuigdo dos Esforgos .ueensanvan
h.2.3. Calculo das Tensfies no Pé do Dente vicivinsonens

4-14
4-13%
4-14

4-18



7. DIBCUSSAD QUANTO & ESTRUTURA DE PROGRAMADAD £ PRECISAD
nﬁ MgTBDQ Ilil'.!"Iﬂl"‘ti’l“‘lIi’.“ll"l.'l“!'(.lll‘l

7.1,

7.2
7.5,
7ad.
7.8,

e

Consideraglies schre a Estrutufa do Programa e Fluxo
08 DAB0S oo rronemranrenscnvarsnsnsnsacansrnnsnennna
Lomparaglo cam ps Resultados de Winter e Hirt ......
Comparas¥o rom os Resultados de Winter & Brofimann ..
Comparag®o com o5 Resultados de B, Neupert ..ocvsevn

Comparag¥o com oz Resultados de 8, Dda e T, Koide ..

8, APLICACAD DD NETODO PROPOSTO vnsvneruenucnnnnancsennsnns

8.1,

8, 2'

8.3.

Andlise da VYariaglc do Raio de Arredondaments no P&
do Dente de Engrenagens Melicoidais .ooisiiicnsnsnnn
Variagio dos Esforgos Devida & Alteragio das
CorregBes na Topografia do Bente (.cieinversvrannnne
Calculo das TensBes para Fares Engrenados cos Brau

de Recobrimento Maior qQue 3 v.vssrsrsnsnasrarrsarcans

.?I tDNELUSBES Y B %M oA AR R OE R F XA OETRYFREFREESN SN B R R FE KSR MM KA

10, BIBLIGBRAFIA ....vvvcvnvs A AR ERANRA VLt eEdn s

7~1
74
7-&
7-9

7-13

8-1

10

i



NOHENDLATURA

A me Excedente Lateral da Largura da Engrenagen

8 am Histancia entre Contros

b | T Largura da Engrenagesm

B’ na Linha de Contacto Efetivo

Biy,y, &, um/ikot Fungdo das deformagbes que surges nos pontos

{x,v} do flanco da engrendges devido a uma
farga puntual iunitdria aplicada em (2,0}

Dex,y, L, 0 U/ kgt LCada uma das fungbes gue compbes D(x,y,5,n)
4 nm Bidmetro pu Didmetro Prismitivoe
de on Didmetro Externo ou Pidsetro do

Lhanfra no Topo do Dents

dr m Gidpetro de Raiz
ez’ mm Percurse de Engrenamento
gix’} - Erro devido A Discretizagdo da Fung¥o p(f’)

sfxé,gj}:ﬁx, uafkgf Valor Bedio da Fung¥o D para cada Intervalp 8,
Bas - Elementos da Matriz [#] = [4] -

& T filtura da Aplicag¥o da Carga Discretizada em
relagdo & Base da Placa Andloga

Kplx,v,£,n} uel/kgf Fupgdn das Deflexbes da Placa Andloga

Kelx,y,84n} pmikgf Fungdo das Deformagbes Superficiais do Flanco



kgt

mn

kyf

kgt

nn

kgf/an

&R

mm

kgtna

&M

mm

graus

Qraus

Momento Fletor Especifico

Médulo
Forga de Trabalho sobre n Plano de Bperagdo

Cada uma das Forgas Discretizadas sobre a
tinha de Contactu

Passo Circular

Fungidn da Distribuig¥e da Carga sobre a
Linha de Contacto

Raio ou Raio de Concordancia no Pé do Dente

segundo o Plano Normaly ou Raio Primitive
Espessura Circular

Torque Externo

Coordenadas Cartesianas

Coordenadas do Ponto onde se Mede 3 Deformagio

Coprdenada da Linha de Contacte onde se Mede

a Peformagds

Nasero de Dentes

Lunrdenada de diregdo paralela & linha de
operagio e de origes na tang@ncia entre o dia-
metro de base & a linha de operacla

Angulo de Press¥s

Angulo de Hélice



v graus Angulo de Incidéncia da Forga A, sequndo o
Plano Normal
fa 1 "Atraso” da Rotagin da Engrenagea Movida
Medido no Plano de Operagl¥n

Aty Um Fungdo das Distancias entre Flancos na
Linha de Contacto

Aalx P, Aalx’) um Parcela da Funglod(x’) devida a cada Engrenagenm
8 A Intervalo de Biscretizag¥3o da Fungdo pi€ ')
£ Graus Angulo de Incidéncia da Forga P, segundo o

Plang Transversal

3] ri Deslocamento Angular das Engrenagens ou

um Angulo Gualquer

Ern ¥ ] Coordenadas do Ponto onde a Foarga ¢ Aplicada

¥
& Coma - Coardenada da Linha de Contacto onde
a Forga & Aplicada

a kgf/an® Tensio de Tragio ou Compressdo
INDICES
a - Referente ap “Atraso® da Rotag¥o da Engrenagen

Movida; ou Referente ap Lado Esguerde

da Largura da Engrenagen

b Referente ap Didmetro de Basey ou Referente
av Lade Direito da Largura da Engrenageag

vu Referente a Flex%n ( Bending )



Referente & Rase da Placa Aniloga

Indice que Enumera og Pontos em que se Mede

as Detormaghes

indice que Enumera vs Pontos de Aplicag¢do das

Dargas Discretizadas

Indice gug Enumera os Dentes pam Contacto

Simultdnen

Niumero Tota! dos Dentes em Lontacto Bimultaneoy

Referente ap Planc Transvensal

Nomero Total de Pontos de Discretizagdo

da Carga pf%’) § ou Referente ao Plano Normalj
ou Referente & Diregdo Normal

Referente ap Topo do Dente

Referente & Cremalheira Andloga

Indice da Roda de Teste ou Motriz

Indice da Reda Cosplementar pu Hovida

ou



1, INTRODUCRD

e

0 estado atual de evolugdo da tecnologia traz ronsigo, entre outras, as
seguintes caracteristicas:s

-Além de seres grandes as audangas concpituais, verifica-se gue, a
cada dia, diminul o intervalo entre as mesmas, Consequncia imediata &
g rapide: com gue um procedieento ou conceito torns-se obsoleto.

~Biversos fatores, técnicos e econfmicos, fazem com nue as atengles
se voltem A otimizagav, Dentro do Projeto Heclnico, o interesse pelo
melhor desempenho dos componentes aumenta, &o mesmo tempo que seu custo
g facilidade de ohtenglo devem ser mantidos, ou mesmp reduzidos.

~f disponibilidade de novos recursos propicia ops intentos da
ptimizag8n, Enktre esses, ge destaca. o cﬁnhecimento viegntifice, o gual
fornece subsidios para a melhor compreensdo dos  fenfimenos eavolvidos,
Dignos de mengdo 536 também os recursos de ctosputag¥o, que permites a
manipulaglo e processamento de grande volume de dados. Por dltimo, bns

FROUrsas para simulagdo e testes s¥p hoje bem difundidos.

G dimensionamento de componentes mecdnicos tea sido alve especial do
processo mencionado.  Tea sido fregdentes as mudangas conceituais dp gue
¢ refere a sgus prophsitos e meiosy e a atenglo wmarcante gque recehe a
stinizagdo faz com gue esta drea ganhe um novo enfogue. Grande esforgo
¢ despendids visande a um ctonhecimenio detalhado do item a ser
proguzido. De arordo com esta nova vislio, justifica-se um maior
investimento durante o dimensionamento, desde que o produte final sg

aproxime daguile gue s tem por dtimn.

B projeto de engrenagens cilindricas, guandes comparado a outros
segaentas, demonstra pouca aplicaglo de novos conceitos nos dltimps 30
anas., Deve-se msencionar que efetivamente multo progresse tem havida,
pores diticilmente & +trazido & prdtica, devido 4s razdes expostas a
seEguirs

~fis engrenagens &¥o elementos com alta complexidade de proieto e
fabricagdo, se tnmparédas 2 matoria dos plesestos de mdquinas. Um
imvantamento histérico nos mostra gue até 1930 produzia-se uma dnica
familia de engrenagens as quais estavam tabeladas nas aormas de entdo.

De 1930 a 1950 passa-se a normalizar as ferramentas de corte aoc invés da

1-1



pripria pega. Istn.abre'aa projetista maior liberdade de escolha; messo
assin, um estreito procedimento de prujeto devia ser obederido, Esta
pratica ten sido reflexd do grau de inseguranga que teria o projetista
ao desenvolvar, por si sb , um par engrenado. -

~0 ferramental para a fabricagSo de gngrenagens tem sido muito carg
e atinge pregos proibitivos em se tratando de lotes peguenos. Uma vez
gque a fterrasmenta “standard” dimplica em um projeto “"standard® & facil
concluir gue poucos projetistas ocusar¥o desprezar os procedisentos

tabelados,

Estes dois itens mantiveram o projeto de engrenagens como uma atividade

gstanque, proibindo guase toda tentativa de otimizagdo.

Deve ser «citade gue em alguns poucps rasns encontra-se um tratamento
mais criterioso no projeto, principalmente 'em se tratandos de aplicagBbes
-eepecifivas, For exeamplo, podemos citar que o projeto de engrenagens
para automéveis, J& h4 algumas déradas, tem um bos controle sobre 3
andlise geomndtrica e cinemdtica, tantp na concepgla  guanto na
manufatura. Neste segrento, a gvolug¥os {foi muito agilizada e
popularizada com p advento do ecomputador,

Heje em dia, observa-se que o panorama degserito  ha pgoucro tende a
mudar-se, dissipando-se assim as dificuldades envolvidas na otimizagdo.
0 prego do ferramental  especial tem-se reduzido, & medida que cresce a
utilizag¥o do comando numérico, o gqual permite a produgdo de pequenos
lotes com bhaivo investimento. Por outro lado, cresce a tada dia a
familiaridade com os métodos analiticos mais complenos, E* raro, hoje
#n dia, gue se encontre um grupo de projeto que nd3o fags usc dos

recursos de computagfo.

E° facil de se ver que, uma ver vencidos os entraves tecndlogicos da
atimizag¥o, imediatamente aparece a necessidade de métodos mais precisos
de dimensionamento. ©§ processo de otimizagd¥p, via de regra, levari os
coppanentes a operdarem ewplorande o masiso de sua capacidade. Para fgue
isto seja fteito com ssguranga, ¢ necessadrio um corhecimento detalhado

dos fendaenos de falha # de seus mecanismos.

A essa altura, algumas caracteristicas do dimensionamento de engrenagens
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devem ser levantadas:

-fis gngrenagens usualpente falham puor ruptura ou  avaria
superficial, Ums andlise rigorpsa também incluiria outras falhas como o
gesgaste, o superaguecimento ete, as quais, via de regra, s3o senos
fregientes, A anslise de ruido ¢ resposta 3 efeitos dindmicos & tasbém
partialmente atribulda ao dimensionamento.

~bgualmente verifica-se qual serda o desempenho do elementg
projetado guanto a eventusis rupturas ou avarias na super?icie. A
analise de outros aodos de falha recebe, geralmente, importadncia
gpcundéria. Babe-se guw as falhas mengionadas s¥o fungldp do estado de
tensip desses componentes, portantoe =2 andlise de tensbes ocupa parte

preponderante e por vezes a totalidade dessa tarefa.

# despeite da grande evoluggo havida, na“anélise de tensbes, a majoria
dos projetistas de engrenagens usam ainda hoje os métodos desenvplvidos
hd BO anos.

A precisse de tais métodos tes sido contestada desde a década de 60,
guando npovas técnicas anallticas & experimentais contirmaram sua
gstreiteza., Contudo, apenas nos OGltieps 8§ anos, novos nmetodos tém-se
popularizado., Este fato ¢ perfeitamente delineado se'acompanharmas'as
rovisfies pericdicas das norsas mais divulgadass AGBHA, IS0 e DIN,
F1,2,37/, Até o #im dos anos 70 um dnice método era proposto, o0 gual
seguia 3 conceituagdp tradicional., A partir de B0, a2s normas passam a

aconselhar treés a quatro procedimentos com vadrios graus de precisdo.

Naturaleents, o método tradicional, devido & relativa simplicidade, deve
ser recomendady guandp poucas precisdo & requerida. Todavia, uma andlise
eriteriosa & imprescindivel se se pretende acompanhar o estadpo da arie

nesta &rea.

t.1. A Andlise de Tensbes de Engrenagens

Como j& mencionado, a5 falhas mals usuais das engrenagens s3p 3 ruptura
e a avaria superficial. A falha por ruptura comumente se 44 no pé dos

dentes segundo um mecanismo de fadiga, e nesse caso & caonhecida por

*fadipa de flexlp™ ve "hending". A falha por fadiga superficial mais
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conum resulta no surgicents de pequenas crateras nos flancos dos dentes
‘& & tpnhecida por “pipocamento® ou "pitting®.

Oz proressos @ causas destas falhas ainda n¥o s¥o plenamsente conhecidos,
ndp ohstante, pode-se ter uma bpa avaliagdo do comportasento da pega

guando se determina & tens3o no pé dos dentes 2 a pressio em seus

tlancos,

8 cdleulo dessas tensbes por método analitico sxato até o presente n¥o &

disponivel, devide a complexidade da gepmetria do elemento.

Virios métodos sdo aplicados para este propdsito, o5 guais abrangens
desde a mera constlta a tabelas pré-montadas ate os dispendicsos métodos
auméricos & experimentais. fbviamente, cada método oferece um grau de

precisap proparcional & sua complenidade,

A formula de Llewis 74/ para a determinagio da tensip de ‘“bending” e a2
formula de Hertz /84 para a detersmioagdo da press¥o de "pitting® foram
desenvolvidas hd mais de RO anps ® sdo, ainda hoje, aplicvadas

prtensivanente.

Deve-se citar gque entre as novas técnicas de andlise de tenslo, nenhuma
tem sido publicada comg um meétodo detalhado para dimensignamenta.
Novamente nas normas de calculo de esforgoes da ABMA, 180 & DIN 71,2,3/
vemss gue, esbnra sgiam mencicnados ocutros amdtodos, apenas o modelo

tradicional & descrito g anslisado passo a passo.

Benericamente, os métodos de determinagdo de tensbes para engrenagens se
dividen om 3 tipost

~Métodog Experimentaié

~Métodos numéricos de grande poarte

-Métodos semi-analiticos pu gepmétiricos

bentre os métodas éxperimentais, sdo mals cosuns & aplicaglo da
feicelasticidade e da micro-extensometria., Bem ddvida, guando bes
aplirados, estes métodos sdo ps qgue proporcionam melhor resultagn. Por
putro lado, a alta mprosidade ¢ custo proibe gue gs  messos tenham uso

getensivo, Mesme havendo a disponibilidade, eles sdp comupente usados
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como suporte para outro método mais répido, suprindo este ultimo cogm

resultados confirmatérips.

Atualmente, os métodos numéricos de grande porte s¥o aplicagbes das
anadlises de elementos finitos, diferengas finitas, elenentos de
tontorno, ete, 0 ronstante barateamento dos recursos de computagho
promete gue os mesmos se expandam em  um Futuro proximc. Entratanto,
serd necessdrio um periodo mais longo para que ganhem niveis de rapidez
& custo gue lhes permitam substituir os demais. Devido & rompleridade,
an alto grau de especializag¥o e investimentos, tais métodos ndo tém
tido uso extensivo no disgnsionamento. Sua aplitagd3c tem estado

restrita & pesquisa avangada ou 4 andlise de casos esperiais,

s demais métodos téw por principio sssemelbarem ag gngrenagens a dlgus
modelo de geometria simples, no gqual se determinag analiticamsnte as
tensties. Normalmente, esta fase & seguida de alguns ajustes eppiricos,
que pretendem minimizar as imprecisbes inersgntes av procedisento.
Alguns desses métodos, embora “"semi~anallticos”, guando bes monitorados
poden atingir precisio campardve] & dog metodos numéricos e
sxperisentais. No entanto, via de regra, os wmétodos mais aplicados

sofrem Iimitagdes gue prejudicas em muito a precisdo das resultados.

1.2, G Fluxo Usual do Projeto ® Bimensionamentso

Lom a utilizaglo do computador, o projeto de engrenagens tave grande
alteragdo guanto 4 seqgiigncia de suas fases. Anterlornente, a2 aaior
parte do tempo tinha de ser despendida no télculo manpual e na consulta
de abaros. Hoje, desde que se conte com a implantagio de um bos
“software” de projetos, a maguina assume o5 rdledlos, restando ao

projetista as atividades de concepydo e avaliagio.

{onseqié®ncia imediata foi a mudanga ne modo de projetar. Antericraente
tostumava-se ter, antes do cdlcule de geoceetria, uma fase prolangada
dencmindada pré~projeto, Neste perlodo, procurava-se definir gual seria
a configurag¥o Gtima do conjunto a ser projetado. Uma vez terminada
esta fase, procedia-se ao cidlculo geométrico e disensionaments, uma

Gnrica vez, Devido 3 asprosidade do cdlcule wmanual, spaente gquando os
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resultados eram intelerdveis v procedimento seria repetido,

 Hpje, praticamente nenbum tempr & gaste no pré-projeto, & o cdlculo
geométrica e dimeasionamento 53 repetidos iterativanmente atd sp atingir

a configuracXo gue melhor satisfaga as exigéncias.

Desde que os resultados de uma dada tentativa direcionam as entradas da
subsegtiente, ¢ fdril ver gue um método imprerisp de dimensiopamento
poders conduzir o projeto a4 uma configurag¥e final gue ndo seja adeguada

ou gue, pelo menos, ndp sxwplers todas as possibilidades existentes,

1.3. Froposiglas

Das afirmagles anteripres conclul-se:

~Para gue a otimizagldv no projeto de engrenagens seja realistica, &
necessario um método de dimensionamento gue promova precisbes amuito
superiores as dagueles citados nas normas currentes.

~A preparagac  de tal método ndo deve se limitar & sua formulaglo
tedrica, tendo em vista que os seus principais usudrips s8p pessoas de
farmag¥o tecnica tendo, via de reqra, pouco tempo e disponibilidade para
maiores aprafundamentos.

-Por oufro lado, a fundasentag¥o tedrica rigorosa ¢ indispensdvel;
assim como uma critica da importéncia de vada fase para gue o usudrio
possa julgar a necessidade de sus implementaglo total ou parcial,

-Uma vez que tal smétodo visa A aplicag¥o em ambipntes de projeto e
dingnsionamento, & aronselhdvel gue uma capacidade computacional modesta

sgja suficients,

B presente trabalho se propBe a proceder & parte inicial desta tarefa
- que consiste na  andlise geomeéirica das engrenagens, tendo es vista a
obtengdo de um mpdelo no qual métodos de alta precis¥p possam  ser
aplicados ~ e prosseguir até a implantagdo de um métondo de andlize de
tenshes de “bending”, uue apresente niveis de precisdo satisfazendo as
exigéncias da otimizagido, Alem disso, o5 principios para a implantaglo
g8 um @etodo similar para a andlisa de “pitting® dever3o tambén ser

abordados,



2. HISTORICO

A andlise de tens¥es em engrenagens pode ser dividida em 3 4reas: [
taleculo dos esforgps, a deterpinag¥ das pressies nos flancps, & a

determinagtio das tensBes de "bending®.

2.1, C&lculo de Esforgos dos Dentes

Fara se chegar &s tensdes e pressBes , o conhecirento da distribuiglo
dos estforgns  tem-se mostrado imprescindivel. De fatp esta andlise ss
ocupa de dois itens beam distintost Por um lado & distribuig3o de carga
sobre o corpo ideal deve ser deferminada, gpor outro  as varjachos

induzidas pelos erros do corpo real devem ser sobrepostas.

R hipotese de que os psforgos s distribues uniformenente ap loango da
linha de contacto desde cedo se mostrou inaceitdvel. Por puito tenpo, a
dificuidade na andlise desses esforgos desacelerny o estudp das tenchas,
Bendo imprevisivel a distribuigdn dos esforgos, gualquer nmétodo para a

determinag¥o precisa das tensBes resultava de pouca valia,

Pevido & fragilidade dos modelos anallticos propostos até a década de
70, o estudo de esforgos sobre o corpo ideal tem sido congduzide num
pisto de andlise e experimentos com adig¥o de fatores empiricas ., { caso
de dentes retos, devido & oaior sisplicidade tem recebido mais atengdo,
Para isso pp desenvolvimentos anteripros referentes ao estado de tensBes
¢ deformaglies para vigas e placas tém sidp aplicados /b,7,8/7. Hinter,
Hirt e Broflmann 79,10/ mediram com micro-extenstmetros as deformagles no
pé do dente de engrenagens retaz e heiizaidais ¢ calcularam baseade na

estado de deformacles a distribuigldo dos esforgos,

As variagbes induzidas pelos errus do corpe real tém tido estudo mais
amplo. U mero teste de padr¥o de contacto {através do recobrinento dos
dentes com tinta removivel), propurciona alguma idédia de cosp o esforgo
se distribui. Demais , as normas de projeto (ABMA, 150, DIN, HENRIOT)
f142,3,117 sugerem uma série de dbacos para aproximar as conssqgidneiasg

da desunifornidade das cargas. Nessa mesma linha, Schifer /127 calculou
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& distribuigio de vargas para engrenagens cos desvio de dirgg¥o nos

fiancos.

Us métodos analiticos atuais permitem gue a andlise do torpn ideal p os
erros do corpo real sejam incluidos em um ¥Mnico modelo matemidticon. Para
issn se utilirza #a teoria de placas aliada ap smetudp de detormaghes

guperticiais ou entdo da andlise de vlementos finitns tridiaensional,

Umezawa, valendo-se dos dessnvolvimentos anteriores /7,87, publicou uma
série de irabalhos gue, partindo da andlise de placas, chega a um modslon
rompleto, pronto a ser aplicade para a andlise de esforgos en
cremalheiras  gque seguen as dimensBes normalizadas 418  tJabpangse
Industrial OBStandard) 713,14,15,14,17,18/. Para isso, a andlise de
diterengas finitas foi aplicada. Tobe, Kato ¢ Inoue completow 3 mesma
analise usandos o método de elementps finitos em placas 719,20,21/. 4
analise tridimensional de elementns Finitos tem sido aplicada por
Neupert /22,23,28,25/, Wilcax /26,27,28/, & Mathis /2%,30/ apresentando
dtimoes resultados. Um algnritmo para a aplicag¥o da teporia de placas
gue englobks ¢ caso de engrenagens com dimensBes n¥o normalizadas ainda

ndn & disponivel na literatura.

2+.2. Determinagdo das PressBes nos Flancos

fs pressbes nps flancos dependem.nﬁu apenas dos esforgos como tasbés dos
ralos de curvatura de cada ponto de contacto. A proposta de Hertz /57
para a determinagio de presslies de vontacto entre cilindros infinitos e
gsferas tem sido usada extensivamente /31,327, Para a determinagdo das
pressbes em engremagens retas com desvio angular nps flancos, Rademacher
{33/ aplicovw a foramulagdo de Hertz com poucas nmodificagbes. Também as
normas (ABMA, . I5G, DIN e HENRIOT) /1,2,3,11/ t®m sugerido o wuso das
equaglies de Hertz acrescida de fatores empiricos para o dismensionamentp

de sngrenagens retas e helicoidais.

Algumas alteragBes na foraulag¥o de Hertz proppstas por Smith e Liu,
Grekoussis e Castleberry /34,35,34/ consideram os esforgps trativos
entre as superficies de contacto para ¢ case em gue hd movieento

relativa e atrito, asrinmorande assim o5 resultados da anilise. Neupert
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722/, usando slementos finitos ‘tridimensionais prophe um maodelo inédito
de garacteristica n&u—ligear, ne qual o estado de tens¥o da 4drea de

tontacto 8 levantade com muita precisis.

2.3, fDetermina¢dn das Tensbes de "Bending”

0 calculo das  tensbes foi primeiramente conduzido inpondo-se A
engrenagen um comportamento de viga engastada. Este conceito gque foi
desenvolvido por Lewis /4/ & tem sido observade por Niemann 73§/, pelas
normas DIN, 180, AGMA, HENRIOT e etc /1,2,3,11/7, tem Bua aplicagdo até o
dia de hoje devido & simplicidade.

Coma aeétodos experimentais, a Fotorelasticidade e extensometria teéo

mostrado meihores resultados,

Em 1926, Timoshenke /37/ procedey  ao primeiro  experisento de
foto-elasticidade em engrenagens retas, DBesde entdp esta técnira ten
sido usada extensivamente, principaimente para Y avaliar 0
comportamento dp  dentes com dimensBes modificadas 731,38,32/. No fia
dos anos 70 a foto-elasticidade tridimensional comegou a ser aplicada sm
engrenagens permitindo uma andlise wmais precisa, principslmente no caso
ge dentes helicoidais, Castelli /3%9/ tem analisadp desta forma a
aplicagin de rarga puntual em cremalheiras retas e helicoidais., Alison
e Hearn 740,41/, baseados em seus experisentos propbem férmulas para a
determinagiin de tensdes de “bending" as quais levam em ctonta a

intlugncia do componente de comppressio e cisalhasento da forga aplicada.

fom 2 aplicagdp de varios extensdmetros na regidp do pé de dente, fda
/424 tevantou gualitativamente a distribuigdo de tensbes ao longo da
largura de engrenagens helicoidais. Com o uso de micro~extensOaetros,
Winter, Hirt, e BroBmann /9,107 aediram no pé de dentes retos g
helicoidais as tensBes principais es duas diregBes, determinando assim o

estado de tensdp superficial.

f medida do  deslpcamento das camadas da rede cristalina do nmetal por
ario de difragdoe de raip X também se apresenta comp possibilidade de

determinagao experimental de tensbes, asuite embora, até o momento, tenha
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sido aplicada apenas para a medig¥o das tensbes resideais do material
VR Y

{4 calrculo bidimensional de tensbes, além do wmodelo clissico de Lewis
71,2,3,4/, tem wusado as técnicas de transformaciio conformal, elementps
finitos bidimensionals, elenentos de contorno e etc, Embora alguns
desses metodops apresenien dtima precis8o, todos sofrem a séria limitaglo
de assumir comp hipttese a uniformidade a0 lango do terceirs eixo. 1sto
sp revela suportavel np caso de engrenagens retas todavia inaceitdvel
para a4 helicpidais. |

Heuber e Baronet /44,35/, aplicaram a transformagd¥o tonformpal valendo-se
de fungles de transforaagdn relativasente sinples, Cardou e Terauchl
146,47,48/ conmpletaram o modelo de Baronet coe utilizagdo de uma fungio

que representa o perfii evolvente com muita precisdo.

A aplicag¥o de elenentos finitos bidimensionais tem sido conduzida por
Hilcox, Chabert, Kondo, Ishida, e etc /26,29,49,50,51/., Observa-se que
tais pesguisas aparecen como um prolego para o estudp em trés dimensbes,
com b gual se atinge dtimas precisbes. i wmetodo de elementos de
contorne  (B,E.M.} tem sido aplirado pur Poterasu /527 com bons

resul tados em termns de reduglc de memdria e tempo de processasento.

8 calculo tridimensional de tensdies em engrenagens, cop D uso do método
de slesmentos finites, proporciona resultados de precisdn aprecidvel. Np
entantn, os esfarqes e investimentos requeridos torpa proibitiva sua
isplementagdo na maioria dos ambientes em que o cdlculo dep engrenagem &
nerpssirise. Treés grandes laborafdrios de pesguisa tém liderado este
desenvolvimentor O WIL da Escola Técnica Buperior de Aachen na Alemanhaj
o CLE.T.1.M. em Benlis na Frangay e o Centrp de Pesquisas da Bleason
Works em Rochester NY, nos Estados Unidos /22,2%,24,25,29,30,26,27,28/.
A preparagdo dos sistemas de cdlculp destes laboratdrins tem gxigido de
3 a ¢ anos de trabalho ® sua operagd¥n repuer o usp dedicaso  de
computadores de grande porte { CRC-Cyber 173, etc), nos guais o
processamentp de umpa Gnica andlise requer cerca de §0 horas. 0Os mimeros
titados revelaam-se incompativeis cos a maioria dos anbientss de projeto
e dimensionamento, [0 rdpido avango no processasentn de dados, tanto do

*software® coma do “hardware” nos promete meihores perspectivas para o
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futuro.

o

A aplicagio do  estudo de placas planas submetidas 8 esforgos
transversais a5 gngrenagens pfErece  uma analise hidimensional
aiternativa na qual a hipdtese da uniformidade no terceiro sigxe nlo é
imposta. De fato esta andlise toma por pressuposto a uniforaidade de
nonentos em cada secgde transversal do dente, b que n¥o estd longe dos
resultados obtidos euperimgnialmente. As deflesBes o aomentos de uma
placa engastada de comprimento infinito submetida a uma earga puntual
foram discutidos por Jdarasille 77/ o gual apresentnﬁ uma solugldo exata
em termos de  integrals iaproprias, f& mera aplicagap da solugio de
daramillo ndp @ suficiente para o casn das engrenagens visto gque, na
matoria das vezes, n¥o & realistico assemelhar wma sagrenagems a uma
placa infinita. Poer outro lado, a ' selugldo de Jaramilio imﬁﬁe fug a
placa andloga tenhaz uma rigider de {flexd3p constante ap longo da altura,
¢ gue nio leva em conta o maior ou menor afinamento do  topo do dents,
Wellayer ¢ Seireg /#/ apresentaram uma solugdo "semi-empirica” para a
nlaca engastada finita., A solugdo, que foi baseada no principic da
superposiciiv & nua método empirico denpominado "espelhamento do smomenta”,
mostrouw muita coeréncia com ovs testes experimentais., A partir de 70, a
aplirvaglo de nédtodoe numericos, possibilitou gque o modelo de Kellasver e
Beirey fosse enriquecido tornando-se mais préximo do caso real das
sngrenagens., Kugimiya /837 desenvolveu o aodels de Wellaver e Seireg
com maiores refinamentos no  Que se refere A genmetria da engrenagen.
Eonry & Beireg /547 caleularam a corregdo de perfil gue proporocions a
distribuicﬁu uniforme dos esforgos sobre os flancos, Umezawa /7137,
gsande diferegngas  finitas, chegouw a up mpdelo mais aperfeigoado para
crenmalheiras normalizadas JI5 (Japanese Industrial Standard), no gqual a
rigider de flex&o adve & necessariamente constante, Fujita /7557 aplicou
esta formulaglio en sua andlise de engrepagens fortemente ahauladas
ftheavily crowned). da, seguindo a mesma formulagip, propés foraulas
para o calculo de tensBes em engrenagens helicoidais /356,357,427,
Umezawa prosseguiu sua  andlise incorporando es seud modelo a deformagio
tocal do {flance f(detormagdo de Hertzd) /18/. Tpbe, Katp e Inoue
F19,20,21/ procederam & mesma andlise, usandp slementos finitos, levando
en consideragdn os efeitos da deformagdn transversal de cisalhamento.
ima vez chtidos numericamente, esses resultados godem ser parasetrizados

es fungdo das dimensbes rcaracteristicras da placa dandloga. Unpzawa
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/14,18/ levantou as “fungbes de influbncia® do problema, as quais

expressam as  deflexbes & momentoz em tpda a plara resultantes de uma
carga toncentrada.
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3. QRJETIVOSR

Nenhum método analitico exato tem sido dessnvolvido até o presante para
g cdlrule das tensties e deformagbes en gngrenagens cilindricas.
Canstata-se gque tanto & sua forma geométrica comp a distribuic¢o de
estorqgos s¥o demasiadamente peculiares restando cono upsdn a aplicag¥o
de um modelo geométrive andloge no qual a2 andlise & conclufda.

A gualidade do método depende, portanto, da maior ou menor capacidade de
tal wmodelo em representar o fenfmeno real. De fato, & usual gque a
sobreposic¥o de varios modelos seja aplicada, onde cada qual reproduz
certa raracteristica do fendnenn,

Lonforme o exposto no vapitulo anterior, a aplicag¥o da tepria de placas
pars a ap&lise de tensBes ep engrenagens redne a vantagem d& alias
precisbes a uma necessidade relativamente pequena de processamento . Até
o presente a aplicagdo da teoria de placas tes-se concentrado na famflia
de epygrepagens cujos perfis s¥o obtidos segundo as dimensBes de
cremalheiras padronizadas, E£° fato gue esta famflia incorpora a grande
maioria das engrenagens produzidas paras todos os prapositos, Ppr outro
lada, para que v processo de otimizag¥o seja possivel ¢ de se esperar

gque tal restriglo seja supltantada.

Também tenm sido wusual gue o sstudo dimensional das pngrenagens seja
sempre baseadp em sua "cremalheira de referéncia®, Esta premissa n¥p #
adequada quande se busra o projsto otimizado, 6O% facilidades atuais
pergitem que  as gngrenagens sejam prujetadas partindo-se dag
necessidades e restrigles reais, lIsto significa gue ao invés de partir
da tabela de "médulos” padronizados , o projetista deveria partir de
suas necessidades, conceber o elemento geomeétrico gue eelhor se adapte,

e =6 ent¥o apreciar as limitagles de manufatura,
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U presente trabalho se propbe a estender us progressos  da aplicagdp da
teoria de placas para projetos nd¥o padronizados, completando para issg

- as seguintes tarefas bisicas:

f. Desenvaolver um procedimente para a andlise da distribuiglo de

gsforges av longo das linbas de contacto,

Z. Desenvolver um algoritmo para a andlise da corregic de perfil e

erros de fabricaglo.
3. Lalcular as tensBes resultantes no pé dos dentes,

4, Desenvolver um algoritmo para a determinaglo da tens3o sduima,

3. Freparar o sodelo adotado para eventual andlisze de pressbes

superficiais,

&, Buprir as fases anteriores de exemplos de aplicagln pritica gue
deanpnstrem 3 capacidade do procedizmento e sua tendBncia, provendo taphés
comparaghes com  oulros métodos consagrados para que se critique a sua
gxatidio.

3.1, 0 Fluxo Proposto para o Estudo

Uma vez gue a anadlise & vconcluida spbre um nodelo geomdtrico andlogo,
paraz gue se tenha resultados confidveis ¢ necessdrio gue se determine
guais aspectos dp  fendmeno  sd3p reproduzidos no  modele bdsico, guais
sodeios adicionais deves ser sgbrepostos e gquals s¥o s niveis de erro

inerestes ao procedimento.



Fara o estude 2m guest¥p o esquesa mostrado na Figura 5.1 @ pruﬁustn,

o

DADOS  GEOMETRICOS  DAS  ENGRENAGENS

l l 1
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Figura 3.1: Diagrama Proposto para o Estudo
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4. FUNDAMENTOS PARA O CALCULD DA DISTRIBUICAD DE ESFORCDS, FPRESSOES E
TENGOES NAS ENGRENAGENS HELICOIDAIS

B algoritmo propostp se aplica & anédlise estética das sslicitagbes enm
engrenagens helicoidais. £° fato que a andlise estdtica & um modelo benm
siaplificade do fenfwmenn real, uma vez que se impBe uma aplicaglo
tonstante de torque e também os efeitos dindmicos n¥o s¥o  levados em
conta, Por outrp lade, o procedimento oferece subsidios para uma
investigag¥o mais acurada visto gue se determina 3 rigidez dos dentes e
sua variagdo peritdica, a qual & a prinpcipal responsdvel pelo surgisento

de cargas dindsicas.

Niv se tonhece de antenm¥o gual & & posig¥o de engrenamento em que surges
as solicitaghes criticas. Por esse motive, o procedisento exige gque as

diversas pusighes de engrenamento sejam analisadas,

Neste capitulo demonstra-se a fundamentagdo tedrica de cada estdpio do
~procedimento, também se critica suas limitagles g imprecisbes. Além
disso comenta-se os principios sobre os guais & feita a analepia do

dente real 2 uma placa engastada e demals modelos adotades.

4.1, Calzulo da Distribuiglo de Esfurgos

Quando um par de engrenagens helicpidais £& submetido a torque,
uabserva-se que, idevido As deformaghes, a posiglp da engrenagesm movida
fica defasada em relagdo & motriz de um certo dngule de "atraso” B.:

21

Ba = Unxgg“ Oa £1)

Onde 6y & B2 s¥p 05 desloramentos angulares das engrepagens f e 2,

partindo~se dep uma posigdo inicial sem carga,

41



Estade sem Cargo Estade com Carga

Plons de
Gperagla

T

Figura 4.1: Deformaglo dos Flancos em um Par sob Cargas

No plano . de opperagdo este dngulo de. “atraso® equivale a uma

"aproximag¥o” entre os flancos A
ba = rhs®, ~ rbaba ' (23
A aplicag3o de um torgue externn T na engrenagem [ resulta em uma forga

P T {3)

a gual tem sentidp transversal e estd sobre o plano de operagioc.

R forga P distribui-se sobre a linha de contacto segundo uma funglo
pi&') a qual opbedeca:

P s cos Bp ¥ j;fﬁ‘) d&’ i4)

b!

Para o tasg mais comum,- &m guye h§ véarios gentes em contacte

simultaneamente, a eguacgdo {4) torna-ses
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m
. P= cps By X [ E fp;rii) d£;j| {a
- k=1 ",
- by

Onde pyfEx) & a distribuigin de carga eobre cada §flanco.
Assumamps ser
Dfx‘gg’} = ﬁlf.’f';g'} + ﬂzfx',g’) + s + Dn(x"ga} {6’

fungin gue descreve  as deformacliss nue surgem nos pentos {x") da linha
de vontacte de ambos os flancos sobre p plano de  operagio, na direglo

normal, quandp uma forga unitdria é aplicada no ponto € )5 @
Aixt) = by(x") + Dytx’) (7)

4 fungdon gue descreve a distancia inicial epftre ps flancos na linha de

toptacto, na direg¥o transversal, sobre o planp de pperagio.

Visto nao haver interpenetragdoc dos flanros a seguinte equaglo deve ser

vbedecida em toda a linha de contacte efetivo:

IBH',E‘) pEE) 48 = [Ae = B0x°2] xcosBs (8
B

Para o caso de muitos dentes e contacto simultdmeo, a sgquagdo {8)

torna~-se:

Jﬁ*{x;,g;J Peliald dgi = [&, - &kfxil] X cosfy ()
¥
bk
ikﬁ‘!; 2' LN ;m}
Uiz dados experimentais descritos nas referéncias /137, /1&/, /581 8 /057
revelan gue a fungdo D rompbe-se basicamente das deforsagBes locais
{achatamento) das superficies sob pressdp e das deflexBes do dente como
ua todo as guais estlo bem proxisas daguelas gue surges ems uma placa
engastada de dinpensbes analagés. Assume-se guUe as outras deformaghes do

sistema tem grandeza desprezxivel pu  ent3o prompver um  deslocaments do

depte comp um todo, o que nip afeta a distribuiglo dos esforgos, cos
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gxees o do mencionadp no ites 4.1.18.

Defipne-se portanto umaﬁmfun;an Kcofx',£7) gue descreve a deformagio
superficial em um dog flancos guando ume forga unitaria normal @ aplicada
e (£'}; e uma fyngdo [K;(x',&’) X ocpsyl(x') x casyfg')] que gescreve as
deflexbes de um dente na diregdo normal da linha de contacts para uma

forga unitédria normal aplicada em (£').
A eguagde {%) torpa-se:

J{{[xb,m;,g;) x EBSY(Xi) x COSY(EL) + KexulxhiE el |+
bi
[Kaz&fxi,gé} X COSY{Xe) % €oSY(Ea) * Kcz*(ngﬁii];} x Palby) 484 =

b

-, = {i\. - {_—fﬁ:«fxﬂ + ﬁzkfx;u']} X o8B,
tk = f, 2, cox 5 @} {10}

4.1.0. Obtengdo das Fungbes Ks, Ke e do Angulo vy

fis deformagbes gue surgem np flanco de um dente de engrenages submetido
i esforgos, podem ser calculadas por diversos métodos. Sbviamente,
métgdos mals dispendiosos promover¥o nmajpres precisBes. Em ropréncia
con ps pbistivos propostos, a precisdo a se atingir deve ser
consideravelmente maior do gue aguela obtida pelos métodos usuais. For
putrn lado, o teapo de processamento computacional resultante deve estar
compativel cop o vielo usual de projeto. letn significa gque o tempo
necessario para a verificasglo de um novo par de engranagens deve ter a
mesma ordes ds grandezs do seu tempo de projeto, De outra forma o

projetista seria desencorajado a utiliza-lo.

Posto isso, descarta-se gualquer aftodo numérico tridimensional, ja que
g tempo de processamento requerido nip se ajusta aoc fluxe uwsual de
projets. Também gqualguer proposta unidimensional {vigas esbeltas)t &

rejettads devida & sua popuca pretcisdo. Adota-se p mpdelo bidimensipnal
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de placas para as deflexles do dente { Ky ) e um método "segai-egmpirico”
fundamentado na foraulagd¥s de Hert: /4/ para as doformagles Jorais

devidas ao achatamento dos flancos { Ke )

Peia teoria de placas, obtém-se as deflexbes segundo a direglo
transversal ao plano de andlise (diregle “paraieia & base do dente), Na
tforaulagdo descrita no jtem 4.1, deve-se determinar guals %o as
detlexbies ao longo do plano de engrenamento, Faz-se necessdria,
portante, a determinaglo do 4nqulo gque promova a transferfncia de

referenciais em tada ponto de contacto {v).

4,1.0.1, Determinagio de K,

W

Paras a aplicaglo da formulaglo de placas parte-se da hipdiese gue un
dentes heliceidal pode ser razoavelmente representado por uma placa

retangular engastada de espessura linearmente varidvel.

Estuda~-sp as detiexties em todo o dominio quando uma forga unitdria &

aplicada ea um ponte (&£,m) arbitrério,

Figura 4.i.1: Piaca Bidimensional Anadipga ao Pente Helicoidal
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A deflexdo de uma placa que tem essas caracteristicas # governada pela

seguinte epquagido:

Dy ?3*;?:{;} + 2 ..%R&}I_)_ _.a_?zw 4

dy dy
+ 3“-1}(?) azw + \)QZUJ = q(x’y) (10-1)
9y ay’ ax*

Tarbdm se descreve o fenfseno pela nminimizagdo da expressdo sequinte

{principio variacionall:s

- \T r b ¢
g 1 v 0 L,
3}(2 axz
moa p{y) - 3 v 1 0 j 0 L, dx dy
2 ) ayz ¢ 8y
(1- v) 2
0 0 L 2,878
dxdy
- ’ ~ d \ .
A
- q(#,y) wix,y) dx dy (10.2)
&
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prde .
Diyl= T(y)a (10.3)

12(1- vy,

w = deflexao em cada ponto
L]

VW = Coeficiente de Poisson
E = Modulo de elasticidade em tragao
g = Carga por unidade de area

T = Espessura da placa a cada altura, '

_"|
2 2 z
s 2, @

+
3x* ay*®

A splugdo numédrica ¢ romumente obtida comt
~-f discretizagko da sguagdo (10.1) através de giferencas finitas.
~& aplicaco do principio variacional (10.2) atraves dn método de

elementos finitos.

Muitas putras propostas podem também ser tentadas, eontre elas estd a
splugdo da equagido (10,1} poar slementos finiteos a gual ¢ usada na
refereéncia 720/,

fualguer métode dentre os citados proporcions os subsidios necessdrios
gara a determinag¥oc da fungioc K. da sguagio (10}, Para fgsp duas
abordagens poden ser adotadasy A completaglp do nodelamento # a solugdo
nugérica 4 cada vezr que se calcular os valores da fungdo K, , ou entldo o
armazenamentn de  padrbes pré-calculades e sua utilizag¥o guando

necessdrios.

E' verto gue p processanmento "caso por casc" prosove melhor precisdo, no
eritanto, o tempo necessario para a3 modelagem automdtica & apndlise &
ainda incompativel com os tempos de projeto quando se considera a

utilizagho de um wini ou asicro coamputador,
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Ha reteréncia /14/ o seguinte procedimento & sugerido:

{, Parametrizag¥p da placa em andlise, Isto significa gque o
cilculo @ procedido em uma placa proporcional & do problema es guestdo
tendo altura igual 4 unidade, Pogsteriormente multiplica-se os

resultados pelo fator de escala convenienie.

2. Dhtengdo das deflexBes em um conjunto de placas gque apresentan
diversas relaglles de altura-largura e altura-gspessura utilizando o

Método de Diferencas Finitas,

X, Obtengdn de curvas polinomiais gque reprodurem 0s resultados

gbtidos numgricamente, _ ,
L

3, fplicag3o das curvas polinosiais para & deterainagdon das

Jeflexbes da placa em epstudo.

fdotou-se esta solugdo para o algoritmo proposto, tende-se em vista
principalmente o reduzido teapo de processamento. Ha referéncia /147 as
eguaches polinimials citadas s¥o mostradas em detalhes e sua aplicaglo @
giscutida,
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§,1.0.2, Determinaguo de K.

it contarte de duas eni?enagens helicoidais & semeihante aquele gue

acorre entre dois cenes como mostrados na Figura 4.1.2-b. Para o caso

en que se tem dols cilindros em contacto a formulagdo de Hertz preve a

seguinte deformag¥s total:

. _
g = 280090 o2 (L ode o of,.0 (10.4)
E T 2 2 Ac
onde a x“}_JM@“ (1- v2) L J Bt Ry
A N E

Ri + R
= Coeficiente de Poigsbm
= Modulo de elasticidade em tragao
Raio de curvatura dos cilindros

= Carga por unidade de comprimento

oo omom <
¥

= Comprimento do Cilindro

Fara 0 caso dos dois cones em vontacto nenhuma formulagdo analitica tenm

sido desenvolvida.

(o) (b)

Figura 4.1.2¢ Aproximagdn do Padrdo de Contacto de uma Engrenages

Reta & Helicoidal
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Na referdncia /7187 um procedinento “semi-empirice® @ proposto para a
solugdo deste caso. E' certo gue b uso de ua méfndu aumerico de grande
porte proporcianaria muitd majior precisio, Por putro lado, no contexto
atual, o estudo de fentmencs de contacto por Elementos Finitos ou outro
nétodo afim & experimental e trabalbhoso mesmo para os pspecialistas da
area. Tamben deve-se ressaltar que o tespo necessdrio para o
processamnento desta snlu';aa miis uUma vez ‘é incompativel aos propdsitos

desse sstutdo.
0 seguinte procedimento @ sugeridos

. Biscretizag¥o da carga "g" sobre a linha de contacto obtendo-se

cargas concentradas "P” equivalentes em cada incremento,

1

i
1

Z, Hipdtese que rvada carga concentrada "P® provecs umas deformagip de

acardo com a distribuiqlo assumida empiricamente;

W = P 2(1 - \)} x t R (10-5)
b G [a 2 o+ G- E')*‘]”z
c

%

4
onride aq _1(J§ (1~ v )g J{(z Ry
2 %7 E Ry + Ry

= (peficiente de Polisson
= Modulo de elasticidade em cisalhamento
Modulo de elasticidade em tragao

= Raio de curvatura dos cilindros analogos

[t T - I <> S 5 T
§

= Carga por unidade de comprimento
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3. Bobreposigl¥o das deformagbes devidas a tada carga discretizada

para se obler a deformagdo final de cada ponto.

T——

Para confirmar & validade dgsta propusta empirica a referéncla /1&/
fundamenta~se em duas verjficagles:

- -0 fatp de asta proposta s adeguar qem ans testes experimentais.
-3 fato de esta prﬁpngta ser equivalentes & fornulagdoc de Hert:z

quando aplicada a cilindros ems contacto.

4.1.0.3. Determinaglo do Angulo Y

0 @nqulo Y procede a transferéncia do refgrencial normal & base, do dente

para o planc de ocperagaoc. 1

A referencia /%97 mostra com detalhes a geometria da evelvente através

da gual se determina o valor deste Angulo de transferéncia.
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/{ ponto (E')

Figura 4.2y

Peterminagio do
Angulo (&)

/

Sendo o angule £(&’) conforme o mostrado na Fipura 4,2 temos:
yig'} = taf‘[tane(&‘} x casﬁfﬁ’)] NS S Y

A determivagdo dos esforgos sobre a linha de contacto ¢ portanto a3
solugho simultdnea da equagbes (10) e (5):

f{[f{au{x;,g;) X COSYIXh) x CosY(EL) + Kanalxh,Elr]s

B

[ﬁ»znfxéfiiJ X CosY(xel X COSY(Ze} + K;z&(Xi,ﬁiJ]} X putbal dEy =

= {Aa - [ﬁsaf.’l’;) + &ak(.&’;}]}x C05Rs

tk =1, 2, ve0 , m) (10}

i

P= cos 8 x [ij*rs;;; ag;] (5)
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4.1.1. Caracteristicas da Funglno Afx’)

- As fungles Afx') & Azf{x’) deven expressar a distédncia de cada flanco &
linha 1ideal de contactp sohre o plang de operagln, na diregin

transversal,

0 valor de Af(x’) deve incorporar ndo apenas as corregbes intencionais de
pertil como também oDps desvios de manufatura e de montagem., Ademais as
deflexbes dos einos, mancais # corpo da engrenages podem tambés seres
sobrepostas, Assume-se que a influfncia relevante de tais deflexfies
possan ser descritas como uma variaglo inicial ea Atx'), Uma vez gue
myitas dessas deflexles s¥o tungdo da distribuigle de esforgos, uma

anslise prerisa requer um procedimento ifterativo,

4:1.2 Principios da Andlise Numérica

Coms visto acima, 3 distribuigdc de esforgos & determinada pela soiugio

e duas eguagfies do tipss

Jm:',&') RIESD € = [Aa - Atx') ] x cosBy : (8)
b!
8 P= cos By x J}(g’) é ! ' (4)
bf

ande piE’} & A, s3¥o incognitas,

Para a solugdo numdrica desse sistema, a Funglp pE ') deve ser

discretizada em "p® toordenadas no domipio »°, como mostrads na

Figura 4.3.
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PEY 74% 1 | m

N
™
, % I
§ 2 3 4 t 2 3 4
3 E £ g
[ ht : } bt i 1_ hl i

Figura 4.3: Processp de Discretizagl3o da Fung3o pif )

Devido as limitagBes na capacidade de processaments o ndserc de
coordenadas de discretizagldo deve ser o menor possivel mantendo uma
precisin aceitdvel., O seguinte critérin & usado para guantificar o errp

devide A discretizagdo

gnrx',’t:'; X plE') dE ~D{(x',E ) % P,

+

&(X') = ]
jbrx’,é;‘} x p{&) 4’
63
(j = 1’ 2’ a s r n} {12]
ondg elx’') = Errp introduzido pela discretizaglo

8; = Intervalo de discretizag3o em b’
£+ = Loordenada de discretizagio
#; = Forga roncentrads aplicada sobre £,

A aplicagdo efetiva do critérip acima n¥pn ¢ vidvel uma vez que a fungdo

pt &} & desconhecida,
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Un critério oprional & mostradp na express3n (13):

Bix' ,Esdx £ ~Dix',E * ~5~—1) %
2

e(i') z
D(X’,Ej} X #y

(i =1, 2, vau , 1) 113)

No case em  gue os valores de  “eix’J)" s¥o muito grandes, o intervals
deve ser diminuido; resultando es um nimero maiour de coordenadas de

discretizaglo.

$.1.3, BSistema de Equagbes Lineares para a Obtenglo de *pe& )" g "ALY

Uma  ver selecionado o nimero  de coordenadas de discretizagido

{ Figura 4.4 } as seguintes eguagbes podem ser ispostas:

g

GUXS, B30 X Py + Glxy,E2) X Pa +uout Gx1,E00 %P, ==[a.,. -—Afx,J]x cosfs
Gexh, 8iF %Py + Gixh, 50 X Pa +oust Gixa,EL) % Fa ﬂ[&, ~ﬁ(x=}]x cosBa

G{X;‘;E;} XF,{ + E;f?(.’;,gé)xpz +lll+ E{X;;g;jxpn

[&. ~Arxnl]x cosB s

.

(14}
onde
JD(,&*’,&}) dx'
8i :
Gixy L4 = {135}
81
2
? xP:*P:"’aaa"’P» (16}
cos By



Figura 4.41
Posiglo das

Coordenadas £
sohre a Linha de

Contacto

Na notag8o matricial temns:

Gaa Gin cee Fin P (Qa "Ax) b4 COSB#

fiay Gan s 5 zn Pz (ﬁ; "‘.&:) b4 CUSBQ {17)

: XL, dud . >
Gw,[ Gn? P Gnn Fn (&gﬁ a&n) x 50585
s o - ol L. . el
bsp = Bixi,54) sengs | e § as respectivas coordenadas de

digcretizaglo,

Visto n¥o haver nenhuma deflex¥o relevante em um dente guando uma rarga
pfE ) & aplicada no dente subseqiente, a equagdo {17} g  (18) pade ser

extendida para a anélise do engrenamento multiplo da seguinte formas
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Gis 6iz v». Bin pi (Ae = A3) % CO3Bs
62¢ 6iz we. 6Ghn - 0 i (Aa - A2) % cosBs
Gwr Gaz oon Gmm WPl e - 82) x cosBs
63 632 ... 6%n P2 (Ae =A%) X cosBa
2 2 2 2 2
Gag Gafa 'RE 62;5 3 (I’:\u - &2) * C9$Bb
o : : :
N Gil 6%2 vax G::-ur PE (&a - A’Z') X CQSBQ
{182
&
P
——— = BL b P+ ., v e PR e P .. 4 B2 (193
cos Bp
65 seguintes passos promovem 3 solugdp do sistesma obtido
[5] x {P} = {g, X COSBs — A x cosg,} (20)
LA S S S T O - S L (21}
cos Bl
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YTaga:

{P} = [H] x {é. % c;;85-~ A % cosB,}

=1

prida [H] = {6]

g~ ey

Py Hea Hiz eov Hiy Au x cosPy - Ay xcos5B,
P = tHoy Huom vus Hap :ﬁ, x Co03Bs - &2 xl‘:{:‘fﬁa
< . P . s, >
P, Hna an "aa H»n &a » ‘:958& - ﬂ'n XCQSBb
hrs. -t e e s s

Pi “ Rl\ x &. - Sl
) Fa = Ry x A, - Sa
: (24)
Pn = Rn S &n - Sn
pnde n
Ry *ZH;J * cosB,
3=1
=3
1
5. ?ZE?HJJ x Byox tosBes
i=1
n 1 n
E P;=ZR; ® ba -> 8, (29}
™ $=1 i=1
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portanto

n {26}
g Ri
je=]
e
It .
P, = E Hey »tha xcosBy -~ A, % cosB,) 1271
i1

£.1.4 LimitagBes dp Procedimento e N¥o-linearidade do Fendmens

De modo geral, a aplicag¥o da analogia da engrenagesm & placa engastada
promove precicBes aprecidveis, 0Os trabalhos anteriores /By13,17,33,557,
ctonfirmaras com experimentous a boa gualidade do método quandg aplicado a

projetos padronizados.

Suande o método proposto é aplicadp ap projeto n¥o-padronizade alguns
tuidados adicicnais devem ser ohservados para que sus precisio possa ser
avaliada, Além do cuildade obvip de se trabalhar com o madzigo de
coordenadas de discrefiza;&n conforme o disponivel, uos seguintes itens
devem spr consideradaost '

~f analogia do dente helicoidal & placa encontra dificuldades nas
regibes extresas das Iaterais pois a foraulag¥o de placa nio preve o
casg real em gua a secglo normal nas extresidades n4o @ conpleta {ver
Figura 4.3 1},

~Também n¥o se prevé a “distorgi¥o” da secg¥n normal devido a
diferenga gradual do angulo de hélice entre a raiz e o topo do dente.

Esses  fatores devem ser controlades e valores limites estabelecidos,

arima dos quais a precis3o do método n¥o & assegurada.
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/ Raiz do Dante
. ,,ww”""‘mw“cha Andloge

Topoe de Denta

Regibo _menmpmu //’

Figura 4.5: Aproxisagdo do Dente Helicoidal & Placa Engastada

0 problema proposto enfrenta doig fatores de n¥o~linsaridade:

-As deformagles de contactno, expressas por Koy 5o inerentemente
ndo-lineares,

-Tambeén uma forte causa de ndo-linearidade aparece devido ao fato
de a linha de contacto efetivo &' nlo ser definida de antem¥o, ou seja o
problema real nd¥o admite 2 existéncia de uma forga Py gue seja menor nue
2eru {a qual tenderia a aproximar os dois flancos).No algorites propostao
assés fatores s¥o cantornédns através - de uma série de {teraghes no
provedisenta bisice controlando-se a converglncia dos resultados {ver
capitulo 73,

4.2. Cédlculo das Pressles nos Flancos

Esbora o presente trabalhe nl3n desenvolva o procedimento pard a andlise
das presshes superficials, os seguintes dados s3o obtidos pard cada
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intervalo da linha de contacto:
-R carga distribufda,
-0 raio de turvatura das duas superficies.

- deslocamentn relative { escorregamento J entre os flancos.

Bispondo-gse de tais dados, tants a formulacdo de Hertz como outros
procedimentos mais acurados podem ser aplicados. Gada intervalo pode
ser assemplibado a uma fatia de dois cilindros infinitos, pressionados

entre =i, girando com escorregamento.

4.5, DAlculo das TensBes np P& do Deste

No item 4.1. chegou-se s diversas forgas P, as guais sdo discretizagio
da funglo pr&') spbre a linha de contacto. Para a obtengdo das tensbes,
o efeito de cada torga P, deve ser anallsade e o8 resultados
sobrepnstos, A Figura 4.6 mostra v nmodelo basico desta andlise, A
BEpESSUFE 5, £ delimitada pelo ponto de tangéncia do raio de
concordancia r tom uma reta que faz 30° com a diregdo vertical sequndo o
plann nurmal ap dente. U5 testes exparimentais, guase que unanimepmentse,

confirmam que as tenstes criticas surgem nessa pusiglo F9,30,22,42/.

Figura 4,54
Posicdp de P,

np Flanco da

Engrenages
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4.3.1, Cilculp das TensBes de Fleydp

fis tensbBes devidas aov mompento flstor que surgem no pé do  dente s¥g as
mats significativas para a andlise, Este mosmentp & resultante da
aplicagdo da forga P,cosY, a uma altura b, da base do dente. Para & sua
deterainagdo a analogia a placa engastada 8 mais uma vez empregada, Os
resultados obtidos por diferengas finitas foram parampgtrizados na
reteréncia /15/ e seus valores checados contra dados experimentais. As

tensbes na superficie do pé do dente s¥p dadas pela seguinte expressin:

Oaland =L H0x,,E0) (289
s¢t

n

Tensdo de Flesdo

Mpnento fletor no engaste da placa andloga resultante
da aplicagho de PycesY,, { Figura 4,7 ).

unde O,

x
|

Figura 4,7;:
pmﬂcl§§) Aplicaglo de

/ Piycasy,
schreg a4 Placa

Andloga

/ \
/ Yv
AR

i Sg
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4.3.2, Caltulo das Tensbes dp Lomprescin

Para p calculo das tensbes de compressyo devidas A forga  PRyseny,, a
configuragio da Figura 4.6 & asseselhada ap modeio mpstrado na

Figura 4.8.

PisenY]

Figura 4.8: Mopdelo para o Célculoe das TensBes de Compressioa

0 estado de tens¥o em uma placa semi-infinita splicitada por uma carga
no hordo { Figura 4.9 ) foi demonstrado por Timoshenko F60,407,

Txrd@

Figura #.%9: Anilise das TensBies na Placa Semi-infinita f60/4
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As tensbes segundo a diregdo vertical a uma distdncia h, do borde sko

dadas pory

ey,

On = 2P cos*8 . (29
KT
de forma gue
oo
J;anv} dx, = P ' 130}
g0

satisfarendo a4 condig¥o esgtitica.

Para o caso da Figura 4.8 assume-se’ que as tensbes se distribups de

forma semelbante, isto A

L

On = kn ¢0540 {31
tal que
chn(x.»i x5e xd¥y = Py xseny, ' {32)
b’!c{)SBF

Sendo ¥.. & %., as distdscias, segundo o eixe x,, dp ponto gj -3

extremidades da largura do dente ¢ Figura 4.10 ) temns:
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Xvb

SGQ(XVJ Wiy xdX, = P, xEEWY ;

¥va .

¥, = h, Ktan
dx. = h, xsecz B 48

Bh

S¢ Lkn COS%G ch,y x sec?BdB

Ba _
6b
# 5y ka h,xfcaszede

Ba

2 2 ’

kn | 4 Py seny, _
Se h,[senZéa + sen28, + 208, + é.)]

Sy ka N, [sen?éb 4 seaZé. + éa + é;} = flyx senY,

{33)

{34}

A toordepada "0@" e os valores O, e é, estan mostrados na Figura 4,10,

Pix san¥]
ponto (£’ 1
hj
3 3o
i S S
LTI
/. /
— Ry . - Xvb o~
biroePp S

Figura 4,10

Determinagio
de é.¢ g éb

4.3.3. Fator de Concentragiio de Tensles e TensBes de Cisalhamento

A andlise wexposta arima ni¥o considera a concentraglo

de tenshes

atribufds ao raio de arredondasentc no pé do dente. Tanto as normas de
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projete /1,2,3/, cowmo diverses trabalhos F9,10,40,41,55,61,62,063,44/
propbea valores levantados experimentalmente para este fator, os

quais s¥o0 analisados no capitulo 6 € ajustados para o algoritep
proposta.

Por outro ladn tem sido comum, nos métodos de cdlculo, a sobreposigip do
efeito de cisalhamento devido & forga transversal. As teﬁsﬁes de
tisalhamento na base do dente s¥o significativas sspecialmente en dentes
rebaixados {(“*stub gear®}. Todavia, na superficie do pd do dente oy nas
camadas sub-superficiais, as tensbes de cisalhamento s¥o despreziveis,
No presente trabalho, a andlise de tensbes se limita & superficie do pé
do dente, onde geralmente se iniciam as trincas devidas A4 fadiga do
material. Por esse motivo as tensbes de  cisalhamento nlio s¥o
consideradas., ' “ )
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4. DADDS BEDNETRICOS DAS ENGRENABENS

Ubserva-se que os dados de engrenagem s¥0 cosusents fornecidos segundo
torpatos adequados a cada empresa ou asbiente de projeto. A despeito
dos auitos esforgos de padronizagin, osses dados tendem a acowodar-sg s
peculiafidades do processo de manufatura & controle de gqualidade de cada
tabrica. Demals, os detalhes de “lay-out*, asontages, aplicaglo de carga
e rotagles causam miltiplas combinagles onde cada gual produz resultados

diversos.

Dados nan Padruﬁizades

Lonvers¥o dos Dados

¢ Pré-mpdelagen

ALEDRITHD
 BASICO

4

Pés-processamento
dos Resultados

Figura S.1: Fluio para a Implantagdo do Algorites Bdsico



Visto que a anAdlige desses fatores foge aons objetivos deste trabalho o
seguinte esquema é estabelecidos _

-Una formato bidsico para os dados de entrada & proposto.

~Uma configuragdp basica de "lay-out” & imposta.

~Implantado em ambientes diversos, o algoritmo deve seguir o fluxg
sostrado na Figura 5.1,

Assegura-se gue o algoritso proposto aplica-se a gualquer projeto
independente de seu formato e configuragdo. 7T¥0 somente 8 tarefa do
usuarip adequd-lo &s suas imposigBes através de um pré 8 pds

processaaento.
5.1. Dados dos Dentes N
-Todos os dados a segulr obedeces a definigdo ¢ nomenclatura do Projeto

de  Noraa ABNT-4:04,.01-003-8et/1982 /5B/, a menos de algung detalhes
devidanents comentados.



Engrenages | Engrenagem 2 Pescrigio

i 2 Médulo Normal

2 iy Argulo de Pressdo Norwsal

3 B8 Angulo de Hélice no Dia. Primitivo
L 7 F U Nimero de Dentes

8 F _ Distancia entre Centros

& 54  $a ! E;pessura Circular Normal

7 dey deg Dia. Externoc ou Dia, do Bhaﬁffn

ne Yopo do Dente

B dry dra Lidmetrp de Raiz

2 ri ra Ralo de Eoncordancia no P& do
: Dente segundn o Plano Norasal

S.1.1. Tolerdncias de Fabricagdo

€° sabido que os pardmetros acima mencionados apareces na prética dentrop
de faixas de tolerdncia ao invés de valores exatos. Propbe-se gque o
algoritao basico faga a andllise de um conjunto de dados por vez, D
acorde coe 3 necessidade de aplicagio, a rotina de pré-sodelages poderd
acionar o algoritee bésico tantas vezes quantas necessdrias, usando em

cada vaso coabinaghbes dp valores mixieos e minimos de cada pardmetro.

5-3



3.1.2. Engrenagens Obtldas por Fresas de Beragfoe (Caracol, Shaper,
gte.)

Para as engrenagens ophtidas por geragis, alguns dos pardnsetraos
mencionados acima ndo s3oc fornecidos em desenho, ou quando fornecidos
n3n s¥o dignoes de conflianga. Como  exemplo tipico menciona-se o raio no
pé do dente (r). Via de regra, o processo de  geragido imprise & regido
do pé do dente uma curva “envolvente de trocélide® a qual tes um raip de
curvatura distinto em cads ponto. Tambés 2 o caso do didastro de
chanfro na cabegca dos dentes, guando fresas do tipo "sesi-topping® sio
aplicadas, Resulta mals conflivel gue os dados da ferramenta sejam
analisados junto com ac pspecificvagbes do processo de corte e

atabamento.

B #stude analitico das trocdides tem sido explorado extensivamente na
refertncia /7597, portants se propbe gque taig afustes se efetuem na fase
de pré-modelagem. T30 somente para esse caso, ps dados de ndmaero 8 e 9,

{dr & r) ser¥o substituidos no algoriten bdsico pelos dados a seguir:

i0 Xry X¢a Coordenada Horizontal da Raiz
da Placa Andloga

1 Yra Yra Conrdenada VYertical da Raiz
da Placa Andloga

12 Fra rra Raio de Curvatura do
Ponto { Xe ¥y )

Eszes dados s3o0 obtidos segundo o esquesa sostrado na Figura §.2.
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d/cos®p (dilimetre primitive "imagingria”, segundo ¢ plone normaol)

Figura 35.2:

Esguema para a
Obtenglo de Xy ; Ye y B Ty

Esses dados s¥o ewmpregados para 2 cosposigio do modelo descrito no
capitulo & itea 6.1,
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5.2. Dados de *Lay-out®

lapbe~se a configuragdo mostrada na Figura 5.3,

MRQ{‘G 4 \"h

Y
2N

remee e e e —

Ady Aby

1

ﬂﬁz

Ab
" L 2

z

™ Rodg |~ |

Figura 5.3: Configuragdp Bisica ds "Lay-Dut®

~f roda de nUmero ! é mostrada np lado de.baixu,
direita e recebe uma forga no sentide que entra na folha,

~Toda vez que o valwpr A., for maipr gue zero, A.a

vomp igual a zero e vice-versa, Faz-se o aessp  com ps

Absn

5~6

deve

valores

poassui hélice

spr dado

Apy B



A coordenada *x" parte do ponto wédic da largura da roda 1.

13 ba ba Largura da Engrenagen

14 Amz A Excedente da Largura
ng Lado Esquerds

13 A Awz Excedente da Largura
no Lado Hreita

S.2.1. Peculiaridades de¢ “Lay-oput®

-Buandp as caracteristicas de aplicaglo de forga & sentido de
hélice n¥o forem dguais as impostas, a pré-mpdelagem deve proporcipnar
ue rearranjo dos dados para gque o algoriteo basico se aplique. Nesse
caso, dlgumay vezes 03 resultados aparecerdo Invertidos no gue se refere
3 direcan x. Iétu 2 facilmente previsto na pré-nsodelages & deve ser
corrigido ne pds-processamento dos resultados,

~Tpdos o5 tasos em gue a largura da engrenagem n3p aparece ©omp O
especiticado, deven ser aproximados cosrentenente. Por  vBreEs,
aronselha-se gque mais de uma andlise seja executada para se obter saior

tantianga., Dois evemplos sdo expostos a seguir,



Figura 3.4

Apraximagdo para
Engrenagens coa

Largursa Irregular

Para o caso mostrado na Figura 5.4 ¢ de se esperar gue o resultado real
esteja priniso da apndlise {nteraedidria (ndeere 2) 2 que seguraments

esteia entre as de nlmero | e 3.

Figura 3,3}

Aproximagdo para
Engrenagens Entalhadas

e Pounts dB_Eixo

7.

A — b it

N
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Desde que a rigidez do lado direito da roda 1, na Figura 5.5 & suito
salor do gque as demals, ssta configuraglo & aproxismada para um casu em

que o excedente de largura seja wmuits aaior do que a5 dimensbes

envolvidas,

3.3, Dados de Desvio do Perfil { Errvg & Corregbes )

Visando propbsitons diverses os perfis das engrenagens s¥p  cosumente
alterados de forma a se afastar da curva evolvente {deal. A essas
correghes de acumulam os erres de manufatura, deformagbes de tratasmento
téraivo & erros  de pasi:innamenta dos  eikos. Buando posto es
funcionaments o rconjunte engrenaqens-gixos apresenta deflesbes gua
vausan alteragdo adicional na posigio felativa dos dentes engrenados.
fodos esses fatores Yazem com que o engrenamentoc seja alterado ee duas
diregbes:

~Uma distdncia iniclal entre os flancus é intraoduzida.

-0 vontacto passa a2 opcorrer a certa disténcia fora do plano de

eperagdo.

Uma andlise grosseira revelas que a distancia inicial entre os flancos &
tungdo direts do desvio total introduzido enguanto a distancia do panto
de contactos aoc plano de operagdo 8 fungip da derivada primasira do
desvio. Essas duas distancias causam alteragbes na distribuigio da
rarga.

Ume vezr que a distdnclia do ponto de contacto ao plano de operaglo &
puito senor do gue 2 distdncia inicial entre oz flancos, a priseira ¢
desconsiderada na presente andlise. A pré-modelages deve proceder &z
conversbes necessarlias para que o desvio total seja expressoe segundo as
regras definidas em seguida.

Na Figura 5.4 o quadrildtero ABCD limita o plano de operaglp., 0 desvio
do parfil deve ser expressp ac longo do plano de operaglo, na direglo

transversal para cada fatia da largura da engrsnages.



i t . o
" - - \B‘
¢, didraetro de base v; ot

Figura 5.6t Posigdo do Flano de Dperag¥o num Par de Engrenagens
Helicoidais /31/

A Figura 5.7~a wmostra o levantamento dos dados para a composigdo da

relaglar

b= ffz’} {33

onde ' tes a diregdo e origem conforame mostrado na Figura %.7-h

Comp os valores de O s¥%p varidvels em cada fatia da largura, tem-ses

Az ¥(z',%) {34}
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Curva
Evolvante

ldmai
o Peartil Reul

Y

Figura 5.7

Determinaglo
dos Desvios
de un

(b) Perfit

Evplvente

No algoritmo proposto convenciona-se que os valores o desvio serds
tornecidos para uma série de pontos {x,z') igualmente espagados & que us
valores intersedidrios serdo obtidos por interpolaglo, obtendo-se assinm

a descrigdo topoldgicvs do flanco, como ¢ mostrado na Figura 5.8
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distingia da foce {mm}

Q q ~ M ” % ”g 0
o in Q" ‘9‘;" mw mn A
s R ".? - iy v
41,0 = ” -
-5 7 4
3 , 44
—, 37,5 . ! ! ‘f ' 7
H 5 ‘ : 47 ' 7 71428
R e A A <
s a1 : : 5 NN 2s
3 34‘2 N .. ] . 7 .. - . -
g‘ & i 4 A a 27
o 32‘5 ' - . ar aa 25
$ 8 : ;
;b ] 56 3 E AT 8
S 308 b - 20
/ j 1y RN R 2 8
29,1} ZE) T - 7 i . -2 0
Wio |5 A 4
IO - b o 20
perfll idegl
24 ~26
dasvio do perfll idec! (Jim)
parfil resi

Figura 5.8: Topologia do Flanco de up Dente de Engrenages

Deve-se portanto fornecer, como dado de entrada, a matriz com vs valores
do desvio sedidos ea micrometros (Um), Assume-se gue a posic¥o (1,1} da
satriz refere-se ao ponto na borda esquerda wmalw inferior e {n,ml an
ponto na borda direita na extremidade superior {didastro externs), 0
posicionamento das engrenagens deve obedecer a mesma convengdo adotada
no ftea 5.2, Essa matriz tes tamanho arbitrdrip, sabendo-se gus quanto
mais gstreito os intervalas mais precisos seri¥oc os valores

intereedidrinos obtides por interpolagi¥o.
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Figura 5.9y

Para

Roda ¢

A1y Az
Ar{z1)y Ar{axz)

Q;(ni) A1{n2)

e A1{im)
sv Ar(em)

er Arinm)

Roda 2

— -

Az{11) AzC12)  esv A2{im)
Az{z1) Az(zz) ese  Az{om)

A2{n1) Az(nz) <+ Az2(nm)

{btenglo dos Valores de A

o case de engrenanento simultdneo de varios pares em que se impbe

padrdes de desvio diferentes para vads dente, zs diversas matrizes deven

aer

fornecidas .

18

[+]

[22]

Matrizies) dos VYalores
do Desvio Total

ng Flancp
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&, DETERMINACAD DO MODELD BEDHETRICO E ANALISE DAB TENSBDES

Para se aplicar a formulagdo de placas As gngrenagens, uma série de
simplificagbes na geometria do elemento & necessaria. Para que este
nodelanento se efetue automaticamente es computador & necessdrio gue a
foranulag¢do geral pstejs bem'definida, & gue sua regra de foreaglno seja

suficientemente detalhada.

Esta atividade se divide em duas tarefas:
-h determinagdv das disensBes dp sodelo andlogo.

~& transfertncia do referencial real para o dp wsodelo g vice-versa.

'ﬁ obtenglio deste modelo ndo obietiva simp;ificar # andlise geométrica ou
rinemdtica do par engrenado. Esbora um tanto complexa, toda a andlisze
geandtrica e vinemdtica das engrenagens # perfeitamente exequivel en
computador de peguens porte, obtendo-se valores exatus como resultada.
A utilizag3o de um modelo geomeétrico simplificado deve se limitar ao
estudo dos dados cuja obtengdo seria invidvel de outra maneira, a sabar,

o gstado de tenshes e deformaghes dos corpps es contacts,

0 presente trabalho n¥o se propBe a justificar com mindcias cada passn
da analise geométrica e vinemdtica, visto ser este um assunio amplamente
divulgado o gual tem sido abordado com detalhes, principalmente nas
refereéncias /11/, /31/ e /8%/. Alguns detalhes da andlise geométrica os

quais sd¥o préprios do algoritmo proposto recebem maior ateng 4o,



O fluro eostrado ns Figura 4,1 deve ser pbedecido,

—

Andlise Geoaédtrica e
Einamitica Exata

]

{ibtencdo do Hodelo
Geométrico Analogo

!

Calculo das Defor-
maghes no Mpdelo

3

Transfertnsia das Deforma-
tbes para o Corpo Real

]

1
Cilculo dos Esfprgos no
Larpo Real

Transferéncia dos Esforgos
para o Hodelo Andlogo

}

Eidlculo das Tenshes
no Modelo

Transfer@ncia dos
Resultados para o
Corpe Real

Figuras 6.8t Fluxo Seguido para a Andlise de Tensbes ¢ Deformagles do
Par Engrenads
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4.1, Determinagdo das Dimensties do Modelp Andlogo

A formelagdo de Umezawa fi3f tem sido adotada para a determinaglo das
tungbes de infludnria do sistema, FEsta & uma forpulaglo bidimensional

de placa, a qual sisula uma creasalheira trapezoidal conforme a

Figura 6,2,

Figura 6.2:

Cremalfieira Andloga
Utilizada no

Modelo de

Umezawa 713/

Ao montar o modelo geométrico, deve-se identificar para certa engrenagen
quais as disensbes da cresalheira gque wmals se aproxima do corpo real,

Para isso o conceito de “Didmetro Prisitive Imagindrio* /1,2,3/ &

utilizado { Figura 6.3 ).
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'(XF R {3

d/00alP (diB8mstre primitive “Imagindrie”, sagundo o plant normal }

Figura 6.3: Corte Normal do Dente para a Obteng¥o das Dimensbes da
Cremalbeira Andloga

A largura da cremalbeira 4 dada pors
by = b (36}
/ ces By

onde B = Angulo de hélice na base da placa andloga
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e sua altura é&:
ho = ¥e = ¥y | {37]
A espessura da base da cremalheira ¢ dada pors

Se =2 2% Xy {38}

& torma final da cremalheira andlopga estd mostrada na Figura 6,4,

-»s.rmh-

Figura 6.4: ,/f//’
Dimenshes da

hy
Cremaltheira
Andloga

f formulagdo de placas adotada, fpi desenvelvida visando apenas A&
aplicagdisc em cremalheiras padronizadas, Por pease aotivo, os dagos
resultantes s3o expressos em funglo do “Hédulo® e “Angulc de Press¥o® da
cremalheira. Para _é adequagdo dessa formulaglo av projeto nko
padronizado o8 seguintes pardmetros sio determinadoss

B, 5 tapt s {3%)
2 h.
2 iy
¥, = {44}

J tan O, # 7

&-5



i

onde O, = Angulp de Press¥o ds Cremalheira

#

p, = Mbdulo da Cremalheirs

Beve-se ressaltar que os parasetros G, 2 #, n¥p est¥e absolutamente
relacionados com & cinsadtica do elements nem com a sua manufatura, t¥o
soaente dizem respelto as dimensbes do  dente quando aproxisado A
cremalhelra. Verifica-se, por conseguinte, gue os valores o, & »,. n¥o

s¥o necessariamente iguals para. as duas rodas engrenadas.

8.2, Transferéncia enire ns Referenclais Real e toe Hodelo

Tanto a analise da distribuig¥o de esforgos como a andlise das tensles,
partem do principio de que se pode discreiizar 3 targa distribuida ¢n ua
nimers finite de opontos e sobrepor as influgncias de cada carga
resultante. Portanto @ necessario conhecer, como ponto de partida, as
influtncias de uma carga que esteja localizada em um ponto gualguer

sagbre o flanco do dente,

Flant de Opsrocde -

X E=d/cos?p

Figura 6.5 Localizagdo de uma Forga P, sobre a Engrenages
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Lomo & mostrado na Figura 6.5, treés parametros definem 2 posigdo de una
forga puntual sobre o flaggu da engrenagemt_

-5us altura em relaglo ao centro da roda ( rain ),

~8us posiglo lateral { eive x ).

-Beu  @&ngulo de incidéncia com relag3o & linha média do dents
{ #ngulo Y }.

Partindo-se da analise clnemitica, obtém-se para uma dada posiglo de
engrenasento, as coordenadas da linha ou linhas dg cantacto, Uma vez
discretizadas as linhas de contacto, obtém-se, para anpuela posigln, unm
conjunto de pares (x,r}) onde devem =& localizar as gargas discretizadas
Ps. Este procedimento & abordado com detalbes no ites 6.3. Coso passo
subseqiente, @ precisoc gque as cnurdena@as {x,r} de localizagl¥a das

furgas P, sejam transferidas para o refarencial da cresalheira onde se
provede a andlise.

6.2.1, Obteng¥o da Altura {y,} da Forgs no fHodelo

Segundo a configuraglo e«posta na Figura 6.6, tesos:

yulP) = r - Ry ' {41
brde ¥y, = Coordenada vertical sequndo o referencial da
cresalheira andloga
r = Distancia do ponto de aplicagdo da forga P ao centro
da roda,
R+ = Distancia do ponto (xe,ys} ao centro da roda.

B variagdo causada pelo ndo paralelismo de r e R, s¢ mostra desprez{vel
en todos os casbs,



Filgura &.5:
Determinagio da

Coordenada y.

b.8.2. Obtengdo da Posiglo Lateral (x.) da Forga no Modelo

R analogia de um dente helicoidal a uma placa retangular engastada sofre
as imprecisfes pencipnadas no ites 4.1,8, dentre as guais s¢ revela mais
grave a Jlncapacidade de o nmodelo representar a forma real pnas
gxtremidades laterais dos dentes. U flanco da engrenagem helicoidal gue
possue uma forma proxima a um paralelograap, precisa ser assesmplhado a
ue retdngulo perfeltp para gue & analogla se aplique, Demais, & secglo
transversal real n¥p € completa naguela regifo. Por conseguinte & de se
gsperar gue tante a rigldez como a distribuig8o de tensbes nas

extresidades do dente sejam bem diferentes do previstp no modelo.

Verifica-se, sem embargo, que esta limitagdo rausa pouca redugldo na

-



precisip geral dp métpdo. A relativamente pequena rigidez faz com que
somente  uma pequena  frag¥o da cvarga seja supprtada pelos bordos do
tlanca. Alen disso, & ";rética usual, impor ap per4il wuwm abaulamento
segundo & direg¥o transversal | "crowning” )y, o qual desloca a carga

ainda mais em direc¥o apv centro.

E' firil de se observar gue este $ator de imprecis¥o aumenta 4 medida
que diminul a largura da engrenagem. A express3o (42) mostra a condigl¥o
que asg dimenénea da roda devem obedecer para se garantir uma precisia
satisfatoria,

¥

(s,xs58p Byl 7 2 ¢ b/ 10 i42)

Tambda * deve-se evitar o usp deste'ﬁalgnrjtmu especificanente para a
andlise do comportaaento das extremidades do flanco, visto gue nlo se

pude quantificar o nivel de erro implicito.

Como & visto na Figura 6.7, a cremalheira andlnga é ajustada ao dente de
tarma s linhas oédias no topo de asbos coincidirea, A “distorgdo”
prépria do dente helicpidal ¢ negligenciada.

Figura 6.7

Determinagio da

foordenada x.
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A conversdo da conrdenada "x® para "x." & portanto:

mx Sf Yy .
Ay = # ] - tanBy {43%)
L0358y Z tang,

Dheerva-se gue o tridngulo ABL na Flogura &,7 n¥n encontra correspondente
na cresalheira andloga. Por essp motivo um ajuste adirional deve ser

feito para a regi%o do dente em gque ( x 2 0.4 b ) resultando sas

X S¢ Yo ' X
X, = # - tanB, |5 - 19— {34)
coshy 2 tara. b

b.2.3%. Ubtengd¥o do Anpulo de Incidencia da Forga

Estando definida a posig¥o {x,r) em que se aplica a forga P,, deve-se
deterainar o angulo que tal forga fard com a base da placa andloga o gue
dgefinird o valor da carga transversal e normal, Pelo principio de
engrenamento, sabe-se que a forga P, & sempre normal & superficie de
contacto. Portanto no plane transversal do engrenamento determina-se o
dngulo de incidéncia €,

. ras 5
£x tanp [coE‘«hn] -(:w* * tand.) f Cw {45}
r 2r

Y= tapt [tans X cosﬁ} (44)

onde Y = Angulp de incidéocia da forga £, segundo a diregSo normal
r = Raio em gue a forga P, estd lpralizada
o = Angulo de press¥o transversal da engrenagen
B = Angulp de hélire na altura “r*
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.3 Distribuigio dos Esforgos & Tensfes

E’ necessario que a andlisze gerposta ate entlo seja particularizada para
¢ estado de solicitagdo gue realmente surge durante um ciclo de carga
sobre um par de dentes engrenados. Para tanto o ciclo continuo deve ser
discretizado em  varios degraus ¢ o estado de solicitag¥e analisade em
cada um deles, '

A aplicag®o das fungbes de influ#ncia, as tensbes de compressic e a
analise de concentragdo de tensBes devem ser discutidas afim de que &

configuragdo final dos esforgns ¢ tensbes seja levantada,

b.3.1. . A Geometria do Engrenamentp

Ea uma engrenagem helicoidal, o cvontacto entre dentes ocorre tdo sosente

sgbhre © plano de operag3o dentro do retanquloc ABCD wmostrado na

Figura 6.8,

Figurs &.8: Posiglo do Plano de Operag¥o num Par de Engrenagens
Helicoidais 731/
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Na Figura 6,9 define-se a posig¥o do retangulo ABCD em relaguo
engrenagem 1 & A cunven;:g adptada no capitulo 5.

Figura 4.%9: Posigdo do Plano de Contacto & do Ret#ngulo ABCD

E
by
L
d'z //
““““““ }—bp
N
\
\
dﬁl
by
e
X
{al
J T e S S e e e 3 dhz
i
{
B ¢
/ __——"Plane de Contacto
P
g
. A 2 o
t i
z |
{
SR, -t iy
Lvmemninilioms
X
el



R targura b, & a intersecydo das larguras by e bz, a gual & dada pors
be = by ‘?ai “ Ayy 5 ba = Aua - Aoz {47}

As linhas de contacto surgem portanto dentro de retangulo ABLD,

{ Figura 6.%-c }, como um feixe de paralelas distanciadas entre si de um

*nasse de base* e inclinadas de 8, em rg;agan a4 horizontal, sendo o
*nasso de base” definido port

Fa = Ba X T X COS Oy (48)

Define-se o parametro ez’ { percurso de engrenamento } o qual tem valor
definido paré cada estdgin do ciclo de carga { Figura 6.10 1.

* +

bp
e ettt b O )
| Pl
| {
B .~ I+
- / /‘Pianq da Contagte
- -l P
- Cll
- - P
Eise de Pt A —ort O
- P
Voriaglie do - —"}
. + 7 -
Pormeire ex ia ’,.v*
- ”/" L wwwwwww e dbt
’#"'«’
Lprsnsasssnlipin
X

Figura 6.10: Posiglio do Eixo de Variag¥o do Pardnetru ez’

Como revelado na Figura 6.10 o parametro ez’ & func¥o Inietora da
posicdo de engrenamento e varia de valores simétricos ( de ~2’ a #2°' )
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dgurante o ciclo de targa, Uma vez assumido certo valor para ez’ os
seguintes dados estldo de{inidnsz
-Posig¥o & extensin ;é linha de contacto do par emn andlise.
-Posiglio e extens¥p das linhas de contactos dos cutros pares en
ctontacto simultanea,

Para a andlise total do ricle de engrenamentp o percurso de variagdo de
ez’ deve ser discretizade s cada uma das posig¢bhes resultantes

analisadas,

-Plans de
Contacte

Figura &.11:

Discretizagio das

Posighes de

Engrenanmentp ¢
das Linhas
de Contacto

e ]

x

Es cada posig¢lo de engrenamento, as linhas de contacts devem ser
discretizadas e para cada ponto &, resultante determina~se as

cpardenadas {(x,.z27}3.
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A coordenada r de cada ponto de contacto { distancia ap eixo da roda § &

obiida na seguinte expressios

Fox ol re? 5 gra /2 (493

&.3.2, Célculo da Distridbuigdo dos Esforcos

Todus os  dados necessdrios para & aplicagyle da formulaglo proposta no
capitulo 4 tée sido definidos para o problema particular. As fungBes X,

g K. definidas nas referéncias /14/ e/14/ s¥0 entle empregadas para ss
definir a distribulgio de esforgos.

A fun;ié Ke merece consideragles adicionais uma vez gue sua derivag¥o &
*seai-empirica” a parte de suas caracteristicas tém sido contsetadas oy

ﬁégiigenciadas en algumas das fontes literdrias consultadas. Demais, a
fung¥o de influéncia Ko & dependente da forga aplicada o gue conduz a uam
problema de solugdo nlo linear,

A funcao K. ¢ dada pela seguinte expressdo:

2{-v i
Ke = ¢ ) ® 1/2 (50}
4w & %cﬁ ¢ (x' = 5')%
ande 1 1
118 g By Ra
Qe = ] mf i) {51)
R il £ # +8a

= QDopficiente de Poisson
= Modulo de glasticidade ea cisalhaments
Mbdulo de slasticidade en traglo

= Ralo de curvatura dos cilindros anilogos

&y B oMy @ O
H

it

Carga por unidade de comprimento

0s dois raios de curvatura R para cada ponto de contacto estdo descritos

na referéncia 731/ ( Figuras 6,12 ),
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roit de curvaturg ne pigne
transversai

Linha de contocio

R:raio de curvatura
ng  piana  normal

Figura 6.12: Determinagdo do Raio de Curvatura de um Ponto no Flanco

de Engrenages Helicoidal /3i/

Ispbe-se inicialmente para o valor de "¢" a raz¥o entre a carga total e
o comprimento total das linhas de contacto. Uma vez definidas as forgas
e cada ponto de discretizaglo, redefine-se o valor de "¢* para cada
seqmento e repete-se & andlise. Verifica-se gue os valores de "2% BB
pstabilizam na terceira ou gquarts fterag%o ( ver capitule 7 ). Para
este procedimento deve-se  adotar os vuldados devidos & aplicag¥o de um

nétodo {terativo em computador 765/,

g modeln adeotade por Umezawa pafa a determinaslo de K. assume que os
coerpos  em tontacte sejasm espessos o bastante para que a deformagdo
superficial nd¥p seja aftetada pelas variagbes de espessura. Por cutre
lado Umezawa assume gque pas proximidades das bordas surge um fator
sdicional de defprmagd¥e o qual fol levantado es corpos de prova

tospostos de bloces cibices pressionados com pungio.
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A validade de tal determinagio & questiondvel s a incorporagdo deste fa-
tor & negligenciada na maiopria dos trabalhos da Area /12%,22,30,53,54,55¢/
Ho presente estigio é quaég inpossivel & confirmag¥o experimental destes
valores na prépria engrenagem ® 0% sxperissntos realizados ea corpos de
prova variam ctonsideravelmente em seus resultados. No algaritmo
proposto pode-se proceder a andlises paralelas considerando-ss ou nic a
inclus3n  deste fator, o0 gue 4s vezes resulta am diferengas
congideraveis., No caso real em gue as bordas dos dentes raramente se
totan  devido s cerregles lmpostas, ag difgrencae tornam-ge

despreziveis.

6.3.3. C&lculp das TensBes no Pé do Dente

Uma vez determipada a distribuicdo de estforgoue , a5 tensbes sko obtidaw
segundo 0 procedisento  demonstrade no capitulo 4, & andlise procedida
ate ent¥o &w baseia na distribuiglo de esforgos e tenshes em placas
bidimensionais para o% esforgos tranversais e sm semi-planos infinitos
para os esforgns noreais. Nenhum destes modelos podss reproduzir o
acréscipo  de tensko no pé do dente da engrenagea devido ae raio de

curvatura naguela regido.

Este fator de concentragloc de tensBes tem sido discutido nas referéncias
/7,10,40,41,35,61,62,63,64/. Todos estes trabalhos seguem o procedieento
bdsiru gue consiste em levantar o fator que adapte os valores do aodelo
natematico ans valores medidos experimentalmente. 0 modelp bisico de
Hirt /%7 +foi adotado uma vez gque seus pxperimentos revelam maior
spfisticag¥o » 3 medida experimental & feita no corpo real através de

 micro-extensfeetros. Assume-se assin 2 seguinte fdraula bdsica:
bz i + Sf

For e
O, = OUX . (52)
[ I

onde 3, & b, = Fatures determinados eopiricaments

e = Disténcia do ponto de aplicagho da forga an
ponto da medida da tens¥o ( Floura 6.13 3,



porto (3 1)
Pix san’t]

ponto onde o tensdo

¢ coiculodae

L

Fiqura #.13:

Determinagdo do

Parametro “e"

s valores de a. e b,. foram determinados como “0,58" e "0,28" na
toraulagdn de Hirt na qual o madelm.mateméticn de vigas +ol utilizado
{ mpdelo de Lewis ). Para a presente anidlise o valor de a, se¢ ajustpu
ger volta de *0Q,770", Esta variagdo & Justificdvel uma vez gue a
forasulagdo matemdtica de vigas w» a de placas sdo consideravelesente
distintas.
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7. DISCUSSAD QUANTD A ESTRUTURA DE PRUGRAMACAD E PRECISAD DO METODG

S

Umz vez que o procedimento proposte se baseia em métodos numéricos onde
as resultados s30 necessariamente coapostos por aproximaglies, deve~se
avaliar a precis¥v resultante. Demais vada un dos modelps matemdticos
empregados representam apenas parcialments o fendasno real, a qgue
abvianmants pade introduzir matorgs imprecisbes. ) provedioento
proposte, deve portanto ser comparado a medicbes ewperimentais tanto

guanto a outros métodos analiticos de precis3o comprovada,

Selecionou-se dentre os trabalhos coletados ns dados resultantes de
experimentos & andlises gue trazem explicitamente as condigbes impostas
e gue foram julgados os mais rconfidveis. As wmesmas rondigbes foran

transferidas para o sistems 2 os dados regultantes caaparados.
7.1, Tonsideragbes sobre a Estrutura do Progama e Fluxo de Dados

fn se colocar o algoritmo descrite em forma de programa, os seguintes

atributos foram designadoss

i, & programa deve ser desenvolvide em linguagem APL na versio
IBM~CHNS.

2. Sua arquitetura de software deve ser tal que perpita a criagis
de vershes para Fortran e Pascal sem que sejam necessdrias grandes

pondificagles estruturails.

3. 0 prograsa deve ser modularizado, podendn cada mddulo  ser

alterado ou enrigquecido com pouca ou nenhuma alteragdn dos demais,

4. € nivel de precisdp do cdlcule {funglo direta do nimers de
inchgnitas do sistema linear descrito no item 4.1.3.) n¥o deve ser
prée-estrabelecido, pelo contrério, v usudrio pode defini~ls a cada

gtilizagdo haseando-se no bindmip “precisdo - tespp de processanmentp®,
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. 0 ndmero de ‘"passadas® (andlises para diferentes estdgios de
engrenamentol deve ser definido pelo usudrio e na falta de tal definiglo

us procedinents *default® &timo deve ser seguido.
4. U programa deve ter a capacvidade de ler os dados de entrads em
ur banco de dadus pré-formatado e também de armazenar os resultados es

bance de dados que permita & consulta por putros usudrics ou prograsas.

Visando a tais propbasitos o fludograma da Floura 7.1 fol proposto,
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LEITURA 1 Dados Geométricos das Engrenagens
Z Ppsigdo Relativa day Engrenagens
DE bAbDS 3 Erros de Pertil das Engrenagens,
4 Jorgue Externe,
EXTERNGS 4 Frecisdo Regquerida (N, de Loordepadas de Discretiz.)
& Rémero de Passadas ou O {default}
Bados de Entrada Cdlculo Regultado
| Dados Geam, Engren. | | Pardaetros Geocse-{ }7 Dados Geométricos
2 Pusigldo Relativa tricps Restantas Loapletos
| ~d_ L.
: B Pados das Lrema-
7 Dados Geométricoes o Aproximagdo & o  lheiras Andluogas
Completos , Cremalheira 9 Coprdenadas pdara o
. . L&lculo das Tenslbes
& Ndmero de Passadas Discretizagio deo 10 Fosighes de Engrena-
7 Dados Geom. Compl., [™Cicle de Engren. ™ mento f{ez'}
: - 4 L
7 Dados Seonm.  Compl, Nomero, Posicdp # | 1! Coprdenadas das
10 Posigdo de Engre- -wmbConprisento das H [inhas de
namento ez’ {1 Linhas de Contacto Lontacto
3 Precisdo Requerida Discretizagio das 12 Ceordenadas dos
it Eoordenadas das Li- [-weiLinhas de ha Pontos de Aplica
nhas de Coentacte Contacto cd0 das Laryas
-
3 Errop de Perfil
iZ2 Coord, dous Ptos de LeInterpolacio das | £3 Errp Toptal de Per-~
dplic, das Cargas Hatrizss ﬂng Erros 1} nos FPontos
- I L -
4 Torque Externo Hontagem da Hatriz
7 Dados &zom., Compl das Fungdes de 14 Angulo de Atrasoc A.
8 Bados das Crem. And.pwminfluénria do » 15 Distribuigip dos
12 Coord, #Aplic., Eargas] |Bistema Esforgos P,
13 Erro Total do Pertil
Hid alguma Forga Localizagin do Pon-
Fi ¢ E 7 st tg de A ?1Ea§2n fque—
i ndo Gualifica
nao
Recalculo da Carga f Distribuigio de
| Distribuida "g" ao ndo Carga Lonverge enm
longo da Linha de relacdo & Detorsa-
Contacto ¢¥o Superfigial 7
sim
7 Dados Beom. Coapi. .
8 Dados da Crem. Bna, Distribuigdn e 1& TENSDES HO
9 Coord. B! Cal. Tens.p=Concentraglo ha FE B0
12 Coord. Pios Aplic,. de Tensbes DENTE
{5 bistr, Esforgos
n&u//i\\‘ Todas as Posiglies
= 27" anallgadas?
sirn

Figura 7.1y Fluxan d

A

o Programa em Computador
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7.2. Lomparagio cown os Resultados de Hinter e Hirt /9/

0% experimentos conduzidos por Winter e Hirt /9/ na Escpela Técnica
Superior de Munigue s¥o de reconhecida confianga., Trabalhando com
micro-extenstmeiros {0, & ma), eles puderas mapesr com precis¥n as
tonsbes da regifo do pé do dente de uma sdrie de engrenagens de dentes

retos & 2 = 190,

Uma das constatagles intercuzantes foi o fato de a mdxima tensio sempre
surgir no ponto de tangénecia entre o raip e a reta inclinada de 30°,
{ver Figura 7.2}, Istn vem fortalecer o procedimento proposteo, o qual

se haseia nesse pontws para limitar as dimensbes da placa andloga.

Os resultados encontrados desviam-se dos ﬁedidcs num mAximo de 2,88%.

Bados da Engrenages

r = 10 mm Oy = 2g°
5 = 40 am B =
bao = 1,050 z = 24
Dao = 0,074 x = 0

Tens¥o Calculada = 446,08 N/an®
Erreo de 2,88%

Figura 7.2: Comparag¥ da Tensdo Calculada com Medigbes de Eytensdmetro

{Dentes Retos)

74



78
;3 Dados da Engrenagens
/1% -
f}?E # = 10 am O 29°
- TO¢ b= 40 an B =0
LR hae = 1,295 z = 14
1o [TrErelio Tensdn Calculada = 55,3 kp/mn2
g 1 __ 83 Erro de 0,90%
o 2265 83 #a,
Dados da Engremagen
o= 10 pn O,z 70%
b = 40 mm Br= g¢
hae = 1,280 =44
Pae = 0,304 ¥ =0

Jensldoc Caleulada = 59,6 kp/an®
Erro de 2,29y

0
Daduvs da Engrenagenm
o= ég nn D= %g°
= B =
' g QigA——ke/mm2 hao = 1,050 7= 14
10 peo = 0,075 x = 0
g
64 Tensdn Calculada = 70,0 kp/pa2
o o Erro de 2,774

Figura 7.3: Cosparagdoc da Tensdo Calrulada con Medigles de
Extenstmetros (Yariagio na Beomsetria do P2 do

Bentel



A Figura 7.3 wmostra uma série de trés engrenagens com dados idéntices a
aenos da regido do pé do dente. E' um caso 8m gque a variaglo nos
resultados se  deve épegas &8 diferentes Euncentra;ﬂes de# tensbes,
fplicando~se o procedimento proposto ssta tendéncia & reproduzida

precisasente.

7.3 Comparaglo cos os Resultados de Winter e BroBmann 710/

t
Seguindo os experimentos de Hirt, BroBmasn aplicou a mesma metodologia
na pesquisa da distribuigdc de tensfies sm engrenagens helicoidais 710/
iver Figuras 7.4 & 5). Tanto a tens¥o méxiss como o gradiente de
tenstes 4doram detersinados para engrenagens de diversos dngules de
hdlice, Y

I -procedimento  proposte  reproduziu oz resultados da Brofimann
apresentandoe um desvio de 10,52% para p caso de B=230° tver Figural.5).
Tal variagdo ¢ aceitdvel uama vez gue estd na mesma ordem de grandeza dos

erros inerentes 3 mediglo por extensdmetros {(de § a 7Y%} 710/,
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|
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Erro de 3,11%

Flgura 7.4: Comparag%o da Tens¥o Calculada ram Medighes da
Extensdmetro (Angula de Hélice P=20°)
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Largurg <o Dente b em mm

Pados da Engrenagen

= {0 mam O, 20°
b = 40 mn B = 3a°
hao = 1,150 r = 12
Pae = &, 228 x = {

Maxima Tens¥o Medida = 48,5 kp/mm2
Migima Tensdo Calculada = 53 & kp/lan®
Erro dg 10,52%

Figura 7.9: GComparag¥c da Tensdo Caleculada com Medighes de
Extenstmetros (Angulo de Hélice $=30°)



7.4, Comparagdo rom as Resultados de B. Neupert /22/

0 método desenvalvidn “bor B. Neupert no  W2L (Laboratorius $ir
Werkzeugmaschinanl) da Escola Técnica Superior de fAachen 8 considerads de
alta precisio. A andlise de elementos finitos & utilizada tanto na
determinag¥o dos esforges como das  tensBag. A Flauraw 7.4, 7 e B
rastram a comparag¥o do diagrama de esforgos o tensdes obtidos pelos
dois métodos. O cédlculo & executado na posigd¥a de tens¥o critica para
engrenagens de diferentes dngulos de hélice. Uma variagdc média de 47 &

ohservada,

7-9



BISTRIBUICAD BDS BISTRIBUICAE DAS

EGFORLCHS { N/mm ) TENSBES { NZmm= )
a0
(—"'"95 06
Himerg de Dentes em Lontacto = 2
Fercurse de Engrenamento ex” = 1,9
Dados da Engrenagea: = 5 an taz 20°
b = 40 na B o= 10°
Xe®xp = 0 ZymZza = 23
@ = 125,928 am € = 2,74
Forga Aplicada: . Fan = 17026 N
| Carge por Comprimente ) renstio no Roiz
ENAmm) (N/mme)
1004
230- Coleulads —
200 73
1304, 13439 N 50
10od S/ F
25
sad/ / }/ ///
R A 4 o 3
f.inha de Lontavto l.argura do Denta
L - I 1L ~»--mw-60mm-~—————J

Tens¥o Mdswiaa { Neupesrt ) = 100,0 N/an2%
Tensio Mawima Lalculada s 28,8 N/am?
Erro de 1,20 %

Carga Distribulda { Neupert ! 13158 N ( 77,2% da Carga Total )

1343% N ( 78,%% da Carga Total )

Carga Distribulda Calculada
Erro de 2,13%

Figura 7.4: Comparag¥o entre o Hétodn Proposto e Flementos Finitos

Tridimensionais {(Anguin de Halire £=2109)
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DISTRIBUICAD D05
ESFORCOES ( N/am )

e

CISTRIBUILAD DAS
TENBDES ( N/ma® }

Himero de Jentes em Contacko = 3

Percurso de Engrenamento ez’

Bados da Engrenagem:

L]

Forgas Aplicada:

§ Carga par Compriments
{N/mm}

200
1504 4
16896 N

! /
40 &0 80
1]

"= 5 am U= 20°

b = 60 ag B = 20°

Xgu)e = § - Fi=2z = 25

4 = 133,022 mn £ = 2,79

th = 1?02\‘3

lTemdo na Rolz

100

Caleulgdn wer—— |
75+

{N/mm2)

%

Linhg de Contocto
i G % RGN

Tenslo Mdvima { Neupert } = 91,0 N/mm®
Tensio Hdvwima Calculada = 82,3 N/ne?

Errp de 9,56 ¥

o cnmmmmrresnrnee Y 14TV

Lorgura do  Danite

Carga Distribufda { Neupert ! = 10393 N { 41,1% da Carga Total }
10896 N ( 63,9% da Carga Total )

Carga Distribulda Calculada
Erro de 4,81%

Figura 7.74

Comparag%o entre o Método Proposto e Flementos Finltog

Tridimansionais {Angulo de Hélice R=20%)
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DISTRIBUICAD 00§
EGFDRCOS ( Nimm. )

Nimero de Dentes ea Contacto =
Percursn de Engrenamentp er’ =
Badus da Engrenagem: ]
b

L

' &
Forga Aplicadar Fa

DISTRIBUICAD DAS

TENS{UES { N/am=® )
) \\
40 20
°2*\

3
5,3
= 5 mgm Gnx 20°
= h0 pm B = 30°
¥y = 0 ! 212Xy = 28
= 144,338 mn € = 3,24
n B 17024

Corge por Comprimanty Tensdo nu Roiz
2
{N/mm) 1004 (Nemm=)
250+ Caleulady e |
200+ -0
B0
8625 N 30
1004 .
25+
B0 /f
4] o
L.inha de Contacto Lorgure do Dante
44, 2Em r— et < Yo 1)+ e ARSI

Tensdo Mixima { Heupert I = 8O
Tens%o Maxima Calculada = 83,5

Erru de 4,37 X

Carga Distribuida { Meupert ) =
Carga Distribuida Calculada =
Errg de 9,45%

1O Nima®

H/ma2

7880 N ¢ 44,3% da Carga Total 7
B625 N ( 50,7% da Carga Total )

Figura 7.8y

Comparagdo entre o Método Proposto & Elementos Finitog
Tridimensionais (Angulp de Hélice B=30°)
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7.53. Comparag¥n com vs Resultados de 5. Oda e T. Koide 742/

0s  experimentos com  extensometros descritos anterioraente
fitens 7.2 & 7.3} +oram desanvolvidos wtilizando-se uma maquina de
trag¥o para a sisulag¥o dos esforgos. Esta abordagem foge do caso real
devido a alguas fatorest Uma vez que a carga & aplicada sobre um Grico
dente nio se pode quantificar qual seria & divis¥o de carga entre nps
diversos dentes em contacto simultanea. Em segundo lugar, a rigidez do
bloco aplicador de varga ¢ certamente diferante daguela apresantada palo
dente da engrenagem par na mesmpa posiglo. Isto faz com que a

distribuic¥n de esforgos sobre a linha de contacto seja alterada.

S. ODda e T. Koide da Universidade de Tottori no Jap¥%c prucederan ao
sesND  experipento usando um par de‘eng;anagens reagindno & um torgue
externp. Na Eigura 7.9 os resultados obtidos sdoc comparados com agueles
do proredimento preoposto. As tensbes mdximas variaras de 4.85%. A
Figura 7.10 mostra a distribuig¥o de esforqos pars o caso ea que surge a
tenslo mdxima. Esta distribuig¥o n¥o foi levantada experimentalsente
por Dda e Koide. |



Tenséis ng FRaiz {MPa)

0
1004

iOS
8o

H=13,595 mm

Mudido
//T- Coleutods

Sn=12,93mm

Okt N,
50'“'Eqéﬁﬁvﬁggsxgh“‘jlﬁhk
o

SO“M
- “0\,5H

b=40mm

Raix

Figura 7.9

E5Pp

Dados da Engrenagen

R = b AR Q= 20°
b = 40 anm B = 2¢°
XXy * D 2,32g = 36

Forga fplicada {(fCircunferencial)
F = 10 kN

Tensko Mix. ¢ 5. Oda ) = 10% HPa
Tensdo Mdx. Calrulada = 99,9 MPa
Errog de 4,37 %

Comparagao da Tens¥o Calculada cos Medigles de

Extenstmpetros {com VYarios Dentes se Contacto)
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Pares em Contacto: 3

FPercurso dg

Engrenamento ez "3 0,61

Carga Bistribuida: 2636 N
{ B&,8% da Carga Total )

ﬂCarge por Comprimanto ‘Tensac na Raiz
{Nsmm} . (MPa)
3004 © 1001
Calellodo — |
T+
200
9636 N 504
4148
2%
. . 7
Linhg de Contacte Lergurao o Dante
T QBB PR sl e GG TR e |

Figura 7.10: Distribulgdo dos Esforgps para o Caso de Hixima Tensio
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B. APLICACAD DU METOBD PROPOSTO

Hlpumas  aplicagbes do procediments  s¥o exesplificadas as  guais
desonstram sua utilidade tanto no usp roetineiro { isto 4 na ohtencio
das tensles no pé dos dentes )} como tawhém para a pesguisa da influgncia
dos  diversos ‘fatores no surgisentn  de fensbes e deformagles,
Verifica-se gue, aldm de wulto mais preciss, tal procedimento traz como
principal bensflicio a possibilidade da andlise ~da iofludncia sobre a
tensdo final de cada um dos fatorss impostos, inclusive das  erros de
mapufatura e apntagen. Pode-sse desta foarma guantificar o nilvel de errn
tolerdvel para cada pardmetrn e  tasbés conhecer gual a  tanddncia de

variagin das tensles quande um dado pardmetro ¢ alterade gradativamente.

8.1 Analise da Yariag¥o do Haio de Arredondasents no P& dp Dente de

Engrenagens Helicoidais

fin sz rconstatar a falta de capacidade es um par de engrgoagens, seja
peio surgiesnte  de falhas ou por esperifncis prévia pode-sg ponderar
sobre o asmento do raig de arredondasiento np pé do dente. Esta sedida
58 apstra interessante pelo fatn de o "lay-out®™ garal do redutar ni3g
sofrer alteragan. Na maioria dos casos a alferagdo no cortador gue visga
a aumsntar o vraig de arredondasento produz, por outro lade, maior
profundidade na regido do pé do dente. E£' facil de se ver gue estass
duas alteragles de geomeiria trazem efeitos gpostos guante &3 tensfes
resuitantes., A guestlo &, portanto, detersinar-se gual dos dois fatores
@ mais influente, ou seja, a soma algédbrica das variagbes devidas a gada

1.

Numa andlise deste tipo o procedimento tradicinnal.se sastra  de pouca
valia. Pars engrenagens helicoidais, o resultade obtido pelo sodelo de
vigas apresenta erros  de até 40%. E' portanto guestiondvel que se use
tal procedimente para decidir gual dos dois fatores & o mais influenta,
f exwperiéncia revela que para casos como este a inseguranca  dog
resultados leva o projetista a adotar medidas mais onerosas para obter a

capacidade requerida.



Com o sistema proposto, um exesplo deste casn fof{ analisado e us

resultados estlo eostrados na Figura 8.1,  Observa-se que na situagldo de
mixina tens¥o chega-se @ uma redug¥e de 20%, © que revels ser
interessante tal alteragia.



Pistribuicde dos Esforcos { Kgf/mm) dados da engrenagem
engrenagem par
Z= 25 17
L 4,3289
o = 21,0°
g« 37,3713*
Q# {15,0mm
ra1,968mm b= 20,0mm Z2,2mm
LI gA58mm 7,860mm
t45,6Tmm 2,87 mm
Px2294,9 Kyt

ra2 4iTmm

62,66

Tenslo
qu!mmz

Figura B.1: @Andlise ds Variagl¥o do Raio de Arredandamento no Pé do

Bente de Engrenagens Heliceidais



#.3. Variagly dos Esforgos Devida & Alteraglo das Carregbes na
Topografia do Dente

Tanto a alteragdo de topografia (corregles 2 erros) comp & existéncia de
deslocamentos iniciais (devidus a erros diversos) causam variaghes
substanciails no  padrido de tensbes nog pé do dente, FPara alguns casos
este fator de aciauls de tensBes & o mais 5igni+iaa{ivﬁ. s critérios
de vontrole sugeridos pelas normees 8o essencislmente qualitatives. O
provedinsnte  proposto persite  gue sg cheguea . guantitativamente as
variaghes das tenslles guande afetadas da alteragio de topografia., E°
interessante ge rassaltar gue cada um dpg desvios de topugratia mostra
uma influsncia perouliar sobre o acumulo de tensies. Eonstata-se gque a
observincia de certo critério de qualidade, pode ser um expedients
anerase €, A0 mesno tempo, poucao eficiegte na redugdo das  tensfies. |

inversos # também verdadeirn.

A Figura B.2 mostra um caso tipice e gue as  tensfies s¥o sltsradass
devido a uma variaglo no abaulamento de uma das engrensgens {crowningd,
Bai se observa gue ¢ procediments proposto  tambée se presta para a
investigag¥o da infludncia ds um dado fator sobre a  tens¥o final nc pé

do dentae.



Disiribuicdo dos Esforcos dodos do angranngem
{ Kgf/mm} _ engrenagem por
= z - 39 23
m = 4,2333
&= 20,0°
[ : 6,0
6 = 145,0mm
b o= 28,08mm AL,68mm
§ £ B.3A34mm 19,9267 mm
Kot daz 1B87,0mm 120,0mm
P s 3519,3 Kgf

Engranagam 2

Fartfii
bs 4
Cp
Dis
Y]
0,008mm

Paosse  Transversol

Io008
mm
Engrenagem i I
by 31,80 ———m

Parfll

De
Passo Yransversal
ip 1
Passo  Transversol @
/- j 10,008
0,004 : mm

Dig - mm | ’

o ko 3,68

o008 2 '

r;m pHmr—— b] z 28‘08 e —

Figura 8.7: Variagdo dos Esforgos Jevida & Alteraglo das Corregbes na

Topografias do Dente




8.3, Caleulo das TensBies para Pares Engrenados com 8rau de Retobrinmento
Hajor gqus 3 ( 233 }I
Este exemplo descreve oulre caso em gque ¢ procedisento "standard” traz
limitaghes., Um par de rodas «com grau de recobrimento maior gue trés
apresenta um miniao de trés dentes em contacto sisultdnen durante taodo o
ciglo, Existe atualmentfe uma grande tend2ncia de s projetar
gngrenagens rom #ssa caracteristica, Esta configuragio val aiém do
previsto nas  normas correntes, toraando o2 resultados auito duvidosos,
Na Figura 8.3 mostra-ss ns resultados desta andlise wsando-s@ o nove

procediaentao.
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Distribuiclis dos Eaforgos {Kgfsmm) DistribuigBe dos  Tensbss {Kg!e‘mmz)

rz0Q,85mm

dodos da  angrensgem shgrensgam  par

2= 50 2z

ra s 2,00

= : 14,5%

g - BT,0°

ae §5,0mm

br 2%, 0mm - | 25,0mm

(R 4035 mm 5,04mm
der  133,5mm 65,5mm

P 1349 5% Kgf

Figura 8.3: Cdlculo das TensBes para Parea Engrensdos com Srau de

Rerchrisento Malor que 3 { €33 1}



Y. CONCLUSDES

Desenvolveu~se um ronjunta de algoritmos para tomputador digital, o qual
leva a cabn um gprocediments de cdlcula dos esforqos e fenslies em

gngrenagens cillndricas.

A distribuigdo dos esforgos sobre a linha de contacto e as tensbes gue
surgem no péd dos dentes forae determinsdas vsando~se a superposigdo de
um conjunta de modeles andlogos cada qual representando um dos fatores

gue influenciam nos resultados,

f1s resultades do procedimento proposto foram checados contra  outros

métodos de reconhecida confianga e verificou-se uma boa precisdo.

Tados oz podelos utilizados g¥n tipicaments bidimensionais, o gue
resulta sempre na hipdtese de que, em uma dada direglo, as grandezas sdo
uniformes. Hma vezr que as epgresagens apresentam um estade triple de
tens¥s, a superposigidc de modeles & atguns ajustes adicionais se +fazoen

Neressirion.,

Por outro lado o funcicnamenta do programa obtidoe é suficvientements
rapido para que seja gsade durante & fluxn usual de disensionanments de

gngrenagens.

Ur ponto a ser ponderado para o futuro seria a obbiengie de um
procedimente semelhante que se valesse de us Gpico wodelo matemdiico
capaz de representar o estado de tensbes tridisdensional. No gresente, o
uso da Andlise Tridimensional de Elementos Finitos se sostra como gpgda
para esta tarefa. No entanto ainda nY¥o é realilstico se conceber gue tal
sistema teria 8@ rapider suficients para ser usade dentro de uma sessig

de dimensionamenin g otimaragdo de projeto de pares engrenados.

Hma solugl8o conciliatdria talvez seria o use do procedimento  agui
proposto para  a andlise rotineira em conjungdo a um  sistema  mais
conplexo que seria utilizado para a confirmagdo de resultados es casos

gspeciais.



Uada vez gque o procedimento proposto forngce quantitativamente as
variaphes de tens¥o devidas a alteragles na contazte, o wmesao poderd
servir de ferramenta para uma anidlise das conssguéncias dow  aerros de

manufatura, correglies e suas teabinagles.

Ademais, o procedimentc obtido chega & distribuigdo de gsforgos e 2
variag3n da rigider torsional de sistema durante o cicio de
gngrenasenta. Ectes dados podem servir de ponto de partida para a
andlise das pressfies de contacto e do surgimento das grandezas

dinamicas.

0 procedimento proposto pode também ser aplicado na confecglo e aferigio
de padrbes de cilculo para o caso en gue ndo se requer grande precisde.
Isto significa gque através dos resultades ohtides pode-se levantar as

rurvas de infludncia de cada fater as quais serde aplicadas em um

procedimento mais simples.
Finalmente, este método apresenta precisdn e rapidez suficientes para

gque se pondere na confecgdo de um "sistema especialista® que projete e

otimize automaticaments engrenagens retas 2 heliceoidais.
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