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Resumo

GUILHERME, Karen de Lolo, Vibracoes Nao Lineares e Nao Ideais de Um Sistemas de Dois
Graus de Liberdade , Campinas: Faculdade de Engenharia Mecéanica, Universidade Estadual
de Campinas, 2004, 114 pp. Dissertacao(Mestrado)

Neste trabalho investiga-se o comportamento dinamico de uma classe especial de problemas
denominada problemas nao ideais. Desenvolve-se o estudo de um sistema dinamico, constituido
por dois blocos, conectados por molas e amortecedores. Um motor elétrico de corrente continua
do tipo nao-ideal, isto é, com poténcia limitada, é acoplado a um dos blocos com o intuito de per-
turbar o sistema. A interagao entre o sistema dinamico e a fonte de energia, e o fato do sistema
operar com poténcia limitada, caracterizam um problema nao ideal. Uma escolha conveniente
dos parametros fisicos deste sistema proporciona condi¢oes ressonantes entre suas freqiiéncias
naturais e, através de integragoes numéricas ¢ possivel obter oscilagoes regulares e comporta-
mento cadtico, os quais dependem da escolha destes parametros. Uma solugao analitica para
o movimento estacionario do sistema é obtida através da analise de perturbagoes. Através
desta solucao observa-se fenomenos intrinsecos a sistemas nao ideais tais como a dependéncia
da freqiiéncia de excitagao com relacao a amplitude de oscilagao da coordenada de movimento
do sistema. Além disso, obtém-se condicoes de estabilidade para o sistema e condigoes para a
existéncia de bifurcacoes do tipo sela-no.

Palavras Chave:

Sistemas Dinamicos, Método da Média, Sistemas Nao Ideais, Ressonancia, Fonte de Poténcia
Limitada.
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Abstract

GUILHERME, Karen de Lolo,Nonideal and Nonlinear Vibrations of a two degree of freedon
system, Campinas: Faculdade de Engenharia Mecanica, Universidade Estadual de Campinas,
2004, 114 pp. Dissertacao(Mestrado)

In this work the dynamic behavior of a nonideal system is studied. A dynamic system
composed by two lumped masses and connected by springs and dampers is analyzed. A non-
ideal DCC motor is conected to one of the masses in order to disturb the system. The interaction
between the dynamic system and the energy source and the limited power of the system make
this a non-ideal problem. An appropriate choice of the physical system’s parameters create
ressonant conditions to its natural frequencies. Regular vibrations and chaotic behavior depends
of the physical parameters and can be observed when a numerical integration is performed. An
analytical solution for the system stationary oscilations is obtained by perturbation methods.
Due to this solution one can observe typical non-ideal phenomena like the amplitude motion
dependency to the frequency of the excitation. Conditions for system stability and the existence
of saddle bifurcations are also obtained.

Key Words:

Dynamic Sistems, Methods of Averaging, Non-Ideal Systems, Ressonance, Limited Power
Supply.
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Capitulo 1

Introducao

Desde os tempos de Aristoteles vislumbra-se entender o movimento dos corpos no espaco,
com o especial interesse de descrever o funcionamento do Universo. Acreditava-se que mo-
delando matematicamente este problema e obtendo solugoes analiticas para estas equagcoes
seria possivel fazer previsoes a respeito do futuro; acreditava-se muito no determinismo destas
equagoes.

Muitos estudos foram realizados em Mecanica Celeste e assim foi-se construindo teorias a
respeito das solucoes de equagoes diferenciais e métodos de resolucao analitica. Porém, somente
apos quase dois mil anos de pesquisas foi dado o ponto de partida para a Teoria de Sistemas
Dinamicos. Com o objetivo de verificar a validade das afirmacoes de Aristételes a respeito do
movimento dos corpos, Galileu realizou experimentos com corpos caindo ou em balango sob a
acao da gravidade, e tais andlises quantitativas refutaram as leis de movimento de Aristoteles.
Galileu introduziu conceitos de Dinamica, a teoria que trata das causas dos movimentos.

O nascimento da Teoria de Sistemas Dinamicos coincide com a origem da Mecéanica Cléssica,
cuja existéncia se deve especialmente a Isaac Newton. Estudar um sistema dinamico significa
investigar as propriedades de um conjunto de equacoes diferenciais que possui uma variavel
independente temporal, e cujas varidveis dependentes descrevem a dinamica dos corpos (que
estas equagoes representam) em um espaco de estados. A abordagem newtoniana consistia em
solucionar as equacoes de movimento, achando expressoes analiticas para as posicoes dos corpos
em funcao do tempo. A anédlise qualitativa da dinamica cléssica, iniciada por Poincaré e exten-
dida por Arnold, Kolmogorov, Moser e outros, revolucionou o estudo de sistemas dinamicos.
A busca de solucoes exatas foi substituida por uma compreensao qualitativa ou topoldgica das
familias de solucoes, revelando-se uma enorme riqueza de movimentos.

O interesse por sistemas dinamicos tem-se intensificado muito nos ultimos anos, principal-
mente quando incluem nao linearidades em sua formulacao. Esse tipo de sistema tem aplicacoes
nas diversas areas da Ciéncia. Utiliza-se sistemas dinamicos para modelar fenomenos biolégicos,
problemas em Astronomia, Mecéanica e Eletronica, e para estudar dinamicas populacionais e
economicas. As nao linearidades que geralmente aparecem nessas formulacoes permitem uma



variabilidade maior nos tipos de solucoes existentes no sistema, tais como solugoes periddicas,
quasiperiédicas, multi-periddicas ou até mesmo cadticas. Provavelmente, Poincaré foi o pri-
meiro a vislumbrar caos no problema dos tés corpos. Ele notou que alguns sistemas possuiam
grande variabilidade no comportamento das solugoes devido a pequenas alteragoes nas condigoes
iniciais. A previsao nestes sistemas tornava-se improssivel e eliminava-se a possibilidade de de-
terminismo em que acreditavam os aristotélicos. Num extremo tem-se o movimento cadtico,
hipersensivel as condicoes iniciais, e no outro a dinamica regular dos sistemas integraveis, sendo
que tipicamente esses movimentos surgem entrelagados num mesmo sistema.

Na teoria de vibragoes mecanicas costuma-se expressar as condicoes de estabilidade e insta-
bilidade dinamica dos sistemas relacionando as freqiiéncias de excitagao externa e as freqiiéncias
naturais do sistema, definindo uma regiao no espaco de parametros denominada regiao de ros-
sonancia. Nessa regiao ocorrem movimentos diferenciados que dependem do tipo de excitacao
externa aplicada ao sistema e as caracteristicas intrinsicas ao problema.

Neste trabalho interessa-se pelo comportamento das oscilagoes de um sistema nao ideal,
operando na regiao de ressonancia, em especial ressonancias 1:1 e 1:2. O surgimento da teoria
de sistemas nao ideais se deu ha exatamente um século. Enquanto Poincaré descobria uma nova
propriedade do comportamento de equacoes diferenciais, intrinsica a alguns tipos de sistemas,
Sommerfeld dava inicio a uma nova classe de sistemas dinamicos: os sistemas dinamicos nao ide-
ais. Em um experimento em que se considerava um sistema dinamico oscilante sob a influéncia
de uma fonte de excitagao, operando com poténcia limitada, Sommerfeld observou a ocorréncia
de fenomenos diferenciados quando o sistema oscilante interagia com a fonte de excitacao. Ele
notou que na regiao de ressonancia, a rotacgao do motor (fonte de excitacao utilizada) variava
de maneiras distintas conforme a variacao da amplitude do sistema oscilante, sendo extrema-
mente dependente da coordenada de movimento do sistema e nao dependente simplesmente do
tempo. Apés as observagoes de Sommerfeld, foram constatados outros fenomenos na existéncia
de interacao entre fonte de energia e sistema oscilante na regiao de ressonancia. Observou-se a
dependeéncia da curva de ressonancia com relacao ao sentido da variacao da freqiiéncia da forca
de excitacao, que a ocorréncia de oscilagoes instaveis em um sistema linear esta intimamente
ligada as propriedades do motor elétrico, o fenomeno do salto (”jump”) durante a passagem de
um regime ressonante para um regime nao ressonante.

Recentemente, a formulagao de sistemas dinamicos como nao ideais tem sido explorada de
forma intensiva. Balthazar e colaboradores [5] retomaram o estudo de sistemas vibrantes nao
ideais e apresentam uma revisao completa de diferentes teorias sobre o assunto. Além disso,
uma série de trabalhos apresentam varios sistemas mecanicos analisados com formulagoes nao
ideais, detectando oscilagoes regulares e irregulares, bifurcacoes e caos no movimento destes
sistemas. Formou-se um grupo de pesquisas que visa intensificar os estudos nesta area e obter
novos resultados associando sistemas nao ideais, nao linearidades e teoria do caos. O objeto de
estudo deste trabalho é um sistema nao ideal, que também faz parte desta série de trabalhos.



1.1 Revisao Bibliografica

O primeiro relato que se tem a respeito da interagao entre um sistema oscilante e a fonte
de energia é apresentado por Sommerfeld em 1902 [39]. Em seu experimento, constituido por
uma mesa e um motor elétrico, o qual servia como fonte de excitagao, ele observou que a
velocidade do motor nao era uma funcao suave que dependia apenas da energia inserida ao
sistema. Quando a amplitude atingia o seu valor maximo, na regiao de ressonancia, o gasto
de energia crescia aproximadamente o dobro. Por outro lado, apds a ressonancia, a amplitude
decrescia bruscamente, equanto a velocidade do motor rapidamente crescia. A este fené6meno
atribuiu-se o nome de Efeito Sommerfeld. Roccard publicou em 1949 o primeiro estudo analitico
deste fenoémeno [2].

Kalischuk notou a dependeéncia da curva de ressonancia com relacao ao sentido da variagao
da freqiiéncia da forga de excitagdo em 1939 [25]. No ano seguinte, Martyshkin mostra que a
ocorréncia de oscilagoes instaveis em um sistema linear esta intimamente ligada as propriedades
do motor elétrico. O fenémeno do salto (”jump”) tem o seu primeiro relato em 1953 [2], quando
Blekhman observa, em um estudo de auto-sincronizacao de massas rotacionais desbalanceadas,
que a passagem de um regime ressonante para um regime nao ressonante se da através de um
salto.

A partir de 1958, Kononenko publica varios artigos investigando sistemas nao ideais, carac-
teristicas da fonte de energia e passagem pela ressonancia, destacando-se entre eles um artigo
de 1964, que contém um experimento realizado por Kononenko e Korablev em 1959, no qual
Kononenko demonstra que, com poténcia limitada, a velocidade angular do excitador nao é
aleatéria, mas sim determinada pela interagao entre o sistema estrutural e o excitador [2]. Em
1969, Kononenko [25] dedica um livro a sistemas dindmicos com fonte de poténcia limitada, o
qual faz referéncia a varios trabalhos e experimentos na area. Nayfeh e Mook [32] discutem
o experimento realizado por Kononenko e Korablev e muitos outros experimentos sao men-
cionados. Uma revisao completa de diferentes teorias sobre sistemas vibrantes nao ideais é
apresentada por Balthazar e colaboradores [5].

Recentemente, a formulacao de sistemas dinamicos como nao ideais tem sido explorada de
forma intensiva. Em 2002, Souza e colaboradores [40] apresentam o estudo de um sistema sujeito
a choque, excitado por fonte nao ideal, detectando oscilagoes regulares e irregulares, bifurcacoes
¢ caos no movimento do sistema. Belato e colaboradores [9] apresentam o estudo de um
sistema eletromecanico nao ideal, quando o torque gerado pelo motor é determinado pelo proprio
movimento do péndulo. E evidenciada a existéncia do efeito Sommerfeld no sistema. Baltha-
zar e colaboradores [6, 7] apresentam ricas revisoes bibliogréficas sobre sistemas nao ideais
e apresentam varios sistemas mecanicos recentemente analisados com formulagoes nao ideais.
Em [3] é utilizado o método de Melnikov para detectar bifurcagoes de Hopf em um sistema
nao ideal. Recentemente, Sado e Kot [36] apresentam um sistema dinamico autoparamétrico
com formulagao nao ideal, que consiste de um péndulo montado em um corpo de massa M,



suspenso por uma mola linear, com um amortecedor nao linear. A excitacao é feita por um
motor elétrico cuja poténcia ¢ limitada e sao observados movimentos cadticos nas ressonancias
entre o corpo de massa M e o motor, e entre o péndulo e o motor.

Resultados recentes sobre a aplicagao do método da média em sistemas com fonte de ex-
citagdo nao ideal podem ser encontrados em [15] e [13]. O primeiro utiliza o método para
verificar a presenca do fenomeno de saturacao, cujos resultados sao comparados com resulta-
dos de integracao numérica obtidos. O sistema estudado é um pértico com nao linearidades
quadraticas, operando na regiao de ressonancia interna 1:2. Um sistema semelhante foi estu-
dado anteriormente por Brasil e Mook [11], quando constata-se a saturacao dos modos durante
a passagem pela ressonancia. Dantas e Balthazar [13] também estudam uma estrutura apor-
ticada, sujeita a oscilagoes livres, e faz uma abordagem mais formal do método da média. E
verificada a existéncia de uma 6rbita periddica estavel quando a excitagao externa esté préxima
do primeiro modo de vibragao, e duas érbitas periddicas hiperbdlicas quando préxima do se-
gundo modo. Uma delas é assintoticamente estavel e a outra nao.

O sistema dinamico estudado nesta dissertacao, foi anteriormente apresentado com uma
formulac¢do nao ideal em [2], com a proposta de um controle baseado em técnicas de regu-
larizagao de Tikhonov. Algumas simulagdes numéricas foram efetuadas, preliminarmente em
[23]. Resultados obtidos no mestrado foram publicados em [24, 42, 43]. Um sistema dinamico
semelhante foi estudado em [26], com a aplicacao de controle do tipo passivo a estrutura sob a
acao da fonte nao ideal, de duas formas distintas: através da variacao da freqiiéncia natural da
estrutura e pela introdugao de um absorvedor de vibracao.

1.2 Objetivos do trabalho

O objeto de estudo deste trabalho é um sistema dinamico nao ideal constituido por duas
massas acopladas por molas e amortecedores. O sistema é fixo em uma base e uma mola e
um amortecedor sustentam a primeira massa; utiliza-se também uma mola e um amortecedor
conectando a segunda massa a primeira. Um motor elétrico de corrente continua é acoplado a
primeira massa com o intuito de perturbar o sistema e promover oscilagoes. O motor gira uma
pequena massa presa a uma haste, opera com poténcia limitada e apresenta uma formulacao
com interagao entre as coordenadas de movimento do sistema e a coordenada do motor, ca-
racterizando um problema nao ideal. Esta formulagao foi apresentada anteriormente em [2].
Foi proposta uma técnica de controle, usando a regularizacao de Tikhonov para evitar o mal
condicionamento do problema.

Nessa dissertacao estuda-se somente as oscilagoes no sentido vertical. Interessa-se pelo
comportamento dinamico desse sistema durante a passagem pela ressonancia. Para isso sao
realizadas simulacoes numéricas para determinados valores dos parametros do sistema de ma-
neira que as freqiiéncias naturais do sistema estejam em ressonancia 1:1 e 1:2. A freqiiéncia
de rotacao do motor funciona como um parametro de controle, o qual faz com que o sistema



passe por essas regioes e fenomenos provenientes das nao idealidades do problema possam ser
observados. Além disso, deseja-se encontrar uma solucao analitica aproximada para o sistema.
A vantagem dessa solugao é permitir um estudo paramétrico do sistema, a partir de uma série
em poténcias de e. A solucao é obtida através do método da média, um método de perturbacao
através do qual obtém-se um sistema de equagoes de primeira ordem em amplitude e fase (sis-
tema médio), cujo comportamento da solugao oscila em torno de um valor médio, estacionario,
porém preservando a topologia, e portanto estabilidade do sistema original localmente. O esta-
bilidade do sistema é avaliada e verifica-se a possibilidade da ocorréncia de bifurcagoes sela-no,
a qual esta associada ao fenomeno do salto.

1.3 Apresentacao dos capitulos

Esta dissertagao foi dividida em 5 capitulos. No capitulo 2 apresenta-se uma introdugao
sobre sistemas dinamicos, conceitos de estabilidade, ferramentas para o estudo de sistemas
nao lineares e sistemas nao ideais, com o intuito de fornecer uma base tedrica que sirva de
sustentacao para o restante do trabalho. Foi criado um contexto histérico a respeito de cada
topico tratado, ou defini¢ao introduzida para servir de motivacao ao leitor.

No capitulo 3 apresenta-se a formul¢gao matematica do problema nao ideal estudado neste
trabalho e os resultados obtidos a partir de simulagoes numéricas do sistema nao ideal de dois
graus de liberdade. Sao estudadas as ressonancias internas 1:1 e 1:2. Sao apresentados graficos
com o movimento oscilatorios sob tais condicoes ressonantes, mapas de Poincaré, expectros de
poténcia e curvas dos expoentes méaximos de Lyapunov.

No capitulo 4 inicia-se a busca pela solucao analitica do sistema nao ideal de dois graus
de liberdade a partir do método da média. O capitulo é iniciado com uma explanacao do
método da média de Krylov-Bogoliubov para um sistema dinamico generalizado com n graus
de liberdade, assumindo que este se encontra na forma normal. E apresentado o teorema da
média e sua demonstracao. Uma solucao analitica é encontrada baseada na generalizacao feita
anteriormente. Outra forma para a obtengao das equagoes médias, proposta por Nayfeh [29], é
apresentada em seguida. Nesta solucao obtém-se as condigoes de estabilidade do sistema pelo
critério R-H e condicoes de bifurcacao para o sistema, utilizando o teorema de Sotomayor.

O capitulo 5 contém conclusoes e sugestoes para trabalhos futuros. Em seguida apresenta-se
as referéncias bibliograficas utilizadas no decorrer do trabalho.

Foram inseridos também dois apéndices que sao julgados relevantes para a continuacao deste
trabalho. No apéndice A introduz-se a Teoria de Floquet, uma das técnicas que também podem
ser aplicadas a esse trabalho. No apéndice B, apresenta-se o resultado de outras simulacoes
numéricas realizadas



Capitulo 2

Dinamica Nao Linear e Caos

A Teoria de Sistemas Dinamicos nasceu a partir de algumas questoes sobre o funcionamento
do Universo e as leis que governavam o movimento da Terra. Aristételes (384-322 a.C.), filésofo
classico, acreditava que o Universo era finito e esférico, cujo centro coincidia com o centro da
Terra. Além disso, ele propos leis de movimento dos corpos afirmando que um corpo mantém-se
em movimento apenas sob a acao de uma forca, que quando removida leva o corpo ao repouso;
a velocidade de um corpo era proporcional a intensidade da forca que atua sobre ele; e que
corpos de mesmo volume soltos de uma mesma altura atingiam o solo em instantes distintos: o
mais pesado atingiria o solo primeiro. Tais afirmacoes eram dedutivas, indo do caso particular
ao geral. Porém deram inicio a uma série de estudos de astronomia, os quais formalizaram a
teoria sobre o movimento dos corpos que se tem hoje.

Galileu Galilei (1564-1642) foi o pioneiro no uso do telescépio para estudo sobre os corpos
celestes e autor de observagoes astronomicas muito importantes como por exemplo, a de que o
sol nao era uma esfera homogénea como acreditava Aristételes. Antes disso, Galileu comegou
a se interessar pela teoria do movimento. Desconfiado das conclusoes aristotélicas, Galileu
sentiu a necessidade de criar um procedimento experimental, ou seja, um método para medir
determinadas grandezas dos corpos em movimento, com o objetivo de verificar a validade das
proposicoes tedricas. Suas analises quantitativas de experiéncias realizadas com péndulos sim-
ples, projéteis lancados obliquamente, e corpos deslizando sobre planos inclinados, ou caindo
livremente, introduziram conceitos de Dinamica, a teoria que trata das causas dos movimentos.
Galileu notou que a for¢ca que age sobre um corpo é proporcional a sua aceleragao, e nao a
velocidade como Aristoteles sugerira; e ainda, observou que todos os corpos caem segundo uma
mesma aceleragao gravitacional, na auséncia da resisténcia do ar. Tais resultados de experi-
mentos sobre a cinematica de corpos caindo ou balacando sob a acao da gravidade constituem
o ponto de partida da Teoria de Sistemas Dinamicos.

Neste capitulo introduz-se alguns conceitos basicos sobre a Teoria de Sistemas Dinamicos e
algumas definigoes validas tanto para sistemas lineares como nao lineares. Discute-se técnicas
para o estudo de equagoes diferenciais, destacando-se a abordagem qualitativa; define-se espaco



de estados, no qual este estudo qualitativo é realizado. Define-se ponto de equilibrio e introduz-
se o conceito de estabilidade.

2.1 A teoria de sistemas dinamicos

I. Newton (1642-1727) concebeu o célculo diferencial e integral, propos as trés leis a respeito
dos efeitos de uma forca sobre o movimento de um corpo, deduziu a lei de gravitacao universal e
muitas outras contribuicoes. Mas, a sua contribuicao mais importante foi relacionar a gravitacao
com o comportamento dinamico do Sistema Solar. Newton admitia nao compreender a natureza
da gravidade; entretanto foi capaz de deduzir a lei que rege o comportamento dos corpos sob
sua acao. E, com base nessa lei, comprova os experimentos realizados por Galileu e d& inicio
a busca de métodos de resolucao analitico de sistemas dinamicos. Newton publicou o livro
Principia, um trabalho completo sobre Mecanica, no qual demonstrava as leis de J. Kepler
(1571-1630) de que os planetas descrevem o6rbitas elipticas. Neste trabalho Newton preferiu
uma obordagem baseada em métodos geométricos e nao utilizou equacoes diferenciais.

Um sistema dinamico é definido por uma varidvel independente, real ou inteira positiva
t (varidvel temporal); pelo espago de fases (ou espago de estados) formado por uma varidvel
dependente x(t) n-dimensional; por uma métrica (geralmente a norma euclideana), utilizada
para medir distancias no espaco de fases; e por um operador evolucao ®, que quando aplicado
a condigao inicial determina o estado do sistema no instante t, ou seja, z(t) = ®(z(0)). Este
operador também é conhecido como fluxo, denominagao introduzida por Newton, adotada ainda
nos dias de hoje. Observa-se que na posigao de equilibrio xy, ®(z¢) = . Para Newton, uma
quantidade ”que flui”é uma quantidade que varia dinamicamente e a taxa de variagao temporal
dessa quantidade, ou seja, a derivada, recebeu o nome de fluzion. Resolver a equacao diferencial
é achar sua solucao geral, seu fluxo. Assim, Newton estabeleceu uma conexao entre equagoe
diferenciais e a imagem geométrica de um fluxo.

Nesse contexto, de uma maneira mais simplificada, pode-se introduzir a seguinte formulagao
para um sistema dinamico autoénomo, continuo no tempo:

i = F(x, M) (2.1)

sendo F'(z) um campo vetorial n-dimensional, x = (x1, 23, ..., T, ) 0 vetor de estados n-dimensional
do sistema e M = (M, My, ..., M,;,) o vetor m-dimensional dos parametros de controle do sis-
tema. O ponto de equilibrio (xg, My) é obtido tal que F(zg) = 0, ou seja, ele representa as
solugbes estaciondrias (quando o sistema para de se mover no espago de fases). Se escolhe-se
uma condicao inicial que coindice com um ponto de equilibrio, entao o sistema ali permanece
indefinidamente.

O espaco de estado, ou espaco de fases, é um espaco n-dimensional, cujos eixos coordenados
SA0 X1, T, ..., T € cada estado é representado por um ponto com coordenadas (z1(t), x2(t), ..., x,(t))
neste espago. A evolucao temporal desses estados é determinado por n equagoes diferenciais



de primeira ordem, na forma #; = f;(x). Denomina-se retrato de fases o conjunto de curvas
obtidas pela evolucao temporal do sistema apatir de todas as condicoes iniciais nas quais as
fungoes f; sao definidas.

A abordagem newtoniana consistia em solucionar as equagoes de movimento, achando ex-
pressoes analiticas para as posigoes dos corpos em fungao do tempo, isto é, determinando x(t).
Newton resolvera o problema de dois corpos interagentes, mas geracoes seguintes de fisicos e
matematicos descobriram que o problema relativo a trés corpos era insoliivel, nao sendo possivel
resolvé-lo analiticamente de forma exata. O problema dos n corpos se refere ao movimento de
n pontos de massa (ou n esferas homogéneas) movendo-se em um espaco tridimensional e su-
jeitos apenas a atragao gravitacional mutua. Normalmente, quando nao se consegue obter uma
solucao exata, procura-se por uma solucao na forma de série. Busca-se encontrar uma solugao
como uma soma infinita de termos, sendo que cada termo resolve uma versao simplificada da
equagao diferencial original. Se as correcoes tendem a zero, a soma dos termos é finita e a série
converge para a solugao real. Na aplicacao desse procedimento, necessita-se de um parametro
pequeno em fungao do qual se faz a expansao em série da solugao real.

2.1.1 Linearizacao

Quando estuda-se equagoes diferenciais nao lineares costuma-se utilizar processos de linea-
rizacao. Isto porque a solucao analitica explicita de equagoes diferenciais sé existe para primeira
ordem, caso contrario a solucao analitica explicita existe somente para alguns casos especiais,
como por exemplo equacoes diferenciais de segunda ordem com coeficientes constantes. Além
disso, ¢é possivel realizar um estudo local de sistemas nao lineares através da analise do sistema
linear correspondente. Impoe-se uma perturbacgao z a solucao de equilibrio z:

x(t) = xo(t) + 2(t) (2.2)

Substituindo (2.2) em (2.1), assumindo F' pelo menos C', expandindo o resultado em série de
Taylor na vizinhanca de xy e retendo apenas a parte linear, obtém-se

2= D,F(x0)z+O(||z]]*)) ou 2= A(t)z (2.3)

quando A é a matriz da primeira derivada parcial de F' = (fi, fa, ..., fn) (matriz Jacobiana),
aplicada ao ponto de equilibrio xy:

[ Ofi(zo)  Of1(zo) 9f1(zo)
021 Ozo e Ozn
A= Of2(z0)  Of2(w0) 9f2(xo)
- 0z1 Ozo T Ozn
Ofn(zo)  9fn(z0) .. Ofn(zo0)
L 021 0z2 Ozn




Devido a linearizacao em z, o estudo de estabilidade é apenas local. Quando a solugao de
equilibrio xg ¢é periddica, a matriz A também é periddica, ambas com o mesmo periodo T

D.M. Grobman, em 1959, e P. Hartman, em 1963, provaram independentemente que, na
vizinhanga de um ponto de equilibrio hiperbdlico, um sistema nao linear de dimensao n apre-
senta um comportamento qualitativamente equivalente ao do sistema linear correspondente. O
teorema de Hartman-Grobman tera uma discussao mais detalhada ainda neste capitulo, mas
antes é conveniente introduzir o conceito de estabilidade no sentido de Lyapunov.

2.2 Nocoes basicas de estabilidade

Em 1793, P. S. Laplace (1749-1827) fez a primeira grande contribuigao para o estudo da
estabilidade do Sistema Solar. Segundo ele, em primeira aproximacao em série de poténcias
da excentricidade, os eixos maiores das Orbitas dos planetas nao tém termos seculares. J. L.
Lagrange (1736-1813) provou em 1796 que, para todas as ordens de aproximagao das excentrici-
dades das orbitas elipticas, todas as ordens de aproximacao do seno do angulo de inclinacao dos
planos que contém tais érbitas (com relacao ao plano da érbita da Terra) e para perturbagoes
de primeira ordem com relagao as massas, o sistema ¢é estavel, no sentido que termos seculares
nao aparecem nas solucoes em série.

A primeira tentativa de se criar uma teoria geral da estabilidade s6 foi feita no final do
século XIX, por A. M. Lyapunov (1857-1918). Em sua tese de doutorado, defendida em 1892,
Lyapunov definiu estabilidade para uma solucao de uma equacao diferencial ordinédria. Sim-
plificadamente uma solucao x(t) é estavel se outras solugoes, cujos valores no instante t = tg
estao proximos de x(ty), permanecem préximas de x(t) durante o passar do tempo. Assim, o
problema da estabilidade foi desvinculado dos estudos relativos ao Sistema Solar, tornando-se
parte da teoria de equacoes diferenciais.

O estudo de estabilidade de um sistema pode ser realizado sobre a sua solucao ou sobre
as equacgoes diferenciais que o descrevem. No primeiro caso investiga-se o comportamento
das solugoes cujas condigoes iniciais estdo na sua vizinhanga (estabilidade de uma solucao
estaciondria ou estabilidade orbital). No segundo caso, a estabilidade é determinada pelo
comportamento de equacoes isomorficas cujos valores dos parametros sao proximos aos da
equagao estudada (estabilidade estrutural). Neste texto serd apresentado apenas o conceito de
estabilidade de uma solucao estacionaria, representada por um ponto de equilibrio no espago
de fases, segundo a defini¢ao de Lyapunov.

Seja o a posicao de equilibrio de um sistema dinamico. Define-se xy como condicao inicial
(x(0) = z0), aplica-se uma pequena perturbagao e analisa-se o comportamento da solu¢ao apds
a perturbagao. A sua estabilidade é classificada da seguinte maneira:

a. x( ¢ assintoticamente estavel se a trajetéria x(t) — o quando t — oo, ou seja, o atrai todas
as trajetorias contidas em uma hiper-esfera centrada nele. Se o raio dessa hiper-esfera é



finito, diz-se que o ponto é localmente assintéticamente estavel. Se ela compreende todo
o espago de fases (raio infinito) o ponto é dito globalmente assintéticamente estavel.

b. xy é neutramente estavel se a trajetoria z(¢) permanece dentro da hiper-esfera centrada nele
conforme o tempo passa, porém nesse caso nao ocorre a convergéncia x(t) — xo quando
t — 0.

c. 1o é instavel se a trajetéria x(t) deixa a hiper-esfera centrada nele num tempo finito.

Instavel

Assintoticamente
Estavel

Figura 2.1: Estabilidade de Lyapunov

Observacoes:

1. O termo hiper-esfera é utilizado apenas para sistemas dinamicos com dimensao maior que
trés. Para o caso unidimensional tem-se uma reta; para o caso bidimensional um circulo;
e para o caso tridimensional uma esfera.

2. Um ponto classificado como assintéticamente estavel é também denominado atrator, pois
atrai todas as trajetérias proximas a ele. Além disso, o conjunto de todas as condi¢oes
iniciais que convergem para um mesmo atrator forma a bacia de atracao desse atrator.

3. A definicao de estabilidade de Lyapunov se baseia na evolugao temporal da distancia entre
a trajetéria x(t) e o ponto xg. Por isso é necessério estabelecer uma métrica na definigdo
do sistema dinamico estudado. Neste trabalho é utilizada a métrica euclideana.

Formalmente, define-se que um ponto de equilibrio z( é estavel no sentido de Lyapunov se,
e somente se, dado € > 0, existe d(e) > 0 tal que para ||z(0) — zo|| < d(€), entdo ||z(t) —zo|| < e,
para todo ¢t > 0. Assim, hd uma vizinhanca de raio § em torno do ponto de equilibrio tal
que, para uma condicao inicial pertencente a essa vizinhanca, a trajetéria correspondente a
essa condicao inicial nunca se afasta mais do que uma distancia e. O ponto de equilibrio xq é
assintoticamente estével se, e somente se, existe d(e) > 0 tal que para ||z(0) — zo|| < d(€), entao
||x(t) — xo|| — 0, para t — oco. Nesse caso, conforme o tempo passa, a trajetoria que parte de
x(0) se aproxima cada vez mais do ponto de equilibrio, ou seja, lim;_., x(t) — xo. Entretanto,
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se independente de quao proximo esteja x(0) de z(t), uma trajetdria deixa a vizinhanga de raio
e num tempo t finito, entao o ponto é instavel.

Um sistema de equacoes diferenciais lineares autonomas possui um ou infinitos pontos
de equilibrio e costuma-se classifica-lo como assintoticamente estavel, neutramente estavel ou
instavel de acordo com seu ponto de equilibrio. Se este é tnico e é assintoticamente estavel,
o sistema é dito globalmente assintoticamente estavel. Em sistemas nao lineares, o niimero de
pontos de equilibrio pode ser qualquer.

2.2.1 Classificacao e estabilidade das solugoes de equilibrio

O ponto de equilibrio de um sistema linear pode também ser classificado de acordo com
a topologia do seu retrato de fases e de acordo com a sua estabilidade. Essas defini¢oes sao
baseadas nos sinais dos autovalores associados ao sistema.

Considera-se o sistema de n equagoes diferenciais de primeira ordem (2.3). O polinémio
caracteristico é obtido a partir do determinante det(A — AI) = 0 sendo I a matriz identidade.
Supondo que a matriz A tenha todos os seus autovalores distintos, essa matriz pode ter raizes
reais simples )\;, 7 = 1,2,...,n; ou raizes complexas conjugadas \; = A\ + jA\im, Aip1 =
Are = JAim.

Se todos os autovalores dessa matriz tem parte real diferente de zero, o ponto fixo corres-
pondente xy é denominado ponto fixo hiperbdlico, os quais se classificam de trés formas
quanto a estabilidade:

e sorvedouros se a parte real de todos os autovalores de A sao negativas, ou seja, o ponto
de equilibrio é assintéticamente estavel,

e ponto de sela se alguns (nao todos) autovalores de A tem parte real positiva e o restante
tem parte real negativa;

e fontes se todos os autovalores de A tem parte real positiva;
Quanto ao dominio das raizes, classificam-se:
e no estavel se todos os autovalores de A associada a um sorvedouro sao reais;

e no instavel se todos os autovalores de A associada a uma fonte sao reais;

foco estavel se todos os autovalores de A associada a um sorvedouro sao complexos;

foco instavel se todos os autovalores de A associada a uma fonte sdo complexos;

Se algum ou todos os autovalores da matriz A sao imaginéarios puros, o ponto fixo corres-
pondente xy é denominado ponto fixo nao hiperbdlico, e pode ser classificado como:
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e marginalmente estavel ou neutramente estavel se alguns dos autovalores de A tem
parte real negativa, enquanto todos os outros tem parte real zero

e instaveis se um ou mais autovalores de A tem parte real positiva;

e centros se todos os autovalores de A sao imaginarios puros e diferentes de zero;

Im gy Im Im
. .1
Rm
Py Rm . Rm
Foco Cenlrg Foco
Tnstavel Estave]
Tm & Im T g
—_——lsep —-—1—r
Rm Rm Rm
N Sela Ni
[ostivel Estivel

Figura 2.2: Classificacao dos pontos fixos

O teorema de Hartman-Grobman ¢é aplicavel somente a pontos fixos hiperbdlicos. Pontos
fixos nao hiperbdlicos utiliza-se o teorema de Shoshitaishvili. Destes teoremas segue que um
ponto fixo do sistema dinamico nao linear (2.1) é estavel (instavel) se o ponto fixo do sistema
linear correspondente (2.3) é estével (instavel). Além disso, a lineariza¢do nao pode determi-
nar a estabilidade de pontos fixos neutramente estaveis ou centros pois sao nao hiperbdlicos;
neste caso ¢ necessario uma analise nao linear, considerando termos que foram desprezados na
expansao em série de Taylor.

Para pontos fixos hiperbdlicos, o teorema de Hartman-Grobman garante uma equivaléncia
topoldgica orbital entre os restratos de fases do sistema dinamico nao linear e do respectivo
sistema linearizado, em torno do ponto fixo. Dois retratos de fases sao topologicamente orbi-
talmente equivalentes quando um é uma versao distorcida do outro .

De uma maneira mais formal, seja a funcao F(x) = z, F' = (f1, fo, -, fn), 2 = (21, 22, -, Zn)-
Suponha F’ uma fungdo injetora (cada z; é imagem de um tunico z;) e sobrejetora (cada z;

[N

imagem de pelo menos um z;, necessariamente). Entao existe a inversa F~1(z) = x. Se F é
continua, invertivel e sua inversa F'~! é continua entao F' é um homeomorfismo e o dominio z e
a imagem z sdo homeomorfos. Os sistemas dinamicos & = F(z) e Z = h(z) sao topologicamente
orbitalmente equivalentes quando os retratos de fases destes sistemas podem ser relacionados
por um homeomorfismo F'(x) = z que preserva o sentido do movimento (orientagao) no espago
de fases. Portanto, as trajetérias na vizinhanga de um ponto fixo do sistema dinamico nao linear
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sao qualitativamente equivalentes a aquelas na vizinhanca do ponto fixo do sistema linearizado,
caracterizando um estudo local da estabilidade.

2.2.2 Critério de Routh-Hurwitz (R-H)

Na secao anterior observou-se que o estudo da estabilidade em sistemas dinamicos lineares
¢ realizado a partir dos autovalores calculados na vizinhanca do ponto de equilibrio. Porém,
para sistemas dinamicos de dimensao elevada, calcular os autovalores explicitamente se torna
muito dificil e exige calculos computacionais de grande custo. E.J. Routh (1831-1907) em 1874
solucionou este problema com um critério que mais tarde foi complementado por A. Hurwitz
(1859-1919), independentemente. Como trata-se de descobrir se todas as rafzes de um polinomio
tem parte real negativa, nao ha necessidade de calculé-los explicitamente.

Seja o polinomio caracteristico de um sistema dinamico linear de ordem n

AN+ BN BN 2+ ..+ B, =0.

Em 1895 Hurwitz descobriu quando todas as raizes do polinomio caracteristico sao negativas, os
coeficientes B; do polinomio sao positivos. Porém esta condigao é necessaria mas nao suficiente.
As condigoes necessarias e suficientes sao encontradas a partir da matriz H n x n de Hurwitz,
construida do seguinte modo:

[ B, B; B 0 0
1 By By 0 0
0 B, B 0 0
H,=| 0 1 B 0 0 (2.4)
0 0 0 ... By, O
| 0 0 0 ... By» B, |

Pode-se observar que a diagonal da matriz H,, contém todos os coeficientes B; do polinomio
caracteristico, sem repeticao. O critério R-H estabelece que a parte real de todos os autovalores
é menor que zero se todos os coeficentes do polindmio caracteristico sao poditivos e se os

determinantes:
B B B, Bs Bs
Al = det[Bl], AQ = |: 11 BS :| y Ag = det 1 BQ B4 s (25)
2 0 B, Bs

A, = det[H,] = ByAn

sao todos positivos.
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2.3 Bifurcacoes

O termo bifurcagao foi introduzido por Poincaré em 1885, e refere-se a uma mudanca qualita-
tiva da trajetéria no espaco de fases, quando um parametro do sistema é variado. Usualmente,
esta mudanga topoldgica ocorre se houver perda de estabilidade estrutural no sistema (2.1),
para determinado valor dos parametros M, do qual o espaco de fases é dependente. Estes
parametros sao denominados parametro de bifurcacao, e o ponto no espaco de fases onde isso
ocorre é denominado ponto de bifurcagdo. Em um ponto de bifurcacao, a matriz jacobiana do
sistema tem pelo menos um autovalor com parte real igual a zero para sistemas continuos (ou
pertencente ao circulo unitério para sistemas discretos). Bifurcagoes que sdo produzidas por
um unico parametro de bifucacao sao classificadas como bifurcacoes de codimensao um, assim
como quando sao produzidas por k parametros ela é dita de codimensao k. A codimensao indica
também quantos autovalores com parte real zero a matriz jacobiana associada ao sistema tera.
A codimensao representa a degeneracao do espaco de estados.

A estabilidade estrutural relaciona-se com a preservagao (ou nao) da topologia do retrato
de fases, quando as equagoes que originam esse retrato sao perturbadas, através da variacao
dos valores dos parametros das equacoes. Em um ponto de bifurcacao o sistema torna-se
estruturalmente instavel ocorrendo mudancas qualitativas na solugao. Por outro lado, o sistema
dinamico ¢ estruturalmente estavel se ele é orbitalmetne topologicamente equivalente a uma
versao perturbada. Denomina-se bifurcagoes locais aquelas que podem ser previstas estudando-
se 0 campo vetorial na vizinhanca de um ponto de equilibrio ou de uma érbita fechada. Quando
nao podem ser deduzidas de um estudo local, diz-se que ocorrem bifurcagoes globais.

Se a variagao do parametro de controle para determinado ponto fixo é suavemente evo-
luida, o ponto fixo pode perder a estabilidade a partir das seguintes bifurcacoes (bifurcagoes
de codimens@ao um): sela-nd, transcritica, forquilha (pitchfork) ou por quebra de simetria e
bifurcacao de Hopf. As bifurcacoes sela-né, transcritica e por quebra de simetria sao denomi-
nadas bifurcagoes estaticas, pois elas ocorrem apenas para solugdes estaticas (pontos fixos).
A bifurcacao de Hopf é classificada como bifurcagao dinamica pois ocorre para intervalos de
pontos fixos ou solucoes periddicas.

A ferramenta geralmente utilizada para analisar as caracteristicas das solugoes de equilibrio
de um sistema sob a variagdo de um intervalo de parametros é o diagrama de bifurcagoes.
A solucao assintoticamente estavel costuma ser representada por uma linha cheia; a solucao
instavel por sua vez é representada por uma linha tracejada. Um diagrama de bifurcacao
revelara para quais valores do parametro de controle a solucao do sistema bifurca e como ela
bifurca. No estudo de caos tais diagramas sao muito usuais na deteccao de parametros para os
quais o sistema apresenta comportamento cadtico.

Outra maneira de efetuar esta analise, menos utilizada devido a sua complexidade, é reduzir
um sistema dinamico ao que denomina-se forma normal de uma bifurcacao, através de uma
mudanca de coordenadas. A forma normal de uma bifurcacao é a forma padrao de uma equacao
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diferencial que caracteriza a bifurcacao em questao. As bifurcacoes de codimensao um e suas
respectivas formas normais sdo apresentadas a seguir. Serd utilizada a notagdo f, (vetor n x 1)
para a primeira derivada parcial das componentes de f com relagao ao parametro de controle
i, para sistemas do tipo (2.1). Um diagrama de bifurcagao é apresentado em cada caso.

2.3.1 Bifurcagao sela-né

Também conhecida como bifurcacao tangente ou bifurcagao de dobra, esta bifurcacao cria
ou destréi um par de pontos de equilibrio com estabilidades contrarias. Sua forma normal é

&= pu+a? (2.6)

onde z é a varidvel de estados e p é o parametro de controle. Analisa-se o caso & = u — 2%

Observa-se a existéncia de dois pontos fixos nao triviais quando p > 0: 29 = \/p e 79 =
—/1- O autovalor associado a matriz jacobiana do sistema é A = —2x. Para xg = /i, A <0
e portanto, xy ¢ um no estavel. Por outro lado, v = —,/i ¢ um no instavel.

Quando g = 0, xo(u) = 0 e A = 0. Logo, o ponto fixo zy é ndo hiperbdlico. O nimero
de pontos passa de 2 para 1. Entdo o ponto (zg, y.) = (0,0) é um ponto de bifurcagdo. Para
1 < 0 nao existem pontos fixos. O diagrama de bifurcagoes apresentado na figura 2.3 mostra a
evolugao da solugao do sistema (2.6) quando o parametro de controle p é variado.

x A
l noé (estavel)

l — sela (instavel)

Q
"

Figura 2.3: Bifurcagao sela-né

Considerando a primeira derivada parcial das componentes de f = y — 2

com relagao ao
parametro de controle, f, =1. O posto da matriz aumentada [D, f|f,] no ponto (0,0) é n =1,
ou seja, f, nao pertence ao espaco de D, f. Esta é uma caracteristica do ponto de bifurcacao
do tipo sela-n6 e é uma das maneiras de se distinguir este ponto. Observa-se ainda que todos
os subespacos que sao criados por este ponto de bifurcacao tem a mesma tangente. Para as

outras bifurcagoes estaticas, o posto da matriz aumentada é (n — 1).
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2.3.2 Bifurcagao transcritica

A bifurcacao transcritica faz com que a estabilidade de dois pontos de equilibrio sejam
trocadas para um valor critico do parametro, porém estes pontos existem para qualquer valor
do parametro. Sua forma normal é

&= px — 1 (2.7)

onde x é a variavel de estados, pu é o parametro de controle.

Observa-se a existéncia dos pontos fixos: xo = 0 (trivial) e zg = p (nao trivial). D, f = u—2x
e seus autovalores sao A = p para zop =0, e A\ = —p para o = p.

Quando adotamos o valor critico para o parametro de controle, p. = 0, existe um unico
ponto fixo xo(i.) = 0 e o autovalor correspondente é A = 0. Logo, o ponto fixo xy é nao
hiperbdlico e o ponto (zg, p.) = (0,0) é um ponto de bifurcacao. A figura 2.4 mostra a evolugao
da solugao do sistema (2.7) quando o parametro de controle p é variado.

X &
l estavel
’ l
4
A
instavel l

Figura 2.4: Bifurcacao transcritica

Novamente, considerando a primeira derivada parcial das componentes de f com relagao
ao parametro de controle, tem-se f, = z. Entao o posto da matriz aumentada [D, f|f,] nao
muda no ponto (0,0), e é igual a 1. Ou seja, f, nao pertence ao espago de D, f. Dessa forma,
conclui-se que a bifurcacao nao é do tipo sela-né. Os espacos que sao criados por este ponto de
bifurcacao nao tem a mesma tangente, caracterizando uma bifurcagao transcritica.

2.3.3 Bifurcacao de forquilha

Essa bifurcagao aparece em sistemas fisicos que apresentam algum tipo de simetria. Um par
de pontos de equilibrio de mesma estabilidade aparece e desaparece simultaneamente, quando o
parametro de controle passa por um valor critico. Esta bifurcacao é subdividida em dois tipos,
supercritica e subcritica, cujas respectivas formas normais sao:

(a)i=pr—2°, e (b)d=px+z°. (2.8)

16



onde x é a variavel de estados, p é o parametro de controle.

Em ambos os casos observa-se a existéncia de trés pontos fixos: xo = 0 (trivial) e zg = :I:\/g
(nao trivial), sendo aw = 1 no caso (a) e « = —1 no caso (b).

D, f = p— 32% e seus autovalores sao A\ = p para 7p = 0, e A = —2yu para xy = j:\/g, e«
como definido acima. logo o ponto fixo trivial é estavel quando p < 0 e instavel caso contréario.

(v = 1): Neste caso o ponto fixo existe somente quando p > 0, e é um ponto estavel.

(a = —1): Neste caso o ponto fixo existe somente quando p < 0, e é um ponto instével.

Para ambos os casos, p. = 0 é um valor critico e zo(i.) é um ponto nao hiperbélico. Além
disso, o numero de pontos fixos muda; de 3 pontos fixos passa-se a ter 1, e a estabilidade do
ponto fixo trivial muda ao passar pelo valor critico p. = 0. Logo, a origem do espaco-controle
(o, pte) = (0,0) é um ponto de bifurcagao. A figura 2.5 o diagrama de bifurcacoes das equagoes
(2.8) quando o parametro de controle p é variado, gerando bifurcagao de forquilha supercritica
e subcritica.

x E S
instavel x &
l estavel e B T
~—
~
| ! Y I
............ . \
L4 e —— - T
estavel T instavel H estavel 7 instavel
’
- l
-
estavel - - l
instavel

Figura 2.5: Bifurcagdo de forquilha supercritica (esquerda). Bifurcacao forquilha subcritica
(direita)

No caso da bifurcacao de forquilha supercritica, localmente observa-se dois intervalos de
pontos fixos instaveis em um dos lados do ponto de bifurcacao, e um intervalo de pontos fixos
instaveis do outro. O inverso ocorre para a bifurcacao de forquilha subcritica: observa-se um
intervalo de pontos fixos estaveis em um dos lados do ponto de bifurcagao, e dois intervalos de
pontos fixos instaveis do outro.

2.3.4 Bifurcacao de Hopf

Essa bifurcacao é caracterizada pela existéncia de um par de autovalores puramente ima-
ginarios no ponto de bifurcacao. E. Hopf, em 1942, estabeleceu as condi¢oes para a ocorréncia
de tal bifurcacao num sistema n-dimensional. Entretanto esse tipo de bifurcacao ja havia sido
sugerido por Poincaré em 1892 e estudado por Andronov, em 1929, para um sistema bidimen-
sional. Por esse motivo, as vezes ela é chamada de bifurcacao de Poincaré-Andronov-Hopf. A
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forma normal desta bifurcacao é

T = pUr —wy + (OéIE—ﬂy)@Q‘f‘yQ);
y = wz + puy + (Br + ay)(2® + y?) ; (2.9)

onde z e y sdo os estados do sistema e p é o parametro de controle. (0,0) é ponto fixo e os
autovalores associados a matriz jacobiana sao \; o = p + tw. Quando p. = 0 observa-se que o
ponto fixo (0,0) é ndo hiperbdlico. Além disso, para (z, y, 1) = (0,0,0)

D

[t [

)

satisfazendo a condi¢ao de transversalidade [31]. Entao, (0,0) é um ponto de bifurcacao de
Hopf quando p = 0, e cria uma solugdo periédica bifurcante de periodo 27 /w.
Fazendo a transformacao
r=rcosf e y=rsend

transforma-se (2.9) no sistema
P = pr+ar’; (2.10)
0=w+pr?. (2.11)
Hopf mostrou que o comportamento para deste ultimo sistema dinamico equivale ao compor-
tamento do sistema original (2.9), na vizinhanga do ponto de bifurcacao. Observa-se que a
equagao (2.10) é idéntica a (2.8). Entao a bifurcacao de Hopf para (0,0,0), no espaco (z,y, 1),
é equivalente a uma bifurcacao de forquilha para (0,0) no espago (r,u). Quando @ = —1
obtém-se a bifurcacao forquilha supercritica no espago (r, pt) e entdo, uma bifurcacdo de Hopf
supercritica no espaco (z,y, ). Por outro lado, quando a = 1 obtém-se uma bifurcagao forqui-
lha subcritica no espago (7, 1) e uma bifurcagdo de Hopf subcritica no espago (z,y, u).
Considera-se que a bifurcagao ocorre para p, = 0. Assim, a(0) = 0 e 5(0) # 0. Em torno
do ponto de bifurcacao, podem ser expandidos em série de Taylor, os coeficientes «, 3, a, b,
por simplicidade adota-se g—g li=0 = d, a(0) = a, 5(0) = B, % lu=0= ¢, b(0) = b . Assim

obtendo-se

= d(p)r +a(u)r’;
0= 6+ c(u) + br?. (2.12)

A figura 2.6 mostra uma bifurcacdo de Hopf no espago estado-controle. O teorema de
Sotomayor da condigoes necessarias e suficientes para a existéncia de bifurcacoes estaticas.

Teorema 2.3.1 (Teorema de Sotomayor) Seja o sistema f(x,m), f € C®, as sequintes
hipdteses sao necessdrias para a aplicacao do teorema:

a. A existéncia do ponto de equilibrio (xo,mg);
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Figura 2.6: Bifurcacao de Hopf

b. A matriz jacobiana associada ao sistema aplicada ao ponto de equilibrio, D, f(xq, mo),
tem um autovalor simples X\ = 0 com um autovetor associado v, e D, f(xq, mo)? tem um
autovetor w associado ao autovalor A = 0;

c. Dyf(xo,mo) tem k autovalores de parte real negativa e n — k — 1 autovalores com parte
real positiva.

Se as condigoes acima sao satisfeitas tem-se:

1. Bifurcagao sela-né em (xq,mg) se

wT%(xo,mo) #0 e w'D2f(x0,mo).(v,v) # 0;

2. Bifurcagdo transcritica em (xq,mg) se

ng_TJ;(xO’mO) =0 ; w' Dyf(zo,mo)v#0 e w'D2f(xg,mo).(v,v) # 0;

3. Bifurcacao por quebra de simetria transversal se

“’T%“O’m(’)zo . W Dof(xo.mo)v # 0 wh D2 f(wg,mo).(v,0) 0

€ wTD:%’f(lbv mO)‘(Uv v, U) 7é 07

Munidos das condigoes necessarias, pode-se encontrar as condigoes suficientes. Estas condigoes
envolvem a derivada do vetor f com relacao ao parametro de controle m (%(l‘, m)), sendo f
o vetor das equagoes dinamicas do sistema; envolvem também o cdlculo das derivadas direcio-
nais w! D f(xq, mo).(v, ...,v) (i aplicagoes de v), cujo procedimento merece um pouco mais de
atencao, pois dependendo da dimensao do sistema ele se torna muito trabalhoso. Observa-se
que os vetores w e v sdo vetores n-dimensionais e constantes, e a matriz D, f(x,m) é a matriz
jacobiana, quadrada de ordem n. O procedimento para o célculo da derivada direcional pode

ser sistematizado da seguinte forma:
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Calcula-se a matriz jacobiana do sistema (2.1), ou seja, D, f(z,m) (n xn);

Multiplica-se a matriz jacobiana pelo autovetor v; obtém-se um vetor (n x 1);

Diferencia-se o vetor resultante com relagao a x; obtém-se novamente uma matriz (n x n);

multiplica-se novamente por v, obtendo um vetor (n x 1);

finalmente, multiplica-se o vetor resultante pelo autovetor w de A”, obtendo um ntimero.

Aplica-se ao ponto de equilibrio e analisa-se o valor resultante.

Observe que se o valor de ng—j:L(xo, my) # 0 a unica bifurcagao estatica possivel é a bi-

furcacao sela-né. Porém, caso contrario ela é a tinica que nao pode ocorrer.

2.4 Imprevisibilidade em sistemas dinamicos nao linea-

res

Varios fenomenos que ocorrem em escalas macromoleculares sao previsiveis teoricamente.
As leis de Newton, por exemplo, comprovaram as conclusoes experimentais obtidas por Galileu.
Por outro lado, resultados tedricos sobre o movimento de corpos macromoleculares podem
predizer resultados experimentais. Entretanto isso nem sempre acontece; alguns fenémenos sao
considerados de dificil previsao.

A impossibilidade de se prever o futuro de alguns sistemas quando o estado inicial é co-
nhecido com precisao finita foi constatada por J.C. Maxwell (1831-1879) em 1873. Em 1903,
alguns anos apods ter desenvolvido varios estudos a respeito da estabilidade do sistema solar,
J.H. Poincaré (1854-1912) escreveu, referindo-se aos seus estudos sobre o problema dos trés
corpos: ”...pode acontecer que pequenas diferencas nas condigoes iniciais produzam grandes di-
ferencas no fenomeno final. Um pequeno erro na entrada produzird um erro enorme na saida.

U

Previsao torna-se impossivel...”. Este efeito de amplificagao de erros nas condicoes iniciais é
conhecido como sensibilidade as condigoes iniciais e uma conseqiiéncia imediata é a imprevisibi-
lidade do comportamento da solucao de sistemas dinamicos cadticos. Provavelmente, Poincaré
foi o primeiro a vislumbrar caos no problema dos tés corpos .

A conclusao de Poincaré foi que as solugoes em série, geralmente utilizadas na busca de
solucoes para os problemas da época, eram divergentes. Porém, em meados do século XX, A.N.
Kolmogorov (1903-1987), V.I. Arnold e J. Moser provaram que a convergéncia (ou divergéncia)
dessas séries depende da escolha das condigoes iniciais. Assim, um sistema com trés ou mais
corpos pode ter movimentos regulares ou caodticos. Esse resultado ¢ uma conseqiiéncia do
teorema KAM, cuja sigla é dedicada as iniciais do nome de seus autores. Em sistemas cadticos
os erros nas condicoes iniciais crescem exponencialmente com o tempo, inviabilizando uma

previsao de longo prazo. A resolucao de uma modelo meteorolégico simplificado, realizada
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através de simulagoes em computador, resultaram na descoberta do primeiro atrator estranho,
que caracteriza um sistema caotico. Segundo E.N. Lorenz, pequenas perturbacoes causadas pelo
bater de asas de uma borboleta no Brasil pode provocar o surgimento de um tornado no Texas
(Efeito Borboleta) . A descoberta de sistemas cadticos afetou o préprio método cientifico criado
por Galileu para a validacao da teoria, pois se o sistema analisado é cadtico, previsoes de longo
prazo sao intrinsicamente impossiveis, o que dificulta essa validacao.

Caos ocorre num sistema determinista quando seu comportamento é aperiédico (irregular)
e depende sensivelmente das condigoes iniciais. Na pratica, erros nas condicoes iniciais serao
sempre presentes devido a uma série de fatores tais como ruido, efeitos de diagonalizacao,
precisao, etc. O advento do computador pemitiu que a solugao de equacgoes diferenciais fossem
calculadas com uma maior variabilidade das condigoes iniciais e dos valores dos parametros
envolvidos nas equacoes, desenvolvendo conclusoes intuitivas sobre os possiveis comportamentos
que essas equagoes representam. Sistemas formados por equagoes diferenciais como (2.1) nao
sao facilmente integradas. Porém, atualmente existem varios algoritmos que permitem o calculo
de sua solucao tais como o método de Euler, de Runge-Kutta, de Adams-Bashforth, Adams-
Moulton e o método trapezoidal. O método mais utilizado é o método de Runge-Kutta de 4*
ordem.

2.4.1 Mapa de Poincaré

Um diagrama de bifurca¢ao mostra os tipos de atratores que surgem em um sistema quando
um parametro de bifurcacao é variado. Entretanto, um diagrama de bifurcacao quase nao da
informacoes a respeito da geometria deste atrator no espaco de estado. Assim, para conhecer
melhor a geometria do atrator pode-se usar o entao chamado mapa de Poincaré. A figura 2.7
mostra a utilidade do mapa de Poincaré na verificagao da geometria do atrator, desenhada pelo
fluxo de um sistema dinamico qualquer.

J.H. Poincaré (1854-1912) ficou famoso ao conquistar o prémio oferecido pelo rei Oscar II, da
suécia e da Noruega, na festa de seu aniversario de 60 anos. O prémio, lancado em 1886, seria
entregue para quem desse uma prova matematica rigorosa a respeito da estabilidade (ou nao)
do Sistema Solar. Ao estudar esse problema, Poincaré desenvolveu varios teoremas e acabou
ganhando o prémio em 1889, embora sua solucao fosse apenas parcial. Um desses estudos de
Poincaré culminou em uma técnica cuja finalidade é reduzir o estudo de um fluxo continuo num
espaco de fases de dimensao n ao estudo de um mapa num espago de fases com dimensao n — 1.
Esse é o motivo pelo qual essa técnica se tornou muito usual para sistemas nao lineares [1].

Considera-se um sistema dinamico auténomo na forma (2.1) quando x é um vetor de es-
tados n-dimensional e M um vetor m-dimensional de parametros do sistema. A identificacao
de 6rbitas periédicas em um sistema de equagoes diferenciais como esse, geralmente nao é uma
tarefa facil [19]. O mapa de Poincaré é um artificio que simplifica esta identificagao, discreti-
zando o sistema continuo de equagoes diferenciais através de um mapeamento, reduzindo entao
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Figura 2.7: A geometria do fluxo sendo ”desenhada”nas se¢oes de Poincaré

a ordem do sistema.

Considere uma orbita periédica v que faz parte do fluxo ® no R", definido pelo campo
vetorial (2.1). Uma se¢do de Poincaré é uma hipersuperficie no espago de estados, transversal
ao fluxo das equacoes do sistema, ou seja,

n(z).F(x) #0 ou n'(z).F(z)#0,

quando n(x) é um vetor normal & se¢do no ponto z, F' é o campo vetorial que representa o
fluxo e o ponto indica produto interno. Denota-se esta secao por X, sendo esta hipersuperficie
de dimensao menor que a do espaco de estados, isto é, para um sistema n-dimensional, ¥ tem
dimensao (n-1) [31].

Seguindo este raciocinio, a secao de Poincaré para o caso tri-dimensional serd representada
por um plano. Pode-se entao imaginar uma seqiiéncia de segoes planas 1, o, ... em intervalos
At, e a tragetéria do sistema interseptando esses planos em um tnico sentido. A regra ma-
tematica que mapeia esta seqiiéncia de planos, que podem ser denominados planos de fase, em
um unico plano, é denominada mapa de Poincaré, e pode ser representada pela transformacao

Xm+1 = P<Xm>7

quando X; representa um ponto fixo, ou seja, a marcacao da trajetéria no plano. A trajetoria
~v sempre perfurard a seqiiéncia de secoes no mesmo sentido, perfurando-as de frente para tras
ou de tras para frente, nunca nos dois sentidos simultaneamente (figura 2.8).

No caso de drbitas periddicas, a secao de Poincaré apresenta necessariamente um numero
finito de pontos fixos, que depende da sua periodicidade. Por exemplo, caso aparecam dois

22



I

Figura 2.8: A trajetoria v perfurando uma seqiiéncia de se¢oes de Poincaré

pontos na secao de Poicaré, isto indica que o periodo da resposta é o dobro do periodo da
forga excitadora. Por outro lado, se os pontos fixos jamais coincidem, a orbita é dita aberta
e o movimento é nao peridédico. Se os pontos fixos descrevem uma érbita fechada, tem-se um
movimento quase periddico. Um movimento nao periédico, representado por uma colecao de
infinitos pontos geometricamente arrumados dentro de uma regiao limitada no espaco de fase,
dé indicios de um atrator estranho ou caotico. E existe ainda uma outra possibilidade, quando
os infinitos pontos apresentam-se de forma difusa, o que pode caracterizar um movimento
aleatorio ou um atrator cadtico com baixa dissipacao. Por isso, para afirmar com certeza a
existéncia de movimentos cadticos em um sistema dinamico, faz-se necessaria a utilizacao de
uma ferramenta mais precisa, como por exemplo, o calculo dos expoentes de Lyapunov.

2.4.2 Expoente de Lyapunov

Considera-se uma trajetoria descrita por uma determinada evolugao. O expoente
de Lyapunov associado a esta trajetéria é uma medida média da expansao e contracao de
trajetérias que estao proximas a ela. O expoente de Lyapunov mede o crescimento exponencial
quanto a perturbacao de uma trajetoria, para determinado ponto no espaco de estado. Usando o
expoente de Lyapunov pode-se distiguir pontos fixos, movimentos periédicos e quase-periddicos,
e movimentos cadticos [31].

Supde-se entao um fluxo tal como (2.1) e a evolugao deste a partir de duas condigdes iniciais
proximas xg e yo = xo + € tal que

Yo — @o| < €o(2o)- (2.13)

Note que esta proximidade (raio da vizinhanga da orbita ) depende das condigbes iniciais.
O expoente de Lyapunov mede o crescimento exponencial da perturbagao €4 (t) (figura 2.9) e
pode ser definido como

A; = lim lim —1In

, 1=1,...,m.
t—oo  go(z0)—0 T 50(270)
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Logo,
gi(t) ~ eo(xo) exp™?, (2.14)

Figura 2.9: A divergéncia de trajetérias vizinhas

Na pratica calcula-se analiticamente expoentes de Lyapunov em pouquissimos casos, mas
existem vérias estimativas numéricas para este valor [16]. Neste caso, calcula-se A para diferen-
tes condigoes iniciais e faz-se uma média sobre os valores obtidos. Para um ntmero de iteracoes
suficientemente grande, o expoente de Lyapunov deixa de depender da condicao inicial, ou seja,
acaba-se por visitar o atrator independente do ponto de partida.

Os expoentes de Lyapunov permitem obter informacoes valiosas com respeito a estabilidade
local de um atrator. Como em (2.14) tem-se uma medida de divergéncia, pode-se concluir que
a existéncia de um ou mais expoentes de Lyapunov positivos define uma instabilidade orbital,
o que permite concluir que: uwma primeira condi¢ao para a ocorréncia de atratores estranhos
(dinamica cadtica) para sistemas continuos € a existéncia de pelo menos um expoente positivo.

Pode-se observar ainda que, no caso de solucoes periédicas ou quase-periddicas, A\; < 0 nas
diregoes perpendiculares ao movimento, pois espera-se que esse deslocamento diminua com o
tempo, e \; = 0 ao longo da trajetoria, visto que este deslocamento nao deve se alterar.

Por outro lado, se > " | A\; < 0 tem-se uma diminui¢do do volume no espago de fase e o
sistema torna-se dissipativo. Conclui-se entao que: uma sequnda condi¢cao para a ocorréncia de
atratores estranhos em sistemas continuos € Y ;" N < 0, o que garante a contrag¢io do espago
de fase. E, como terceira condicao para existéncia de movimentos cadticos: a dimensao do
espaco de fases deve ser no minimo tridimensional.

2.4.3 Espectro de Freqiiéncia

Algumas das dificuldades encontradas no estudo da dinamica associada a séries tem-
porais experimentais estao ligadas ao nao conhecimento das equagdes do movimento [16]. O
espectro de freqiiencia ou espectro de Fourier ajuda na distingao de movimentos periodicos,
quase-periodicos e cadticos e sao tipicamente usados no estudo de sinais estacionarios, quando
nao se conhece as equagoes do movimento. Qualquer fungao z(t) pode ser representada pela
superposi¢ao de um numero (eventualmente infinito) de componentes periédicas. No caso em
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que z(t) é periddica, seu espectro pode ser representado como a combinagao linear de oscilagdes
cujas freqiiencias sao multiplos inteiros da freqiiéncia basica w. Essa combinagao linear recebe o
nome de série de Fourier. Como normalmente a x(t) nao é periddica, utiliza-se a transformada
de Fourier para representa-la em termos dessas freqiiéncias.

A transformada de Fourier de um sinal z(t) é definida como

+00

X(w) = / x(t) exp” ™! dt (2.15)
—0o0

quando w denota a freqiiéncia e X (w) é uma quantidade complexa que indica o peso relativo

com que a freqiiéncia w comparece na composicao de z(t) [31]. Vale lembrar que, ao escrever

(2.15), assume-se que z(t) é integravel, ou seja,

/+OO |z(t)|dt < oo. (2.16)

—00

O espectro de poténcias P(w) é definido como o mddulo quadrado do espectro de Fourier
X (w):
Pw) =|X(w)% (2.17)

A transformada de Fourier fornece uma representacao simples de um sinal em funcao de
senos e cossenos, a qual se apresentam como linhas discretas no espectro de freqiiéncia. Este
sinal pode ser obtido de dados fisicos experimentais ou de integragoes numéricas, dispondo-se
em uma série temporal discreta e finita. Supondo esta série com N termos, na forma x; = x(t;),
com t; = jAt, coletada em um tempo finito NAt. Pode-se entao obter a representacao por
senos e cossenos através da transformada de Fourier discreta (DFT):

SO i 2mjk
xk:\/—N;xjexp |:ZT:| , k=1,..,N. (2.18)
sendo z; dependente do tempo t = jAt e T, dependente das freqiiéncias w = kAf, Af = ﬁ.
O espectro de poténcias discreto é definido por
P(w) = |73]*. (2.19)

Um caso especial da DFT ¢é a transformada rapida de Fourier (FFT), cujo desenvolvimento
é atribuido a Cooley e Tukey [31]. A FFT é um esquema computacional eficiente e ja estd
disponivel em varios softwares comerciais, como por exemplo, o software Matlab, o qual foi
utilizado neste trabalho.

Geralmente, nao se conhece a priori o periodo 7" do sinal e portanto nao é possivel tomar o
tempo final NAt como um multiplo de T, o que compromete a resolugao dos picos de P(w). O

2r

espectro de poténcias de um sinal periédico de periodo T' serd entao composto de um pico em =,
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picos secunddrios (”side-lobes”) e picos menores nos harmonicos, também seguidos de ”side-
lobes”. Para um sinal nao periédico resultante da superposicao de movimentos periodicos,
de periodos desconhecidos, o espectro pode ser mais complicado mas apresenta picos bem
definidos nas freqiiéncias w,, = |miw; + maws + ... + myw,|, com m; inteiros e w; freqiiéncias
associadas aos periodos de cada oscilagao independente do movimento. Finalmente, para sinais
aperiodicos, o espectro apresenta-se de forma continua, evidenciando portanto um sinal cadtico
ou estocastico. Este espectro pode ser confundido com o espectro de um sinal multi-periédico,
contendo um numero muito grande de freqiiéncias independentes, o qual também se apresenta
como um espectro continuo. Por isso, na busca de movimentos cadticos, a analise espectral nao
é suficiente.

2.5 Sistemas Dinamicos Nao Ideais

Chamamos de sistema nao ideal os sistemas de poténcia limitada, cuja excitacao é provocada
por uma fonte de energia nao ideal, ou seja, além de considerar a influéncia do excitador no
sistema oscilante, considera-se também que a acao da fonte de energia depende do movimento
do sistema oscilante. Neste caso nao existe uma lei especifica de variacao de sua forca que possa
ser determinada por uma funcao dependente simplesmente do tempo. A forca de excitacao deve
depender das coordenadas de movimento e velocidade da fonte de energia. No caso de sistemas
com fonte de energia ideal, a resposta do sistema oscilante ao perturbador é desprezada, isto é,
nao ¢é levada em conta. Logo, sua forca excitadora pode ser escrita apenas como uma funcao
do tempo 7.

A formulacao de um sistema nao ideal, deve incluir entdao um termo R(p, ¢, x, %), com ¢ e
x coordenadas de movimento da fonte de energia e do sistema oscilante respectivamente, que
descreve a influéncia do sistema oscilante na fonte de energia. Pode-se acrescentar ainda um
termo Q(x,Z, ¢, ) que expressa o acoplamento do sistema oscilante com a fonte ndo ideal,
considerando termos nao lineares que seriam desprezados na formulagao convencional. Ambos
sao obtidos na determinacao das Equagoes Diferenciais do movimento.

Logo, o movimento de um sistema oscilante excitado por uma fonte de energia nao ideal,
com n graus de liberdade, pode, de um modo geral, ser descrito pelas equacoes:

(M1 + Bax1 + cax) + (M@ + B + Ciova) + -+ - +
+ (mmxn + ﬁznl’n + Cm.rn) = QZ‘({L‘l,[EQ, ey IL‘n,IL:hl:Q, ...,fn, @, QD) (2 20)
ISO + H(QO, 80) - L(QO, 90) = R(@) 9b7$17x27 “vmn;l:h 1:27 >~Tn)

quando L(y, ¢) é a fungao o torque de direcionamento ou forga eletromecanica do perturbador,
e estd intimamente ligada a natureza da fonte de energia.

Portanto, os sistemas dinamicos modelados matematicamente como nao ideais possuem
pelo menos um grau de liberdade a mais do que o sistema ideal correspondente, dependendo
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do niimero de motores presentes nele. O fenémeno de salto e o aumento de poténcia exigido
pela fonte de energia, operando na regiao da ressonancia, sao manifestagoes do fenomeno co-
nhecido como efeito Sommerfeld, em homenagem ao primeiro pesquisador a observar estes fatos
experimentalmente.

Sommerfeld foi o precursor desta teoria, quando em um experimento observou que a ve-
locidade do motor nao dependia apenas do tempo, mas também da amplitude de oscilacao
do sistema. Um experimento um pouco mais recente foi realizado por Kononenko e Korablev
(1959) com uma viga engastada, excitada por um rotor que gira duas massas desbalanceadas
em sua extremidade, cujo esquema ¢é apresentado na figura 2.10

-
MASSIVE
PLATE
o o
o ! CANTILEVER ELECTRIC
/' i BEAM MOTOR
o o
ROTOR
FASTENERS SHAFT
FLY WHEEL HOLE

Figura 2.10: Aparato experimental de Kononenko e Korablev para um sistema nao ideal.

Caracteristicas importantes que ocorrem no sistema quando este tipo de modelo matematico
¢ adotado:

a. Variagoes bruscas (saltos ou ”jumps”) da amplitude de deslocamento da estrutura e da
freqiiéncia de excitacao;

b. Descontinuidade da curva amplitude versus freqiiéncia, indicando regioes de instabilidade;

c. Influéncia do perfil da curva ”amplitude versus freqiiéncia ”com relagao ao sentido de cres-
cimento de ¢, ou seja, quando o operador altera a velocidade do motor elétrico em
acréscimos ou decréscimos;

d. Dependéncia destes efeitos com relagao as caracteristicas eletromecanicas do motor L(y, ).

Estas propriedades foram verificadas no experimento de Kononenko e Korablev (figura 2.10)
e serao discutidas ao longo do desenvolvimento da teoria de sistemas nao ideais. Para observa-
las é necessario conhecer as caracteristicas da fonte de energia, que serd o assunto da préxima
secao.

2.5.1 Caracteristica da Fonte de Energia

Um conceito importante em sistemas nao ideais é a caracteristica da fonte de energia. Ela
descreve a dinamica interna da fonte de energia, relacionando suas grandezas, cujas escolhas
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dependem do tipo de energia considerada. Em sistemas mecanicos é comum adotar como
caracteristica da fonte de energia mecanica a relagao entre o torque L(p, ¢) e a velocidade de
rotacao ¢ = djf , a qual é mantida constante quando a relagao é encontrada. A caracteristica
muitas vezes é utilizada como critério de escolha da fonte de energia pois ela representa suas
propriedades essenciais.

Uma técnica adotada para a obtencao da caracteristica da fonte de energia é adotar um
parametro de controle, como por exemplo a poténcia fornecida, e para cada valor fixo deste,
obter uma curva caracteristica. Isso corresponde a uma familia de caracteristicas que podem
ser reguladas conforme a variagao do parametro de controle. Geralmente, tem-se duas possibi-
lidades destas curvas, no plano torque versus freqiiéncia de rotacao. A primeira delas sendo do
tipo exponencial (mais realista)

L=F, eXp*Eldfo,

e a segunda sendo do tipo linear

de
L=a—b-2.
TV

Nas figuras 2.11, cada curva corresponde a determinado valor do parametro de controle,
os quais geram as caracteristicas Ly, Lo, ..., L. A figura 2.12 mostra as curvas caracteristicas
obtidas experimentalmente por Kononenko e Korablev.

Figura 2.11: Familia de caracteristicas da fonte de energia (Lj, Lo, ..., Ls). Forma exponencial
(esquerda). Forma linear (direita)

Quando as caracteristicas sao adotadas na forma exponencial, geralmente precisam ser ob-
tidas na forma grafica, resultado de testes experimentais. A interseccao da curva caracteristica
para determinado valor do parametro de controle, com a curva referente a energia total consu-
mida pelo sistema, define o ponto de estabilidade do sistema, para o qual a rotacao é constante.
Assim evidencia-se a dependéncia do movimento da fonte de energia com relacao a resposta do
sistema vibrante, dado que a rotacao da fonte de energia depende da energia consumida pela
estrutura para se movimentar.

Deseja-se analisar a inclinacao da curva caracteristica, ou seja, o estudo da caracteristica
dL

dcp)'

Assim, quanto maior o valor de N, maior é a sua inclinacao, podendo chegar a uma posicao

da fonte de energia é realizado através do seu gradiente (o valor em médulo de N =

muito ingreme (praticamente vertical), caracterizando o sistema ideal. Pode-se classificar a
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Figura 2.12: Familia de caracteristicas obtidas experimentalmente por Kononenko e Korablev

caracteristica como suave quando N é pequeno e rigida (ou dura) quando N é grande. Na
maioria dos casos N decresce com o crescimento de ¢, ou seja, N é negativo. O torque de
resisténcia ao movimento de rotac¢ao da fonte de energia H(p, ) é obtido geralmente de dados
experimentais e apresentado na forma gréfica.

A figura 2.13 mostra a amplitude de movimento da viga de Kononenko e Korablev, plotada
em funcao de 2. Os pequenos circulos mostrados na figura foram obtidos fazendo com que o
rotor atingisse um estado de equilibrio para o qual o parametro de controle é fixo, ou seja, a
amplitude da resposta ao estado de equilibrio foi medida. Varia-se suavemente o parametro de
controle até que ele atinja outro estado de equilibrio. A curva sélida corresponde & resposta
tedrica obtida para o mesmo sistema. A figura da esquerda mostra esses resultados para )
crescente, enquanto a figura da direita mostra os mesmos resultados para €2 decrescente. Pode-
se observar certos intervalos em que nao existem resposta ao estado de equilibrio. Além disso, o
tamanho desse intervalo muda para os valores de €2 crescente ou decrescente. Esta propriedade
de sistemas nao ideais é denominada fenémeno do salto (”jump”).

A figura 2.14 mostra a curva de resposta em freqiiéncia tipica de um sistema linear ideal.
Os pontos P, R, T e H correspondem aos pontos da figura 2.13. As setas indicam o sentido
de variacao do parametro de controle em um sistema nao ideal. Observa-se que o sistema nao
ideal nao possui resposta entre as freqiiéncias {0y e Q5 quando a freqiiéncia é crescente, o que
nao acontece com o sistema ideal. Por outro lado, quando a freqiiéncia é decrescente o sistema
nao tem respostas para o intervalo de freqiiéncias (2r e 2p.

Observa-se que do lado esquerdo do pico de ressonancia, a poténcia inserida ao sistema é
inicialmente pequena. Variando suavemente esta poténcia, a freqiiéncia e a amplitude da curva
de ressonancia sofrem um aumento consideravel. Por outro lado, a partir do ponto P a poténcia
inserida ao sistema é bem maior, no entanto a freqiiéncia sofre uma pequena variacao (de Q2p a
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Figura 2.13: Comparacao entre as respostas em freqiiéncia experimental e tedrica para o sistema
nao ideal de Kononenko e Korablev para ) crescente (a) e € decrescente (b)

Figura 2.14: Curvas de resposta em freqiiéncia comparando sistemas ideais (linha continua) e
nao ideais (setas)

Qr). Ou seja, um aumento relativamente grande da poténcia provoca um aumento consideravel
na amplitude mas quase nao altera a freqiiéncia. Para o ponto T a caracteristica do movimento
muda. Um crescimento na poténcia inserida faz a amplitude decrescer consideravelmente e
a freqiiéncia crescer também de forma consideravel. Este fenomeno é conhecido como efeito
Sommerfeld. A dependéncia com relacao ao sentido do crescimento do parametro de controle
¢é conhecida como histerese.
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Capitulo 3

Simulacao numérica de um sistema nao
ideal de dois graus de liberdade

Existem dois caminhos para se solucionar um conjunto de equagoes diferenciais. O pri-
meiro é a partir da integracao analitica destas equagoes, que geralmente sao muito complexas,
até mesmo para sistemas lineares. A grande vantagem é que a solucao obtida é uma solucao
geral que vale para quaisquer condicoes iniciais e quaisquer valores dos parametros. O se-
gundo é resolvé-lo através de integragoes numéricas, obtendo a varidavel dependente x(t) =
(x1(t), x2(t), ..., x,(t)) em uma regiao pré-determinada pela varidvel ¢, com o inconveniente de
obter-se apenas uma solugao particular para as equacoes do sistema. Neste caso, a vantagem é
que o trabalho é todo realizado pelo computador. Porém, muitas vezes uma investigacao quali-
tativa do comportamento da solucao é satisfatéria, dispensando a busca pela solugao analitica
do sistema.

Até o final do século XIX desejava-se obter informacoes precisas sobre equacoes diferenciais
nao lineares e por isso buscava-se solucoes exatas através de integracoes. Poincaré introduziu
uma nova visao a esse respeito; ele percebeu que era possivel investigar as caracteristicas to-
poldgicas de um sistema sem resolve-lo explicitamente, utilizando uma abordagem qualitativa.
Assim, no lugar das técnicas que buscam férmulas, inicia-se o uso de técnicas geométricas e
topolégicas no estudo de sistemas dinamicos. A partir das técnicas qualitativas obtém-se pistas
sobre a evolugao do sistema no espaco de fases, com célculos analiticos relativamente simples
que determinam o comportamento assintético das solugdes do sistema (possiveis comportamen-
tos do sistema quando t — o0). A desvantagem destas técnicas é que parte da informacao
quantitativa é perdida.

Neste capitulo faz-se a apresentagao do objeto de estudo desta Dissertacao: um sistema nao
ideal de dois graus de liberdade. Sao apresentadas simulacoes numéricas do sistema operando
proximo as regioes de ressonancia. Investiga-se a possibilidade de existéncia de movimentos
regulares e irregulares nas regioes de ressonancia 1:1 e 1:2.
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3.1 Apresentacao do sistema nao ideal de dois graus de
liberdade

O sistema estudado nesta dissertacao é constituido por duas massas acopladas m; e ma,
sustentadas por molas lineares com coeficientes de rigidezes ki e ks, e amortecedores com
coeficientes de amortecimento ¢; e co, como mostra a Fig.3.1.

i

K, _L C:
o [ m, "
e

k, c,
|

|

Figura 3.1: Sistema Dinamico Nao Ideal

Um rotor é acoplado a massa m;i, girando uma pequena massa mg desbalanceada, com
um momento de inércia J, situada a uma distancia r do eixo de rotagao, e cuja freqiiéncia de
excitagao é denotada por w. Considera-se que o sistema opera com poténcia limitada, ou seja o
sistema é nao ideal. As equacoes que descrevem o movimento do sistema dinamico apresentado
na Fig.3.1 sao [2]:

midy + (e + )2y + (k1 + ko)o1 — codia — koxy = morw? cos ¢ + mord sin ¢
mgfg + Cg.fg + k’z.ﬁEQ — Cgﬂfl — ]{?2331 =0

J$ = L(w) — H(w) + moa; sing

L=—alL —bw + k,U(w) (3.1)

quando as funcoes morw?

cos @, e morw sin ¢ sao as forcas de inércia provocadas pelo rotor e
a fungdo mory sin ¢ representa o momento desta forca de inércia. As forgas de inércia fazem
com que a massa desbalanceada mq deforme as molas k; e ks, com uma frequéncia de excitacao
w = %‘te. A dltima equagao do sistema de equagoes diferenciais (3.1), representa a caracteristica

da fonte de energia, neste caso um motor de corrente continua. Esta curva caracteristica é
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considerada linear para alguns casos das simulagoes numeéricas e para o estudo analitico. Ou
seja, L= 0, e é representada pela equacdo L(w) = a —bw, sendo a e b constantes que dependem
do tipo e da poténcia do motor. L também pode ser considerada como o torque gerado pelo
motor. H é o torque de resisténcia e U é a tensao nos terminais do motor. Escolhendo-se
convenientemente os parametros do sistema dinamico, pode-se ajustar as freqiiéncias naturais
w1y e we, associadas respectivamente as oscilagoes nas variaveis x; e xo, de modo que estejam
em diferentes tipos de ressonancia.

E possivel tornar o sistema (3.1) adimensional introduzindo as variaveis adimensionais [2):

— — M 1o My ! :
X1 = mortl X2 = mer?2 X1 = myr®l X2 = mort2

Y L R 11T W o 78 [k (32)
W= W= )\—LJkl T = s

e as constantes adimensionais:

M:% szu%—; ﬁ:b(]&kll a=a %

U1=ﬁ 7)2:\/% p=mg JLml U:kuU% Jlk,ll (33)
O sistema adimensional obtido é

X{ = —=x1—mxi + pulxe — x1) + m2(xa — x1) +@° cos @ + &' sin @

X5 = =02 (x2 = x1) = Zma(xh — X4) (3.4)

Z

@" =X+ px{sing

e a equacao adimensional da caracteristica do motor é
/ —
A =—a\— fw+u,
que quando considerada linear torna-se

A= a& — (.

A vantagem do estudo de um sistema com varidveis adimensionais ¢ que nele trabalha-se
com numeros puros, sem considerar a dimensao de suas variaveis.

33



Pode-se obter os pontos de equilibrio do sitema (3.4) introduzindo o vetor z = (21, 2y, 23, 24, 25) "
e transformando o sistema (3.4) em um sistema com 5 equagoes diferenciais de primeira ordem,
na forma Z = f(z) com

’ / J—
21 = X1, #2 = X1, R3 = X2, 24 = X2, &5 =W
Assim, obtém-se as seguintes equacoes diferenciais de primeira ordem:

a) 21 = 29

. 1 _
b) tp= ————— [—(1 + )21 — (1 + M)z + pzs + Mazg + 22 cos P+
1 —psin“p
+(& — fz5) sin@]}
C) 23 = 24
) 62 62
d) 24=0%2+ —mz — Pz — —1p2z
M H
. Qa sin @
e) 5= 5 — P .902_[—(1-1-#)21 — (1 + m2) 22 + (23 + Nazat
1—psin“p 1—psin“p
+z§ CcosSp — 6 _z5]
psiny
(3.5)
e, fazendo Z; = 0, i = 1,2, ..., 5 nas equagoes (3.5), obtém-se os pontos de equilibrio:
Z9 = 24 — 0
N2
2 =23 = (%) cosp (3.6)
5 = E

Os pontos de equilibrio (3.6) na verdade constituem uma 6rbita periddica de equilibrio, onde
© pode variar de 0 a 27 + 2k7.

3.1.1 Linearizacao em torno da é6rbita de equilibrio

Obtido o sistema de equagoes diferenciais 2; = fi(z), ¢ = 1,2,...,5 quando z =
(21,22, ..., 25)T, é necessario encontrar a matriz Jacobiana

ofr 9N of
021 Ozo e Oz
0f2 9f2 of2
A _ 3:21 Ozo T Oz
Ofe 9fs ... Ofs
0z1 Ozo 0zs
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para escrever o sistema na forma z = Az.
Entao, diferenciando f;, ¢ =1,...,5 com relagdo a (z1, 22, - , 25) e linearizando em torno
da orbita de equilibrio, obtém-se a matriz A:

0 1 0 0 0
__(+4p) _ (m+n2) u 72 2& COSE—B2 sin @
1—psin® @ 1—psin®g 1—psin®g 1—psin?p 1—psin® @
A— 3.7
0 0 0 1 0 (3.7)
2 62 2 62
0 2 —0 = 0
_ (4p)psing  (m+4n2)psing ppsing n2psin @ 2ap sin 3 cos p— 32
| 1—psin’ @ 1—psin® @ 1—psin’p  1—psin®p B(1—psin?p)

A matriz A contém todos os parametros fisicos do sistema mecanico em funcao das constan-
tes adimensionais u, 6%, ---, e, através dos autovalores de A obtém-se as frequéncias naturais
do sistema mecanico.

Munidos da ¢érbita de equilibrio do sistema em questao, e da linearizacao em torno da
mesma, varios estudos podem ser realizados para analisar o comportamento oscilatéorio do
sistema. Um dos métodos adotados nesta dissertacao foi a simula¢ao numérica do movimento a
partir de técnicas como o mapa de Poincaré, o expoente de Lyapunov e a transformada rapida
de Fourier (FFT). Essas sdo técnicas puramente numéricas, sendo que o mapa de Poincaré e a
FFT avaliam o sistema de forma qualitativa, dando apenas indicios de movimentos irregulares
e caos, enquanto o expoente de Lyapunov é uma ferramenta quantitativa, capaz de identificar
0 Ccaos.

Por outro lado, pode-se tentar uma analise analitica do problema. Uma das alternativas
sao os métodos de perturbacao, os quais permitem obter solucoes analiticas aproximadas do
sistema de equacoes diferenciais, e propiciam a analise de estabilidade, permitindo um melhor
dominio dos parametros do sistema. Neste trabalho, o método de perturbacao escolhido foi o
método da média proposto por Krylov-Bogoliubov em 1947 [29]. O método utilizado e o estudo
do sistema (3.4) serd apresentado no Capitulo 4.

Outra opc¢ao encontrada para o estudo do problema proposto neste trabalho foi a teoria
de Floquet, visto que o sistema apresenta solucao de equilibrio orbital, e considerando que ja
existem técnicas eficientes de controle para sistemas cadticos baseados na matriz de monodro-
mia [37, 38]. Uma introdugao da utilizagdo desta teoria é apresentada no Apéndice A desta
dissertagao.

3.2 Estudo de Ressonancias

As condicoes de estabilidade e instabilidade dinamica sao comumente expressas em teoria
de vibragoes mecanicas em termos de certas relagoes existentes entre as freqiiéncias de ex-
citacao externa e as freqiiéncias naturais do sistema, denominadas relagoes de freqiiéncias, cujo
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fenomeno mecanico associado é chamado de ressonancia. Para sistemas cujas equacoes dife-
renciais do movimento tem coeficientes constantes, a relacao mais geral desse fenomeno é da
forma:

W = Z_?wiv
quando w ¢é a freqiiéncia de excitacao, w; é a freqiiéncia natural e p e ¢ sao nimeros primos
entre si, usualmente pequenos.

As relagoes de freqiiéncias dadas acima sao usualmente denominadas de ressonancias dinamicas
(forgadas). O ponto representado pelas relagoes de freqiiéncia definidas acima, é o indicativo do
incipiente das oscilagoes ressonantes, pertencentes a regioes especiais no espaco de excitacoes
paramétricas, denominadas de regioes de instabilidade, onde as amplitudes sao crescentes com
o tempo. Fora destas regidoes o movimento é estavel, isto é, ele é limitado no tempo e decai
na presenca de amortecimento. Na fronteira destas regioes o movimento consiste de oscilagoes
ressonantes que podem ser estaveis periddicas ou quase-periddicas, ou instaveis ilimitadas no
tempo. A existéncia das relagoes de ressonancia e suas caracteristicas (transientes ou de regime
permanente) dependem de um numero de fatores relacionados ao sistema e as excitagoes ex-
ternas. Em sistemas mecanicos pode-se citar algumas caracteristicas de nao linearidades, que
podem levar a comportamentos oscilatorios diferenciados do sistema:

a. nao linearidades geométricas ou fisicas;

b. dissipacao de energia interna ou externa;

c. sistemas giroscopicos;

d. imperfeicoes do material;

e. modos estaciondrios e nao-estacionarios;

f. fontes de energia de poténcia limitada (ou fontes nao-ideais);
g. forgas dinamicas nao conservativas.

Neste trabalho considera-se o sistema dinamico apresentado na figura (3.1), cujas equagoes
sao dadas por (3.1). Interessa-se pelo seu comportamento oscilatorio na regiao de ressonancia,
sendo influenciado pelas nao idealidades do problema. Sistemas nao ideais operando na regiao
de ressonancia podem apresentar fenomenos como o efeito Sommerfeld, o fenémeno do salto
e regioes de oscilagoes instaveis. Foram realizadas simulagoes sobre as equacgoes adimensio-
nais (3.4), quando as freqiiéncias naturais estavam em ressonancia 1:1 e 1:2. A freqiiéncia
de excitacao foi variada de forma a estabelecer uma relacao 1:1 com cada freqiiéncia natural,
fenomeno que denomina-se passagem pela ressonancia. Sao varias as possibilidades de se obter
essas ressonancias, basta que seja efetuada uma escolha adequada dos parametros fisicos do
problema, definidos por (3.2) e (3.3).
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A escolha do método de integracao numeérica, utilizado para obter solucoes numeéricas das
equagoes diferenciais adimensionais do movimento (3.4), deve levar em consideragao os seguintes
quesitos:

e a escolha do passo de integracao;
e 0 uso desse passo;
e e a escolha dos parametros envolvidos no sistema.

E conveniente a utilizacao de um método que ajuste automaticamente o tamanho do passo
de integracao, para que eles se adaptem a trajetéria da solucao do sistema. A estimativa do
erro local em cada passo vai controlar o crescimento (ou decréscimo) do passo. O método
numérico mais indicado nestes problemas sao os métodos de Runge-Kutta, que permitem a
variagao automatica do passo de integracao.

As freqiiéncias naturais do sistema (3.4), objeto de estudo deste trabalho, foram obtidas
através dos autovalores da matriz A (3.7), atribuindo valores aos parametros fisicos do sistema.
Para estas simulagoes, adotou-se ¥ = 0, o que implica dizer que as oscilagoes do sistema foram
obtidas a cada giro da massa mg, no motor desbalanceado.

Durante este periodo foram analisadas vérias ressonancias entre as freqiiéncias naturais
do sistema, w; e wy, com o objetivo de explorar ao maximo o sistema estudado. O grande
numero de parametros fisicos envolvidos nas equacoes de movimento, permitem uma grande
variabilidade do sistema dinamico, o que torna este estudo extremamente necessario.

Esta fase compreende um trabalho computacional pesado, utilizando implementagoes em
Fortran 95 para obter as oscilagoes de y; e x2 em funcao de 7, o mapa de Poincaré de y; e xa
em funcao de W, e o calculo dos expoentes de Lyapunov. O célculo da FF'T e as figuras obtidas,
foram gerados com a ajuda do Software Matlab 5.2. Vale lembrar que todos os estudos foram
realizados nas variaveis adimensionais do sistema e suas respectivas ilustragoes também estao
em funcao das variaveis adimensionais.

Sao apresentadas a seguir algumas das ressonancias estudadas. Outros resultados podem
ser vistos em [21, 22, 23, 24, 42, 43]. As ressonancias 1:1 e 1:2 entre as freqiiéncias naturais,
foram obtidas com os seguintes parametros adimensionais:

3.2.1 Ressonancia 1:1

Nesta segao, considera-se as oscilagbes do sistema (3.4), oscilando quando a relagao entre
as frequiéncias naturais é 1:1 e sob condigoes diferentes relativas ao torque do motor L. No
primeiro caso, L é considerada linear, ou seja, L(Q2) = a — (£, sendo « e [ constantes que
dependem do tipo e da poténcia do motor. No segundo caso, considera-se que L #+ 0, ea
equagao caracteristica do motor é dada pela tltima equacao do sistema (3.4).
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Tabela 3.1: Ressonancias Estudadas

Ressonancias
1:1 1:2 A 1:2B
Parametros
i 0.1581 0.0 0.0
o 0.5885 2.77 0.378
0 0.5 0.0769 0.1428
62 1.6667 0.308 0.571
o 3.1623 2.774 3.78
B(x10%) 1.0 0.7692 1.4285
Freqiiéncias
w1 0.8435 0.5269 0.7975
W9 0.8436 1.0488 1.6005

Inicialmente, foram fixados alguns valores para as massas dos blocos, a massa excéntrica
mg, 0 raio 7, o momento de inércia J, a voltagem U e as constantes a e b, e foram mantidas
livres as rigidezes e os amortecimentos envolvidos no sistema. Assim encontrava-se os valores
para os quais as freqiéncias naturais permaneciam em ressonancia. A velocidade angular do
motor ¢ determina a passagem pela ressonancia.

As figuras (3.2) mostram a evolugao temporal do perfil de y; e x2 na regiao de ressonancia
1:1, quando o motor opera com torque linear. A figura mostra o comportamento do sistema
antes da passagem pela ressonancia. As amplitudes méximas de y; e x2 durante a passagem
sao apresentadas na figura (3.3). Na figura (3.4) sao apresentadas as oscilagbes de x; e X2
apos a passagem pela ressonancia. Observa-se que durante a passagem pela ressonancia ocorre
um aumento brusco das amplitudes de oscilagao, porém essa amplitude cai novamente apés a
passagem. Para qualquer instante de tempo, as oscilagoes permanecem regulares. As figuras
(3.6) e (3.7) mostram o diagrama da superficie de segdo ¢ = 0, x; > 0 e x5 > 0, para x; e
X2 respectivamente. Na figura (3.5) apresenta-se a curva representativa do expoente maximo
de Lyapunov para os mesmos valores de w. Na figura (3.8) s@o plotados os valores médios das
amplitudes maximas de y; e yo para cada valor da freqiiéncia de rotacao do motor w.

Observa-se entao, que quando o torque do motor é considerado linear, as amplitudes de
oscilacao se comportam de maneira regular, apresentando apenas um aumento da amplitude
durante a passagem pela ressonancia.
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Figura 3.2: Perfil do movimento oscilatério de y; e x2 antes da passagem pela ressonancia;
freqiiéncia w = 0.7; Torque Linear.
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Figura 3.3: Perfil do movimento oscilatério de x; e x2 quando a freqiiéncia @ do motor entra

em ressonancia com as freqiiencias naturais do sistema w; e wq; freqiiéncia w = 0.8435; Torque
Linear.
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Figura 3.4: Perfil do movimento oscilatorio de y; e xo depois da passagem pela ressonancia;

freqiiéncia w = 1.0; Torque Linear.
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Figura 3.6: Diagrama da superficie de seccao para y; com passo Aw = 0.02. Plano adotado:
@ = 0 com condigoes x; > 0 e x5, > 0. Torque Linear.
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Figura 3.7: Diagrama da superficie de seccao para ys com passo Aw = 0.02. Plano adotado:
@ = 0 com condigoes x; > 0 e x5, > 0. Torque Linear.
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Figura 3.8: Média das amplitudes méximas de x; (0) e x2 (*) em fungao freqiiéncia w: os picos
correspondem a passagem pela resonancia w = 0.8435. Torque Linear.

A figura (3.9) mostra o perfil das amplitudes estaciondrias de x; e x2 antes da passagem
pela ressonancia, considerando o modelo de torque nao linear. A freqiiéncia neste caso é w = 0.7
e o movimento obtido é regular. Para a freqiiéncia w = 0.8435, o motor entra em ressonancia
com as freqiiencias naturais do sistema w; e s (figura (3.10)) e o movimento se torna irregular,
mantendo-se dessa forma depois da passagem pela ressonancia (w = 1.0) (figura (3.11)). As
figuras (3.12) e (3.15) mostram o espectro de freqiiéncias e a curva do expoente méximo de
Lyapunov, respectivamente, para as trés freqiiéncias citadas acima. O espectro de freqiiéncias
apresenta-se irregular depois da passagem pela ressonancia e os respectivos expoentes de Lya-
punov sao positivos, evidenciando comportamento irregular e caos. As figuras (3.13) e (3.14)
representam os diagramas da superficie de seccao para y; e xo respectivamete. A superficie de
secgao adotada foi ¢ =0, x| > 0e x5 > 0.
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Figura 3.9: Perfil do movimento oscilatério de y; e x2 antes da passagem pela ressonancia;
frequiéncia w = 0.7; Torque Nao Linear.
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Figura 3.10: Perfil do movimento oscilatorio de y; e x2 quando a freqiiéncia @ do motor entra

em ressonancia com as freqiiencias naturais do sistema w; e wy; freqiiéncia w = 0.8435; Torque
Nao Linear.
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Figura 3.11: Perfil do movimento oscilatério de x; e x2 depois da passagem pela ressonancia;
freqiiéncia w = 1.0; Torque Nao Linear.
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Figura 3.12: Espectro de freqiiéncias para xi: (a) @ = 0.7, (b) @ = 0.8435 e w = 1.0; Torque
Nao Linear.
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Figura 3.13: Diagrama da superficie de sec¢ao para x; com passo Aw = 0.02. Plano adotado:
@ = 0 com condigoes xj > 0 e x5, > 0. Torque Nao Linear.
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Figura 3.14: Diagrama da superficie de secgao para ys com passo Aw = 0.02. Plano adotado:
@ = 0 com condigoes x; > 0 e x5, > 0. Torque Nao Linear.
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3.2.2 Ressonancia 1:2

Nesta segao, considera-se as oscilagoes do sistema (3.4), oscilando quando a relagao entre as
freqiiéncias naturais é 1:2. Sao cosideradas duas condigoes ressonantes distintas, ambas apre-
sentadas na tabela 3.1. Foi dada uma énfase na procura de movimentos regulares e irregulares,
e 0 que se nota é que, quando aumentamos a freqiiéncia do rotor, as vibracoes tornam-se mais
irregulares. Além disso, o efeito Sommerfeld contribui para tornar uma vibracao regular em
uma vibracao irregular, pois apds esse efeito as vibragoes sao sempre irregulares. A seqiiéncia
de figuras (3.16 a) a (3.20 a) ilustra esse fato para a ressonancia 2:1 A, e as figuras (3.16 b)
a (3.20 b) para a ressonancia 2:1 B. No caso dessa tltima ressonancia, as vibragdes tornam-se
muito irregulares, e apresenta um fenémeno de salto para w =~ 1.15.

46



}‘t ®)
E PV\ AAAA A

b
1

0 20 40 £00 POD 1000 1200 1400 1900 4M00 2000 D 200 400 600 MO0 1030 1Z0D 1400 GED0 1EO0 200D
Tetmpo Tempa

0.4E

o4

03E

oa

02F

0.2

Figura 3.16: Perfil superior das vibragoes de y1, antes do efeito Sommerfeld. Figura (a) corres-
ponde a passagem w = w; = 0.5269 da ressonancia 1:2 A, e a figura (b) corresponde a @ = 0.75
da ressonancia 1:2 B. As vibracoes sao regulares.
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Figura 3.17: Perfil superior das vibragoes de x;. Figura (a) mostra o perfil para @ = 1.0 ,
(imediatamente antes do efeito) da ressonancia 1:2 A, e figura (b) corresponde & passagem
w = w; = 0.7975 da ressonancia 1:2 B. As vibragoes sao irregulares.
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Figura 3.18: Perfil superior das vibragoes de y;. Figura (a) é o perfil na passagem w =
wy = 1.0488 da ressonancia 1:2 A, e a figura (b) mostra o perfil para @ = 0.84 (apés o efeito
Sommerfeld). As vibragdes sao irregulares.
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Figura 3.19: Perfil superior das vibragoes de x;. Figura (a) corresponde a w = 1.1 da res-
sonancia 1:2 A, e a figura (b) a @ = @y = 1.6007.
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1:2 B, figura (b), na passagem w = w; = 0.7975.
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Figura 3.21: Passagem pela ressonancia e o efeito Sommerfeld. Os simbolos sao os mesmos da
figura 3.20.
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A figura (3.16) mostra perfil superior das vibragoes de y;, corresponde a passagem pela
ressonancia w = w; = 0.5269 (para a ressonancia 1:2 A), e quando w = 0.75 da ressonancia
1:2 B, bem proximo da pimeira ressonancia, mas antes de passar por ela. As vibragoes sao
regulares. A figura (3.17) mostra o perfil superior das vibragoes de x;. Figura (a) mostra
o perfil para @ = 1.0 , (imediatamente antes do efeito) da ressonancia 1:2 A, e figura (b)
corresponde a passagem w = w; = 0.7975 da ressonancia 1:2 B. As vibragoes sao irregulares.

Na figura (3.18) sao apresentados o perfil superior das vibragoes de x; para passagem w =
wy = 1.0488 da ressonancia 1:2 A, e para a @ = 0.84 na ressonancia 1:2 B (apds o efeito
Sommerfeld). As vibragoes sao irregulares. A figura (3.19) mostra o perfil superior das vibragoes
de x1 correspondente a @ = 1.1 da ressonancia 1:2 A, e 0 = wy = 1.6007 para o caso B. A figura
(3.20) apresenta passagem pelas ressonancias e o efeito Sommerfeld. A figura (a) corresponde a
passagem w = wy = 1.0488 da ressonancia 1:2 A, e a figura (b) corresponde a @ = w; = 0.7975.

A figura (3.21) mostra a ocorréncia do efeito Sommerfeld para a ressonancia 1:2 B. O efeito
Sommerfeld, que é caracterizado pelo aumento brusco das vibragoes, ocorre quando a freqiiéncia
do rotor coincide com as freqiiéncias naturais do sistema. Para a ressonancia 1:2 B, este efeito
ocorre durante a passagem por w = w; = 1.15.

50



Capitulo 4

Solucao analitica aproximada do
sistema nao ideal

Muitas das equacoes diferenciais que descrevem sistemas vibratérios sao nao lineares e sua
solucao analitica dificilmente pode ser encontrada. Por esse motivo o estudo de vibracoes em
sistemas mecanicos geralmente restringe-se a solucoes numéricas, baseadas em algoritmos ade-
quados, sujeitas a uma condicao inicial. Porém, muitas vezes deseja-se encontrar tais solucoes
a partir de métodos analiticos, ja que sua existéncia é garantida pelo teorema da existéncia e
unicidade de solucoes de equacgoes diferenciais. Este capitulo descreve um método cléssico para
a busca dessas solugoes: o método da média. Encontra-se a solugao analitica aproximada para
o sistema nao ideal (3.4) de duas maneiras distintas.

A andlise de estabilidade de um sistema dinamico tal como (3.4) pode ser feita de vérias
maneiras. Neste capitulo utiliza-se o critério R-H, através do qual obtém-se relagoes entre os
coeficientes do polindmio caracteristico que garantem a estabilidade assintética do sistema; e o
teorema de Sotomayor que determina condigoes sobre as quais o sistema apresenta bifurcagoes
estaticas. As duas técnicas citadas foram discutidas com mais detalhes no Capitulo 2.

4.1 Método da Média

Originalmente criado por Krylov e Bogoliubov, o método da média é um dos métodos que
podem ser utilizados para obter uma solucao analitica aproximada de equagoes diferenciais.
Este método é um método de Perturbacao que consiste em considerar certas quantidades como
funcoes que variam suavemente no tempo. Para isso é introduzido um pequeno parametro
positivo € e o sistema de equagoes diferenciais é reduzido a forma normal [14]

U + W2 (et)v; = € fi( @, V1, ooy Uny U, ooy Up), 0= 1,2, ...,m, (4.1)

onde v; sao as coordenadas normais na forma vetorial, et é um tempo que varia suavemente
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m;(et)
ou seja, o sistema quando considera-se ¢ = 0. Quando k;(et) e m;(et) sdo independentes do

e w?(et) = sao as freqiiéncias neutras instantaneas do sistema linear correspondente,
tempo, k;(et) = k; = cte e m;(et) = m; = cte, as freqiiéncias neutras instantaneas se tornam
as freqiiéncias naturais do sistema.

As fungoes € f; sao chamadas fungdes ou forgas perturbativas contendo termos que represen-
tam a dissipacao de energia, termos nao lineares e a excitacdo externa. A presenca de € neste
termo indica uma pequena contribuicao de f; e portanto, sistemas dinamicos apresentados na
forma (4.1) sdo denominados sistemas fracamente nao lineares. Além disso, f; sdo fungoes
periédicas em ¢ com periodo 27. Para sistemas nao ideais, as excitagoes externas sao fungoes
do deslocamento angular ¢(t) e de D(et) cos p(t), sendo ¢(t) = w a freqiiéncia de excitagao e
D(et) sao freqiiéncias e amplitudes dependentes do tempo.

Fazendo € = 0 nas equagoes (4.1) temos

U Fwiv; =0, j=12,..n, (4.2)

as quais sao denominadas equagdes nao perturbadas correspondentes ao sistema (4.1) e cujas
solucoes sao func¢oes harmonicas do angulo de fase ¥; = ¢ + G;:

vz-:aicosdh-, 1= ].,2,...,TL, (43)

sendo a constante a; a amplitude do i-ésimo modo.

Quando sao considerados os parametros perturbativos na excitagao externa, ou seja, quando
e # 0, harmonicos mais altos podem aparecer na solugdo e as freqiiéncias naturais podem
depender da amplitude. Considerando que quando € — 0 a solucao pode ser representada
por (4.3), podemos representar a solu¢ao do sistema de equagoes diferenciais (4.1) na seguinte
forma assintética [14]:

o
vi:ai(st)coswi+253Mij(gp,a1,...,amﬁl,...,ﬁn), 1= 1,2,...,n. (44)
j=1
quando M;; sao fungoes desconhecidas, peridédicas em ¢ e ¥, com periodo 27, e dependentes de
a;.

O primeiro passo para obter uma soluc¢ao analitica para o sistema dinamico (4.1) através do
método da média é utilizar o método de variacao de parametros para transformar as variaveis
dependentes v; em novas varidaveis dependentes a; e 3;, ¢ = 1,...,n. Como (4.1) e (4.3) consti-
tuem 2n equacgoes para 3n variaveis, impoe-se condig¢oes adicionais

1.)1‘ = —wiaisempi, 1= 1, 2, ., n, (45)

requerendo que a velocidade da coordenada v do sistema perturbado (4.1) tenha a mesma forma
que para o caso € = 0.
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Logo, quando as equagoes (4.3) sao substituidas nas equagdes (4.1) proporcionam uma
mudanga de varidveis v — z, sendo v = [v] V) Vg V9.0, V)T € 2 = [ay B az Pa...a, B,]T, cujas
equacoes diferenciais sao da forma

[e.e]
;= Y EGi(p, a1, s, By, oy Bo)senth, =120 i=12..n,
j=1

aiﬁi = ai(wi—w)(st)+ZejTij(go,al,...,an,ﬁl,...,ﬁn)cosd}i, i=1,2,...,n, (4.6)

j=1

as quais, unidas a Cfi—f = w formam um sistema equivalente ao (4.1). As fungdes periddicas
Gij(@, a1, ..., n, B1, ..., Bn) € Tij(@, a1, ...an, b1, ..., Bn), i =1,2,...,n sdo fun¢des que variam
suavemente no tempo. Em geral, restringe-se a solugao a m-ésima aproximacao, ou seja, as
somas infinitas que aparecem nas trés ultimas equacoes, sao substituidas por somas finitas de
1 até m. Supondo que a solucao das equagoes (4.6) para m = 1 sdo do tipo z = y + ew(y, t, €),

ou seja ,

a; — Ai—l—EUZ‘(QO,Al,...,An,fl,...,fn) 221,2,,71/27
61‘ = gi+€‘/Z'(Q0,A1,...,An,§1,...,fn) i:1,27...,n/2, (47)

quando U; e V; sao fungoes peridédicas que variam suavemente no tempo, pode-se obter uma
primeira aproximacao para as equacoes acima determinando A; e §; através de equagoes médias
y = ef(y) de (4.6), substituindo as novas varidveis A; e & nestas equacdes. Para isso, basta
que existam as integrais

. 1 .
A = T/o jzlstnij(cp,al,...,an,él,...,fn)dcp, 1=1,2,....n;

1

T S
aié}- = f/o‘ €0iaz~+ZEanij(gp,al,...,an,fl,...,é‘n) ng, 7;:1,2,...,71,. (48)

j=1

Obtidas as equacoes médias acima, basta igualar estas equagoes a zero e obtém-se as ex-
pressoes para A; e & em seu estado estacionario. Observa-se que este primeiro termo da solucao
é constante e é equivalente a solucao de equilibrio das equacoes médias. Por isso, é possivel
fazer o estudo da estabilidade destes estados estacionarios a partir dos autovalores da matriz
jacobiana do sistema médio linearizado. O teorema da média garante que a estabilidade obtida
para a solucao de equilibrio do sistema médio é localmente a mesma para o sistema original.
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Chega-se a solugao (4.3) retornando as variaveis iniciais v. Para obter a solucao assintética
(4.4) é necessario encontrar os funcionais U; e V;. Nayfeh [29] propoe a utilizacao do Método
da Média Generalizado para encontrar estes funcionais. Neste trabalho elas sao encontradas
da maneira proposta por Kononenko [25].

4.1.1 Teorema da Média

Existem vdrias versoes para o teorema da média [20]. A versao adotada nesta dissertacao
foi proposta por Hale, Sanders e Verhulst, os quais fazem uma discussao completa do ponto de
vista assintético [20].

A média é aplicavel a sistemas na forma

Z=cf(z,te); zeUCR" 0<ex], (4.9)

quando f: R" x R x Rt — R" é C", limitada em um conjunto limitado U e T-periddica em
t, T > 0. O campo vetorial existente em tais sistemas sujeito a forcas T-periddicas, fazem
com que a solucao média tenha uma evolugao suave no tempo. O sistema médio autéonomo
associado é definido como

y=c¢ % fOT f<y7 t O)dt =def z’:‘f(y) (410)

Sob estas condigoes, apresenta-se o teorema da média.

Teorema 4.1.1 (Teorema da Média) Existe uma mudanc¢a de coordenadas C" z = y+ew(y, t, €)
sob a qual (4.9) se torna

y=cef(y)+efily.t.e) (4.11)
quando fi tem periodo T em t. Entao:

1. Se z(t) e y(t) sao solugoes de (4.9) e (4.10) sob as condi¢des iniciais zy e yo para t =0
respectivemente, e |20 —yo| = O(e), entdo |z(t) —y(t)| = O(e) em uma escala de tempo *.

2. Se py € um ponto fixo hyperbolico de (4.10) entao existe um €9 > 0 tal que para todo
0 < e < eo, (4.9) possui uma unica orbita periddica v.(t) = po + O(g) com estabilidade
do mesmo tipo de py.

3. Se z25(t) € W*(v.) € uma solugao de (4.9) pertencente a variedade estdavel da orbita
periodica hyperbdlica v.(t) = po + O(e), y°(t) € W*(py) é uma solugao de (4.10) per-
tencente a wvariedade estdvel do ponto fixzo hyperbdlico py e |z§5 — yi| = O(e), entao
|2°(t) — y*(t)] = O(e) para t € [0,00). O mesmo resultado se aplica a solugoes per-
tencentes as variedades instdveis em um intervalo t € (—o0, 0].
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Observagoes: As conclusoes (2) e (3) podem ser generalizadas para conjuntos hyperbdlicos
mais complicados, como érbitas hyperbdlicas por exemplo, e sao validos para quase todas as
fungodes periddicas f [20]. A conclusao (3) implica que o teorema da média pode ser usado para
aproximar variedades estaveis e instaveis em conjuntos limitados e geralmente para estudar a
estrutura global de mapas de Poincaré de (4.9).

Demonstracao: Pode-se explicitar o cédlculo da mudanca de coordenadas que leva a
(4.11): seja

f(z:t.¢€) :f(2)+f(z,t,€) (4.12)
particionada em um termo médio f e um termo oscilante f ; Seja
z=y+ew(y,te) (4.13)

para qualquer w. Diferenciando (4.13) e usando (4.9) e (4.12) obtém-se

iy, t.e) = B2y, t.¢) + Dyw(y.t,e)i(t)

Entao 5 5
. . w w
Wyl +eDyw] =2 — e = ef(z,t,e) — € or
. _ - ow
W[l +eDyw] =ef(y+ew)+ef(y+ew,t,e)— e or
ou
g =cell +eDyw]™ | f(y+cw) + f(y + ew,t,e) — %L; (4.14)

Expandindo (4.14) em poténcias de € e escolhendo w como a antiderivada de f :

obtém-se
TR oy Of 3
Yy :gf(y)+€ Dyf(yat70)w(y>t70) —Dyw(y,t,())f(y) + E(yato) +O(5 )
que por definicao torna-se
y = 5.f_(y) + 62f1 (ya l 6) (416)

Para obter a conclusao (1) utiliza-se o lema de Gronwall:
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Lema 4.1.2 Se u,v e c >0 em [0,t], ¢ € diferencidvel, e v(t )+ fo s)ds, entdao
u(t) < e(0)exp [ u(s)ds + [y ¢'( [ea:p fstu(T)dT] ds.

Demonstragao: Para provar o lema, faga R(t) = fot u(s)v(s)ds, entdo R (t) = u(s)v(s).

v(t) < ct) —i—/o u(s)v(s)ds

u(s)v(s) —u(s) /Ot u(s)v(s)ds < u(s)v(s) = R (t) — u(s)R(t) < u(s)e(?).

Integrando esta desigualdade diferencial obtém-se

pR — puR < pue = (uR) < puc

/ ! ! d d
puR — puR = (uR) < p :—uu(@d—g:—uu@)?ﬂ:—uds

& ,uzezp/ot—uds
Logo, .
PR < [ p(s)u(s)e(s)ds + nORO). () =1

R(t) < R(0)exp /OT u(T)dr + /Otu(s)v(s)exp /ST —u(T)drds

/0 u(s)0(s)ds < /0 u(s)o(s)ep / ' u(r)drds

Aplicando integracao por partes do lado direito da equacao acima obtém-se

[ wreern [ utryasds = e + e [ uryinas + [ opeay [uirrara
t) + /otu(s)v(s)ds < ¢(0)exp /OtU(T)des + /Ot ¢ (s)exp /Stu(T)des

Logo

v(t) < c(0)exp fo T)drds + fo expf T)drds
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(1) Considerando as equagoes (4.10) e (4.11), integrando-as obtém-se

t
0

zaw—mwz%aw—mw+e/Wﬂ%@»—RM$mw+¥Ajw%@ﬁxnw

quando y. é a solugao de (4.11) com a condigao inicial y.o.
Fazendo y. — y = (, definindo L a constante de Lipschitz de f e C' o valor méaximo de f;
obtém-se

SO = ICO)] + L Jy ¢(s)lds +*Ct (4.17)
Aplicando o Lema de Gronwall com C(t) = [¢(0)| + £2Ct e u(s) = €L

C(B)] < [C(0)]e + [ e2Cels <Lirds =
(4.18)
_ |C(0)|6€Lt +2C f()t eeL(t=5) 15 < [|C(O)| + %} eclt

Logo, se [C(0)] = |y=0 — yo| = O(e) entao [((t)| = |y=(t) — y(t)] = O(e) para t € [0,].
Finalmente, usando a transformagao (4.13) obtém-se

[2(t) = ye(t)] = cw(y, 1, €)

e usando a desigualdade triangular
2(t) = y(O)] = |2(t) = y=(O)] + ly=(t) — y ()| = O(e)

(2) E conveniente usar a idéia de mapa de Poincaré e variedades invariantes para demonstrar
o segundo resultado do teorema.

Considere os mapas de Poicaré Py e P. associados as equagoes (4.10) e (4.11). Reescreve-se
estas equagoes como segue:

g =cf(y); 0 =1,
(4.19)

Y= €f<y) +52f1(y797€) 6): L,

quando (y,0) € R" x S, e S = R/T é um ciclo de tamanho T, nés definimos uma segao
¥ ={(y,0)|0 = 0} e o primeiro retorno (ou tempo 7") do mapa de Poincaré Py : U — X, P.:
U — X s@o entdo definidos por (4.19) na forma usual, sendo U C 3 um conjunto aberto.
Observa-se que P. é e2-fechado para P, entao T é fixo e independe de €. Se py é um ponto
fixo hyperbdlico de DPy(po) entdo DPy(po) = 7P/ Portanto, lim._o(2)[e7P/®0) — [d] =
TDf(pg) é invertivel. Entdo P. é e-fechado para Py e lim._o(2)[DP.(po) — Id] = TDf(po).

13
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O teorema da funcao implicita implica que os zeros de %[DPE (po) — Id] = TD f(po) formam
uma curva suave (pe,€) em R" X R. Os p. s@o pontos fixos de P., e os autovalores de DP.(p.)
sao e2-fechados para aqueles de DPy(pg). Logo p. = po + O(g) e DP.(p.) = expleT (D f(p.) +
e2D f1(p.))] = expleT(D f(po) + O(£?)]. Entao (4.19(1)) tem uma 6rbita periédica . e-fechada
para pg e via a mudancga de coordenadas (4.13), a equacao (4.9) tem uma drbita similar.

Nés reforgamos que tudo que é requerido para a existéncia da drbita periddica em (4.9) é
a auséncia de qualquer autovalor igual a um no espectro de DPy(py). Entretanto, o tipo de
estabilidade de py e 7. pode nao ser a mesma se algum autovalor de DFy(py) pertencer ao
circulo unitario.

Para provar (3) supoe-seque (4.10) tem um ponto de sela hyperbdlico py e considera-se
y(t) € W?(pg) e a solugao correspondente y.(t) € W?*(v.) do sistema completo (4.11). Os
casos no quais py ¢ um sorvedouro ou fonte e W* é substituido por W* podem ser tratados
da mesma forma. A prova é dividida em duas partes: uma regiao externa na qual o campo
vetorial médio £ f(y) é grande em comparacio com o termo restante 2 f1 (y, t), € f(y) é grande em
comparacdo com o termo restante £2 f (y, t), e uma regido interna na qual as ” perturbacoes”s f e
2 f1 sao de ordens comparaveis. Fixa-se uma vizinhanca d, Us de pg talque fora de Us obtém-se
|f(y)| > e|fi(y,t,€)|. Como acima o teorema de Gronwall mostra que |y. — yo| = O(e) para
um tempo de ordem % fora de Us. Por outro lado, em Us o teorema da variedade estével global
garante que a variedade estavel W} _(v.) é ¢, C" fechado para W} (po) x [0,7]. Além disso,
solugbes pertencentes a W _(7:) e W .(po) sdo contraidas em dire¢do a 7. e py respectivamente,
~M_ Usando este fato pode-se provar que se y. e 1o entram Us com
O(e), eles permanecem com O(e) por todo o tempo restante. Partindo com as duas estimativas

dominadas pelo termo e

juntas e usando a transformacao (4.13), obtém-se o resultado desejado.

4.2 Método da média no sistema dinamico de 2 graus de
liberdade

Embora trabalhoso, o método da média contém uma grande vantagem: ele permite um maior
dominio quanto as regides de estabilidade (ou instabilidade) do sistema dinamico, a partir do
conhecimento analitico de seus parametros fisicos. [13], por exemplo, verificaram analiticamente
a existéncia de oOrbitas periddicas e hiperbdlicas em uma estrutura aporticada, utilizando o
proposto método da média. Além disso, suas solucoes sao obtidas nas amplitudes e fases do
sistema dinamico, em funcao da velocidade de rotagao do motor que excita o sistema. Ou seja,
a solucao é totalmente voltada para a fisica do problema, facilitando assim o entendimento do
seu comportamento.

Pode-se introduzir ao sistema (3.4) um balanceamento de ordem [29], considerando as forgas
de amortecimento, as forcas de inércia e os momentos de inércia muito menores em relagao as
outras forcas e momentos envolvidos no sistema. Considera-se que esses termos sao pequenas

58



quantidades de € e é possivel escrever o sistema dinamico (3.4) na forma matricial:

Mii(t) + Ku(t) = ef(t) — eCu(t) ;

(4.20)
@' =cA+epxiseny,
sendo u(t) = [x1 x2]? o vetor adimensional de deslocamento do sistema,
1
M= { X } , (4.21)
0 1
a matriz de massas adimensional,
m+n2 =
C=|"p g (4.22)
a matriz das constantes de amortecimento do sistema e
L+p —p
K = { 2 1 , (4.23)

a matriz de rigidez. A funcao vetorial f contém os termos nao lineares, acoplados e forcados
das duas primeiras equacoes do sistema adimensional. Pode-se observar que para ¢ = 0, obtém-
se um sistema nao perturbado, que neste caso, apresenta termos acoplados em sua matriz de
rigidez (4.23). Pode-se observar que a terceira equacao de (3.4) estd desacoplada das equagoes
anteriores, permitindo trabalha-la separadamente.

Para aplicar o método da média de Krylov-Bogoliubov no sistema dinamico apresentado na
figura (3.1), é conveniente que as equagoes do sistema dinamico estejam na forma normal (4.1).
Para remover o acoplamento no lado esquerdo da equacao (4.21), introduz-se a coordenada
|7, através da transformagao linear u = Pv, quando u(t) = [x1 x2]%, P é uma
T

v = [vg vy
matriz quadrada de ordem 2, cujas colunas p; = [p;1 pie]’ sdo os autovetores correspondentes
aos autovalores w? e w3 de Kp; = 0?Mp; [12].

Inicialmente, pode-se multiplicar o sistema dinamico (4.21) pela inversa de M e reduzi-lo a
forma

i+ M ' Ku=eM '[f— C1.

Introduzindo a transformacao u = Pv como definido acima obtém-se

P+ M 'KPv=ecM '[f —CPv].
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Para que seja reduzido a forma normal, multiplica-se a equacao acima pela inversa de P.
Como neste caso M é a matriz identidade, P ¢ real e ortogonal, e P~ = PT obtém-se:

PTPi+ PTM-\KPv =ePTM~[f — CPd]| = i + Av = £F,

quando A = PTKP e o vetor F = PT[f — CP%]. Logo, o sistema normal completo (com a
parte nao perturbada desacoplada) é

Iv+Av=e[Q0+ f cos ¢+ hseng|;

(4.24)
@ =c[A+ p (V1 + 03) sen @] ;
quando
2 =9 =
U1 wi 0 ¥ ¥
prm— A = N prm— h prm—
e S R i B A R 1
e
M+ M2+ 1mp2ar M+ N2+ P22
Q=1 ¢ 0
(L4 pn) Tl +pa)
sendo A = PTKP uma matriz diagonal, cujos elementos sao os autovalores da matriz K.

Define-se as freqiiéncias naturais como a solugao nao trivial de (K — @?M)p; = 0. Como
M é a matriz identidade isso equivale a calcular os autovalores de K através do polinomio
caracterfstico det(K — @*I) = 0. Obtém-se

o = T4+ p+60%—/(1+p+62)2 — 402
2

o 14 p 40P+ /(14 p+62)2 — 402
w2_ 2 .
2 2

Encontra-se P, a matriz dos autovetores associados a @i e w3:

1 1

P=|14u—6+R 14+p—6—-R, |- (4.25)
20 20
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quando R, = /(1 + p + 6%)% — 462.

Pode-se observar que para ¢ = 0, o sistema na coordenada v (4.25) apresenta-se na forma
normal nao perturbada (4.2), para i = 1,2, acrescido da equagao ¢ = 0. Portanto, v tem
solugbes conhecidas na forma (4.3), com ¢ = 1,2, e ¢ tem solucao do tipo

@ =or, (4.26)

quando w ¢ a freqiiéncia de rotagao do motor.

4.2.1 Meétodo da Variacao de Parametros

O segundo passo para a aplicacao do método da média é transformar o sistema dinamico
(4.25) na forma padrao, utilizando o método da variagao de parametros [30]. O termo ”forma
padrao”foi introduzido por Bogoliubov e consiste em tomar um sistema na forma (4.25) e,
utilizando o método da variacao de parametros, construir a transformacao s para z, sendo s =
[v1 U1 vy Dy W] as coordenadas do sistema original § + As = ¢F'(s,$,7), e z = [a1 (1 ay (2 &
as coordenadas do sistema padréao 2 = ef(z,7)+0(g?). As coordenadas a;, i = 1,2 representam
as amplitudes de oscilagdes das coordenadas v;, as coordenadas (3;, i = 1,2 representam suas
fases e w a freqiiéncia de rotagao do motor.

Assume-se que a solugao particular do sistema de equagoes diferenciais (4.25) é a solugao das
equagoes diferenciais homogéneas correspondentes, dada pelas equagoes (4.3) e (4.26), acresci-
das de outros termos. Introduz-se as substituigoes:

a)v; = a;cos(p+ 5;), i=1,2

) p =, (4.27)

as quais transformam a varidvel dependente s na nova variavel dependente z.

Para ¢ # 0, considera-se que a; = a;(7), B; = 5i(7) e w = w(7) sdo fungdes que variam
suavemente no tempo. Deriva-se as equagoes (4.27 a) e (4.27 b) em 7 sob essas consideragoes
e obtém-se

a)v; = a; cos(@ + ;) — (w +Bi)ai sen(p+f); i=1,2,

(4.28)
b) ¥ = —a; @; sen (@ + B;) — (@ + B;) @i a; cos(@+ B;). i=1,2,
Comparando (4.28 a) com (4.27 b) obtém-se a igualdade
@i cos(@ + i) — By aisen (¢ + 5) = (0 — @) a;sen (p+ B;), i=1,2. (4.29)
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Substituindo as equagoes (4.27) e (4.28 b) no sistema (4.25) e utilizando a restri¢ao (4.29),
obtém-se:

a)i; = —sen(p+ B;) [T}), i=1,2

2

) w=e[H],
sendo T; e H os termos
Ty = (m+n2+nm202) arwisen(@ + Bi) + (m + 12 + 02 p22) aswasen(p + [Fa) —

w?* cos(p) — w sen(p),

62 0°
T, = " n2 (1 — pa1) a101 sen (@ + (1) + m N2 (1 — paz) asws sen (¢ + Ba),
H = \—p |d@sen (@ + B1) + a1@1 (@ + 1) cos(@ + Br) + dy @y sen (@ + [2)+
as wy (w + 52) cos(¢ + f2) | sen (o).
(4.31)

Deseja-se obter uma aproximagao de primeira ordem para a solugao do sistema (4.25) sob
condicoes de ressonancia 1:1. Para isso sao introduzidos os parametros de sintonia €0y e €0y:

a)@2:@1+80'1 e b)a}za)g—i‘é(}'g. (432)

Logo, o sistema (4.30), junto com a equacao Z—f = @ formam um sistema equivalente ao
(4.25). Considerando apenas os termos de O(¢) e fazendo a transformagao

dp = wdr

obtém-se o sistema (4.30) nas coordenadas fisicas de amplitude e fase y = ef(y), denominada

forma padrao [25]:

dai £ .
_ > ‘ 1. -1
a) 5 0w sen(@ + B)[Tn;]; i 2,
dg;  eq 3 _ ‘
= )T, : =1.2 4.
V% =5 T ame s AInl =12, (4.33)
e
o)™ = S ),
dp
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com T'n; e Hn referente aos novos termos

Tny = (m+n2+nm2p2)aiwrsen(@+ B1) + (11 + 12 + M2 paz) as we sen (@ + F)

—w?* cos(@)
2
Tny = %772 [(1 — pa1) a1 @y sen (@ + B1) + (1 — pag) ag ws sen (@ + (2)] (4.34)

Hn = X—|pa; @@ cos(@ + B1) + pag @y @ cos(p + f2) sen ()] .

Pode-se observar que o sistema (4.33) determina que as equagoes diferenciais de a;, [;
(1 = 1,2) e @ com relacao a @ sdao pequenas quantidades de . Conseqiientemente, a;, (1,
as, P2 e w serdo fungdes que variam suavemente no tempo, e sua solugao serd da forma (4.8),

z=y+ew(y, Q) :

a) ag = A + U (Ay, &, A, &, Q, 9);

b) B = & + eUx(Ay &, Az, &, Q, 9);

c) ag = Ay + eUs(Ay, &, As, &, Q, 9); (4.35)
d) [y = & + eUi(Ag, &, Ag, &, Q, 0); .

e) w = Q + eUs(Ay, &, Ag, &, Q, 9),

quando y = (A1, &, As, &, ) sdo valores constantes que representam a solugao estaciondria
do sistema (4.33) e ew = €U;(A1, &, As, &, Q, @) sdo pequenas fungoes periddicas de @.

Obtém-se A1, &1, As, & e ) através das equagoes médias, isto é, expande-se o lado direito das
equagoes (4.33), fazendo uso de (4.34) e calcula-se a média utilizando (4.10). Nesta integracao
Ay, &, Ag, & e Q) sdo consideradas constantes.
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As equagbes médias obtidas sao

€
) % = 20102 (1 + 2 + Mapar )1 A1 + (1 + N2 + N2p2s)weAg cos(& — &2)—
—0? senfl} ;
b) d_@ = - (2001 Aoy — (1 + 12 4 Mapaz)waAg sen (& — &) —
do 20104,
—0?%cos 51} :
(4.36)
e [6? 0?
c) d—j?; = WD) {;7}2(1 — Pa2)WaAg — ;772(1 — pa1)w1 Ay cos(§y — 51)} ;
€ 02
d) CZZ—% = QQQQAQ |:2CU2A2012 — E’)’]Q(l — pgl)alel Sen (gg — 51):| X
e)@: i[Q)x—i- w1 QA1 sen &y + pwaQlA; sen &
dp 20 [45%1 1 1T pW2 2 2] -

Por simplificagao foram adotadas as notagoes
5041:((;}1—9):—8(0'1—}—0'2> (§ 5012:(@2—9):—60'2.

Para encontrar os estados estacionarios Aig, £10, Asg, 20 € o encontra-se as posicoes de
equilibrio das equagoes médias (4.36), isto é, fazendo

a) (m + n2 + n2 pa1) w1 Ao + (1 + 12 + 12 Paz) e Ao cos(€10 — E20) —
—Q2senép =0
b) 201 A1goq — (11 + M2 + M2 paz) Wa Agg sen (§10 — &20) — Q(Q) cos&o =0

62 62
9) m M2(1 — paa)is Az — m M2(1 = pa1)wr Ao cos(§a0 — &10) =0 (4.37)

9
d) 209 Agy g — ; N2 (1 — pa1)wr Ao sen (§20 — &10) =0

e) 2\ + piy Qo Ay sen o + pwg Qo Az sen oy = 0
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De (4.37 ¢) e (4.37 d) obtém-se

a) cos(&20 — &10) = cos(&19 — €xo) = 8 - g;i;iiﬁig

(4.38)
209 11609 Ao
(1 — po1)w1 Aro

b) —sen(&ao — &10) = sen(&io — §x) = N

De (4.37 a) obtém-se uma equagao para jo:

_ W Ajg (1 — poo)
sen = + 12 + + + 12 + )
(510) (771 2 T 72 p21) Q?) (771 2 — 172 p22) (1 — p21) 93 A

De (4.37 b) obtém-se uma segunda equacao para &jo:

20&2 /JJ(I)% A%O
(1 — po1) m2 62 Q3 01 Avo’

2001
cos(&10) = Q_Ql w, A +
0

Utilizando as identidades trigonométricas

8671(510 — 620) = sen(ﬁlo) COS(£20) — COS(glo)Sen(égo)

cos(&10 — &20) = cos(&10) cos(§an) + sen(&io)sen(§ao)
obtém-se

wa Agg

0

B (1 — p22) 4@1 Qg 4
sen (§0) = (I —pa1) (1 —por)mo 92}

w3 A (1 — p2o)® doj p? }
wi Al Q3 (1=pau)?  (L—pau)’n3o"

Elevando (4.37 ¢) e (4.37 d) ao quadrado, utilizando as igualdades (4.38), (4.39), (4.40) e
(4.41), e somando as expressoes resultantes, obtém-se uma expressao dependente de Ajg e Agg:

{(771 + M2+ M2 p21)

[(771 + 12 + 12 P22) (4.41)

f* 9t
- [a L + 4} 5 A0+ (1= g S h Ay =0 (4.42)

Repetindo o procedimento anterior para (4.37 a) e (4.37 b) obtém-se a segunda expressao
dependente de Ay e Asp:

1-— 8oy«
nggo{(n1+772+772p22) [1 —2(771+772+772p21)( pzz)} + Laz /i }—

(1 —pa) 0212(1 — pa1)
- 2(m + m2 + m2p21) I
2 27 -2 42 2
_[40‘1+(771+772+7)2p21)}%Alo: 1= o)’ 4a294n§+
@ A%
+ (412 + 12 pa2) (1 — paa)?] Qg (4.43)

—2 12
wi Aty
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Isolando w?A?, em (4.42) e substituindo em (4.43) obtém-se o valor de AZ%;:

1
A3 = _—3 2(m +n2+1m2022) (h +n24+n2p21) (1 — pag) | ———+
w (1 —por)

+

(1 — pas) 013 (m + 12 + m2par)? (1 — pz2)} n
(1—pn)?0*n3+4a3u>  (m+n2+n2p22) (1 —pa)?

2
dag

doqag [ Qg [

=2 = (m +mn2+ +
(92772(1_]721) 02772(1—])21) :| (771 T2 772]?22) (

1 —p21)

daj p? 20* 13 1 -1
+(m 4+ n2 + n2p21) 2 {1 s ( p?l) } } .

045 (1 — pa)? (1 —p2)?0*ns +4a3u?

(4.44)
Substituindo o resultado em (4.42) obtém-se o valor de A%:
Qi 4ol 12 4 a2 1?
A2 = g 2 2
R | R e e e U SRR
2(1—pan)* 0" ] 4ot
x |1— — (1 + 1 + +—t+
{ (1= p22)?0'n3 +4aj p 1+ m p) (1= pa)
1
+2 (m + 12 + 12 pa1) (M + 12 + M2 p22) (1 — paz)
(1—pa) —P21)
+ (1 —p22)0' 3 (m +n2 +m2pa)® (1 —P22)}
(1=pn)?0'n3 +405p®  (m+m+npa) (1 - pa)
dajag i { Qg H_l
-2 4.45
0 12 (1 = pa1) 0% 1 (1 —pa1) ( )

As expressoes (4.45) e (4.44) representam as amplitudes estaciondrias do sistema, A; e Ay
respectivamente, e sao independentes entre si. Elas dependem apenas da freqiiéncia de rotacao
Qo, cuja expressao pode ser obtida de (4.37 e), introduzindo as substituigoes (4.38), (4.39),
(4.40) e (4.41):

1— o2 A2
(1 = pz) [(m1 2 4 M2 pa1) + (1 + N2 + 72 paz)] =22
(1 —pa) Qo

p 43 i 5 @y Ay
+ +(1—=p m+m+mpe)| Sa—a

2 +p

_|_

—2 A2
Qo

+P(771+772+772p21) 0 =0
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Utilizando a igualdade (4.42) obtém-se uma expressdo para a freqiiéncia de oscilagoes
forcadas €2y, dependente apenas da amplitude estacionaria Asg:

1_
2)\—1—/){& (1 + M2+ m2p21) + (M + N2 + M2 pa2)] +

(1 —p21)
(94 772 4@2/}
AT Py { gig t PRl Ot mpn)| +
40&2 MZ @2
1 2 2 A2, =0 4.46
+ (771 + 2 +772p21) |: + 94 77%(1 —p21)21 } QO 20 ( )

Oscilagoes forgadas ocorrem no sistema nao ideal (3.4) somente quando a freqiiéncia (2
satisfaz a equagao (4.46). Entao, esta freqiiéncia depende da caracteristica da fonte de energia,
representada na equacao por 2\, e da amplitude de oscilacao da segunda coordenada As. Essa
dependeéncia da freqiiéncia com relacao a amplitude é uma caracteristica de sistemas com fonte
de energia nao ideal.

A equagao (4.46) pode ter mais de uma raiz correspondente ao valor estacionério de Q.
Separando a equagao (4.46) em duas partes, sendo a primeira L(€2) = 2\, e o restante da
equagao representado por S(£2), é possivel tracar um gréafico de S(€2), L(2) x Q. L(2) é a curva
caracteristica do motor e S(2) pode ser interpretada como o momento da forga de resisténcia
total do sistema [25]. Os pontos de interse¢ao da curva caracteristica com a curva de ressonancia
S definem as raizes da equagao (4.46), e portanto, os valores estacionarios de 2. Cada valor
estacionario de €) por sua vez, define para cada coordenada do sistema uma amplitude e uma
fase constantes, as quais podem ser determinadas pelas expressoes (4.45), (4.44), (4.39), (4.40)
e (4.41). Visto que é possivel considerar uma familia de curvas caracteristicas, e que algumas
dessas curvas podem interceptar a curva de ressonancia em mais de um ponto, conclui-se que
a solucao analitica aproximada do problema na regiao de ressonancia nao é unica, e depende
da definicao da freqiiéncia de excitacao do sistema.

Quando a curva caracteristica intercepta a curva de ressonancia em mais de um ponto,
sendo um deles o ponto onde ela atinge o seu valor maximo (pico de ressonancia), ocorre uma
mudanca brusca de estabilidade, definindo uma regiao nao realizavel pela curva de ressonancia.
Esta regiao é definida como regiao instavel das oscilagoes estaciondrias, e o fendmeno associado
é denominado fendémeno do salto ("jump”). Esta também é uma caracteristica intrinsica a
sistemas nao ideais.

Para aumentar a precisao da solugao, usando (4.35), é preciso encontrar as fungoes periddicas
ew = eUi(@, Q, Ay, &, Ag, &), @ = 1,2,...,5. Seguindo o método proposto por Kononenko
[25], substitui-se al, (1, ag, B2, w por Ay, &, As, &, € respectivamente nas equagoes (4.33), e
expande-se o lado direito das equagdes (4.36) da seguinte forma:
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dA €
a) d—@l bRy (71 + 72 4 M2 pa1)wr A1 + (01 4 12 + 12 p22) W2 Az cos(§1 — &2)—

—Psen& — {Qsen (26 + &) + (m + 12 + mepar) 01 Ay cos(20 4+ 2&1)+

(M1 4 M2 + M2 paa)wa Ag cos(2¢ + & + &)} ;

& €

= 201 Ay g — (1 + 12 + M2 pa2) o Ag sen (§ — &2)—

b —
) dp 24,00

— 0% cos&; — {Q% cos (20 + &) — (m1 + m2 + 2 p2r) @1 Ay cos(2¢ +2&)+

+(m 4+ M2 + N2 p2a) wa Ay cos(29 + &1 + £2)} ;

d 2 g 02 _ _
C) —_ = — — N2 [(1 — pgg)&)g A2 —+ (1 — p21)w1 Al COS(ég — £1>— (447)

{(1 — pgl)alel COS(2@ + 51 + €2> + (1 — pgg)a)gAg COS(Q@ + 252)}] )

d IXe 582
9 d—i_i - ?2 N 7 N2 (1 — por) [w1 Ay sen (& — &)+

{(]. — pgl) (I)l A18€n(2 (,5 —+ 61 + 52) + (1 — p22) (I}Q A2 COS(2 95 + 252)}] 3

€
e)_go =7q 22X —pw QA sen& — pg Q Ay sen&o—

p {w1 Ay sen (20 4 &) + Wy Ag cos(20 + &)} .

As equagoes (4.48) apresentam termos constantes e termos harménicos em ¢ (termos entre
chaves). Integrando esses termos com relagao a ¢ obtém-se as fungoes eU; (@, Q, Ay, &, Aa, &),
1=1,2,...,5.
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a) Uy (y) = —

150 [QQ cos(2¢0 +&1) — (m + 2 + M2 par) w1 Ay sen (2@ + 26)—
1

(M + M2 + M2 paz) W2 As sen (2@ + & + &) ;

b) €U2(y) [—(7]1 +772 +772p21)@1 Al COS(2@—|—2£1)—

_ 5
40, AQ
— VP sen (2@ +&1) — (m + M2 + Mo paz) 2 A cos(2¢ + & + 52)] ;

£ 62
c)eUs(y) = _4M@Z2Q (1 —pa)wr Arsen (2@ + & + &)+

+(1 — p22) (DQ A2 COS(2 (,4_7 + 252)] ;

£ 6%y

R VY A

(1 —po1)wn Ay cos(2@+ & + &)+
(1 — pag) W Ag cos(2 ¢ + 2&)] ;

e)eUs(y) = 2 [01 Ay cos (2@ + &) + @y Ay cos(2p + &) ; (4.48)
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Conseqiientemente as equagoes (4.35) se tornam

£
a)ay = Ay + o0 [Q% cos(2¢ + &) — (1 + m2 + nopa1 )1 Ay sen(2¢ + 261)—
1

(1 + M2 + Mopan)DeAssen(2¢ + & + &) ;

b) By = &io + [—(m + m2 + Mapar )1 Ay cos(2¢ + 2&1)—

_
4(;)11419
—02%5en(2¢ + &) — (1 + 12 + NaPaz) @2 Ay cos(2¢ + & + 52)] ;

502772
4/1(:}29

C) Ao = A20 — [(1 — pgl)wlAlsen(Zﬁ —+ £1 + 52)+

+(1 — pgg)@2A286n<2@ + 252)] )

£0°ny

d)ﬂ2:fzo—m

[(1 — pa1)wr Ay cos(2¢ + & + &)+
(1 — pa2)waAg cos(2¢ + 263)] ;

e)w = Qo+ % [01 A1 cos(2¢ + &) + wa Az cos(2¢ + &)] -
(4.49)

Voltando as varidveis iniciais vq, 01, vs e 09, dadas por (4.3), obtém-se para os estados
estacionarios do movimento:

vr = Aigcos(@ + &) + =g [ cos(3p + 26;) -
—(m + n2 + Mapa1 )01 Ay {sen(3@ + 3&1) + sen(@ + &)} + Q% cos(p)—

— (M1 + 2 + Mapaz)waAg {sen (30 + 261 + &) + sen(p + &§2)}] ; (4.50)

Vo = A20 COS(@ + 52) — 863;727?) [(1 — p21)u71A1 {sen(3g5 + 51 + 252)+

+sen(@+ &)} + (1 — paa)waAs {sen(3¢ + 3&2) + sen(@ + &)} -
A dependéncia do angulo ¢ com relacao a t, devido ao movimento do motor, pode ser dada

pela equagao (4.49 e)

—_ = QO + % [(111141 COS<2@ =+ 51) =+ (.4_)2142 COS(Q@ + fg)] s (451)
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sendo ), Ay, &, As, & considerados constantes. Integrando a equagao (4.51) em 7 e aplicando-
se um esquema de sucessivas aproximagoes para esta equacao, obtém-se

@ = QT + %p (w1 A15en(2Q7 + &) + w2 Aasen(2Q71 + &) . (4.52)
Com as mesmas aproximagoes, (4.51) se torna
dp
df Qo+ L 1 [wlAl cos(2Q + &) + wa A cos(2Q7 + &) (4.53)

Logo, as equagoes (4.50) e (4.52) representam a soluc¢ao analitica aproximada do sistema
dindmico (4.25). Para obter a solucao do sistema original adimensional basta fazer

X1=U1+V2 € X2 = P2U1 + Pa2va.
Aplicando a solugao (4.52) em (4.50), obtém-se

2
X1 = Aipcos(Qr + &) + Agg cos(Qr + &) + ﬂ Q cos(3QT +2&)—

2
— A1 (1 + o + mapar) {sen (307 + 3&;) + sen(Qr + &)} + % cos(Qr)—

2A2

(M + M2 + Mapao) {sen (301 + 2&, + &) + sen(Qr + &)}

2
—%? [(1 — pgl)alel {S€TL(3QT + 61 + 252)—}-

+sen(Q7 + &)} + (1 — pag)wa Ag {sen(3Q1 + 3&5) + sen(Qr + &) }]] ;

(4.54)
X2 = p21Aiocos(Qr + &) + pagAgg cos(Qr + &) + % Q— cos(3Q7 + 2&1)—

2
— A1 (1 + no + mapar) {sen (3021 + 3&1) + sen(Qr + &)} + % cos(Q7)—

WQAQ (M1 + no + Map2z) {sen(3Q7 4+ 2&; + &) + sen(Qr + &)}

62 -
_% [(1 — pa1)an Ay {sen(3Q7 + & + 28)+

+sen(Q7 + &)} + (1 — pag)wa Ag {sen(3Q7 + 3&5) + sen(Qr + &) }] ;

sendo po; € pog 0s elementos da segunda linha da matriz (4.25). As propriedades caracteristica da
solugao analitica obtida sdo a presenga de harmonicos de 32 nas expressoes (4.50) do movimento
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oscilatério do sistema e a presenga de pequenos harmonicos de 2€) nas expressoes (4.51) e (4.52),
que representam a velocidade angular e a coordenada angular do motor, respectivamente.

Pela andlise de estabilidade da solucao obtida pode-se obter o fenomeno do salto e até
mesmo bifurcagoes, com a aplicagdo do teorema de Sotomayor (Sotomayor, 1986) ou com
critérios de estabilidade tais como o critério de Routh-Hurwitz (R-H). Quando examina-se
oscilagoes forcadas de um sistema nao ideal uma série de fenomenos podem ser observados,
tais como: o fenomeno do salto na curva de ressonéancia; a presenca de condigoes instaveis de
oscilacoes estacionarias na regiao de ressonancia; a dependéncia dessas condi¢oes com relacao
ao sentido da variagao de (2. Outra caracteristica intrinseca a esses sistemas é a presenca
de harmonicos de 32 e 2() nas expressoes do movimento oscilatério do sistema, da velocidade
angular e da coordenada angular do motor. Esta propriedade foi observada na solugcao analitica
aproximada, obtida neste trabalho através do método da média. O critério R-H pode indicar as
condicoes paramétricas em que ocorrem condigoes instaveis de oscilagoes estacionarias na regiao
de ressonancia. O fenémeno do salto pode ser observado através das simulagoes numéricas das
equacgoes médias do sistema.

E importante salientar que a solucao obtida acima é a solucao analitica aproximada para
as oscilagoes estaciondrias do sistema (3.4). Para obter a solugao nao estaciondria é necessério
realizar simulagoes numéricas do sistema médio (4.36), considerando como condigoes iniciais
a solucao estacionaria obtida analiticamente. A passagem pela ressonancia é um processo
nao estaciondrio [25]. Isso significa que o comportamento do sistema durante a passagem pela
ressonancia, a partir de certa condicao inicial, sera aproximadamente constante, e tera oscilagoes
proximas ao valor médio.

Observa-se que para a solugao estacionaria, o lado direito das equagoes (4.36) foram con-
siderados iguais a zero; para o processo nao estacionario devem ser considerados diferentes de
zero. Portanto, Ay, &, Ao, & e Q sdo funcbes que variam suavemente em 7, devido a estrutura
das equagoes (4.36). Entao, a primeira e a terceira equagoes de (4.36) descrevem a variagao da
amplitude de oscilacao das varidveis x; e xo; a segunda e a quarta equagoes de (4.36) descrevem
a variacao das fases iniciais do movimento; e a tltima equagao de (4.36) descreve a variacao da
freqiiéncia 2 (o valor médio da velocidade angular do rotor em um periodo).

O passo inicial para essa simulacao é escolher os parametros fisicos do sistema e uma ca-
racteristica particular do motor. Em seguida, calcula-se a solugao estacionaria correspondente.
A escolha de um dos pontos de intersec¢ao da curva caracteristica com a curva de ressonancia
S(€2), determinara o processo estacionario. Além disso, o valor inicial de € deve estar dentro
da regiao de ressonancia. Para isso, considera-se que os parametros de sintonia sao pequenos,
de forma que a freqiiéncia de excitagao esteja suficientemente préxima das freqiiéncias naturais.
Integra-se as equagoes (4.36) utilizando um integrador numérico e obtém-se entao o movimento
nao estacionario.

Kononenko [25] menciona que nesta simulacao evidencia-se uma forte interacao entre a
aceleragao angular da fonte de excitagao e a amplitude das oscilagoes, de maneira que quando
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uma destas variaveis cresce, a outra decresce bruscamente. O valor minimo da aceleracao
angular, ocorre quando a amplitude atinge o seu valor maximo.

4.2.2 Série de Fourier

Segundo Nayfeh [29], mediar as equagoes (4.30) equivale a expandi-las em série de Fourier
da seguinte forma:

£
(2 (2 l T Zn (2
a) a; = 0n —sen(@ + ;) | Tio( +Z cin(2) cos(ng + nb;)+
Z Tsin(2)sen(ng +n0;)| , i=1,2;
n=1
. a; £
b iD= (Wi —w)— i il T 1n i
) aiff = (@ w)w+Wiwcos(<p+5 Tio( —1—2 cin(2) cos(ng + nb;)+
Z Tsin(z)sen(ne+nG;)| , i=1,2;
n=1
c) A+ Ho(z) + Z Hey(2) cos(ng) + Z Hs,(z)sen(ng)| ; (4.55)
n=1
sendo z = (a1, f1, a2, (2, W),
To(z) = & [, Tidp, i=1,2;

Tein(z) = 5= fO%Ti cos(np)dp, i=1,2;
Tsin(z) = % fOQWTi sen(ng)dp, i=1,2;
(4.56)
Hy(z) = o J," Hdg;
Hey(2) = 5= fozﬂH cos(np)dp;

Hsp(z) = o= fO% H sen(np)dg;
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T (m + n2 + m2p21) a1y sen(@ + B1) + (1 + 02 + Mepaz)aswesen(@ + B2)—

—0? cos(p) — wsen () ;

2

9
15 = %772(1 — po1)arwy sen(p + (1) + %772(1 — Pa2)asws sen(@ + [a) ;

H— —%Qalwl [sen(2¢ + B1) — sen(B1)] — %Qazﬂz [sen(2¢ + Ba) — sen(B2)] -

Observa-se que as expressoes de a; e (; tornam-se

= 787 [T (2) sen(@ + 5;)+

i

- ZTcm {sen((n+1)g+ (n+1)5;) +sen((n—1)g+ (n—1)3;)} +

5 ZTSm {cos((n =)o + (n = 1)B) —cos((n + 1)@ + (n +1)5i)} |

(i=1,2)

— [Tio(2) cos(p + Bi)+
- ZTcm {cos((n+1)g+ (n+1)3;) +cos((n —1)p+ (n —1)5;)} +

= ZTsm ) {sen((n+ 1)@ + (n+ 1)3,) + sen((n — 1)@ + (n — 1))}

(i=1,2)

(4.57)

Preservando apenas os termos até n = 1, para uma primeira aproximacgao toma-se apenas a
parte que varia suavemente em @, ou seja, o termo independente de . Isso equivale a calcular
a média pois os termos da série que sao periddicos em ¢ tornam-se zero devido a ortogonalidade
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da série de Fourier. Logo, as equagoes médias sao:

a) CLl = ﬁTSil(Z) s 1= 1,2,
b)  aif = (@i — @)%+ 55=Tea(z), i=1,2; (4.58)

sendo

Tsy = % [(m + m2 + Mopar)arwr cos(Br) + (M + 02 + Napaz)ass cos(F2)] ;

Tcy = % [(m =+ 12 + Napar)arirsen(Br) + (1 + 12 + Nopaz)aswasen(fz) — @?] ;

2

T821 = g—u’f]g [(1 — pgl)alu_)l COS(ﬁ1> + (1 — p22)a2@2 COS(/BQ)] ) (459)
Teoy = %772 [(1 = par)ar@isen(Br) + (1 — paa)aswasen(Ba)] ;

Hy = % la1w1sen(B1) + aswasen(s)] .

Assumindo que a solugdo analitica aproximada do sistema dinamico (4.58) serda da forma
(4.35), pode-se fazer uma mudanca de varidveis e escrever as equagoes médias da seguinte forma:

. €
a) A= 150 [(m =+ m2 + Napa1) Arwr cos(§1) + (1 + 12 + N2paz) Aslws cos(&a)] ;
1

(71 + 12 + Mapar) Ariorsen(&y)+

. 6 _ 6
b) & = ﬁ(m - Q)+ 1004
+(m1 + 12 + 12p2z) Asiasen (&) — Q7]

e 0
c) Ay = R ;772 [(1 = pa1)Aswy cos(&1) + (1 — pag) Asiws cos(&a)] ;

- o
4@29/12 %

d) &= %(@2 - Q)+ 2 [(1 — par) Arwrsen(&r)+

‘l‘(l — pgg)Ag(DgSC?’L(gg)] ;

3

e)Q 50

2A(Q2) + pQA 1w sen (&) + pQAswasen(&s)] . (4.60)

Para encontrar a solugao de equilibrio de (4.60), basta consideré-las iguais a zero:
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a) (m +ne + mepar) Ar01 cos(§1) + (1 + 12 4 N2p22) Aglws cos(&e) = 0
b) (w1 — Q)41 QA; + (m + 12 + nepar) Arwrsen(&r)+

(N1 + Mo + Mapaa) Agiogsen(&y) — Q% = 0;

(4.61)
¢) (1= pan)Asr cos(&r) + (1 = paz) Az cos(&3) = 0
d) (w2 — )4 QAs + (1 — par) Aswrsen(&r) + (1 — paz) Aswasen(&a) ;
e) 2A(Q) + pQAwsen(&r) + pQAswasen(&s) = 0.
De (4.61 a) obtém-se
cos(y) = A R pn)@ady (4.62)

(m 4 m2 + M2pa1) w1 44
De (4.61 b) obtém-se

O — A0 — Qw1 Ar (1 + 72 + 72p2) 02 Ay
sen = - sen(&a) . 4.63
(&1) (M 4 M2 + Mapa1) w1 Ay (1 + 12 + 1apa1) Arion (&) ( )

Fazendo sen?(&;) + cos?(£;) = 1 obtém-se

sen(§) =

[ — 4w — Q)QIAI]Z — [+ + 7]2]?21)@1141]2 + [ + 2 + ngpgg)u_)gAQ]Q
2(n1 + No + Mapaz )2 Ag [ — 4(0; — Q)1 Ay :

(4.64)

Repetindo o procedimento acima para (4.61 ¢) e (4.61 d) obtém-se

1 — py)? 2@2A22— 1 — p2n)6? 2@11412— @y — D)y Ay)?
sen(y) = el 8](1 _[1521)(52 Z 977)@1141;)2142[( & ] ' (4.65)

Substituindo as equagoes (4.64) e (4.65) em (4.61 e) obtém-se uma funcao

%(Al, AQ, Q) - O,

76



% (Al, AQ, Q) = 2(0[ — 59) +

(1 - p22)92772@2A2]2 —[(1- ]921)927]2@1141]2 — [4(wy — Q)M@2A2]2 n
8(1 — p21>((z)2 - Q)CDQAQ

pS2

[ — 4(@1 = Q@A) — [(n + 12+ 1p2) @1 A + [(1 + 12 + 1p22) 02 Ao]”
2(n1 + n2 + Mmapaz) [ — 4(1 — Q)1 A4

(4.66)

Tal funcao fornece a relagao entre as amplitudes das coordenadas originais y; e x2 € a
freqtiéncia de rotacao do motor. Atribuindo valores numéricos para os seus parametros é possivel
fazer uma curva tridimensional relacionando A;, Ay e €.

Pode-se observar que nao € possivel encontrar as amplitudes estacionarias do movimento de
(4.60) devido a dependéncia que existe entre as equagoes. Propoe-se entdo uma outra andlise
para as equagoes (4.60).

4.2.3 A estabilidade dos movimentos estacionarios

O motivo pelo qual se interessa pela solugao estacionaria das equagoes médias é que pode-se
fazer o estudo da estabilidade dessas equacoes e, segundo o teorema de Hartman-Grobman
(discutido no Capitulo 2) esta estabilidade é topologicamente equivalente a estabilidade do
sistema original. Como foi visto na secao anterior, é preciso fazer algumas consideragoes sobre
as equagoes (4.61) para que tornar possivel este estudo.

Considera-se as equagoes médias (4.60) sob a varidvel independente 7 e por simplifica¢ao

adota-se l1 = (1 + 12 + 1m2p21) € lo = (1 + 12 + M2p22):

a) Al — % [llAlajl COS(gl) -+ ZQAQ(DQ COS(£2)] )
w1
b) & =cl@—Q)+ 4wi41 (L) Ai@rsen(&r) + b Asiasen(&e) — Q7 5
) Ay = i% [(1 = pa1)Aiwy cos(&1) + (1 — paz)Asiws cos(&a)] ;
T 4y fr R
‘ 2
d) &=c(@—0)+ 4@;12 %772 (1 =par) Aswnsen(&) + (1 — pae) Aswasen(&s)] ;

e) Q= =[2(a—BQ)+ pQAi@sen(£y) + pQAswasen(Es)] .

DN ™

(4.67)
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Pode-se observar de (4.67 a) e (4.67 ¢) que cos&; = 0 e cos& = 0 sdo coordenadas do ponto
de equilibrio de (4.67). Entao, supbe-se & = %’r e {&» = 77 e analisa-se dois casos:

1. k e n sao pares ou k e n sao impares, ou seja, & e & estao em fase. Logo, pode-se dizer
que sené; =1 e senéy = 1;

2. k e n nao sao simultaneamente pares ou impares, ou seja, &1 e & nao estao em fase. Logo,
sené; e senéy tem sinais opostos e pode-se considerar sené; =1 e sens; = —1 .

Caso 1:

Fazendo as equagoes (4.67) iguais a zero e considerando &; e & em fase obtém-se os seguintes
estados estacionarios:
2[4 4
Ap=—— [—“(@2 Q)+ —p21)] Hﬁ(@g —Q)+(1 —p21>} x
2

w1 | 0%

X{4(W1—Q)+ll}m—lgj| )

(4.68)
) -1
A= @ 94 (= 460 - ) 1) - )|
w2 015
(4.69)
Q = 20 _
pA101 + pAsis — 3
(4.70)

A matriz jacobiana aplicada aos pontos de equilibrio (ou estados estacionérios) (4.68), (4.69)
e (4.70) neste caso é:

B 0 =l Ao 0 —lawa Asg 0 7
4 401
Qg—IQ(DQAQo 0 lowo 0 _1 _ Qo
45)114%0 401 A10 2w1A10
_ 6%m2(1—p21)®@1 410 6212(1—pa2) Asg
A= 0 — Tuo 0 — m 0
02n2(1—p21) 0 _ 02na(1—p21)@1410 0 -1
4;1,@‘21420 4,11@21420
pw1$2 P2 P
L 2 0 2 0 §Aef -0

(4.71)
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sendo a constante A,y = w1 Ajp + we Ay uma combinacao linear das amplitudes estaciondrias
com &7 e & em fase. Observa-se que todas as propriedades referentes as oscilagoes estacionarias
discutidos na secao anterior devem valer também para esta solucgao.

4.2.4 Critério R-H

O polinémio caracteristico da matriz (4.71) é dado por
N+ B A + BoA® + B3 A’ + By + Bs, (4.72)

sendo

Bl = —tT(A) = ﬁ - g((z}lAlo + CDZAQO) ; (473)

B, — 0%12(1 — pa1) [l Iy  6n(1— ]922)@11410] 110 — lawa Agg) |
9= ————— |lg + — —

164 w1 g Agg 1601 Ao ’
(4.74)
P, _ 0*no(1 — pa1) lo  0%n2(1 — pa)
Bs = —=(i, A A LA A ) T L A A =
3 5 (w1 A1 + w2 Ay) [ 1671 2+ = 1y A
1 (923 — lawa Aso) p§d o1 Arg 9 Qo
— l 0°ny(1 — 1 —
16@11410 * 8,u [ et 772( p21)} + 2@1A10
Qo wy A
—p08—:20 [l + 0*12(1 — p2)] ; (4.75)
0 n2 (1 — pa) OF — oAy 1
By=—2 P gy — (1 - N
4 (16M)2 [2( P21) 1( p22)] [ 9 Agg + @1} )
(4.76)
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6? 12 (1 - le)AloAzo

By = — Io(1 — — (1 —
5 1671 [l2(1 = pa1) — l1(1 — pa2)] X
01y (1 —par) (p P Qf — LAy Uy
Z A P (ES A Z 00 Aoy — ) 2o cemart Al 22
% |: 16MA10A20 <2W1 10 + ZWQ 20 6 (DQAQQ (Dl +
p0% 02 (1 — p21) ( Qo ) ( W%Alo)
+ 1+ — 1+ = +
811 As0 2w Ay W As

on Wo (l . Q(z) - Z2Q2A20)1
8141(] 2 <I114410 .
(4.77)

De acordo com (2.4), a matriz de Hurwitz dos coeficientes do polinomio caracteristico de
grau 5 é dada por

B 1 0 0 0
By B, By 1 0
Hy=| B; By By By B (4.78)
0 0 Bs B, Ds
0 0 0 0 Bs|

Assim, os critérios R-H de estabilidade para um sistemas de ordem 5 sao:

Ay =det[B] >0 = tr(A) <0; (4.79)
B, B
Ay = ! 3 >0 = A{By— B; >0 (480)
1 By
— By >0 e B1B2_33>0;
B, B3 Bsj
Ag = det 1 By By >0 = A2B3 + Bl(B5 — B1B4) >0
0 By Bj

(4.81)
= B3> e B5—BlB4>O;
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A4 = det

B,

Bs

Bs
0

1 0
By By
By Bs

0 Bs

0
1

By
B,

>0 =

— A334 — B5BQA2 — B5(B5 — BlB4) >0

— Bys>0 e

AgB4 > B5BQA2 — B5(B5 — BlB4) ;

As = det [H5] >0 = BsA;,>0 — B;>0.

dos quais obtém-se, respectivamente as seguintes relagoes:

62 T2 A10A20

164

_<1+

p o1 Aig

8pu

n p o 2 Agg

Qo
2 (DlAlO

8pu

) (+

B> g(@u‘llo + woAg) ;

-2
wl AIO

[12(1 - p21) - l1(1 —P22)] [

,092 T2 Qo (1 - p21)

[l + 002(1 = pan) ] {1 +

8A10

S

0
2 W1A10:| +

[ZQM + 6%np(1 — p21)] > 0;

(.

waAgg

)

81

81 Azg

w1 A1

}>O;

B Q%ZQG&AQO

>_

(4.82)

(4.83)

(4.84)

(4.85)

(4.86)



0" n5 (1 — 02 — lyogAgy |
[12(1—2921)—11(1—;022)]{ 772( p21)[ 0 2W2 20+ 2} "

(1641)2 @1

waAgg w1
Qo A 02 1-— Q
% [P owW1A10 ( 772( p22) —|—l1) (1+ 0 )+

8 o 201 A9

p QowaAsg (0212 (1 — pa1) 11 (2% — lale Agp)
+ +1l )| — —
8 % 16(,021420

0? 1-— [ 02 1-— 01 A 0% ny AypA
4 Up) ( p21) __2 Y, — T2 ( p22)w1 10 M2 A10A20 y
16p 164

) [1io2 Asg
y {(1 n 790 ) (1 n @%Alo) p0%12 Q (1 — pay)
2144 Wy Ago 811 As0

p Qg o 523 — ZQW_QAQO 1.87
8A10 ( ? W_lAIO ’ ( )

Portanto, a solugao estacionaria do sistema dinamico (3.4) ¢é estavel se as condigoes (4.73)
a (4.87) sao satisfeitas. A préxima se¢ao apresenta a aplicagao do teorema de Sotomayor ao
sistema dinamico (3.4) para a condicao de equilibrio y; e x2 em fase. Apenas as condi¢oes para
a ocorréncia de bifurcacao sela-né sao verificadas.

4.2.5 Teorema de Sotomayor

As equagdes (4.61), junto as condigdes & = 2 e & = & em fase, formam o ponto de
equilibrio (A1g, &10, Aso, 20, o) do sistema (4.60). Portanto a primeira condi¢ao necesséria é
satisfeita.

Para satisfazer a segunda condigao, basta que o coeficiente Bs (4.77) do polinomio carac-
teristico (4.72) seja nulo. A restricdo em anular este termo é que a condigao escolhida para
efetuar esta anulacao nao pode anular outros autovalores; o sistema deve ter somente um au-
tovalor simples. Assim, os termos

Q2 + lhan A l
(1=pa); [l —pu) —lL(l—pn)] e |2 2222

Wy Ago w1
nao podem ser nulos pois anulariam o coeficiente By (4.76) e o polinémio caracteristico (4.72)
teria duas raizes nulas. Esta restricao satisfaz a terceira condicao necessaria para o uso do
teorema.
Pode-se entao supor que o autovetor correspondente ao autovalor simples de (4.71) é vT =
[v1 V9 v3 V4 U5] € 0 autovetor para o mesmo autovalor correspondente a AT é w! = [wy wy w3 wy ws),
satisfazendo a segunda condi¢ao necessaria.
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Para encontrar o autovetor v, basta encontrar a solu¢ao nao trivial do sistema Av = 0. Para
o sistema (4.60) obtém-se as seguintes coordenadas do autovetor v:

on(lg(Dg)2 < ) ( Qo ) |: onA%(Dl
v = - 14— 14+ — - X
! 2[1(9(2) — ZQWQAQ()) 4M(CU1A10)2 4W1A10 (Q% — ZQWQAQ())

Q 62 1-—
X (]_ + 0 > (2&)1 + M) + B (@11410 + (IJQ(QO + Ago))

4(.I)1A10 2,11/420 2
1 Ago(lawg)?
i + — — ’
6] llwl (Q% — l2w2A20)
(4.88)
v —  laws Ay
? LAy’
(4.89)
0%15(1 — pa1 )1 A, [( Q ) (law2)? Agg 1
vy =0+ — - 1+ — Q+ ——==1:
’ /LW2A20(Q% - Z2W2A20) 4601 Avo 4l (W1A10)2
vy =1; (4.90)
pQQ(ZQ(Dg)Q ( 1 ) |: pQ()A%(Dl ( QO )
Vs = = 1+ — - 1+ — X
b 2[1(9(2) — lgnggo) 4,&((4}11410)2 (Q% — lgnggo) 4L¢J1A10
0215 (1 — -
X <2(D1+%) +§<_1A10+@2(90+A20)) _ﬁ} .
(4.91)

Da mesma forma, pode-se encontrar o autovetor w da matriz A” fazendo ATw = 0. Assim,

Wy = W3 = 1; (492)
(4.93)
2 . _
wy = — e P2 (4.94)
ool
Apis A
wy = — D020 (4.95)



2 Loty @11410)
- — _ 4.96
° pw2 (4@11410 Ao (4.96)

Usualmente, diz-se que um sistema dinamico leva a uma bifurcagao se existe uma mudanga
qualitativa na trajetoria do sistema quando um parametro de bifurcagao é variado. Escolhendo
como parametro de controle do sistema (4.60) a constante (3, parametro que depende da poténcia
do motor obtém-se

of

T

—= = —Q 4.97
558 =[0000 -0] (197)
Entao,
8f 2 ZQ(DQ Awu_)l
= = — - Q 4.98
v 3ﬁ($0’ﬁo) P2 (4w1A10 Asg ° (4.98)
Existem apenas duas situagoes em que wT%(xo, myg) se anula:
loioy Aol
— =0 Qy = 0.
(4w1A10 Asg ot
Na primeira situacao by A1o@1'
T 4l Ay Ay
Logo,
402 A?
Agy = 120 (4.99)
lotoo

Entao, para a existéncia de bifurcagao do tipo sela-né é necesséario que 2y # 0, a igualdade
(4.99) nao aconteca, e que w? D2 f(xg, By).(v,v) # 0, sendo

156212 (1 — pa1)
4,U/l1

Iy
v4(v1 + 21)3) + 2—1:2111(142001 - Us) -
10

w! D f (w0, Bo)-(v,v) =

4i0q

Q Q l o0
0 U1 (—0’01 — U5) — —11}% — 2472 (U1U3 — Ago’UZ) — 4@214202}2 —

—2@114%0 2 4 4@11410

02 72 (]_ — pgg) (:)2 =+ 1 2(;)11410 2 Us

P e S it -z 0 _ _
2% V4U3 1o v1V3 + ]%0 vy + %o 110( 01 U5)

(4.100)

B ( ly w1 Ao

41 Ay o @21420) (2@17)1@5 - fDlAonvg + 2001v3v5 — (DQQOUZ) .

Nayfeh e Balachandran [31] mostram que quando ocorre bifurcagao do tipo sela-né em um

sistema é possivel observar o fenomeno do salto no mesmo. O salto representa uma desconti-
nuidade na evolugao dos estados do sistema (fluxo), para determinado valor do parametro de
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controle, denominada mudancga catastréfica. Ou seja, a bifurcacao sela-né é classificada como
uma bifurcagao catastrofica.

O préximo passo para a continuagao deste trabalho é simular numericamente os resultados
obtidos neste capitulo, aplicando as restrigoes obtidas pelo critério R-H e pelo teorema de
Sotomayor para a verificagao dos resultados.
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Capitulo 5

Conclusoes e Sugestoes para Trabalhos
Futuros

O objetivo deste trabalho é investigar as propriedades dinamicas de um sistema nao ideal
constituido por duas massas, sustentadas por molas e amortecedores, sendo excitado por um
motor elétrico de corrente continua que esta acoplado a uma das massas. Embora a idéia inicial
fosse realizar uma andlise estritamente numérica, observou-se que a complexidade do sistema,
devido ao grande nimero de parametros que influenciam o comportamento do sistema de dois
graus de liberdade, exigia um estudo analitico preliminar que pudesse propiciar um estudo das
regioes de estabilidade e também de perda da estabilidade. Encontrar a solugao numérica tem
a desvantagem de que esta solucao é apenas particular, para alguns valores paramétricos pré-
determinados. Por esse motivo interessa-se também por uma solugao analitica, a qual permitira
uma vasta variabilidade dos parametros fisicos do problema e, quando aplicado um estudo de
estabilidade sobre ela, permitira que essa escolha seja conveniente ao estudo realizado. Neste
capitulo serao explicitados os principais resultados obtidos neste trabalho de mestrado, tanto
os resultados numéricos quanto os resultados analiticos, e as intimeras pespectivas futuras para
a continuacao do trabalho.

5.1 Conclusoes

5.1.1 Solucoes numéricas

As oscilagoes do sistema (3.4), mostram-se regulares e irregulares, dependendo do valor
da freqiiéncia. Quando o torque é considerado com modelo linear as oscilagoes sao regulares,
sofrendo apenas um aumento de amplitude durante a passagem pela ressonancia, retomando
seu estado normal depois. A regularidade do movimento também é evidenciada nas figuras dos
diagramas de seccao de Poincaré. Observa-se que as curvas do expoente maximo de Lyapunov,
para as trés freqiiéncias mostradas, convergem para o valor zero.
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Quando considera-se o modelo nao linear para o torque, aparecem movimentos irregulares
durante a passagem pela ressonancia, os quais permanecem irregulares. Antes da passagem o
movimento é regular. O espectro de freqiiéncias também torna-se irregular durante a passagem
pela ressonancia; as curvas dos expoentes maximos de Lyapunov, quando o valor adotado para
a freqiiéncia é o valor da ressonancia, mostram a convergéncia para um valor positivo. A seccao
de Poincaré adotada é a mesma para o caso de torque linear.

Para a ressonancia 1:2, foram estudadados dois conjuntos de parametros diferentes. Am-
bos manifestam o efeito Sommerfeld quando passam pela ressonancia; o primeiro, quando a
freqiiencia de rotacao entra em ressonancia com a segunda freqiiéncia natural; o segundo,
quando entra em ressonancia com a primeira freqiiéncia natural. Foi observado que as os-
cilagoes se tornam mais irregulares a medida que a freqiiéncia @ aumenta. Além disso, apds
a ocorréncia do efeito Sommerfeld as oscilagoes se tornam sempre irregulares, sugerindo uma
interferéncia deste efeito se propagando as outras freqiiéncias. No caso da ressonancia 1:2 B, as
vibragoes tornam-se muito irregulares, e apresenta um fenomeno de salto para w = 1.15, logo
apos o valor de freqiiéncia para o qual ocorre o efeito Sommerfeld nesta ressonancia.

5.1.2 Solugao analitica aproximada

A técnica de perturbacao utilizada foi o método da média proposto por Krylov e Bogoliubov.
Duas versoes distintas do método foram encontradas nas pesquisas bibliograficas, embora em
ambas o método seja atribuido aos mesmos autores. A grande vantagem do método da média é
que em seu espaco de estados, ele preserva a topologia do sistema dinamico original, permitindo
assim obter propriedades do sistema de interesse a partir de um sistema mais simplificado.

Para a primeira técnica adotou-se o livro de Kononenko [25]. Kononenko apresenta a
aplicagao do método da média em alguns sistemas mecanicos e, apartir da sua solugao aplica
o estudo de estabilidade através do critério R-H. Na solucao analitica aproximada encontrada
por esta técnica, que baseia-se no teorema da média, foram observadas algumas propriedades
intrinsicas a sistemas nao ideais. Foi constatada a presenca de harmonicos de freqiiéncia 32 nas
expressoes do movimento oscilatério do sistema, e harmonicos de freqiiéncia 2() nas expressoes
da velocidade angular e da coordenada angular do motor.

Outra propriedade caracteristica de sistemas com fonte de energia nao ideal que foi obser-
vada neste trabalho, foi dependéncia da freqiiéncia de excitagao 2 com relagao a amplitude de
oscilacao. Neste caso, a dependéncia acontece apenas com a amplitude referente a coordenada
X2 do sistema. Além disso, observou-se a dependéncia da solucao estacionaria de €2 com relacao
a caracteristica da fonte de energia, representada na equagao por 2A. Essa caracteristica pode
ser considerada linear ou exponencial. Neste trabalho, ela é considerada linear; uma familia de
retas que interceptam a curva de ressonancia, definindo valores constantes para €2, as quais de-
finem a solucao estacionaria. Isso acontece porque as amplitudes de oscilacao e suas respectivas
fases sao dependentes de €2, e portanto, para cada valor desta freqiiéncia, existe uma solucao
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estaciondria correspondente. Assim, destaca-se que a solucao analitica aproximada encontrada
nao ¢é unica, mas sim depende da velocidade angular do motor.

A segunda técnica utilizada foi inspirada no trabalho de Nayfeh e colaboradores [29], [32] e
[30]. Este porém nao apresenta estudos de estabilidade analitico; apresenta apenas resultados
de integracoes numéricas das equagoes médias de primeira ordem obtidas. Foram aplicadas
técnicas para avaliar a estabilidade do sistema dinamico nao ideal estudado. Pelo critério
R-H obteve-se condigoes de estabilidade e (instabilidade) paramétricas do sistema nao ideal
estudado. Utilizando estas condigoes em integra¢oes numeéricas é possivel observar os fenomenos
intrinsecos a sistemas nao ideais, tais como o fenomeno do salto. A aplicagdo do teorema
de Sotomayor nestas equagoes médias estabelece condigoes para a existéncia de bifurcacoes
estaticas tais como bifurcacao sela-nd, transcritica, ou por quebra de simetria transversal no
sistema dinamico estudado. Essas condicoes sao baseadas no sinal de derivadas direcionais do
sistema médio. Apenas a relacao para a existéncia de bifurcagoes sela-n6 foram obtidas. Por
serem analiticas é possivel uma varredura dos parametros fisicos do problema nao ideal em que
pode-se observar esta bifurcacao graficamente. O interesse especial pela bifurcacao sela-né é
que este tipo de bifurcacao leva ao fenomeno do salto quando adota-se a freqiiéncia de rotacao
do sistema como parametro de controle [31], j4 que trata-se de uma bifucagao catastroéfica (ou
descontinua).

Embora trabalhoso, as calculos e algebrismos envolvidos em ambos os método sao simples,
envolvendo conceitos bésicos do Célculo Diferencial e Integral, e alguns conceitos de Algebra
Linear. A literatura concernente a este método nao é muito vasta, porém apresenta resultados
satisfatorios quanto a sua aplicacao.

5.2 Perspectivas Futuras

5.2.1 Prosseguir com o estudo do sistema médio

Algumas caracteristicas intrinsicas a sistemas com fonte de energia nao ideal foram ob-
servadas na solugao analitica obtida neste trabalho, tais como a presenca de harmonicos de
freqiiéncias 32 e 2{) nas expressoes do movimento oscilatério do sistema, da velocidade an-
gular e da coordenada angular do motor. Porém, outras propriedades podem ser observadas:
o fenomeno do salto na curva de ressonancia; a presenca de condicoes instaveis de oscilagoes
estacionarias na regiao de ressonancia; a dependéncia dessas condi¢oes com relagao ao sentido
de variacao de ). Estas caracteristicas podem ser observadas através da integracao numérica
das equacoes médias, e deve ser o passo seguinte ao estudo realizado nesta dissertacao. Essas
integracoes permitirao que se observe as propriedades do sistema nao ideal em oscilacoes nao
estacionarias na regiao de ressonancia.

A segunda técnica utilizada para a obtencao das equacoes médias leva a uma solugao apenas
de primeira ordem, ou seja, a solucao estacionaria do sistema médio. Tal solugao é equivalente
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a solucao do sistema nao perturbado. E possivel encontrar solugoes de mais alta ordem para
este sistema. Nayfeh [29] propde o uso do método da média generalizado. A aplicagdo deste
método é imediata a apartir da solucao ja obtida. Pode-se aplicar este método também na
primeira solucao obtida, que é baseada no teorema da média.

5.2.2 Analise numérica em condicoes ressonantes

As andlises numéricas que foram feitas nas regides de ressonancia deste trabalho devem ser
extendidas a outras ressonancias, agora considerando os resultados de estabilidade obtidos neste
trabalho através do critério R-H, proporcionando uma escolha mais criteriosa dos parametros
fisicos do problema.

As regioes de perda de estabilidade encontradas através do teorema de Sotomayor poderao
ser verificadas numericamente; além disso, este resultado também proporcionara uma escolha
melhor dos parametros fisicos do sistemas no estudo de seu comportamento nas regices de
ressonancia.

5.2.3 Movimento torcional

Até o momento, nos estudos realizados foi considerado apenas movimento das oscilacoes
no sentido vertical. Sugere-se que seja realizado o estudo do movimento torcional, tornando
o estudo mais coerente com a realidade. Pode-se adotar nesse estudos duas configuracoes
diferentes, além da que ji foi proposta nesse trabalho (fig. 5.1). Para isso é necessario obter
as equagoes do modelo adotado. A anélise dinamica, via mapas de Poincaré e diagramas de

varias configuracoes do problema.

1

Bifurcagoes, usando FFT e o calculo do Espectro de Lyapunov, deve ser efetivado, para as

Figura 5.1: Configuragoes possiveis para observar o movimento torcional no sistema dinamico

| K

-

m,
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5.2.4 Controle por saturacgao

Vérias estratégias de controle vem sendo desenvolvidas e utilizadas na literatura corrente
na busca de solugoes de problemas em engenharia mecanica. No caso de problemas nao-ideais,
pouco esforco foi efetuado nesta direcao. Entre os poucos trabalhos, de controle para problemas
nao-ideais, mencionam-se os publicados recentemente por [2] que utilizou a técnica de Tikhonov
na obtencao de tempo minimo de passagem pela ressonancia no problema vibratério nao-ideal
desta dissertacao.

Para que a estratégia de controle tenha efeito sobre o sistema, deve-se levar em conta os
seguintes pontos:

e O acoplamento modal entre o controlador e os modos de vibracao do sistema em questao
e A definicao dos parametros fisicos de tal modo que exibam o efeito de acoplamento modal

e A velocidade média de rotacao do carregamento nao-ideal deve estar em ressonancia com
a freqiiéncia natural do segundo modo de vibragao e/ou primeiro modo de vibragao.

As idéias principais contidas nesta se¢ao foram tiradas dos trabalhos desenvolvidos em [33],
[34], [35] e [44], porém as aplicacoes aqui efetuadas sdo completamente diferentes dos trabalhos
mencionados, por tratar-se de um problema cuja complexidade exige adaptacoes das técnicas
exploradas pelos autores mencionados.

5.2.5 Trabalho experimental

Existe a possibilidade de um estudo experimental do sistema dinamico estudado neste tra-
balho. As massas m; e msy, massas dos blocos 1 (inferior) e 2 (superior) (Figura 3.1) poderiam
ser substituidas por duas placas metdlicas que seriam conectadas entre si por duas colunas
metdlicas idénticas. Analogamente, a placa inferior(m;) também seria conectada a uma base
sismica por duas colunas deste mesmo tipo. Essas colunas seriam, na realidade, perfis metalicos
chatos (com larguras muito maiores que suas espessuras).

Dessa forma, o conjunto formado (um prédio de dois andares com pavimentos metdlicos
rigidos) teria freqiiéncia de ressonancia bem distintas correspondentes aos seus modos de vi-
bragao laterais; em outras palavras, os modos laterais numa determinada direcao seriam bem
afastados daqueles relacionados com a direcao ortogonal devido as diferencas dos momentos de
inércia das colunas).

Neste arranjo, tem-se o controle das freqiiéncia de ressonancia através do perfil das colunas
e/ou dos seus comprimentos; baixo amortecimento; possibilidade de alteragdo do amorteci-
mento através da colagem elastico-plastico nas colunas; estabilidade ao se fazer girar o motor
desbalanceado, ja que na direcao que nao ha interesse, i.e., vertical, mas que é excitada pela
massa rotativa, a estrutura sera mais rigida e havera facilidade de instrumentacao.
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Apéndice A

A Teoria de Floquet

O estudo da teoria de Floquet, destina-se a sistemas cuja solucao de equilibrio é
conhecida e esta é representada por uma Orbita periddica [31]. O objetivo deste método é
estudar a estabilidade do sistema a partir dos multiplicadores de Floquet.

Considera-se um fluxo n-dimensional como em (2.1), cuja solugdo Xo(t) = (xo, My) é
periédica de periodo minimo 7. Impoe-se uma perturbagao z a Xy, resultando em

x(t) = Xo(t) + 2(¢) (A1)

que, substituindo em (2.1), assumindo F pelo menos C*, expandindo o resultado em série de
Taylor na vizinhanca de X, e retendo apenas a parte linear, obtém-se

5= D,F(Xo, Mo)z + O(|2]2) ou 2= A(t, My)z (A.2)

quando A é a matriz da primeira derivada parcial de F'. Devido a linearizacao em z, o estudo
de estabilidade é local. A matriz A é periddica, também com periodo T'. Entretanto, T nao
é necessariamente o periodo minimo de A: quando F' tem apenas nao linearidades impares, o
periodo minimo de A é %

Pode-se obter a matriz de solugoes fundamentais n x n [31]

Z(t) = [z1(t) ,29(t) ..., za(t)],

constituida das n solugoes linearmente independentes z;(t), denominadas solugoes fundamentais.
E claro que Z satisfaz (A.2), entdo, substituindo Z em (A.2) e mudando a varidvel dependente
de t para 7 =t + T, obtém-se

iz

= At =T, Mo)Z = A(r, My)Z. (A.3)

Como Z é a matriz de solucoes fundamentais,

Zt+T)=[zx1t+T) ,22(t+T) ,...,2,(t +T)],
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também é matriz de solugbes fundamentais. Logo, considerando que z;(t) sdo solugoes l.i.,
2z;i(t + T') pode ser escrita como combinacao linear de z;(t) , 22(t) ..., z,(t), ou seja,

Z(t+T) = Z(t)d (A.4)

sendo ® uma matriz n x n constante, dependente da matriz de solucoes fundamentais, e por-
tanto, nao é tnica. Especificando a condigao inicial Z(0) = I, quando [ é a matriz identidade
n X n, e fazendo t = 0 em (A.4), obtém-se que

® = Z(T)d, (A.5)

conhecida na literatura como matriz de monodromia.

Os autovalores da matriz ® sao denominados multiplicadores caracteristicos ou multipli-
cadores de Floquet. Existe um tnico conjunto de multiplicadores de Floquet associados a
matriz A de (A.2) e cada um desses multiplicadores provém uma medida de de convergéncia
ou divergéncia ao longo de uma dire¢ao particular da 6rbita periédica de (2.1) [31].

Uma solugao periddica de (2.1) é dita hiperbdlica, se somente um dos multiplicadores de
Floquet estd localizado dentro do circulo unitario no plano complexo. Se nao existem mul-
tiplicadores de Floquet fora do circulo unitario, ela é dita solucao periddica hiperbdlica as-
sintoticamente estavel, também conhecida como ciclo limite estavel ou atrator periédico, por
atrair Orbitas positivas vizinhas. Se um ou mais multiplicadores de Floquet estiverem fora do
circulo unitario, a solugao é dita peridédica hiperbdlica instavel e, se todos os multiplicadores de
Floquet estiverem fora do circulo unitario a solucao é denominada ciclo limite instavel ou repul-
sor periddico. Quando algum dos multiplicadores de Floquet, associados solucao hiperbélica
instavel, estiverem dentro do circulo unitario, a solucao periddica é denominada ciclo limite
instavel do tipo sela.

Se um ou mais multiplicadores de Floquet estao localizados no circulo unitario, a solugao
periédica é chamada solucao periddica nao hiperbdlica. Ela é classificada como instavel se um
ou mais dos multiplicadores de Floquet associados estao fora do circulo unitario. Caso nenhum
dos multiplicadores de Floquet esteja fora do circulo unitario, faz-se necessario analisar termos
nao lineares de (A.2) para determinar a estabilidade da solucao periédica.

Observando o processo de linearizagao realizado no Capitulo 3, nota-se que o sistema z = Az,
utilizando a matriz (3.7) é equivalente ao sistema (A.2) citado acima. Ou seja, o préximo passo
para o estudo da estabilidade via multiplicadores de Floquet, é obter as 5 solucoes linearmente
independentes para o sistema linearizado, referente ao sistema nao ideal (3.1), e, a partir delas,
a matriz de monodromia. Isto constitui a maior dificuldade de aplicacao do método, dada a
grande complexidade das equagoes que governam o movimento do sistema.
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Apeéendice B

Outras simulacoes numeéricas

As simulagoes numéricas de um sistema nao-ideal permitem a verificacao de caracteristicas

importantes do sistema dinamico provenientes da interacao da estrutura com a fonte de ex-

citacao, tais como variagoes bruscas da amplitude de deslocamento da estrutura e da freqiiéncia

de excitagao (saltos ou ”jumps”) quando considera-se as condigoes estaciondrias do movimento.

Serao mostradas a seguir, o comportamento das oscilagoes de y; e x2 para as duas ressonancias

mencionadas na tabela B.1. Esta analise permite obter informagcoes sobre o comportamento do

sistema com relagao aos parametros fisicos escolhidos.

Tabela B.1: Ressonancias Estudadas

Ressonancias
2:5 2:1 A
Parametros
m 0.1582 0.1582
Mo 0.1582 0.1424
1 1.0 0.58
62 3.333 1.933
Q 3.162 3.162
B(x10%) 1.0 1.0
Frequéncias
w1 0.847 1.651
Wy 2.115 0.825

O Diagrama de Bifurcacoes ¢ ilustrado com a utilizagao das ressonancias 2:5 e 2:1. Para

estas ressonancias sao apresentados também o expoente de Lyapunov e os respectivos graficos
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da FFT.

A figura B.1 mostra as oscilagoes estacionarias de y; e 2, passando pelas freqiiéncias natu-
rais w; = 0.268 e wy = 0.669. Embora irregulares durante a passagem pela 1*freqiiéncia natural,
as oscilagoes tendem a estacionar-se. Ja na 2*freqiiéncia natural, as oscilagdoes mostram-se mais
irregulares do que antes. Este aumento de amplitude é caracterizado pelo efeito Sommerfeld.

No diagrama de bifurcagoes da figura B.2, observa-se uma nuvem de pontos, que indica
um movimento cadtico para esta ressonancia. A figura B.3 mostra a curva do expoente de
Lyapunov e, a figura B.4, a FFT para esta ressonancia, que apresenta um pico na 2° freqiiéncia
natural, indicando movimento periédico.

X1 durante a passagem pela ressonincia com wl X2 durante a passagem pela ressondncia com wl

’ 0 200 400 600 800 1000 ’ 0 200 400 600 800 1000
T T

X1 durante a passagem pela ressonfncia com w2 . X2 durante a passagem pela ressonincia com w2

0 200 400 600 800 1000 o 200 400 600 800 1000

Figura B.1: Movimento oscilatorio de x; e x2 quando a freqiiéncia @w do motor entra em
ressonancia com as freqiiéncias naturais do sistema w; e ws.
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Res. 2:5 - Diagrama de Bifurcagdes
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X1 2k

-4 I 1
0.6 0.6 1 1.2 14 16 18 2 az2

FREQUENCIA W

Res. 2:5 - Diagrama de Bifurcagdes
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Figura B.2: Diagrama de Bifurcagoes para a ressonancia 2:5, nas variaveis yj e xa.

Expoente Caracteristico de Lyapunov para w=0.27
3 T T T
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T
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logt

Figura B.3: As curvas do expoente caracteristico de Lyapunov para

frequiéncias w; = 0.849 e Wy, = 2.11.
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Figura B.4: Grafico da FFT para a ressonancia 2:5.
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X1 durante a passagem pela ressonincia com w 2 X2 durante a passagem pela ressoniincia com w2

X1
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Figura B.5: Movimento oscilatorio de x; e x2 quando a freqiiéncia w do motor entra em
ressonancia com as freqiiéncias naturais do sistema w; e Wy, para a ressonancia 2:1.
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Res. 2:1 - Diagrama de Bifurcagoes

Res. 2:1 - Diagrama de Bifurcagoes
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Figura B.6: Diagrama de Bifurcagoes para a ressonancia 2:1, nas variaveis y; e xo.

Expoente Caracteristico de Lyapunov para w=0,26 Expoente Caracteristico de Lyapunov para w=0,52
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Figura B.7: As curvas do expoente caracteristico de Lyapunov para a ressonancia 2:1, com as
frequiiéncias w; = 1.649 e Wy = 0.825.
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Figura B.8: Gréfico da FF'T para a ressonancia 2:1.

Para a ressonancia 2:1, as oscilacoes sao apresentadas em B.5 e, como no caso anterior,
apresentam-se mais irregulares quando a freqiiéncia do motor passa pela 2* freqiiéncia natural.
O diagrama de bifurcacoes na figura B.6, apresenta uma nuvem de pontos, indicando também a
existéncia de movimentos cadticos. A curva caracteristica do expoente de Lyapunov é apresen-
tada na figura B.7 e a FFT é apresentada na figura B.8. Nota-se um um aspecto continuo na
FFT durante a passagem pela 2* ressonancia, ou seja, identifica-se um movimento aperiodico.

Foram apresentadas 2 ressonancias distintas, com comportamentos também muito distintos.
O ntmero de parametros a ser trabalhado é muito grande e permite uma variagao brusca do
comportamento do sistema, com pouca variagao destes parametros. Isso mostra a necessidade
de um estudo mais preciso da estabilidade do sistema, que defina quais sao os melhores valores
para determinados parametros, permitindo uma melhor observancia dos fenomenos que podem
ocorrer em um sistema nao ideal. Para esse fim, foi sugerida a utilizacao do método da média
de Krylov-Bogoliubov.
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