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Resumo

Adolph, Marco, Sintese de Fungoes de Green e Estados Auxiliares Viscoelastodindmicos em
Meios Tridimensionais Ilimitados com Auxilio da Transformada de Radon, Campinas:
Faculdade de Engenharia Mecanica, Universidade Estadual de Campinas, 2006. 297 p.

Tese de Doutorado.

O objetivo deste trabalho foi desenvolver uma formula¢do para obten¢ao de Fungdes de
Green e estados auxiliares para os problemas viscoelastodinamicos tridimensionais. Os
problemas sdo descritos com auxilio de equacdes diferenciais, as quais foram solucionadas
utilizando as transformadas de Radon e Fourier, bem como condi¢des de contorno especificas. A
transformada inversa ¢é realizada numericamente. Essa formulagdao resulta em solugdes com
apenas uma integral impropria e uma limitada, porém, quando se adota transformada de Fourier,
sdao obtidas duas integrais ilimitadas. Para os problemas isotropicos, essa formulagao permite o
desacoplamento do problema tridimensional em dois problemas auxiliares bidimensionais. As
respostas de tensdo e deslocamento foram deduzidas para os problemas de semi-espaco com
cargas concentrada e distribuida, bem como de espagos completos submetidos a carregamento
distribuido. A implementagdo numérica foi validada com auxilio das solugdes estaticas de
Cerruti, Boussinesq e Kelvin, bem como com implementagdes numéricas dindmicas baseadas na
transformada dupla de Fourier. Foram obtidos bons resultados. E apresentada a formulagdo para

semi-espagos anisotropicos.
Palavras-Chave

Problemas Viscoelastodinamica, Funcdes de Green, Estados Auxiliares, Transformada de Radon,

Anisotropia, Dindmica de Dominios Ilimitados.
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Abstract

Adolph, Marco, Synthesis of Viscoelastodymanic Green Functions and Auxiliary States for
Three-dimensional Unbounded Domains with Aid of The Radon Transform, Campinas:
Faculdade de Engenharia Mecanica, Universidade Estadual de Campinas, 2006. 297 p. Tese de

Doutorado.

The purpose of this study was to develop a formulation to obtain Green's functions and
auxiliary states in order to solve three-dimensional viscoelastodynamic problems. The problems
are described with the aid of differential equations, which were solved by using the Radon and
Fourier transforms, as well as specific boundary conditions. The inverse transform was
numerically accomplished. This formulation resulted in solutions with a single (one) improper
integral and a finite one, however, in case of using the Fourier transform, two infinite integrals
are obtained. As for the isotropic-related problems, this formulation allows to break up the three-
dimensional problem into two auxiliary two-dimensional problems. The stress and displacement
solutions were obtained for problems related to half-space under concentrated and distributed
loads, as well as to whole-spaces under a distributed load. The numerical implementation was
validated by using the Cerruti, Boussinesq and Kelvin’s static solutions, and numerical dynamic
responses based on the double Fourier transform. Thus, effective results were obtained. In

addition, it was included the formulation for anisotropy half-spaces.

Keywords

Viscoelastodynamic, Green's functions, Auxiliary States, Radon Transform, Anisotropy,

Dynamics of unbounded domains
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Capitulo 1

Introducao
1.1 Apresentacao

O estudo da dindmica dos dominios ilimitados estd relacionado a muitos problemas da
engenharia. A interacdo, entre estruturas e dominios ilimitados, estd presente em grande parte das
plantas industriais, nas quais maquindrios e suas fundag¢des geram energia que se propaga através
do solo para as adjacéncias. Em regides de trafego intenso, sdo geradas perturbacdes pela
propagacdo de ondas, podendo causar desconforto nas vizinhangas. Tais perturbacdes podem ter
a forma de pulsos, impactos ou ainda oscilagdes harmoOnicas. Essa energia propagada pode
interferir na operagdo de diversos equipamentos, afetar a seguranga, as condi¢des trabalho e

reduzir a qualidade de vida nas habitagdes proximas.

Para reduzir a amplitude de oscilacdes e da energia propagada pelo solo, devem ser
construidas fundagdes adequadas. Quando estas ndo forem suficientes, pode-se recorrer a

barreiras e trincheiras que dificultam a radiagcdo de energia.

O leito dos oceanos também pode ser modelado adequadamente, utilizando as formulacdes
de meios ilimitados. A crescente busca por novas fontes de petrdleo tem levado a projetos cada
vez mais ousados em dguas profundas. Isso implica instalagdo de equipamentos de prospeccdo
em regides de dificil acesso e sujeitos a carregamentos dindmicos. Esses equipamentos ndo
podem apresentar falhas ou devem ter alta confiabilidade. Sendo assim, é necessaria uma andlise
das condi¢Oes de operacdo, o mais proximo da realidade, ainda durante a fase de projeto e

desenvolvimento.

As crescentes exigéncias quanto a eficiéncia de equipamentos, melhoria da qualidade de

trabalho e conforto ambiental, requerem um estudo mais aprofundando e realista das alternativas



de projeto, com o objetivo de minimizar efeitos danosos da propagacao de ondas. Nao &, portanto
possivel basear andlises apenas nos métodos empiricos adotados no passado para o
desenvolvimento de fundacdes e barreiras para evitar a propagacdo de energia. Muitos
pesquisadores t€ém dedicado grandes esforcos na modelagem e formulacido de novas metodologias

e ferramentas.

O crescimento da capacidade e dos recursos computacionais, ao longo dos ultimos anos,
ampliou significativamente as possibilidades do uso de técnicas numéricas como instrumentos
auxiliares para o projeto e andlise dos problemas de interacdo solo-estrutura. Um dos requisitos
basicos, para a modelagem correta desses problemas dinamicos, é a descricio adequada da
condi¢do de radiacdo de Sommerfeld, ou amortecimento geométrico que garante que a energia

originada na fonte se propaga e se afasta sem reflexdo.

O método de elementos de contorno (MEC) requer, para sua formulacdo, o uso de estados
auxiliares, as chamadas funcdes de Green ou solugdes fundamentais. Estas fungdes devem
representar as caracteristicas do meio material que representa o problema. Diversos trabalhos t€ém
sido realizados com o intuito de gerar esses estados para os mais diversos meios, incluindo
efeitos de viscoelasticidade, anisotropia, poroelasticidade. A maior parte destas formulacdes €
realizada no dominio da freqiiéncia. No entanto, respostas transientes podem ser obtidas com uso
da transformada de Fourier. Usualmente, essas fun¢des de Green sdo sintetizadas através da
integracdo numérica de funcdes obtidas com auxilio da transformada de Fourier. Mais

recentemente foram apresentados trabalhos com uso da transformada de Radon.

As formulacdes tridimensionais, com uso da transformada de Fourier, resultam em fungdes
que requerem o tratamento de duas integrais improprias que possuem alto custo computacional, o
que é, atualmente, uma barreira para o estudo de problemas mais complexos e realistas. Espera-se
que, com o uso da transformada de Radon, sejam obtidos integrandos mais simples e que

demandem menor esforco computacional.

Ao longo deste trabalho, serd apresentada a formulacdo para semi-espagos tridimensionais

isotrépicos € anisotropicos viscoeldsticos submetidos a carregamentos distribuidos e



concentrados, utilizando a transformada de Radon como ferramenta auxiliar na determinacao das

respostas. Esta teoria serd aplicada também aos espagos completos com carregamento distribuido.

1.2 Revisao Bibliografica

A anélise dindmica de estruturas bi e tridimensionais, considerando a distribuicao continua
de massa, € de dificil proposi¢cdo. Isto € especialmente verdadeiro em problemas que envolvem
meios infinitos ou semi-infinitos. As técnicas analiticas sdo aplicdveis a poucos problemas
especificos. Isto abre espaco para os métodos numéricos. A correta modelagem dos problemas de
interacdo solo-estrutura deve respeitar a condicdo de Sommerfeld, que representa o
amortecimento geométrico do meio tratado. Usualmente, os meios, representando o solo, sdo
descritos como semi-infinitos viscoeldsticos (Gazetas, 1983). Os métodos de discretizacdo de
dominio, como o método de elementos finitos (MEF) e o método das diferencas finitas (MDF)
apresentam dificuldades para tratar os meios infinitos, porque a dimensao finita das malhas € um
fator limitador (Luco e Hadjain, 1974). O MDF ndo € muito utilizado devido as dificuldades para
modelar geometrias complexas. As malhas truncadas e limitadas do MEF e MDF nio levam em
conta o amortecimento geométrico. O aumento do coeficiente de amortecimento interno ou do
material de um meio ilimitado ndo € capaz de compensar o amortecimento geométrico nos
modelos de MEF e MDF (Mesquita et al., 1993). Existem algumas alternativas para inserir os
efeitos de amortecimento geométrico no FEM. Uma das possibilidades é o uso dos chamados
elementos infinitos (Bettes, 1977, Barros, 1996); outra seria o mapeamento de Dirichlet-to-

Neumann (DtN) (Givoli, 1992, Zavala, 1999).

A despeito das diversas tentativas para modelar os problemas dinamicos de meios infinitos
com o uso do MEF, hoje € aceito que o método mais adequado, para esses problemas, € o método
dos elementos de contorno (MEC). Os Elementos de Contorno (EC) emergiram como fortes
candidatos a solu¢dao numérica de problemas dindmicos complicados, por permitirem a redugao
de dimensdo do problema e garantirem a satisfacdo das condicdes de amortecimento das ondas

no infinito (Beskos, 1987, Beskos, 1997).

A formulagdo de elementos de contorno, em que apenas o contorno do dominio necessita

de discretizacdo, requer o uso de um estado auxiliar com as mesmas caracteristicas, isto €, o



mesmo operador diferencial do problema estudado. Tais estados auxiliares sdo conhecidos por
funcdes de Green (Kane, 1994). Foram realizados diversos estudos com o objetivo de sintetizar,
analitica ou numericamente, essas funcdes auxiliares estaciondrias para dominios anisotropicos
(Wang e Rajapakse, 1991, Wang e Achembach, 1995, Saez, 1997, Almeida Barros, 1997), para

os poroelasticos (Rajapakse e Sentjuntichai, 1993) e até para meios piezoelétricos (Daros, 1999).

Nos ultimos anos, o grupo de pesquisa do DMC, desenvolveu algumas funcdes de Green
viscoeldsticas sintetizadas numericamente para o regime estaciondrio € para Os Semi-espagos
homogéneos isotropicos 2D e 3D (Romanini, 1995, Mesquita Neto e Pontes Jr., 1992, Capello
Sousa, Almeida Barros e Mesquita Neto, 2000), para os problemas multicamadas isotrépicos 2D
e 3D (Mesquita Neto e Barros, 1999, Barros, 2001) e para os anisotropicos (Almeida Barros e

Mesquita Neto, 1999, Barros, 2001).

Esses estados viscoeldsticos auxiliares, no dominio da freqiiéncia, foram sintetizados
numericamente. As transformadas integrais de Fourier e Hankel s@o os recursos matematicos para
as solucdes obtidas. Esses estados sdao fungdes de Green (cargas concentradas) e de Influéncia
(carga distribuida). Tais estados auxiliares desenvolvidos podem ser incorporados as versoes
direta e indireta do MEC (DMEC, IMEC) para analisar as respostas estaciondrias de fundagdes
rigidas de superficie, engastadas e enterradas, interagindo com os perfis de solo apresentados
(Romanini, 1995, Barros, 1997, Almeida Barros e Mesquita Neto, 2001, Almeida Barros e
Mesquita Neto, 1999).

A formulacio dos problemas de interagdo solo-estrutura, no regime estaciondrio, estd mais
fundamentada e estabelecida que a variante no dominio do tempo. As pesquisas, para obtencdo
das respostas transientes, estdo ainda limitadas a problemas simples, embora seja reconhecido

que a formulacdo transiente seja mais atrativa por permitir solu¢cdes ndo lineares.

As solucdes transientes podem ser obtidas através dos seguintes procedimentos: 1-
determina¢do da solu¢@o harmonica seguida pela reconstituicdo da resposta transiente, utilizando
sintese de Fourier; 2- solu¢do do problema no dominio transformado de Laplace, seguido de uma
transformacgdo inversa para obter a resposta no dominio do tempo; 3- formulagdo no dominio do
tempo e solucdo em conjunto com esquema de integracao direta no tempo, adequado também a

problemas ndo — lineares. Utilizando a primeira alternativa, Adolph (2002) e Thomazo (2004)



obtiveram solucdes fundamentais e de Green para problemas bidimensionais. Entretanto, a
extensdo para problemas tridimensionais mais complexos encontrou limitacdes devido ao alto
custo computacional envolvido na determinacio das respostas estaciondrias, tornando necessdria

a busca por formulagdes mais vidveis.

Uma das alternativas € a apresentada por Wang e Achembach (1993a, 1993b, 1994a, 1995)
consistindo em uma formulagdo baseada na transformada de Radon que permite a sintese de
solucdes fundamentais (espago completo) para meios totalmente anisotropicos. Em seus estudos,
trataram as solucdes para problemas bi e tridimensionais com carregamento concentrado
harmonico. A grande vantagem, apresentada na formulagdo, é que, ao invés de resultar em uma
transformada inversa com integrais improprias, obtiveram integrais limitadas. Para o caso bi-
dimensional, € necessdria uma integracao sobre o circulo unitério e, para o tridimensional, uma

integracdo sobre a superficie de uma esfera unitaria.

Utilizando a transformada de Radon, Pan e Tonon (2000) obtiveram expressdes para 0s
deslocamentos em espacos completos tridimensionais piezelétricos com anisotropia geral. No
mesmo ano Jiang (2000) apresentou solugdes fundamentais para o mesmo problema, mas

incluindo efeitos térmicos.

A determinacdo de solucdes para semi-espagos utilizando a transformada de Radon, foi
realizada inicialmente por Georgiadis e Lykotrafitis (2001). Trataram de semi-espacos
tridimensionais isotropicos e eldsticos submetidos a cargas concentradas vertical e horizontal, que
se deslocam sobre a superficie livre. Utilizando a transformada bidimensional de Radon sobre as
coordenadas x e y, mantendo a coordenada z no sistema cartesiano, desacoplaram as equacdes de
Navier, obtendo dois problemas auxiliares, para os quais ja existia resposta. As condi¢des de
contorno sdo dadas para superficie livre. Apds o acoplamento das respostas dos problemas
auxiliares, aplicaram a transformada inversa de Radon. Em 2003, apresentaram a extensdao do

trabalho considerando efeitos de térmicos (Lykotrafitis e Georgiadis, 2003).

Mais recentemente Denda et al (2004) apresentaram a solu¢cdao fundamental bidimensional
para os problemas bidimensionais transientes com piezoeletricidade geral. Realizaram uma
implementacdo de elementos de contorno com estas solucdes para determinar as freqiiéncias de

ressonadores piezoelétricos.



Yang et al (2004) apresentaram a solugdo para semi-espagos e para espagos completos
anisotropicos, ndao homogéneos e tridimensionais submetidos a uma carga concentrada
deslocando-se ao longo de z. Em sua formulacdo, adotaram a transformada de Fourier bi-
dimensional e o formalismo de Stroh. Trataram o espaco completo, porém considerando
propriedades materiais distintas para valores de z positivos e negativos. O semi-espaco é obtido
quando se considera que, para um dos semi-espacos, a rigidez € nula. Um fato interessante dessa
formulacdo € que as funcdes de Green no dominio fisico sdo obtidas por duas integrais
impréprias, que, com auxilio da transformagdo para coordenadas polares, podem ser reduzidas
para uma unica integragdo sobre a direcdo radial. A resposta final € dividida em uma soma de
uma funcdo de Green para espaco ilimitado com uma parcela limitada. A primeira pode ser
resolvida com auxilio da transformada de Radon, utilizando basicamente a formulacao de Wang e

Achembach.

Um algoritmo otimizado, para determinar numericamente os deslocamentos e tensdes da
formulacdo apresentada por Wang e Achembach (1995), foi implementado por Dravinski e
Zheng (2000). Obtiveram uma reducdo de cinco vezes nos esforcos computacionais quando

comparados com os procedimentos usuais de integracao.

As solucdes fundamentais deduzidas por Wang e Achembach (1995) foram aplicadas em
diversas implementacdes de elementos de contorno. Inicialmente em 2001, Sdez e Dominguez
(2001) utilizaram-nas para o estudo de propagacdo de trincas em solidos transversalmente
i1sotropicos submetidos a carregamentos harmonicos. Denda et al (2003) aplicaram as fungdes no
método de elementos de contorno para andlise de autovalores (vibracdes), determinando
autovalores de matrizes nao simétricas complexas que dependiam nao linearmente da freqii€ncia.
Kogl e Gaul (2003), utilizando as solu¢des fundamentais em conjunto com o método da
reciprocidade, obtiveram as solucdes para problemas de vibragdo livre de meios tridimensionais
anisotrépicos. Ariza e Dominguez (2004) implementaram o método de elementos de contorno
transiente para estudo de propagacdo de trincas de meios tridimensionais transversalmente

1sotrépicos.

Com excecdo dos trabalhos de Georgiadis e Lykotrafidis, foi utilizada a transformada de

Radon tridimensional, gerando solu¢des fundamentais para espacos completos com carregamento



concentrado, considerando propriedades de anisotropia e piezeletricidade. Nesses trabalhos, ndo
foram considerados efeitos de viscoelasticidade, tampouco carregamentos distribuidos. No estudo
de fundagdes, estados auxiliares com carregamento distribuido podem ser muito uteis. Diversos
pesquisadores t€ém-se dedicado a obtenc@o de solugdes para semi-espagos e sua implementacdo
em problemas de interacdo solo-estrutura. Além dos trabalhos citados anteriormente,
desenvolvidos por pesquisadores do DMC, sdo encontrados alguns para obtencdo de estados
auxiliares para carregamentos distribuidos. No entanto, a maior parte desses trabalhos lida com

forcas estaticas.

Seguindo a linha de desenvolver respostas para carregamentos distribuidos, Wang e Liao
(2002) apresentaram solucgdes fechadas para carregamentos estaticos linearmente distribuidos no
interior de um semi-espago transversalmente isotropico e eldstico. O plano de anisotropia adotado
¢ paralelo a superficie livre. Foram estudadas distribuicdes de carregamento definidas por
funcgdes lineares, constante e parabdlica definidas sobre uma superficie retangular. As respostas
foram obtidas a partir da integracdo da resposta obtida para um carregamento concentrado. Para
carregamento retangular, em semi-espaco tridimensional transversalmente isotropico e eldstico,
uma solugdo foi apresentada por Yue et al (2005). Foi considerado um carregamento estatico
aplicado no interior do meio semi-infinito. As equacdes que regem o problema foram resolvidas
com uso da transformada dupla de Fourier. Neste trabalho, ndo foi utilizada a integracdo do
carregamento concentrado, e sim aplicada a condi¢do de contorno, considerando o carregamento

distribuido.

Em 2004, Wang et al. (2004) apresentaram respostas para o semi-espago transversalmente
isotrépico submetido a cargas estdticas enterradas ndo lineares com base triangular: a solugdo

mais uma vez foi obtida através da integracdo da solu¢do com carregamento concentrado.
1.3 Objetivos e organizaciao do trabalho

Este trabalho tem por objetivo a sintese de fungdes de Green e estados auxiliares
estaciondrios para meios isotropicos, anisotrépicos e viscoeldsticos, utilizando a transformada de

Radon. Serao tratados os semi-espacos submetidos a carregamentos concentrados e distribuidos.



E os espagos completos submetidos ao carregamento distribuido. Para esses problemas nao foram

encontradas na literatura formulacdes com uso da transformada de Radon.

No capitulo 2, sdo apresentadas uma breve introdugdo e revisdo da mecénica do continuo e
consideragdes sobre meios anisotrépicos e as simplificagdes possiveis. Sdo apresentadas de forma
explicita as equacdes de movimento para os materiais totalmente anisotrépicos, ortotrépicos e

isotrépicos. E descrita a introdugio da viscoelasticidade e a metodologia empregada.

No capitulo 3, é feita uma introdug¢do da transformada de Radon e de suas principais

propriedades. Sdo apresentados alguns exemplos de transformacgdo e uso das propriedades.

No capitulo 4, é apresentada a metodologia para sintese das funcdes de Green dos meios
isotropicos com uso da transformada de Radon. Sdo apresentados os casos de carregamento
concentrado e distribuido aplicados sobre um semi-espaco. E feita uma andlise do
comportamento das funcdes resultantes e discutida a metodologia empregada para obter a solugdao
das integracdes numéricas. Sao apresentados resultados numéricos e uma comparagdo com 0s

resultados obtidos pela implementacgao através da transformada de Fourier.

No capitulo 5, obtém-se a solugdo para espagcos completos isotropicos submetidos a
carregamentos distribuidos. E apresentada uma andlise do comportamento das funcdes e sua
implementacdo numérica. Os resultados sdo comparados com os obtidos pela formulagdo com a

transformada de Fourier.

No capitulo 6, é estudada formulacdo para os casos envolvendo meios ortotropicos,
apresentando a formulacao para os carregamentos concentrado e distribuido em semi-espacos € o

carregamento distribuido aplicado no semi-espaco.

No capitulo 7, sdo apresentadas a conclusdo e propostas para temas futuros.



Capitulo 2

Elasticidade geral, Anisotropia, Viscoelasticidade
2.1 Elasticidade Geral

Grande parte dos materiais aplicados em engenharia possui alguma capacidade de
elasticidade, isto ¢, se submetidos a carregamentos limitados, possuem a capacidade de retomar o
estado inicial quando descarregados. A deformacgdo eldstica desses materiais dentro de certos
limites pode ser assumida como linear e proporcional ao carregamento aplicado, sendo descrita

pela lei de Hooke generalizada.

Dependendo do ponto de vista em que o material ¢ analisado, pode-se assumir que ele
possui ou nao propriedades homogéneas, ou seja, as caracteristicas elasticas poderiam variar ao
longo do meio. Isso pode ser observado em solos estratificados e em algumas estruturas de

engenharia.

Uma caracteristica interessante de diversos materiais de engenharia, como por exemplo os
compositos, ¢ a variagdo das caracteristicas elasticas nas diferentes dire¢des a partir de um ponto
de referéncia adotado no sélido. Quando se assume que um material é isotropico, define-se que o
comportamento do material em todas as dire¢des € o0 mesmo, possuindo as mesmas propriedades

em qualquer sentido.

Por outro lado, ao considerarmos a anisotropia, ndo existe, necessariamente, uma
equivaléncia de propriedades nos diversos sentidos; em casos gerais, as caracteristicas sao

distintas em cada uma das dire¢des.

Ao longo deste capitulo, sera apresentada uma breve revisao das teorias da elasticidade para

os modelos tridimensionais.



2.2 Deformacoes, tensoes e lei de Hooke

A partir do deslocamento de um ponto provocado por um carregamento arbitrario, ¢é

possivel determinar o estado de deformagdo. Assumindo que sejam pequenas deformagdes,

desprezam-se os termos ndo lineares. Considerando as componentes de deslocamento Uy, Uy, U,,

dadas respectivamente nas dire¢des X, y € z em um sistema cartesiano, ¢ possivel determinar as

deformacdes especificas:

U,
g, = ,
dx
ou,
gyy = dy ’
8UZ
gzz = >
dz
1 8UY 8Uz
gxz == —+ s
2\ dz dx
1(oU, oU,
E_ =— + s
o2 dz dy
1 8Ur aUy
ng =5 —+
- 20 dy dx

2.1)

(2.2)

(2.3)

(2.4)

(2.5)

(2.6)

As deformacdes dadas pelas equagdes 2.1 a 2.3 representam deformagdes lineares,

enquanto que as restantes representam a distor¢des angulares do ponto. Estas equacdes podem ser

agrupadas de modo mais elegante na forma de um tensor simétrico de segunda ordem. Dessa

maneira o estado de deformacao ¢ dado por:

1(ou, au,
g =—|—L+ ,
7o 2\dx,  dx,

para i,j=x,y,z. Ou ainda na forma matricial:

g)oc gxy gxz
gij = ng gw gyz
gxz vz zz
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Para se definir o estado de tensdes, sdo necessarias seis componentes, que, no sistema
cartesiano, sdo divididas em trés tensdes normais e trés componentes de cisalhamento. Que

podem ser agrupadas na forma de um tensor simétrico:

c, O, O

X Xy Xz
o,=|o, o, O.| (2.9)
sz Jyz Jzz

A relagdo entre as componentes do estado de tensdo associado a um estado de deformagao ¢
fornecida pela lei de Hooke generalizada. Na forma geral, cada componente do estado de tensdo ¢
uma funcgdo linear e homogénea das seis componentes de deformagao. Utilizando a notagao
indicial, essas relagcdes podem ser escritas por (Timoshenko, Goodier, 1984, Mase&Mase, 1999),

Oy = Cyjubu - (2.10)

Nesta relagdo, cjji representa um tensor de quarta ordem que contém as constantes eldsticas do
material. Este tensor possui 81 componentes. No entanto, lembrando que os tensores de tensao e
deformacao sao simétricos, ¢ possivel mostrar que:

c 2.11)

ik = Clie = Cijir »
restando, portanto, no maximo 36 componentes distintas. Utilizando as contracdes dos indices da
notagdo, agrupados ij e kl, aplicando a regra sugerida por Voigt (1928): 11—1, 22—2, 3353,
23—4, 1355 e 12—6, ¢ possivel mostrar que a relacdo tensdo-deformagdo pode ser escrita na

forma (Voigt, 1928):

O ¢ %2 G Gy Gs G xx
Oy €y €y Cp3 Gy G5 Cy || &y
O _| G G G Gu Gs o G & . (2.12)
o, Ch Cp Cpy Cuy Cys Gy | |28 vz
O Csi Csp Csy Cs Css Cso | |26,
Oy 11 Cs2 Cs3 Coa  Cos  Cos | 2 &y

Admitindo-se que existe uma fun¢do de energia potencial elastica e que esta deve ser igual
a energia de deformagdo por unidade de volume deformado e que esta energia é positiva, mostra-

se que ci=c;ji. Logo, a matriz de coeficientes elasticos ¢ simétrica, com apenas 21 constantes

independentes. Usualmente os materiais, mesmo os processados pelo homem, possuem simetrias
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materiais que permitem simplificagdes nas relagdes constitutivas, reduzindo o numero de
constantes independentes.

As constantes c;; dependem do sistema de coordenadas adotado, sofrendo transformagdes
segundo a rotacao do sistema de coordenadas. O niumero de constantes ¢ relacionado ao nimero
de direcdes elasticamente equivalentes, que podem ser definidas a partir de um ponto no interior
do meio estudado. Na anisotropia geral, ndo existe nenhuma direcao equivalente. Entretanto, essa
¢ uma situacao rara, sendo comum haver dire¢cdes com propriedades elasticas equivalentes, até o
caso extremo em que todas o sdo, e, nessa situacdo, existem apenas duas constantes elasticas

independentes: esse € o caso dos meios isotropicos.

2.3. Casos particulares de anisotropia

O tensor de quarta ordem que relaciona as tensdes as deformagdes, pode sofrer uma
transformagao ortogonal de coordenadas de um sistema de referéncia, x;, para o sistema auxiliar,

x’j, como pode ser visualizado na figura 2.1, dada por (Nayfeh, 1995):
Cmnop = ﬂmiﬂnjﬁok opc;]‘kl (2 13)

\

Z Y zx

z

Figura 2.1 Transformagdo de coordenadas

Sendo que B;; € um tensor de transformagdo, em que os elementos sdo dados pelos cossenos

entre os eixos X; € X;’, € na forma geral ¢ dado por

12



B Bn By
:Bij = /821 ﬂzz 1323 > (2.14)
By Py By

onde:

Bii=e¢i ®¢;, sendo ¢; e ¢; versores dos dois sistemas de coordenadas envolvidos na transformagao.

Partindo da anisotropia geral, para o caso em que existe apenas um plano de simetria,
conhecido por simetria plana, e considerando, arbitrariamente, que esse plano coincide com o
plano definido pelos eixos X, y. Isto significa que, se duas direcdes sdo simétricas a esse plano,
entdo elas sdo elasticamente equivalentes; a direcdo normal a esse plano € a dire¢cdo principal de
elasticidade. Nesse caso inicial, em que consideramos apenas uma dire¢do, as tensdes normais
aplicadas ao plano de simetria, ndo induzem distorgao fora do plano (Almeida Barros, 1997). E

possivel demonstrar que esse material é invariavel 4 transformagao de coordenadas dada por:

1 0 0
B,=10 1 0/ (2.15)
00 -1

Substituindo a equacdo 2.15 em 2.13, e assumindo que todas as propriedades ndo variam, ¢

necessario que os seguintes termos se anulem (Nayfeh, 1995):

Clizs = Cop3 = G333 = €13 = Copp3 = Cy313 = Coapy = G313 = 0 (2.16)
com esse resultado, a relagdo de 2.12 por ser reescrita para simetria plana como
ou| [ & G ¢z 0 0 Cm_ Er
Oy Cp Gy 0 0 o)l é,
O _ Gy 0 0 ] & 2.17)
O, Ciy Cs 0 |26 2 ' .
O, css 0|26,
o, |SIM Cos | |26

Se for assumido que esse material possui mais um plano de simetria definido por x, z, entdo

para a transformagao

1 0 0
By =10 -1 04, (2.18)
0 0 1
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as propriedades elasticas também devem ser mantidas. Assim, ¢ possivel eliminar mais quatro

constantes:

Cliy = Coppy = Cazpp = €33 = 0.

(2.19)

A relacdo entre os estados de tensdo e deformagdo, neste caso, passa a ser dada na forma

matricial por:

ol e e o 0 0 0][¢&,
o, Cpy ¢y 0 0 0|]¢,
O c; 0 0 0 €.
O B ¢ 0 01|26,
O css 0|26,
o, |SIM Cos | |26

(2.20)

Esta relacdo caracteriza os materiais conhecidos como ortotrépicos, existindo, neste caso,

apenas 9 coeficientes independentes. Note que se dois planos ortogonais constituem planos de

simetria, entdo qualquer plano normal a eles também sera um plano de simetria e ndo contribuira

com novas restricdes nas propriedades do material.

Materiais, com simetrias maiores que o caso ortotropico, podem ser identificados pelo

mesmo procedimento. Basta, para tanto, considerar uma rotacdo ¢ em torno do eixo z, a rotagdo

pode ser descrita por:

cosep senp 0
B, =|—senp cosep O0].
0 0 1

(2.21)

Aplicando esta transformagao sobre os materiais ortotropicos, obtém-se (Nayfeh, 1995):

cim =Cin (COS (0)4 + Cp (Sen§0)4 + 2(01122 +2¢,), )(COS (0)2 (Sen(/’)z

61122 = (01111 + Cpy —4C1), (COS (P)z (Sen(p)2 + ¢ ((COS (/))4 + (sen(/))4)

Clim = (01111 —Ciip ~2Cp1,

Coom = iy (Sen¢)4 F €y ( COS (P)4 + 2(01122 +20)), )(COS (p)z (Sen¢’)2
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Croy = Corss (€08 Q) + 115 (sE)”

Coopy = (cm1 —Cl1py —2Cp1s )(cos 9)(seng)’ + (c1122 — Cyrpy +2C115 )(cos 0)’ (senp)
Cyps = Cas

Cyapy = (cm3 —Cis )(cosq)

(2.22)

)(senp)
Coyy = (c2323 —C1313)(COS¢) seng)

(

(

, 2 2
€303 = Cozo3 (COS (0) +Cii3 Sengp)
01'313 =Cia13 (COS(p)Z * Co3s Se”(”)

, 2 2
Cipp = (01111 + Cooon — 2€) 12 _4C1212)(COS¢) (Sen§0) +Cphp-

Se for considerado que para um angulo =90°, as caracteristicas elasticas ndo variam, entao
das equacdes 2.22, percebe-se que as diregdes em X € y sdo intercambidveis, e assim sao obtidas
as restri¢des
Coomz = €y
Crz = Cpas (2.23)
0;313 = Coans
e, se para qualquer angulo ¢, as propriedades se mantém, obtém-se adicionalmente a restri¢ao

iy — Crg = 2Cp - (2.24)

Utilizando as restricdes de 2.23 e 2.24 na equacdo 2.20, obtém-se a relacdo para os

materiais transversalmente anisotropicos,

o i ¢, ¢, ¢; 0 0 0 |

o ¢, ¢ 0 0 0 c

o s 00 0 .

= =L 2.25
o, cis O 0 2., (2.25)
o Css 0 2&

oy |SIM % 2¢,,

Isto significa que este material ¢ isotrépico no plano formado por x, y. Este tipo de

anisotropia pode ser denominado também de anisotropia cruzada ou anisotropia hexagonal.
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Prosseguindo a analise, considerando um angulo, v, e definindo uma rotacao em torno do

eixo y, € possivel escrever a transformagao:

cosy 0 seny
B,=| 0 1 0 |. (2.26)
—seny 0 cosy
Se, para rotagdes combinadas dos angulos @=90° e y=90°, as propriedades elasticas ndo
variam, chega-se a relacdo dos materiais com anisotropia cubica (cubic), sendo possivel mostrar

que, neste caso existem apenas trés constantes independentes de modo que,

O_xx i cl 1 cl 2 cl 2 0 0 0 ] 8xx
o, ¢, ¢, 0 0 0]]¢,
o, ¢, 0 0 0] e..
_ , (2.27)
Oy e 0 0|28,
O-xz C66 0 2 gxz
Oy) |SIM Co | |26

entdo, os eixos, X, y € z sdo intercambidveis.

Se, para qualquer rotacdo dos angulos ¢ e vy, as caracteristicas eldsticas do material se
mantém, tem-se o material isotrdpico, que possui as mesmas caracteristicas em qualquer direcao,
ou seja, as constantes elasticas independem da orienta¢do do sistema de coordenadas escolhido e

existem apenas duas constantes independentes:

I ¢, €, O 0 0 0 W
o, G G 0 0 0 g,
o, o 0 0 0 "
o.. Cii — G2 &,
i - 0 0 N (2.28)
vz yz
o, Cii—Cp 0 ¢
o, 2 2e,,
SIM cll cl2
L 2

2.4 Constantes de Engenharia

Como foi visto anteriormente, para os materiais isotropicos sdo requeridas apenas duas

constantes elasticas independentes. Adicionalmente, qualquer constante eldstica pode ser
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determinada com o auxilio de outras duas, como, por exemplo, o mdédulo de Cisalhamento a

partir do coeficiente de Poisson e mddulo de Elasticidade.

Para o caso isotrépico, tem-se:

I-v
=F— =142
TR i) T
|4
R (AT

sendo:
e [ o moédulo de Elasticidade,
e v o coeficiente de Poisson,
e ) constante de Lamé,

e pmobdulo de cisalhamento.

Utilizando as constantes de engenharia, reescreve-se 2.27 na forma

o, A+2u A A 0 0 O -
o, A A+2u A 0 0 0]fe¢,
o, yl A A+2u 0 0 0| e,
o.[ | o 0 0 u 0 0|2,
o, 0 0 0 0 u 0|2,
o,] | 0 0 0 0 0 ul|2,

As relagdes de elasticidade para o caso transversalmente anisotropico sdo dadas por

= %(1 _anzx)

E  ,
Cp =—(nv2 +v)
a

¢, = %sz (1+v)

Cyy = iz V., (1+V2)

C44 = ltlxz

sendo:
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(2.30)



E
n=2

E, (2.31)
a :(1+V)(1—V—21’ZVZZX)

nas quais:
e E ¢ o mddulo de elasticidade na direcdo do plano de isotropia, considerado o plano xy,
e E, ¢ o modulo de elasticidade na dire¢ao normal ao plano de isotropia,

e v ¢ o coeficiente de Poisson que relaciona as deformagdes ocorridas em duas diregdes

ortogonais contidas no plano de isotropia,
e v_ ¢ o coeficiente de Poisson que relaciona a deformacdo na direcdo normal ao plano de

isotropia com a deformagao numa dire¢ao qualquer contida no plano xy,

o u= % (1 N v) ¢ o modulo de cisalhamento numa dire¢do contida no plano de isotropia,

® |, ¢ 0 médulo de cisalhamento numa dire¢do normal ao plano de isotropia.

A energia de deformacdo deve ser sempre positiva, por isso as constantes devem respeitar

as restricdes (Payton, 1983)
T |Clz|

Ci (c11 + clz) > 2c, (2.32)
¢, > 0.

Segundo Pickering (1970) € preciso que:
E’ Ez 4 llez > 0
v>-1 (2.33)
n(l —v) > 2(sz )2 .

Para os materiais ortotropicos, as constantes em funcao de propriedades de engenharia sido

dadas por:
vy,
L B —
AE E,
(2.34)
V. —V_V
c12 — yx zx " yz
AE E.
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C. = sz _Vyxvzy
13 —
AEE.
Vo = VeV,
NTTAEE
X V4
_ 1 B szvxz
“2TNEE
X z
V - VZXVXy
=15 g
X z
. Ve =V V..
31
AE.E,
v yz nyvyx
“TTALE
xy
l=vv,
S TTAEE
X V4
Cy = H,,
_ 2.34
CSS - /uzx ( )
c66 = ﬂxy
sendo
_ 1- nyVy‘c Vyzvzy szvxz 2nyvyzvzx (2 35)
E.E,E,
nas quais

e E; ¢ o mddulo de elasticidade na diregdo i, com 1=x.,y,z,
e v, ¢ o coeficiente de Poisson que relaciona a deformagdo na dire¢do i, com uma
deformacao na direcao j.

E importante frisar que v, =v ;. Uma vez que o tensor c¢;j deve ser simétrico, para que a

energia de deformacao seja positiva, as seguintes restricdes devem ser respeitadas

Vyx - Vzvvyz _ V szvzy
AE E, M@
Va "V _ Ve VoV (2.36)
AE E, AE.E,
V - szvxy _ v yz - nyvyx
Mﬁ AE.E,
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sendo relagdes relativamente complicadas. Utilizando a inversa da matriz cij composta pelas
constantes fornecidas em 2.34, ¢ possivel obter uma relagdo mais simples
V. V.
L ="L, (2.37)
E E.

i J
A partir dessas relacdes entre tensdes e deformagdes, € possivel obter as equagdes de movimento.

2.5 Rotacao de Coordenadas

As componentes da matriz c;;, que fornece as constantes elasticas do material, dependem do
sistema de coordenadas adotado. Nos casos apresentados anteriormente, para u’a maior
simplificagdo considerou-se que os eixos, que definem as diregdes das propriedades elasticas,
coincidiam com o sistema cartesiano de referéncia. Entretanto, pode ser util, uma defini¢do geral,
valida para um angulo qualquer. Considerando uma rotacdo de um sistema local x, para um

sistema global x’, pode-se escrever para o tensor de quarta ordem:
c'mnop = ﬂmiﬂry'ﬂokﬂopcijkl > (238)
sendo Bj a matriz de rotagdo dada pelos angulos entre as dire¢des i’ e j. A transformacdo,

também, ¢ valida para as componentes de deslocamento, deformagdo e tensdo, fornecidas

respectivamente, pelas relagdes

u'; = pfu;, (2.39)
&'y = BBy (2.40)
O-'mn = IBmiﬂnjo-g'j * (241)

Considerando a matriz de rotagdo dada na equagdo 2.21, ou seja, a rotagdo em torno do eixo
z, € possivel obter a equagao transformada para o material com simetria plana, ¢ adotando a

notagdo contraida de cjjq de forma que:

¢ = ¢, (c0s @)’ +cyy (senp)’ +2(c, +2¢4 ) (cosp) (senp) +4(c,; + 26, )(cosp)’ (senp)’

iz = (c + € = =26, —4ey, ) (cos @) (seng)’ + 6, +2(ciq + 265, )((cos @)’ + (senp)” | cos pseng

¢y = ¢, (cos @)’ + ¢,y (seng)’ + 2, cos pseng (2.42)
ey = (€ =1 = 2¢4 ) (cos )’ (seng)+ (e, —y, — 24, )(cos @) (senp)’ +3(cys — ¢, )(cos p)’ (senp)’ +

t¢,6 (cos @) — ¢y (seng)’

cy = ¢ (sengo)4 +¢y, (cos ¢7)4 + 2(012 +2¢,1, )(cos (p)2 (sengo)2 ~ 4(016 (cos go)2 +Cy (sengo)2 )cos pseng
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' 2 2
Cyy =y (COSQ)™ + 5 (senp)” —2cy4 cos pseng
Cop = (clz —¢, —2¢, )(cos gp)(sengo)3 + (022 — ¢, —2Cq )(cos (o)3 (seng)+ 3(016 —Cy )(cos gp)2 (sen(o)2 -

—C6 (sengo)4 + ¢y (cOS ¢)4

Cyy = Gy

: 2.42
Cyg = (023 —cp )(cos ?)(senp)+ ¢, ((cos g0)2 - (sen(o)2 ) (2.42)
Chy = €4 (COS Q) + 45 (s€np)” = 2¢,5 cOs pseng
Cus (c44 Css )(cos ?)(senp) +c,s ((cos qo)2 -~ (sen(o)2 )
Cis = c55 (05 @) + ¢y (s€n9) + 2¢,4 cos pseng
Coo = Cop + (c]1 +c,, —2¢, —4c, )(cos gp)2 (sengo)2 +2 (016 —Cy )(—(cos gp)2 + (sengo)2 )cos pseng.

Agrupando na forma matricial, obtém-se:

o'l ey ¢n ey 0 0 c\ylfe

o', ¢y, ¢y 0 0 c'y|l€y

o' _ ¢y, 0 0 c'5%|] e (2.43)

o 'yz 'y ¢y 0 |26 'yz . .

o 'xz c '55 0 28 'xz

O"xy | SIM 6 | 2e 'xy

E possivel comparar este resultado com aqueles obtidos na equacgdo 2.22 para os materiais
ortotropicos. Percebe-se a semelhanga, no que se refere a aparéncia, entre a matriz ndo
rotacionada dos materiais com isotropia plana e dos ortotropicos rotacionados. Existem diversas
vantagens na utilizacdo do sistema de coordenadas global, x’, y’, z’. Se for utilizado o angulo
¢=0, obtém-se as equagdes do sistema local de referéncia. Para qualquer rotacdo do plano de
simetria dos materiais com isotropia plana ou dos demais, excluindo-se os isotropicos, as
propriedades transformadas assumem a forma da equacdo 2.43. Independentemente do angulo
adotado, mesmo que eliminados os coeficientes cjg, Cz6, C36 € C45, para o caso ortotropico,
mantém-se a forma 2.43, apenas caso particular de ¢=0, permitindo a eliminacdo de
componentes adicionais, obtendo, ja no dominio transformado, um sistema semelhante aquele da

equagao 2.20.
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2.6 Equacoes de movimento

Partindo da equacao de movimento obtida do equilibrio, desconsideradas as forcas de

volume,
do, o*U.
o P 249

J
e aplicando as equagdes 2.1 a 2.6 nas relagdes entre tensdo e deformagdo fornecidas para os
diferentes materiais, 2.12 para os anisotropicos gerais, 2.17 para os com simetria plana, 2.20 para
0s materiais ortotropicos, 2.25 para os transversalmente isotropicos e finalmente 2.28 para os
isotropicos € possivel obter equagdes de movimento em funcao unicamente dos deslocamentos.
As solucdes dessas equacdes sdo chamadas de estados auxiliares ou solugdes fundamentais, e

podem ser aplicadas no método dos elementos de contorno direto e indireto.

Inicialmente para o caso isotropico, excluidas as forgas de corpo, € possivel obter:

T 42 2 2 7] [ g2 7] 2 2
{/,[ d, d . d +(A+u d—}Ux+(/1+,u){d jUyJ{d jUZ}=—602,0Ux, (2.45)

+ +
_dx2 dy* dzz_ dxdy

4 4t d? ] Wil d? d?
+ + +(A+u)— U, +(A+ U + U t=-0pU._, (2.46
{lu_dxz dyz dzz_ ( H dyz_} y ( ﬂ%{dxdy] x [dydz] z} pPY, ( )
[ ar q* 4] Wil d* d?
+—t +(A+u)— U, +(1+ U+ U t=—0"pU,. (247
{ﬂ_dxz a7 d | (Gt n) } + ﬂ%(dxdzj x (dydzj Y} pU.. (247)

Considerando o material totalmente anisotrdpico, ou seja, a relagdo da equagdo 1.12,

submetido a uma transformagao para o sistema global de coordenadas, ¢ possivel mostrar que:

72U U U d*U Y U
C', 2x'+C'66 2x +CV55 2x +2Cv16_x+2C'15—x+2C'56 -t
o dy dz dxdy dxdz dydz
' dZUy ' dzUy ' dzUy ' ' —dZUy ! ' dZUJ’
+C e +C 26W+C 45?+(C 2t Cl) dxdy HCur ) dudz | (2.48)
U d*U d*U d’U U, |
(Ot ) G+ Cho g+ Cao i s (T ) gl
U d*U o*U
()0 O - = -
( 13 SS)dXdZ ( 36 45) dydz P or’
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Ce—F+Cp—5+C', dzzy +2C", . ; ++2C",, > +2C",, i +
|l dZUY 1 dzUx 1 dZU 1 1 ? X 1 1 dZUX
C' e +C'% e C'ys 422 +(C12 C66) » +(C14+C56)dxz+
d*U d’U d’U d’U d’U (249
+(C'46 C'zs) dy : C'56 dxzz C'24 d zz C'34 zz (C'46+C'25)Td;
1 1 dz z 1 1 dzUZ 82U
+(C36+C45)dx +(C23 C44)dydz = 8t2y
1 dZUX 1 dZU)C \l dZUX 1 1 dZUV 1 1 dZUX
Cls—z C46F+C357+(C14+C56)M+(C13+CSS)M-F
' c\du, . dU L dU L dU , o \dU
+(C 36+C 45)M+C 56?2}}4-(? 24?2)}4-(: 3472}14-((7 46+C ZS)Kd;—i_ (2 50)
4*U 4*U U U d*U '
+(C 36+C45)7d;+(c 23+C44)Vd;+C55?+C 44 dy2 +C33 dzz
2 2 2 2
+2C'45&++2C‘35 4, +2C", 4V, =p6 l{
dxdy dxdz dydz ot

Estas equagdes sao validas para qualquer angulo, ou seja, sdo dadas no sistema global de
referéncia. Utilizando as restri¢gdes de 2.16, que definem o caso de isotropia plana, recorrendo a
analise da secdo anterior, sabe-se que a Lei de Hooke, para este caso, ¢ dada pela equagdo 2.43.
Assim sendo, € possivel obter as equacdes de movimento para problemas de isotropia plana,
eliminando as parcelas C’14, C’15, C’24, C’25, C’34, C’35, C’46 € C’s6, das equagdes 2.48 a 2.50,

reescritas como:

d*U d*U d*U d*U d’U d’U d*U
Cl—5+C'—5+C'y,—+2C" —*=+C' 2y +C' 2y +C',; —2y +
dx dy dz dxdy dx dy dz 2.51)
U U U, U '
H(Clpt )2 +(Clut Cy ) S 4 (Cly 4 C L= p
( 12 66) dxdy ( 13 55) dd= ( 36 45) dyd= P o
1 dZUX 1 dZUX 1 dZUX 1 1 dZUX 1 d2U 1 d2U
C T +C' —dyz +C',; N +(C',+C 66)—dXdy +C', —dxzy +C', —dyzy +
d*U d*U 2 2 o*U (¢32)
d-u d-u
+C 2 420 —— 2+ (C+ Cy ) === +(C'y+ C! s = p—
“ g " ledy (Clat Clis) g H(Cut Cla) vz o
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' dzU ' ' dzUx ' d2U ' ' d2UV
(C CSS) (C36 C45) +(C C45) (C23+C44)
dxdz dydz dxdz dydz (2.53)
o du. . dU. . dU. .. dU. U, '
Y e T T s TP o

Estas equacdes também sdo validas para o caso ortotropico, uma vez que eliminar os
coeficientes Cig, Co, C36 € Cys, do sistema de coordenadas local, referenciado no material, ndo
altera a forma da Lei de Hooke no sistema global, ocorrendo apenas uma simplificagdo das
constantes C’;;

' 4 4 2 2
¢y =6, (cosp) +c,, (senp) + 2(c12 + 2c66)(cos @) (seng)
c, = (c11 +c,y ——2¢,, — 4y, )(cos (,/))2 (sengz))2 +c,

Cis —cl3(cos¢)) +c, (senqo)2

3

3
Cre (c12 —2¢, )(cos @) (sengp) (c22 — ¢, —2C4 )(cos qz))(sengz))3

¢y =0, (sen ) +¢,, (cos (0)4 + 2(c12 +2¢4 )(cos (0)2 (sengo)2

' 2
¢y = ¢y (cOs @)’ + ¢y (sene)
Cog (c12 -2¢, )(cos 9)(senp)’ (c22 — ¢, —2C )(cos 9)’ (seng)
6;3 =G5y
Cy = (c23 —cpy )(cos 9)(senp)
Cyy = Cyy (cO8 (/))2 + Cs (sengp)2
Cps = (044 — Cs )(cos @)(senp)+c,s ((cos gp)2 - (sengo)2 )

i 2 2
C55 = 055 (COS ¢) + C44 (Senq[)) (254)
Coo = Cop + (c1I +c,, —2¢, —4c, )(cos (/))2 (senqo)2 )

Se for considerado que o sistema de referéncia local coincide com o global, entdo, obtém-se

a resposta da equacao 2.20.

2.7 Viscoelasticidade

Grande parte das estruturas ndo possui comportamento perfeitamente elastico.

Usualmente os materiais possuem alguma viscoelasticidade, o que significa que o estado de

tensdo ¢ fun¢do ndo somente de deformacdes, mas também da evolucdo desses estados ao longo
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do tempo. A inclusdo desses efeitos permite u’a melhor representacao da dissipagdo de energia no

meio.

A viscoelasticidade linear pode ser facilmente agregada, quando se trabalha no dominio da
freqiiéncia com o uso do principio da correspondéncia (Findley et al, 1989, Cristensen, 1982).
Seguindo essa linha, uma aproximacao, para considerar a viscoelasticidade, ¢ a substitui¢do das
constantes das equagdes constitutivas (Lamé) por constantes complexas, que caracterizam um
amortecimento histerético, e que podem ou ndo depender da freqiiéncia. No dominio do tempo, a
inclusdo ¢ feita por equacdes constitutivas dependentes do tempo. Neste caso, ¢ comum o

tratamento com integrais de convolugao.

Os primeiros trabalhos com inclusdo de efeitos de amortecimento em problemas de
interagdo solo-estrutura remontam aos trabalhos de Mesquita (1989), tendo sido, posteriormente,
complementados com sucesso de modelagens mais complexas, como a introducdo de outras

caracteristicas materiais, como estratificacao, anisotropia, etc.

A consideragdo de modelos dependentes da freqiiéncia permite a inclusdo mais simples,
pois ndo envolvem integrais de convolugdo, mas apenas produtos. Diversas fungdes podem ser
adotadas para descrever essa dependéncia da freqiiéncia. A variagao pode ser constante, linear,
em forma de rampa, entre outros. Podem ser considerados, inclusive, dados experimentais. Os
efeitos dos modelos de amortecimento foram estudados por Adolph (2002), Mesquita et al.
(2003).

Para meios com viscoelasticidade, as relacdes da elasticidade podem ser reescritas na forma:

Oy = ¢ Eus (2.55)
sendo:
¢ ¥ (a)) = Gy (1 + 1T, ((0)) ) (2.56)

ndo sendo aplicavel a convengdo da soma de Einstein. Na equagdo 2.56, i € um tensor que
representa a taxa de amortecimento interno do material. Neste trabalho ndo serd considerada uma
componente real de amortecimento, apenas uma parcela imaginéria. Este amortecimento poderia
ser explicado como sendo uma dissipacdo da energia devida ao atrito entre as particulas do

material.
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O amortecimento pode ser viscoso ou histerético. O primeiro ¢ caracterizado por ser uma
funcdo da freqiiéncia, ou seja, a taxa de amortecimento interno depende e varia com a freqiiéncia,
enquanto que, no histerético a taxa se mantém constante (Gaul et al, 1985).

As constantes de amortecimento podem ser apresentadas na forma de uma matriz simétrica,

utilizando a nota¢ao condensada,

c*, (o) =c, (1+in, (o). (2.57)
Novamente a repeticdo dos indices nao indica soma.

Neste trabalho, ndo sdo considerados valores complexos para os coeficientes de Poisson.

As constantes elasticas, incluindo efeitos de amortecimento, sdo dadas na forma:
E* (o) =E,(1+in, (o)) (2.58)
p* (@)= p (141, (“’)) '

Note que esta formulagdo torna possivel aplicar amortecimentos, variando segundo a

dire¢do, ou seja, poderiam ser utilizadas taxas de amortecimento diferentes para cada propriedade

elastica.
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Capitulo 3

Transformada de Radon e suas propriedades
3.1 A transformada de Radon

A transformada de Radon foi desenvolvida por Radon em 1917. Entretanto, s6 se tornou
mais difundida na década de 70. Nao ¢ tdo conhecida quanto a transformada de Fourier. No
entanto, ja foi bem estudada, podendo ser citados os trabalhos de Deans (1993), John (1955),
Gel’fand et al (1966) e Helgason (1980). Para este trabalho houve também a contribuicdo de
Carvalho (2005). A aplicacio mais comum, e¢ adotada em larga escala, ¢ a tomografia

computadorizada e os problemas de reconstrug¢do de imagens (Deans, 1993).

Ao longo deste capitulo, serd apresentada a transformada de Radon e suas principais

propriedades.

3.2 Definicao da transformada bidimensional de Radon

Nesta introducdo, a transformada de Radon serd estudada apenas para os casos bi e tri-

dimensionais. A transformada de Radon de uma fungao f'¢é designada por

F=%f. 3.1)

No caso bidimensional, sejam x,y as coordenadas de um dominio do R*. Se L ¢ uma linha
no plano, entdo o mapeamento definido pela projecdo ou a integral de linha de f, ao longo de
todas as linhas L possiveis de se obterem no plano, ¢ a transformada de Radon de f, desde que a

integral exista, pode-se escrever que:

F=Rf=[f(xy)dp, (3.2)

sendo dp o incremento de comprimento ao longo de L. O dominio pode ser o plano completo, ou

apenas uma regido deste plano, como indicado na figura 3.1. O mapeamento que define a
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transformada de 3.2 foi estudado por Radon (1917). Em seu artigo, mostrou que se f € continua e

possui suporte compacto, entdo ﬂf{( f ) ¢ definida unicamente pela integracdo ao longo de todas

as linhas L. Considere a figura 3.2, e a equagao para alinha L dada por:

§ = XxXCcos¢g+ yseng (3.3)
A Y
Y A L
L
s
. X
0 \ -
>-
Dominio X
Figura 3.1- Linha no dominio da fun¢ao Figura 3.2 - Coordenadas para definir L
A integral de 3.2 ¢ dependente dos valores de s e @, de forma explicita
F(s:8)=RF = [ f(x.y)dp. (3.4)
L

Se esta integral é conhecida para todos os valores de s e @, entdo f ¢ a transformada de
Radon de f. Considerando um sistema de coordenadas definido por s e p, obtido da rotagdo ¢ em

relacdo ao sistema de coordenadas original x,y, como na figura 3.3, de modo que

X =5COSQ— psen
$ = pseng. (3.5)
y = sseng + p cos ¢

Aplicando a relacdes de 3.5 em 3.4, chega-se a

f(s.4)= T f(scos¢— pseng,sseng + pcos@)dp . (3.6)

—00

Se a funcao f existe somente em parte do dominio , entdo a integral passa a ser limitada.
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Existe, ainda outra maneira de descrever a transformada de Radon. Assumindo que

(3.7)

e, sendo possivel, obter um escalar t de modo que X = s& +t&, reescreve-se 3.6 na forma

o0

f(s,&)= J.f(sf—i—tfl)dt. (3.8)

—00

S t(xy)

=V
Uash
| —
oA

>
X

Figura 3.3 Rotacao do sistema de coordenadas  Figura 3.4 — Linha L em funcao vetores &

Uma outra forma, que permite uma generalizacdo para dimensdes superiores, ¢ obtida

quando se reescreve a equagdo da linha de 3.3 como

s=&-X =xcosg+ yseng, (3.9

utilizando-se este resultado, a transformada de Radon no R* pode ser escrita com auxilio de uma

fungdo Delta de Dirac,

F(5:8)=[[ £ (X)0(s— & %)dxdy. (3.10).
R

Recorrendo a equacdo 3.8, ¢ possivel visualizar o espagco sobre a qual ¢ definida a
transformada de Radon bidimensional. Uma vez que & ¢ um vetor definido pelo angulo @, f~ ¢

dada sobre a superficie de semicilindro infinito.
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3.3 Transformada tridimensional de Radon

E possivel obter a transformada de Radon tridimensional, a partir da extensdo de 3.10. Para

) _ L 3
tanto, considera-se que x = (x, y, z) , € que o vetor § € unitario no R”, de modo que

s=¢&-x=¢x+8,y+ 8z, (3.11)

define um plano, e a transformada de Radon ¢ dada por:

f(5,€) =jjjf(z)5(s—§-z)dxdydz. (3.12)
R

A extensdo para dimensdes superiores ¢ obtida, ampliando-se a equagdo de s, sendo
possivel a defini¢do para qualquer R".
3.4 Propriedades da transformada de Radon

As propriedades descritas a seguir sdo validas para transformadas de Radon de dimensdes
quaisquer. Estas propriedades s3o descritas de maneira mais aprofundada em Deans (1993) e
Gel’fand et al. (1966).

Homogeneidade: a fungio f (s,g8 ) ¢ homogénea de grau -1, considere

f(as,af) = J‘f()_c)é(as—sf-)_c)d)?

) (3.13)

f(as,af):|a|_lIf()?)5(s—§-)?)df

a & um nimero qualquer ndo nulo, portanto

flas,ag)=|a|" f(s.£). (3.14)

Se a=-1, entdo se mostra que a fungdo & simétrica

F(=5,-&)=F(s5.¢). (3.15)
Linearidade: para duas fungdes f e g e duas constantes c; ¢ ¢,

Ricf+eg)=[[af(X)+cg(x)]s6(p-&-X)di=cf+c,. (3.16)

A transformada de Radon ¢ uma transformacao linear.

Transformadas de funcoes lineares: através de uma mudanga de variaveis, € possivel obter
a transformada de Radon de uma fun¢ao de uma mudanga linear de coordenadas. Considerando o

produto interno dado por
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S X =GX +&x, + &5, (3.17)
que, na forma matricial, possui a forma:

X

ng:{éi & 53} X, (= 6% +EX, 8K, (3.18)

X3

Para uma matriz A ndo singular composta de elementos reais de modo que y = Ax, com,

x,y € R", pode-se escrever a identidade

£y=EAT=(A"¢) 7, (3.19)
que de forma mais explicita é:
Ey=E-Ax=A"¢X. (3.20)

Considerando a transformada ER{ f (A)_c)}, assumindo-se que A ¢ ndo singular e que seja

possivel escrever a relacao
y =Ax, (3.21)

que utilizando a notacao indicial é dada por
Ye = ZAklxl ) (3.22)
=1

com k=1,2...n, no caso bidimensional, n=2, no tridimensional n=3.

Sendo B=A"", entdo
R{f(AT)} = [ f(A%)8(s & X)X
R{f (AX)} =|det B[ £ (¥)5 (s - &- BY )y (3.23)
R{f(AX)} = |det B[ £ (7)8 (s~ B"¢ - T )y,
sendo o jacobiano da transformagdo a magnitude do determinante de B, entio

R{f(A%)} = |detB|{f(s,BT§)}
ER{f(B‘U?)} — |det B|{f(s,BT§)}. (3.24)
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Note que, se B for ortogonal, ou seja, B =B" = A, e o determinante de B for igual a 1,

chega-se a

R{f(Ax)} = f(s.AL). (3.25)

Se a matriz A ¢ um multiplo da matriz identidade, A = A1, entdo para A real, tem-se

R{f(Ax)} = ; f(s,%] (3.26)
ou ainda
R{f(1%)} :%f(ls,f). (3.27)

Translagcdo de fungoes: dada uma fungdo f ()_c—c_l), sendo o argumento escrito como

(x, —a,,x, —a,,...,x, —a, ), a transformada de f ¢ dada por:

>n

R{f(x-a)|=[f(x-a)s(s—& x)x,

(3.28)
R{UF ) =[F(3)o(s—&-a—¢&-y)y,
finalmente o teorema da translacao é:
R{f(x-a)j=f(s-&-aé). (3.29)

Transformadas de derivadas: ¢ a propriedade mais utilizada ao longo deste trabalho. Para

obter a transformagdo da derivada, of /ox, de uma fungdo f(X)= f(x,...,x, ), parte-se de:

flx+Z |- (x)

o .. ( ékJ _

F ¢ lim 0 f(x), (3.30)
S

_ € o L
sendo que f[x +—j, representa f(xl,...,xk +£/§k,...,xn), com ¢, indicando o k-ésimo
k

componente de & Aplicando a transformada de Radon em 3.30 e utilizando a propriedade de
translagdo, com a = (0,0,...,/&,,...0), chega-se a

m(i}gk fim L 0 &8) = F(5:2) (3.31)
&

axk -0 ’

32



portanto,

o (s,
w[ & )-g 0 (3.32)
ox, ds
considerando a derivada dupla, pode-se escrever que:
0’ O*f(s,&
m( / j £& ( CEACU) (3.33)
Ox, Ox,

Percebe-se, que independentemente de qual a direcdo das derivadas no sistema cartesiano,

todas elas sdo realizadas em relagdo a variavel s no dominio de Radon.

Derivadas da transformada: considere a fungao
f(s.6)=[f(x)5(s-¢-x)dx (3.34)

diferenciada em &,

aék jf agk S(s—¢&-%)dx, (3.35)
considerando a identidade a seguir (Deans, 1993)
%5(s-g-z):-x%5(s-g-z), (3.36)
obtém-se
aisn(f(f)) - —giR(xkf()_c)). (3.37)
£ os

Transformada da Convolugdo: considere a transformada de Radon das fungdes g e /:

§=%(g)

- (3.38)
h iR(h),

seja fa convolugao de g e h:

f(X)=g*h=[g(FI(x-¥)d, (3.39)
a transformada de Radon de f ¢ dada por:

F(5:8)=Rf (X)=R(g*h), (3.40)
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= Hg(y)h(f— )8 (s —&-X)dydx

aplicando uma mudanca de varidveis, dada por, 7 = X — y, reescreve-se 3.40 como:
=Hg V)h(Z)5(s =& 5 —¢&-7)dydz,

f £)=[e(V)h(s=& 5,¢)dy

o0

F(s.6)=[e(3 dﬂhs—sf)é(p £-5)dp,

F5.8)= [ 5= p£Xinf2 (39 (p=-5) a5

F(:8)= [ &(p.£)h(s— p.&)dp. (3.41)
Finalmente
R(g*h)=g*h (3.42)

a transformada de Radon de uma convolugdo resulta na convolucdo das transformadas de Radon
das fungdes. Neste ponto, a transformada de Fourier pode ter vantagens, uma vez que a
transformada de Fourier de uma convolugao resulta no produto das fungdes transformadas.

3.5 Relacao com a transformada de Fourier

Para obter a relacdo entre a transformada de Radon e a transformada de Fourier, considera-

se 0 R", com os pontos no dominio cartesiano representados por x = (xl,x2 yeer X, ) , que no espago
de Fourier, serdo indicados por k = (kl,kz,...,kn ), a transformada de Fourier de Dimensdo n de
uma fungdo f(x) ¢ dada por:

F(k)=3,f= jf(f)e-fz”?'fdf; (3.43)
a inversa ¢ obtida pela equacao:

F=[F(k)e* ™ dk . (3.44)
Reescrevendo 3.43, na forma:

f(k)= T dt [ dxf (X)e "5 (t -k - %), (3.45)

—00
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considerando que ¢ ¢ real e sendo kK =s& e t=sp, com s real e § um vetor unitario. Entdo, ¢

possivel escrever:

f(p&)=|p| | as[dxf (x)e 6 (sp~ pé -x),
o (3.46)
_ j dse 27 j &xf (%) (s —&-X).

Note que ¢ nitida uma parcela que corresponde a transformada de Radon da fungdo f, assim

sendo:
F(pé)= j (5,&)e > ds . (3.47)

Note que a parcela a direita ¢ a transformada unidimensional de Fourier ao longo da direg¢dao

radial da transformada de Radon, entdo simbolicamente se escreve:

f=3,f=3Rf. (3.48)
Esta relacdo ¢ apresentada esquematicamente na figura 3.5. Aplicando a transformada inversa de

Fourier, considerando-se n=1, chega-se a inversa de 3.47.

o0

(5,¢ :j f(pE)e™ds. (3.49)

—o0

Isto significa que € possivel obter a transformada de Radon de uma inversa de Fourier aplicada

sobre a direcao radial, simbolicamente
RfF=3,'S, f. (3.50)

A interpretacao € mais simples no esquema da figura 3.6.

Figura 3.5 Relagdo com transformada Fourier ~ Figura 3.6 Relagdo com transformada Fourier
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3.6 Transformadas Inversas

As inversas de Radon sdo muito importantes para compreensdo deste trabalho.

A grande vantagem apresentada na formulagdo de Wang e Achembach, para espacgos

completos tridimensionais, € a inversa definida por uma integral sobre uma esfera unitaria.

Dimensdo impar: aplicavel ao caso tridimensional. Considerando a expressdo
[ () (5-mas = [asr (3) [ aslsos—&-(3-¥)). (3:s1)
que com a transformagao de varidveis, dada por, y = x +Z pode ser escrita por:
[r)e-(v-%)av =[av]s T azf (x+7)S[s-¢-7], (3.52)
utilizando-se a propriedade da translagdo, chega-se a

[FG)e-F-F)d = [ s/ F(s+&-7.8)ds. (3.53)

A integragdo de 3.53 sobre a esfera unitaria S, resulta:
[de[r)e-(3-x)ay= [ a&[|s|f(s+¢& %,€)ds, (3.54)
|]=1 lg=1 -

na qual |§ | =1 representa uma esfera unitdria, e d<£ um elemento infinitesimal de sua superficie.

A integral do lado esquerdo pode ser obtida com uso da identidade (Deans, 1983)
n+ — —  — n—1 (n—l) —
AU dg[ f(3)|e-(y-x)|dy =4(27)" (-1) i f(x), (3.55)
=1
que ¢ valida para n>3. Decompondo o operador Laplaciano, e considerando as relagdes de 3.54 ¢

3.55, escreve-se:

AP, [ dEf o F (s g ey =a(2e) () £(x). 3:56)

I

Considere a mudanca de varidveis s =7 — ¢ - x, aplicada em 3.56, de modo que
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[Is|F(s+¢&-%,&)ds = [[r—&-7|f (1.&)at,

% ® o (3.57)
[Is|F(s+&-x%.8)ds = [ |e—& %|F (1.8)dr = [ [t —&-5|F (1,€)ar.
o Ex —o0
Aplicando a regra de Leibnitz, para a derivagdo da funcdo da integral,
0 ~ ) - Ex -
A s f(s+&-x.8)ds=A, [|r—&-X[F (1.€)dt—A, [[r—&-7|f (1.8)dr = 6.55)
—o0 g.x —0 .

=28-6F(¢-7.6),
lembrando que o produto interno, &-& =1, e combinando as equagdes 3.58 e 3.56, conclui-se que

a inversa da transformada de Radon para n>3 ¢ dada por:

— 1 n—l)/2 T~ —
f(X)= A F(&-7EMe, (3.59)
) 2(27i)" !1 ( M
inserindo o operador Laplaciano na integral, tem-se:
f®)=— T (ET_I F(&-7,&Mé. (3.60)
2(27i)" 1\ O

Para o problema tridimensional n=3, portanto,

f(x)=- 1 T(G—ZJf(f-Tc,f)df. (3.61)

87’ ES 0os

Dimensdo par ¢ o caso mais aplicado nesta tese. Para determinar a transformada Inversa
Bidimensional de Radon, o procedimento ¢ o mesmo adotado para as fun¢des impares; a

diferenca ¢ a identidade utilizada. Considere o logaritmo de 3.52,

[£(3)loglé-(y-%)dy = [/ () T dslog|s|o[s—¢&-(y-%)], (3.62)
chega-se a
jf(y)\a(y—?c)\dy: T|s|f(s+§-)_c,§)ds. (3.63)
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Aplicando a integracio sobre a esfera unitaria, S™, e utilizando uma identidade semelhante

a 3.55, porém para n par (Deans, 1983), dada por:

N [ ag] £ (3 oglé (5-mas = (r)' (1) 7 £ (), (.64

¢l=1

aplicando o resultado de 3.64 em 3.63,

n (n-2) - -2)/2 T = —
(27)" (1) 4f(X)=A§" "2a, [ dé[log]s| f(s+&-%,8)ds, (3.65)

R

¢ possivel obter outra forma para essa equagdo, analisando a expressao:
Axl(f):AxTlog|s|f~(s+§-f,§)ds, (3.66)
e introduzindo o operador laplaciano no integrando, (Deans 1993), escreve-se:

AI(X)= T logls| £, (s + &-X,&)ds, (3.67)

aplicando a mudanca de varidveis, dada por s =¢—¢ - X, reescreve-se 3.67,

AJ(X)= Tlog|t—§.)_c|fn (t,é)dt:—T?’_(;;i_)ds (3.68)
sendo:

5 o, (s,

£, (s.9) =¥ (3.69)

aplicando o resultado de 3.68 em 3.65, € obtida a transformada inversa para n par, escrita como:

Jueflad 109

C2(2mi) LTl s-&X

¥4

ds . (3.70)

Para a transformada de Radon bidimensional, n=2, assim:

T s
f(f)=—2;2£d¢ff’_(—£ds, (3.71)
sendo:
& =(cos g, seng), (3.72)
E-X =xcosd+ ysend . (3.73)
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Se ao invés do sistema cartesiano de coordenadas, for utilizado o sistema polar, a equacao

3.71, para transformada inversa bidimensional de Radon, ¢ reescrita como:

L 1 72 % ]?p(s’é:)
f(x)——zﬂ_z j d¢js_rcos(¢_0)ds. (3.74)

—-/2 —0
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Capitulo 4

Sintese de Estados Auxiliares e Funcoes de Green
4.1. Introducio

Neste capitulo, sdo apresentados os estados auxiliares para o carregamento dinamico
aplicado sobre um semi-espacgo isotropico, viscoeldstico tridimensional. Trabalhos anteriores do
grupo de pesquisa do DMC utilizaram a transformada de Fourier para sintetizar as respostas de
tensdo e deslocamento (Mesquita, 1989, Romanini, 1995, Almeida Barros, 1997, Marques
Barros, 2001). Neste trabalho, serd utilizada a transformada de Radon como ferramenta auxiliar
no desenvolvimento de fung¢des para dominios ilimitados. Ao longo deste capitulo, sera
formulada a resposta para os problemas de semi-espago, considerando axissimetria com carga
vertical, problemas com carregamentos concentrados orientados pelos eixos do sistema de

coordenadas e carregamentos distribuidos.

4.2. Colocacao do Problema

Considere um semi-espago isotropico, homogéneo, viscoeldstico, com sistema de
coordenadas (x,y,z), com eixo z, perpendicular a superficie livre, submetido a um carregamento

qualquer F(w), como apresentado na figura 4.1a.

Sobre a superficie livre, ¢ aplicada uma carga qualquer, oscilando, harmonicamente, no
tempo, e definida por:
it
pt)=p-e”, 4.1)
sendo o a freqiiéncia, € i o numero imagindrio. Este carregamento qualquer pode ser
representando por cargas com a dire¢do dos eixos do sistema de coordenadas, como pode ser

visto na figura 4.1b.
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Figura 4.1a — Carga qualquer e sistema de Figura 4.1b — Decomposi¢ao das forgas

coordenadas

A equacdo de movimento que rege o problema, considerando o material isotropico, e
excluindo as forgas de corpo é:

pU+ (A4 p)-Upy = pU (4.2)

it "
Uma vez que o carregamento ¢ harmonico, sdo obtidas respostas de deslocamento
harmonicas, assim aplicando a transformada de Fourier na equacdo 4.2, obtém-se os

deslocamentos no dominio da freqiiéncia,
M- (71‘,‘1‘;' + (ﬂ“ + ;U)'Uk,ki = —a)zpa . (4.3)
Utilizando a notagdo de Einstein (i,j=x,y,z), € expandindo a equagdo 4.3:

:u[Ui,xx + Ui,yy +U, .. ]"’ (/1 + /u)[U + Uy,yi +U, . ] = _wszi ) (4.4)

X, Xi

expandindo em i, sdo obtidas as seguintes equagdes:

r o2 2 2 7] g2 ] 2 2
{ﬂ d 4 +(A+u d_}Ux+(/1+,u){d jUer(d jUz}=—a)szxa (4.5)

+—+
dx*  dy’ dz’ | _dxz_

4 4 4 d? ] d> d>
+— +(A+pu)— U, +(A+ U, + U.t=-0’pU,, (4.6
{’Ll_dXZ dyZ dZ2_ ( H dy2 _} y ( ﬂ>{(d J X [ J z} p y ( )

fd* 4t dt [ d? | d> d>
+—t +(A+u)— U, +(1+ U. + U t=-0"pU.. (4.7
{”_ozx2 47 dz ( = } -+ ﬂ%(dxdz} : (dydzJ )} pU:. (D)

O amortecimento ¢ introduzido nas constantes de Lamé, através do principio da

correspondéncia, considerando valores complexos (Mesquita, 1989):

2= 21+ i)
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" = pu(1+ i)

4.3. Solugao do problema com auxilio da transformada de Radon

Utilizando a transformada de Radon bidimensional em X,y, reescrevem-se as equagdes 4.5

ad.7:

[, d? > d* |~ d{ d ~ d ~ d~}

n? +n’ + U +A+pn,—in—~U_+n,—U +—U_t=-a’pU,, (4.8
{,u_ Ydst Y dst dZ? _} ! ( ﬂ) Yds | Tds Y Tds T dz p (48)

_nz 4 oL, d | U, +(A+u)n ) LG n L +iﬁ =-a’pU,, (4.9)
ﬂ_ “dst T ds? dzz_ d H Tds | Yds Y Vds T dz r

* ds? Yds*  dz?

K 2 2 2 7]
{,u i pd 4 }U +(/1+,u)i{nxdiU +nij +iUZ}=—co2pUz. (4.10)

Lembrando que:

n, =cos(6)

n, =sen(0)

e considerando:

cos’ (@) +sen*(6)=1,

simplificam-se as equagdes 4.8-4.10:

[d>  a? | d{ d-~ L 45

—+— U, +(A+ —in,~U, +n —U. t=-a’pU,, 4.11
{ﬂ_ds2 dz* } (A+un, ds{n ds s s a’ } P 11

[a? d ]|~ d{ d-~ d L 45

— U +(A+ — —U_+n,— — - U 4.12
{'u_ds2 dz* _} g ( ,u)ny ds {nx ds S d } 'p (+12)

a? dP ]~ d d~ d ~ d~ ~

—+— (U, +(A+u)—n,—U +n,—U +—U_ r=-0’pU._. 4.13
e R A el e @13

As condi¢des de contorno para o problema de semi-espago sdo definidas na forma de tensdes na
superficie livre, z=0. Para problemas de camada sobre leito rigido, também podem ser escritas
condi¢des de contorno na forma de restricdes de deslocamentos na base. Para o semi-espago,

submetido a carregamento vertical, as condi¢gdes de contorno sdao dadas por:
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o (x,y,z,0)= —P(x, y,z)
o, (x,y,z,0)=0 (4.14)

o,(xy,z,0)=0
e para carregamento tangencial ao longo do x,
o (x,y,z,0)=0

o.(x,y,z,0)= —S(x, y,z) (4.15)
o,(xyz,0)=0
e finalmente para carregamento tangencial ao longo do eixo y,
o (x,y,z,0)=0
o, (x,y,z,0)=0 . (4.16)
o, (x,y,z,0)=-T(x,y,2)
Para obter as condi¢des de contorno no dominio transformado, aplica-se a transformada de Radon
sobre as equacgdes 4.14 a 4.16, obtendo,
G._(s5,0,z,0) = —P(s,0,z,0)
5. (5,0,z,0)=0 (4.17)

6,(s,0,z,0) =0
5_(s,0,z,0)=0
5..(s,6,z,0) = —-S(s,0,z,0) (4.18)

6.,(s,0,z,0) =0

5 (s,0,2,0) =0
6. (5,0,z,0) =0 (4.19)

6, (s,0,z,0) = -T(s,0,z,0)

4.3.1 Metodologia de soluciio- meios isotropicos

O meio isotropico tridimensional permite o desacoplamento em dois problemas auxiliares
bidimensionais (Georgiadis e Lykotrafidis, 2001). O esquema de solugdo ¢ apresentado no
diagrama 4.1 Esta metodologia facilita, significativamente, a deducdo das componentes de
deslocamentos e tensdes do espaco completo. Infelizmente, ndo ¢ possivel, at¢ o momento,

estender tal técnica para os meios anisotropicos.
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Conjunto de equacdes no sistema cartesiano
Condigbes de contorno para semi-espago

'

(X!y)% (S’G))

Tranformada de radon bidimensional

Y

Equagdes no dominio de Radon

Rotagao do sistema de coordenadas
desacoplamento do problema

\

Primeiro problema auxiliar
Estado plano de deformagéao

Segundo problema auxiliar
Cisalhamento no anti plano

Transformada de Fourier

/

Transformada de Fourier

Solugao

\

Transformada inversa de Fourier

Transformada inversa de Fourier

N/

Rotagéo do sistema de coordenadas
Acoplamento dos problemas auxiliares

v

Transformada inversa de Radon

y

Solugao do semi-espaco 3D

Diagrama 4.1 — Esquema de solugao para o semi-espaco tridimensional.

45




Na figura 4.2, ¢ apresentada a rotagao do sistema de coordenadas (x,y,z), em torno do eixo
z, ao longo de um angulo 6. O novo sistema de coordenadas ¢ representado por (x’,y’z). A

rotagdo das componentes de deslocamento e tensdo ¢ dada por:

U.) [1 0 0 1(0,
U.|=|0 cos@ sen6|-|U._ |, (4.20)
(7)), 0 —senf cosl (7y
o.. 1 0 0 o,
6. |=|0 cos@ send|-|c_, (4.21)
o 0 —sen@ cosf| |c

zy'

<

Estas transformacdes sdo validas apenas para as componentes de tensdo indicadas, uma vez que
compdem a face superior do tensor de tensodes, que podem ser rotacionados em torno do eixo z.

As rotagdes das demais componentes nao serdo necessarias para solugdo desse problema,

podendo ser ignoradas.
Considerando que n, =cosfe n, =send, € possivel obter os deslocamentos no sistema de

transformadas rotacionado:

U.=U., (4.22)
U,=n0U, +nU,, (4.23)
U,=-nU +nU,. (4.24)

Xl

Figura 4.2 — Rotagdo do sistema de coordenadas
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Com auxilio das equagdes 4.22 a 4.24, aplicadas na equagao 4.13, pode-se escrever:

d> d? d|d~ d= 2 7%
- 4+ U +(A+ U, +—U._};=- U.. 4.25
{/{ds = }} ( 'u)dz{ds x } " pU. (4.25)

esta equagdo possui todas as componentes de deslocamento no dominio transformado e
rotacionado. Para as equacdes 4.11 e 4.12 o processo algébrico para obter todas as variaveis no

sistema de coordenadas rotacionado ¢ um pouco mais complexo. Da equagdo 4.23, obtém-se:
U =— (4.26)

aplicando em 4.11 e considerando a equagdo 4.23, tem-se:

> q*|U.-nU, d(d~ d~ , |U.-nU,

+ a A+un —3—U. +—U. ;=—0'p| —2|, 4.27
{'L{dsz dz* } n, +eah, Yds|ds 7 dz T P n, (4.27)
para simplificacao, considere a relagao:

d|d ~ d~
A=A+ u)—<—U_.+—U_y, 4.28
( 'u)ds{ds it } (4.28)
reescrevendo 4.27, e isolando os termos U, e U,,
M 42 2 250 . n 2 2 ﬁ
A A & NG g PYe (A d T, +0 p—— (4.29)
n, | ds’ dz 1 n, n, |ds’ dz n,
multiplicando a equagdo 4.29, por n,
4’ 4] d*  d?
. U.+n’Ad+o’ U =M —5+— U + nU 4.30
{”_ds dz } P { ”[ds iz’ P (4.30)
e multiplicando a equagdo 4.12, por n,, isolando os termos em U y

2 2

ny{,u{:liz jz }}U +n,0°pU, =-n fA, (4.31)

substituindo a parcela a esquerda da equacgdo 4.31 em 4.30, obtém-se uma relacdo com todas as

componentes de deslocamento no sistema rotacionado,

d’ d2
o — U,+n’d+o’pU, +n’ ’4=0, (4.32)
ds? dz

lembrando que n? +n> =1, e aplicando na equagdo 4.32, a equagdo final resulta em:
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d* d* d|d ~ d ~ ~
—t— U+ (A + U.+—U_ i+’ pU,.=0. 4.33
{ {ds dz* }} ( 'u)d {ds Yodz Z} P (439

Quando se inicia pela equagao 4.24, é possivel escrever:
g =—r »°x (4.34)

e com a substituicao na equagdo 4.12, considerando ainda os resultados obtidos em 4.23, escreve-

se:
g g G, +n0
pld 4 g, + 28 d2 < g tnd+atp——2"E =0, (4.35)
n_|ds’ dz n, |ds® dz’ n,
isolando o termo U L
nuld®  d’ nU, (ula® a1~ , U,
+4-2 U+ =S —t+— WU, -0’ p——-n A, 4.36
{ n, [ds dz* }} P n, n |ds® dz* || " P n, (4.36)
multiplicando por 7, e dividindo por n,, obtém-se a seguinte rela¢do:
FLPE U d> 4 |l ~ ) U,
il —+—|\U, +0*pU, = +— U, —o°p———-n_A, 4.37
{ {ds dz* }} P { {ds dz> || 7 P n, (437)
usando este resultado na equacao 4.11, tem-se,
pld  d* |~ , U,
| —+ U,-nA+n A+ o p—=0, 4.38
{n [ds2 dz*? T ! r n, (4.38)
que, multiplicada por ny, fornece a ultima equacdo no sistema de coordenadas rotacionado:
d2 d2 g 2 el
{ﬂ{ds—zﬁ- 77 }}Uy, +w pUy =0. (439)

Agrupando as equagdes 4.25, 4.33 e 4.39 que fornecem os deslocamentos no dominio de Radon

rotacionado, obtém-se o conjunto de equagdes de movimento transformadas e desacopladas,

a d’ d|d ~ d ~ )

—+— U +(A+ U.+—U., ;+ U. =0, 4.40
{{ds dz}} ( 'u)d{ds" dz } @ P (340

> d’ d|d ~ d ~ ~

—t+— U +(A+ U.+—U_.t+o’pU, =0, 4.41
Hds d}} ( u)d{dsx = } U, (4.41)
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d2 d2 ~ 2 ~

Também ¢ importante escrever as condi¢des de contorno no sistema de coordenadas rotacionado,

6..(5,0,z,0)=—P(x,y,2=0), (4.43)
G..(s,0,z,0)= —( ~(x,y,z = O) -CosO + f(x, V,z= O) . Sen@) , (4.44)
&Zy (s,0,z,0) = (S’(x, V,z = O) - Senf — f(x,y,z = 0) . Cos@). (4.45)

O ponto crucial desta andlise ¢ que os deslocamentos e tensdes, no dominio transformado, sdo
relacionados neste dominio da mesma maneira que no dominio fisico para problemas de estado

plano de deformacao. Pode ser mostrado que (Georgiadis e Lykotrafitis, 2001):

7., . dU.
&Zz,z(uzy)dUz 4299 : (4.46)
dz ds
- dU. dU.
G = SRR 4.47
x ﬂ[ = J (4.47)
5 dU, (4.48)
o_, = .

As equagdes 4.40, 4.41, 4.43, 4.44, 446 e 4.47 representam o problema de estado plano de
deformacgdo bidimensional no sistema de coordenadas (x’, z). Este problema ¢ denominado
primeiro problema auxiliar e define o semi-espago bidimensional perturbado por um
carregamento harmoénico. Por outro lado, as equagdes 4.42, 4.45 e 4.48 sao de um problema de
cisalhamento fora do plano com coordenadas (), z), o que configura o segundo problema auxiliar

e representa um semi-espago submetido a um carregamento em linha no antiplano.

4.3.2 Solucio do Primeiro problema auxiliar

O primeiro problema foi estudado por Mesquita (1989), Almeida Barros (1997). E o
problema de semi-espaco isotropico bidimensional. Infelizmente, até o presente momento, ndo
existe uma solugdo analitica para este problema. A solucdo cléssica é efetivada com auxilio da
transformada de Fourier, e os deslocamentos e tensdes sdo obtidos com o uso de processos
numéricos de integracdo. Os procedimentos para se obterem tais solugdes serdo apresentados a

seguir.
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As equagdes que representam o problema sao:

d’ d’ ~ d ~

(A + Zy)F-i-,uE+ o’ piU . +(4 +/J)dsdz U.=0, (4.49)
d’ d’ ~ d ~

(ﬁ,+2,u)E+,uF+a)2p UZ.+(/1+,U)dstUx,:0, (450)

e as condi¢des de contorno, obtidas do carregamento:

&.=-P, (4.51)

&.. = (S cos 0+ Tseno). (4.52)

Da mecanica do continuo, sdo obtidas as equagdes auxiliares que relacionam tensdo com

deslocamentos:

~ dU,. . dU,

G.=(A+2u)—=+1—=, (4.53)

dz ds

~ dU. dU,

o.. = —+—. 4.54
x ﬂ( = J (4.54)

A solugdo apresentada por Almeida Barros (1997) consiste basicamente de uma transformada

integral de Fourier no par s-k aplicada nas equagdes 4.49 e 4.50,

2 A A
{— (A +2u)k? +,ud—2+a)2p}ﬁx. +ik(/1+y)i(72. =0, (4.55)
dz dz
2 A A
{(,1 + 2;1)5 ——k T+ a)zp}ljz, +ik(A +y)diﬁx. =0. (4.56)
zZ Z

Considere a normalizacdo, 6° = @’ p, que permite a simplificacdo das equagdes.

Uma vez que as equacdes 4.55 e 4.56 sdo lineares, podem ser escritas na forma matricial:

2

d d
-k? 2 — 1+ j - 2
K+ 2u)tp 546 lk(ﬂ:rﬂ) p {U}_ {o} s
ik(/1+y)i (/1+2,u)d—2—,uk2 | o) 0
dz dz

ou de maneira compacta:

[2]{u}= {0} (4.58)

L ¢ a matriz de coeficientes operacionais do sistema (Wylie, C.R., Barrett, L.C., 1985).
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Para que exista uma solugdo ndo trivial, ¢ preciso que o determinante da matriz de
coeficientes operacionais seja nulo. Tal consideracdo permite o desacoplamento das fungdes

dadas nas equacdes 4.49 e 4.50, mas, mantendo a dependéncia linear entre elas, assim se escreve,

det[L]- {u}={0}. (4.59)
Da solugdo do determinante, sdo obtidas as de equagdes desacopladas, dadas por:
d4 d2 A
(CIE-FC}E-FCSJU)C,:O, (460)
d4 d2 2
(CIE—FCZSE—FCSJUZ‘ :0, (461)
nas quais:
e, =Au+2u’, (4.62)
¢, =2k Au—4k* 1’ + 26° +3u6°, (4.63)
cs =k Au+2k* i — kA6 =3k us* +6*. (4.64)

As constantes ¢; dependem unicamente das propriedades elasticas do meio e da variavel

resultante da transformada de Fourier “k”. Aplicando o conceito de comprimento de onda

normalizado:

k
£=3
reescrevem-se as constantes ci, ¢3 € s, na forma:
e, =Au+2u’, (4.65)
¢, =87~ 282Au— 48217 + A+3u), (4.66)
¢, =0ME A+ 28 1P — £ A =382 +1). (4.67)

criando variaveis auxiliares,

c; =c, (4.68)
¢ = (28 Au—4E 1w’ + A+3p), (4.69)
¢ =(E A28’ - E1-38 u+1), (4.70)

as equacodes 4.60 e 4.61 podem ser apresentadas na forma:
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4 2 A
(c'd—+5zc;d—2+§4c;)Ux, =0, (4.71)

' dz* dz
o dt o d? AP
c —4+5zc —2+§4c U.=0. (4.72)
' dz P dz ’
Os deslocamentos sdo obtidos das equagdes diferenciais 4.71 e 4.72, com auxilio das condi¢des
de contorno transformadas para o dominio de Fourier. Inicialmente, assume-se que a solugdo de

deslocamento possui a forma:

A
~

U, =e™" (4.73)

3

com derivadas:

dU 5
C g S0 (4.74)
dz
420
a5t (4.75)
d3Uz' :a3 .53 .e&wz 476
d 3 s ( )
A
U, S AT AT 4.77
pE 4.77)
Z

Estas aplicadas na equacao 4.72, resultam:

(0{484ea'6zc; + 0{2646“'520; + 8460“5'20; ) =0, (4.78)
isolando o termo exponencial:

(a“c: + azc; + c'5 )84e“'52 =0; (4.79)
como o termo exponencial nunca sera nulo, € preciso que:

a4c; +c;a2 Jrc'5 =0. (4.80)

A equagdo 4.80 ¢ biquadrada e possui as raizes t«, e t«,, dadas por:

—c —1/0'2—40'0'
a =,— 23, = (4.81)
c

1
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—c Jrqlc'2 —4c'c.
L V2B e (4.82)

2¢'

1

a, =

A solugao geral de deslocamento U .., da equacdo 4.72, possui a forma:

A
~

U.=A4-¢e°" +B-e"* +C-e** +D-e*7, (4.83)
onde 4, B, C, D independem de z e sdo determinadas com auxilio das condi¢des de contorno do
problema. Essas fungdes sdo as amplitudes das ondas que se propagam pelo semi-espago. No
espago completo, apenas duas ondas sdo geradas por carregamento dindmico: as de compressao e
as de cisalhamento. Nos semi-espagos, pode ser observada a presenga de uma terceira onda, a
chamada onda de Rayleigh (Graff, 1991). A solucdo completa do sistema ¢ dada por ondas
afastando-se da fonte e ondas retornando a fonte.

Aplicando o mesmo procedimento na equacdo 4.71, tem-se que a resposta de deslocamento

horizontal U . ¢,

A

U, = Ae +Be™ +Cle ™ 4 D.e”7, (4.84)
sendo A4’, B’, C’ e D’ amplitudes de onda, definidas também pelas condi¢des de contorno. As
amplitudes de onda 4, B, C e D sao relacionadas as amplitudes 4’, B’, C’ e D’. Esta relagdo ¢
obtida com a aplicagdo das respostas de deslocamento dadas pelas equagdes 4.83 e 4.84, na
equagao 4.56, de modo que:

(A+2u)aia)-Epd+ A+iE(A+ u)- Aa, )57 > =0,

¢ necessario que 4 e A’ satisfacam a relagdo:

(A+ 202 A)-E pd + A+iE(A+ p)-A'a,)=0,

finalmente:
(A+2u)-Eu+1
lf(ﬁ“"'lu)oﬁ
Ou em uma forma compacta:
A=y A4, (4.86)
sendo:
(A+2u)-Eu+1
v, = d ( : /u) S u . (4.87)
lg(ﬁ*"':u)oﬁ
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Aplicando a mesma analise para conseguir as demais relagdes, ¢ possivel obter:

B'=—y B, (4.88)
e

C'=y,C, (4.89)
nas quais:

(A+2u)-E7u+1
v, = a( : 1= u : (4.90)
lé:(/l + /u)az
e finalmente:
D'=-y,D. 4.91)

Reescrevendo a equacdo 4.84 de deslocamento, considerando as relagdes obtidas nas equagdes

4.86, 4.88, 4.89 ¢ 4.91, obtém-se o conjunto final de equacdes de deslocamento para o primeiro

problema auxiliar:
(4.92)

ﬁz' = A : 6*5‘051'2 + B * eﬁ»al-z + C . e—&az»z + D . 65.0{2] ’
(4.93)

A

e 8-z Saz ~5-ayz Sayz
U.=y4-e"" -y, B-e"" +y,C-e """ —y,D-e""".
Como dito anteriormente, as condi¢cdes de contorno para o semi-espago sao dadas na forma de
tensdes na superficie livre. Para as componentes de tensao necessarias neste problema auxiliar,

apos o uso da transformada de Radon e rotacdo de coordenadas, foram obtidas as relacdes:

G..=(A+2u) dgz‘ +29Yx , (4.94)
Z

ds
s dU +d(7x,
=M T d )

(4.95)

Aplicando a transformada de Fourier no par s<>k nas equagdes 4.94 e 4.95, e considerando o

comprimento de onda normalizado, chega-se a,

& =(A+2u) dgz' +iESAU | (4.96)
Z
59U (4.97)

X'

dz

ézx' = Iu ié:&]z' +
Substituindo as fungdes de deslocamento de 4.92 e 4.93, nas equacdes de tensdao 4.96 ¢ 4.97, ¢

possivel obter:
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& =T, de ™ —T,Be’* +T,Ce ** —T,De’™* (4.98)

5., =T,Ae™* +T,Be’™ +T,Ce "™ +T,De’ (4.99)
nas quais:

[, =—a,(d+2u)+iély, (4.100)
T, =—a,(A+2u)+iély, (4.101)
T, = iué — pa,y, (4.102)
T, =iué— oy, (4.103)

Finalmente, com o auxilio das condi¢gdes de contorno, pode-se determinar as amplitudes de onda.
Na andlise do semi-espaco, ¢ preciso que a condi¢do de radiacdo de Sommerfeld seja respeitada,
isto ¢, ondas geradas pela fonte propagam-se para o infinito sem retornar a fonte, ndo ocorrendo
reflexdes. Assim, as amplitudes B’ e D’ sdo nulas. Como a tensdo na superficie ¢ conhecida,
podem-se determinar as amplitudes A’ e C’. Inicialmente, utilizando a transformada de Fourier
sobre as condigdes de contorno dadas para a superficie, z=0, e fornecidas pelas equagoes 4.51 e

4.52,

A
A ~

5. =-P, (4.104)
é;,:-{5b059+i%en9). (4.105)

O carregamento generalizado pode ser decomposto em cargas orientadas segundo os eixos do
sistema de coordenadas. No caso dos sistemas lineares, pode-se aplicar cada carregamento
independentemente, e o resultado para a carga genérica ¢ obtido pela sobreposi¢ao dos efeitos de

cada uma das solicitagdes basicas. Para carga vertical, P, as amplitudes sdo:

P:——ZE——ﬁ, (4.106)
L, -TIr,
P=——5——ﬁ. (4.107)
L, -Ir,
Para carga tangencial ao longo do eixo x, (S), as fungdes de amplitude de onda sdo:
= S
Cy=—————8cos0, (4.108)
I, -0
I, £
A, =———Scosb. (4.109)
rr,-r;r,
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E finalmente para carregamento tangencial na direcao y, (T), tem-se que as amplitudes de onda

sdo dadas por:

C, =—Tsend, (4.110)
Ir,-n,r

2

A, :Lfsen& 4.111)
rr,-nr,

A solug¢do do primeiro problema auxiliar ¢ obtida através da aplicacdo da transformada

inversa de Fourier nas equagdes de deslocamento e tensdo, de modo que:

i@:Q%;z@e”%HuiaMﬂ%@ﬂa 4.112)
0. = QL=1@¢1eMl+w;7eM2}md§ 4.113)
&f'f_LFAeM“HYk it g (4.114)
5. = -J_iLrA e £ T,Ce ™ ™ dE (4.115)

4.3.2 Solucio do segundo problema auxiliar

Para a solugdo do segundo problema auxiliar, ¢ adotado o mesmo procedimento da solug¢ao
do primeiro problema. Utilizando a transformada de Fourier no par s-k, na equagdo 4.42 e
considerando comprimento de onda normalizado, chega-se a:

a°U, -
u— +(62 - pe2s? ), =0. (4.116)

A transformacao das condi¢oes de contorno resulta:
=Q%aﬂ—fkm9} (4.117)

das equagdes da elasticidade que relacionam tensao e deslocamentos, tem-se que:
au,,
dz

G, =u (4.118)

Assumindo uma solu¢ao harmonica com a forma:
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A
~

U,=e" (4.119)

y
que substituida na equacao 4.116, resulta em:
(up?6? +(5% — u&*s™ )l =0, (4.120)

que possui a solucao dada na forma:

pox |1 4.121)
7,

A solugdo geral da equagao diferencial dada em 4.89 é:

A

U, =Ee %" + FeP¥* (4.122)

y
As amplitudes de onda E e F sdo determinadas através das condi¢des de contorno. Para que
a condi¢do de radiacdo de Sommerfeld seja respeitada, ¢ necessario que F=0; E sera obtida da
condicdo de contorno de tensdo na superficie livre. Para o carregamento vertical P, a amplitude
de onda é:
E=0, (4.123)
isto significa que para o carregamento vertical, o problema independe do segundo problema

auxiliar. Para carregamento tangencial na dire¢do x (S):

p=-end (4.124)
Hp
e, finalmente, para o carregamento emy (T),
E:TCOSQ' (4.125)
Hp

A solugdo de tensdo ¢ dada pela substituicdo do deslocamento da equacao 4.122 na 4.118:
G, =—uPEe”’ + upFe (4.126)
A aplicacdo da transformada inversa de Fourier, fornece as respostas de deslocamento e de

tensdao do segundo problema auxiliar, dada por:

O T TR,
7, =E:[O{Ee poz itk ge (4.127)
o

G, = EL {~uBSEe" fe™ d& . (4.128)
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4.3.4 Acoplamento dos problemas aucxiliares e transformada inversa de Radon

A solugdo final do problema tridimensional ¢ obtida em duas etapas.

Inicialmente uma rotacdo de coordenadas para acoplamento dos problemas auxiliares, e
conseqiiente descrigdo do problema no sistema original de coordenadas, seguida da transformada
inversa bidimensional de Radon. A rotagdo de coordenadas, para acoplamento dos problemas

auxiliares, é obtida com o uso das matrizes:

U [1 o 0 U,
U, |=|0 cos® -sen6|-|U. |, (4.129)
U, 0 sen@ cosf | (U,
) 1 o 0 ..
o..|=|0 cos@ —senb|:|oc.. |. (4.130)
o 0 sen@ cos@ ||o

zy 2y
As seguintes respostas sdo obtidas, no espago de Radon, apds o acoplamento dos problemas

auxiliares, ja considerando a condi¢do de Sommerfeld:

U, =% T{A~e-5“fz $C-em g (4.131)

U = J_ j ,d-e?% 1y, € R gE - send j {Ee o7 i g (4.132)

g, :Sj;“_g [l d-eos by, et s gz + S50 | j{E o, (4.133)
T

T T s

e [irde = +,Ce P ag (4.134)
T~y

G, = ‘jig [ e 4, Cote ey -5 | j{ PEe "7 B de, (4.135)

5. =%T{F3Ae"‘m‘z+F4Ce_‘$“zz}ei§‘i“d§ cosd | j BOEe 7 ¥ dé (4.136)
T

As demais componentes de tensdo serdo deduzidas, nas proximas secdes, a partir dos

deslocamentos.
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A transformada inversa de Radon ¢ realizada em duas etapas (Deans, 1993); inicialmente a

fungdo deve ser derivada pela variavel de Radon:

Fs.7)= L1

, 4.137
s (4.137)
e este resultado ¢ substituido em,
L% s
Floy)=—1 VACT) (4.138)
2" 5, ¢ s—xcos@ — ysenl
1 %o
ou ainda para o problema descrito em coordenadas cilindricas:
27 ©
dsd@ 4.139
r’ ! -[o s —rcos(@ ( )

A andlise das equagdes 4.131 e 4.136, mostra que existe apenas um termo dependente da variavel

de Radon (s), que é o termo exponencial "

. Assim, em uma primeira etapa, deve-se realizar a
derivada desse componente. A transformada de Radon das componentes de deslocamento e

tensdo no sistema cartesiano de coordenadas resulta em:

v.= L | TT e 4 C e i e d&dsd (4.140)
T n? NoYS e s —xcosf — ysenf ’ '
A i8&s
_ -1 L Sz Sayz | oz |\ ] e
U, = 277 Jom _I/J;__[O{COS@[%A e +y,C-e ] senH[Ee ]}155 s—xcos&’—ysen@dé:dee
2
(4.141)
% 0 0 i08s
_ -1 L L0z Lm0z -foz . A €
U, =2 Ny ;[/J;J;{senﬁ[y/lA e +y,C-e ]+cos¢9[Ee ]}155 s—xcos@—ysen&dfdscm
2
(4.142)
iy i58s
1 L -z —oayz \. . €
TS IA jw L [0, de™™ +T,Ce ™ jis¢ Treosdyeang b0 (4.143)
T o oo i6s
o, = 27[12 ;,, jé jw L {cos O[T, de 2 +T,Ce |- senO|upore " Jise - xcozﬁ—ysenﬁdgdscm
(4.144)
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Pl N f T T{sene[r Ae™* +T,Ce* |+ cos OlupoEe " Jjise - e dédsd0
T2z \2x 3 e } ! s—xcos@— ysend
2
(4.145)

Um termo comum a todas as equagdes pode ser isolado, e ¢ dado por:

eiﬁés
Q(s,n)= , (4.146)

S—a

com
a=xcosf+ ysen0.

E, se for adotado o sistema de coordenadas cilindrico,
a=rcos(0—p)

Somente esse termo depende das varidveis de Radon “s”. Como a seqiiéncia de integragao nao

afetara o resultado final, tal termo pode ser analisado a parte,

isés

6= [—ds, (4.147)
s—a

usando o “Mathematica” , e considerando o valor principal de Cauchy, tem-se:

¢(k,0)= 7z -i-sign(5&)cos(ad& )+ isen(adE)), (4.148)

e, com o uso da formula de Euler, pode-se escrever:
c(k,0)=r-i-sign(6&)e™* . (4.149)
Este resultado pode ser obtido do valor principal de Cauchy na integra¢do da equacao 4.147,

!0

g:Vch ds » (4.150)

S—a
00

realizando uma mudanga de variaveis, para reescrever 4.150, na forma:

© s
¢ =e™VPC [“—du; (4.151)

u
comu=s—a.

A equagdo 4.151 pode ser apresentada na forma equivalente:

—& _ioéu R is&u
¢ = lim [;e dus [ duJ- (4.152)
£—0" R—>o

-R u & u

No caso em que £=0, a fun¢do ( pode ser calculada por:

—&

R
¢ =lim [Ildu+J1du]:O- (4.153)
£0" R\ “p A u

u
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Para determinar a integral da funcdo quando &£<0, ¢ importante observar que os polos do
integrando ocorrem em u=0. Considere para 0<e¢<R os semicirculos C; e Cr apresentados na
figura 4.3. Do teorema dos residuos, escreve-se:

—seia‘{u

J

-R

R iséu ioéu i0&u
du+je du+je du+je du=0- (4.154)
: U c, U ¢, 4

u

Combinando a equagdo 4.154 com a equagao 4.152 e assumindo que os limites existam, resulta:

e—>0" u R—w u
C, Cr

i6&u iobu
g:-eiﬁf{um ¢ du+lim [£ du} (4.155)

pode ser obtido na literatura (Needham 1997, Palka, 1991) que:

i0&u 7 i&Se(cos prisend) . i
lim du = lim [ < g (4.156)
£—0" c u £—>0" 0 ge'
ei6§L1 3
lim [“—du=ife’dp=ir- (4.157)
e—0" u
c, 0
Analogamente,
i0&u 71' )
lim du = J‘ e§5R(005¢+1sen¢)d¢ =0. (4 1 58)
R—w* Z, u 0

a combinacao dos resultados das equagdes 4.157 e 4.158, aplicados na equacao 4.155, resulta

¢ =—ime"™. (4.159)
Para os valores positivos de &, sdo considerados os semi-circulos C; e Cr visualizados na figura
4.4. Da analise desses circulos e dos resultados obtidos na literatura (Needham 1997, Palka,
1991), tem-se:

i 0 eié&s(cos p+iseng) (]

ige'

lim du = lim _ de, (4.160)
£0" e u £0" . ge'¢

iS5 0
lim [<—du=ife'dp=—iz- (4.161)
£—0" e u -
Analogamente,

i0&u K4 )
lim du =if g = 0. (4.162)
R—w" b u o

R

Aplicando os resultados de 4.161 e 4.162 em 4.155, tem-se:
c=ime"™ (4.163)
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Combinando os resultados obtidos nas equagdes 4.153, 4.159 e 4.163, e utilizando a funcao sinal,

obtém-se:
g(k, 0) =i Sl-gn(5§)ei5§(xCus9+ySen6’) . (4 1 64)
Cr
{ X .
z ]
z
Figura 4.3. Circulos para VPC 1 Figura 4.4. Circulos para VPC 2

Finalmente, com uso de g, ¢ possivel escreverem-se os deslocamentos e tensdes através de duas

integrais:
1 1 7 = ;
Uz = > —— I J‘ﬂ- . Sl‘gn(é‘é:)ezﬁi(xCos0+ySen9)§é‘{A . e*ﬁ.al-z +C- e*&az.z }15@’0 ’ (4165)
2x° 27 7 %
% o0
1 1 10&(xCosO+ySen oy . z
U= 5 T IAI@” sign(82) =) g5 cos Oy A - e 4y, C e |- send Ee "7 ||dgdo
(4.166)
™
1 1 . i0&(xCosO+ ySen —-o-a,z -0tz -poz
U, = - E_léiﬂ-szgn(5§)e5§( Corrrs g)fﬁ{senﬁ[t//lA-e at py,Coe 0 ]+cos6’[Ee o J}dfdﬁ
(4.167)
. 1 1 ? ]8 5 )6155 me‘HerSenH §{FA —oayz +r C —é‘azzﬁ dg 4 168
0. = 272_2 \/E % Ooﬂ. Slgn § § e e 5 ( . )
o, = L f T;z sign(5&)e 20510 £5kc05 O[T, de 2 +T,Ce |- sen0|upsEe "2+ azdo
zx 272_2 \/ﬂ % J

(4.169)
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7
o, = f I - sign(8E)e 195 (xCosB+ySent) §5{sen9[F Ae™* +T,Ce ™ ] +cos 9[yﬂ5Ee"“z ]}d§d9
/ S
2 (4.170)

Infelizmente, nao foi possivel obter solugdes analiticas para as integrais em § e 6. Assim se torna
necessario o uso de procedimentos numéricos para realizar tais integrais. Para definir quais as

melhores metodologias de integracdo, ¢ necessario analisar as caracteristicas dos integrandos.

4.4. Carga Concentrada

A partir desta se¢ao sao adotadas diferentes condi¢des de contorno, que conseqiientemente

representam problemas distintos.

Considere o semi-espago, submetido a um carregamento concentrado, representado por um
Delta de Dirac, aplicado na origem do sistema, e na superficie livre, como indicado na figura 4.5.
As funcdes que representam o carregamento sdo utilizadas para determinar as func¢des de
amplitude de onda (equagdes 4.106 a 4.111 e 4.123 a 4.125). Para isso, o carregamento deve ser

submetido a uma transformada de Radon seguida de uma transformada de Fourier.

As cargas concentradas vertical e horizontais no dominio fisico, sdo dadas na forma de

deltas Dirac:

P=5(x)5(y), (4.171)
S =6(x)s(y), (4.172)
T =6(x)5(y). (4.173)
Da transformada de Radon, resulta:

P =6(s), (4.174)
S =6(s), (4.175)
T =(s). (4.176)
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Figura 4.5. Carga concentrada na superficie livre

Finalmente, aplicando a transformada de Fourier, chega-se ao carregamento no dominio de

Radon-Fourier:

P(k.0,z) =ﬁ, (4.177)

S(k.0.z) =ﬁ, (4.178)

ﬂkﬁJ)va: (4.179)
T

Substituindo os resultados das equagdes 4.177 a 4.179 nas equagdes para carregamento vertical,

obtém-se a amplitudes de onda para solicitagdo concentrada vertical:

-, 1
= ) (4.180)
" T, -TrL, 27
r 1
A, = 1 . (4.181)
"o, -Tr, V2r
Para carga horizontal em x (S), as amplitudes de onda sdo dadas por:
-I, cosd
C, = ! , (4.182)
* I, -0 27
I cos@
4 = 2 ] (4.183)
* I, -L 2r
E para carregamento tangencial em y (T), tem-se:
-T senf
C, = : , (4.184)
" orr, -0 2z
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4 - I, sen@
Tornrn,-nn 2z

Com os resultados das equacdes 4.180 a 4.185, ¢ possivel determinar as respostas de

(4.185)

deslocamento e tensdo de semi-espagos submetidos a cargas concentradas. Inicialmente sera
analisado o caso particular do carregamento vertical, para o qual ¢é cabivel considerar

axissimetria.

4.5 Problema axissimétrico — Carga vertical concentrada

No caso de carregamento vertical, o problema pode ser considerado axissimétrico, o que
significa que ele pode ser descrito em coordenadas polares e que a resposta independe do angulo
de rotagdo. Tal particularidade permite uma série de simplificacdes nos integrandos. A andlise
sera apresentada para cada uma das componentes de deslocamento, deformacdo e tensdo que

existem no problema axissimétrico.

4.5.1 Deslocamento vertical

Considerando existir apenas carregamento vertical, ¢ possivel conceber que o problema ¢

axissimétrico. Para carga vertical, o deslocamento vertical U, no sistema cartesiano ¢ dado por:

% o0
U..(x,y,z,0)= 271[2 ﬁ j/ j n-sz‘gn(5§)e""“f(xc””*}&”g)fé{AP eI 4 O, e }1&{9,(4.186)
_72'2 —00

e no sistema de coordenadas cilindricas:

271

1 [[ sign(0E)e 0 0Oesl, o0 £, e T D, (4.187)
0 —0

1
4z* J2rx

Em ambas as equagdes, ¢ possivel observar que existe apenas uma parcela dependendo de 6, que

Uzz (r’ Z’ 0)) =

pode ser integrada a parte,

2
Qcilmdrica = Iei5§(”c"s(9—¢))d6 s (4 1 88)

0

/2
Qcartesmna — J.ei§§(xCox€+ySen6’)d6 ) (4 1 89)

—m/2
A consideracdo de axissimetria diz que a resposta do problema independe de ¢, o que

permite a simplificacdo da equagdo 4.188, assumindo que ¢=0:
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27

Qs = | €50 d0. (4.190)

0

Recorrendo a equacao complexa de Bessel (Bronstein et al., 2001)

J,(x)= i) J.e[“co“(g)Cos(nH)dﬁ , (4.191)
4 0
sendo n a ordem da equagao de Bessel. Para n=0:
J,(x)= L [er©as, (4.192)
T 0

reescrevendo 4.192,
IeixCos(ﬁ)da — 71]() (x) . (4193)
0

Da analise do integrando, com os limites apresentados em 4.190, e utilizando as figuras 4.6 ¢ 4.7

¢ possivel notar que a fungdo possui periodo 7, portanto ¢ cabivel reescrever os limites
Qcilmdrica = 2j eib‘g(rco‘g(e))de . (4 1 94)
0

Finalmente, recorrendo a equagdo 4.193, a integral, para este caso particular, ¢ dada por:

Va

=2[e"d0 =277, (x). (4.195)

0

cilindrica

0.9t

0.8

0.7

0.6

Figura 4.6. componente real da equagdo 4.190
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0.75

0.5

0.25

-0.25

-0.5

-0.75

Figura 4.7. componente imagindria da equacao 4.190

Aplicando estes resultados na equagao de deslocamento e considerando pontos na superficie livre
z=0, tem-se:

L L or [ e84, + o, (S0, (4.196)

U, (r,z =0, a)) = Py

sendo a fungdo par, como pode ser observado na figura 4.8, o que permite u’a mudanca nos
limites de integracdo e, generalizando para qualquer valor de z, tem-se que a equacdo de

deslocamento vertical é:

U.(r,z,0)= %ﬂ [eota e v coevesly, (core (4.197)
0
.05
-6 -4 —é 2 4 6
-J.05
-0.1
-0.15

Figura 4.8. Componente real da equacdo 4.196

67



“10 = 5 10
Figura 4.9. Componente imaginaria da equagdo 4.196
4.5.2 Deslocamento horizontal devido a carga vertical

O deslocamento horizontal pode ser escrito em coordenadas cilindricas, dadas por r e .

Usando um ¢, que permite uma integracao analitica em 0, € possivel escrever:
27 ©

Uo7 e frsoek ™ el 50 s, - o

27Z.000

(4.198)

Uyz(coz%):

L fT - sign 55 léﬁf(rCoS(H*%))é:é‘{Sen H[I/IIAP ety ‘//2CP o et ]}lfdﬁ
T 0o

(4.199)

Note que estas fungdes fornecem o mesmo resultado obtido para o deslocamento em x e y

ao longo do eixo y. Um outro angulo que permite realizar esta integragdo analiticamente ¢ ¢=0,

(deslocamentos horizontais ao longo do eixo x). No entanto, a equacdo resultante ¢ muito

complexa e impar, mas, apesar disso, fornece exatamente o mesmo resultado, se integrada
numericamente a variavel &.

Isolando os termos em 0 na equagdo 4.198, chega-se a:

2z
= [cos(@)e™ > ap, (4.200)

0

cilindrica

as componentes reais e imaginarias do integrando da equagao 4.200 sdo apresentadas nas figuras
4.10 e 4.11, o que permite observar serem impares, indicando que a integracdo nos limites
apresentados, serd nula. Portanto, o deslocamento angular ¢ igual a zero U,=0. Este resultado esta
correto, € pode ser observado no problema de Boussinesq (Hahn, 1985)

Na equagdo 4.199, a fungdo de 0 ¢

68



27
= [sen(0)e " Dag, (4.201)

0

cilindrica

nas figuras 4.12 e 4.13 sdo apresentadas as componentes reais ¢ imagindrias do integrando da
equacdo 4.201. A integragdo da componente real resulta zero; no entanto, a parcela imaginaria

tem integral nao nula.

0.5

Figura 4.10. Componente real de Qiiindrica
0.4

0.2

-0.4

Figura 4.11 Componente imaginaria de Qgjlindrica

0.4

0.2

Figura 412. Componente real de Qilindrica
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0.6t

0.4 ¢

0.2

1 2 3 4 s 6
Figura 4.13. Componente imagindria de Qgjjindrica
Recorrendo ao Mathematica para obter a integral de 4.201, chega-se a:

Qcilmdrica = 2727‘]1 (5&)Slgn(5§r) : (4202)

Assim, o deslocamento radial ¢ dado por:

I Sz Say
U, =Uyz(g0= %):E_szl(afr)ga{[yxlA-e sy, Cred e g (4.203)
Como o integrando ¢ simétrico, conforme pode ser visto nas figuras 4.14 e 4.15, reescrevendo os
limites:

I Sz Saz
U.=U lp=7)- e lulgislyae e spcie e (4.204)

il

Figura 4.14. Componente real de U,,
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0.00404 ¢

0.00002

-0.00006

-0.00008 |

-0.0001 *

Figura 4.15. Componente imagindaria de Uy,

4.5.3 Deformacdes e tensoes devidas a carregamento vertical

Para o problema axissimétrico, as componentes de deformacdo podem ser obtidas dos

deslocamentos radial e angular, utilizando as seguintes relacdes (Graff, 1991):

£, = aa[if , (4.205)

&, :%(aaig +%%}, (4.206)
1 oU

£y = ;{U, + a; j (4.207)

£ = %(aali’ + 5(;{2 j (4.208)

&, = a; -, (4.209)

&, :%(a;;, +U¢j+ 8;‘”, (4.210)

o deslocamento angular Uy, ¢ nulo quando se considera a axissimetria e as componentes U, e Uy,

ndo sofrem variacdo com o angulo ¢, o que torna possivel simplificar as equacdes 4.205 a 4.210,

obtendo:

g, = 8(;], , (4.211)
/A

&, =0, (4.212)
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e =5 (4.213)
rzz :l aUV + aUZ s (4214)
2\ 0z or
8zzz = 6UZ > (4215)
0z
e =0. (4.216)

Para o caso isotropico, as componentes de tensdo podem ser obtidas com uso da equagdo

constitutiva:
o, [2u+2 A A 1(e,
o, A 2u+A A £
o A A 2u+ A £
oo | _ H o0 (4.217)

O-V(p ﬂ g}‘(p
J(Z)Z lLl g(pz
GZV L ﬂ_ ng

que para o problema de carregamento vertical, pode ser reduzida para:

O-fVZ 2# + ﬂ ﬂ ﬂ/ erZ
o || 4 2m+a 2 ‘.
= . (4.218)
O o A 7 2u+ A € pe
O-zrz lu gzrz
Assim, as tensoes sdo obtidas de:
o, =(2u+A)e,. +/1(gm +ng) (4.219)
o =(2u+A)e. +A(¢,. +¢,,.) (4.220)
Oppe =(2U+2)E,,. +A(£,. +6..) (4.221)
O-}"ZZ = ﬂgi'ZZ (4.222)

A componente de tensao 6,,, também pode ser calculada com auxilio da expressao obtida durante
as deducdes dos problemas auxiliares, apdés o acoplamento e transformada inversa, 4.169,
bastando, para tanto, aplicar as condi¢cdes de axissimetria utilizadas no estudo do deslocamento
vertical U,,.

Componente de deformacio ., ¢ obtida da equagdo 4.215:
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oU.

gzzz = 62 >

a equacdo 4.197 fornece o deslocamento vertical devido ao carregamento vertical:

U, (r,z,a)) =

2\/12_” T Sign(&5) 55{/1 e 4 C- e‘ﬁ'az'z}JO (&6r)dé,

substituindo na equacao 4.215, calcula-se a deformagdo como:

E... (r,z,a)) = 2\/12_7[ T Sign(§5) §5{—5-al A0S .C.e—5~a2.z}J0 (§5r)d§ (4.223)

Componente de deformacio &,,, obtida com auxilio da equagdo 4.213, ¢ dada por

recorrendo a equacao 4.204, reapresentada

U.= Uy((p - %): \/;_ﬂIiJl(é‘ér)fé‘{[l/llA'e&a"z +[//2C.e*5‘“2'z ]}jé:

e substituindo em 4.213, resulta:
e = J_ j if, (8er) &5 {[wA-e 7 +y,Ce 7 Jldé (4.224a)

Nao ¢ necessaria uma analise mais aprofundada, pois esta componente consiste basicamente do
deslocamento radial U,, dividido pela distancia até a fonte, r, inexistindo problema para obter tal
valor em qualquer ponto do semi-espago, apenas no caso em que r=0, ou seja, os pontos ao longo

do eixo z. Neste caso, € necessario determinar o limite, e obtém-se:

&, (r=0)= | Tifzdz {[% A-e0 Ly, C- e*ﬁﬂﬂ]}dg. (4.224b)

227

Componente de deformacgao &,,,, calculada com auxilio da equacdo 4.211

oU,

gV”'Z = ar

a unica parcela do deslocamento radial que depende da distancia até a fonte, r, ¢ a fungdo de

b

Bessel, como pode ser observado na equagao a seguir:

U =U,(p=7)= 2J_ f sign(£8)iJ, (82r) 6 {[y A e +y,C e Jldg

a derivada dessa fungdo de Bessel é:
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oJ, (5&)
or

Aplicando este resultado, mas reescrevendo os limites de integracdo na equagdo 4.211, obtém-se

— 81, (05) - 1. (05) (4.225)

a expressao para o componente de deformacao radial:
1 I Sz etz
g, = \/_ 5 J.z 5°E? Szgn(ggé‘) { 0 (5§r)—J2 (5§r)} {[WIA-e at py,Coe " ]} (4.226)
Esse resultado pode ser escrito de outra maneira:
J, (o
£ = J_ j i 5§Szgn(§§){ @ +88J, (55@}{@1 A-e%4 4y, Cre 0 ]} (4.227a)
e para r=0, utilizando o limite, chega-se a:

g, (r=0)= \/_ jz 828 Sign(£8){[y4- € +y,Coe e (4.227b)

Componente de deformacgao &,,, ¢ determinada com o uso da equagdo 4.214

1 ( ou, GUZ]
grzz = E + 2

0z or

aplicando as componentes de deslocamento e realizando as derivadas, ¢ possivel chegar a
componente de deformagao:

Em:;\/;_”@Ul(%r)fé{[—&al-W1A~e'5'“' ~S-a, y,C-e”° ]} j &6 {4 +C~e'5'“2’Z}J1(§5r)d§j,

ou de uma forma mais organizada:

grzz 4 \/_

—00

1 {jszgn(ga) (02r) 87 (A =i ey yy + €]+ Coe " [-iv e,y + €]
(4.228)

Nota importante sobre os procedimentos de inversao
Nos procedimentos apresentados neste trabalho, foram utilizadas duas transformadas sobre as
fungdes, a transformada de Radon e a transformada de Fourier e conseqiientemente sao

necessarias duas transformadas inversas, assim escrevendo para uma fun¢do genérica f(x,y,z,0):
f(xyz,0)=>R= f(s5.0,z,0) = I= f(k,6,z,0),

a inversa de Fourier de maneira mais explicita ¢é:

A

f(s,0,z,0) —Lf{f k,0,z,@ } )ie“déE . (4.229)

27 °,
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E importante observar que somente o termo exponencial depende da variavel “s”. O proximo

passo ¢ a transformada inversa de Radon, realizada em duas etapas:

fls.7)= glsm), (4.230)
ds
% ) >~ —
_ -l S(s.7)
f(x,y)— 27’ _;'%_J;s —xcos@—yseanSde’ (4.231)

ou em coordenadas cilindricas,

27

dsd @ . 4.232
ZIJ;S rcosé’ (0)S ( )

0

Na primeira etapa, deriva-se a equacao 4.29, de modo que:

7(5.0.2.0)=— jzga{ 7 (k.0.z a))} 05 g £ (4.233)
substituindo este resultado na equagdo 4.232 para o problema de coordenadas
27 © © i5os
cilindricas: f (r,¢) = j [] { (k,0,z,0 }155 ¢do dsd£d0, (4.234)

0 s—rcos(0—9)

€ 9

a integragdo em ““s” € possivel e foi apresentada em se¢do anterior, assim:

=& T

Para alguns casos particulares, ¢ possivel obter a resposta analitica da integragdo em 6, como foi

k,0,z, a))} sign(&)Ese™ 0 azdg. (4.235)

mostrado para os deslocamentos, e, a forma usual da funcdo resultante, sao funcdes de Bessel.

Observe que &0 aparece, no integrando, multiplicando as fung¢des transformadas; tal termo ¢é

resultante dos procedimentos de inversdo. A idéia principal agora ¢ mostrar qual seria a

transformada inversa se f (k,¢9, z, a)) =a, sendo @ uma constante qualquer, ou uma funcao

qualquer que nao decai para zero. Nestes casos, a integragdo numérica nao ¢ possivel pois nao
ocorre convergéncia, porque o integrando cresce ilimitadamente com &. A transformada inversa
de fungdes constantes necessita da ajuda da teoria de distribuicdo de modo mais simples; a
transformada inversa de Fourier de constantes resulta em delta de Dirac (Hsu, 1975) e, a
transformada de Radon inversa de um delta de Dirac, resulta em delta de Dirac no dominio fisico

(Deans, 1993). Esta observacao sera 1til, analisando as deformagdes na superficie livre.
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4.5.4 Analise das deformacées na superficie livre
As seguintes componentes de deformagdo serdo analisadas €,,,, €z, €z, Epoz-

A componente de deformacao &,,, ¢ dada por

T Sign(£8)E6{~6-a,- A€ =5 e, -C-e L (E5r)dE  (4.236)

1
2N2m 2,

Iniciando com o caso particular, de pontos na superficie, eliminam-se os termos exponenciais, €

e (rz,0)=

isolando o nucleo da fun¢do dado por:
G(gzzz) = {_5 Q- A- eﬁ)‘-al-z 5. a, - C. e—d.az.z} ' (4237)

As componentes real e imagindria desta fungdo sdo apresentadas nas figuras 4.16 e 4.17. Esta
componente assume um valor constante para E=+oo, e pode ser assumido, para a transformada
inversa, que o resultado seja um delta de Dirac. Esta ¢ a resposta para o problema de Boussinesq
na superficie livre e componente &,,, , deformac¢ado nula em todos os pontos ¢ uma singularidade

na origem do sistema, na qual foi aplicado o carregamento.

041
0.00
. . . . 0.004
-10 -5 5 10 J
0.002| +
-0J1 . . \ . .
J -10 -5 5 10
-0.0p7 ¢
-0
-0.004 t
ol -0.004 |
-0.0 j —
Figura 4.16. Componente real de G(¢_.. ) Figura 4.17.Componente imaginaria de G(<_.. )

A componente de deformacio £, ¢ dada por
—0-a,-z —5-a,z
e = J_ j iJ, (6¢r) 55{[(//1/1 e +y,Cre ]}dg, (4.238)

isolando o nucleo:
G(&,y. )=y, Ad+y,C (4.239)

para o qual as componentes real e imagindria sdo apresentadas nas figuras 4.18 e 4.19. Esta
fungdo decai lentamente, e serd posteriormente, multiplicada por uma fung¢ao de Bessel que

aparece no integrando; fung¢do que pode ser integrada com auxilio de algoritmos para fungdes
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oscilantes, como o de Longman. Esta componente ndo necessita de analises adicionais, pois tem

exatamente o0 mesmo comportamento do integrando de deslocamento U,,.

0.4 t 0.3}
Sl 0.2}
At
L b = ia
U ¥
4 < 4
-4 -2 2 4
-0.2
_O 1+
-0.4 o
Figura 4.18 Componente real de G(ng ) Figura 4.19. Componente imaginaria de G(e(p(pz)

Componente de deformacgio &, ¢ calculada por:

%z - 88 Sign (&6 { @wg%(5&)}{[%/1-55'“"2 +%C-e—5'“2'2]} (4.240)

pode ser realizada uma simplificacdo de modo que:

1 —Sayz —S-ayz
g”’:_g‘“"z+EZ j i §§Slgn(§5){Jo(5§r)}{[5§y/1A-e 1 5Ey,C e ]} (4.241)

A componente ¢, foi analisada anteriormente, isolando o termo restante e considerando z=0,:

As componentes real e imagindria desta parcela sdo apresentadas nas figuras 4.20 e 4.21,
notando-se que apresentam um valor constante para E=+co. Assumindo que esta fungdo seja
constante, ¢ possivel considerar que a transformada inversa resulta em um delta de Dirac (Hsu,
1975). Tal resultado confere com o obtido no problema de Boussinesq para o qual esta

componente de deformagao € e,=-g¢,
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-4 -2 2 4
-0f1

Figura 4.20. Componente real de G (¢, ) Figura 4.21Componente imaginaria de G (¢,,. )

Componente de deformacgao g, para a superficie livre é dada por

£ :%ﬁ[imgn(g%) L (08r)E87 {A]- i-al-t/fl+§]+C[—i-a2-w2+§]}d§]. (4.243)

E possivel mostrar que:

11 (7 ) - . .
&z =ZT[£S@”(§5) (5957)955 { [/u'al ¥, _lﬂ§]+c[ﬂ'a2 ¥, _lﬂ‘f]}dfj (4.244)
€

11 (% , -
£ :ZE( [ sign(é5)J, (5¢r) s p {Ar +CT }dé] (4.245)

Assim, esta componente na superficie ¢ nula.

4.5.5 Analise das componentes de Tensao

Se as deformagdes foram calculadas, ¢ possivel obter as tensdes com auxilio das relagdes

4.219a4.222
o,. (2,u+ﬂ)g +/1(g +é&, )

rrz

zzz

o. =2u+)e +/1(8 +¢, )
= (2p+ ) ey + (e, )
O, = HE,,
Nas trés primeiras equagdes, pode ser observado um termo comum:

E= /1(5”.2 tE.. +E,, ) . (4.246)
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Este termo ¢ dado por:

4 [ i 2 . -0z . —a,6z
EVor [O Sign(55) &S {(oc1 — iy, ) e +(a, — &y, ) Ae }J0 (ofr)dé&. (4.247)

E importante lembrar que, na superficie livre, &m, = -€¢¢z , €227=0(X,y,Z) € &,=0, assim para pontos

fora da origem do sistema de coordenadas, as tensdes sdo reduzidas para

o, =2uE, (4.248)
=2us,__ =0 (4.249)
1
=246, =-2u¢,, =—U,, (4.250)
o. =0. (4.251)

Componente de tensao 6,,,, da equacao 4.220 com auxilio de 4.247 e 4.223, é possivel chegar a:

(2u+2)

22z
—ﬂ [ 1 2 . -6z . —a,z
_2\/5:[0Slgn(§5)§5 {(0(1 _flwl)Ae +(0£2 —fzwz)Ae }Jo (55,,)‘14:’

o (r20)= P Fsign()66* a0 oy o

que apos algumas simplificagdes,
— 1 T —6ayz —8ayz
o (rzm)= - [&5i0 4 +T,Ce J(Eo)ae (4.252)
T 0
Este resultado ¢ o mesmo da equagdo 4.169 apos as consideracdes de axissimetria. A andlise
deste integrando deve ser realizada em duas etapas: pontos no interior do semi-espago e pontos na

superficie. Iniciando pela superficie livre, sabe-se que esta componente de tensdo deve ser

idéntica ao carregamento aplicado, ou seja, deve ser um delta de Dirac. A tensdo ¢ dada por:

Ae—()'alz + F2C6—50!zz %lf&fdé: , (4253)

5zzz = ﬁ]i{r 1

que para pontos na superficie, é:

~ 1
0,.=—F7—
22z 27[

expandindo as amplitudes de onda para o problema de carregamento vertical,

j L pir——5h plosge, (4.255)
2z )| 'O T, r,r, -,

[{ra+r,cleds, (4.254)

Q
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ApoOs algum trabalho algébrico obtém-se:

&_.(z=0)= —ﬁ T{ﬁ}e’f&‘dg . (4.256)

Sendo P o carregamento transformado, apos a transformagdo de Radon e Fourier, e a inversa de

Fourier possui a forma:

&_(z=0)=-P. (4.256)
E, finalmente, aplicando a transformada inversa de Radon,

o..(z=0)=-P. (4.257)
Esta analise ¢ importante, pois a transformada inversa numérica ndo ¢ possivel para fun¢des de
energia ilimitada.

Para pontos no interior do semi-espaco, iniciando da equacao de tensdo:

™
o= 21 5 —\/;_ I I?Z' . sign(5§)ei‘35("cos‘9+yse"0)§5 {FlAef‘S“‘Z +F2Cef‘?azz }léd@ (4.258)
T T
5 %

e utilizando os procedimentos aplicados para deslocamento vertical, ¢ possivel escrever a fungdo

em coordenadas cilindricas, e realizar analiticamente a integragdo em 0, obtendo,

o..(rzm)= % j 51T, Ae™*" +T,Ce ™™ }10 (&or)de . (4.259)
7
E lembrando que o carregamento transformado ¢ P= L , para obter:

2x

ES{T, de ™ +T,Ce ™ [, (£6v)dé . (4.260)

1
Gzzz (r’ Z, a)) =

S =8

Componente de tensao 6., da equacao 4.219, com auxilio de 4.247 e 4.227, mostra-se que:

o (rz0)- —le_ﬂ Jeo{o(-atris(2vaumu,)Ae™ 6 (o +it(2+2u)ys ) Ce ™}y (80r)dE =y ooy

— [ s fy e 1y, Ce V), (857 deE.
rN2m 5,

Componente de tensao 6,4, da equagdo 4.221 com auxilio de 4.247 e 4.224, ¢ facil mostrar que:

O (12:0) =~ im (6= +igy,) ™ 4.6 (~a, +i8y, ) Ce ™ |J, (or)d& + w26

+ 2 .[ 55{1//,/15‘5“‘2 +y,Ce ™ }J1 (§5r)d§.
N2 5,
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4.5.6. Analise dos Integrandos

Para que seja possivel definir as estratégias mais adequadas de integragdo, & preciso
analisar as caracteristicas dos integrandos envolvidos. E muito importante definir qual a
influéncia das diferentes caracteristicas materiais do meio, das coordenadas e do carregamento

aplicado.

Inicialmente, ¢ preciso analisar o comportamento do integrando ao longo da rota de
integragdo. Uma das principais caracteristicas do integrando sdo os chamados nimeros de onda,
que sdo indicados pelas descontinuidades no nucleo do integrando. No semi-espago, essas
descontinuidades ocorrem para os valores de § nos quais as raizes o, € o, sdo nulas ¢ quando o

denominador das amplitudes de onda ¢ nulo. Assim para as raizes:

—c — ¢t —4c ¢
N2 00, (4.263)

al = 2c' =
—c —|—,/c'2 —4c c.
a, =,|— 23, 2. (4.264)
C

E para o denominador das amplitudes de onda, tem-se:

r,r,-TT,=0. (4.265)

Das raizes sdo obtidos os numeros para as ondas de compressao e cisalhamento, no caso

dos materiais isotropicos, pode-se mostrar que:

7,
¢ o—E—+ , 4.266
4 142 (4.266)

¢, =E=+I, (4.267)

sendo c,, 0 nimero de onda para as ondas de compressao, € cs para a de cisalhamento. Do termo
das amplitudes de onda ¢ obtido o niimero para as ondas de superficie ou Rayleigh cr. Para
solugdo do sistema apresentado na equacao 4.265, € necessario o uso de métodos numéricos, mas

uma das solugdes sera & = =*1; a outra precisa ser calculada.

A equagdo de deslocamento vertical deduzida anteriormente, reapresentada aqui
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U_(r,z,0)= ﬁ?g&{A e 1 Ot (B HE (4.268)

pode ser dividida em duas parcelas: nucleo e termo oscilante. O primeiro, o nucleo da fungao, ¢

dado por
Gy (r.2,0) = E5{4- "7 +C- 7| (4.269)
j& o termo oscilante ¢ dado pela fungao de Bessel

Hy, (r.z,0)=J,(&6r). (4.270)

Note que o termo oscilante ¢ fun¢do apenas da freqiiéncia e da distancia entre o ponto
analisado e a fonte. As descontinuidades, que aparecem para os valores de & correspondentes aos
nimeros de onda definidos pelas caracteristicas do meio fisico analisado, ocorrem apenas no
nicleo da funcdo. Os nimeros de onda indicam singularidades que podem dificultar os
procedimentos de integracdo numérica. Na figuras 4.22 e 4.23, sdo apresentadas as componentes

real e imaginaria do nucleo da funcao de deslocamento vertical.

Foram considerados os seguintes parametros materiais, coeficiente de Poisson v=1/4,
modulo de cisalhamento p=1 N/m?, densidade p=1kg/m’, freqiiéncia w=1rad/s e amortecimento

nulo e profundidade z=0. Para esse meio, c,= 0.57735, c¢&= 1, € ¢,~=1.08766.

Para se evitarem os pontos de singularidade ao longo do eixo de integracao, existem duas
opcoes. Inicialmente, pode-se considerar § uma variavel complexa, desviando dos pontos de
singularidade (Lamb, 1904). A alternativa consiste em incluir o amortecimento interno na
formulagdo, consideram-se, para isto as constantes eldsticas complexas, com a inclusdo de uma
parcela imaginéria. O principal efeito dessa inclusdo € que os pontos de singularidade se afastam
do eixo real, permitindo a integragao numérica. O uso de constantes complexas parece ser mais
realista, pois praticamente todos materiais possuem amortecimento interno, existindo, ainda, a

vantagem de ser possivel incluir resultados experimentais.

Nas figuras 4.24 e 4.25, pode ser visualizada a influéncia do amortecimento sobre as
singularidades. Note que, a medida que o valor do amortecimento aumenta,.ocorre uma
suavizacao do integrando, reduzindo, significativamente, os esforcos computacionais. Note que

para a parcela imaginaria, na qual, apds o nimero de onda cg,para o caso elastico, a funcao ¢ nula;
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com a inclusdo do amortecimento, a fungdo passa a apresentar valores nao nulos, o que, no

entanto, ndo gera novos problemas de integracdo.

0.00 F+==—
-0.05- -
1 Real
— -0.104 [---Imag
S
N 1
N -0.15-
) ]
O 420-
-0.254
-0.301

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
g

Figura 4.22 Componentes real e imaginaria do ntcleo da funcao de deslocamento Vertical
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25 j —_Real
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-100-
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~150 L, . . . - . -
1.05 1.10 1.15 1.20

GUzz(i)

Figura 4.23 Componentes real e imaginaria do nticleo da fun¢ao de deslocamento Vertical
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Figura 4.24 — Influéncia do amortecimento sobre a parcela real do nticleo G,
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Figura 4.25 — Influéncia do amortecimento sobre a parcela imaginaria do ntcleo Gy,
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Resta, ainda, avaliar a influéncia dos diversos parametros materiais ¢ geomeétricos sobre o
nucleo do integrando de deslocamento vertical. Deve-se salientar que tais efeitos sdo observados
nos nucleos das demais componentes de deslocamento, deformacao e tensdo. Considerando os
parametros utilizados anteriormente, porém fixando o amortecimento n=0.01, varia-se a
profundidade do ponto z. Este pardmetro aparece unicamente no termo exponencial; portanto o
efeito esperado ¢ de redugdo das amplitudes da fun¢do com o aumento do valor de z. Isso ¢é
especialmente interessante porque as integrais sdo improprias, se para maiores profundidades, o

integrando decai rapidamente. O processo de integragdo ndo precisa percorrer grandes faixas de

£,

O efeito da reducdo da amplitude pode ser observado nas figuras 4.26 e 4.27,
respectivamente para as componentes real e imaginaria. Observa-se que para valores de z > 5, o
integrando atinge valores praticamente nulos com & > 10. Para pontos na superficie, o nucleo
passa a ser constante para £ > cg.. O mesmo efeito ¢ esperado para o aumento da freqiiéncia, pois,
no nucleo da func¢do, ela aparece apenas no termo exponencial e multiplicando as amplitudes de
onda. Inicialmente, considerando um ponto na superficie, z=0, o que elimina o termo
exponencial, observa-se nas figuras 4.28 e 4.29 para as componentes real e imaginaria que
ocorre apenas um aumento constante da funcdo. Nas figuras 4.30 e 4.31 ¢ apresentada analise
semelhante, porém para profundidade z=1, nesse caso o aumento da freqiiéncia de excitagdo

contribui para o maior decaimento do integrando.

O coeficiente de Poisson aparece implicito tanto nas raizes, quanto nas amplitudes de onda,
sendo de se esperar que contribua para alteracdo dos niimeros de onda c, e cr. Este efeito pode
ser observado nas figuras 4.32 e 4.33, nas quais sdo visualizadas as partes real e imaginaria do
nucleo. Nota-se um evidente deslocamento dos pdlos e significativa redu¢do das amplitudes. Para
essa analise, foram considerados os pardmetros materiais anteriores, porém foi adotada
profundidade nula. Efeito semelhante ¢ esperado quando se varia o valor do modulo de
cisalhamento p, e que, de fato, como pode ser observado nas figuras 4.34 e 4.35 isso ocorre. O
aumento da rigidez fornece nimeros de onda menores, significando que a velocidade de

propagagao sera maior.
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Figura 4.26 — Influéncia da profundidade sobre a parcela real do nucleo da fungao Guy,.
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Figura 4.27 — Influéncia da profundidade sobre a parcela imaginaria o nucleo da fun¢ao Gyz,.

87



S e e e - - - - - e e e e e e e e = = = = ==

Log[Abs[Real[Guzz]]]

5 10 15 20

Log[Abs[Imag[GuzZz]]]

Figura 4.29 — Influéncia da freqiiéncia sobre a parcela imaginaria o nucleo da fun¢ao Gy, z=0
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O nucleo da funcdo possui comportamento suave apos cr; ho entanto, esta parcela do
integrando, no caso axissimétrico, ¢ multiplicada por uma funcdo de Bessel (4.270), que ¢
caracterizada por oscilacdes harmdnicas, como pode ser observado na figura 4.36. Este efeito,
que poderia ser um complicador dos procedimentos de integragdo, pode ser contornado com a
aplicacdo de algoritmos adequados. Neste trabalho, optou-se pelo algoritmo de Longman, que
sera apresentado na proxima secdo. Um fator importante ¢ que os zeros das fungdes de Bessel sdo
conhecidos ¢ podem ser obtidos em tabelas. Ainda € necessaria uma considera¢do sobre o
comportamento do termo oscilante, sendo que o passo das oscilagdes sofre influéncia da variavel
espacial, r, e da freqiiéncia da carga aplicada, ®. Considere a fun¢do de Bessel da parcela

oscilante do deslocamento vertical:
H, (r.z,0)=J,(£6r), (4.271)

note que a distancia a fonte e a freqiiéncia aparecem multiplicadas, substituindo este produto por

e 9

uma constante “a”, tem-se:

f(a, a)) =J, (fa) . (4.272)
A andlise da influéncia de “a” € suficiente para elucidar os efeitos da freqiiéncia e distancia sobre
a parcela oscilante. Na figura 4.37, ¢ apresentada essa funcdo de Bessel para diversos valores da
constante “a”. Observe que o aumento de “a” provoca uma reduc¢do da distancia entre dois zeros
da funcao e um decaimento mais rapido. Para freqiiéncias ou distdncias maiores, a funcao terd um

numero maior de oscilagdes para uma dada faixa de &. O passo pode ser determinado através da

relacdo:

Ae=—"__. (4.273)

relacdo que facilita, significativamente, os procedimentos de integragdo, pois ndo € preciso

determinar cada zero da fun¢ao de Bessel.
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Figura 4.36 — Func¢ao de Bessel de ordem zero.

Figura 4.37 — Influéncia de “a” sobre o termo oscilante

93



4.5.7. Algoritmo de Longman e estratégias de integracao

Para obter a integral ilimitada de uma fun¢do, cujo integrando oscila em torno de zero com
valores decaindo continuamente, ¢ util calcular individualmente as contribuigdes positivas e
negativas € somar a série infinita resultante. Infelizmente, essas séries convergem lentamente
(Davis e Rabinowitz, 1975). O método ¢ baseado na transformagdo, de Euler, de séries

alternantes e convergentes. Para tal transformacao, se a série pode ser escrita como:

Vo=Vi+V, =V, +V, —... (4.274)

para a qual

V>0eV <V , paraqual n—co, e considerando:

AV, =V, =V, (4.275)
AV =NV, AV, (4.276)

obtém-se:

i(—1)"Vn =1V0—1AV0 +1A2V0, (4.277)
5 2 4 8

sendo possivel mostrar que tal série é convergente quando a série original ¢ (Longman, 1956). E
possivel descrever o residuo R, resultante ap6s o uso de p termos, se V, = ¢(n), sendo
¢(x)uma fungdo de x de modo que ¢ (x) tem sinal fixo para todos os valores positivos de x, e
decai com o aumento de x. Pode-se mostrar que (Longman, 1954),

R, [<277|a77|. (4.278)

Assumindo uma fung¢do f(x), que oscile em torno de zero, decaindo monotonicamente, figura

4.38, com zeros em:

x=x,i=12,3,.. (4.279)
e, ainda que,
a<x <x,<x<.. (4.280)

deseja-se determinar a integral,

jf(x)dx,

a

fazendo a integracgao por trechos:
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00

[ £ (x)ax = jf dx+jf dx+Tf(x)dx+.... (4.281)

a

Para este tipo de funcdo, as integrais, em cada trecho, sdo alternadamente positivas e negativas e

decrescem em moddulo, podendo-se escrever que:

Xf dx+jf dx+jf )dx +. jf (Vo =V, +V, =V, +..), (4.282)

a

sendo o trecho entre parénteses uma série alternante e convergente, entao € possivel mostrar que:

o0

[ £ (x)ax = ff(x)dx—(%rfo —%AVO +%A2V0 —%NVO +j (4.283)

Para demonstrar a logica do algoritmo, recorre-se ao exemplo apresentado por Longman (1956).
Considere a integra¢do da funcdo de Bessel de ordem zero, apresentada na figura 4.38, sabe-se

que

TJO (x)dx=1. (4.284)

a
Na tabela a seguir, sdo apresentados os resultados para os calculos dos volumes e expansao do

algoritmo.

n Al A? A’ A* A A° A’

1 1.470442

2 0.668846 8.01596E-01

3 1.268168 5.99322E-01 -2.02274E-01

4 0.769119 4.99049E-01 -1.00273E-01 1.02001E-01

5 1.205654 4.36535E-01 -6.25140E-02 3.77590E-02 -6.42420E-02

6 0.812831 3.92823E-01 -4.37120E-02 1.88020E-02 -1.89570E-02 4.52850E-02

7 1.172888 3.60057E-01 -3.27660E-02 1.09460E-02 -7.85600E-03 1.11010E-02 -3.41840E-02

8 0.838567 3.34321E-01 -2.57360E-02 7.03000E-03 -3.91600E-03 3.94000E-03 -7.16100E-03 2.70230E-02

9 1.151982 3.13415E-01 -2.09060E-02 4.83000E-03 -2.20000E-03 1.71600E-03 -2.22400E-03 4.93700E-03 -2.20860E-02
10 0.855986 2.95996E-01 -1.74190E-02 3.48700E-03 -1.34300E-03 8.57000E-04 -8.59000E-04 1.36500E-03 -3.57200E-03
11 1.137178 2.81192E-01 -1.48040E-02 2.61500E-03 -8.72000E-04 4.71000E-04 -3.86000E-04 4.73000E-04 -8.92000E-04
12 0.868771 2.68407E-01 -1.27850E-02 2.01900E-03 -5.96000E-04 2.76000E-04 -1.95000E-04 1.91000E-04 -2.82000E-04

Partindo da integral de x; a x4, € apds considerando a série obtida da diferenga dos volumes,

aplicada na equacao 4.283,
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Nao existe nenhuma restricdo quanto ao ponto em que se inicia o processo de integragao
pelos volumes. Caso se deseje integrar uma funcdo com trecho inicial irregular, basta isolar este
trecho, determind-lo a parte e utilizar o algoritmo de Longman no trecho oscilante. Na figura
4.39, ¢ apresentada a componente real do integrando para deslocamento vertical. Observe que no
trecho inicial, a fungdo ¢ irregular; no entanto, apds cg a fungdo inicia um comportamento
oscilatério. Para esta fungao, foram considerados os parametros: coeficiente de Poisson v=1/4,
moédulo de cisalhamento p=I1 N/m?, densidade p=1kg/m3, amortecimento n=0.01, freqiiéncia

w=1rad/s e amortecimento nulo e profundidade z=0, distancia a fonte r=1 m.

Neste trabalho, a integral da fungdo, no trecho inicial, ¢ calculada com um integrador
adaptativo que refina o intervalo nas proximidades das descontinuidades. Para determinacao dos
volumes de cada intervalo, ¢ utilizada a quadratura de Gauss. Ap6s o ponto em que a fungdo
passa a ter comportamento oscilatorio com decaimento monoténico, adota-se o algoritmo de

Longman. Este esquema e caminho de integracdo sao apresentados na figura 4.40.

‘ ‘ Longman
—| — — | —

L @ @
// Cs | Cr
o0zs ‘/ / J

00004
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— 2 T 0z
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Gauss + algoritmo adaptativo singularidades Gauss + Longman

Figura 4.40 — Esquema de integracao para semi-espaco.
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4.5.8. Resultados numeéricos

Infelizmente, ndo foram obtidas, na literatura, respostas analiticas para carregamentos
dindmicos, para validar a formulagdo apresentada. Entretanto, utilizando baixos valores de
freqiiéncia, ¢ possivel aproximar as respostas daquelas obtidas para os problemas estaticos,
resolvidos por Boussinesq. Na tabela 4.1, sdo apresentadas respostas para diferentes valores de
freqiiéncia, considerando os parametros: coeficiente de Poisson v=0.25, densidade p=1 kg/m’,
modulo de cisalhamento p=1 N/m’, fator de amortecimento 1=0.01, erros de integragdo 107'°.
Para freqiiéncia ®=0.01rad/s, ¢ obtido um erro aceitavel, a freqiiéncia ideal seria ®=0.001 ou

menor; os custos computacionais, porém, aumentam significativamente.

Tabela 4.1 Baixas freqiiéncias

Q Uzz Estético erro %
0.001 0.1125223413 | 0.1125395395 | 0.01528189
0.01 0.1124248164 | 0.1125395395 [ 0.10194024
0.05 0.1120846634 | 0.1125395395 | 0.40419228
0.1 0.1118199472 | 0.1125395395 | 0.63941289
0.5 0.1155780338 | 0.1125395395 |2.69993491
1 0.1314486406 | 0.1125395395 | 16.8021845

Inicialmente sdo apresentados resultados para pontos abaixo da superficie. Nestes casos
também seria possivel utilizar a quadratura de Gauss para pontos proximos ou na superficie a
convergéncia aplicando Gauss seria muito lenta, por isso ¢ necessario recorrer a técnicas mais

adequadas, como o algoritmo de Longman apresentado anteriormente.

Na tabela 4.2, sdo apresentados os resultados para diferentes pontos do semi-espago.
Comparando os resultados com os do problema estatico, nota-se uma boa convergéncia.. Estes
resultados foram obtidos considerando coeficiente de Poisson v=0.25, densidade p=1kg/m’,
modulo de cisalhamento p=1N/m?, fator de amortecimento 1=0.01, erros de integracio 10™'°. A
freqii€éncia considerada ¢ w=0.01. Para analise das respostas, foi considerado o valor absoluto do
deslocamento. No caso de analises dinamicas, devem ser consideradas as parcelas real e
imagindaria. Na figura 4.41, ¢ apresentada a resposta para pontos ao longo de z=0.5. Variou-se a
distdncia em relacdo a fonte: observe-se que as respostas sdo muito proximas daquelas do
problema estatico.

Na figura 4.42, sdo apresentados os resultados para varias profundidades. Observe que as

amplitudes decaem significativamente com a profundidade.
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Tabela 4.2. Uzz — Quase-estatico

4 R 0 0.1 0.25 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5.0
0.5 | Radon | 3.97753E-01 | 3.84026E-01 | 3.26995E-01 | 2.25026E-01 | 1.20813E-01 | 8.04153E-02 | 6.00640E-02 | 4.79154E-02 | 3.98532E-02 | 3.41137E-02 | 2.98195E-02 | 2.64855E-02 | 2.38220E-02
Estatico | 3.97887E-01 | 3.84158E-01 | 3.27411E-01 | 2.25079E-01 | 1.21000E-01 | 8.05267E-02 | 6.01717E-02 | 4.80198E-02 | 3.99545E-02 | 3.42120E-02 | 2.99148E-02 | 2.65779E-02 | 2.39116E-02
Erro % 0.0337 0.0344 0.1270 0.0237 0.1546 0.1384 0.1790 0.2175 0.2535 0.2873 0.3187 0.3478 0.3745
1.0 | Radon | 1.98823E-01 | 1.97052E-01 | 1.88342E-01 | 1.63587E-01 | 1.12425E-01 | 7.96836E-02 | 6.01467E-02 | 4.83067E-02 | 4.01644E-02 | 3.43444E-02 | 2.99908E-02 | 2.66144E-02 | 2.39206E-02
Estatico | 1.98944E-01 | 1.97172E-01 | 1.88462E-01 | 1.63705E-01 | 1.12540E-01 | 7.97945E-02 | 6.04998E-02 | 4.84080E-02 | 4.02634E-02 | 3.44424E-02 | 3.00859E-02 | 2.67065E-02 | 2.40099E-02
Erro % 0.0608 0.0613 0.0638 0.0725 0.1019 0.1389 0.5836 0.2091 0.2459 0.2845 0.3159 0.3450 0.3717
1.5| Radon | 1.32514E-01 | 1.31986E-01 | 1.29295E-01 | 1.20675E-01 | 9.66595E-02 | 7.49165E-02 | 5.90987E-02 | 4.80634E-02 | 4.02322E-02 | 3.44918E-02 | 2.99372E-02 | 2.67500E-02 | 2.40358E-02
Estatico | 1.32629E-01 | 1.32101E-01 | 1.29410E-01 | 1.20790E-01 | 9.67721E-02 | 7.50264E-02 | 5.92056E-02 | 4.81674E-02 | 4.03332E-02 | 3.45899E-02 | 3.02381E-02 | 2.68422E-02 | 2.41251E-02
Erro % 0.0871 0.0875 0.0891 0.0950 0.1163 0.1464 0.1806 0.2158 0.2505 0.2835 0.9950 0.3436 0.3703
2.0 | Radon | 9.93597E-02 | 9.91365E-02 | 9.79842E-02 | 9.41195E-02 | 8.17023E-02 | 6.80098E-02 | 5.61636E-02 | 4.68799E-02 | 3.97963E-02 | 3.43722E-02 | 3.01545E-02 | 2.68108E-02 | 2.41143E-02
Estatico | 9.94718E-02 | 9.92486E-02 | 9.80963E-02 | 9.42312E-02 | 8.18527E-02 | 6.81183E-02 | 5.62698E-02 | 4.69836E-02 | 3.98973E-02 | 3.44704E-02 | 3.02499E-02 | 2.69051E-02 | 2.42040E-02
Erro % 0.1128 0.1130 0.1142 0.1186 0.1837 0.1593 0.1888 0.2206 0.2531 0.2848 0.3152 0.3506 0.3705
2.5| Radon | 7.94678E-02 | 7.93534E-02 | 7.87594E-02 | 7.67223E-02 | 6.97009E-02 | 6.09049E-02 | 5.23345E-02 | 4.49127E-02 | 3.88173E-02 | 3.39043E-02 | 2.99489E-02 | 2.67408E-02 | 2.40957E-02
Estéatico | 7.95775E-02 | 7.94631E-02 | 7.88689E-02 | 7.68316E-02 | 6.98094E-02 | 6.10120E-02 | 5.24397E-02 | 4.50158E-02 | 3.89181E-02 | 3.40025E-02 | 3.00445E-02 | 2.68336E-02 | 2.41999E-02
Erro % 0.1378 0.1380 0.1389 0.1423 0.1554 0.1755 0.2007 0.2291 0.2589 0.2888 0.3181 0.3460 0.4306
3.0 | Radon | 6.62069E-02 | 6.61407E-02 | 6.57956E-02 | 6.45977E-02 | 6.02883E-02 | 5.44628E-02 | 4.82818E-02 | 4.24903E-02 | 3.74128E-02 | 3.31074E-02 | 2.95072E-02 | 2.65051E-02 | 2.39933E-02
Estatico | 6.63146E-02 | 6.62483E-02 | 6.59032E-02 | 6.47051E-02 | 6.03951E-02 | 5.45685E-02 | 4.83860E-02 | 4.25927E-02 | 3.75132E-02 | 3.32055E-02 | 2.96028E-02 | 2.65982E-02 | 2.40837E-02
Erro % 0.1623 0.1624 0.1632 0.1660 0.1767 0.1936 0.2154 0.2405 0.2676 0.2954 0.3231 0.3500 0.3755
3.5 | Radon | 5.67352E-02 | 5.66935E-02 | 5.64756E-02 | 5.57139E-02 | 5.28989E-02 | 4.88980E-02 | 4.43895E-02 | 3.99014E-02 | 3.57458E-02 | 3.20563E-02 | 2.88548E-02 | 2.61064E-02 | 2.37548E-02
Estatico | 5.68411E-02 | 5.67993E-02 | 5.65815E-02 | 5.58196E-02 | 5.30041E-02 | 4.90024E-02 | 4.44926E-02 | 4.00030E-02 | 3.58456E-02 | 3.21542E-02 | 2.89504E-02 | 2.61996E-02 | 2.38455E-02
Erro % 0.1863 0.1864 0.1870 0.1894 0.1984 0.2129 0.2318 0.2540 0.2785 0.3042 0.3302 0.3558 0.3805
4.0 | Radon | 4.96316E-02 | 4.96036E-02 | 4.94575E-02 | 4.89439E-02 | 4.70118E-02 | 4.41696E-02 | 4.08243E-02 | 3.73363E-02 | 3.39599E-02 | 3.08404E-02 | 2.80395E-02 | 2.55662E-02 | 2.34009E-02
Estatico | 4.97359E-02 | 4.97080E-02 | 4.95618E-02 | 4.90481E-02 | 4.71156E-02 | 4.42726E-02 | 4.09263E-02 | 3.74371E-02 | 3.40592E-02 | 3.09378E-02 | 2.81349E-02 | 2.56594E-02 | 2.34918E-02
Erro % 0.2098 0.2099 0.2105 0.2125 0.2203 0.2328 0.2494 0.2692 0.2913 0.3149 0.3392 0.3634 0.3870
4.5 | Radon | 4.41067E-02 | 4.40871E-02 | 4.39843E-02 | 4.36221E-02 | 4.22421E-02 | 4.01615E-02 | 3.76328E-02 | 3.49004E-02 | 3.21588E-02 | 2.95387E-02 | 2.71138E-02 | 2.49156E-02 | 2.29479E-02
Estatico | 4.42097E-02 | 4.41901E-02 | 4.40873E-02 | 4.37250E-02 | 4.23446E-02 | 4.02634E-02 | 3.77338E-02 | 3.50004E-02 | 3.22574E-02 | 2.96356E-02 | 2.72090E-02 | 2.50088E-02 | 2.30389E-02
Erro % 0.2330 0.2331 0.2336 0.2353 0.2421 0.2531 0.2678 0.2855 0.3056 0.3272 0.3497 0.3725 0.3950
5.0 | Radon | 3.96869E-02 | 3.96726E-02 | 3.95977E-02 | 3.93328E-02 | 3.83144E-02 | 3.67512E-02 | 3.48046E-02 | 3.26420E-02 | 3.04081E-02 | 2.82119E-02 | 2.61251E-02 | 2.41877E-02 | 2.24169E-02
Estatico | 3.97887E-02 | 3.97744E-02 | 3.96995E-02 | 3.94345E-02 | 3.84158E-02 | 3.68520E-02 | 3.49047E-02 | 3.27411E-02 | 3.05060E-02 | 2.83084E-02 | 2.62199E-02 | 2.42807E-02 | 2.25079E-02
Erro % 0.2558 0.2559 0.2563 0.2579 0.2639 0.2736 0.2867 0.3027 0.3209 0.3407 0.3616 0.3829 0.4042

99




P(w=0.01)
0.4 \
\/ X
0.3 y
Uzz(w.,z=0.5)
N
N
2, 0.24
[72]
o]
<
0.1
{{ —— Radon
0.0- - - - Estatico
0 1 2 3 4 5
Raio

Figura 4.41 — Uzzz — Comparacdo com o problema estatico - Boussinesq

Abs[Uzz]

Raio

Figura 4.42 — Uzzz — Resposta para diferentes camadas

Na tabela 4.2, pode ser observado que os erros aumentam a medida que cresce a
distdncia em relagdo a fonte, r. Esta diferenca, nas respostas, pode ser explicada pela presenca
de amortecimento que promove a absor¢do da energia propagada através do meio. Além

disso, lembrando que a resposta ¢ quase estatica, existe o efeito da oscilacdo das ondas
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propagando, mesmo com baixas freqiiéncias. Este efeito do amortecimento pode ser
observado claramente tabela 4.3, onde ¢ analisada a resposta de deslocamento no ponto
r=z=1, com freqiiéncia ®=0.01 rad/. Nota-se que o aumento de tal amortecimento leva a uma
reducdo significativa dos deslocamentos no ponto. Na figura 4.43, é apresentado o detalhe
para o deslocamento, variando-se a distancia a fonte, percebendo-se a reducédo dos valores da
resposta ao longo da faixa analisada. O aumento do coeficiente de Poisson tem o mesmo

efeito, a reducdo das amplitudes de deslocamento ¢ mais perceptivel, como pode ser visto na

figura
Tabela 4.3. Influéncia do amortecimento
n | Uzz viscoeldstico | Elasto-estatico | Erro %
0.01] 1.1242482E-01 1.1253954E-01 [0.10194
0.05] 1.1236728E-01 1.1253954E-01 |0.15307
0.10] 1.1191264E-01 1.1253954E-01 |0.55705
0.20| 1.1020514E-01 1.1253954E-01 [2.07429
0.30] 1.0759585E-01 1.1253954E-01 |4.39285
0.20
0.18 1
0.16
N
S
= 0.14
Q0
< ]
0.12 1
0.10 1
0.08 T T T T T T T T -
000 025 050 075 1.00 125 1.50
Radius (R)

Figura 4.43 — Influéncia do amortecimento sobre Uzz, z=1.

O efeito do coeficiente de Poisson ¢ apresentado na resposta de deslocamento na figura

4.44. Note-se uma reducdo significativa das amplitudes para o aumento do coeficiente.
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Figura 4.44 — Influéncia do coeficiente de Poisson sobre Uzz
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Figura 4.45 —Uzz — Resultados para superficie livre.
Como citado anteriormente, para os pontos proximos a superficie, ¢ necessario utilizar

um integrador que considere o decaimento lento e oscilatorio do integrando. Neste trabalho,

para os problemas de carregamento concentrado, foi utilizado o algoritmo de Longman. Na
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figura 4.45, ¢ apresentada a resposta de deslocamento para pontos na superficie livre, note

uma boa relag@o entre a resposta quase-estatica e a analitica para o problema de Boussinesq.

Para carregamentos harmonicos, foi realizada uma comparagdo com a formulagdo que
utiliza apenas a transformada de Fourier implementada por Almeida Barros. Foi considerado
o ponto z=r=1, a resposta para variagdo, em freqiiéncia, é apresentada na figura 4.46; o erro
entre as duas formulagdes e implementacdes ¢ apresentado na figura 4.47. Resultados, para
uma freqiiéncia fixa e variando a posicdo do ponto em que ¢ medida a resposta sdo
apresentados nas figuras 4.48 ¢ 4.49. Foi considerada a freqiiéncia ®=2 rad/s, e superficie
livre z=0. Observa-se uma boa convergéncia das respostas. A presente formulacdo apresenta

amplitudes menores do que aquelas obtidas pela implementagao com transformada de Fourier.

0.25
1| —{3— Real Fourier
0.20 | --- Imag Fourier M
1| @ Real Radon Q Q
0.15 | -4 Imag Rafon {
0.10 4
0.05 4
N 0004
-0.05 4
-0.10
-0.15 4
-0.20
T T T T T T T T T T
0 2 4 6 8 10
®

Figura 4.46 — Comparacdo com a formulacdo obtida por Fourier, z=r=1
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Figura 4.48 — Componente real da resposta de deslocamento ao logo de R, ®=2 rad/s
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Figura 4.49 — Componente imaginaria da resposta de deslocamento ao longo de R, ®=2 rad/s

Na tabela 4.4, sdao apresentados os resultados para pontos no interior da camada. Tais
resultados sdo satisfatorios se comparados ao problema estatico. Foram adotados os mesmos
parametros da andlise anterior, coeficiente de Poisson v=0.25, densidade p=1, mddulo de
cisalhamento p=1 N/m?, fator de amortecimento 1=0.01, ¢ erros de integracio 10™. Para
comparagdo, foi considerado o valor absoluto da resposta quase-estatica. Na figura 4.50 ¢
visualizada a comparacdo com o problema de Boussinesq, sendo observada uma boa relagio
entre as duas respostas, tendo sido considerada a profundidade z=0.5. A resposta de
deslocamento radial para varios valores de profundidade z, ¢ visualizada na figura 4.51.
Finalmente, na figura 4.52, tem-se a resposta para a superficie livre, tendo sido obtidas boas
respostas. A formulacdo dindmica possui resposta complexa. Para fins de comparagdo com o
problema estatico, foi considerado o modulo do niumero complexo; no entanto, para manter o

comportamento oscilatorio, foi adotado o sinal da componente real.

Nas tabelas 4.5 ¢ 4.6, sdo listadas as respostas para as componentes de deformagdes
€222 €mz> TESpectivamente. Foi realizada a comparacdo com a resposta obtida pelo problema
estatico de Boussinesq, notando-se uma boa aproximacao da resposta numérica quase-
estatica com a analitica. Foram considerados os seguintes parametros: coeficiente de Poisson

v=0.25, densidade p=1, moédulo de cisalhamento p=1, amortecimento 1n=0.01, erro de
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integracio de 107, e freqiiéncia ®=0.01. Nio foram apresentados resultados para €pgz> POIS

estes sdo obtidos diretamente da divisdo de U, por “r”, validada anteriormente.

As componentes de tensdo podem ser obtidas a partir das respostas de deformagao, no
entanto a componente de tensdo, 0, pode ser calculada diretamente por uma equacdo
deduzida anteriormente, equacdo 4.196. Os resultados para esta componente sdo apresentados
na tabela 4.7. Foi obtida uma boa convergéncia das respostas, notando-se o aumento no erro
relativo para pontos mais distantes, mas isso se deve a influéncia do amortecimento e
carregamento harmoénico. Para validar as respostas de tensdo, foram adotados os mesmos
pardmetros utilizados na determina¢io das deformagdes. E possivel observar uma boa
correlacdo entre as respostas analiticas do problema elasto-estatico com as obtidas para o
problema dinamico com baixas freqiiéncias. As respostas de tensdo estdo apresentadas nas
figuras 4.53 a 4.56, para 6., Gz, Gz € Orz, T€Spectivamente. Foi considerada a profundidade
7z=0.5. Nota-se claramente um aumento do erro. O erro relativo é calculado pela diferenga
entre a resposta numérica e a resposta de referéncia, dividida pela referéncia, para valores
pequenos, proximos a zero; numero este que tende a crescer. Se for considerada apenas a
diferenga entre as respostas numéricas e estaticas, com boa aproximacao até a quinta ou sexta

casa decimal, s3o obtidos erros absolutos na ordem de 10™%.

004_ P(w-0.01)
] \ X
0.03
] , »
_ 002_ Urz(r,z=0.5)
N
S ]
£ 0.011
< ]
0.00+
-0.014 | Radon
- - - Fourier
0 1 2 3 4 5
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Figura 4.50 — Deslocamento radial, problema quase-estatico.

Abs[Uzz]

-0.01 +

0.0 05 1.0 15 20 25 3.0 35 40 45 5.0
Raio

Figura 4.51 — Deslocamento Radial, influéncia da profundidade.
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Figura 4.52 — Deslocamento radial na superficie livre
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Tabela 4. Urr — Quase estatico

Z R

0.0

0.1

0.25

0.5

1

1.5

2

25

3

3.5

4

4.5

5.0

0.5| Radon

0.0

2.22837E-02

4.01348E-02

3.29567E-02

6.46777E-03

-3.05300E-03

-6.00158E-03

-6.80954E-03

-6.86274E-03

-6.63262E-03

-6.31129E-03

-5.96591E-03

-5.62981E-03

Estatico

0.0

2.22857E-02

4.01386E-02

3.29621E-02

6.47583E-03

-3.03886E-03

-5.98675E-03

-6.79174E-03

-6.83954E-03

-6.60940E-03

-6.28376E-03

-5.93647E-03

-5.59795E-03

Erro %

0.0

0.0087

0.0093

0.0162

0.1244

-0.4654

-0.2478

-0.2621

-0.3392

-0.3513

-0.4382

-0.4959

-0.5692

1.0{ Radon

0.0

5.86442E-03

1.34111E-02

2.00657E-02

1.64746E-02

8.55184E-03

3.22574E-03

1.71750E-04

-1.53738E-03

-2.49102E-03

-3.01664E-03

-3.29397E-03

-3.42400E-03

Estatico

0.0

5.86522E-03

1.34131E-02

2.00693E-02

1.64810E-02

8.56112E-03

3.23791E-03

1.86521E-04

-1.51943E-03

-2.47036E-03

-2.99337E-03

-3.26821E-03

-3.39587E-03

Erro %

0.0

0.0136

0.0145

0.0181

0.0393

0.1084

0.3759

7.9191

-1.1816

-0.8364

-0.7773

-0.7883

-0.8284

1.5| Radon

0.0

2.63154E-03

6.31912E-03

1.10125E-02

1.36855E-02

1.09798E-02

7.31110E-03

4.30224E-03

2.14352E-03

6.59021E-04

-3.50755E-04

-1.03551E-03

-1.50023E-03

Estatico

0.0

2.63207E-03

6.32044E-03

1.10151E-02

1.36906E-02

1.09874E-02

7.32113E-03

4.31480E-03

2.15861E-03

6.76489E-04

-3.30327E-04

-1.01295E-03

-1.47543E-03

Erro %

0.0

0.0202

0.0210

0.0237

0.0371

0.0684

0.1369

0.2913

0.6991

2.5821

-6.1843

-2.2271

-1.6807

2.0| Radon

0.0

1.48517E-03

3.62923E-03

6.70452E-03

1.00306E-02

9.96759E-03

8.23224E-03

6.14137E-03

4.26781E-03

2.76071E-03

1.60178E-03

7.27323E-04

7.44633E-05

Estatico

0.0

1.48557E-03

3.63025E-03

6.70654E-03

1.00346E-02

9.97371E-03

8.24052E-03

6.15163E-03

4.28056E-03

2.77571E-03

1.61896E-03

7.46539E-04

9.32603E-05

Erro %

0.0

0.0272

0.0278

0.0301

0.0403

0.0613

0.1004

0.1667

0.2979

0.5401

1.0610

2.5740

20.1553

2.5| Radon

0.0

9.51939E-04

2.34528E-03

4.45551E-03

7.34205E-03

8.25671E-03

7.75846E-03

6.58363E-03

5.23886E-03

3.97732E-03

2.89224E-03

1.99792E-03

1.27654E-03

Estatico

0.0

9.52261E-04

2.34609E-03

4.45713E-03

7.34533E-03

8.26173E-03

7.76532E-03

6.59241E-03

5.24962E-03

3.99008E-03

2.90701E-03

2.01465E-03

1.29517E-03

Erro %

0.0

0.0339

0.0344

0.0363

0.0447

0.0608

0.0883

0.1332

0.2050

0.3200

0.5080

0.8306

1.4384

3.0 Radon

0.0

6.61595E-04

1.63724E-03

3.15890E-03

5.50486E-03

6.68561E-03

6.83958E-03

6.32560E-03

5.48461E-03

4.54913E-03

3.64793E-03

2.83928E-03

2.14121E-03

Estatico

0.0

6.61858E-04

1.63790E-03

3.16022E-03

5.50756E-03

6.68976E-03

6.84528E-03

6.33295E-03

5.49368E-03

4.55997E-03

3.66056E-03

2.85371E-03

2.15740E-03

Erro %

0.0

0.0398

0.0402

0.0419

0.0489

0.0620

0.0833

0.1160

0.1651

0.2377

0.3451

0.5056

0.7507

3.5| Radon

0.0

4.86297E-04

1.20668E-03

2.35022E-03

4.24163E-03

5.41836E-03

5.87775E-03

5.78000E-03

5.32926E-03

4.69970E-03

4.01210E-03

3.33877E-03

2.71720E-03

Estatico

0.0

4.86514E-04

1.20722E-03

2.35131E-03

4.24385E-03

5.42180E-03

5.88248E-03

5.78613E-03

5.33688E-03

4.70887E-03

4.02285E-03

3.35114E-03

2.73118E-03

Erro %

0.0

0.0445

0.0449

0.0463

0.0524

0.0633

0.0805

0.1061

0.1428

0.1947

0.2674

0.3691

0.5119

4.0| Radon

0.0

3.72434E-04

9.25760E-04

1.81423E-03

3.35144E-03

4.43241E-03

5.01340E-03

5.15791E-03

4.98048E-03

4.59930E-03

4.11116E-03

3.58477E-03

3.06383E-03

Estatico

0.0

3.72612E-04

9.26206E-04

1.81512E-03

0.00335327

4.43525E-03

5.01732E-03

5.16302E-03

4.98685E-03

4.60701E-03

4.12026E-03

3.59530E-03

3.07581E-03

Erro %

0.0

0.0478

0.0482

0.0494

0.0546

0.0639

0.0782

0.0989

0.1278

0.1673

0.2209

0.2929

0.3895

4.5 Radon

0.0

2.94331E-04

7.32500E-04

1.44159E-03

2.70666E-03

3.66938E-03

4.27954E-03

4.55551E-03

4.55823E-03

4.36354E-03

4.04277E-03

3.65356E-03

3.23779E-03

Estatico

0.0

2.94477E-04

7.32865E-04

1.44233E-03

2.70816E-03

3.67170E-03

4.28276E-03

4.55972E-03

4.56352E-03

4.36997E-03

4.05041E-03

3.66245E-03

3.24797E-03

Erro %

0.0

0.0494

0.0497

0.0508

0.0553

0.0633

0.0753

0.0924

0.1158

0.1472

0.1886

0.2428

0.3134

5.0{ Radon

0.0

2.38448E-04

5.93935E-04

1.17245E-03

2.22736E-03

3.07510E-03

3.67005E-03

4.01042E-03

4.12653E-03

4.06515E-03

3.87632E-03

3.60506E-03

3.28765E-03

Estatico

0.0

2.38565E-04

5.94228E-04

1.17304E-03

2.22857E-03

3.07698E-03

3.67266E-03

4.01386E-03

4.13086E-03

4.07045E-03

3.88266E-03

3.61249E-03

3.29621E-03

Erro %

0.0

0.0491

0.0493

0.0503

0.0542

0.0610

0.0712

0.0855

0.1048

0.1302

0.1632

0.2055

0.2596
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Tabela 5 Ezzz — Quase estatico

z R 0 0.1 0.25 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5.0
0.5 | Radon |-7.95738E-01| -7.15647E-01 |-4.32732E-01 | -1.12534E-01 | -2.84560E-03 | 2.01480E-03 | 1.47135E-03 | 9.25217E-04 | 5.94193E-04 | 3.97769E-04 | 2.75425E-04 | 2.14717E-04 | 1.48667E-04
Estatico | -7.95775E-01| -7.15679E-01 | -4.32752E-01 | -1.12540E-01 | -2.84705E-03 | 2.01317E-03 | 1.46923E-03 | 9.23457E-04 | 5.92485E-04 | 3.96139E-04 | 2.75670E-04 | 1.98655E-04 | 1.47482E-04
Erro % 0.0046 0.0046 0.0045 0.0047 0.0508 -0.0813 -0.1439 -0.1906 -0.2882 -0.4114 0.0888 -8.0856 -0.8032
1.0 | Radon |-1.98938E-01 | -1.93662E-01 | -1.68824E-01 | -1.08186E-01 | -2.81349E-02 | -5.74635E-03 |-7.11571E-04 | 3.51857E-04 | 5.03864E-04 | 4.52203E-04 | 3.67983E-04 | 2.92227E-04 | 2.31526E-04
Estatico | -1.98944E-01 | -1.93668E-01 |-1.68828E-01 | -1.08188E-01 | -2.81349E-02 | -5.74625E-03 |-7.11763E-04 | 3.51419E-04 | 5.03292E-04 | 4.51397E-04 | 3.67308E-04 | 2.91496E-04 | 2.30864E-04
Erro % 0.0028 0.0028 0.0026 0.0021 -0.0001 -0.0017 0.0269 -0.1247 -0.1136 -0.1786 -0.1838 -0.2507 -0.2867
1.5| Radon | -8.84200E-02 | -8.73675E-02 |-8.21078E-02 | -6.64357E-02 | -3.21283E-02 | -1.25059E-02 | -4.43198E-03 | -1.41745E-03 | -3.16839E-04 | 7.42935E-05 | 1.99092E-04 | 2.23615E-04 | 2.11691E-04
Estatico | -8.84194E-02 | -8.73668E-02 |-8.21070E-02 | -6.64346E-02 | -3.21268E-02 | -1.25044E-02 |-4.43087E-03 | -1.41669E-03 | -3.16339E-04 | 7.45472E-05 | 1.99245E-04 | 2.23685E-04 | 2.11708E-04
Erro % -0.0007 -0.0008 -0.0010 -0.0017 -0.0050 -0.0118 -0.0250 -0.0537 -0.1581 0.3403 0.0770 0.0316 0.0082
2.0 | Radon | -4.97390E-02 | -4.94048E-02 |-4.76985E-02 | -4.22101E-02 | -2.68946E-02 | -1.44666E-02 | -7.03594E-03 | -3.25480E-03 | -1.43802E-03 | -5.80554E-04 | -1.78925E-04 | 6.57133E-06 | 8.71967E-05
Estatico | -4.97359E-02 | -4.94017E-02 | -4.76955E-02 | -4.22070E-02 | -2.70470E-02 | -1.44640E-02 |-7.03372E-03 | -3.25299E-03 | -1.43656E-03 | -5.79373E-04 | -1.77941E-04 | 6.86991E-06 | 8.78547E-05
Erro % -0.0061 -0.0062 -0.0064 -0.0072 0.5633 -0.0183 -0.0315 -0.0554 -0.1011 -0.2039 -0.5533 4.3461 0.7490
2.5| Radon |-3.18353E-02| -3.16982E-02 |-3.09911E-02 | -2.86314E-02 | -2.12648E-02 | -1.36982E-02 | -8.06170E-03 | -4.50429E-03 | -2.43931E-03 | -1.28586E-03 | -6.51316E-04 | -3.04186E-04 | -1.15241E-04
Estatico | -3.18310E-02 | -3.16939E-02 |-3.09868E-02 | -2.86272E-02 | -2.12608E-02 | -1.36946E-02 |-8.05855E-03 | -4.50158E-03 | -2.43700E-03 | -1.28388E-03 | -6.49598E-04 | -3.02676E-04 | -1.13882E-04
Erro % -0.0135 -0.0135 -0.0138 -0.0147 -0.0187 -0.0263 -0.0391 -0.0601 -0.0949 -0.1544 -0.2644 -0.4989 -1.1932
3.0 | Radon | -2.21099E-02 | -2.20437E-02 |-2.17006E-02 | -2.05317E-02| -1.66E-02 -1.20252E-02 | -8.03561E-03 | -5.09654E-03 | -3.12917E-03 | -1.88071E-03 | -1.11012E-03 | -6.40624E-04 | -3.56118E-04
Estatico | -2.21049E-02 | -2.20387E-02 |-2.16955E-02 | -2.05267E-02 | -1.66086E-02 | -1.20209E-02 |-8.03169E-03 | -5.09306E-03 | -3.12610E-03 | -1.87800E-03 | -1.10772E-03 | -6.38472E-04 | -3.54172E-04
Erro % -0.0230 -0.0230 -0.0233 -0.0243 -0.0285 -0.0363 -0.0489 -0.0684 -0.0982 -0.1443 -0.2171 -0.3371 -0.5496
3.5 | Radon |-1.62459E-02 | -1.62459E-02 | -1.62102E-02 | -1.53829E-02 | -1.31347E-02 | -1.02676E-02 | -7.49436E-03 | -5.20723E-03 | -3.49929E-03 | -2.30008E-03 | -1.48863E-03 | -9.50959E-04 | -5.98615E-04
Estatico | -1.62403E-02 | -1.62046E-02 |-1.60186E-02 | -1.53774E-02 | -1.31294E-02 | -1.02627E-02 |-7.48980E-03 | -5.20309E-03 | -3.49556E-03 | -2.29673E-03 | -1.48560E-03 | -9.48208E-04 | -5.96102E-04
Erro % -0.0346 -0.2552 -1.1958 -0.0360 -0.0404 -0.0484 -0.0609 -0.0795 -0.1067 -0.1463 -0.2041 -0.2902 -0.4216
4.0 | Radon | -1.24400E-02 | -1.24190E-02 |-1.23098E-02 | -1.19298E-02 | -1.05575E-02 | -8.70233E-03 | -6.76683E-03 | -5.03109E-03 | -3.62030E-03 | -2.54598E-03 | -1.76203E-03 | -1.20526E-03 | -8.16291E-04
Estatico | -1.24340E-02 | -1.24130E-02 |-1.23038E-02 | -1.19239E-02 | -1.05518E-02 | -8.69688E-03 |-6.76174E-03 | -5.02640E-03 | -3.61600E-03 | -2.54205E-03 | -1.75843E-03 | -1.20195E-03 | -8.13248E-04
Erro % -0.0484 -0.0485 -0.0488 -0.0499 -0.0545 -0.0627 -0.0752 -0.0934 -0.1190 -0.1548 -0.2047 -0.2747 -0.3742
4.5 | Radon |-9.83072E-03 | -9.81763E-03 |-9.74929E-03 | -9.51034E-03 | -8.62913E-03 | -7.38746E-03 | -6.01840E-03 | -4.71040E-03 | -3.57443E-03 | -2.65083E-03 | -1.93339E-03 | -1.39318E-03 | -9.94743E-04
Estéatico | -9.82438E-03 | -9.81129E-03 |-9.74296E-03 | -9.50406E-03 | -8.62303E-03 | -7.38162E-03 |-6.01289E-03 | -4.70524E-03 | -3.56964E-03 | -2.64639E-03 | -1.92929E-03 | -1.38938E-03 | -9.91211E-04
Erro % -0.0645 -0.0646 -0.0649 -0.0661 -0.0708 -0.0792 -0.0918 -0.1097 -0.1343 -0.1677 -0.2129 -0.2738 -0.3564
5.0 | Radon |-7.96434E-03 | -7.95575E-03 |-7.91086E-03 | -7.75325E-03 | -7.16319E-03 | -6.30610E-03 | -5.32109E-03 | -4.33307E-03 | -3.42888E-03 | -2.65357E-03 | -2.01920E-03 | -1.51725E-03 | -1.12938E-03
Estatico | -7.95775E-03 | -7.94916E-03 |-7.90427E-03 | -7.74671E-03 | -7.15679E-03 | -6.29992E-03 |-5.31521E-03 | -4.32752E-03 | -3.42366E-03 | -2.64869E-03 | -2.01464E-03 | -1.51300E-03 | -1.12540E-03
Erro % -0.0829 -0.0830 -0.0833 -0.0845 -0.0894 -0.0979 -0.1107 -0.1284 -0.1525 -0.1843 -0.2263 -0.2814 -0.3538
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Tabela 6 Errz - Quase estatico

4 R 0 0.1 0.25 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5.0
0.5 | Radon | 2.38714E-01 | 1.92683E-01 | 4.44237E-02 |-6.59289E-02 | -3.20958E-02| -1.00600E-02 |-3.02382E-03 | -5.92893E-04 | 2.67185E-04 | 5.86320E-04 | 6.82822E-04 | 6.87264E-04 | 6.53737E-04
Analitica | 2.38732E-01 | 1.92699E-01 | 4.44333E-02 |-6.59241E-02|-3.20993E-02| -1.00531E-02 |-3.01712E-03 | -6.07751E-04 | 2.73043E-04 | 5.91943E-04 | 6.87863E-04 | 6.91884E-04 | 6.58513E-04
erro % 0.0078 0.0086 0.0216 -0.0072 0.0109 -0.0686 -0.2221 2.4448 2.1456 0.9500 0.7328 0.6678 0.7253
1.0 | Radon | 5.96751E-02 | 5.66091E-02 | 4.25083E-02 | 1.11021E-02 | -1.64865E-02 | -1.35504E-02 |-8.68248E-03 | -4.50823E-03 | -2.51883E-03 | -1.40084E-03 | -7.59380E-04 | -3.82476E-04 | -1.56634E-04
Analitica | 5.96831E-02 | 5.66170E-02 | 4.25156E-02 | 1.11083E-02 |-1.64810E-02| -1.35432E-02 |-8.02482E-03 | -4.50249E-03 | -2.51328E-03 | -1.39551E-03 | -7.54281E-04 | -3.77594E-04 | -1.51938E-04
erro % 0.0134 0.0139 0.0173 0.0560 -0.0334 -0.0532 -8.1953 -0.1275 -0.2208 -0.3817 -0.6760 -1.2930 -3.0909
1.5 | Radon | 2.65205E-02 | 2.60167E-02 | 2.28763E-02 | 1.38603E-02 | -1.84771E-03 | -7.32985E-03 |-6.87421E-03 | -5.13109E-03 | -3.57164E-03 | -2.43463E-03 | -1.65249E-03 | -1.14830E-03 | -7.60205E-04
Analitica | 2.65258E-02 | 2.59128E-02 | 2.28815E-02 | 1.42068E-02 |-1.93687E-03 | -7.32490E-03 |-6.86913E-03 | -5.12597E-03 | -3.56659E-03 | -2.42970E-03 | -1.64771E-03 | -1.11701E-03 | -7.55756E-04
erro % 0.0201 -0.4009 0.0229 2.4394 4.6034 -0.0676 -0.0740 -0.0998 -0.1417 -0.2031 -0.2902 -2.8007 -0.5887
2.0 | Radon | 1.49167E-02 | 1.47220E-02 | 1.37334E-02 | 1.06249E-02 | 2.77300E-03 | -2.37529E-03 |-4.12466E-03 | -4.06208E-03 | -3.39034E-03 | -2.64781E-03 | -2.03721E-03 | -2.20250E-03 | -1.12985E-03
Analitica | 1.49208E-02 | 1.47260E-02 | 1.37375E-02 | 1.06289E-02 | 2.77708E-03 | -2.37105E-03 |-4.12026E-03 | -4.05758E-03 | -3.38580E-03 | -2.64332E-03 | -2.00621E-03 | -1.50553E-03 | -1.12562E-03
erro % 0.0271 0.0275 0.0294 0.0379 0.1469 -0.1787 -0.1068 -0.1110 -0.1339 -0.1702 -1.5455 -46.2938 -0.3755
2.5 | Radon | 9.54607E-03 | 9.46614E-03 | 9.05549E-03 | 7.70470E-03 | 3.72098E-03 | 1.55404E-04 |-1.89028E-03 | -2.64089E-03 | -2.65750E-03 | -2.36038E-03 | -1.97674E-03 | -1.60736E-03 | -1.28788E-03
Analitica | 9.54930E-03 | 9.46936E-03 | 9.05872E-03 | 7.70797E-03 | 3.72437E-03 | 1.58932E-04 |-1.88650E-03 | -2.63697E-03 | -2.65348E-03 | -2.35633E-03 | -1.97270E-03 | -1.60337E-03 | -1.28397E-03
erro % 0.0338 0.0341 0.0357 0.0424 0.0911 2.2203 -0.2002 -0.1489 -0.1513 -0.1718 -0.2044 -0.2484 -0.3044
3.0 | Radon | 6.62883E-03 | 6.59023E-03 | 6.39066E-03 | 5.71771E-03 | 3.55E-03 1.23126E-03 | -4.87441E-04 | -1.45224E-03 | -1.83474E-03 | -1.86555E-03 | -1.72092E-03 | -1.50843E-03 | -1.29411E-03
Analitica | 6.63146E-03 | 6.59287E-03 | 6.39331E-03 | 5.72039E-03 | 3.55170E-03 | 1.23426E-03 |-4.84217E-04 | -1.44885E-03 | -1.83123E-03 | -1.86195E-03 | -1.71728E-03 | -1.50480E-03 | -1.28149E-03
erro % 0.0397 0.0399 0.0413 0.0468 0.1514 0.2431 -0.6659 -0.2340 -0.1922 -0.1933 -0.2116 -0.2413 -0.9846
3.5 | Radon | 4.86993E-03 | 4.84908E-03 | 4.74085E-03 | 4.37035E-03 | 3.10847E-03 | 1.60126E-03 | 2.94021E-04 | -3.08162E-04 | -1.12973E-03 | -1.34979E-03 | -1.37830E-03 | -1.30302E-03 | -1.17851E-03
Analitica | 4.87209E-03 | 4.85125E-03 | 4.74303E-03 | 4.37256E-03 | 3.11080E-03 | 1.60377E-03 | 2.96707E-04 |-6.11622E-04 | -1.12668E-03 | -1.34539E-03 | -1.37506E-03 | -1.29975E-03 | -1.17523E-03
erro % 0.0444 0.0446 0.0459 0.0505 0.0750 0.1565 0.9051 49.6156 -0.2712 -0.3268 -0.2355 -0.2519 -0.2791
4.0 | Radon | 3.72841E-03 | 3.71619E-03 | 3.65255E-03 | 3.43255E-03 | 2.65530E-03 | 1.65518E-03 | 6.92006E-04 | -7.42422E-05 | -5.95396E-04 | -8.96938E-04 | -1.03292E-03 | -1.05836E-03 | -1.01876E-03
Analitica | 3.73019E-03 | 3.71797E-03 | 3.65434E-03 | 3.43437E-03 | 2.65722E-03 | 1.65727E-03 | 6.94271E-04 | -7.16846E-05 | -5.92764E-04 | -8.94178E-04 | -1.03006E-03 | -1.05544E-03 | -1.01439E-03
erro % 0.0477 0.0479 0.0490 0.0530 0.0726 0.1260 0.3263 -3.5678 -0.4441 -0.3087 -0.2774 -0.2769 -0.4307
4.5 | Radon | 2.94586E-03 | 2.93823E-03 | 2.89841E-03 | 2.75984E-03 | 2.25764E-03 | 1.57681E-03 | 8.70903E-04 | 2.54283E-04 | -2.17472E-04 | -5.37314E-04 | -7.26555E-04 | -8.16461E-04 | -8.37480E-04
Analitica | 0.002947314 | 2.93968E-03 | 2.89988E-03 | 2.76133E-03 | 2.25922E-03 | 1.57853E-03 | 8.72790E-04 | 2.56323E-04 |-2.15207E-04 | -5.34928E-04 | -7.24057E-04 | -8.13878E-04 | -8.34837E-04
erro % -0.2102 -1.3224 0.0504 0.0539 0.0700 0.1091 0.2162 0.7958 -1.0521 -0.4460 -0.3449 -0.3174 -0.3165
5.0 | Radon | 2.38615E-03 | 2.38114E-03 | 2.35498E-03 | 2.26348E-03 | 1.92571E-03 | 2.10579E-03 | 9.29540E-04 | 4.42628E-04 | 3.80401E-05 | -2.66479E-04 | -4.73788E-04 | -5.99211E-04 | -6.61578E-04
Analitica | 2.38732E-03 | 2.38232E-03 | 2.35616E-03 | 2.26468E-03 | 1.92699E-03 | 1.45149E-03 | 9.31092E-04 | 4.44333E-04 | 3.97331E-05 |-2.64429E-04 | -4.71626E-04 | -5.96950E-04 | -6.59241E-04
erro % 0.0490 0.0492 0.0500 0.0529 0.0665 -45.0778 0.1667 0.3838 4.2608 -0.7753 -0.4585 -0.3787 -0.3544
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Tabela 7 Trzz - Quase estatico

4 R 0 0.1 0.25 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5.0
0.5 | Radon |0.00000E+00|-1.73141E-01 | -2.73305E-01 | -1.68803E-01 | -3.42E-02 | -9.00213E-03 |-3.20647E-03 | -1.39569E-03 | -6.88732E-04 | -3.78738E-04 | -2.24813E-04 | -1.41635E-04 | -9.56990E-05
Analitica |0.00000E+00|-1.73148E-01|-2.73317E-01| -1.68809E-01 |-3.41646E-02| -9.05926E-03 |-3.20560E-03 | -1.38519E-03 | -6.88047E-04 | -3.78133E-04 | -2.24274E-04 | -1.41149E-04 | -9.31468E-05
erro % 0.0000 0.0045 0.0043 0.0036 -0.0001 0.6306 -0.0272 -0.7584 -0.0994 -0.1599 -0.2405 -0.3442 -2.7400
1.0 | Radon [0.00000E+00 | -2.32860E-02 | -5.12882E-02 | -6.83277E-02 |-4.22025E-02| -1.88070E-02 | -8.54248E-03 | -4.21833E-03 | -2.26601E-03 | -1.30859E-03 | -8.02393E-04 | -5.17000E-04 | 3.47130E-04
Analitica |0.00000E+00 | -2.32867E-02 | -5.12896E-02 | -6.83292E-02 |-4.22023E-02| -1.88059E-02 |-8.54115E-03 | -4.21703E-03 | -2.26481E-03 | -1.30749E-03 | -8.01400E-04 | -5.16091E-04 | 3.46296E-04
erro % 0.0000 0.0029 0.0027 0.0022 -0.0004 -0.0059 -0.0156 -0.0308 -0.0529 -0.0837 -0.1240 -0.1760 -0.2406
1.5 | Radon [0.00000E+00|-6.99555E-03 | -1.65131E-02 | -2.71779E-02 |-2.82096E-02| -1.87580E-02 | -1.10024E-02 | -6.37673E-03 | -3.79764E-03 | -2.34971E-03 | -1.51143E-03 | -1.00785E-03 | -6.94037E-04
Analitica |0.00000E+00 | -6.99557E-03 | -1.65131E-02 | -2.71778E-02 |-2.82089E-02| -1.87566E-02 |-1.10008E-02 | -6.37509E-03 | -3.79607E-03 | -2.34824E-03 | -1.51007E-03 | -1.00658E-03 | -6.92863E-04
erro % 0.0000 0.0003 0.0001 -0.0004 -0.0028 -0.0073 -0.0146 -0.0257 -0.0414 -0.0626 -0.0904 -0.1256 -0.1694
2.0 | Radon |0.00000E+00 | -2.96569E-03 | -7.17700E-03 | -1.28229E-02 |-1.70834E-02| -1.46692E-02 |-1.05524E-02 | -7.09929E-03 | -4.70330E-03 | -3.14158E-03 | -2.13694E-03 | -1.48546E-03 | -1.05572E-03
Analitica |0.00000E+00 | -2.96559E-03 | -7.17675E-03 | -1.28224E-02 |-1.70823E-02| -1.46677E-02 |-1.05506E-02 | -7.09744E-03 | -4.70148E-03 | -3.13983E-03 | -2.13529E-03 | -1.48390E-03 | -1.05426E-03
erro % 0.0000 -0.0034 -0.0035 -0.0041 -0.0063 -0.0104 -0.0168 -0.0261 -0.0389 -0.0558 -0.0776 -0.1050 -0.1387
2.5 | Radon |0.00000E+00 | -1.52192E-03 | -3.72618E-03 | -6.92653E-03 |-1.05437E-02| -1.06267E-02 | -8.87364E-03 | -6.75434E-03 | -4.93075E-03 | -3.54951E-03 | -2.55767E-03 | -1.85912E-03 | -1.36828E-03
Analitica |0.00000E+00 | -1.52179E-03 | -3.72587E-03 | -6.92593E-03 |-1.05426E-02| -1.06252E-02 |-8.87180E-03 | -6.75237E-03 | -4.92876E-03 | -3.54756E-03 | -2.55580E-03 | -1.85733E-03 | -1.36658E-03
erro % 0.0000 -0.0081 -0.0082 -0.0087 -0.0109 -0.0148 -0.0208 -0.0291 -0.0403 -0.0549 -0.0734 -0.0963 -0.1243
3.0 | Radon |0.00000E+00 | -8.81865E-04 | -2.17287E-03 | -4.12888E-03 | -6.80E-03 | -7.59369E-03 |-7.05405E-03 | -5.91652E-03 | -4.69122E-03 | -3.61471E-03 | -2.75223E-03 | -2.09151E-03 | -1.59567E-03
Analitica |0.00000E+00 | -8.81743E-04 | -2.17257E-03 | -4.12828E-03 |-6.79444E-03| -7.59213E-03 |-7.05221E-03 | -5.91452E-03 | -4.68915E-03 | -3.61264E-03 | -2.75020E-03 | -2.08955E-03 | -1.59377E-03
erro % 0.0000 -0.0138 -0.0140 -0.0145 -0.0167 -0.0205 -0.0261 -0.0339 -0.0441 -0.0573 -0.0737 -0.0939 -0.1188
3.5 | Radon |0.00000E+00 | -5.55790E-04 | -1.37471E-03 | -2.64749E-03 |-4.57730E-03| -5.48071E-03 |-5.49649E-03 | -4.96858E-03 | -4.21684E-03 | -3.44722E-03 | -2.75992E-03 | -2.18759E-03 | -1.72867E-03
Analitica |0.00000E+00 | -5.55676E-04 | -1.37443E-03 | -2.64693E-03 |-4.57623E-03| -5.47922E-03 |-5.49470E-03 | -4.96659E-03 | -4.21475E-03 | -3.44509E-03 | -2.75779E-03 | -2.18550E-03 | -1.72664E-03
erro % 0.0000 -0.0206 -0.0207 -0.0213 -0.0234 -0.0272 -0.0326 -0.0401 -0.0497 -0.0619 -0.0770 -0.0954 -0.1174
4.0 | Radon |0.00000E+00 | -3.72543E-04 | -9.23767E-04 | -1.79471E-03 |-3.20660E-03 | -4.02826E-03 | -4.27230E-03 | -4.09122E-03 | -3.66901E-03 | -3.15392E-03 | -2.63982E-03 | -2.17473E-03 | -1.77649E-03
Analitica |0.00000E+00 | -3.72437E-04 | -9.23503E-04 | -1.79419E-03 |-3.20560E-03| -4.02685E-03 |-4.27058E-03 | -4.08928E-03 | -3.66693E-03 | -3.15176E-03 | -2.63765E-03 | -2.17257E-03 | -1.77436E-03
erro % 0.0000 -0.0284 -0.0286 -0.0291 -0.0313 -0.0350 -0.0403 -0.0475 -0.0568 -0.0683 -0.0825 -0.0996 -0.1199
4.5 | Radon |0.00000E+00 | -2.61758E-04 | -6.50176E-04 | -1.27083E-03 |-2.32334E-03| -3.02108E-03 | -3.34041E-03 | -3.34507E-03 | -3.13636E-03 | -2.81208E-03 | -2.44634E-03 | -2.08627E-03 | -1.75712E-03
Analitica |0.00000E+00 | -2.61660E-04 | -6.49932E-04 | -1.27035E-03 |-2.32241E-03| -3.01975E-03 |-3.33877E-03 | -3.34320E-03 | -3.13432E-03 | -2.80993E-03 | -2.44414E-03 | -2.08407E-03 | -1.75493E-03
erro % 0.0000 -0.0373 -0.0375 -0.0380 -0.0402 -0.0438 -0.0491 -0.0561 -0.0651 -0.0762 -0.0897 -0.1059 -0.1249
5.0 | Radon |0.00000E+00 | -1.90885E-04 | -4.74719E-04 | -9.31915E-04 |-1.73235E-03| -2.31079E-03 |-2.63720E-03 | -2.73497E-03 | -2.65827E-03 | -2.46874E-03 | -2.22013E-03 | -1.95214E-03 | -1.69032E-03
Analitica |0.00000E+00 | -1.90795E-04 | -4.74494E-04 | -9.31468E-04 |-1.73148E-03| -2.30954E-03 |-2.63564E-03 |-2.73317E-03 | -2.65629E-03 | -2.46663E-03 | -2.21795E-03 | -1.94992E-03 | -1.68809E-03
erro % 0.0000 -0.0473 -0.0474 -0.0480 -0.0501 -0.0538 -0.0590 -0.0659 -0.0747 -0.0855 -0.0985 -0.1139 -0.1321
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0.2 Ny
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e O e e 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 25 30 35 4.0 45 50
00 05 1.0 1.5 20 25 3.0 35 40 45 50 .
Raio
Raio
Figura 4.53a - 6,,, problema quase-estatico Figura 4.53b — Erro relativo
0.04 - 14
Radon
0.024 - - - - Estatico 0+
N
0.00- L
N R
S -0.02- 2 2
o) Eo2
-0.04- -3-
-0.06 1 4
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Figura 4.54a - o, problema quase-estatico Figura 4.54b — Erro relativo
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Figura 4.55a - 64, problema quase-estatico Figura 4.55b — Erro relativo
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0,
Error % O\,

—— Radon
- - - - Estético

14

00 05 1.0 15 2.0 25 3.0 3.5 40 45 50
Raio

00 05 1.0 15 2.0 25 3.0 3.5 4.0 45 50
Raio

Figura 4.56a - 6., problema quase-estatico Figura 4.56b — Erro relativo

Para o plano definido por r-z, indicado na figura 4.57, sdo apresentados os resultados das
figuras 4.58 a 4.69, para as componentes real e imagindria dos deslocamentos vertical Uy, e radial
Uy, das componentes de tensao G,,,, O, Gz € Orzz. PoOr se tratar do problema axissimétrico, tal
plano ¢ valido para qualquer angulo ¢. Determinado esse plano, ¢ conhecida a resposta para

qualquer ponto do semi-espago.

Foram adotados os parametros materiais: coeficiente de Poisson v=0.25, densidade p=1,
modulo de cisalhamento p=1 N/m?, fator de amortecimento n1=0.2, freqiiéncia de excitacio =5
rad/s e erros de integracdo de 10®. Nas respostas de deslocamento vertical e radial, é possivel
notar que a amplitude das ondas decai lentamente ao longo da superficie, e que perdem energia
rapidamente no interior do semi-espago. Um ponto importante é que a tensdo na superficie deve
respeitar as condi¢des de contorno. Pode-se notar que para a componente de tensdo normal a

superficie 6., tende ao delta de Dirac no ponto de carregamento.
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Imag@®rzzD

Figura 4.69 — Componente imaginaria de o,
4.6 Deslocamentos, deformacoes e tensoes no sistema de coordenadas cartesiano

As consideragdes de axissimetria foram utilizadas para uma validagdo inicial. Infelizmente
limitam as equagdes aos problemas com carregamentos axissimétricos. Para obter respostas de
semi-espagos submetidos a carregamentos genéricos, € preciso implementar as fungdes no

sistema cartesiano.

Os deslocamentos para um sistema cartesiano sdo determinados pelas equacdes 4.165 a

4.167,

% o0
.= 2L ; .[ J‘ Sign(évé)ei&g"(xCosHerSenH)é:é»{A . e—&.al-z + C . e—ﬁ.az.z }dgde , (4285)
T /4
,% —0
™ o
U, = 21\/;_ f I sign(&é’)eiﬁf(xcasaﬂ’se"g)é’é'{COSH[WIA e Ly, Cre :| - senH[Ee’/"‘s'z]}dde (4.286)
w27 5,
% o
U, = 21\/;_ j J sign(5§)e"‘%(xco‘%ys"'"@)cfé'{sen@[l//lA Ny, Cre 0 J +cos H[Ee'ﬁ"s'z J}d§d¢9 (4.287)
T /4 _% S

Trés das componentes de tensdo foram obtidas de equacgdes deduzidas ao longo da formulacao

(equacdo 4.168 a 4.170), sdo elas:

™
=L [ sign(0g) 500z (P ae e 4T, Co agan, (4.288)
2 /4 _% s

-
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Tszgn (6¢)e 185 (xCos6ySent) 55{cost9[F Ae ™ +T,Ce ""12] sen@[,uﬂéEe’ﬂ'“J}dgdHa (4.289)

[\S]
N \~
ﬁ‘_
3N
et

—Y

1
o =—

=5 sign (&f) O Cost+ySent) ) {sené’ |:F3Ae—5a|z +T,Ce™* :| +cosd [‘uﬂé‘Ee—ﬁ.M :|}d§d9 . (4.290)

ﬁ‘_‘
3
N4
§e—s

As demais componentes de tensao podem ser determinadas a partir das componentes de
deformacdo. Recorrendo a mecanica do continuo, para meios isotropicos as equagdes

constitutivas sdo:

o, =g, +e, ve. )+ 2ue,, (4.291)
o, =4 (gxx +&, te., ) +2ue, , (4.292)
o, =2UE,, (4.293)

As deformacdes sao obtidas dos deslocamentos através das relagdes:

£y = d;‘ ) (4.294)
X
duU,
£y =t (4.295)
' ly
£ = d;]z : (4.296)
Z
dU
£, = ;(d; + dy]. (4.297)
: y »

Apbs a substitui¢do das componentes de deformacgdo nas equagdes constitutivas, é possivel

escrever as componentes de tensdo na forma:

o, = i \/;_{ j j HUC0S0) g (58 E82 {(ial/l +( A+ p)éy, ) Ae™ + (iay A+ (A+ ) Er, ) Ce ™ }d§d9 +

T\ 2%
” % (4.298)
I I X ConSend) g (20)sign(s¢)&8° {,uél//lAe"s"'z + uéy,Ce™ ™ }d§d9 -
,% —0
j j XS §i (20) sign (58 ) 67 | EuEe ™ |d a0 |,
,% -
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7w
o, = i \/;_” { 1; Jxe""ﬁ(“"””*-"sf””>sign(55)552 (i d+(A+ u)y,) Ae ™ + (iad+ (A + p) &y, ) Ce ™ Jagdo -

—

X050 Cos (20) sign (58) 6> { uéy, de™™ + péy,Ce ™ |dédO +

é'—-S

é‘—.S

NN

SIS Sin (26) sign (68) £57 { uEe ™" }dgd@],

7w
_ H l i§5(x(’o.v€+,vSen8) . 232 —doz —oa,yz
= 2 1) 0 Cos(6)Sen(6 A C dédo
Ry [JAL e sign(68) &6 Cos () Sen( ){1,//1 e +y,Ce } EdO+

%
j j FUIS ) sign (5£) £ Cos (20){ Ee " }déd@] .
,% —00

(4.299)

(4.300)

Os carregamentos transformados estdo implicitos nas equacdes de amplitude de onda. Para

facilitar as dedugdes e permitir simplificagdes, as amplitudes de onda pode ser reescritas de

maneira que seja possivel explicitar o carregamento aplicado. Desse modo para o carregamento

vertical, considera-se:

A, = AP,
C,=C.P,
E,=0,
sendo:

. r,

Co=——"""—.
r.r,-rr,
Para carregamento horizontal na dire¢ao do eixo x (S), as amplitudes de onda sdo:

A = A;S cos ),

C, = C;§cos49,

E, - Ssend ’
upo
com:

120

(4.301)

(4.302)

(4.303)

(4.304)

(4.305)

(4.306)

(4.307)

(4.308)



4.309
> nr,-r,r (4.309)
. -
= (4.310)
rr,-r,r,
E para o carregamento horizontal na direcao y (T), escreve-se a amplitudes de onda como:
A = A Tsend, 4311)
C, = C Tsend, 4.312)
_ Teost (4313)
H1po
com
* * F
A = A 2 (4.314)
rr,-r,r
* * _F
C,=Ci=——1—. (4.315)
rr,-r,r,

4.6.1 Carregamento vertical

Considerando a notagdo de amplitudes de onda, que permite explicitar o carregamento,

obtém-se as seguintes respostas para deslocamentos e tensdes:

U

11 I
zz 272_ \/E %

J' i5&(xCosO+ ySen) P Slgn(ésé;)é;év{ —50!1 + C; _e—§~a2'z }dﬁd@, (4316)

U, = iﬁi]:Ccose.e"?‘f(“”“g“s@”g)ﬁ-sign(5§)§5{[z//l e 4y, Cp e ]}dédﬁ
(4.317)
U :LL% R g . o/ (xCos0+ ySend) Ig on (SE)E5 oo C ez g4,
= \/E_J%_J;sen e sign (&) & {[‘//1 Ty, ]} 4
(4.318)
o -t 1 f T S b sion (52) 5T, Ape ™ +T,Che = d£dO (4.319)
2z 27[@ P ’ '
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% o0
1 1 i0&(xCosO+ySen 2 . * ooz * —dayz
% = or Jam I/J cos 0P sign(6£) £ {[ Ty dye ™ 4T, Cre ™ [Jdd 0 (4.320)
% 00
1 1 i0&(xCosO+ySen 2 . * —dayz * —dayz
O meé:‘;senﬂeé‘f( Costrys €)P~Szgn(5§)§§{[F3APe F 4 T,Che ™ ]}dfd&, (4.321)

1 (xCosO+ySent —oayz * 7)0(22
T =5~ 7” { .[/ ‘[, 'p. sign (&) E5° {(zal/l +(4 +y)§y/l) + (zazl +(A+ ,u)fy/z) }d§d9+

™ .
[ [exvermsap. Cos(20)sign(8¢)&6° {uéy, dpe ™ + uéy,Cre ™ |dé dg],
,% —00

(4.322)

0

| 7w
o, = 21” \/_{ J‘/I XC0519+1S€m9)P Slgn(§§)§52 {(lal+(l+/l)§l//1) —omz (1a2/1+(l+,u)£jl//2) —ooyz }d§d9+

L
.[ J‘ 05 (xCosO+ySend) Cos(Z@)P Slgn(5§)§§2 {ﬂgZU/lA e +,u§y/2C R }d§d6]
A -
(4.323)
% A
O'xy: _ 2;; \/_{ i/ J;ECOS )Sen(@) ei§§(x(’ns5+y$en6’)1'3 . Sign(5§)§252 {% A;e—5a,: " ch;e-sazz }‘d%&d‘g]' (4324)

Estas expressdes podem ser escritas de forma mais compacta, isolando-se o nucleo da
funcdo da componente exponencial dependente das coordenadas x e y e da freqiiéncia aplicada e

da varidvel de integracdo 0. Este termo, apos a integracdo em 0, gera uma funcao oscilante.

Iniciando pelo deslocamento vertical:

%
1 1
U =0 Tim j/ I Gy H,.dEd0, (4.325)

com:

G = )01 4

(4.326)
H,, = Pe®coomse). (4.327)
Para o deslocamento horizontal em na diregado x:
T f j G, -H,.dédo, (4.328)
2 r

com:
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GU

H,. = Igcose. ei&ﬁ(xCos9+ySen0)

Uxz

E ainda para deslocamento horizontal em y:

U L T G, H,. d&do,

yz 27[ \/_ ;[/ J; Uyz Uyz §
Gy, =Gy, = szgn(5§)§§{[wl " e —Sayz +w2C; _
HUyz — ﬁ)seng X ei§§(xCos¢9+ySem9) )

Para a componente de tensao o,,;:

11 e
——ij H,_dde,

O-zzz 272_ \/_ 77 2

GUZ: = sign (5§) &0 {FIA;e—aalz n rzc;efaazz } ’

H _ P’?’eiﬁf(xC()SEHySenQ)

b
Oz

Para a componente de tensdo G

o = j jG H,_d&de,
77 —0

o..

_ = i5§(xCast9+ySenH)
H, =Pcosf-e .

Para a componente de tensdo o,y;:

1
- 2—7 j/ L G, -H, d&do.

Oz

H _ ﬁsene X eié'f(xCos€+ySen9)

Oz

Para a componente de tensao Gxy,:

G, = sign(5§)§§{[F3A;e"5”“z +T,Che ™ }} ,

123

. = sign(08) &5 {[ydy ey, G ),

o ]}

G, =G, =sign(65)&8{[T e +T,Cre ™ 1},

(4.329)

(4.330)

(4.331)

(4.332)

(4.333)

(4.334)

(4.335)

(4.336)

(4.337)

(4.338)

(4.339)

(4.340)

(4.341)



7 %
G)ocz 1 J- j Go‘ 21 Ho‘ ldé-':d0+ I J- GO'XXZZ ) Homzdgde ’ (4342)
2 \/ s E7L

Gy, 1 = sign(8) 60° {(iena+ (2 + )6y ) Ape™ + (a2t (A+ )5y ) Cre™ |, (4343)

Ho.ml — ]L\jeiﬁ.f(xCosHerSenH) , (4344)
G, = sign(58) 8% { by, dpe ™ + py, Cre ™, (4.345)
H — P COS (29) io& me6‘+ySem9) (4346)

Para a componente de tensao Gyy,:

o, = i \/;_,; j;iEG%l ‘H, \dédo- j/ L L oH, ,dédo|, (4.347)
G, =G, , =sign(0) &8> (i d+(A+u)Ep,) Ape ™ +(io, A+ (A + )y, ) Cre ™7,
(4.348)
H%l _ H%l _ i O(xCost+ySent) Ig’ (4.349)
G, . =G, , =sign(86)&5° {ucy, Ape™™ + péy,Cre ™ |, (4.350)
H,, 2 =H, . =& BCos(20). @351
Para a componente de tensdo Gyy,:
o =M1 ij ‘H, d&dO|, (4.352)
e 272' \/_ 77 S )
G, =sign(S) &8 {y dpe ™ +y,Cre |, (4.353)
H, =2Cos(6)Sen(0)e 50 (4.354)

xyz

4.6.2 Carregamento horizontal em x (S)

Aplicando as equagdes 4.306 a 4.308 nas equagdes de deslocamento e tensdo dadas em
4.285 a 4.290 e 4.298 a 4.300 , sdao obtidas as componentes para o carregamento horizontal na

direcao x.
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Inicialmente, para o deslocamento vertical, ja com forma compacta, tem-se:

7w
sz 2172_ \/1_ I J GszHsz dfde (4355)
7
com
Gy, = sign(58)E5{ Ay &7 + Cy e}, (4.356)
Hsz = cos 6 X 5 . ei&f(xCosBerSenﬂ) ) (4357)
Para o deslocamento horizontal em x:
L e
U)oc Uxxl Urxl GUxe Uxx2 }dé:de (4358)
2
T oy
com:
Gy = ign(SE) &S|y A5 e +y,Cy e 77 |, (4.359)
HUMI _ S"’(COS 9)2 . ei&f(xCosH+ySem9) , (4360)
G = -sian(3) 65 (4361)
XX = _SZgn b .
o up
Uwz S~ (Sene)Z . ei&f(xCosBerSenH) ) (4362)
Para o deslocamento horizontal em y:
712 .
1 1
U :E— J- j GnylHnyl _GnyzHnyzdé:dea (4.363)
com:
Gy = 5ign(0)ES| yr, Ag e 4y, Cy -7 |, (4.364)
_ 3 X . . i5§(xC0s9+ySen9)
Hy,, =S-senf-cosf-e , (4.365)
‘ e,ﬂ.g.z
GnyZ = _Slgn (55) é:
HB (4.366)
H,,, = S cosOsenfe ™" "75%). (4.367)

Para a componente de deformagdo o,,:
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TR

- Gam HU:ZX dé:de s

5 ) ]
com:

G, =sign(56)E5{T Aje™ +T,Cie ™ |,

H _ §< cos Heié‘§(xCos¢9+ySen9)

Ozx

Para a componente de deformagao 6 ,x:

L1
=" r2x i/J;{G%lHoml -G, ,H, ,}d&do.
2

com:

G, =sign(6£)&8[ T e ™ +T,Che ™ |,
Ho';ml = S:(COS 0)2 eié‘f(xCosHerSenH) ’
G

.2 = sign (55) gge*ﬂ‘a.z ,

H , = S(Sen9)2 eié‘g(xCosﬁ-*—ySen@) .

O-ZXX
Para a componente de deformacdo c,yx:

1 1 % =
O, = EEJA'L{G%IH%I + Gaz}wzH%z}dCde,

G(,m1 = sign (55) ES [FsA; e L T, Cle0 ] ’

A

H — S’ . Sene cos 96i5§(xC0s0+ySem9)
o‘zyxl

Go-zyxz = Slgn (55) gge_ﬂ‘é“z ,
Ho’z w2 = S'Senﬁ cOS eei5§(XCUs0+ySgng) ’

Para a componente de deformagao oyxxx:

o '[/ I { o fls 2= Gax,,ﬁHaxxﬁ}d‘fdg’

com:
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(4.368)

(4.369)

(4.370)

(4.371)

(4.372)

(4.373)

(4.374)

(4.375)

(4.376)

(4.377)

(4.378)

(4.379)

(4.380)

(4.381)



.15 1+ 1 ) (it i ).
H, = § cos G ExCos0Send) ,

G, . = sign(68) 58" { by, Ase ™ + péy,Coe™™ |,

H, ,=Scos(26)cos G50

-opz
G 3 = sion 5 252 _e ’
0.3 = sign(8)& { 5 }

Ho'xxx 3 = S~S€neSln ( 20) eigﬁ(XC039+ySen5) '

Para a componente de deformagao Gyyx:

1 i
O e p—
Sl INGY
com.

Gayyxl = ign(5§)§52 {(ialﬂ, + (/1 + y)fwl)A;ef&zlz " (iazl + (/1 n ﬂ)§V/2 )C;efdazz} ’

7

S i0E(xCosO+ySent
H_ ,=Scosbe

b
O yyx

G, , = sign(65) &6 {uéy, Ase™ + ugy,Coe ™ |,

Ho'y_[ 2 = 5 COS HCOS (29)ei5§(XC0S9+ySen€) ’

G, ;= sign(é‘éf)éﬂéz {_ e ¥z } ’
F;

Hcr .3 = SSenﬁSm (29) ei‘sé(xcosg+y58719) .

Para a componente de deformagao Gyyx:

w i |
=y Tas| jé [0 (G, \H, ~G, .H,_ ,}d¢do,

com:

G%,,1 = 2Sign(§§ ) 5252 { v, A;e—o‘alz +y, C; e—&azz} ’

H, .= s (cos 9)2 Sen (@) e*crrs?)
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(4.382)

(4.383)

(4.384)

(4.385)

(4.386)

(4.387)

(4.388)

(4.389)

(4.390)

(4.391)

(4.392)

(4.393)

(4.394)

(4.395)

(4.396)

(4.397)



—5pz
G. , =sign(o8)&6 -5\, 4.398
o2 = Sign(55)¢ {W} (4.398)

H, , = Ssenfcos(20)e ), (4.399)

4.6.3 Carregamento Horizontal em y (T)

De maneira andloga ao problema com carregamento em X, ¢ possivel escrever as equagdes
para o carregamento na dire¢do y. Aplicando as equagdes 4.311 a 4.313 nas funcdes de
deslocamento e tensdo fornecidas em 4.285 a 4.290 e 4.298 a 4.300, para o deslocamento vertical,

considerando a forma compacta, tem-se:

1 1 7 =

U, :EEJ[/LGUU]HU”Id‘fdG, (4.400)
2
sendo:
Gy, = sign(SE)ES{ Ay - 7" +C; 7 ], (4.401)
}]UZV1 — fvsen eei&f(xCasﬁerSenﬁ) , (4402)
O deslocamento horizontal em x:
7w
v, = i \/;—” j _[ {GUZ),IHUZ),I - GUZ},zHUzJ,z}dégde 5 (4.403)
,72’2 —00
sendo:
GU'W1 — Slgn(é‘g)gé":l//lA; .6*5.0[14: + l//zc; .efd'az.z]’ (4.404)
I_[UX,1 — fvs en6cos eeiﬁﬁ(xCosH+ySen9) ’ (4405)
()e
G, , =sign(6&)& , (4.4006)
o I

I_[va2 — ]%COS Hseneeidf(xC050+ySen0) ) (4407)
O deslocamento horizontal em y:

1 1 7
Uyy - ET;Z. J. J. {GU.V)’IHU)’)’I - GU)’)’ZHU){"z }déde ? (4.408)

2

128



sendo:
GUW1 = sign (55)55[,//1 A; Lot %C; RS } ’

; 2 i5¢(xCost+ySent
HU 1=T(Senl9) el.f(x 0s +yen)’

»w

—B5z
up

= 2 .
HU e T(COS 9) eufé(xCo.sH+ySen6’) )

»w

e

GUW , = sign (5@5) &

A componente de tensdo G,,y:

11 %
O-ZZy :Eﬁ JA/ j GUZZ)’IHU::"ldéde’
Jzz —0

com:

G_, = sign(65) 8 {T Are ™ +T,Cre ™},

H _ ]:'vsen eeiﬁf(xCos9+ySen€)
1= .

A componente de tensao o,yy:

o1 7
= [ J{G_H_,~G_.H_.|acdo,

O =
= 27 N 27T _77_00
2
com:

Gm | = sign (55) o [F3A;e—aa,z LT, C e ] ,

_ = i0&(xCosO+ySend
H | =Tsen@cosfe™ ),

o

ZXy

Gm L= sign(é‘cf)fé‘e_ﬁ"s‘z ,

H — f‘cos eseneei5§(xCos9+ySen9)
2 .

Ozxy

A componente de tensdo G,yy:
- J J{G H . +G L, H Z}dfdﬁ,

com:
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(4.409)

(4.410)

(4.411)

(4.412)

(4.413)

(4.414)

(4.415)

(4.416)

(4.417)

(4.418)

(4.419)

(4.420)

(4.421)



G 1
Ty

H

G
Ozyy 2

Ozyy

H

Ozyy

= sign (55) &0 I:FSA;eﬂSa]z + F4C;effsazz ] ’

= 2 i5(xCosO+ySend
1=T(sen6?) g (xCosteySent)

= sign (§§) E5e P07,

— f(COS 9)2 15§(xC059+ySem9)

A componente de tensao Oyyy:

xxy

(¢10)

m:

GO’

H

Oxxy

G
Txxy

H

G =sign(S)& 52{ 6&},

H

Oy

Oy

1

= sign(S£) &5° {(ia A+ (A+ 1) Ew, ) Are

_ 7’?'5 en Heiﬁf(xCasﬁerSen@)

b

= T'sen@Cos (20) 75,

B

= TCOS 9Sl”l(29) i68 meHJr}Sen,g)

A componente de tensao oyyy:

O-yyy

com:

GD’y

H

G
yyy 2

yyy

Ty

T
27; \/_ J- I{G H oy | _G(,wzH

= sign(S£) &5° {(iaq A+ (A+ ) &y, ) Ape

_ ]%Sen Hei&f(xCos¢9+ySen67)

9

yyy

7w

l
_ L G H +G ,H ,-G H }dde,
27[ Vzﬂ' ;!2.[0{ Txey : a‘m’l oy 2 “ﬁyz O'xxy3 UnyS é:

(i (2 )8 )G,

, = sign(08)&65° {,Ué‘l//l Are ™ + ,u&,yzC;e“S“zz} ,

,-G_,H 3}d§d6,

Tyyy Tyyy

balz (1a21+(l+ﬂ)§wz)c e é'azz}

= sign(8€) 86 { sy, Are ™ + pcy,Cre |,

=Tsen8Cos (20) ! (xCos0+ySent)

130

(4.422)

(4.423)

(4.424)

(4.425)

(4.426)

(4.427)

(4.428)

(4.429)

(4.430)

(4.431)

(4.432)

(4.433)

(4.434)

(4.435)

(4.436)

(4.437)



G = sign(5§)§252{ : } (4.438)

H , =Tcos@Sin(26)e*"5) (4.439)

%y

A componente de tensdo Gyyy:

o J I { H, =6, awz}d cdo, (4.440)
77700 7
com:
G, =2sign(65) &6y Are ™ +y,Cre ™ |, (4.441)
HU | _ Y%COS(H)(Sen (9))2 eié‘f(xCosz9+ySem9) : (4442)
e—&ﬂz
G =sign(5§)§25{ 3 } (4.443)
Ty 4
H ]%COSGCOS(ZG) i0& VCosz9+ySem9) (4444)

4.7.Semi-espaco com carregamento concentrado — sistema Cartesiano

A diferenca do problema escrito em coordenadas cartesianas, em relagdo ao problema com
carregamento axissimétrico (coordenadas polares), sdo relativas a integral limitada definida em 6.
Para um ponto qualquer com coordenadas x,y, ndo ¢ possivel obter a integral analitica, exceto nos
casos particulares x ou y nulos. E necessaria a integragdo numérica dupla, em 0 e &. Nesta se¢io
serd realizada uma andlise dos integrandos, isolando a parcela dependente de 0. Tais analises
permitem simplificacdes que fornecem integrandos mais otimizados e, portanto, com menor

necessidade de recursos computacionais.

4.7.1 Analise dos integrandos — carregamento concentrado — Funcoes H

Somente as fun¢des H dependem da varidvel de integracdo 0, o que permite sejam
analisadas e integradas a parte. No caso do carregamento concentrado, a forma dos

carregamentos transformados ¢ a mesma, de maneira que, por conveniéncia, pode-se escrever:

P=T=S=1L.
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As fungdes H, que serdo analisadas, podem ser agrupadas, pois existem componentes

1dénticas:

H =H, =H, =H, \=H, ,=H,  =e*t/"msp, (4.445)
H,=H, =H, =H, =H, =H, =H, =H_,=cosf """, (4.446)
Hy=H, =H, =H ,=H ,=H ,=H,,=H, ,=sent: e (4.447)

H,=H,, = Hnyl = HUU,I = HUX},Z =H ] T HO'Z},X2 = H%y = H%J =H, =

_ (4.448)
= cos @ - sen) - U0
Hy=H, ,=H, ,=cos(20)e™ %L, (4.449)
Hy=H,, =H,,=H, =H, ,=H_,=(cos g) - =Sl (4.450)
H,=H, ,=H, ,=H, ,=cosfcos(20)e™" """ (4.451)
Hy=H, y=H, ,=sen0sin(20)e™"""**"L, (4.452)
H, =H, ,=sen(0)(cos) =5, (4.453)
Hy=H_, =cos(6)(sen(0)) e*5, (4.454)
H,=H, =H, ,=H_ | = (sen@)’ ¥t rmsl (4.455)
H,=H ,=H_,=senfCos(20)e™ (xConfrsSend) (4.456)
H,=H ,=H ,=cosfSin(20)e* ">, (4.457)

- oy 3
Como pode ser observado, existem apenas 13 fun¢des H independentes para todas as situagdes de
carregamento. O carregamento concentrado, L, ¢ descrito na forma de um delta de Dirac,
considerando a sua transformada de Radon seguida por uma transformada de Fourier, chegando-
se a fun¢do de carregamento no dominio para a qual o integrando ¢ escrito, e as fungdes H sdo

dadas por:

I_[1 _ e[&g"(xCos6’+ySen9) 1 (445 8)

N2 ’

H — cosO- el&ﬁ (xCos@+ySend) (4459)

Var
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H, = sen@ - ¢ 0+5) ﬁ, (4.460)
H, = cos - senf - " 0+5) ﬁ, (4.461)
H, = cos(20) >0 0m5f) ﬁ (4.462)
Hy =(cosg)’ - e*txcrmsen) %ﬂ (4.463)
H, = cosfcos (20) = 75%) ﬁ (4.464)
H, = senOsin(20) &> 5%) ﬁ (4.465)
H, = sen(8)(cos )’ ™=0-57) ﬁ (4.466)
H, = cos(&)(sen (6’))2 ! (xCost s Sent) ﬁ , (4.467)
H,, = (seng)’ &*txcmser) ﬁ (4.468)
H,, =sen@Cos(20)e*05) ﬁ (4.469)
H,, = cos8Sin(26)e* 05 1 (4.470)

5
3

O termo exponencial pode ser expandido para a forma trigonométrica através da formula
de Euler, o que ¢ particularmente util, pois permite simplificagdes ¢ uma implementagdo

numérica mais adequada. A expansdo do termo exponencial resulta:

H_ = o costsend) _ o (x5§ cos (9)) cos (y5§sen (6)) — sen (x&f cos (6)) sen (yéfsen (0))

exp

T (4471
+isen (x5§ cos (6’)) cos (y§§sen (H)) +icos (x5§ cos (9))sen (y&fsen («9))

Lembrando que H ¢ integrada no intervalo -m/2<&<m/2, pode-se fazer mais uma
simplificagdo, eliminando os termos impares para os quais a integra¢ao resulta zero. Finalmente,

as fun¢des H podem ser apresentadas na forma expandida:
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H, = \/;_7[ {cos(x&f cos(@))cos(y§§sen (9)) + isen(x&f cos(@))cos(yéfsen (9))} , (4.472)

H, = ! 0056{cos(xé'icos(@))cos(yéfsen(@))+isen(x5§cos(«9))cos(yéfsen(é’))} , (4.473)
2z

H, = ! sen&{—sen(x§§cos(0))sen(y5§sen(49))+icos(x5§cos(@))sen(yﬁfsen(@))}, (4.474)

2z

H, :Lcose-sen@{—sen(xé'«fcos(&))sen (yé'é‘sen(@))+icos(xé'é"cos(6’))sen(y5§sen(9))} , (4.475)

2z

H, = ! cos(26?){cos(xéé‘cos(@))cos(y&fsen(é’))+isen(xéfcos(@))cos(y&fsen(@))} , (4.476)

2z

Hy = J;_ﬂ (cos0)" {cos(x¢ cos(6))cos (yo&sen(0)) + isen(x5¢ cos (0) ) cos (y5Esen(6))} . (4.477)
H, = \/;_ﬂ_cos Ocos (20){cos (x0% cos (8))cos ydgsen(0)) + isen(x0% cos (8))cos (ydgsen(0))} » (4.478)
Hy = \/;_ﬂ_senesen(249){cos(x5§cos(9))cos( yO&sen(0))+isen (x5 cos(0))cos(ydgsen(0))} » (4.479)
H, = J;_ﬂsen(e)(cosa)z {=sen(x% cos (0)) sen(yEsen () + i cos (x5 cos(0)) sen(vEsen(0))} » (4.480)
H, =ﬁcos(9)(sen(9))2 fcos (x5 cos(0)) cos( yeizsen(0)) + isen( x5 cos(0) cos  yezsen(0))} (4.481)
H, = \/;_” (send)’ {cos(xS% cos(6))cos(yoesen(0))+ isen(xS% cos (6))cos( yoesen(0))} (4.482)
Hy, = ——sen0Cos(20) {~sen(x6& cos(0) ) sen yoEsen(0)) + i cos(x6& cos (6) ) sen(voEsen(0))} » (4.483)

2z

H,, =Lcosé’Sin(ZH){—sen(x5§cos(9))sen(y5§sen(€))+icos(xﬁgcos(é?))sen(y5§sen(9))}- (4.484)

2z

Estas equagdes possuem integral analitica apenas em casos particulares, quando x=0 ou y=0. Sera

necessaria a integracdo numeérica dessas fungdes para obtencao de uma solucao genérica.

Na figura 4.70, sdo apresentadas as componentes real e imaginaria de H; considerando,
x=2, y=3, 6=1, &=1. Na figura 4.71, as mesmas componentes sdo reapresentadas, porém para =5.
Observe que as oscilagdes aumentam significativamente, e € necessario que se aplique um

algoritmo que leve esse efeito em conta. Por serem fungdes pares, uma vez que as componentes
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impares ja foram excluidas anteriormente, os limites de integracdo podem ser alterados,
considerando o intervalo 0<E<n/2, e multiplicando o resultado por dois. Tais efeitos também sao

caracteristica das demais fungdes H;.

-1.5 -1 .5 1 1.5 0/5 &
0.5 1
0.25
-0.6 0 l 1
-0.25
-0.8 0.5
1t -0.75 *+
Figura 4.70a. Componente real de H;, &=1 Figura 4.70b. Componente imaginaria de Hj,
&=1
0.4
0.
045 ‘ A ‘ ‘ N ‘
ok & -1.5 -1 0.5 0. 1 1.
A MLl LA
-1. -1 -0.5 0. 1 .5 -0.4\}
VERYESIN v R
-0.6 t
_0_5 b
-0.8 |
0.75
_1 L
Figura 4.71a. Componente real de H;, &=5 Figura 4.71b. Componente imaginaria de H;,
&=5

Neste trabalho, a integragdo dessa funcdo ¢ realizada através de pontos de Gauss, porém, a
convergéncia, utilizando apenas mais pontos de Gauss, ¢ lenta e em alguns casos, impossivel. A
subdivisao do intervalo de integracdo ¢ necessaria. Para reduzir os custos computacionais, ao
invés de iniciar os procedimentos numéricos com um intervalo, que na falha da convergéncia
seria dividido em um segundo, e assim por diante, até que o valor da integracdo fosse obtido,.
adotou-se um critério para determinagdo do niumero de intervalos inicial. O niimero de oscilagdes,
e conseqiiente passagem por zero, ¢ funcdo de X,y, & e 0. Através da andlise das fungdes, obteve-

se uma relagdo que fornece o nimero aproximado de intervalos necessarios,
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5§(x+y)
3

NI = , (4.485)

arredondando-se NI para o numero inteiro superior mais proximo. Nos casos em que x=y=0,

inicia-se o0 processo com um intervalo de 0 a /2.

Através da analise dos resultados da integracdo de H, pode ser possivel mais alguma
simplificagdo dos integrandos. Considerando-se os parametros: x=2, y=3, 0=I, aplica-se o
processo de integracdo para varios valores de &, sendo assim possivel entender o comportamento
da func¢do, pois esta serd multiplicada pelo nucleo para ser integrada em &. As integrais de H sdo
indicadas por HI. Para HI,, vide a figura 4.72, observe que a componente imaginaria ¢ impar e a
real € par. O proximo passo € analisar o comportamento das demais fungdes HI, conhecendo as
caracteristicas dos nucleos G, ¢ possivel eliminar mais uma parcela do integrando. Nas figuras
apresentadas no Anexo I, sdo apresentadas as componentes reais € imaginarias das fun¢des HI;
Note que sempre existe uma parcela par e uma impar, respectivamente, a componente real e a

impar.

Figura 4.72a. Componente real de HI; - par Figura 4.72b. Componente imaginaria de HI; —

impar

4.7.2 Analise dos integrandos — carregamento concentrado — Funcdes G, niicleos

As fungdes G sdo independentes de x,y e do carregamento aplicado. Os parametros
materiais influenciam da mesma maneira que o observado na secdo que discutia o carregamento
axissimétrico, por isso esses efeitos ndo serdo reapresentados. Determinando se as fungdes G sao
pares ou impares, ¢ conhecendo as caracteristicas das fung¢des HI, € possivel simplificar o
integrando final, desprezando as parcelas que resultariam integral nula, isto €, as fun¢des impares

resultantes do produto G- IH .
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Os nucleos para carregamento vertical sao dados por:

Gy = sign(0)E5{ Ay - €77 +.C e (4.486)
G =G =ien (3835 [, " o a9
G, =sign(0)ES{T, e ™ +T,Cre ™ |, (4.488)
G, =G, =sign(68)&8{[T e +T,Cre 1}, (4.489)

G, ,=G,_, = sign(5£)&5° {(ial/”t +(A+ p)éy) dpe ™ + (i, A+ (A+ p) Eyry ) Cre ™ }

(4.490)
G, . =G, , =sign(86)&5° {uby, Ape™™ + péy,Cre ™ |, (4.491)
G, = sign(5§)§252 {y/lA;e"S“‘Z +%C;e*5a22}. (4.492)

No Anexo II sdo apresentadas as componentes real e imaginaria dessas funcdes. Na tabela a

seguir sdo definidas as caracteristicas das funcdes:

Funcao Nucleo (parte real e imaginaria), carga vertical Caracteristica:
Guzz Par

Guyz = Guxz Impar

Gozzz Par

Gozyz = Gozxz — impar Impar
Goyyzl = Goxxzl Par

Goyyz2 = Goxxz2 Par

Goxyz Par

Para carregamentos horizontais, note que A4; = 4,¢ C; =C,, desse modo os nucleos sdo

dados por:
Gy, = G, = sign(5E)E5{ A -e 7" + Cg e}, (4.493)
Gy,1 =Gyt =Gy 1 = Gyen = sz'gn(5§)§5[;u1 Ag e+, C eé] , (4.494)
. e,’g.g‘Z
GU»,.Z = Gnyz = GUX‘,Z =Gy = —Slglfl(é?f)ij ) (4.495)
' up
G =G, =sign(£)&s{T dge ™ +T,Che ™}, (4.496)
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G =G, =G =G, , =sign(8)&5| T dse ™ +T,Coe ™ |, (4.497)

Q
I
Q
I

G ,=G, ,=sign(8)&6e"”, (4.498)

Ty zpx Oy

G =G, =G =G, =sign(65)&5° (i A+ (A+p)éy,) dye ™ + (i A+ (A+ ) Eyr, ) Coe ™,

(4.499)
GJW = G%_2 = G% , = G% , = sign(5§ )55 : { ,ufl/flA;e_‘y“‘z + uéy, C; e“sazz} , (4.500)
G ,=G, ,=G =G, ,=sign(6)&s {—(my)eﬁﬂz } (4.501)

5
G =G, , =2sign(88)&*5" |y die ™ +y,Coe |, (4.502)
G .= —sign(&f)fzé{e_gﬂz } (4.503)

o up
G .= sign(5§)§2§{e_5ﬂz } (4.504)

up

Estas funcgoes sao apresentadas no Anexo II. Na tabela a seguir sdo apresentadas as caracteristicas

dessas funcoes:

Func¢ao Nucleo (parte real e imaginéria), carga horizontal Caracteristica:
Guxyl e Guzx fmpar
Guyyl, Guyx1, Guxyl, Guxxl Par
Guyy2, Guyx2, Guxy2, Guxx2 Par
Gszzyl, Gszzx fmpar
Gszyyl, Gszyxl, Gszxyl, Gszxx1 Par
Gszyy2, Gszyx2, Gszxy2, Gszxx2 Par
Gsyyyl, Gsyyx1, Gsxxyl, Gsxxx1 Impar
Gsyyy2, Gsyyx2, Gsxxy2, Gsxxx2 impar
Gsyyy3, Gsyyx3, Gsxxy3, Gsxxx3 fmpar
Gsxyyl, Gsxyx1 Impar
Gsxyx2, - Gsxyy?2 fmpar
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4.7.3 Conjunto final de equacées para carregamento concentrado

Considerando as fungdes pares e impares do nacleo, bem como da integragdo de fungdes
H, e que o produto dessas fung¢des pode resultar uma fungao par ou impar, pode-se obter a forma

final dos integrandos para carregamento concentrado.

Para o carregamento vertical, o deslocamento vertical ¢ dado por:

w
U_ = 1 : I G,. j {cos x6¢ cos(6) ) cos y5§sen(6’))}d9d§, (4.505)
4z =, Y
G, = sign(&f)fé‘{A; e 4 O, ~675‘“2'z} ; (4.506)
o deslocamento horizontal na dire¢do x ¢ dado por:

43{2 j - j {z cos () sen(x5& cos () ) cos yagsen(e))}dedgde, (4.507)
Gy, = sign(0&) &0 {[WIA 0y, G ) (4.508)
e, finalmente, o deslocamento horizontal na dire¢do y:

= %
U, = 1 ot J. Gy, I {zsen )cos (x5§ oS (9))Sen(y5§sen (9))}d§d9 , (4.509)
-
Guye = Gy = sign(08) &5 {[w 4y -7 +y,C; e 0 ] (4.510)
a componente de tensao 6,
- 7
o, = 4:{2 j Gam .[ {cos(x5§ cos (9))(:05 (yé‘fsen (6’))}0’96]5 , (4.511)
G, = sign(&f)(f&{F]A;e"s"lZ + FZC;e"S"‘Zz} . (4.512)
para componente de tensao c,x,:
- 7
0. = 471[2 [ G, | {icos(6)sen (x5 cos(6))cos(yo&sen(6))jdods, (4.513)
G, =sign(6)é6 {[F}A;eféalz £T,Che }} ’ (4.514)

Gy, € escrita por:
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71'
2

TGU I{zsen cos x5§cos( ))sen(y&fsen(&’))}d&df. (4.515)

7
G, =G, =sign(%)& {[r Are ™ +T,Che 5]} (4.516)
€ a componente Gyy,:
. 7
Ou =7 I G, _[ cos(x0& cos () cos( ySEsen(0)\dOdE +
7[ _TT,
72 (4.517)
o 7
[G,_, [ cos(20)cos(x5 cos(6))cos(yo&sen(6))dodé |,
-~
G, , = sign(58) &5 {(ialxl +(A+ 1) Eyn ) e + (i A+ (A+ p) Ep, ) Cre ™), (4.518)
G, , = sign(68)E5° {uéy, Ape ™ + puéy,Cre ™ |, (4.519)
para a componente Gyy,:
T T g I l/cos x5§cos(t9)) cos(y&fsen(@))d@dé—
o 7
j G, j cos (26) cos (x5& cos () )cos ( yo&sen(0)\d0d &
. , (4.520)
G, =G, , =sign(5£)&5° {(ial/”t +(A+ p)éy,) dpe ™ + (i, A+ (A+ p) Eyry ) Cre ™ }
(4.473)
G, ,=G, , =sign(58) &6 {uéy e ™ + uéy,Cre ™ |, (4.521)
e para o termo de tensao Oyyy:
e 7
=L [ G, [ {-cosO-sendsen(x5% cos(6)) sen(yoEsen(0))ldodé |, (4.522)
G, =2sign(6£)E 5 {y Ape ™ +y,Cre ™}, (4.523)
Para carregamento tangencial em x (S), o deslocamento vertical é dado por:
j - j {isen (x5¢ cos(0))cos (yoEsen(6))cos 0}dod, (4.524)

zx 4
7Z' o 77
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Gy, = sign(8E)E6 {4y -7 + Cy -7,
o deslocamento em x pode ser calculado através de:

0

I . I { cosH sen(xéfcos( ))sen(yéfsen(&’))}d@d&j-i—

- 7
jw GUyﬂi {(sen9)2 cos (x8% cos (0)) cos( yé?fsen(@))}d@dcf :

2

G, = sign (55) &6 [‘//114; oS l//2C; oS ] ’
efﬂ.(s.z

up

e, a componente de deslocamento horizontal em y como:

G,,., = —sign (5@‘) ¢

2

0

I i I {—cos&’-sen&sen(x&fcos(@))sen(y§§sen(9))}d¢9d§+

% 7
.[ Gy I {cos Osenl cos (xé‘af oS («9)) oS (y5§sen (6’))}61941’5 ,

G = sign(5§)§5[¢//1A; eI Ly e } ’

e,ﬂ(s.z
Gy = —5ign(58)& o
Para a tensdo o,,, considera-se:
7
o = {z cosBsen (x5§ cos(6 )) cos (yé‘ésen (6’))}d€d§ ,
= *’7
G, =sign (66)é&s {FIA;e_da‘z +T,Cge } ,
para G
1|7 7 2
O =7 _J;OG%1 ;[/{(cos 0) cos(x0& cos(8))cos( ySEsen (H))}d&dg -
/2
w 7
[ G,... [ {(sen0)’ cos(x6¢ cos(6))cos(vszsen(6))|dods
= 7
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(4.532)
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G, = sign(S£) 5| Ty dge ™ +T,Cye ™ |, (4.535)

G,.. = sien(52) 65, 4536
para a componente de tensao G,yx:
O, = 1 T G ? {—cos 6 - senBsen (xé‘f cos (9)) sen (y5§sen (6))}d9d§ +

Y & - T y

- 7

J- G, , I {— cos @ - senfsen (x5§ cos (49)) sen (yé'ésen (9))}d0d§

R (4.537)
G, | = sign(8) &S| Ty dze ™ +T,Coe ™ |, (4.538)
G,.. =sign(35) 8¢ 459

para a componente de tensao Gyyx:

| 7
o, = 4;2 __[OG%]_J. {icos 9sen(x5§cos(9))cos(y5§sen(9))}d¢9d§+

V.5
2

. 7

[G,_, [ {icos0Cos(20)sen(x5% cos(6))cos(yo&sen(6))}dOdE +

° 7

[G,_+ [ {isin0Sin(20)sen(x5¢ cos(6))cos(yoesen(0))|dodé |,

- (4.540)

G, , =sign(65)&8* (i 2+ (A + ), ) Aye ™ + (ia, A+ (A+ )y, ) C;e_(sm} , (4.541)

G, = sign(58) 8% {uéy, Ase™ + péy, Cye ™ |, (4.542)
e—é‘ﬁz
G, . =sign(65)&*6" 1 - 5[ (4.543)

€ para a tensao Gyyx:

142



7

- =4;2 I;GC”& {icosesen(x5§cos(9))cos(y5§sen(0))}ded§—

. 7

[G, . [ {icosOCos(20)sen(x5% cos(0))cos(yosen(6))ldodE -
ARy

. 7

j G, , J. {isenHSin (20)sen (xé'é‘ cos (9)) cos (y5§sen (6?))}d¢9d§ ,
-

Ggm_l =ign(5§)§52 {(ialﬂ,+(/1+y)§l/,l)14;efaalz +(ia2/1+(/1+ﬂ)§%)céefo~azz}’

G, , =sign(S8) &8 { uéy, Ase ™ + péy,Cre ™ |,

—ofz
G, ,=sign(68)&5°{-5—1,
= sign(E) { ﬁ}

e, finalmente, para a componente Gyyx:

i
O = £
T g2

. 7
[ jw oy j/ {isen(6)(cos 0)" cos (x6¢ cos (6)) sen(yszsen(6))|dod¢ +

TG%Z f {isend cos (20) cos (x5¢ cos(6)) sen(ydesen(0))|dodé |,

2

G, | =2sign (598 ) 252 {l/ll £ o w,C. oo } ’

G = sign(§§)§25{— e }
o up

Para o carregamento horizontal em y (T), o deslocamento vertical é:

= 7
1 .
U, :W‘[OGU@Ilé{zsenﬁcos(x5§cos(t9))sen(y5§sen(9))}d6’d§,

GUZ}_l = sign(§§)§§{ A ey O -e_‘S'“Z'Z} ’

o deslocamento em x ¢ determinado por:
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(4.549)
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1|7 7

U, = poe J;GUzyl;[ {—cost9-sen@-sen(x&fcos(6’))sen(y5§sen(t9))}d9d§—
’ (4.552)
= 7
j Gy, I {—cos@-sené’-sen(x§§ cos(¢9))sen(yé'g‘sen(19))}61’6@’.;Z ,
- 7
Gy, = sign(8)E5 |y Ay - 7“7 +y,Cr e 77 |, (4.553)
e,/;.(;.z

G, , =sign(5§)¢& T (4.554)
e para o deslocamento na direcdo em y, tem-se:

1|5 7 2
Uy =7 jw GUWI_;[/ {(sen6)’ cos(x cos (0))cos (yo&sen(0))|dods -

y ’ (4.555)
w )
J‘GUW2 j {(cos@)2 cos(x&fcos(@))cos(yéfsen(@))}d@dg‘ ,
- 7
Gy, = sign(8E)ES |y, Ay -7 +y,Cr 07 |, (4.556)

e,ﬂ.[yz

G, , = sign(3)¢& R (4.557)
Para a componente de tensao G,,y:

1 7 7 .
Oy =7 _J;Gozzyl_;[/{zsen&’cos(xéfcos(@))sen(ydfsen(@))}d@df, (4.558)

2

G, =sign(65) &5 (T dre™™ +T,Cre ™, (4.559)
a componente G,y €:

1 © %
Oy =7 J;G%yl;[/{—cosﬁ-Sené’sen(xé‘fcos(9))sen(y5§sen(6))}d9d§—

’ (4.560)

= 7
J- G, _[ {—cos@-sené’sen(xé’gg cos(@))sen(y&fsen(&’))}d&d‘f ,
-
G, =sign(8)E5| Ty dre ™ +T,Cre ™ |, 4.561)
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G ,= Sign(c?f)fc?e’ﬂ";'z ,

A componente G,y, ¢ determinada por:

7

o, = ! TGUZ,,I '[ {(sen@)2 cos(x&fcos(&))cos(y5§sen(z9))}d6d§+

4 2
T e _%
7

_]ZGGMZ_;[ {(cosé’)2 cos(xé'fcos(9))cos(y5§sen(¢9))}d9d§ ,

%

G, =sign(68)ES[ T Aje™ +T,Cre ™ ],

GUZ” g = sign(5§)§5e_ﬂ"5'z ,

A componente normal Gyyy é:

[ G, [ {isen0Cos(20)icos(x6& cos(0))sen(yoesen(0))|d0d s +

7

Bz
. 7
b Txxy _%
. 7

IG X I {icos9Sin(20)cos(x5§cos(6?))sen(yé'fsen(@))}d@df ,

Oy
—00 —

7

Gwl = sign(5§)§52 {(ial/l + (/1 + lu)ézl/jl)A;e—éalz +(1’a2ﬁ, + (ﬂ, + u)éwz)c;e‘5“22} ,

G, = sign(65)£0° sy Aje ™ + péy,Cre ™

G ,= sign(5§)§252 {ﬂ},
Oy ,8

para a componente normal Gyyy:

Oy 4;2 I}GU“”’] J {isen@cos(x5§cos(«9))sen(y5§sen(9))}dt9d§+
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(4.567)
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o0

: 7
o, = 4;2 .[ GG‘“}J—JT‘/{"W”QCOS(Xég cos(@))sen(y5§sen(0))}(16’615 -~

—00

= 7

IGU , I {isenHCos(ZG)icos(xdfcos(@))sen(ydfsen(a))}dgdg_
R _%

= 7

J‘Gw3 I {icos6’Sin(20)cos(x5§cos(9))sen(y5§sen(0))}d0d§ ,
L

G, =sign(58)E5* (i A+ (A+ u)ép, ) dre ™ + (i, A+ (A + u) ) Cre ™ |,

Ty

G, =sign(58)E8° { pyr Are ™ + py,Cre |,

yyy

B

A tensdo de cisalhamento 6.y, ¢ dada por:

Ja.,

-ofz
G, =sign(58)&*5” {e—}

i
O-XV' ~
vy 47[2

_;[/{icos(é?)(sen(ﬁ))z sen(x&f cos(H))cos(y5§sen(9))}d€d§ -

TGJ ) f {icos6’5en(x5§cos(6’))cos(yéfsen(ﬁ))}d0d§],

G, =2sign(6)86° (y Are™ +y,Cre =),

G .- sign(éf)fzé'{e_&ﬁz }
Ty /J,B

4.7.4 Técnicas de integracio

(4.570)

(4.571)

(4.572)

(4.573)

(4.574)

(4.575)

(4.576)

O comportamento dos nucleos é idéntico ao observado na segdo 4.5.6, pois a equacdo que

representa o carregamento concentrado ¢ a mesma. O que define a técnica de integracdo para o

sistema cartesiano sdo as parcelas a serem integradas em 6. Nas se¢des 4.7.1 até 4.7.3, foram

apresentadas consideragdes que permitiram a simplificagdo das equacdes finais.

As parcelas dependentes de 0, que devem ser integradas (se¢dao 4.7.3), apresentam, como

resultante, comportamento oscilatério como o observado para as fungdes de Bessel obtidas no
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problema axissimétrico. Todas as componentes das fungdes IH, que apresentavam batimento, nao
sdo utilizadas, pois resultariam em integral nula. Desse modo, ¢ possivel adotar o algoritmo de
Longman, o passo ¢ determinado como no problema axissimétrico, através da equacdo 4.273.
Andlises realizadas com a fung¢do resultante da integracdo em 0, mostraram ndo ser necessario
determinar os zeros que delimitam os volumes. Independentemente de & onde se inicia o célculo,
para o passo calculado, os volumes decaem e alternam os sinais. O caminho de integrag¢do ¢ o
mesmo do problema anterior. Entretanto, para cada valor de &, ¢ necessario realizar a integracao

numérica em 0.

4.7.5 Resultados numéricos para carregamento concentrado — sistema cartesiano

Inicialmente, considere o problema com carregamentos concentrados vertical e horizontais
na dire¢do x ey, aplicados na origem do sistema de coordenadas. Adotando baixas freqiiéncias, ¢
possivel realizar uma comparacdo com o problema estatico para o qual existem respostas
analiticas. Boussinesq apresentou a solucdo para o semi-espaco tridimensional submetido a
carregamento concentrado vertical, e para o carregamento tangencial a solugdo estatica pode ser

obtida do problema de Cerruti (Hahn, H. G., 1985).

Considerando o coeficiente de Poisson v=1/4, o médulo de cisalhamento ;,L=1N/m2, um
amortecimento histerético constante n=0.01, e uma freqiiéncia quase-estatica w=0.01rad/s, e,
analisando pontos na superficie livre, z=0, calculam-se os deslocamentos ao longo da direcao do
eixo x, com y=0, erros relativos e absolutos para integra¢io numérica 10™. Na figura 4.73a, é
apresentado o resultado do mddulo do deslocamento vertical devido ao carregamento vertical (foi
mantido o sinal da componente real), podendo ser observada uma boa concordancia com a
resposta analitica. De fato, os erros sdo inferiores a 0.05%, como pode ser visualizado na figura
4.73b; nesta figura foi omitido o ponto x=0.1, para o qual o erro foi de 1.77%. Tal componente
possui uma singularidade na origem do sistema de coordenadas, e tende ao infinito para
x=y=z=0. O erro pode ser explicado pela presenca de amortecimento material utilizado na
implementagdo, e, também, por se tratar de uma simula¢do quase-estatica, que, mesmo para

baixas freqiiéncias, possui pequenas oscilagoes.

O deslocamento horizontal na direcdo do eixo x, Uxz, ¢ apresentado na figura 4.74. Essa

resposta também ¢ singular na origem. Em tal funcdo, foram observados erros maiores. Para
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pontos afastados, podem ser observados erros de até 5%. Para andlise do deslocamento na dire¢dao
Y, Uyz, foram considerados os pontos ao longo do eixo y. Tal componente, ao longo do eixo x, ¢
nula. Como o problema do carregamento vertical ¢ axissimétrico, a resposta de deslocamento
Uyz, ao longo de y, € igual ao deslocamento Uxz ao longo do eixo x. Este resultado pode ser
observado, comparando-se essas respostas de deslocamento. A componente Uyz pode ser

visualizada na figura 4.75.

A mesma andlise foi realizada considerando o carregamento tangencial em X. Para o
deslocamento vertical, Uzx, os resultados podem ser visualizados na figura 4.76. Observe que os
erros relativos, na comparagdo com o problema estatico de Cerruti, aumentam com valores
maiores de x. Para a componente de deslocamento horizontal na direcao X, os erros ndo sdo tdo
significantes, como pode ser observado na figura 4.77. A componente de deslocamento horizontal
em y, foi calculada ao longo da direcao do eixo x, porém com y=1, pois, ao longo do eixo x, €
nula. Os resultados e a comparagdo com o problema de Cerruti sdo apresentados na figura 4.78,

ocorrendo uma boa concordancia das respostas.
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Para validagdo com carregamento dindmico, foi aplicada uma implementacdo que utiliza a

transformada bidimensional de Fourier (Romanini, 1995). Considerando os parametros materiais:

coeficiente de Poisson v=0.4, coordenadas y=1 e z=1, fator de amortecimento n=0.1, médulo de

cisalhamento, G=1N/m2, erros relativos e absolutos de integracdo de 10®. Essas coordenadas

foram adotadas para que nenhuma componente fosse nula, como ocorre ao longo de x=0 ou y=0.

Os resultados de deslocamento vertical devido a carga vertical, Uzz, e os erros relativos entre as

duas implementagdes, sdo apresentados nas figuras 4.79, 4.80, 4.81, para freqiiéncias de

excitacdo m=Irad/s, w=5rad/s e ®=10rad/s, respectivamente. Ocorre uma boa concordancia entre

as duas formulacdes, como pode ser observado nos graficos que fornecem o erro. Para a
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componente de deslocamento horizontal em x, Uxz, foi realizada a mesma andlise. Os resultados
podem ser observados nas figuras 4.82 a 4.84, notando-se uma boa concordancia entre as duas

formulagoes.

Considerando o deslocamento na diregao Y, também foram obtidos resultados muito
semelhantes entre as duas formulagdes, para isso observe as figuras 4.85 a 1.87, que fornecem

Uyz para diferentes valores de freqiiéncia.

Para carregamento horizontal no eixo X, a componente de deslocamento vertical, e erros
relativos entre as duas formulagdes, ¢ apresentada nas figuras 4.88 a 4.90 para w=lrad/s,
w=5rad/s e ®=10rad/s, existindo uma boa correlacdo entre as respostas. O deslocamento na
direcdo do eixo x, Uxx, para as diferentes freqiiéncias, ¢ apresentado nas figuras 4.91 a 4.93. Em
alguns pontos sdo apresentados picos de erro, mas, em geral, ocorre uma boa concordancia. Tais
picos se ddo nos pontos em que a componente cruza o €ixo, € sdo conseqiiéncias da maneira pela
qual ¢ calculado o erro relativo. Finalmente, para o deslocamento na dire¢cdo do eixo v,

Uyx,podem ser observados bons resultados nas figuras 4.94 a 4.96.

O fator mais importante da implementa¢do com a transformada dupla de Fourier ¢ que
deve lidar com duas integrais ilimitadas. A presente formulagdo trabalha com apenas uma
integral impropria e uma limitada. A integral limitada fornece uma fung¢do que oscila e decai
monotonicamente, permitindo o uso do algoritmo de Longman para resolver a integral ilimitada.

Para obter todas as componentes de deslocamento, foram necessarios os seguintes tempos:

Freqliéncia Formulacao com Radon Formulagao com Fourier
o=1 32s 324 s
0=5 89 s 453 s
®=10 188's 645 s
®=20 519 s 783 s

O aumento dos valores de freqiiéncia elevam a necessidade de recursos computacionais da
presente formulagdo, pois a integral limitada em ® torna-se mais custosa. Este efeito também

ocorre quando se aumentam os valores de x e y.
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Para comparar os recursos necessarios, foi considerada também uma simula¢do com

coordenadas z=0, x=y=1, para determinar as respostas de deslocamento para freqiliéncias,

variando no intervalo 0.1< o< 50, com passo de freqiiéncia A ®=0.1. Para a implementagdo

resultante da Transformada de Radon, foram necessarios 755 s, € para a implementagdo com

Fourier 2267 s foram utilizados.
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Para a andlise das componentes de tensdo, foi adotado o coeficiente de Poisson v=0.4,
ponto com coordenadas y=1m e z=1m, fator de amortecimento n=0.1, modulo de cisalhamento,
],t=1N/m2, e freqliéncia m=>5rad/s, erros absolutos e relativos de integragdo de 10%. As respostas,
considerando carregamento vertical, sdo apresentadas nas figuras 4.97 a 4.102, para as seis
componentes de tensdo G,,,, Gxxz, Oyyz, Oxzz, Oyzz € Oxyz, fOram obtidas boas respostas comparando
as duas formulagdes. Para realizar as integracdes, a implementacdo com transformada de Radon
utilizou 85 s, e a com transformada de Fourier 295 s.

Para o problema considerando o carregamento horizontal em x, as seis componentes de
tensdo sdo apresentadas nas figuras 4.103 a 4.108, para O,x, Oxxxs Oyyx» Oxzxs Oyzx € Oxyx
respectivamente. Foram obtidas respostas com boa concordéincia; apenas para Gyyx foi atingida
uma diferenca mais significativa. A implementacdo apresentada, neste trabalho, necessitou de 55s

enquanto a com transformadas de Fourier utilizou 330s.

Tais equacdes ndo permitem o calculo das componentes de tensdo na superficie livre. Sabe-
se no entanto, que para as componentes G,,,, ¢ um delta de Dirac e oy,,, Ox,, sd0 nulas e esses
resultados podem ser obtidos analiticamente. Para as componentes Oyxz, Oyyz, Oxy, algumas
dificuldades nao permitem a geragao das respostas numéricas na superficie. A principal é que o
nucleo da funcdo cresce ilimitadamente com &, e esse efeito ndo ¢ compensado com o decaimento
das fungdes obtidas pela integragdo em 0. Uma analise, semelhante aquela realizada para o

problema axissimétrico, ¢ necessaria, mas, até o momento, ndo foi possivel isolar uma parcela
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(w=5)

XXZ

convergente e uma divergente que poderia ter como resultado um delta de Dirac. Para casos

particulares de x e y, ¢ possivel obter essas respostas, mas isto significa recair no caso

axissimétrico. Para o problema com carregamento tangencial, a resposta analitica para as parcelas

G.zx € NUla € Oy, Oy 530 deltas de Dirac ou nulas, dependendo do carregamento adotado. Para as

demais componentes, ocorre o problema observado para a carga vertical.
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Para a superficie livre do semi-espaco, sdo apresentados os resultados de deslocamento
devido a carga vertical e carga tangencial aplicada no eixo x. Os parametros materiais adotados
para esta analise sdo: coeficiente de Poisson v=0.4, densidade p=1kg/m’, médulo de cisalhamento
u=1N/m?, fator de amortecimento 1=0.2, freqiiéncia de excitagdo w=>5 rad/s e erros relativos e

absolutos de integragdo de 107°.

Os resultados para carregamento vertical podem ser observados nas 4.109 ¢ 4.110 para as
componentes real e imaginaria de Uzz e 4.111 e 4.112 para as componentes de Uxz. Nao sdo
apresentados os resultados para Uyz, pois estes seriam idénticos aos da componente de
deslocamento Uxz ao longo do plano x-y rotacionada de 90° em torno do eixo z. Para o problema
com carga tangencial, os resultados de deslocamento vertical sdo apresentados nas figuras 4.113 ¢
4.114 para as parcelas real e imaginaria. As componentes do deslocamento na dire¢do x podem
ser visualizadas nas figuras 4.115 e 4.116. O deslocamento na dire¢do y, devido a carga em x,

tem suas componentes real e imaginaria apresentadas nas figuras 4.116 e 4.118 respectivamente.

Um efeito interessante que ocorre nos problemas de semi-espago sao as ondas de Rayleigh,
que predominam na superficie, o efeito dessas ondas desaparece rapidamente a medida que se
avanca para o interior do meio (Kolsky, 1963). Estas ondas de superficie concentram a maior

parte da energia propagada (Graff, 1991). Considerando os parametros da analise anterior, porém,
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para o plano definido por x-z, com y=1, obtém-se o perfil de propagagao de ondas para o interior
do meio. Para o carregamento vertical, a componente de deslocamento vertical Uzz pode ser
visualizada nas figuras 4.119, parte real e 4.120, para imaginaria. As amplitudes ao longo da
superficie livre, decaem mais lentamente que para o interior da camada. A componente Uxz ¢
apresentada nas figuras 4.121 e 4.122, respectivamente, para as componentes real e imaginaria. O

deslocamento Uyz € visto nas figuras 4.123 e 4.124 para as componentes real e imaginaria.

Para o carregamento horizontal em x, as componentes real ¢ imaginaria do deslocamento
vertical sdo apresentadas nas figuras 5.125 e 4.126. O deslocamento horizontal, na direcdo x,
pode ser observado nas figuras 4.127 e 4.128 e, finalmente, o deslocamento em y ¢ mostrado
tendo suas componentes apresentadas nas figuras 4.129 e 4.130. Observa-se que, para a
componente Uxx, o decaimento das amplitudes, quando se avanga para o interior do semi-espago,

¢ menos acentuado que na superficie.
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4.8 Deslocamentos, deformacdes e tensdes para carregamento distribuido

A fun¢do de carregamento distribuido foi estudada em trabalhos anteriores do grupo de

ao, com carregamento distribuido sobre
tem singularidades nas respostas de

que ndo exis

pesquisa do DMC. A grande vantagem da formulag

aquela com carregamento concentrado, ¢

teressante que as funcdes de

r

¢ in

9

deslocamento. No estudo de fundagdes e interagao solo-estrutura

Green possam representar o mais proximo da realidade a carga aplicada. Tais estados auxiliares
também s3o muito interessantes para aplicacdo em elementos de contorno, tanto no método direto

quanto no indireto.

oes

fung

as
4 na parcela referente aos carregamentos transformados. Serdo

ao

as respostas de deslocamento e tensdo em relag

a0

em relag

A diferenca,

est

o

obtidas para carga concentrada

Fourier do carregamento

de obter a transformada de Radon

apresentadas duas maneiras
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Definindo o carregamento distribuido como:

distribuido.



L= : (4.577)

apresentada na figura 4.131. Utilizando uma translagdo dessa funcdo, para permitir que a
transformada de Radon seja realizada de maneira mais simples, chega-se a funcao visualizada na
figura 4.132. A resposta final, que € obtida, tera que ser transladada, o que ¢ possivel sem grandes
complicacdes. O esquema que auxilia na transformada de Radon, é apresentado na figura 4.133;

as linhas auxiliares r ¢ s sdo necessarias para determinar os limites de integragdo 1,2 e 3.

0.75
0.5
0.25

Figura 4.131 Funcdo de carregamento

distribuido
A Y
L r
\ (ab)
(0,b)
3
Ha
2
1 H2 S4
Hyq «
© -
(0,0) \ (3,0)
)
$1

Figura 4.133 Linhas auxiliares para determinacao dos limites de integragao
A linha r ¢ definida por:

riy=x-1g0, (4.578)

sendo o coeficiente angular dado por:
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m,_=1g0.

O produto interno entre os coeficientes angulares das linhas e r s é:

m_em =-—1;

assim mg pode ser determinado facilmente:

m,=—cotgd;

com m; € possivel escrever uma expressao geral para as linhas:
si(y-y,)=m(x-x,),

ou ainda em fungao de “p”:

S (y - psen@) = —cotgé’(x— pcos@) .

Colocando y em evidéncia:

y=—xcotgl+ pcosect

para a linha S;:

(y=»)=-cotgd(x-x),
(y—2b) = —cotg@(x—O),
y—2b=—-xcotg0,

s, 1y=-xcotgf+2b.
e para linha S,:

(y—y,)=—cotgh(x—x,),
(y—0)=—cotgf(x—2a),

s, y=—xcotgd+2bcotgh.
e finalmente para linha S;:

(y—y,)=—cotgf(x—x,),
(y—2b)=—cotgh(x—2a),

s,y =-xcotgfd+2acotgh+2b.

Da intersecgdo de r € S;, € possivel determinar as coordenadas de H;:

ros,,
xtgl = —xcot g6 + 2b,

x =2bsenBcos b,

€ com:
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(4.584)

(4.585)
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(4.587)

(4.588)

(4.589)

(4.590)

(4.591)



y = xtg0,
y= 2b(sem9)2 ,
e, finalmente,

H, (2bsent cos 0,2b (sent))’ ).

Da intersec¢ao de r e S, determinam-se as coordenadas do ponto H;

rms,,

xtg@ = —xcot g+ 2acot gb,
x =2a(cos 6?)2 )
e com:

y = xtg0,
vy =2asenfcos0,

de modo que:

H, (2a (cosd)’ ,2asend cos 49) :

Da intersec¢do de r e S3, determinam-se as coordenadas do ponto Hs:

ros,

xtgf = —xcot gf +2bcot gb + 2b,
x =2a(cos 6’)2 + 2bsend cos 0,

e com:
y = xtg0,
y =2asenfcos O + 2b(sen(9)2 ,

finalmente,

H, (2a(cos 0)" +2bsencos 0, 2asendcos 0+ 2b (send)’ ).

A distancia entre os pontos P; e H; :

d(B,H,)= \/(Hlx -R,) +(H, —Ply)2 =2bcos®,

do triangulo O P; H;:

b =d? + pl,
ab* = 4b* (cos6)” + pt,
p, = 2bsend.
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Assim o limite da regido um estd determinado.

Para o segundo limite, € necessario determinar o ponto auxiliar P4, € usando a intersec¢do de S; e
t (y=2b):

y=—xcotgl+2acotgl =2b,

x = ~2bigh+2a, (4.602)
P,(~2b1g0 +2a,2b), (4.603)
a distancia entre Py ¢ H,

d(P,H,)= \/(HZX ~P,) +(H,, ~P,) =2asend~2bsccd (4.604)
¢ a distancia entre P, 0:

d(0.2)=\(P.) +(B,) =\(2a-2b1g0) +5 (4.605)
do triangulo O P, Hy:

d(0.R) =d(P.H,) + P, (4.606)

P, =2acos6.

Esta ¢ a segunda regido necessaria para o processo de integracao.

Para determinar o ultimo limite, deve ser considerada a distancia P3(2a,2b) e Hs e ¢ dada por:

d (P3 ,H, )2 = (2a (cos 6’) + bsen@ cos 0 — 2a)2 + (2asen0cos 0+ 2b(sen¢9)2 - 2b)2 (4.607)

d (P, H,)=2asenf —2bcos 0
e, finalmente do tridngulo O P3 Hj:

P, =2bsenf +2acosf. (4.608)

Finalmente listando os limites de integracao:

0 < p < 2bsend,
2bsenf < p < 2acos 6, (4.609)
2acos@ < p < 2bsend +2acosb.

Aplicando a transformada de Radon bidimensional definida por:

Z(p,@) :”L(x,y)é‘(p—xcosH—ysenH)dxdy, (4.610)
1t

a equacao pode ser reescrita:
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p send
=||L o 0 —Xx— d
'Ll[ (x,y) (COS (cos@ Y cos@)jdx 7

Z(p,@) = —HL(x,y)&(psec@—x—ytg@)dxa’y.

|cos (9| T

Integrando em x,

Yy
L -— |L -
(p.0) cos 9|yjl (psecO—yig,y)dy,

lembrando que a primeira regido de integracao é:
p =xcos@+ ysenb,

y=—xcotgf+ pcosect,

x=0— y= pcosect,

aplicando este resultado, tem-se:

pcosecl

L = L -
(p.9) o5 .([ (psecd - yigh, y)dy,

B pcosect
L(p,0)=—— 1dy,
(p ) |cos(9| 4
= p
L(p0)=—"——
(p, ) cos@sin@’

valido para a primeira regido de integracdo. A segunda regido ¢ definida por 0<y<2b:

2b
L(p,0)= WjL(psec@—ytg@,y)dy,
L(p,0 1d
(p, ) |cos 0| j P
~ 2b
L(p,@) - cos@
E para a restante:
- 1 2b
L(p,0)=—— L 0 — ytgl, ,
(p ) |COS 0| y=pcos ec«J;cot g02a (p e ytg y)dy
- 1 2b
L(p,0)=—— 1dy,
(p ) |COS0 pcosecgj.cotgHZa y
L~(p,¢9) _ 2b—pcosec<9—2acotg6"

cosd
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Tais resultados estdio no dominio transformado e devem ser transladados, utilizando a
propriedade de translacao de fungdes para a transformada de Radon,

p, =—acos @ — bsend, (4.618)
p':p—p0=p+acos6’+bsen6’;’ |

considerando a translagdo, a transformada da fun¢do ¢ dada por:

_ p+acosO+bsent

Z(p,@)— 7 , —acos@—bsend < p <—acosb + bsend,
cos
~ 2b
L(p,@) :ﬂ’ —acos@+bsend < p <+ acosf — bsend,
cos @sin
N 2b—(p +acos @+ bsend)cosectd —2a cot g0
L(p,0)= , acos@—bsend < p <bsend + acos®.

cosd
(4.619)

A formulacdo apresentada, neste estudo, requer, ainda, que seja aplicada a transformada de

Fourier; como a funcdo ¢ continua por partes, pode-se escrever:

A —acos O+bsend +a cos @—bsend
L~(k,l9): 1 p+ac0s9+bsen9['e_ikpdp+ 2b. e dp+
v 27[ —a cos 6—bsend Ccos 0 —acos O+bsend cos 0 S 0 (4 620)
brendacos0 3 —(p + acos 6 + bsenB) cos ecld — 2a cot g6 ik .
+ I e dp |.
cos@

acos §—bsent
E apds algumas consideracdes algébricas e trigonométricas, adotando u’a mudanca de varidveis

para introduzir o comprimento de onda normalizado, ¢ obtido o seguinte resultado:

2 sen(&oacos(0))sen|Eobsin(O
b= \/;_n . (gcs()2 z)enacie “ ' ozl
O mesmo resultado pode ser obtido de outra maneira. A transformada de Radon de uma funcgao ¢
dada por:
Z(p,@) = J-J.L(x,y)é'(p—xcos@—ysen@)dxdy, (4.622)
m,

aplicando a transformada de Fourier sobre a fun¢do integral (4.622), tem-se:

i(p 6) = ﬁ I ﬂL(x,y)&(p —xcosf — ysen&)dxdy e P dp (4.623)

—oo IT,

e, nos limites em que a fungao ¢ diferente de zero, pode-se escrever:
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L: ﬁ__{o_{ Il 5 p—xcosf— ysen@)dxdy e *Pdp,
h (4.624)
= 1 —15?; +Xcos 9+yvem9
L(p —_— dxd
e .
Ap6s algumas consideracoes,
o4 sen(£5acos(6))sen(EShsin(6)) | 4625

B 2z (55)2 senfcost

4.8.1 Analise das funcées H para carregamento distribuido

Nao € necessaria a analise dos ntcleos, pois s3o os mesmos observados anteriormente para
carregamento concentrado. E necessaria a analise apenas das fung¢des H. Considerando a
transformada do carregamento distribuido, equagdo 4.625 e, substituindo nos termos oscilantes H

das fung¢des de deslocamento e tensdo, obtém-se:

4 sen (§5a cos (9))sen (§5b sin (9)) st 50

H =— , (4.626)
: 27 ( &6 )2 senfcost
o 4 sen(éé‘acos( ))sen(ﬁﬁbsin(@)) (st 5e0) (4.627)
2= 2 ’ ‘
2z (&6)" sen6
o 4 sen(cféacos 0))sen(§5bsm )el.sg(xa)smy&ng) (4.628)
37 2 ’ .
\/E ( 5) cost
o 4 sen(é‘&a cos(&))sen(ﬁébsin(@)) Je— (4.629)
4 NS (55)2 ’
4 sen(§5acos(@))sen(f&bsin(@)) 52 (xCos0+ ySend
o cos (26) e coso-ssn) (4.630)
’ \/ﬁ ( 5)2 senBcos@ ( )
%) 0 obsin (60 -
H o= 4 sen(§ acos( )zsen(f sm( )) Cos(e)emg(xCos€+yS€ng), (4.631)
N (&6) send
%) 9 ob :
H - 4 sen(gg acos )zsen(é sm( )) cos (2 H)elgg(xCos9+ySem9)’ (4.632)
\/g ( ) senf

182



4 sen(§5acos 0))sen(§5bsm ) {6 (xCos0+ySent
H 3 sin 20 i0&(xCosO+ ySen ), (4633)
’ 2z ( 5)2 cost ( )
b - 4 sen(ESacos(6 ))sen(é&b sin(6)) cos () e cnomsan) (4.634)

Jar (&5)

Hlo — 4 sen (5561 €os (0)) sen (§5b Sin (9)) sen (6) eié‘é‘(xCosH-*—ySen@) , (4635)

J2r (&5)

4 sen (5561 cos (0)) sen (f&b Sin (9)) (0) ei&f(xCosHerSenH)

o on , (4.636)
NG (55)2 cos6
4 sen(ESacos(6))sen(ESbsin(0)) 52(xCostsySent
oo Cos(28) & xcos +ySen ), (4637)
v oar (& 5)2 cos0 o(29)e
4 sen(E5acos(6))sen(ESbsin(6)) 5E(xCostsySent
H __ S 20 i0&(xCosO+ ySen ) (4638)
B or (& )2 send (28)e

Considerando a expansdo do termo exponencial e desprezando os termos impares, que no

intervalo —n/2<0<m/2 resultariam em integral nula, reescrevem-se as fungdes H na forma:

4 sen(&dacos(0))sen(E5bsin(6))

H, = "o (63) senfeost {cos (x5 cos(0))cos(yo&sen(0))+isen (x&fcos(&))cos(y5§sen(6))},
(4.639)

H, =- \/j_” sen (§§a CO:§5)2 ieer;(j(% sin ) {cos(x5§ cos(&))cos (y&fsen(e)) +isen (x5§ cos(é’))cos (y&fsen(ﬁ))} ,
(4.640)

H, = J;_ﬂ sen(¢sa COZ§§)ZiZI:g§5b sin(9)) { sen(x5& cos(0))sen(ySésen(0))+icos (xS cos(6)) sen( yoésen (0))} ,
(4.641)

H, - \/‘21_” sen(¢da COS(??;;H (£2bsin(0)) {—sen (x0& cos(0))sen(yo&sen(6))+icos (xS cos(6))sen(yoEsen (9))} ,
(4.642)

sen(&Eoacos(0))sen(Eobsin (6 )

Hs = _\/3—7[ ( (§5§2 z)ené’cf)sé’ (9) cos(26’){cos(x5§ cos(6))cos(yoEsen(6))+isen(xo& cos(@))cos(yé‘fsen(ﬁ))},

(4.643)
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4 sen(§5acos )sen(§5bs1n )

H, = T (55)2 — cos(6) {cos(xé'fcos(6’))cos(y5§sen(6))+isen (x5§ cos(H))cos(yéc_fsen(@))},
(4.644)

H,=— \/j_” sen(£0 CO:§6)2 ieer;(jé‘b sin(0)) cos(26) {cos (x82 cos(6))cos(yoEsen(0))+isen(xS cos(6))cos( yoEsen (9))} ,
(4.645)

H, =— \/;_” sen($0 Cozgé)z L::(jé‘b sin(9)) sin(20) {cos (x62 cos () )cos(ySEsen(0)) + isen( xS cos () ) cos (yoEsen (9))} ,
(4.646)

H, =- \/;_” sen(¢dacos (??;;n (¢5bsin(9)) cos(6) {—sen (x82 cos(6))sen(ySEsen(0))+icos (xS cos(8))sen( ydésen (6’))} ,
(4.647)

Hy = \/;‘_” sen (55‘1 cos (25);;" (‘f&b sin (9)) sen(6) {cos (x&f cos (0)) cos (y&g‘sen (6)) +isen (x5§ cos (9)) cos (y&:sen (6’))} ,
(4.648)

H = \/3—” sen(¢da cozgg)z Sceozfﬁb sin (6)) sen (9){cos (x5 cos(6))cos(yo&sen(0)) +isen(xS5& cos(6))cos (yo&sen (0))} ,
(4.649)

H,=- \/;_” e (é&l 00255)2 Sceozg;f&b sin ) Cos(26) {—sen (x5§ cos ((9)) sen (y5§sen (9)) +icos (x5§ cos (9)) sen (yéfsen (49))} ,
(4.650)

H,=- \/;_ﬂ e (5511 00255)2 S:e’;fjgb sin ) Sin(26) {—sen (x5§ cos (6?)) sen (yé}fsen (0)) +icos (x&f cos (0)) sen (yéésen (6’))} )
(4.651)

Graficos das fungdes H estdo apresentadas no anexo III. O comportamento oscilatoério depende
das coordenadas x, y, da freqiiéncia normalizada d e da varidvel de integracdo &, mantendo-se X, y
e O constantes e, variando &, ocorre o aumento do nimero de oscilagdes, como pode ser visto nas
figuras 4.134a e 4.134b, para £=5 e &=10, respectivamente. Este efeito j4 foi analisado nas
equagdes para carregamento concentrado e, para a integragao dessas funcdes, podem ser adotados

0s mesmos parametros e critérios utilizados anteriormente.
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0i2 ¢ 0.02 [H

Do LA/
o W; \O/ R Mvvﬂ\/w\ﬂm:o V“M W\/\Uﬂv \M

Figura 4.134a Componente real de H1, £=5 Figura 4.134b Componente real de H1, &=10

Um outro fato a ser considerado ¢ que a integracdo dessas funcdes pode originar fungdes
pares ou impares, que, multiplicadas pelos ntcleos G, podem resultar parcelas para as quais a
integral impropria sera nula. Esta consideracao permitira simplificagdes adicionais, que reduzem

significativamente os esfor¢cos computacionais.

Os graficos com os resultados da integracdo de H;j, para os parametros x=2, y=3, =1, sdo
apresentados no anexo III. Uma parcela € par (a real) e a outra impar (a imaginaria) , pode-se
desprezar uma delas, dependendo de, por qual nucleo G; , ela serd& multiplicada. Uma
desvantagem, em relacdo a fung¢do de carregamento concentrado, ¢ que as IH possuem
batimentos, nao decaindo, monotonicamente, com integrais de volume para os trechos com sinal

alternante.

4.8.2 Conjunto final de equacées para carregamento distribuido

Considerando as simplificacdes resultantes do produto de fungdes GiH; e da constatacao de
que fung¢des pares multiplicadas por impares, sdo impares e que as fun¢des impares multiplicadas
por outra fun¢do impar, resulta em uma fung¢ao par, serdo obtidas as equagdes mais simplificadas.
Iniciando pelo problema com carregamento distribuido vertical, pode-se escrever o deslocamento

vertical:

o [iseetoysnion

(55)2 Deosd cos(x5§cos(é’))cos(y&fsen(0))}(19615,
S senfcos

(4.652)
GU

zz

= sign(08) 5 {4, - e +C e | (4.653)
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e para o deslocamento horizontal em x

; A :
U_ = % J‘ G,. J‘ {i Sen(§§a COS(H)Zsen('f&bsm(e)) sen(xéfcos(&))cos(yé‘fsen(9))}d9d§d¢9 )
T, 4 (.56) send
(4.654)
Gy = sign(S2) 8 {[y 4y - 4y, Cp - |}, (4.655)

e para o horizontal em y:

= %
U, = % .[O Gy, _J% {i sen (fé‘a Cozfg)z i‘i((j&b sin ) cos (xé'§ cos (9)) sen (yé‘fsen (9))}d§d9,
(4.656)
Gyye = Gy = sign(08) &5 {[w 4y -7 +y,C; e ] (4.657)

Para a componente de tensao 6,,;:

. :Lz]i 3 _7] {S€H(§5QCOS( ))sen(ESbsin(6))

(55 ) senfcosd

3

cos (x5§ cOs (9))cos (yé'cfsen (6’))}d6’d§ )

(4.658)
G, =sign(£)E5 (T Ape ™ +T,Cpe ™} (4.659)

UZZZ

A componente de tensao G,:

ZXZ

1T f{sen(é‘&zcos )sen(§5b5m )

(@) ent Sen<x§fcosw))cos(y@fsenw))}“df’

(4.660)
G, = sign(05)£0{[ T dye ™ +T,Cre ]} (4.661)

A componente de tensao Gyyz-

:LZ]E G, J‘z{ sen(fé‘acos Zsen(fébsm )cos(x5§c0s(9))sen(y5§sen(9))}d6’d§
T ,77 (55) cost
(4.662)
G, =G, =sign(65)E8{[T,A,e ™ +T,Cre ). (4.663)

E para componente de tensao oxy,:

186



o :% TG%I ? sen(§5acos(@))sen(§§bsin(0))
ju :

cos (x5§ Cos (9)) cos (yﬁfsen (9))d9d§ +

e 2 (4‘5 )2 senfcost
2 72 sen(ESacos(0 Sbsin (0
_[ G, , j - (5 ! COS(2 ))sen (5 sin( )) cos (20) cos(x§§ Ccos (H))cos(yé’fsen (0))dt9d§ ,
A 7 (£6)" senBcosO
(4.664)
G, , = sign(58)&5° {(ial/l +(A+ )&y ) Ape ™™ + (iay A+ (A + y)ng)c;e-“ﬂ} . (4.665)
G, , =sign(GE)E5° {uéy, Ape™ + uéy,Cre ™| (4.666)
Para componente de tensdo normal oyy,:
] A :
o,.= # _J;) G, | J% - (§6a (c;()fz)eze;iizb i (6)) cos (x&é‘ cos (0)) cos ( yo&sen (9))d¢9d E-
I .
J‘ G, , j sen(§é‘a COS(?))W”([’E&? sm(&)) cos(26) cos(x&j cos(&))cos(yéﬁsen(ﬂ))dé’df
% > (&8)" senBcost
’ (4.667)
G, 1 =G, = sign(6&)£6° {(ialj’ +(A+u)éy, )A;e_&”‘z + (iale +(A+u)éy, )C;e"‘sazz } ,
(4.668)
G, » =G, , =sign(5¢) &6 {uéy Aye ™ + uéy,Cre ™ | . (4.669)

Para a tensdo de cisalhamento Gyy,:

72 % sen (§5a cos(é’))sen (é‘é'b sin(@))

_ M|
O, = ) [J; G%: 7;,[/2 JA (fé‘)z

sen (x5§ cos (H)) sen (y&:sen (9))d6’d§] ,(4.670)

G, =2sign(6£)E 8 {y, Ape ™ +y,Cre ™} (4.671)
Para carga tangencial em x (S), o deslocamento vertical é:

f {f sen(£5acos(0))sen(£3bsin o))
by (§§)2 sen6

Gy, = sign(S6£)E6 { Ay -7 + Cg e (4.673)

sz = 12 TGsz

T

sen (x5§ cos (9))cos (y§§sen (0))}d9d§ , (4.672)

o deslocamento na direcao x:
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= 7
U :L J‘GUMJ‘ sen(ﬁé‘acos )sen(fé‘bsm )cos@sen(xﬁfcos(@))sen(y&fsen(@)) dod& +
xx 72'2 y. 2

Sy (£6) se

© 7 sen(§§acos )Sel’l(g,zé‘bSln

J G |

) sent cos(xé'gZ cos(@)) cos(y&fsen (9))d0d§}

e T (55)2 cosd
(4.674)
G = 5ign(5) 8|y A5 - €7 +y,Cg e |, (4.675)
—p-5-z
Gy = —sign(8)E5—, (4.676)
up
e para o deslocamento na dire¢ao y:
_ 12[ T J.2 { sen §5a cos (@ ))Sin(§5bsin(9)) Sen(x&fcos(é?))sen(y&fsen(&))}d@dcf N
g (59) (4.677)
@ A ~
J. G J. {sen(f&l cos (6 ))Sin(§5b sln(lg)) cos(x5§ cos(0))cos(y5§sen(9))}d9d§},
= (£9)
Gy = 5ign(O)ESyr, A5 e +y,Cy -7 |, (4.678)
oy
Giynr = —sign(S8)ES—. (4.679)
up

Para a componente de tensao normal vertical 6,,:

- :_J.G ].2{ sen(cféacos( ))sen(§5bsm( ))
7 (955) send

sen (xS cos(6))cos( y5§sen(¢9))}d9d§

(4.680)
G, = sign(5)ES T Age ™ +T,Ce > |, (4.681)
para a componente Gxx:

. zllTG T sen(ESacos(0))sen(ésbsin(6))

. : cochos(xéf cos(@))cos(yﬁfsen(é’))—
o (&5) senb , (4.682)

@ 712 sen (§5acos )sen(§§bsm

Jo.. |

2
VA

) send cos (x5§ cos(&))cos(yﬁfsen (0)) ,

LA (&5) coso
G, = sign(65)&5| T, Ase™ +T,Cie ™ |, (4.683)
G, ,= szgn( §)§5e oz (4.684)
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para tensdo cisalhante G,yy:
1 T o T _ sen(£6acos(9))sen(£bsin(6))

o (& 5)2
z 72 sen(£dacos(0))sen(E5bsin(0))

Ja,

sen (xdf cos (6’))sen (y5§sen (6’)) +

sen (x§§ cos(ﬁ))sen (y§§sen (9))},

—0 " -/2 5 ’
(£2) (4.685)

G, | =sign(6€)E5| Ty Aze™™ +T,Cre ™ |, (4.686)
G, , =sign(d§)&se """ (4.687)
A tensdao normal em X Gyxx:

j G, J.2 sen(g“éacos zsen(g“&bsm )sen(x5§cos(@))cos(yé’ﬁsen(ﬂ)) 0dé +

Lo 2 (55) sent
= 72 sen(éSacos(6))sen(éSbsin(0))
IGJ s I i . Cos(ZH)sen(x&,“cos(@))cos(y&é‘sen(é’)) dOd & +
Sy (&6) senb
w A '
fo ] {i sen(gaacos(é?)zSen(éébsm(b?))sen(za)sen(xagcos(e))cos( y5§sen(9))}d€d§]
e T (55) cos@ (4.688)

G, , = sign(58)&5° {(z’al/l +(A+p) ) dye ™ +(ia A+ (A+ p)éw, ) Cy 5} , (4.689)

G, ., = sign(06)&5° { uéw, dse™ + py,Coe ™|, (4.690)
e—é‘ﬁz
G, s =sign(08)&* 5" 4~ 5[ (4.691)

e anormal em y Gyyy:

{J.GU lf{lsen(é‘&zcos )sen(§5b51n )

(&5 sen6 sen 0% 005(9))"05(y5§sen(9))}d0d§ -
-

= 7

J‘Ga‘z {i sen(&dacos( 9)2sen(f5bs1n (9)) os(ze)sen(xéicos(ﬁ))cos(y5§sen(6'))}d¢9d§— (4.692)
S -/ ( 5) senf

- 7

[, ] isen(&sacos 9)2sen(§5bsm )Sz'n(2.9)sen(x&;cos(e))cos(ya“gsen(a)) dOdé

S - ( ) cost

G, =ign(08) &> (i + (A + p) éy, ) dye ™ +(ia, A+ (A + ) Eyr, ) Cre | (4.693)
G, = sign(8€) 65" |y, Age™ + ucy,Coe ™ | (4.694)
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G, ,=sign(5§)&s {— e;ﬁz } : (4.695)

A tensdo cisalhante Gyyx:

i ﬂ[) ,]2{ sen(f&acos( ))sen(§5b31n( ))

cos B cos (x0& cos (6)) sen yé‘fsen(@))}d@df +

% (68) (4.696)
< 7 _sen (zfé'a cos )Sen (fé'b s1n )
J‘G%z I i 5 cos(2€)cos(x5§cos(€))sen(y5§sen(9)) dodé |,
o s (55) cos6
G, , =2sign(8) 5" {y dse ™ +y,Cre ™, (4.697)
G ' (55)525{ e } (4.698)
., =sign - , .
- 7

Para carga tangencial em y (T)
O deslocamento vertical ¢ dado por:

U, = % Z 7]-2 { Sen(féa cos (0 ))sen(é&bsin(e))

(Zjé‘)z cos6

cos(x0& cos(0)) sen y5§sen(0))}d0d§,
(4.699)
Gy, = Slgn(5§)§§{ Yo e_(s.a,z} ’

o deslocamento tangencial em x:

V/a

< 7 sen(&Edacos sen sin
U, %[J GU_.",I J {_ (55 (9)) 5 (§5b (6))sen(xé'fcos(9))sen(y5§sen(«9))}dl9d§—
W Ty (&5)

< 7 sen(&oa sen in
J‘GUUz J- {_ (&acos(0)) _ (&sbs (9))sen(x5§cos(@))sen(yé‘é’sen(@))}dﬁdf},
- (£9)
(4.700)
GUW] szgn(5§)§5[wl ey, Cr e 0 ] (4.701)
G ign(58) & e’ 4.702
u,2 = Sign B (4.702)

o deslocamento na direcao y:
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. 7
U, :1[‘[ G, | J~ {sen(§5acos )Sen(fé'bsm )senecos(x5§cos(6))cos(y5§sen(6’))}616’615—

S "y (55)2 cosf (4.703)
< 7% §5a cos )sen (fé'b sm )
I I : cosHcos(x&fcos(ﬁ))cos(y5§sen(9)) dOd¢ |,
w =2 (fé') sen@
Gy, , = sign(6E) &5 w Ay -7 +y,Cp e |, (4.704)
. e,ﬁ.ﬁz
G, , = sign(3)¢& R (4.705)

Para tensdo Gy:

]? JZ sen(f&z cos )sen(ﬁébsm
ot ,/ (55)2 cost

G, =sign(86)&5 (T, dje™ +T,Cre ™ | (4.707)

) cos (xé'f cos (49)) sen (yéfsen (9))}d9d§, (4.706)

A tensdo G,y ¢ dada por:

{J‘ G J9 { sen(f&acos(ﬁ))sen(fébsin(e))

sen (x§§ cos(@))sen (y5§sen (9))}d€d§ -

% ()
_[ G {_ sen(fﬁa cos(ﬁ))sin(féb s1n(9)) sen(xégcos(e))sen(y5§sen(t9))}dl9d§],
- (¢5)
(4.708)
Gaml = sign (568) &6 [F3 A;e_(sa‘z + F4C;e_§“zz :I , (4.709)
G, =sign(5g)goe”™, (4.710)

A tensdo o,y é:

{J. G I {sen §5acos )sen(fébsm

) send) cos (xS cos(0)) cos ( ySesen (9))}619415 +

- *’7 (55)2 cos6
@ %
_[G 2 {sen(§5acos zsen(§5bsln )cosHcos(x5§cos(9))cos(y5§sen(9))}d6’d§},
= (&6)" send
@.711)
G =sign(65) 58| T dre ™ +T,Cre ™ |, 4.712)
G, = sign(d5)&oe "7 (4.713)
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A tensdo o4y pode ser calculada por:

J~ G J? {z sen(£5acos(6))sen(E5bsin(6))
=y (&5 cost

cos(x0& cos () sen ( ySésen (9))}519015 +

(4.714)

® 7 .Sen(ggaCOS 9))Sen(§5bsll’l )

I :

2 Txy 7% ( 5) cos

o 7 {sen(fﬁa cos 9))S€n(§5bsm )
)2

.[ Gam3 .f ! (

—0 _ %

GU' —szgn(5§)§52 {(za1/1+(/1+y)§l//l) ~oe +(1a21+(ﬂ,+y)§w2)C e }, (4.715)

Cos (20)icos (x5 cos(6)) sen(yosen (9))}d«9d§ +

Sin(26)cos (x0& cos(8)) sen( yégsen(e))}dedg},

sen6

G, =sign(S5) 8% {uéyr A + péy, Cre ™ |, 4.716)
—bﬂz
GJ B —Slgn(é'cf)cf 52{ I } (4.717)

A componente de tensdo normal Gyyy:
jG f _sen(&E5acos(0))sen(Esbsin(6))
e 1,77 l (55)2 cos@

]g GM 2 7 {i sen(fé‘a cos(@ Zsen(é‘é‘bsin(ﬁ))

cos(x5§ cos (9))sen (yé'fsen (9))}d¢9d§ -

Cos(Z@)icos(x&f cos(&))sen (yé'fsen (9))}d9d§ -

T {S@n(gaacos(e )sen(ZSbsin(6))
1 2

Sin (2«9)cos(x5§ cos(H))sen (y5§sen (9))}d¢9d§],
—o W 7%

(4.718)
G, =sign(52) &5 (i A +(A+p) ) dre ™ + (i A+ (A + p) ) Cre ™ |, (4.719)

"m

G, =sign(68)E8° {uéy, Are ™ + u&y,Cre ™ |, (4.720)
e_‘sﬁ
G, =sign(58)*s ST (4.721)

A componente de tensdo de cisalhamento G,yy:

o, :,Ul[T G ? {i sen(éé'acos(&))sen(§6bsin(0))

sen@sen (x&f cos (9)) cos (y5§sen (9))}d¢9d§ -

Ly, (o) (4.722)
= 7
J.G 2 J. {i sen(f&acos zsen(@%sln )sen(x5§cos(0))cos(y5§sen(9))}dt9d§],
X ™ = (£6) send
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G | =2sign(88) &5 {y, dre ™ +y,Cre ™}, (4.723)

-0pz
G, =sign(68)E61—". 4.724
2 =sign(68)& {ﬂﬁ} (4.724)

4.8.3 Técnicas de integracio para carregamento distribuido

Considerando a componente de deslocamento vertical devido a carga vertical, calculada
através da equacao (4.652):

U :LTG ? sen(f&acos(@))sen(&?bsin(@))
. (cfé' )2 senBcosO

zz 2

T

cos (x§§ cos (6’)) cos(yéfsen (9))}d9d§ )

—o _ %

para qual o nticleo ¢ dado por:

G =sign( %) 55{14; %% 4 C, -eﬂi%f}

b

isolando o termo oscilante e sua integral:

7 {sen(f&a cos(6))sen(£5bsin(6))

IH, . =
v ‘lé (fé’)2 senbcos

cos (x5§ cos(H))cos(yé‘fsen(H))}d@. (4.725)

O resultado em fungdo HUzz(&) resultante da integral em 0 do termo oscilante, para o
ponto, x=y=2, com freqiiéncia w=I1rad/s, ¢ apresentado na figura 4.135. Como pode ser
observado, esta fun¢do ndao decai monotonicamente. Tal parte do integrando independe das
caracteristicas do meio fisico no qual as ondas se propagam. Considerando as propriedades
materiais, coeficiente de Poisson v=1/4, médulo de cisalhamento ;,L=1N/m2, densidade p=1kg/m3,
e amortecimento histerético constante n=0.2, tem-se como integrando final em & a fungdo
apresentada nas figuras 4.136 e 4.137 para componente real e imaginaria, respectivamente, neste
caso para um ponto na superficie livre. Para obtengdo dos resultados apresentados nas figuras
4.138 e 4.139, foi considerada profundidade de camada z=1: a fun¢do decai significativamente.
Para pontos no interior da camada, o processo de integragdo ¢ relativamente rapido e os tempos

sdo reduzidos com aumento de z.

Os nucleos das fungdes para carregamento distribuido sdo idénticos aos dos problemas com

carregamento concentrado, analisados previamente. Deve-se ressaltar que, para o carregamento
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distribuido, ¢ possivel determinar os termos de tensdo na superficie livre, ndo descritos como
condigdes de contorno. Isto porque o decaimento das fungdes IH compensa o crescimento do
nucleo quando z=0. De fato, isso pode ser observado diretamente, no denominador das fungdes
H. Infelizmente, o processo de convergéncia dos métodos de integragdo, para as tensdes na

superficie, ¢ muito lento.

Para o ponto na superficie, as componentes do nticleo, para o deslocamento Uzz, tendem a
um valor constante. O nucleo sera multiplicado pela funcao IH que decai, porém lentamente, o
que permitira uma integragdo numérica. Entretanto, o algoritmo de Longman, neste caso, ndo sera
aplicavel. Para integracdo numérica, foi implementado um algoritmo do tipo “procedendo para
infinito”, a despeito de ndo ser o mais apropriado em termos computacionais, considerou-se que,
para uma validagdo inicial das fungdes, seria satisfatorio. Os custos computacionais com esse
algoritmo serdo apresentados na proxima secdo. Apesar das limitacdes desse método numérico,
foram obtidos bons resultados para pontos no interior da camada z>0, quando comparado a
implementag¢do com transformada dupla de Fourier. Deve-se lembrar que os numeros de onda,
para tais funcdes, sdo os mesmos dos problemas anteriores. Portanto, as fun¢des sdo integradas

entre os numeros de onda e posteriormente ¢ realizada a integral impropria a partir de E=cg.

Para a realizagdo da integral impropria o algoritmo, ¢ montado a partir da defini¢do basica

(Davis e Rabinowitz, 1975):

Tf(x)d“lim jf(X)dx : (4.726)

r—0 0
considerando uma seqiiéncia de nimeros que tende para o infinito, de modo que 0<r, <7 <...,

pode-se escrever a integral por partes:

O ey 8

f(x)dx = ]Qf(x)dx+_r][f(x)dx+..... (4.727)

Cada integral ¢ definida, podendo ser determinada por quadratura de Gauss. O processo de
aumento do nimero de volumes ¢ interrompido quando se atinge o critério de parada, baseado em
erro relativo ou absoluto. Os limites de integracdo usualmente sdo dobrados a cada passo, por

exemplo r, =2". Entretanto, devido as oscilagdes irregulares da fungdo, foi adotado um passo
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constante, calculado com auxilio das coordenadas x e y e da freqii€ncia normalizada 9o, através da
relacdo:
T
AéE = .
X+ e’ p

Foi adotado como critério de parada, a relacdo entre a contribuicdo da integracdo intervalo, e o

(4.728)

valor da integral total, através da formula:

PR (4.729)

[ f(x)dx<s. (4.730)

O esquema de integracdo ¢ apresentado na figura 4.140. Inicialmente, ¢ realizada a integracao nos

intervalos 0 <c, <c, <c,, utilizando quadratura de Gauss e refinamento dos intervalos até obter

convergéncia. Posteriormente € realizada a integral imprépria.

Log@bs@HuzzD

-2
-4

-8
-10

-12

Figura 4.135 — Funcdo IH,,,
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Real@uzzD

1.25}
1t
0.75¢
0.5}
0.25}

-0.25¢

Figura 4.136— Componente real de G,_IH,_ -z=0

Uzz Uzz

Imag@uzzD

-05¢

-1.5]

21!

Figura 4.137 — Componente imaginaria de G,_IH,, .- z=0

Uzz Uzz

Real@uzzD

0.4

0.2

-0.2

-04

Figura 4.138 — Componente real de G,_IH,,.. - z=1
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Imagd@uzzD

-0.2¢
-04¢
-0.6¢
-0.8}

1!
-1.2

IH, 1

Figura 4.139 — Componente imaginaria de G v LT

Uzz

Fasso até criterio parada

—_—

000 e

-00s

=010

=
Q-m;

Ag

Figura 4.140 — Esquema de integracao para semi-espaco com carregamento distribuido

4.8.4 Resultados numéricos para carregamento Distribuido

Para o semi-espaco isotropico eldstico submetido a carregamento estatico vertical e
distribuido na area definida por a e b, como mostra a figura 4.141, existe resposta analitica para a
componente de deslocamento vertical na superficie. Love determinou o deslocamento médio da
superficie do semi-espago submetido ao carregamento uniformemente distribuido (Saada, 1974),

como sendo:
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Uzz medio =m———7> (4731)
- ENA4

para a qual P ¢ o carregamento total, A ¢ a magnitude da area carregada, E o mddulo de
elasticidade, v o coeficiente de Poisson e m ¢ um fator numérico que depende da relagdo entre os

semilados a/b. Na tabela a seguir, sao apresentados os valores de m para varias razoes a/b.

Circulo Retangulos, razdo a/b
1 1.5 2 3 5 10 100
m= 0.96 0.95 0.94 0.92 0.88 0.82 0.71 0.37

A tensdo média ao longo do eixo z também foi determinada por Love,

P| 2BV I/2+1th ., 2BV

P e S S Y , 4.732
Toz_medio =~ 4 [VZ +B> 1 & yrip ( )
sendo:
a’l+b*+z7°
y? = — (4.733)
B=92 (4.734)
z

Estas equacdes desenvolvidas por Love sdo apenas aproximadas. A resposta de
deslocamento vertical, em qualquer ponto na superficie livre, foi deduzida por Scheicher a partir
da integracao do problema de Boussinesq sobre a superficie de carregamento (Gaul, 1976). Essa

formulacao estatica permite a inclusdo de efeitos de amortecimento. A resposta adimensional €

dada por:
U, (x,y)a,u _ l—in(a):O) e In a, +c; —a, celn Na +c —a, B
P 167:(1+772 (0= 0))(1—n2)b0 ’ Jal +¢c; —a, l Ja +¢ —a,

2, 2 2, 2
\a, +¢, —c¢, \a, +¢ —c,
—-a,In| *Y——"|+g In| Y——— ||,
2 2 2 ! 2 2
al +C1 _Cl al +Cl _Cl

(4.735)

para a qual sdo utilizadas as relagdes adimensionais:
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b, =b/a
a, =(x/a+1), a,=(x/a-1)
b =(x/b+1), b, =(x/b-1) (4.734)
¢, = byb, ¢, = byb,
= 1-2v
2(1-v)

quando os pontos, em que se deseja determinar o deslocamento, estdo sobre o limite da area

carregada ¢ dado que:

S}

a, In G+ -q =0 para X
2 - — 1o
Jai +¢f —c¢ a
2 2
\a; +¢ —azJ y
¢, In| ——=—— =0 para —=1,
2 2 b
Va +6 —a, (4.735)
N T el P SO
1 - - ’
Jai +¢ —¢ a

2 2
\a, +¢ —a, y
¢In| —————1|=0 para ==-1.
[w/af+cf —-a, b

P(w-0)

Figura 4.141 — Semi-espago submetido a carregamento distribuido

Considerando um carregamento com freqliéncia muito baixa, ®w=0.01rad/s, ¢ possivel

validar a resposta da formulagdo com transformada de Radon. Adotando como parametros
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materiais do meio, o coeficiente de Poisson v=1/4, o modulo de cisalhamento uZIN/mZ, e um
fator de amortecimento histerético constante n=0.01, determinou-se a resposta de deslocamento
vertical ao longo do eixo x. Os resultados podem ser vistos nas figura 4.142. A diferenca dos

resultados obtidos pelo problema numérico quase-estatico e a resposta estatica foram inferiores a

0.1%.

0.9‘ P(=0.01)

Uzz

—— Radon
—e— Scheicher

Figura 4.142 — Solugdo quase-estatica para carregamento distribuido

Para validagdo com a resposta de Ugmedio fornecida por Love, € preciso considerar o
deslocamento de todo o plano sob o carregamento, e determinar-se a média dos deslocamentos.
Considerando um Ax=Ay=0.1, foram calculados os resultados para os pontos no intervalo

-5<x<5, -5<y<5. O deslocamento médio, neste intervalo, obtido pela formulagdo

desenvolvida com uso da transformada de Radon foi igual a Uzmedio = 0.1720; a resposta pela
equagdo de Love seria U, o.=0.1781. A presenca do amortecimento pode explicar a menor
amplitude média de deslocamento. Esta fun¢do de deslocamento possui decaimento monotdnico,
e tende a valores inferiores a 0.1720. Se o intervalo for ampliado, as médias tendem a ser mais

reduzidas.
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Outra metodologia para validagao ¢ considerar o problema com carregamento concentrado,
validado anteriormente. Neste caso, basta reduzir os valores de a e b, para que as respostas se
aproximem daquelas obtidas para carregamento concentrado. Normalizando as respostas de
deslocamento como:

v, -Ys (4.736)

zznorm = 4ab

e mantendo o coeficiente de Poisson e modulo de cisalhamento da analise anterior, aumentando o
amortecimento para n=0.2, e aplicando um carregamento dindmico com freqiiéncia w=1rad/s sdo
obtidos os resultados apresentados na figura 4.143, para diferentes valores de a e b. A diferenca
das respostas esta basicamente no trecho inicial, pois os semilados do carregamento variam. No
entanto, & medida que se analisa o resultado ao longo de x, nota-se uma boa convergéncia das
respostas. O erro absoluto para as respostas obtidas ¢ apresentado na figura 4.144. Na medida em
que se diminuem os valores de a e b, a resposta aproxima-se bastante daquela obtida pela

formulagao com carga concentrada.

Real[Uzz/(4ab)]
o
o
T

-0.024 —— Concentrada
-0.04 - —-a=b=0.025
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Figura 4.143 — Uzz tendendo ao carregamento concentrado
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0.00021
0.0000 ..
-0.0002-
-0.0004 |
-0.0006 1
-0.0008 -
-0.0010-
-0.0012-
-0.0014

Erro absoluto

a=b=0.1
- ---a=b=0.05

Figura 4.144 — Erro absoluto na aproximacao com carregamento concentrado

Para validagdo dinamica, foi realizada a comparagdo com a implementagdo de Romanini
(1995) que utiliza a transformada dupla de Fourier para obter as respostas de deslocamento e
tensdo para carregamento distribuido. Considerando o carregamento com semilados a=b=1, e
freqiiéncia ®=5 rad/s e parametros materiais: coeficiente de Poisson v=1/4, modulo de
cisalhamento p=1N/m? densidade p=1kg/m’ ¢ um fator de amortecimento histerético constante
n=0.2, coordenadas z=0, y=2, calculando os valores das componentes de deslocamento ao longo
do eixo x, erros numéricos absolutos e relativos de 10™ foram adotados. Os resultados, para o
problema com carga vertical, sdo apresentados nas figuras 4.145 a 4.147, para Uzz, Uxz e

Uyz,respectivamente, sendo possivel notar uma boa concordancia entre as duas formulacdes.

Resultados de todas as componentes de deslocamento para carregamento vertical,
horizontal em x e y, considerando os mesmos parametros da analise anterior, no entanto, para
freqiiéncia m=2rad/s, sdo apresentadas as respostas para carga vertical nas figuras 4.148 a 4.150;
e nas figuras 4.151 a 4.153, para carga tangencial na dire¢ao x. E, finalmente, as figuras 4.154 a
4.156 mostram as respostas para carregamento horizontal na direcdo y. Foi obtida uma boa
concordancia entre as duas formulagdes. Para obter tais resultados na superficie livre, a presente
formulacao necessitou de 2693 s, enquanto a com implementacao, através da transformada de
Fourier, precisou de 550s. O maior problema nesta implementa¢do ¢ o comportamento oscilante

da fun¢do obtida da integragdo das fungdes Hi em 60, por decairem muito lentamente e nao
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oscilarem de forma que fosse possivel utilizar algoritmos mais eficientes, reduzindo,
significativamente, a capacidade da formulacdo na determinacdo de respostas ao longo da

superficie livre.

Para pontos no interior do semi-espago, com coordenadas z=1, y=0 e freqiiéncia ®=5, os
resultados s3o apresentados nas Figura 4.157 a 4.161, para Uxx, Uzx, Uyy, Uxz e Uzz
respectivamente, sendo as demais componentes nulas. Pode ser observada uma boa concordancia
entre as duas formulagdes. E importante salientar que, para as componentes Uzx e Uxz, o erro
cresce significativamente para valores de x>5, mas, nesse ponto, a resposta tem magnitude de
10, que é também a grandeza adotada como critério de parada para o processo de integragdo. O
tempo necessario para obter as respostas pela formulacao apresentada neste trabalho foi de 61s,
enquanto a implementacao baseada na transformada de Fourier necessitou de 520s. Para pontos

no interior do semi-espaco, a presente formulacao converge mais rapidamente.

O esfor¢o computacional, para obter as respostas, esta relacionado aos erros de integracao
adotados. Considerando erros relativos e critérios de parada, diferentes para obter a convergéncia,

e o problema com pontos na superficie, foram necessarios os seguintes tempos:

Erro Radon Fourier
107 2693s 550s
10 783s 540s
107 1875 536s
0.02
0.15-
0.01- R 0.10-
N
1]
£
N 0.00- g 0.05
o
Real Radon w 0.00-
-0.01+ ----lmag Radon
~~~~~~ Real Fourier
————— Imag Fourier -0.05+
-0.02 —T T T T T T T T — T T T T T T T T T T
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
X
Figura 4.145a. Uzz —0=5, z=0, y=2 Figura 4.145b. Erro relativo Uzz
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5
=)

Figura 4.148a Uzz 0=2, z=0, y=2

Figura 4.148b. Erro relativo Uzz

204

/ Real Radon 0.5
| [ ----Imag Radon
0.00251 1\ | Real Fourier 04
————— Imag Fourier °
X = 0.3
0.0000+ X
2
2 0.2+
<
-0.0025 1 S o1,
w
-0.0050- 0.0
T — T T T T T T T -0.1 T T T T T T T T T
0 2 3 4 5 6 7 8 9 10 o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
X
Figura 4.146a. Uxz — v=5, z=0, y=2 Figura 4.146b. Erro relativo Uxz
0.020
0 015_’ Real Radon 0.154
’ ] ----Imag Radon
0.0104 \ | Real Fourier £ 0104
I U et Imag Fourier ~
0.0051 >
0.000-: = 0.051
[e]
-0-0051 i 0.00-
-0.0104 /
-0.015_1/ -0.05
'0-0200 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
X
Figura 4.147a. Uyz — 0=5, z=0, y=2 Figura 4.147b. Erro relativo Uyz
0.10 — 0.2
- Real Radon
0.08 1 - - --lmag Radon 0.1
AR Real Fourier = '
0064 - Imag Fourier N
2 00_
0.04 g
N <
> 0.024 X 014
S
0.00 I
4 0.2
-0.02 1
-0.041 -0.3
0 2 3 4 5 7 8 9 10 01 2 3 4 5 6 7 8 9 10
X X



Uyz

Uzx

0.025

-0.025 4

-0.050 4

Real Radon

- ---Imag Radon
Real Fourier
Imag Fourier

Real Radon

Imag Radon
Real Fourier
Imag Fourier

Figura 4.150a Uyz ©=2, z=0, y=2

0-04'_ N —— Real Radon

0.03 SN e Imag Radon

0.024 Real Fourier

0.01] - Imag Fourier/
Ve

0.00+ /

-0.01-

-0.02 1

-0.03 1

-0.04

-0.05 1

-0.06 T T T T T T T T T

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Figura 4.151a Uzx 0=2, z=0, y=2

Error % Abs[Uxz]

Error % Abs[Uyz]

Erro % Abs[Uzx]
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ura 4.149b Erro relativo Uxz
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-0.154
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0
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ura 4.150b Erro relativo Uyz
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Uxx

Uyx

Uzy

0.06

0.04
0.021
0.001
-0.02]
-0.04]

0064 /

—— Real Radon

******* Imag Radon
Real Fourier
———————— Imag Fourier

B /”
0.081
-0.10 +——

0 1

—— Real Radon
- - --Ilmag Radon
------ Real Fourier
————— Imag Fourier

6 7 8 9 10

Real Radon
- ---lmag Radon
------ Real Fourier
————— Imag Fourier

Figura 4.154a Uzy ©=2, z=0, y=2
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0.2

0.0+

-0.21

-0.4-

-0.64

Error % Abs[Uxx]

-0.84

-1.0 T T T T T T T T T

Figura 4.152b Erro relativo Uxx

0.5

0.4+

0.3

0.2+

Uyx

0.1+

0.0+

-0.11

Figura 4.153b Erro relativo Uyx

0.05

0.00+

-0.054

-0.10+

-0.154

Erro % Abs[Uzy]

-0.204

-0.254

'0.30'|'l'l'l'l'l'l'l'l'
0o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Figura 4.154b Erro relativo Uzy



Uxy

Uyy

Uxx

Real Radon
\\ / - - --Ilmag Radon
-0.04 4 \. /| Real Fourier
1 D Imag Fourier
'0.06 T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Figura 4.155a Uxy 0=2, z=0, y=2
0.04+
0.00+
-0.04 +
/ ——Real Rad
0084/ eal Radon
d - - - -lmag Radon
~~~~~~ Real Fourier
0124 /== Imag Fourier
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
X
Figura 4.156a Uyy 0=2, z=0, y=2
0.05
s VRN
0.00
-0.05+
-0.10+
-0.15+
] Real Radon
} | - - --lmag Radon
0-20 | R Real Fourier
————— Imag Fourier
'0.25 T T T T T T T T T
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
X

Figura 4.157a Uxx z=1, ©=5, y=0
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Error % Abs[Uxx]

Error % Abs[Uxy]

0.5

0.4+

0.3

0.2

0.1+

0.0+

-0.1 1

Figura 4.155b Erro relativo Uxy

0.2

0.0+

-0.2 1

-0.41

-0.6 1

Error % Abs[Uyy]

-0.8 1

-1.0 1

-1.2

Figura 4.156b Erro relativo Uyy
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-0.11
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05—
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Figura 4.157a Erro relativo Uxx
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Uyy
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IV
0.034/ |
1l \ Real Radon
.02+
0.0 |' \ - ---Imag Radon
oo1d i\ N_ T Real Fourier
in I\ .~ |-- Imag Fourier
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P 5)
Real Radon

0204\ |---- Imag Radon

IRV Real Fourier
0159 \[ --=- Imag Fourier
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0.004
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Real Radon
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Figura 4.160a Uxz z=1, ®=5, y=0
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Figura 4.158b Erro relativo Uzx
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0.04 0.10

—— Real Radon 1
/\ - ---lmag Radon 0'05'_
0.02 in Real Fourier <  0.001
| O At Imag Fourier N )}
| Z -0.05-
N 0.00- | < 1
=) | < -0.10-
' 2 -0.154
-0.02 1 I} |
-0.20 1
-0.04 -0.251
0 5 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
X X
Figura 4.161a Uzz z=1, 0=5, y=0 Figura 4.161b Erro relativo Uzz

Para a superficie livre do semi-espaco, sao apresentados os resultados de deslocamento
devido a carga vertical e carga tangencial aplicada no eixo x. Os parametros materiais adotados
para esta analise sio coeficiente de Poisson v=0.25, densidade p=1lkg/m’, modulo de
cisalhamento p=1N/m?, fator de amortecimento n=0.2, freqiiéncia de excitagio w=1 rad/s e erros
relativos e absolutos de integracio de 10”. Sdo apresentados os perfis de propagacio de ondas
para os planos da superficie livre, e para o plano xz, com y=0, como pode ser visto na figura

4.162.

Para o problema com carregamento vertical, os resultados para as componentes real e
imagindria dos deslocamentos Uzz e Uxz, ao longo da superficie livre, sdo apresentados nas
figuras 4.163 a 4.166. Nao existem singularidades ao longo dos campos de deformagdo, sendo o
decaimento da func¢do mais lento que o observado para cargas concentradas. Os resultados para
carga distribuida aplicada tangencialmente na dire¢do X, sdo apresentados nas figuras 4.167 a

4.172 para as componentes real e imaginaria das componentes Uy, Uy, Uy,.

As respostas com o perfil de deslocamento para o plano xz, com y=2, sdo apresentadas nas
figuras 2.173 a 2.178. Neste caso, sendo aplicada a carga vertical, as respostas sdo os
deslocamentos U,,, Uy, € Uy,. Note o rapido decaimento a medida que se aumenta z, a maior
parte da energia propaga-se ao longo da superficie livre. Para carga orientada com o eixo x, as

respostas para as componentes Uy, Uy, € Uy sdo dadas nas figuras 4.179 a 4.184.
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Figura 4.184 — Plano x-z, y=2 — Componente imaginaria de Uyy

Para validacdo das equagdes de tensdo obtidas pela formulacdo com transformada de
Radon, ndo foram encontradas respostas dindmicas para carregamentos distribuidos. Entretanto,
pode-se fazer uma aproximagdo com a solucdo estatica com carregamento concentrado dada por
Boussinesq. Para que a solu¢do de carregamento distribuido possa ser aproximada ¢ necessario
utilizar pequenos valores para os semilados, considerou-se a=b=0.025. Além disso, € preciso
adotar baixas freqiiéncias, ®=0.01rad/s e baixos valores de amortecimento n=0.01. Foi adotado
um coeficiente de Poisson v=1/4, modulo de cisalhamento p=1N/m?, e densidade p=1kg/m’. As

respostas foram obtidas para pontos ao longo do eixo x, com y=2 e z=1.

Para carregamento vertical, as componentes de tensdo normal 6,,,, Gy, € Gyy,, 530 apresentadas
nas figuras 4.185 a 4.187, sendo observada uma boa aproximacdo em relagdo a resposta estatica
para carga concentrada. O erro tende a aumentar a medida que se analisam pontos mais afastados
da fonte. Isto se deve a influéncia de amortecimento material na implementagdo numérica, e
também dos efeitos da semilargura, que, mesmo pequena, ndo ¢ capaz de fornecer exatamente os

resultados analiticos. Além disso, a forma pela qual se calculam os erros, diferenca dividida pelo
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valor de referéncia, apresenta picos na aproximag¢ao com zero. Nestes casos, tal erro nado
corresponde a realidade. As tensdes cisalhantes sdo apresentadas nas figuras 4.188 a 4.190,
respectivamente para Gxys, Oxz, € Oyz.. Uma boa convergéncia com a resposta analitica pode ser
notada. Entretanto, para alguns pontos, ocorrem divergéncias, resultantes do processo de
integracdo. Para esses exemplos foi adotado critério de parada, do avanco ao longo do eixo de

integragdo, de 107
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< 05
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Figura 4.185a — Tensao G, Estatica Figura 4.185b — Erro G, Estatica
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Figura 4.186a — Tensdo Oy, Estatica Figura 4.186b — Erro Oy, Estatica
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Ao longo deste capitulo foram formuladas as respostas para problemas em semi-espago,
com carregamento aplicado na superficie livre. Essas formulagdes podem, ainda, ser estendidas
para incorporar multicamadas, estratificacdo, carregamento no interior do semi-espago e ainda
um leito rigido. Isto ¢ realizado através de mudangas nas condi¢des de contorno. Isto € proposto
para trabalhos futuros, no momento € mais interessante a formulagdo e implementacao de espagos

completos, apresentada no proximo capitulo.
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Capitulo 5

Funcoes de Green para o espaco completo isotropico tridimensional
5.1 Introduc¢ao

Neste capitulo, ¢ apresentada a formulagdo para espagos completos tridimensionais
isotropicos, viscoelasticos submetidos a carregamentos distribuidos. A resposta, para tensdes
e deslocamentos, ¢ obtida pela combinagdo de dois semi-espagos e equacdes de
compatibilidade cinematica e equilibrio de forgcas na interface. Esta metodologia ja foi
empregada anteriormente com o uso das transformadas de Fourier. Utilizando a transformada
de Radon, foram obtidas respostas para cargas concentradas (Wang e Achembach, 1995),
considerando-as como forgcas de corpo, a extensdo dessa formulacdo para carregamento
distribuido ndo foi, ainda, possivel. Neste trabalho, optou-se por utilizar a formulacdo com a

combinagdo de semi-espacos.
5.2 Solu¢ao através da transformada de Radon

Suponha um espaco completo isotropico, homogéneo, viscoelastico submetido a um
carregamento distribuido aplicado no plano x,y em z=0, como na figura 5.1. A solucdo para
este problema ¢é obtida pela superposicdo de dois semi-espagos, apresentados em forma
esquematica na figura 5.2, considerando-se a compatibilidade cinematica e equilibrio de
forcas na interface, obtendo-se, assim, as condi¢des de contorno para determinar as fungoes

de amplitude de onda.

Na interface, os deslocamentos do semi-espaco superior sdo idénticos aos do inferior.
Desse modo, para compatibilizar os deslocamentos, a diferenca entre as componentes de
deslocamento deve ser nula. O mesmo ocorre para as tensdes, exceto aquela componente que

representa uma reagdo ao carregamento aplicado. Neste caso, a diferenca das tensdes ¢ dada
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como um salto, uma descontinuidade que ¢ equivalente ao carregamento aplicado. As

condi¢des de compatibilidade sdo dadas pelo conjunto de equagdes:

(5.1)

- ﬁf)(x,y,z=0)= :
a,g’ x,y,z=0)— afcf) (x,y,z = O) =S,
O'_(V? x,y,z=0 —0'(2) (x V,z= O) =T.
J l { J { ) b . Fi=Fi1-Fi2 X
a -~ a
Fin
Y
\/ V
7 z
Figura 5.1. Espaco completo submetido a Figura 5.2. Divisdo em semi-espacos
carregamento distribuido.

Por se tratar de um problema linear, ¢ possivel analisar isoladamente os efeitos dos
carregamentos e superpor as solucdes para obter a resposta de um carregamento qualquer.

Assim considerando apenas o carregamento vertical, a compatibilidade ¢ dada por:

U“) (x y,z=0)—U(2) (x y,z=0)=0

U“)(x V,z = ) (x V,zZ = )=0

U“) (x V,z = ) (x y,z = ):O (5.2)
o (x,y,2=0)- m(x y,z=0)=P
)(x V,z = ) (2)(x,y,Z:0)=0
m(x y,z = ) O';j) (x,y,z:O)zO

Para o carregamento na direcao x:
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( ) 0
(x,y,z=0)—U;2) 0,
U;” (x,y,z = O) —U;z) X, y,z= O) =0,
0'2) (x,y,z = 0) (2) (x V,Z = 0) =0,
O'f;)(x,y,z— ) 0'(2)(x V,z = )—S,
0(1) (x,y,z = 0) 0(2) (x,y,z = O) =0.

E, finalmente, para o carregamento na direcdo y:

U(”(x y,z=0)—U(2)(x y,z=0):0,

m(x y,z = ) m(x y,z—O):O,
U(”(x V,Z = ) U(z)(x y,z-O)zO,
)(x y,z—O) ;f)(x,y,z:O)zo,
)(x V,Z = ) m(x y,z—0)=0,

m(x y,z = ) (2)(x,y,z:0)=T.

(5.3)

(5.4)

Para obter as amplitudes de onda de cada semi-espago, ¢ preciso realizar a transformada de

Radon dos carregamentos, genericamente, tem-se:

U(”(x y,z=0) U(z)(x y,z—O)zO,

U“)(x y,z=0)—U(2)(x y,z—O):O,
Uz(”(x,y,z=0)— ~m(x y,z—0)=0,
6 (x,3,2=0)-62 (x,y,2=0) =P,
&f;) (x,y,z=0)—0(2) (x y,z-O)zS’,
0'“)(x y,Z—O) (2) (x y,Z—O)zf

(5.5)

Uma vez que os semi-espagos sdo resolvidos com o desacoplamento em problemas

auxiliares, deve-se aplicar o procedimento de transformacdo de coordenadas sobre as

condig¢des de contorno, obtendo, assim, as condi¢des de contorno do dominio rotacionado. As

matrizes de rotagdo utilizadas sao

U 1 0 0 (0.
U.|=|0 cos@ send|-|U, |,
U 0 —senf cos@||U

»'

<

para deslocamentos e para tensao, tem-se:

NZZ 1 0 O NZZ
5. |=|0 cos@ send|-| G,
o 0 —senf cost| (o,
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Os deslocamentos, no dominio rotacionado, sdo dados por:

U.=U.,
U,. =cosOU, +sendU , (5.8)
Uy, = —sen@U _ + cos 6’(7},.

Da equacao que fornece Uy, isola-se Uy,

- U, -sendU,
U =——7-—. (5.9)
cosd
Sabe-se que a diferenca entre os deslocamentos dos semi-espacos superior e inferior ¢ nula,

assim:

oo _ oo — US) —sen@Uﬁl) ~ US) —sen@U_EZ)

cos @ cosd
Uv(l,) —Uf) —senH[US) - ~(2)] =Cos H[Uﬁl) —U)(CZ)],

y

=0 = cos0| U =01 |+ sen0| U -0} |,

X X

(5.10)

fornece a compatibilidade cinematica no dominio transformado. Aplicando o mesmo

procedimento para Uy:

0 Uy, +sen6U 5.11)
v cos® ' '

Aplicando a diferenca dos deslocamentos:

US.) + sen@lj)((l) o 4+ senHU)((z)

50 _50) _ _Y

7 g cosd cosd ’

(1 ~(2 ~(2 (1 ~(2

O 00 4 seng[ 00 -] = cos o[ 00 -0, 512
(1 ~(2 (1 ~(2 (1 ~2(2

i)— i,)=cos6’[U()—U£)}—sen0[U5)— ﬁ)],

7O _g® Z ¢

R Yy

Para o deslocamento vertical a relagdo ¢€ direta:
oY -o?=o. (5.13)
A compatibilidade cinematica € comum aos trés problemas com carregamentos distintos.

Agrupando as condi¢des de contorno em deslocamento, tem-se:

oo _g® —o

70 _ 702 _

U7 =0, (5.14)
7 _ge) g
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O que diferencia as condic¢des para os carregamentos distintos € o equilibrio de forgas; para o

carregamento vertical, a compatibilidade de forgas ¢ direta:

G —6%=p, (5.15)

zz' zz
e representa uma descontinuidade de tensdo na interface.
Para as demais tensoes sabe-se que :
~(1) _ =(2) —0\= S
o, (x,y,z = 0) -0, (x,y,z = O) =S,
=T.

5'2;) (x,y,z = 0) - &iyz) (x,y,z = O)

(5.16)
E necessario obter equagdes equivalentes que forne¢cam as condigdes de contorno no dominio
rotacionado. Da matriz de rotacdo pode-se escrever

G.. —senbo,,

= _ , 5.17
. cosd (>:17)
aplicando a diferenca entre os semi-espagos:
=(1) =(1) =2 =(2)
5_2) ~ 5_2) _ 0w~ sen6c O~ senbc _3
cosd cosd
6 - 61— send| 61) - 61 | = cos 65, (5.18)

Y — 6% = cos @S + sendT.

zx zx

Percebe-se que um carregamento em y influencia a componente de tensdo &_ ; no entanto,

zx ?
por ser tratar de um problema linear, os efeitos podem ser considerados isoladamente. O
mesmo ¢ valido para a componente em y:

_ G, +senlo,

6, =—, 5.19
& cosd (5-19)
considerando a descontinuidade em tensdo:
1) ~(2) 6‘2) + sené?&g) 6';2,,) + senﬁ&gj) -
zy - Gzy = - - = T’
cos @ cos @
64— 68! + sent| 64 - %) | = cos o, (5.20)
&) — 62 = cos OT — sendS.

Agrupando as respostas de compatibilidade e equilibrio, escreve-se:
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7O _ 7@ — ¢
~(1') _ U(?) =0

y y ’
70 -0 =0, .
5060 = 62D
6'2). - 6'2,) = cos 0S5 + sendT,
&) — 6% = cos OT — sends.

zy' zy'

Para o problema de carregamento vertical, considerando a linearidade do problema, o

conjunto de equagdes, que auxilia na determinagdo das amplitudes de onda, ¢ dado por:

T _ @ — 0,
70 _ 7 —
w —U =0,
70 _g@ — ¢
S 5.22
S0 s p 622
sl -6% =0,
&\l -6t =0.
Para o carregamento S, na direcdo x:
uv-0% =0
o -0% =0
y y >
70 _g® ~ o
¥ ¥ ’ (5.23)
5~ =0,
5'5? - 6'9 =cos6S,
=(1) _ =(2) _
G, — 0, —senfS
Para a forca T, aplicada na direcdo y, tem-se:
W _ g = 0,
70 _ 7 —
»w —U =0,
70 _ g 0,
50 _ 50 _g (5.24)
6'2). - 6'(;) = sendT,
6‘2} - &g,) = cos OT.

Recordando as equagdes de movimento para o problema isotropico, ja considerado o

desacoplamento em dois problemas auxiliares:
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2 2
{#|:d_+d_:|}ljz' +(i+y)i{iljr' +diUz'}+a)2pUz' = 0’ (525)

s? dz? dz | ds Iz
d* d* ||~ d|d ~ d ~ ~
—t— WU +A+u)——U.+—U.++0’pU. =0, 5.26
{ﬂ{dsz dzz}} o 'u)ds{ds ot } U, (5.26)
d2 d2 ~ 2 ~
{IJ|:E+?:|}IJyy +w pUy, =0. (527)

O ponto crucial desta analise é que os deslocamentos e tensdes, no dominio transformado, sdo
relacionados da mesma maneira que no dominio fisico, para problemas de estado plano de

deformacao. Pode ser mostrado que (Georgiadis e Lykotrafitis, 2001):

7. dU.
622.:(/1+2,u)dUz +29Y, , (5.28)
dz ds
dU. dU,
5. = SRS i 5.29
/{ s ra J (5.29)
5 40, (5.30)
o_,= . .

Estas equacgdes, para os problemas auxiliares, ja foram resolvidas e, para o primeiro problema

auxiliar possuem respostas com a forma:

U,=A-e% +B.e"* 4 C.e"* 4+ D.""" (5.31)
U,=p,d-e” —y B-e"* +y,C-e %" —y,D.e" ™", (5.32)
&.. =T, Ade” ™ —T,Be’™ +T,Ce ™ —T,De"* (5.33)

&.. =T Ae " +T,Be’™ +T,Ce ™ +T,De’™*, (5.34)
A solugdo do segundo problema auxiliar possui a forma:

= _ —B5-z Bz

U, =Ee + Fe”"%, (5.35)
G, =-TEe’* +T Fe"’". (5.36)

Com uso das equagdes de contorno, determinam-se as amplitudes de onda, para carga vertical,

tem-se:
A gl Ve p
3 T2y T (5.35)
1 7% ~ '
et =p =1 |
2=y, +yl,
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) _ g _
EV =F% =0.

Para a carga horizontal S, na dire¢do x, as amplitudes de onda sdo:

Ag) = Dgz) = l;cos 6S,
2-I',+T,

B§2> = CS) l;cos 6S,
240, T,

E S) = FS(Z) — Ssenf

A;l) = D;Z) _1 sendT,
2-I,+T,
g _cw_1 1 A
L =Cp =— sendT,
24T, -T,
EY = FP 11 Feosh.
2T,

(5.36)

(5.37)

(5.38)

(5.39)

(5.40)

Acoplando a solucdo dos dois problemas auxiliares, e aplicando a transformada inversa de

Fourier, escreve-se:

U’ = % T {A(' oz g o) groms }e’f“dé :
T
Ul Cozsf ]i{ YD gz | l//ZC( ) . g da: }eifﬁsdé; _ f/eg T‘O{E(l)eﬂdz }ei§§xd§’

U}(}l) sent T {%A(l) PR +l//2C(1) ~5-a, z} lgasdég C059 J‘ {E(l)e—ﬁ»biz }eiga‘sdég ’

N27 N2 S,
7(2) _ 17 (). PR () . JROERWES
o = MJ{B +D e g,

U)(Cz) _ cosd T {_V/]B(z) P ‘//2D 2 . bazz} l§§.§d§ send T {F(Z)eﬂ»é\z }eifﬁsdf ’

2z 2,

U}()z) _ sent T {_‘//13(2) Saz —y,D D@ . ez } ié&sd§+ cosd T {F(Z)eﬂ&z }eifﬁsdg’

N2 2,

s = cosd T {F3A(1)67§a12 " r4C(1)eﬂmzz }eigasdég _ sen T {,uﬂé'E(l)e_ﬂ‘&Z }eiéésdf ,

N27 S,
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(5.41)

(5.42)

(5.43)

(5.44)

(5.45)

(5.46)

(5.47)

(5.48)



551) _ senf %

SENGY N27 5,

[T, 8P -1, D™ e dg,

G0 = <080 T (1 B2 4T B oo g g 4 510 T {upsFPer e dg,

N27 2,

-(2) _senf ¢ (2) sz (2) sz | icss cosd | (2) Sz icos
6. = B7e™ +1,DVe™ 1 e*d& — oF' e e’ de .
zy /2” J;{ 3 4 } é (2” J;{/JIB } g

{F A oz +T, c ﬂsaz} zﬁ&vdé cosf | J'{ ﬂévE(l)e—é-m-z }eigasdég,

(5.49)

(5.50)

(5.51)

(5.52)

Para carregamento vertical, a equacdes podem ser simplificadas, considerando que E=F=0, de

modo que os deslocamentos sdo:

1) ) e_[;arz 4 C}()l) . e—6a2~z }eiﬁﬁsdé: ,

. 1 =
o2 :EUAP

0o - COSHJ‘{ oo +I//2C1) —bazz}tfﬁsdé

)CZ

g - COS T {_‘//1Bp2) Sayz l//zD(z) Sayz }ezf&sdé ’

oo = send T {_%B‘g) 5ayz —y,D ( ). Pz } i.fé’sdf’

5-(1) :L J' {rlAﬁ)l)e—&alz +1—~2Cg)e—5a2z }eiﬁésdé ’

O~_(1) _ cosd J‘ {r A() -z +1—~4C}()1)e—5azz }eiéﬁsdé: ,

O~_(2) __ 1 T {—FIBI(D) Soyz -T, D( ) Satyz }ei.f&vdf‘
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(5.53)

(5.54)

(5.55)

(5.56)

(5.57)

(5.58)

(5.59)

(5.60)

(5.61)

(5.62)



d COSH T )z ayz | i80S

&t = ord I {[,BYe™ + T, B e fedg, (5.63)

~(2) _ sen@ 2 r B(z)eb‘alz +T D(Z)eﬁazz €i§§sd§ (5 64)
zyz \/E __[0{ 3=p 4=pP }

Substituindo as equagdes de amplitude de onda A, B, C, D, E, F, escreve-se:

F(1) _ 1 loo 1 D L0 L mdayz ) iEss
v _\/ﬁzjwzr]—wlrzp{% ey e e, (5.65)

00 =y | e Pl —ere e, (560
o LT S (5.6)
U = \/;—”%Z T iy/ll"z P{% LTy e e dE (5.68)
00 =R | e Pl et e, (569
0 =2 [ Pl e 70
¢ para as tensoes, tem-se:

&) = J;_ﬂ %i T 1 T P{T\p,e ™ —Tope ™ e d¢, (5.71)
&) = ::7257? %i T iy]lrz P{Typ,e —T e | d¢, (5.72)
&) = Sjg %Z T 1 T P{Tyyp e —T e e d¢, (5.73)
&2 = \/;7 %i T L//Iz 13{—1//21“1B§;2)e‘;“lz T }e"ff’“df , (5.74)
&% = ‘\’725_7? %i T 1er2 P{T ™" —T el d¢, (5.75)
6% = f/eg %: T Lﬂz P{Tyyp,e™ —T e e d¢& . (5.76)

¢ possivel agrupar essas equagdes para obter uma Unica equacdo, para cada um dos

deslocamentos e das tensdes, para o espaco completo:
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U. = J;_n %]:, w,L, 1://;2 Pl e ™H oy e ™o, (.77)
U_ = sign (z) ::728_: %:; WZFl/llli//‘/szFZ p{e_d'al-‘z‘ _ o did }eiéﬁsd.f , (5.78)
Uyz = sign(z) f/e;_: %: %rl/ljli//;/lrz 13{675‘“1"2‘ — e 0t }e’f‘%df , (5.79)
G... = sign(z) N %Z T 11//11—‘2 P{Fly/zef&z"z‘ —T,yp,e }e’f&df , (5.78)
6. = ‘3’25_7‘[9 %1 T i T S A S (5.79)
G, = Sjg %i T 11//IF2 A W S (5.80)

Aplicando o processo para as equagdes de carregamento em X, ja agrupando os dois semi-

espagos, chega-se ao resultado:

~ 1 17 1 o —dey{ R E R
U, szgn 5[0 T cos@S{e —e }e dé, (5.81)

T s+ T,

) 0059)2 vl _y, et | e sené’) S o PO i _
o [y [ ]

5

l’j __ Sene COSQ 1|:J‘ S {V/le—&a,-‘z‘ _ Vlze—ﬁ-az-‘z‘ }ei‘f&\'dg + J {1} Se—ﬂ-é.‘z‘ }eifﬁsdg , (583)
5

" N 2z 2 -0 _r3 + 1—‘4 —0 i
- 1 1 ° S~ e —day |2\ igs
=—=—c0s@ | ———— e """ —T,e ™" e*d¢&, 5.84
zzx \/E 2 _'!; _r3 + r4 { 1 2 } § ( )
~ COSH 1 T 760(1‘2‘ ﬂ)‘az‘z‘ iESs ('Sene)2 (s 7ﬂ‘6«‘z‘ i&8s | 5 85
c.. —szgn { T 5'[0—1" T, {F3e -T,e }e dé+ Ny :[C{Se }e dé|» (5.85)

52},,( _ sign(z) Sel/ﬁziiseé{ _1_,35;_ F4 {F3e—5zx.\z\ _ l—w4e—6az\z\ }ei.f&sdg _ J‘ {S;e-a.ﬁ'-\z\ }eigssdg , (586)

e para o carregamento horizontal T:

~ < Senef —doy |7| _ —Say 2| | iéss

U, = N s szgn( )'[O——F; T, {e e }e g, (5.87)
5 _cosOsend 1| 7 T sy ooz | yidos o POl \gicos g g | 5.88
ny \/ﬂ ZI:J;,_F3 +1’*4 {'//16 —y,e } dég -[{ 5 é: ( )
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ﬁ _ (sené’)z l ]g f {l// e—&-al-\z\ —y et }e@‘sdeg + (COS 9)2 T ife—ﬂ-ﬁ-\z\ ei§§sd§ (5.89)
‘ 279 1, ‘ ’ r ’

yy \/E +r4 \/E -0 5

- 1 15 senbT ol AR

: \/_EI T (T e™F 4 Tye™ e ag, (5.90)
~ s Cosgsena 1 T f —oa,z —oa,z | iéds ﬁ -z | i&ds
6., =sign(z) e 2L—r3+r {[ye ™ +T,e % e dé - [O{ 2 el dg} (5.91)

©

0 25
L1 ! (sen0) T (T 4 T o o d g + J{(COSQ) awz}@sd% (5.92)

&ZW :sign(z)m 5 T or

—o0 3 4 —0

Aplicando a transformada inversa bidimensional de Radon, na equagdo de deslocamento
vertical devido a carga vertical, dada em (5.77):
2 0 0 i08s

V=37 \/—2 I [[———— ,/,zr T {V’z' Py e s ¢ dcdsdo (5.93)

/o s —xcos@ — ysent

Como na andlise do capitulo anterior, existe apenas um termo que depende da variavel de
Radon s, ¢ possivel obter a integral em ds, tendo como resultado a equagdo 4.164,

reapresentada:
LR O —

Aplicando esse resultado em (5.93) escreve-se:

T,

1 1 s . 1 = —day |2 —day 2| i5E(x cos O+ ysen0)
U, =— sign(&)—————Ply, e —y, e L gge* et ggqg,  (5.94)
4z 27 _;.%—J;o ( )Vlzrl _l//lrz { ’ ] }

UXZ _ L 1 f Tsign(z)sign(f)ﬁp{eda"‘z‘ _e—ﬁ.qf‘z‘}ézfcos gei(%(xcosﬁ-v-ysenﬂ)dggde’ (595)
4z 27 7 vl -y,

7 ‘
~ L 1 Slgn (Z)Slg}'l (§)$P{e—b.al E _ e—a-az-‘z‘ }5§S6neei§§(xcosﬂ+ysen€)d§d9 R (596)
T o o w,I' =y I,

=
=
Il
N
3
[\
—,
—

% o
~ 1 1 . . 1 D —dar 2| —dat, 2| i5&(x cos O+ ysent)) (5 97)
6., =— sign(z)sign(&)———————P T w,e " =Ty, e """ 6&e'™ déde :
T j/ [ sign(z)sien(&)s— == P{Tw, e o ¢
.11 % . 1 < b4 o] i62(xcos O+ ysend) (5.98)
6, =— I szgn(f)iP{l}t//ze -T,ye }éfcosl% dédes .
47 27w 7 w,I' =y L,
T f J sign(&) BT irse T e | Ssenge 0 g (5.99)
Az 27 1 e w,I' -y I,

Para o carregamento na dire¢ao x:
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% o0
~ 1 1 . . 1 o —da ‘z‘ —da. ‘z‘ i5§(xcos€+ysem9)
U, =— sign(z)sign(&)————cosfS{e 1 —e T e déde,(5.100)
° Arx 27;;2_[0 gn(2)sie (5)—F3+1‘4 { } d d
U _ L 1 ,]é T Slgn(é:) (COS 0)2 S~ {y/ 6*5‘0‘1"2‘ —y e*(f'az“z‘ } B (Sena)z S eiﬂ-b“‘:‘ 5561‘55():005€+ysen{~))d§d0 ,(5101)
xx 471_ 27[ 7% J _r3 +I—-4 1 2 FS
,.yx _ Lr;rlélwgn(é){_ _FSS;_ F4 {y/]e—a‘.al.‘:\ _ er—(}'-az-‘z‘} i 1}5S‘,e_/j.o‘-z:|§§SenecosHeiég“(xcosﬁﬂseng)dgdg ,(5102)
6. = LI ? Tsi n(f)—g {F e e_aaz‘z‘}é'fcos Ge' et yed) geqg, (5.103)
zzx 472_ 272_ 7% J g _1_,3 + 1—,4 1 2 2 :
% °5
e 1 e (z)s,-gn(g){(cﬁj i)rf {re i =re e {(seno) S }}56‘@"”‘”“”*"“‘”‘”dsde’ (5:104)
% » ~
&, = 41”\/;—”14[0“9’( )"g"(f){ri - {Fle’da“z‘ _FAefaaz\z\}_Seﬂs./x.\z\ }&*senﬁcos e Exe0s030) £ (5.105)

e para o carregamento horizontal em y:

% ~
~ 1 1 . . sendT RE —0ay|z| | id&E(xcos O+ysend)
U, =—— sign(z)sign(&)oE——{e " —e T e PTAEA (5.106
” 47z\/ﬁ_£2£ gnlz) g(g)g—rﬁn{ } #d0,(.100
% ~
~ 1 1 . T —5-a, ] —5-ayz l = 4 2| i6&(x cos O+ ysen .
Vo= 42 Von %S’g"(f){—r} o (UG 20 B L }550059%96 treostrsent) g2 (3-107)
% 2 5
T _ L 1 . (Sent9) T —J-a,-‘:‘ _ —-8-ayz (COSg) /}b‘z‘ i0&(x cos O+ysend) (5 108)
Uy =4 ;[AJ;szgn(ﬁ){_r} oF, {%e w,e }+ 5 Te Sée dédo>
& = 1 1 ? Tsi n(f) Senﬁf {_1_, e 4T ea‘azz}_ 5§ei§§(xcost9+yxen6)d§d0 (5 109)
zzy 472_ 27[ 7”27w g —F + F4 1 | b .
7 ~ 7
O"'—ny 4L lA J(;S'lg}’l S,lg},l(§)|:_1—‘3]; r4 {r}efb‘alz +l—~4e—0‘azz} _{fe_/;'.b‘.z}_é-é cos esenee[&g(xcos6'+yxen€)d§d9 ,(5.1 10)
~ % (sen0)2 f —da,z —0a,z —5-wz m; rcosHersezG (5 1 1 1)
. f Jvzgn vzgn(é) T {F3 “+T,e }+(cos€) oke dédo -
3 4

As demais componentes de tensdo sdo obtidas a partir das deformagdes e da Lei de Hooke

para o meio isotropico, apds algum trabalho algébrico € possivel mostrar que, para carga
vertical:

~ 1 1 F X . ‘/’15”2 JaH da ‘z‘ :| 2 £2 = iﬁé(rc059+vsen9) 5 112
Oy =7 sign(&)| ———————3e""" —e™ 0" & sen cos @Pe ™" P AEAD (5. )
MY NGy }[%_J;j ( )|:'//2F1 -y, { }
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1

O_XXZ 4 T \/_

2i5°& ,u(cos 9)

%700

w,I' -y I,

e J_

+2i52§ ,u(sen@) iy,

520

S*EL

f?”g”(éz)”g”( [”{(%”%5)@_5&'2—(% +i'//2§)€'§az‘z‘}+
vl =il

V¥, {e—()"a"z‘ _ o0l }]ﬁ,eia‘;(xcuso+ysen0)d§d9

b

.[.[Slg” (&)sign(z )[M{(al+i%§)e§”‘z (e, +ip,E)e ™! Z‘}+

w,I' -y,

r

=2

para carga horizontal com direcao x:

~ 1 1

’? T sign() 25en0(cos0)’ 52E°T
(o2 = — LUS1IgN
»dr Jox 2 i -, +T,

{e—b'a,‘:‘ _ e—b’a;‘z‘ }‘|f’:)ex’dg“(xcos€+}*xe/19)d§d€

5ﬁ‘z‘ :| i5&(x cos O+ ysend) dé:dg

2i8°E pcos O (send)’

senfcos(20)5°ET
FS

. 11 73 S5 EAcosh
el sen(6) S
2i5°* pu(cos 9)’ a4 s
1"47—1"3{%6 —y,e }+
11 e 57 Ecos O
O-_vyx 47[\/2— .J%J;Slgn(é)|i F4_F3
2i5°E pcos O(sent)” {W By gt

1_,4_F3 1 2

5

fpe s~y -
1 2

7{((11 +i(//1§)eﬂ"““z‘ —(0(2 +i1//2§)eﬂ"“2‘z‘ } +

2

e—&ﬂ‘:‘ \|72~ez(3§(xcos H+ysen€)d§d0

{(z;c1 +iy/1§)e'§a"z‘ —(a, +ip,&)e ol Z‘}+

M} B 2i52§2yc0s9(sem9)

r

5

<>ﬁz‘| % i85(xcos 0+ ysent)) dEdo

e, finalmente, para carga horizontal com direcdo y:

5 =2 /_1 f J sien(2) 2c0s0(send)” 5T fie —yr e
6 = iusion e —ye o+
Xy A Jy_w HSIE —F3 +F4 i v
2 >
COSQCOS(ZQ)ézng ()ﬁ‘z‘ 155 (xcos O+ ysend) dgde
L
B 1 % = ) 5> EAsend . o4 o
i g | e e e
2[52§2ysen0 cosé : _Sa |z — S, 2i52§2#S6n6 cos ¢ ’ ~5B2| |7 isz(xcos O+ ysen
= _r( ) {V/lebl“_‘//ze MZH}_ . ( ) o | Tpids(rcosty ")dgdé)
4 3 5
% 2
- 1 . 0 EAsenl . b . A
e s
2
2i5°E u(send sl | 2i6°E psenB(cosO) Flccosorsn
%{w H et - ‘ (2056)" o | fsstocoooman) g g
4 3 s
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(5.113)

(5.114)

(5.115)

(5.116)

(5.117)

(5.118)

(5.119)

(5.120)



A resolugdo analitica de tais equacdes ¢ de dificil proposicdo; portanto € necessaria a

implementagdo de inversas numéricas.

5.3 Analise dos integrandos e técnicas de integracao

Para que seja possivel definir as estratégias mais adequadas de integracdo, ¢ preciso
analisar as caracteristicas dos integrandos envolvidos. Da mesma maneira que foi realizada
nos problemas de semi-espago, € preciso determinar qual o comportamento do integrando ao
longo da rota de integragao. Uma das principais caracteristicas do integrando sao os chamados
nimeros de onda, que sdo indicados pelas descontinuidades no nucleo do integrando. No
espaco completo, essas descontinuidades ocorrem para os valores de & nos quais as raizes o, e

o sdo nulas. Assim para as raizes:

— —|ct —4ce.
N2 P, (5.121)

“4= 2¢
: = —
—C_+./c; —4cc
a, =, |— 23, 2 2. (5.122)
C

E para o denominador das amplitudes de onda, por exemplo, do problema com carregamento
vertical, tem-se:

v,I', -y, I, =0. (5.123)
Das raizes, sdo obtidos os niimeros para as ondas de compressao e cisalhamento, no caso dos

materiais isotropicos, pode-se mostrar que:

y7;
P— , 5.124
c,=¢ 112 ( )

¢, =&=1=1, (5.125)

sendo cp, 0 nimero de onda para as ondas de compressdo, e ¢s para a de cisalhamento. Do
termo das amplitudes de onda, nos semi-espacos era obtido o numero para as ondas de
superficie ou Rayleigh. No caso do espaco completo, o numero de onda resultante ¢ idéntico
ao das raizes. Este resultado € esperado, pois nos espagos completos ndo ocorre a propagagao

de ondas de superficie.

A equagdo de deslocamento vertical deduzida anteriormente, reapresentada aqui:

% o0
1 1 . 1 5 —a, 2] ~day 2| i5E(x cos O+ ysenf)
U, =——— [ [sign(e)————ply, - _y, et see dzde, (5.126)
dm 27 }[AJ; ( )V/zrl_‘/’lrz { ’ 1 }
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pode ser dividida em duas parcelas, nucleo e termo oscilante. O primeiro ¢ dado por:
1

—— Ply, ey e s (5.127)
v, =y I, { ’ 1 }

G,.. (Z,a)) = sign((f)

Ja o termo oscilante, consideradas as simplificagcdes realizadas no capitulo 4, é dado pela

funcio:

o f sen(éa cos(f))sen(f&bsin(@))
y (55) sencosb

cos (x&f cos(é’))cos (y&fsen (49)) de. (5.128)

Note que o termo oscilante € funcdo apenas da freqiiéncia, da distdncia entre o ponto
analisado ¢ a fonte ¢ das dimensodes dos semilados do carregamento. As descontinuidades, que
aparecem para os valores de & correspondentes aos numeros de onda definidos pelas
caracteristicas do meio fisico analisado, ocorrem apenas no nucleo da fung¢ao. Os niimeros de
onda indicam singularidades que podem dificultar os procedimentos de integragao numérica.
Na figuras 5.3 e 5.4, sdo apresentadas as componentes real e imaginaria do nicleo da fungao
de deslocamento vertical. Foram considerados os seguintes pardmetros materiais, coeficiente
de Poisson v=0.4, médulo de cisalhamento p=1 N/m’, densidade p=lkg/m’, freqiiéncia

o=2rad/s e amortecimento nulo e profundidade z=1. Para esse meio, c,= 0.40825, c= 1.

Para se evitarem os pontos de singularidade, inclui-se o amortecimento interno na
formulagdo, para isto se consideram as constantes elasticas complexas, com a inclusdo de uma
parcela imaginaria nas constantes de Lamé. O principal efeito de tal inclusdo € que os pontos
de singularidade se afastam do eixo real, permitindo a integragdo numérica. O uso de
constantes complexas parece ser mais realista, pois praticamente todos materiais possuem
amortecimento interno. Existe, ainda, a vantagem de ser possivel incluir resultados

experimentais.

Nas figuras 5.5 e 5.6, pode ser visualizada a influéncia do amortecimento sobre as
singularidades. Note que, a medida que o valor do amortecimento aumenta,.ocorre uma
suavizacao do integrando, o que reduz, significativamente, os esforcos computacionais. Note
que, para a parcela imaginaria, na qual, apoés o nimero de onda cg,para o caso eléstico, a
funcdo ¢ nula. Com a inclusdo do amortecimento, a fungdo passa a apresentar valores nao

nulos, o que, no entanto, ndo gera novos problemas de integragao.

Para o ponto na superficie, as componentes do ntcleo, para o deslocamento Uzz,

tendem a um valor constante. O nucleo serda multiplicado pela fungdo IH que decai, porém
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lentamente, o que permitird uma integracdo numérica. Entretanto, o algoritmo de Longman,
neste caso, ndo sera aplicavel. Para integragdo numérica foi implementado um algoritmo do
tipo “procedendo para infinito”, a despeito de ndo ser o mais apropriado em termos
computacionais, considerou-se que, para uma validagao inicial das fungdes, seria satisfatorio.
Os custos computacionais com esse algoritmo serdo apresentados na proxima se¢do. Apesar
das limitacdes desse método numérico, foram obtidos bons resultados para pontos no interior

da camada z>0, quando comparado a implementacao com transformada dupla de Fourier.

O esquema de integracdo ¢ apresentado na figura 5.7. Inicialmente, ¢ realizada a

integragdo nos intervalos 0<c, <c¢, <c¢,, utilizando quadratura de Gauss e refinamento dos

intervalos até obter convergéncia. Posteriormente, ¢ realizada a integral impropria.
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Figura 5.3 — Singularidades nucleo de deslocamento do espago completo — parte real
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Figura 5.4 — Singularidades nucleo de deslocamento do espago completo — parte imaginaria
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Figura 5.5 — Efeito amortecimento nas descontinuidades do nucleo de deslocamento do espaco

completo — parte real
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Figura 5.6 — Efeito amortecimento nas descontinuidades do nucleo de deslocamento do espago

completo — parte imagindria
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Passo até critério parada
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Figura 5.7 — Esquema de integragdo espago completo com carregamento distribuido

5.4 Resultados numéricos

Para validacdo das equagdes obtidas pela formulacdo com transformada de Radon, foi
realizada, inicialmente, uma comparagdo com a solucdo do problema de Kelvin. Para que a
solucdo de carregamento distribuido possa ser aproximada do problema de Kelvin, que
assume carga concentrada, € necessario utilizar pequenos valores para os semilados,
considerou-se, para tanto, a=b=0.025. Além disso, ¢ preciso adotar baixas freqiiéncias,
®=0.01rad/s e baixos valores de amortecimento M=0.01. Foi adotado um coeficiente de
Poisson v=1/4, modulo de cisalhamento p=lN/m2, e densidade p=1kg/m3. As respostas foram

obtidas para pontos ao longo do eixo x, com y=z=1.

Nas figuras 5.8 a 5.10, podem ser observadas as respostas de deslocamento Uzz, Uxz e
Uyz resultantes do carregamento vertical. Nota-se uma boa correlacdo entre as duas respostas:
os erros sao inferiores a 0.08%. Deve-se salientar que, por menor que sejam o amortecimento,
a freqiiéncia e os semilados do carregamento, a resposta sempre sofrera alguma divergéncia.
Em tais respostas, a tendéncia ¢ a redugdo das amplitudes devido ao amortecimento presente.
Para o carregamento horizontal na dire¢do x, as respostas sao dadas nas figuras 5.11 a 5.13,

para Uzx, Uxx e Uyx respectivamente. Mais uma vez, foram obtidas respostas proximas a
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analitica. E finalmente para carregamento horizontal na direcdo y, as respostas resultantes sdo

apresentadas nas figuras 5.14 a 5.16.
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Para uma analise das respostas em freqiiéncia, e conseqiiente validagdo, tais respostas
foram comparadas com as obtidas por uma implementacgdo, utilizando transformada dupla de
Fourier. Consideraram-se os mesmos parametros matérias da analise anterior, porém foi
adotada a semilargura do carregamento a=b=1, e as coordenadas fixas foram y=1 e z=0.5,
tendo sido utilizada uma freqiiéncia de excitacdo w=2rad/s. Nas figuras 5.17 a 5.19, sdo
apresentados os resultados para deslocamentos devidos a uma carga vertical. Para o
carregamento tangencial, com orientagdo X, as respostas sdo dadas nas figuras 520 a 5.22. E,
finalmente, para carregamento na direcdo y, as figuras 5.23 a 5.25 mostram os perfis de
deslocamento nas direcdes z, x e y respectivamente. Apesar de as componentes das duas
formulagdes apresentarem pequenas diferencas, principalmente nos valores iniciais de x,
quando se calcula o erro, através dos modulos das respostas obtidas pelas duas formulagdes,

os resultados sdo satisfatorios.

A diferenca nas componentes real ¢ imaginaria pode ser causada pelo amortecimento e

implementa¢do numérica.
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Para validacdo das equagdes de tensdo obtidas pela formulagdo com transformada de
Radon, ndo foram encontradas respostas dindmicas para carregamentos distribuidos.
Entretanto, pode-se fazer uma aproximacdo com a solugdo estdtica com carregamento
concentrado dada por Kelvin. Para que a solugdo de carregamento distribuido possa ser
aproximada ¢ necessario utilizar pequenos valores para os semilados, considerou-se
a=b=0.025. Além disso, ¢ preciso adotar baixas freqiiéncias, ®=0.01rad/s e baixos valores de
amortecimento m=0.01. Foi adotado um coeficiente de Poisson v=1/4, modulo de
cisalhamento p=1N/m’ e densidade p=lkg/m’. As respostas foram obtidas para pontos ao

longo do eixo x, com y=2 e z=1.
Para carregamento vertical, as componentes de tensdo normal G,,,, Gxxs, € Oyys S30

apresentadas nas figuras 5.26 a 5.28, sendo observada uma boa aproximagdo em relacdo a

resposta estatica para carga concentrada. O erro tende a aumentar 2 medida que se analisam
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pontos mais afastados da fonte. Isto se deve a influéncia de amortecimento material na

implementacdo numérica, e também dos efeitos da semilargura, que, mesmo pequena, nao ¢é

capaz de fornecer exatamente os resultados analiticos. Além disso, a forma pela qual se

calculam os erros, diferenga dividida pelo valor de referéncia, apresenta picos na aproximagao

com zero. Nestes casos, tal erro ndo corresponde a

realidade. As tensoOes cisalhantes sdo

apresentadas nas figuras 5.29 a 5.31, respectivamente para Gyys;, Oxz, € Oy,. Uma boa

convergéncia com a resposta analitica pode ser notada.
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Para validagdo das respostas obtidas, ¢ possivel recorrer ao problema bidimensional,
considerando valores elevados para a semilargura b e determinando respostas em pontos com
y=0. As respostas dindmicas bidimensionais de tensdo foram formuladas por Romanini
(1995), utilizando a transformada bidimensional de Fourier. Para efetuar a analise,
considerou-se b=20, e uma freqiiéncia de w=2rad/s, e manteve-se os pardmetros materiais das

analises anteriores. Nas figuras 5.32, 5.33 e 5.34, sdo apresentadas as componentes de tensdo
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resultantes do carregamento vertical. As respostas sdo muito proximas, entretanto, para Oy,
nota-se existirem diferencas sutis de amplitude e fase. Para a carga tangencial na diregdo x,
devem ser observadas as figuras 5.35 e 5.36, que fornecem as tensdes normais. Para a

componente de tensdo oxxx, Sa0 observados erros de integragao.
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Capitulo 6

Funcoes de Green para semi-espacos ortotropicos tridimensionais
6.1 Introducao

Neste capitulo, ¢ apresentada a dedugdo para os meios com anisotropia tipo ortotropica. Para
os problemas ndo isotropicos, ndo € possivel desacoplar o problema tridimensional em dois
problemas auxiliares. Para carregamentos concentrados, a formulacdo de Wang e Achembach
(1995) ¢ adequada; entretanto, ndo foi possivel aplica-la ao semi-espaco e ao carregamento
distribuido. No capitulo quatro, foi apresentada a formulagdo para semi-espagos € no cinco para o
espago completo com carregamento distribuido. As equagdes implementadas apresentaram boas
respostas comparadas aos problemas estaticos e implementagdes numéricas com transformada dupla
de Fourier. Entretanto, muitos problemas de engenharia lidam com materiais anisotropicos, assim
sendo necessario apresentar uma formulacdo para os meios anisotropicos. A formulacio
apresentada a seguir ndo apresenta o desacoplamento; as equacdes sao relativamente complexas e a
formulagdo limita-se ao problema de semi-espago, a partir da qual poderia ser obtida a resposta para
espago completo, desde que as propriedades elasticas da interface sejam compativeis, neste caso,

reduz-se o problema ao transversalmente isotropico.

6.2 Colocacao do Problema

Considere o semi-espago homogéneo, com anisotropia ortotropica, com sistema de
coordenadas (x,y,z), definido de maneira a manter o eixo Z perpendicular a superficie livre, como
indicado na figura 6.1.

Sobre a superficie ¢ aplicada uma carga, oscilando harmonicamente no tempo, que pode ser escrita
na forma:

p)=p-e”, (6.1)
onde o ¢ a freqiiéncia, e i ¢ 0 nimero imaginario.

As equacgdes de movimento que regem o problema para o meio com anisotropia ortotropica,

excluindo as forgas de corpo e para o carregamento harmoénico 6.1, sdo dadas por:
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d? d? d? d’U, d’U.
{Cll d—+C667+C T}U +(C12 +c66)?d;}+(cl3 +6’55) Tnd= = —a)sz , (62)

2 d 2 55 d 2 X X
PP LR d°U, d*U.
{Cé() W +C22 W'ﬁ'cM E}U}, +(CIZ +C66)M+ (C23 +C44)M = —a)szy , (63)
PP L d*U, d*U.
{055 W+C44 W‘l‘ Cs; E}UZ +(C13 +CSS)M+(C23 + C44)M = —C()szz . (64)

Figura 6.1 — Semi-espaco

As condi¢des de contorno para este semi-espaco sao definidas pelas tensdes na superficie
livre, z=0. Para carregamento vertical as condigdes de contorno em tensdo sao:
O-zz(xﬂyazaa)) = —P,
0. (x,y,2,0)=0, (6.5)

O-zy(xayazaa)) = O>
para cargas tangenciais no sentido eixo X:

o_(x,y,z,0) =0,
sz(x,y,z,a)) = _Sa (66)

o, (x,y,z,0)=0,

e, finalmente, para carregamentos na direcao y:
o.(x,y,z,0)=0,
O-zx(xﬂyjzﬂa)) = 07 . (6'7)
o,(x,yz,0)=-T.

6.3 Solucao utilizando a transformada de Radon

Aplicando a transformada de Radon bidimensional nas equagdes de movimento 6.2 a 6.4, escreve-

S€:
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2 2 2 dzU 2
{ 5_+d_+ d_}U + (e +ce ) ﬁ+(cm+css)nx”2=—w2pvx, (6.8)

Yds 7 de o dsdz
d’ d’ d’ d’U, U,
{666’/1? el + czznf, el +cyy ) U,+ (€2 +C45) nn, 7 +( ey +Cy )ny - —a)szy , (6.9)
J> dJ> 4> d*U, a’u
{CSSnf e +eyun, e +Cy e U.+(cy+es5)n, de +(cy +ey)n, dsdzy =-w’pU._. (6.10)

No caso anisotropico, ndo ¢ possivel desacoplar as equagdes para obtencdo de dois problemas

auxiliares. Aplicando a transformada de Fourier no par s-k, pode-se obter:

d’ dU
272 272 2 . _ 2
=y k™ —cgnik” +css— U, —(¢pp + céé)nxnyk U, + (¢ +¢ss)nik—==-a’pU,, (6.11)
dz dz
S LU b KU kY pu 6.12
—Ce k™ — k™ +cy, (U —(cp + cﬁé)nxny (et 044)I’lyl P -0 pU,, (6.12)
d’ L dU dU
—cnik’ — c44n§k2 + ey — (U + (0 + 55 ) nik—=+(cyy + ¢4y )nyzk Y =—a’pU.. (6.13)
dz dz dz
Estas equagdes podem ser apresentadas na forma matricial:
I - n’k* —¢ nzk2+c,d—2 +o'p —(c +c, )nnk2 (c +c )n iki ]
1" 66"y 55 d22 12 66 ) 1'x "y 13 55 )"y dz
- ) u,) (o
—(cp +cﬁ6)nxn‘,k2 —Cenk? — ik’ + ¢y — it o’ p (ey +cy ) myik— U, =40
2 7 ¥ d= : Y dz ’
u.l (o
. d d d’
I (c13 +css)n‘lkg (023 +c44)nvlkz {—cssnsz —c44n;k2 + ¢y P }+a)zp_

(2.14)

Ou de modo mais compacto:

[L]{u}={0}. (2.15)
L ¢ a matriz dos coeficientes operacionais do sistema. Para que exista uma solugdo ndo trivial, é
necessario que o determinante da matriz de coeficientes operacionais seja nulo. Tal consideragao

permite o desacoplamento das equagdes 6.11 a 6.13, mas mantendo a dependéncia linear entre elas,

para isso:
det[L]{u}={0}. (6.16)
Utilizando a normalizagdo para poder simplificar as equacdes, considerando 6> = @’ p, e aplicando

o conceito de comprimento de onda normalizado:

e, lembrando que:

n, =cos(6),
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n,= sen(6),

¢ possivel obter do determinante da matriz de coeficientes operacionais aplicado na equacdo 6.16, o

conjunto de equacdes desacopladas:

d° d* d’ =
dlg+d2§2g+d3§4?+d4§6 U =0,

d° d* d? =
dlg+d2525+d354g+d456 Uy:()’
d6 d4 d2 o~

dlg+d2§2g+d3§4?+d4§6 U =0,

nas quais:
d, = C;5C,4Cs5,
dy =CuCss + 0y (Cpy +055) + &7 ((044 (—011033 + (5 + 05 )2 ) — C33Cs5Ces )cos2 (6)+

+(0223055 +20,3C4yCs5 — oy (€ Cs5 + CupCg ))sen2 (6’)),
dy = Cyy +Cyy +Cs55 — (_cllc33 + (Cl3 +Css )2 )06654 cos* (‘9) + (6223 + 205564 — ¢y (Cz3 +Css ) -
—C33Cs5 —Cay (Cs5 + o ))52 sin” (0) + (—623666 (€23 +2€4 ) + €y (CasCss + €334 ))54 sin* (0) -
—&% cos’ (9)(c11 (55 +cuy)— (3 + 5 )2 +C33Ce6 + Cs5Co6 T ((:123(:22 +cyess ) +
+¢;, (cf3 —CyCy3 + 2000y, ) — 21y Cy3Css — 2C11CayCss + CoyCas + 2015 Ca3Cos — 2Cr3Cs5Cos —
=3¢,,C55Cs =205 (—022055 +(Cyy + 4 )1y + € )))52 sin’ (9)),
d, = —(—1 +c,,& sin’ (0))(1 + & (—(c11 +Cg ))0052 (0)+ ¢y ¢’ cos* (0) -

_(022 + ey + (0122 —C,Cyy +2€1,Cs )52 cos” (6’))sin2 (0)+ cyyces&’ sin (9))

(6.17)

(6.18)

(6.19)

(6.60)

(6.21)

(6.22)

Estas variaveis dependem exclusivamente das propriedades materiais do meio analisado e da

variavel no dominio transformado “&”. Inicialmente, devem ser determinadas as raizes das

equagodes 6.17 a 6.19, considerando que as respostas possuem a forma:

A

7 a5z
U,=e""",

com derivadas:

U,

2 2 S-a-
a -0 e’
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d6
dz*

S

6 o6 Sa-
=’ 5%,

Aplicadas em 6.19, resulta:
(da* +da* +da’ +d,)-5° - =0.

Como o termo exponencial nunca ¢ nulo, € necessario que a relagao a seguir seja satisfeita:

(da® +dya' +dya’ +d,) =0,

a ordem de sexto grau pode ser reduzida, se:
p=a’,

reescrevendo (6.28), tem-se:

(a8 +d, " +d,p+d,)=0,

que € uma equagdo cubica, com solugdes dadas por:

o i/idl N i/a’2 +y4d} +d;

ﬁ =
I i/ d,+\Jad’ +d’ 3¢,32
5o (1+43)d, (l—i\/g){/d2+w/4df+d22

3 3Yaei|d, +ad} + d 632,

e, (1-iv3)4, (1+z\/§){/d2 +J4d} +d’

By = -
36 33ac3ld, +\4d} + d: 642

sendo:
_ 2
d, =—c; + 3¢,

_ 3 2
d, =—c;, +9¢c,c,c; = 27c;c, .

O conjunto completo de respostas da equacao 6.28 ¢ dado por seis raizes:

a =% :Bla
a2=i\/ﬂ—2,
a3=i\/ﬂ_3.

A solucdo geral para UZ , da equacdo (6.19) ¢é dada por:

A

U.=4-¢™° +B-™* +C-e** +D-e™* + E-e ™7 + F.e™",

(6.26)

(6.27)

(6.28)

(6.29)

(6.30)

(6.31)

(6.32)

(6.33)

(6.34)

(6.35)

(6.36)
(6.37)

(6.38)

(6.39)

sendo que 4, B, C, D, E, F s8o as amplitudes de onda ¢ independem de z, seus valores sdo

determinados com uso das condi¢des de contorno do problema.
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Aplicando o mesmo processo nas equagdes 6.17 e 6.18, pode-se escrever a forma geral dos

deslocamentos U, e U )

13

) =A4" efé'tzrz +B" e&a]~z +C" e—&»az»z +D" e&tzzz + E" e*()‘-a3»z + F eﬁ-o@»zj (640)

A

U, ,=A"e " 4+ B" ™" +C"e " + D" e’ + E"e 7" 4 F" e’ ™7, (6.41)
sendo que A, B, C’, D', E’, F’, A, B”, C”’, D”’, E”’, F’’ também sdo amplitudes de onda
definidas pelas condi¢des de contorno do problema. As fungdes A, B, C, D, E, F podem ser escritas
em fungdo de 4°, B’, C’, D’, E’, F’ e também de 4°°, B’’, C’’, D’’, E’’, F’’. Estas relagdes sdo
obtidas da substituicao de (6.39) a (6.41) nas equagdes (6.11) a (6.13).

Considerando, inicialmente, apenas os termos com A, A’, A’’ dos deslocamentos ¢ aplicando-os em
(6.13) chega-se a:

{(—cssxffzéz — X8 + a8 + 57 ) A= (s + 5 )i Eay A" (e + c44)nyi52§alA'} e =0, (6.42)
para que a expressdo seja correta, é preciso que a proxima relagdo seja satisfeita:

(—cssxjf,82 - c44xi§2 +enal + 1) A—(cpy +ess )nila, A" (cy5 + ¢y )nyifalA' =0, (6.43)
e, finalmente,

ila,

A=
2 22 2 22 2
(_Cssxxf _C44xy§ +epap +1

)((c13 +055)nXA"+ (023 +c44)nyA'), (6.44)

para uma notag@o mais compacta, define-se:

f = ice, (6.45)

22 242 2 ’
(—655xx§ —CuX, ¢+ +1)

reduzindo a equacao (2.44) para:

A= fi((c + 55 )n A" (e +c4 )n,A"). (6.46)
Aplicando o resultado de (6.46) na equacdo (6.12), escreve-se:

{(ex?&6 =Xl 86 4y} + 8 ) A'= (0 + g )11, 8 E A" (Cyy + 0y )n,i8 A e =0 (6.47)
mais uma vez, como o termo exponencial nunca sera nulo, deve-se satisfazer a relacao:

(—Cao X820 =807 4y} 7 + 87 ) A'=(Cpy + Cog )11, 5 E A" (Cpy + 4 1, i éc; A= 0. (6.48)
Recorrendo ao resultado de (6.46), aplicado na equacao (6.48), escreve-se a relagdo:

(—c(,éxffzé'z —czzxifzéz +c,a 07 + 52)161'—(012 + céé)nxnyﬁzfz/l"—

(6.49)
—(023 +cy, )nyi52§051f1 ((c13 + Cy5 )nxA"+ (023 +cy, )nyA') =0,
apresentada na forma compacta como:
LA+ A, A"+ fA'=0, (6.50)
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em que:

fo= X8 —cpx & H e +1, (6.51)
/s :_(Clz +cee)nx”y‘§2, (6.52)
1 2(023 +C44)(C13 +055)nxnyi§al.fi7 (6.53)
fs = _(Cz3 +Cy )(Cz3 +Cy )niié:alfl . (6.54)
Da equacgio (6.50), obtém-se a relacdo entre 4" e 4,

A'=Q,A4", (6.55)
com:

+
0,= Lrl) (6.56)
(1 + 1)

Substituindo a relagdo de (2.55) em (2.46), chega-se a relacdoentre 4 e 4™’
A4=Q 4" (6.57)
para a qual:

(/s + /1)
(fo+fs)]

Efetuando o processo para as demais amplitudes de onda, pode-se obter as relagdes para B, B’ ¢ B,

Q = fi (cl3 +655)nx -4 (023 +‘744)”y

(6.58)

mostrando-se que:

B'=Q,B", (6.59)
B=Q,B", (6.60)
com:
“(h-1) fs)
. Ji— 1
Q2 =\ 5 (Cl3 +Cs5 )”x + 4 (Cz3 + c44) ( - 3) (6.62)
(1)

Para as amplitudes de onda C, C*,C’’ as relagdes sdo:
C'=Q,C", (6.63)
C=Q,C", (6.64)
sendo:

h,+h
q, - Unth) (6.:65)

(hy +hs)
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. h, +h
Q3 :|:hll’lx —hll’ly ﬁ}
2 5

Para as amplitudes D, D’ e D’ é possivel mostrar que:

D'= Q4D”,

D=Q,D",
com:
Q _ (h4 _h3)
4 9
(hz _hs)
Q, = [hlnx +hyn, —EZ‘* :2’3 ﬂ
2 5

Nas equagoes (6.65), (6.66), (6.69), (6.70) os termos “A” sdo dados por:

ila,
242 22 2 ’
—CssX, 8T —CyuX, 6 +c33a2+1)

h = (
h, = _Cééxié:z - szxifz + 0440522 +1,
hy = _(clz + Ces )nxnyéz )

h, = (Cz3 +Cy )(c13 +Css ) nxnyi§a2h| 5

hy = —(023 + c44)(c23 + c44)n;i§052h1 .

Analogamente para E, E’ e E’’:

E'=Q,E",
E=QE",
sendo que:

(g, +g:)’

(g 2T 8&s )
E, finalmente, para as amplitudes F, /'’ e F'’’, € possivel mostrar que:

F'=Q.F",

Q; :|:glnx _glny

F=QUF",

com:

o, -(&-g)
(gz _gs)
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(6.66)

(6.67)
(6.68)

(6.69)

(6.70)

(6.71)

(6.72)
(6.73)
(6.74)

(6.75)

(6.76)

(6.77)

(6.78)

(6.79)

(6.80)

(6.81)

(6.82)



Q= {glnx +gn, M} . (6.83)
) (gz - gs)
Nas equagoes (6.78), (6.79), (6.86), (6.83), os termos “g” sdo dados por:
isa,
g = , (6.84)
1 (_cssxjgz - c44xi‘:€2 +epas + 1)
g = —CesX, & — X & ey +1, (6.85)
g =—(c +CG6)nxny§27 (6.86)
84 :(Cz3 +c44)(013 +c55)nxnyi§a3g13 (6.87)
8s = _(C23 T Cy )(Cz3 T Cy )nji§a3g1 . (6.88)

Com o uso destas relagdes, os deslocamentos podem ser escritos apenas em fungdo de seis

amplitudes de onda:

13

Q'lA " e*b‘a]z + Q'ZB " e&al»z + Q'}C"‘ e*b'afz + Q;‘D " e&az»z + Q;E"‘ 6750(3'2 + Q;F " e§a3<z , (689)

.=

133

) — QlA"' e*b‘al»z +QzB"' e§a1<z +Q3C"' e*é‘afz +Q4D"' e§<a2<z +Q5E"' e—ﬁ-o@»z +QGF"' eﬁ»a3<z’ (690)

lj" — An_ e—b‘al-z +B"' e&al-z +C"' e—&-az-z +D"' e&~a2~z +E"' ef&ayz +F"' eé»a3»z (6 91)
x . .

6.4. Solucdes em tensao

Para determinar as amplitudes de onda, s@o utilizadas condi¢des de contorno em tensao.
Portanto ¢é necessario escrever as relagdes de tensdo em funcdo dos deslocamentos e,
conseqiientemente, das amplitudes de onda. As relagdes da mecanica do continuo entre
deslocamentos, deformagdes e tensdes sdo as mesmas do dominio fisico, apenas aplicando as
transformadas para converter as variaveis para o dominio transformado.

Da mecanica do continuo, sdo obtidas as relagdes entre tensdo e deformacdo para meios

anisotropicos ortotropicos, dadas por:

Gxx _cll Cl2 cl3 O 0 0 ] xx
w Gy Cp G 00 0 W
Oz _|% ©a 0 0 0 z (6.92)
o, 0 0 0 ¢, 0 0]|2,
O-xz O O CSS O 28)(2
o,/ L0 0 0 0 0 c4l|2¢,
As deformagoes em funcdo dos deslocamentos no sistema cartesiano sao:
dU
£, = , (6.93)
dx
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Aplicando a transformada de Radon bidimensional nas equacdes (6.93) a (6.98):

& Yy

Finalmente, aplicando a transformada de Fourier no par s-k,

1({dU,
2\ dy

l dU .
2\ dx

14U,
2\ dy

+

dU
Yo ds

=n

b

du,
" ds

=n

9

1
20 Y ds

+de
dz |

du j
+ b
dz

au,
dx )’

deformacgdes no dominio transformado sao obtidas:

A

&

XX

A

Syy

My

O

)

yz

= nxifé'(jx,
= nyiﬁé‘(jv ,

au

z

dz ’

y

1 :
=—| niéSU_, +—=
> <

2 dU

* o dz
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(6.94)

(6.95)

(6.96)

(6.97)

(6.98)

(6.99)

(6.100)

(6.101)

(6.102)

(6.103)

(6.104)

e considerando k=¢&6, as

(6.105)

(6.106)

(6.107)

(6.108)



~ 2 d(j
g, :l nisoU, +—=|,
2 dz

A 1 - L2
8, = (nigo0, +nigs0, ).

(6.109)

(6.110)

As condicdes de contorno sdo dadas na forma de tensdes na superficie livre. Inicialmente, sdo

necessarias apenas as equagdes de tensdo para &

O-zz = 6138xx »y zz 2
O-zx = 2655 gzx ’
zy = 2C44 gzy .

A
zz? sz s

o, . Determinadas por:

(6.111)
(6.112)

(6.113)

Substituindo os termos de deformagdes obtém-se as tensdes escritas em funcdo dos deslocamentos:

A

dUu

&. = cpn,iédU, +con iU, +c, o (6.114)
A
2 d(j 2
G, = Css y ~+n,ifoU., |, (6.115)
Z
. av,
G., =Cy R +nyl§5UZ . (6.116)

Substituindo os deslocamentos nas relacdes de tensdo dadas nas equagdes (6.114) a (6.116) e, apos

algumas consideragdes e simplificagdes, é possivel escrever:

é.zz :HIA"' e—6a|~z +H2B"‘ eﬁal~z +H3C"‘ e—5a2~z +H4D"‘ e&az~z +H5E"‘ efﬁayz +H6F"' e§a3<z’ (6117)

>

6_2}’ — H7A"' 6_50‘1'2 +H8B"' eﬁal-z +H9C"' e—ﬁaz»z +H10D"' eﬁaz-z +H“E"‘ e—§a3~z +H12F"‘ eéa3~z ,(6118)

G~ZX =H13A"' e*é‘al-z +HI4B"' e§a1<z +H15C"‘ e*é‘arz +H16D"' e§a2<z +H17E"' e—5a3-z +H18F"' eﬁu@-z, (6119)

nas quais as amplitudes de onda aparecem multiplicadas por:

I, = 8 (cpn,ié +eyn,iQ — e Q). (6.120)
I, =5 (cynié +cyn,iQ, + e, Qa, ), (6.121)
I1, = 5(cl3nxi§ +y3n,iQ; — ;e ) , (6.122)
I, = 5(cyn i& +eyn,iQ, +c,Qua, ), (6.123)
T = 5 (€5m, i€ +cpym iQ — ¢y, Qary ), (6.124)
M, = 8(cyn,i& +epyn,iQq + ey Qary ), (6.125)
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c,0(n,idQ —a,Q,), (6.126)

= 0445(11}15{22 +a,Q,), (6.127)

= ¢,,0(n,id, —a,Q, ), (6.128)
M, = ¢,,8(n,iéQ, + 2,2, ), (6.129)
M, = ¢, (n,i8% —a,Q), (6.130)
M, = ¢,,8(n, i + 2, Q). (2.131)
Iy = cys8(n,iéQ —a ), (6.132)
M, = ¢80 (n,i&, + ), (6.133)
Mg = css8(n,iéQ; —a, ), (6.134)
My = ¢80 (n,i&Q, +a, ), (6.135)
M, = ¢80 (n,i&% —ay), (6.136)
Mg = ¢80 (n,i& +a;) (6.137)

6.5. Amplitudes de onda

Para determinar as amplitudes de onda, as condi¢cdes de contorno devem sofrer a
transformagdo de dominio. O uso das tensdes, na superficie livre, fornece trés condi¢des de
contorno; de consideragdes sobre os deslocamentos podem ser obtidas outras trés. No caso do semi-
espago, nao existe reflexdo de onda, a condigdo de Sommerfeld deve ser respeitada. Para que ndo
exista reflexdao de ondas, as amplitudes B”’, D"’ e I/’ devem ser nulas.

Para obter as condi¢gdes de contorno no dominio transformado, aplica-se a transformada de Radon

nas equacdes (6.5) a (6.7), de modo que:

&zz (S,H,Z,a)) = _Pa

5..(5,0,2,0) =0, (6.138)
~zy(s,9,Z,a)) = 0;

~zz (S,g,Z,a)) = 07

5..(5,0,2,0) = =S, (6.139)
&zy (Sa 9’ z, C()) = 05
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G6_(s,0,z,0)=0,
6..(s,6,z,0) =0, (6.140)
6,(s,0,z,0)=-T.

Ainda € necessario aplicar a transformada de Fourier, obtendo:

~

g-zz(S,e,Z,C()) = _ﬁa
G (s,0,z,0) =0, (6.141)

8-2)’(‘99972,60) = 0,

5-ZZ(S:0>Zaa)) = Oa

G (s,0,z,0) = S, (6.142)

32}’(*9,932,60) = 09

G- (5,0,z,0) =0,

G (5,0,z,0) =0, (6.143)

G4(s,0,z,0) = —T.

Para sistemas lineares, os carregamentos podem ser aplicados isoladamente, e seus efeitos
sobrepostos para determinar a resposta a um carregamento qualquer. Para carga vertical P, ¢ obtido

o sistema de equagoes:

~

M,A"+T,C"+TI,E"=—P, (6.144)
I, A"+I1,C"+I1, E"=0, (6.145)
I, A"+, ,C"+I1,E"=0, (6.146)

para o qual a solu¢do em termos de amplitudes de onda é:

= H9H17 _HIIHIS

A, =P ) 6.147
b 3 ( )
. ~II, I1,, —I1.I1
C,=p——-8 111 (6.148)
1
«  ~II.IT, —T1IT
E,=p—13 0 1 (6.149)
_q)l
com:
q)l = H1H11H15 _H3H11H13 +l_131_171_117 _H5H7H15 _H1H9H17 +H5H9H13- (6~150)

Da mesma maneira, para carregamento horizontal no eixo y (T):
2 ILIT, —ILLI0,,

Ay =T——-8L =1 6.151
r o) (6.151)
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«  AILIL, —ITII1
C; =T%, (6.152)
gt

_ f H3H13 B 1_111_115

E , (6.153)

1
e, finalmente, para o carregamento horizontal na direcao do eixo x (S):

~ H5H9 B 1_[31_111

A, = s (6.154)
g
. 2AIIIL, —II,I1
Cy=8——1 11, (6.155)
1
. 2AILII, —TI.I1
E,=§—329 311 (6.156)

1

6.6. Transformadas inversas

Para determinar as respostas no dominio fisico, ¢ necessario aplicar as transformadas
inversas; inicialmente a transformada de Fourier, seguida de uma transformada de Radon

bidimensional.

Com a transformada inversa de Fourier, as equagdes de deslocamento e tensdo sdo dadas por:

0. = ﬁj@ (0 4me 7 £ Q07 + QLE e ek, (6.157)
7, = ﬁz{glme-w FQ,CMe T £ QB e e dk, (6.158)
7, = ﬁ IO{A”.e-W"Z T+ O 4 B e (6.159)
5. = ﬁz{nlme-w FIL,C" e + T E"e ™ e dk | (6.160)

& [, Are™ 4+ T1,C"e ™ + 11, E"e 7 Je™ dk | (6.161)

12
Zy:E__[o

~

[T, A"e % +T1,,C"e "7 + 1, E"e 7 Je™ dk | (6.162)

5. =]

V2r ?,
Da analise das equacdes (6.157) a (6.162), nota-se que apenas um termo depende da variavel de
Radon (s), que é o termo exponencial e™ ; para a transformada de Inversa de Radon bidimensional
sdo necessarias duas etapas, a primeira uma derivacdo em s, de modo que, como nos capitulos

anteriores, escreve-se:
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v,o-— L f [ [loiares s cnems o pre g — dkdsd0
27 or S e s —xcosf — ysen6 ’
(6.163)
% © © iks
-1 1 e
U =—— QA + Qe 4 QUE e ik dkdsd®,
Yo2nt 2rx ;2[0'[0{ }I s —xcos — ysen *
(6.164)
7w i
-1 1 e
U Ao O 4 O % 4 om0 Lk dkd. dH’ 6.165
* 222 Jar iA'LJ‘{ ¢ ¢ ¢ }l s —xcos6 — ysend ° ( )
e s
-1 1 e
= — [1,A4"e " +T1,C"e " + I E"e """ ik dkdsd@ ,
7= T 0 \N27 _',2_'[0_‘[0{ e e e }l s —xcos@— ysen6 °
(6.166)
% © © iks
-1 1 e
= e [, A4"e " +11,C'"e " + 11, E"e "~ jik dkdsd @
To T N2 _J%_'[O_'[O{ e e " }l s —xcos@— ysen6
(6.167)
% 0 0 iks
-1 1 e
L M1, A" % +T1,,C"e ™ + 11, E"e ™ lik dkdsd 0
T T N27 ;2-[0-[0{ e st nte }l s —xcosf— ysen6 °
(6.168)

Considerando a fungdo ¢(k,#), deduzida e apresentada no capitulo 4, equagdo 4.164, escrevem-se

os deslocamentos e tensdes como:

—

QA" + Q\Ce 7 + QLE e fikgdkd ), (6.169)
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As demais componentes de tensao podem ser obtidas dos deslocamentos. Nao foi possivel, até o

—_—

[A e 11, Cre o + T B e fikgdkd (6.174)

momento, a resolucdo analitica destas equagdes, sendo necessaria a implementagdo numérica das

integrais.
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Capitulo 7.

Conclusoes e trabalhos futuros

Neste trabalho, foi apresentada a formulagao de fungdes de Green para carga distribuida e
concentrada, oscilando, harmonicamente, em semi-espacos e espacos completos tridimensionais
isotropicos e viscoeldsticos. Os problemas s3o descritos com auxilio de equagdes diferenciais,
que foram solucionadas, utilizando-se as transformadas de Radon e Fourier e condi¢des de
contorno especificas. Nao foi possivel obter equagdes analiticas, sendo a transformada inversa
realizada numericamente. Uma das vantagens desta formulagdo, quando comparada a solugdo
utilizando apenas a transformada de Fourier, ¢ que, ao invés de duas integrais ilimitadas, obteve-
se uma limitada, que, em problemas axissimétricos, possui solucao analitica. A outra ¢ que, nos
problemas isotrépicos, ¢ possivel desacoplar o problema tridimensional em dois problemas
auxiliares bi-dimensionais. Os procedimentos de integra¢do numérica sdo relativamente simples,
baseados em pontos de Gauss e algoritmos adaptativos, que lidam com o comportamento

oscilatorio e descontinuidades dos integrandos.

Os resultados numéricos foram comparados aos problemas estaticos para meios elésticos.
Para semi-espagos submetidos a carregamento concentrado, com axissimetria, foi realizada
validagdo, utilizando a solu¢do do problema de Boussinesq. Para tanto, consideraram-se baixas
freqiiéncias e pequenos fatores de amortecimento. Os resultados foram positivos e motivadores.
Para este problema, também, foram realizadas validacdes com uma implementacdo da
formulagdo baseada em transformadas de Fourier. Para este problema, de carregamento vertical
concentrado, foram obtidas as componentes de deslocamento e de tensdo, utilizando coordenadas

polares.
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A extensao, para problemas com carga aplicada tangencialmente a superficie, considerou o
sistema de coordenadas cartesiano. A validacdo da formulagdo foi baseada nos problemas de
Boussinesq (carga vertical) e Cerruti (carga tangencial), foram obtidos bons resultados. Para
carregamentos dinamicos, para os quais ndo existe ainda resposta analitica, os resultados foram
comparados a uma implementacdo baseada em transformada dupla de Fourier. Os resultados
foram muito proximos, sem diferencas significativas. Foram observados ganhos no que se refere
a tempo computacional. Infelizmente, para a superficie livre, ndo foi possivel obter as
componentes de tensdo ndo prescritas como condigdes de contorno. Serd necessdria uma
investigagdo adicional nos integrandos, para eliminar a parcela que diverge. Ainda, para os semi—
—espagos, foi apresentada a formulacdo para carregamento distribuido, validada com
implementagdo baseada em transformadas duplas de Fourier. Para este problema, sé foi
encontrada, na literatura, a resposta analitica para carregamento vertical estatico. Os resultados,

considerando pequenas freqiiéncias, aproximaram-se, significativamente, dessa resposta.

Foram formuladas e implementadas as expressdes para problemas de espagos completos
submetidos a carregamento distribuido. As expressdes foram validadas com o problema de

Kelvin, e por aproximag@o com os problemas bidimensionais. Foram obtidos bons resultados.

Estas expressdes podem ser incorporadas em formulacdes ndo singulares do Método de
Elementos de Contorno, no estudo de problemas de interacdo solo-estrutura. Apesar de nao ter
sido possivel eliminar as integrais improprias, que também ocorrem na formulacdo com

transformadas de Fourier, foram obtidos ganhos computacionais.

Foi apresentada a formulagao inicial considerando anisotropia. Neste caso, ndo ¢ possivel o
uso de desacoplamento em problemas auxiliares. Devido a natureza complexa dos integrandos,
nao foi possivel, ainda, a implementagdo das transformadas inversas. Deve-se salientar que tal
formulagdo ¢ para semi-espacos, para os quais ndo foi possivel, ainda, descrever as condi¢des de
contorno na forma de for¢as de corpo, o que poderia permitir uma adaptacdo da formulagdo de

Wang e Achembach.
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Propde-se como trabalhos futuros a andlise e implementacdo dos integrandos para o
problema anisotropico com carregamento distribuido, em semi-espagos e espacos completos, bem
como a extensdo da formulagdo para meios isotropicos considerando camada sobre leito rigido e
carregamentos no interior do semi-espaco. Deve ser analisada a possibilidade de se obter a
resposta para espago completo com carregamento distribuido, a partir da integragdo ao longo de
uma superficie de carregamento da formulacdo com carga concentrada fornecida por Wang e
Achembach. E também, necessaria uma implementagdo de algoritmo mais adequado a obtengio
das respostas em pontos na superficie livre, para a qual a implementacao atual ndo ¢ adequada no
que concerne a tempos computacionais. E, finalmente, a incorporacao de tais fun¢des auxiliares

em métodos de elementos de contorno direto e indireto.
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Anexo I

Comportamento em func¢do de 6, das parcelas oscilantes para carregamento concentrado na

superficie do semi-espaco.
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Anexo 11

Comportamento do nticleo das fungdes de deslocamento e fungdo para problemas de semi-espago

considerando carregamento vertical.
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Figura B4a. Parte real de Gozyz e Gozxz — impar
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Para carregamento horizontal na direcdo x ou y o comportamento dos nicleos pode ser observado

nas figuras:
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Anexo II1

Integrandos em 6 para problemas com carregamento distribuido.
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Figura Cla. Componente real de H;
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Figura C2a. Componente real de H,
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Figura C4a. Componente real de Hy
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Figura C2b. Componente imaginaria de H»
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Figura C4b. Componente imaginaria de Hy
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Figura C5a. Componente real de Hs
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Figura C6a. Componente real de H
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Figura C7a. Componente real de H;
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Figura C8a. Componente real de Hg
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Figura C9a. Componente real de Hg
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Figura C5b. Componente imaginaria de Hs
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Figura C6b. Componente imaginaria de Hg
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Figura C7b. Componente imaginaria de H;
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Figura C8b. Componente imaginaria de Hg
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Figura C13a. Componente real de Hj3
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Figura C14a. Componente real de HI, £&=5
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Figura C10b. Componente imaginaria de Hjo
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Figura C11b. Componente imaginaria de Hy,
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Figura C12b. Componente imaginaria de Hj,
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Figura C13b. Componente imaginaria de H;s
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Termo oscilante, resultante da integracao em 6.

ponente real de [H;
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Figura C18a. Componente real de IH,
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Figura C15b. Componente imaginaria de IH;
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Figura C16b. Componente imaginaria de IH;
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Figura C18b. Componente imaginaria de [H,4
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Figura C22a. Componente real de [Hg
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Figura C20b. Componente imaginaria de [Hg
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Figura C26a. Componente real de IH;,

296

0.1

-0.2

/v46
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Figura C27a. Componente real de IH;3
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