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-CAPITULO I

INTRODUCAO



Processos fisicos sujeitos a perturbacgoes aleatd
rias cujo estado possa ser representado por um vetor de di
mensao finita, podem ser modelados por equacoes vetoriais a
diferencas.

Xpp1 = f(xk, Wy k) 1.1
Xy = vetor n-dimensional representando o estado.

Wx = vetor r-dimensional representando o ruido aleatdrio do
sistema (r < n).

f = vetor de funcdes reais n-dimensional, continuamente di
ferenciavel de seus argumentos.

k =10,1,2,.... representa instantes de tempo.

A equagao 1.1 € uma equagao a diferencas,estocasti
ca vetorial e representa um sistema dinimico discreto esto
castico. A sequencia {x;, x5,....} & uma sequéncia aleatdria
pelo fato de {w, Wis----} ser uma sequencia aleatdria.A con
digao inicial & X, € pode ser uma constante ou uma variavel
aleatoria com distribuicdo de probabilidade conhecida ou as
sumida. \

Se o ruido W estivesse ausente da equacgdo 1.1, ela
seria uma equacao a diferengas, ordinaria, cuja solugdo & X, -
Porém, na presenca de ruido, & a densidade de probabilidade
do estado X). que é de interesse e para que possa ser determina
da € necessdrio supor uma determinada densidade do ruido.

Se, por exemplo, {w,, w;,....} for uma "~sequencia
branca e independente do estado inicial Xg s entao, dado o va
lor do estado no instante k, o valor do estado no instante
de tempo seguinte dependera somente de Wy que € independente
de {Xk—l’ X&—Z""°KO} , vale dizer, a solucao de 1.1 sera
uma sequencia de Markov. A densidade de probabilidade de Xpep1
dado Xy supondo r = n e que o sistema 1.1 possa ser resol

vido para Wi sera dada, de acordo com o Teorema Fundamental

do calculo de probabilidade, por:

-1
af T (x, ,x , K)
p(x, /%) = plw =f-1(x X k) k>7k+1
k+1’ 7k k k?%k+1
OXya1
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Esta densidade & conhecida como densidade de tran
sigao de estado. -

O problema que ora se coloca € o da determinacao |,
instante por instante, da densidade do eéstado do sistema 1.1
quando ele € imperfeitamente observado por medidas ruidosas.
Este problema € interessante nio apenas por seus méritos pro

pPri0s, mas e também parte inerente da otimizacao de sistemas
dinamicos estocdsticos.

As observagdes do estado obedecen a sequinte equa

W)
My
(e}

Y = hlxyg, vy, k) 1.2
Yx T vetor de medidas m-dimensional
Vx = vetor de ruido aleatdrio m-dimensional
h = vetor de funcaes m-dimensional

Dada uma sequéncia de observacoes {yo, Yis+---Yp }

que sera denotada brevemente por J,
Jp = {YO’ yl"""yﬂ}

O problema da estimacao consiste em calcular a densidade do
estado x, condicionado 3 sequéncia de medidas Jp. O presente
trabalho esta limitado ao problema conhecido como filtragem
que € a estimac@o do estado no instante k condicionada a se

quencia de observacdes SIp

O problema da filtragem recebeu basicamente duas
abordagens metodologicamente distintas. A primeira delas, da
qual nao se ocupa o presente trabalho, consiste dos métodos
estatisticos que tém como principal atrativo o fato de nao
necessitarem hipoteses explicitas sobre as diversas proprie
dades estatisticas das varidveis aleatdrias envolvidas. As
sequéncias {wo, wl,....} e {Vo, Vi,....} sdo consideradas
simplesmente como erros de carater desconhecido e as equa
coes de estado e medida ja nio sio consideradas estocasticas.
Por exemplo, o classico LEAST-SQUARES partindo de um conjun
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to de observagoes imperfeitas {yo, yl,....yn} ,determina uma
estimativa de {XO, xl,....,xn} tal que simultaneamente os er
TOS No sistema € nas observagées sejam minimizados. A incov;
niéncia destes métodos reside na dificuldade em atribuir um;

interpretacdo probabilistica aos resultados obtidos.

A segunda abordagem € a probabilistica. Neste caso,
a solucdao completa do problema da filtragem € a densidade do
estado no instante k condicionada ao conjunto de medidas Js
simplesmente porque esta densidade contém toda a informacao
sobre o estado trazida pelas medidas e pelo estado inicial .
Nenhuma descrigdo do estado mais completa € possivel. A in
troducao de um critério de estimacao reduz a informagao a
respeito do estado a uma colecao finita de numeros. Em geral,
isto fornecera uma descricao imcompleta e possivelmente 1ina
dequada do estado, sendo a unica excessao um sistema linear

e gaussiano.

A densidade do estado condicionada as medidas pode
ser calculada de forma recorrente a cada nova medida realiza
da, através da regra de Bayes. Esta densidade € chamada de
densidade a posteriori de estado.

Para sistemas lineares com estado inicial e ruidos
gaussianos, a densidade a posteriori do estado sera sempre
gaussiana. A recorreéncia pode, neste caso, ser feita direta
mente sobre o valor médio e matriz de covariancia da densida
de a posteriori, pois estes dois parametros especificam com
pletamente uma gaussiana. As equagoes de evolugao da média e
covariincia constituem o filtro linear de Kalman (10,11) .Mas
para sistemas nao lineares a densidade a posteriori ndo € em
geral redutivel a um conjunto finito de parametros, isto & ,
nio possui uma estatistica suficiente finita. Tao pouco e
possivel conseguir uma forma analitica fechada para descreve
-1a. Faz-se necessario, entao, Tecorrer a aproximagoes ou

L]

calcular numericamente as densidades.

0 cilculo numérico das densidades permite alcangar
a preciséo numeérica desejada, mas as custas de uma velocida
de de processamento extremamente baixa, inviabilizando o em
prego pratico desta solucgio. Diversos sao os trabalhos desen

volvidos nesta linha.



A reconstrucao numérica ''Otima' das densidades pe
la regra de Bayes empregando "'splines' como interpolares foI
trabalho desenvolvido por Marcio Andrade Netto et alli (2,3;
14). No Capitulo II este algoritmo esta sumarizado, pois de
le se fara uso para explicara performance dos filtros line;
rizados, bem como para obter os resultados "exatos' para fin;
de comparacgao.

Nesta categoria podem ser incluidos os trabalhos
sugeridos e elaborados por Bucy and Senne (6), E.TSE (17) e
Alspach and Sorenson (1,15). Trata-se basicamente de aproxi’
mar as densidades intermediarias da formula de Bayes por um
certo numero de funcoes impulso (TSE) ou por uma soma de gaus
sianas (Sorenson and Alspach) de variancias muito pequenas .
O teorema de Wiener (18) afirma ser possivel aproximar qual
quer fungao densidade por um numero finito de termos das so
mas, a precisao da aproximacdo depende do numero de termos .
A densidade a posteriori sera obtida operando simultaneamen
te com todos os termos que compoem as densidades intermedia
rias. Desta forma, a densidade a posteriori sera também des
crita por uma soma de fungOes impulso ou por uma soma de gaus
sianas. No entanto, pode ocorrer que O numero de termos da
soma de impulsos deva aumentar para manter a precisdo a medi
da que o algoritmo funciona ou que a variancia dos termos da
soma de gaussianas aumente invalidando as hipoteses de iineg
rizacao assumidas, e neste caso também deve ser aumentado o

nimero de termos da soma de gaussianas.

Segundo apontado por TSE, este tipo de aproximagao
podera se tornar extremamente valioso com o advento da compu
tacao paralela, pois se se puder dispor de um processador pa
ra cada termo da soma, a velocidade de execugao deste algo
ritmo seri da ordem de grandeza da velocidade dos algoritmos

comumente utilizados na pratica.

Aparte estas aproximacoes muito dispendiosas,estéo1
as aproximagdes que receberam ampla aceitagdo pratica por
sua simplicidade e rapidez de calculo. Todas elas mantem a
estrutura da solucdo proposta por Kalman para 0 caso linear
(10), o que & possivel mediante a hipotese simplificadora de
que todas as dendidades envolvidas na regra de Bayes sao gaus

sianas. Para isto, as nao linearidades sao aproximadas  porT



desenvolvimento em série de Taylor em torno de uma trajeto
ria de referéncia. Se o desenvolvimento incluir apenas og
termos até primeira ordem, a solugao resultante € conhecida
como filtro de Kalman linearizado (4,12,13). Se incluir 0s
termos de segunda ordem podem resultar diversas solugdes, de
pendendo de como se aproximam os momentos de ordem superior
a dois (5,9). Estas solucdes sdo conhecidas como filtros de
segunda ordem. Diferem dos anteriores por introduzirem uma
correcao de polarizacao nos valores médios e alargarem as va
riancias das densidades.

As aproximagoes até primeira ordem podem incorrer
em graves erros de linearizagdo e calcular as derivadas de
segunda ordem nem sempre € tarefa simples. Denhan and Pines
(7) desenvolveram um procedimento iterativo para reduzir os
erros de linearizacao sem necessitar do cialculo das deriva
das de segunda ordem e obter deste modo uma den51dade a pos
teriori aprimorada. A solugd3o resultante & conhecida como
filtro iterado de primeira ordem (16).

Pode ser constatado facilmente que as solugoes re
cém descritas situam-se em dois extremos:de um lado estdo as
solugoes numéricas que fornecem precisdo As custas de um tem
po de calculo muito elevado inviabilizando sua aplicagao pra
tica, de outro as solugoes aproximadas cuja simplicidade e
rapidez de calculo tornam-se atrativas para as aplicacdes pra
ticas mas podem apresentar resultados pouco satisfatorios.

Tentar-se-a neste trabalho esclarecer as condicoes
em que possivelmente as solugOes sproximadas conduzem a re
sultados insatisfatdérios. Genericamente pode ser dito que
as linearizagOes por desenvolvimento em série de Taylor difi’
cilmente podem representar o comportamento que nao seja es
tritamente local das nao linearidades. Para superar esta 1i
mitagao propoe-se aproximar as nao. linearidades nao  apenas
localmente mas considerando um certo intervalo de interesse.
A aproximag@o sera feita por fungdes polinominais cujos coe
ficientes sao determinados obedecendo a minimizacao de algum
critério de custo. Mas a hipotese de densidades gaussianas
nao € abandonada e esta soluca2o se enquadra, portanto,no gru

po das solucgoes aproximadas.



Todavia existem situagOes em que qualquer solugido
aproximada conduz a densidades gaussianas que nao represen
tam adequadamente as densidades verdadeiras ou ignoram par
cialmente a informagao trazida por uma nova medida. A manei
ra de evita-los € sofisticar a solucdo, isto &, introduzir
um procedimento intermediario entre os dois extremos antes
mencionados. A solucao apresentada neste trabalho & operar
diretamente com as densidades que compOem a fOormula de Bayes.
A densidade a posteriori resultante € aproximada por uma gaus

siana.



CAPITULO II

RECONSTRUCAO NUMERICA DAS DENSIDADES

O trabalho que se desenvolve ao longo deste Capitulo e
nos proximos faz referéncia ao conjunto de hipdteses que aqui se

expoem.



II.1 - SISTEMA E PROPRIEDADES ESTATISTICAS

As equagoes de evolugdo do sistema sio:

Xppq f(xk , k) + kak 2.1

Y hixg » k) + v 2.2

As propriedades estatisticas do estado inicial x

0
e dos ruidos de estado e de medida sao:
E {XO } = Xy
E{(x-i)(x-i)T}=x
: 0 : 0 0
E{wef = El{v =0
2.3
B {w T } = W, .6
k © Y1 k,1 °k,1
E Ty o oy, oo
{Vk "1} k.1 °k.1
. T _ _ - el =
E{ Wy - V1 } = E { XO . wk } IXO - Vi } = 0
Em descrigao verbal vale dizer que o estado ini

cial € um vetor de média io e varidncia Xy Os ruidos de es
tado Wy € de medida vy sao brancos, gaussianos de média ze
ro, mutuamente independentes e independentes do estado ini
cial xo.( E € o operador esperanca matematica, T indica

transposicao e Gk 1 € o delta de Kronecker).

A hipotese de perturbagles estocasticas aditivas,
acima assumida, € conveniente para simplificar a exposicao

pois, por exemplo, segue-se que

p(y/x ) = P<Yk - hixg , k)) = plvy)



I11.2 -

consequentemente, a densidade condicional da medida € igual

a densidade conhecida ou assumida do ruido V-

DENSIDADE A POSTERIORI VIA REGRA DE BAYES

O problema da estimacdo do estado no instante k+1
baseada na informagao disponivel a partir das observacgdes
até este instante - daqui para a frente referido simplesmen
te como problema de filtragem de estada - pode considerar-
-se resolvido, uma vez que se tenha obtido a densidade a
posteriori do estado cond1c1onada as observagdes ja realiza
das. Esta densidade & obtida recursivamente fazendo-se uso
da regra de Bayes. Mediante um procedimento relativamente
simples, obtém-se o resultado apresentado a seguir.

P(Xp,1/9) « P(Yya1/%peq)

P(Xy1/9p,1) = — ' - 2.4

p(yk+l/Jk)

Cada termo envolvido na expressdo da densidade a
posteriori pode ser desdobrado do seguinte modo:

- constante de normalizacio

P(Yyse1/9yd = J.p(xk+1/Jk) - POYpeq/Xppq) dxg 2.5

- densidade de previsdao da observacio
POye1/Xyar) = P<§k+1 T Yierp T P(Xpyy s ko4 1)> 2-6
- densidade de previsao de estado

P(Xp,1/Jq) = j’p(xk+1/xk) - p(x /Ty ) dxp 2.7

- densidade de transicao de estado

Q8]
.
co

-1 -1
I
P(Xp,q/x) = p{w, =T, <Xk+1 - flxy k) Ty !



IT.3

p(xk/Jk) € a densidade do estado no instante anterior.A ini
cializagao da recorréncia tem como condigao inicial

P(xg/J_1) = p(x()

€ portanto o processamento da primeira observaciao se resume
a:

p(xy) - ply,/x,)
p(XO/JO) = 0 0 0 2.9
p(yg)

Se & verdade que a equagao 2.4 & a solucio comple
ta do problema da filtragem no sentido de que ela contém to
da a informagdo a respeito do estado fornecida pelas obser
vacoes, também € verdade que nesta forma nao pode ser dire
tamente empregada. E preciso converter esta densidade numa
colecao finita de numeros, seus momentos. Em geral,nid:exii
te um conjunto finito de nimeros capaz de descrever comple
tamente a densidade, perdendo-se portanto, informagao. Con
tudo, sob algumas hipOteses restritivas, o calculo dos mo
mentos & extremamente simplificado. Tal & o caso do filtro
de Kalman que, sob a hipotese de linearidade das fungoes f
e h e mantendo validas as relagdes 2.3, apresenta uma es
tatistica suficiente e a recorréncia & feita diretamente

sobre a média e covariancia.

Com a finalidade de introduzir e clarificar a no
tagao que sera seguida neste estudo, apresenta-se a seguir

as equagoes do filtro de Kalman.

EQUACOES DO FILTRO DE KALMAN

Esta secao apresenta o filtro de Kalman para as

fungcoes f e h 1lineares dadas por:

f(xk , k) = Fk - Xy

1l
o ny

h(xk , k)




E uma propriedade notiavel de uma variavel aleatd
ria gaussiana que as transformacoes de uma densidadea priori
pela regra de Bayes para se obter a densidade a posteriori
preserva sua forma gaussiana quando as funcoes f e h sao
lineares. Assim se o estado inicial for assumido com densi
dade de probabilidade gaussiana, todos os estados subsequen
tes terao uma distribuicio gaussiana sob as relacgdes 2.3
Neste caso, a média e a covariancia constituem uma estatis
tica suficiente e suas equacoes de recorréncia sio as equa
coes do filtro de Kalman.

- previsao de estado

A
Xp+1/k = E{Xk+1/Jk}

A
. - T
Xpe1/x © E{(Xk+1 T Xr1/k) Cpar T Xpe1 /10 /Jk}

Xer1/k = Valor médio da densidade de previsio de estado

Xpeg ~ Xp41/kx = €TTO de previsao de estado

Xk+1/k = covariancia da densidade de previsao de estado

~

S R
2.11
T T

Xee1/k = Fr Xy Fo v T W Ty

- previsao da observaciao

Yi+1/k : E{ yk+1/Jk}

>

| R o T
Y1k = E{ U1 V1710 Oier1 Vo170 /5

o valor médio da densidade de previsdo da medida

@\

Yks1/k =

- - o g
Yk+1 ~ yk+1/k erro de previsao de saida



Yk+l/k = covariancia da densidade de previsao da medida

yk+l/k - Hk+1 ik+1/k

) T
Tker1/k T Hier Xeo1/x Hiap * Vir1

- equagodes de filtragem

A
Xp+1/k = E{ Xk+1/Jk+1}

A

=5 -z 2 T
Ker1/k01 = By (Rpaq = Fpaq/pep) (g - Xg+1/k+1) /Jk+1}

ik+1/k+l = valor médio da densidade a posteriori
Xpe1 - ik+1/k+1 = erro de estimacdo de estado

Xk+l/k+1 = covariancia da densidade a posteriori

*k+1/k+1 T Xie1/k F Kre1 Oger = Frap i)

Kerrier = (1= Kypq Hip) g | 2.13
T -1
Koot ™ Xer1/x Hon Yie1/x

Um procedimento frequentemente empregado para sis
temas nao lineares é a linearizacio por desenvolvimento em
série de Taylor em torno de uma trajetdria de referéncia. A
plicam-se as equagdes precedentes ao sistema linearizado,as
equacoes assim obtidas constituem uma generalizacio do fil
tro de Kalman, conhecidas na literatura como EXTENDED R
ITERATED EXTENDED, SECOND ORDER KALMAN FILTERS. Obviamente,
esta € uma solugdo subdptima, cujo grande mérito & preser
var a estrutura simples do filtro de Kalman, mas que fre
quentemente conduz a resultados insatisfatorios, justamente

porque a linearizagao por desenvolvimento em série de Taylor




I1.4

€ apenas uma proximagao local da nio linearidade.nio repre
sentativa,portanto, do seu carater geral. Isto porque aequa
Gao de Bayes 2.7 envolve uma integragao de -« a +w idealmen
te. O Capitulo III descrevera estes algoritmos e no Capitu
lo IV constardo alguns resultados destas aproximacgoes. -

SOLUCAO NUMERICA OPTIMA

Dado que para o caso nao linear ndo existe em ge
ral uma solugdao analitica fechada, desenvolveu-se um algo
ritmo para aproximagao numérica da relacao 2.4. Em cada ins
tante se reconstroem numericamente as densidades de previ
sao de estado e de previsido de saida e a constante de norma
lizacao. Consegue-se, com este método, a precisao numérica
que se desejar, a custa de maior tempo de processamento.

A partir da densidade a posteriori, podem ser cal
culados os momentos fornecendo uma referéncia basica para
comparagao com os valores estimados fornecidos. pelos flltRB

linearizados.

Na sequencia desta exposigao, procura-se mostrar,
passo a passo, a trajetdria de calculo que leva da densida
de a priori, isto &€, da densidade a posteriori do instante
anterior, para a densidade a posteriori atual, abrangendo a
nova informagao trazida por uma nova medida. O primeiro pas
so se refere ao calculo da densidade de previsdao de estado-
equacao 2.7. Esta expressao requer o conhecimento da densi
dade de transigao de estado - equacdo 2.8 - que € a respon
savel pela introducdao da ndo linearidade do sistema. A  ex
pressao 2.8 fornece a densidade do estado no instante k+1 ,
dado o valor de X, € serda sempre dada pela propria densida
de do ruido. Contudo, na expressao 2.7, X nao € um . valor
fixado, mas &€ a propria variavel,fazendo com que P(x),1/%)
nao seja mais densidade, mas uma fungao L(xk:xk+l) que, por
analogia, chamaremos de funcao de verossimilhanca.

Esta funcgao € analiticamente conhecida,valendo pa

ra cada YJ k+1




1
POy a1 = POy gp1/x) = p (v =T <Xj,k+1"f(xk,k)> ka K

-1 2 2.14

Portanto, a densidade de previsio de estado & ob
tida ponto a ponto por uma integragdo dada por 2.7 e 2.14 .
Este constitui verdadeiramente o ponto crucial deste tipo
de algoritmo, pois cada valor numérico da densidade de pre
visao, p(xJ k+l/Jk) exige que se efetue uma integragao, fa
zendo com que o tempo de processamento se torne demasiadamen

te longo.

Apresenta-se a seguir uma ilustracao grafica para
0 caso escalar, com a finalidade de tornar mais clara a com
preensao da''convolugdo ndo linear'".Pode-se comecar pelo gra
fico da funczo f que relaciona o estado X1 COm o estado
Xy dado um certo vaior de estado no instante k, Xn.x
o estado no instante seguinte, el tera media f(x k,k) e

uma distribuigao dada pela distribuicao do ruido do 51stema
(Figura 2.1).

Fig. 2.1 - Densidades de transigac de estado conside
rando apenas valores da densidade de rui

do no intervalio f(x ,K) - no iy




Contudo, especificado um certo valor de Xp41» POT
exemplo Xj,k+1" p(xj,k+l/xk) ja ndo € mais nem densidade
nem sequer tera a forma gaussiana, mas & a funcao de veros
similhancga L(xk:xj,k+1), podendo ser, inclusive,multimodal.

Algumas situagGes tipicas sio apresentadas na Fig.

2.2.

Fig. 2.2 - Fungoes de verossimilhanga

Para se obter a densidade de previsao € necessario
definir um dominio X£+1, no qual tomara valores nao despre
ziveis, subdividi-lo em M pontos X5 x+1 ©» Para cada ponto,
realizar a integracao do produto da,densidade a posteriori
do instante anterior com a funcao de verossimilhanga . Tal
dominio se define de acordo com o dominio de valores signi
ficativos da densidade a pripri Xk e considerando uma faixa

f(xp,k) - no , f(xk,k) * no_ em torno da fungao f.

k k

A Fig. 2.3, que se apresenta a seguir, ilustra a

definigcao do dominio el -



Xy = {Xk/k - mag , X _—

Fig. 2.3 - Definicdo de Xi+l e obtencao da

densidade de previsao

Obtida a densidade de previsio de estado, necessi
ta-se agora determinar a densidade de previsio. da medida
p(yk+1/xk+1). De modo analogo ao descrito nas linhas prece
dentes , p(yk+l/xk+1), para Xx;,; especificado, sera uma
densidade cuja média & h(xl,k+1 » k+1) e cuja distribuicgao
€ a do proprio ruido de medida. Graficamente, esta Tepresen
tado na Fig. 2.4.

Fig. 2.4 - Densidade de previsao da medida



Entretanto, na expresééo 2.4, p(yk+1/xk+1)apresen
ta Xy+1 Como variavel e Yk+1 ©Omo um valor especificado,

ou seja, Yx+1 @Ssume o valor realmente observado: yk+1=yobs'

Sendo assim, p(yk+l/xk+1) ja nao € uma densidade,
mas outra funcao de verossimilhanga Ll(x
2.5.

k+1 * Yobs) -~ Fig.

Fig. 2.5 - Funcao de verossimilhanca para Yk+1 = Yobs

Finalmente, a densidade a posteriori & obtida rea
lizando o produto da densidade de previsdo de estado pela
funcao Ll(xk+1 : yobs)’ como mostra a Fig. 2.6, e em segui
da normalizando o resultado. O dominio Xies1 da densidade a
posteriori & finalmente definido como o intervalo em que

p(xk+l/yk+1) assume valores nao despreziveis.



Xk+1

Fig. 2.6 - Obtencdo da densidade a posteriori

e definigdao do seu dominio X1

II.5 - OBSERVACOES

0 calculo da densidade de previsdo de estado re
quer integragao numérica. Como a funcgao de “verossimilhanga
e a densidade a priori sao dadas numericamente, para que as
densidades nao se degradem na convolucao faz-se necessario
recorrer a interpolagoes. Em principio, as possibilidades
de escolha de um interpolador particular sao muitas, mas o
presente algoritmo recorreu aos "splines'' por serem unm fer
ramental analitico que combina conveniéncia para integracgio
e um bom nivel de redugdo de dados. As fungdes "splines" fo

Tam também utilizadas para o cdalculo dos momentos ( 2 ).

O desenvolvimento da secao precedente nao pode ser

entendido como mero exercicio académico. Além de poder for



necer resultados numéricos com a precisao que se desejar, ser
vindo como um referencial basico para a comparacaoc de perfor
mance dos diversos algoritmos de filtragem suboptimos, prove
um poderoso método para a Compreensao do comportamento dos
filtros linearizados. O prdximo Capitulo sera dedicado a es
te estudo. Mas-desde logo seja dito que todos os filtros 1i
nearizados que se utilizam da estrutura das equacdes de Kal
man (2.11 - 2.13) mantém a hipotese de que todas as densida
des 1ntermed1arlas para o calculo da densidade a posteriori
sao gaussianas. Até que ponto esta hipotese representa uma
boa aproximagdo para as- densidades reais? Em que -:condigdes
deixa de ser valida? Que acoes deve tomar o algoritmo frente
a estes casos? A 1nformagao trazida por uma nova medida & e
fetlvamente introduzida para corrigir o valor predito do es
tado? De que forma se poderia utilizar melhor esta informa
¢ao que certamente esta disponivel? Estas questoes nortearao

a pesquisa do proximo Capitulo.

Para finalizar esta segdo apresentam-se os passos
do filtro otimo para o caso linear acompanhados de algumas
ilustracdes com o intuito de tornar mais facil a compreensao

dos linearizados.

Sejam as funcoes f e h 1lineares dadas por 2.10
com as mesmas propriedades estatisticas assumidas na primei
Ta segao. Torna-se facil o cidlculo da densidade de previsao
de estado pois as fungoes de verossimilhanca L( Xk DXy )

tem a forma gaussiana.

-1

-1
L(x : xj,k+1) = p(Xj,k+1/xk) = P(%k = Ty .(xj’k+l—Fkxk9!IFk||

2

L(Xk:xj,k+1)=Cte‘exp(;0‘5//xj,k+1_Fka//(QJ%;

A densidade de previsao de estado & obtida por uma

convolugao linear como se pode ver pela expressio a seguir e

demonstra-se que se a densidade do instante anterior & gaus

siana, aquela também o sera (Figura 2.7).

T
)

)




_ 1 - 3
PXs1 /) "jCTE'eXP ~0.5 /7 (Fk N1 e/ (9 k/k)> // Zwlg'l

.exp(-o,S//xk—ik/k//§—1 ) dx

k/k k
T
* oo
com W kakrk
vd
X i
k+1 pad 2no
Wi
[\ | .
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\ e
|
v 7
Kk+l X -
4. 4
-3 ~
: Xx
p(xk"'l/Jk) s |
/(1 ‘
. ip(xk/Jk)
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Figura 2.7 - Fungoes de verossilhanca e convolucgdo

linear

Para uma fungao de medidas linear também as fun

goes de verossimilhanga Ll(xk+1:yogs)"tém a forma gaussiana:

L X1 0bs) PV 1 ™Y obs/Xks1) = POVt 1™V obs “Hir 1 X5 1)

2
by 1 on) 5 050 (105 e M /1, )



A densidade a posteriori & obtida pelo produto des
ta forma gaussiana com a densidade de previsao de estado,que
€ gaussiana, resultando outra forma gaussiana que sera norma
lizada. A operacgdo pode ser seguida junto ao grafico 2.8.

Ll(x

k+1'Yobs)

Yk+1

Yobs.

densidade de

X7 prev1sao de
‘estado

densidade a

posteriori

Xk+1

Figura 2.8 - Determinacao da densidade a posteriori

O que se pretendeu deixar claro, embora sem demons
tragao, pois ela & facilmente encontravel na literatura,s que
se o filtro & inicializado com uma densidade a priori do es
tado gaussiana, a densidade de previsao do estado também o
sera se a fungao de verossimilhanga L tiver uma forma gaussi
ana. Isto acontece se o estado evoluir linearmente. Do mesmo
modo, a densidade a posteriori sera gaussiana se,partindo de
uma densidade de previsao de estado gaussiana, a funciaode ve
rossimilhanga L1 tiver uma forma gaussiana, o que sera verda
de para uma funcao de medidas h. linear. Como a densidade a
postefiori atual é a densidade a priori para o proximo ins

tante, fecha-se o circulo garantindo que todas as densidades



I11.6 -

a posteriori serac gaussianas. Daqui resulta obvio que a fi
nalidade da linearizacdo & para aproximar por gaussianas as

fungoes de verossimilhanca L e Ll'

EXEMPLO

O algoritmo de reconstrugdo numérica das densida
des foi aplicado ao sistema descrito abaixo:

-10 Xq
Xy 0,9 X * — - 0,1 K + Wy
1 + x
k
—10(xk+40)
Y = 0,5 (xk + 40) + T * vy
. 1+ Xy

0 estado inicial € gaussiano e os ruidos s2zo bran
Cos gaussianos, mutuamente independentes e independentes do
estado inicial cujas propriedades sio:

estado inicial : N(15,10)
ruido de estado : N(0,1)
ruido de medida : N(0,1)

N(A,B) representa uma gaussiana de média A e variincia B.

As evolugoes do estado e medida sao descritas pe

las fungoes nao lineares f e h abaixo:

10 x

f(x) = 0,9x - —
1+ x

h(x) = 0,5x - 10(x +240)
1 + x

As equacgoes de transicgao de estado apresenta um
comportamento fortemente nao linear no intervalo compreendi
do entre os valores -10 e 10 sendo aproximadamente linear
fora deste intervalo. A nao linearidade da funcao de medi
das & semelhante a da transicdo de estado, mas o comporta



mento fortemente nao linear localiza-se no intervala (-50 ,
-30). As regides de nao linearidades acentuadas estao sufi
cientemente separadas de maneira que as medidas sejam aproxi
madamente lineares no intervalo da nao linearidade da transi
cao de estado e esta seja linear onde aquela é fortemente nao
linear. Tal separagao & conveniente pois permite distinguir

as diferentes influéncias de cada nao linearidade (Fig. 2.9).

0 estado no instante de inicializagao do algoritmo
€ igual a 20 observando-se sua evolucao durante 90 instantes
subsequentes. Pode-se perceber pela Fig. 2.10 que o estado ¢
volui pela regido fortemente nao linear entre os instantes 8
e 20 e as medidas entre os instantes 49 e 62Z.

_ A densidade a posteriori & aproximadamente gaussia
na entre os instantes k=1 a 7, k=21 a 49 e k=63 a 90 quando
tanto o estado quanto a respectiva medida se encontram nos
intervalos em que as fungoes f e h 'sdo praticamente 1i
neares. Entre os instantes k=8 e k=20, o estado percorre a
regido acentuadamente nao linear da funcao f e a densidade
a posteriori tem um cariter fortemente assimétrico. Para os
instantes k=49 a 62,~ o0 estado evolui de forma quase linear ,
mas as observacdes sdao acentuadamente nao lineares, conduzin
do 3 densidades a posteriori.assimétricas ou multimodais. Al
gumas densidades tipicas estdo ilustradas na Fig. 2.11.

A Fig. 2.12 apresenta o erro de estimagao € © o

desvio padrao Oy

- Erro de estimagao:

(xi & o estado real)

%
Para evitar a influencia de realizagoes particula
res de ruido, as Figs. 2.13 e 2.14 descrevem OS: resultados

provenientes de simulagoes de Monte Carlo com médias sobre M

(=20) seguencias amostradas:



- Erro médio:
M

i
z €
-1 K

=
kKow

- Desvio padrio médio:

M. 1/2
- 1 ! 1
G, =) = 3 X
k Mo i-1 K/k
15
h(x, ,k)
1/
b// £(x, .k)
-10
-50.0 -40,0 -20.,0

31.4

1 10 20 30 4o sO 60 70

80 90

Fig. 2.10 - Evolucao do estado e respectiva medida



Fig. 2.11 - Algumas densidades tipicas para duas sequéncias

aleatorias

T ..... estado real

? ..... estado estimado pelo EXTENDIDO
S
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Fig. 2.12 - Erro de estimacdo e desvio padrio

Fig. 2.13 - Evolugao media do estado e medidas
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Fig. 2.14 - Erro de estimacao médio
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CAPITULO III

FILTROS SUBOPTIMOS



Considere-se um modelo de sistema descrito pelas

equagoes de evolucao do estado e medida a seguir:

Xpe1 f(xk,k) + kak (n x 1) 3.1

<
=
1}

h(xk,k) oV (m x 1) 3.2

, Considerando que a solucdo numérica &ptima ndo &
viavel para implementacdo pratica por causa do tempo de pro
cessamento demasiadamente longo, € necessario desenvolver
métodos aproximados para calcular a densidade a posteriori.
O objeto central das aproximacdes realizadas tem sido o de
reter para a solugao aproximada, a estrutura das equagoes de
Kalman (2.11 - 2.13) pela sua simplicidade e rapidez de cal
culo. A hipotese basica assumida implicitamente neste proce
dimento € a de que todas as densidades sio ‘satisfatoriamen
te aproximadas por gaussianas. Para isto, as equacdes que
compoem o sistema sao linearizadas a cada novo instante por
desenvolvimento em série de Taylor em torno de certos valo
res de referencia, como se mostra abaixo:

n T
£0qK) = £ LK) F - (%) +1/2, I, (xk—xk)l(xk—xk)J Epo* -

~ T ij

n .
h(xk,k)zh(i'k,k)mx.(xk-xk)+1/2i,§=l(xk—xk)1(xk—xk)J HXX + ...



onde

F, = ——— (n x n)

Fxx = - : (n x 1)
xp Bxp | X = X
3.4
oh(xy ,k)
H = — _ (m x n)
Bxk Xk = Xk
.. 2
1) 9 h(Xk,k)
Hxx = ———j;————— '(m x 1)

i e j indicam componentes do vetor X, ou do vetor(xk~§k)

cuja dimensao € n. (Para seguir o desenvolvimento acima
ver Bruno, Paulo T.M. ( 5)).

ITT.1 - FILTROS GENERALIZADOS

-

Os valores em torno dos quais a linearizacao e
feita, podem, em principio, ser os valores assumidos pela e
volugao do estado e respectiva medida na auséncia de ruidos.
No entanto, € de se esperar que os valores filtrados em ca
da instante, ja que levam em conta as observagoes ja reali
zadas, estejam mais proximos do verdadeiro valor do estado.
Muito pode ser ganho ( 9) se as linearizacoes forem feitas
em torno destes pontos,vale dizer, se a trajetoria de refe
réencia for a dos valores estimados até este momento. Entio
f(xk,k) sera linearizada em torno do valor filtrado do ins
tante anterior E=ik/k e h(xk+1,k+l) em torno do valor pre

dito do estado §k+1 = ik+1/k’

III.1.1 - Filtro de Kalman extendido : EX

Se o desenvolvimento por série deTaylor



das fungées f e h for limitado aos termos de
primeira ordem, as equacoes de recorréncia da mé
dia e da covariancia da densidade a posteriori sao
conhecidas como filtro de Kalman extendido e sera
denotado por EX.

As densidades de previsio de estado e me
dida sao descritas por:

Xe1/k T g1

3.5
_ T T
Xee1/k = Fx Xipp By + TW Ty
Yir1/k = My /p08)
3.6
Y - H X HI 4+ v
k+1/k x “k+1/k “'x x+1

A evolugao da densidade a posteriori se
ra dada pelas equagoes 2.13, pois dado que o sis
tema foi linearizado, as densidades de previsao
sao gaussianas e a densidade a posteriori também
o0 sera.

Nas linhas seguintes, procura-se discu
tir a validade da linearizacio por série deTaylor,
abrangendo exclusivamente termos de primeira or
dem, e a hipotese subsequente de normalidade, a
luz do algoritmo de reconstrucdo numérica das den
sidades apresentado no Capitulo precedente.

Quando as nao linearidades sio aproxima
das por linhas retas, as funcoes de verossimilhan
¢a resultantes terao formas gaussianas, com certe
za diferentes das verdadeiras. Esta diferenga se
ra tanto maior quanto mais pronunciada for a nao

linearidade, podendo conduzir a ''divergéncias".

Pode-se esperar que o comportamento do

filtro extendido nao apresente a tendéncia adiver



gir quando:

1) o dominio Xy € tal que as fungoes de verossimi
lhanga L(szxj,k+1) apresentem nao mais do que
uma moda neste dominio, de tal forma que a hi
potese de normalidade para a densidade de pre
visao € aproximadamente valida, e

2) a funcao L,(x : axi

) C 1( K+1 yobs) tem apenas um maximo no
intervalo Xi+1 permanecendo igualmente valida
a aproximagao normal para a densidade a poste
riori.

Entretanto, se Xk ou Xi+l foren sufi
cientemente grandes a ponto de apanharem mais do
que um maximo das funcgodes L(xk:xj,kﬂ)ou Ll(xk+l:yobs)
a linearizacgao por desenvolvimento em sérieckeTaX
lor nao sera mais representativa das nio lineari
dades nos respectivos dominios. Assumindo, por e
xemplo, uma densidade a posteriori anterior gaus
siana com dominio Xy mo qual as fungdes L tém
mais do que um maximo,e isto com certeza acontece
se neste dominio a derivada de primeira ordem da
fungao f mudar de sinal, a linearizagéo,considg
rando apenas os termos de primeira-ordem, tende a
reduzir a variancia da densidade de previsio de
estado em relagao a do filtro Otimo e introduz um
viés como mostra a Fig. 2.7. Como a densidade a
posteriori € obtida pelo produto da densidade de
previsao de estado com a funcio Ll’ o filtro atri
bui um peso excessivo a previsao do estado, prati
camente ignorando a informagao trazida pela nova
medida e a variancia da densidade a posteriori se

ra consequentemente menor do que deveria ser.

Isto pode ser facilmente mostrado atra

vés das equagoes 2.13.

Este efeito e o viés podem conduzir 32
erros de estimagao que se situem além da devida
proporgao com o erro quadratico previsto pelas e

quagoes de Filtragem.



k1’1

otimo

Fig. 3.1 - Influéncia da ndo linearidade f

no calculo da densidade de previ
sao de estado

Por outro lado, partindo de uma densida
de de previsao de estado gaussiana com o dominio
Xk+1 10 qual a funcao de verossimilhanca L1 (1Y gps)
apresenta mais do que um maximo, isto &, neste do
minio a derivada primeira da funcao h muda de
sinal, a aproximagdo por desenvolvimento em série
de Taylor desprezando os termos de segunda ordem
em diante, fara com que apenas um dos maximos se
ja considerado, reduzindo sensivelmente a varian
cia da fungao de verossimilhanga linearizada em
relacdo a verdadeira. Novamente o resultado sera
a diminuicao da variancia da densidade a posterio
ri. No entanto, o comportamento do filtro nesta
situag@o & em boa medida oposto ao do caso anterior,
pois a ponderacao maior serd agora exercida pela
funcao de verossimilhanga, atribuindo DOUCO peso
a informagio acumulada na densidade de previsao de
estado. Além do mais, nao ha razodes suficientes
para esperar que a linearizacao conduza a escolha

do maximo mais adequado da funcao L1 e em geral a



funcao de verossimilhanca resultante da aproxima
¢ao linear Ll’zxnéo sera uma aproximacio adequada
para a real (Fig. 2.8). Esta ma aproximagao pode
conduzir ao fendmeno descrito na literatura como
""divergeéncia" : "os erros no valor estimado even
tualmente assumem valores inteiramente fora da pro
porgcao com os erros médios quadraticos previs
tos pelas equagoes de filtragem" (8 ). A explica
cao mais frequentemente oferecida pela literatura
para este fenomeno & que a variancia calculada se
torna manor do que a real de forma tal que o fil
tro "confia" demasiadamente nos seus valores esti
mados, ignorando efetivamente as medidas subse
quentes e o estado real se afasta progressivamen
te do valor estimado. Neste trabalho emprega-se o
conceito "divergéncia" para uma situacdo um pouco
diferente. Diz-se-a que o filtro tende a divergir
em um instante particular quando em simulagoes de
‘Monte Carlo o valor médio quadridtico do erro  de
estimagao se torna muito maior do que a variancia
da densidade a posteriori , mesmo que nos instan
tes subsequentes o filtro possa se corrigir.

-~

Ll (Xk+1 :yObS) '///
7/
/ -

Yk+1

Ll,t(xk+1:yobs)

Fig. 3.2 - Influéencia da nao linearidade h

na funcao de verossimilhanga

rr\j'(‘:&“np



E preciso, neste ponto, esclarecer uma
diferenga essencial entre o calculo da densidade
de previsao de estado através de uma convolugao
e a obtencao final da densidade a posteriori a
través do produto da densidade de previsao com a
funcao Ll(xk+1:yobs)' Em primeiro lugar, repita-
-se, existe uma grande diferenca de tempo de cal
culo para a aproximacdo numérica G6tima: enquanto
que para obter a densidad® de previsao & necessario efe
tuarum certo nimero.de integracdes, a densidade fi
nal € obtida por uma simples multiplicacao. Toda
via, nao & esta a diferenca a ressaltar. Porém
sustenta-se que o filtro linearizado por série
de Taylor com termos até€ primeira ordem tem um
desempenho melhor na previsao do estado do que
na obtencao da densidade a posteriori. Compreen
da-se o porque.

O filtro Gtimo leva em conta a nao 1i
nearidade do estado no calculo da densidade de
previsao atraves da fungdo de  ~verassimilhanca
L(xk:xj,k+1). Suponha-se que a densidade do ins
tante anterior seja aproximadamente normal. Esta
densidade pondera as funcoes de verossimilhanca
L(Xk:Xj,k+l)' A ponderacao exercida & maior na
vizinhanca de sua media. Mas € justamente nesta
vizinhanga que a linearizacao por sériede Taylor
¢ mais representativa da ndo linearidade. A medi
da que se vai afastando desta vizinhancga, a apro
ximagao linear deixa progressivamente de ser va
lida, a funcao de verossimilhancga linearizada
LE difere cada vez mais da verdadeira L, no en
tanto, a ponderagao exercida pela densidade ante
rior também foi se tornando menor, reduzindo a

influéncia dos erros de linearizacdo (Fig. 3.3).

Bem distinto € o caso da nao linearida
de da medida. Esta & introduzida pelo filtro &ti
mo na fungao de verossimilhancga Ll que multipli
ca a densidade de previsao. O valor observado pe

de diferir bastante do valor predito da saida.Co



mo a linearizacao é feita em torno deste Ultimo
ponto, pode haver uma diferenca significativa en
tre a funcao de verossimilhanca linearizada Ll 2
e a real Ll’ introduzindo erros grandes nos Vaig

res filtrados (Fig. 3.4).

Xk+1
K+ 1

Fig. 3.4 .- Linearizacao e produto



ITI1.1.2 - Filtro de segunda ordem : SO

A aproximacao das fungdes f e h con
siderando apenas os termos lineares pode estar in
troduzindo erros de estimacdo grosseiros por cau
sa dos proprios erros de linearizacgao, principal
mente quando o estado estimado anterior diferir
bastante do estado real. O mesmo & valido se  os
dominios Xg € Xp,q forem grandes.

Evidentemente, estes erros serio reduzi
dos se forem considerados também os termos de se
gunda ordem na aproximacgdo das funcdes f e h.pa
ra manter as densidades de previsdo de estado e
medida gaussianas, os momentos de ordem superior

~a dois impares sao desprezados. Se os de quarta
ordem forem desprezados, obtém-se o filtro trunca
do modificado, se forem escritos em fungao dos de
ordem dois obtém-se o filtro gaussiano modificado

(5,.9, 12).

- equagoes de previsao de estado

- . 1 1J ij
Kee1/k T ERy k) ¢ g5 Xy F 3.7
Filtro truncado
T n : T
- _ 1 pL pij T w.T
Xk+1/k_ Fy Xk/k Fx 174 1392*1 XI\/k Yk/k xx (F )+ kfk k
Filtro gaussiano
T n ip j€& il . ..
X =F X _, F_+ —1( /K lj</k+Xk/k p )Flj(Fpﬂ)T,+
k+1/k "x “k/k “x : Jpﬂ k/k o Fae
3.8
+ow T



- equacgoes de previsao de medida

_ ~ n ij 1j
Vierr/i T M1 100+ 530 Xy B 5.9
Filtro truncado

T n ij pe ij peT

e/ B/t V4 5B e ndien e Bd Vi
Filtro gaussiano

y Chx T g ip i il jp ij pe T
ke 1/k ke 1/ M4 5851 e 110001 /0 K 1Ko DB () +

+ Vi 3.10
i o _
com Xy, ¢ elemento da i-&sima linha e j-&sima co

luna da matriz de covariiancia Xk/k
ij :
Xg+1/x ° elemento da i-&sima linha e j-&sima co
luna da matriz de covariancia Xk+1/k

1j 1j
PX, Hx’ FXX e HXX definidos por 3.4

Em (9 ) podem ser encontradas outras a
proximagoes de segunda ordem que niao serdo simuladas
neste trabalho. Das duas acima expostas, apenas sao
simuladas as equacgoes do' filtro ' . gaussiano
denotado simplesmente por SO, pois a existéncia de
um termo negativo nas equagoes do filtro truncado po

de conduzir a varidncias negativas.

Espera-se que esta aproximacao até segunda
ordem apresente melhores resultados do que os conse
guidos com as aproximacoes de primeira ordem pelo
fato de reduzir os erros de linearizacao. No entantoa,

as densidades de previsao foram aproximadas por gaus



sianas e isto equivale efetivamente a uma aproxima
¢ao linear. Que modificacdes sio, pois,introduzidas
pelos termos de segunda ordem? Para facilidadee cla
reza de exposigao, a andlise serd feita considerando

um caso escalar.

Pelas equacoes 3.7 e 3.9, pode-se ver que
0s termos de segunda ordem introduzem uma correcgao
nos valores previstos do estado e medida proporcio
nal as derivadas de segunda ordem. Ao mesmo tempo,
as respectivas variancias sao aumentadas (3.8 e 3.10).

Isto equivale a considerar um sistema linear no qual

foram modificadas as propriedades estatisticas dos
ruidos

S O A C I B

Vel = D&y ikl + H GO - Xpe1/1) * €
com

2 VA

2
W +1/2 By Xk

MCEMITL/2 R X Bl e T,

_ 2 2 .2
St B T2 B Xy e B g i) TPV v/ 2 X

Graficamente pode ser ilustrado como na
Fig. 3.5.
X
+
k+1 y 50
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s )/ EX
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N
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\ 7/ // 1] / i
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0 Tk
-7~ / / /,, k ’
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)\ / 11 t
/ \\ / Y ’
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/ N - - n
4 /
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X
4 k/k
Fig. 3.5 - Sistema linear correspondente a



O filtro SO apresentara uma tendéncia me
nor a divergir pelo fato de aumentar a varidncia da
densidade a posteriori; mas, as vezes, este aumen
to € também o seu defeito. A variancia pode se tor
nar excessivamente grande a ponto de so se poder
atribuir muito pouco significado aos valores esti
mados. O filtro SO assume desta maneira um carater
"conservativo". Outras vezes, e principalmente nas
regides de ndo linearidades de medida acentuadas,
0 aumento da variancia pode n3o ser suficiente pa
ra evitar a divergéncia. Isto reforga a hipotese de
que a aproximagdo por desenvolvimento em série de
Taylor sO representa a ndo linearidade localmente,
sugerindo outro tipo de aproximacio que represente
melhor as nao linearidades nos respectivos-dominios

de interesse Xk ¢© X£+l’

ITT.2 - FILTROS FITADOS

Foi discutido anteriormente que -as \linearizagaes
por desenvolvimento em série de Taylor nio sio representati
vas do carater geral das nio linearidades, principalmente pa
Ta regioes em que as funcdes de verossimilhanca podem apre
sentar mais do que um maximo. Com o intuito de diminuir os
erros devidos as linearizacgoes, propoe-se uma outfa’aproximg
cao para as fungbes f e h nos dominios Xk © Xgsp TESPEC
tivamente. Ao invés de linearizar as fungoes £ e h por de
senvolvimento em série de Taylor em torno do valor médio da
densidade a posteriori do instante anterior e do valdr médio
da densidade de previsao de estado, respectivamente, as fun
goes sao aproximadas a cada passo da filtragem por polinomios
do tipo i%: a. (x—i)l_] onde a; sao coeficientes a deter
minar, X o ponto em torno do qual.se.faria a aproximacgao e
P € o grau do polindmio. Desenvolve-se a seguir o respectivo
algoritmo de filtragem bem Comq um método para a obtencdo dos
coeficientes, considerando-se apenas o caso escalar.

IT1.2.1 - Equacoes do filtro polinomial fitado : FI

As aproximagoes para as fungGes f e h



considerando apenas o caso escalar, sao:
p+l
= Z -z i"'].
Elqe k) =520 a5 (3 - %y pq)

q+l

z .
i=1 P53 (Xpq ik+l/k)l—l

R

h(x k+1)

k+1°

Para o desenvolvimento que se fari a se
guir, considera-se que a evolugcao do sistema e da
medida sejam descritos pelas equacgoes 3.11 e 3.12,
com as propriedades estatisticas do estado inicial
e dos ruidos dados por 3.3.

p+l
X = . a. (x, - % )i-1 + T .w 3.11
k+1 ~ i=1 35 Xy k/k k" "k .
q+l
-z - Li-1 -
Yirl T i51 P 0¥ T Rpagd T T Vi 3.12

Apesar das relagGes 3.11 e 3.12 nio se
rem lineares; deseja-se manter a estrutura de Kal
man para o filtro fitado. E ficil demonstrar que se
as densidades de previsao de estado e de previsao
de medida forem gaussianas, a densidade a posteriori
obtida pela normalizacdo do produto das densidades
mencionadas sera também gaussiana. Obviamente para
um sistema linear com medidas lineares e nas hipo
teses 3.3, as densidades de previsao de estado e
medida sao gaussianas. Como no presente casoa apro
ximagao nao € linear, as densidades sio aproximadas
por gaussianas, desprezando os momentos de ordem
superior a dois Impares e escrevendo os de ordem

par em fungao dos de segunda ordem ( ).
Zn { _ < 2 <
Ed(x-E{x}) =1.3.5...(2n-1){E{(x-E{x}) 3.13

Dados os dois primeiros momentos das den
sidades de previsao de estado e medida, a densida

de a posteriori sera descrita pelas equacoes do fil



tro linear de Kalman 2.13. As densidades de previ

sao dao dadas pelas expressdes abaixo:

- Equacoes de previsao de estado:

A
- " {
XK+1/k E{ Xgr1/ I

p+l
Xpe1/k = E {151 a; (xp - ik/k)i“l*rk°wk/Jk}
p+1 )
Rea1/k = ii1 23 B{ (% - AR

Desprezando os momentos de ordem Impar superio

res a dois e escrevendo os de ordem par pela rela

¢ao 3.13 obtém-se para p=5:

Xee1/k T 2 a3 X+ Bag Xy , o314

>

A N 2
Xer1/x = E{(Xk+1 T X1k /Jk}

Xp+1/k = E{X§+1/Jk} - i§+1/k
6
E x12<+1/Jk = E{l’§ 1 3;2. (xk-xk/k)1+ -Z/Jk} +
6
+ B{;1a; 0 K1 /K /Iy

Desprezando os. momentos de ordem superior
a dois Impares e escrevendo os de ordem par pela re
lagao 3.12. e lembrando que o segundo termo desta
ultima soma € nulo, pois X € independente de Wi s

chega-se ao seguinte resultado:

‘ k+1/J } +(a + Za a. )Xk/k+(a +7a2a4+2ala )3

k/k



I11.2.2 -

2 -3 2 4
+(a4+2a3a5+2a2a6)15kk/k+(a5+2a4a6)105X

+945 a X2, + T2 _ vy

67k/k k k

~2
Resolvendo Xk +1/k © subtraindo da expres
sao anterior:

_.2
Xk+1/k_aZXk/k+(2a +6aza4)Xk/k+(15a +24a.. as+3oa 36)
+(96a%+210 x5 a2 313
+
(96ag a a6)Xk/k+94Sa6 ke T

‘Equacoes de previsao de medida

Por um procedimento andlogo ao anterior, obtém-se

as seguintes expressoes para o0s momentos de previ

sao de medida para ¢=5:

2

Yke1/k T P1 D3 Xwa g * 3bg Xiug 3.16
Yk+1/k = bzxk+1/k+(2b3+6b by) k+1/k+(15b +24b3b+30b,b, )X k
3.17

2 4 5 :
+ (96b5 +210b4b6)xk+1/k + 945b6Xk+1/k * Vi1

Equagoes de filtragem

Dado que as densidades de previsio de
estado e de medida foram aproximadas por gaussia
nas, os momentos da densidade a posteriori obede

cem as equagoes 2.13.

. - .. a. b.
Determinacao dos coeficientes i e i

k/k

-+

Xk/k

+1/K

Nao € de interesse para o problema de

filtragem que as funcoes £ e h sejam descritas
por polinomios no intervalo (-», +»),Necessita-se
descrever polinomialmente a funcao f apenas no

intervalo em que a densidade de previsao de esta



do tem valores significativos e a funcao h apenas
no intervalo em que a densidade de previsao de me
dida tem valores ndo despreziveis. Dado que as
densidades mencionadas sdo supostas gaussianas, €
obvio que o intervalo em que estas densidades tem
valores significativos esta diretamente relaciona
do com as respectivas variancias. Os tamanhos dos
intervalos serao portanto definidos como fungdes
das respectivas variancias. Como as variéncias‘vg
riam a cada passo.da filtragem, necessita-se uma
nova aproximacao para cada passo. Portanto, a ﬁni
ca diferenga entre o calculo dos coeficientes a;
e bi reside nos intervalos em que a aproximacgao
€ feita e por isto mesmo considera-se a seguir a
penas o calculo dos coeficientes a;. Para facili
tar a notagao escreve-se simplificadamente f(x),
no lugar de f(xk,k). O polinomio que se aproxima
de f(x) sera denotado por P(x). O intervaloem que
a aproximagao deve ser feita, define-se como:

D=[X-3s0,; X %Jsc]

x : valor médio da densidade a posteriori
do instante anterior

0“: variancia da referida densidade

s : numero real que especifica o tamanho

do intervalo

O intervalo D € subdividido num conjun
to A de M pontos utilizados para obter os coe
ficientes a; do polinomio P(x) de grau p que “me

lhor se aproxime de f(x) neste intervalo.

p+l o
- X ) .= l‘l
P(x) if 23, (x - X
A literatura apresenta diversos metodos
para a obtencao dos coeficientes, podendo todos

eles serem expressos como a minimizacao de uma

fungao de custo do tipo



M

X 2 .o
j:l € (J 78-)

J.(a) =
y(2)

em que €(j,a) € o j-€simo residuo e a4 & o vetor
contendo os coeficientes desejados. A exXpressao
explicita de €(j,a) como funcgdo de a difere segun

do os diferentes métodos para calcular 3.

Un método frequentemente empregado € o
LEAST SQUARES. Este método opera . simultaneamente
com todos os M pontos pertencentes ao .conjunto
A e a fungao de custo assume a seguinte forma

pt+l

. B - 1-1
€(j,a) = f(xj) - X ai(xj - X)

I 3.18

com Xj EA e j=1,2,....,M

O vetor de parametros a & determinado
de tal modo que a soma dos quadrados dos erros se
ja a menor possivel. Os termos da expressao 3.18
podem ser reagrupados para permitir escrever esta
expressao na forma vetorial.

— _p— r 7]
f(xl) 1 xl—x...(xl—x) €4

— _)P

B f(xz) ) 1 xz—x..-(xz—x ) €,
y = ¢ = € =

- 7P €
_f(xM) _1 X x...(xm X) M
(Mx1) Mx(p+1) (Mx1)

com Ej = €(j,a) e j =1,2,....M

A expressao 3.17 .pode ser reescrita sim

plificadamente como:
y = ¢a + €

e a funcao de custo



L T o - . '
A minimizagdo de € e & facil, resultan

do para o valor do vetor de parimetros

i= (ole) 7L Ty 3.19

0 calculo dos coeficientes pela exprei'
sao 3.18 requer a inversio da matriz ¢T¢ cuja di
mensao € (p+1) x (p+1l). Se o grau do polinomio
for elevado, esta inversio necessita elevado tem
po de cadlculo e pode conduzir 3 erros considera
veis, principalmente se a matriz farnml;condicig
nada. Para evitar estes problemas inerentes 3 in
versao de matrizes, transforma-se a relagao 3.19
numa forma recorrente. Ao invés de proceder a
uma minimizagéovconsiderando simultaneamente to
dos os M pontos do conjunto A, processa-se pon
to por ponto sequencialmente. Com istoa.inversio
da matriz em 3.19 se reduz a inverter um valor
escalar. A literatura descreve este método nome
ando-o de Least Squares recursivo.

Neste trabalho, adota-se um método um
pouco modificado. Aplicam-se as equacdes de fil
tragem de Kalman para o cdlculo dos coeficientes.
Para isto considera-se o vetor de coeficientes a
descrito como um processo estacastico, cujas ob
servagoes sao os valores assumidos pela funcgao f
nos pontos pertencentes ao conjunto A. As obser
vagoes sao processadas sequencialmente aprimoran
do-a estimativa do vetor de coeficientes.

Considera-se que os coeficientes evo
luem estacionariamente, de acordo com a equagio

abaixo

a. = a. + e. - - 3.20

y. = 6. a. + n. ) 3.21



D
1
(=1

=
I
>

(xj—§)p] j-€sima linha da
matriz §

€. € n. sao ruidos gaussianos, mutuamente
independentes e independentes do
valor inicial do vetor de parame-
tros, com médias nulas e varianci
as Rj e Sj respectivamente.

No caso de Rj=0, este método & idéntico

ao Least Squares recursivo.
As equagoes de filtragem para o sistema
descrito por 3.20 e 3.21 onde o vetor de caeficien

tes € assumido como o estado, sido:

- Equagoes de previsao de estado (vetoriais):

)

25+1/5 T 2j/3

Aj41/35

- Equacdes de previsdo de observacao (escalares):
Yi+1/5 7 %3e1 0 Fje1/5
T
Y175 T %5en c Ayeayy o B T S5

- Equagoes de filtragem (vetoriais):

5017301 T a1y 7 K1 O 7 Tyaagy)
-
Aer/ger T T Kyag 8500 Aqgy;
T -1
K = A Yj+1/j. (inversao de um escalar)

. .,. B.
j*l i’i i

Resta ainda discutir as condicdes para

a inicializagao do filtro. Muito pouco pode ser



I11.2.3

conhecido a priori sobre o valor do vetor de coe
ficientes a. Por isto, o filtro & inicializado as
sumindo que o vetor inicial do estado é gaussiano
com média nula e variancia infinita. Para tornar
praticavel o cadlculo da matriz A, escolhz-se AO =
1/e T com e > 0, e o vetor de coeficientes procu

rado sera:

~

a = /M

Determinacao do tamanho do intervalo D

Resta ainda para especificar o fator s
que determina a magnitude da intervalo D. Poder -
-se-ia, a primeira vista, definir o intervalo D
como sendo o dominio em que a densidade de previ
sao assume valores ndo despreziveis, isto &, D, =
Xy para a previsao de estado e DS = Xi+1 para a
previsao de medida, o que corresponde a escolher
o mesmo valor de s paralos dois casos citados ,
ou que se consideram como despreziveis os valores
da dens}dade cuja relacao com o maximo € menor do
que e ® - Assim, por exemplo, para s=3, seriam
despreziveis os valores das densidades menores do

que um centésimo do seu maximo.

No entanto, o critério apresenta bons
resultados quando adotado para a aproximacao da
nao linearidade da medida, o mesmo ndoacontecendo
para a aproximagdo da nao linearidade do estado .
Neste Gltimo caso, o fator s deve ser menor. A
explicagao deste diferente comportamento esta di
retamente relacionada com o que foi discutido na
secao 1.1 deste Capitulo. Basta acrescentar aqui
que um fator s pequeno implica que o dominio De
€ relativamente pequeno fazendo com que o polino
mio se aproxime com maior precisao da nio lineari
dade do estado justamente onde a densidadea pos
teriori do instante anterior exerce a maior ponde
racao sobre as ''fungdes de verossimilhanca" para
o calculo da densidade de previsao (Fig. 3.6). A

influéncia da ndo linearidade de medida se faz sen



tir através da funcao deverosshﬂlhanga]ﬂ(xk+1:ydxg,
que multiplica a densidade de previsio do estado
para chegar a densidade a posteriori. Nestas ope
ragoes, nao ha nenhuma espécie de ponderagao seme
lhante ao caso da nao linearidade do estado e o
que verdadeiramente importa aqui & que a fungao de
verossimilhanga resultante da aproximagao descre
va adequadamente a real, e € justamente por isto

que & valida a consideracdo inicial.

=
—
~
)

S N
A1~ N

N
X

/
\
N

e R S

p(xk/Jk)

IN
/.

A

o Xk o
Fig. 3.6 - Influéncia do intervalo D

na aproximag¢ao polinomial

ITT.2.4 - Filtro polinomial simplificado : FS

A determinacgao dos coeficientes ai'e b.
através da minimizacio de uma fungao de custo es
pecificada, demanda um tempo de computagao sufici
entemente grande para fazer com que o filtro poli
nomial fitado tenha uma velocidade de processamen
to inferior a dos filtros generalizados. Isto 1i
mita a utilizacao pratica deste algoritmo para os
Casos em que se pode pagar uma maior precisdao as
custas de tempo de calculo. No entanto, pode - se
reduzir o tempo de processamento se os coeficien
tes a, e bi forem calculados de um modo mais
simples. Ao invés de proceder a uma minimizagao de
funcao de custo, os coeficientes s3o obtidos espe
ficando-se p+1 abcissas do intervalo D, e fazen
do passar pelas respectivas ordenadas o polinomio
P(x) de grau p. O calculo dos cceficientes se re

duz a inversdo de uma matriz quadrada de ordem p+1

Considerando a aproximacao da funcao f,



o problema pode ser formulado da seguinte forma:

- Determinar os coeficientes a; do polinomio

p+1
PN — ] -
P(x) = i=1 23 (x - x)l 1

sujeito a restricdes

p+1l
_ I _Ty1-1
P(xj) = 521 ai(xj X) =
para j = 1,...,p+1 e Xj

f(xj)

e D

Esta Gltima expressio pode ser descrita

na forma matricial mediante as seguintes definicoes:

Y1 £(xq) a;
y f(x,) a
y: 2:’ .2 a = 2 Q:
Ype1l  |FXpa) ®p+1
. 4 L - - -

1 (xl—in...(xl-E)P

1 (xz—i)...(xz-E)P

. e o @ > o e . o o

— +]1
1 &b+1_xl ..(xp+lvi)p

b

Entao y=Qa cuja solugao &:

a = g1 y

A inversao da matriz Q nao oferece di

ficuldades pois € uma matriz de Vandermond.

As consideragoes anteriormente ° feitas

sobre a magnitude do intervalo sao validas para

este caso também.

IIT.3 - FILTROS ITERADOS

Pelo fato das aproximacOes até primeira ordem in

correrem em pesados erros de linearizacdo, introduziram- se

0s termos de segunda ordem. Mas o calculo das derivadas de

v

egunda ordem pode ser, as vezes, tarefa que consome muito

tempo de computacao (Vide Bruno, Cap.IV). Para corrigir er

A



ros devidos a linearizacdes sem recorrer is derivadas de
segunda ordem foi desenvolvido um procedimento iterativo ,
que corresponde a linearizacgdes em torno de valores mais
proximos dos verdadeiros (13,16). 0 valor filtrado no ins
tante K+1 estad em média mais préximo do valor real do esta
do do que o valor predito, pois contem a informacao trazi
da pela nova medida. Este valor poderd entdo ser utilizado

para:

- 1) Recalcular o valor filtrado do instante anterior-alig
sagem; relinearizar as equagoes de estado para obter

um valor estimado atual mais preciso.

- 2) Relinearizar as equagoes de medida em torno deste va
lor, para aprimorar o valor estimado atual - iteragao
local.

O processo pode ser repetido até que a alteracgao

do valor estimado atual seja desprezivel.

TIT.3.1 - Filtro iterado com alissagem : IS

O desenvolvimento deste algoritmo pode
ser encontrado em Tozzi ( 16 ). As respectivas
equagoes sao as que Sseguem:

-1 .
Xx/k+1 T Xx/k

1 _

e/ke1 T Xk
| 3.22

=] - =]
“ke1/k T F g o1

j i i JT T

= T T

ek T Fx oo Xgjuer - Froov Ty oW T

=] - ]
Ykr1/k T B(Xgi1/0)

J J ] j )
Tir1/x = By - Xr/x - By * Vi
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-J _ vl J ]
Seer/xer T (00 Kpg Hi ) Xy
-] - vJ jT ] -1
Rer1 ™ Rergx - B - (geg 10

Aj+1

S ] =] ]
kel T Sk T Ksk eryxe1r T Xe1/10
el i . T
ke T Fsx T Ko Nagjaer — Me1/10 Keg

para j=1,2,...,M representa a j-€sima iteracio

do instante K+1 e

% =M X = xM
k+1/k+1 *k+1/k+1 ¢ k+1/k+1 k+1/k+1

0f(x, ,k) . oh(xy, ,,k+1)
com FJ=————E~—— Hi— k+1 j
X =] X x =X
k Xy Xk/k+1 k+1 k+1 “k+1/k

A finalidade deste iterador & corrigir
os erros de linearizacao da equagao de estado. A
segulr, apresentam-se as equacdes do algoritmo

com iteragoes locais.

Filtro com iteracgoes locais : IL

A finalidade destas iteragoes € corri
gir erros de linearizagao da equacdao de medidas.
As equacoes de predicao de estado s3ao as mesmas
do filtro extendido (3.5). As equacodes de predi
cao de medida e de filtragem obedecem ao procedi

mento iterativo abaixo.

Lk+1/%

=1 _ i
YR_,_l/k - h(Ul) * HX . (111 —Ui)



i iT i -1
Ker1 = M/ By e 10
Xk+1/k+1 =~ MN
B Y N
Xper/ker = 0= Ky H) X q
i 8h(xp,q.k+1)
com HS =
X X X U
k+1 k+1 = i

e i=1,2,...,N denota 212 i-8sima iteracio.

A literatura se refere ao filtro com ite
ragoes locais como ''excelente para levar em conta
a nao linearidade da fungao de medidas" (9 ).Por
isto, € interessante compreender a mecanica de seu
funcionamento, o que pode ser conseguido pelas e
quacoes 3.23. Partindo do valor médio da densidade
de privisao de estado My, através de um passo idén
tico ao do filtro extendido, obtém—sg o valor meé
dio da densidade a posteriori M- Com este valor
torna-se a linearizar a equacao de medidas para ob
ter em seguida o novo valor médio filtrado(Fig.3.7).
O processo é repetido até que |p.

i+1
€ € uma quantidade arbitrariamente especificada.

ul[ < £ onde

obs
~2 = / ;. -
» o P
yk+1/k , / ’1/,/ //
; ,( -
-, z(/‘/’
Yk+1/k S \
. - t
G j
P i
. |
- ; "n
i *
L, My

Fig. 3.7 - Iteracoes Locais

1 - ~ .. . )
L7 : funcao d2 verossimilhanca linearizada



Admitindo que o iterador seja convergen
te, afigura-se como Obvio que a medida que as ite
racoes se sucedem, a densidade a posteriori e re
calculada a partir da densidade de previsio de es
tado, mantida constante, multiplicada pela funcao
de verossimilhanca linearizada Liﬂ que a cada ite
ragao esta mais proxima da verdadeira L. Isto &
a diferenga absoluta entre o valor médio de Liﬂ e
a moda de L1 diminue a medida que o numero de ite
ragoes aumenta. No entanto, mesmo que se aumente
arbitrariamente o numero de iteracdes N, em geral
L?K ainda estaria afastada de Ll’ no seguinte sen

tido:

3.24

. N _
Lim Xy, 9Ly (N4uq9Yope) A%,

N—co -

R, . yd £ moda Ly (X1 1Y ops)
12 “YXk+1"Yobs’ P¥gk+1

Para que a desigualdade 3.24 possa se

converter em igualdade € necessdario que Hieq=H5

,k+1) . Mas para isto’

, D\

_ . -1
= Ck+l onde- Ck+1_h (yobs

necessario que ou H,=Cy,q © neste caso nenhuma

O |re

teragao podera introduzir alguma melhora, ou
filtro ignore completamnete a informacao contida
na densidade de previsao de estado, o que so pode
ria acontecer se a funcio de verossimilhanca Ll

fosse uma funcgao impulso.

No entanto, a expressao 3.24 pode ser
transformada em igualdade, substituindo o algorit
mo de iteragoes locais por um procedimento modifi
cado. Se € intuito do iterador local aproximar
LTZ a Ll’ isto pode ser conseguido diretamente
determinando analitica ou numericamente o  ponto
Crs solucao de Yobs = h(xk+1,k+l). Com isto se
evita procedimento iterativo que requer em cada
ciclo a atualizacgao do valor estimado do estado e
do valor do ganho de Kalman - calculos intermedia
rios laboriosos. E deste algoritmo que trata a

proxima secado.



ITI1.3.3 - Filtro extendido modificado : EM

O filtro proposto nesta secao tem por fi
nalidade evitar os calculos intermedidrios do ite
rador local para a redugdo de erros de aproximagao
de primeira ordem. A linearizacao da equagao de me
didas ja ndo & feita em torno do valor previsto do

estado, mas do ponto solucdo para Yi+1~Y .Assim,

a funcao de verossimilhanca Ll(xk+1:yob5§bg aproxi
mada por uma forma.gaussiana cuja média & a moda
de Ll' Com certeza, esta aproximacao & mais adequa
da do que a do filtro extendido, e mesmo do filtro
com iteragoes locais, pelo fato da funcio le cons
tituir uma melhor aproximagdo para L,.

A densidade de previsao de estado € cal
culada de acordo com qualquer um dos mé&todos ante
riores. A densidade de previsao de medida é calcu
lada considerando que a equacdo de medidas & linea
rizada por desenvolvimento em série de Taylor em

torno do ponto Ck+1‘

~

- -1 - |
Crer TP 7 ey = Yops» k¥1)
A(Xp,5k#1) = h (Cppq ke + He o+ (%, Cpq) + e
) 8h(xk+l,k)
com HX =
Mys1 | Xke1 T Ckea
As equacoes de previsao de medida se tor
nam:
A

Yke1/k = B DVgan/Jy }

yk+1/k - E {h(ck+l’k+1) * HX' (Xk+l-ck+l)+vk+l/Jk }
Yie1/k = PG kv D) = B (X 0 = Cpyy) 3.25
: T

i1k = B0 Ve i O =V ) /000
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A BU O S0 /10 e Niernd My H * Vi
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i

Y = H

k+1/k *V

3.26

T
x * Yke1/x ¢ Hy K+1

A densidade a posteriori € obtida  atra
vés das equagdes de Kalman 2.13 com a densidade de
previsao de medida dada por 3.25 e 3.26.

Algumas observagoes sdo necessarias nes
te momento. Em primeiro lugar, este estimador, benm
como os seus precedentes iterados com alissagem ou
locais, sao estimadores da moda e por isto mesmo ,
em geral, sao polarizados. Em segundo lugar, o ex
tendido modificado necessita calcular a fungao in
versa hnl(yobs,k+l) para determinar o ponto em tor
no do qual se fara a linearizacdo. Caso h seja
uma funcgao biunivoca, a determinagao de Ck+1' ana
litica ou por algum processo iterativo, & mais ra
pida, pois nao necessita calcular a cada iteragao
a matriz de ganho Ki+1 evitando com istoa inversao
da matriz de covariancia da densidade de previsio
da medida. As iteragOes sao feitas direta e exclu
sivamente sobre a fungao h. Quando h nio for
biunivoca, €& necessdrio recorrer a algum critério
de escolha entre as possiveis solucgades alternati
vas. A questao recai no que foi anteriormente dis
cutido (secao III.1.1): escolhe-se a solugido que
esteja mais proxima do valor previsto do estado,is
to €, escolhe-se Ck+1 tal que Ck+lgxi+1’ a menos
que no dominio Xk+q @ funcao de verossimilhanca Ly
tenha mais do que uma moda € neste caso nao se po
de esperar comportamento satisfatdorio de nenhum £fi1 -
tro linearizado.

Outro particular surge quando Vie] ©
= h(xk+1,k+1) nao tem solucao para Y1 Yops- T2l

caso pode acontecer se a funcdo h apresentar pon



tos de derivada nula no dominio x£+1.Vestas situa
¢oes, os filtros extendido e iterados se compor
tam, na melhor das hipOteses, quase exclusivamen
te como preditores , como pode ser visto pela ex

pressao e grafico abaixo.

_ T -1 - : _ 3h -
K1 = Xk Bx Yipyx - 0 pois H = o
k+1|"k+1 Xk+1/k

Deste modo:

Xk+1/k+1 T Xk+1/k
Ll
N L
yk‘*’l‘h P _'4 ’/”'/ le
L o
obs 7 *
7, .
/ \\
/ -TTe-al \
7f// \\\ KN Nao ha solugao
’ ™, N pPara ¥y .1 Yobs
. > K+ 1
Xg+1
Fig. 3.8
Em outras palavras, estes filtros nao

absorvem a informacao trazida pela nova medida nes
‘tas condigoes. Obviamente isto € pobrezade compor
tamento, pois mesmo que HX=O, dada uma observacao
Yobs® 2 fungao de verossimilhanca Ll(xk+1‘: yobs)
continua perfeitamente definida. O que se propde
para o filtro extendido modificado nestas condi
¢oes & a utilizacao direta da funcao de verossimi
lhanga L;. Mas este assunto € o tema da  proxima
secao.



ITT.4 - FILTROS GAUSSIANOS POR APROXIMACAO DIRETA DA DENSIDADE A

POSTERIORI

Os diversos desdobramentos da solugdo do problema
da filtragem nao linear apresentados pela literatura situa
vam-se em dois extremos. De um lado, a recorréncia numérica
sobre a prOopria densidade a posteriori via regra de Bayes
(2.4). O Capitulo II descreve uma possivel aproximagao des
te tipo na qual nao s3o necessarias hipoteses explicitas a
respeito das densidades. No entanto, um dos seus passos pa
ra a obtencao da densidade a posteriori, o calculo da convo
lucao nao linear (expressao 2.7) limita severamente a apli
cacao pratica deste algoritmo por necessitar de uma integra
¢ao numerica para cada valor da densidade de previsao de es
tado em certo instante. De outro lado, situam-se as solugoes
aproximadas, cuja hipotese central € a de que todas as den
sidades envolvidas pela regra de Bayes sao gaussianas. Tal
hipotese € perfeitamente vilida para sistemas lineares com
densidades a priori e de ruidos gaussianos e neste caso, a
recorréncia pode ser feita diretamente sobre a média e cova
riancia das densidades do estado conduzindo ao conhecido fil
tro de Kalman (2.11 - 2.13). Para o caso nao linear, a hipé
tese € verificada mediante linearizacao das nio linearida
des, permitindo com isto que a.solugao retenha a estrutura
simples do filtro de Kalman linear. A linearizacao € feita

por desenvolvimento das fungoes em série de Taylor,

Porém, o desenvolvimento em série de Taylor,desde
que limite o numero de termos, s6 representara localmente
as nao linearidades e a aproximacao gaussiana resultante po
dera ser suficientemente inadequada para resultar em diver
gencia do filtro. Em vista disto, a seg3o III.2 propde que
as nao linearidades sejam aproximadas num certo intervalo e
nao apenas a partir de caracteristicas locais. Para corri
gir erros de linearizacao, a literatura descreve os procedi
mentos iterados. A iteracao tem por finalidade aproximar a
média da funcao de verossimilhanca linearizada gaussiana da
moda da funcao de verossimilhancga Ly eo faz calculando va
lores intermediarios dispensaveis. A secdo precedente pro

pos um método alternativo, que dispensa estes calculos.Além



do mais, pode-se dar uma interpretacao do método: a lineari
zagao ja nao se apoia no valor previsto de estado, mas no
novo valor da observagao. No entanto, os filtros iterados e
o modificado sao polarizados por serem estimadores da moda.
Uma correcao de viés pode ser introduzida, considerando os

termos de segunda ordem.

A inviabilidade pratica do filtro Otimo, repita -
-se, & devida primordialmente ao alto tempo demandado para
realizar a convolugdo ndo linear. Para os filtros lineariza
dos, ao contrario, o ponto crucial estd na aproximacao da
equacao de medidas, nao porque exiga muito calculo, mas por
que uma aproximacao inadequada pode facilmente conduzir o}
filtro a divergéncia. A transformacio da tonvolugio nao 1i
near em linear, mediante aproximacao da funcao £ reduz e
normemente o tempo de calculo e a densidade a posteriori é
menos sensivel a erros de aproximagao da nao linearidade de
estado do que a erros de aproximacao da nao linearidade de
medida. Portanto, para melhorar o desempenho dos algoritmos
de filtragem sera necessario investir tempo de cdlculo para
aproximar mais adequadamente a funcgao de verossimilhanga L,

evitando aproximacoes da funcao de medidas.

A linearizacgao da funcao h, em geral implica em
estimar indevidamente a informacgao trazida por uma nova me
dida. Esta informacdo esta totalmente contida na funcgao Ll’
que € analiticamente conhecida. Propoe-se, entao, abandonar
a linearizagao de h e calcular a densidade a posteriori ,
realizando e normalizando o produto da funcao L1 com a den
sidade de previsao do estado que sera suposta gaussiana em

todos os instantes e descrita por:

5

P(Xy1/9y ) = NXyuq x> Xge1yx) = CTE.exp ‘5//xk+1'xk+1/k//x;}1/k

Xp+1/x  © Xk+1/k sao calculados por algumas das expressoes '

apresentadas em secgoes precedentes.

Toda a informacao a respeito do estado obtida por
urna nova medida, esta na fungao de verossimilhanca Ll’ que

embora nao tendo forma gaussiana, sua expressao analitica



e perfeitamente conhecida:

L 1Y ops) = POt = Yops/Xpa1)

2

Ly (Xgs17Yops) = CTE.exp —0’5//yobs—h(xk+l’k+1)//viil

A densidadg a posteriori sera:

_ p(yk+l/xk+l)'p(xk+l/Jk)

P(Xp,q/T1401)
kel e P(yys1/3,)

P 1Y opsd Ny /1 X1 /1)
P(Yyse1/95)

p(xk+l/Jk)

Esta densidade nao & gaussiana. No entanto, & obje
tivo do procedimento que esta sendo proposto, manter a densi
dade a posteriori gaussiana. Isto pode ser realizado em dois
niveis:

1) aproximando a densidade a posteriori que resul

ta da relacao 3.27 através do calculo de seus

momentos.

2) aproximando a funcgao L, por uma gaussiana reali

zando depois o produto.

4 Entre os dois niveis, o que melhor se aproxima do

/ otimo &, evidentemente, o primeiro, porque a aproximacdo s6

&/ € realizada apos o Ultimo estdgio de cdlculo, isto &, depois
7/ que a densidade a posteriori em certo instante foi calculada.
s No entanto, a aproximagao gaussiana neste nivel s6 pode ser
realizada com o filtro em operacao ("ON LINE"). No segundo
nivel, a aproxim;géo da funcao L, pode ser feita, mediante
certas hipoteses, a priori ("OFF LINE"), acarretando um au

mento da velocidade de processamento do filtro.

Mas, densidades a posteriori gaussianas pressupdem
linearidade na evolucao do estado e das medidas. Entdo,en ﬁl
tima instancia, também estes filtros correspondem 2 uma 1i

nearizacao da equacgao de medidas; mas com certeza esta linea



rizagao nao dependera mais exclusivamente da densidade de
previsao de estado senao que dependerd também do préprio va

lor das observacoes em cada instante.

ITI1.4.1 - Filtro gaussiano por aproximacao da densidade a

posteriori : PT

A densidade a posteriori & obtida calcu
lando a expressao 3.27 sem recorrer a nenhuma apro
ximagao para a funcao de verossimilhanca L;. A den
sidade a posteriori serda dada por:

2 JA

exp\-0,5//y , ~h(x,, ,.k*1)//,  -0,5//%,,,-% /
Xp Yobs (X1 Vi 0 Moo iy,

p(xk+l/Jk) =
{[numerador] dxy 4

Os momentos serao calculados por:

ik+1/k+1 = Sxk+1'p(xk+1/Jk+1)ka+1

T

X101 /1017 10901 Rt 101 K1 R /101 P Fiea 1/ T4 )85,

A densidade a posteriori € aproximada por

uma gaussiana definida por aqueles dois momentos:
Py 1/ 9e1) = Ny i1 Xya /1)

O procedimento recém descrito’  introduz
na densidade a posteriori toda a informacio dispo
nivel numa nova observacdo. Para os instantes sub
sequentes, uma parcela da informacao € perdida evi
dentemente pelo fato de ignorar os momentos de or

dem superior a dois. ,

IIT.4.2 - Filtro gaussiano por aproximacao da funcao de ve-

rossimilhanga : PS

A fungdo de verossimilhanca L, € aproxi



mada por uma gaussiana, mas sem recorrer a lineari
zagao da fungao de medidas. Ao inves disto, calcu
lam-se os dois primeiros momentos de L, a gaussia
na aproximada € aquela definida por estes dois mo

mentos:
ng(xk+1:yobs) - N(X£+1 ’ X§+l)
com

* = 1 )
Xpe1 T ¢ j.* Xpe1 Ly (X1 0ps) dXpeq
3.28

T
1 % * )
k+1 "'E.{ 1 o) g1 ™51) Ly (g Ygped By g

>4
*
i

Para esta aproximagao, € necessario res
tringir o dominio de integrag@o que jia ndo  pode
ser todo o espacgo Rn, pois isto levaria o filtro
a atribuir igual ponderacdao a todas as modas,caso
L1 seja multimodal,quando a ponderacgao deve ser
distinta. O dominio pode ser definido de acordo
com o dominio de valores significativos da densi
dade de previsao de estado. Um caso particular &
ilustrado pela Fig. 3.9.

? 7k h(xy, . k+1)
|
Yobs
“k+1
Xice1 |
Fig. 3.9 - Aproximacao da funcao de verossimilhancga

I or uma gaussiana L., .
“1 P gaus g



A densidade a posteriori se obtém reali
zando o produto 3.27 que € agora um produto de

duas gaussianas, cujo resultado é:

> =(Y ~ ¥ * 7 7 4 -1
a1 /k+1T a1k Kk 1 TR T R ke 1710 Rt s X 1)

1

+

Rer1/k+17 %001+ K1/ X1+ Xee1 /10

ITI.4.3 - Filtro gaussiano por aproximacdo a priori da fun-

cao de verossimilhanca : MP

A aproximacao precedente nido apresenta
vantagem em termos de velocidade de processamento
sobre o da segao III.4.1. Ambas necessitam de trés
integracoes numéricas: uma para calcular a cons
tante de normalizacao e as outras duas para calcu

lar os dois primeiros momentos.

Nao ha davida de que, com relacio ao
filtro otimo, as duas aproximacdes acima requerem
uma quantidade de calculo extraordinariamente me
nor, porém, quando comparados com os filtros das

secoes 4.1 e 4.3, sao de execucgdo lenta.

No entanto, a solucao proposta em III.4.
2 admite uma variante capaz de solucionar o pro
blema da execucao lenta. Basta para tanto, que as
funcoes de verossimilhanca L1 sejam aproximadas a
priori por gaussianas. De que forma pode ser isto

realizado?

Evidentemente, € necessario conhecer a
proximadamente o dominio de valores das observa
¢oes. Para um certo conjunto de pontos deste domi
nio, calculam-se os valores médios e covariancias
de L; de acordo com 3.28, em que & necessario re
definir o dominio de integragao, pois Xjr1 nao po
de ser conhecido a priori por uma funcio da densi
dade de previsao de estado. Diversos casos podenm

ocorrer:



a) A funcao de verossimilhanca L1 tem apenas uma
moda (ou & possivel desprezar as outras):
o dominio de integracdo serd o dominio em que
a funcao de veros$similhanca assumir valores sig

nificativos.

b) A fungao de verossimilhanga L1 € multimodal:
dado que o dominio de valores significativos da
densidade de previsao de estado nao é conheci
do a priori e considerando que nele a fungao L1
pode possuir predominantemente qualquer uma das
modas ou uma combinacao de modas adjacentes, &
conveniente uma aproximagao gaussiana para ca
da uma das alternativas possiveis.O dominio de
integragao sera definido de maneira a incluir
a regiao pertinente a uma moda ou a uma combi
nacao de modas adjacentes, como mostra a Fig.
3.10. (Por regiao pertinente, entende-se uma
vizinhanga da moda na qual a funcgao L1 assume

valores significativos.)

= Xk+1

Fig. 3.10

Aproximacoes alternativas da funcao de verossimi

lhanca Ly

.... considerando apenas uma moda

---- considerando duas modas



Para cada valor particular yl da observa
cao, a fungao de verossimilhanca Ll(x:yl)»é aproxi
mada por uma gaussiana em cada um das possiveis do
minios X§ (i =1,....p onde p ¢ determinado pelo
nimero de modas). Organiza-se uma tabela _constando
de uma linha para cada valor particular yl e de p+l
colunas, contendo o valor yl , 0S valores médios. e
respectivas matrizes de covariancia da fungao Ll(x,yl)

nos diversos dominios X;-

Esta tabela construida a priori & forneci
da ao algoritmo que a cada nova medida realizada |,
procede da seguinte maneira: com o valor observado
atual determina a linha da tabela que mais se apro
xime de Yobs © com o dominio xi+1 da densidade de
previsao de estado determina a coluna cujo conteiddo
represente o valor médio e a matriz de covariancia
de Ll’ calculados no dominio X§ que inclua as modas
de L; pertencentes ao dominio Xﬁ+l'

A gaussiana definida por aquela posicao da

tabela sera:

Lig (ka1 7 Yops) = NOX{q ¢ Xg,q)

Se a discretizacdao do dominio-de valores do
vetor de medidas para construir a tabela tiver sido
grosseira, a gaussiana acima pode nao representar
suficientemente bem « funcgao L;. A aproximacdo pode
ser refinada recorrendo ao contetdo das posigoes ad
jacentes aquela para realizar uma interpolacao. A

gaussiana interpolada sera:

= N(X

L1g(Xks17Yops) kel o Rke1)

A densidade a posteriori sera definida por:

- _ - - ' -1
Xpr1/k+1" K1/ o1 1 X1 /10 - X /1 K1)

fer1/ker T Axr1 1710 Ben /X ke 1)



O procedimento acima descrito, pode ser
empregado juntamente com o filtro extendido modi
ficado nos casos em que yk+1=htxk+l,k+1) na? te
ou em que a fungao de

nha solugao para Y1+1 Y obs

verossimilhanca L1 possuir mais do que uma moda no

dominio Xi+l'



-CAPITULO 1V

RESULTADOS NUMERICOS



Neste Capitulo serac apresentados alguns dos resul
tados obtidos utilizando os algoritmos de filtragem desenvol
vidos no Capitulo anterior. Foram escolhidos tres exemplos
que simulados permitem evidenciar as vantagens de cadaum dos
algoritmos propostos. A comparagao entre os diversos algorit
mos tem como base resultados obtidos a partir de simulagoes
de Monte Carlo com médias sobre 700 realizagoes. Para fins

de comparacdo observam-se as seguintes variaveis (M=700):

- Erro medio:

- 1 i i CLi
®x ~ v k€ Fx T *r T *x/x

k

Esta variavel € um indicador de polarizagao,pois a
medida que o numero de simulagdes cresce, o erro médio deve
tender a zero. O filtro estara polarizado se o erro medio as
sumir tendencialmente s0 valores positivos ou so0 valores ne

gativos.

- Desvio padrdo médio:

M 1/2
’c‘=__zx§
k Mooi=1 KK
- Relacao AK:
. " (ei)z 1/2
AKy ={— I
M i=1  Xp
k/k

A relacao AK, utilizada por Alsparch and Sorenson
(1), & um indicador de divergéncia. Para o filtro de Kalman
operando sobre um sistema linear com perturbagoes gaussianas
seu valor fica em torno de 1. Se o valor de AK se tornar mui
to maior do que 1, diz-se que o filtro divergiu, vale di:zer,
a varidncia calculada diminui excessivamente enquanto o0 erro
médio quadratico aumentou. Se AK se tornar muito menor do
que 1, significa que o filtro aumentou demasiadamente a va

riancia, apresentando um carater conservativo.

EXEMPLO 1



Considera-se o mesmo exemplo da secao 6 do Capitulo
II, cujas equagoes e propriedades estatisticas estao repeti

das abaixo:

10 x

- k
Xppq1 = O,9xk - - 0,1 k + Wy (X0=20, k=0,1,....,90)
1+xk
lo(xk + 40)
y, = 0,5 x, - — + v
k k l+(xk+40j7ﬁ Sk

Os ruidos siao brancos, gaussianos, mutuamente inde
pendentes e independentes do estado inicial.

- condigao inicial do estado: N(15,10)
- ruido de estado: N(0,1)
- ruido de medidas: N(0,1)

Os resultados apresentados em II.6 mostram que den
sidade a posteriori & frequentemente multimodal ou fortemente
assimétrica quando o estado ou as medidas Se encontram em re
gidoes de nao linearidades acentuadas (entre os instantes k=8
e k=25 para o estado e entre k=49 e k=62 para as medidas.Pode
-Sse esperar, entao, que, nestes instantes apenas os filtros
que tomem em conta o carater global das ndo linearidades te
nham um desempenho satisfatério. Nos outros instantes as fun
coes f e h s3o aproximadamente lineares, as densidades a
posteriori sdao bastante proximas de gaussianas, esperando -se

por isto que os filtros aproximados tenham bom desempenho.

FILTROS EX, IL, EM

A Fig. 4.1 representa os resultados das simulacgoes
com os filtros extendido (EX), iterado com 4 iteracoes locais
(IL) e extendido modificado (EM). O filtro extendido modifica
do necessita de algumas observacoes. Dado que a funcao h nao
e biunivoca, podem ocorrer casos em que a funcao inversa ....
h—l(yobs’k+1) tenha apenas uma solucao ou tenha duas ou mesmo
tres solugdes. Quando a funcdo inversa nt tiver tres solugdes

escolhe-se a que se encontrar mais proxima do valor previsto



do estado. A funcao h-—1 tem duas solucdes, se o valor Yobs
for um dos dois valores extremos de h. Se o estado previsto
estiver mais proximo da solugdo que & ponto extremo, & conve
niente adotar um algoritmo diferente do EM (pois a derivada
de h neste ponto seria zero, e o filtro ignoraria a medida
realizada), por exemplo, aproximar a funcao de verossimilhan
ca L1 POr uma gaussiana e obter a densidade a posteriori mul
tiplicando-se pela densidade de previsao de estado (este e
0 procedimento adotado no filtro EQ abaixo). A mesma precau
¢ao deve ser tomada caso h—l.tenha apenas uma solugao e Yobs
for um valor proximo a um valor extremo de h e o estado pre
visto se encontrar nas vizinhancas do correspondente  ponto
extremo. Nesta situacao, o filtro extendido modificado se
comporta como o filtro extendido EX.

Os resultados obtidos a partir destes tras filtros
sao praticamente coincidentes, o que era de se espérar, pois
as iteragoes locais tém por finalidade corrigir apenas os er
ros de linearizacao da fungdo de medidad e o extendido modi
ficado busca os mesmos resultados simplesmente evitando os
calculos desnecessarios do iterador local. Por;anto, 0os tres
filtros sao praticamente idénticos frente i n3o linearidade
acentuada do estado. Frente 3 nao linearidade da funcdo de
medidas os filtros IL e EM ndo constituem melhoras sobre o
filtro EX, pois os trés filtros ao adotarem uma solugao 1i
nearizada de primeira ordem nao podem levar em conta o cara

ter multimodal da fungao de verossimilhanca.

Observando-se a Fig. 4.1 constata-se que o desempe
nho destes filtros na regido altamente ndo linear da equagao
de transicao de estado (k=8 a k=25) & satisfatorio, apresen
tando apenas um leve aumento da relacdao AK. No entanto, quan
do as medidas sao pronunciadamente nio lineares (k=48 a k=63)
o desempenho destes filtros € completamente insatisfatdrio e
com resultados divergentes. (A explicacdo deste diferente com
portamento foi fornecida no Capitulo III, secdo 1.1). A di
vergencia provém do aumento dos erros ao mesmo tempo em que
a variancia se reduz. A explicac3o fornecida & a de que a 1i
nearizacao conduz a uma funcgao de verossimilhanga com forma
gaussiana exclusivamente concentrada proximo de uma das mo

das da fungao de verossimilhanca verdadeira, reduzindo assim



et

i

a variancia da densidade a posteriori. tara ainda
mais o resultado, pode suceder que a aproximacao se localize
em torno da moda que nao contenha o estado real (ver os exem

plos de densidades a posteriori para k=54 a 59 - Fig. 2.11 )

aumentando. € calro, o erro de estimagao. O grafico do erro
médio (Fig. 4.1) revela que estes filtros efetivamente sao
polarizados entre k=48 e k=63.
FILTROS IS, EQ, PR

IS € o filtro iterado com alissagem de estado com
binado com duas iteracgdes locais. O filtro EQ € o extendido
modificado com aproximacdo da funcgio de verossimilhanga por
gaussiana caso h- tenha uma ou duas solugoes, Y obs esteja
proximo de um valor extremo de h e o valor previsto do es
tado se encontra nas vizinhangas do ponto extremo correspon

dente. O filtro PR & composto pelas equagoes do extendido pa
ra a obtengao da densidade de previsdo de estado e a densida
dade a posteriori & calculada realizando o produto com a fun
cao de verossimilhanca aproximada a priori (off-line) ,num do
minio suficientemente grande para conter todas  -as modas de
Ly, por uma gaussiana. Evidentemente, esta aproximagao é gros
de
preveni

seira e o valor estimado conterda um forte viés na regiao
alta nao linearidade de medida. Mas o filtro estara
do da divergéncia pelo aumento substancial da variancia (Fig.

4 .A, abaixo).

Média das funcGes de verossimilhanca - P -

Desvio Padrao

Fig. 4.A - Media e varidncia das funcdes de verossimilhanca

cu parametros que definem sua aproximacio gaussiana



A partir dos graficos da Fig. 4.2 pode-se avaliar o
desempenho destes filtros. Para a regido de forte nio lineari
dade do estado os resultados dos trés filtrossio semelhantes
com pequena superioridade do IS, pois apresenta menor erro mé

dio e menor variancia com uma relacdo AK nio maior.

Entre os instantes de medidas fortemente nio linea
res o erro médio do filtro PR & maior do que o dos filtros IS
e EQ.

A forma do grafico do erro médio do filtro PR pode
ser entendido a partir da Fig. 4.A: a linha do valor médioc das
funcgoes de verossimilhanca corresponde a uma aproximacgao da
nao linearidade de h e esti patente a correlagao entre o erro
médio de estimacdo e o erro de aproximagao. O problema pode
ser visto de outra forma. Uma observacao Ya pode ser provoca
da por um valor de estado real que pertenca indistintamente a
um dos dominios B, ou C ou D. A densidade de previsao de esta
do, se correta, estara concentrada no dominio que contém o es
tado real, por exemplo, no dominio B. A densidade a posteriori
sera basicamente determinada pelo produto da densidade de pre
visao (concentrada am B) pela parte da funcio de verossimi
lhanca concentrada em B, as outras duas partes ndo exercendo
influéncia significativa. Caso a densidade de previsao esti
vesse concentrada em C (ou D), seria a parte de L1 concentra
da em C (ou D), que determinaria basicamente a densidade a
posteriori. Ora, quando L & aproximada por uma dUnica gaussia
na, o filtro discerne com menor nitidez a influéncia das tras
modas e a densidade a posteriori estard consequentemente pola

rizada.

Contudo, a variancia calculada por este filtro au
menta adequadamente para impedir a divergéncia como pode ser
visto pelo grafico da relagao AK. O mesmo nido sucede com oS
filtros IS e EQ, que apresentaram divergéncia. As iteracoes
com alissagem sao inefetivas, frente a nao linearidade h e os
resultados sao os mesmos do filtro IL. O filtro EQ também nio
superam o filtro EM e isto porque mesmo quando a fungao inver
sa h_l tem trés solugdes, a variancia da densidade de previ
sao de estado pode ser suficientemente grande para conter no

intervalo 30 mais do que uma moda de Ll' A escolha de uma das



das solugoes implica na reducgao da variancia da densidade a

posteriori quando os erros estao aumentando.

Note-se que a excessdo do filtro PR, todos os algo
ritmos até aqui utilizados trabalham com aproximacdes locais
de primeira ordem. Constata-se que no caso de nao linearida
de de medida acentuadas em que a funcao de verossimilhanga pos
sui mais do que uma moda no dominio de valores significati
vos da densidade de previsao nenhum destes filtros podera ter
um comportamento satisfatorio. Apenas o filtro PR com uma a
proximagéo global grosseira da nao linearidade consegue redu

zir o valor de AK.

SO, FI, FS

A continuagao apresentam-se os resultados obtidos
com algoritmos de filtragem de segunda ordem, utilizando ca
racteristicas puramente locais (filtro gaussiano de segunda
ordem: SO) ou realizando uma aproximacao de segunda ordem da
nao linearidade num certo dominio (filtros fitados: FI e FS).

Os dominios D, e Dg em que as funcées f e h sao

S
respectivamente aproximadas sao:

D = (X e = 5y k/k> Xk ¥ 51 /K0 © 51 ¥k
Dg = (Xk+1/k T S2 k+1/k’ Fk+1/k T S2 k+1/k) € S, Xk

Foram realizadas diversas simulagoes para diferen
tes valores de S € S, observando-se que sy = 0,5 e S, =3.0
forneceram os melhores resultados. Um valor menor para o cal
culo da densidade de previsao explica-se pelas razdes ja a
pontadas em III. Estes valores foram utilizados nas simula

goes apresentadas.

A Fig. 4.3 sumariza os resultados fornecidos poer
estes filtros. Verifica-se claramente que os filtros fitados
(FI e FS) tem um desempenho, de modo geral, superior ao do
SO.



sao fornecidas. As gaussianas que aproximamLl sao definidas
pelos dois primeiros momentos,média e variancia de L1 calcula

- - * — -~ + _
dos no dominio Xk+1 = (Xk+l/k - 4Gk+1/k) € J1,1/k -VXk+1/k‘

O filtro PT aproxima a densidade a posteriori.

A densidade de previsdao de estado € calculada pelas
equacbes do extendido para o filtro MP e pelas equacgoes do fi

tado simplificado para os filtros PS e PT.

Os resultados sdo descritos pelos graficos da Fig.
4.4. 0 que se observa no intervalo da nao linearidade do esta
do € uma comparacao entre os filtros EX e FS, pois como neste
intervalo as medidas sao praticamente lineares, o tratamento
dado a nova informagdo pelo algoritmo MP, PS e PS & muito se
melhante. O fato a ressaltar neste intervalo & que o filtro
FS consegue uma relacdo AK mais proxima de 1 do que o filtro

EX pelo aumento da variancia.

Entre os instantes k=50 e k=63 (medidas nao linea
res) o filtro PT apresenta resultados excelentes: erro médio
proximo a zero, relacdo AK muito proxima de 1 com a menor va
riancia. Os resultados do filtro PS sao semelhantes aos do PT
apresentando apenas uma pequena polarizagéo, que pode ser fa
cilmente compreendida, pois aparece justamente nos 1instantes
em que os valores medidos se encontram proximos dos ~ valores
extremos da fungdo h. Provavelmente, poderia ser eliminada por
um ajuste conveniente do intervalo X§+l em que a aproximagao
& realizada. Os resultados do filtro MP também sao satisfato
rios. Comparado com o filtro PR, constitui uma melhora sensi
vel: o erro médio é menor e menos polarizado, a variancia au
menta menos e num menor intervalo e a relacdo AK € levemente
inferior. A polarizacdo deste filtro pode ser extendida de ma
neira anialoga a do filtro PR e reduzi-la & tarefa que requer
maior refinamento na aproximagao da funcao de verossimilhanga,

aumentando o tamanho da tabela da qual o filtro fara uso.

EXEMPLO Z



Na regiao de alta nao linearidade do estado a rela
cao AK & bastante proxima de 1 para os trés filtros. No en
tanto, os filtros fitados FI e FS sao preferiveis ao SO,pois
este tem uma variancia extraordinariamente grande, um erro
maior e viesado e maior do que o proprio erro médio do fil
tro EX (Fig. 4.1). A variancia dos fitos € levemente maior do
que a dos aproximados de primeira conduzindo a uma relacao AK

mais proxima de 1.

Entre os instantes k=50 e k=63 (medidas fortemente
nao lineares) o filtro FI tem o melhor desempenho, pois pos
sui o menor erro médio e a relacgdao AK mais proxima de 1. 0
filtro FS apresenta uma pequena polarizac¢f@o,poréem consegue
manter a relagdo AK suficientemente proxima da unidade aumen
tando a variancia. O filtro SO & polarizado, embora menos do
que os algoritmos de primeira ordem, devido aos termos de se
gunda ordem que corrigem polarizacdes, e sua variancia aumen
ta em relagao a daqueles, mas nao o suficiente para _impedir
a divergéncia. E interessante observar que os filtros fitados
FI e FS, e o filtro PR conseguem ajustar a variancia com pre
cisdao suficiente para manter a relacdo AK proxima da unidade
e o SO baseado em propriedades locais da nao linearidade nio
o consegue. Dos algoritmos ja discutidos neste Capitulo, so
bressaem-se os fitados, FI e FS, e o PR, os unicos que conse
guem manter AK satisfatoriamente proximo da unidade. Destes
¢ preferivel o FI, por apresentar menor variancia (excluindo

consideracoes sobre tempo de execugoes).

MP, PS, PT

0 algoritmo MP & semelhante ao PR, isto &, as fun
coes de verossimilhancga L1 sao aproximadas a priori (off-line)
por gaussianas, mas a aproximagao € mais refinada. Dado o ca
rater multimodal de L1 no intervalo de nao linearidade de me
dida acentuada, uma funcao de verossimilhanga particular foi
aproximada por diversas gaussians, cada qual conrreésponden

do a uma das modas ou a uma combinacao de modas adjacentes.

0 algoritmo PS aproxima a fungao de verossimilhan
ca por uma gaussiana,levando em consideracao a densidade de

previsao em cada instante, a medida que as novas observagoes



Dado que foi possivel pelo exemplo antes simulado
distinguir os desempenhos dos filtros EX, IL e EM, devido ao
fato das funcoes usadas apresentarem regioces de nao lineari
dades muito acentuadas, estes algoritmos foram aplicados a
dois sistemas, cujos estados evoluem linearmente, mas com

nao linearidades de medida de segundo e terceiro grau.

Para a nao linearidade de segundo grau, o estado ,

as médias e as propriedades estatisticas sao:

Xpe1 = 1,02 X * 0,01k + Wy (XO = 11 e k=0,1,2,....,54)
_ L 2
- estado inicial : N(6,10)
- ruido de estado : N(0,1)
- ruido de medida : N(0,10)

0 estado evolui longe do ponto de minimo da nao 1i

nearidade da medida.

A Fig. 4.5 descreve os resultados. O grafico do er
ro médio fornece boas razoes para se afirmar que o filtro EM
tem um desempenho superior aos outros dois e o grafico da re
lacdo AK corrobora a firmacao. Os tres filtros fornecem a
mesma variancia, o que se explica pela pequena variagao da
largura da funcao de verossimilhanga. Nota-se que a melhora
proporcionada pelo filtro EM num caso de nao linearidade 'pou
co acentuada consiste na eliminacao da polarizagao inerente

a qualquer aproximacao de primeira ordem.
EXEMPLO 3
Trata-se de uma nao linearidade de medida de ter

ceiro grau. As equacbes de transicao de estado e de medidas

sao:

|
)
Ww
(@)}
=
|
o
(@]
N
o
+
b

(XO = 20 e k=0.,1,....,80)

Xk+1 k

Yk



As densidades do estado inicial e dos ruidos sao:

- estado inicial : N(15,10)
- ruido de estado : N(0,4)
- ruido de medidas : N(0,5)

0 estado evolui de forma tal que as primeiras obser
vacbes se encontram em regices de derivadas de primeira e se
gunda ordem da funcdo- h -elevadas, em seguida atravessam 0
dominio em que estas derivadas s3ao pequenas e se dirigem fi

nalmente para a outra regiﬁo'de derivadas altas.

Neste exemplo, o filtro extendido foi incapaz de
realizar uma estimativa adequada para o estado, isto &, o fil
tro extendido divergiu. O filtro extendido modificado foi cla
ramente superior ao iterado com 4 iteracdes locais como mos
tram os graficos da Fig. 4.6: erro médio menor, variancia me
nor e relacdo AK mais proxima de 1. Para que a relacao AK do
filtro IL assuma valores proximos a relagao AK do filtro EM

sio necessarias em torno de 10 iteragoes locais.

CONSIDERACOES SOBRE TEMPOS DE CPU

A tabela 4.1 apresenta os tempos de CPU dos diver
sos filtros aplicados ao exemplo 1 relativos ao filtro exten
dido que & tomado como padrao. A comparacao foi feita sobre
os tempos de CPU de cada um dos filtros em simulagoes de Mon
te Carlo com 700 realizagdes. Todos os filtros foram simula
dos em idénticas condicdes quanto a inicializacao e escritura

dos resultados.

0 filtro EQ & relativamente mais lento do que o EM
pois realiza a aproximagao da funcao de verossimilhanga  por
uma gaussiana durante o0 processamento (on Line) para os casos
em que o valor y .. Se situe nas proximidades de um valor ex
tremo da fungao e o valor do estado sé encontre proximo dopon
to extremo correspondente. O fato dos filtros PS e PT teren
uma velocidade de processamento muito inferior aos outros fil
tros se deve 3 rotina de integracdo utilizada. O tempo de pro
cessamento para os filtros PS e PT ¢ determinado principalmen

te pela rotina de integragao numérica que deve ser utilizada.



No presente trabalho nio se fez uma selecao do método de inte
gracao mais adequado para o tipo particular de fungoes de que
se trata: densidades de probabilidades.

Constitui fato notavel, mas nio supreendente,que o0s
filtros PR e MP tenham un tempo de execucdo muito proximoe ao
filtro EX. Evidencia-se também que o filtro EM & mais rapido
do que o IL com 4 iteracdes locais.

EX: 1 PR: 1,00 SO: 1,11 FS: 1,54 PS: 73,9
EM: 1,08 IL: 1,22 EQ: 4,25 PT: 80,4
MP: 1,06 IS: 1,35 FI: 6,36 NL: 1373

Tabela 4.1 - Tempos de CPU relativos ao tempo
do filtro EXTENDIDO (EX)
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CONCLUSOQES




A partir da ani3lise dos algoritmos realizada no Ca
pitulo III e dos resultados numéricos do Capitulo IV, podenm

ser sumarizadas as seguintes conclusoes:

1) Os filtros generalizados e iterados, incluindo
o extendido modificado, tém um desempenho sa
tisfatorio para nao linearidades pouco acentua
das, isto &, quando as fungoes de verossimi
lhanca L e L1 tenham uma forma bastante proxi
ma da gaussiana. Estes filtros tém um tempo de
execucao suficientemente reduzido para torna -

-los muito atrativos.

2) O ponto crucial, em termos de velocidade de pro
cessamento, do filtro otimo € o calculo da den
sidade de previsdo de estado por necessitar de
uma série de integracdes numéricas. Por outro
lado, dada a densidade de previsao de estado ,
obter a densidade a posteriori pelo filtro oti
mo é relativamente simples, pois basta reali
zar o produto daquela pela funcao de verossimi
lhanca L;. O calculo dos momentos da densidade
a posteriori necessita exclusivamente tres in

tegracoes numéricas.

'3) Os valores estimados sao menos sensiveis a er
ros de linearizacdo da equagao de transigao de
estado do que a erros de linearizacao da fun

cao de medidas.

4) Os filtros generalizados e iterados tem desem
penho satisfatGrio frente a nao linearidades do
estado acentuadas, mas completamente insatisfa
tdrio frente a nao linearidades de medida acen
tuadas, ou seja, quando a funcao de verossimil
lhanga possui mais do que uma moda no 1interva
lo de valores significativos da densidade de

previsao de estado.

5) Os filtros fitados conseguem um desempenho mais

satisfatorio nos intervalos de nao linearidades



acentuadas, através de uma corregao de polariza
cdo e aumento de variancia mais adequados do que
o filtro SO.

A velocidade de processamento do fil
tro FS nio € muito inferior a do EX, mas a do fil

tvyo FI & relativamente baixa.

6) Os filtros por aproximacdo da fungao de verossi
milhanga a priori s@o comparaveis em tempos de
execugao do filtro EX. Apesar de serem polariza
dos nas regioes de nao linearidades de medida a
centuadas, conseguem um desempenho satisfatorio,
mediante o aumento adequado da variancia. Os fil
tros que aproximam a funcao de verossimilhanca du
rante o processamento, apresentam resultados ple
namente satisfatorios, porém apresentam baixa ve
locidade de processamento quando comparados com

o filtro extendido.

7) Determinar o ponto solugdo de yk+l=h(xk+1,k+1)p§
Ta Y41 Yohs P2Ta O filtro extendido modificado
em geral envolve um processo iterativo, mas sera
mais rapido do que o processo iterativo wutiliza

do pelo filtro extendido com iteragOes locais.

As simulacoes levadas a efeito neste trabalho, limi
taram-se ao caso escalar. Evidentemente, esta situagao e mui
to restrita, porquanto os casos reais sempre apresentam ordem
superior a 1. Mas nao ha que se desrpezar a exemplificagao es
calar, pois sua simplicidade formece elementos importantes pa
ra a compreensao do funcionamento destes algoritmos. Esforgos
ja estao sendo envidados para transladar os resultados obti
dos para o caso multidimensional. Grandes esperancas sao de
positadas nos filtros que realizam a aproximacdo da fungao de
verossimilhanga ou que aproximam diretamente a densidade a
posteriori, quando as integracdes numéricas forem Tealizadas
com o auxilio de '"splines'" interpoladores devidamente genera
lizados para situacOes multidimensionais. Outro ponto que ad
mite um ulterior desenvolvimento € a determinagao dos domi
nios para a filtragem. Neste trabalho, forneceu-se uma expli

cacdo para a diferenca entre o dominio para aproximacao da e



quacdo de transicao de estado e o dominio para aproximagao da
fungdo de saida, os valores, determinados empiricamente, obede
ceram ao critério de apresentar uma relacao AK o mails proximo
possivel de 1. Sugere-se que Os dominios sejam determinados si
multaneamente com a filtragem, minimizando por exemplo a varian

cia da relacao AK que deve se situar em torno de 1.
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