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RESUMO

A técnica dos elementos finitos, aliada aos conceitos de Programagao
Orientada por Objetos, ¢ aplicada na analise de problemas da Teoria da
Poroelasticidade Acoplada, no estado plano de deformagdes. A técnica dos
elementos finitos foi escolhida devido a dificuldade de obtengdo de solugdes
analiticas, que geralmente requerem simplificagdes excessivamente restritivas. A
Programagdo Orientada por Objetos ¢ utilizada devido a grande flexibilidade
proporcionada por essa filosofia de programag@o quanto a extensao do sistema
para problemas mais complexos, também devido & disponibilidade de um
sistema orientado por objetos para a utilizagdo da técnica dos elementos finitos.
Ao sistema foi incluida uma nova classe responsavel pelas informagdes referentes
as equagoes diferenciais, condigdes de contorno, € condiges iniciais da Teoria da
Poroelasticidade. Sdo apresentadas as formulagoes tedrica e numérica do
problema, de acordo com a teoria de Biot, assim como a implementagdo
computacional. O sistema ¢ validado através da comparagdo com resultados
analiticos e numéricos encontrados na literatura. Para esta validagao foram
analisados os problemas de uma coluna poroelastica, e de consolidag@o de uma
argila saturada sob agao de uma sapata de fundagdo. Foi feito um estudo de caso
para um pogo em um meio poroelastico, em que pressdes, tensdes efetivas e
tensdes totais sdo analisadas e comparadas com solugdes gnaliticas. Possiveis
extensdes ao sistema, visando o tratamento de problemas mais complexos sdo
discutidas.
Palavras-chave:

- Método dos Elementos Finitos;

- Mecéanica de Rochas;

- Mecanica dos Solos;

- Programagdo Orientada a Objetos;

- Poroelasticidade.
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ABSTRACT

The finite element technique and concepts of object oriented
programming are applied to the solution of plane strain problems from Biot’s
Theory of Poroelasticity. The finite element technique was chosen due to the
difficulty in obtaining analytic solutions, which, generally, require too restrictive
simplifications. The object oriented programming is used because of its high
flexibility in the extension of the system to handle more complex problems. Also
the availability of a general purpose object oriented system to handle the finite
element technique helped in the decision. Classes which are responsible for
handling the information related to the equations of poroelasticity, boundary
conditions and initial conditions were introduced to the system. The numerical
formulation according to Biot’s theory, and computational implementation, are
discussed. The system is validated through the comparison to numerical and
analytical results found in the literature. This validation was perfomed by solving
a problem of a poroelastic column, and a problem of consolidation of a saturated
clay, subject to a partially distributed load on the surface. An application was
performed to analyse the problem of a wellbore in a poroelastic medium, in
which, pressures, effective and total stresses are computed and compared to
analytic solutions. Possible extensions to the system, aiming at the treatment of
more complex problems, are discussed.

Keywords: -
- Finite Elements;
- Rock Mechanics;
- Object Oriented Programming;
- Soil Mechanics;

- Poroelasticity.
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1. INTRODUCAO

1.1. Motivag¢do do Trabalho

Problemas de fraturamento hidraulico e de estabilidade de pogos
petroliferos tém freqiientemente indicado a necessidade de modelagem precisa
de fendmenos poroelasticos em rochas reservatério. Geralmente, em projetos de
fraturamento hidraulico, efeitos poroelésticos ndo sdo considerados no
comportamento estrutural da rocha, que € modelada como um meio continuo nio
poroso. O escoamento de fluidos no interior da rocha ndo é modelado,
considerando-se apenas, de forma simplificada, a perda de fluido pelas paredes da

fratura.

Neste trabalho sdo desenvolvidas funcionalidades para a simulagéio
bidimensional do comportamento estrutural de meios porosos, considerando
efeitos poroelasticos. O trabalho se baseia na técnica dos elementos finitos € na

filosofia de programagdo orientada por objetos.

A complexidade das equagdes da Teoria da Poroelasticidade Acoplada
e a necessidade de se considerar geometrias complexas limitam as possibilidades
de utilizag@o de solugdes analiticas. Assim o caminho natural foi a utiliza¢do de
uma técnica numérica. A opg¢do da técnica numérica, assim como da filosofia de
programagao, foi feita tendo em vista a disponibilidade de um ambiente
computacional orientado por objetos para o desenvolvimento de programas de

elementos finitos (Devloo e Alves, 1992; Devloo, 1993).

No ambiente computacional utilizado, as ateng¢des estariam
concentradas no desenvolvimento de classes relacionadas diretamente com a
simulagdo de fendmenos poroelésticos, fazendo uso de classes ja desenvolvidas

por outros pesquisadores, com a perspectiva de as classes aqui desenvolvidas



serem no futuro utilizadas no desenvolvimento de novas funcionalidades no
tratamento de problemas mais complexos, como o estudo da influéncia de efeitos

poroelasticos na propagagdo de fraturas em rocha, ou simulago tridimensional

considerando efeitos poroelasticos.

O objetivo desta dissertagdo € descrever a implementagio
computacional das classes relacionadas com o problema da Poroelasticidade
acoplada, apresentando testes para validagio de resultados, comparando-os com

solugdes disponiveis na literatura.

1.2. Revisdo Bibliogrifica.

A Teoria da Poroelasticidade Acoplada, freqiientemente referida como
teoria de Biot, foi apresentada em sua forma geral, pela primeira vez, em 1941,
por Maurice A. Biot (Biot, 1941). Anteriormente, Biot ja havia apresentado a
mesma teoria, porém de uma forma menos completa (Biot, 1935). Biot faz
referéncia a abordagem dada por Terzaghi (Terzaghi, 1925), que analisou o
problema de uma coluna de material poroso, com deslocamentos horizontais
restringidos nas faces laterais, e deslocamentos verticais restringidos na base,
sujeita a um carregamento constante. Terzaghi considerou como hipéteses que as
particulas e os graos existentes no meio poroso eram contidos por forgas
moleculares, que 0 meio poroso apresentava comportamento elastico, e que seus
poros estavam preenchidos com agua. Devido as limitagdes da anélise
unidimensional, com carregamento constante, realizada por Terzaghi, Biot
desenvolve duas extensdes a esse trabalho: (1) desenvolvimento de equagdes para
o caso tridimensional; e (2) possibilidade de utilizar um carregamento variavel no

tempo. Biot assumiu que o material era isotropico.

Além do problema da coluna poroelastica de Terzaghi, Biot
apresentou também o problema de argila saturada de fluido (Biot, 1941), que traz

algumas simplifica¢des a Teoria da Poroelasticidade Acoplada. Tais



com que a equagdo relativa ao fluido seja desacoplada, tornando-se semelhante a
equagdo da difusdo, para a qual, em alguns casos mais simples, existem solugdes.
Em trabalhos posteriores (Biot, 1941a; Biot e Clingan, 1941b), Biot apresenta,
para o caso de uma argila saturada de fluido, solugdes para o problema de
consolidag@o sobre a agdo do carregamento de uma sapata de fundagio,
considerando a superficie superior permeavel ou ndo. Posteriormente, outros
trabalhos apresentados por Biot (Biot e Clingan, 1942; Biot, 1956), apresentam
solugdes analiticas, assim como uma extenso para o caso de materiais

anisotropicos (Biot, 1955).

Uma analise da Teoria da Poroelasticidade Acoplada é apresentada por
Schiffman et. al. (Schiffman et. al., 1969). Schiffman também analisa o problema
de consolidagdo de uma argila saturada de fluido, sujeita ao carregamento de uma
sapata de fundagdo. Uma solugdo aproximada para a pressdo inicial no meio
poroso, € uma solu¢do aproximada para a pressio considerando tempos pequenos

sdo apresentadas.

Cleary e Rice apresentaram uma formulagéo mais atraente para a
Teoria da Poroelasticidade Acoplada (Cleary e Rice, 1976). Nesta formulagao,
Cleary e Rice estudam o problema de um meio poroso contendo um fluido
compressivel, e propdem novas constantes a serem utilizadas nas equagdes da
Teoria da Poroelasticidade Acoplada. As constantes introduzidas pelos autores
apresentam a vantagem de serem mais facilmente entendidas que as introduzidas
por Biot (Biot, 1941; Biot e Willis, 1957). Cleary também desenvolveu solugdes

fundamentais para meio poroso saturado de fluido (Cleary, 1977).

Detournay et. al. (Detournay et. al., 1985) analisaram os mecanismos
presentes em processos de fraturamento hidréaulico utilizando de conceitos da
Teoria da Poroelasticidade Acoplada. Uma solugdo no campo de Laplace para o
problema de um meio poroso sujeito a um carregamento nio hidrostatico foi

apresentada por Detournay e Cheng (Detournay e Cheng, 1988). A solugdo é



dividida em trés modos de carregamento. Nos dois primeiros modos de
carregamento, correspondentes a parte hidrostatica do carregamento e a presséo
do fluido, respectivamente, ¢ desconsiderada a variagio temporal da variagdo
volumétrica do meio poroso, tornando desacoplada a equagdo para a pressdo. O
problema passa a ser a determinagio de um campo de pressdo, que posteriormente
€ introduzido como forgas de volume nas equagdes para os deslocamentos. O

terceiro modo corresponde a parte deviatérica do carregamento.

Outra analise desenvolvida por Detournay e Cheng foi a de uma
fratura hidraulica estacionaria presente em um meio poroeléastico (Detournay e

Cheng, 1991).

As poucas solugdes analiticas se restringem a casos de geometrias
simples como a coluna poroelastica, citada anteriormente, e de simplificagdes
introduzidas nas equagdes, como no caso de uma argila saturada. Quando se
torna necessario encontrar solugdes para problemas com geometrias complexas,
ou quando estamos interessados em considerar todos os termos presentes nas
equagdes, sem que qualquer simplificagdo possa ser feita, torna-se imprescindivel

a utilizagdo de métodos numéricos para a solugdo das equagdes.

Sandhu e Wilson (Sandhu e Wilson, 1969) analisam a dissipagio de
pressdo em meios elasticos utilizando-se da técnica de elementos finitos.
Posteriormente, Christian (Christian, 1970) apresenta uma analise dos métodos
numeéricos empregados em problemas de ;iistribuigﬁo de tensdes em materiais
ndo-drenados. Christian e Boehmer aplicam a técnica dos elementos finitos na
solug@o de problemas de consolidagdo em estado plano de deformagdes (Christian
e Boehmer, 1970a). Ghaboussi e Wilson (Ghaboussi e Wilson, 1972)
apresentaram a formulagdo variacional para a dindmica de sélidos porosos

elasticos saturados de fluido.

Murad (Murad, 1990) estudou a modelagem e analise numérica do



problema de consolidagdo proposto por Biot, para o caso de estado nio-drenado
incompressivel. Murad também considerou um modelo para meios poroso
rigidos e elasticos, e desenvolveu estimativas de erros encontrados com a solugdo
numérica. Outro desenvolvimento apresentado pelo autor diz respeito ao
aumento de precisdo, utilizando a técnica de elementos finitos para a analise da

Teoria da Poroelasticidade Acoplada (Murad e Loula, 1992).

Cheng e Dusseault apresentam o desenvolvimento de um sistema bi-
dimensional completamente acoplado para a analise de deformagdes e difusdo de
pressdo ao redor de um pogo, usando a técnica de elementos finitos (Cheng e
Dusseault, 1993). No artigo os autores apresentam resultados considerando um

pogo em um meio sujeito a carregamentos hidrostaticos e nio-hidrostaticos.

Considerando a técnica dos elementos de contorno, Borba resolveu as
equagdes da Teoria da Poroelasticidade Acoplada (Borba, 1992). Em sua i
dissertag@o, Borba considerou o estudo do caso de um pogo presente em um
campo de tensdes ndo-hidrostatico. Borba também apresenta todo o
desenvolvimento da formulagdo numérica da técnica dos elementos de contorno,

usando elementos constantes.

Outro trabalho numérico foi apresentado por Boone (Boone, 1989).
Em sua tese de Doutorado, Boone desenvolve um sistema para a analise de
propagagdo de fraturas em um meio poroelastico. Tal analise é feita utilizando a
técnica dos elementos finitos. Para os calculos relativos ao escoamento de fluidos
através da fratura foi utilizada a técnica das diferencas finitas. Uma das principais
preocupagdes do trabalho de Boone foi a de implementar rotinas que permitissem
a visualizagdo da propagagio da fratura, assim como apresentar graficamente no !
modelo graficos de contornos coloridos mostrando valores de pressdes, tensodes,
vazdes, e deformagdes, facilitando a identificagdo de efeitos poroelasticos

presentes na propagacio de fraturas em meios porosos.



1.3. Organizacio da Dissertagio

No primeiro capitulo sdo apresentadas a motivagdo do trabalho e a
revisdo bibliografica da dissertagao. No segundo capitulo sdo apresentadas as
equagdes da Teoria da Poroelasticidade Acoplada, suas hipoteses, parametros
envolvidos e condigdes de contorno. E também discutida a formulagdo para a
condigdo inicial, fazendo uma discussdo detalhada das propriedades a serem
levadas em consideragdo para o instante inicial. E importante frisar que na
literatura muito pouco ja foi discutido sobre a condigdo inicial da Teoria da

Poroelasticidade Acoplada.

No terceiro capitulo, a técnica dos elementos finitos € utilizada para a
obtengdo de uma formulagdo numérica para o problema. Neste capitulo sao
encontradas as matrizes a serem utilizadas no sistema computacional, para o
instante inicial e para um tempo genérico. No quarto capitulo é discutida a
implementagdo computacional das classes relativas ao problema da Teoria da
Poroelasticidade Acoplada no ambiente computacional orientado por objetos.

Sdo apresentados também os testes para validag@o de resultados.

No quinto capitulo € apresentado um problema de um pogo em um
meio poroelastico com diferentes hipoteses de carregamento, também com
comparagdo com resultados analiticos obtidos na literatura. O sexto capitulo

apresenta as conclusdes obtidas, assim como propostas para futuros trabalhos.



2. BASE TEORICA

2.1. Teoria da Poroelasticidade Acoplada

A Teoria da Poroelasticidade Acoplada pode ser entendida como uma
extensdo da teoria da Elasticidade. Tal extensdo se deve ao fato de na Teoria da
Poroelasticidade Acoplada existir um termo de pressdo de poros acoplado as
equagdes da Elasticidade. O acoplamento das deformagdes no meio poroso com

o fluxo de fluidos em seu interior, também € feito na lei de Darcy.

A seguir ¢ apresentado o desenvolvimento das equagdes utilizadas na
Teoria da Poroelasticidade Acoplada, os parametros utilizados, e as condigdes

contorno e iniciais necessarias a solugao de problemas.

2.1.1. Hipoteses

Por ser uma extensao da teoria da Elasticidade, com acoplamento com

a Lei de Darcy, as hipdteses utilizadas para ambas sdo mantidas:
1. O meio poroso ¢ considerado isotrépico e homogéneo;

2. As deformagdes e os deslocamentos sdo pequenos, de modo que

possam ser linearizados;
3. As deformagdes sdo proporcionais as tensdes no meio poroso;
4. Forgas de volume nio sdo consideradas;

5. Os poros s@o interconectados, de modo a permitir o fluxo de fluidos

através deles;

6. O meio poroso esta completamente saturado de fluidos;



7. O fluido presente no meio poroso ¢ Newtoniano e incompressivel;
8. Por convengio, tragdes sdo consideradas positivas;

9. Naio sdo consideradas variagdes de temperatura.

2.1.2. Equacdes da Teoria da Poroelasticidade Acoplada

Nesta segdo sdo apresentados os principais passos do desenvolvimento
das equagdes da Teoria da Poroelasticidade Acoplada apresentada por Biot. Sera
utilizada a notagdo indicial (Chen e Saleeb, 1982) com o interesse de simplificar a

representagdo das equagdes obtidas.

Considere-se um elemento volumétrico do meio poroso. Definem-se
os eixos cartesianos de tal forma que os mesmos sejam orientados na diregdo das
faces do elemento. As dimensdes do elemento sdo consideradas suficientemente
maiores que as de um grdo ou um poro do elemento, para que a hipétese de
homogeneidade do meio seja valida. Ao mesmo tempo, as dimensoes do

elemento devem ser pequenas o suficiente para que possa ser considerado

infinitesimal (figura 2.1).

Grao do
Rocha

Elemento
Volumetrico

Meio
Poroso

Figura 2.1: Representa¢ido das condi¢ées macroscopica e
microscépica do elemento.



Considerando-se as tensdes presentes no elemento, as mesmas podem
ser representadas como forgas distribuidas pelas faces do mesmo. O tensor tensdo

¢ apresentado na equagao (2.1).

Oy O, Op3

G =[021 O On (2.1}

G3; O3 O3

O tensor da equagdo (2.1) € simétrico, podendo, portanto ser

representado por apenas seis de suas nove componentes.

A equagdo de equilibrio para um elemento é dada por:
sendo que F; representa as forgas de volume. ,

Utilizando agora a hipotese de que as forgas de volume sédo

despreziveis (F;=0),
G =0 (2.3)

O tensor apresentado na equagdo 2.1 € formado por duas partes: a

primeira devida as tensdes presentes na matriz da rocha, tensdes efetivas (c}), e

outra referente a pressao do fluido (p) (equagdo 2.4).

Considerando-se agora as deformagdes presentes no meio poroso, e

chamando-se de g;;, o tensor deformagao:

€, €p Ep
€i= € €22 Ep3 (2.5)

€3, €3 €y
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Representando-se o vetor de deslocamentos em um ponto por u; e
considerando-se a hipétese de pequenas deformagdes, tem-se para as deformagdes

Nno meio poroso:

1 1
€; = 5(“1_1' + “j.i)= Ui (2.6)

A equagdo (2.6) relaciona as deformagdes com os deslocamentos no
meio poroso. Observe-se que g; = €;, com o que o tensor deformagado pode ser

representado por apenas seis componentes.

Para descrever completamente a condigdo macroscopica do meio
poroso, deve-se adicionar uma nova variavel, chamada variagio do contetido de
fluido, e representada pelo simbolo £. A variagdo do conteudo de fluido
representa a variagdo de volume de fluido em um volume de referéncia do meio
poroso. Tal volume de referéncia pode ser, por exemplo, o elemento idealizado

anteriormente (figura 2.1).

Desta forma, chega-se a sete variaveis dependentes: as seis
componentes do tensor deformag@o no meio poroso, e a variagdao do contetido de
fluido. Tais variaveis dependem de sete variaveis independentes: as seis
componentes do tensor tensdo no meio poroso e a pressdo de fluido. Como
aproximagdo, considerando-se pequenos valores para as deformagdes e para a
‘variagdo do contetido de fluido, pode-se considerar que as sete variaveis

dependentes sdo fungdes lineares das sete variaveis independentes (Biot, 1941).

Iniciando-se a analise pelas deformagdes no meio poroso, considere-se
a pressdo de poros igual a zero, ou a ndo existéncia de fluido nos poros. As
deformagdes relacionam-se com as tensdes através da Lei de Hooke, pois o

problema se torna um problema de Elasticidade:

' A notagdo uy, j, Tepresenta a parte simétrica de um tensor (Hughes, 1987).
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_ (1+v) Yy

Na equagdo (2.7), E representa o modulo de elasticidade linear drenado
do material, e v representa o coeficiente de Poisson drenado do meio. Os valores
medidos em condig¢des drenadas representam as propriedades da matriz da rocha,

nao sofrendo influéncia do fluido presente no meio poroso.

A seguir, introduz-se o efeito da pressao nas deformagdes do meio
poroso. Pela hipotese de isotropia do material, o efeito da pressdo deve ser o
mesmo para as trés deformagdes normais, ndo existindo no caso das deformagdes
angulares. Com isso:
_(1+v) Y

1
€ E Cj; Eckkaij"'ﬁpﬁij (2.8)

A equagdo (2.8) apresenta para a constante que relaciona a pressao
com as deformagdes, o simbolo H. A pressdo do fluido, ou pressdo de poros, é
representada por p. A equagdo (2.8) representa, através de notagdo indicial, a
relagdo entre as seis componentes do tensor deformacéo, e as seis componentes

do tensor tensdo no meio poroso e a pressdo no fluido.

Finalmente, introduz-se a varia¢do no conteudo de fluido. Utilizando-
se uma combinagio linear para relaciona-la com as seis componentes do tensor

tensdo € a pressao:
€=a,0,, +3,0,, +2;0, t2,0,, +2,0,; +a,0; +2a,p (-2.9)

. |
Uma variagio de 6,,,0,,, 0u 033 deve ter o mesmo efeito sobre a [

variac¢do do contetdo de fluido, por se tratar de um material isotropico:

al=a2=a3=ﬁ (210)
1
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Adicionalmente, por se tratar de um material isotrépico, uma mudanga
no sinal das tensdes cisalhantes ndo pode causar uma variagdo no conteudo de

fluido, com o que:
a, =a,=a, =0 (2.11)

Considerando agora as equagdes (2.10) e (2.11), e substituindo-se

a;=1/R, resulta que:
{=——0, +—P (2.12)

Através da analise da varia¢do de energia potencial do meio poroso,
pode ser provado que H = H, (Biot, 1941). Fazendo-se esta substituigdo na
equagdo (2.12), resulta:

1

1
= Fonk 2138
g 3H Ok RP ( )

Assim, as equagdes (2.8) e (2.13) relacionam as deformagdes no meio
poroso e a variagio do conteudo de fluido com as tensdes no meio poroso e a
pressdo no fluido. Colocando-se as tensdes como fungdes das deformagdes, a
partir da equagdo (2.8):

2Gv
o; = 2Ge; + 2v) €,.0; —apd;

1y

(2.14)

Na equagdo (2.14), G representa o modulo de elasticidade transversal
drenado. Uma nova constante, conhecida por constante de Biot (o), também

aparece na equagdo (2.14). Esta constante € expressa por:

_ 2(1+v)G

*=30-2vH (815

Fazendo uso das equagdes (2.14) e (2.15) na equagdo (2.13).
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B o (2.16)
Q
Na equagao (2.16), 1/Q representa:

1_1 a (2.17)
Q R H '
Uma desvantagem do uso das constantes utilizadas por Biot é o fato de

as mesmas ndo serem comuns ao leitor, o que acaba dificultando o entendimento.

Uma formulagdo mais simples, do ponto de vista do entendimento das
constantes, foi apresentada por Rice e Cleary (Cleary e Rice, 1976), em que duas
novas constantes substituem Q e H, presentes na formulagdo de Biot. As novas
constantes sdo B, o coeficiente de Skempton, e v,, 0 médulo de Poisson nio-
drenado. O significado fisico das constantes introduzidas por Rice e Cleary,
assim como todas as outras presentes na Teoria da Poroelasticidade Acoplada sio

apresentadas na proxima segdo.

Fazendo uso das constantes introduzidas por Rice e Cleary na equagio

2.13):
(v, -v) 3
c_2(313(1+vu)[0""+B(1+\.»u)p] | L2.18)

Considerando agora a relagdo entre as deformagdes, tensdes e pressdes

para o meio poroso, segundo Rice e Cleary:

\Y o i 3(v,—V)
(1+v) 57 T B (14w

2Ge;; =0y — (2.19)
Nos casos de interesse pratico da engenharia de Petréleo, como por
exemplo a analise de tensdes em rochas reservatorio que apresentam fraturas,

deve ser considerado o estado plano de deformagao, por este melhor representar
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as condigdes encontradas. Para que se possa obter as equagdes para o estado
plano de deformagdes, deve-se utilizar as condigdes para esse estado: (1) €33 = 0,
(2) 633=1(01,622,&1.p). Utilizando as condigdes (1) € (2) na equagdo (2.19), e

substituindo na equagéo (2.18):

_ 3(v,=V) . O(v,—-v)(1-2v,)
B(1+v,)(1-2v) * 2GB*(1+v,)*(1-2v)

5 (2.20)

Fazendo-se uma comparago entre as equagdes (2.16) e (2.20).

I
T B(1+v,)(1-2V)

(2.21)

i: 9(‘:u _v)(lzzvu) (222)
Q 2GB*(1+v,)'(1-2v)

De posse das relagdes entre tensdes e variagdo do conteudo de fluido,
como fungdes das deformagdes no meio poroso e da pressdo no fluido, podem ser
obtidas as equagdes diferenciais que sdo a base da Teoria da Poroelasticidade

Acoplada.
Substituindo-se (2.14) nas equagdes de equilibrio (2.3):

2Gv
(1-2v)

2Ge;;; + € —p; =0 (2.23)
Colocando-se a equagdo (2.23) como fungdo dos deslocamentos no

meio poroso:

2Gv :
Glu. . +u. . +———u, .. —ap; =0 2.24
( L1 J-1 (1 o 2V) k.ki p, ( )
De posse da equagéo (2.24), fica faltando uma equag@o referente ao
escoamento de fluidos pelo meio poroso. Tal equagéo sera obtida da equagédo da

continuidade (2.25) e da Lei de Darcy (2.26), que governa o escoamento de
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fluidos em meios porosos.

K
at +qy =0 (2.25)
Qx =~KPx (2.26)

Nas equagdes (2.25) e (2.26), o simbolo q; representa a vazio de fluido

na diregdo da variavel x, e k o coeficiente de permeabilidade do meio poroso.

Substituindo as equagdes (2.16) e (2.26) na equagdo (2.25):

1
a—“‘+—@—npkk=0 (2.27)
ot Qo ’
As equagdes (2.24) e (2.27) sdo as equagdes a serem utilizadas na

solugdo de problemas da Teoria da Poroelasticidade Acoplada.

2.1.3. Constantes Utilizadas nas Equacdes da Teoria da Poroelasticidade
Acoplada

A seguir, sdo apresentadas as constantes utilizadas na Teoria da

Poroelasticidade Acoplada.

2.1.3.1. Mé6dulo de Elasticidade Transversal Drenado

O médulo de elasticidade transversal drenado ¢ representado pela
relagdo entre uma tensdo cisalhante e a deformagao angular por ela produzida

(equagdo 2.28).

= Sy . Omy By
2g,, 2e, 2g,

(2.28)

G esta diretamente relacionado ao médulo de elasticidade linear

drenado, ou médulo de Young, E, e a0 médulo de Poisson drenado, v, da seguinte
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forma (Chen e Saleeb, 1982):

_E
“2(1+v)

(2.29)

A unidade do médulo de elasticidade transversal drenado no Sistema
Internacional de Unidades (SI) € o Pascal (Pa). Valores para o modulo de
elasticidade transversal drenado usualmente encontrados para rochas estdo

situados entre 7x10° e 1.7:x10'° Pa (Borba, 1992).

2.1.3.2. Mdédulo de Poisson Drenado

O modulo de Poisson drenado mede a relag@o entre as deformagdes
transversal e longitudinal em um ensaio de compressdo uniaxial, estando a
amostra, no caso de um meio poroso, sem fluido em seu interior ou sem restri¢do

para a saida do mesmo.

O médulo de Poisson drenado ¢ uma grandeza adimensional e
apresenta-se limitado entre 0 e 0.5 (sélido incompressivel). Para rochas seu valor

encontra-se na faixa de 0.15 a 0.45 (Borba ,1992).

2.1.3.3. Modulo de Poisson Nio-Drenado

Tem a mesma definigdo do mddulo de Poisson drenado, com a excegédo
de que no ensaio o fluido ndo pode sair da amostra. Apresenta-se na faixa entre o
modulo de Poisson drenado e 0.5. O limite inferior é alcangado quando o fluido
presente nos poros € altamente compressivel fazendo com que sua influéncia
sobre o estado ndo drenado seja desprezivel. O limite superior corresponde a uma
predominancia da incompressibilidade do fluido sobre a compressibilidade do

s6lido, apresentando portanto um estado ndo-drenado incompressivel.
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2.1.3.4. Coeficiente B de Skempton

O coeficiente B de Skempton, ou coeficiente de pressdo de poro, mede
a relagdo entre a variagdo de pressdo de poro e a variagdo de tensdo hidrostatica
total na amostra, sob condi¢des ndo-drenadas:

3A
B=-""2 ¢omAm=0. (2.30)

AG

Na equagdo (2.30), Am representa a variagdo de massa de fluido
contido na amostra. Os valores do coeficiente B de Skempton sdo adimensionais,
apresentando-se na faixa de 0 a 1. O limite inferior corresponde a um sistema
com um fluido altamente compressivel, enquanto que o limite superior € atingido
para o caso de a incompressibilidade do fluido predominar sobre a

compressibilidade do solido .

2.1.3.5. Constante de Biot

A constante de Biot, ou constante poroelastica, € definida pela relagéo
entre a variagdo do conteudo de fluido e a deformagdo volumétrica total da

amostra, em um ensaio drenado:
o=——, comAp=0. (2.31)

Pode também ser representada em fungiio das constantes apresentadas

anteriormente, como pode ser visto na equagdo (2.20).

A constante de Biot é uma grandeza adimensional entre 0 ¢ 1. O limite
inferior se refere ao caso em que os constituintes sélidos do material sido bastante
compressiveis, ou ao caso de ndo existir fluido nos poros do material, ou ainda o
caso de o fluido existente nos poros ser bastante compressivel. O limite superior

¢ alcangado quando os mesmos sdo incompressiveis.
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Portanto, pode-se notar das equagdes finais obtidas pela Teoria da
Poroelasticidade Acoplada, que a constante de Biot é responsavel pelo
acoplamento dos termos da teoria da Elasticidade com os termos relativos ao
escoamento de fluidos pelo meio poroso. Assim, quando a constante de Biot
apresenta o valor nulo, as equagdes da Poroelasticidade se desacoplam, resultando

nas equagoes da Elasticidade e da Difusdo independentes.

2.1.3.6. Coeficiente de Permeabilidade

O coeficiente de permeabilidade mede a resisténcia oferecida por um
material poroso a passagem de um fluido através dele. E expressa pela relagdo
entre a vazio de fluido que passa pelo meio poroso e o diferencial de pressdo

necessario para manter tal vazao.

(2.32)

O coeficiente de permeabilidade, como representado na relagio (2.32),

¢ fungdo da permeabilidade absoluta do meio poroso k, e da viscosidade do fluido

-

(2.33)

= |

O coeficiente de permeabilidade é expresso no Sistema Internacional
de Unidades em m*/(Pa.seg). E uma caracteristica que varia muito, pois depende

do meio poroso em questdo, assim como do fluido que escoa por ele.

2.1.4. Condigoes de Contorno

Tendo em vista que um problema da Teoria da Poroelasticidade
Acoplada consiste na determinagio de deslocamentos no meio poroso e pressdes

do fluido presente no meio, existiram condigdes de contorno para os
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deslocamentos e para a pressdo de fluido.

Como condigdes de contorno para os deslocamentos do meio poroso,
devem ser considerados os casos de deslocamento normal (u,) e tangencial (u,)
imposto (2.34), e/ou o caso de tensdo normal (o,) e tensdo cisalhante (o,) imposta

(2.35) (figura 2.2a):

un, =u, ¢ (2.34)
ulsi = ut cm 1_‘u .
o;-n;n, =0,, €

(2.35)

g..85 =0

T | t cmrs

Como condigdes de contorno para a pressdo do fluido devem ser
considerados os casos de pressdo imposta (2.36), e/ou o caso de vazao normal (q,)

imposta (2.37).
pP=Py, emI,. (2.36)
—xp;.n; =q,, emI. (2.37)

A figura 2.2b mostra os dominios I', e I'y, onde as pressoes e vazdes

apresentam suas condigdes de contorno.

=9

B

e ]

lq

a) b)

Figura 2.2: Condigdes de contorno para: a) deslocamentos e
forgas de superficie; e b) pressdes e vazdes.
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2.1.5. Condigéo Inicial

A condigdo inicial para o problema de Biot corresponde a resposta
instantanea do corpo saturado ao carregamento imposto. Por isto, ndo se
considera a mobilidade do fluido contido no meio poroso. O fato de ndo se
considerar a mobilidade inicial do fluido implica em se considerar que nao ocorre

variagdo do contetdo de fluido no meio poroso, ou £=0.

Um exemplo ilustrativo, para explicar o que acontece com 0 meio
poroso no instante inicial, seria o de se considerar uma esponja completamente
saturada de fluido. Antes da aplicagdo da carga, ou seja, num instante t< 0,a
esponja esta em equilibrio, néo tendo qualquer deformagdo, € 0 fluido em seu

interior apresentando pressao nula.

No instante inicial, momento em que ocorre a aplicagdo da carga, 0
fluido ndo tem tempo de se difundir pela esponja, sofrendo um aumento de
pressdo. Isso se deve ao fato de a energia fornecida pelo carregamento inicial se
distribuir entre a deformagao inicial da esponja e o aumento de pressao inicial do

fluido.

Ap6s o instante inicial, ocorre uma difusio do fluido contido nos poros
da esponja, resultando como efeito principal a diminui¢ao da pressdo do fluido a
medida que este sai da esponja. Uma vez que ocorre a difusdo da pressdo do
fluido contido no meio poroso, o carregamento vai sendo cada vez mais suportado
pelo material da esponja, fazendo com que as deformagdes deste se tornem cada
vez maiores. Assim, pode-se concluir que no meio poroso, no instante inicial, as
propriedades ndo-drenadas prevalecerdo, enquanto que para um tempo muito
longo apos a aplicagdo do carregamento, as propriedades drenadas se tornarao

mais importantes.

Desconsiderando-se entdo a mobilidade do fluido para o instante

inicial, o corpo respondera ao carregamento inicial com um corpo elastico com
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dadas propriedades (propriedades nao-drenadas). Portanto, pode ser concluido
que para o instante inicial, 0 problema da Teoria da Poroelasticidade Acoplada se

torna um problema de Elasticidade.

A pressdo resultante da condigdo inicial poderia ser calculada como a
tensio hidrostatica agindo no sélido. Assim, para o instante inicial, deve ser
resolvido um problema de Elasticidade, onde sdo utilizadas as propriedades néo-
drenadas do meio poroso. Tal resultado seria utilizado para a aproximagao inicial

da pressao.

Este procedimento tem dois incovenientes: acarretaria um calculo
adicional, sem garantia de convergéncia do resultado e; para configuragdes onde a

condigdo inicial € incompressivel, o problema elastico se torna singular.

Para simplificar o algoritmo, ¢ imposta a condigao de que a variagdo

do contetdo de fluido deve ser nula para o instante inicial.

Considerando-se que 0 meio poroso deve apresentar variagdo do
conteado de fluido igual a zero para o instante inicial, que é a condigd@o inicial

para o problema:

2Gv
G(ui,ii ¥ uj,ij)+ (‘1—:5\7)“;4,10 ~iop; =0 (2.38)

g:agkk+_ép=o (2.39)

Para a formulagdo inicial sdo aplicadas condigdes apenas sobre 0s
deslocamentos e tensdes impostas ao modelo. A pressdo se torna uma variavel

dependente do campo de deslocamento calculado.

Isso se deve ao fato de a condigdo inicial ser baseada na Formulagao

Mista (Hughes, 1987), utilizada no estudo de casos de incompressibilidade em
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Elasticidade. Tal formulagdo se torna necessaria devido a singularidade inserida
no problema eléstico para o caso de um material incompressivel. Nessa
formulagio, a pressao se torna uma variavel dependente dos deslocamentos no
meio, sendo proporcional ao divergente dos deslocamentos. A Formulagdo Mista

¢ apresentada nas equagoes (2.40) e (2.41).

G(“i,g + uj,jj)_ P,.i =0 (2.40)

p.
u.+—=0 2.41
- (2.41)

1,1

Nas equagdes (2.40) e (2.41), p representa a tensao hidrostatica

presente no sélido elastico, € 0 parametro A a relagdo:

B 2Gv
(1-2v)

(2.42)

O parametro A expressa a incompressibilidade do meio, tendendo para
infinito no caso de um solido incompressivel. Observando a expressdo (2.41)
nota-se que para o caso incompressivel o divergente dos deslocamentos ¢ nulo,

ndo existindo variagio volumétrica do solido.

Fazendo uma comparagdo entre as equagdes (2.38) e (2.39), e as

equagdes (2.40) e (2.41):

2Gv
ke[(l_zv)ﬂxQ:\ (2.43)

A equagdo (2.43) mostra que, para 0 ¢aso de v, =0.5e B =1, que sdo
as condigdes ndo-drenadas incompressiveis para a Teoria da Poroelasticidade
Acoplada, obtém-se pelas equagdes 22D)e(2.22),a=1e 1/Q = 0, fazendo com
que A—>0, 0, 1/2—0, o que equivale ao caso incompressivel, segundo a

Formulagdo Mista.



Portanto, as equagdes (2.38) e (2.39) séo as equagdes a serem

utilizadas para a formulagdo do instante inicial.

25



24

3. FORMULACAO NUMERICA

As solugdes de problemas em Engenharia geralmente conduzem a
equagdes diferenciais parciais, de dificil solugdo, restringindo as poucas solugdes
analiticas existentes a geometrias simples. Muitas vezes, além de geometrias
simplificadas, sdo feitas algumas simplificagdes tedricas, fazendo com que termos
das equagdes diferenciais percam importancia, tornando o problema ainda mais

distante da realidade.

Quando é desejada uma solugdo que considere todos os termos
presentes nas equagdes diferenciais, em geometrias complexas, torna-se
necessario o uso de solugdes numéricas. Tais solugdes vem se tornando cada vez
mais utilizadas em Engenharia, devido a disponibilidade de computadores cada
vez mais poderosos, permitindo que problemas mais complexos possam ser
analisados de forma mais realistica. Técnicas como a de Elementos Finitos vem
sendo cada vez mais utilizadas, devido ao grande niumero de problemas em que a
mesma ja foi empregada, e também as grandes facilidades introduzidas com o

rapido avango da informatica.

No presente trabalho a técnica dos elementos finitos sera utilizada,
devido principalmente a vantagem de se aplicar a qualquer geometria. A
dispomblhdade de um sistema utilizando Programag@o Orientada por Objetos
(Devloo, 1992) também foi importante para a escolha da técnica. Além disso, a
possibilidade de se adicionar termos a analise através do conceito de Heranga, que
& uma das caracteristicas da Programagao Orientada por Objetos, viabiliza a
expansdo do sistema desenvolvido. Pelo uso de Heranga, o sistema podera se
tornar cada vez mais completo. O conceito de Heranga, assim como outros
conceitos relativos a programagao orientada por objetos, é apresentado no

capitulo 4.
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Como exemplo pode-se citar o desenvolvimento de classes que s¢
utilizariam de conceitos da Mecénica do Fraturamento para a simulagdo de
propagagdo de fraturas em um meio poroelastico, e também classes para analise

tridimensional de Poroelasticidade Acoplada.

A seguir ¢ descrita a aplicagao da técnica dos elementos finitos para a
obtengdo de uma formulagdo numérica para o problema da Teoria da

Poroelasticidade Acoplada.

3.1. Obtengio da Formulacio Numérica das Equacdes da Teoria da
Poroelasticidade Acoplada.

Considerando-se as equagdes da Teoria da Poroelasticidade Acoplada:

g
—— =0 3.2
at KP (3.2)

Com as seguintes condigdes de contorno:

u, = §g; emI’,

o;n; =h; em I,

pi =9i eml, (3.3)
q.n, =R, em [,

=0

Na equagdo (3.3) tem-se que g representa a condigdo de contorno para
os deslocamentos no contorno I'y, h, representa a condigdo de contorno para as
forgas de superficie no contorno [, S; a condigdo para as pressdes no contormo

I eR representa a condigdo para as vazoes no contorno I’y (figura 3.1).
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2 ]

Figura 3.1: Representacio das condigdes de contorno para
um problema da Teoria da Poroelasticidade
Acoplada.

Considere-se inicialmente a equagdo (3.1). Fazendo-se uma

reformulagio da equagdo (3.1) pela aplicagdo da Formulagdo Fraca':
[o,0dQ=0 (3.4)
Q

Utilizando-se o teorema da divergéncia na equagio (3.4):

J‘cijcoi,de=jhicoidF (3.5)
Q

I's

Aplicando-se a equagdo (2.14), que relaciona as tensdes no meio

poroso com as deformagdes e a pressdo no fluido, na equagio (3.5):

2Gv
2Gu,. . +—u, . 8. — 8--) - dQ=|ho.dl 3.6
i[ i ¥ gy s OBy 0= [ =

Fazendo-se a consideragdo de estado plano de deformagdes, pode-se
substituir u; =u e u, =v. As equagdes (3.7), (3.8) e (3.9) mostram as fungdes

admissiveis para as trés variaveis:

Nn Nn
u=2 Ty (%y) =) Ty, (3.7)
k=1 k=1

' Os conceitos relativos a técnica dos elementos finitos sdo apresentados no Apéndice A.
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Nn Nn

V=Y Vi yi(XY) =2 Vv, (3.8)
k=1 k=1

p= Zpkwi(x y) Zpkwk (3.9)

k=1
Nas equagdes (3.7), (3.8) e (3.9), os simbolosu, , v, e p, representam
respectivamente, o deslocamento nodal na dire¢éo x, o deslocamento nodal na
diregdo y, e a pressdo nodal, para o n6 k, e Nn representa 0 nimero de nos no

dominio.

Fazendo-se o indice i igual a um, e variando-se o indice j de um a dois

na equagio (3.6). Através da substituigdo das fungdes admissiveis (3.7), (3.8), e

(3.9) na equagio (3.6), € obtido, através da utilizagdo do método de Galerkin:
j[zG(l— v) vt avt |, Qv dvi }ﬁ N
Q

Nn Nn

k=“{12v)6x8x oy Oy

Nn NH{J,[G&‘,; aw;‘Jr 2Gv_ oy, oy, }Vk" (3.10)
k=11=1 | Q

Il
—

ox oy (1-2v) oy ox

Fazendo-se o0 mesmo para o caso do indice i ser igual a 2, e variando-

se o indice j de um a dois na equagdo (3.6):

v [ 12G(-v) vy ai |, - vk awi |yl
Egm (1-2v) o&x ox = dy oy }v ’

e [ owpowy , 26v dwyowy |iole

kzl‘lg{j[ = o +(1_2v) oy o }uk (3.11)
Nn Nn Pa\ljl N
é;{i[ﬂ»\h oy }Pk o

As equagdes (3.10) e (3.11) sdo as equagdes resultantes da aplicagdo

da técnica dos elementos finitos na equagdo (3.6). Resta portanto aplicar a
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técnica a equagéo (3.2).

Considerando-se a equagio (3.2) em fungdo dos deslocamentos e da

pressao:
1
Qgtpﬂx (ukk) xkVp=0 (3.12)
Aplicando-se a formulago fraca, juntamente com o Método de
Galerkin:
1 op 0 2 ]
——ta—(u,, )-xVp|w.,dD=0 3.13
![Q P C‘at(“k‘k) P @, ( )
Separando as integrais da equagio (3.13):
Il apm dQ+_[a (u“)on IKVzpcon 0 (3.14)
40t

Na equagdo (3.13) e (3.14), ®; sdo as fungdes teste para a aproximagao
da pressdo. Aplicando-se o teorema da divergéncia na terceira integral da

equacgdo (3.14):

I(;th(o dQ+ja (u“).) dQ- ijpco d5§2+jxvpvm3dn 0 (3.15)
Q

Variando-se o indice k de um a dois, e substituindo-se as fungdes

admissiveis (3.7), (3.8) e (3.9), na equagdo (3.15):

oz 5 (5n ) v
+£ B{zvk a‘”k IZW, dQ+IKV[ZPkaJ (wa)dﬂ q,

(3.16)

Agrupando-se os termos da equagéo (3.16):
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1 P...P %k a‘l’ﬁ aWIP a\Ui a\ylp ==
= aLds— = K + dQ:p, +
Ex{igvivion) B TR S B i
5 (3.17)
Vi paol P oy o,
a PdQr—+ o PdQ—=
ZZ{I ox }a: DRIl }at o
Representando a equagdo (3.17) de uma forma simplificada:
ou, ov
An BeiB,p, +Cy 24D, T E, (3.18)
sendo:
V. yiyrdQ
iQ kvl
aqu P awp &Up
B = (M S e 40
ox ax oy Oy
aWk P
=t dQ 3.19
'r[ o Vi ( )
Wy p
=|a yidQ
[ v
E =q,

Discretizando-se no tempo a equagdo (3.18), pela técnica de diferengas

finitas:

Alk[p" ;’*J +B, P, + C,k[“k ;t“k] £ Dm(_"*;t"k) =E; (3.20)

Cy ¥, + Dy ¥y +(Ay +BiA)p, =
EAt+A,p, +C,u; +D, v}

(3.21)

Nas equagdes (3.20) e (3.21), o indice superior a se refere a variavel

calculada num tempo (t-At).

Com a discretizagdo no tempo da equagéo (3.20), a matriz de rigidez

para o problema da Teoria da Poroelasticidade Acoplada ja esta definida. O
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sistema de equagdes a ser resolvido é representado na equagéo (3.22).

[KI{d} = [L}{d}" + {F} (3.22)
As figuras 3.2 e 3.3 apresentam os elementos das matrizes da equagio
3.22).

A equago (3.22) deve ser utilizada para calculos em tempos genéricos
apos o inicial. Para a condigo inicial, deve ser resolvida a equagdo (3.23), que
leva em consideragdo a formulagao para o instante inicial discutida no capitulo

anterior.

[K] {d}' = {F}' (3.23)

O indice superior i se refere a condigéo inicial. A figura 3.4 apresenta
as matrizes a serem utilizadas para a condigdo inicial da Teoria da

Poroelasticidade Acoplada.
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4. IMPLEMENTACAOQ COMPUTACIONALE
TESTES

Neste capitulo sdo apresentados os principais conceitos de
Programagao Orientada por Objetos, destacando algumas de suas vantagens para
o desenvolvimento de sistemas de grande porte, como programas para analises
pela técnica dos elementos finitos. Juntamente com os esses conceitos, é
apresentado o sistema utilizado no desenvolvimento do programa, bem como a
implementagdo das classes de objetos necessarias para o problema de

Poroelasticidade Acoplada.

Na seqiiéncia, sdo apresentados os testes computacionais realizados
com a inteng@o de verificar a coeréncia e corregdo dos resultados, e validagdo do
programa através de comparagdo com solugdes analiticas e numéricas obtidas na

literatura.

4.1 Implementa¢io Computacional

A técnica numérica escolhida para a solugdo do problema de Biot foi a
técnica dos elementos finitos. O uso dessa técnica traz uma certa complexidade
do ponto de vista da implementagio computacional. Esta complexidade esta
relacionada com o fato de a técnica envolver integragdes numéricas, aplicagio de
condigdes de contorno, necessidade de se Irabalﬁar com polindmios de
interpolagdo de varios graus, e utilizagdo de diversos tipos de elementos em uma

mesma malha.

As complexidades citadas sdo tratadas com mais facilidade quando sdo
aplicados os conceitos de Programagio Orientada por Objetos. Em um sistema
orientado por objetos, dados e agdes sobre os mesmos sdo tratados de uma forma

acoplada.
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Classes sdo entidades que descrevem dados e conjuntos de agdes que
operam sobre eles. Quando os dados sdo definidos, sio também definidas as
agdes sobre os mesmos, ¢ somente através destas agdes os dados podem ser
modificados. A utilizagdo das classes se da através da uso de objetos
provenientes destas classes. Assim, em vez de uma série de rotinas resolvendo
um dado problema, um sistema orientado por objetos consiste em um conjunto de

objetos que interagem entre si de modo a resolvé-lo.

Uma grande vantagem da Programagéo Orientada por Objetos se
refere ao reaproveitamento de classes, ja desenvolvidas e testadas, no tratamento
de problemas diferentes. Esse fato favorece o desenvolvimento de novas
funcionalidades em um sistema existente, uma vez que a atengdo do programador
se concentrara apenas no codigo a ser desenvolvido, sem necessidade de alterar o
c6digo ja existente. Com isso diminuem também as possibilidades de introdug&o

de erros, que poderiam inclusive afetar outras funcionalidades ja estaveis.

Em um sistema orientado por objetos para tratamento de problemas
pela técnica dos elementos finitos, nds, elementos, matrizes e o proprio modelo
sdo tratados como objetos, isto €, instancias de classes que definem como sdo
armazenados os dados e as agdes sobre estes. Este trabalho foi desenvolvido a
partir de um sistema orientado por objetos para tratamento de problemas pela
técnica dos elementos finitos, desenvolvido pelo Prof. Dr. Philippe R. B.
Devloo (Devloo, 1993), onde foram adicionadas novas classes para o tratamento

de problemas da Teoria da Poroelasticidade Acoplada.

O sistema utilizado é formado por trés classes basicas responsaveis
pela utilizag4o da técnica dos elementos finitos. A primeira classe, geoelbas, ¢
responsavel pela descrigdo geométrica dos elementos. Esta classe apresenta-se
com um carater bastante geral, podendo ser utilizada para gerar elementos
unidimensionais, bidimensionais, ou tridimensionais. Nas subclasses geradas a

partir da classe geoelbas, sdo armazenadas as informagdes geométricas relativas
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ao0s nos e elementos, como por exemplo as coordenadas dos nos e os nimero de
lados do elemento. Estas classes também sdo responsaveis pelos calculos dos

Jacobianos, necessarios aos calculos de matrizes de rigidez e vetores de carga.

A segunda classe basica, compelbas, define os esquemas de
interpolagdo e integragio sobre os elementos, sendo responsavel pela montagem
das matrizes de rigidez e carregamento do problema. A terceira classe basica,
matbas, mantém informagdes sobre os coeficientes presentes nas equagdes
diferenciais. E nesta classe que as contribuigdes de cada elemento finito sdo
calculadas, usando as fungdes de forma e suas derivadas provenientes das
subclasses da classe compelbas. E a classe matbas a responsavel pelas
informagdes relativas ao problema a ser estudado, pois nela estio os coeficientes

das equagdes diferenciais e condigdes de contorno para o problema.

As trés classes basicas devem ser suficientemente gerais de forma a
abranger uma faixa muito grande de problemas. Para resolver um determinado
problema € necessario criar subclasses, especificas para esse problema. As
caracteristicas definidas para as classes basicas sdo adquiridas pelas novas classes
empregando dois conceitos importantes da Programagédo Orientada por Objetos,
chamados Heranga e Polimorfismo. Heranga é um conceito que permite que
subclasses sejam criadas a partir de classes existentes, através da definigdo de
novos grupos de dados e agdes. A subclasse herda os dados e a¢des dessa
superclasse, classe a partir da qual a nova classe foi gerada, ¢ apresenta
funcionalidades adicionais. Eventualmente subclasses podem redefinir algumas
agoes de suas superclasses. Polimorfismo é a habilidade de se ter uma mesma
agdo executada por diferentes objetos. Cada classe define a agio seguindo
procedimentos diferentes, porém, para quem requisita a agio, esses
procedimentos sdo transparentes. Apenas o resultado da agdo importa, ndo

importando a maneira como foram obtidos.

Para o problema da Teoria da Poroelasticidade Acoplada, o conceito
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de Heranga foi utilizado na criagdo de duas novas classes. Uma se refere a0
material, matbiot, subclasse derivada de matbas, que mantém as informagdes dos
coeficientes das matrizes do problema, as condigdes de contorno, e a formulagio
inicial. A segunda classe, elcq2db, que € responsavel pelos calculos de fungdes
de interpolagdo sobre os elementos e seus valores nos pontos de integragdo, foi
criada a partir da classe elcq2d, que apresenta as informagdes para os calculos dos
elementos quadrilateros bidimensionais. A nova classe e/cg2db herda todas as
caracteristicas de sua superclasse, que por sua vez herdou as caracteristicas da

superclasse que a gerou, a classe basica compelbas.

A criagdo da classe elcq2db foi necesséria devido ao fato de se estar
trabalhando com polindmios de interpolagdo de grau inferior para os valores da
pressao (Dusseault e Cheng, 1993). Esta caracteristica ndo existia na superclasse
elcq2d, criando a necessidade para tal solugdo. A figura 4.1, apresenta
esquematicamente as classes basicas e as respectivas subclasses geradas a partir

delas.

geoelbas compelbas matbas
elcq2d mat2dlin
elgq2d elcq2db matbiot

Figura 4.1: Esquema simplificado mostrando a estrutura de
classes do programa.

A figura 4.2 apresenta, de forma simplificada, a interagdo entre as
classes para a solugdo das equagdes da Teoria de Biot. Na figura 4.2 sio vistas as

trés principais classes responsaveis pelos calculos.
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1- representa a passagem dos Jacobianos para que
o elemento computacional calcule as
transformagdes de coordenadas paramétricas para
cartesianas.

2- representa a passagem dos valores das fungdes
de forma e suas derivadas para que a classe
matbiot calcule a contribuigio de clemento para o
ponto de integragdo.

3- representa o retorno dos valores calculados pela
classe matbiot para que o elemento com putacional
calcule a contribuigdo do elemento.

matbiot

Figura 4.2: Esquema simplificado mostrando a iteracdo entre as
classes.

A seguir sdo apresentados os exemplos computacionais utilizados para

a validagdo do programa.

4.2 Testes

Dois testes de verificagdo foram executados. O primeiro se refere ao
caso da coluna poroeléstica, proposto por Biot (Biot, 1941). No segundo teste, foi
resolvido um problema de consolidagdo de solos (Biot, 1941; Biot, 194 1a;

Schiffman et. al., 1969).

4.2.1 Coluna Poroelistica

O problema da coluna poroelastica corresponde a uma simplificagio
das equagdes da Poroelasticidade tridimensional, uma vez que pode ser reduzido
a um problema unidimensional. O modelo para o estudo € o de uma coluna de
material poroso, cuja largura ¢ muito menor que o comprimento, tornando valida

a aproximagdo para um estado unidimensional.

A figura 4.3 mostra a coluna poroeléstica a ser analisada, assim como a
orientagdo da variavel x, e as condigdes de contorno do problema. Na figura 4.3

tem-se:

¢ Condigdo 1: Tensdo normal de compressdo P e pressdo nula;

* Condigdo 2: Deslocamento normal nulo e vazio normal nula;
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e Condigdo 3: Deslocamento normal nulo € vazdo normal nula;

Condigdo 1 T+x
e x=h
Condigdo 2
Condigdo 2 el i
Condigdo 3
\K‘“L .\ x=0
w

Figura 4.3: Modelo da coluna poroelastica
de Biot.

Considerando-se as equagdes (2.24) e (2.27), onde sdo considerados

somente 0s termos em X.

26(-Nfu_ op_; (4.1)
(1-2v) o ox

ai(@]Jrl@_Ka P_o (42)
al\ox) Qo ax

As equagdes (4.1) e (4.2) devem ser satisfeitas para as seguintes

condigdes de contorno (4.3).

u(0)=0

c(h) =-P

P o (4.3)
o (0)=0

p(h) =0

O processo de solugdo das equagdes (4.1) e (4.2), com as condigdes de

contorno (4.3) é apresentado no Apéndice B. Na equagdo (4.4) ¢ apresentada a
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solugdo para a pressdo ao longo da coluna para um tempo genérico.

> si h
p=20 )3 S'"g:“ Jexp(Cetosfp, (- (4.4)

P

2G(1-v) +a]
(1-2v)aQ

sendo: p(0) = (4.5)

K

c=
a2(1—2v)+_1_
[ZG(I— v) Q:l

(4.6)

_(2n+Dm

Ba h

(4.7)

O resultado obtido para o recalque da superficie superior da coluna

poroelastica, para tempos genéricos, ¢ apresentado na equagdo (4.8).

(1-2v) 2p(0) &= 1 3
o m[l’h*(x ngi—exp(—cﬁnt):[ (4.8)

Para a comparagdo com a solugdo analitica foram usadas as constantes

apresentadas na tabela 4.1 (Boone, 1989).

Tabela 4.1: Valores utilizados para o teste comparativo entre a Solu¢io
Analitica de Biot e a Solu¢io Numérica para o caso de
condi¢io inicial compressivel.

Constantes - Unidades Valor Utilizados
G - [MPa] 6000
v - [adimens. ] 0.2

Vv, - [adimens.] 0.33

B - [adimens. ] 0.62

K - [m"/MPa.seg] 2.107
At - [seg] 1
h - [m] 6
w - [m] 1
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A malha utilizada para a obtengio dos resultados numéricos é

apresentada na figura 4 4.

-Dados da Malha:
- 10 elementos
-33 nés

Elementos
[soparam étricos:

- @ S

® Deslocamento

O Pressio

Figura 4.4: Coluna poroelastica utilizada na simulagio
computacional, e elemento computacional
utilizado para deslocamento e pressio.

Para os elementos da malha apresentada na figura 4.4 foram utilizadas
aproximagdes quadratica para os deslocamentos e linear para a pressdo, como

pode ser visto no elemento isoparamétrico mostrado na figura.

A figura 4.5 apresenta as solugdes analitica e numérica para o
deslocamento do topo da coluna (x=0). E interessante que a curva representa uma
transi¢do entre o estado ndo-drenado e drenado. O estado nio-drenado é
caracterizado por um estado em que o carregamento ¢ suportado pelo fluido,
aumentando sua pressdo, e pela parte solida. No estado drenado, a pressdo do
fluido ja foi totalmente dissipada, passando o carregamento a ser suportado

apenas pela matriz solida.

Na figura 4.6 ¢ apresentada a variagdo da pressdo no fluido ao longo
do tempo. Conforme discutido no paragrafo anterior, observa-se um aumento da
pressdo no instante inicial, pois parte do carregamento é suportado pelo fluido. A
medida que o tempo vai passando, a pressdo vai se dissipando, até chegar ao valor

inicial.
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Outro resultado interessante pode ser visto nas figuras 4.7 ¢ 4.8. Trata-
se dos resultados obtidos para o caso de um meio POroso que apresenta
caracteristicas incompressiveis para o estado nio-drenado (instante inicial). A
mesma malha da figura 4.4 ¢é utilizada, assim como as aproximagdes para os
delocamentos e as pressdes. Os valores das constantes do material utilizadas no
exemplo sdo mostrados na tabela 4.2. Para o caso de comportamento

incompressivel no estado inicial chega-se a o =1 e 1/Q = 0.

Tabela 4.2: Valores utilizados para o teste comparativo entre a Solugio
Analitica de Biot e a Solu¢io Numérica para o caso de
condicdo inicial incompressivel.

Constantes - Unidades Valor Utilizados
G - [MPa] 6000
v - [adimens. ] 0.2
v, - [adimens.] 0.5
B - [adimens.] 1
K - [m"/MPa.seg] 2.10”
At - [seg] 1
h - [m] 6
w - [m] 1

E interessante notar o comportamento do meio poroso para o instante
inicial, quando as condigdes predominantes sio as nio-drenadas. Por se tratar de
um problema incompressivel, no instante inicial, o deslocamento do topo da
coluna vai ser nulo, sendo o carregamento suportado totalmente pelo fluido.
Apos o instante inicial, a medida que a pressdo vai se dissipando, parte do
carregamento vai sendo suportado pela parte solida, fazendo com que a coluna vé
sendo pouco a pouco comprimida. Apds ter se passado um tempo muito longo, o

carregamento € completamente suportado pela matriz sélida.

A seguir € apresentado um problema de Mecanica de Solos, que
consiste na consolidagdo de uma argila saturada sob agdo do carregamento de

uma fundagio direta.
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| P
4.0E4
E
g 3SE4
S ]
.=
2.
2 30E4 -
z
i
g :
8 2584 9 Comparagdo entre as solugdes:
a Analitica (biot, 1941)
] Numérica
2.0E-4 ' ——T—
0 100 200 300 400 500
Tempo (seg)

Figura 4.5: Comparacio entre os resultados analiticos e numeéricos para o
deslocamento no topo da coluna (estado inicial compressivel).
P =1 MPa e valores das demais constantes apresentados na
tabela 4.1.
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0.0

Comparagio entre as solugdes:
— Analitica (Biot, 1941)

L) Numérica
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Tempo (seg)

Figura 4.6: Comparaciio entre os resultados analitico e numérico para a
pressdo na base da coluna (estado inicial compressivel).
P =1 MPa e valores das demais constantes apresentados na

tabela 4.1.
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Comparag@o entre as solugdes:
__ Analitica (Biot, 1941)
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Figura 4.7: Comparacio entre os resultados analitico e numérico para a
pressdo na base da coluna (estado inicial incompressivel).
P =1 MPa e valores das demais constantes apresentados na

tabela 4.2.
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1.0

0.8

0.6

0.4

Pressdo na Base da Coluna (MPa)

0.2

0.0

Comparago entre as solugdes:
_ Analitica (Biot, 1941)

O Numérica

b

0 100 200 300 400

Tempo (seg)

500

Figura 4.8: Comparacio entre os resultados analitico e numérico para a

pressdo na base da coluna (estado inicial incompressivel).
P =1 MPa e valores das demais constantes apresentados na
tabela 4.2.
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4.2.2  Consolidagdo de uma argila completamente saturada de fluido

Como segundo teste sera simulado o caso de um meio poroso sujeito a
um carregamento distribuido, por exemplo uma sapata de fundagdo. A figura 4.9
apresenta o modelo, que corresponde a um carregamento distribuido P, de largura

L, aplicado sobre uma argila saturada. As condigdes citadas na figura 4.9 sio:

Condigdo 1: Tensdo normal, tensdo tangencial e pressio nulas;

Condigdo 2: Tensdo normal -P, tensdo tangencial e pressdo nulas.

Para o infinito teremos condigdes de deslocamentos e pressdes iguais a

ZEro.

~wl L2 fu

Condigdo 1 = L/c pe

Condig¢io 2

Figura 4.9: Modelo utilizado para a andlise de
consolidaciio de uma argila
completamente saturada de fluido.

Para o estudo do caso proposto, tendo sido considerado que o material
€ uma argila completamente saturada de fluido, é valida a hipétese de o material

apresentar caracteristicas ndo-drenadas incompressiveis (Biot, 1941). Tal
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hipdtese implica em a. =1 ¢ 1/Q =0, simplificando as equagdes diferenciais
(2.24) e (2.27).

2Gv
2GV%u. + —p. =0
ul (1_2v) 8kk.1 p,l (49)
s AT 5
———g N p=1 4.10
-V (4.10)

Somando-se as equagdes (4.9) chega-se a:

(1-2v) .
Ve, =—~ 4.11
“u 2G(1-v) (a0
Substituindo-se o resultado (4.11) na equagdo (4.10):
7 AT =2GK(1_V)V281¢ (4.12)
ot (1-2v)

A equagdo (4.12) é semelhante a equagio da condugdo de calor

unidimensional, apresentada na se¢io anterior.

Portanto, as equagdes (4.11) e (4.12) passam a ser as equagoes
fundamentais que governam a consolidagio de um material argiloso

completamente saturado de fluido.

Biot desenvolveu uma solugéo aproximada para o recalque da
superficie superior, z=0 (Biot, 1941a). A solugdo proposta por Biot é apresentada

na equagdo (4.13).

_(1-2v) _ [2G(1=v)xt ~
ol P (2w HED~1(E)] (4.13)

1 4.1 JE&] -
4J;§log(l+n¢2}+narclar{ : +2JE3.24+§2 (4.149)

sendo: f(§) =
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x+L/
él_m (4.15)

(1-2v)

__* A

az_\/'mm (4.16)
(1-2v)

Schiffman, (Schiffman et. al., 1969), também analisou o problema de

consolidagdo de argilas completamente saturadas de fluidos. Schiffman apresenta
uma solugdo aproximada para a pressio do fluido no dominio, valida para

pequenos tempos. Essa solugdo é apresentada na equagdo (4.17).

T x+5§ X‘%é (4.17)

Pl 2|1 )
= arctan[zz_‘-xz_%)z}‘n n 22+6c+1-/2j 22+6“%j

(1-v)
(1-2v)

sendo: n = (4.18)

T* = 2Gnkt = tempo adimensional (4.19)

Para a obtengdo dos resultados numéricos foi utilizada a malha

apresentada na figura 4.10.



~ FL/E

Zz

Dados da Malha:
- 24 elementos
- 35nés

Elementos
Isoparamétricos:

OO O
CRe)

OGO

® Deslocamento

O Pressdo

Figura 4.10: Malha utilizada para a solu¢ido numérica do caso de
consolidac¢do de uma argila completamente saturada de
fluido, e elemento computacional utilizado para
deslocamento e pressio.

Nos exemplos que se seguem, foi utilizado um polinémio de

interpolagdo de ordem 3 para o deslocamento e ordem 2 para a pressao, como
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pode ser visto na figura 4.10. Os valores utilizados para as constantes do material

sdo mostrados na tabela 4.3.

Tabela 4.3: Valores das constantes utilizadas para o teste de consolidacio
de uma argila completamente saturada de fluido.

Constante - Unidade Valor utilizado
G - [MPa] 6000
v - [adimens. ] 0
v, - [adimens.] 0.5
B - [adimens.] 1
k - [m“/MPa.seg] 2.107
AT* - [seg] variavel
h - [m] 18.6
w - [m] 6

Na figura 4.11 € apresentada uma comparagéo entre a solugio (4.17) e

os resultados numéricos. Pela curva de erro relativo apresentada na figura 4.11,
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pode-se ver que a equagdo (4.17) apresenta resultados confidveis para um valor de
T* <0.01, quando comparada com os resultados numéricos. Na figura 4.12 esta
representada a variagdo da pressdo com o tempo parao pontox =0e z=0.5,

sendo apresentados resultados obtidos por Schiffman (Schiffman et, al., 1969).

Na figura 4.13 sdo apresentados os resultados obtidos por Schiffman
(Schiffman et. al., 1969), sendo comparados com os resultados numéricos. Na
figura 4.14 ¢ apresentada a comparagio entre a solugdo proposta por Biot (Biot,

1941a) e a solugdo numérica.

No préximo capitulo sio discutidos os efeitos poroelasticos ao redor

de um pogo, sujeito ao carregamento de tensdes e pressdes “in situ”.
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L2,
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Comparagio entre as solugdes:
|~ Analitica Aproximada (Schiffiman et al, 1969)
—@— Numdrca
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Figura 4.11: Estimativa do erro relativo entre a solu¢do numérica e analitica
(Schiffman et. al., 1969). P=1 MPa, L =2 m e demais valores
utilizados apresentados na tabela 4.3.
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Figura 4.12: Resultado numérico para a pressio no ponto x =0 e z = 0.5, com
a variacido do tempo adimensional. P=1MPa,L=2me
demais constantes utilizadas apresentadas na tabela 4.3.
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Profundidade Normalizada (z/(1/2))

L2
- L2

1 —— S \5
2 @ /
- e
3 e
- &)
4 e Pressio Normalizada vs. Profundidade
Normalizada, para T*=0.1 e x/a=0:
] / — Valores Numéricos
1 @  Valores apresentados por Schiffman (Schiffman et. al., 1969)
5 T | I | T | T
0.0 0.2 04 06 0.8
Pressdo Normalizada (p/P)

1.0

Figura 4.13: Resultado numérico para a pressido normalizada em x = 0, com

a variacio da profundidade z. P=1 MPa, L =2 m e demais
valores das constantes utilizadas estdo apresentados na

tabela 4.3.
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Figura 4.14: Comparagio entre a solugdo analitica proposta por Biot (Biot,

1941a) e numérica para o caso do assentamento da superficie
superior (z=0). P=1MPa, L =2 m e valores das demais
constantes apresentados na tabela 4.3.
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5. Estudo de Caso: Po¢o em um meio poroelastico

O estudo de tensdes ao redor de um pogo € seguramente a aplicagdo
mais importante da poroelasticidade para a engenharia de petréleo. Como
exemplos, temos a aplicagdo a estabilidade de pogos, importante na perfuragéo

dos pogos, e ao dimensionamento de operagdes de fraturamento hidraulico.

A seguir s3o apresentadas solugdes tedricas encontradas na literatura,
assim como as simplificagdes assumidas. Também sdo apresentadas

comparagdes destas solugdes tedricas com resultados numéricos gerados.

5.1 Solugdes Analiticas

As solugdes apresentadas na literatura geralmente ndo consideram a
poroelasticidade completamente acoplada em sua analise. Frequentemente sdo

introduzidas simplificagdes, que tornam o problema desacoplado.

Risnes et. al. apresenta uma solugdo para as equagdes da
Poroelasticidade, considerando o meio sob carregamento hidrostatico (Risnes et.
al., 1992). Risnes considera que o escoamento de fluido no meio poroso
apresenta-se em regime permanente. Com esta hipétese, Risnes utiliza a equagao
da difusdo para o regime permanente, encontrando assim uma solugdo para a
pressdo. Apods o calculo da pressdo, sua solugdo € introduzida nas equagdes para
os deslocamentos. A pressdo fara o papel de um termo fonte nas equagdes dos
deslocamentos. As equagdes (5.1) e (5.2) correspondem as equagdes utilizadas

por Risnes.

2Gv
G(u, j +uj,ij)+muk.ki —ap,; =0 (5.1)

Pi =V (5.2)
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Comparando-se estas equagdes com as equagdes da Poroelasticidade
Acoplada, observa-se que na equagio (5.2) foram desconsiderados os termos das
derivadas temporais da pressdo e da variagdo volumétrica. Esta simplificagéo faz
com que a solugdo assuma um carater permanente. Portanto, a solugdo
encontrada por Risnes, por desconsiderar os termos transientes, deve tender para a

solugdo correta para valores de tempo muito grandes.

Outra solugdo para o problema de tensdes na regido de um pogo em
um meio poroelastico foi apresentada por Detournay (Detournay et. al., 1988).
Detournay simplifica as equagdes através da consideragdo de que a variagdo
temporal da variagdo volumétrica do sélido € nula, para o caso de um
carregamento axissimétrico, fazendo com que a equagdo para a pressdo se torne a

equagdo da difusdo para um regime transiente.

A solugdo é apresentada para um modelo de um pogo sendo perfurado.
O modelo considera que o material perfurado ¢ retirado instantaneamente. As
condigdes de contorno sdo aplicadas no pogo. Para o carregamento “in situ”, é
aplicado apenas no pogo um carregamento de mesmo modulo e sinal contrario.
Para a pressdo original do reservatério, deve ser aplicada apenas no pogo uma

pressio negativa de mesmo modulo.

Detournay divide o carregamento em trés modos para facilitar a
aplicagdo das condigdes de contorno. O primeiro modo representa a parte
hidrostatica do carregamento. O segundo modo apresenta a contribuigao da
pressdo aos efeitos poroelasticos, e o terceiro modo a parte deviatorica do
carregamento. Ambos os modos um e dois representam carregamentos

axissimétricos.

As equagdes (5.3) e (5.4) sdo as equagdes utilizadas por Detournay

para a obtengdo das solugdes para um carregamento axissimétrico.
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2Gv
G(ui,.li +uj.i_|) +muk’“ —(Ip‘i =0 ( 53)
P_ .«
X _c*p. =0
5 ¢ Pi (5.4)
21 2
sendo c* = 2kB°G(1-v)(1+v,) (5.5)

9(-v,)(v,— V)

Considerando-se o modo 1, que € relativo aos efeitos causados pelo
carregamento hidrostatico agindo no meio, observa-se pela equagdo (5.4) que
para a pressdo € encontrada a solugdo trivial, fazendo com que o problema se
torne portanto, um problema de Elasticidade. Detournay resolve o problema no
campo de Laplace, para os modos dois e trés, apresentando solugdes aproximadas

no dominio do tempo, para pequenos tempos.

A seguir sdo apresentadas comparagdes feitas entre solugdes obtidas
com o uso da técnica dos elementos finitos, e as solugdes analiticas apresentadas
por Detournay (Detournay et. al., 1988), e Resnis (Resnis et. al, 1992), sendo

considerados diversos casos de carregamento.

5.2 Caso de um Poco em um Meio Poroelastico sob A¢do de um
Carregamento Nao-Hidrostitico.

Para o estudo do caso de um pogo em um meio poroelastico, €
utilizado o modelo mostrado na figura 5.1. Nesta figura, P significa a parte
hidrostatica do carregamento, S a parte deviatorica, p,, a pressdo no pogo € p, a

pressdo original do reservatorio.

Para a simulagido dos casos numéricos com carregamentos
axissimétricos, foi utilizada a malha apresentada na figura 5.2. Nesta figura
também sdo apresentados os dados da malha, assim como as condigdes de

contorno.



Figura 5.1: Modelo utilizado para o problema
do pogo.

Elementos
Computacionais

Dados da Malha:

- 40 elementos,

- 63 nos;

- Vazdo e deslocamento nulos
nas diregdes
circunferenciais;

- Tensdo e pressdo aplicada no
pogo;

-Raiodopogo=a=0.1 m.

- Raio externo =r, =2 m.

- Angulo 6 =0°a 20°

Figura 5.2: Malha utilizada para a obtencio dos resultados para

® Deslocamento

O Pressdo
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G,
Q

U/

C

D O Q¢

G-t

o caso de carregamento hidrostitico, e elementos
computacionais utilizados para o deslocamento e

pressio.

pressdo do reservatorio.

5.2.1 Meio poroso carregado com um campo hidrostatico de tensdes e

Como primeiro caso sdo apresentados os resultados obtidos para a

parte hidrostética do carregamento, sendo que a pressdo no pogo foi considerada
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nula. Na tabela 5.1 € 5.2 sdo apresentados os valores utilizados para as constantes

do material, e para os carregamentos, respectivamente.

Tabela 5.1: Valores utilizados para as constantes do

material.
Constante - [Unidade] Valores Utilizados
G - [MPa] 6000
v - [adim.] 0.25
v, - [adim.] 0.5
B - [adim.] 1.0
x - [m“/MPa.seg] 2. 107

Tabela 5.2: Valores utilizados para as constantes do
carregamento (Figura 5.1).

Constante - [Unidade] Valor Utilizado
P - [MPa] 30
S - [MPa] 0
Pw - [MPa] 0
Po - [MPa] 10

Nos graficos apresentados a seguir, sdo mostrados valores

normalizados para as varidveis. Tais normalizagdes sdo apresentadas nas

equagdes (5.6), (5.7), (5.8) e (5.9).

‘=l (5.6)
a
ct

T*=— (5.7)
a
p

o (58)
Po
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+ Lol
[o]*== (5.9)

_2GB’k(1-2v)(1+v,)’
9= )v =)

onde: ¢ (5.10)
[o] representa valores de tensdes calculadas, podendo ser radiais ou

circunferenciais, totais ou efetivas.

Na figura 5.3 sdo apresentados os resultados da pressdo normalizada,
p*, versus o raio normalizado, r*, para pequenos tempos normalizados, T*.
Também sdo apresentadas as solugdes analiticas apresentadas por Detournay
(Detournay et. al., 1988). Pode ser observado o bom ajuste das curvas analiticas

e numéricas.

Na figura 5.4 sio mostrados os resultados de pressdo para grandes
tempos normalizados. Nota-se que a solugdo numérica da pressdo tende para a
solugdo proposta por Resnis (Resnis et. al., 1992), que éa solugd@o para o regime

permanente.

Nas figuras 5.5 € 5.6 sdo apresentados os valores das tensoes radiais
efetivas adimensionais versus r*, para pequenos e grandes tempos normalizados,
respectivamente. As tensdes radiais totais normalizadas para grandes e pequenos
tempos normalizadas sdo apresentadas nas figuras 5.7 ¢ 5.8. Pelo fato de a tensdo
radial total manter seu valor aproximadamente constante durante o tempo, uma
vez que depende somente do carregamento externo aplicado ao meio poroso, a
variagdo da tensdo radial efetiva se deve ao fato de a pressdo no ter alcangado o
estado permanente. Para um tempo muito grande, quando o regime puder ser
considerado permanente para a press3o, 0 mesmo também ocorrera para as
tensdes radiais efetivas. Também das figuras 5.7 e 5.8 pode ser feita uma
comparagio entre os resultados numéricos e analiticos, que se apresentam muito

bem ajustados.
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Nas figuras 5.9, 5.10, 5.11 e 5.12 sdo apresentadas as variagdes das
tensdes circunferenciais efetivas e totais, para pequenos e grandes tempos
normalizados. As variagdes das tensdes circunferenciais efetivas sio menos
acentuadas do que as apresentadas pelas tensdes efetivas radiais. Isso pode ser

entendido como uma menor dependéncia com relagéo a pressio.



63

Pressdo Normalizada (p*)

L2

1.0

0.8

0.6

/ Comparagdo entre resultados numéricos
e analiticos (Detournay et. al., 1988).

4  Solugio Numérica- T*=0.02
Soluggio Analitica - T* = 0,02
@  Solugio Nunérica-T*=0.5 -
Soliscso Analffica - T*=0.5

1 2 3 4 5 6
Raio Normalizado (r*)

Figura 5.3: Pressao normalizada versus raio normalizado para pequenos

tempos normalizados. Carregamento: P =30 MPa, S = 0 MPa,
pw = 0 MPa e po = 10 MPa.
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Figura 5.4: Pressdo normalizada versus raio normalizado para grandes
tempos normalizados. Carregamento: P =30 MPa, S = 0 MPa,
Pw =0 MPa e p, =10 MPa.
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Figura 5.5: Tensao radial efetiva normalizada versus raio normalizado, para

pequenos tempos normalizados. Carregamento: P = 30 MPa,

S =0 MPa, p,, = 0 MPa e p, = 10 MPa.
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Tensdo Radial Efetiva Normalizada vs. r*
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Figura 5.6: Tensio radial efetiva normalizada versus raio normalizado para
grandes tempos normalizados. Carregamento: P = 30 MPa,
S =0 MPa, p,, =0 MPa e p, = 10 MPa.
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Figura 5.7: Tensdo radial total normalizada versus raio normalizado, para

pequenos tempos normalizados. Carregamento: P =30 MPa,
S =0 MPa, p,, = 0 MPa e p, = 10 MPa.




68

0.0

-0.2

04

0.6

Tensdo Radial Total Normalizada

0.8

-1.0

| | |

Comparagdo de Resultados
o Solugdo Numérica - T* =50

A  Solugdo Numérica- T* =100
B —— Solugdo Analitica (Resnis et. al., 1992)

3 4 | 5
Raio Normalizado (r*)

Figura 5.8: Tensdo radial total normalizada versus raio normalizado, para

grandes tempos normalizados. Carregamento: P = 30 MPa,

S =0 MPa, p,, = 0MPa e p, =10 MPa.
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Tensdo Circunferencial Efetiva Normalizada vs. r*
para os seguintes tempos normalizados:
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Figura 5.9: Tensio circunferencial efetiva normalizada versus raio
normalizado, para pequenos tempos normalizados.
Carregamento: P =30 MPa, S = 0 MPa, p,, =0 MPa e
pPo = 10 MPa.
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Figura 5.10: Tensao circunferencial efetiva normalizada versus raio
normalizado, para grandes tempos normalizados.
Carregamento: P =30 MPa, S = 0 MPa, p, =0 MPa ¢
po = 10 MPa.
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Figura 5.11: Tensao circunferencial total normalizada versus raio

normalizado, para pequenos tempos normalizados.
Carregamento: P = 30 MPa, S = 0 MPa, p,, =0 MPa e
Po = 10 MPa.
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Figura 5.12: Tensio circunferencial total normalizada versus raio
normalizado, para grandes tempos normalizados.
Carregamento: P =30 MPa, S =0 MPa, p,=0MPa e
po = 10 MPa.
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5.2.2 Meio poroso carregado com um campo hidrostatico de tensdes,
pressio no reservatério e no pogo.

A seguir, considera-se o carregamento apresentado na tabela 5.3,

mantendo os mesmos valores para as constantes apresentados na tabela 5.1.

Tabela 5.3: Valores das constantes de carregamento.

Constante - [Unidade] Valor Utilizado
P - [MPa] 30
S - [MPa] 0
P - [MPa] 15
Po - [Mpa] 10

Na figura 5.13 e 5.14 sdo apresentados os resultados de p* versus r*
para varios valores de T*. Novamente pode ser observada a qualidade do ajuste
com as curvas tedricas para pequenos tempos normalizado, e a tendéncia das

curvas numéricas para um tempo grande, com relagdo ao regime permanente.

As tensdes radiais efetivas normalizadas podem ser vistas nas figuras
5.15 e 5.16. As tensdes radiais totais normalizadas sdo apresentadas nas curvas
5.17 e 5.18. A variagdo das tensdes circunferenciais efetivas e totais
normalizadas, com relagfo ao raio normalizado, é apresentada nas figuras 5.19,

520,521 ¢ 522,
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Figura 5.13: Pressdo normalizada versus raio normalizado, para pequenos
tempos normalizados. Carregamento: P =30 MPa, S = 0 MPa,
Pw=15 MPa e p, = 10 MPa.
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p* vs. r* como fungdo do tempo
normalizado
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Figura 5.14: Pressido normalizada versus raio normalizado, para grandes
tempos normalizados. Carregamento: P =30 MPa, S = 0 MPa,
Pw=15 MPa e p, = 10 MPa.
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Figura 5.15: Tensao radial efetiva normalizada versus raio normalizado,
para pequenos tempos normalizados. Carregamento:
P =30 MPa, S = 0 MPa, p,=15 MPa e p, =10 MPa.
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Figura 5.16: Tensao radial efetiva normalizada versus raio normalizado,

para grandes tempos normalizados. Carregamento: P= 30MPa,

S =0 MPa, p,=15 MPa e p, = 10 MPa.
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Figura 5.17: Tensdo radial total normalizada versus raio normalizado, para
pequenos tempos normalizados. Carregamento: P = 30 MPa,
S =0 MPa, p,=15 MPa e p, = 10 MPa.
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Figura 5.18: Tensdo radial total normalizada versus raio normalizado, para
grandes tempos normalizados. Carregamento: P = 30 MPa,
S =0 MPa, p,=15MPa e p, =10 MPa.
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Figura 5.19:

Tensdo circunferencial efetiva normalizada versus raio
normalizado, pata pequenos tempos normalizados.
Carregamento: P =30 MPa, S = 0 MPa, p,=15 MPa e
po = 10 MPa.
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Figura 5.20: Tensao circunferencial efetiva normalizada versus raio
normalizado, para grandes tempos normalizados.
Carregamento: P =30 MPa, S = 0 MPa, p,=15 MPa e
pPo = 10 MPa.
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Figura 5.21: Tensio circunferencial total normalizada versus raio

normalizado, para pequenos tempos normalizados.
Carregamento: P =30 MPa, S = 0 MPa, p,=15 MPa e
po = 10 MPa.




83

-1.0
'g -1.2
= _
E °
2 14 . / -
]
E j A
=
= . d
g 1.6 L
% =1
2 e — Comparagiio de Resultados
QO
?g & Solugio Numérica - T* = 50
g 20 A Solugio Numérica T* = 100
= ——— Solug¢do Analitica (Resnis et. al., 1992)
-2.2 | I I
1 2 3 4 5

Raio Normalizado (r*)

Figura 5.22: Tensio circunferencial total normalizada versus raio
normalizado, para grandes tempos normalizados.
Carregamento: P =30 MPa, S = 0 MPa, p,=15 MPa e
po = 10 MPa.
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5.2.3 Meio poroso carregado com um campo hidrostatico de tensio, com
pressio no reservatério (condigdo inicial compressivel).

Considerando agora o carregamento apresentado na tabela 5.2, e
utilizando novos valores para as constantes, apresentados na tabela 5.4. Estes

valores foram obtidos na literatura (Boone, 1989).

Tabela 5.4: Valores das constantes do material utilizadas
para o caso de condi¢do inicial compressivel.

Constante - [Unidade] Valor Utilizado
G - [MPa] 6000
v - [adim.] 0.2
v, - [adim.] 033
B - [adim.] 0.62
x - [m“/MPa.seg] 2.107

Na figura 5.23 sdo apresentados os resultados de p* versus r* para os
dois valores de T*. Sio utilizados apenas dois valores de tempo pelo fato de a
solugdo analitica ser apresentada para tempos normalizados pequenos. Como
pode ser visto, a solugdo numérica apresenta um bom ajuste para ambos 0s

tempos.

As tensdes radiais efetivas normalizadas sdo apresentadas nas figura
5.24. As tensdes radiais totais normalizadas sdo apresentadas na figura 5.25. A
variagdo das tensdes circunferenciais efetivas e totais normalizadas, com relagdo

ao raio normalizado, é apresentada nas figuras 5.26 € 5.27.
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Figura 5.23: Pressdo normalizada versus raio normalizado, para pequenos
tempos normalizados. Carregamento: P =30 MPa, S = 0 MPa,
Pw = 0 MPa, p, = 10 MPa (condigio inicial compressivel).
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Figura 5.24: Tensdo radial efetiva normalizada versus raio normalizado,
para pequenos tempos normalizados. Carregamento: P=30MPa,
S =0 MPa, p,, = 0 MPa, p, = 10 MPa (condigdo inicial
compressivel).
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Figura 5.25: Tensao radial total normalizada versus raio normalizado, para
pequenos tempos normalizados. Carregamento: P = 30 MPa,
S =0 MPa, p,, = 0 MPa, p, = 10 MPa (condig¢do inicial

compressivel).
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Figura 5.26: Tensdo circunferencial efetiva normalizada versus raio
normalizado, para pequenos tempos normalizados.
Carregamento: P = 30 MPa, S =0MPa, p, =0 MPa,

Po = 10 MPa (condi¢io inicial compressivel).
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Figura 5.27: Tensdo circunferencial total normalizada versus raio
normalizado, para pequenos tempos normalizados.
Carregamento: P =30 MPa, S =0 MPa, p, = 0 MPa,
Po= 10 MPa (condi¢do inicial compressivel).
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5.2.4 Meio poroso carregado com um campo deviatérico de tensio.

Considerando-se agora as constantes do material apresentadas na
tabela 5.1, e utilizando novos valores para o carregamento, apresentado na

tabela 5.5.

Tabela 5.5: Valores do carregamento utilizado parao
caso de carregamento deviatdrico.

Constante - [Unidade] Valor Utilizado
P - [MPa] 0
S - [MPa] 5
Po- [MPa] 0
Pw - [MP a] 0

Na figura 5.28 ¢ apresentada a malha utilizada para os calculos de um
campo deviatérico de tensdes. Tal malha é necessaria pelo fato do problema ter
uma solug@o que varia com o angulo. Também ¢ apresentado na figura 5.28 o
elemento computacional utilizado, que usa polindmios de terceiro grau para os
deslocamentos e segundo grau para a pressio, que possui a mesma ordem de

interpolag@o dos polindmios utilizados nos exemplos anteriores (figura 5.2).

Na figura 5.29 sdo apresentados os resultados de p* versus r* para o
valor de T* = 0.02. E utilizado apenas um valor de tempo pelo fato de a solugio
analitica ser apresentada para tempos normalizados pequenos (Detournay et. al.,

1988).

As tensdes radiais totais normalizadas s3o apresentadas nas figura
5.30. A variagdo das tensdes circunferenciais totais normalizadas, com relagdo ao
raio normalizado, € apresentada na figura 5.31. Todos os graficos apresentam a

variagdo dos pardmetros analisados em relagdo ao angulo 6.
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Figura 5.28: Malha utilizada para o caso de um campo deviatérico de
tensdes, e elementos computacionais para deslocamento

e pressio.
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Figura 5.29: Presséo versus raio normalizado, variando com o angulo.

Carregamento: P =0 MPa, S =5 MPa, p,, = 0 MPa, p, = 0 MPa.
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Figura 5.30: Tensao radial total normalizada em relacdo a S, versus raio
normalizado variando com o dngulo. Carregamento:
P =0 MPa, S =5 MPa, p,, = 0 MPa, p, = 0 MPa.
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Figura 5.31: Tensio circunferencial total normalizada em relagio a S, versus
raio normalizado variando com o angule. Carregamento:
P =0 MPa, S =5 MPa, p,, = 0 MPa, p, = 0 MPa.
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6. Conclusdes e Propostas para Futuros Trabalhos

Neste capitulo séo apresentadas as conclusdes do trabalho, sendo
discutidas a importancia de se analisar a Teoria da Poroelasticidade Acoplada, e
as vantagens da técnica dos elementos finitos aliada a filosofia de Programago
Orientada por Objetos utilizada no desenvolvimento do trabalho. Sio
apresentadas propostas para futuros trabalhos, que resultariam em novas
implementagdes ao sistema, de modo a possibilitar a solugio de problemas mais

complexos envolvendo o comportamento poroelastico de rochas reservatério.

6.1 Conclusdes

O objetivo principal deste trabalho foi desenvolver um sistema
computacional, usando a técnica dos elementos finitos e a programagio orientada
para objetos para a solugéo de problemas da Teoria da Poroelasticidade Acoplada.
Esse objetivo foi alcangado, sendo que o programa gerado foi testado e validado
pela comparag@o com resultados analiticos € numéricos publicados por outros

autores.

A Teoria da Poroelasticidade Acoplada é importante na analise
estrutural em meio porosos sob agdo de carregamento e escoamento de fluidos.
Geralmente, em projetos a serem executados no campo, a Teoria da Elasticidade é
empregada na determinagao de tensdes para iniciagdo de fraturas ou colapso das
paredes de pogos. Isso pode conduzir a erros significativos em reservatérios que
apresentem condig¢Ses de tensdes “in situ” diferentes da hidrostatica, o que

corresponde a situagdo mais geral na pratica.

As solugdes analiticas encontradas na literatura séo bastante limitadas,
restringindo-se a casos simplificados, com restrigdes de geometria ou mesmo de

termos das equagdes diferenciais. Com isso, € importante o desenvolvimento de
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simuladores numéricos, que considerem todos os termos das equagdes
diferenciais da Teoria da Poroelasticidade Acoplada. Sem o uso de um simulador
numérico, torna-se praticamente impossivel o calculo de efeitos poroelasticos em
meios fraturados, por exemplo. Também a analise tridimensional dos efeitos
poroelasticos apresenta-se bastante dificultada sem a utilizagdo de um simulador

numeérico.

Solugdes numéricas, como a apresentada nesta dissertagdo, apresentam
também a vantagem de permitir a consideragdo de materiais com diferentes
propriedades em um mesmo modelo, permitindo um aumento no grau de realismo
da simulagdo. Isto pode ser realizado com o simulador baseado na técnica dos
elementos finitos, descrito nesta dissertagdo, estabelecendo regides com
diferentes valores para as constantes poroelasticas. Também a variagdo desses

valores ao longo do tempo pode ser simulada.

Possiveis extensdes para possibilitar a solugdo de problemas mais
complexos sdo favorecidas pela aplicagio dos conceitos de Programagio
Orientada por Objetos, requerendo apenas que novas classes sejam acrescentadas
ao sistema j4 existente, aumentando a gama de possibilidades de analise. O
desenvolvimento dentro desta filosofia de programagao permitiu que a atengio
estivesse voltada para os problemas relativos 4 Teoria da Poroelasticidade
Acoplada, com poucas alteragdes nas classes ja desenvolvidas e estaveis,
incorporadas anteriormente ao sistema por outros pesquisadores. Da mesma
forma, um pesquisador que no futuro venha a incorporar funcionalidades para a
simulagdo de fraturamento hidraulico em um meio poroelastico, por exemplo, ndo
devera ter a necessidade de alterar as classes desenvolvidas neste trabalho, que ja

foram testadas.

Uma importante inclusio ao sistema seria a possibilidade de se
considerar a utilizagéo de malhas adaptativas para a analise pela técnica dos

elementos finitos. Isso seria importante, por exemplo, na transi¢do entre o estado
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inicial, com comportamento ndo-drenado, e o instante posterior, 0 que ocasiona o
aparecimento de gradientes elevados de pressdo. Tais gradientes tendem a
desestabilizar a solu¢do para os instantes iniciais, porém desaparecem a medida
que o tempo vai aumentando. Portanto seria desejavel utilizar uma malha mais
refinada nos instantes iniciais, proximo ao contorno, reduzindo o numero de
elementos nessas regides com o decorrer do tempo. Também a adaptatividade

teria importancia para a analise de meios porosos fraturados.

6.2 Propostas para futuros trabalhos

E importante que novas funcionalidades sejam acrescentadas ao
sistema, ampliando os campos de utilizagdo. Tais funcionalidades seriam
implementadas através da criagdo de novas classes de objetos, fazendo uso das
classes ja implementadas e de outras que venham a ser implementadas por outros

pesquisadores.

Um futuro desenvolvimento na area seria o de considerar-se os casos
de estado plano de tensdo, estado axissimétrico e estado tridimensional. Isso ndo
recai num problema de dificil solugdo, pois devido ao uso dos conceitos de
Programagdo Orientada por Objetos, sera necessario apenas criar novas classes,
nas quais seriam implementados os coeficientes das equagdes diferenciais
especificas de cada caso. Também, a generalidade do sistema utilizado, faz com
que isso ocorra até mesmo para a introdugdo de analises tridimensionais ao

programa.

Outro aspecto importante a ser considerado, como futuro
desenvolvimento, seria a introdugdo de classes ao sistema para permitir a
utilizagdo de conceitos da Mecénica do Fraturamento, visando o estudo de
propagagio de fraturas hidraulicas em meios poroelasticos. O acoplamento de
pressio e deslocamentos no meio poroso pode ser importante principalmente na

ponta da fratura, onde estdo presentes tensdes elevadas, e que sdo aliviadas
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rapidamente com o avango do processo de propagagio da fratura.

Um outro ponto importante seria o de se acrescentar a possibilidade de
analise de efeitos poroelasticos na simulagio de estabilidade de pogos. Para isso
poderiam ser acrescentados critérios de ruptura, como o de Mohr-Coulomb, para
que pudessem ser avaliadas a faixa de variagdo admissivel para as pressdes

devidas ao peso de lama durante a perfuragdo de pogos de petroleo.

A possibilidade de se desenvolver classes relativas ao comportamento
de fluidos, considerando-se diversos modelos reoldgicos, ¢ também bastante

favorecida pelo uso da Programagdo Orientada por Objetos.

Uma importante area para desenvolvimentos dentro do sistema seria a
implementago de classes para visualizagdo de resultados, explorando as
potencialidades graficas de estagdes de trabalho. Tais funcionalidades poderiam
favorecer o acompanhamento de resultados parciais, conferindo um efeito
dindmico a analise. Um exemplo de analise de um meio poroelastico pos-
processada dinamicamente seria a apresentagdo, por meio de contornos coloridos,
da variag@o da pressdo com o tempo, para um dado carregamento. A visualizago
de resultados utilizando recursos graficos permite sua rapida interpretagdo por
parte do analista, favorecendo a assimilagdo do comportamento do modelo,

objetivo principal da anélise.

Para desenvolver rotinas de visualiza¢@o ndo ha necessidade de
conhecer a Teoria da Poroelasticidade Acoplada. Assim, outros programadores
poderiam desenvolver classes especializadas para o pos-processamento de
resultados. Isso é favorecido pela Programagdo Orientada por Objetos, que
permite que essas classes de visualizagdo, uma vez desenvolvidas, sejam

colocadas a disposig@o de todos os usuarios do sistema.
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NOMENCLATURA

Alfabeto Latino:

G
g

- Raio do pogo

- Coeficiente de Skenpton

- Coeficiente generalizado de consolidagio

- Coeficiente generalizado de consolidagdo de Rice e Cleary
- Médulo de elasticidade linear drenado

- Forgas de volume

- Médulo de elasticidade transversal drenado

- Condigdo de contorno para os deslocamentos na regido i

H, H, - Constantes introduzidas por Biot

h
h;
k
L
n;
P
P
p(0)
p*
Po

- Altura da coluna poroelastica

- Condigdo de contorno para as forgas de superficie na regido i
- Permeabilidade

- Largura do carregamento distribuido

- Vetor normal a superficie

- Carregamento aplicado ( parte hidrostatico no caso do pogo)
- Pressdo de poros

- Pressdo no instante inicial na coluna

- Pressdo normalizada

- Presséo de poros inicial do modelo

- Pressdo no pogo

- Valor nodal da pressdo, no n6 k

- Constante poroelastica de Biot

- Vazdo na diregdo x,

- Constante utilizada por Biot
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R, - Condigdo de contorno para vazio na regiao i
r - Coordenada radial

- Raio normalizado

S - Parte deviatérica do carregamento

S - Condigdo de contorno para a pressdo na regido i
S; - Vetor tangencial a superficie

T* - Tempo normalizado

t - Tempo

u; - Deslocamento na diregdo de x;

U, - Valor nodal do deslocamento em x, no né k
A - Valor nodal do deslocamento em y, no no k
w - Largura do modelo

Alfabeto Grego:

a - Constante de Biot

Jjj - Delta de Kronecker

g - Deformagdo volumétrica do sélido
Bii - Tensor deformagio

L - Contorno do problema

I; - Contorno onde é aplicada condigio para a variavel i
n - Coeficiente de consolidagio

K - Coeficiente de permeabilidade

A - Coeficiente de Elasticidade

Tl - Viscosidade do fluido

\ - Médulo de Poisson drenado

\ - Médulo de Poisson ndo-drenado

T - Constante matematica
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0 - Coordenada angular

o - Tensor tensdo

o' - Tensor tenséo efetiva

[c]* - Tensdo normalizada

Q - Dominio do problema
o, - Fungdo de forma para a variavel i
' - Variavel auxiliar utilizada por Biot na solugdo aproximada para o

problema de consolidagio de uma argila completamente saturada de

fluido
y! - Fungdo de forma para a variavel k, no né i

C - Variagdo do conteudo de fluido



106

APENDICE A

Introdugiio aos Conceitos Relativos a

Técnica dos Elementos Finitos

Considere-se um problema representado pela equagéo (A.1).

XT)]-f(x)=0
T(x,) =0 (A.1)
T(x,)=0

Na equagdo (A.1) temos:

e T(x) é uma fungdo da variavel x,

e %[ ] € um operador diferencial, e

e f(x) representa um termo fonte presente na equagao.

A utilizagao da técnica dos elementos finitos no problema representado
pela equagdo (A.1) tem por encontrar uma solugio aproximada para o problema.
Tal solugdo aproximada pode ser entendida como um somatério de fungdes testes.
As possiveis solugdes do problema pertencem entfio a uma base de fungdes que
sdo solugdes do problema. Esta base apresenta a caracteristica de possuir um
numero infinito de fungdes, pois qualquer combinagdo linear de um conjunto de

solugdes também sera solugdo para o problema.

O problema como apresentado pela equagio (A. 1) apresenta-se
representado numa formulagdo Forte. A formulagio Forte garante que uma
solugdo encontrada para o problema devera atender as equagdes do mesmo em
todos os pontos do dominio. Encontrar solugdes para o problema que apresenta-

se representado pela formulag@o Forte torna-se bastante complicado.
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Pode ser feita uma reformulagio do problema, através do uso da
formulagdo Variacional ou Fraca. Trata-se de resolver o problema visando a
obteng@o de uma solugdo que seja correta de forma ponderada sobre o dominio.
Assim, nossa base de solugdes se torna mais facilmente encontrada, do para o
caso da formulagdo Forte. A aplicagdo da formulagdo Variacional ao problema

representado pela equagdo (A.1) gera:

[ - feowda =0 (A2)

Na equagdo (A.2),  representa a solugdo aproximada para a fungéo
T(x), v representa a fungdo teste para o problema, e Q representa o dominio do
problema. O carater aproximado da solugio pode ser visto no fato de se
considerar que o produto interno da solugdo aproximada, com a fungdo teste deve

ser nulo.

As funges admissiveis, T, apresentam restrigdes do ponto de vista de
serem derivaveis sobre o dominio, o que ndo acontece com as fungdes teste. Caso
seja considerado o problema desta forma, devem ser encontradas duas bases de
fungdes: uma para as fungdes admissiveis, e outra para as fungdes teste. Este
problema pode ser contornado pela aplicagdo do teorema da Divergéncia a
equagdo (A.2). O uso do teorema da Divergéncia faz com que se eleve a ordem
de derivagdo sobre a fungdo teste, reduzjndo esta mesma ordem sobre a fungéo
admissivel. Assim, ambas as fungdes teste e admissiveis poderdo pertencer a
mesma base de solugdes. Além de evitar a necessidade de se encontrar duas
bases distintas de solugdes para o problema, o problema se torna simétrico ao se

utilizar a mesma base de fungdes.

A aplicago do método de Galerkin ao problema (A.2) faz com que se
reduza a base de solugdes para um nimero finito de solugdes, viabilizando sua

utilizagdo. Apesar do método de Galerkin apresentar uma estratégia elegante para
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a construgdo de solugdes aproximadas, este apresenta a desvantagem de se obter

tais solugdes aproximadas.

A técnica dos elementos finitos soluciona tal problema, fornecendo
uma forma geral e sistemética para a construgdo das bases de fungdes para a

aproximagao de Galerkin.

Assim, a base de fungdes sera definida para um dominio dividido em
sub-regides, chamadas elementos finitos, onde sobre cada sub-regido podem ser
escolhidas fungdes bastante simples, como por exemplo, fungdes polinomiais.
Portanto, para se obter a base de fun¢des para resolver o problema, basta dividir o
dominio em sub-dominios, e definir sobre cada sub-dominio a fungdo responsavel

pela interpolagdo do resultado sobre o mesmo.

Na figura (A.1) sdo apresentados polindémios interpolantes para o caso
linear (a), e quadratico (b), sendo considerado o problema unidimensional. O

caso bidimensional € apresentado na figura (A.2).

—
N —
—
N —

a) polindmios lineares.

K Ay

M 1Ui
1

b) polinémios quadraticos.

Figura A.1: Polinémios interpolantes utilizados para o caso

unidimensional.
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Figura A.2: Polindmios interpolantes utilizados para o caso bidimensional.

Outro conceito importante € o de elementos isoparamétricos. Tais
elementos apresentam-se num sistema de coordenadas simplificado (sem rotago
e transla¢@o). Quando tais elementos sdo utilizados, as integragdes e
interpolagdes sdo feitas neste sistema, sendo feita uma transformagdo de
coordenadas dos resultados para o sistema original. Isso reduz bastante a
complexidade computacional para calculos com integragdo numérica sobre os

elementos.

A introdugdo a técnica dos elementos finitos aqui apresentada, teve por objetivo
apresentar os principais conceitos envolvidos. Uma apresentagdo mais detalhada

pode ser obtida na literatura (Hughes, 1987; Becker, 1981).
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APENDICE B

Soluciio das Equacdes da Teoria da
Poroelasticidade Acoplada Unidimensional:

Aplicaciio ao Caso da Coluna Poroelastica.

O problema da coluna poroelastica corresponde a uma simplificagado
das equagdes da Poroelasticidade tridimensional, uma vez que pode ser reduzido

a um problema unidimensional.

A figura B.1 apresenta um esquema mostrando o modelo

unidimensional e as condigdes de contorno do problema.

x=0 x=h
Condigdo de Contorno Condigdo de Contorno
x=0 x=h
u(0)=0 o(h) =P
ox

Figura B.1: Modelo unidimensional e suas condigdes de

contorno.

Considerando-se as equagdes da Teoria da Poroelasticidade Acoplada
apresentadas no Capitulo 2, equagdes (2.24) e (2.27), para o caso unidimensional

chega-se a:

2G(1-v) 82?_a@=0 (B.1)
(1-2v) ox ox




111

o (ou) 1 02
“a(‘a—x)*'a%“"ax—f:" (52

As equagdes (B.1) e (B.2) devem ser satisfeitas para as seguintes

condigdes de contorno (Figura B.1).

u(0)=0

o(h) =-P
o
Ox
p(h)=0

o (B.3)

Considerando que a tensdo total ¢ na coluna € constante e igual a -P, a

equagdo (2.14) leva a:

c=-P= 2G(§5+ Y @) —ap (B.4)
ox 1-2vox
De onde:
p 200 ®5)

(1-2v) &
Derivando a equagdo (B.5) em relagdo ao tempo:

2G(1-v) d™u o
(1-2v) axét ot

=0 (B.6)

d'u _ a(l1-2v) dp
axot  2G(1-v) ét

Introduzindo o resultado (B.7) na equagéo (B.2):

M?ﬂ+i@_xf’ig=o (B.8)
2G(1-v) & Qo o
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Reagrupando os termos:

2 2
l:_q'_(l___zi)..{_l}?g_'(gg:o (Bg)

2G(1-v) Qlat &’

A equagdo (B.9) ¢ a equagdo que deve ser resolvida para o calculo das
pressdes ao longo da coluna. Utilizando-se a condigdo de que a variagio do

contendo de fluido ¢ igual a zero no instante inicial:

c=a§§”;(0)+ép(0):o (B.10)
De onde:

du 1

My = (0

20) =~ PO B.11)

Aplicando-se o resultado (B.11) na equagao (B.5), tem-se para a

pressdo na coluna no instante inicial:

p(0) = [ (B.12)

P
2G(1-v) m]
(1-2v)aQ

Observando-se a semelhanga entre a equagdo (B.9) e a equagao da
condugdo de calor unidimensional (Carslaw e Jaeger, 1959), pode-se concluir que
uma solug#o para esta servird como solugdo para a equ‘ac;éo (B.9). A seguir sdo
apresentadas a equagdo do problema de condugéo de calor, assim como as
condigdes de contorno € inicial, conforme apresentadas por Carslaw e Jaeger
(Carslaw e Jaeger, 1959).

T
%= K%—Xl‘ (B.13)
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0<x<L

T(x,0) = £(x)

%(O,t) g (B.14)

T(L,t) = ¢,(t)

Como pode ser visto na equagao (B. 13), aparece um termo fonte ou de
geragdo de calor. Segundo Carslaw e Jaeger, a solugdo da equagdo (B.13) com as

condigdes de contorno (B.14) é:

o

T(x,t) = %Z exp(—At — KBZt) cos(B2x)
e (B.15)

{Ks,, (—1)" [ exp[(KB;, + M)y 1o, (v)dy +If(x)oos(l3nx)dx}

M (B.16)

sendo: B, = oL

Uma equivaléncia entre os termos das equagdes da condugdo de calor
unidimensional e das equagdes da Teoria da Poroelasticidade Acoplada ¢
apresentada na tabela B.1.

Tabela B.1: Equivaléncia entre os termos presentes na equacio da condugio

de calor unidimensional e, nas equagdes da Teoria da
Poroelasticidade Acoplada.

Equagdo da Condugdo de Calor Equagdo da Teoria da Poroelasticidade
Unidimensional Acoplada Unidimensional
L h
f(x) p(0)
(0) 0 (zero)
A 0 (zero)
K c
X h-x
P
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Utilizando-se a equivaléncia apresentada na tabela B.1:

_20)5 S‘"[(}th) exp(cBit Jos(B, (h-)] (B.17)
sendo: €=t=—; = (B.18)
o (1—2v)_+_1_
[ZG(l—v) Q]

Considerando-se o caso de uma coluna poroelastica, apresentado no

capitulo 2, para o célculo do recalque total do topo da coluna (u) chega-se a:

u, = :%dx (B.19)
Utilizando-se a equagdo (B.5):
ou (1-2v)
—=— P B.20
o 2G(l_v)[ap ] (B.20)
Aplicando-se o resultado (B.20) na equagdo (B.19):
o (1=-2v)
g =-J 26Ti= v)[ PJix (B.21)
Substituindo-se a solugdo (B.17) na equagdo (B.21):
n(1- 2v) 2p(0) sm(B )
Resolvendo-se a integral (B.22).
(1-2v) 2p(0) & sin” (B,h) 2
Ph - —cB t B.23
uO 2G(1 V)[ a h ; Bi cxp( C’Bn ) ( )

Considerando-se o termo s'mz(B,,h) na equagéo (B.23), o mesmo
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apresentara sempre o valor unitario, de onde:

a-2v) [ 2p@& 1, o,
A v)[Ph o= = EoBi exp( cBnt)] (B.24)

Através do uso da equagdo (B.24), observa-se que para t=0, o recalque

inicial sera:

(1-2v) B 213(0)
u, = _—2G(l—v)|: Ph E:B ] (B.25)

Segundo a referéncia (Spiegel, 1992):

2 2 o 2 2 2
4h 2_4112 1 4h2 n’ _h? (B.26)
=B Snt(2n+)) S0+l ¢ 8§ 2

Utilizando-se o resultado (B.26) na equagdo (B.25):

_U-2vh ., B.27
Uy = 2G(1- v)[P ap(0)] ( )

O recalque final, considerando-se um tempo muito grande (t—o0):

_ (1-2v)Ph

_ B.28
Yo = HGa-v) (B-28)



