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Resumo

Thomazo, Luiz Henrique, Formula¢ao do Método dos Elementos de Contorno Indireto para
Resposta Transiente em Meios Visco-Eldsticos 2D. Campinas, Faculdade de Engenharia

Mecanica, Universidade Estadual de Campinas, 2004, 125 p. Dissertacao (Mestrado).

Este trabalho apresenta uma metodologia para a realizagao de analises dinamicas es-
taciondrias e transientes em dominios visco-elasticos limitados ou ilimitados, utilizando-se
o Método dos Elementos de Contorno. Sao utilizados como estados auxiliares solugoes
nao-singulares de problemas do semi-espago e do espago completo de meios visco-elasticos.
Os estados visco-elasticos auxiliares sao sintetizados numericamente, tanto no dominio da
freqiiéncia, como no dominio do tempo. Os mencionados estados auxiliares sao constitui-
dos das solugoes em tensao e deslocamento resultantes de cargas espacialmente constantes,
aplicadas sob segmentos lineares tanto na superficie de semi-espacos, como no interior de
espacos completos. Inicialmente os estados auxiliares sao sintetizados numericamente no
dominio da freqiiéncia, dando origem a analise de problemas estacionarios. Na seqiiéncia
estados auxiliares transientes sao obtidos a partir da aplicacao da transformada de Fourier
rapida (FFT) sobre os estados estacionarios mencionados. Os estados auxiliares sdo utiliza-
dos para a sintese de uma versao nao singular Indireta do MEC (MEC-I) tanto no dominio
da freqiiéncia quanto no dominio do tempo. No trabalho ainda é formulada e implementada
a inclusao de um corpo rigido interagindo com o meio discretizado pelo MEC-I. O com-
portamento visco-elastico do continuo é introduzido pelo principio da correspondéncia e sao

analisados os modelos de histerése constante e de Kelvin-Voigt.

Palavras-chaves: Método dos Elementos de Contorno Indireto, Visco-elasticidade, Interacao

Solo-Estrutura, Analise Transiente.
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Abstract

Thomazo, Luiz Henrique, Formulation of Transient Response in 2D Viscoelastic Medium
using Indirect Boundary FElement Method. Campinas, Faculdade de Engenharia Mecanica,
Universidade Estadual de Campinas, 2004, 125 p. Dissertagao (Mestrado).

The main purpose of the present work is to further develop a methodology to perform
stationary and transient dynamic analysis of viscoelastic continua by the Boundary Element
Method. Numerically synthetized stationary and transient, half-space and full-space auxiliary
states are employed to render a non-singular implementation of the indirect version of the
Boundary Element Method, IBEM.

The auxiliary states used in this word are displacement and traction components stem-
ming from the solution two stress bounary value problems. A constant traction distribution
applied at a linear segment over the viscoelastic half-space surface and at the interior of
the viscoelastic full-space describe the solutions applied to formulate the BEM. The IBEM
is formulated and implemented to render the dynamic solution of bounded and unbounded

domains.

The interaction of the IBEM mesh with a massless rigid body is also formulated in
the context of this work. Viscoelastic effects are included by means of the correspondence
principle. The influence of the constant hysteresis and the Kelvin-Voigt damping models are
studied.

Keywords: Indirect Boundary Element Method, Viscoelasticity, Dynamic Soil-structure In-

teraction, Transient Dynamic Analysis.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Apresentacao

O fenomeno de propagacao de ondas tem sido estudado nao apenas como mais um apelo
cientifico, como diz a etimologia da palavra para dar conhecimento, mas por tratar-se de um
fenomeno corrente no cotidiano de toda a humanidade, desde o simples ato de comunicar-se
como, por exemplo, pela fala, até irreparaveis catastrofes provocadas por terremotos. Ter
o conhecimento de tal fenémeno garante mais do que conforto, garante protegao, como por
exemplo as obras de artes situadas em um museu localizado por algum infortinio ao lado de

uma linha de metro.

Os problemas de propagacao de ondas em dominios limitados ou ilimitados podem ser
complexos, considerando-se meios heterogéneos, anisotrépicos, visco-elasticos, submetidos
a excitagdo dinamica e ainda ressaltando-se os casos que devem satisfazer a condicao de
radiagao de Sommerferld. A solucao de casos tao genéricos ainda é desconhecida para a
matematica analitica. Porém, nos atuais dias consolida-se cada vez mais a técnica de solugoes

numeéricas para os problemas fisicos encontrados por pesquisadores e engenheiros.

Os métodos aplicados consistem em uma modelagem matematica e simulacoes compu-
tacionais, que substituem em muitos casos a utilizacao de prototipos e laboratorios para
ensaios dos mesmos. Porém, os custos computacionais variam para cada método e problema
estudado. Entretanto, estes custos financeiros podem ser bem amenos quando comparados
com a pesquisa experimental. Ja o custo do tempo de processamento é ainda um fator limi-
tante, o que requer métodos matematicos e implementagoes computacionais cada vez mais

refinados. Além disso, os métodos numéricos nao estao isentos de problemas de instabilidade



e erros nas solugoes devido ao truncamento e arredondamento digital causados pelos limites

computacionais.

As solugbes numéricas estao proporcionando um grande avango na ciéncia, seja no campo

da quimica, fisica, matematica ou na juncao de todas, na engenharia.

A solucao transiente para meios visco-elasticos é oriunda de solugoes sintetizadas nume-
ricamente, primeiramente no dominio da freqiiéncia, e com uma técnica de transformacao
e tratamento, é finalmente determinada no dominio do tempo. Uma vez implementada a
solugao transiente para meios visco-elasticos, pode-se estudar a interacao entre o meio visco-

eldstico e um corpo rigido, da qual faz parte a interacao dinamica solo-estrutura (IDSS).

Dois métodos podem ser citados para esta técnica de solucao aproximada, que sao os
Métodos dos Elementos Finitos (MEF) e os Métodos dos Elementos de Contorno (MEC).

Adiante serao abordadas as vantagens e desvantagens dos dois métodos acima. Também
serd justificada a metodologia da criacao de um dominio limitado com geometria genérica
podendo ser visco-elastico, anisotrépico e interagindo com um corpo rigido. A solucao tran-
siente proposta neste trabalho é pré-requisito para que no futuro seja feito o acoplamento do
MEC e do MEF em regime transiente, possibilitando o solu¢ao de problemas mais complexos

como a nao linearidade encontrada no estudo de casos de contato.

1.2 Revisao Bibliografica

Seguindo o desenvolvimento feito na apresentagao acima e, para melhor entendimento
¢é atribuido um tratamento particularizado para os seguintes assuntos escolhidos: métodos

numeéricos; viscoelasticidade; resposta transiente para o MEC.

1.2.1 Métodos Numeéricos

Deve-se salientar que, em geral, encontra-se uma grande dificuldade a realizacao da pro-
posicao na analise dinamica de estruturas ou meios tridimensionais em que a distribuicao
de massa é considerada continua, seja em dominios ilimitados ou limitados. A mesma di-
ficuldade é também verificada para casos de andlises bi-dimensionais em estado plano. As
técnicas analiticas conhecidas sao aplicaveis a poucos problemas. Em problemas de maior
complexidade, a dificuldade ou auséncia de solugao analitica é substituida pelas técnicas

numéricas, que podem ser divididas em duas vertentes:



a. pela aproximacao continua;

b. pela aproximacao discreta.

Esta segunda (aproximagao discreta) é representada neste texto pelos conhecidos MEC
e MEF.

O método dos elementos finitos (MEF) ja estd bem consolidado, conforme pode ser visto
em Bathe (1982), Hughes (1987), Cook, Malkus e Plesha (1989), Zienkiewicz e Morgan
(1983), com grande disponibilidade de softwares comerciais produzidos por grandes empre-
sas. O MEF também pode ser encontrado acoplado nos softwares de CAD além de diversas
outras ferramentas de apoio a solugao de problemas como: andlise estrutural estatica e
dinamica, elasticidade, visco-elasticidade, plasticidade, contato, actstica, magnetismo, ele-

tricidade, transferéncia de calor e massa, termodinamica, entre outros.

O MEF também proporciona intimeras vantagens na area da mecanica dos sélidos, forne-

cendo solugoes numéricas de anédlises de problemas lineares e nao lineares, (BATHE, 1982).

Porém, este método exige uma grande capacidade de armazenamento e processamento
computacional para problemas em trés dimensoes, ou mesmo em duas dimensoes. Além disso,
ha casos de dificil aplicacao do MEF em andlises em que o dominio estende-se ao infinito,
pois uma das caracteristicas inerentes ao método consiste na malha ser finita (discretizagao
do dominio). Esta dificuldade acarreta erros devido ao truncamento da malha, uma vez que
sua formulagao nao satifaz as condigoes de radiagao de Sommerferld, (BESKOS, 1987, 1997),
refletindo a energia radiada na forma de ondas novamente para dentro do dominio. FEsta
limitacao pode ser verificada principalmente nos problemas elastodinamicos, onde ocorre o
fenomeno da propagacao de ondas. Por exemplo, no solo existem ondas que se propagam para
o infinito sem serem refletidas e que carregam consigo energia retirada do meio, fenomeno
este chamado de amortecimento geométrico. Quando utiliza-se o0 modelo dinamico no meio
continuo através de uma malha finita, as bordas da malha (truncamento) provocam a reflexao
de ondas. Algumas tentativas foram feitas a fim de se adaptar o método para estas solugoes.
Uma anélise do problema dinamico em meios infinitos e das limitagoes do MEF podem
ser encontradas em Richart, Hall e Woods (1970), Hadjian, Luco e Tsai (1974), Luco e
Hadjain (1974). A solugao de maior sucesso foi apresentada por Bettes (1977), desenvolvendo
os chamados elementos infinitos no ambito do MEF. Um trabalho mais recente no campo
da anélise vibro-actstica, também utilizando o MEF e o mapeamento DtN (Dirichlet-to-

Neumann) para tratar domininios ilimitados, foi apresentado por Zavala (1999).



Uma alternativa para se tratar problemas de propagacao de ondas em meios infinitos
é o método dos elementos de contorno (MEC) que foi inicialmente aplicados a problemas
elastoestético e potencial. Os trabalhos de Rizzo (1967), Cruse e Rizzo (1968), Cruse (1968)
foram pioneiros a solucionar problemas elastodinamicos transientes bidimensionais, em que o
semi-espago elastico com cargas transientes é formulado no dominio transformado de Laplace,
utilizando o MEC. Nestes trabalhos os resultados no dominio do tempo sao obtidos através

da técnica de inversao numérica da transformada de Laplace proposta por Papoulis (1957).

O MEC tornou-se uma eficiente ferramenta computacional para outras areas da mecanica
aplicada, como a elastodinamica. Por exemplo, Manolis e Beskos (1981) estudaram o efeito
da concentracdo de tensbes dindmicas em uma cavidade plana, Mansur (1983) prop6s uma
formulagao direta no tempo para problemas transientes bi-dimensionais, utilizando um al-
goritmo passo-a-passo no tempo para obter a resposta transiente. Rizos e Karabalis (1994),
utilizaram o MEC no dominio do tempo para a analise de problemas em trés dimensoes,
seguindo a solugao de Stokes para espacos infinitos. Coda e Venturini (1995a) apresenta-
ram melhoras na solugao elastodinamica transiente, minimizando o efeito das singularidades
das solucoes fundamentais transientes. Neste trabalho foi implementada uma solucao fun-
damental no dominio do tempo modificada, a fim de melhorar a estabilidade do algoritmo

numérico.

Enquanto o MEF calcula solugoes aproximadas de equacgoes diferenciais no dominio, o
MEC apenas aproxima as solucoes no contorno resolvendo uma equacao integral no contorno
(KANE, 1994).

No MEC, formulado com o auxilio de um estado auxiliar adequado, a discretizagao reque-
rida é apenas do contorno, reduzindo assim as dimensoes dos problemas em uma dimensao,
ou seja, no caso de problemas de trés dimensoes é possivel representd-lo através de uma
superficie, no caso de duas dimensoes sua representagao se dd em uma linha e para uma di-
mensao é possivel sua representacao por pontos escalares. Esta caracteristica vem a ser uma
vantagem no caso de problemas complexos (malhas extensas), exigindo um menor tempo de

preparacao dos dados de entrada que o requerido pelo MEF.

Uma vez que a formulagao do MEC estd baseada em equagoes integrais e fungoes mate-
maticas com singularidades, torna-se mais dificil sua assimilacao e mesmo sua implementacao
computacional, que também é agravada com o armazenamento de matrizes nao simétricas e

cheias, diferentemente do MEF, que possui matrizes simétricas em bandas.

A modelagem matemética do MEC é mais indicada para problemas de meios homogéneos.

Para meios heterogéneos se faz necessario a discretizacao do dominio em sub-dominios ou sub-



estruturas, assim como no caso do MEF. Esta semelhanca faz com que uma das vantagens
mais interessante do MEC, que é a discretizacao apenas do contorno, seja eliminada no

tratamento de meios fortemente heterogéneos.

Para se transformar as equagoes diferenciais (EqDif) que governam o problema sob andlise
em um conjunto de equacoes integrais de contorno (EIC), sem integrais de dominio, as
quais, por sua vez darao origem ao Método dos Elementos de Contorno, sao necessarios
dois elementos bésicos. O primeiro é um estado auxiliar, que é a solugao de um problema
regido pelo mesmo operador diferencial, mas submetido a condi¢oes de contorno especificas
ou particulares. O segundo elemento é uma identidade integral, capaz de relacionar o estado
auxiliar aquele que representa a solugao do problema a ser resolvido. Na analise de meios
elasticos, as identidades integrais mais utilizadas sao a segunda identidade de Green ou o
teorema da reciprocidade de Betti. Assim, por exemplo, a solucao de um problema elastico
e anisotrépico requer um estado auxiliar elastico e anisotrépico. Um problema visco-elastico

transiente exige um estado auxiliar visco-elastico e transiente.

A obtencao desses estados auxiliares tem demandado esforgos de muitos pesquisadores,
ja sendo conhecidas para muitos dos casos classicos. Alguns estados auxiliares como o0s
estados auxiliares elastodinamicos para solos anisotropicos continuos e estacionarios podem
ser encontrados nos trabalhos de Wang e Rajapakse (1991), Wang e Achenbach (1995), Saez
(1997), Barros (1997). Os estados auxiliares em meios poroeldsticos sdao encontrados em

Rajapakse e Sentjuntichai (1993). Por fim, para meios piezzo-eléctricos indica-se o trabalho
de Daros (1999).

Spyrakos e Beskos (1986) obtiveram, com a utilizacdo do MEC no dominio do tempo, a
resposta de uma fundagao rigida engastada em um solo homogéneo e submetida ao carrega-

mento dinamico transiente bem como as ondas sismicas incidentes na fundacao.

Spyrakos e Antes (1986) solucionaram o mesmo problema descrito acima com o método
dos residuos ponderados, o qual demanda menos tempo de calculo que o realizado por
Spyrakos e Beskos (1986) que utiliza o método da reciprocidade. Neste tltimo trabalho

¢ feita uma melhora na formulagao anteriormente publicada por Antes (1985).

Contudo, para a andlise de problemas nao lineares o MEF se encontra em melhores
condicoes de aplicacao. Natural, se observarmos que o tempo de difusao e desenvolvimento

do método ja vem de longa data.

Ambos os métodos apresentados acima possuem vantagens e desvantagens. Desta forma
a utilizacao de um método que conseguisse unir as vantagens do MEC e do MEF poderia

solucionar uma gama ainda maior de problemas que os solucionados pelos métodos isolada-



mente. Esta idéia do acoplamento entre o MEC e o MEF foi sugerida por Zienkiewicz, Kelly

e Bettess (1979), sendo este um dos trabalhos pioneiros na érea.

Um exemplo de sua aplicagao é para o caso em que existem dois ou mais dominios com
caracteristicas diferentes. Tais como a homogeneidade e nao homogeneidade, comportamento
linear e nao linear, dominio finito e dominio infinito. Na discretizacao de cada dominio seria
usado o método que melhor o descreve. A Interagdo Dinamica Solo Estrutura (IDSS) é uma
aplicagao pratica do que poderia ser tratada pelo acoplamento do MEC e MEF. Neste caso, a
estrutura, um dominio de malha finita que pode ser heterogénea, poderia ser modelada pelo

MEF, ja o solo, que se estende ao infinito e que se enquadra em um meio homogéneo, seria
tratado pelo MEC.

As formulacoes para o problemas de IDSS devem também considerar em que tipo de
dominio, se no dominio do tempo ou no dominio da freqiiéncia, se realizard a sua solucao,
pois trata-se de um problema dinamico no qual alguns tipos de problemas s6 é possivel
representar no dominio do tempo, como é o caso da aplicacao de cargas transientes que

variam ao longo do tempo.

1.2.2 Visco-Elasticidade

A visco-elasticidade é intrinseca ao material e ao seu comportamento diante de diversas
condigoes as quais o mesmo é submetido (temperatura, tensdo, vibragao, etc). Pode-se
entender por visco-elasticidade como relaxamento das tensoes sem que haja mudanca na

deformacao.

A visco-elasticidade linear pode ser modelada matematicamente substituindo-se a relacao
constitutiva da elasticidade linear por uma relacao constitutiva complexa conforme apresen-
tado por Mesquita (1989). Assim, no dominio do tempo as relagoes constitutivas (Lamé)
sao integrais de convolucao, enquanto que no dominio da freqiiéncia apenas um produto. A
incorporacao dos efeitos da visco-elasticidade pode ser realizada no dominio da freqiiéncia

através do principio da correspondéncia (CHRISTENSEN, 1982) da seguinte forma:
0ij (W) = Cijp (W) err (w) (1.1)

sendo Oy, as constantes eldsticas complexas dependentes da freqiiéncia (w) que relacionam
as tensoes 0;; com os deslocamentos €. Portanto, no caso elastico tem-se um modulo de
elasticidade E com a parte real. Ja para o caso da visco-elasticidade tem-se um modulo
de elasticidade complexo E*, como mostra a equacgao (1.2). Tratando-se de uma anédlise

no dominio da freqiiéncia com fun¢ado de um fator de amortecimento 7 (w) dependente da



freqiiéncia e contida na parte imaginaria do parametro, o principio da correspondéncia per-

mite escrever:

E*=E(1+in(w)) (1.2)

Isto permite que muitas fungoes de amortecimento sejam analisadas, até mesmo um sinal

obtido experimentalmente.

Os efeitos da visco-elasticidade foram introduzidos nas equagoes de elementos finitos para
regime estaciondrio, submetido a um estado plano de deformacao por Mesquita, Sousa e Pon-
tes (1994a, 1994b). Na formulacdo de elementos de contorno a consideragao dos efeitos de
visco-elasticidade é embasada nos tensores de Stokes, onde sao utilizadas constantes comple-
xas nas equacoes constitutivas. Naquele trabalho foram analisados problemas de interagao

solo estrutura e isolamento de ondas através do uso de trincheiras.

1.2.3 Resposta Transiente para o MEC

Alguns estudos apresentados acima foram realizados diretamente no dominio do tempo.
A grande maioria dos pesquisadores privilegiam esta forma de obtencao de solugao para que

possam num passo seguinte acrescentar aos seus métodos a solugao de problemas nao lineares.

No entanto, a resposta transiente pode ser conseguida de uma outra forma, através
da solugao do problema estacionario. Ja a solucao dos problemas nao lineares pode ser
inserida em um momento posterior a obtencao da resposta transiente obtida através da
solugao estaciondria, ou seja, a obtencao da resposta transiente independe da técnica numérica
de modelagem (SOUSA, 1999). Pode-se citar trés alternativas para a obtencao da resposta

transiente:

a. Determinacgao da solugao harmonica seguida pela reconstituicao da resposta transiente

usando sintese de Fourier;

b. Soluc¢ao do problema no dominio transformado de Laplace, seguido de uma transformagcao

inversa para obter a resposta no dominio do tempo;

c. Formulagao no dominio do tempo e solugao em conjunto com esquema de integracao direta
no tempo. Sendo que este terceiro caso pode abranger o procedimento para solugoes

nao lineares.



Nas duas primeiras alternativas apresentadas acima (a. e b.), propoe-se solucionar o
problema estacionario no dominio da freqiiéncia e no dominio transformado de Laplace, res-
pectivamente. Particularmente no caso (a.), obtém-se as resposta estacionaria no dominio da
freqiiéncia e de posse deste estado auxiliar é possivel obter a resposta transiente aplicando-
se a IFFT, segundo a metodologia apresentada por (ADOLPH; MESQUITA; ROMANINI,
2001). Pode-se também, utilizar o estado auxiliar estacionédrio para obter a solugao de proble-
mas envolvendo a interagao de corpos rigidos com um meio e posteriormente aplicar a IFFT
para obter a resposta transiente deste problema. Alternativamente, pode-se obter a solucao
transiente do problema de interacao do corpo rigido com o meio, incorporando a formulagao

do corpo rigido diretamente nas solugoes transientes.

Estas duas alternativas para a solucao transiente com a incorporacao de corpo rigido serao

mostradas ao longo do trabalho, com a distribuicao que pode ser vista na secao seguinte.

1.3 Objetivos e Descricao do Trabalho

Este trabalho tem por objetivo contribuir para a realizagao de analises dinamicas esta-
ciondrias e transientes em dominios visco-elasticos limitados ou ilimitados, utilizando-se o
Método dos Elementos de Contorno. No presente trabalho serao utilizados como estados au-
xiliares solugoes nao-singulares de problemas do semi-espaco e do espaco completo de meios
visco-elasticos. Os estados visco-elasticos auxiliares sao sintetizados numericamente, tanto

no dominio da freqiiéncia, como no dominio do tempo.

Os mencionados estados auxiliares sao constituidos das solugoes em tensao e desloca-
mento resultantes de cargas espacialmente constantes, aplicadas sob segmentos lineares tanto
na superficie de semi-espagos, como no interior de espacos completos. Inicialmente os esta-
dos auxiliares sao sintetizados numericamente no dominio da freqiiéncia, dando origem a
analise de problemas estacionarios. Na seqiiéncia estados auxiliares transientes sao obtidos a
partir da aplicacdo da transformada de Fourier rdapida (FFT) sobre os estados estacionarios

mencionados.

Os estados auxiliares sao utilizados para a sintese de uma versao nao singular Indireta do
MEC (MEC-I) tanto no dominio da freqiiéncia quanto no dominio do tempo. No trabalho
ainda ¢ formulada e implementada a inclusao de um corpo rigido interagindo com o meio
discretizado pelo MEC-I. O comportamento visco-elastico do continuo é introduzido pelo
principio da correspondéncia e sao analisados os modelos de histerése constante e de Kelvin-
Voigt.



No capitulo 2 é apresentada de forma simplificada a sintese de um estado auxiliar no
dominio da freqiiéncia seja no semi-espaco ou no espago completo, abrangendo as metodo-
logias para acrescentar efeitos visco-eldasticos. Também sao validados os programas gerados
por Barros (1997) e por Romanini (1995), quando possivel comparando-se com casos estatico
encontrado na literatura. Os estados auxiliares usados neste trabalho sao oriundas destes

programas.

No capitulo 3 é discutida a obtencao da resposta transiente a partir das solugoes esta-
ciondrias, através da transformada de Fourier rédpida (FFT) para meios visco-eldsticos no
semi-espaco (ADOLPH, 2002). Também sao mostrados os problemas envolvidos no trata-

mento do sinal e seus efeitos.

No capitulo 4 é apresentada uma metodologia para sintetizar a resposta transiente de uma
fundacao rigida 2D interagindo com o solo visco-elastico modelado no semi-espago. A insta-
bilidade da resposta transiente é discutida, (THOMAZO; MESQUITA, 2003). Um exemplo
é validado com os resultados transientes obtidos por Spyrakos e Antes (1986), Spyrakos e
Beskos (1986).

No capitulo 5 é feita a formulacdo do MEC-I no dominio da freqiiéncia. A solucao é
validada para o caso quase-estatico comparando-se com a solucao da literatura. E também
apresentado um caso numérico classico que é o caso da barra engastada com uma excitacao

na extremidade. Este exemplo é usado para validar o método desenvolvido.

No capitulo 6 sao apresentadas as conclusoes e sugestoes para trabalhos futuros, tendo

em vista o aperfeicoamento e a continuidade do presente trabalho.
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Capitulo 2

Sintese de Estados Auxiliares no

o A L]

Dominio da Frequénci

Estados auxiliares visco-elasticos tem sido sintetizados numericamente no dominio da
freqiiéncia para o semi-espago e o0 espago completo em meios homogéneos isotrépicos 2D
e 3D conforme atestam os trabalhos de (ROMANINI, 1995; MESQUITA; PONTES, 1992;
SOUSA; BARROS; MESQUITA, 1999). Para solos isotrépicos com leito rigido e meios
transversalmente isotrépicos os estados podem ser encontrados em Mesquita e Barros (1999),
Barros (1997). Os estados auxiliares estao presentes nos nucleos das equagoes integrais e
contém em sua formulagao as caracteristicas do problema, como o meio que estd sendo
estudado, espago completo ou semi-espaco, elastico, visco-elastico, homogeéneo, isotrépico e

assim por diante.

Quando o estado auxiliar é originado por uma distribuicao delta de Dirac aplicado no
interior do espago completo, o estado auxiliar é chamado de solu¢ao fundamental do proble-
ma. Se uma condi¢ao de contorno mais restrita é prescrita o estado auxiliar é chamado de

“Funcao de Green”.

Os estados auxiliares dependem nao apenas do meio, mas também do tipo de carga
aplicada. A carga pode ser pontual ou distribuida, modelada no espago completo ou no
semi-espago. No presente trabalho, os estados auxiliares sao sintetizados numericamente e

possuem um custo computacional razoavelmente elevado.

Neste capitulo é mostrado, de forma resumida, uma seqiiéncia de procedimentos para ob-
tencao de estados auxiliares para meios visco-elasticos, isotropicos, homogéneos e continuos,

submetidos a uma excitacao harmonica distribuida na superficie.
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2.1 Elastodinamica Estacionaria

Da teoria da elasticidade tem-se que a equagao de equilibrio estatico em um corpo (£2)

submetido a um estado de tensao:

o+ fi=0 em Q (ij=12) (2.1)

Acrescentando-se um termo devido as propriedades inerciais do sistema, pode-se obter a

equacao de equilibrio dinamico escrita na forma:

PU; 1t = O'Z'jJ' + fl em Q (22)

As forgas de superficie do corpo podem ser encontradas por:

ti =045 Ny (23)

A relacao entre deslocamento e deformacao dada por:

1
€ij = 5 (wij + uj;) (2.4)

As equagoes constitutivas que relacionam as tensoes com as deformacoes pode ser expressa

pela equacao:
Oy = )\Ekk(sij + 2M5ij (25)
onde A e i sao as chamadas constantes de Lamé.

Assim, com o auxilio das equacoes de equilibrio que relacionam as forcas de corpo e de
superficie com as tensoes mais as relagoes entre os deslocamentos e a deformacao, juntamente
com as equacoes constitutivas é possivel encontrar a equacao de Navier que governa a solucao

do problema dada em fung¢ao do deslocamento:

g+ (XN + p) wjgi + fi + pwiu; =0 (2.6)
onde,
- p ¢ a densidade de massa;

- fi sao as forcas de corpo por unidade de volume;

- n; € o vetor normal ao contorno I’
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- t; é a forga na superficie;

- 045 ¢ o tensor de tensoes;

- €i; € o tensor de deformacao;

- u; jeu;,; sao as velocidades dos pontos i e j, respectivamente, nas direcoes j e @ ;

- Uy ¢ a derivada segunda do deslocamento u; em relagao ao tempo, ou seja, a aceleragao.

Para obter a solucao do sistema no dominio da freqiiéncia, ou seja, no regime estacionario,

assume-se uma variagao harmonica do tipo:

f)=7r-e (2.7)

sendo f a amplitude do carregamento e w a freqiiéncia circular da excitacao. Com isso tem-se

que a resposta também pode ser escrita como uma fungao harmonica dada por:

u(t)=71u-e“" (2.8)

Substituindo-se as equagdes (2.8) e (2.7) na equacdo (2.6) é possivel obter a solucao da

seguinte forma:

Swyu=f (2.9)

Esta equacao também é conhecida como resposta em freqiiéncia, sendo S(w) o termo que
representa a rigidez dinamica ou impedancia global do sistema, também chamada de funcao

de transferéncia.

2.2 Visco-elasticidade Estacionaria

De posse das equacoes de equilibrio das condic¢oes iniciais e de contorno para o caso
elastodinamico é possivel adicionar a dissipacao de energia interna e com isso obter um

modelo visco-elastodinamico estacionario.

E mostrado abaixo o procedimento apenas para coordenada x, pois para a dire¢ao y o
procedimento é andlogo.
A equacao de equilibrio na direcao x é escrita como:

D0y Ooyy %uy,

ox oy

(2.10)
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A equagao constitutiva visco-elastica (CHRISTENSEN, 1982) é definida por:

t &ekl (7’)
O—U_/O G (¢ = ) T gy (2.11)

A equacao (2.11) estd escrita em notagao indicial, onde Gy (t) é denominada fungao de
relaxacao em funcao do tempo. Esta funcao é a responséavel pela relaxacao das tensoes sem

que haja mudanca das deformagoes, dai a atribuicao de seu nome.

Pode-se ainda escrever as deformagoes em funcao das tensoes, dadas por:

t 8Ukl (T)
c":‘ij = /(; Jijkl (t — T) 87' dr (212)

Na equacao (2.12), tem-se J;;x; (t) que é a fungao de fluéncia, encontrada na plasticidade

e também chamada de funcao de “creep”.

Usando a dilatacao volumétrica de deformacao e;; e o tensor desviador S;;

1

€ij = Eij — g (5ij : 5kk) ey =0 (2-13)
1

Sij = 0ij — 3 (65 - o) S; =0 (2.14)

pode-se entao desacoplar a funcao de relaxacao e a de fluéncia em outras duas funcoes de
relaxagao, dadas pelas equagdes (2.15) e (2.16), e duas fungoes de fluéncia, dadas pelas

equagoes (2.17) e (2.18), ambas independentes, da seguinte forma:

/ G (t aeg( ) ir (2.15)
o—kk_/ Go ( 86’“5( ) ir (2.16)
i :/_Oo i (t - )aSgT( ) ar (2.17)
exr = /_ ; T (t —7) 85,;;(7)0[7 (2.18)

Assim, defini-se a relagao tensao-deformacao isotrépica visco-elastica por:

05 = 0y /t At —1) 8&2 (T)dT +2- /t p(t—r) 02y (T)dT (2.19)

e T o or

Na equacao (2.19) aparecem as fungdes de relaxacao (A (t —7) e p(t — 7)) apropriadas
0i5)

ao problema da visco-elasticidade e também o delta de Kronecker (d;;
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Por definicao, da teoria da elasticidade linear isotrépica, sabe-se que a relagao deformacao-

deslocamento é dada como sendo:

1
eij = 5 (uig + uj;) (2.20)
Expandindo-se os indices das equagoes (2.19) e (2.20) para o tratamento bi-dimensional,

e fazendo as adequadas substituigoes na equagao de equilibrio (2.10), pode-se escrever:

5 (82% N 0*uy
)

Pu,  0uy,
t o2 | oy t '\ o2 " a0
/ - y d7+/ W(t—7) 4 A(t—7) Y/ 4
oo or o or

0%,

ot?

+F, =p

(2.21)

A equacao de equilibrio para o problema visco-eldstico transiente linear estd agora ca-
racterizado pela equacao (2.21). Ressaltando que esta equagao esté escrita apenas para os
termos de deslocamentos na dire¢ao z. Como jé fora dito antes, para a coordenada na diregao

y € o mesmo procedimento.

Deve-se também observar que a equagao (2.21) estd escrita no dominio do tempo, trazendo
consigo alguns inconvenientes, como as integrais de convolugao. Para evitar estas dificuldades,
utiliza-se o subterfigio de escrever o problema no dominio da freqiiéncia, conforme sugerido
nos trabalhos de Mesquita (1989), Sousa (1992), Romanini (1995), Barros (1997) e Barros
(2001).

Assim, para passar do dominio do tempo para o dominio da freqiiéncia defini-se uma

excitagao harmonica de acordo com a equacao:
F, (7T t)=F, (2.22)

e aplica-se a transformada de Fourier na equacao (2.21).

A equacao da visco-elastodinamica estaciondaria, é entao dada por:

2 2.
ou, 0,

* (iw) + + [1* (iw) + X* (iw)] Ot + o, + F, = —pwu, (2.23)
a ox?  Oy? a ox?  0xdy v = TP '

Deve-se observar que %, é funcao das coordenadas z,y e da freqiiéncia w.
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E possivel escrever a equagao (2.23) na forma de notagao indicial, como:

W (tw) - T g+ [ (iw) + X (w)] - T + F; = —pw*n; (2.26)

As constantes de Lamé complexas sao u* e \*, definidas como:
e (iw) = p- (L + i, (w)) (2.27)
A (iw) =X (14 iy (w)) (2.28)

Onde p e A sao constantes de Lamé reais encontradas na teoria da elasticidade, ja definidas
anteriormente. Nestas constantes a parte real é responsavel pelo comportamento elastico e a

parte imagindria pela perda de energia (amortecimento interno).

0.16 T T

— Histerese Constante D
—-o— Kelvin—Voigt .

0.1

0.06

0.04

0.02|

v |
0 0.5 1 15 2 25 3
Ao

Figura 2.1: Modelos de amortecimentos adotados.

Os coeficientes de amortecimento (7, e 1)) podem ser obtidos experimentalmente ou
pode-se assumir uma funcao associada a um modelo visco-elastico. No entanto nao pertence
ao escopo deste trabalho o estudo destas fungoes de amortecimento. No presente trabalho
as analises limitam-se a dois casos: o modelo de histerése constante de amortecimento, dada

pela equacao:

M (W) =m. (W) =n (2.29)

16



e o modelo de Kelvin-Voigt o qual é representado pela equacao:
M w) =7, (W) =w-n (2.30)

O modelo de Kelvin-Voigt varia linearmente com a freqiiéncia, favorecendo a obtencao
através da sintese numérica dos estados auxiliares. Os modelos utilizados também podem

ser vistos na figura 2.1.

As equagoes (2.29) e (2.30) admitem a simplificagdo dos coeficientes de amortecimen-
tos serem iguais, o que é plausivel de acordo com Mesquita (1989), onde mostra que para
coeficientes de Poisson reais, ou seja, v € R, os coeficientes de amortecimento 7, e 7 sao

iguais.

2.3 Propagacao de Ondas no Semi-Espaco

Apesar de ter encontrado a equacao da visco-elastodinamica estaciondria, dada pela
equagao (2.26), para o problema visco-eldstico isotrépico linear em regime estaciondrio, ainda
é necessario encontrar a solucao do estado auxiliar. Para isso, deve-se inserir as condig¢oes de
contorno, as quais no presente caso podem ser escritas em fungao da tensao, caracterizando

um problema de valor de contorno das tensoes (PVC-tensoes).

O primeiro estado auxiliar a ser sintetizado é um semi-espaco, visco-elastico, sujeito a
um carregamento normal (¢,) e um tangencial (¢,) aplicado na superficie, tal como mostrado

nas figuras 2.2 e 2.3. Assume-se o estado plano de deformagoes.

tz=1 tz=0
= tZ = 0 tX = 1
>3 3 > 3 3> > X
>
Figura 2.2: Semi-espaco com excitagao Figura 2.3: Semi-espaco com excitagao

normal. tangencial.

O Semi-espaco é formado de uma superficie livre onde aplica-se uma excitagao harmonica,

alternando na direcao horizontal e depois na diregao vertical. Desta forma, a obtencao de
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uma solugao para uma carga em qualquer direcao é conseguida fazendo uma composicao das

duas solugoes encontradas pela alternancia da direcao do carregamento.

As condigbes de contorno para a excitagao vertical (normal) é dada por:

_ t,=—0.. ; |5L'| <a
Tozz (X, 2 =0) = (2.31)
0 ;o |z >a

assim como para a carga horizontal (tangéncial), as condigoes de contorno sdo dadas por:

_ by = =02 |5L'| <a
Tozz (T, 2 =0) = (2.32)
0 ;o |z >a

Neste problema tem-se a propagacao de ondas no semi-espago, a qual pode ser represen-
tada pela velocidade de onda de cisalhamento (Cs) e pela velocidade de onda de dilatagao
(C}). Essas velocidades de onda estao relacionadas com as propriedades do meio. Sabe-se do
estudo das propagagoes de ondas que com o aumento da rigidez tem-se também o aumento
das velocidades das ondas no meio. As velocidade de pressao e de cisalhamento para o meio

visco-elastico, sao dadas por:

\/ P
/,L*
Cr=y|—; 2.34
P (2.34)
Os numeros de ondas complexos sao escritos como:
[ 2
. w
p
2
w
k=] —=; 2.36
S C;k ) ( )

A solugao completa do PVC-tensoes esbogcado pode ser encontrado no trabalho de Roma-
nini (1995). As etapas da solugao incluem a determinagao de fungoes de flexibilidade para o
semi-espaco, no dominio do numero de ondas (3. Considerando que as fungoes de flexibilidade

sao para a carga aplicada na direcao vertical, tem-se:

o - (% —a3)

sz (ﬁ) = ,u* . FRay (6)

(2.37)
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— BB —a3) —2-a; - ag)
Huz (ﬁ) - ,U* 'FRay (ﬁ)

Ja para as funcgoes de flexibilidade para o carregamento na diregao horizontal, tem-se:

ay - (3% —a3)

(2.38)

Hoe () = S P ) (2.39)
- _ Bl —ad) =2
Hye (B) = — " Fr () (2.40)

Nas equagoes das fungoes de flexibilidade acima as variaveis o e oy, podem ser escritos

em fungao dos nimeros de ondas complexos ky, ki e do numero de ondas 3, da seguinte

forma:
ayp =1/ — k3% (2.41)
g =1/ % — k32 (2.42)

A funcao de freqiiéncia de Rayleigh Fg,,, também encontrada nas equagoes das fungoes
de flexibilidade, é escrita como (ROMANINI, 1995) :

Fray (8) = (2 82 = k3%)" =4 8%+ an - s (2.43)

Finalmente, as equacoes que correspondem aos deslocamentos no regime estaciondrio para

os carregamentos verticais e horizontais sobre o semi-espaco visco-eldstico, sao apresentadas

por:
_ . Ezp o pr (ﬂ) " SEN (6@) . o8
W, () = = / . 7 v o
_ . Ezp o Hup (ﬂ) " SEN (ﬁa) . BT
e o o

Onde o subscrito p deve ser substituido pelas diregoes z,z do carregamento. As integrais
presentes na respostas sao sintetizadas numericamente. Estas solugoes em deslocamento sao

obtidas pela integracao numérica das equagoes (2.44) e (2.45) e serdo discutidas mais adiante.
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2.4 Validacoes das Solucoes Fundamentais

No presente Capitulo foi apresentado de forma simplificada um exemplo para obtenc¢ao
dos estados auxiliares. No entanto, muitas outras formulacoes seguem a rotina apresentada,
ou mesmo, derivam desta, como é o caso do estudo de estados auxiliares 3D de superficie
apresentadas por Mesquita (1989). H& também formulagoes para meios considerando-se a
estratificagao horizontal (ROMANINI, 1995).

Uma formulacao bastante completa para meios transversalmente isotrépicos, com carga
concentradas e distribuidas, no semi-espaco e no espago completo, tanto na superficie quanto
no interior foi apresentada por Barros (1997) em sua tese de doutorado. Este trabalho gerou
um programa denominado Wingreen, que é usado na presente dissertagao, principalmente

para as solucoes no semi-espaco.

Outro programa usado neste trabalho como fonte de estados auxiliares para o espaco
completo é o programa gerado por Romanini (1995), que denominaremos de apenas Roma-
nini.

O uso de dois programas ¢ justificado pois o programa Wingreen esta compilado e nao
possuimos o codigo fonte do programa, o que nao ocorre com o programa do Romanini,
para o qual temos acesso ao codigo fonte. Estes programas fornecem solugoes em termos de

deslocamentos e tensoes. Como estes estados auxiliares irao formar os nicleos do MEC-I, é

necessario que se faca uma validacao dos mesmos.

Para validagao destes programas, foi montado um esquema apresentado pela figura 2.4.
Este esquema foi montado pois nao é encontrado na literatura solucao analitica para o mode-
lo visco-elastodinamico que esta sendo tratado neste trabalho. Portanto, compara-se o caso
quase-estatico encontrado para uma freqiiéncia préxima de zero nos programas que fornecem

os estados auxiliares estacionario com o caso estatico quando encontrado na literatura.

Trés referéncias foram usadas para comparagao: Gibson (1967), Poulos e Davis (1974) e
Crouch e Starfield (1983).

A seqiiéncia da validacao segue o esquema da figura 2.4, com excecao do ultimo bloco

que serd apresentado em um momento oportuno, no capitulo que contém a formulacao do

MEC-IL.
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Carga Concentrada
{o}

Wingreen + Literatura

Semi-Espaco

Carregamento Distribuido

{u) Espaco Completo

MEC-I + Literatura Carregamento Distribuido

{u, o}

Romanini + Wingreen

Semi-Espaco
Carga Concentrada
Semi-Espaco
Carregamento Distribuido Wingreen + Literatura
{u, o}
Wingreen + Literatura
Espaco Completo

Figura 2.4: Fluxograma do Esquema de Validagao.

Figura 2.5: Discretizacao dos pontos geométricos para validacao.
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O fluxograma da figura 2.4 indica a seqiiéncia que seguird a validagao. Primeiramente sao
validados os deslocamentos e as tensoes obtido do programa Wingreen para o semi-espago
com carregamento distribuido. Em seguida, também para o semi-espaco sao validadas as
tensoes obtidas do programa Wingreen para a carga concentrada. As tenstes do espaco
completo obtidas pelo programa Wingreen com carga concentrada é validado na terceira
etapa do fluxograma. Na quarta etapa ¢é validado os deslocamentos e tensoes para o espaco
completo com carregamento distribuido comparando-se as solucoes obtidas dos programas
Wingreen e o programa do Romanini. Finalmente, a tltima etapa apresenta a validacao dos
deslocamentos para o semi-espaco com carregamento distribuido obtidos pelo MEC-I, cuja

validagao serd apresentada em um capitulo posterior como ja foi dito.
Parametros Adotados

Para esta validacao foram escolhidos quatro conjuntos de pontos espaciais, que podem

ser vistos na figura 2.5.

Identificados os conjuntos de pontos como:

Caso 1) X(—15;15;0,25)  Z(0) [m];
Caso 2) X(—5;—1;1) = —Z(~5,—1;1) fm]:
Caso 3) X(0)  Z(0;15;0,25) [ml;

Caso 4) X(1;5;1) = Z(1;5;1) [m];

As coordenadas dos pontos estao escritas acima na respectiva seqiiéncia: do ponto inicial
ao ponto final com o passo do ultimo valor. Além das coordenadas dos pontos calculados,

outras constantes também sao relevantes. Sao elas:

¢; = 1 Amplitude do carregamento por unidade de drea nas diregoesi = (x,z) [N/m?];

- G=1  Mddulo de cisalhamento [N/m?;
-v=0,4 Coeficiente de Poisson;

-b=ga;=1 Semi-largura da excitagdo [m];

E=2G(1+v)  Mbédulo de elasticidade [N/m?;

n Modelo visco-eldstico constante para os valores (0,01; 0,05 e 0,1);
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Freqiiéncia Adimensional Ap

As freqiiéncias quase-estaticas utilizadas nos estados auxiliares, foram Ap = 0,1; 0,05 e
0,01.

A freqiiéncia adimensional é definida pela equagao (2.46), sendo: w a freqiiéncia circular
dada em [rad/s|, a; a semi-largura do carregamento em [m|, e C; a velocidade de propagacao
de onda de cisalhamento em [m/s].

_ W

Ao="¢ (2.46)

Para o calculo de erro entre as respostas comparadas foi adotado o erro minimo quadrado

dado por:

En =/|VZ = VE (2.47)

onde V7 é o valor encontrado na literatura e V2 o valor calculado numericamente.

2.4.1 Semi-Espaco

No semi-espaco serao validados os estados auxiliares do programa Wingreen, com os resul-
tados encontrados na literatura, para o caso de um semi-espago sujeito a carga concentradas
(POULOS; DAVIS, 1974) e para o carregamento distribuido(GIBSON, 1967).

2.4.1.1 Carga Distribuida
Sao encontrados resultados tanto para as tensoes (o;;) quanto para os deslocamentos
(ws, u). Os deslocamentos podem ser escritos conforme as equagoes (2.48) e (2.53).

Segundo Gibson (1967), para um semi-espaco homogéneo, isotrépico eldstico, sob o car-

regamento distribuido, tem-se:

—qb | 1 x 24 (b+ )

w. (2,7) wz<o,o>—ﬁ{§( %Y tog | = HEET)
1 T 24+0b-2)? 2z (bt z, 4 (b—x
+§(1—g)log P2 +gtan p —l—gtcm ~

O deslocamento para o semi-espago 2D deve ser calculado retirando o deslocamento de um

ponto de referéncia. Adota-se entao o deslocamento de referéncia como sendo o deslocamento
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da origem w(0,0). Observando que para os casos (2 e 4) foram retirados os deslocamentos do
ponto mais externo. Estes casos contém poucos pontos e apenas foram aplicados para verificar

principalmente os sinais das solucoes no interior do meios e fora dos eixos de coordenadas.

As variaveis da equagao (2.48) sao definidas por:

w, ¢é o deslocamento na direcao z devido ao carregamento na mesma direcao;

b é a semi-largura do carregamento;

q é a amplitude do carregamento uniforme distribuido;

x, z sao as coordenadas geométricas;

G é o médulo de cisalhamento;

Uma vez que Gibson (1967) adotou o coeficiente de Poisson v = 0,5, é preciso corrigir
a equagao (2.48) para qualquer Poisson. Também de acordo com Gibson (1967) tem-se as

tensoes, dadas por:

Oz = 2G [% + goe} (2.49)

0., =2G {g—qj + @e] (2.50)

0 =G {% + {;_1;)] (2.51)
sendo a dilatacao:

e:%%+%% (2.52)

e onde ¢ = v/(1 —2v) é uma constante eldstica auxiliar em fun¢do do coeficiente de Poisson.

As equagbes para as tensoes e deslocamentos para a superficie (POULOS; DAVIS, 1974),

sao dadas por:

~2q(1 -7

w,(x,0) = p— [(z = b)In|z — b] — (z + b)In|z + b] + 2b - In(b)] (2.53)

As tensoes resultantes do carregamento vertical (g,) sdo dadas por:

4

O = — [a + sen(a) - cos(a + 20)] (2.54)
Opz = % [a — sen(a) - cos(a+ 20)] (2.55)
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Ops = % - sen(a) - sen(a + 20) (2.56)

As tensdes para o carregamento horizontal (g,) sdo dadas por:

q R
Opw = — |loge—3 — sen(a) - sen(a + 26) (2.57)
T R
0., = qf [sen(a) - sen(a + 26)] (2.58)
Opz = q?m [a — sen(a) - cos(a + 20)] (2.59)

Os angulos « e §, bem como as distancias R, e Ry, podem ser identificados na figura 2.6.
As demais varidveis das equagoes de Poulos e Davis (1974) jé foram definidas anteriormente
para Gibson (1967).

2b

PRI

Figura 2.6: Carregamento uniforme distribuido sobre o semi-espago.

Os deslocamentos horizontais devido ao carregamento também horizontal (u,) segue a

mesma expressao que para o deslocamento vertical devido ao carregamento vertical, ou seja:

Uy = W, (2.60)

A seguir, sdo apresentados os resultados em graficos com os erros de todas as solugoes
para o caso (conjunto de pontos espaciais) e devido a equagao (2.60) apenas uma figura com

a curva de uma das solucoes como exemplo do seu comportamento.

Salientando-se que o erro é sempre calculado com a solugao para freqiiéncia adimensional
Ap = 0,01, que é a freqiiéncia calculada mais préxima da freqiiéncia estatica. E ainda, nos
grafico dos erros sdo apresentados tanto os erros dos deslocamentos u,(Ao = 0,01) quanto
os de w,(Ap = 0,01).

Os resultados dos deslocamentos sao apresentados primeiro e em seguida os resultados

das tensoes.
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—e— Gibson
— A0=0.01
- = A0=0.05
“““ Ao=0.1
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(6]
T

1

Deslocamentos - w,

|
e

5E ‘ : :
-5 0 5
Coordenadas em z, z = 0

Figura 2.7: Caso 1 - Deslocamento em w, no semi-espago, carga distribuida.
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Erros em minimos quadrados - E,,
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N

T

| | |
-15 10 -5 0 5 10 15
Coordenadas em z, z =0

Figura 2.8: Erro: Caso 1 - Deslocamentos no semi-espaco, carga distribuida.
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Figura 2.9:

|
-45 -4 -3.5 -3 -2.5 -2
Coordenadas em z, z = —x

Caso 2 - Deslocamentos em w, no semi-espaco,

-15 -1

carga distribuida.
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0.1
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Erros em minimos quadrados - E,,

0.02|
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Figura 2.10

|
45 -4 -35 -3 25 -2
Coordenadas em z, 2 = —x

: Erro: Caso 2 - Deslocamentos no semi-espaco,
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Deslocamentos - u,,

18 .
Coordenadas em z, x

10

=0

Figura 2.11: Caso 3 - Deslocamentos em u, no semi-espago, carga distribuida.
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Figura 2.12: Erro: Caso 3 - Deslocamentos no semi-espaco,
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Figura 2.13: Caso 4 - Deslocamentos em u, no semi-espaco, carga distribuida.
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Figura 2.14: Erro: Caso 4 - Deslocamentos no semi-espaco, carga distribuida.
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O erro apresentado na forma de minimos quadrados é bastante interessante, pois além de
fornecer um valor quantitativo do desvio de uma curva em relacao a outra, fornece a forma
que uma curva estd variando em relagdo a outra curva. A figura 2.8 é um bom exemplo
disto. Observa-se que o deslocamento da solucao numérica para Ap = 0,01 oscila em torno
da solucao analitica. O que é vélido pois observando a figura 2.7 tem-se os deslocamentos W,
para as freqiiéncias adimensionais Ap = 0,05 e Ap = 0,1 com oscilacbes maiores que para a
freqiiéncia Ap = 0,01, que aparenta estar sobreposta a resposta de deslocamento analitica.
No entanto, o erro apresentado na figura 2.8 mostra que as curvas nao sao perfeitamente
ajustados, apresentando um pequeno erro. As duas interrupgoes que sao observadas nas
curvas do grafico do erro sao devido aos pontos coincidentes com a extremidade da excitacao

distribuida, onde ha uma singularidade na solugao.

Ja para o Caso 2 sao apresentados poucos pontos para a formacao das curvas da solucao.
No entanto observa-se na figura 2.9 que a solugao numérica tendeu a solucao analitica a
medida que se reduziu a freqiiéncia. Conforme mostra a figura 2.10. Nas figuras 2.12 e
2.11 sao apresentados os erros e o deslocamento U,, respectivamente. Com a metade do
nimero de pontos que o Caso 1, o Caso 3 mostra um comportamento das solucoes e dos
erros bem melhor que o Caso 2. Onde, apesar de nao haver um ajuste das curvas na figura
2.11 com a solugao analitica, seu comportamento mostra uma convergencia tanto na solucao
dos deslocamentos quanto dos erros. Por fim, no Caso 4, semelhante ao ocorrido para o
Caso 3, ha uma boa aproximagao das curvas das solugbes numéricas com a solugao analitica,
conforme mostrada na figura 2.13 e comprovada pelos baixos valores de erros apresentados na
figura 2.14. E ainda, comparando-se as figuras 2.13 e 2.9 verifica-se a simetria das solugoes.

Esta comparacao é possivel tendo por base a equagao (2.60).

Em todos os quatro graficos de erros, figuras 2.8, 2.10, 2.12 e 2.14, a solucao dos deslo-
camentos na direcao U, e carregamento na mesma dire¢cao = apresentaram um erro pouco

maior que os deslocamentos W,.

E importante lembrar que todos os graficos das solugoes, sejam de deslocamentos ou de
erros, estao em fungao das coordenadas espaciais dos conjuntos de pontos escolhidos para

cada caso.

Na apresentacao dos resultados das tensoes os gréaficos dos erros contém os resultados dos

erros de seis componentes de tensao (0..., Owrr, Owzzs Orsry Ozzz € Tus)-

Para o caso das tensoes os erros sao ainda menores que os encontrados para o deslocamen-
tos. A figura 2.16 mostra os erros das componentes de tensao para freqiiéncia adimensional

Ao = 0,01 em relagao as solugoes de tensdes fornecidas por Poulos e Davis (1974). A curva
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que apresenta maior erro ¢ a para solu¢ao da componente de tensao o,.,, ou seja, a compo-
nente o,, devido a carga na direcao x, o ultimo indice refere-se a direcao do carregamento.
Esta componente apresenta um aumento do seu erro a medida que se aproxima da singu-
laridade, “embaixo”do carregamento esse comportamento é invertido e seu erro, portanto,
diminui enquanto se aproxima do centro do carregamento. Na figura 2.15 é mostrada a
solugao para a tensao, a componente 0,,,, para as varias freqiiéncias e a solucao analitica.
As curvas apresentam boa concordancia, exceto nos pontos externos do carregamento onde

estd localizada a singularidade da solugao.

Na figura 2.18, para os erros do Caso 2, sao verificados erros bastantes baixos, sendo
possivel ver na figura 2.17 uma boa aproximacao da solugdo para freqiiéncia Ao = 0,01. A
figura 2.20 mostra os erros para o Caso 3, onde como ocorrido para os deslocamentos do
mesmo Caso, o erro também aumenta conforme se afasta da superficie, porém logo ha uma
reducao dos erros seguida de um comportamento convergente. As curvas com as componen-
tes de tensao o,,,, comparada com a solucao analitica apresentam uma boa aproximacao
mesmo para as freqiiéncia maiores que Ap = 0,01, apresentadas na figura 2.19. Novamente,
assim como verificado para os deslocamentos, o Caso 4 apresenta simetria com as solucoes
apresentadas para o Caso 3, ver figura 2.21, resultando nos mesmo baixos valores de erros

apresentados na figura 2.22.
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Figura 2.15: Caso 1 - Tensoes em 0,,, no semi-espago, carga distribuida.
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2.4.1.2 Carga Concentrada

Para a carga concentrada no semi-espaco 2D, apenas serd validado as tensoes, de acordo

com os resultados encontrados em Poulos e Davis (1974).

Para carga aplicada na diregao vertical, a solucao é dada por:

R (2.61)

Ounz = %p : ;;; (2.62)

R s (269
para as tensoes devido a carga na direcao horizontal é dada por:

Ozzz = % (2.64)

Opzz = iprj (2.65)

Opzn = % (2.66)

onde R é a distancia da fonte de aplicagao da carga até o ponto que esta sendo medida a

tensao.

O grafico da figura 2.25 mostra um erro muito grande para a componente de tensao 0.,
porém este valor de erro estd mais uma vez préximo ao ponto de singularidade da solucao.
Neste caso, para carga concentrada, a singularidade esta sobre a origem. Focalizando uma
aproximacao na base da figura 2.25, é possivel identificar os erros na figura 2.26, sendo
comprovado os baixos valores de erros, inclusive para os demais pontos da componente ..
Na figura 2.23 é mostrado o comportamento da solu¢ao para a componente de tensao ..
Nota-se que para os pontos proximos a origem hé irregularidade na curva para Ag = 0,01.
Isso ocorre devido a limitagao do programa em sintetizar a solucao para baixas freqiiéncias
proximo da singularidade. Para as demais freqiiéncias verifica-se um comportamento mais
regular, aproximando-se da solucao analitica. Ainda para este caso, é apresentado na figura
2.24 a solugao para outra componente de tensao, 0..., que na figura com os erros 2.26 a-
presenta um erro pouco acima da componente o,.,. Todavia, na figura 2.24 tem-se um
comportamento bem melhor préximo a singularidade, enquanto as demais curvas numéricas

apresentam suas oscilagoes devido a dinamica.

Para o Caso 2, os erros mostrados na figura 2.28 sao pequenos. Na figura 2.27 é possivel

ver o bom ajuste da curva para solucao para freqiiéncia quase-estatica e a solugao analitica.
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Ja para o Caso 3, o erro para a componente de tensao o,,., apresentado na figura 2.30,
comega com um valor “alto”e decresce de forma convergente. A apresentacao desta solucao
comparada com a solucao analitica, mostrada na figura 2.29, apresenta boa concordancia
mesmo para as freqiiéncia mais altas. No Caso 4 repete-se a simetria com a solu¢ao obtida
para o Caso 3, como pode ser verificado nas figuras das componentes de tensao 2.31 e dos

erros 2.32.

O programa Wingreen é validado com esses resultados para o semi-espaco. E comprovada
também a simetria ou a anti-simetria das solucoes tanto para o deslocamento quanto para as

tensoes, em relagao ao eixo de coordenas z.
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Figura 2.23: Caso 1 - Tensoes em 0,,, no semi-espago, carga concentrada.
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Carga Concentrada Vertical
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Carga Concentrada Vertical
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Figura 2.29: Caso 3 - Tensoes em o,,, no semi-espago, carga concentrada.
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Carga Concentrada Vertical
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2.4.2 Espaco Completo

O espaco completo é um meio continuo, sem superficie livre. No entanto, a discretizacao
dos pontos geométricos utilizados para o semi-espaco serd mantida também para o espacgo

completo, assim como as demais propriedades do meio.

2.4.2.1 Carga Concentrada

Esta é a ultima fase de validagao do programa Wingreen com a literatura. Apenas serao

validadas as tensoes.

P 2z [3—2v 22
zz — v — 5y 2.
72 = 9n(1—v) R? [ 2 R?] (2.67)
P z 1-2v 22
_ ERE z° 2.
Oa 27(1 — v) R? { 2 * Rz} (2.68)
P r [1-2v 227 2pa?z
Tz — v =y 2.
77 = 9n(1— v) R? [ 2 R?] TR (2.69)

Nao ¢é necessario obter as componentes para cada direcao de carregamento, uma vez
que no espaco completo nao ha a presenca da superficie livre modificando as condigoes de

contorno para a solugao de cada direcao de carregamento.
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Os resultados para as tensoes no espaco completo com cargas concentradas seguem um
comportamanto semelhante aos resultados para o semi-espaco com cargas concentradas. O
que pode ser comprovado observando a figura 2.34 do erro para o Caso 1 do espago com-
pleto com carga concentrada com a figura 2.25 para o semi-espago. A figura 2.34 mostra um
erro bastante alto para os pontos vizinhos da singularidade. Porém, para os demais pon-
tos espaciais, é possivel verificar, na figura 2.33, uma boa concordancia das curvas obtidas
numericamente com a solu¢ao analitica. Outra mostra da semelhanga entre os resultados
do espaco completo com o semi-espaco, ambos para carga concentrada, esta na figura 2.38
quando comparada com a figura 2.29. Notar que a semelhanca esta no comportamento, pois
os valores diferem, assim como na figura 2.38 de erro para o espago completo, que é préximo

a metade do erro apresentado na figura 2.30.

Para os Casos 2 e 4 também se mantém a simetria das solucoes de tensao, que podem
ser verificadas observando as figuras 2.35 e 2.39 e os seus respectivos erros podem ser vistos

nas figuras 2.36 e 2.40, com valores baixos, sendo os resultados satisfatérios.

A validacao para o programa Wingreen quase-estatico esta finalizada. Os resultados
apresentados estao em conformidade com o esperado, que quanto menor a freqiiéncia adi-
mensional utilizada, mais proximo da solucao analitica para o caso estatico. Os erros tanto
das tensoes quanto dos deslocamentos, quando possiveis de serem analisados, mostraram-se
baixos, comprovando a confiabilidade dos resultados. Apesar de ter sido calculado o erro
pelo minimo quadrado, nenhuma das solugoes apresentadas acima mostraram sinais trocados
para as solucoes. O que nao apareceria nos graficos de erro, por se tratar da raiz da diferenga

dos quadrados das solugoes, ver equagao (2.47).
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2.4.2.2 Carga Distribuida

O carregamento distribuido no espago completo serd muito importante na formulacao do
MEC-I. Portanto, agora valida-se o programa do Romanini, o qual serd usado na formulacao
do MEC-I. Este programa sera validado comparando-se os seus resultados com o programa
Wingreen, que fora até entao alvo das validagoes com a literatura. Isto porque nao ha
na literatura solucao analitica para o carregamento distribuido no espaco completo. Neste
ponto considera-se a solucao fornecida pelo Wingreen como valida para servir de referéncia

ao programa do Romanini.

Serao validados tanto os deslocamentos quanto as tensoes. Porém, diferentemente da
apresentacao anterior, apenas serao mostrados os graficos com os erros das solugoes e com

excegao de um, com as solugoes para o deslocamento w,, na figura 2.41.

Nas figuras contendo os erros das tensoes, sao mostradas as componentes do tensor de
tensao para cada direcao de carregamento aplicado, originando seis componentes do tensor
de tensao, ou seja, diferente do realizado para a validacao do Wingreen, onde apenas era va-
lidado com a literatura para uma dire¢ao de carregamento resultando em trés componentes

do tensor de tensdo.

Na figura 2.41 é mostrada as solugbes para os deslocamentos (w,) na superficie (Caso 1),
obtidos pelo programa do Romanini, sendo estas as curvas R o, para as varias freqiéncias
adimensionais. Na mesma figura estao mostrados as curvas obtidas pelo programa Wingreen
para o deslocamento representadas por Wo. E verificada uma sobreposicao das solucoes,
mesmo sem retirar o deslocamento da origem para estas solucoes. Ao logo desta ultima
validagao, nao é retirado o deslocamento nem da origem, para os Casos 1 e 3, e nem das
extremidades para os Caso 2 e 4. Isto porque sao comparados os resultados de dois métodos
numeéricos sem que haja a necessidade de retirar esse deslocamentos de referéncia como era

preciso fazer para as solugoes dos deslocamentos analiticos.
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Carga Distribuida — Romanini

Deslocamentos - w,

_02 I I I I I
-15 -10 10 15

5 0 5
Coordenadas em x, z =0

Figura 2.41: Caso 1 - Deslocamento em w, no espago completo, carga distribuida.
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Na figura 2.42 sao mostrados os erros quando comparadas as solugoes de deslocamento
para a freqiiéncia adimensional Ap = 0,01 do programa Wingreen com o programa do Roma-
nini. Os erros para as solucoes de deslocamento devido ao carregamento na mesma direcao
(w,, u;), mostram um comportamento semelhante, sendo seus valores de erro baixos e uma
oscilacao para a solucao préxima da singularidade. Ja os erros para as solugoes cruzadas, ou
seja, para os deslocamentos devido ao carregamento na diregao contraria (w,, u,), apresen-

taram valores nulos.

Para os deslocamentos nos casos 2 e 4, é possivel verificar a simetria comparando os
graficos dos erros nas figuras 2.43 e 2.45. Em ambos os casos os erros apresentados sao
pequenos, assim como o erro mostrado para o Caso 3 na figura 2.44, onde os erros para os
deslocamentos cruzados (w,, u,) sdo nulos como ocorrido para o Caso 1 e os erros para os
delocamentos (w,, u,) diminuem conforme se afastam da origem de aplicagao do carrega-
mento. Com isso conclui-se que os deslocamentos obtidos pelo programa do Romanini sao

equivalentes aos obtidos pelo programa Wingreen. Sendo, portanto, considerados vélidos.

J& para as tensoes, é observado na figura 2.46 os erros para as componentes de tensao,
onde a componente o,,, apresenta um erro bastante elevado. Porém, observando uma am-
pliacao da base da figura 2.46, é possivel comprovar na figura 2.47, que os erros maiores
ocorrem nos pontos espaciais vizinhos da singularidade. Outro fato de extrema relevancia a
salientar é a solucao para a componente de tensao o,.,, que apesar de apresentar na figura
2.47 um erro igual a zero para todos os pontos espaciais na superficie, quando comparada a
solucao obtida pelo programa do Romanini com o Wingreen apresentou os mesmos valores
porém com sinais trocados, o que resultou em um erro igual a zero. Esta inversao de valores
é possivelmente devido a uma interpretacao equivocada do termo da componente de tensoes.

Esta foi a tnica solucao que apresentou este comportamento.

Nas figuras 2.48 e 2.50 para os erros nos Casos 2 e 4, respectivamente, sao mostrados
valores para os erros bastante baixos, com excecao da componente o,., na figura 2.50 que
apresentou um erro mais elevado para o ponto espacial (z = 1, z = 1) na linha da singula-
ridade. Finalmente, para a figura 2.49, para o Caso 3, mostrou valores baixos para os erros

das componentes de tensao.

Os resultados obtidos em toda esta andlise sao realmente muito satisfatorios. Principal-
mente por se tratar da obtencao dos valores para tensao e deslocamento sintetizados por

integracoes numéricas bastante dificeis.
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Capitulo 3

Sintese de Estados Auxiliares no

Dominio do Tempo

Neste capitulo sera discutida a obtencao da resposta transiente a partir da resposta
estaciondria com o uso da inversa da transformada répida de Fourier (IFFT). Devido a
obtencao do estado auxiliar transiente depender da resposta estacionaria torna-se necessario

tratar os sinais estacionarios para que se obtenha uma resposta transiente correta.

As respostas transientes sintetizadas desta forma trazem consigo todas as propriedades
que foram consideradas na formulagao estacionaria. Isto ocorre pois as caracteristicas da
equacao diferencial que governa o comportamento do problema sao de sistemas lineares,
podendo-se resolver as equacoes no dominio da freqiiéncia e estas solugoes serem validas
quando transformadas para o dominio do tempo. Devido a essa caracteristica da equacao
diferencial é possivel obter os estados auxiliares transientes de problemas em meios visco-
elasticos. Porém, com o uso da transformacao de dominios, da freqiiéncia para o tempo,
inseri-se na resposta transiente efeitos indesejdveis, tais como o efeito da causalidade e do

deslocamento estatico ou nivel “DC”.

Um trabalho para minimizar estes efeitos e conseguir uma resposta melhor foi realizado
por Adolph (2002), voltado principalmente a resposta visco-eldstica do deslocamento para o
semi-espago isotrépico. As resposta transientes foram validadas com os resultados apresenta-
dos por Guan e Novak (1992) e Richter (1997) para carga concentrada no semi-espago. Ainda
no seu trabalho, com a técnica de superposicao das solugoes fundamentais e adicionando uma
formulagao de fundacao rigida, realizou a interacao dinamica solo-estrutura no dominio da
freqiiéncia e também no dominio do tempo. Esta tltima apresentou instabilidade na solucao

de alguns casos, fato este salientado neste capitulo.
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3.1 Transformada de Fourier

A transformada de Fourier é uma ferramenta importante no processamento de sinais,
possibilitando operacoes como filtragem, respostas de sistemas lineares devido suas propri-
edades de diferenciacao e integracao, simplificacao de problemas que envolvem convolugao
passando a ser apenas um produto em freqiiéncia (HWEI; HSU, 1991). A transformada de

Fourier é usada desde a telefonia celular até a tratamento de imagens obtidas por satélites.

A resposta de um sistema linear é o produto de uma funcao resposta em freqiiéncia com
uma excitagao arbitraria realizado no dominio da freqiiéncia. Também pode ser conseguida
no dominio do tempo de acordo com o teorema da convolugao:

oo

x(t) * g(t) = / x(7) - g(t — 1)dr (3.1)

— o0

A integral de convolugao associada a transformada de Fourier tem as seguintes proprie-
dades:

z(t) * g(t) T X(f) - G(f)
z(t) - g(t) L5 X(f) * G(f)

onde X(f) e G(f) sao as transformadas de z(t) e g(t), respectivamente.

(3.2)

A solucao a partir da integral de convolucao da excitacao no tempo com a funcao de
impedancia do sistema tem um custo computacional mais dispendioso que a solugao obtida

através do produto no dominio da freqiiéncia.

A partir da expansao em série de Fourier de um sinal periédico no dominio do tempo

com periodo T'; é possivel chegar a forma discreta da transformada de Fourier, dada por:

T ;
—i2wkr
Xy = N;{L’r ce N (3.3)

onde N é o numero de termos do sinal discreto, £ > 1 é a componente do espectro em

freqiiéncia e r é a componente no tempo.

Tem-se que o passo no tempo é:

T 27
At = — = 3.4
N Wmaz ( )
e o passo em freqiiéncia é:
27
Aw = 3.5
“ dem ( )
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Portanto a redugao do passo no tempo implica em maiores freqiiéncias méaximas calcu-
ladas, bem como a reducao do passo na freqiiéncia acarreta em um tempo de amostragem

maior.

A transformada discreta inversa de Fourier é dada por:

i2wkr

1 N
T, = T;Xk ceN (3.6)

A FFT envolve um algoritmo de otimizacao do calculo da transformada discreta de
Fourier que no inicio dependia do nimero de termos do sinal (V) ser representado na base
de poteéncia de 2. Posteriormente foram desenvolvidos algoritmos para base de poténcia de
3 e de 5. Atualmente, algoritmos mais eficazes permitem o célculo para qualquer niimero de
termos. Uma abordagem mais completa da FFT e seu algoritmo podem ser encontrados nas
obras de Papoulis (1957), Hwei e Hsu (1991) e Newland (1993).

3.2 Tratamento dos Estados Auxiliares no Dominio da

Frequéncia

Uma das condigoes necessaria para que se realize a IFFT é que as func¢oes no dominio
da freqiiéncia sejam periédicas. Assim deve-se ter um periodo completo para que se rea-
lize a IFFT. Porém na maioria dos casos a resposta estacionaria tem um comportamento
de decaimento monotonica e sua transicao para zero ocorre em altas freqiiéncias podendo
acontecer um truncamento antes de que a resposta complete o periodo, ou seja, que convirja
ao valor inicial zero. Acarretando no efeito da causalidade na resposta transiente (ADOLPH;
MESQUITA; ROMANINI, 2001). Este efeito depende muito do truncamento da resposta

estacionaria.

Geralmente nos problemas estruturais de engenharia os valores de freqiiéncias adimen-
sionais encontrados estao entre 0 < Ap < 10, ou seja, a parte significativa da andlise da
dindmica concentra-se nesta faixa de freqiiéncia adimensional, (GAZETAS, 1983). No en-
tanto é comum para a metodologia aqui abordada calcular respostas estacionarias com Ap
proximos ao valor 500, o que nao tem sentido fisico, mas devido a necessidade matematica da
transformada de Fourier, resultando respostas transientes mais suaves. As vezes necessita-se
da inclusao de zeros na resposta em freqiiéncia a fim de se aumentar o w4, € por con-
sequencia, reduzir o passo no tempo. Isto deve-se a relagao entre a freqiiéncia maxima w4,

calculada e o passo de tempo At mostrada na equagao (3.4). Analogamente tem-se a relacao

59



do tempo maximo T, com o passo em freqiiéncia Aw, de acordo com a equacao (3.5).
Assim, com o refinamento do passo em freqiiéncia obtém-se um maior tempo de amostragem

na solucao transiente.

A figura 3.1 apresenta um exemplo do estado auxiliar para o deslocamento devido ao
carregamento distribuido aplicado na mesma diregdo de medida do deslocamento (G.,.) no
dominio da freqiiéncia em funcao da freqiiéncia adimensional Ap, sendo a resposta obtida para
o elemento sob o carregamento distribuido. Na seqiiéncia é apresentada a solucao transiente
na figura 3.2, da mesma fungao do estado auxiliar mostrado na figura 3.1, os instantes iniciais

e finais da solugao transiente sao evidénciados nas figuras 3.3 e 3.4, respectivamente.

E possivel verificar um bom comportamento da solugao estacionaria na figura 3.1, mesmo
para as altas freqiiéncias. Este bom comportamento para as altas freqiiéncias implica na
minimizacao das oscila¢oes nos instantes iniciais da solugao transiente mostrada na figura
3.3. Ja o passo de freqiiéncia utilizado na solugao estacionaria acarreta a um maior tempo de
amostragem da solucao transiente. Na figura 3.4 sao mostradas as oscilagdes nos instantes
finais da solucao transiente, as quais apresentam uma pequena amplitude. Estas oscilagoes
tem por causa o passo em freqiiéncia e o comportamento da solucao estacionaria para as

baixas freqiiéncias.

Esta necessidade de se obter solugoes estacionaria com passos em freqiiéncia pequenos e
altas freqiiéncias calculadas, resulta em um dispendioso custo do tempo computacional. Por-
tanto, para se obter solugoes transientes com qualidade, ou seja, onde seu comportamento seja
suave e com grande quantidade de informacao é necessario tratar as solugoes estacionarias.
Justificando o uso de técnicas tais como o uso de filtros e extrapolagao da fungao com o uso

de spline. Estas técnicas serao apresentadas mais adiante.

O decaimento para zero da solucao estacionaria depende de muitos fatores, dentre os
quais amortecimento visco-eldstico. A transi¢do para zero foi sugerida por Adolph (2002)
através do uso de uma extrapolacao por uma spline suave, conforme mostrado na figura 3.5,
ou com o uso de filtros exponenciais, dados pela equacao (3.7), atuando na resposta calcu-
lada. Estas ferramentas possuem algumas desvantagens como o “achatamento”da resposta
transiente, funcionando como um acréscimo no amortecimento e indicando uma relagao entre

a causalidade e o amortecimento.
Ffiltro(AO) — o M(Ao—Aositro) (3-7)

onde A é o fator de decaimento do filtro e Ao o a freqiiéncia de inicio do sinal.
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Figura 3.2: Solucao transiente (G, ).
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Figura 3.3: Instantes iniciais da soluc¢do transiente (G, ).
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Figura 3.4: Instantes finais da solugao transiente (G, ).
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A figura 3.5 mostra a solu¢ao do deslocamento na diregao w devido ao carregamento
na direcdo z sintetizada numericamente até a freqiiéncia Ap = Apcae- Esta freqiiéncia é
escolhida para otimizar o processo ou imposta por uma falha no esquema de integracao
numeérica. A faixa seguinte da solucao até Ap = Ap.eros € Obtida com a aplicagao de filtro

ou com o uso da spline. Finalmente ¢ inserido zeros alcangando Ao = Ao finai-

A

GWZ(AO)

Jransicéao

I I >

O calc. AO Zeros. AO final.

Figura 3.5: Transicao da resposta estacionéria para zero.

Um comportamento também andémalo na solucao 2D para o semi-espaco é o movimento
de corpo rigido, também chamado de componente “DC”, (NEWLAND, 1993). Investigado e
apresentado por Mesquita et al. (2002), este deslocamento esta relacionado com a singulari-
dade na fungao estaciondaria para freqiiéncia adimensional Ap = 0, ver figura 3.5. A solugao
tende ao infinito nesta freqiiéncia. O que se faz para atribuir um valor a esta freqiiéncia é cal-
cular um valor tao proximo de zero quanto seja possivel. Um exemplo disto foi demonstrado
no decorrer de todo o capitulo anterior, onde o Ap = 0,01 foi o valor mais baixo calculado.
O calculo desta freqiiéncia proxima de zero é uma limitacao da sintese numérica da solucao

que pode ser contornada.

Para eliminar o movimento de corpo rigido, ou nivel “DC”, basta extrair de toda a

resposta, ja no dominio do tempo, o ultimo termo, ou seja:
Gij(t) = Gij(t) — Gij(tmaz) (3.8)

onde o termo Gj;(t4,) representa o deslocamento de corpo rigido causado pelo processo de

IFFT com o valor quase-estatico de Ap(0).
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Adolph (2002) investigou a influéncia sobre as respostas ao delta de Dirac utilizando trés
modelos de amortecimento: o modelo histerético constante, o modelo de Kelvin-Vogt e um

misto dos dois anteriores em um modelo tipo rampa. Os modelos podem ser vistos na figura
3.6.
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Figura 3.6: Modelos de amortecimento viso-elastico.

Em suma, a metodologia para a obtencao da resposta transiente pode ser dividida em
etapas. Inicialmente utilizando-se as caracteristicas do meio, como por exemplo o modelo de
amortecimento, sao calculadas as solugoes estaciondrias com passos e limites de freqiiéncia
arbitrarios. De posse das solugoes, ¢é realizada uma andlise de suas componentes reais e
imaginarias, identificando-se a origem da falha na integracao numérica. Caso seja necessario,
aumenta-se o periodo de andlise, diminuindo-se o passo em freqiiéncia. Re-calculando pontos
intermediarios, realiza-se a transicao para zero a partir da freqiiéncia de falha identificada
até uma freqiiéncia estipulada para cessar a transicao para zero. Acrescenta-se zeros na
solucao até a freqiiéncia maxima desejada. Opta-se em resolver o sistema para uma excitagao

arbitraria.

Utilizando-se a resposta estacionéria tratada como uma funcao resposta em freqiiéncia e
realizando o seu produto pela excitacao no dominio da freqiiéncia, pode-se finalmente aplicar

a IFF'T sobre o resultado do produto e obter a resposta transiente.
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Ou entao, aplica-se a IFF'T sobre a resposta estaciondria e realiza a integral de convolugao

com a excitagao no dominio do tempo, resultando também na resposta transiente.

Esta metodologia apresentada pode ser aplicada as solu¢oes fundamentais tanto de des-
locamento quanto de tensao, modeladas para qualquer do tipo de meio e excitacao aplicada,

no semi-espago ou no espaco completo.

Uma resposta transiente 3D de uma fundacao interagindo com o solo visco eldstico con-
siderando as propriedades de inércia da fundacao foi apresentada por Adolph, Mesquita e
Romanini (2002).

3.3 Instabilidade na Solucao no Dominio do Tempo

Na metodologia apresentada acima, nao foi identificado nenhum problema de instabili-
dade na resposta transiente, seja através do produto no dominio da freqiiéncia, seja na con-
volugao no dominio do tempo. No entanto, na obtencao da resposta transiente de fundacoes
rigidas de superficie apresentada no trabalho do Adolph (2002), foi verificada a instabilidade

na solucao através da convolugao no dominio do tempo.

Na formulagao para a interacao de uma fundacao rigida com o solo, é considera a super-
posicao dos deslocamentos ou tensoes devido as excitagoes aplicadas tanto no solo quanto
na fundacao. Além da superposicao, sao inseridas equagoes estipuladas pelo comportamento
de corpo rigido da fundacao. Estas consideracoes, que resultam em um sistema algébrico
matricial mais complicado, serao mostradas com detalhes no capitulo seguinte onde se busca

uma solucao para instabilidade encontrada.

Alguns indicios foram registrados por Adolph (2002) como causa da instabilidade. Dentre
estes pode-se citar o condicionamento da matriz do sistema algébrico, o aumento no niimero
de elementos na discretizacao da fundagao e a diminuicao do fator de amortecimento. O
tipo de excitacao também tem influéncia, pois para excitagao senoidal nao foi encontrada a

instabilidade. Apenas para excitacao do tipo pulso foi encontrada a instabilidade.
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Capitulo 4

Incorporacao das Condicoes de Corpo
Rigido

4.1 Introducao

Neste capitulo é apresentada uma metodologia para sintetizar a resposta transiente de
uma fundacao rigida 2D interagindo com o solo visco-eldstico modelado como semi-espaco.
O método é baseado na superposicao dos efeitos das funcoes de influéncia devido a cargas
distribuidas na superficie do semi-espaco. A solucao transiente das fungoes de influéncia para
cargas distribuidas sao obtidas com o uso da IFFT. As solu¢oes superpostas sao agregadas
as condicoes de compatibilidade cinematica e ao equilibrio de forgas de corpo, satisfazendo
as condicoes de corpo rigido. A estabilidade da resposta transiente do sistema é discutida.
Algumas propostas alternativas sao apresentadas, tais como a alteracao na forma estrutu-
ral do sistema linear a ser resolvido e a aplicacao de um sistema de convolugao com uma
aproximacao linear ao invés do sistema discreto constante. Esta metodologia visa a imple-
mentagao do método dos elementos de contorno indireto e, no futuro, a solucao de problemas

nao-lineares.

A incorporagao de corpo rigido é também apresentada de uma outra forma que nao a
mencionada acima. Sendo as solugoes estaciondrias das fungoes de influéncia para cargas
distribuidas superpostas e adionadas as condigoes cinematica e ao equilibrio de forcas de
corpo, ainda no dominio da freqiiéncia, resolve-se o sistema para uma excitacao aplicada sobre
o corpo rigido obtendo-se as fungoes de flexibilidade normalizadas da fundacao. Aplica-se a
IFFT sobre as fungoes de flexibilidade obtendo-se assim a resposta transiente necesséaria para

a validacao com o método da superposicao no dominio do tempo.
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A validacao dos resultados é realizada através da comparacao dos resultados transientes
obtidos com os resultados apresentados por Spyrakos e Antes (1986) e Spyrakos e Beskos
(1986).

4.2 Condicoes de Corpo Rigido

4.2.1 Compatibilidade Cinematica

Uma das condigoes da fundagao, ou estrutura rigida, é a condicao de compatibilidade
cinematica. A compatibilidade cinematica consiste na restricao segundo a qual todos os
pontos pertencentes a fundacao rigida sao submetidos, ou seja, os deslocamentos verticais e

horizontais expressos por:

W(Z’Z) = Uy + (by(l’z - l’f)

4.1
Ulzi) = un — ¢y(zi — 25) .

estao diretamente relacionados com os deslocamentos verticais, horizontais e de rotagao do
corpo rigido, esta definicao pode ser verificada na figura 4.1. Onde, ¢, é a amplitude do
angulo de rotacao da fundacao em relagao ao eixo horizontal e w,, u, sao os deslocamentos
verticais e horizontais, respectivamente, da fundacao com relagao a um ponto de referéncia

de coordenadas (zy, zr). Usualmente este ponto de referencia é o centro da fundagao.

Desta forma, toda a fundacao comporta-se como se fosse constituida de uma rigidez
infinita, sem a presenca de qualquer deformacao. Todos os elementos da fundagao se mantém

colineares, esta relagao pode ser vista na figura 4.1.

U(x,)

Figura 4.1: Relacao entre o deslocamento do ponto x3 (W, U) e o deslocamento de corpo

rigido da fundagao {u,, up, ¢y}T.
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O agrupamento das equagoes em uma matriz de compatibilidade cinematica [C'C] e rela-
ciona os deslocamentos dos diversos pontos x; na interface solo-fundacao W (z;) e U(x;) com

os graus de liberdade do corpo rigido ({tyes} = {ty, un, ¢y }" ), pode ser escrita como:

10 (F—) ]
W) | _ |t 0 (g) " 42
{ U(x;) }— 01 _(Zlng (;Z; (4.2)
01 —(2=4,

L a/ -
onde, a é a metade da largura da fundacao e N é o nimero de elementos para discretizar a

fundacao.

A equagao (4.2) também é apresentada de forma simplificada:
{ui} = CCT - {urer} (4.3)

O vetor de deslocamentos da equacao (4.3) {u;} representa os mesmos deslocamentos
do vetor {w;} citados na equagao (4.13). Porém, este tltimo estd escrito para o dominio
da freqiiéncia, e como a compatibilidade cinematica é a mesma para o dominio do tempo,

optou-se por escreve-la com uma notagao prépria.

4.2.2 Equilibrio de Forcas

Uma segunda e tltima condicao para a incorporacao de uma fundacao rigida é satisfazer
o equilibrio de forcas. Do equilibrio de forcas entre as forgas de superficies (¢,(x;),t.(z;))
na interface solo-fundacao e os esforgos externos aplicados na fundagao rigida ({F..} =
{F,, Fy, My}T) pode-se escrever:

ki th(:ci) A (g —xyp))a—te(xy) - i - (2 — 2p)/a
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Figura 4.2: Relacao entre as forgas de superficies t,(z;),t,(x;) no ponto e as forgas externas
aplicadas na fundagao {F,, F},, My}T.

sendo, [; o comprimento do i-ésimo elemento, F,, F},, M, sao, respectivamente, a forca vertical,

forga horizontal e o momento aplicados externamente a fundacao, ver figura 4.2.

O equilibrio de forgas, de acordo com a figura 4.2 e as equagoes (4.4), relaciona as forgas
de corpo rigido (forgas externas) com as forgas de superficie de cada ponto z; da interface
solo-fundacao, sendo estas forcas nos nés equivalentes a toda forca distribuida ao longo do
comprimento [; de cada elemento. Assim, tem-se que a matriz de equilibrio de forcas [FQ)]
é a transposta da matriz de compatibilidade cineméatica multiplicada pelo comprimento do

respectivo elemento dada por:

t.(z1)
F, 1 Iy 0 0
Frl — 0 0 A In tz((xN))
M, T — Xy IN —Tf 21— 2f IN — Zf t.(T1
— I - In - -1 o=y -
(B s (B (2D Sl
\tm(mN))
(4.5)
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Apresentando as equagoes de equilibrio de forgas de forma compacta, tem-se:

{Femt} = [EQ] ' {Ff} (46)

sendo F as forcas de superficies ¢,(z;),t,(x;) aplicadas na interface solo-estrutura. Estas
variaveis equivalem as forcas de superficies {?]} encontradas mais adiante na equacao (4.13).
No entanto, escreve-se com outra notacao pois o equilibrio de forcas serd o mesmo na for-

mulacao no tempo.

4.3 Superposicao dos Efeitos das Solucoes com Carre-

gamento Distribuido na Superficie do Semi-espaco.

As respostas estaciondrias das solucoes de deslocamentos e tensoes sao regidas por uma
relacao diretamente proporcional a excitagao aplicada, ou seja, hd uma relacao linear que

pode ser representada para o deslocamento estacionario como:

U = i x, 2)f.(z, 2
Ty (0,2) = — Gl 2) (2. 2) (4.7)

onde p = z, z é a direcao em que o deslocamento é medido e r = x, z é a direcao da aplicacao

da carga.

No entanto, pode haver uma excitagao em qualquer outro lugar que nao na coordenada
geométrica (x,z) e seu efeito deve ser considerado no deslocamento total @,(z,z). Para
isto, basta somar as influéncias de cada excitagao, realizando a superposicao dos efeitos de

deslocamentos,

N
> Gl 2,25, 2) (w5, 2) (4.8)

que também pode ser escrito de forma matricial como:

(T (1, 20)} = W—lu ol 20,2, 2)] {Fo(02)} (4.9)

sendo 7 o ponto onde esta sendo calculado a solucao e j o ponto onde a carga esta aplicada.
Um esquema da superposicao realizado para trés pontos discretizados na superficie do
semi-espago pode ser visto na figura 4.3. Na figura 4.4 é separada a superposicao na soma de

trés casos simples, equivalente a figura 4.3, com excitagoes verticais (t,) e horizontais (¢).

Considera-se o campo de tensoes constante distribuida sobre cada elemento.
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Figura 4.3: Superposicao dos efeitos das funcoes de influéncia.

2a
R N -~ l(&l
~ A \5 23 "
z x, U “N‘* x, U 5’* x, U
~vivel | >+ T3] 5 = >
X1 X2 X3

Figura 4.4: Superposicao separadas em duas somas.

Os deslocamentos totais verticais @, (z;, Ap) e horizontais @, (x;, Ap) do centro de cada

elemento representados pela figura 4.4 devido as carga normais (f,(z;, Ap)) e tangenciais
(fo(x;, Ap)) podem ser obtidos por:

N
w_l,LLZ (G (i, 5, Ao) - [.(x5, Ao) + Guol@i, 25, Ao) - fo(xj, Ao)] (4.11)
j=1

onde N = 3 para este caso com trés elementos.

E conveniente lembrar que a solucao para cada elemento depende da freqiiéncia e das
coordenadas geométricas.

Desta forma, é possivel escrever a solucao de forma matricial
expandindo para N elementos como:

4 ) B

ﬂz(llfl)

Q)

zz(xla zl) e

Q)
Q)

zz(xla zN)

(T, 21) o Goe(wy,an) | | fa(70)

Q)

() 1 |G..(

. Ezz(xNaxN) sz(l']v,!lfl) sz(xNaxN) ?z(xN)
Uy (1) | Goo(z1,11) -+ Gao(21,28) Geelxr,71) -+ G

mm(«rlax]\/) 71,(371)

. Gm($N,SL’N) @wZ(xN7$1)

\ﬂx(l’]\/)) @

Q)

mz(xNuxN)_ \fz('rN)
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ou simplesmente
{u:} = [@ij} : {?]} (4.13)

onde a matriz [Gy;] é denominada matriz de influéncia dos deslocamentos do problema, o
vetor de deslocamentos total {@;} contém os deslocamentos de todos os pontos discretizados

e {7]} é o vetor de forcas de superficie ao longo de cada elemento.

4.3.1 Equacgoes Finais para Resposta em Deslocamento do Corpo

Rigido no Dominio da Freqiiéncia

Para montar um sistema para a solucao no dominio da freqiiéncia que represente o pro-
blema de interacao dinamica solo-estrutura basta acoplar as equagoes apresentadas de forma
matricial pelas equagdes (4.13), (4.3) e (4.6) em um s6 sistema algébrico. Para tanto, pri-
meiramente deve-se relacionar os deslocamento dos centros de cada elemento fornecido pelas
solugoes quando sujeitos uma excitagao com as restricoes imposta aos deslocamentos pela
compatibilidade cinemética, ou seja, igualando-se a equagao (4.13) com a equagao (4.3),

tem-se:
[Gy] - {5} = 1CC] - {ures} = {0} (4.14)

Faltando apenas acrescentar as condigoes de equilibrio de for¢a definidas em (4.6), ob-
tendo um sistema algébrico completo para a formulacao de corpo rigido no dominio da

freqiiéncia, representado por:

1 1 ri—xp ]
Gzl ) o Galzizg) —1 0 —(Zj) ( 7.z, (0
i Gas(ti 1)) Gan(wiy) 0 =1 (Z—5) | | F.(z)) 0
I 0 0 0 4, ¢=4{ F, » (4.15)
0 l; 0 0 Up, Fy,
li<llfi —ZL'f) _li(Zi —Zf) 0 0 0 [ ¢ ) | M,/a )
L a a _

ou também, de forma concisa:

(2}

sendo o sistema de dimensoes (2N 43 x 2N + 3). Portanto, o vetor de incégnitas é formado

G -CC
EQ 0

por 2N tensoes de interface solo-estrutura mais 3 termos dos deslocamentos da fundagao.
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4.3.2 Adimensionalizacao das Grandezas

O vetor de incognitas do sistema da equagao (4.16) pode ser escrito em fungao de gran-
dezas adimensionais, dando origem a um sistema normalizado independente do sistema de

unidades.

Primeiramente define-se as forcas de superficies normalizadas. Aplicando apenas uma
forca externa vertical na fundacao de amplitude F, = f.. Tem-se que a tensdo na fundacao
6 7. = f./2a, onde a é a metade da largura da fundacdo. Analogamente pode-se escrever
que a tensdo no elemento é 7,; = f,(r;)/2a; onde a; é a semi-largura do elemento. Assim,
dividindo-se a tensao no elemento pela tensao da fundacao, encontra-se a tensao normalizada

para o elemento dada por:

L . TECHENN Foosj = Lo(;) (4.17)
2 a; fz fz ' d]
Ty = 2o _Jal®)oa g Ta(@) (4.18)

onde d; = a;/a. A tensao normalizada k,,; é encontrada realizando o mesmo procedimento

para uma forca externa horizontal e considereando as demais nulas.

Os deslocamentos verticais, horizontais e de rotacao da fundacao também podem ser
normalizados com o auxilio do fator 7u/f,, sendo f, a amplitude da carga externa vertical.

Os deslocamentos normalizados da fundagao sao escritos como:

Upnorm = ——= (4.19)
f-
Tnorm = —1TH (4.20)
2
_ @, - amp
(bynorm ca = ? (421)

Substituindo as tensoes e deslocamentos normalizados na equagao (4.15), o sistema passa

a ser:
— _ T — T
dj - Guz(2i, %)) dj- Guolti,25) —1 0 —(— D¢ Fosi(z)) (0
dj - Gu.(vi,z;) dj-Gue(ziyzy) 0 —1 (Zl ; Zf) pj() 0
; 0 0 0 Uynorm =<1 (4.22)
d; 0 0 Uhnorm 0
ARECE EET O L E e B

74



As forgas externas assumem agora valores nulos ou iguais a 1 como pode ser visto na
equagao (4.22). Isto ocorre porque a normalizagao foi realizada em func¢ao de suas amplitu-
des, ou seja, F.,; pode ser igual a {1, 0, O}T para a carga vertical; {0, 1, O}T para a carga

horizontal e {0, 0, 1}T para 0 momento normalizado.

A equagao (4.22) pode ser escrita de forma sucinta como:

énorm - CC Enm‘m O
_ =4 (4.23)
EQ 0 Ure frorm Fextnorm

na qual G, é a matriz com as solugoes estacionarias para os deslocamentos normalizados.

Resolvendo o sistema de equagoes (4.23) sucessivamente para as forgas externas aplicadas
isoladamente obtém-se a matriz de flexibilidade do sistema, ou seja, a matriz que relaciona

as forgas externas com os deslocamentos, dada por:

Wz 1 Nwz Nuz N¢z FZ
Pya Nuwy  Nuy  Ngy M,y/a

De acordo com o trabalho de Mesquita (1989), quando aplicada apenas uma forca vertical
sobre uma fundagao 2D simétrica, esta nao deve causar deslocamentos na dire¢ao horizontal

ou de rotacao. Assim a matriz de flexibilidade para fundacao 2D deve ser:

W, [N 00 F.
Ue (=7n | 0 N Now F, (4.25)
by 0 Nu Nyl | My/a

No entanto, ainda é mostrado em seu trabalho que o deslocamento horizontal provo-
cado por um momento aplicado na fundagao tem a mesma influéncia de um carregamento

horizontal sobre a rotacao na fundacao, ou seja, Nyy = Nyy.

4.4 Superposicao no Dominio do Tempo

A solucao da interacao solo-estrutura no dominio da freqiiéncia é muito importante,
porém deficitaria em se tratando de alguns casos especificos, tal como o problema nao-linear
que pode ser considerado quando estudado o escorregamento com o atrito na interface solo-
estrutura. Visando sanar esta deficiéncia, é justificada a formulagao no dominio do tempo a

fim de contemplar solugbes para os problemas nao-lineares.
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A formulacao da superposi¢ao no dominio do tempo segue os mesmos aspectos da freqiien-
cia, principalmente pela formulacao na adigao da compatibilidade cinematica e do equilibrio
de forcas. Todavia, a superposicao das solugoes fundamentais propriamente dita é o diferen-
cial, pois, contrario ao que ocorre no dominio da freqiiéncia, no dominio do tempo a relacao
que fornece os deslocamentos é uma integral de convolucao entre a excitacao e a solucao

fundamental e nao mais um produto como na freqiiéncia. Esta relacao é dada por:

ui(x;, t) = /0 Gij(z; —xj,t—71) - f(7)dr (4.26)

onde t refere-se ao instante de tempo.

A resposta com a superposicao, seguindo a mesma logica da figura 4.4, é um somatorio

de integrais de convolugoes dadas por:
N ¢
wi(wi, t) =Y / gij(xi — xjt —7) - fi(7)dr (4.27)
j=1"0

Sendo que a representacao discreta da convolugao (OPPENHEIM; SCHAFER, 1975) é
dada por:

t

u(t) = g(t—7)- f(r) At (4.28)

7=0

onde At é o passo constante no tempo.

Portanto, pode-se escrever a equacao (4.27) de forma matricial para um exemplo de trés

elementos discretizados e apresentado apenas os deslocamentos na direcao vertical z. Assim:

w (tn) n | 0u(ts) g12(tr) g13(tr) fi(tn—r)
watn) ¢ = |g2(ts) go(t;) gus(te)| § folta—s) - A (4.29)
ws(ty) =0 Lgn(tr) gs2(ty) gss(tr) f3(tn—r)

para 7 variando de 0 até n e o instante inicial n = 0.

A equagao (4.29) mostra que nao hé nenhum problema em obter os deslocamentos através
da integral de convolucao, que para dados discretos, torna-se um somatério. Contudo nao
é possivel acoplar a superposi¢gdo da forma apresentada na equagao (4.29) com o compor-
tamento de corpo rigido, pois na formulagao de corpo rigido as tensoes na interface solo-

estrutura sao incognitas.

Contudo, investigando o comportamento da integral de convolugao, consegue-se reescre-
ver a equagao (4.29), (ADOLPH, 2002), agora com todos os graus de liberdade de desloca-
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mento nas diregoes x e z, como:

w(t") - ng(tO) gwx(to) fz
{ u(ty) }_ [guz(t0> gm(to)] { falt }At+z

ng 'r gwx(t'r)] { fz(tn—r—i-l) }At
guz ) gum@ﬂ') fm(tn—7+1> 5

CONV

(4.30)

A integral de convolugao é separada na soma de duas parcelas, onde a primeira parcela
contém a solucao transiente da solucao fundamental fixa no instante inicial multiplicada pelas
forgas de superficies na interface solo-estrutura para o instante em que se esta calculando, e
a segunda parcela contém o resto do somatério de convolugao que no instante inicial é nula e
passa a ser calculada a partir do segundo instante em diante. Parte da segunda parcela seréd
chamada de CONV | ver equagao (4.30). Esta parte CONV trata-se de um vetor de ordem
2N e observando que o At nao faz parte do vetor CONV.

Escrevendo a equacao (4.30) de forma compacta, tem-se:

{ wlte) } = loa(to)] {f(t0)} - At + {CONVY - A (431)

4.4.1 Equacoes Finais para o Corpo Rigido no Dominio do Tempo

De posse da equagao (4.30), é possivel dar continuidade a formulacao da superposigao
com as restri¢oes de corpo rigido, a qual segue analogamente ao procedimento para o dominio
da freqiiéncia. Portanto, igualando-se a equagao (4.31) com a equagao (4.3) que trata da

compatibilidade cinematica e re-arranjando os termos, tem-se:

963 (L) ] { f(tn)} - At = [CCT{tres(tn)} = {—CONV} - Al (4.32)

Falta apenas acrescentar as equacoes de equilibrio de forgas e assim montar um sistema

algébrico. Isso pode ser feito de duas formas.

A primeira forma, mais direta, consiste em inserir a constante At a equagao (4.32) dentro
do vetor de forgas de superficies no lado esquerdo da equacao (4.32) e dentro do vetor do lado
direito da mesma equagao. Feito isso, deve-se adicionar a equagao de equilibrio de forga (4.6)
que devera ter o vetor de forcas externas multiplicado por At para que nao seja alterada,

dando origem ao seguinte sistema:
(t,) - At —CONYV - At
Jitn) = (4.33)
uref(tn> emt At

7

gz’j (t()) —OC
EQ 0




O sistema dado pela equagao (4.33) serda denominado de sistema 1(CONV - At).

A segunda forma de se obter o sistema é dividindo toda a equagao (4.32) por At antes

de acoplar a equacao de equilibrio de forca, de modo que o sistema final é apresentado por:
(th —CONV
Jitt) L _ (4.34)
uref(tn) Fext

O segundo sistema dado pela equagao (4.34) sera chamado de sistema 2(CONV).

EQ 0

E importante salientar que as matrizes de ambos os sistemas dados pelas equagoes (4.33) e
(4.34) nao sao alteradas para cada passo de tempo, o contrério do que acontece na freqiiéncia
cuja matriz muda a cada passo na freqiiéncia. No tempo apenas o vetor de excitacao externa
F..; e o vetor da convolucao das fungoes de influéncia com as forcas de superficies dos passos
anteriores mudam a cada passo de tempo, ou seja, isso significa dizer, fazendo analogia com

um sistema linear [A] {x} = {b}, que apenas o vetor b muda com o passo de tempo.

Considerando ainda que no instante inicial nao é conhecida nenhuma forca de superficie
para convoluir com as fungoes de influéncia, deve-se adotar o vetor CONV = 0 para o
instante inicial. Isso é tao somente possivel pois considera-se o problema como causal, ou
seja, o sistema nao apresenta reacao dinamica até que haja uma perturbacao do sistema. O
mesmo pode nao ocorrer caso seja considerada uma condigao inicial que nao a igual a zero

para os deslocamentos, ou mesmo de velocidade.

O sistema 1(CONV - At) é uma proposta alternativa deste trabalho com o intuito de
melhorar o condicionamento da matriz e eliminar a instabilidade encontrada no trabalho apre-
sentado por Adolph (2002), o qual ¢é constituido com a formulagado do sistema 2(CONV).
Observando que suas simulagoes numéricas foram simplificadas, considerando-se apenas as
fungoes de influéncia que relacionam o deslocamento vertical com a excitagao normal a su-

perficie, dando origem ao seguinte sistema:

Guwe11(t)  Guz12(to)  Gua1s(to) Gueia(te) —1/At] [ fur(ta) ) ([ —CONV; )
Gu=21(to)  Guw=22(to)  Gu=23(t0)  Guwza(to) —1/At foa(tn) —CONV,

Guz31(to)  Guw=32(to)  Guzs3(to) Gussalto) —1/At fus(tn) ¢ =< —CONV3 » (4.35)
Gu=a1(to)  Guwz42(to)  Guwz43(to)  Guwzaa(to) —1/At foa(tn) —CONV,

1 1 1 1 0 | lwt)) | B

Este sistema simplificado, para quatro elementos na fundacao, proporcionou uma redugao
significativa dos custos computacionais. Porém sua adocao nao se deve ao fato de querer

reduzir custos computacionais, e sim a elaboragao de um sistema que desconsidera-se os efeitos
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dos estados auxiliares cruzados, ou seja, afim de desprezar a influéncia dos estados auxiliares
de deslocamentos em uma dada direcao devido ao carregamento na direcao perpendicular
para identificar a real causa da instabilidade encontrada na solugao do sistema equagoes no

dominio do tempo.

No presente trabalho foi apresentado fundagoes constituidas de apenas trés elementos.
Embora o sistema de equacoes tenha sido considerado com todos os estados auxiliares de
deslocamento, fazendo com que a dimensao do sistema fosse 2N + 3, onde N é o numero de

elementos da fundacao.

4.5 Integral de Convolucao por Aproximacao Linear

No estudo da estabilidade do sistema, além da variacao das configuracoes adotadas,
também foi modificada a forma como é realizada a integral de convolucao. Nao s6 a forma
discreta constante, na qual se tem o valor constante no ponto ao longo de todo At como
demonstrado na figura 4.5, foi implementada e investigada, mas também a forma com uma
aproximacao linear com o auxilio das fungoes de forma, neste caso linear, e com o uso de dois

pontos pode-se variar a integracao ao longo de At, como mostra a figura 4.6.

& r'y
F(t
(t) F(t) Fungdes d/el‘/orma, N{().
] '\/
o > t » w - >
At At '
Figura 4.5: Integracao com forma constante. Figura 4.6: Integracao com forma linear.

O equacionamento da integral de convolucao com aproximagao linear é mostrado na

seqiiéncia apos a apresentacao de algumas propriedades da convolugao.

Do teorema da convolucao, tem-se que:

o)+ h(0) 2 [ g(3)-ht - 9)ds (1.36)
Sendo que as fungoes ¢ (t) e h (t) sdo nulas para t < 0, ou seja, em um sistema causal,
tem-se:
t
o)+ ht) = [ (9)- bt~ ) (437
0
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a) Impulso: elemento neutro da convolugao

g(t) = g(t) (1) (4.38)
O impulso é um elemento neutro da convolugao, ou seja, sua aplicagdo nao modifica a
funcao original. Esta propriedade é importante pois o seu uso pode ser estendido, originando
a propriedade seguinte, que é o deslocamento temporal.
b) Deslocamento temporal
g(t)*x0(t —a) =gt —a) (4.39)
O deslocamento temporal permite que a fungao seja deslocada em relagao a seu funcional.
c) Convolucao com um degrau unitério (Heaviside)
t
oft) vult) = [ a3 (4.40)
0
A convolucao de uma funcao com uma funcao degrau resulta na sua integral.
d) Comutativa

g(t) *y(t) = y(t) = g(t) (4.41)

e) Associativa

w(t) * (g(t) * 2(t)) = (x(t) * g(t)) * (1) (4.42)
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Representacao Discreta da Convolucao

A representacao discreta da convolu¢ao para um sistema de fungdes causais (4.37) é dada
por:

t

u(t) = g(t)« h(t) =Y g(r) - h(t—7)Ar (4.43)

7=0
onde At é o passo constante no tempo.

Contudo, podemos resumir a operagao da convolugao em cinco passos, os quais seguem

abaixo:

e Mudanca de variavel,

e Inversao ou rotacao de uma das fungoes;

e Atraso da varidvel ¢ em relagao a varidvel adotada (nosso exemplo 7);
e Produto entre as funcoes;

e Integracao.

Estes passos podem ser exemplificados matematicamente pela equacao (4.44).

u(0) = g(0) - h(0)

u(1) = g(0) - h(1) + g(1) - h(0) (4.44)
u(2) = g(0) - h(2) + g(1) - h(1) + g(2) - h(0)

u(3) = 9(0) - h(3) + g(1) - h(2) + 9(2) - h(1) + g(3) - h(0)

u(4) = g(0) - h(4) + g(1) - h(3) + 9(2) - h(2) + 9(3) - h(1) + g(4) - h(0)

Aproximando as funcgoes por funcoes de forma linear

Na figura 4.6 pode ser verificada a variagao da funcao F'(t) de forma linear para o passo

At com o auxilio das fungoes de forma linear N;(t).

Os passos da equacao (4.44) para duas fungoes causais g(t) e h(t) aproximadas por fungoes

de forma lineares N; e N, podem ser visualizado graficamente na figura 4.7.
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Sendo as fungoes de forma linear, dadas por:

T

N17' :NgAt—T = ——
(r) = Na(At = 7) = — )

No(r) = Ny (At — 1) =1 — é

Portanto, as fungoes ¢g(7) e h(t — 7) ja em funcdo de novas varidveis e com a rotagao

(inversao) de uma das fungoes, assume a seguinte forma:

9(1) = g(O)NY(7) + g(1)N(7) + g(2)Ny (7) + g(2)No (7) + - -+

(4.46)
o+ g(2)NF(T) + gB)NZ (1) + g(3)NY (1) + g(4) N3 (7)

h(t —7) = h(O)NY(t — 7) + h(1)NS(t — 7) + h(2)N{ (t —7) + h(2)Ny(t —7) + - -~

(4.47)
co A RNt —7) + h(3)NZ(t — 7) + h(3)N} (t — 7) + h(4)N3(t — 7)

Onde os indices superiores das fungoes de forma se referem ao segmento da funcao, o

qual pode ser identificado na figura 4.7 pela numeracao em negrito.

gT)A h(t)4
g(1) h(0)
/ o), h(3)
20) 0 / h(?/
23)
oA h(1
> h4)
T T
DX D>
|—T
\Nm / N, (t- ) e o
h(0)
/ N2 \ Na- 1) s
Ni() = Na(t- 1) /k "
Na(t) = Ny (t- 1) hi >
t T
-‘C_

t

Figura 4.7: Esquema da convolucao por aproximacao linear.
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Faltando apenas multiplicar as fungoes e integrar para cada instante, como mostra a
figura 4.8.

h(t-0)4

N

h(t-1)4

~

h(t-2)4

[

h(t-3)4

/

h(t-4)4

v

E R

-

-
A

-
a

Figura 4.8: Passos para cada instante da convolugao.

Para o primeiro instante nao é possivel fazer a aproximagao linear, pois ha apenas um
ponto de cada fun¢ao. Entretanto a partir do segundo instante em diante a convolucao segue

com a aproximagao linear.
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Para o segundo instante a integral de convolucao fica da seguinte forma:
At
/ [g(0)N1(T) + g(1)No(7)] [R(0)N1(t — 7) + h(1)No(t — 7)] dr (4.48)
0

De acordo com as propriedades da convolucao, é possivel encontrar a forma expandida da
equacao (4.48), que mostra a convolu¢ao ponderada pela convolugao das fungées de forma,

COImo segue:

At At
9(0)h(0) i Ni(T) Ny (t = 7) d7 + g(1)h(0) i No(T)Ni(t —7)dT + - -
T A i A (4.49)
—l—g(O)h(l) ; Nl(’T)Ng(t—’T) dT‘l'g(].)h(l) ; NQ(’T)NQ(t—’T) dT
Pt } ) B ~

E ainda observando os valores atribuidos as fungoes de forma na equagao (4.45):

At At At
Ni(T)N1(t — 1) dT = No(T)No(t — 1) dT = —
0 0 6
At At At (450)
No(T)Ny(t — 7)dr = Ni(T)No(t — 1) dr = 5
0 0
ou ainda em notagao indicial,
At o
— = 1=)
/NiNj dr =< 8, (4.51)
— =1 F#]
3
Assim, a equacao (4.49), pode ser reescrita da forma:
At At
(9(0)h(0) + g(1)h(1)) [ Ni(T)Ni(t — 7)dr + g(1)h(0) [ No(7)Ni(t —7)dr + -
0 0
! o (4.52)

CHgOR) | MmNt - 7)dr

J

~
117

Para um terceiro instante da integral de convolugao, seguindo a seqiiéncia da figura 4.8,

tem-se:

/ [9(O)N1(7) + g(1)No ()] [A(1)N1(t = 7) + h(2)Nao(t — 7)] dT + - - -
0 (4.53)

/At [g(DN1(7) + g2)Na(T)] [W(O) N1 (E = 7) + h(1)No(t — 7)] dr
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De forma expandida a equacao (4.53) é dada por:

At At
(9(0)1(1) + g(1)h(2)) / Ny (F)N:(t = 1) dr + g(1)h(1) / No(r)N(t — 7)dr + -+

-~

g

1 11

X +g(0)h(2)/0 tNl(T)Ng(t —T7)dT + -

J/

~
117

<+ b0+ gm0 [ Ny(P)Mi(t = ) dr + g(2)h(0) / NPVt = 7) dr £ -

J

v~ ~~
I

11

S+ g(l)h(l)/o tN1(T>N2(t —71)dr

7

" (4.54)
Fazendo o mesmo procedimento para o quarto passo, tem-se:
/ON [9(0)N1(7) 4+ g(L)No(7)] [M(2)N1(E — 7) + h(3)No(t — 7)) dr + - --
/:tm lg(L)N1(7) 4+ g(2)No(7)] [M(1) N1 (E = 7) + h(2)No(t — 7)) dr + - -- (4.55)

3At
/m [9(2)N1(7) + g(3)Na ()] [R(0) N1 (t — 7) + (1) No(t — 7)) dr
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Escrevendo de forma expandida a equagao (4.55), tem-se:

At At
(9(0)R(2) + g(1)R(3)) i Ni(T)Ni(t — 1) dr + g(1)h(2) i No(T)Ni(t = 7)dr + - - -
I N 17
2At 2At .
-+ (g(DR(1) + g(2)h(2)) A Ni(T)N1(t = 7) dT + g(2)h(1) A No(T)Ni(t = 7)dr + - --
I AL 11
+ g(1)h(2) Ni(T)No(t — 1) dT +
\A 7
3At 3At "
-+ (9(2)h(0) + 9(3)h(1))/2A N (T)Ny(t —7) d7 + g(3)h(0) N No(T)Ni(t = 7)dr + - - -
! 3At E
@) [ N(F)Na(t — 7 dr -
21 |

(4.56)

Finalmente, fazendo analogamente ao que foi feito para os passos anteriores, obtém-se o
resultado para o ultimo passo da figura (4.8), onde uma fungao sobrepde a outra completa-

mente, é dada por:
/0 [g(O)N1(7) + g(1)Na(T)] [AB)N1(t — 7) + h(4)No(t — 7)] dT + - -

/ [g(DN1(7) + g2)Nao(T)] [W(2)N1(t = 7) + h(3)No(t — 7)] d7 + - -
A?fAt (4.57)
/w [9(2)N1(7) + g(3)Na(7)] [R(1) N1 (t = 7) + h(2)No(t — 7)] dT + - -

4Nt
/m [g(3)N1(7) + g(4)No(7)] [R(O)N1(t — 7) + h(1)No(t — 7)] d7T + - - -

A seqiiéncia exibida acima pode ser escrita de forma expandida andlogamente ao que foi
feito para os passos anterior. Com a forma expandida dos passos da convolucao é possivel
identificar que a integral de convolucao linear é expressa pela convolucao dos segmentos das
fungoes aproximadas por fungoes de forma lineares ponderadas pela integral do produto das
fungoes de forma lineares identificada nas equagoes acima por (I = IV, I, I11), as quais

tem seus valores constante como podem ser verificados nas equagoes (4.50) e (4.51).
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4.6 Resultados Numéricos

Os resultados numéricos obtidos foram para um problema com fundacao rigida na su-
perficie discretizada com trés elemento como mostra a figura 4.9, considerando o modelo
de amortecimento histerético constante com o coeficiente n = 0,01, o coeficiente de Pois-
son, v = 1/3, o médulo de cisalhamento, G = 2,028.107 N/m?. A excitacio foi realizada
do tipo pulso, figura 4.10, aplicada no sentido vertical com amplitude de F, = 2,63.107%s
partindo do instante inicial. A largura da fundacao é de 2A = 1,524 m. Estes dados foram
extraidos de Spyrakos e Antes (1986), Spyrakos e Beskos (1986) e permitem uma comparagao

dos resultados.

I
\7, v, GI 24 , /

\ l Y
A S
~ 27 |/‘/ ”/

S~ "
Figura 4.9: Fundacao rigida discretizada com 3 elementos.

x 10° Excitacao Externa Vertical

25 b

Fz(t) - [N/m]
o

0 1 2 3 4 5 6
Tempo - [s] X 10-5

Figura 4.10: Excitagao externa vertical F}, - tipo pulso.

Colocado o problema estudado é apresentado na seqiiéncia os resultados obtidos.
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A comparacao dos resultados obtidos pela convolugao linear com os resultados da su-
perposicao na freqiiéncia transformada para o dominio do tempo com a aplicacao da IFFT
é mostrado na figura 4.11. Esta comparacao é realizada com a finalidade de validar a su-
perposi¢ao no tempo utilizando-se como parametro os resultados obtidos através da IFFT
aplicada sobre a flexibilidade total da fundagao rigida apresentada na equacao (4.25). Os

resultados apresentam boa concordancia.

=+ |FFT - superposicao na freq.
—— Conv. linear * dt - superposi¢cao no tempo

Wz(t) - [m]

0.1 7

0 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Tempo - [s] x 107

Figura 4.11: Deslocamento na dire¢ao z das solugbes em freqiiéncia e do sistema 1(CONYV.
At) constante.

Na seqiiéncia é apresentado a comparagao entre os sistemas algébricos para a convolugao
constante, figura 4.12. A convolugao linear é comparada com a convolucao constante nas
figuras 4.13, 4.14 e 4.15. Finalmente, na figura 4.16 é comparado resultado obtido pela
convolucao linear com os resultados encontrados na literatura, validando assim o método

apresentado.
e Para convolugao constante:

Dois esquemas de realizacao da convolucao com passo constante na superposicao sao es-
tudados. Uma andlise indica que o sistema 2(CONV') desestabiliza a resposta inviabilizando

o seu uso, figura 4.12.
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0.9

0.8

0.7}

0.6

0.5

Wz(t) - [m]

0.4

0.3

0.2

0.1

Figura 4.12: Deslocamento na direcao z das solucoes do

T
- = Conv.cte*dt-s
— Conv. cte - superposicao no tempo

uperposicao no tempo

1 1

1 1 1

0.1

0.2 0.3 0.4
Tempo - [s]

do sistema 2(CONV') constante.

e Para convolugao linear:

A solucdo do esquema da convolucao aproximada por uma funcdo de forma linear é

0.7 0.8 0.9 1
x107°

sistema 1(CONV.At) constante e

comparado com o esquema de convolucao constante, figura 4.13.
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T T L[] ]| T T T
= = Conv. cte * dt - superposicao no tempo
— Conv. linear - superposicao no tempo

0.9

0.8

0.7

0.3

0.2 ~~-

0.1 i

0 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Tempo - [s] X 10—3

Figura 4.13: Deslocamento na diregao z das solucoes do sistema 1(CONV.At) constante e
do sistema 2(CONV') linear.

As solugoes para o sistema 2(CONV') também apresentam instabilidades para o caso da
convolucao por uma funcao de forma linear. No entanto, a instabilidade aparece em instantes
de tempos mais adiantados quando realizada a solugao do sistema pela convolucao constante,
figura 4.12, ou seja, a convolugao linear apresenta maior estabilidade que a convolugao cons-

tante.

J& para os sistema 1(CONV.At), como mostra a figura 4.14, com o uso da convolugao

linear nao é verificada a instabilidade na solucao.
e Comparagao entre as convolugoes:

Uma anélise é feita sobre os dois esquema de realizar a convolugao com o sistema algébrico
que obteve éxitos em suas solugoes, ou seja, na configuragao do sistema 1(CONV.At). Com
a finalidade de explicar suas diferencas, a figura 4.15 mostra uma ampliagao da parte inicial

da resposta apresentada na figura 4.14.

Em seguida é apresentado na figura 4.16 uma comparacao dos resultados obtidos neste
trabalho com os extraidos dos trabalhos de Spyrakos e Antes (1986), Spyrakos e Beskos
(1986).
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1 T T T T T T T
=+ Conv. cte * dt — superposicao no tempo
09- —— Conwv. linear * dt - superposi¢cao no tempo i

0.8

0.7

0.6

Wz(t) - [m]
o o
=Y [3,]

o
w

0.2

0 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

Tempo - [s] x10™

Figura 4.14: Comparagao entre as solugoes com a superposicao no tempo para o sistema
1(CONYV. At) constante x linear.

x107
T
9.5 i
9r i
— 851 & B
E !
by ! =+ Conv. cte * dt - superposi¢ao no tempo
T s —— Conv. linear * dt — superposicao no tempo i
= !
!
1
7511 i
i
!
7H! b
!
!
1
6.5 - B
1 ! 1 1 1 1 1 1 1 1
1] 2 4 6 8 10 12 14 16
Tempo - [s] X 10—5

Figura 4.15: Instantes iniciais da comparacao das solugoes com a superposicao no tempo

para o sistema 1(CONV.At) constante x linear, (zoom).
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x 10° Fundacao Rigida

—— Conv. linear * dt - superposi¢ao no tempo
—— Spyrakos e Antes
—6— Spyrakos e Beskos

Wz(t) - [m]

0.3
0.2
0.1 i
G‘J L L L L
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Tempo - [s] X 10-3

Figura 4.16: Comparacao das solucoes com os resultados de Spyrakos & Antes e Spyrakos &
Beskos.

Uma andlise indica que os resultados divergem nas configuragoes do sistema 2(CONYV).
Os mesmos erros nao sao encontrados na configuracao do sistema 1(CONV.At), sendo que
neste caso a matriz da equagao (4.33) nao possui o termo 1/At em sua configuragdo. Nota-se
também que a forma de interpolacao no dominio do tempo tem influéncia sobre a estabi-
lidade da resposta transiente. Isto é verificado comparando-se os resultados com o uso da
convolucao linear a qual observa-se um maior controle da estabilidade. Pois na configuracao
do sistema 2(CONYV') encontra-se a divergéncia dos resultados em instantes mais tardios que
os da convolucao constante, como pode ser visto nas figuras 4.12 e 4.13. Mesmo no caso da
configuragao do sistema 1(CONV.At), a figura 4.14 mostra que a convolugao linear consegue
amenizar as oscilagoes iniciais, funcionando como um filtro, que pode ser melhor visuali-
zado na figura 4.15. Ressaltando-se que estas oscilagoes iniciais se devem ao nao tratamento
adequado das respostas estaciondrias como sugerem Adolph, Mesquita e Romanini (2002),
que apresentam como causa das flutuacoes os efeitos da IFFT realizada numericamente. Fi-
nalmente na figura 4.16 temos uma comparacao com os resultados da literatura, que nos
mostram uma coeréncia satisfatéria dos resultados para o problema tratado. Pois além de
serem poucos os pontos dos resultados fornecidos por Spyrakos e Antes (1986) e Spyrakos
e Beskos (1986), estes nao apresentam uma discretizagao da fundacao, bem como os seus

resultados referem-se ao solo eldstico e nao visco-eldstico como o apresentado neste trabalho.
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Capitulo 5

Método dos Elementos de Contorno

Indireto

5.1 Apresentacao

O MEC tem sido usado na solugao dos mais diversos problemas na engenharia. O método
consiste na transformacao das equagoes diferenciais que descrevem o problema em equagoes
integrais de contorno através do uso das solugoes fundamentais e/ou estados auxiliares.
Discretizando-se as equagoes integrais e aplicando-se as condicoes de contorno é possivel
encontrar a solucao dos problemas no continuo. As solugoes das equagoes integrais no con-
torno admitem que o problema seja reduzido de uma dimensao, ou seja, a equacao diferencial
de um problema de dominio 3D é convertido em um problema de equagoes integrais no con-
torno, que para o este problema é discretizado pela superficie do dominio. Assim, no MEC é
necessario discretizar apenas o contorno do problema. Isto representa uma grande vantagem

em eficiencia diante de outros métodos numéricos que requerem a discretizagdo do dominio.

No entanto, trata-se de um método ainda “recente”em relacao aos outros métodos, sendo
o investimento em seu estudo um desafio para competir com softwares comerciais, em se
tratando de problemas classicos da engenharia. Em contrapartida, para meios que se esten-
dem ao infinito o MEC apresenta vantagens. Outra de suas caracteristicas vantajosas é a
incorporacao do efeito de amortecimento geométrico nas condi¢oes de contorno das solucgoes
fundamentais satisfazendo naturalmente este efeito que também é conhecido como condicao
de radiagao de Sommerferld. Nos métodos de dominios o truncamento na discretizagao da

malha impede a satisfacao desta condigao.

93



O MEC pode ser encontrado em duas principais formulagoes. Uma onde o dominio é
caracterizado por suas propriedades tais como fator de amortecimentos, médulo de cisalha-
mento, densidade, etc. E entao é obtida a solugao do problema impondo as condigoes de
contorno, como tensoes e deslocamentos. Este é o mais usual e é conhecido como Método
Direto, pois suas condi¢oes de contorno sao quantidades com sentido fisico definido. Uma
segunda formulagao também leva em consideracao as propriedades do meio, as mesma do
problema estudado, no entanto é submetido a uma perturbagao ficticia, ou seja, uma fonte
de excitacao sem significado fisico. A solucao para esta carga ficticia é posteriormente uti-
lizada para obter a solucao real do problema. A este método é dado o nome de Método
Indireto, ou ainda, Método dos Elementos de Contorno Indireto (MEC-I).

As duas formulagoes podem ser realizadas tanto no semi-espaco quanto no espago com-
pleto. Embora a vantagem de se realizar o MEC com o Método Indireto baseado na solucao
ou estado auxiliar do espaco completo é a possibilidade de se criar uma generalizagao para
a forma geométrica qualquer. Isto é, com o auxilio do espago completo usado como estado

auxiliar é possivel a obtencao do semi-espaco com superficie livre e de geometria genérica.

Neste capitulo é apresentada a formulagao do MEC-I no dominio da freqiiéncia e em
seguida no dominio do tempo. As solugoes fundamentais utilizadas foram obtidas através do

programa do Romanini (1995) no espago completo conforme discutido no capitulo 2.

No MEC-I é utilizado o principio da superposicao das influéncias dos estados auxiliares de
cada elemento. Os elementos que descrevem a forma geométrica do problema sao elementos
constantes que aceitam o carregamento distribuido sobre eles. Os elementos sao calculados
em um sistema de coordenadas locais e para a montagem do problema ¢é adotada um sistema
de coordenadas global. Assim as fungoes dos estados auxiliares de deslocamentos e de tensoes
sao obtidos no sistema local de cada elemento contendo o carregamento. A superposicao é
realizada em um sistema global de coordenadas. Uma outra opgao implica que as fungoes dos
estados auxiliares de cada elemento com carregamento sejam transformados para o sistema de
coordenadas global e em seguida transformados novamente para um sistema de coordenadas
locais de cada elemento onde esteja sendo calculada a influéncia. Tanto no sistema global
de coordenadas quanto no sistema local do elemento que esteja sendo calculada a influéncia
é possivel realizar a superposicao de cada funcao de influéncia devido a cada carregamento.
Esta segunda alternativa de se obter a superposicao das fungoes de influéncia no sistema
local do elemento calculado é a adotada no presente trabalho para viabilizar a insercao das
condigoes de contorno em coordenadas locais. Pois, as condi¢oes de contorno sao mais facil-
mente interpretaveis no sistema local de cada elemento. Adiante segue uma breve abordagem

sobre a transformacao do sistema de coordenadas.
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5.2 Transformacao de Coordenadas

O objetivo nao é realizar nenhum estudo aprofundado da transformagao de coordenadas e

sim apresentar algumas notagoes que serao freqiientemente utilizadas no decorrer do capitulo.

E necessédrio encontrar uma matriz de transformacao de coordenadas 3;; que transforme
as coordenadas de um elemento do sistema local de coordenadas z; para o sistema global X,

como descreve a equacio:
{Xi} = [Bi] {z,} (5.1)

A figura 5.1 mostra os versores unitarios e, e e, dos eixos de coordenadas globais (X, Z),
AE 6 o versor unitério do elemento E e nf é a normal do elemento E, na direcao exterior ao
elemento. O vetor X contém as coordenadas globais (X¥, ZF) do né inicial e o vetor X7
as coordenadas globais (X£, ZF) do né final do elemento E.

e X, U

4

Z, W
Figura 5.1: Elemento no espaco 2D.

O versor unitario do elemento A é calculado a partir das coordenadas globais:
1
N = — {(XF = XP)e, + (2F = 2D)e.) (5.2)

sendo o comprimento do elemento dado por:

LE = \J(XF — Xy + (2F - 2P’ (53)

95



J& o vetor normal do elemento pode ser encontrado pelo produto vetorial, como segue:

n" =X\ e, (5.4)
ou ainda:
x € Zz
E 1 E_ vE ! E E
L =7E (X —X7) 0 (Zy —Z7) (5.5)
0 1 0
finalmente,
AZE  AXE\T
E
ey = {-F 0.5 ) 56)
onde
AXE = (XF - XT) (5.7)
AZE = (73 — ZF) (5.8)
De modo que o versor unitario pode ser escrito da seguinte forma:
AXE  AzEYT
{AE}:{ 750 75 } (5.9)

X,k

nE

ARG X, U
B, NS
=z Bn
X,E
X
> B,
yo W By

Figura 5.2: Componentes da matriz de transformagao de coordenadas.

Na figura 5.2 sao identificados os componentes da matriz de transformacao de coordenadas

do sistema local (z, z) para o sistema global (X, 7).
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Os componentes da matriz de transformacao podem ser identificados como o produto
escalar entre os versores dos eixos de coordenadas globais com os versores das coordenadas
locais de acordo com a equacao (5.10). Os versores das coordenadas locais estdao em fungao

do versor unitario do elemento para o eixo x local e o vetor normal para o eixo z local.

(5.10)
P2 = (€, © —EE
P2 = (e, 0 —EE
Fazendo o produto escalar para a componente (311, tem-se:
AXFE AZE AXFE
511 = |:(1§:c + Ogy + ng) o —(?Qx + Ogy + ng) = - E (511)

Realizando o produto escalar para os demais componentes obtém-se a matriz de trans-

formacao de coordenadas, dada por:

1 |-AXE  AZF
LY | —AZF —AX
A matriz de transformacao possui algumas propriedades, tais como:
5=
Bji = Z-;l (5.13)
-1 _ 3T
ij iJ

Com isso é possivel prosseguir a formulagao do MEC-I.

5.3 Método dos Elementos de Contorno Indireto no

Dominio da Frequéncia

A partir do programa do Romanini (1995) sdo obtidas as solu¢oes fundamentais para o
deslocamento e para as tensoes, modeladas no espaco completo. As solugoes fundamentais
sao obtidas no dominio da freqiiéncia. A manipulacao destas solugoes serd apresentada em
duas partes. A primeira tratarda dos deslocamentos e a segunda das tensoes. Por fim, sera

montado o sistema que relaciona as solucoes fundamentais de deslocamento, tensao e as
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condigoes de contorno fornecendo o semi-espaco com geometria da superficie livre qualquer,

como o exemplo da figura 5.3.

Figura 5.3: Semi-espaco com trincheira.

A figura 5.3 mostra o semi-espaco com a superficie discretizada com cinco elementos e

um carregamento constante no elemento 4.

5.3.1 Deslocamentos

Sao obtidas as componentes de deslocamento na diregao k, medido no ponto z;(z;, 2;),
causadas por um carregamento unitario distribuido constante, na diregao [/, aplicado em uma

drea de largura 2a cujo o centro estd em x;(x;,2;). Assim como na equagao (5.14):

ukl(£i7£j7AO7n7 V71u7aj) = le(£i7£j7AO7n7 V71u7aj) : tl(£j7a> (514)

Lembrando que a solucao depende nao apenas do ponto onde estd medindo a resposta
e do ponto onde a excitacao foi aplicada, mas também depende da freqiiéncia adimensional
Ap, do fator de amortecimento 7, do coeficiente de Poisson v, do médulo de cisalhamento p
e da semi-largura da excitacao a. Estes parametros serao omitidos nas equacoes futuras para

simplificar a apresentacao.
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Figura 5.4: Carregamento na direcao z no espaco completo.

Para um carregamento na diregao vertical ¢,, como mostra a figura 5.4, tem-se que os

deslocamentos no sistema local de coordenadas sao dados por,

uzz(£i7£j) = Gzz(£i7£j> ) tZ(zj)

5.15
uxz(iiaij) = Gwz(£i7£j> . tz(&j) ( )

Analogamente, para uma excitacao na direcao horizontal t,, tem-se:

U (2, $]) Gy, Ej) ) tx(ijv a) (5.16)

uxx(xwxj) Gl’x(gi’gj) .tx(gj’a’)

Quando ha excitagoes nas duas diregoes, tem-se o deslocamento total na direcao k =

(z, z), como segue na equacao (5.17).
u.(z;,15) = Goo(zy, 25) - (25, 05) + Geo(zy, 25) - ta(z), ay)

Ug (24, ;) = Goz(2y, 1) - to(2, a5) + Goo(24,25) - to(24, 05)

(5.17)

ou ainda, em notacao matricial, tem-se:

{ uzizi,iji }: Gzz(ﬁia&j) sz(£z7£j)] { tz(zj’aj) } (518)

ze(l’ [L’) Gxx(ﬁiaﬁj) t:c(zjaaj)
A equagao (5.18) fornece os deslocamentos totais expresso no sistema local de coorde-

Ly Ly

nadas, ou seja, no sistema associado as diregoes do carregamento (x,z) em um ponto (z;)
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devido a excitagdo nas duas diregdes em um ponto (z;). Para ter os deslocamentos totais em
diversos pontos, para as duas direcoes, e em varios pontos de aplicagao da excitagao, deve ser
feita a superposicao dos efeitos de deslocamentos. No entanto, os deslocamentos da equacao
(5.18) estao em coordenadas locais e para realizar a superposigdo é necessirio que estejam

em fungao das coordenadas globais (X, 7).

Conforme pode ser verificado na equagao (5.12), a matriz de transformagao de coordena-

das do sistema local para o sistema global (ﬁgzj ) de um elemento (F = j) pode ser aplicada
para os deslocamentos, obtendo-se:

VX, X)) | 1 —AXE=i  AgE=i uz (2, 2;) (5.19)
U (X, X)) [ LF U (2, 2;) '

—AZE=I —AXFE=I
Substituindo a equagao (5.19) na equagao (5.18) obtém-se os deslocamentos no sistema

global de coordenadas para um sistema de coordenadas locais do elemento no ponto x; com

excitagao em um elemento de coordenadas x;, como mostrado na equagao:

Uz(&i?ij) :i Gzz@ia%) sz@ia%) tz@jvaj)
Uo(X3, X;) | LF

Gy ) Goolayay)| |t a5)

—AXP=I AZP=i
—AZE=  _AXP=i

g

Ekl(&p@j)
(5.20)

onde Ekl(zi,gj) ¢ a matriz dos estados auxiliares para os deslocamentos pré-multiplicada
pela matriz de transformacao de coordenadas do sistema local para o sistema global de

coordenadas. Portanto, os deslocamentos podem ser escritos por:
{UnX,, X))} = [Guley, 2)] {0l a))} (5.21)

Com a equacgao (5.21) é possivel realizar a superposicao dos estados auxiliares para o
deslocamento. No entanto, como ja fora dito, optou-se em transformar os deslocamentos
Ur(X,, X j) para o sistema local do elemento que esta sendo medido o deslocamento, obtendo-
se o deslocamento wuy(z;,z;). Esta operagao de transformaciao do sistema de coordenadas

globais para o sistema local é efetuada multiplicando-se os deslocamentos pela matriz de

E=i
ij

{“k@m%’)} = [ 5’221T : {Uk(iivﬁj)} (5.22)

- T .
transformacao de coordenadas [ ] , de acordo com a equagao:

E=i
ij

{unlziz)} = 857" - [Gulziz))| {t(ay 00} (5.23)

J

Portanto, multiplicando-se a equagao (5.21) por [ }T, obtem-se:

Griz;z;)
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onde Gy (z;,2;) é a matriz dos estados auxiliares para o deslocamento no sistema local de
coordenadas. Assim, a equagao (5.23) calcula os deslocamentos no sistema de coordenadas
local do elemento onde é feita a medigao (i) em funcdo das tragoes ficticias aplicadas no

sistema de coordenadas local do elemento (j) do ponto fonte.

Aqui podemos calcular os deslocamentos de qualquer ponto do dominio mudando a
posicao de 7, ou seja, mudando as coordenadas x; do centro dos elementos para a coordenada
desejada:

{ur(zy,21) } = [akl(lla%)} {ti(z1,a1)}
{ur(zy, 21) } = [akl(lza%)} {ti(z1,a1)}
(5.24)

{ue(zy, 2))} = [Grlzy, z,)] {ti(z), a1)}

note que os estados auxiliares de deslocamentos ja estao descritos no sistema local de coor-
denadas.

Ja os deslocamentos no ponto z,, devido a todos os demais carregamentos no dominio, é

a soma dos efeitos neste ponto, dado por

{ur(z)} = [Gralay, 2,)] {ti(ay, an)} + [Gra(z;, 2o)] {ti(2g, az)} + -+
+ [@kl@ia&v)} {ti(zy,an)} (5.25)
Juntando as equacoes (5.24) e (5.25) encontramos a superposigao das fungoes de desloca-

mentos de todos os pontos medidos e excitados. Resultando na seguinte equacao, apresentada

de forma matricial por:

r \ e 4 — — - I — 97 ¢ \
Uy (il) Gzz sz Gzz sz Gzz sz t, (il)
(21, 2,) (z1,25) (21, 2y)
© — — — — — — 2
) G..  Gul|G. G |G G )
uz (£2) _azz azx- -Ezz sz- _ézz azx- tz (£2)

u (Zlf ) (1'2, 1'1) ($2,Z2) (1'2, xN) t (Zlf )
i - _émz émm_ _émz éwx_ _éivz éww_ .
........... ézz ézm @ZZ @Zw ézz @Zw e
z\L tz £
u=l2y) &y 2:) (£x 22) (£y-2x) ()

. ux(&N) ) i axz axa} Exz Exx axz Exx i \ tw(&N) )
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(5.26)

Este sistema pode ainda ser re-escrito como:
{u(z;)} = [G(z;. ;)] {t(z;,05) } (5.27)

A equagao (5.27) relaciona os deslocamentos u(z,) no sistema local de coordenadas do

12
ponto de medicao as tragoes ficticias t(gj, a;j) que estdo expressas também no sistema local

mas do ponto fonte.

5.3.2 Tensoes

As componentes do tensor de tensao sao obtidas através do programa do Romanini para
o espaco completo, separadas em duas matrizes do tensor de tensao. Uma para cada direcao
do carregamento (t,,t,), e ponderadas pelas respectivas amplitudes de carregamento. A
composicao destas duas matrizes da origem ao tensor de tensao do espaco completo, como

pode ser visto na equacao:

O-Im O-IEZ .
O-Z.’E UZZ

O programa do Romanini fornece os estados auxiliares de tensao separados em seis com-

(5.28)
HZ"E"E HZZZB HZLEZ HZZZ

H(E"E(E HZBZLB] [HLBLBZ H(EZZ]
t, -t

ponentes (Hype, Hyzey, Hovgy Hywoy Hynny € H,..). Sendo os trés primeiros componentes de-
vido ao carregamento aplicado na dire¢ao (z) e amplitude (¢, ) e os trés ultimos componentes
devido ao carregamento na dire¢do (z) e amplitude (¢,). Assim o ultimo dos trés sub-indice
que compoe cada componente se refere a direcao do carregamento. Sao obtidos apenas trés
componentes para cada direcao de carregamento devido a simetria dos estados auxiliares de

tensao tanto para (H,., = H..,) quanto para (H,., = H,..).

A figura 5.5 mostra as componentes do tensor parcial (0,44, Opre € 0,.p) NO poNto
devido ao carregamento distribuido unitdrio ¢, = 1 na diregao x aplicado no ponto z; e de

largura 2a.
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Figura 5.5: Carregamento na direcao x no espaco completo.

Andlogamente ao que fora feito para os deslocamentos na equagao (5.14), tem-se as
componentes do tensor de tensao devido a excitagao na direcao vertical dada por:
0oz, 25, Ao, 0, vy s ) = Hooo (24,25, Aoy m, v, 1, a) - t(z5, a)
Opwz (T 25, Aoy, Vs 1y @) = Hypo (25,25, Ao, m, v, 1, a) - (2, @) (5.29)
Opez = Oun (425, Aoy, Vs 1y ) = Hopo (2,25, Aoy m, v, 1y a) - (5, a)
Para o caso da excitagao horizontal, como mostra a figura 5.5, tem-se a equacao dada
por:
Oza(Ziy 25, Ao, 0, v, 1, a) = Heoo(2, 25, Aoy, v, s a) - o (25, a)
Ouaa(Zi, 25, Ao, 1, Vs s @) = Haoo (2,25, Ao, 0, v, 1y a) - to(25, @) (5.30)
Opee = Oaa(Zi, 25, A0y 1, Vs 1, @) = Hopo(2y, 25, Aoy, v, 1y a) - (2, @)
Portanto, o tensor de tensdes quando estao presentes as forcas de superficies nas duas

diregoes, assim como foi dito acima, é a soma das influéncias ponderadas pela amplitude do

carregamento, resultando em:
022(£i7£j7 AO7 v, i, a) = szw(imij) : tw(&ju CL) + szz(&i;&j) : tz(&ja CL)
O-rr(xm ]7A07777V :u7 ) waw(£m£]> tw(&;aa) +waz(£7,7£3) tz(£]7a) (531)
U:cz - Uz ( z? jaAO 777 V ,U, ) Hzxx(ﬁiazj‘) . tx(ijaa') + Hzxz(zz‘aﬁj) : tz(zjaa)



E possivel identificar que a equagao (5.28) é apenas a forma matricial de escrever a

equagao (5.31).

Bem como no caso dos deslocamentos as fungoes de influéncia para as tensoes também
dependem do ponto de aplicagao da excitagao z;, do ponto onde esta sendo calculada a tensao
z,;, da freqiiéncia adimensional Ap, do fator de amortecimento 7, do coeficiente de Poisson
v, do médulo de cisalhamento i e da semi-largura da excitacao a;. Estes parametros serao

suprimidos das equagoes futuras para simplificar a apresentacao.

Assim, é possivel apresentar a equagao (5.31) em notacao indicial como:

0oty ;) = Haprr (2, 25) - tar (5, @) (5.32)

Todavia, o tensor de tensao esta em funcao das coordenadas locais do sistema. O que
inviabiliza a superposicao dos efeitos de todos os pontos de aplicacao do carregamento. Para
transformar o tensor de tensao para o sistema de coordenadas globais pode-se seguir uma

analogia a partir da equagao (5.1):
{X} =[] {z;}

nesta equagao é transformado um vetor do sistema local {z;} para um vetor do sistema global

{X;}. Para um tensor de segunda ordem, escrito em notacao indicial, tem-se:

Qu = Brilj i (5.33)

ou ainda de forma matricial:

[Qu) = [Bu] {aii } 181" (5.34)

Para melhor compreensao, faremos a transformacao de coordenadas do sistema local para

o sistema global para o tensor de tensoes partindo da equagao:

{ti} = [oi] {n;} (5.35)

dadas as forcas de superficies ¢i, normal n; e o tensor de tensoes o;;, todos no sistema local de
coordenadas. Os vetores da normal e das forgas de superficie no sistema local ainda podem

ser escritos em funcao de uma transfomagao de coordenada do sistema global como dado na

equacao:
{n;} = 1B]" {N} (5.36)
{t:} = [Be) " {T0} (5.37)
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onde, N; e T} sao os vetores normal e de forcas de superficie, respectivamente, ambos no
sistema global de coordenadas. Adotados apenas para esta dedugao

Substituindo as equagoes (5.36) e (5.37) na equagao (5.35), tem-se:

Bril " {Tic} = [o] [B]" {1}

ou ainda,

(5.38)

{Ti} = (] o] (8] {Ni} (5.39)

Finalmente, da equacao (5.39) é possivel escrever o tensor de tensdo [y] no sistema
global como:

G = [Bui] [o5] 18] (5.40)

Aplicando esta transformacao de coordenadas na equagao (5.32), pode-se escrever o tensor
de tensoes como:

[Ekl] = [ 50{:]} [Haﬁx( Ly ])} [ﬁ } ty (xy’a)‘l'[ 50{:]} [Haﬁz( Lis J)] [ﬁ }T'tz(gj’a)

(5.41)

a matriz de transformacao de coordenadas estd escrita em funcao do elemento onde a carga
estd aplicada (E = 7). Simplificando, tem-se:

Ol = [Huo(X;, X,)] - talzy,a) + [Hu (X, X5)] - ta(z;,a)

(5.42)
onde m} sao as funcgoes de influéncia no sistema global de coordenadas
Agora, determinando as forcas de superficies no sistema global { fo(X } tem-se:
(T.(X)} = [Pu(X,, X;)] - {nP(X,)} (5.43)

lembrando que o vetor da normal {nE

X,)} ja foi apresentado na equagdo (5.6) e estd no
sistema global de coordenadas.

Escrevendo a equacgao (5.43) em fungao das fungoes de influéncia tem-se
{?o(iz)} = mklx(iplj)} {TL } t [Hklz

ou expandindo os indices, obtém-se:

J.(X5) _ Hywo Hewo| | nJ(X5) )4 Hyp. H,..| | nf(X)) )
72'(&@) Hzmm Fzzw nE(X) N Hzmz Fzzz X) A=y

X, X)) {n"(X,)} -tz a) (5.44)




(5.45)

Realizando-se os produtos das matrizes da funcao de influéncia pelos vetores da normal,

é possivel reorganizar de forma matricial, resultando em:

A obtencao da equacao (5.46) pode ser conseguida de uma outra forma. Multiplicando-se
pelos vetores {1, O}T e {0, 1}T os dois termos, respectivamente, dos produto das matriz de

influéncia pelo vetor normal, como mostra de forma simplificada a equacao:
fa(X5) — g (X;) g (X5) tz(z;)
7 t = | |Hp | - z g 1 0|+ | Hwl - z ? 10 1!|- J
{ roe f e [ o] el nZ(X,) o t:(2;)

Esta segunda forma é a mais indicada para o uso na implementacao computacional.

Escrevendo de forma sucinta, tem-se:

{Fo(Xi)} = [Kop(na)] - {t(2,)} (5.48)

onde t, s@o as forgas de superficies determinadas no ponto fonte (j) expressos no sistema de
coordenadas local do elemento contendo o carregamento (x;). E f, sdo as forgas de superficie
em um elemento campo (z) onde é feita e medigao expressa no sistema global de coordenadas
(x;). E ainda, [K,,(n;)] estd em funcao do vetor normal do elemento E = i que esta sendo

medido, o vetor normal (n;) é expresso no sistema global de coordenadas.

A equacdo (5.48) expressa as forcas de superficie {f,(X,), ?Z(XZ)}T no ponto (X;) no
sistema global de coordenadas devido as cargas ficticias {,(z;), fz(gj)}T atuando no ponto

de aplicagao (x;) expresso no sistema local de coordenadas do elemento (j).

J& seria possivel efetuar a superposicao das varias funcoes de influéncia causadas por
diversas excitagoes, Porém, antes devemos expressar as forgas de superficies no ponto (z;),
segundo o sistema local de coordenadas, que resultard nas forgas de superficie tangencial e
normal ao elemento, ou seja, até agora alinhamos os tensores de tensao obtidos pela excitacao
no ponto (z;) com o sistema global de coordenadas, entretanto agora alinharemos os tensores

de tensao com relagao as coordenadas locais do ponto onde se estd medindo (z;). Para efetuar
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esta operagao de transformagao de coordenadas novamente nas forgas de superficie, utiliza-se

E=i

da matriz de transformacao de coordenadas [ B ], de acordo com a equacao:

{Fo(X0)} = [B77 - {fola)} (5.49)

sendo { fo(X } as forgas de superficie no sistema global e {f,(z,)} as forgas de superficie no

sistema local.

Para realizar a operacao contraria, que é a desejada, tem-se:
=i1T 3
{folz))} = [857]" - {F.(X0)} (5.50)
Portanto, multiplicando-se a equagao (5.48) por [ﬁE:i}T, obtém-se:

{fola)} = [B57)" [Kop(ni)] - {t,(z;)} (5.51)

Com isso é possivel calcular as forgas de superficies normal e tangencial de qualquer centro
de elemento situado nas coordenadas x,. No entanto, ainda é necessario fazer a superposicao
para os diversos carregamentos distribuidos nos pontos z;. Anélogamento ao que foi feito
para os deslocamentos, a superposicao das forgas de superficie no ponto z; também é um

somatorio de uma série de forgas de superficie nos pontos z;, dada por:

{fo L, Z } (377" K op(X,, Xy, mi)] - {tplz1)} +

187" [Kop (X, X, )] - {tp(22)} + (5.52)

(5= Z] [Kop(Xiy Xy, na)] - {tp(zn)}
Adotando,
[z, z;)] = [877]" [Kop( X, Xy, m3)] (5.53)

e expandindo, além das medidas para as varias excitacoes, para a medida das forcas de

superficie em diversos pontos z;, tem-se de forma matricial:

{fo(£1)} [S(lb £1)} [S(lb Ez)} [g(ip ZN)} {tp(%)}

Unlad | Slew 2] Slaz )] o Blawzoll | ] o) Lo

{folzn)} [g(lNa £1)} [§(£N> £2)] [S@Na lN)} {tp(lN)}
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ou ainda, de forma concisa:
{f(L)} = [g(iw %)] {t(lp aj)} (5-55)

A equacgao (5.55) expressa as forgas de superficie {f(z;)} para os centro dos elementos
campo (z;) no sistema local de coordenadas devido aos carregamentos ficticios distribuidos
pontos fonte {t(z;, a;)} nos elementos de coordenadas (z;) também no sistema local e de

semi-largura (a;).

5.3.3 Relacionando: Tensao & Deslocamento

Através do uso das cargas ficticias ¢ obtivemos os deslocamentos e as forgas de superficie,

segundo as equagoes (5.27) e (5.55), respectivamente, dadas por:
{u(zy)} = [G(La%)} {t@jaaj)} (5.27)
{f(L)} = [g(iw %)] {t(lp aj)} (5-55)

Tanto a matriz de influéncia para os deslocamentos [G(z;, gj)} quanto a matriz de in-
fluéncia para as tensoes [S (z;, lj)}, sao matrizes inversiveis. Com isso é possivel isolar as

cargas ficticias em uma das equagao acima e substituir na outra, resultando em:

{u(a)} = [Clay z;)] [Stay, 2,)] " {f(2,)} (5.56)

nesta equagao tem-se a relagdo entre as forcas de superficies reais {f(z;)} no sistema local
de coordenadas e os deslocamentos {u(z;)} também no sistema local de coordenadas. Sendo
as forgas de superficie as forgas normal e tangencial aplicada no elemento. O produto das
matrizes de influéncia dos deslocamentos [@} pela matriz inversa de influéncia das tensoes

[S} - fornece a matriz de flexibilidade.

E possivel escrever a equagao (5.56) de forma mais genérica como:

[Cla;, z,)] " {ulz)} = Sy, z,)] " {f(a)} (5.57)

essa ¢ a forma mais usual que aparece no método dos elementos de contorno, bastando
substituir as condigoes de contorno, seja no vetor de deslocamento ou no vetor de forcas de
superficie, ou em ambos, re-arranjar o sistema em funcao de quais forem as incognitas do

problema e obter a solucao.

E o uso das tensoes ficticias (t(z;,a;)) apresentada nas equacoes (5.27) e (5.55) que

caracteriza o MEC-I.
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5.3.4 Validacao do MEC-I Quase-Estatico

Sera apresentada a validacao referente ao ultimo bloco apresentado no fluxograma da
figura (2.4). Sendo que é comparado apenas os deslocamentos Wz, ou seja, os deslocamentos
na direcao z devido ao carregamento na mesma direcao com os resultados encontrados na
literatura (GIBSON, 1967). Foi escolhido também apenas o conjunto de pontos discretizados
na superficie, conforme o Caso 1 (Z = 0, X de —15 a 15 com passo de 0,25) também

apresentado no capitulo 2.

Trata-se da obtengao da solugao para o semi-espaco utilizando-se do MEC-I. Assim basta
obter as solucoes estaciondrias para os pontos discretizados tanto para os deslocamentos
quanto para as tensoes através do programa do Romanini. Manipular cada solucao con-
forme visto na formulagao acima e finalmente inserir as condigoes de contorno na equacao
(5.56) e obter a solugdo. Neste caso, tratando-se de um problema de valor de contorno das
tensoes (PVC-tensoes) é necessario substituir o vetor {f(z;)} por valores nulos onde se de-
seja a superficie livre e valores de carregamento nos nds que se aplica a carga, resultando
em um semi-espaco com superficie livre e um carregamento distribuido no elemento central
da superficie, uma representagao grafica desta condicao de contorno pode ser observada na
figura 5.6. Foi usado o valor unitario para o carregamento na direcao vertical, sendo a semi-
largura da excitacao a; = 1. A freqiiéncia adimensional utilizadas nas solucoes estacionérias
é A, =0,01.

tzzl
tZ :O =
=0 tx =0

1
' '
k X
[
' ’

Figura 5.6: Representacao grafica da superficie no semi-espaco com carregamento vertical

t, = 1 no centro.

A figura 5.7 mostra os deslocamentos na direcdo z devido ao carregamento unitario na

mesma direcao, comparando-se os resultados obtidos pelo MEC-I com os da literatura.
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Visualmente a figura 5.7 mostra um comportamento semelhante para as solugoes anali-
sadas. A coeréncia dos resultados é comprovada na figura 5.8 que apresenta o erro minimo
quadrado das solugoes. Além dos valores reduzidos encontrados no grafico do erro é também
observado um comportamento da curva de erro da figura 5.8 semelhante ao comportamento
do erro das solugoes do mesmo problema fornecido pelo programa Wingreen apresentado na
figura 2.8. No resultado obtido através MEC-I o erro apresentado, figura 5.8, é pouco maior

que o erro apresentado pelo programa Wingreen, figura 2.8.

Na figura 5.9 é apresentada a solucao para o deslocamento cruzado, ou seja, o deslo-
camento U na direcao x devido ao carregamento na diregao z. Contudo, em uma anélise
qualitativa da solucao é possivel afirmar que seu comportamento esta de acordo com o espe-

rado, apresentado uma curva de solugao anti-simétrica em relagao ao eixo z de coordenadas.

MEC-I - Carga Distribuida

Deslocamentos - Wz

—1.6' I I I I I J
-15 -10

-5 0 5
Coordenadas em z, z = 0

Figura 5.7: Comparacao das solugoes dos deslocamentos da superficie no semi-espago - MEC-I

e Gibson.
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0.35

0.3 1

Erros em minimos quadrados - F,,

-5 0 5
Coordenadas em z, z = 0

Figura 5.8: Erro da solugao Wz obtida pelo MEC-I comparada com a literatura.

MEC-I
0.15 T

= = Sol. Analitica | =00 e e — m o ——————— -
0.1 — A0=0.01
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Figura 5.9: Deslocamento Uz, obtido pelo MEC-I.
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5.4 Associacao de Corpo Rigido no MEC-I

No MEC-I é possivel realizar a associacao de corpo rigido de uma forma um pouco diferen-
te da abordada no capitulo anterior. No entanto as equacoes de compatibilidade cineméatica
(4.3) e de equilibrio de forgas (4.6) serao as mesmas utilizadas no capitulo anterior, dadas

respectivamente pelas equacoes:
{ui} = [CCT - {urer}

{Fext} = [EQ] ' {Ff}

onde, {F;} sao as forgas de superficie na interface solo-estrutura. E lembrando que a matriz

de equilibrio de forgas é igual a transposta da matriz de compatibilidade cinemética ([FQ] =

[ccrh).
Agora partindo da equagao (5.57), dada por:
[Gla; 2)] " {ule)} = [Slez)] " {f2)

e escrevendo em funcao da matriz de rigidez do sistema, ou seja, invertendo a matriz de

flexibilidade apresentada na equagao (5.56), tem-se:

[S(ay, z,)] [Claya)] ™ fulz)} = {f(a)} (5.58)

onde denominaremos o produto das matrizes de influéncia, ou ainda, a matriz de rigidez, de

acordo com:

[E(%a %)] = [g(%a %)] [@(%a&j)}_l (5.59)

Figura 5.10: Associacao solo-estrutura.

112



A figura (5.10) mostra o solo com uma fundagao rigida de superficie. Os nés dos elementos
que descrevem o solo livre sao representados no contorno I'g, enquanto que os nds pertencentes
a fundacao rigida sao representados no contorno I'y. Ainda na fundagao podem ser aplicadas
forgas externas dadas pelo vetor {F,,;} = {F,, Fp, My}T.

Portanto, substituindo a equagao (5.59) na equagao (5.58) e rearranjando o sistema de
equagoes em funcao das varidveis do solo livre separadas das varidveis da fundagao rigida e

das variaveis de inteface solo-fundacao, tem-se:

Us fs
— 5.60
{ uf } { fs } 250

onde, f; sao as forcas de superficie nodais aplicadas no solo livre e f; sao as forcas de superficie

Rss Rsf
Efs Eff

aplicadas no nés dos elementos que constituem a fundacao, ou seja, sendo Fy as forcas de
superficie dada na equagao de equilibrio de forcas (4.6), entdo fr = Fy. Os subindices
e s servem para identificar os nds da fundacao e os nos fora da fundacao, respectivamente.
Os deslocamentos também foram separados em deslocamentos dos nés do solo livre (fora da
fundagdo) us e deslocamentos dos nés da fundagao rigida uy. Onde uy = w;, sendo u; ja o

deslocamento apresentado na equagao de compatibilidade cinemadtica, equagao (4.3).

Portanto, tomando-se da parte inferior do sistema de equagoes (5.60) e multiplicando
ambos os lados da igualdade pela matriz de compatibilidade cinematica transposta [C’C’]T,

tem-se:

[CCY" [Rys] {us} + [CCT" [Rys] {us} = [CCI" {f1} (5.61)

Recorrendo as seguintes relagoes:

(cc)” = [EQ)
{fr}={Fs} (5.62)
{Ur} = {ui} = [COM {ures}

e utilizando-se das equagoes de compatibilidade cinemética (4.3) e de equilibrio de forcas

(4.6), é possivel fazer as cabiveis substituigoes na equagao (5.61), resultando em:

[CCT" [Rys] {us} +[CC) [Ryg] [OC] {ttres} = {Feur} (5.63)

Na parte superior do sistema de equagoes (5.60), dada por:

[Rus] {us} + [Rog] {us} = {f:} (5.64)
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basta substituir {us} = {w;} = [CC] {u,cr}, obtendo:

[ESS} {US} + [st] [CC] {uref} = {fs} (565)

Reorganizando o sistema de equagbes com as equagoes (5.63) e (5.65), tem-se:

(2)-{2)

Substituindo o vetor do lado direito, que expressa as condigoes de contorno para as forgas

R.. R.;-CC
CCT - R;, CCT-Ry-CC

de superficie do solo livre f, geralmente assumindo valores nulos e o carregamento das forcas
de corpo sobre a fundagao rigida F,;, resolvendo o sistema de equacoes obtém-se o vetor de
deslocamentos dos nés pertencentes ao solo livre u, e os deslocamentos do ponto de referéncia

da fundacao ..

Esta formulacao de associacao de corpo rigido é uma alternativa a mais para a solugao no
dominio da freqiiéncia. Todavia, nada impede de se aplicar ao MEC-I a associacao na forma
que foi realizada no capitulo 4. Tanto para a solucao em freqiiéncia quanto para a solucao

no dominio do tempo.

Uma das vantagens de se aplicar esta formulacao para incorporacao do corpo rigido é
que o sistema de equacoes é reduzido, diferente do que acontece na formulacao do capitulo 4

onde a incorporacao do corpo rigido aumenta o sistema de equacoes.
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5.5 Resultados Numéricos

Nesta secao serd apresentado um exemplo de uma barra sujeita a excitacao em uma

extremidade e engastada pela extremidade oposta. A solucdo é obtida através do uso do
MEC-I.

5.5.1 Colocacao do problema

O exemplo estudado é o de uma barra como mostra a figura 5.11.

‘.X
7 L

g
>
/// —
_
>

—

2a;

Figura 5.11: Barra 2D engastada com excitagao na extremidade.

A figura 5.11 ilustra uma barra que no exemplo adotado é constituida de 176 elementos em
seu contorno de mesmo comprimento dos elementos de (2a;) com a semi-largura do elemento
(a; = 0,5), sendo as laterais formada pela area dada por (b = 8- 2a;) e o comprimento total
da barra de (L = 80 2a;). Uma das extremidades da barra estd sujeita a um engastamentos
nas duas diregoes (X, Z) para os elementos centrais (dois) e os demais elementos vizinhos
estao engastados apenas na diregao (X) de acordo com o sistema de coordenadas globais
apresentado na figura. A excitacao (FPy(t)) na extremidade livre apresentada na figura 5.11
¢ um delta de Dirac no dominio do tempo, sendo que esta aplicada distribuida sobre os oito
elementos apenas na dire¢ao (X). O elemento central da extremidade com a excitagao é

identificado na figura 5.11 como o ponto A.

Os parametros que constitui as propriedades fisicas da barra tais como moédulo de cisa-
lhamento p, médulo de elasticidade £, Poisson v, fator de amortecimento 7 e densidade p
podem ser encontradas na tabela 5.1. O modelo de amortecimento adotado é o modelo de
Kelvin-Voigt.

115



Tabela 5.1: Propriedades fisicas da barra.

W 1
E 2,667
v 0,333
i 0,01
P 1

A faixa de freqiiéncia adimensional escolhida para o calculo dos estados auxiliares é dada
por (Ap de 0,01 & 0,81 com um passo de 0,004) e a freqiiéncia adimensional quase estatica

adotada é dada por (Ap(1) = 0,002). Assim tem-se 201 pontos em freqiiéncia .

5.5.2 Resultados

Os resultados no dominio da freqiiéncia para o ponto A da barra podem ser visualizados
na figura 5.12. Que mostra na parte superior a FRF juntamente com o deslocamento estatico
e na parte inferior é apresentada a fase da FRF. Ambos os gréficos estao em funcgao da

freqiiéncia adimensionalizada Ap.

=] T T T . . :

: : ——FRF

| @ Deslocamento Estatico
Freq. Nat. (moclos 1-4)

8

[¥]
[=]

Receptancia (db ref. Tm/N}
[=]

5]
o

&

RO

Fase (graus}
8

A

Figura 5.12: Funcao Resposta em Freqiiéncia e diagrama de fases do ponto A.

Na figura 5.12 é possivel identificar as freqiéncias naturais da barra confirmando a in-

versao de fase nas ressonancias. O deslocamento estatico encontrado pela solu¢ao analitica
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estd bastante proximo ao deslocamento estatico obtido pelo MEC-I.

A seguir sdo apresentados os quatro primeiros modos para barra encontrados para as
primeiras freqiiéncias naturais na figura 5.12. A figura 5.13 para os modos também é com-
posta por um contorno representando a barra sem carregamento e por mais um contorno

representando o deslocamento da barra para um carregamento estatico.

250 i T T T

Barra

—— Estatico

—=— modo 1

—— modo 2

8

modo 3

moclo 4

8

3

Deslocamentos da Barra - u(X)

Q..

Figura 5.13: Representacao do deslocamento estatico e dos quatro primeiros modos da barra.

A figura 5.13 apresenta os modos da barra sujeita a uma excitagao axial. No entanto
optou-se por apresentar os deslocamentos axiais da resposta rebatidos no eixo perpendicular

a excitagao para uma melhor visualizagao do comportamento dos modos da barra.

A seguir é apresentada uma versao da figura 5.13 com as amplitudes normalizadas pelo
produto de W, ou seja, a amplitude de cada modo foi multiplicada pelo comprimento
da barra (L = 80) e dividido pelo valor maximo de amplitude do respectivo modo. A figura
5.14 exibe o comportamento dos quatro primeiros modos com suas amplitudes normalizadas,
possibilitando a comparacao dos modos entre si. A figura 5.14 também é composta de duas
outras curvas, assim como a figura 5.13, sendo uma representando a barrar sem carregamento

e a outra a barra com o carregamento estatico.
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Figura 5.14: Representacao do deslocamento estatico e dos quatro primeiros modos da barra

(Normalizados).

Os resultados obtidos mostram uma coeréncia do MEC-I na solu¢ao do caso estudado.
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Capitulo 6
Conclusao e Trabalhos Futuros

Neste trabalho, foi apresentada metodologia para sintetizar a resposta transiente de uma
fundacao rigida 2D interagindo com o solo visco-elastico modelado como um semi-espago.
O método é baseado na superposigao dos efeitos das fungoes de influéncia devido a cargas
distribuidas no semi-espaco. Por sua vez, a solugao transiente das func¢oes de influéncia para
cargas distribuidas foram obtidas com o uso do algoritmo da inversa da transformada rapida
de Fourier (IFFT). As solugoes superpostas foram agregadas as condigoes de compatibilidade

cinematica e o equilibrio de forgas de corpo, satisfazendo as condigoes de corpo rigido.

A estabilidade da resposta transiente do sistema foi discutida para os efeitos de estudos
alternativos como a alteragao na forma estrutural do sistema linear resultante e a aplicacao
de um sistema de convolugao com uma aproximacao linear ao invés do sistema discreto
constante apresentados. A validagao dos resultados realizada através da comparagao dos
resultados transientes obtidos da literatura mostrou-se satisfatoria. Salientando uma grande
contribuicao do trabalho na compreensao das causas da instabilidade e formas alternativas

de solucionar este efeito.

A metodologia mencionada é também uma forma mais simples de realizar uma versao
indireta do MEC para problemas de carregamento sobre corpo rigido no semi-espago, ou seja,
a incorporacao de uma fundacao rigida na superficie do semi-espaco é também resolvido com

o uso da metodologia do MEC indireto apresentada neste trabalho.

Foi realizada uma formulacao para a obtencao da resposta no dominio do tempo para pro-
blemas 2D usando o método dos elementos de contorno indireto, a partir do espago completo
dando origem ao semi-espago. Esta formulacao possibilita a formacao de uma superficie livre
no semi-espago com qualquer geometria que possa ser construida com segmentos de retas,

permitindo a simulagao de trincheiras que impedem ou reduzem a propagacao das ondas.
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Para exemplificar a aplicacao do MEC-I foi apresentado o caso de uma barra com engas-
tamento simples, sendo os resultados encontrados um grande indicador da necessidade do

aperfeicoamento e continuidade do MEC-I.

Para trabalhos futuros, propoe-se a generalizacao do método para a aplicacao em proble-
mas estruturais mais complexos. O método também permitiria a simulagao de semi-espacos
com trincheiras possibilitando o estudo de mecanismos para reducao da energia transmitida
ao longo da superficie. Para problemas de interacao solo-estrutura envolvendo o acopla-
mento de fundagoes e estruturas complexas, podem ser realizados estudos para viabilizacao
do acoplamento do MEC com o MEF.

O alto custo computacional oriundos da necessidade de sintetizar numéricamente os es-
tados auxiliares estacionarios demonstra que sao necessarios estudos na otimizagao da im-
plementacao visando um menor tempo na obtencao desses estados. Uma alternativa é a

utilizagao de processamento paralelo.
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