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Resumo

Tapias, Renan Moro. Controle Ativo de Vibragdes em Estruturas Flexiveis com Incertezas Para-
métricas. Dissertagdo de Mestrado. Faculdade de Engenharia Mecanica, Universidade Estadual de

Campinas. 2012.

Esta dissertagdo aborda técnicas de controle robusto H-infinito para sistemas dindmicos li-
neares com incertezas paramétricas. Para obteng¢@o do modelo da estrutura em estudo, utiliza-se o
método de elementos finitos. A partir do modelo da estrutura, consideram-se incertezas paramé-
tricas, sendo elas, na frequéncia natural e no fator de amortecimento. As incertezas paramétricas
quando consideradas para projeto do controlador H-infinito sdo tratadas pela abordagem polito-
pica. Essa metodologia utiliza o conceito de Desigualdades Matriciais Lineares (LMI). Ainda na
fase de projeto do controlador, filtros de ponderagdo sdo utilizados para impor uma certa forma
em frequéncia. As incertezas dos sistemas em estudo sdo consideradas como sendo tanto variantes
como invariantes no tempo. O controlador encontrado por essa metodologia se mostrou robusto a
incertezas paramétricas, garantindo estabilidade e boa atenuacdo de vibra¢do dos modos conside-

rados em projeto.

Palavras-chave:

Controle H-infinito, Desigualdades Matriciais Lineares (LMI), Incertezas Paramétricas.



Abstract

Tapias, Renan Moro. Active Vibration Control of Flexible Structures with Parametric Uncertain-

ties. Master thesis. Faculty of Mechanical Engineering, University of Campinas. 2012.

The aim of this dissertation is to study the H-infinity robust control techniques for linear
dynamic systems with parametric uncertainties. The finite element method was employed to find
the model of the flexible structure. When dealing with the model, parametric uncertainties were
considered for natural frequencies and for damping of the structure. The parametric uncertainties
for the H-infinity controller design are handled in the polytopic approach. This methodology uses
the concept of Linear Matrix Inequalities (LMI) for the controller project. Weighting filters were
used to impose desired frequency response in the controller design. Systems with uncertainties
were considered variant and invariant in time. The controller found using this methodology was
robust to parametric uncertainties, ensuring stability and good attenuation of vibration in design the

considered modes.

Keywords:

H-infinity Control, Linear Matrix Inequalities, Parametric Uncertainties.

vi



Sumario

1 Introducio e referéncias bibliograficas

1.1
1.2
1.3

Introdugdo
Revisdo Bibliografica
Estrutura do Trabalho

2 Estruturas flexiveis

2.1
2.2

2.3

2.4
2.5

Introdugao

Modelagem Nodal e Modal

2.2.1 Modelagem Nodal

2.2.2 Modelagem Modal
Modelagem por Elementos Finitos
2.3.1 Elemento de Viga

2.3.2  Elemento quadrilateral de placa
Amortecimento Proporcional

Programa de Elementos Finitos

3 Controle H.,

3.1
3.2
33
34
3.5

Introdugao

Projeto Hoo

Breve Introducdo sobre as Desigualdades Matriciais Lineares - LMI
Desigualdades Matriciais Lineares - LMI

Solugdo do problema H., via LMI

4 Filtros de ponderagio

4.1
4.2
4.3
4.4

Introdugdo
Modelo da Planta Aumentada em Espago de Estados
Matriz de Transferéncia da Planta Aumentada

Escolha dos filtros de ponderagao

vii

N S

O O© O 3 & L W W

—_—
NS I )

13
13
13
16
17
17

23
23
24
26
28



5 Projeto considerando incertezas paramétricas

5.1 Introdugdo

5.2 Incertezas paramétricas - abordagem politdpica

5.3 Sistema Linear Variante no Tempo

6 Exemplo de aplicacdo 1: problema da viga engastada-livre

6.1 Introducgido

6.2 Modelo de elementos finitos

6.2.1
6.2.2
6.2.3
6.2.4
6.2.5

Incertezas consideradas

Modelo para Controle

Plantas com e sem Incertezas

Plantas Truncada - Filtros de ponderagdo

Controlador

6.3 Analise dos Resultados
6.4 Sistema Linear Variante no Tempo

6.5 Conclusdes do Capitulo

7 Exemplo de aplicacdo 2: vibracio da placa livre

7.1 Introdugio

7.2  Modelo de elementos finitos

7.2.1
7.2.2
7.2.3
7.2.4
7.2.5

Incertezas consideradas

Modelo para Controle

Plantas com e sem Incertezas

Plantas Truncada - Filtros de ponderagdo

Controlador

7.3 Analise dos Resultados

7.4  Sistema Linear Variante no Tempo

7.5 Conclusoes do Capitulo

8 Conclusdes e propostas para futuros trabalhos

O problema 7., de otimizacdo com restricio LMI

A.1 Malha fechada com controlador dinamico / realimentacdo de saida

A.l.1
A.1.2
Al3
Al4

Malha fechada para o caso geral
Caso particular de Doy = 0
Caso de Dy, # 0 a partir do controlador projetado com Dy, = 0

Norma L,

viii

29
29
31
33

34
34
34
35
36
37
38
39
40
49
50

51
51
51
52
53
53
54
55
56
65
66

67

73
75
75
77
77
79



A.1.5 Complemento de Schur
B Frequéncias naturais
C Conjunto Convexo e Politopo, Defini¢cdes

D Criacéo do Sistema Linear Variante no Tempo

X

79

80

81

83



Lista de Figuras

2.1 Resposta em frequéncia tipica de uma estrutura flexivel.
2.2 Elemento de viga bidimensional.
2.3 Elemento em coordenadas naturais.

2.4 Graus de liberdade (¢, 6,, w) para cada nd - placa.
3.1 Representagdo do problema de controle na forma usual.

4.1 Exemplos de filtros de ponderag@o.
4.2  Exemplos de utilizagio de filtros de ponderagao.

5.1 Diagrama de blocos de uma estrutura flexivel.
5.2 Planta P(s).
5.3 Politopo formado pela variagdo de parametros do sistema.

5.4 Variagdo no tempo da matriz dindmica A.

6.1 Problema 1 - viga engastada-livre.

6.2  Graus de liberdade livres apos a aplicag@o das condi¢des de contorno.

6.3 Politopo formado pela varia¢do de parametros do sistema.

6.4 Problema de controle considerado.

6.5 Resposta em frequéncia das plantas que formam os vértices do politopo.

6.6 Resposta em Frequéncia das plantas truncadas (1° modo) e dos filtros de ponderagio.
6.7 Resposta em frequéncia da planta com incertezas - Vértice 1.

6.8 Resposta em frequéncia da planta com incertezas - Vértice 2.

6.9 Resposta em frequéncia da planta com incertezas - Vértice 3.

6.10 Resposta em frequéncia da planta com incertezas - Vértice 4.

6.11 Mapeamento dos pdlos para os sistemas que formam os vértices do politopo.

6.12 Resposta em frequéncia da planta sem incertezas.

6.13 Mapeamento dos polos para a planta sem incertezas.

6.14 Resposta temporal a uma varredura senoidal - Vértices do politopo.

6.15 Esfor¢o de controle, resposta temporal a uma entrada de varredura senoidal - Vér-

tices do politopo.

10
10

14

24
24

29
30
31
33

34
35
36
37
37

41
41
42
42

44
44
46

47



6.16
6.17

6.18

7.1
7.2
7.3
7.4
7.5
7.6
7.7
7.8
7.9
7.10
7.11
7.12
7.13

7.14
7.15

7.16

C.1

D.1
D.2
D3
D.4

Resposta temporal a uma varredura senoidal - Planta sem incertezas.

Esfor¢o de controle, resposta temporal a uma entrada de varredura senoidal - Planta
sem incertezas.

Resposta temporal a uma varredura senoidal - Sistema linear variante e invariante

no tempo.

Problema 2 - Vibragao da placa livre.

Problema de controle.

Resposta em frequéncia das plantas que forma os vértices do politopo.

Resposta em Frequéncia das plantas truncadas e dos filtros de ponderagio.
Resposta em frequéncia da planta com incertezas - Vértice 1.

Resposta em frequéncia da planta com incertezas - Vértice 2.

Resposta em frequéncia da planta com incertezas - Vértice 3.

Resposta em frequéncia da planta com incertezas - Vértice 4.

Mapeamento dos polos para os sistemas que formam os vértices do politopo.
Resposta em frequéncia da planta sem incertezas.

Mapeamento dos polos para a planta sem incertezas.

Resposta temporal a uma varredura senoidal - Vértices do politopo.

Esfor¢o de controle, resposta temporal a uma entrada de varredura senoidal - Vér-
tices do politopo.

Resposta temporal a uma varredura senoidal - Planta sem incertezas.

Esforgo de controle, resposta temporal a uma entrada de varredura senoidal - Planta
sem incertezas.

Resposta temporal a uma varredura senoidal - Sistema linear variante e invariante

no tempo.
Exemplos de conjuntos convexos e ndo convexos e de envelope convexo.

Projeto em Simulink(R) para sistemas lineares variantes no tempo.
Criagdo da matriz dindmica, A, linear variante no tempo.
Sistema linear variante no tempo com controle.

Sistema linear variante no tempo sem controle.

X1

48

48

49

51
53
54
55
57
57
58
58
59
60
60
62

63
64

64

65

82

85
86
87
88



Lista de Tabelas

6.1

6.2
6.3
6.4

7.1
7.2
7.3

Valores aproximados para w,, e £ dos 5 primeiros modos do sistema real sem incer-
tezas.

Variagdo no £ e w,, das plantas para o problema da viga engastada.

Valores utilizados em options do mincx na execugdo do problema.

Atenuag@o em relacdo ao sistema sem controle para cada umas das plantas consi-

deradas.

Valores para w,, € £ dos 5 primeiros modos do sistema real sem incertezas.
Varia¢o no ¢ e w,, das plantas para o problema da placa livre.
Atenuagdo em relacdo ao sistema sem controle para cada umas das plantas consi-

deradas.

X1i

35
38
40

45

52
54

61



LISTA DE SiMBOLOS

Caracteres Arabicos

A: area

A Matriz dindmica

A,,,: Matriz dindmica modal

A,,;: Matriz dindmica do modo 4

B: Matriz de entrada

B,,,: Matriz de entrada modal

B,,.;: Matriz entrada modal do modo
B,: matriz de entrada nodal no modo 7
C: Matriz de saida

C,,,: Matriz de saida modal

C,,.q: Matriz de saida de deslocamento modal
C,..: Matriz de saida de velocidade modal
D: Matriz de transmissao direta

D: Matriz de amortecimento

FE: médulo de elasticidade

G: mddulo transversal

I: momento de inércia

K*°: Matriz de rigidez do elemento
M: Matriz de massa

M¢: Matriz de massa do elemento

P: planta a ser controlada

f: Vetor de forgas externas

K: Matriz de rigidez

K: Controlador

q: Vetor de deslocamentos

q: Vetor de velocidades

Z:: Matriz com o fator de amortecimento dos modos

Xiil



y: Vetor de saidas de medicao

u: Esfor¢o de controle

z: Saida de desempenho

|J|: Determinante da matriz Jacobiana

w: Entradas exdgenas

Caracteres Gregos

(2: Matriz com as frequéncias naturais

&;: fator de amortecimento do modo ¢

w;: frequéncia natural do modo ¢

p: massa especifica

v: coeficiente de poisson

: parametro utilizado para estimar o amortecimento proporcional - multiplica a matriz de
massa

[: parametro utilizado para estimar o amortecimento proporcional - multiplica a matriz de
rigidez

Ai(G): autovalor i de G

A matriz de incertezas estruturadas

Definicoes

Matrizes sdo denotadas por letras maiusculas em negrito. Vetores sdo denotados por letras
minudsculas em negrito.

G*: matriz conjugada transposta

sup,, f(w): supremo da fungdo f(w)

|G(s)||.: Norma infinito da matriz G(s)

§(P,e): Transformagdo linear fracionaria, sendo P ¢ a matriz complexa particionada

0i(P(s)) = /\i(P*(jw)P(jw)): valores singulares de P(s)

A’: transposta da matriz A

Matlab®)versdo R2010b - 7.11.0: Software utilizado.

X1v



Capitulo 1

Introdugao e referéncias bibliograficas

1.1 Introducio

Com o avango tecnoldgico, principalmente na area de materiais, estruturas cada vez mais
complexas tem sido construidas. A construcio de equipamentos cada vez mais leves tem se tornado
um objetivo crescente nos diferentes ramos da industria. Nessa vertente se encontram as estruturas
flexiveis. Exemplos de campos de aplicagdo destas estruturas estdo na industria aecronautica, na de
equipamentos de mecanizacdo agricola e robdtica [15].

Por apresentarem flexibilidade, seu movimento oscilatério deve ser levado em conta no pro-
jeto. Em contrapartida, esse movimento oscilatorio nem todas as vezes ¢ desejado. Pode-se citar,
apenas como exemplo, o ruido gerado pela vibragao destas estruturas que ¢ muitas vezes um inco-
modo as pessoas.

A utilizagdo de controladores ativos de vibragdes tem por finalidade reduzir as vibra¢des des-
tas estruturas. O projeto de controladores baseados na norma ., tem alcangado grande destaque
atualmente, principalmente em sistemas onde se deseja determinado desempenho em condigdes
adversas, como erros de modelagem e rejei¢do de disturbios [15].

Para o projeto do controlador, o modelo da estrutura em andlise deve estar disponivel ao
projetista. O modelo matematico da estrutura pode ser encontrado através de algum método de
identificacdo, caracterizando assim o modelo real; ou através de formula¢do matematica, o cha-
mado modelo tedrico. Como o tempo e o custo para a construg@o dessas estruturas pode ser muito
elevado, trabalha-se muito com o modelo tedrico. A abordagem matematica que se destaca para
a obten¢ao do modelo teodrico € o método de elementos finitos, sendo aplicado nos mais diversos
campos de pesquisa e que sera aplicado nos problemas neste estudo.

O modelo tedrico apresenta quantas simplificagdes se queira, podendo-se ter, um modelo
tedrico extremamente simples, ou um modelo tedrico extremamente complicado e dificil de lidar
matematicamente. A escolha do modelo a ser utilizado depende do projetista e deve-se ter um bom
conhecimento prévio do sistema a fim de se ter uma seguranc¢a na ado¢@o de hipdteses simplifica-

doras.



De qualquer forma, seja em maior ou menor grau, sempre existira algum tipo de incerteza na
modelagem destes sistemas. Pode-se citar, como exemplo: incertezas dinamicas, geradas pelas im-
perfei¢des na estrutura do modelo; e incertezas paramétricas, pelo ndo conhecimento com exatidao
dos pardmetros que compdem a matriz de transferéncia do sistema [21].

Dentre os métodos utilizados para incluir as incertezas do modelo em questdo no projeto
do controlador esta a das LMI (Desigualdades Matriciais Lineares). As LMI [3], que nasceram
com Lyapunov em 1890, e amadureceram para problemas de controle mais complexos no fim da
década de 80, quando Nesterov e Nemirovskii desenvolveram métodos de ponto interior [24] que
se aplicavam diretamente na solugdo de problemas convexos envolvendo LMI, ser@o aqui utilizadas
[3].

O método das LMI tem despertado grande interesse por permitir que se incluam no projeto
de controle varias condigdes de projeto de uma forma que o problema possa ser numericamente
tratavel [10,31]. Neste trabalho, que tratara de incertezas paramétricas consideradas no projeto do
controlador, a formula¢do utilizada para sua inclusdo sera a abordagem politopica. Esta formula-
¢do adiciona restricdoes LMI ao problema de controle considerado. Cada restricdo representa um
sistema com incertezas e representara um vértice, ¢ cada um desses vértices contribui para formar
um politopo. O controlador quando projetado com sucesso deve ser capaz de controlar qualquer
planta dentro da regido do politopo formado.

Ainda na fase de projeto do controlador, filtros de ponderacgdo sdo utilizados para impor uma
certa forma de resposta em frequéncia para os sinais de controle e de desempenho, explorando as
caracteristicas fisicas do sistema ¢ diminuindo o conservadorismo do projeto.

Neste trabalho serdo considerados como exemplos de aplicacdo uma viga engastada-livre
e uma placa livre-livre. Incertezas no fator de amortecimento e nas frequéncias naturais dessas
estruturas serdo consideradas no projeto do controlador H.,. Essas incertezas serdo consideradas
no projeto do controlador através da abordagem politdpica, através da qual restricdes LMI sdo

adicionadas ao problema em estudo, formando a regido pela qual se espera que o controlador atue.

1.2 Revisio Bibliografica

Dentre os trabalhos que forneceram bases para o desenvolvimento desta dissertacdo, aqueles
que apresentaram maior relevancia serdo brevemente apresentados neste topico.

Para aplicar a teoria de controle do ponto de vista moderno (modelos de estados) deve-se ter
o modelo da estrutura. Esse modelo pode ser obtido por métodos de identificagdo (ERA, por exem-
plo) [40] ou pelo método de elementos finitos [6, 17], método que sera utilizado nesta dissertagao.

De posse do modelo da estrutura a ser controlada, projeta-se o controlador para atenuagdo da

vibragdo do sistema. O projeto que sera utilizado para este trabalho é o do controlador baseado na



norma H,. Esse controlador trabalha com a minimizagdo da norma 4, da matriz de transferéncia
das entradas exogenas para a saida de desempenho. Esse tipo de controlador € utilizado usualmente
em sistemas onde se deseja um determinado desempenho em condi¢des adversas, tais como erros
de modelagem e rejeicdo de disturbios [15,25].

Além disso, o controle H., aumenta a margem de estabilidade robusta da planta, ou seja,
aumenta a quantidade de incertezas que podem ser admitidas sem perda de estabilidade [10], ja
que o controlador atua com o intuito de reduzir o valor de pico de maior magnitude no dominio da
frequéncia entre a entrada de distirbio e a saida de desempenho do sistema (objetivo do controle).
Os principais conceitos do projeto de controladores H ., podem ser verificados em [7,38,41].

Dentre as metodologias propostas para a solu¢do do problema do controlador ., esta a de
resolver um problema de otimizag¢do convexo com restricdoes LMI. As LMI sdo muito utilizadas
pois tém a vantagem de combinar varias condi¢des de projeto de uma forma que o problema possa
ser numericamente tratavel [10]. Extensa teoria sobre as LMI pode ser encontrada em [3, 33].

E usual trabalhar com projeto sub-6timo do controlador H.., que dessa forma, apresenta
menor custo computacional. O problema de se projetar um controlador H ., sub-6timo a partir de
um problema de otimizagdo com restrigdes LMI estd extensamente abordado em [8,31].

O caso em estudo consiste em se projetar um controlador H,, para atenuacdo de vibragdes
de estruturas flexiveis com incertezas paramétricas utilizando-se a metodologia politopica que ¢
abordada em [13].

O método de controle H, para estruturas flexiveis ¢ apresentado em [2,19,22]. Nestes traba-
lhos, ndo se consideravam incertezas no projeto do controlador, mas seu desempenho na presenca
de incertezas ¢ analisado.

Dentre os trabalhos publicados que trataram do problema de controle . utilizando LMI e
incertezas paramétricas na forma politdpica se destacam [35,36] e [37].

O assunto de controle ativo de vibragdes de estruturas flexiveis utilizando técnicas LMI ja foi
tratado dentro do grupo de pesquisa do Departamento de Mecanica Computacional da UNICAMP
por [15,20,21] e [25]. Mais especificamente, o projeto considerando incertezas paramétricas na
forma politdpica foi abordado em [30], mas naquela situagdo para um modelo de suspensio ativa.

O controle H, a partir da abordagem politopica com estabilidade quadratica, que sera uti-
lizado neste trabalho, apresenta um conservadorismo por utilizar uma tnica fun¢do de Lyapunov
para toda a regido do politopo [32]. Buscando diminuir esse conservadorismo, modifica¢cdes no
projeto foram propostas por [5, 18,39]. Nesses trabalhos s3o utilizadas variaveis extras (matrizes)
e/ou fungdes de Lyapunov dependentes de parametros, diminuindo assim o conservadorismo no
projeto. Ao se escrever o problema dessa forma, ndo se considera uma tinica fun¢@o de Lyapunov
para toda a regido formada pelo politopo, e sim uma fun¢do de Lyapunov dependente de pardme-

tros que variam dentro da regido politdpica, diminuindo assim o conservadorismo do projeto porém



com aumento do custo computacional.

1.3 Estrutura do Trabalho

O Capitulo 2 apresenta uma introdugéo sobre as estruturas flexiveis, seu uso, e a importancia
crescente que estas estruturas tém apresentado nos dias de hoje. As formas de tratar o problema
dinamico destas estruturas, seja pela modelagem modal ou nodal e a inclusdo do amortecimento
proporcional sdo apresentados. Apresenta-se também, neste Capitulo, o modelo de elementos fi-
nitos utilizado para representar os problemas considerados, o elemento de viga e o elemento de
placa.

O Capitulo 3 aborda o projeto de controladores baseados na norma .., que ¢ a base deste
estudo. Demonstra-se a forma como o problema ¢ tratado por esta abordagem e como ¢é realizado
o projeto deste controlador a partir de um problema de otimizagdo com restrigdes LMI. Uma breve
introducdo sobre as LMI ¢ apresentada e a sua utilizagdo no projeto de controladores baseados na
norma H., ¢ discutida.

O Capitulo 4 apresenta a forma para incluséo dos filtros de ponderag@o no projeto, a imposi-
cdo, a partir da escolha destes filtros, de uma certa resposta em frequéncia do sistema, evitando com
isso o fendmeno de spillover ¢ diminuindo o conservadorismo do projeto. Apresenta-se o modelo
da planta aumentada, ou seja, o modelo da planta considerada apds a inclusao destes filtros.

O Capitulo 5 discute a inclusdo, para o projeto do controlador, das incertezas paramétricas a
partir da abordagem politopica. Dessa forma obtém-se um controlador robusto a incertezas para-
métricas consideradas em projeto.

Os Capitulos 6 e 7 apresentam exemplos de aplicacdo. O caso de uma viga engastada-livre
e uma placa livre-livre sdo estudados. Os resultados sdo obtidos a partir do projeto do controlador
‘H . pela abordagem politdpica.

O Capitulo 8 apresenta as conclusdes do trabalho e as propostas para trabalhos futuros.

Finalmente, a lista de referéncias bibliograficas é apresentada.



Capitulo 2

Estruturas flexiveis

2.1 Introducao

Com o avango tecnologico, e com a exigéncia do mercado em se obter estruturas cada vez
mais leves, as estruturas flexiveis estao se tornando cada vez mais comuns, podendo ser encontradas
em hastes de equipamentos agricolas, torres metalicas, hastes de equipamentos de movimentacao
de cargas, estruturas aeronauticas, pas de hélices em geradores edlicos etc.

Estruturas flexiveis apresentam, como o proprio nome diz, flexibilidade, e portanto, suas
propriedades elasticas devem ser levadas em conta no projeto. Estas estruturas apresentam pequeno
amortecimento ¢ as frequéncias dos modos de vibrar sdo geralmente proximas umas das outras [1].

Para se estudar estas estruturas, pode-se, a partir da estrutura real e através de técnicas de
identificagdo obter, por exemplo, o modelo de estado real da estrutura; ou utilizar uma formulagéo
matematica e a partir dela obter o modelo de estado tedrico. Devido aos custos envolvidos para
a construgdo de protdtipos, a modelagem matematica, por apresentar menor custo ¢ velocidade de
obtengdo, tem sido muito utilizada atualmente. Dentre elas, destaca-se o0 método de elementos
finitos, que sera a utilizada neste trabalho.

A Figura 2.1 mostra a resposta em frequéncia do modelo de uma estrutura flexivel, no caso

uma viga engastada-livre.

2.2 Modelagem Nodal e Modal

A escolha de coordenadas na qual o problema sera estudado ¢, geralmente, arbitraria. Con-
tudo, dois tipos se destacam e s@o mais utilizados. O modelo nodal, onde as coordenadas nodais
sdo escolhidas em locais definidos, os nés da estrutura; e o0 modelo modal, que expressa os modos

da estrutura escrito em coordenadas modais.
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Figura 2.1: Resposta em frequéncia tipica de uma estrutura flexivel.

2.2.1 Modelagem Nodal

A equacdo dindmica de uma estrutura em coordenadas nodais ¢ dada por:
MG+Dg+Kq=f, (2.1)

onde g ¢ o vetor que contém os deslocamentos dos graus de liberdade do sistema, no caso, os nos.

Definindo, entfo, o vetor de estados como x = [ q ] , a Equac@o (2.1) reescrita na forma de
q

estados é:
- 0 ! T 2.2)
X = _ | x , )
-M'K -M~'D M-'f
com:
e M: matriz de massa;

D: matriz de amortecimento;

K: matriz de rigidez do sistema;

I: matriz identidade com a ordem compativel;

f: vetor de forgas externas aplicadas ao sistema.

6



Pode-se escrever o vetor de forgas externas, f, em termos dos graus de liberdade, e dessa

forma, pode-se avaliar o efeito individual de cada for¢a f; na entrada do sistema. Essa forma ¢

importante pois em sistemas de controle, os atuadores e os sensores sdo geralmente colocados em

graus de liberdade especificos. Logo,

f=1| | f+]| | fot]| fn:ZSifi-

0 0 1

(2.3)

Os vetores s; definem o grau de liberdade no qual a for¢a ¢ aplicada. Para um grau de

liberdade especifico 7, pode-se escrever que a forca externa aplicada é:

0 0
[Mlsifi] - [Mlsi ] fi= B

Desta forma, o modelo de estados da estrutura pode ser escrito como:

y = Cx + sz )
onde:
o A— 0 I r
-M'K —-M'D
o
e B= ;
Mflsi ]

e (C: ¢ a matriz de saida do sistema;

e D: ¢é a matriz de transmissdo direta;

y: € o vetor de saidas de medigao.

2.2.2 Modelagem Modal

(2.4)

2.5)

O modelo nodal ¢ necessario para encontrar as matrizes de massa e rigidez (através do mo-

delo de elementos finitos, por exemplo). A matriz de amortecimento, por sua vez, ¢ geralmente

desconhecida. A modelagem modal permite estimar essa matriz com maior facilidade [12].
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Outra vantagem no uso do modelo em espaco de estados modal ¢ para o projeto de controla-
dores, posicionamento 6timo de sensores e monitoramento da integridade estrutural, pois permite
a analise dos modos de interesse separadamente [26].

Definindo a matriz D, na Equacdo (2.5), como nula por simplicidade e reescrevendo as ma-

trizes A, B e C em coordenadas modais, tém-se que:

0 I
-2 27O

0
B

A=

)

L C= [ Cry Como ] , (2.6)

onde €2 é a matriz com as frequéncias naturais, Z ¢ a matriz que contém o fator de amortecimento
dos modos, B,, ¢ a matriz de entrada modal, C,,, e C,,, sdo, respectivamente, a matriz de saida
de deslocamento modal e a de saida de velocidade modal [12].

O modelo em espago de estado modal se caracteriza por apresentar as matrizes de estado,
A, B,, e C,, com A,, uma matriz bloco diagonal. O modelo em espago de estados modal ¢
mostrado em (2.7) [11].

an

com ¢ =1,2,...,n; n é o nimero de modos do sistema. As matrizes A,,;, B,,; ¢ C,,; representam o
estado de cada modo ¢ e sdo, respectivamente, blocos 2 x 2,2 X s e r X 2; s € o numero de entradas
e r o numero de saidas.

Existem diferentes formas de se representar os modos do sistema através da matriz dindmica.

Neste trabalho sera utilizada a seguinte forma modal [11]:

A = [ “hen ] , 2.8)

—w;  —&w;

onde &; e w; sdo respectivamente, o amortecimento modal e a frequéncia natural para cada modo .



2.3 Modelagem por Elementos Finitos

2.3.1 Elemento de Viga

Foi adotado para este trabalho um elemento finito de viga bidimensional apresentando dois

nos e dois graus de liberdade por né (um transversal e uma rotacéo), como mostrado na Figura 2.2.

1 y )
6. ([, o (B>" 92(72

Figura 2.2: Elemento de viga bidimensional.

O elemento foi considerado com fungdes de forma Hermitiana e suas matrizes de massa e
rigidez sdo mostradas em (2.9) e (2.10) [17].

13/35  (11/210)0  9/70  -(13/420)l
(11/210)  (1/105)1%  (13/420)] -(1/140)I2
9/70 (13/420)1  13/35  -(11/210)I
S(13/420)1% -(1/140)1% -(11/210)]  (1/105)>

M* = pAl , 2.9)

121 611 -12I 611
E | 61 4112 -6I1 2I?
Ke=— , (2.10)
B3| 121 -6I1 121 -611

611 211> -6I1 4l

com A, area do elemento; /, momento de inércia da segdo transversal; £/, modulo de elasticidade e
p, massa especifica.

Para computar as matrizes de massa e rigidez do sistema ¢ necessario fazer o assembly, soma-
tdrio nas posicdes adequadas de cada elemento de viga considerado. Apds encontradas as matrizes
do sistema, s@o aplicadas as condi¢des de contorno, em que as linhas e colunas referentes aos graus
de liberdade que ndo apresentam mobilidade sdo removidas. Apds a aplicagdo das condigdes de

contorno t€m-se as matrizes de massa e rigidez do problema considerado.

2.3.2 Elemento quadrilateral de placa

O modelo utilizado para discretizagdo de uma placa foi considerado como aquele apresen-
tado em [6]. Apenas os pontos principais da formulagdo apresentada na referéncia citada serdo

apresentados aqui.



1 2

Figura 2.3: Elemento em coordenadas naturais.

E considerado um elemento quadrilateral de 4 nds em coordenadas naturais (,7), Figura 2.3.

As coordenadas sdo interpoladas como:
4 4
x=> Ni(§Emwi; y= 21 Ni(€m)yi, (2.11)
i=1 i=

onde V; sdo as func¢des de forma lagrangianas, i.c.,

Ni(&n) = (1 =61 —n);
Ny(&m) = 3(1+ €)1 —n); 2.12)
Ny(&m) = 7(1+ &)1 +n);
Ny(&m) = (1 =& +n).

Os deslocamentos, ¢,, 8, e w, foram interpolados com as mesmas fung¢des de forma N; da

geometria do elemento, i.e.,

4 4 4

i=1

onde 0, e 0, sdo deslocamentos angulares, enquanto que w € o deslocamento perpendicular ao plano

da placa, Figura 2.4.

Figura 2.4: Graus de liberdade (0,, 0, w) para cada n6 - placa.
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A matriz de rigidez do elemento pode entdo ser computada - considerando flexdo e cisalha-

mento [6]:

R 1l
K / / B,D,B, |J|dedy + ah / / B/D,B, |J|d<dn,
~1J-1 -1J-1

onde:

|J| o determinante da matriz jacobiana;

h: espessura da placa;

«: fator de correcdo, adotado como 5/6;

(2.14)

ON ON.
0 5+ 0 .. 05+ 0
eB;=[0 0 %G* .0 0 %G|
0 9N 9Ny 0 9Na ONs
Ay ox dy oz
ON AN
'Bc=[aa_§l Ny 0 ...gﬂj\ﬁl 0|,
oy 0 Ny .. e 0 Ny
1 v 0
e Dy =7 _EV2 v 1 0 |[;véocoeficiente de poisson;
00 1
10 , , ..
eD. =G 01 ; G ¢ o mddulo de elasticidade transversal.

Analisando a Equacdo (2.14), pode-se notar que a energia devido ao cisalhamento, que cor-

responde ao segundo termo dessa Equagdo, apresentara maior peso do que aquela devido a flexdo

(primeiro termo da Equacdo) conforme a espessura da placa diminui com rela¢do ao seu compri-

mento. Para resolver este problema, a integragdo numérica do termo devido ao cisalhamento ¢

realizada com 1 ponto de Gauss, enquanto que para o termo devido a flexéo, a integragdo numérica

¢ realizada com 2 x 2 pontos de Gauss [17].

A matriz de massa do elemento ¢ encontrada por [17]:

e __ h3
M—/pN' 0

h3

A 0 0 %
Ny, 0 0 .. Ny 0O O
onde N = 0 Ny O 0 Ny O
O 0 Ny ... 0 0 Ny

11

NdA, (2.15)



2.4 Amortecimento Proporcional

Uma forma de considerar a matriz de amortecimento para fins de simulagdo numérica ¢ uti-
lizar a matriz de massa e de rigidez multiplicadas por fatores, ¢ e (3, que podem ser estimados por
correlagdes experimentais [15]. Dessa forma, pode-se analisar o sistema ndo amortecido e incluir
a matriz de amortecimento proporcional na analise. Deve-se notar que os modos de vibracdo do

sistema so idénticos aquele do modelo sem amortecimento [12].

D = oM + BK. (2.16)

A equacdo (2.16) mostra como incluir o amortecimento proporcinal no problema em estudo.
Os valores de ¢ e 3, usualmente estimados por correlagdes experimentais, algumas vezes sdo di-
ficeis de ser encontrados. Diferentes valores destas constantes sdo considerados por diferentes
autores [20,21,25].

2.5 Programa de Elementos Finitos

Para este estudo, o programa de elementos finitos utilizado foi, para o modelo da viga, im-
plementado pelo autor com base na teoria ja exposta anteriormente. Para o outro caso em estudo, a
modelagem de uma placa, o programa proposto por [6] foi estudado e utilizado. Com o auxilio des-
tes programas, as matrizes de massa e rigidez foram encontradas e o amortecimento proporcional

incluido através dos parametros ¢ e (3 .
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Capitulo 3

Controle #

3.1 Introducao

A norma H.,, da fungdo de transferéncia f(s) é definida como [38]:
A .
1/ ()]l = sup [f(jw)|- (.1

O significado da defini¢do é o supremo da fungdo f(jw), e corresponde a maior amplitude da
resposta em frequéncia da fungdo de transferéncia f(s). Para um sistema SISO, o valor da norma
H o, sera o valor de maior amplitude do diagrama de Bode.

A finalidade do projeto H., ¢ atenuar o pior caso de vibracdo, ou seja, o pico de maior
magnitude da resposta em frequéncia da fungdo de transferéncia considerada.

Para o caso MIMO, a norma H, ¢ baseada no conceito nos valores singulares:

IP(s)]|,. £ SUP T (P (j0)). (3.2)

onde 7,,,, € 0 maior valor singular.

Nestes casos, a norma H, corresponde ao valor de pico de maior magnitude no dominio da
frequéncia dos valores singulares.

Os valores singulares, o;, sdo definidos como sendo a raiz quadrada positiva dos autovalores
do produto P*(jw)P(jw), onde P*(jw) é a matriz complexa-conjugada transposta da matriz de

transferéncia P(jw), ou seja [25]:

0i(P(s)) = VNi(P*(jw)P(juw)). (3.3)

3.2 Projeto H

O projeto de controladores baseados na norma ., ¢ usual em sistemas onde se deseja um

determinado desempenho em condi¢des adversas, tais como erros de modelagem e presenga de

13



distubios externos [15].

Além disso, o controle H., aumenta a margem de estabilidade robusta da Planta, P(s), ou
seja, aumenta a quantidade de incertezas que podem ser admitidas sem perda de estabilidade [10],
haja visto que com a atuag@o do controlador H ., ocorre a redug@o do pico de resposta em frequén-
cia entre a entrada de disturbios e a saida de desempenho do sistema.

A forma usual do problema de controle ¢ mostrada na Figura 3.1,

w z
—> —>
u ' y

Figura 3.1: Representacdo do problema de controle na forma usual.

onde:

w: entradas exogenas;

u: esfor¢o de controle;

z: saida de desempenho;

y: saidas de medicéo;

P(s): planta a ser controlada;

K(s): controlador a ser projetado.
A planta P(s), Figura 3.1, na sua forma usual de estados ¢ escrita como [12, 14]:

x=Ax+B;w+ Bsu;
zZ — C'1X + D11W + D12u ) (34)
Yy = Cox + Dyyw + Dyyu .

O controlador dindmico K(s) ¢ dado por:

)‘(c = AcXc + BCY? (35)
u = Cx.+D.y. (3.6)

14



A partir da Figura 3.1 ¢ possivel escrever:

Z w Pzw P., w
=P(s) = . 3.7
y u P,, Py u
Para o esforco de controle vale:
u = Ky. (3.8)
De (3.7) tem-se que:
y =Py, w+P,u 3.9)
De (3.8) em (3.9), tém-se:
y=Py,w+P, Ky =
yI-P,K)=P,w =
y =(I-P,K) 'P,w. (3.10)

O esforco de controle, u, pode ser escrito substituindo (3.10) em (3.8):
u=xkKI-P,K) 'P,w, (3.11)
e o termo [K(I — P, K)"'P,,] é a matriz de transferéncia de u para w e denota-se por T,
u="T,,w. (3.12)
Com relagdo a z, de (3.7) pode-se escrever que:
z=P,,w+P.,u, (3.13)
e substituindo (3.11) em (3.13) tem-se:

z=P,w+P, KI-P,K)'P,w =
2= [P.y+ P.K(I—P,K)'P,,|w, (3.14)

com o termo [P, + P,,K(I — P,,K)"'P,,| representando a matriz de transferéncia de z para w,
T,,,. Portanto:
z="T,,w. (3.15)

O objetivo do projeto H,, 6timo consiste em encontrar o controlador K(s) que minimize

a norma H., da matriz de transferéncia T,,,, ou seja, da funcdo de transferéncia da entrada de
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disturbios para a saida de desempenho, i.c.,
min g(s) || Tewll -

Uma forma de tratar este problema ¢ considerar um limite, ~, que seria um limite factivel,
um valor real e maior que zero, pois assim t€ém-se uma maior facilidade de solug¢do computacional.

O projeto passa a ser encontrar o controlador, K(s), sub-6timo e ¢ escrito como [41]:
IT.0ll <. (3.16)

Dentre as metodologias de solug¢do propostas para resolver o problema (3.16), esta a das
Desigualdades Matriciais Lineares (LMI), que sera utilizada neste trabalho [3].

3.3 Breve Introducao sobre as Desigualdades Matriciais Lineares - LMI

O método das LMI tem despertado grande interesse em problemas de controle por ser uma
forma poderosa de projeto e analise de sistemas de controle [9].

As LMI surgiram primeiramente com Lypunov, em 1890, com o conceito que ficou conhecido
como o ciritério de estabilidade de Lyapunov [3]. Este critério, Equacdo (3.17), mostra que um
sistema dindmico x(¢) = Ax(t) é estavel se ¢ somente se existe uma matriz positiva definida P
(P > 0), tal que:

A'P +PA <O, (3.17)

A partir dai, os pesquisadores comegaram a aplicar o conceito de Lyapunov em varios pro-
blemas de engenharia, especialmente os de estabilidade de sistemas. No inicio da década de 60,
utilizando o teorema do Lema Real [3], a solu¢do das LMI foram reduzidas a simples critérios gra-
ficos. Este teorema estendeu a aplicacdo para sistemas de ordem maior, porém, ainda ndo aplicado
em sistemas que continham mais de uma néo linearidade.

Na década de 70 demonstrou-se que as LMI poderiam ser resolvidas ndo somente por meios
graficos, mas também por solugdo algébrica utilizando as equacdes de Riccati (ARE).

No inicio da década de 80, Pyatnitskii e Skorodinskii [29], reduziram o problema que admi-
tia somente uma Unica ndo linearidade em um problema convexo de otimizagdo envolvendo LMI
(extendido ao caso de multiplas ndo linearidades).

Em 1984, Karmarkar [16], apresentou um algoritmo de programacao linear bastante eficiente
para a solugdo das LMI.

Finalmente, em 1988, Nesterov e Nemirovskii, desenvolveram métodos de ponto interior [24]

que se aplicavam diretamente na solucdo de problemas convexos envolvendo LMI.
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3.4 Desigualdades Matriciais Lineares - LMI

Uma LMI ¢ definida como sendo uma expressdo da forma [10,33]:

F(x)=F)+xF, +..+x,F, <0, (3.18)
onde:
e x = (xy,...,%,) ¢ um vetor de » numeros reais, chamados de variaveis de decis@o,
o Iy, ..., F, sdo matrizes reais ¢ simétricas, F'; = Fé-,

e a desigualdade F(x)<O0 significa que F(x); ¢ negativa definida, ou seja, u'F(x);u < 0 para

qualquer u diferente de zero.

Muitos problemas de controle podem ser colocados na forma de problemas LMI. Um deles,
como ja foi mencionado neste estudo, é o problema de encontrar o controlador H,.
De forma geral, um problema de otimizacdo convexo com restri¢gdes na forma de LMI pode

ser colocado na forma [10]:

o (3.19)
sujeitoa F(x) <0

onde ;1 ¢ a fungdo objetivo linear, F ¢ uma matriz que depende das variaveis de otimizacdo x ¢
F(x) < 0 define a matriz como negativa definida. E interessante notar que minimizar uma fungdo
convexa com restrigdes LMI ainda € um problema convexo.

Colocar o problema desta forma, permite que se utilizem técnicas numéricas eficientes de
soluc¢@o, pois se tratam de problemas convexos, o que facilita a solu¢cdo computacional.

Para este trabalho, sera utilizado a fungido mincx do Matlab Control Toolbox®) [10] para a

solu¢d@o do problema de otimizacéo citado.

3.5 Solucio do problema ., via LMI

Seja um sistema em malha fechada descrito por
X = Ax+Bw; (3.20)

z = Cx+Dw, (3.21)

onde as matrizes A, B, C e D dependem das matrizes do sistema sem controle e das matrizes do

controlador.
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O problema de controle H, pode ser colocado na forma de um problema de otimizagdo com
restricdes LMI [3,31] da seguinte forma:

min L
AP+PA PB ('
g o - (3.22)
sujeito a B'P -I D | <0,
C D —ul
P> 0. (3.23)

O apéndice A mostra como encontrar as inequagdes (3.22) e (3.23).

Este problema de otimizagdo possui termos ndo lineares na restri¢cdo na forma de produtos de
incognitas, por exemplo, PA. Para que este problema possa ser resolvido na forma de um problema
LMI utilizam-se transformagdes de variaveis para eliminar os termos ndo lineares, como descrito a
seguir.

E possivel escrever para a matriz simétrica P que (solugdo proposta por [23]):

X U . Y V/
P= ~ s P = ~ )
U X V'Y
com X ¢ Y simétricase VU’ =1 — XY.

Verifica-se que

ppl_ | XU ]Y V XY+UV XV +UY | |10
U X ||V Y| |UY+XV UV+XY | |0 1]

pip_ | Y V|| X U | _[YX+VU YU+VX | |10
|V Y |UX| | VX+YU VU+YX | [0 I]

Seja uma matriz de transformacgio T dada por:
Y 1
T = :
vV o
Logo, ¢ possivel aplicar a seguinte transformacéo de congruéncia
(3.23):

! na matriz P da inequagio

P>0= TPT >0,

'Dado T nio singular, as matrizes simétricas A e B € R"*" sio congruentes se existir T € R™" tal que
A = T'BT. Se A ¢ B sdo congruentes, entdo A > 0 se e somente se B > 0.
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ou ainda
Y V X U Y I Y 1
X = > 0. (3.24)
I o U X vV 0 I X
Note que Y ¢é simétrica, Y =Y.

A seguinte transformacdo de congruéncia pode ser aplicada na restrigdo (3.22) do problema

Hoo:
T 0 0 A'P+PA PB C’ T 00
0 IO B'P -1 D 0 I 0]<0,
0 0 I C D —ul 0 0 I
ou ainda _ _ _ _
T (A'P+PA)T T'PB T'C
B'PT -1 D |<o. (3.25)
CT D —ul

Os termos da inequagao (3.25) podem ser escritos através de variaveis auxiliares para eliminar

os produtos que causam nao linearidades conforme a seguir.
1. Termo CT

Y I
vV 0
[(C;+D:D.Cy)Y + DpC.V Cy +Dy3D.Cy] =

[C;Y +DoF Cy +Dy2D.Cs), (3.26)

CT = [CI+D12DCCZ DlQCc]

comF =D.C,Y + C.V ouainda C, = (F — D.C,Y)V~1L.

2. Termo B’PT
- 'x U]y 1
BPT = [B +D, DB, D, B X —
[ 1 21 c—2 21 c] i U X ] [ V 0 ]
[ XY +UV X
B+ DyDB, DyBJ| . T -
UY+XV U
1 X
[B| + D}, DB, D B] o Ul ”
B, + D,D'B, B/X + D), (D'B,X + B.U)| =
B! + D,,D'B, B/X + D)L/, (3.27)

com L' = D/B,X + B.U, ou ainda B, = (U’)"(L — X'B,D,).
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3. Termo T'PAT

A +B;D.C, B,C,

T'PAT = Y V/”XIJI YI]:
I o ||U X B.C, A, VvV 0
[ YX+V'U YU +VX ][ (A+B,D.C)Y+B,C.V A+B,D.Cy |
X U B.C.Y + AV B.C,
(I 0 |[ AY+B,D.C,Y +C.V) A+B,D.C,
X U B.C,Y + AV B.C,
[ AY + B,F A +B,D.C,

XAY + XB,F + UB,C,Y + UAV XA +XB,D,C, + UB.C,

[ AY + B,F A + B,D,C,

, (3.28)
M XA +LC,

com M = XAY + XB,F + UB.C,Y + U'A.V,ouainda A, = (U')"}(M — XAY —
XBsyF — U/BCC2Y)V_1.

Com os termos anteriores ¢ com as trocas de variaveis realizadas, é possivel escrever a res-
trigdo (3.25) na forma de uma LMI conforme (3.30).

O problema de sintese do controlador H ., torna-se, entdo, o seguinte problema de otimizacao
(3.29). Este problema pode ser resolvido, por exemplo, através da funcdo mincx do Matlab Control
Toolbox®) [10].

min 7
sujeito a  (3.30) (3.29)
(3.24)

onde as variaveis de otimizacao sdo yu, X, Y, F, L, M e D.. Estas varidveis possuem as seguintes

dimensdes caracteristicas:
e ,i: escalar;
e X: matriz simétrica de ordem n;

e Y: matriz simétrica de ordem n;

F: (nimero de colunas de Bs) x n;

e L: n x (nimero de linhas de C,);

e M: n x n (nfo simétrica);

e D_.: (nimero de colunas de B,) x (numero de linhas de C).
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De posse das variaveis de otimizacdo, pode-se construir as matrizes do controlador.

considerado inicialmente que Doy = 0 (ver Apéndice A):

A, = (U) (M- XAY - XB,F - UB.C,Y)V !,
B, = (U)7'(L - X'ByD,),
C.=(F-D.C,Y)V L

A correcdo para Doy # 0, a partir do resultado obtido com Dy, = 0, é dada por [30]:
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(44

[ | AY + B,F A +B,D.C, n YA’ + F'B,, M’ B; + B;D. Dy, YC| + F'D),
M XA + LG, A'+C,D/B, A'X+ CLL/ XB; + LDy, C, + C,D.D,
sim. -1 D}, + D,,D.D/,
S1m. s1m. —ul

<0 (3.30)



Capitulo 4

Filtros de ponderagao

4.1 Introducao

Filtros de ponderacdo podem ser colocados na entrada ou na saida de sistemas na etapa de
projeto do controlador. Sua fun¢@o ¢ impor uma certa forma de frequéncia para estes sinais, explo-
rando as caracteristicas fisicas do sistema e diminuindo o conservadorismo do projeto.

O conhecimento prévio do sistema ¢ uma ferramenta importante na escolha dos filtros, uma
vez que de posse da resposta em frequéncia da estrutura, pode-se visualizar sua forma apés a
inclusdo dos filtros de ponderagdo. Muitas vezes, os filtros sdo escolhidos pelo método de tentativa
e erro ¢ o conhecimento prévio da resposta em frequéncia auxilia na sua escolha. E uma ferramenta
apenas de projeto, ndo sendo incluidos no problema fisico.

No projeto de controladores em estruturas flexiveis, os modelos sdo usualmente truncados em
uma faixa espectral de frequéncia. Dessa forma, a faixa de frequéncia que ndo ¢ importante para o
projeto é desconsiderada. O truncamento de sistemas acaba por gerar uma diferenga entre a planta
considerada em projeto (truncada) daquela real. Essa diferenca ¢ tratada como uma incerteza dina-
mica e em alguns casos pode gerar um efeito denominado spillover, efeito este que se caracteriza
pela excitagdo, quando da incorporagdo do controlador a planta real, dos modos nao considerados
em projeto.

O efeito do spillover é, em alguns casos, o de instabilizar o sistema. A fim de amenizar os
efeitos do spillover, utilizam-se filtros de ponderag¢do que sdo projetados para enfatizar a faixa de
frequéncia que ¢ importante para o controlador. Sabendo-se que um dado distirbio exdgeno afeta
com maior intensidade a saida de desempenho na regido de baixas frequéncias (regido de interesse),
¢ desejado que o esforco de controle atue nesta regido de frequéncias de forma preponderante e que
ndo atue na regido de alta frequéncia [4].

A Figura 4.1 mostra a caracteriza¢@o do filtro passa baixa, W, que pondera, com maior peso
na regido de baixa frequéncia, o sinal de desempenho, z. O filtro passa alta, W, pondera com
maior peso na regido de alta frequéncia o sinal do esfor¢o de controle u. Dessa forma, deseja-se

que ndo exista sinal de controle acima da frequéncia de corte, w,, € que os distirbios exdgenos
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A

Amplitude

We Frequéncia

Figura 4.1: Exemplos de filtros de ponderagéo.

sejam atenuados com maior eficacia na faixa de frequéncias até w..
Em outras palavras, como o controlador é projetado a partir da minimizag@o da norma H .,

um peso alto em alguma regido, significa um interesse grande na minimizag@o do sinal naquela
regido. Portanto, ocorrera atenuacdo de vibrag@o, devido ao peso de W ., até a frequéncia de corte,
w,, ¢ redugdo do sinal de controle, depois de w,. e através do peso de W, a fim de evitar o spillover.

A planta, ap6s a adigao dos filtros de ponderacdo passa a ser denominada planta aumentada.

4.2 Modelo da Planta Aumentada em Espaco de Estados

Figura 4.2: Exemplos de utilizago de filtros de ponderagio.
A func¢do de transferéncia dos filtros considerados para este estudo sdo:

W, (s) = Cu(sI — A,) !B, + Dy; 4.1)
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W.(s) =C.(sI - A,)'B, +D,.

O papel dos filtros expostos na Figura 4.2 sdo:

e W,,: Procura eliminar o esfor¢o de controle fora da regido de interesse.

e W._: Procura uma maior atenua¢@o de vibragdo na regido de interesse.

A planta P(s) pode ser definida em espago de estados como:
x, = Ayx, + B,w + By,u;

zZ = Clep + D11pW + Dlgpu )
y - Cprp + Dzlpw + D22pu .

O modelo de estado do filtro W, ¢ dado por:
kz = Azxz + Bzz ;

z1=C.x,+D.z.

Substituindo o termo z das equagdes (4.6) e (4.7) por (4.4), encontra-se:

kz = Azxz + Bzclpxp + Blelpw + BZDlgpu )

21 = CzXz + chlpxp + DlelpW + Dlegpu .

O modelo de estados do filtro W, ¢ dado por:
X, = Ax, +B,u;

zo = C,x, +D,u.

O sinal recebido pelo controlador, y, Equac¢éo (4.5), é:

y = Copx;, + Doy w + Dagpu.

O modelo de estado da planta aumentada pode entdo ser descrito, como:

X, A, 0 O X, B,,
X, | = 0 A, O X, | + 0 w +
Xz Bzclp 0 Az Xz Blelp BZD12p
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X
Z D.C;,, 0 C, P D.D D.D
- Ip x, | + R luy 414)
Zo 0 Cu 0 Du
XZ
Xp
y=[Csy 0 0]| x, | +Daypw+Dyyu. (4.15)
XZ

Comparando o modelo de estados encontrado com a forma usual de controle, Equagdo (3.4),

redefine-se o modelo da planta aumentada como:

A, 0 0 B, B,,
A= 0 A, 0 |; B;= 0 ;. Bo = B. ; (4.16)
Bzclp 0 Az Blelp BzD12p
DZCI 0 Cz Dlel DZD12
C, = P . Dy = Pl D= S 4.17
1 0 c, 0 11 [ 0 ] 12 [ D, ( )
C;=[Cy 0 0]; Dy = Dy ; Dy =Dy (4.18)

4.3 Matriz de Transferéncia da Planta Aumentada

Pode-se escrever para P(s) da Figura 4.2 que:

Py Py
Ylopw | V= T T V. (4.19)
Z u P., P.., u
A partir da Equacg@o (4.19) ¢ possivel escrever que:
y =P,,w+P,u (4.20)
z=P,,w+P,,u 4.21)
Da analise da Figura 4.2, é possivel escrever que:
z1 = W.z; (4.22)
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72 = W, (4.23)

De (4.21) em (4.22) tem-se:

71 = W.P,,w+ W.P,,u (4.24)

A funcdo de transferéncia em malha aberta pode ser escrita com base nas equacdes ja mos-

tradas:
1 W.P., W.P.,
7y | = 0 w, [ W ] . (4.25)
y Py Py, !
O esforco de controle escrito a partir da Figura 4.2 vale:
u = Ky. (4.26)

Substituindo (4.26) em (4.20) e rearranjando os termos tem-se:
y = (I-P,K) 'P,w. (4.27)
Substituindo (4.26) juntamente com (4.27) em (4.24) tem-se:
7, = W.P,,w+ W_P_KI-P,K) 'P,w=

71 = W, [P,, + P.K(I—-P,K) 'P,|w=W.,Nw, (4.28)

comN; =P,, + P.,(I - P,K)"'P,,.
De (4.26) ¢ (4.27) em (4.23) obtém-se:

7z = W, K(I — P,,K) 'P,,w = W,Now, (4.29)

com Ny = K(I - P,,K) 'Py,.

Assim, é possivel escrever que:

[%1 ] = [WZNl ] W (4.30)
Zo WUNQ

O problema de encontrar o controlador sub-6timo, || T, ||, < 7, minimizando v torna-se:

WZNI
W,N,

‘ < 7. (4.31)
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Portanto, a relagdo (4.31) é o problema a ser resolvido apos a incluso dos filtros de ponde-

ragdo. A partir dessa relagdo escreve-se as LMI mostradas no Capitulo 3.

4.4 Escolha dos filtros de ponderacéio

Para esse estudo, a escolha dos filtros de ponderag@o foi realizada ainda na fase de projeto
do controlador buscando satisfazer as condigoes de atenuagido de vibragdo em baixas frequéncias
e estabilidade em malha fechada. Se os resultados encontrados forem satisfatdrios, o projeto fica

assim definido. Caso contrario, modificam-se os filtros de ponderacéo e se repete o projeto.

28



Capitulo 5

Projeto considerando incertezas paramétricas

5.1 Introducio

O diagrama de blocos de uma estrutura flexivel, descrita pela Equagdo 5.1, ¢ apresentado na

Figura 5.1:

Mg + Dq + Kq = s;w + sju.

w
+

_|_

u

Figura 5.1: Diagrama de blocos de uma estrutura flexivel.

Os termos presentes na Figura 5.1 sdo novamente citados:

u: esfor¢o de controle;

w: entradas exogenas;

M~!: inversa da matriz de massa;
D: matriz de amortecimento;

K: matriz de rigidez;

q: coordenada espacial/nodal;

-1

A

N

\4
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e s;, s;: matrizes que definem o grau de liberdade onde sdo aplicadas as entradas.

J& foi mostrado no Capitulo 3 que o sistema, escrito na forma usual de controle, Equacao

(3.4), apresenta as matrizes de estado:

A= [ —MO—IK —MI—lD B = M?lsj ] B2 = [ M?lsi ] ; :2)
C, = [ C.. Cy } ; D= [ D.; D } ; Dig = { D.; D.y } ) (5.3)
C, = { Cyl Cy2 } ; Doy = [ D,i Dy } ; Doy = { Dy,; Dy ] ) 54

com Cy, Dy, Dys, Co, Dy, Doy matrizes que definem a saida de desempenho z e a saida de

medicdo y. A planta P(s) a ser controlada pode ser representada na forma compacta como:

A B, B,
P(s)=| C; Dy; Dyy |, (5.5)
Cy Dy Dy

e representada pela Figura 5.2.

W—> —> 7
P(s)
U—> —> Y

Figura 5.2: Planta P(s).

Se a planta de (5.5) fosse considerada para projeto do controlador, teriamos um projeto sem
considerar incertezas, o que muitas vezes ¢é dificil de ocorrer na pratica, haja visto que o modelo
matematico apresenta, quase sempre, diferencas em relacdo ao modelo real.

Para tentar aproximar o sistema fisico do modelo matematico, incertezas podem ser adicio-
nadas ao projeto. Sua inclusdo no projeto depende do bom conhecimento do modelo fisico, para
que se reconhegam as fontes de incertezas e a forma com que elas podem ser incluidas no modelo
matematico.

Existem dois tipos basicos de incertezas: dinamicas e paramétricas. As incertezas dindmicas
sdo resultado das imperfei¢des na estrutura do modelo, por hipoteses simplificadoras ou por ausén-
cia na representacdo de algum fenomeno fisico. Ja as incertezas paramétricas, sdo aquelas devido
a falta de conhecimento, com exatiddo, dos parametros que compdem a matriz de transferéncia do

sistema [21].
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5.2 Incertezas paramétricas - abordagem politépica

Na abordagem politdpica, escrevem-se as matrizes de estado do sistema (A ,B,C,D) para os
extremos da regido que se deseja considerar. Note que os extremos sdo conhecidos ja que a variagdo
dos parametros pode ser estabelecida pelo projetista.

O conjunto de todas as plantas admissiveis forma um conjunto de plantas possiveis, ou um
conjunto admissivel de plantas, que pode ser representado pelo conjunto convexo ¢ (ver Apéndice

O):
J J
¢={(ABCD)=) a;j(A.B;,C;D) | > a;=1, a; >0}, (5.6)

i=1 i=1
onde j € o nimero de sistemas incertos ¢ A;,B;,C; ¢ D; cada uma das matrizes de estado.

Uma forma de ilustrar um politopo formado pela variagdo de parametros do sistema ¢ através
da visualizagdo da Figura 5.3. Para esse sistema, escolhe-se variar o fator de amortecimento nomi-
nal f_ ¢ a frequéncia natural nominal w,,. Como ilustragdo, considera-se uma varia¢do de +20 %
tanto para & quanto para w,. A regido formada pelos 4 vértices, que representam cada um dos

sistemas possiveis, forma o politopo a ser considerado para projeto.

3
c A A1,B;,C;,.D; A3,By,Cs,D;
1.2¢6 +

Nomin.al(.f_ W)

0.8
A37B37C37D3 A47B4>C47D4

| | )

I l
0.8w,, 1.2w,, Wn,

Figura 5.3: Politopo formado pela variagdo de pardmetros do sistema.

A estabilidade de cada um dos vértices que formam o politopo pode ser garantida pelo critério
de estabilidade de Lyapunov, Equacdo (5.7). Essa condi¢@o de estabilidade pode ser escrita para
cada um dos vértices desse politopo e incluidas no projeto, Equagao (5.8):

A'P +PA <0comP > 0, (5.7)

AP+ PA; <0comP >0,i=1,..j (5.8)

Supondo um sistema qualquer interno ao politopo, e escrevendo sua matriz de estado, A,
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como uma combina¢éo convexa dos vértices:

J
A= Z o; A4, para o > 0.

i=1
e substituindo na equagéo de Lyapunov:

J
a; A )tP+P( ZaiAi) <0=

1 i=1

j
Y a;(AlP+PA;) <0
i=1

e

(

(2

como «; > 0, temos:
AP +PA; <0,i=1,.,j.

Dessa forma, demonstra-se que qualquer sistema interno ao politopo é estavel quando existe P que
garante a estabilidade de todos os vértices.

A abordagem politdpica, por considerar uma tnica fun¢do de Lyapunov para toda a regido
formada pelo politopo, Equagéo (5.8), fornece um controlador conservador [30,32]. Quando proje-
tado dessa forma, o controlador obtido deve ser capaz de garantir a estabilidade de todas as plantas
presentes no politopo, ou seja, para toda a faixa de incertezas consideradas.

Dessa forma, o problema de otimizagdo que deve ser resolvido a fim de encontrar o controla-

dor, passa a ser:

min L
A'p+PA; PB, C
.. ! ~+ ! , , (5.9)
sujeito a Bip -1 D} | <0, i=1,.,]
éi ]31' —/,LI
P> 0. (5.10)

onde Ai, Bi, (~3i e ]51- sdo as matrizes em malha fechada de cada um dos sistemas que formam os
vértices do politopo. Aplicando a transformag@o de variaveis citada no Capitulo 3, a restri¢ao (5.9)
¢ escrita como (3.30) para cada um dos vértices e a restri¢do (5.10), escrita como (3.24). Logo, o

problema de otimizagdo se torna:

min 0
suyjeitoa (3.30) i=1,....5. (5.11)
(3.24)

Para este trabalho sera utilizado a fun¢do mincx do Matlab Control Toolbox®) [10] para a
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solu¢do de problemas envolvendo restrigdes na forma de LMI.

5.3 Sistema Linear Variante no Tempo

Com o intuito de verificar a metodologia politdpica para sistemas lineares variantes no tempo
e analisar se nessa condigdo a estabilidade do sistema ainda se mantém, o modulo Simulink®) do
aplicativo Matlab®) foi utilizado para criar um sinal que provoca a variagdo continua no tempo
da matriz dindmica, A, mas mantendo-a sempre dentro do politopo considerado em projeto. O
conceito utilizado para mudar continuamente a matriz A e manté-la sempre dentro do politopo
considerado em projeto, € escrevé-la como uma combinagio convexa dos vértices, i.e.,
J

J
A= Zai(t)Ai, para «;(t) > 0 com Zai(t) =1.
; i=1

=1
Os vértices que formam o politopo sdo definidos pelos termos A;, e sdo considerados cons-
tantes durante a analise. Para criacdo do fator «,(t), diferentes velocidades foram consideradas
para cada um dos vértices. Para isso, diferentes sinais de varredura linear senoidal, sinal este que
define a variagdo temporal do termo «;(t), sdo criados. No apéndice D ¢ mostrado em detalhes a
configuracdo montada em Simulink(®) para obter o modelo do sistema linear variante no tempo.

Uma representacdo da matriz A variando continuamente no tempo ¢ mostrada na Figura 5.4.

13
, A A A,
126 +
~ A
0.8
Aj A,y
| | >
0.8w,, 1.2w,, Wn,

Figura 5.4: Variagdo no tempo da matriz dindmica A.
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Capitulo 6

Exemplo de aplicagao 1: problema da viga engastada-livre

6.1 Introducio

O problema proposto consiste em projetar um sistema de controle, utilizando o controlador
‘H ., para atenuar a vibragdo do primeiro modo de vibrar de uma viga de aluminio engastada-livre.

O problema em questdo € mostrado na Figura 6.1.

atuador - esforco de controle

engaste / .~ atuador - disturbio Senﬁf
I ]
D e
h
éﬂ%.
Lo
D EEEEE——

L

Figura 6.1: Problema 1 - viga engastada-livre.

Os parametros considerados s@o: 1;=0.15 m, L,=0.20 m, L=1.0 m, h=0.032 m, e=0.003 m,
EA=70 GPa e p=2710 kg/m?.

Para o projeto, serdo consideradas incertezas no fator de amortecimento, &, e nas frequéncias
naturais, w,. O controlador encontrado deve ser robusto o suficiente para garantir a estabilidade de

todas as plantas possiveis, ou seja, deve controlar todos as plantas dentro do politopo considerado.

6.2 Modelo de elementos finitos

Para encontrar a matriz de massa, M, ¢ a matriz de rigidez, K, foi utilizado o método de
elementos finitos - Capitulo 2. A discretizagdo escolhida foi com 24 nés, utilizando elemento de
viga (2 nds por elemento, 2 graus de liberdade por nd), totalizando 48 graus de liberdade.

Ap6s a aplicacdo das condi¢des de contorno, tém-se um problema com 44 graus de liberdade
(22 de deslocamento transversal e 22 em rotacao) e 22 nds, Figura 6.2. Este problema ¢ truncado

em seus 12 primeiros modos através da fun¢do modreal do Matlab®) e passa a ser chamado de
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sistema/planta real. O truncamento em seus 12 primeiros modos permite uma analise em frequéncia

em até aproximadamente 6 x 10° rad/s.

1 3 Y 41 43
[
T e 2
12 74,7 1427444

Figura 6.2: Graus de liberdade livres apds a aplicagdo das condi¢des de contorno.

A matriz de amortecimento, D, é construida utilizando amortecimento proporcional, Equagio
(2.16), com os valores de o e 3 respectivamente de 5 e 1 x 10~, baseados em [34] que desenvolveu
um trabalho utilizando uma viga engastada-livre, também em aluminio, e procurou validar a res-
posta em frequéncia do modelo experimental comparando com o modelo tedérico. Tém-se, portanto,

que a matriz de amortecimento apresenta a forma:
D =5M + 10 °K.

Apenas como ilustragdo do que estes valores representam para o problema, a Tabela 6.1
mostra as 5 primeiras frequéncias naturais do sistema real sem incertezas, e seus respectivos fatores
de amortecimento, encontrados com o comando damp do Matlab®). A titulo de comparagdo, as

frequéncias naturais encontradas pela forma analitica podem ser verificadas no Apéndice B.

Tabela 6.1: Valores aproximados para w,, € £ dos 5 primeiros modos do sistema real sem incertezas.

Modo ¢ wy, (rad/s) | w, analitica (rad/s)
1 0.178 13.97 14.03
2 0.028 | 87.97 87.96
3 0.010 | 246.31 246.30
4 0.005 | 482.69 482.66
5 0.003 | 797.99 797.88

6.2.1 Incertezas consideradas

As variagdes consideradas para validagdo do algoritmo de solucdo para o problema em ques-
tao foram de [ 0.85w, 1.15w, } para as frequéncias naturais ¢ de [ 0.10¢ 1.90¢ } para o fator
de amortecimento. O fator de amortecimento ¢ um parametro conhecido com menor precisdo para

estruturas flexiveis [28], por isso uma maior variagdo foi adotada.
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Na abordagem politopica, onde cada sistema incerto formara um vértice do politopo (uma

restrigdo LMI), o nimero de vértices do problema a ser resolvido ¢ dado por 2¢, onde ¢ representa

a quantidade de parametros variados, no caso em questdo ¢ = 2, gerando 4 possiveis combinagdes,

Figura 6.3. Dessa forma, a matriz dindmica modal A, dos vértices do politopo formado, para cada

modo ¢, é dada por:

min,,,min min mazx,,,min
B A T wmnt . —é'. wmt
V= i T ™t = vértice 1; Vo, = v
’ _wmm _gmmwmm ’ _wmzn
L n,i ) n,i n,i
min, ,,max max maz,,,max
—5, W wme o —6 wma
Vi, = ! "t e = vértice 3; Vy,; = ' o
’ —qpmaz _Emmwma:r i —qmaz
L n,i i n,i n,i
A Va Vi
§’maz 4
Sem incertezas
gmin 1
Vi Vs
l |
— w >
wgll” wmaw wn

w,

n,%

—grw

min

min
n,t

max
w,, ;

n’

_éfma:z:
7

7

w,

Figura 6.3: Politopo formado pela variagdo de pardmetros do sistema.

6.2.2 Modelo para Controle

O modelo considerado para controle, Figura 6.4, ¢ dado por:

liberdade 6, ou seja, no né 3;

liberdade 8, no no 4;

Saida de medigdo, y, deslocamento vertical, grau de liberdade 43, no n6 22;

max
n,%

Saida de desempenho, z, deslocamento vertical, também no grau de liberdade 43.

= vértice 2;

= vértice 4.

Entrada exogena (distirbio), w, considerado como sendo um momento aplicado ao grau de

Esfor¢o de controle, u, também considerado como sendo um momento, aplicado ao grau de

O distarbio e o esforco de controle sdo considerados como momentos aplicados pela suposi-

¢do do emprego de um par de elementos PZT, gerando um momento aplicado [36].
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distarbio esforco de controle

Figura 6.4: Problema de controle considerado.

6.2.3 Plantas com e sem Incertezas

A Figura 6.5 mostra a resposta em frequéncia de cada um dos vértices formados pela aplica-

cdo das incertezas no projeto.

T

Resposta em Frequéncia - de w para z

0 T T T

Amplitude (dB)

-100

Vértice 1
Vértice 2
1201 _ _ _ vértice 3
- - = Vértice 4
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_140 n n PR | n n PR | n n PR | " i
10° 10" 10° 10° 10

Frequéncia (rad/s)
Figura 6.5: Resposta em frequéncia das plantas que formam os vértices do politopo.

A Tabela 6.2 mostra a magnitude da menor e da maior frequéncia natural para as plantas
com incertezas (vértices) e para a planta sem considerar incertezas. Pode-se perceber que existe
uma flutuagdo de aproximadamente 15% em torno da frequéncia natural do sistema sem incertezas
(como imposto). O controlador H., projetado deve ser capaz de controlar todas as plantas dentro
desta faixa. Se isso for possivel, diz-se que o controlador € robusto a incertezas paramétricas [34].
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Tabela 6.2: Varia¢ao no ¢ e w,, das plantas para o problema da viga engastada.

Limite inferior | Sem incertezas (nominal) | Limite Superior
1° modo | w,, (rad/s) 11.90 13.97 16.05
13 0.018 0.178 0.322
2° modo | w,, (rad/s) 74.40 87.97 100.62
13 0.003 0.028 0.054
3° modo | w,, (rad/s) 208.25 246.31 281.74
13 0.001 0.010 0.019

6.2.4 Plantas Truncada - Filtros de ponderacio

No projeto politopico, todas as 4 plantas com incertezas sdo truncadas em seu primeiro modo,
pois cada uma delas contribuira formando um vértice do politopo (Figura 6.3). O truncamento no
primeiro modo foi realizado com o intuito de obter um controlador de baixa ordem para o controle
do sistema e que ainda garantisse a estabilidade de todos os vértices considerados.

A partir da planta(s) truncada(s) e da escolha dos filtros de ponderagdo W, e W, pode-se
construir o modelo da planta aumentada (Capitulo 4) para as 4 plantas. Os filtros utilizados, foram
encontrados com o intuito de satisfazer as condig¢des de projeto: atenuacdo de vibragdo no primeiro

modo de vibrar e estabilidade em malha fechada,

4.57 25 + 20
= Wuy= (6.1)
s+ 10 0.01s + 1000
A Equagio (6.1) mostra a funcdo de transferéncia dos filtros escolhidos. Vale ressaltar que
a escolha dos filtros foi realizada buscando satisfazer as condi¢des projeto especificadas. Podem,

entretanto, existir diferentes filtros que também satisfacam as condi¢des de projeto.
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Figura 6.6: Resposta em Frequéncia das plantas truncadas (1° modo) e dos filtros de ponderagao.

6.2.5 Controlador

A metodologia utilizada para encontrar o controlador foi a solug¢do do problema mostrado em
(3.29). Na abordagem politdpica este problema se torna (5.11).

Como ja explicitado anteriormente, a fung¢do mincx do Matlab Control Toolbox®) [10] foi
utilizada para resolver o problema de otimizagdo com restricdes LMI. A fun¢do mincx apresenta

alguns parametros para controle da solu¢do do problema de otimizagdo (options):

e options(1): determina a acuracia nos objetivos, critério de parada em termos da varia¢do da
fungdo objetivo. Default = 1072,

e options(2): determina o nimero maximo de iteragdes para o problema. Default = 100;

e options(3): Determina o valor de R.

R ¢ o valor dentro do qual a norma euclidiana do vetor de decisdo y deve permanecer.

N
S lvil* < R% Default = 10°;
i=1
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e options(4): Valor inteiro L. Termina a operacdo apoés ter alcangado a acuracia desejada, no

caso definida pela options(1), apos L iteragdes. Default L = 10;

e options(3): traco de execucdo, mostra os passos da execugdo na Command Window. De-
fault= 0 (desligado) ;

Para o problema em questdo, as options utilizadas como entrada para a fungdo mincx foram

os proprios valores Default do Matlab Control Toolbox®) ¢ sdo mostrados na Tabela 6.3.

Tabela 6.3: Valores utilizados em options do mincx na execug@o do problema.

options(1) options(2)  options(3) options(4) options(5)

1072 100 10? 1 0

O controlador encontrado nesse caso apresenta o seguinte modelo de estados:

—3.798¢ + 05 —1.126e+06 0.3441  0.9449
1.281e +05  3.797e+05 —0.1161 —0.3187 |

1.74e + 07 5.159¢ 4+ 07  —34.09 —5.188
—7.186e+05 —2.13e+06 0.6509 —8.213

4.789¢ + 08
B, — —1.615¢ + 08 ;
—3686

—2.825e + 07

C. = [ —8.422¢ — 06 —2.497e — 05 —4.884e — 08 2.885e — 12 ] ;

D, = [ 1.834¢ — 09 } .

6.3 Analise dos Resultados

A resposta em frequéncia da malha aberta (sem controle) e da malha fechada (com controle)
de cada um dos vértices que formam o politopo se encontram nas Figuras 6.7 a 6.10. E possivel
notar pela analise dessas figuras que o objetivo de controle, atenuag¢do do primeiro modo de vibrar
dos sistemas, foi atingido. Os polos de cada um dos vértices, com e sem controle, podem ser anali-
sados pela Figura 6.11. Observa-se que todos os pdlos do sistema com e sem controle encontram-se

no semiplano esquerdo, garantindo assim, a estabilidade dos sistemas considerados.
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Figura 6.7: Resposta em frequéncia da planta com incertezas - Vértice 1.
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Figura 6.8: Resposta em frequéncia da planta com incertezas - Vértice 2.
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Figura 6.9: Resposta em frequéncia da planta com incertezas - Vértice 3.

Vértice 4 - de w para z
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Figura 6.10: Resposta em frequéncia da planta com incertezas - Vértice 4.
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Mapeamento dos pdlos: vértices do politopo
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Figura 6.11: Mapeamento dos pélos para os sistemas que formam os vértices do politopo.

Com o intuito de realizar uma verificagdo com uma planta interior ao politopo considerado, a
planta sem incertezas foi simulada em malha fechada com o controlador encontrado. A resposta em
frequéncia dessa planta, com e sem controle, pode ser visualizada na Figura 6.12. Pode-se perceber
pela analise dessa figura que ocorreu atenuagdo no primeiro modo de vibrar. O mapeamento dos
polos para esse sistema pode ser visualizado na Figura 6.13.
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Planta sem incertezas - de w para z
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Figura 6.12: Resposta em frequéncia da planta sem incertezas.

« 10° Mapeamento dos polos: planta sem incertezas
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Figura 6.13: Mapeamento dos pdlos para a planta sem incertezas.

A Tabela 6.4 mostra a magnitude da atenua¢do em malha fechada, nos 5 primeiros modos,

para cada um dos vértices do politopo formado e para a planta sem incertezas. Pode-se visualizar,
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a partir dessa tabela, que além de atenuag@o no 1° modo, ocorreu também atenuagio de vibragdo
no 2° modo e uma ampliagio de vibragdo no 3° modo dos vértices considerados. Os demais mo-
dos apresentaram atenuagdes pouco significativas. A ampliagdo de vibracdo no 3° modo néo traz
grandes problemas ao projeto, pois considera-se que a frequéncia na qual o sistema serd excitado
corresponde somente a faixa do 1° modo de vibragao.

Os vértices que apresentaram menor atenuacdo de vibragdo, vértices 2 e 4, sdo referentes
aos sistemas com maior fator de amortecimento (ver Figura 6.3) e apresentam, devido ao maior

amortecimento, menor amplitude na resposta oscilatoria.

Tabela 6.4: Atenuacgdo em relag@o ao sistema sem controle para cada umas das plantas considera-
das.

Vértice Atenuagdo(dB)

- 1° pico | 2° pico | 3° pico | 4° pico | 5° pico

1 -11.54 | -14.27 | +6.03 | -0.76 | -0.33
2 -1.46 -1.71 | +0.25 | -0.20 | -0.01
3 -8.76 | -10.04 | +1.90 | -0.47 | -0.01
4 -1.19 -0.94 | +0.09 | -030 | -0.80

Planta sem incertezas | -2.23 -2.27 +0.28 -0.20 -0.26

A Figura 6.14 mostra a resposta temporal do sinal de desempenho de cada um dos vértices,
com e sem controle, para uma entrada chirp, varredura linear senoidal de 0 a 500 rad/s em 50 se-
gundos, médulo de 0.050 Nm e taxa de amostragem de 3.14 x 10* rad/s. Verifica-se uma atenuagdo
de vibrag@o principalmente no primeiro modo de vibrar das estruturas consideradas. No caso dos
vértices 1 e 3 uma boa atenuacdo pode ser observada também no segundo modo.

A Figura 6.15 mostra o esfor¢o de controle para cada um dos vértices para a mesma entrada
chirp. A partir da analise dessa figura € possivel notar que o Vértice 3 apresenta o valor de maior

magnitude do esfor¢o de controle, de 0.040 Nm.
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Figura 6.14: Resposta temporal a uma varredura senoidal - Vértices do politopo.
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Chirp de 0 a 500 rad/s em 50 s
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Figura 6.15: Esforgo de controle, resposta temporal a uma entrada de varredura senoidal - Vértices

do politopo.

A Figura 6.16 mostra a resposta temporal da planta sem incertezas, com e sem controle, para
a mesma entrada chirp. E possivel verificar que ocorre atenuagio de vibracdo nos dois primeiros
modos de vibrar da estrutura.

A Figura 6.17 mostra o esfor¢co de controle da planta sem incertezas para a mesma entrada

chirp. O valor de 0.017 Nm representa o pico do esforgo para o controle da estrutura considerada.
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Figura 6.16: Resposta temporal a uma varredura senoidal - Planta sem incertezas.
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Figura 6.17: Esfor¢o de controle, resposta temporal a uma entrada de varredura senoidal - Planta

sem incertezas.
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6.4 Sistema Linear Variante no Tempo

A Figura 6.18 demonstra a resposta temporal dos sistemas a uma entrada chirp de 0 a
500 rad/s em 100 s. Nesta figura é possivel verificar a resposta temporal quando a matriz dina-

mica, A, varia no tempo e a comparag¢do na resposta temporal para a mesma entrada para o sistema
sem incertezas.

Resposta temporal: chirp de 0 a 500 rad/s em 100 s - w para z

Sistema linear variante no tempo.
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Figura 6.18: Resposta temporal a uma varredura senoidal - Sistema linear variante e invariante no
tempo.

Quando considerado sistemas invariantes no tempo, os principais resultados de atenuagdo de
vibragdo ocorreram nos 1° ¢ 2° modos de vibrar dos sistemas. Para o sistema variante no tempo,
essa faixa de frequéncias também sofreu atenuagdo de vibragdo, como pode ser observado a partir
da Figura 6.18, satisfazendo assim o objetivo de controle, também nesse caso.

Jé4 a estabilidade do sistema, quando esse varia continuamente no tempo dentro do politopo,

também ¢ mantida, validando os resultados ja obtidos para sistemas invariantes no tempo.
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6.5 Conclusdes do Capitulo

Nesse Capitulo procurou-se projetar um controlador utilizando abordagem politdpica para
atenuacdo de vibrac¢do do primeiro modo de vibrar da estrutura em estudo e estabilidade em malha
fechada. Utilizou-se para o controle dos sistemas considerados um controlador de baixa ordem,
utilizando para isso, um modelo truncado do sistema com apenas o 1° modo de vibrar de cada um
dos sistemas que formam o politopo para projeto do controlador.

Os sistemas com controle apresentaram bons resultados de atenuagio de vibracio, principal-
mente no primeiro modo. Os valores de atenuacdo podem ser verificados na Tabela 6.4. Dentre os
sistemas considerados em estudo, aquele que apresentava a maior magnitude de vibracdo, no caso
o Vértice 1, apresentou uma atenuagdo em 11.54 dB no primeiro modo.

O 2° modo de vibrar dos sistemas, que ndo sdo explicitamente considerados em projeto,
também apresentaram atenuagdo de vibragdo. Em alguns dos vértices uma atenuacdo bastante
significativa foi alcangada nesse modo, como exemplo, o Vértice 1 onde uma atenuagdo de 14.27
dB foi alcangada.

A Figura 6.15 demonstra o esfor¢co de controle para cada um dos vértices do politopo for-
mado. Um valor de 0.040 Nm ¢ suficiente para atenuar em 8.76 dB o primeiro modo de vibrar do
Vértice 3 do politopo, e representa o valor de maior esfor¢o de controle dentre os vértices.

Uma analise foi realizada para o caso de sistemas lineares variantes no tempo quando os
parametros variam dentro da faixa de incertezas consideradas em projeto. Os resultados demons-
traram que a abordagem politdpica, estendida para esse tipo de sistemas, se mantém valida, com
atenuacdo de vibragdo nas mesmas faixas de frequéncia do que em sistemas invariantes no tempo.

A estabilidade em malha fechada também foi mantida.
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Capitulo 7

Exemplo de aplicagao 2: vibragao da placa livre

7.1 Introducio

O problema da proposto, neste caso, consiste em projetar um controlador para atenuar a vi-
bragdo do primeiro modo de vibrar trabalhando com controle H ., em uma placa livre de aluminio,

ou seja, sem engaste, nem apoios. O problema considerado ¢ mostrado na Figura 7.1.

AY )
medigdo

.
\ (0.25,0.35) 1
|

desempenho (0.05,0.2)

== b
; | 0,0.1) distarbio
controle ~—

® (0.05,0.1)

(0,0)

[

Ly
\4

a

Figura 7.1: Problema 2 - Vibragao da placa livre.

Os parametros da placa sdo: a=0.40 m, b=0.45 m, h=0.002 m, £ 4,=70 GPa, p4,=2710 kg/m?
ev=0.3.

7.2 Modelo de elementos finitos

A matriz de massa M e a matriz de rigidez K foram encontradas utilizando o programa de
elementos finitos proposto por [6]. A discretizacdo utilizada foi feita com 8 x 9 elementos e 90
nos, 3 graus de liberdade por nd (dois de deslocamento angular e um perpendicular ao plano - ver
Capitulo 2), totalizando 270 graus de liberdade.

O modos de corpo rigido (w,, = 0) foram retirados do modelo usando o conceito de se-
paragdo de cada modo no respectivo modelo modal (comando modreal do Matlab®)) para que a

planta utilizada em controle fosse aquela sem esses modos. De posse desta planta, foi realizado
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o truncamento nos 12 primeiros modos de vibrag@o utilizando também o comando modreal do

Matlab®). Assim como no problema da viga engastada, essa planta passa a ser considerada como

o sistema/planta real. O truncamento nestas bases permite a andlise até frequéncias de aproxima-

damente 4 x 103 rad/s.

A matriz de amortecimento, D, é construida utilizando o conceito de amortecimento propor-

cional, Equacdo (2.16), os valores de ¢ e 3 valem respectivamente: 5 x 107° e 5 x 1073, e tém-se

portanto o amortecimento proporcional na forma:

D=5x10""M+5x 10°K

As frequéncias naturais e o fator de amortecimento para os cinco primeiros modos do sistema

real, considerando as hipoteses acima, se encontram na Tabela 7.1.

Tabela 7.1: Valores para w,, e £ dos 5 primeiros modos do sistema real sem incertezas.

Modo ¢ wy, (rad/s)
1 0.0057 | 228.27
2 0.0080 | 321.46
3 0.0114 | 454.75
4 0.0156 | 579.04
5 0.0251 | 627.28

7.2.1 Incertezas consideradas

Assim como no problema da viga, as incertezas consideradas para solugdo do problema foram

[ 0.85w,, 1.15w, ] para as frequéncias naturais e de [ 0.10¢ 1.90¢ } para o fator de amorteci-

mento, Figura 6.3. O politopo formado tera a mesma forma que no problema anterior. Tém-se

entdo que a matriz dindmica modal A,,,, para cada modo 7, em cada um dos vértices sera dada por:

min, ,,min min
V.. — & Wy i Wy i
140 — . . .
o, ymun _é—mzn min
wn,z 7 wn,z
min,,,max max
Ve — & W, 4 Wi
3t — max min,,,max
— Wy =G Wy
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7.2.2 Modelo para Controle

0,
d 0.05m
2
1 Jo05m
O Atuador em 0, - n6 33.
@ O Disttbio em 6, - n6 86.

w —Y

V Saida de Desempenho em w - n6 56.
5 /\ Saida de Medig¢do em w - n6 39.
[ A) o

Figura 7.2: Problema de controle.

A Figura 7.2 mostra a configuragdo de controle utilizada para o problema em questao:

Entradas exdgenas (disttrbio), w: considerado como sendo um momento aplicado na dire¢ao
6, no no 86.

Esfor¢o de controle, u, momento na direcéo ¢, aplicado ao né 33.

Saida de medi¢2o, y, deslocamento perpendicular ao plano,w, no né 39.

Saida de desempenho, z, deslocamento perpendicular ao plano, w, no no6 56.

7.2.3 Plantas com e sem Incertezas

A Tabela 7.2 mostra a magnitude da menor ¢ da maior frequéncia natural para as plantas
com incertezas (vértices) e para a planta sem considerar incertezas. O controlador H., projetado

deve ser capaz de controlar todas as plantas dentro desta faixa, sendo assim robusto a variagdes
paramétricas [34].

53



Tabela 7.2: Variago no & e w,, das plantas para o problema da placa livre.

Limite inferior | Sem incertezas (nominal) | Limite Superior
1° modo | w,, (rad/s) 194.03 228.27 262.51
13 0.0005 0.0057 0.0108
2° modo | w,, (rad/s) 273.32 321.46 369.72
13 0.0008 0.0080 0.0152
3° modo | w, (rad/s) 386.54 454.78 522.96
13 0.0011 0.0113 0.0216

A Figura 7.3 mostra a resposta em frequéncia da entrada de distirbio w para a saida de

desempenho z, para cada um dos vértices formados pela aplicag@o das incertezas no projeto.

Resposta em Frequéncia - de w para z

20 : : —— —
Vértice 1
—— Vértice 2
Vértice 3

oF == Vértice 4 4

- — = Sem incertezas

_20 .
o
Z
o -40 .
o
=2
=
g
< -60 |
_80 -
-100 ! 4

10? 10° 10
Frequéncia (rad/s)

Figura 7.3: Resposta em frequéncia das plantas que forma os vértices do politopo.

7.2.4 Plantas Truncada - Filtros de ponderacéo

Para projeto do controlador, as plantas que formam os vértices do politopo foram truncadas

utilizando a funcdo modreal em seu 1° modo de vibrar e passam, a partir de entdo, a serem chamadas
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de plantas truncadas, Figura 7.4. O truncamento no primeiro modo foi realizado com o intuito de

obter um controlador de baixa ordem para controle do primeiro modo do sistema e que ainda

garanta a estabilidade de todos os vértices considerados.

Resposta em Frequéncia - de w para z
0 : ————y : —

—
m
<
N
(]
<
=
2
g
<
-100 Vértice 1 i
Vértice 2
Vértice 3
= = Vértice 4
1200 __ Sem incertezas
Wu
--=-Wz
-140 : — : ——
10° 10° 10*

Frequéncia (rad/s)

Figura 7.4: Resposta em Frequéncia das plantas truncadas e dos filtros de ponderacao.

~0.0005s + 175 | 0.475+0.188 o
T sx00 YT T s 4000 ‘

A funcdo de transferéncia dos filtros utilizados para projeto sdo mostrados em (7.1) - Figura
7.4. Com a escolha dos filtros de ponderagdo, buscou-se satisfazer as condi¢des de estabilidade
do sistema em malha fechada e atenuagio de vibragdo do primeiro modo. Salienta-se que existem

diferentes filtros que também satisfazem as condi¢des de projeto.

7.2.5 Controlador

As opgoes de entrada para o algoritmo de solugdo utilizado sdo os mesmos do Default do

Matlab Control Toolbox®) e podem ser visualizados na Tabela 6.3.
O controlador encontrado neste caso apresenta o seguinte modelo de estados:
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7.3

1648 5280 —1.116 9.764
—1325 3711 0.5132 —5.573
4191 9929 —11.31 18.08
—818.2 2787 138 —=705.5

4.738e + 08
—1.812e 4 08
—1.313e + 04
—6.723e 4+ 05

B, =

C.= [ —8.602¢ — 06 —2.038¢ — 05 —8.262¢ — 06 —3.708¢ — 08 } ;

DC:[2.77e—05].

Analise dos Resultados

A resposta em frequéncia da malha aberta (sem controle) e da malha fechada (com controle)

de cada um dos vértices que formam o politopo se encontram nas Figuras 7.5 a 7.8. E possivel

notar pela analise dessas figuras que o objetivo de controle, atenuac¢do do primeiro modo de vibrar

dos sistemas, foi atingido. A analise dos polos de cada um dos vértices é mostrada na Figura 7.9.

Observa-se que todos os pdlos do sistema encontram-se no semiplano esquerdo, garantindo assim,

a estabilidade dos sistemas considerados.
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Figura 7.5: Resposta em frequéncia da planta com incertezas - Vértice 1.

Vértice 2 - w para z
-20 :

Sem controle
i - - - Com controle

-30 n 4

Amplitude (dB)
\\

_80 1 1 1 L L FE—— | n n n n n PR
10° 10 10
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Figura 7.6: Resposta em frequéncia da planta com incertezas - Vértice 2.

57



Vértice 3 - de w para z
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Figura 7.7: Resposta em frequéncia da planta com incertezas - Vértice 3.

Vértice 4 - de w para z
-20 :

Sem controle
- - - Com controle
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10° L 10*
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Figura 7.8: Resposta em frequéncia da planta com incertezas - Vértice 4.
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Mapeamento dos polos dos vértices

Vértice 1 Vértice 2
5000 5000
&
0 0
&
-5000 -5000
-150 -100 -50 0 -150 -100 =50 0
Vértice 3 Vértice 4
5000 5000
>k Sem controle
(O Com controle
® ®epe
0 0
-5000 -5000
-150 -100 =50 -150 -100 =50 0

Figura 7.9: Mapeamento dos polos para os sistemas que formam os vértices do politopo.

Com o intuito de realizar uma analise com uma planta interior ao politopo considerado, a
planta sem incertezas foi simulada em malha fechada com o controlador encontrado. A resposta em
frequéncia dessa planta, sem e com controle, pode ser visualizada na Figura 7.10. E possivel notar
que o requisito de projeto, atenuacdo do primeiro modo de vibrar, foi alcangado. A estabilidade em

malha fechada pode ser comprovada pelo mapeamento dos polos, Figura 7.11.
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Planta real sem incertezas - de w para z

-20 T
1 Sem controle

- - - Com controle
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Figura 7.10: Resposta em frequéncia da planta sem incertezas.

Mapeamento dos polos: planta sem incertezas
5000 ‘ ‘
¢ Sem controle

() Com controle i

4000
3000
2000 ® ® b

1000

-1000

-2000 ®
-3000f

-4000

-5000 !
-150 -100 -50 0

Figura 7.11: Mapeamento dos pdlos para a planta sem incertezas.

A Tabela 7.3 mostra a diferenga na magnitude de vibra¢do, com e sem controle, para os

6 primeiros modos de vibrar das plantas com incertezas e da planta sem incertezas. A partir da
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analise dessa tabela, pode-se notar que o objetivo principal de controle, atenuagdo no 1° modo de
vibrar da estrutura, foi atingido com sucesso. E possivel notar também uma atenuagdo no 2° e no
3° modo de vibrar dos sistemas considerados. Ocorre, contudo, uma amplificagdo da resposta do

4° e do 5° modo em alguns dos vértices considerados.

Tabela 7.3: Atenuacdo em relagdo ao sistema sem controle para cada umas das plantas considera-

das.

Vértice Atenuagio(dB)

- 1° pico | 2° pico | 3° pico | 4° pico | 5° pico | 6° pico
1 -19.68 | -1.87 | -7.36 | +11.32 | +12.90 | -0.90
-6.04 | -0.28 | -0.58 | +0.25 | -0.30 | -0.20
-21.23 | -2.60 | -472 | +425 | -0.75 | -0.68
-3.87 | -0.15 | -0.32 | +0.12 | -0.50 | -0.50
Planta sem incertezas | -7.64 | -0.38 -0.78 | +0.40 | +0.32 | -0.16

AW N

A Figura 7.12 mostra a resposta temporal de cada um dos vértices, com e sem controle,
para uma entrada chirp, varredura linear senoidal de 0 a 1000 rad/s em 100 segundos, modulo
de 0.045 Nm e taxa de amostragem de 3.14 x 10* rad/s. Demonstra-se a atenua¢do de vibra¢do
mais significativa principalmente nos trés primeiros modos de vibrar para os vértices 1 ¢ 3. Os
sistemas que apresentaram menor amplitude de atenuagdo de vibragdo, ou seja, os vértices 2 ¢ 4,
correspondem aos sistemas com maior fator de amortecimento.

A Figura 7.13 mostra o esfor¢o de controle para cada um dos vértices a mesma entrada chirp.
A partir da andlise dessa figura € possivel notar que o Vértice 1 apresenta o maior valor no esfor¢o

de controle para o 1° modo, 0.021 Nm.
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amplitude

amplitude

Chirp de 0 a 1000 rad/s em 100 s - w para z
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2
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<
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Sem controle
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-0.01
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Figura 7.12: Resposta temporal a uma varredura senoidal - Vértices do politopo.
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Resposta temporal: chirp de 0 a 1000 rad/s em 100 s.

Vértice 1 Vértice 2
0.02 0.02
3 2
£ o0 =
o [
= =
< <
-0.02 -0.02
0 50 100 0 50 100
tempo(s) tempo(s)
Vértice 3 Vértice 4
Esforco
0.02 0.02
3 2
£ o0 £ o0
o [
= =
< <
-0.02 -0.02
0 50 100 0 50 100
tempo(s) tempo(s)

Figura 7.13: Esfor¢o de controle, resposta temporal a uma entrada de varredura senoidal - Vértices

do politopo.

A Figura 7.14 mostra a resposta temporal da planta sem incertezas, com e sem controle, para
a mesma entrada chirp. A analise dessa figura demonstra a atenuag@o de vibragdo principalmente
no 1° e 2° modo de vibrar da estrutura. Ja a Figura 7.15 mostra o esfor¢o de controle para a planta

sem incertezas, o valor de maior magnitude é de 0.015 Nm.
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X 10 Chirp de 0 a 1000 rad/s em 100 s - w para z

T T
Sem controle
—— Com controle

amplitude

_5 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
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Figura 7.14: Resposta temporal a uma varredura senoidal - Planta sem incertezas.

Resposta temporal: chirp de 0 a 1000 rad/s em 100 s.
002 T T T T T T T T

—— Esfor¢o

amplitude
o

_0.02 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

tempo(s)

Figura 7.15: Esfor¢o de controle, resposta temporal a uma entrada de varredura senoidal - Planta

sem incertezas.
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7.4 Sistema Linear Variante no Tempo

A Figura 7.16 demonstra a resposta temporal dos sistemas a uma entrada chirp de 0 a
1000 rad/s em 100 s. Nesta figura é possivel verificar a resposta temporal quando a matriz di-

namica, A, varia no tempo e a comparagdo na resposta temporal a mesma entrada para o sistema
sem incertezas.

Resposta temporal: chirp de 0 a 1000 rad/s em 100 s - w para z.

Sistema linear variante no tempo.

001 T T T T T T
Sem controle
_ Com controle
é 0.005 —
Q
=
= 0 sttt
g
<
-0.005 —
_001 | | | | | | | | |
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
tempo(s)
Sistema sem incertezas.
001 T T T T T
Sem controle
g 0.0051 Com controle |
[5) f |
3 ‘
3 A
= 0 A\ 4 -
£ Y v -
s v
-0.005 R
_001 | | | | | | | | |
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

tempo(s)

Figura 7.16: Resposta temporal a uma varredura senoidal - Sistema linear variante e invariante no
tempo.

Quando considerado o sistema invariante no tempo, os principais resultados de atenuagdo de
vibragdo ocorreram nos 1°, 2° e 3° modos de vibrar dos sistemas. Para o sistema variante no tempo,
essa faixa de frequéncia também sofreu atenuacdo de vibragdo, como pode ser observado a partir
da Figura 7.16, satisfazendo assim o objetivo de controle.

Ja a estabilidade do sistema, quando esse varia continuamente no tempo dentro do politopo,

também ¢ mantida, validando os resultados ja obtidos para sistemas invariantes no tempo.
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7.5 Conclusdes do Capitulo

Nesse Capitulo projetou-se um controlador utilizando abordagem politopica para atenuacio
de vibragdo do primeiro modo de vibrar da estrutura e estabilidade em malha fechada. Utilizou-se
para controle dos sistemas considerados um controlador de baixa ordem, utilizando para isso, um
modelo truncado do sistema com apenas o 1° modo de vibrar de cada um dos sistemas que formam
o politopo para projeto do controlador.

Os sistemas com controle apresentaram bons resultados de atenuacdo de vibracdo em baixas
frequéncias. Os valores de atenuacdo podem ser verificados na Tabela 7.3. Dentre os sistemas
considerados em estudo, aquele que apresentava a maior magnitude de vibragdo no 1° modo, no
caso o Vértice 1, apresentou, neste modo, uma atenuagdo em 19.68 dB.

O 2° e 3° modo de vibrar dos sistemas considerados, mesmo nao sendo objetivo explicitos
de controle, apresentaram bons resultados de atenuacdo de vibragdo. Para o Vértice 1, ocorreu
atenuagdo em 1.87 dB no 2° modo ¢ 7.36 dB no 3° modo.

A Figura 7.13 demonstra o esfor¢o para controle em cada um dos vértices do politopo for-
mado. Um valor de 0.021 Nm ¢ suficiente para atenuar em 19.68 dB o 1° modo de vibrar do Vértice
1 do politopo. Esse valor representa o maior esforco de controle dentre os vértices do politopo e
sua estabiliza¢@o se da em aproximadamente 40 segundos.

Uma analise foi realizada para o caso de sistemas lineares variantes no tempo quando os para-
metros variam dentro da faixa de incertezas consideradas em projeto. Os resultados demonstraram
que a abordagem politdpica, estendida para esse tipo de sistemas se mantém valida, com atenuagéo

de vibracdo nas mesmas faixas de frequéncia e estabilidade em malha fechada.
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Capitulo 8

Conclusées e propostas para futuros trabalhos

Neste trabalho foi abordado o tema de controle de vibragdes de estruturas flexiveis consi-
derando incertezas paramétricas no projeto. Buscou-se, utilizando controlador baseado na norma
H o, atenuar a vibracdo do primeiro modo de vibrar das estruturas consideradas.

Para projeto do controlador, é necessario que se tenha o modelo da estrutura em analise.
Este modelo pode ser identificado experimentalmente, utilizando algum método de identifica¢do
experimental ou através da modelagem de elementos finitos por exemplo. No caso em estudo, o
método de elementos finitos foi utilizado para obten¢do do modelo dos sistemas, que consistem em
uma viga engastada-livre e uma placa livre-livre, ambos em aluminio.

Algumas vezes, ndo se conhecem com precisdo desejada alguns dos parametros que compoe
a matriz de transferéncia do sistema em questio. Dessa forma pode-se incluir no projeto do con-
trolador a faixa dentro da qual se acredita que os valores imprecisos estejam. Para sua inclusdo em
projeto, foi utilizada a abordagem na forma de restricdes LMI politopicas.

O controle H., utilizando essa abordagem, se mostrou eficiente para a atenuacdo de vibra-
cdo das plantas presentes dentro da faixa de incertezas consideradas. O projeto de controle H .,
encontrado a partir da solugdo de um problema de otimizagao com restrigdes LMI foi utilizado. A
utilizacdo das LMI foi especialmente importante para o projeto, por ser capaz de incluir, através de
seu uso, varias restricdes tornando o problema matematicamente tratavel.

Para o primeiro caso em estudo, o problema da viga engastada, utilizou-se para o controle
do primeiro modo do sistema um controlador de ordem baixa. Uma vez fixados os filtros de pon-
deracdo, o controlador projetado utiliza para projeto um modelo truncado do sistema com apenas
o 1° modo da resposta em frequéncia. Esse controlador foi capaz de atenuar o primeiro modo da
resposta em frequéncia das plantas que formam os vértices do politopo, satisfazendo as condigdes
de projeto. O 2° modo de vibrar dos sistemas, que ndo sdo explicitamente considerados em pro-
jeto, também apresentaram atenuagdo de vibragdo. Em alguns dos vértices uma atenuago bastante
significativa foi alcangada nesse modo, como exemplo, o Vértice 1 onde houve atenuacdo de 14.27
dB.

Para o segundo caso em estudo, o problema da placa livre, utilizou-se também para controle
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do primeiro modo do sistema um controlador de ordem baixa. Fixados os filtros, utiliza-se para
projeto do controlador um modelo truncado do sistema com apenas o 1° modo da resposta em
frequéncia. Assim como no problema da viga, para toda a faixa de incertezas considerada, boa
atenuacdo de vibragdo no primeiro modo foi obtida. Ja para esse caso, 0 2° e 3° modos também
apresentaram resultados de atenuacdo de vibragdo. Para o Vértice 1, uma atenuag¢do em 7.36 dB
foi alcangada no 3° modo de vibrar do sistema.

Foram considerados ainda que os sistemas poderiam variar no tempo, ou seja, durante o
tempo de resposta o sistema poderia variar continuamente dentro do politopo considerado no pro-
jeto do controlador. Para ambos os casos em estudo, tanto para o problema da viga em balango
quanto para a placa livre, a resposta temporal para esse tipo de sistema apresentou atenuagdo de
vibragao nas mesmas faixas de frequéncia do que os sistemas invariantes no tempo. A estabilidade
em malha fechada também foi mantida.

O controle ativo de vibragdes considerando incertezas paramétricas ¢ controlador H., se
mostrou em ambos os casos eficiente quando se deseja boa atenuagdo de vibracdo em baixas
frequéncias e robustez as faixas de incertezas consideradas em projeto. Algumas propostas para
se obter melhores resultados no futuro sdo listadas a seguir.

Uma analise mais profunda pode ser feita nos parametros dos algoritmos de solucdo utilizados
pelo Matlab®). Esses parametros sdo especialmente importantes nos projetos de controlador, uma
vez que permitem encontrar, pela sua escolha adequada, controladores mais eficientes e robustos.

Os filtros de ponderagao utilizados no projeto, foram escolhidos para que a estabilidade em
malha fechada e atenuag¢@o do pico de maior magnitude da resposta em frequéncia fossem ga-
rantidas. Como ja citado, podem existir diferentes filtros que também garantam as caracteristicas
desejadas, mas com melhor desempenho do controlador. Um estudo sobre os filtros de ponderagéo
pode ser realizado de forma a otimizar sua escolha e garantir a melhor performance do controlador
nestas situacdes.

A utilizagdo de varidveis extras (matrizes) nas restri¢des do problema e utilizacdo de mais de
uma funcdo de Lyapunov para os vértices do politopo formado, podem ser aplicados futuramente.
Neste trabalho, o controle ., foi realizado a partir da abordagem politdpica, onde € utilizada uma
unica fun¢do de Lyapunov para toda a regido do politopo [32]. Pode-se escrever uma fungéo de
Lyapunov dependente de pardmetros que variam dentro da regido politopica, diminuindo assim o
conservadorismo do projeto porém com aumento do custo computacional. Trabalhos recentes tém
mostrado redugdo no conservadorismo do controlador projetado quando se utilizam essas modifi-
cacdes no projeto [5, 18,39].

Uma formulacgdo utilizando controle misto, H../H2, pode ser aplicada ao problema para

comparagdo com os resultados encontrados com a utilizagdo do controle H ..
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Apéndice A

O problema 7., de otimizagdao com restricao LMI

Seja um sistema dado pelo modelo de estados [23]:

x(t) = Ax(t) +Bw(t),
z(t) = Cx(t) +Dw(t).

(A.1)
(A.2)

Este sistema possui a matriz de transferéncia entre a entrada w(t) e a saida z(¢) dada por

Z(s)
W(s)

—H(s)=C(sI—- A)'B+D.

E possivel escrever que
[1H(5)]]3 = Amao (" (jw)H(jw)),

ou ainda,

1l

]|H(s)||§o:maxW*<jw)H*(jw)H(jw)W(jw) . Z* (jw)Z(jw)

onde foi usada a definicdo de norma L.

Considere que ||H(s)||~ < 7. Conseqiientemente ¢ possivel escrever que
= <% =72 (t)zt) — W (H)w(t) < 0.
Do critério de estabilidade de Lyapunov escreve-se que

%X'Px 4+ x'Px < 0.
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Combinando (A.3) ¢ (A.4) tem-se

X'Px + X'Px + 7'z — v*w'w < 0. (A.5)
Substituindo as equagdes de estado (A.1) e (A.2) em (A.5) escreve-se que
(Ax + Bw)'Px + x'P(Ax + Bw) + (Cx + Dw)'(Cx + Dw) — ¥’w'w < 0,
que pode ser escrita matricialmente como
x |'[Ar+pPA+CC PB+CD | [ x o
w B'p +D'C —?*+D'D w ’
e que leva a seguinte condi¢do matricial
A'’P+PA+CC PB+CD —0
B'P+D'C —~424+D'D ’
ou também
A'’P+PA PB c’
— [C D]. (A.6)
B'p -1 D’
Aplicando o complemento de Schur em (A.6) tem-se
A'p+PA PB | C
B'p I | D | <O0. (A.7)
C D |-I
E possivel aplicar a seguinte transformagio de congruéncia em (A.7):
I 0 0 AP+PA PB C | [~T 0 o0
0 ~y'T o0 B'P - D’ 0 ~ o |<O,
0 0 I C D -I] 0 0 I
cujo resultado ¢
A'P+PA PB C' |
B'P -I D | <0 (A.8)
C D —ul

comP = p'Pep =2

O problema de calculo da norma H., pode ser entdo colocado como um problema de otimi-
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zagdo da seguinte forma

min W
sujeito a (A.8)
P> 0.

Uma outra transformacao de congruéncia usual é

210 A'P+PA PB (C 210
0 21 0 B'p —1 D 0 21 o0 <0
0 0 AV C D -I 0 0 AV

cujo resultado ¢
A’X+XA XB (C
B'X —-~I D' | <0 (A.9)
C D —1I

com X =~"!p.
A.1 Malha fechada com controlador dindmico / realimentacio de saida

A.1.1 Malha fechada para o caso geral

Seja um sistema P descrito por [23]:

x = Ax+ B;w+ Bou, (A.10)
z = 01X+D11W+D12u, (All)
y = Cox+ Dyw + Dau, (A.12)

onde x sdo os estados, w € a entrada de distarbio, u é a entrada de controle, z é a saida de desem-
penho e y ¢é a saida medida.

Seja um controlador dindmico K(s) a ser projetado dado por

).(c = AcXc + ch7 (A13)
u = Cx.+D.y. (A.14)

Substituindo (A.12) em (A.14) tem-se

u = CcXc + DC(CQX + D21W + DQQU),
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ou ainda
(I — DCDQQ)I_I = CCXC + DCCQX + DCD21W,

€ consequentemente

u = (I - DCDQQ)_ICCXC + (I — DCDQQ)_lDCCQX + (I - DCDQQ)_IDCDglw =
— NC.x, + ND,Cox + ND,Dy;w. (A.15)

com N = (I — D.Dy,)" %

A equacdo (A.10) pode ser reescrita como

X = Ax+ B1W -+ BQ(NCCXC + NDCCQX + NDCD21W) =
= (A + B,ND,Cy)x + B,NC.x, + (B; + B,ND.Dy, )w. (A.16)

A equacdo (A.11) pode ser reescrita como

zZ = Clx -+ DHW + Dlg(NCcXc + NDCCQX + NDCD21W) =
= (C; +D;2:ND.Cy)x + DusNC x. + (D11 + D12ND Dy )w. (A.17)

Substituindo (A.12) e (A.15) em (A.13) tem-se

X, = Ax.+ B/(Cyx + Dyw + Dyu) =
= A+ B.Cox + B.Dyyw + B.Dyy(NC, %, + ND,Cyx + ND,Dy,w) =
= (B.Cy+ B.DuND.Cy)x + (A, + B.DyuNC,)x. + (B.Dy; + B.DysND_ Dy )w.
(A.18)

As equagdes (A.16), (A.17) e (A.18) podem ser agrupadas matricialmente, caracterizando a
equacdo de malha fechada como
x | A +B,ND.C, B,NC.
X, B.C; + B.D»ND.C, A.+ B.DyNC,

B; + BoND.Dy;
B.Ds; + B.D22ND_ Dy,

X

Xe

z =[C; + D;;ND.Cy, D;3NC,] + [Dy; + D1sND_ Doy [w

Xe

Portanto, as matrizes do sistema de malha fechada sao:

A + B,ND.C, B;NC.,
B.C; + B.D,2,ND.C, A.+ B:Dy»NC,

)
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B B; + B,ND.Dy;
| B.Dy + B.D;,ND, Dy, |’

C = [C1 + D ,ND.C, DlQNCC]v

D= Dy + D2NDDy;.

A.1.2 Caso particular de Dy, =0

Um caso particular € quando Dy, = 0 e consequentemente N = I. Neste caso, as matrizes

de malha fechada tornam-se

A +B,D.C, B,C.
B002 AC

B, +ByD.Dy;
BCD21

well

C= [Cl —+ DlgDCCQ D1206]7

D =D;; + D3D.Dy;.

A.1.3 Caso de Doy # 0 a partir do controlador projetado com Doy = 0

O interesse neste caso particular é que o controlador pode ser projetado com Dsy = 0 0 que
permite tratar o problema mais convenientemente do ponto de vista matematico, e posteriormente
¢ possivel fazer uma correcdo do controlador projetado conforme descrito a seguir [30].

Considere o sistema P dado por

x = Ax+ B;w+ Bou, (A.19)
z = Clx + D11W + Dlgu, (A20)
¥y = Cyx+Dyw. (A.21)

Considere o controlador K correspondente dado por

5((: = ACXC =+ cha (A22)
u = Cx +D.J. (A.23)
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Comparando o sistema P com o sistema P, ou (A.12) com (A.21) verifica-se que

y =¥ + Dau, (A.24)
ou
S/' =Yy — D22u. (A25)
Substituindo a equacdo (A.25) nas equagdes (A.22) e (A.23) do controlador tem-se
%. = Ax.+B.y =Ax. +B.(y—Dyu), (A.26)
u = Cx.+D.y = C.x,+ D.(y — Dyu). (A.27)
Isolando u na equagio (A.27) tem-se
(I + ﬁcDQQ)u - chc + ﬁcya
ou ainda

u = (I + f)CDQQ)_lécxc + (I + ﬁCDQQ)_lﬁCy. (A28)
Substituindo (A.27) na equacdo (A.26) juntamente com (A.28) tem-se
).(c = Acxc =+ ch - BCDQQU =

= Acxc + ch - BCDZQ[(I + ]chQZ)ilchc + (I + ]chZQ)il]’jcy)]
= {Ac — BCD22<I + :DCDQQ)_ICC]XC + [BC — BCDQQ(I + ﬁCD22)_1]jc]y.

(A.29)

Consequentemente, as matrizes de estado do controlador para o caso de Do # 0, em funcdo
das matrizes do controlador K, podem ser escritas de (A.28) e (A.29) como

Ac Ac - BCDZZ(I + ]’:\)CDQZ)ilCc;
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A.1.4 Norma L,

Seja um sinal g(¢). A norma £, é definida como [3]:

la(t) Ha—\/ [t~ \/ [ X GuX G

onde se utilizou o teorema de Parseval.

A.1.5 Complemento de Schur

Sejam as matrizes simétricas X e Z. A desigualdade [38]:

X Y
>0
Y Z

¢ equivalente a
Z>0, X-YZ'Y>o.
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Apéndice B

Frequéncias naturais

As frequéncias naturais podem ser encontradas, para uma viga engastada livre, pela Equagao

(B.1) [27]:
B\ |EI ek
Wi = <L —pA, com [ = 19 A =eh, (B.1)

1.87510407
4.69409113
B 7.85475744
com fi = 10.99554073

14.13716839
(20— 1)/pi/2i>5 |
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Apéndice C

Conjunto Convexo e Politopo, Definigoes

Para que fique clara a abordagem politdpica, ¢ interessante relembrar os seguintes conceitos:

e Conjunto convexo. Um conjunto S € convexo se e somente se para quaisquer pontos a; € a,

€ 5, um segmento de reta em E™:
[alan] - )‘al + (1 - /\)32; A= [071} )

também pertencera a S [30].

e Envelope convexo. Seja Y € E™. O envelope convexo de Y ¢ a colecdo de todas as combi-

nagdes convexas de Y, ou seja:

k k
XEYP—)X:E X ; E a; =1,
j=1 j=1

a; >0, Vj=1,...,k; kinteiro e {x1,...,x;} € Y [30].

e Politopo: E um envelope convexo de um niimero finito de pontos ¢, ..., ¢, em E™ [30].

\/

(a) Conjunto ndo (b) Conjunto con-

convexo. VEXO0.

81



(c) Conjunto Y. (d) Envelope con-
vexo do conjunto
Y.

Figura C.1: Exemplos de conjuntos convexos e ndo convexos e de envelope convexo.
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Apéndice D

Criagao do Sistema Linear Variante no Tempo

Para a criacdo dos sistemas lineares variantes no tempo, o Simulink®) do aplicativo Matlab®)
foi utilizado. Nesta se¢@o ¢ apresentada a configuragdo montada no aplicativo para a criagdo da
martiz dindminca A variante no tempo.

Como ja mostrado no Capitulo 5, a formulagao utilizada para criacdo da matriz dindmica A

variante no tempo e interna ao politopo, € o conceito de combinag@o convexa dos vértices, i.e,
J
A=> a;(t)A;, paraa(t); > 0e > ait) = 1. (D.1)
) =1

A matriz A ¢ criada multiplicando-se cada um dos vértices por um fator «;(t), com ZJ: a;(t) =
1. Como os vértices do politopo, A;, sdo previamente definidos, pode-se criar qualque;:clombina-
¢80 dos termos «;(t) para a construgdo do sistema linear variante no tempo (desde que D.1 seja
respeitada).

Dessa forma, foram criados diferentes sinais lineares de varredura em frequéncia (chirp), com
uma faixa de frequéncia diferente para cada um dos vértices do politopo. As faixas de frequéncias
foram diferentes para cada um dos «;(t) para que seus valores variassem no tempo com diferentes
velocidades. O sinal chirp apresenta, por default, uma magnitude que varia de [-1,1], para corrigi-
lo, e manté-lo dentro do intervalo de [0,1], soma-se ao sinal valor 1, ver Figura D.2.

A Figura D.1 mostra a configuragdo montada em Simulink(®) para obter o modelo do sistema
linear variante no tempo. Este diagrama esta dividido em modulos para facilitar o entendimento.
No Moddulo 1 € criada a matriz dindmica A variante no tempo, como ja explicitado, sdo criados
sinais de varredura linear com diferentes faixas de frequéncias, uma para cada vértice do politopo.
Para garantir que o sistema criado permaneca dentro do politopo considerado, um display ¢ criado
para verificar se a relacdo D.1 ¢ respeitada (ver Figura D.2).

No Modulo 2, Figura D.3, aplica-se ao sistema variante no tempo o modelo de controle. O
controlador encontrado pela abordagem politdpica ¢ incorporado ao sistema e o sinal do sistema

variante no tempo com controle ¢ obtido. No Modulo 3, Figura D.4, obtém-se a resposta a0 mesmo
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sistema porém sem a incorporagdo do controlador encontrado, ou seja, apresenta-se o sistema vari-

ante no tempo sem controle.
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Clock

TT

salva em Workspace2

Modulo 2

disturbio

Moédulo 1

A- LV.T

A-VT

Disturbio

Esforco de Controle

Desempenho

Saida medida

CcC

salva em Workspace

z - com
controle

Cria a Matriz
dindmica A - L.V.T

Sistema L.V.T.

Controlador

X = Ax+Bu

y = Cx+Du

Médulo 3

Disturbio

Desempenho

z -sem
controle

Sistema sem
controle; L.V.T.

SC

salva em Workspace1

Figura D.1: Projeto em Simulink®) para sistemas lineares variantes no tempo.

Com controle e Sem controle
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MODULO 1: CRIAGAO DA MATRIZ DINAMICA A - LINEAR VARIANTE NO TEMPO

alfa 1

alfa 1

Preal{1}.a ¢

VERTICE 1

0.5

Gain18

Constant1
Preal{2}.a 1-alfa 1
alfa 2 < atta
X
A-L VT VERTICE 2 <K 0.5 1-10Hz
Product1 Gain19
1-alfa 1 - alfa 2
alfa 2 1

P alfa3 alfa 3 » 47

Preal{3}.a [ 1 Constant2
Ly
1-alfa 1
Product2
VERTICE 3
alfa 4 alfa 4 -
Preal{4}.a 4 + 14
1-alfa 1 -alfa 2

VERTICE 4

alfa 1

0.5-5Hz
Gain20
1
Constant3
Display

Figura D.2: Criagdo da matriz dindmica, A, linear variante no tempo.



L8

MODULO 2: SISTEMA LINEAR VARIANTE NO TEMPO - COM CONTROLE

Desempenho

D22 u

Gainé

D12
w D11 w
Gain5 D11 <
Gain4
Disturbio -
«—( 1)
Matrix
A-L.V.T.
Multiply
|
w Gain3
A - Linear
Variante Tempo
Gain
u
u 1 x g
s Lad
BZ*u Integrator
Gain1
»
Ll
[ e
Esforgo controle

Figura D.3: Sistema linear variante no tempo com controle.

Esforco de Controle

Saida medida



MODULO 3: SISTEMA LINEAR VARIANTE NO TEMPO - SEM CONTROLE
D12

88

D12u
w D11w
Gain12 D11 >
Desempenho
Gain11
-
atrix
A- VT
Multiply
|
w
A= LV Gain10
Disturbio
A
Gain7
B1w 1 X C2x
u = » c2*u
s
" B2 u
B2"u Integrator1 C1
Gain8
w D21 w
D21
Gain13

Gain9

Figura D.4: Sistema linear variante no tempo sem controle.



