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BALANCEAMENTO MODAL SEM CONHECIMENTO
PREVIO DOS MODOS

RESUMO

E estudado um método de balanceamento modal de rotores flexiveis em que
a forma do modo ¢ também identificada conjuntamente com os demais parametros
modais a partir da resposta ao desbalanceamento, no dominio da fregiiéncia,
medida em um certo numero de planos a diferentes velocidades angulares. A
relagao entre a resposta e os parametros a identificar determina duas equacoes nao
lineares, constituindo desta forma um sistema de 2 x N x NR equacées e N + 6
incognitas (na versao basica do método), sendo N o niimero de planos de medida e

NR o numero de velocidades angulares.

A solugdo do sistema de equagdes resultante é estimada pelo método dos
Minimos Quadrados, sendo utilizado para o problema de minimiza¢ao dos residuos,
o algoritmo de Han—Powell que consiste numa combinacio dos métodos
Quase—Newton, penalidade quadrética e programacio quadratica recursiva.

E descrito o desenvolvimento e teste de diferentes versoes do algoritmo de
identificagdo do desbalanceamento e demais parametros modais: identificacio
modo—a—modo, identificacao de mais de um modo simultaneamente e identificagio

de modos nao planares.

Os algoritmos sdo testados com respostas ao desbalanceamento simuladas
numericamente, sendo também apresentado o desenvolvimento de um método para
determinagdo da influéncia dos érros de medida no desbalanceamento residual.



MODAL BALANCING WITHOUT PREVIOUS
KNOWLEDGE OF THE MODES

ABSTRACT

A modal method of balancing flexible rotors, is studied, where the mode
shapes are identified together with the other modal parameters. The procedure is
based on frequency responses measured, at a certain number of planes and angular
velocities. Each measurement determines two equations, constituting a system of
2x Nx NR non-linear equations and N + 6 unknowns (in the basic version
algorithm), where N is the number of measurement planes and NR the number of
angular velocities.

The system solution is based on a least—squares estimator and the
Han—Powell algorithm is used for minimization purposes. The algorithm associates
the Quasi—Newton approach with the absolute—value penalty function and the

recursive quadratic programming.

Different versions of the balancing and modal identification algorithm are
presented: the mode—to—mode identification, the simultaneous mode identification
and the non—planar mode identification algorithms. These algorithms are tested
with numerically simulated responses. A method of determining the influence of

measurement errors on the residual unbalancing 1s also presented.
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SIMBOLOGIA

numero de modos
numero de planos de medida

numero de velocidades angulares em que sdo medidas as respostas

matriz de massa

matriz de rigidez

matriz de amortecimento

matriz diagonal da massa modal

matriz diagonal do amortecimento modal

matriz diagonal da rigidez modal

vetor do momento de desbalanceamento modal
desbalanceadora modal)

vetor de coordenadas modais

velocidade angular do rotor

resposta ao desbalanceamento

valor do modo no plano de coordenada genérica x
deformacao geométrica do conjunto rotor
resposta modal "ponderada"

componente real da resposta modal "ponderada"

componente imaginaria da resposta modal "ponderada"
excentricidade modal

componente real da excentricidade modal
componente imaginaria da excentricidade modal
componente real da massa desbalanceadora modal

componente imaginaria da massa desbalanceadora modal
fator de amortecimento modal

velocidade angular critica do modo i

resposta medida de maior médulo

sistema de equagdes ndo lineares a identificar

(massa

soma da contribui¢cdo dos modos superiores e inferiores e dos érros

de medida na resposta do rotor
vetor de respostas medidas
componente modal da deformagao geométrica

vetor constituido por um namero discreto de valores do modo nos
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Obs.:

planos de medida utilizados
fungdo objetivo a ser minimizada
vetor das restrigdes a serem satisfeitas no problema de minimizacio
de E(x)
vetor dos multiplicadores de Lagrange
fun¢do Lagrangeano
matriz derivada segunda da fun¢ao Lagrangeano
incremento do vetor {x} entre uma dada iteracio e a anterior
incremento de X entre uma dada iteragio e a anterior
matriz auxiliar do algoritmo Quase—Newton que tende a L quando
proximo da solugao
incremento do gradiente da funcdo Lagrangeano entre uma dada
iteracao e a anterior
funcdo de penalidade quadratica
constante de penalidade
matriz Jacobiana da funcao f(x)
rigidez do mancal na dire¢do horizontal
rigidez do mancal na diregdo vertical
rigidez do eixo do monorotor
rigidez equivalente na direcio Y
rigidez equivalente na direcio Z
coordenadas do centro geométrico do monorotor
coordenadas do centro de massa do monorotor
velocidades angulares criticas do monorotor nas diregdes Y e Z
velocidade angular critica do monorotor suportado em mancais
rigidos
semi—eixo maior da trajetoria eliptica
semi—eixo menor da trajetoria eliptica
angulos que o semi—eixo maior da trajetoria eliptica faz com o eixo
Z e Y respectivamente

As matrizes sao indicadas com [], ou simplesmente com uma letra
maiiscula em negrito, como por exemplo: [B] ou B.

Os vetores sao indicados com { }, ou simplesmente com uma letra
mintscula em negrito, como por exemplo {d} ou d.
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CAPITULO 1
INTRODUGAO

A tendéncia de aumento do limite de velocidade de operagao dos sistemas
rotativos associada a redugdo de sua massa, tornando—os mais flexiveis, faz crescer
a importancia do balanceamento de massa dos seus elementos girantes, tendo em
vista manter em limites compativeis o desvio fisico do eixo principal de inércia em
relagdo a linha entre mancais, e em conseqiiéncia as forcas transmitidas a estrutura
de suporte. O desbalanceamento de massa, inicialmente, é devido & imperfeigoes de
fabricacdo ou dos materiais, mas pode também se desenvolver durante a operacao,
devido ao acimulo de detritos, ao desgaste, erosao ou corrosio de partes
constituintes.

Ao contrario dos rotores rigidos, em que a deformacdo elastica do eixo
devida a flexdo é desprezivel na faixa de operagdo, os rotores flexiveis, que operam
em velocidades super—criticas podem apresentar deformacdes consideraveis na
presenca de pequenos desbalanceamentos de massa, exigindo metodologias mais
elaboradas para o seu balanceamento.

Os métodos de balanceamento de rotores flexiveis utilizados atualmente
podem ser classificados como variantes do Método dos Coeficientes de Influéncia
(MCI) ou do Método Modal (MM) que foram sistematizados na década de 60,
destacando—se os trabalhos de J. M. TESSARZIK e outros [1] e T. P. GOODMAN
[2] para 0 MCI e os de R. E. D. BISHOP e colaboradores [3], [15], [16], [17] e [18]
para 0 MM. Ambos os métodos utilizam medidas experimentais de amplitude e
fase do deslocamento lateral do rotor na determinacio das massas balanceadoras, e
sao aplicaveis a sistemas lineares.

E importante notar, como salienta N.F. RIEGER [31] "que estes métodos
sao efetivos unicamente a partir de respostas sincronas do rotor, e neste sentido, as
técnicas de processamento de sinal utilizadas para a extragio da componente
sincrona da resposta medida tornam—se parte essencial dos procedimentos de
balanceamento. Além disso quando a miquina se torna instavel nio haverid massa
balanceadora capaz de estabilizdi—la, e procedimentos outros que nio o

balanceamento devem ser utilizados".



O MCI, que pode ser entendido como um método de 1dentificacao nao
paramétrico, utiliza um grande nimero de medidas experimentais para a
determinagido da matriz de coeficientes de influéncia, que relaciona as variaveis de
entrada que influenciam o sistema (desbalanceamento do rotor) com as variaveis
de saida (deslocamento lateral), e o sistema, portanto, pode ser totalmente
desconhecido. O MM ¢ baseado na propriedade de que as vibragdes devido ao
desbalanceamento, podem ser calculadas em funcio dos modos de vibracdo do
rotor. Pode—se dizer que ¢ um método de identificagio paramétrica, que pressupoe
conhecido (e verdadeiro) o modelo matemético que descreve o comportamento

dindmico do rotor.

A grande vantagem do MM em relagdo ao MCI, é o menor nimero de
medidas necessarias a sua execucao, sendo por esta razao preferido sempre que a
resposta do rotor possa ser decomposta em modos de vibracio que nio tenham
acoplamento significativo entre si.

Como alternativa a estes dois métodos foi desenvolvido no final da década
de 70 o Método Unificado (MU) que utiliza os conceitos basicos de ambos,
realcando as vantagens de cada um. Este método estd descrito por M. §.
DARLOW [4] e A. G. PARKINSON e outros [26] e consiste na utilizagio de uma
matriz de coeficientes de influéncia tal como no MCI, modificado por uma
informagdo modal. Sua aplicagdo é muito conveniente quando se faz o
balanceamento de uma série de rotores de mesmo tipo, ndao sendo necessario, a

cada vez, determinar a matriz de coeficientes de influéncia.

As publicagdes mais recentes no que se refere ao método modal, tém como
referéncia os trabalhos de GASCH e DRECHSLER [5] e P. GNIELKA [6], que
propuseram um esquema modal bastante automatizado em que nao é necessario
parar o rotor para adicionar (ou subtrair) massas de teste. Esta tendéncia de
automatiza¢do dos métodos de balanceamento é observada também nos trabalhos
de NISHIMOTO e outros [27] e DARLOW [4].

O tema tem sido objeto de pesquisa em nosso pais basicamente através de
dissertagdbes de mestrado. No Programa de Engenharia Mecanica da
COPPE/UFRJ, foram elaboradas por A. G. CASTRO [9] e P. R. MEDEIROS
[28], trabalhos visando a aplicacdo experimental dos métodos de Coeficientes de
Influéncia e Modal com massa de teste, respectivamente, e que compreendem o



desenvolvimento de algoritmos computacionais e projeto e execugdo de um
protétipo experimental. Em tese elaborada no Departamento de Mecanica
Computacional da UNICAMP por J. V. FERREIRA [7], foi desenvolvido um
algoritmo de balanceamento modal baseado no modelo utilizado por GASH &
DRESHLER [5] e P. GNIELKA [6] que prescinde da utilizacio de massa de teste,
em que o0 método é estendido para utilizacio em sistemas com alta densidade
modal mediante a utilizacio de um filtro modal computacional. O trabalho
compreende também o projeto e execugdo de protétipo experimental. No
Departamento de Engenharia Mecénica da Universidade Federal de Uberlandia. foi
desenvolvido um trabalho de tese de mestrado, realizado por H. B. LACERDA [29]
referente ao Método dos Coeficientes de Influéncia, em que sio estudados critérios
a serem usados na escolha dos melhores planos de balanceamento, no sentido de
reduzir o nimero de medidas necessario. Estes critérios sio testados em prototipo
experimental. Na Universidade Federal de Santa Catarina foi estudada por M. T.
C. FARIA e C. 5. DE BARCELLOS [31] um método de analise de sensibilidade da
resposta desbalanceada a variagio de massa do rotor, como auxiliar no
procedimento de balanceamento pelo método dos Coeficientes de Influéncia.

Na versio do MM que ¢é utilizada por GASCH ¢ DRECHSLER (5], P.
GNIELKA [6] e também por J. V. FERREIRA [7] e que est4 resumida no Capitulo
2, € necessario calcular previamente as massas modais e os autovetores do rotor,
valores estes que sdo utilizados como dados no processo de identificacio das massas
desbalanceadoras modais. Quando nao é bem conhecida a distribuicio de massa ou
da rigidez do rotor, este calculo prévio pode ser afetado por érros que irdo causar
imprecisao na determinagdo das massas balanceadoras.

No Capitulo 3 do presente trabalho é apresentado o desenvolvimento de um
método alternativo, que procura superar esta dificuldade, identificando os
autovetores do sistema conjuntamente com os demais parametros modais, partindo
apenas de valores da resposta dinamica do rotor, medidos proximo as velocidades
angulares criticas.

O wvalor inicial do modo, no processo de identificagio, é tomado como o
valor da resposta medida em cada um dos planos, préximo a velocidade angular
critica. O sistema de equagdes utilizado na identificacio paramétrica, deve

satisfazer a restricoes do tipo {d)i}T . {¢i} = A, sendo A uma constante calculada a
partir dos valores iniciais de {¢;} e que depende da norma adotada para o modo.



A solugao do sistema de equagdes resultante é estimada pelo método dos
Minimos Quadrados, sendo utilizado para o problema de minimizacio dos residuos,
o algoritmo de Han—Powell que consiste numa combinacio dos métodos
Quase—Newton, penalidade quadratica e programacao quadrética recursiva, cuja
implantacio é descrita.

O algoritmo de identificacao é testado a partir da simulacio das respostas
do rotor ao desbalanceamento, obtidas de um modelo de Elementos Finitos do
rotor, sendo estas respostas utilizadas como se fossem medidas experimentais

isentas de erro.

Os resultados obtidos, quando se identifica cada modo isoladamente, a
partir da resposta simulada para um desbalanceamento modal, sido bastante
precisos para todos os parametros modais identificados, incluindo os valores do
modo. O mesmo ndo acontece quando se identifica cada modo a partir da resposta
simulada para o desbalanceamento de varios modos, ou seja, verifica—se que o
processo de identificagdo é sensivel a existéncia de componentes de modos

préximos ao modo de interesse.

Este problema € resolvido satisfatoriamente quando se considera cada
resposta como a superposi¢do das contribuicdes de M modos, utilizando—se no
processo de identificacdo medidas proximas a cada um dos M modos. E
apresentado um exemplo em que é feita a identificacio simultanea de trés modos a
partir da resposta simulada do desbalanceamento destes modos, e os resultados
obtidos sao comparados com o0s que se obtém quando se identifica cada modo
separadamente.

No Capitulo 4 esta descrita uma versao do algoritmo para identificagao de
pares de modos, que corresponde aos casos em que as trajetérias do centro
geométrico do rotor em cada plano tem a forma eliptica e ndo mais circular, como
ocorre nos rotores suportados em mancais anisotropicos. Nestes casos torna—se
necessario a medida de deslocamento em duas dire¢oes perpendiculares em cada
plano de medida, de forma a poder determinar a trajetoria eliptica bem como a sua
inclinagdo em relagdo as direcoes de medida. Foram satisfatérios os resultados
obtidos em alguns casos testados com valores de resposta simulados.



No Capitulo 5 € desenvolvido um método para teste do algoritmo de
identificagdo quando se utiliza respostas que contém erros de medida. Este método
consiste em agregar erros aleatorios a cada uma das medidas de um dado conjunto
de referéncia gerando um novo conjunto que é submetido ao algoritmo, permitindo
a comparagao com os resultados obtidos para o conjunto isento de erros. Utilizando
este método de simulagao de novos conjuntos de medida, foi possivel determinar
para um caso particular examinado, qual seria o desbalanceamento residual
esperado com um desejado nivel de certeza em fungdo do desvio padrio das

medidas.



CAPITULO 2
BALANCEAMENTO MODAL

O balanceamento modal sem a necessidade de utilizagdo de massa de teste
que € descrito por P. GNIELK A [6] pode ser obtido pela adicio ao sistema, de um
conjunto discreto de massas colocadas em um ndmero N de planos de
balanceamento de tal forma a satisfazer a equacio:

6" {W} = — {u}

onde [¢]T € a transposta da matriz de autovetores do sistema que deve ser
conhecida previamente e {x} é o vetor do momento de desbalanceamento modal ou
simplesmente vetor de massas desbalanceadoras modais.

Os termos do vetor {W} sdo representados por nimeros complexos em que
0 modulo corresponde ao produto da massa balanceadora pela distancia relativa ao
eixo geométrico do rotor e o argumento é a posi¢ao angular em relacdo a uma
referéncia conhecida. Cada termo de {W}, que aqui chamamos simplesmente de
vetor de massas balanceadoras, é obtido pela soma dos termos correspondentes dos
vetores {W i}, {Wy}, ..., {Wi} ... {WM} que devem satisfazer a equagdes do tipo:

o Wiy =—1 o
;

onde {¢i} é a coluna de [¢] correspondente a0 modo i e u; é a massa
desbalanceadora do modo i. O vetor de massas desbalanceadoras {u} €
determinado por identificagio, a partir de um certo nimero de medidas de
deslocamento lateral do rotor, utilizando um sistema de equacoes que estabelecem
a relacao entre a resposta dinimica do rotor desbalanceado e os diversos

parametros modais.
2.1 — RESPOSTA DINAMICA DO ROTOR DESBALANCEADO

O sistema eixo—disco—mancais tal como o mostrado na Figura 2.1 que foi



utilizado por J. V. FERREIRA [7] e é ta.mbem utilizado neste trabalho, é
modelado pelo Método dos Elementos Finitos

.}_Ef_i._.i S =5 ’.m.wﬁ_@})
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Fig. 2.1 — Sistema eixo—disco—mancais

O eixo € discretizado pela utilizacio de elementos de viga de Timoshenko
como em H. D. NELSON [32] sem levar em consideragao o efeito giroscopico. Os
discos sdo considerados como massas concentradas e os mancais como molas
lineares e isotrépicas.

Considera—se 0 amortecimento viscoso como uma combinagdo linear das
matrizes de massa e rigidez [33] de tal forma que o efeito do amortecimento possa

ser modelado diretamente em térmos modais.

A equacdo resultante ¢

M{7} + C{r} + K{r} = Q{U} (2.1)
onde:
{U} é o vetor de massas desbalanceadoras generalizadas
Q ¢ a velocidade angular do rotor
e C=aM+ 8K

A matriz de autovetores necessiria a determinagio das massas



balanceadoras ¢ determinada pela solucio da equacio

K{i} = wi M{¢s} (2.2)

que € obtida numericamente pelo método de Jacobi, sendo w; a i—ésima freqiiéncia
natural de vibracdo do sistema.

A equagdo (2.1) pode ser desacoplada por meio da transformacao linear

{t} = [¢] {e}

onde as colunas de [¢] sdo autovetores reais do sistema e {g} é o vetor de
coordenadas modais.

Premultiplicando a equagio (2.1) por [¢]T, resulta entdo o sistema de
equacdes diferenciais modais cuja solugdo nos fornece a resposta dinamica do rotor

desbalanceado
(m] {g} + [d] {g} + [K] {g} = Q2 {u} & (2.3)
onde:
[m] = [¢]T M¢] = matriz diagonal da massa modal
[d] = [(1)]T Cld] = matriz diagonal do amortecimento modal
k] = [¢]F K[¢] = matriz diagonal da rigidez modal
{u} = [¢]T{ U} = vetor do momento de desbalanceamento modal
{g} = coordenada modal

Considerando a resposta harmoénica, a uma dada velocidade angular
constante (2, tem—se,

{gi(t)} = {Fy()} &M

logo:



(= [m] Q2+ jQ [d] + [k]) {F} = Q2 {y}

A resposta ao desbalanceamento, em termos continuos em uma posicdo x, a
uma velocidade angular ) é dada por:

14
R{x)= olx)+ § — L py(x) (2.4)
i=1= - Q2 + jQ =21
i m;
onde:
pi(x) € 0 valor do modo i no plano de coordenada genérica x

¢(x) € uma parcela que nao depende da velocidade angular Q, que aqui
chamamos de deformagio geométrica, e que se deve a deformacio
proveniente da montagem do eixo nos mancais

O processo de balanceamento utiliza respostas medidas experimentalmente
em um certo numero de planos de medida, a velocidades angulares proximas a uma
critica, de forma que a parcela predominante na resposta do rotor, seja aquela
correspondente a0 modo proximo ao qual se estd medindo. Esta é uma
aproximacao aceitavel quando o sistema é de baixa densidade modal e as respostas
medidas tém entao, a seguinte expressao:

{r(2)} = ci{s} + Fi(Q2) {$i} + {Res;} (2.5)
onde:

{¢;} € um vetor constituido por um nimero discreto de termos correspondentes
aos valores do modo i nos planos de medida utilizados. {¢;} € portanto um
subconjunto do modo continuo ;.

ci{di} é a componente modal da deformagdo geométrica.

{Res;} contribui¢ao dos modos superiores e inferiores e érros de medida

{r()} vetor deslocamento lateral do rotor

Sendo ainda:
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2 =

Fi(Q) = L £l (2.6)
ki _grggods

m; P omy

O procedimento de balanceamento modal utilizado por GASH e
DRECHSLER [5] e também por GNIELKA [6] e J. V. FERREIRA [7] define para
cada modo, uma func¢ao H;(Q2), na forma:

Hy(Q) = Fi(Q) + ¢; (2.7)

Sendo H;(2), obtida a partir das respostas medidas e dos valores dos modos
calculados ou medidos. Assim temos:

0@} {93 {Resy)
@37 01} {00 {01}

Hi(Q)

ue aqui denominamos resposta modal "ponderada".
q p

2.2— IDENTIFICAGAO DOS PARAMETROS MODAIS E DAS MASSAS
DESBALANCEADORAS, COM O CONHECIMENTO DOS
AUTOVETORES DO SISTEMA E SEM MASSA TESTE

Conhecidos, a forma do modo nos planos de medida, ou {¢;}, a massa
generalizada, mj, e a informagao experimental, H;(Q2), é possivel a identificagao
das massas desbalanceadoras, a partir do sistema de equacdes obtido com a
introdugdo da equacao (2.6) em (2.7).

Tem—se entéo:
i0di(Hi—s) + ki(Hi—c;) — Q25 = Q2m;(Hi—c;) (2.9)

que € valida para cada velocidade angular () proxima & frequéncia critica i, para
sistemas com baixa densidade modal em N planos de medida.

Medindo—se a resposta do rotor em NR diferentes velocidades angulares, e
considerando que a resposta modal H;(f2) contém partes real e imaginaria
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(H; = HI}e + ] HIim), obtém—se um par de equagdes para cada velocidade angular
utilizada.

O sistema obtido sera entio:

o™ | BRe | omek; | o] —a! | o di | kmguRe
|| ZZ| ZZ “ |21k | T ZZ
QnrENE | EY | 02pmik; | Qypd; 04| 0 Rel pppmiERe
gEte | E | o Cmik; | 0 | -2 | (™ pigplm
—__ || Z|ZZ|Z|Z el | Z ZC
EL (B | Qgpd; | Q3gmik | 0 ~afd pm lnﬁRmiﬂl{I’g

A solugdo do sistema pode ser estimada por Minimos Quadrados

* *
partindo—se de valores estimados para d; e kj (d;, k;) na primeira iteracio,
assumindo—se nas iteracoes subseqiientes os valores de d; e k; obtidos na iteragao

anterior.

Observa—se que a massa modal generalizada é calculada previamente. Em
particular quando se utiliza uma normalizagio para o modo, tal que, m; seja

unitdria, a massa desbalanceadora modal y; é igual a excentricidade, visto que
6 =£d

mj

As massas de correcdo, que balanceiam o modo i sio obtidas por:

(Wi} = (68 + j 4™ {1} (2.10)

onde {ti}, é um vetor ortogonal a {¢;} para todo j # i de tal forma que seja
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satisfeita a equacio:

0] [t] = -1 (2.11)

]-?!(Xl)i¢1(x2) -;--¢1(XN)A rt1.1|'t2_1i--- tM‘ln _1-: ; ]
$2(x1) Qo(xa) - b2lxpy)| [tz tazp by, | 1]
byy(x) Byglxa) e byl [t gty oty L 1]

(2.12)

0 que garante que as massas corretivas para um dado modo i nio afetem outro
modo diferente de i, sendo 1 <i< M e M < N, onde M € o niimero de modos que se
deseja balancear e N € o0 nimero de planos de medida.

Este processo de obtengdo das massas balanceadoras vale tanto para o
balanceamento modo—a—modo como para o balanceamento simultineo de M
modos.

Uma outra possibilidade de balanceamento modo—a—modo é resolver
sucessivamente, parte da equagdo (2.12) que estd indicada em linhas tracejadas,
indo na dire¢do do modo de menor para o de maior ordem.

2.3 —NATUREZA DAS MEDIDAS

O balanceamento ¢ realizado a partir de um certo nimero de medidas de
amplitude do deslocamento lateral do rotor, feitas & velocidade angular constante,
em planos previamente estabelecidos, determinando—se também um angulo de fase
em relagdo a um sinal de referéncia, aqui denominado de angulo de referéncia ou
fase de referéncia (f).

As Figuras 2.2 a 2.4 mostram algumas situacdoes tipicas, que nos permitem
identificar as grandezas envolvidas.

A Figura 2.2. mostra o desbalanceamento correspondente a uma
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excentricidade de massa coincidindo com a referéncia, sendo portanto ERe =€ e€

Elm = 0. Supondo a ndo existéncia de amortecimento (6 =0), um sensor de

proximidade colocado no eixo dos reais indicara o sinal em que o pico coincide com
0 sinal de referéncia. Neste caso o angulo de referéncia A= 0 e a amplitude medida
sera proporcional a:

Re
FRe_ 02 ¢ ;Flm=0

(w2 - @)
Sendo que:
Im
g = arctg F =0
FRe
Sinal |
medido !
Im | '
__— Re !
h N
Sinal l
de . |
Ref. i_______‘ __‘J.'.__ AR et
t
Fig. 2.2 — Caso: € = €R€, M _ g ¢
No caso de ¢ # 0 teremos:
pRe _ Q2(w? - Q2) ghe
=

wt + Qf - 20202 + 4022£2

FI_m _ 20 3w§ERe
' w4+ Q4 - 20202 4 4020262
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= arctg __%
(v - )

e findica a defasagem entre o sinal de referéncia e o pico do sinal.

A Figura 2.3 mostra um desbalanceamento em que a excentricidade, esta

defasada do sinal de referéncia de um angulo a, aqui denominado de angulo de
desbalanceamento. Entéo:

EIm
€ =¢€.cosa e a=arctg——ro0
Re
€
e sen
Sinal B
medido [___/?__..._
Im
.
A
o J

Fig. 2.3 — Caso: eRe = € CO0S a, GIm =€esena, €£=0

Neste caso, considerando ¢ =0, o sinal medido terdi uma amplitude

proporcional a: \/ (FRe)2 - (FIm)2 sendo

pRe_ @2 e"®  m_ o1 ™
(w? - Q) (w2 - Q2)
Im Im
ﬁ: :arctgF =E———’ﬁ=£2ﬂ'
FRe EB.e B

A Figura 2.4 mostra o caso mais geral de um desbalanceamento, com at0
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eé#0.
Entao:
ERe:ecosa; £+ 0
€™ = csen @

pRe _ 02(w? - 02) R€ 4 20sgm
wi + Q4 — 2202 + 4020262

plm _ 2(w? - 02) '™ _ on3ueehe
Wi+ Q4 — 20202 4 4020262

FI™_ oxwz —02) ™ _ a0suecRe
e

f = arctg =
pRe  Q%(w?-02) e 293w§EIm

Dividindo, numerador e denominador por Q2(w? — Q2) che tem—se:

arctg v - M

g = arcig (w22
1 +M— . arctg a
(w20
ﬁ:a—arctgw—za—ﬁy; 522.271'
(w2-02) B

sendo y o angulo de fase, propriamente dito, entre a for¢a proveniente do
desbalanceamento e o deslocamento medido.
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Im
o §
r
B
— Re
fr L.
Sinal
medido " B/2
— —_——
| t
| .
Sinal
de —‘Ib
Ref

Fig. 2.4 — Caso: eRe = € cOs @ EIm =€esenq; £€#0
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CAPITULO 3

BALANCEAMENTO MODAL SEM CONHECIMENTO
PREVIO DOS MODOS

O método modal descrito no capitulo anterior supde conhecidos os
autovetores e sua normalizacdo com respeito a massa ou a rigidez modal do
sistema. Quando o sistema nao é bem conhecido quanto as dimensdes, material,
distribuicdo de massa e rigidez ou caracteristicas dos mancais, o calculo prévio dos
autovetores sera impreciso podendo afetar o valor das massas balanceadoras
determinadas. No presente capitulo é desenvolvido um método alternativo em que
0 modo € identificado conjuntamente com os demais parametros modais, tendo—se
como unica informagdo um certo nimero de respostas medidas, que sdo tomadas
como uma primeira aproximacao do valor do modo nos planos de medida.

Neste caso ndo serd possivel utilizar o conceito de resposta modal
"ponderada", definido anteriormente como uma ponderacio entre os valores de
respostas nos varios planos de medida a uma dada velocidade angular, ponderacao
esta que era obtida usando os valores do modo conhecidos previamente. Nio é
possivel também obter a identificagio completa dos parametros modais sem
utilizar massa de teste, embora, como se verd adiante, este procedimento seja
simplificado com relagao ao que é utilizado no método modal classico com massa
de teste, em que os modos sdo conhecidos previamente.

3.1- IDENTIFICAGAO DE CADA MODO ISOLADAMENTE PARA
SISTEMAS DE BAIXA DENSIDADE MODAL.

Se o sistema € de baixa densidade modal, préximo as freqiiéncias criticas, a
resposta sera muito proxima a resposta modal, sendo desprezivel a parcela {Res;}
na expressio (2.5).

Introduzindo—se o fator de amortecimento modal ¢; e a excentricidade
modal €; na expressdo (2.6) ela é reescrita na forma:

2 i
F; = Lo - (3585 (3.1)
wf w— R 4 2jwif2é;
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; logo: %—:— = 2w;if;i.

Visto que: €; = £1 = Efi{e + eim e &=
m; 2m1w,

Desmembrando (3.1) em partes real e imaginaria e fazendo:

A = (v - Q? tem—se:

2 ) . i
P 0 e g el _ 02} 4 eI™A - 2i0wie)
A+ 2jQuit; A2 440202 £°

logo:

2
Ffi{e Qz(wl - Q ) E} + QQ w’l 61 (32)

4 2
UJ1+Q_2(UIQ +4QQJ1 si

9 9 ) 3
I_m_Q(wi—Q)EIim—2Qwi §i €5 )
Fi~ =— Y Ty 3 (3.3)
wi+Q —2 wi 1 + 4 Quw; &

Introduzindo (3.2) e (3.3) em (2.5) e lembrando que:

n=ric+in™ e o=cie4 oM

obtém—se as seguintes expressdes para a resposta em um dado plano de medida,
onde nao esta indicado o subindice, i, do modo,e ¢ é um valor particular do vetor

{¢}:

2 2 2 Re
Re=cRe¢ (w—Q)E +2Qw§E 4

w4+Q—QQ w+ 4Q wf?

(3.4)

Im Re
Jm _ Jm 6 + Q(w—Q)E —2955 )

(3.5)
w-i—Q—QQw + 40 w ¢

Desenvolvendo (3.4) e (3.5) obtem—se um par de equacdes para cada
resposta medida em um dado plano a uma dada velocidade angular.

Assim temos: -
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(! = 20202 + 4022 — (Lt + Q4 — 20202 + 402,262)cRE § _

— (w2 — Q2)02"€ ¢ — 203wee’™ ¢ + 1RE Q4 = ¢ (3.6)

(@ — 20202 + 4Q22€2)r™ — (wh + Q4 — 20202 + 4Q202¢2)cM ¢ —

— Qw2 - Q2) Elm¢ + 2Q%wecRe ¢+ M Q4 = g (3.7)

Para N planos de medicio e NR velocidades angulares o sistema fica
constituido por 2 x N x NR equagdes ndo lineares que podem ser expressas
genericamente por:

Sl‘j {61 W, CRe: Clm: ERe} Elmr ¢_]} + ka =0

(3.8)
t'kj [f; w, CRe, Clm, ERB} EII’II, ¢_]} 4 QR_] = (i
Pata k=1,....., NR (veiocidade angular)
g = g— N (Plano de medigao)

Sendo o vetor dos parametros a identificar, para cada modo, definido na
forma:

X({, w, cRe: clm: ERer Elmj ¢1: ¢2s *eiy ¢,]= reny ¢N)
J=1, ... N (Plano de medigao)

O numero de equagdes do sistema deve ser no minimo igual ao de
parametros a identificar, ou seja:

2x Nx NR>N+6 ..
(2NR—1) N > 6

As equagoes sdo ordenadas da seguinte forma:
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Equacoes Reais Plano de medida 1 velocidade ang. 1
velocidade ang.2

Plano de medida N velocidade ang. 1
velocidade ang. 2

velocidade ang. NR

Equacoes Imaginarias Plano de medida 1 velocidade ang.1
velocidade ang. 2

Plano de medida N velocidade ang. 1
velocidade ang. 2

velocidade ang. NR

A primeira equagao do sistema é, portanto, escrita na forma:

2.2
(' —20'Q) + 405w¢)) I -

2
—(w -+ th2u Q1 +4Q?w2§) Re¢1~

— 0 (0 — 1) €€ ¢, — 20 wee™, + N1 = o (3.9)

A equagdo NRx N + 1 é a primeira equagio imaginaria do sistema e é

escrita na forma:

o 2l
(0 =200 + 40k £) 1™

2.2
(u..’ +Ql—2w91+4ﬂfw§) Imq)]—
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2, 2 2 3 4
- (v —) ™ b1+ QQlwﬁeRe b1+ 0™ Q) =0 (3.10)

O sistema assim constituido deve satisfazer a uma restricao que esta ligada
a definigdo da norma do modo {4;}.

3.1.1 — Valores iniciais do modo e sua norma.

Ao incluir os valores do modo em cada plano de medida, entre os
pardametros a identificar é necessirio determinar entre que limites estes valores
poderdo variar. A Figura 3.1 mostra em linhas descontinuas, possiveis valores que
podem assumir 0 modo no entorno do valor que 0 mesmo tem, se considerarmos
como primeira aproximagdo o proprio valor das respostas medidas, o que esta
indicado pela linha cheia na Figura 3.1.

|
|
Planos de Medida

Fig. 3.1 — Ajuste dos valores do modo em torno dos valores da resposta
medida (modos I e II)

Os valores iniciais do modo sio tomados proporcionais a0 médulo das
respostas medidas em cada plano, atribuindo—se o valor unitirio i resposta de

| |
u = z . . " - Tz
maior modulo, sendo os demais, portanto, iguais as fracoes .TrL,rrJn_; , sendo |1j; o

modulo da resposta medida em um plano qualquer e \Imax, 0 maior médulo.
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Desta forma, fica definida a norma ¢;) do modo e também a equacio de
restricao que deve ser satisfeita pelo sistema (3.8) ou seja:

N ]2
T JI-.
9" {9} =1 ¥ |- (3.11)
j=1 /T max

Deve—se considerar o fato de que, para o primeiro modo, todos os valores de
(bj} sdo positivos o que nao acontece para os demais modos. K Necessario,
portanto, adotar um critério adicional, para definir o sinal que deve ser atribuido
ao valor do modo, em cada plano de medida.

Considera—se o fato de que, as respostas sio medidas em termos de

Im
componentes reais e imaginarias, sendo o angulo de fase definido como arctg T
$

Para a definicéo do sinal dos termos de {¢;}, adota—se o seguinte procedimento:

a) Faz—se uma rotagao do sistema de eixos de tal forma que a resposta de
maior médulo passe a ter, no novo sistema, componente imaginaria nula e
componente real positiva.

b) Adota—se para sinal de cada um dos demais termos de {¢;}, o sinal da

componente real, no novo sistema de eixos.

3.1.2 — Soluc¢ao do Sistema de Equacoes. Identificacio dos Parametros Modais,
pelo Algoritmo de Han—Powell.

A solugao do sistema de equagdes nao lineares (3.8), que chamaremos
genericamente de f(x) =0, pode ser estimada por Minimos Quadrados, que

consiste em minimizar a fung¢do: E(x) = fT(x].f(x) onde x = (x, X2, ..., Xp).
Como se trata de minimizar uma fun¢do sujeita as restricoes h(x) =0, ¢

necessario introduzir uma nova funcdo objetivo, que englobe as restrigoes. Esta
nova fungao objetivo, que é chamada de func¢io Lagrangeano, é da forma:

I(x,A) = E(x) + AT h{x) (3.12)



23

onde A € o vetor de multiplicadores de Lagrange, em que, cada elemento esti
associado a uma das restricoes.

As condigbes necessarias para a existéncia de minimo sio:

{Vx (x,A)} = {Vx E(x)} + At [Vx h(x)] = 0
{", (x,A)} = h(x) =0 (3.13)

Observa—se, que, anular {Vyl(x,A)}, implica em anular {V4+E(x)}, a menos

de um érro que corresponde a —,\T[\Fh(x)], ou seja, ao final do processo:

{VE(x)} = — AT[Vh(x)] (3.14)
quando
{Vi(x,A)} + 0

Dentre os algoritmos possiveis de serem utilizados para a solugdo do
problema de minimizar a fun¢ado Lagrangeano, optamos pelo de Han—Powell, que
combina o método Quase—Newton com os métodos de penalidade e de
programacao quadratica recursiva.

Este algoritmo, segundo D. G. LUENBERGER [8], reine algumas
caracteristicas interessantes, na solugdo de problemas desta natureza, quais sejam:

a) E globalmente convergente, visto que a busca unidimensional garante uma
dire¢do de descenso para a fungao de penalidade quadratica.

b) Perto da solugao, o processo converge superlinearmente, ou seja:
Xpig — X
lim e | =0
krw ||xx— x*||

sendo xx e x,,; 0 valor do vetor dos parimetros entre duas iteracoes
sucessivas e x* a solu¢ao que é buscada.
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c) Como os métodos Quase—Newton, o algoritmo de Han—Powell utiliza
apenas informagoes de primeira ordem, o que implica em menor nimero de
operagoes.

A versao do algoritmo de Han—Powell que foi utilizada neste trabalho est
descrita no Apéndice A e é implementada a partir da equacao:

B+ CATA] d = — {VE(x)T} - [¢ATh(x)} (3.15)

ou

d=—[B + CATA]" {vP(x)}T (3.16)
A solugdo da equagao (3.16) nos fornece a cada iteragio um valor da diregao
d = x,; — x, sendo x, o vetor que contém o valor dos parametros no ponto k e

quée no caso presente tem dimensdo (N + 6) sendo N o nimero de planos de

medida. Assim:

Re Im _Re _Im
X = 16 Wo Cr G 5 € € By - Oen}
d = x,; — x, € o vetor diregao com dimensao (N + 6)

B é a matriz quadrada que substitue a Hessiana no método de Newton e é
atualizada apods cada iteragdo. Tém dimensao: (N + 6) x (N + 6).

A = [Vh(x)] é o gradiente das equagbes de restricio. No caso presente,
temos apenas uma restri¢ao, sendo A um vetor com dimensio 1 x (N + 6).

h(x) é o valor da restri¢do no ponto x,.
cAt h(x) é portanto um vetor coluna de dimensio (N + 6).

{VE(x)}T é um vetor coluna (transposta do vetor gradiente da fungao
objetivo original e tem dimensao (N + 6).
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Sendo E(x) = f(x)T.f(x) o gradiente da fungéo E(x) é obtido pela utilizagio
da matriz Jacobiana da funcao f(x).

Assim:

{VEx)}' = —20(x) " £(x) (3.17)

sendo o termo genérico da matriz Jacobiana dado por:
d Xj
k=1,..2xNxNR (equagio)

j=1,... N + 6 (pardmetro)

onde NR é o nimero de rotagdes em que sio efetuadas as medidas, sendo portanto,
de 2xNRxN o nimero total de equagdes constantes do sistema (3.8)
genericamente chamado de f(x).

A matriz Jacobiana da fun¢io f(x) é portanto uma matriz retangular de
dimensoes (2 x NR x N) x (N + 6):

(x) of 1(x) of | (x
l (’blzz ............... ﬁ_l

i

x4 6XN+6
o o NxNR+1(X) Ot N xNR+1(®)
ax l " s tessssssamssmsaas aXN+6

No caso presente, a primeira linha da matriz Jacobiana é obtida derivando
a primeira equagio real do sistema (3.9).

&I(X) = 6f1(X) — 8(¥Re _ CRe ¢]) Q?wgé _ 20?&, EIm ¢1

0x | 0¢
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3{1 (I)
6}(2 6&)

3
= (4w —4u0? + 8w3¢2) (rl}e —phe é1)

2 3
*2&4‘915Re¢1 —291551m¢1

4 3
= — (u} = 2&}201 + Q‘: + 4‘&’29?‘52) ¢]

of ](X) — 6f1(x)
6)(3 8cRe

of \(x) _ of\(x) _ 0

9% PREs

af (X) . of (x) _ 2. 2 2,
el -2l -l -as,

of y(x) _ 0f4(x) _ 503
= =l

M\(x)_IMX)__(r10i-20'0t+40’0]e)cRen? (-0} eReon wee™

ox; 0
of \(x) _ 0f4(x) _
Ox g 02

of 1 (x) _ 91, (x)
Oinig My

=0
A linha NxNR +1 da matriz Jacobiana é obtida pela derivada da
primeira equagao imaginaria do sistema (3.10). Assim:

6foNR+ ()

R,
NXNR+1 — s 8&.}20?6 (rllm _ CIm ¢1) + zm‘?ERe ]
Bx1 56

of (x) o (x)
6xz ow

2 3
— 20 we™p, + 207£e7%
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MNaNR+1 _ ONxNR41 _
6X3 acRe

of (x) of (x) . .
NxNR+1 _ N)I(II:T1R+1 - (w4 5 Qd 3 2&}29? " 4wa2§2) 6,
B)u 6(:

Inxnr+1) _ Inxnp41(®) _ solben,
8X5 aERe

Tvnn® _ a2 on o
8x5 8Elm

InxNR+1%) _ Onynp4a(®)
ax 7 @d} 1

4 2 2.2 2, 2 2 3
= (w 201w +4010°¢ +01) ™03 (w'—0 )™ 420 weeRe

INxNR 4100 _ g™ _
6}( 8 8¢~ 2

MNxNR+1™) _ FNnr1 ™)
OXN+6 N

3.1.3 — Valores Iniciais dos Parimetros

Testes preliminares de utilizacdo do algoritmo indicaram que a
convergéncia para o minimo da fungédo E(x) é muito sensivel ao valor inicial que se
atribui a frequéncia critica w enquanto se mostra satisfatéria mesmo para valores
iniciais distantes dos demais parametros (usualmente se inicializa com valores
nulos para os demais parametros). Experimentalmente, ¢ possivel obter uma
informagao bastante proxima de w, pelo exame da tendéncia da resposta medida,
ao variar—se a velocidade angular do rotor. Esta informagido pode ser ainda
melhorada, utilizando um modelo de identificagao reduzido, ou seja, sem incluir
deformagao modal e fixandoe o valor do modo no valor unitario. Como resposta
deste modelo mais simples teremos uma aproximagao maior para w ainda que com
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valores erroneos para os demais parametros. Neste caso, utilizamos as respostas

medidas em apenas um plano de medida.

O modelo simplificado é dado por:

ey jeIm
W -Q? + 2ju0¢

T =

(3.19)

) . ; Re
que tem como parametros a identificar apenas: £, w, € e EIm.

As equacdes resultantes a partir de (2.47) sao:

2 4

Rt B0 =

(0" =200 40" ) e’ =0 e

(' — 20202 + 40%2¢%) I'™ — Q%(u? — 02) ¢l 2sz§ERe +1m Qi =

O problema de inicializagdo pode ser estimado por Minimos Quadrados
utilizando um algoritmo Quase—Newton sem restri¢des.

3.1.4 — Determinacao das Massas Modais e Massas Desbalanceadoras Modais

Por meio da solugéo do sistema de equagdes (3.8) ¢ identificado o valor do
modo em cada um dos planos de medida, considerando uma norma que atribui o
valor unitario ao componente de {¢i} com maior valor absoluto.
Conseqiientemente o valor identificado para €, serd funcio da norma adotada,
visto que:

4]" M [¢] = [m]

logo:

mi  {$i} M{¢;}

Como se pressupée ndo conhecida a distribui¢io de massa do rotor, os
termos da matriz M sdo desconhecidos e portanto ndo é possivel determinar m; e
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conseqiilentemente a massa desbalanceadora modal y;, que é em dltima anélise, o

objetivo do processo.

E necessario utilizar uma massa de teste & semelhanca do que é feito no

método de coeficientes de influéncia com a diferenga de que, neste caso, ja é

conhecida a posicdo angular da massa desbalanceadora modal.

A determinagido da massa modal entdo, consiste em colocar—se uma massa

modal de teste uy em oposicdo (180°) a excentricidade identificada, medindo—se a

amplitude e fase do deslocamento lateral do rotor antes e depois de colocada a

massa de teste, a uma mesma velocidade angular.

onde:

I —

Iy —

Assim tem—se:
Iy = ap

Ty = 3—(Ili — »Ut)

medida de deslocamento lateral devido somente ao desbalanceamento
original (deve ser deduzida a deformacio geométrica do eixo medida ao
estado estacionario)

medida de deslocamento lateral ap6s a colocacdo da massa modal de teste y;

constante de proporcionalidade

O valor da massa desbalanceadora é portanto:

st Et
Hi = Ts

Iy

e a massa modal é obtida por:
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Este procedimento é adotado para cada modo apds a identificacio das

excentricidades modais.

3.1.5 — Determinacao das Massas Balanceadoras

As massas balanceadoras siao determinadas a partir do conhecimento dos

modos e das massas desbalanceadoras modais, como esta descrito no item 2.2, pela

expressao:

(Wi} = (€ + 5 ™) {15}

sendo [t] tal que: [§] [t] = — [I]

3.1.6 —

Esquema de Balanceamento Modo a Modo com Identificagio por
Minimos Quadrados Incluindo os Modos.

O esquema do processo de balanceamento seguindo o modelo relatado no

item 3.1. e sub—itens, pode ser sumarizado como segue:

a)

Medida de deslocamento lateral do rotor em amplitude e fase em N planos
de medida e NR velocidades angulares, proximo a critica de interesse,
iniciando—se pela primeira, até a critica imediatamente superior a
velocidade angular de operagdo do rotor, sendo N no minimo igual a ordem
do modo e NR tal que: (2NR —1) N > 6.

E feita uma estimativa do valor da velocidade angular critica:

Identificacdo com modelo reduzido em um plano de medida obtendo—se
uma segunda aproximagido da velocidade angular critica e a primeira

Re o EIim

aproximagao de &;, €3 . O numero de velocidades angulares devera

ser no minimo NR = 2.

Identificagdo com modelo que inclui a deformagao geométrica e o valor do
modo em cada um dos planos de medida (sistema nao—linear com uma

s i : Im _R I
restricdo quadratica). Valores finais para ¢;, w;, cIi{e, i Eie, Eim, ¢j,
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sendo j=1, ..... N.
d) Medida de deslocamento lateral do rotor com uma massa de teste colocada
em oposi¢do a excentricidade ja identificada (a fase do desbalanceamento

Re

. Determina—se: my, u; ",

Re
€ i

modal é definida pelo conhecimento de € EIm)

Im
P

e) Retorno aos itens a, b, ¢, d até o ultimo modo de interesse.
f) Determinac¢ido das massas balanceadoras em cada plano de balanceamento,
n, pela utilizagdo da equacao:

M
{W= 3% {Wi

1=1
sendo {Wi} = (6™ + jui™) . {ts)

n =1, .., N (nimero de planos)
i=1,.., M (namero de modos)

3.1.7—  Simulagio da Resposta do Rotor ao Desbalanceamento Modal e
Identificacao Modo a Modo

O algoritmo de identificagao modo a modo foi testado a partir de respostas
de um rotor com desbalanceamento modal conhecido, obtidas por simulagio
numérica. O rotor simulado, que esta mostrado na Figura 2.1 é o mesmo utilizado
por J. V. FERREIRA [7] e tem as seguintes caracteristicas fisicas:

Area —1.227E—04(m?

I —1.198 E—09(m*
Eixo{ E —2.067E+11(N/m?)
p —7.800 (kg/m3)

Compr — .54 m

Massa  —1.929 (kg)
Disco
M.Inércia — 2.713E-3 (kg.m?)

A simulagéao é feita considerando—se valores discretos de massa agregados a
cada uma das posi¢cdes onde se localizam os deslocamentos e deflexdes nodais do



32

sistema discreto que representa o rotor e que foi utilizado para o cilculo dos
auto—valores e auto—vetores pelo método dos Elementos Finitos. Estas massas sio

calculadas por:

{Ui} = — mi{ti}
sendo {Uj} o vetor de massas discretas que produz o desbalanceamento modal ;.

A Tabela 3.1 mostra uma seqiiéncia de casos testados em que se utilizou
doze medidas de resposta correspondentes a quatro diferentes velocidades angulares

proximas a primeira critica e nos trés planos em que se situam os discos.

Variou—se a proximidade com relagao a critica bem como o intervalo entre
as velocidades angulares utilizadas. Simulou—se apenas o desbalanceamento do
modo I e os valores identificados em cada caso sio comparados com os valores

simulados que constam da primeira coluna.

Tabela 3.1 — Valores dos parametros resultantes na identificacdo do modo I

Valores Identificados

Parametros Valor de Caso 1.1 Caso 1.2 Caso 1.3

Simulacio 120,125,130, 110,115,120, 100,105,110,

135 rad/s 125 rad/s 115 rad/s

13 .05 .0500000059 .0500000139 .04999997
W 134.815 134.815017 134.815017 134 815011
i — 2E—4 —.200000315E—4 —19997722E—4  —.200008FE—04
clm .0 .273240708E—8 .691152816E—9 18E—8
eBe =, F-8 —3.99996886 E—3 —3.9999702E—2 —3.999968E—3
EIm 6.9282E—3 6.92814751E-3 6.9281474E—2 6.928146E—-3
¢1 .3444685 34447052 .34447053 3444705
b2 487783 48778738 4877874 487871
¢3 .3444662 34446731 34446733 344467
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Valores Identificados

Parametros Valor de Caso 1.4 Caso 1.5 Caso 1.6

Simulagao 90,95,100, 120,130,135, 130,235,140,

105 rad/s 140 rad/s 145 rad/s
13 05 .050000135 .05000011 .049999946
w 134.815 134.814324 134.815019 134.815018
[Re — 2FE—4 —.20014946E—4 —20000108E—4  —.19993092E—04
Jm 0 .960069477E—7 —289E—8 —.263244606E—8
ehe w§ F5 —3.9998739F—3 —3.9999699E—3 —3.999968FE—3
lm 6.9282FE—3 6.9279015E—3 6.9281534E—3 6.9281463E—3
Y 3444685 .344470486 3444703 .34447053
s 487783 48778736 4877872 4877874
b3 3444662 344467297 34446718 34446734
Valores Identificados

Parametros Valor de Caso 1.7 Caso 1.8 Caso 1.9

Simulacao 135,140,145, 140,145,150, 145,150,155,

150 rad/s 155 rad/s 160 rad/s

¢ 05 001388488 .0500000078 .050000086
w 134.815 135.159927 134.815012 134.815092
Re — 2F—4 6.3615799E—3 —.20016996E—4  —.19842E—4
Jm 0 9 5504656 E—2 31628278E—8  —2458E—8
ehe — AT —4.6734326E—3 3.9999736E—3 —3.9999E—3
elm 6.9282E—3  —6.6124678E—4 6.9281514E—3 6.9281095F—3
o, 3444685 .3444705 3444705 4877879
b, 487783 4878738 4877874 488877879
;3 13444662 3444673 34446735 .344466466
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Valores Identificadc

Parametros Valor de Caso 1.10 Caso 1.11 Caso 1.12

Simulagao 130,140,145, 100,110,120, 90,100,110,120
150 rad/s 130 rad/s rad/s

£ .05 .0499999912 .0500000147 .0500000103

w 134.815 134.815018 134.815018 134.815021

che — 2E—4 —.199905087E—4 —. 19999066 E—4 —.19999328 E—4

_Im 0.0 —.3176246E—8 —.3034567E—8 .2934357TE—8

et —4.E-3 —3.9999679E—3 —3.99996984—2 —3.99997007E—3

EIm 6.9282E—3 6.928146E—2 65.9281484FE—2 6.9281503E—-3

¢1 3444685 34447053 344705 3444705

b2 A8TT83 4877874 4877838 A8TT87TT87

¢3 .3444662 3444673 3444673 .3444673

Valores Identificados

Parametros Valor de Caso 1.13 Caso 1.14 Caso 1.15

Simulacao 80,90,100, 120,130,140, 130,140,150,
110 rad/s 150 rad/s 160 rad/s

£ .05 .0499999708 .0500000010 .050000001

w 134.815 134.815001 134.815017 134.815017

eHe — 2E—4 —.20000914E—4 —.19998505E—4 —.19998505E—4

clm .0 .24679613E—8 —.31637894E—10 —.30557201E—8

ERe —4.E-3 —3.9999651E—-3 —3.9999691E—-3 —3.999969E—3

EIm 6.9282E-3 6.9281415E—-3 6.928142E—3 6.9281476 E—3

¢1 .3444685 .3444705 34447051 34447051

¢2 A48T783 A8TT78738 48TTR738 48778739

¢3 .3444662 .3444673 3444673 .3444673
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Valores Identificados

Parametros Valor de Caso 1.16 Caso 1.17 Caso 1.18
Simulagdo 140,150,160, 150,160,170, 80,100,120,
170 rad/s 180 rad/s 140 rad/s
£ .05 .050000027 .050000023 .049999995
w 134.815 134.815014 134.81503 134.815018
CRe — 2EH4 —.20008408E—4 —.19987662E—4 —.20000279E—4
CIm 0 . 10080837E—T7 —31370877E—8 —.86049631E—8
ERe —4E-3 —3.9999703E-3 —3.9999682E—3 —3.9999683E—3
Elm 6.9282E—-3 6.92815305E—-3 6.92814454E—-3 6.928148E—3
ol 3444685 34447053 .344470529 344470521
¢2 A8TT783 A8TT8T742 48778741 48778738
¢3 .3444662 3444673 34446733 34446732
Valores Identificados
Parimetros Valor de Caso 1.19 Caso 1.20 Caso 1.21
Simulacio  60,80,100, 100,120,140, 120,140,160,
120 rad/s 160 rad/s 180 rad/s
£ .05 .0500000097 .0500000006 .049999998
w 134.815 134.815021 134.815017 134.81502
CRe — .2E+4 —.199097146E—4 —.19999593E—4 —.19999428 E—4
g2 0 278562385E—9 —.2983986E—9 —.127834E—8
ERe — 4 E-3 —3.99996952E—3 —3.9999680E—-3 —3.999968E—3
EIm 6.9282E—3 6.92814956 E—3 6.9281485E—3 6.928148E—3
¢I 3444 55 .34447054 .34447051 .34447053
0P 487783 48778741 ABTT8739 4877874
¢3 .3444662 .34446734 34446732 34446733
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Valores Identificados

Parametros Valor de Caso 2.1 Caso 2.2 Caso 2.3

Simulacao 505,510,515, 500,505,510, 495,500,505,
520 rad/s 515 rad/s 510 rad/s

£ .01 .009999997 .0100000091 .009999998

w 519,076 519,07605 519.07605 519.07605

cRe 0.0 —.3011498E—7 .73097617TE—T7 97019607E—8

clm .0 4504964 E—7 —.5919458E—7 —.190407713E—7

ERe —5.E-3 —4.9999977E—3 —5.0000095E-3 —5.000000E—-3

EIm 8.660254E—3 8.660252FE—3 8.6602559E—-3 8.660255E—3

ol —4720 4720057 —.47200569 —.4720057

ds .235595E—5 .23559E—5 .23555E-5 .235536E—5

b3 4720 472006 4720068 4720068

Valores Identificados

Parametros Valor de Caso 2.4 Caso 2.5 Caso 2.6

Simulagao 490,495,500, 510,515,520, 515,520,525,
505 rad/s 525 rad/s 530 rad/s

£ .01 .00999997 .0100000003 .0100000014

w 519,076 519.076036 519.066049 519.07605

cRe 0.0 —.69705022E—7 —.180254717TE—-8 —.51498822E—7

clm .0 .56365267TE—7 —.57705413E—8 —.24793125E—7

ERe —5.E-3 —4.9999844FE—3 —5.00000126 E—3 —5.0000018E—3

EIm 8.660254E—3 8.6602455E—3 8.6602539FE—3 8.6602555E—3

b, —.4720 4720057 —.47200569 —. 47200568

0P .235595E—5 .2355765E—5 .23559833E—5 .2355886E—5

b3 4720 4720068 47200678 47200678
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Valores Identificados

Parametros Valor de Caso 2.7 Caso 2.8
Simulagio 520,525,530, 525,530,535,
535 rad/s 540 rad/s
£ 01 10099999994 0099999976
W 519,076 519.07605 519.07605
Re 0.0 42955791 E—7 — 27407137
Jm 0 — 31044525E—8 — 42018248E—7
eRe _5.E-3 —4.99999F—3 —5.000003E—3
lm 8.660254E—3 8.6602525E—3 8.66025E—3
o, 4720 4720057 — 47200569
b5 235595E—5 235603E—5 2355741E—5
o3 4720 4720068 47200678

Tabela 3.3 — Valores dos parametros resultantes na identificagio do modo III

Valores Identificados

Parametros  Valor de Caso 3.1 Caso 3.2 Caso 3.3

Simulagio  1070,1075,1080 1055,1065,1075, 1045,1055,1065,
1085 rad/s 1085 rad/s 1075 rad/s

¢ 0,00 173698E—11 —.10117254E—9 —.323801E—10

W 1083,776 1083,67615 1083,67616 1083,67614

cfte 0,00 —.788838E—7 —13217839E—7 1570157E—7

o 0,00 —.318194E—7 —.39711608E—7 3120548E—7

ERe 6.E—3 6.0000075E—-3 6.0000070E—3 6.00000044E-3

elm 10.3923E—3 10.391315E—3 10.3936282E—3 10.39231E—3

OB} +.3436 3436292 3436382 +.34362928

s —.429117 —.42911699 —.42911697 —.42911702

b3 +.3436 - .34363085 +.34363083 + .34363086
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Valores Identificados
Parametros Valor de Caso 3.4 Caso 3.5 Caso 3.6
Simulacao 1035,1045,1055 1025,1035,1045, 1080,1085,1090,
1065 rad/s 1055 rad/s 1095 rad/s
¢ 0,00 —.1442162E—8 —.37200274E—8 —.2012177TE-9
w 1083.776 1083.676615 1083.67614 1083.67615
¢he 0,00 _ 556108E—8 1654435E—7 540595E—7
oJm 0,00 62316748E—8 104260634E—8 — 852599E—7
eRe 6.E—3 6.0000069E—3 6.00000317E—3 6.0000079E—3
e 10.3923E—3 10.392316E—3 10.3923158E—3 10.392315E—3
o +.3436 3436292 +.34362823 13436293
b2 —.429117 —.4291169 — 42911696 —.4291169
b3 +.3436 3437308 +.3436308 134363086
Valores Identificados
Parametros Valor de Caso 3.7 Caso 3.8 Caso 3.9
Simulagio 1080,1090,1100 1080,1100,1120, 1050,1080,1110,
1110 rad/s 1140 rad/s 1140 rad/s
¢ 0,00 .19920416E—9 .4683119E—9 —.1992395E—9
W 1083.776 1083.67615 1083.67615 1083.67615
Re 0.00 33158895E—8 —.15659839E—7 —.11445925E—7
Jm 0.00 58168469E—7 —.24741066E—9 —.341978647E—8
che 6.E—3 6.00000661E—3 6.00000603E—3 6.00000688E—3
elm 10.3923E—3 10.3923174FE—3 10.392316E—3 10.3923168E—3
o +.3436 13436293 .34362927 1343628
$s — 429117 —.42911699 — 429117005 —.42911698
b3 +.3436 134363086 134363086 13436308
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As Tabelas 3.2 e 3.3 subsegilentes mostram resultados obtidos na
identificacdo dos modos II e III, respectivamente seguindo—se o mesmo critério
quanto as velocidades angulares utilizadas nas identificacoes.

Verifica—se que os resultados apresentados acima para diferentes valores e
intervalos de velocidades angulares em geral mostram uma boa concordancia entre
os valores simulados e identificados.

Observa—se discrepancia apenas no caso 1.7 o que pode ser atribuido ao fato
de se utilizar uma velocidade angular de 135 rad/s muito préxima & critica de
134.815 rad/s. Embora em outros casos tenha sido utilizado esta velocidade
angular o caso 1.7 é o unico destes em que se utilizou apenas respostas de valores
superiores a critica.O caso 1.10 utiliza as mesmas velocidades angulares do caso 1.7
com excessao de 135 rad/s,e apresenta resultados compativeis com os demais casos.

3.1.8 — Definigao de Alguns Parametros Necessarios a Utilizacao do Algoritmo

Para a utilizagdo do algoritmo, é necessario definir previamente o valor
mais adequado para alguns parametros. Estes valores podem ser diferentes segundo
a classe de problema que se esta resolvendo, i.e.: identificacdo modo—a—modo,
identificacdo simultanea de mais de um modo ou identificagio de modos ndo
planares. A determinacao é feita experimentalmente a partir dos resultados
parciais que vao sendo obtidos em cada caso.

E utilizado um fator de redugdo do valor da fungao e de seu gradiente para
manté—los dentro de limites da ordem de 103 a 10-°, correspondendo este dltimo
nimero ao valor que tem a funcdo ou o gradiente quando a solugao € atingida ou a
aproximacio € considerada satisfatéria. Esta providéncia é necessaria para evitar
satura¢do, sobretudo na rotina de busca unidimensional. O valor de 10-¢ ¢ adotado
em geral como parametro de convergéncia para o gradiente, em comparacao que é

realizada apos cada iteragéo.
Outros parametros cujos valores devem ser definidos séo:
- constante de penalidade C

= constante de comparacio para o teste de convergéncia da funcdo
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¥ = VP(x + wrd).d no método de busca unidimensional pela secante
— incremento inicial que se deve dar a x no inicio da busca unidimensional

- numero maximo de iteragdes da busca unidimensional. Em todos os casos
fo1 adotado o valor maximo de 10 iteragdes visto que, apOs este numero de
iteragdes a convergéncia em geral € muito lenta

- numero maximo de iteragoes principais. Foi fixado em 400 com excec¢ao do
caso de identificacdo simultinea em que se utilizou um numero mais
elevado de iteragoes (da ordem de 550).

3.1.9—  Teste do Algoritmo de Identificagio Modo a Modo com Respostas
Simuladas Correspondentes ao Desbalanceamento de Varios Modos
Simultaneamente

Em sistemas de alta densidade modal, a contribui¢do dos modos vizinhos na
resposta medida, préoximo a uma freqiiéncia critica pode ser significativa, de forma
a afetar a identificacio dos parametros modais. No sentido de verificar a eficiéncia
do algoritmo na identificacdo de sistemas com alta densidade modal ele foi testado
com respostas ao desbalanceamento de varios modos simultaneamente e que foram
obtidas pelo mesmo método referido anteriormente, somando—se os valores de
resposta dos trés primeiros modos do mesmo rotor. A Tabela 3.4 mostra os
resultados obtidos na identificagio modo a modo, verificando em todos os casos
alguma discrepancia entre valores simulados e identificados. Estes resultados, bem
como os das Tabelas 3.1 a 3.3 foram publicados em D. L. Zoratto e F. Iguti [11].



41

Tabela 3.4 — Valores da identificagado modo a modo a partir de respostas
simuladas para os modos I, II e III simultaneamente
Para— Caso3.1.1 Caso 3.1.2
metro 120,125,130,135 rad/s 505,510,515,520 rad/s
Valores de Valores de Valores de Valores de
simulagao identificacao simulacao identificagao
£ .01 .0099938 .01 .0097844
w 134.815 134.814018 519.0765 519.00859
N 0,00 —22E—4 0,00 278E—2
e 0,00 14E-5 0,00 236E—2
i .008 007971 01 .009968857
EIm 0.0 .2106E—6 0.0 .000013227
¢y .344685 .339614 —472 —.46846
¢2 487783 487463 .235595E—-5 —.012122
b3 .3444662 .35409 472 453703
Para— Caso 3.1.3
metro 1070,1075,1080,1085 rad/s

Valores de simulacao

Valores de identificagao

Re
Im
Re

Im

b
b2
b3

.01
1083.676

.00
.00
.012

.000

+.3436

—429117

+.3436 -

.008986
1083.13686

—.01654
037881
.01044668

—.000183
+.33719
—.42089
+.321699
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Estes resultados orientaram o trabalho no sentido de se buscar um modélo
de identificacdo que fosse capaz de identificar mais de um modo simultaneamente,
a partir de respostas proximas as criticas de interesse, e que esta relatado a seguir.

3.2 — IDENTIFICAGAO DE SISTEMAS DE ALTA DENSIDADE MODAL

O modelo utilizado na identificacdo paramétrica em sistemas de alta
densidade modal deve considerar a resposta em frequéncia préxima a uma dada
freqiiéncia critica como o somatério de uma parcela principal correspondente ao
modo em questio e de parcelas menores devidas aos M—1 modos de maior ou
menor ordem. Assim, para um dado plano de medida, a resposta em freqiiéncia

sera:

M M
() = 'El ci ¢35 + 'El F; 3 (3.20)
1= 1=

M

onde ¢;j é o valor do modo i em um dado plano de medida je ¥ ci¢sj=céa
1=l

deformagdo geométrica total que o rotor apresenta e que pode ser medida em

repouso. K possivel entdo, trabalhar com a resposta liquida, devida apenas as
excentricidades modais, subtraindo—se da resposta medida, a deformacao do rotor

M
(Q)= ¥ F; (3.21)
T=]

Desmembrando em partes real e imaginaria, vem:

M M
r=rC 4= 3 PR g, 4+j 5 FIM. ¢y
=1 i=1
sendo:
) ] 3
Re 0ol = 0 &% 4 90wy £ 0

Fi“4 7 30 T 7 2
wi + 0 —2w; O + 49 w; &
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2 2 2 3
FImzﬂ (wi — ) EIim —2Q0 w; & EiRe

i 1 | 2 2 2 2 2
wi + @ -2wif) + 40 w; &5

Fazendo:

G B GA=0
3

D; =2Q wj &

Ay= wf 0" =00l 0% 4407 1w

Temos:
M ~ (Re . lm
IRe:E 01 E'.I. +D1 E"l ¢i.]
i=1 Aj
M Im ~ _Re
i=1 A;

Resultando para cada plano de medida um par de equagbes que podem ser
escritas:

M
M M IP A1
rRellPlA-— 8 {CeB® 4 Dyel™) gy . ] =0
= l=1 1
(3.22)
M
m M ‘[P Aj
Fo P Al—E {6 eX B e oy, A2 =0
1= i=1 Al
M
em que O termo IP A; = A Ay A;... A é utilizado por conveniéncia na

M
1
obtencdo da ma.t.rlz Jacobla.na por derivagcao.

M
Observa—se que a parcela rRe P : A; contém o termo independente das
1=
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equacdes (3.22) que é e [,

Genericamente, podemos escrever as equagoes do sistema na forma:

Re Im Re _Re Im Re
Skj{élawlsEl €1 P15 E2,wWaE0 ,€2 €2 02, L, Wi E RS Ek bk }—pxj=0

Re 1 Re I I
tkj{ghwlre lerelm:¢1j:"'1{2:w2ae 2 :E2m1¢2j:---§iyw1:61}?:ekr‘?:¢]j }“‘Qk]=0

Pira X=1 suu NR (velocidade angular)
F= 1y sevin N (plano)

Sendo o vetor dos parametros a identificar definido na forma:

X{S], Wi, E 1 ] EI ¢'11) ¢125 ¢1N’ 623 w2,

R
E ? ) ¢21! ¢?? ¢2N’ £M1 wMa EMe: (323)

™, 1y dyrz: - Oy}

O numero de equagdes do sistema, deve ser no minimo igual ao de

parametros a identificar, ou seja:

2x NxNR>(N+4). M

NE@NR — M), , o Np o> (N+4)M

M - 2.N

As equagdes sao ordenadas da mesma forma como feito para o sistema (3.8)
do item 3.1.

Portanto a primeira equacao do sistema € escrita na forma:
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M
M M P Ay
rIf’e P Au—3 {Cue¥® 4Dy elMpg,in Mo (3.24)
1—1 Ai;
onde
2 9 2
Cit= 0y (wi — Q)
3
Dil=291wi gi
Ay =

2 2 2
Wit Q1 —2wi Q1 +4Q & w

escrita na forma

ImM

A primeira equagdo imaginiria do sistema aparece na ordem M x N + 1 e é
M
T
Lo

M
P Aj
I]_) Ajj— X {CuEz —Dj€ }¢11 :; =0
d =1

(3.25)
O sistema assim constituido deve satisfazer a M restricdes, ou seja; a uma
restricao para cada modo, que sao do tipo

N )
%37 {6} = 3 [JJ—]
J=1 Irmaxl
.... M (modo)
J=1,

(3.26)
N (plano de medigéo)

sendo rj, o termo genérico de um conjunto de N medidas realizadas proximo a
freqiiéncia critica, correspondente ao modo i e r
conjunto.

3.2.1 —

0 termo de maior modulo deste

Implementacdo do Algoritmo de Han—Powell para Solucao do Sistema
de Equacoes Considerando M Modos na Resposta Medida

A solucdo do sistema descrito no item anterior, é obtida por Minimos
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Quadrados, utilizando o mesmo algoritmo do item 3.1, com as alteracoes
necessarias & consideracio de M restricdes, bem como, na rotina de céilculo do
gradiente da fungéo objetivo.

Tomando—se a equagao (3.16) que ¢ a base do algoritmo de Han—Powell:

d=—{B+ (ATA}" {vp(x)T}

Observamos as alteracdes que ocorrem com relagao ao caso anterior (item

a) Os vetores x, d, {VP(x)} e {VE(x)}, tém dimensio (N +4).M.
b) A matriz B tem dimensdo (N + 4).M x (N + 4).M.

c) A, ¢ uma matriz de dimensGes (M) x (N 4 4).M, onde cada linha,
corresponde a derivada de cada uma das restrigées. Logo, a matriz A tera
apenas N termos nao nulos por linha. Indicando apenas os termos nio nulos,
temos a seguinte configuragao para esta matriz:

0] 2011 2015 20,y [0]

A matriz Jacobiana, J(x), necessaria ao cilculo do gradiente da funcao
objetivo E(x), é obtida pela derivagio de cada equagio do tipo (3.22).
Apresentamos a seguir a primeira linha de J(x) que corresponde i derivada da
primeira equagao real do sistema que é a (3.24), e onde por simplicidade, o
subindice das constantes A, C e D denotam o modo e o seu valor corresponde em
cada modo, a primeira velocidade angular utilizada (Q,).

2 2 3
1

2 2 3
= (801w &1 20 w gy €) Az Ag . Ay
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Re

ot
—_— M‘rl

6&)1

3 2
=(4w1—4u191+893w1§f)A2.A3..‘A

R

2
-(2Q1w1 e+291§1€1 )¢11‘A2.A3...AM

2,2 2
re=—M(wi—Q)¢u.Ar. Ay Ay
3
m="2%w &idn. Ar Ay Ay

_a_fl_: (ClERe+D1€1 )A2A3 AM

2 2 3
%: 801wy £2Th° . ArAs. Ay —2 0wy by 6™ . AAg ..
2

Re

Oty (dus—dw Qi +80]. ws. ) As. As.. Koy ¥

Owg

— (207 w2 €35+ 2071, &2, €5™) dur. Ar. Ag . Ay

2 2 2
A =01 (02— 0) 21 Ar. Ay ... Ay

3
EIﬁ=—2ﬂl.:;_J'gfgq);“..‘511‘1"'13 AM

Re

3f1 (0262

+ D, Elgm) CAr.Ag. Ay
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Z1 =g
%22

of 0

aj}QN

f 2 2 3

a_l= (8 Q1 wM ‘EIVI ra’e -2 Q1 U-JM ¢M1 ENIIm) A1 . A2 AM 1
6§M =

3 2 2 2
af—‘=(4wM—4wMﬂl+SQle§M)A1-A2-~ AM_I-II}e

awM

Re

3

2 Im
—(2Q,w ‘SM &M )¢M1 A LA, AM—]

6{1 . 2 2 2
EE—% = _Ql (L:JM o Ql) ¢M1 : Al . A2 AM—].
M

o _ 3

M
of R
A1 e (O S D 6™ B A g
By
oy _,
Bpro
6, _
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A linha de ordem N x NR, é obtida pela derivada da primeira equagao
imaginaria do sistema, que é a (3.25) e é dada por:

of
% = (8 Qi w? €1 fllm + 2 Q:: w1 $11 Eflie) Az.Aj.. Ay
1

AN xNR+1 (

awl

3 2 2 2
4w —4 LIJ]Q]+891&J1£1)A2.A3...Ak.r11m

3
— (207w ™ =201 € €N du. Ar. Ag . Ay

Of N xNR+1

3
661{6 :2ﬂlw1£l'¢ll-A2vA3,.. AM
1

of 2 2 2
NxNR+1 = —'Ql (u}] —‘91) ¢)]] . A.’_) : Ag LA

aelm M

Re

of
_NX_N_B;'*'_1=_(Clg:Em._D161

9911

) Az Ag . Ay

HNxNR+1 _
99 1 2

0

6{NXN R+1 _
0¢ 1N

0

e assim por diante.
3.2.2 — Valores Iniciais dos Parametros

Os valores iniciais dos parametros modais que se deseja identificar, sdo
obtidos da forma descrita no sub—item 3.1.4 uma vez que a identificagao
simultanea de M modos, € feita a partir dos pardmetros identificados modo a
modo, como no procedimento descrito no item 3.1.
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3.2.3 — Esquema de Balanceamento de M Modos Simultaneamente

O esquema de balanceamento de M modos simultaneamente pode ser

sumarizado como segue:

a)

b)

c)

O mesmo do item 3.1.7 a)
O mesmo do item 3.1.7 b)

O mesmo do item 3.1.7 ¢c)

com excegao do fato de que os valores dos parametros modais identificados, ainda

nao sao finais tendo em vista que eles deverdo inicializar a solu¢io do problema de

identificacao de M modos simultaneamente. O procedimento de a até ¢ é feito para

cada um dos modos de interesse, apds o que, passamos ao passo seguinte:

d)

Medida da deformagdo geométrica do rotor nos N planos de medida, &
velocidade angular proxima de zero. Subtragio da parcela de deformacio
geométrica, das respostas medidas, obtendo—se a resposta liquida devida
somente ao desbalanceamento.

Identificagdo dos parametros modais dos M modos de interesse,
simultaneamente, obtendo—se entdao os valores finais dos parametros

modais:

Re _Im
§i, wi, €5, €i , ¢ij, sendo

O mesmo do item 3.1.7 d)

O mesmo do item 3.1.7 f)
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3.24—  Simulacao da Resposta do Rotor ao Desbalanceamento de M Modos e
Identificacao Simultanea dos Parametros Modais

O algoritmo de identificacdo simultadnea de varios modos foi testado, com
respostas dos casos 3.1.1, 3.1.2 e 3.1.3 que sao provenientes da simulacido do
desbalanceamento simultaneo dos trés primeiros modos do rotor descrito em 3.1.8,
e que foram anteriormente utilizados no teste do algoritmo de identificacio
modo—a—modo.

Tabela 3.5 — Valores da identificagdo simultinea dos modos I, II e III

Parametros  Valores Simulados Valores Identificados Valores Corrigidos
13 0 0 -

wy 134.815 134.81492 -

gie 008 0079861 00800376
e 00 0.0 0.0

du 344685 345228 344467
d12 487783 48886 487783
d13 3444662 345258 3444974
§s 0 0 _

w 519.0765 519.07327 -

g% 01 010127 00999743
o 00 0.0 0.0

o —.472 —.465961 —472

d22 —.235595E—5 —.203487E—6 —.28973E—6
23 472 4659568 472

£ 0 0 -

ws 1083,676 1083,6748 -

g e 012 0123304 011997
elm 0 0.0 0.0

da1 3436 3343537 343644
32 —.429117 —.4175155 —.429117
$as 3436 3343407 343631
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Os resultados obtidos e que foram publicados em D. L. Zoratto [22], estao
mostrados na Tabela 3.5 verificando—se uma aparente discrepancia entre os valores
identificados e simulados. Verifica—se que o produto €.¢ que segundo pode ser visto
pela expressao (2.4) reproduz o valor da resposta, segundo pode ser visto pela
expressao (2.4) é muito proximo do simulado. Isto é mostrado na coluna de valores
corrigidos, que foram obtidos multiplicando—se os valores identificados de € pelo
inverso do fator que relaciona o valor dos modos simulados e identificados.

Como alternativa para a identificacdo de sistemas de alta densidade modal,
apresentamos no Apéndice A o desenvolvimento de um procedimento de
identificagdo com base nas derivadas das respostas medidas conforme € sugerido
por C. W. LEE e outros [20].
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CAPITULO 4
BALANCEAMENTO EM SISTEMAS COM MODOS NAO PLANARES

Neste capitulo investigamos a possibilidade de balancear pelo método
modal, sistemas que apresentem modos ndo planares, que, segundo M. S.
DARLOW [4] constitui—se em uma das limitacdes do método. Este é o caso, por
exemplo, de rotores suportados por mancais elasticos anisotropicos, onde a rigidez
resultante, segundo duas dire¢bes perpendiculares, sao desiguais. Como pode ser
visto pela analise de um monorotor, suportado por mancais anisotropicos, que é
feita a seguir, ocorrem duas freqiiéncias criticas proximas uma da outra ao invés de
apenas uma, e a amplitude do deslocamento que é desigual segundo duas direcdes
perpendiculares, determinara orbitas elipticas para o movimento do centro do eixo
ao invés de orbitas circulares, como foi considerado até aqui.

No caso geral de um rotor com multiplos discos, em que cada plano
transversal ao eixo pode apresentar orientagao diferenciada dos eixos—principais da
trajetoria eliptica, verifica—se que a deflexdo do eixo podera ser ndo planar, na
forma mostrada na Figura 4.1. Neste caso, as medidas de deslocamento efetuadas
como descrito no item 2.3, nos diversos planos de medi¢do, ndo guardarao relacgao
entre si, visto que, as trajetorias elipticas estardo sendo abordadas em posigoes
angulares diferentes em cada um dos planos de medida.

Lo 5
Y‘ //’}—;( —_=
/ | f\‘ "'
[ f]/ e
o |7
/N M |
I ~F
‘ ——
bry !
/ | \ /
[ . <y
| i " P z_
\\J—"f

Fig. 4.1 — Modo ndo planar
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47— RESPOSTA DE UM MONOROTOR SUPORTADO EM MANCAIS
ANISOTROPICOS :

Pela analise de um monorotor ndo amortecido suportado em mancais
anisotropicos apresentada por GASCH [23] tem—se uma idéia qualitativa de como
se apresenta a resposta de um rotor mais complexo.

Seja o rotor da Figura 4.2 suportado nas extremidades com mancais de
rigidez ky # k.

Ny

Fig. 4.2 — Monorotor em mancais anisotrépicos

A rigidez equivalente nas diregGes y e z sera dada por:

oo2kek L, %k k
2%y + k- © %, + k

onde k ¢é a rigidez do eixo.

Equacionando segundo cada um dos graus de liberdade (vide Figura 4.3)
temos:

mzg = _k% Ze
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my ==k} Yo | (4.1)

9§b=e(yek3’, cos ¢ —ze k) sen p) + T

Consideremos o estado estaciondrio em que:

Ef;':[]) ¢=Q; ¢=Qt+6

e que o torque T € apenas suficiente para vencer o atrito e ainda, escolhendo um
instante inicial apropriado de forma a anular £, tém—se:

¥s = Ye + € 85€N @
Zg = Ze + € COS

Logo:

[m£e+k;.ze=emmcos Ot

mj}e+k§.yezeﬂ2msenﬂt

el

|
Ze Zs Z

Fig. 4.3 — Posicionamento da massa excéntrica s

A solucdo completa do sistema (4.2) é:
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2
g w: - Q2
Q2
0 w? _ Qz
Z

Os primeiros térmos destas expressdes tendem a se anular com o tempo na
presenca de amortecimento, que nao esta sendo considerado no equacionamento.

Examinando—se apenas as parcelas de (4.3) correspondentes a
excentricidade € tém—se:

Ve = YeSen Qt; zg = Ze cos 0t (4.4)
ou seja:

O movimento de E (centro do eixo) é uma elipse cujos eixos principais
coincidem com a diregao das coordenadas Y e Z. Entdo tém—se:

Ze 2 Yey2
g _] =1 (4.5)
Ze Ye
Sendo Ze e Ye 0s semi—eixos principais da trajetoria eliptica descrita pelo
centro E.

w,=y k})/m e wy=y k;,/m, sao as duas freqiiéncias criticas de valor

menor do que se os mancais fossem rigidos visto que neste caso w = y k/m sendo
k > k; > k) conforme mostra a Figura 4.4
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Ze]
‘Yel /i\ /I\

\-\__
-
,' -—
e}
Wy W,
Fig. 4.4 — Frequéncias criticas do monorotor suportado em mancais

anisotropicos
4.2 — IDENTIFICAGAO DO MODO NAO PLANAR

A trajetdria eliptica pode ser determinada por meio de medidas de
deslocamento do rotor segundo duas dire¢Ges quaisquer Z e Y perpendiculares entre
s1, colocando—se um dos sinais no eixo horizontal (Z) e o outro no eixo vertical (Y)

de um osciloscépio, conforme mostra a Figura 4.5.
Sinal em Y I ’ '

;\/

/’ Sinal em Z *

/{/’f | \Ze /' —\__f
) RS
‘ Sinal *’_1’—
et I

Fig. 4.5 — Composigao dos sinais medidos nas dire¢oes perpendiculares Z e Y
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O método est4 descrito em T. G. Beckwith [25].

Determina—se, igualmente a inclinacio dos eixos da elipse em relagdo as
diregbes dos eixos de medida Z e Y. Assim 01 é o angulo que o eixo Y. faz com o
eixo Z e f, € o seu complemento, ou seja, é o angulo que Y faz com o eixo Y.
Entdo: #; = 900 — ¢, conforme mostra a Figura 4.6.

Fig. 4.6 — Indicagdo dos angulos #; e 0, que definem a posicdo da trajetoria,
eliptica e dos angulos derivados 0; e 0,

Utilizando as equagdes paramétricas da elipse, as coordenadas de qualquer
ponto sobre a trajetoria eliptica podem ser expressas na forma:

ZRe ZIm

= Ze sen 0] = Ye cos 03

(4.6)
YRe = —Zesen 0 ; YIm = Ye cos )
onde se fez coincidir o sistema de referéncia Z’, Y’ com os eixos principais da

elipse.

Os angulos @} e 0} sao derivados de 0, e 0, pelas expressdes:
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0 = arctg(k tg 0)

e

8, = a,rci;g(E tg 0;) = arctg (ﬁ cotg ty)

e e

A amplitude do deslocamento nas direcoes Z e Y podem ser expressas em

numeros complexos, respectivamente, por:
F, = Zesen 0} 4 j Ye cos 0} (4.8)
e Fy=1Z¢sen 0 + jYecos 0

No caso que analisamos até agora, a excentricidade de massa foi
considerada coincidente com a referéncia (a=0) e se supde ndo existir
amortecimento (£ = 0).

Por esta razao, os semi—eixo0s Ye € Ze coincidem com os eixos de referéncia

Y’ e 77, respectivamente, e que sdo também as direcdes de menor e maior rigidez.

Quando a # 0 existira um defasamento angular a entre os semi—eixos da

elipse e os eixos de referéncia Y’ e Z’.

Quando existe amortecimento, ocorre um defasamento +, entre o
deslocamento lateral e a forga que o produz (no caso, o desbalanceamento de
massa) 0 que corresponde a uma inclinagdo da elipse em relacao as direcoes de
menor e maior rigidez no sentido oposto ao giro do rotor. No caso geral em que
at0e £+ 0 o defasamento entre os semi—eixos da trajetoria eliptica e os eixos de
referéncia Y’ e Z’ sera de § = a — < tal como indicado na Figura 4.7.
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Yy |

~

Vi
/I'\

//

N

(]

™ |

e

Fig. 4.7 — Defasamento entre os semi—eixos da trajetéria eliptica e os eixos de
referéncia (caso a# 0, £ # 0)

Neste caso as expressoes (4.8) sdo escritas na forma:

Fy = (|Ze| cos f + j|Ze| sen ) sen 0} +

(J | Ye| cos §—|Ye| sen j) cos &,

Fy = (= |Ze| cos f— j| Ze| sen f) sen 0} + (4.9)
+ (j | Ye| cos —|Ye| sen f) cos 8

Os semi—eixos Ze € Ye podem ser representados pelos nimeros complexos:

e e

Z‘e:
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e 4 5

—Q?+23§ywyﬂ

Ye=

(4.10)

onde w, =awy a>1le & uw=~E& w,

implicando esta Gltima igualdade, que estamos considerando a mesma constante de
amortecimento nas duas diregdes i.é.: C; = Cy = C,. Assim:

- £ =Sl
o G,
Cey = 2m; wy logo:
CCZZQmin {}r=&=a.£z
Cz
a

ou £/='§l fy . wy=§& . w

a

Desmembrando as equagdes (4.10) em componentes reais e imaginarias e
substituindo na primeira das equagdes (4.9) obtemos:

Re Im Im Re
Fp=p @& D€, p0€ —Die
Al Al
Re Im Im Re
. — D
figy § I DE gy £5 z S (4.11)

onde:
_ .4 5.2 2 22
A= w§ + K 2a,y Q2 4+ 402 wy §y

A= at W)+ 04 —2w] a2 02 + 402 W2 ¢

C = Q%w? — 02 -
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C;= 0N2%a? w2 —Q2)
D =203 wy (y

Dy = 203 wy (y = D
p; = sen )

q; = cos )

A medida na direcio Y determina uma equacdo semelhante onde
substituimos os fatores p; e q; por po = —sen ) e q2 = cos 0.

Resulta portanto, para cada medida realizada um par de equagdes, que sao
expressas na forma:

Re Im Im Re
C D Ce De
rRe =P 1 € + D € ¢ q ¢
A, A
Re Im Im Re
1 D C — D€
Mg L E : € ¢+p. € > ¢ (4.12)
1

onde:

¢ é o valor do modo que serd idenficado conjuntamente com os demais parametros
modais. E de se observar que, para valores iniciais do modo nos diferentes planos
de medida é tomado o semi—eixo maior da trajetoria eliptica em cada plano de
medida. A norma do modo é calculada da mesma forma como no item 3.1.1, sendo
que, no presente modélo é considerado o mesmo modo em ambas dire¢des (rigidez
maxima e minima) o que corresponde a trajetorias elipticas com mesma relagio
entre semi—eixos. O caso geral, em que esta relagdo ndo se mantém constante nos
varios planos de medida, pode ser tratado com a mesma sistematica, sendo
necessario no entanto, identificar os modos nas duas direcdoes separadamente
determinando um nimero maior de pardmetros a identificar, bem como uma nova

restricao a ser obedecida pelo sistema.

Ao acrescentar a deformagio geométrica modal, cujas componentes sao cRe
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Im . ~ - —_ p i
e ¢, ficamos com as seguintes expressdes que vao constituir o sistema utilizado

na identificacdo de modos ndo planares:
— AA R + AA R + p.A(CERE + Dyel™) ¢ —
—qAi(Ce™®— D) =0
— AArT™ 4 AA ™G + A (CERE + D) ¢ +

+ pA(CE™ DR g =0 (4.13)

O vetor de parametros a identificar é dado por:

{5.\" Wy, CRe: Clm: ERev EIm: a, ¢l! ¢?= Rt ¢N}

ou seja: N + 7 parametros a identificar excluindo—se o coeficiente de Lagrange
sendo N o numero de planos de medida.

O numero de equagbes necessarias para a identificacdo é portanto:
2x NxNR>N+ 7

N+7
2N

ou NR = é o numero minimo de velocidades angulares necessérias.

4.3— IMPLEMENTACAO DO ALGORITMO DE HAN-POWELL PARA O
CASO DE MODOS NAO PLANARES

A implementagdo do algoritmo € feita seguindo—se a mesma sistemdtica do
caso de identificagio modo—a—modo relatado no item 3.1. Variando
substancialmente, apenas a matriz Jacobiana, cuja primeira linha é expressa pela
derivada da primeira equagao real. Assim:

% = — (802w2¢) (A +A) (r°—cRe)
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+ p.A(203w) g ¢+ qA1(2Q3ERe) ¢
+ 80226 . p{p(C1eRe + D) - q(Cel™ — DeRe))

;E = — {A(da%w? — 422002 + 8u0262) +
W

— Ay(40® — 4002 + 8u02e2)} (rR€ 4 (R @)
Re Im
+ p.A(2wQ2%2 ™ + 2Q3¢e ) ¢ +

Re | piel™) . (48 — 4020 — 8020e2) ¢ —

+ p(Cie
— @A (2002e™ — 203¢eRe) ¢

— q(Ce™ — Del®) (42103 — 42002 + 802e2) ¢

F _ _ AAg

acRe

9 _,

6cIm

F _ _ (p.AC, + q.A.D) ¢
(%Re

O (A D, 5 )6
6€Im

(;E = A.(4a3w* — 4aw?Q?) (cRe O rRe)
a

+ p‘A(2Q2aw2ERe) ¢—

- q(CGIm - DeRe) (423wt —4aw2Q?) . ¢
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44 — TESTE DO ALGORITMO A PARTIR DE RESPOSTAS SIMULADAS

O algoritmo desenvolvido para a identificagdo de modos nao planares foi
testado inicialmente para um caso particular que ndo oferece dificuldade para
simular as respostas a utilizar e por isso se constitue em um teste expedito. Eo
caso em que wy = w, € portanto a =1 e as orbitas sdo circulares com o angulo
(a = 0) entre a massa desbalanceadora e a referéncia, e £ = 0. As expressdes (4.5)
nas direcoes z e y de medida reduzem—se a:

Re

rl;{e=C1 € ¢); 1_£III=O
Ay
Re
IRe:U; IIm=C1 S ¢
y y
Ay

visto que: C=Cie A= Al-

Os resultados estdo indicados na Tabela 4.1 (caso PO) em que se utilizou o
mesmo valor de resposta nas duas diregdes de medida para as velocidades

Re

angulares: 120, 125, 130, 135 rad/s com € = €~ =8 . E-3.
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Tabela 4.1 — Resultados da identificacao paramétrica do par do modo I

Parametros Caso PO
120, 125, 130, 135 rad/s

Simulado Identificado
¢ 0.0

134.815 134.815
[Re 0.0 331055 E—8
oJm 0.0 258232 E-8
eRe 8.F—3 7.99856 E—3
g 0.0 2081 E—8
3 1.0 1.00000008
#i 3444685 34406166
i 487783 4877874
iy 3444662 34406166

Testou—se a seguir com o caso ainda particular, em que a direcao dos eixos
da trajetoria eliptica coincidem com as direcoes de medida. Neste caso:
0y = 0, =90%e 0, = 0) = 00 e as expressdes (4.5) simplificam—se para:

Re — C] ERe

I
G ; Izm =0
A

r

para medida de resposta na direcdo do eixo z, e

para a medida de resposta na dire¢ao do eixo y.

As respostas utilizadas na identificacio foram simuladas para valores de

ERe = € = 8 x 10-3 utilizando—se em cada plano de medida, o valor do modo



67

previamente calculado e uma relagio a = w,/ wy = 1.1.

Os resultados obtidos estdo mostrados na continuacio da Tabela 4.1 (caso
P1) e correspondem a identifica¢ao do par do modo I.

A mesma Tabela 4.1 mostra os resultados do caso P2 em que 0s eixos
principais das trajetorias elipticas nao coincidem com a diregio de medida, sendo
além disto, diferente a sua orientagio em cada plano de medida, determinando o
assim chamado modo néo planar.

As respostas utilizadas, na identificagdo deste caso, foram obtidas gerando
inicialmente as amplitudes nas duas direcdes principais de rigidez, adotando a
mesma relagao a = w,/wy = 1.1 do caso anterior, e calculando—se os parimetros p
e q em cada medida a partir da determinagao dos angulos &) e 0} pelas expressoes:

g = arctg(E tg 0;)

e

g = arctg(E tg 0q)

€

Sendo 0, e 0, previamente estabelecidos e Ye/Ze a relacio entre as
amplitudes nas duas direcdes principais de rigidez.

Re

O valor de € € 0 mesmo utilizado no caso P1, ou seja: € = € -~ = 8 x 10-3.

Portanto, na dire¢do Z, temos:

Re
r§e= plgi_f_q;
Ay
Re
r£m=QICE ¢
A

e na direcdo Y temos:

Re
{?9:1)201_5___4) )
3 A,

T
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Tabela 4.1 — Resultados da identificagdo paramétrica do par do modo I

(continuagio)

Parametros Caso P1
105,110,115,120,125,130

Caso P2

105,110,115,120,125,130

rad/s rad/s

Simulado Identificado Simulado Identificado
¢ 0.0 — 865444F—8 0.0 _ 743219E—9
W 134.815 134.815011 134 815 134.815018
Re 0.0 — 891203E—9 0.0 — 3973289E—9
oIm 0.0 4867685E—9 0.0 1379936 E—8
ehte 8 x 10-3 7.9999F—3 8 x 10-3 8.01E—3
i 0.0 1926032E—9 0.0 4236E—9
a 1.1 1.0999998 1.1 1.09999
&, 3444684 34447 3444684 3440356
¥5 4877837  ASTT8T 4877837 48871709
ds 3444659 3444665 3444659 3440313
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CAPITULO 5
SENSIBILIDADE DO ALGORITMO A ERROS EXPERIMENTAIS

O teste do algoritmo que é feito a partir de respostas simuladas do rotor e
que estd descrito nos capitulos anteriores, nao considera a existéncia de erros
experimentais que podem afetar a identificagdo correta dos parimetros modais.

Sob o ponto de vista pratico é importante conhecer o nivel de
excentricidade residual que deve ser esperado apdés a adicio das massas
balanceadoras determinadas a partir de respostas medidas com erro de desvio
padrao conhecido. Este parametro esta ligado a sensibilidade do algoritmo a erros
de medida, ou seja, é fun¢io de como estes erros sio propagados no processo de
identificacdo. Para um dado conjunto de medidas o valor da excentricidade
residual dependerd da combinagdo dos erros que efetivamente ocorrem em cada
medida e portanto se o algoritmo for aplicado a um grande nimero de conjuntos de
medidas experimentais serd possivel obter uma distribuicio estatistica da
excentricidade residual e assim também o seu valor esperado com um nivel de
certeza desejado. Este procedimento torna—se bastante oneroso em razio do grande
numero de paradas do equipamento para operagoes de medida e adi¢cdo de massas
balanceadoras.

T. IWATSUBO [12] apresenta um desenvolvimento analitico para a
determinacdo desta distribuigdo estatistica a partir do conhecimento do desvio
padrao das medidas aplicando—o para a comparagio dos Métodos de Coeficientes
de Influéncia e Modal quanto a sensibilidade a erros de medida. Alternativamente
A. G. CASTRO [9] e D. L. ZORATTO & A. G. CASTRO [10] apresentam um
método em que esta distribui¢ao é obtida pela aplicacio do algoritmo a um grande
numero de novos conjuntos de medidas obtidos artificialmente pela adi¢io de érros
aleatorios a um conjunto de medidas isento de érros, tomado como referéncia. Este
ultimo método, com as necessarias adaptagdes que sio descritas neste capitulo, foi
aplicado para a determinagao da sensibilidade a érros de medida da versio do
algoritmo de identificacdo modo a modo em funcdo do desvio padrio das medidas.
O valor deste desvio padrao, por sua vez, é possivel de ser estimado a priori pelo
exame dos fatores que podem se constituir em fonte de érro em um dado sistema
de medida.
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5.1 — POSSIVEIS FONTES DE ERROS NAS MEDIDAS DE RESPOSTA

As medidas de resposta dindmica de um rotor desbalanceado sio
normalmente feitas com sensores de proximidade indutivos, que apresentam uma
faixa de linearidade relativamente estreita (da ordem de 1 mm, para os sensores da
Shenck utilizados por A. G. CASTRO [9], por exemplo) podendo resultar dai, érros
de ndo—linearidade em algumas medidas. A fase de referéncia é medida a partir do
conhecimento da distancia entre o pico do sinal, correspondente ao deslocamento
lateral do rotor, e um sinal de referéncia conforme esta indicado nas Figuras 2.3 e
2.4. Esta medida depende da nitidez com que se apresenta o pico do sinal do
deslocamento lateral, que pode ser mascarado pela presenca de componentes de
freqiiéncia mais elevada induzidas pela base de sustentacio do rotor, ou
introduzidas pelo préprio circuito de medida, e também por componentes de
freqiiéncia préxima a de interesse, originadas, por exemplo, pelo acoplamento

motor—rotor.

Os valores medidos de amplitude e fase podem ainda ser afetados por erros
oriundos da variagdo de rotagdo durante a realizacio das medidas, o que ocasiona
transientes de aceleragao e desaceleragao.

Em laboratério é possivel langar mao de procedimentos para reduzir a
influéncia de alguns destes érros experimentais tais como os utilizados por A. G.
CASTRO [9] em um prot6tipo experimental de eixo vertical onde a estrutura
rigida em que é montado o rotor repousa sobre uma manta de material
visco—elastico bastante flexivel, evitando a vibragdo induzida pela base; foi
utilizado também um dispositivo de fixagdo do motor que permite o ajuste fino do
seu alinhamento com o rotor, bem como um controle fino de rotagio. E possivel
ainda a utilizagdo de técnicas de processamento de sinal, como feito por J. V.
FERREIRA (7] em que o sinal de interesse é extraido do sinal com ruido.

A maior ou menor eficiéncia destes procedimentos, em amenizar a influéncia
dos diversos fatores de érro, determinara a qualidade das medidas de resposta a
serem utilizadas na identificacio paramétrica, da qual resultardo as massas
balanceadoras a serem agregadas ao rotor.
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O desvio padrao das medidas serd maior quando elas sio realizadas no
campo onde alguns dos procedimentos acima mencionados podem ndo ser
realizaveis.

52— GERAGAO DE "NOVOS CONJUNTOS DE MEDIDA" PELO METODO
DE MONTE CARLO

Uma grande série de novos "conjuntos de medida" sio gerados por um
Método de Monte Carlo, tomando—se como referéncia um dado conjunto de
respostas simuladas. Este conjunto que chamamos de referéncia, pode ser
entendido como "um conjunto de medidas experimentais isentas de érro", pois o
algoritmo de identificagao aplicado a ele d4 como resultado os valores da
excentricidade modal utilizados para simuld—lo. Cada "novo conjunto de medidas"
€ obtido agregando—se erros as componentes real e imaginaria de cada uma das
medidas que constituem o conjunto de referéncia.

O método utilizado, estd descrito em JAMES V. BECK, KENNET J.
ARNOLD [13] e segue o seguinte roteiro:

1) utiliza—se uma rotina de geragao de numeros pseudo—randémicos (6) dentro
do intervalo 0 e 1;

2) assume—se que os €rros de medida seguem uma distribui¢do normal e
portanto devemos acrescentar a uma dada medida do conjunto de referéncia
um €rro que sera e = r.7.0 onde ¢ é o desvio padrdo da distribui¢io, 7 um
numero associado a um numero pseudo—randémico definido acima entre 0 e
1, e r o valor da medida do conjunto de referéncia;

3) a obtencao de uma seqiiéncia de observacdes pseudo—randomicas em uma

populagdo normal € feita pela utilizacgdo da transformacio de
BOX-MULLER [14]

m=(—2.tn 61)1/2 cos(27dy)

m = (= 2.tn )12 sen(276,)

sendo 6; e §; dois niimeros pseudo—randémicos obtidos em seqiiéncia.
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71 € 72 $&0 numeros pseudo—randoémicos de uma popula¢do com distribui¢io
normal de valor esperado 0 e variancia 1.

A Tabela 5.1 mostra uma seqiiéncia de nimeros pseudo—randoémicos 6 e 7
sendo estes ltimos obtidos pela transformaciao de Box—Muller.

A Tabela 5.2 mostra a distribuicdo de niameros pseudo—randomicos 7
obtidos com tamanhos de amostras 5, 100, 1000, 10000, 20000 numeros
pseudo—randomicos, observando—se que os valores obtidos sdo muito préximos a
distribui¢do normal, mesmo para tamanho de amostra relativamente pequeno.

A tabela 5.3 mostra a distribuicdo obtida para os mesmos tamanhos de
amostra quando se toma o numero pseudo—randomico § (entre 0 e 1) como o valor
da funcdo de distribui¢do normal 7(r), que permite fazer a associagdo entre 6 e 7.
Assim, por exemplo, ao intervalo de .0013 e .9987 de §, corresponde o intervalo
—3.5 a 3.5 de 5. Verifica—se que com este método, que foi utilizado por A. G.
CASTRO [9], D. L. ZORATTO, A. G. CASTRO [10] obtém—se valores muito
semelhantes aos obtidos pelo método de Box—Muller tendo sido preferido este
ultimo, pela concisdo de execugao.

A Tabela 5.4 mostra trés exemplos de novos conjuntos de 24 medidas
obtidos a partir do conjunto sem érro constante da primeira coluna, pela adicio de
érros aleatorios com desvio padrao de 2%.
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Tabela 5.1 — Seqiiéncia de ndmeros pseudo—randomicos obtidos pela
transformagao de Box—Muller

6 n ) n
0.00184 3.01310 0.81138 —1.87566
0.56725 0.21779 0.78278 —1.04234
0.20030 —1.72335 0.45541 0.49587
0.05548 —2.35268 0.53321 —0.49817
0.63466 —0.54669 0.65283 —0.78133
0.12299 1.88972 0.06285 0.78759
0.27686 1.13719 0.12445 1.12930
0.56348 —1.06226 0.47955 0.13727
0.72011 0.29394 0.80907 —0.75519
0.10268 —0.55748 0.70793 —2.05950
0.10920 —1.63468 0.39159 1.32523
0.40951 —0.76782 0.65258 —1.09363
0.84922 0.26995 0.82826 —0.50398
0.61175 —0.47237 0.67096 —0.87162
0.75985 0.13792 0.77979 —0.72818
0.92540 0.29285 0.11654 0.26326
0.67645 0.50083 0.15416 0.72866
0.97924 0.13541 0.13504 0.15367
0.67006 0.03634 0.75646 —0.89412
0.89379 0.28945 0.85459 —0.37520
0.05414 1.94772 0.89932 —1.42787
0.82519 0.60174 0.03862 0.14896
0.10687 1.84559 0.08118 1.03256
0.43418 1.07375 0.90618 —0.71816
0.08684 —2.07200 0.55668 —0.77079
0.12627 —0.21645 0.26676 2.02281
0.87699 —0.40855 0.60311 —0.30920
0.42727 0.89753 0.12919 0.94611

0.33159 1.41089 0.94923 —0.46599
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Tabela 5.2 — Distribui¢do dos niimeros pseudo—randémicos 7 obtidos pela
transformacao de Box—Muller para diversos tamanhos de
amostra S

(6) Tamanho da Amostra

n
100 1000 10000 20000
> 3.5 4 4
2.5 < < 3.9 0 2 66 110
1.5< < 25 5 60 612 1188
0.5< < 1o 22 237 2420 4851
—0.5< < 0.5 41 401 3844 7708
-1.5< <—0.5 25 230 2362 4802
-2.5< <—1.5 6 64 625 1211
-3.5< <—2.5 1 6 67 122
<—3.5 0 0 0 4
Tabela 5.3 — Distribui¢io de nimeros pseudo—randémicos 7 obtidos por
associagao de ¢ com o valor da funcao de distribuicio normal
(S) Tamanho da Amostra
7
100 1000 10000 20000
p R ) 0 3 8
2.5 < 3.5 1 2 7 120
1.5« < 2.5 9 62 623 1212
0.5< < 1.5 26 251 2364 4800
—0.5< < 0.5 34 362 3816 7640
—1.5< <—0.5 22 266 2422 4897
—2.5< <—1.5 g o1 616 1214
-3.5< <—2.5 i} 6 75 103
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Tabela 5.4 — Conjuntos de medidas derivados pela adigao aleatéria de érros

com desvio padrao de 2.00%

Conjunto sem Erro Conjunto 1 Conjunto 2 Conjunto 3
0.169651E—01 0.171715E-01 0.174215E-01 0.171882E—01
0.239222E—01 0.232553E—01 0.240555E—01 0.242370E-01

0.167247E—01
0.366463E—01
0.517355E—01
0.363490E—01
—.100613E401
— .142490E4-01
—.100644E+01
— .377618E+01
—.536556 E—01
— .381128E-01
—. 262586E—03
0.378426E—04
0.204994E-03
—. 291478E—03
0.428263E—04
0.222918E—03
—. 318727E—03
0.478783E—-04
0.241674E—03
—. 347091E—03
0.533921E—04
0.261569E—03

0.164930E—01
0.362838E—01
0.530842E—01
0.363396E—01
—.0985707E+01
—.143510E4-01
—.102613E+-01
—.375673E+01
—.535560E+01
—.392538E—01
—.280966E—03
0.389762E—04
0.201333E-03
—.297424E-03
0.428246E—04
0.224223E-03
—.319954E—03
0.458435E—04
0.237562E—03
—.348849E—03
0.550834E—04
0.259397E—03

0.167601E—01
0.365055E—01
0.506291E—01
0.354219E-01
—.100540E+01
—.140611E+01
—.100284E+01
— .361099E—-01
— .540285E—01
— .381246E-01
— .267204E—-03
0.386671E—04
—0.203375E-03
—.275976 E—03
0.418656 E—04
0.226166E—03
—.319213E-03
0.478466 E—04
0.236252E—03
—.339690E—03
0.524200E—04
0.257606 E—03

0.163935E-01
0.372095E—01
0.534021E—01
0.366353E—01
—.0991339E4-01
—.144254E401
—.102232E+401
—.379339E—-01
—.5563991E—-01
—.386219E—-01
—.260977TE—03
0.379849E—04
0.210424E—03
—.275790E—03
0.421320E—-04
0.220083E—03
—.314944E—-03
0.488535E—04
0.242260E—03
—.359340E-03
0.541889E—04
0.264643E—03

5.3 — EXCENTRICIDADE RESIDUAL ESPERADA

Cada novo conjunto de medida obtido pelo método descrito acima, é
submetido ao algoritmo de balanceamento, determinando—se juntamente com os
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demais parametros, a excentricidade modal €y, sendo k a ordem do conjunto.

Definimos a excentricidade residual correspondente ao conjunto k como a

L > >

relagao entre os modulos da diferenca vetorial [€ — €x| e |€].

»>

Sendo |€| a excentricidade modal correspondente ao conjunto de medidas
isentas de érro.

Portanto, d (%) = JE—:—EJ‘—L 100 é a excentricidade residual em (%)

‘ |
€]
correspondente ao conjunto k. Estendendo este procedimento a um grande niimero

de novos conjuntos de medida obtém-se a distribuicdo desejada para a
excentricidade residual.

A Tabela 5.5 mostra os resultados obtidos pela aplicagio do procedimento
de simulacao descrito, a séries de 120 novos conjuntos com desvios padrdes de 1, 2,
5, 10 e 15% obtidos a partir de um conjunto de 24 respostas correspondentes a 8
velocidades angulares e trés planos de medida, que constituem a jungdo dos casos
1.2 e 1.6 do item 3.1.8. As velocidades angulares utilizadas neste caso foram 110,
115, 120, 125, 130, 135, 140 e 145. Estes resultados estao publicados em D. L.
ZORATTO [21].

Observa—se que em todos os casos a excentricidade residual média e o
desvio padrdo da sua distribuigdo, mantém aproximadamente a mesma propor¢ao
com o desvio padrao das medidas, situando—se aquém deste valor. Na tultima
coluna € apresentado o valor maximo que se pode esperar com 95% de certeza para
a excentricidade residual e que corresponde a um efeito multiplicador em relacdo
ao desvio padrao da ordem de 1.3 a 1.5.
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Tabela 5.5 — Média e desvio padrio da distribuicio da excentricidade
residual para diversos valores de desvio padriao das medidas
Desvio Padrao Média da ex— Desvio Padrao Excentricidade
das Medidas centricidade da Distribui— Residual ¢/95% de
(%) Residual (%) cao (%) Certeza (%)
1 .65 387847 1.29
2 1.4072 .92145 2.923
o 3.562 2.287 7.335
10 7.247 4.309 14.335
15 11.557 5.68 20.93

Para valores de desvio padrio de 20% o algoritmo passa a apresentar
problemas de convergéncia na maioria dos casos o que limita a sua utilizagao a um
nivel de érro com desvio padrdao abaixo deste valor.
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CAPITULO 6
CONCLUSOES

A identificacio modal efetivada sobre valores simulados de resposta ao
desbalanceamento de rotores flexiveis mostrou ser um método necessirio para a
depuracao de erros no processo de desenvolvimento de algoritmos de balanceamento.
Os resultados obtidos nas diversas simulacbes realizadas mostram ser viavel a
identificacao da forma do modo conjuntamente com os demais parametros modais.

Em todos os casos examinados, utilizou—se um nimero de medidas de resposta
simuladas apenas suficiente para a estimagdo da solugdo do sistema de equacdes,
visando economia do tempo de processamento. Este procedimento é conservativo,
visto que um numero maior de informagoes experimentais tende a ser mais favoravel,

quanto a precisao.

A sensibilidade aos érros de medida foi avaliada tomando—se unicamente a
excentricidade modal como parimetro de comparagdo no sentido de viabilizar um
maior nimero de amostras de novos conjuntos de medida. E conveniente estender
esta analise, considerando os demais parametros que intervéem no calculo das massas
balanceadoras e tomar estas ultimas como parimetro de comparacao com o caso de

referéncia.

O problema de balanceamento modal aqui tratado abrange varias areas de
conhecimento tais como, Dinamica de Rotores, Analise Modal, Identificacdo
Paramétrica, Minimizagao com Restri¢des, Métodos Experimentais de Aquisi¢do e
Tratamentc de Sinais, Teoria de Erro. No presente trabalho utilizou—se um modelo
matemdatico simplificado em que ndo foi considerado o efeito giroscopico e o
amortecimento interno, por exemplo, e pode ser, portanto, consideravelmente
desenvolvido.

A anisotropia dos mancais, que apesar de ter sido tratada de uma forma
simplificada, mostrou resultados bastante favoraveis, a partir da resposta de um
monorotor, tem, no desenvolvimento de modelos mais elaborados, uma linha

promissora de desenvolvimento.

Embora o presente trabalho tenha sido centrado em térno da Identificagao
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Paramétrica esta € uma 4area que pode ser ainda bastante explorada, sobretudo
quando se pensa em utilizar algoritmos que levem em conta a existéncia de érros de
medida, e ou das caracteristicas fisicas do rotor no sentido de minimizar a sua
influéncia no resultado obtido. Tais sdo, por exemplo, o Método de Minimos
Quadrados Ponderados, que leva em conta cada informagao de forma nao homogénea,
atribuindo pésos as medidas experimentais, que sao determinados no préprio processo
de identificagao ou o conceito de varidvel instrumental que permite, a cada passo,
ajustar o modélo que esta sendo utilizado na identificagao.

A validagao experimental do método que ndo foi considerada neste trabalho,
passa pelo desenvolvimento de rotinas de aquisicdo de dados em tempo real, e que
possam alimentar os algoritmos de identificagdo no momento adequado; rotinas de
processamento de sinal, que permitam, de forma consistente, extrair o sinal de
interesse sem afetar a fase de referéncia; rotinas graficas que permitam a visualizagao,
por exemplo, das Orbitas elipticas no caso de anisotropia dos mancais e que possam
interpretar os valores que se devem extrair dos graficos, tais como, tamanho dos

semi—eixos da elipse e inclina¢ado dos mesmos.

Em térmos de laboratorio, é conveninente dispor de um sistema fisico que
tenha respostas ao desbalanceamento isentas de ruido, mas que permita simula—los a
partir de excitagdes controladas, com a finalidade de testar as rotinas de

processamento de sinal.
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APENDICE A
ALGORITMO DE HAN-POWELL

Para a descrigao do algoritmo de Han—Powell convém descrever suscintamente
os metodos de Newton, Quase—Newton e de penalidade quadratica.

A solucao pelo método de Newton é obtida a partir das equagoes:

[vl(xk,l\f + L{x,Ay) di + [Vh(x,) Ty, = 0
h(x,) + [Vh(x,)] d =0

onde;
dy =Xy, — X

Yy = ’\k+1 - '\k

e, L(xy,A), € a derivada de segunda ordem da fungio I(x,)), também denominada de
Hessiana.

Expressando as equagdes (A.1), na forma matricial resulta:

I W | [Vh(xk)T]} [dk} (A.2)

[Vh(x, )] 0 Yk

{—Vl(xk,/\k)T}
- h(xk)

O vetor x, correspondente ao minimo da funcio, é entio calculado pela
aplicagao recursiva da equacdo acima.

O Método Quase—Newton, deriva do anterior, pela utilizacio de uma matriz
auxiliar By, em lugar de L(x,), ), matriz esta, que ¢ atualizada apés cada iteracio, e
tem a propriedade de tender a L(xy,A,), quando o processo tende a solucio, ou seja,
ao minimo da funcao I(x,A).

Assim, a semelhanca do anterior, 0 método Quase—Newton resolve o sistema,
pela aplicagdo recursiva da equagio:
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dk} {—VI(Ik ,/\k)T]
[Vh(xi)] O -

| h(m)

Yk

A matriz By, em geral, é inicializada com o valor da matriz identidade e
atualizada segundo uma férmula designada genericamente de BFGS por ser devida &
Broyden, Fletcher, Goldfarb e Shanno e, segundo LUENBERGER (8], é expressa na
forma:

i3 T
By = By — Dk di-dic.Br , ki (A4)
dx .By.dg dx qx

onde:

di = Xy, — X

T T
G = V(3 Agar) ™ — V(x0A4)
e onde Ay,, é o vetor de multiplicadores de Lagrange.
O método de penalidade quadratica, utiliza uma fun¢ao objetivo, que € obtida
adicionando—se um térmo de penalidade quadratica & funcdo E(x) que se deseja

minimizar:

Assim:
P(x) = E(x) + ; ¢ [h(x)|’ (A.5)

¢ a funcao penalidade quadratica.

E oportuno lembrar que se {VP(x)} tende a zero na solugao do problema, a
fungao {VE(x)} tende a — €.Vh(x).|h(x)| & semelhang¢a do que ocorre com VI(x,A) em
(3.13).

A equivaléncia dos dois procedimentos leva a que, na solucio:

Ch(x) ¥ A
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0 que sugere adotar o valor de A como residuo das equagdes de restrigao.
C

Assim sendo, resolver o problema de minimizar a funcao E(x) sujeita a

restri¢do h(x) = 0, equivale a minimizar:

é dTBd + {VE(x)} d

sujeito 3 Vh(x)d + h(x) = % (A.6)

onde X é uma aproximagao do vetor multiplicador de Lagrange do problema original e
¢ calculado externamente por uma férmula do tipo:

A=[(1/01 + Q" [b(x) - AB"VE(x)"] (A7)
onde:

A = [7h(x)

Q=AB AT

O algoritmo de Han—Powell utiliza 0 método de penalidade quadratica acima
descrito, recursivamente, i.6., resolve o problema quadratico a cada iteragdo, apos a
qual, a matriz By € atualizada segundo formula semelhante a (A.4).

Para garantir a propriedade de descenso entre uma iteragdo e outra, para a
funcio penalidade, €é necessirio que By, seja positiva definida. Segundo
LUENBERGER (8], para que esta condi¢do seja obtida em cada iteracao, € necesséario

que d'f rx > 0 onde:
1y = fxqx + (1 — b) Brdx

Isto é garantido se fizermos:
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b =1 quando di.qx > a.d}.By.dy
g, — (1-a)dic By .dy

T T quando dE.qk < a,.d'f.Bk.dk
di.Bx.dx—di - qx

onde a é uma fragdo decimal arbitraria. Na versao utilizada tomamos o valor de

a=.2

A férmula de atualizagdo de By € entdo uma modificagdo da eq.(A.4) e fica:

_BididiBy | mry (A.8)

B].;+ = Bk
l diBy .dx  diry

Apbs cada iteracdo € feita uma busca unidimensional para determinar o
minimo da funcdo penalidade segundo a nova direcio. O método adotado € o da
secante que consiste em minimizar a fun¢io ¥ = VP(x 4+ vd).d em que v é um escalar
obtido por sucessivas aproximagoes como mostra a Figura A.1. Sendo vo=0ev,=h
o valor de v, é calculado por semelhanca de triangulos:

Vp i— M. '%L'O
vy — Vg Yo - %
Logo:

ugzvg+—i°—(l/1_vo)
Yo - Y1

vs — Vi _ _ %

v — vy Y1 - ¥

Logo:

vy = V] + —T&—(M—Vi)
(Y1 - ¥2)

E assim sucessivamente, obtém—se
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Vi = viq+ ‘—"@L (Vi—l - Vi—?)

Yi-2 - Vi

T et B
No limite, 2—22 » ()
Vi

e v* = v; corresponde ao valor que minimiza a funcdo 9 e portanto o valor de x para
a proxima iteragdo é: x* = x + v*d.

Y= VP(X+ f)d) .d

Uy 0, v,

Fig. A.1 — Busca unidimensional pelo método da secante

O algoritmo de Han—Powell pode ser sumarizado nos seguintes passos, ao
resolver o problema:

Minimizar E(x)
sujeito a h(x) =0
Passo 1: Inicia com um ponto xy obtido conforme descrito no item 3.1.4,

tomando By =1e A = 0.

Passo 2: Resolve o problema quadratico de:
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Minimizar ~ + d Byd + {V E(x)}d
2
(A.9)
sujeito a  [Vh(x)]d + h(x) =

>

Passo 3: Obtida a nova direcdo d é feita uma busca unidimensional pelo
método da secante obtendo—se o minimo da fungio P(x) nesta diregio.

Passo 4: Atualiza—se o valor de A pela expressio (A.8).
Passo 5: Atualiza—se a matriz By pela expressao (A.9) retornando ao passo (2)
até qued ® 0.

Observa—se que as condicOes necessarias para minimizar (A.6) sdo:

d'By +{VE(x)} + A[Vh(x)] = 0

Vh(x)]d + h(x) =% (A.10)

Como d = x;_, — x, préximo a soluc¢do d + 0 logo (A.10) tendem &a:

{VE(x)} + A[Vh(x)] = 0
h(x) = 2
¢

o que equivale a minimizacao do Lagrangeano considerado em (3.13) a menos do

térmo 2 como foi justificado anteriormente.
)

Implementagao do Algoritmo de Han—Powell

A solucdo do problema quadratico correspondente ao passo 2, pode ser obtido
a partir da seguinte manipulagao:

Da equagdo de restricdo (A.10):

Ad = (1/€) A — h(x) (A.11)
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onde A = [Vh(x)]

Logo

CATAd=ATA - ATh(x) (A.12)

Segundo Luenberger [9] a aplicagido das condi¢des necessarias a existéncia de

minimo ao sistema (A.6) nos conduz & expressao:

logo:

B.d = ATQ'[AB{VE(x)}" + (1/€)A — h(x)] — {VE(x)}"

(A.13)
Sendo Q = A . B-1 AT
(B + CATA)d = ATQ ' [ABYVE(x)} T — h(x)] +
+ AT[1/€ Q' + A — {VE(x)}T — ¢ATh(x)
= ATQ{AB{VE(x)}T — h(x) + (1/C 1+ Q)A}
— {VE(x)}* — ¢ATh(x) (A.14)

O térmo entre colchetes na expressao (A.14) se anula, tendo em vista que:

A =[1/€ 1+ Q)" {h(x) - AB{VE(x)} "}

(B + CATA)d = — {VE(x)}T - €ATh(x)
(B + €ATA)d = — {vP(x)}T

d=— (B + (ATAJ" <’[?P(x)}T (A.15)
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APENDICE B

IDENTIFICAGCAO DOS PARAMETROS MODAIS UTILIZANDO A
DERIVADA DA RESPOSTA EM FUNCAO DA VELOCIDADE ANGULAR

Apresentamos o desenvolvimento da alternativa de se utilizar a derivada das
respostas ao desbalanceamento em relagdo a velocidade angular, na identificacido de
sistemas com alta densidade modal.

Neste caso, a influéncia dos modos proximos a critica de interésse fica reduzida
e além disso a parcela correspondente a deformacao imicial do rotor, sendo
independente da velocidade angular, deixa de ser considerada no modelo de
identificagao.

Desenvolvendo a partir da derivagdo da expressio (3.21) em relagdo a (2,

obtém—se:
.M
GRS o (B.1)
0 ni=1

M
Visto que a parcela ¥ c; ¢;; independe da velocidade angular.

1=

Desenvolvendo (B.1) temos:

M
Q) Q2 R P |
or(Q)_ 9 i 2 2 ‘ (€ ie + JEim) b (B.2)

Examinando—se a expressdo resultante ao dividir—se a derivada da resposta
sem amortecimento por 2, pode—se verificar, que decresce sensivelmente a
contribuicao dos demais modos.

Assim:
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M (e + jei™)(20)
k=% ¢
i=1 A?
sendo A = w? — Q2
M
2 F;
R==13% (— 9ij
Qi=1 (v? - O2)
Observe—se que o fator — 2 & sensivelmente decrescente, para as
Qw? — 02)

velocidades angulares distantes da critica de interesse, e portanto, a contribuigao dos
térmos dos modos superiores e inferiores ao modo de interesse é menor, na derivada
da resposta do que na propria resposta.

As expressdes das derivadas a serem utilizadas para a identificacao das massas
modais e demais parimetros modais, sdo obtidas a partir do desmembramento de
(B2), considerando—se apenas a parcela do modo de interesse. Por simplicidade
omite—se o subindice i do modo, sendo ¢ o valor do modo em um plano de medida

genérico. Assim:

gRe _ re(0) _ {(-403+20w2) eRe g0l Mg

o0 A

Qw—02) eReronde ™)(40°40uw+ 80w
A2

(B.-3)

onde
A = (wt + Qf —2w202 + 4020282)
Fazendo—se ainda:

B =A2-(}8

C = Q2w2—02) e8¢ 4 20wee™
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D = (40° — 4Qw? + 8w2Q£2)

F = (—403 — 200?) €X° + 6020wee™ (B.4)
obtém—se:
Re Re
IRRe=6r _or " _AF¢-CD¢ (B.5)
o0 o5 A?
A componente imaginaria g™ pode ser obtida substituindo—se em (B.3) ERe
por €™ ¢ el™ por —eRe
Assim:
fm_AF ¢ -C D¢ (B.6)

A2

onde:
Cy = Qw2 — 02) /™ — 20ugelte

F, = (—403 + 2002) ™ — 602 w ¢ B°

De (B.5) e (B.6) obtém—se um par de equagbes a serem utilizadas na
identificacdo dos pardmetros modais

(= CD + AF) ¢ — BRR® + Qs g€ = ¢
(B.7)

(—CD+ AF) 6—BR™ 4+ Qs RI™ = o

A semelhanca do item 3.1, para N planos de medicio e NR velocidades
angulares teremos um sistema de 2 x N x NR equagoes nao lineares que podem ser
eXpressas por:
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uij(i: W, ERe: EIm: ¢J) + h‘lj =0

Re Im
vij(§, w, €, € ,¢j) +qi5=0

{j= » - N (plano)

i=1,..., NR (velocidade angular)

Para fins da estimacdo da solugaoc do sistema pelo Método dos Minimos
Quadrados, as equacdes sdo ordenadas de forma semelhante ao item 3.1.

O conjunto de equacgdes assim formado, chamamos de f(x), sendo x o vetor dos
parametros a serem identificados:

Re _Im
X:(é, &J,E :E :¢j:'-~: ¢N)

a matriz Jacobiana da fungao f(x) é:

of, 0f, _of,

o, 0x, 0%y, N
J(X) — af?

Bk

09 NXNR 019y NxNR

— I —‘3"4+N

Os termos da primeira linha da matriz Jacobiana, que € constituida pelas
derivadas da primeira equagao fi(x) em funcao de x, sdo:

Oy _ 001 _ (160.w2¢C + 20,0e™D + 602w el™A + 8022EF) ¢, +
ox, 0

16w202¢(A) R

of _ ofy

160,wé? — 8Qw) C ¢y + (2wQ§eRe +20:6¢"™) D ¢,
aXQ 5&)



g1

(4002,€R° + 602¢6€™) A 61 + (4w° — 40 + 8001 F ¢,
+ (8w + 250%w2 — 24502 + 48uwsQ362 —

_ 8028 + 16602 — 64wIN4E2 + 64Q1wIE) REC

o _ 8Li_qyue-al)Dé-40tAd
of _ oy _ 903ueDg; + 692wt A by

of oty _op4AF

oxs 0,

of _ofi_g
Oxg  O0s

of _o9f, _,

Oy n  Bx
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