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Resumo

SANTOS, Edmilson Ricardo de Oliveira, Andlise de Vibragoes em Altas Frequéncias por
Métodos de Energia, Campinas, Faculdade de Engenharia Mecanica , Universidade
Estadual de Campinas, 2006, 181 p., Tese (Doutorado).

Nesta tese, uma avaliacio do comportamento vibracional médio em freqiéncia-espaco é
realizada com o objetivo de identificar como as vibragbes se propagam atraveés de uma es-
trutura em altas freqiiéncias. Para isso, utilizaram-se equagtes diferenciais de energia, assim
como equacdes diferenciais de movimento para propagagio de ondas transversais e longitudi-
nais no plano (z,y), as quais foram numericamente resolvidas. As metodologias empregadas
para resolver as equagooes diferenciais parciais de encrgia sho: Andlise de Fluxo de Encrgia
(”Energy Flow Analysis - EFA”), Método do Fluxo de Energia utilizando Elementos Fini-
tos (?Energy Finite Element Method - EFEM”), Método do Elemento Espectral de Energia
("Energy Spectral Element Method - ESEM”). Para resolver numericamente as equagoes di-
ferenciais de propagacéo de ondas foi utilizado o Método dos Elementos Espectrais (" Spectral
Element Method - SEM”). O foco principal desta tese é determinar os fluxos e densidades
médios totais e parciais por EFEM e ESEM para estruturas simples como barras e vigas
colineares, vigas acopladas em dngulos arbitririos e vigas acopladas na forma de um 7. Na
formulacdo do EFEM est4 incluso um mecanismo (matriz de elemento de junta) que modela
o acoplamento entre elementos estruturais das estruturas mencionadas anteriormente. A
matriz de elemento de junta & dnica para cada tipo de junta, e necessita de procedimento
especial para ser inserida na matriz global do sistema de equagbes do EFEM. ESEM ¢é uma
formulagio matricial baseada na soiugdo geral da equagéo diferencial parcial de energia, as-
sim sendo, o elemento espectral de energia é equivalente a um ntmero infinito de elementos
finitos de energia. Finalmente, o ltimo método, SEM, € obtido a partir da solugéo exata da
equacio diferencial de propagagio da onda, e portanto, nfo existe aproximagao implicita na
discretizagao como no caso do EFEM. Assim, os resultados obtidos por SEM foram utilizados
para comparacio com os resultades obtidos por EFEM e ESEM. Uma investigacio experi-



mental do comportamento vibracional de uma estrutura composta por duas barras colineares
e uma outra composta por vigas conectadas na forma de 7' no sistema (z,y) fol realizada
para verificar os resultados de EFEM, ESEM e SEM. Também foram estimados os Fatores
de Perda por Acoplamento (”Coupling Loss Factor - OLFs”) experimentais da Anélise Es-
tatistica de Encrgia (7 Statistical Encrgy Apalysis - SEA”) usando a téeuica do Método da
Poténcia Injetada (" Power Injection Method - PIM”) com as respostas vibracionais medidas

ao longo da viga T.

Palavras Chave: Método do Fluxo de Energia Utilizando Elementos Finitos, Fatores de Perda
por Acoplamento, Andlise Estatistica de Energia, Andlise de Fluxo de Energia, Sub-sistemas
de Bnergias, Métode dos Elementos Espectrals, Método do Elemento Espectral de Energia.
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Abstract

SANTOS, Edmilson Ricardo de Oliveira, High Frequency Vibration Analysis by the Energy
Methods , Campinas, Faculdade de Engenharia Mecnica, Universidade Estadual de
Campinas, 2006, 181 p., Tese {Dountorado).

In this thesis, an evaluation of space frequency average vibrational behavior has been
done with the aim of identifying how vibrations are propagating through a structure in
high frequencies. For this purpose, energy differential equations were used, as well as equi-
librivm differential equations for the propagation transversal and longitudinal of waves in
the plane (z,y), which were numerically solved. The methodologies used to solve the energy
partial differential equations are Energy Flow Analysis (EFA), Energy Finite Flement Method
(EFEM), Energy Spectral Element Method (ESEM). The equilibrium differential equations
for the propagation of waves were solved by Spectral Element Method (SEM). The maia fo-
cus of this work is to determine the total and partial averages of flow and energy densities by
EFEM and ESEM for simple structures such as colinear rods and beams, coupled beams in
arbitrary angles and a T-beam. In the formulation of EFEM the mechanism (joint element
matrix) that models the coupling among structural elements of the structures mentioned
previously is included. The joint element matrices are unique for each type of joint, and a
special procedure to be inserted into global matrix equation systems of the EFEM. ESEM is
the matricial formulation based on the general solution of the partial differential equation of
energy, therefore, the energy spectral element is equivalent to an iufinite munber of cnergy
finite elements. Finally, the last method, SEM, is obtained from the exact solution for the
differential equation of wave propagation, and, therefore, no implicit approximation as in
EFEM case. The results obtained by SEM were used to compare with the results obtained
by EFEM and ESEM. Experimental investigation of vibrational behavior of two coupled
collinear rods and a T shaped beam structure was performed to verify the results of EFEM,
ESEM and SEM. Also, an estimation of the coupling loss factor (CLFs) of Statistical Energy
Analysis (SEA), was performed using the Power Injection Method from vibrational response
measured along the T-beam.
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Keywords: Energy Finite Element Method, Coupling Loss Factors, Statistical Energy Analy-
sis, Energy Flow Analysis, Subsystem Energies, Spectral Element Method, Energy Spectral
Element Method.
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Capitulo 1

Introducao e estado da arte

1.1 Motivacao

As crescentes expectativas dos consumidores, aliadas a efetividade das legislagoes gover-
namentais, tém levado a engenharia a enfrentar continuamente novos e ainda promissores
desafios. Tais desafios sdo freqiientemente determinados pela compulsao de conciliar necessi-
dades contraditérias o satisfazer diversas restricocs de demanda do mercado. Neste sentido,
pode-se esperar, por exemplo. que brevemente a indistria automobilistica estara produzindo
carros mais potentes e mais rapidos, bem como mais econémicos, mais seguros e mais silencio-
sos. A industria aeroespacial busca continuamente por novas ferramentas de engenharia com
objetivo de aumentar a seguranca e a qualidade de vida do homem e da sua instrumentacao.
Ferramentas de previsao de ruido e vibragoes otimizadas sao necessdrias para controlar niveis
de ruido e vibragoes excessivos a fim de fornecer um ambiente seguro condizente com a
comunicagao, o conforto e a eficiéncia no trabalho.

Uma questao critica neste campo trata com a identificacao dos caminhos de transmissao
da vibracao. Identificando-se corretamente estes caminhos, as medidas para o controle de
ruido e vibragao podem ser tomadas para reduzir os seus niveis. Considere-se um caso de
redugao de ruido em um veiculo, em vez de aplicar um tratamento de amortecimento sobre
a cabina inteira, um tratamento de amortecimento seletivo pode ser aplicado baseado na
previsio dos caminhos de transmissdo da vibracao. Isto pode ser feito de forma tal que,
além de aumentar o conforto, reduz-se o peso obtendo-se um projeto mais eficiente. Uma
otimizacao cuidadosa nos detalhes do projeto ¢ essencial para a obtengao de modificagoes de
baixo custo que levem a caracteristicas de vibragdes e ruidos apropriadas. Veiculos, de uma
maneira geral, constituem-se em estruturas complexas para as quais nao existem métodos

simples para a predicao de vibracoes e ruidos em toda a faixa de freqiiéncias audiveis. Alguns



métodos deterministicos, tais como o Método dos Elementos Finitos (”Finite Element Method
- FEM”) e 0o Método dos Elementos de Contorno ("Boundary Element Method - BEM”),
tornaram-se ferramentas numéricas bem estabelecidas na previsio de vibragaes e ruidos.
Estes métodos sdo razoavelmente efetivos na previsio de vibragoes e ruidos caracteristicos na
faixa de baixas frequéncias, especialmente quando téenicas de ajuste de modelos baseadas em
dados experimentais sao aplicadas. Uma faixa de alta freqiiéncia é, em geral, definida como
aquela em que o comprimento de onda (actistico ou estrutural) ¢ pequeno quando comparado
com as dimensdes da estrutura. A faixa de baixa freqiiéncia é definida como o complemento
da alta. Normalmente. em andlises em haixa freqiiéncia o niimero de modos envolvidos é
pequeno, tornando possivel aplicar o0 FEM, 0 BEM ou o método de analise modal, os quais
sao utilizados nos dias de hoje por quase todos os fabricantes de veiculos.

Como ja mencionado anteriormente, a otimizacio de um projeto e o refinamento dos
componentes criticos para obter um baixo nivel de vibragdes e ruido requer a habilidade
de modelar a resposta global do sistema, sobre uma larga faixa de freqiiéncias, de forma
confidvel. O sistema global inclui a dinimica das partes estruturais. cavidades actsticas e
componentes dindriicos criticos que contribuemn para a excitagao, tals como. engrenagens,
motores, escapamentos, etc. Ruido e vibragao ocorrem sobre uma larga faixa de freqiiéncias,
e portanto sao governados por baixas e altas densidades modais e superposi¢ao modal. Teo-
ricamente, FEM pode ser aplicado na anlise de problemas vibroacisticos em toda a faixa de
freqiiéncia de interesse. Entretanto, em altas freqiiéncias, o comprimento de onda diminui,
€ consequentemente, o tamanho do elemento na malha deve diminuir na mesma ordem de
wagnitude a fim de capturar plenamente as deformagoes estruturais. Isto conduz a modelos
de elementos finitos com grande ntimero de graus de liberdade, que para serem resolvidos
demandam um alto custo computacional, apesar do crescente aumento da velocidade dos
computadores atuais e das sofisticadas melhorias nas implementacoes dos elementos. Um
modelo detalhado do FEM para nm velculo antomotivo, com vistas i previsao de ruido e
vibragao, pode requerer o trabalho de vdrios homens-més e um enorme esforgo computacional
para o seu desenvolvimento. Por este motivo, as aplicacdes praticas atuais do FEM s6 tém
se justificado para anlises de até 200 Hz (Cho e Bernhard, 1998). Assim, pode-se concluir que

0 custo computacional torna-se proibitivo em anélises de altas fregiiéncias com o FEM.

O BEM é uma técnica desenvolvida mais recentemente, a qual pode ser aplicada a pro-
blemas estruturais e outros problemas fisicos. mas tem se mostrado particularmente bem
adequada para aplicagdes em actstica. Neste é possfvel modelar problemas de radiagio c
melo infinito sem recorrer a condicées de contorno artificiais. Existem duas implementacoes
do método, a direta e a variacional. Na direta, a superficie do volume deve ser fechada

e a formulagdo pode ser derivada através da aplicacio direta do Teorema de Gauss. Na



variacional, a superficie pode ser aberta e como o préprio nome sugere, sua formulagao esta
baseada na aplicacao dos métodos variacionais. Embora teoricamente seja possivel aplicar o
BEM em toda a faixa de freqiiéncia de interesse, limitagGes de recursos de memdria restringem
seu uso as baixas freqiiéncias. A densidade da discretizacdo da superficie, e portanto, o
mimero de graus de liberdade, ¢ dirctamente proporcional & freqiitucia. Assii, o modelo de
BEM torna-se crescentemente caro de ser aplicado na faixa de altas freqiéncias.

1.2 Métodos investigados neste trabalho

As discussoes a respeito dos métodos determiuisticos (FEM e BEM) mostram que estes
sio eficazes para a predicio da resposta (vibracional ou actstica) de estruturas em baixas
frequiéneias. Entrctanto. e muitas aplicagoes de engenharia, a vibragao de estruturas ¢ o
campo sonoro no interior de cavidades acusticas envolvem modos de alta ordem com com-
primentos de ondas muito pequenos comparados as dimensoes da estrutura ou da cavidade
aclistica. Neste trabalho, o comportamento dinimico de estruturas foi investigado a partir
de métodos de modelagem melhor adaptados as altas freqiiéncias. Os métodos ntilizados sao:
a Anélise Estatistica de Energia (”Statistical Energy Analysis - SEA”), Método do Fluxo de
Energia utilizando Elementos Finitos ("Energy Finite Element Method - EFEM” ), Métodos
dos Elementos Espectrais (”Spectral Element Method - SEM”) e o Método do Elemento
Espectral de Energia (”Energy Spectral Element Method - ESEM” ).

1.2.1 Anaélise Estatistica de Energia

Este é o principal método para andlise da qualidade vibroacustica na faixa de altas
freqiiéncias. Na SEA, a vibragio é expressa em termos de energias armazenadas, dissipa-
das e transmitidas em e entre sub-estruturas. As faixas de freqiiéncias sao suficientemente
largas para conter um ntmero grande de auto-freqiiéncias. A poténcia de entrada em um
sub-sistema constitui a excitacdo (entrada) do modelo. A energia do sub-sistema € a coor-
denada da resposta. Usando a energia como a varigvel primdria, ambos sistemas estrutural
e actstico podem ser modelados usando-se o wesmo tipo de varidvel. A premissa basica do
método é que a energia de vibragio comporta-se da mesma forma que a energia térmica.
A cnergia térmica difunde-se das regides mais “quentes” para as regioes mais ”frias”a uma
taxa proporcional & diferenca de temperatura. A constante de proporcionalidade térmica
¢ chamada de condutividade térmica. Para relacionar o modelo térmico com a vibragao, a

energia modal em cada sub-sistema é vista como uma medida de temperatura. O parametro



de condutividade térmica que mede a resisténcia ao acoplamento dos sub-sistemas é dado
na metodologia da SEA pelo fator de perda por acoplamento. A capacidade térmica de um
sub-sistema é expressa pela densidade modal (ntmero de modos/Hz). A conveccio é quanti-
ficada pelo fator de perda interno. Para todos os sub-sistemas é feito um balanco de energia.
A cnergia de cutrada e um sub-sisteina iguala-sc A cnergia transferida para o sub-sistema
proximo e a energia dissipada devido ao amortecimento interno. As equacoes globais de
energia podem ser resolvidas para a energia média em cada snb-sistema. O método pode ser

ilustrado através de uma estrutura consistindo de trés sub-sistemas acoplados, figura 1.1.
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Figura 1.1: Sub-sistemas do modelo SEA de trés placas acopladas.

Os trés blocos da figura 1.1 sao chamados de sub-sistemas SEA. A energia armazenada do
sub-sistema i é representada por F; (média no espaco e freqiiéncia). O fluxo de energia de um
sub-sistema para outro é mostrado pela seta no sub-indice como P,_.;. A entrada de energia
externa € dada por P;. A energia média que é dissipada no sub-sistema i pelo mecanismo de
amortecimento ¢ representada por P, 4. O método aplica varigveis e parametros dindmicos
concentrados para modelar o comportamento dinamico de sistemas lineares continuos. Con-
sequenterente, uma equagdo algébrica pequena e simples pode ser usada para descrever o
estado de vibragao. Além disto, devido ao fato do ntimero de sub-sistemas nio ser depen-
dente da freqiiéncia, o tamanho do modelo para altas fregiiéncias pode ser mantido em uma
dimensdo relativamente pequena. Este fato facilita uma anslise de sensibilidade no projeto
e verificacao do modelo. Contudo, devido ao uso de caracteristicas dinimicas concentra-

das, somente um 1inico valor de energia pode ser previsto para cada sub-sistema. Qualquer



informacao espacial em um sub-sistema é perdida. Além disso, a modelagem de efeitos loca-
lizados tais como amortecimentos locais e forcas pontuais ndo sao faceis de tratar em SEA.
Lyon e Dejong (1995) apresentam um extenso trabalho sobre SEA, o qual constitui-se como
uma das referéncias bésicas sobre a sua teoria e aplicaggo. O desenvolvimento de tecno-
logias cspaciais nos anos 60 levou as primeiras aplicagoes do SEA. A fim de evitar o mau
funcionamento de foguetes devido a danos por vibragoes, foi aplicado SEA no estagio inicial
do projeto. Nos anos 70 e 80 SEA foi aplicado principalmente nas andlises de som trans-
mitido através da estrutura (”structural borne sound”) em navios e prédios. Com o passar
do tempo muitas companhias construtoras de navios desenvolveram seis proprios programas
de SEA. Recentemente este interesse tem aumentado em novas aplicacoes tais como avioes,
carros e motores. Durante a ultima década, um equivalente experimental do SEA preditivo
foi desenvolvido. Para o SEA experimental, o objetivo é analisar o fluxo de energia nas
estruturas existentes ou em protétipos realizando-se medidas locais sobre a estrutura. Desta
maneira. ¢ possivel avaliar os caminhos de transmissio em estruturas complexas durante as
condicoes de operacao. No momento, SEA € o unico método que pode lidar com vibragoes de
alta freqiiéneia de forma suficientemente precisa e a qual estd comercialmente disponivel em
programas computacionais, tais como AUTOSEA2, SEADS, etc. Embora exista um grande
apelo pela aplicacio do SEA, devido a sua histéria de mais de 30 anos e aos resultados
satisfatorios em muitos casos com relagao a altas freqiiéncias, alguns aspectos importantes
necessitam ainda ser investigados.

1.2.2 Método do Fluxo de Energia utilizando Elementos Finitos

O Método do Fluxo de Energia Utilizando Elementos Finitos ou andlise de energia por
clerentos finitos como também ¢ chamado, inicion-se com Belov et al. (1977). Neste enfoque,
o fluxo de energia vibratéria é modelado de forma similar ao fluxo de calor em uma estrutura.
Uma equacao diferencial tipo condugéo de calor descreve o estado da vibragao. Recentemente,
Nefske e Sung (1989) implementaram uma formulagéo de elementos finitos da equagao dife-
rencial da conducdo de calor aplicada & vibragao estrutural denominado por Método do Fluxo
de Poténcia por Elementos Finitos ("Power Flow Finite Element-PFFEM”). Este enfoque
leva em consideracio a variacio espacial da energia nos sub-sistemas individuais, bem como
o fluxo de poténcia entre eles. Em vez de caracterizar cada sub-sistema por um valor unico
de energia, 0 PFFEM descreve a dissipagao e a condugdo da energia vibratéria dentro de
cada sub-sistema. Resolvendo-se as equagoes de energia adequadas para a distribuicao da
densidade de energia em cada sub-sistema, a variagao espacial da resposta vibratoria pode ser
obtida. A investigacdo de Wohlever e Bernhard (1992) comecou em paralelo com o método



PFFEM proposto por Nefske e Sung (1989), e tinha como objetivo modelar as resposta vibra-
cionais de estruturas dinamicas a partir do fluxo de energia em altas fregiiéncias. Wohlever
e Bernhard (1992) primeiramente focaram em estruturas unidimensionais. Qs autores veri-
ficaram que a propagacao de ondas longitudinais em barras aproxima-se do fluxo de energia
térmica. Para a descricao do deslocamento transversal em vigas Bernoulli-Euler, eles utilizam
uma varidvel de energia diferente que a empregada por Nefske e Sung (1989): a energia local,
mcdia no espaco ¢ no tempo. A média espacial remove os termos espacialmente harménicos
na solugao. Esta média espacial é uma condigio necessdria para obter as equagoes diferenciais
de energia como no caso de barra. Esta metodologia foi denominda nesta tese por Andlise
do Fluxo de Energia ("Energy Flow Analysis - EFA”)

Cho (1993) da uma outra extensdo a estruturas basicas acopladas. As relacdes de aco-
plamento entre sub-estruturas acopladas séo discutidas e wna formulacio de elemento finito
é desenvolvida. Esta formulagao de elementos finitos, EFEM, coloca um elemento de junta
extra no acoplamento de diferentes sub-estruturas. Cho (1993) mostra alguns exemplos da
aplicagdo de EFEM a estruturas acopladas: uma junta de viga tridimensional, chassis de
caminhao ¢ placas finas coplanares acopladas. A premissa bdsica do EFEM ¢ que o cstado
vibratério pode ser representado por energias armazenada, dissipada e transmitida. EFEM
prevé o comportamento vibratério médio espacial e em fregiiéncia de uma estrutura de forma
similar ao SEA. Contudo, EFEM utiliza um enfoque de volume diferencial para derivar as
equacoes diferenciais de energia de um sub-sistema. Um dos beneficios de usar uma equacao
diferencial para descrever o estado da energia vibratéria no campo distante é que a modelagem
de efeitos localizados tais como amortecimento local e forca pontual tornam-se vigveis. Outra
grande vantagem € que a variagao espacial das densidades de energia em campo distante e
do fluxo de energia podem ser obtidos.

Bouthier (1996) estendeu este trabalho para sub-sistemas multi-dimensionais: placas,
membranas e ambientes acisticos. Ele formalizou o uso das varidveis de energia para prever
as respostas vibracionais de estruturas siujeitas a excitacoes em altas freqiiéncias. Bouthier
(1996) explorou em seu trabalho sub-sistemas finitos e infinitos, desenvolvendo-se equacdes
diferenciais de energia para os casos simples e cldssico. Ele também deduziu e verificou as
equagOes governantes para a densidade de energia nestes sub-sistemas, implementando uma

aproximacao por FEM.

Bitsie (1996) estende o trabalho em EFEM a espacos actisticos tridimensionais, assim
como no caso de estruturas bidimensionais. A aproximagio EFEM inclui assumir que o
campo € dominado pela propagacdo de onda no plano. Isso se aplica particularmente a
cavidades fechadas reverberantes, ndo dominadas pelo campo direto de uma fonte pontual.



O acoplamento estrutural-aciistico para placas e espagos actsticos também ¢é discutido em
detalhes por Bitsie (1996).

Unglenicks (2000) implementon a aproximagiao do fluxo de cnergia de Cho (1993) em
um programa de elementos finitos para pérticos e desenvolveu procedimentos experimentais
para medir os pardmetros necessdrios para o modelo de energia por elementos finitos. As
técnicas experimentais de Unglenieks (2000) podem ser utilizadas para medir a intensidade
e a densidade de energia em uma estrutura. Entretanto, o foco principal desta pesquisa foi
desenvolver uma técnica experimental para obter estimativas empiricas dos coeficientes de
reflexio, r;. os coeficientes de transmissdo, 7;;, velocidades de grupo, ¢,, e fatores de perda

do material, 7j;.

Wang (2000) usa uma aproximagio da constante das equagdes diferenciais de energia,
referidas como EFEMP que integra as melhores caracteristicas de ambos EFEM ¢ SEA. Ele
também discute a extensao do EFEM para placas ortotrépicas e apresenta um estudo validado

experimentalmente com EFEM para uma cabine de caminhao.

Mocns (2001) apresentou critérios para avaliar a regiao de aplicabilidade do EFEM. A
validade desta regidao é limitada pelas hipéteses e aproximagoes do método. Para contribuir
com a aplicabilidade do método, dois casos com validagao experimental foram utilizados. O
primeiro caso trata do acoplamento de diferentes tipos de ondas em uma estrutura composta
por vigas, e o segundo diz respeito & predicdo de ruido em cavidades de paredes finas. Os
critérios utilizados na avaliacdo do EFEM sdo deduzidos dos critérios utilizados na validagao
dos modelos de SEA.

1.2.3 Meétodo dos Elementos Espectrais

O Método dos Elementos Espectrais (SEM) é uma técnica de modelagem de estruturas
cm altas freqiicncias, bascada na solugio exata da equagéo da onda, e portanto foi utilizado
como referéncia para avaliar os métodos aproximados investigados nesta tese. O SEM baseia-
se na construgido das matrizes de rigidez dindmica que relacionam as forgas aplicadas a
uma estrutura com deslocamentos resultantes. Neste método a estrutura é dividida em um
nimero de elementos estruturais que depende das descontinuidades existentes na estrutura,
sendo que cada um destes é modelado apenas com um elemento espectral para cada tipo
de onda. No apéndice B encontra-se uma breve descrigdo para elemento de barra, mas
pode ser encontrada literatura para outros tipo de estruturas, tais como: pdrticos (Doyle,
1997), algumas membranas simétricas e casca, placas simplesmente apoiadas ao longo de dois
contornos paralelos, (Lee e Lee, 1999), placas dobradas, (Danial et al., 1996), e placas reforcadas



por vigas, (Donadon et al., 2004).

1.2.4 Meétodo do Elemento Espectral de Energia

O Método do Elemento Espectral de Energia (ESEM) é uma proposta original desta tese
que surgiu da idéia de utilizar o mesmo conceito do SEM, o qual prevé as respostas em altas
freqiiéncias de sistemas estruturais dindmicos no dominio espectral com base nas varidveis
primarias de deslocamento e for¢a (vide apéndice B), mas usando como varidveis primdrias
0 fluxo e a densidade de energia EFEM. Considerando que esta proposta surgiu no final do
desenvolvimento deste trabalho, e que a quantidade e os tipos de exemplos analisados ainda
estao limitados a alguns casos de elementos de barras e vigas, seria prematuro afirmar al-
gumas das vantagens ou desvantagens do método neste momento. Embora o ESEM tenha
muitas similaridades com o SEM, espera-se que ele seja uma maneira mais eficiente de tratar
os problemas de propagacdo de ondas em estruturas com complicados contornos e desconti-
nuidades. Com base no trabalho de Doyle (1997) desenvolveu-se uma metodologia matricial
a partir da solugao analitica da cquagao diferencial de cnergia obtida pelo EFA no dominio
da fregiiéncia. O elemento espectral de energia é equivalente a um nimero infinito de ele-
mentos finitos de energia permitindo a sua utilizacio para predicio de respostas dinadmicas
em médias e altas freqiiéncias. Como o ESEM est4 baseado na equacao diferencial de energia
aproximada pelo EFA, sua solugdo (para ondas longitudinais e transversais) é ainda uma

aproximacao quando comparado & solugao exata do SEM.



1.3 Organizacao da Tese

As metodologias aplicadas, assim como as contribuigoes especfficas desta tese estao orga-

nizadas e apresentadas nos préximos paragrafos.

No segundo capiftulo, serdo apresentadas as equagdes do fluxo de energia e da densidade
de energia a partir da solugao analitica do deslocamento para os elementos estruturais do tipo
barra e viga, a qual é conhecida como o Método da Andlise do Fluxo de Energia (EFA). Estas
equagdes sio geradas a partir de um balanco de energia, e tém como aplica¢ao a predicao da
distribuicdo do fluxo de energia e da densidade de energia. Também serdo apresentadas as
relacoes de acoplamentos, que sdo utilizadas para quantificar os efeitos sobrepostos de todas

as ondas transmitidas ¢ refletidas cm ambos os lados das juntas.

No terceiro capftulo sera apresentada a metodologia denominada por: Método do Fluxo de
Energia Utilizando Elementos Finitos (EFEM), que é utilizada para determinar as densidades
de energia médias através de uma solugao aproximada pelo método dos elementos finitos para

a equacao diferencial de energia obtida pelo EFA.

No quarto capitulo serd apresentado desenvolvimento do Método do Elemento Espectral
de Energia (ESEM), que é a proposta original desta tese que surgiu da idéia de utilizar o
mesmo conceito do Método dos Elementos Espectrais (SEM) na solucéo da equacao diferen-
cial do EFA.

No quinto capitulo, serao mostrados os resultados simulados dos métodos desenvolvi-
dos nesta tese. Ao longo deste capftulo, serdo apresentados alguns exemplos simulados de
aplicacio dos métodos EFEM e ESEM, onde sao calculados densidades e fluxos de energias
médios totais e parciais. Estes resultados sao comparados e discutidos com base naqueles
obtidos por SEM.

No sexto capitulo serao apresentados os resultados de dois experimentos envolvendo uma
estrutura composta de duas barras colineares e outra estrutura na forma de um ”7”. No
primeiro experimento determinou-se a densidade de energia longitudinal experimental, que foi
comparada com os resultados simulados por EFEM e SEM. No segundo experimento calculou-
sc os fluxos ¢ densidades de energias médias totais e parciais através de interpolacoes feitas por
SEM (vide apéndice B.1). Em seguida, os fluxos e as densidades de energias experimentais sao
comparados aos resultados simulados obtidos por EFEM e ESEM. As respostas vibracionais
(FRFs) medidas na viga também foram utilizadas em um estudo preliminar que tinha como
objetivo estimar os fatores de perda por acoplamento (”Coupling Loss Factor - CLFs”) de

SEA para uma estrutura na forma de T'.

No sétimo capftulo serdo apresentadas as conclusdes e as sugestes para trabalhos futuros.



Capitulo 2

ANALISE DO FLUXO DE ENERGIA

2.1 Introducao

Andlise do fluzo de energia (EFA) ¢ uma ferramenta analitica para previsdo da resposta
média em freqiéncia da vibracdo de estruturas em altas fregiéncias. O procedimento estd
baseado no desenvolvimento das equacdes diferenciais que governam as quantidades relaci-
onadas com a propagacdo de encrgia em clementos cstruturais simples tipo barras, vigas,
e placas, bem como, na derivagcdo das relacées de acoplamentos em termos das quantida-
des relacionadas com a energia. Essas quantidades sdo representadas pelos coeficientes de
transmissdo e reflexdo, os quais descrevem a transferéncia de energia entre diferentes tipos
de juntas (barra-barra, viga-viga, barra-viga, placa-placa). Neste capitulo apresentam-se as
equacoes do fluxo de poténcia e da densidade de energia a partir da solucdo amalitica do
deslocamento para os elementos estruturais do tipo barra e viga. Estas cquacées sdo geradas
a partir de um balanco de energia, e tém como aplicacdo a predicdo da distribuicio do fluzo
de poténcia e da densidade de energia. O desenvolvimento aqui apresentado estd baseado nos
trabalhos de Wohlever (1988) e Cho (1993).

2.2 Solugao Analitica da Vibragao Longitudinal de uma

Barra

Considere o caso de uma barra longa e esbelta vibrando longitudinalmente. A equacgao

de movimento para uma barra excitada por uma forca harmonica, como mostra a figura 2.1,
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é dada por:

PU(z,t) _ pATdQU(:B;t)

- 7 — Fé(z — z)e™ (2.1)

E.Ap

sendo que:

E.Ar: rigidez longitudinal por unidade de comprimento;

U(z,1): deslocamento longitudinal da barra como uma fungao da posigao e do tempo;

pAr: densidade por unidade de comprimento;

Fé(x — z0)e?™": forca harménica aplicada na posicao zo;

Fo(x—x,)e"”" b

Figura 2.1: Barra excitada longitudinalmente por uma for¢a harmonica.

O termo de amortecimento utilizado na modelagem do mecanismo de absor¢ao de energia
da barra é introduzido na formulagao através do mddulo de elasticidade complexo, dado pela

equagao:
E. = E(1+j7) \22)
- 7: fator de amortecimento estrutural;

- E: médulo de elasticidade.

Visto que a forca de excitagdo é harménica, e o regime de vibragao da barra é permanente,
entdo, o deslocamento da estrutura [/(z,1) também serd harmonico. Assim, considerando-se

solucdo do tipo harménica na forma:

Ulz, t) = u(z)e™" (2.3)

Substituindo-se as equacdes 2.2 e 2.3 em 2.1, obtém-se a equacdo de movimento:

du(z)  w?(1—jn)
dz? (1412

sendo que:

u(z) = E;ié(x — o) (2.4)

11



- ¢ velocidade de fase;

Define-se 0 nlimero de onda através da equacio:

o _ W (1—7n)
= EUEiP 6]

substituindo-se a equagao 2.6 na equacio 2.4:

du(z) —F
7 T k*u(z) = FAn

o(z — o) (2.7)
a solugao homogénea da equagio 2.7 é dada por:

u(z) = Ape™7*% 4 Beike (2.8)
que, escrita em fungao da posi¢ao e do tempo, é dada por:

Ulz,t) = (Ape™* + Brerke)es«t (2.9)

O primeiro termo da equacio 2.8, A e™7*%, representa a onda propagante para direita
diregdo + x), e o termo Bre’** (direcio — x) representa a onda ropagante para a esquerda.
] ¢ p p

As amplitudes Ay e Br do deslocamento sio determinadas aplicando-se as condicoes de
contorno. Neste caso, as condigdes de contorno da estrutura sio representadas por uma forca

harmoénica em zj e livre em z;.

2.2.1 Determinagao do fluxo de energia e da densidade de energia

em uma barra

O fluxo de poténcia instantinec ¢; em um ponto da barra é definido como o produto da
for¢a axial pela velocidade e pode ser escrita em termos da solucao de deslocamento como
(Cremer e Heckl, 1988):

dU(z,t) dU(z,t)

.= —EA
4 L dt

(2.10)

sendo que:
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- —EATQ.;—’Q: forga axial;

- E,%cﬁ: velocidade longitudinal.

Nesta, tese assumiu-se o fluxo de energia como sendo fluxo de poténcia. Cho e Bernhard

(1998) definiram fluxo de poténcia como sendo fluxo de energia, ou vice-versa.

As dimensoes da densidade de energia, fluxo de energia e poténcia injetada sao apresen-

tadas na tabela 2.1.

Tabela 2.1: Dimensoes das varidveis de energia em EFEM.

Densidade de energia | Fluxo de energia | Poténcia injetada
| 1D (barra e viga) [J/m] W] (W]
2D (placa) [J/m?] [W/m] (W]
| 3D (espagos acusticos) [J/m?] [W/m?] (W]

A mesma solu¢ao pode ser usada para desenvolver as expressoes da barra para as densi-

dades de energia cinética e potencial instantaneas como:

1_ dU(z,1)\?
By = 5 EA7 ( — ) (2.11)
1 dU(z,t)\?
Eein = 5pAr ( — ) (2.12)

A densidade de energia total instanténea, e;, € a soma das energias cinética e potencial

instantaneas.

Como o objetivo principal desta andlise é obter o fluxo de energia liquido na barra,
as expressoes da média temporal de ¢; e e; serdo de maior interesse do que seu valores
instantdneos (Kinsler et al., 1982). Assim, a média temporal do fluxo de energia pode ser
escrita como:

T
(9) = 117/ g:dl (2.13)
0

ou de outra forma, como a metade da parte real do produto da forga axial pelo conjugado

da velocidade, ou seja,
2 L (dU(z, )\*
(@)= 2Re< F ( - ) > (2.14)
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- (__dug__;)) : complexo conjugado da velocidade longitudinal

- {): valor médio no tempo.

Para facilitar a dedugao do fluxo de energia e da densidade de energia, o nimero de onda

definido pela equacao 2.6 serd re-escrito da seguinte forma:

k= ki + jks (2-15)

Substituindo-se as equagoes 2.9 e 2.13 em 2.14, pode-se obter o fluxo de energia médio

CoImno:

@ =3

— 2ko [Im(Ap B} ) cos (2ki1z) — Re( AL B} ) sin (2k1z)]}

wBAp{k; [ AL|2E2"~'2I o |BL;2€—2M_I]

(2.16)

Substituindo-se a forga axial na equagao 2.11 e a velocidade longitudinal na equacao 2.12,
as expressoes para densidades de energia potencial e cinética média no tempo podem ser

escritas como:

(E) %EAﬂkF{ [|AL[P€®*™ + | By [Pe~%*"] —2[Re( AL B} ) cos(2k; z)+Im(AL B} ) sin(2k, z)] }

(2.17)

pot =

(E) . = %pATwz{“Ar,Fe%” + | By |*e %] +-2[Re( A1, B; ) cos(2kyz)+Im(A47 B} ) sin(2k;z)] }

(2.18)

cm

Assim, a densidade de energia total média no tempo serd:

(6) o % {I‘4Li2e2k” = FBLFe_%H} {EAT!klz e PATwz}
- (2.19)
—3 {Re(ALB;]) cos(2kiz) + Im (A B} ) sin(2k1z) } {EAT|k[2 — pAru}

2.2.2 Simplificagao das equacgoes do fluxo e da densidade de energia

para uma barra

Assumindo-se que o amortecimento dado na equagao 2.6 € muito pequeno (7 < 1), entao,
a parte real e a imagindria do niimero de onda complexo sdo:
w

by~ 2 (2.20)

C
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kz = —% = -I?-kl (221)

Para essa analise, conclui-se que a parte imagindria do nimero de onda (k) é muito
menor do que a parte real. Esta hipétese é uma excelente aproximacao para valores de
amortecimento encontrados em materiais comuns, tais como ago (Wohlever, 1988). Aplicando-
se a hip6tese de que |k1| > |ks| na equagdo 2.16, observa-se que o segundo termo que envolve as
funcoes senos e cossenos ¢ muito menor que o primeiro termo, portanto, pode ser desprezado.

Assim, o fluxo de energia médio no tempo sera:

1
(q} - ah-’EATklﬂALIQegkzz - |BL|2€-—2kz:} (222)

A simplificacio da densidade de energia total média no tempo, representada pela equagao
2.19, ¢ feita considerando-se que o fator de amortecimento é muito pequeno (7 < 1), e que
o quadrado da magnitude do nimero de onda (|k|?) é:

W

12 x5 :
k| =z (2.23)

Multiplicando-se ambos os lados da equagao 2.23 por F.47 e substituindo ¢? por %, tem-se:

] 2
- = EAT“"—; = pApu? (2.24)

Arlk? ~ BAp
EAr|k]" ~ EAr—

Substituindo-se a equagao 2.24 em 2.19, o segundo termo da equagdo 2.19 torna-se zero,
simplificando a equagao. Assim, a densidade de energia total média no tempo pode ser escrita

da seguinte forma:

1
(e) = 5,0/4;%'2{|AL|2*‘32kizz + | Br[Pe 2} (2.25)

As densidades de encrgia potencial ¢ cinética média no tempo sao fungoes espacialmente
harmoénicas, e estao em diferenca de fase. A razao desta diferenca estd na forma da solugao de
deslocamento, equacio 2.9, e no modo em que as densidades de energia potencial e cinética sao
armazenadas. As componentes harménicas das densidades de energia potencial e cinética, sao
essencialmente iguais em magnitude mas negativa uma em relagao a outra. Para a hipotese
que o amortecimento é pequeno (7 < 1), observou-se que a soma das densidades de energia
potencial e cinética resulta no cancelamento das componentes harménicas e que a densidade
de cnergia total média no tempo ¢ bem representada pela equagao 2.25. Wohlever (1988)
exemplificou o comportamento da distribui¢do de energia para uma barra excitada por uma
forca harménica em uma extermidade e livre na outra, figura 2.2. A densidade de energia
potencial, equacao 2.11, é proporcional ao quadrado da primeira derivada da solugao de



deslocamento em relagao a z. A densidade de energia cinética, equagio 2.12, é proporcional
ao quadrado da primeira derivada da solugao de deslocamento em relacio a t. Devido a
natureza harménica da solugao, a primeira derivada do deslocamento e o deslocamento estao
fora de fase um em relagdo ao outro de 1/4 de comprimento de onda. Conseqiientemente, &
soma das densidades de energia potencial e cinética resulta no cancelamento das suas porgoes
harmoénicas. Assim, a densidade de energia total é aparentemente constante, mas com um
leve decaimento devido 4 dissipacao de encrgia ao longo da barra, figura 2.3. Os resultados
das densidades de energia total, potencial e cinética foram calculadas utilizando-se o SEM
para uma freqiiéncia de 1000 Hz, obtendo-se os mesmos os efeitos estudados por Wohlever
(1988) sobre essa estrutura. Os pardmetros da barra de aluminio encontram-se na tabela 2.2.

Fo(x—x,)e'” ——p

1 L Ny |
L |
Xo X

Figura 2.2: Barra excitada por uma forga harménica em uma extremidade e livre na outra.

Tabela 2.2: Parametros da estrutura (Barra)

Area 4e — 04 [m?]
Densidade 2700 [£2]
Médulo de elasticidade | 7.1el0 [Pa]
Comprimento 6 [m]
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Figura 2.3: Densidade de energia cinética, potencial e total média para uma barra excitada
longitudinalmente em uma f=1000 [Hz].

2.3 Equacao diferencial de energia para barra

2.3.1 Relacao entre o fluxo de energia e a densidade de energia
Aplicando-se o gradicute na cquagao 2.25, obtém-se:

dle) 1

E‘ = -ijq‘wzkz{lAL]gezkgx = |.BLl2€_2k2I}

(2.26)
Dividindo-se a expressio aproximada do fluxo de energia médio, equagao 2.22, pelo gradi-
ente da densidade de energia média aproximada, equagao 2.26, obtém-se uma relagao simples
entre fluxo e o gradiente de energia:

__cdfe
(@) = T

(2.27)
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2.3.2 Balango de energia em um elemento diferencial de barra

Para se obter a equagao diferencial de energia para barra, um balanco de energia em um
elemento diferencial é realizado, como mostra a figura 2.10. A taxa de densidade de energia
dentro do elemento diferencial deve ser igual & poténcia injetada (q), menos a variacao do
fluxo de energia saindo do volume de controle, e menos o fluxo de energia dissipado no mesmo

(Wohlever e Bernhard, 1992). Assim, a equagao resultante do balanco de energia é:

Oe 0

5 = 5 Mas (2.28)
sendo que:
- % é a taxa de energia dentro do volume de controle;

-g;: é a variacao do fluxo de energia no volume de controle;

- Taiss: € a poténcia dissipada no interior do volume de controle.

Na equagdo 2.28, a taxa da densidade de energia torna-se zero devido & condigdo de
regime permamente da barra. Também considera~se que a poténcia injetada (q) ¢ aplicada
no contorno. Assim, a partir dessas hipdteses e substituindo-se a relagao entre o fluxo e a
densidade de energia, equagao 2.27 na equagao 2.28, consegue-se expressar o gradiente do
fluxo de energia em termos da segunda derivada da densidade de energia. Portanto, a forma
da equacao 2.28 em regime permanente é:

2
%%ﬁl =T} g =0 (2.29)

Fé(x—x,)e’™
—_—

”dm

ra dgq

dx

dx

Figura 2.4: Balango de energia em um elemento diferencial de barra.
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Em condicio de regime permanente, a equagdo 2.29 mostra que a poténcia dissipada
naquele ponto é proporcional & segunda derivada da densidade de energia naquele ponto.
Calculando-se a segunda derivada da densidade de energia, e substituindo-se na equagao
2.29, obtém-se a poténcia dissipada:

i
() s = AT [| AL + | BL e (230)

Dividindo-se a expressao da densidade de energia, equagao 2.25 pela equagao 2.30, e
resolvendo para poténcia dissipada, tem-se a seguinte expressao:

() gise = T (€) (2.31)

Portanto, a poténcia dissipada em um ponto é proporcional 4 densidade de energia na-
quele ponto. Nefske e Sung (1989), que aplicaram a analise do fluxo de energia em vigas,
desenvolveram o termo de dissipacao de encrgia a partir de uma hipotese da Andlise Es-
tatistica de Energia (SEA), a qual diz que a poténcia dissipada é proporcional & energia total
de um subsistema na banda de freqiiéncia em que estd sendo executada a analise.

Dara finalizar a dedu¢do da equagio difereucial de energia proposta por Wohlever ( 1988),

o resultado da equacio 2.31 deve ser substituido em 2.29:

d? (e)
d?

—¢*{e) =0 (2.32)

sendo que, @ = n?w
A solugao geral para equagdo 2.32 é:

(e) = G+ G~ (2.33)

As amplitudes G; e G, sdo obtidas através da aplicagdo das condigbes de contorno.

Conhecendo-se estas constantes, pode-se determinar o fluxo de energia pela substituigao

da equagao 2.33 em 2.27:

() = —c{G1e*”" — Gae™*"} (2.34)

As condicbes de contorno de EFA sdo similares as utilizadas em SEA, ou seja, o fluxo de

encrgia injetado na estrutura ¢ conhecido, ¢ pretende-se determinar os uivels de cncrgia.
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2.4 Solucao Analitica da Vibracao Transversal de uma
Viga

Para desenvolver a equagao de movimento utilizada na modelagem do fluxo e da densidade
de energia, utilizou-se a teoria de Bernoulli-Euler. A teoria é vilida para as hipdteses:
0 comprimento de onda é grande comparado & dimensio da segdo transversal da viga, a
ncrcia rotacional ¢ a deformagao devido ao cisalhamento sdo desprezadas. Portanto, pode-se
considerar que os planos da secao transversal sao normais  linha neutra como mostra a figura
2.5, e a funcao de inclinag¢io o(t) = -(3% de qualquer se¢do ao longo da viga pode ser obtida

pela diferenciacao do deslocamento transversal V(z,t).

Linha Neutra

Figura 2.5: Deformagédo da se¢do da viga de Bernoulli-Euler.

Assim, a equacdo do movimento da viga pode ser escrita como:

Ec]d“i‘/(:t:,t)

7 = Fo(z — ) (2.35)

PV(z,t
+ ,OAT—"%J

ot
Sendo que:

E.T: rigidez transversal;

V(z,t): deslocamento transversal de uma viga como uma funcao de posigao e tempo;

pAr: densidade por unidade de comprimento;

Fo(x — ): forca harménica aplicada na posicio .
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Como no caso da barra, considera-se que o sistema estd em regime permanente e que
0 amortecimento estd incluso no médulo de elasticidade complexo. A excitacio consiste de
uma forga transversal harmoénica, 2.6. Assim, a equagéo 2.35 pode ser re-escrita da seguinte
forma:

d'v(z) w?pAr (1-jn) (z) F 8(z — z0) (2.36)

At B A+ T T

sendo que, neste caso o mimero de onda k é dado por:

2 -
4 WpAr (1—jn)
i 2.37
g EJ (1+77) (2.37)

Substituindo-se k* na equagao 2.36. entdo a equagao de movimento na forma espectral é:
G ag

div(z)
dxt

F
kd - or — 2.38
+ko(z) = 776(@ ~20) (239)
a solugao homogenca da equagao 2.38 ¢ dada por:
v(z) = Ape 7 + Bpel™® + Cre™™" + Dpe*” (2.39)

que, escrita em funcao da posi¢ao e do tempo, é dada por:

V(z,1) = (Ape™** + Bpe/*® + Cpe™* + Dpet®) e (2.40)

Fé(x- xo)ej‘“l

231, 2L/
T

X ¥ X5

v

Figura 2.6: Viga livre-livre vibrando transversalmente.

Na equagao 2.39 os dois primeiros termos, Ape™7%* e Bre’**, representam as ondas pro-
pagantes para a direita e para a esquerda, respectivamente. Os tltimos termos, Cre ** e

Dpe**, representam as ondas evanescentes que se extinguem dentro do campo préximo. para
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a direita e para a esquerda, respectivamente. As amplitudes Ap, Bp, Cr e Dr da solucao
geral sao determinadas aplicando-se as condigdes de contorno da viga. As condicdes de con-
torno sio dadas por deslocamentos vertical, rotacdo. momento fletor e esforco cortante. A

condi¢ao de deslocamento em z = z; é;

v(Z0) = vp (2.41)

A condicio de rotagao é:
ﬁl
By =0

onde vy e ¢ sdo valores conhecidos. As condicdes de contorno de momento fletor e forga

= ¢o (2.42)

cortante podem ser escritas da seguinte forma:

6%
M= Eféw—z (2.43)
e a forca cortante:
7 EI(%; (2.44)

A convencao de sinais para os esforgos que atuam na viga esta representada na figura 2.7.

4
\‘\J

Figura 2.7: Convengao de sinais para os esfor¢os que atuam em uma viga.

2.4.1 Determinacao do fluxo de energia e da densidade de energia
em uma viga

Diferentemente do caso da barra, onde somente a forga axial estd envolvida neste woeca-

nismo de transmissao de energia. o fluxo de energia em uma viga é transportado pela forca

cortante e pelo momento fletor. Assim, o fluxo de energia médio no tempo associado com a

forca é obtido por:

.- (2450 (22 )
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- Ef%gﬂ: forca cortante;

= __avg,a): velocidade transversal.

O fluxo de energia médio no tempo associado com o momento fletor é dado por:

1 OV (z.t)\ [(—0*V(z, 1)\~
(@), = ERE{(E} 52 ) ( py ) } (2.46)
- EI 622;_&’,“‘): momento fletor;

- %ﬂ: velocidade angular.
Substituindo a solugao geral, equagao 2.40, nas equacdes 2.45 e 2.46, os fluxos de energia
associados a forga cortante, e a0 momento fletor podem ser escritos na forma:

1 .
—_— 1j 13 ’-A —kz S B kx T —kx kx
(4). 215‘ wRe{jk° [j Ape iBre*® — Cpe™= + Dpeke) -

[A.:re_jk“ + Bpe®™* 4 Cpe™= + D,ue’“]'}

1 o -
=—-FE] 2 ; ik TRV ke ks
(@) m 9 w|k|[*Re{jk [A}vf' + Bre’ Cre Dpe ] -

[jApe—jk:c s jBFejka: + CFe—k..'-: _ DFekz].}

A densidade de energia total para uma viga vibrando transversalmente é representada
pela soma das densidades de energia potencial e cinética. A densidade de energia potencial,

é dada por:
1, (@V(z,1))\°
e a densidade de energia cinética por:
R av(z, 1)\ 3
Eciu == 5:0/4'}‘ ( dt ) (2-00)

Substituindo-se a equagao 2.40 na equagio 2.48 e 2.49, e calculando-se os valores médios,

as equacoes resultantes sao:

(E) ——1-E11k2]2Re{ [Are™* + Bpe’*® — Cre™ = — Dpet]

i _ (2.51)
[AFe‘*jkI + BFeJk:r . Gpe‘fcx _ Dpek::]"}
1 . ,
E) i =7pArw’Re{[Are 7 + Bpe™ + Cpe™ + Dpe*
( )cm 4ﬁ T {[ F F F F } (2.52)

[,’Lc'cujkx + Bp(.’jkx G CFC_kx + Dpck"]*}
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O ntimero de onda para uma viga é definido na equagao 2.37. Para um amortecimento
muito pequeno, ou seja, 7 < 1, a parte real de k! serd muito maior do que a parte imagindria.

Utiliza-se a hipétese de que a parte real e imagindria do & possa ser:

WQJOAT % w
pogs | 2T W 2.53)
l ( E} ) CS‘ ( 0;
9 4 1
n (WipAr\? 7 5
byts —d [ 27 " ek 9.54)
s 4( s ) T, (2.54

1
— [«PEINT : I ;
sendo que, ¢, = (W) , € a velocidade de grupo para ondas de transversais na viga.

As expressoes para as densidades de energia potencial e cinética médias no tempo podem
ser expandidas e termos dos coeficientes da solugao analitica, cquagao 2.40,

TR o LY

pot = 4 k2|2{|/‘4p|292k21 o ]BF|2€—2£‘22 + |CF|2€_2klx i |DFi2€2k]I

— 2¢”**[Re(ArCF) cos(za2) + Im(ArCr) sin(zez)] — 2¢™*[Re(ApD}) cos(z )

+ Im(ApD7) sin(z12)] — 2¢7*[Re(CrBy) cos(z12) + Im(Cr By) sin(z2)] (2.55)
— 2¢7*[Re( D By,) cos(zex) + Im(Dp B}.) sin(z2z)] + 2[Re(ApB};) cos(2k1z)

+ Im(ApB}) sin(2k12)] + 2[Re(Cr Dj) cos(2kaz) + Im(CrD},) sin(2koz)| }

1
E s
( > (=528 4

+ 2e” 2" [Re(ApC}) cos(201) + Im(ArCy) sin(z2z)] + 2¢™"[Re(ArDy) cos(z1z)

+ Im(ApD}) sin(z1x)] + 277 [Re(CrBy) cos(z1z) + Im(CrBy) sin(z7)] (2.56)
+ 2e**[Re(DrB}) cos(222) + Im(DpBy) sin(22z)] + 2[Re( ApB}) cos(2k,z)

+ Im(ApB}) sin(2k12)] + 2[Re(CrD}) cos(2k2z) + Im(CrDy) sin(2kex)]}

,O.’llj"wzﬂ./lp]zf.’zk?z e |BF|26—2:':QJ: + |CF|ZC—2k13: + |DF]2‘_,_,2R‘1x

sendo que,

n=kt+tk=h (l— ?Z?) (2.57)

zo =k — ko = Ky (1 + ‘g) (2.58)

Utilizando-se a hipétese de 7 < 1, algumas simplificacoes podem ser feitas para densidade
de energia total. Entdo, quando 5 < 1, a magnitude de |k?|? é:

1 2 PAT 2.59
R~ T (2:59)
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Multiplicando-se ambos lados da 2.59 por E1,

imy Elwg%lTT = pArw? (2.60)

A densidade de energia total média aproximada pode ser obtida substituindo-se a equacao

EI|k?

2.60 na densidade de energia potencial média, cquacao 2.55. Em seguida, adicionando-se as
equacoes 2.55 e 2.56, tem-se:

1L
(e) = §pATw2{|Ap|262k” + |Br|*e™?** + |Cp|?e™ %" + | Dp[?e**'* + 2[Re(Ar By cos(2k:z)

+ Im(ApB}.) sin(2k17)] + 2[Re(Cr D) cos(2kaz) + Im(Cp D) sin(2k,z)| }
(2.61)

2.4.2 Simplificacao das equacgoes do fluxo de energia e da densi-

dade de energia para uma viga

Expandindo-se as equacoes 2.45 ¢ 2.46. em fermos dos cocficientes da sohicao analitica:

1 . , . _
(@), = —EIwRe{jE*[j| Ap|*e®*" + j(ArBp)e 2" + j(ApCi)e” %% + j(ApDy)e 77
c 2 i

— §(BrAR)e¥® — j|BpfPe®2® — j(BpCh)e 94% — j(Bp D))=
— (CrAp)eri-9a2  (CpBy)eMn= — |Cplie201= — (CpDy)e 4
+ (Dp AR5 + (DpByp)el! %% + (DpCp)es* + | Dpffe ]}
(2.62)
e
{g),, = —%Elee{jklkFMApFe%” — j(ApBr)e ¥Rs — (ApCr)e ()2 4 (Ap Dy )eli-i)as
+3(Brap)e™™* ~ j|Brl'e = — (BrCrje™ 15" + (BpDp)el 1922
— j(CrAR)e~ 9% & j(CrBp)e 195 1 |Cpffe 2917 — (CrpDp)e "
=5 (DeAR)e M BE 4 (DBl 5% 4 { Dy OR)e?% — | DRt}
(2.63)

Um procedimento que representa uma média espacial local (suavizagao) deve ser realizado
para que o fluxo de energia tenha um comportamento constante em relacao ao espaco. Essa
média espacial é executada ao longo de um trecho da estrutura de comprimento A, e é definida
por:

x+A
@=-3/ @i (2.64)

sendo que:



- {(g): é a soma da densidade de energia média no tempo devido a forca cortante, equagao

2.62. e ao momento, equagao 2.63;

27
- A = —: comprimento de onda;

assim, (g) é dado por:

(a} — &{4,”((;‘?1)3 " kl(k2)2)[/1p!2c2kgx o IBF|2G-—2k2z] + ((kl)ka _ (k?)S)[DFJ2CEklz+4ﬂ

4
ke )4 _ kg(kg)z
. C‘ 2 -2k 2( 1 1
|Cpl7e™ ] + B T—

+ Im(Cp D} ) [sin(2ksz) — sin(2ks) (2 + A)]] + 2(k1)2koe ™ [Re(4pCF) sin(k )

— Im(ApC}) cos(kiz) + Re(Cr By) sin(kyz) — Im(CpBy) cos(kiz)]

+ 2(ky )2 koc?™ M7 [Re(Ap D} sin(kz) — Im(ArpD}) cos(kiz) + Re(Drp By sin(ky z)
— Im(DpBy) cos(kiz)]}

[Re(CrD73)[cos(2kaz) — cos(2ky)(x + A)]

(2.65)

Uma idéia similar ¢ aplicada para derivada da cquacao 2.48, resultando no gradiente

médio espacial da densidade de energia total:

@ 1 [P d(e),
i x/; “dz (2.66)

Sendo que:

d(e)

¥ é o gradiente da densidade de energia média no tempo;

portanto, a expressao resultante da integragao é dada por:

d e ET : =2k z 1 3 1T

_j{%} — E{4ﬁ(k1)4kﬂ[|‘4p|2egk2z _ |BF|28—2L2z] - !CFIQR 2k + |Dp12€4 +2k

+ Re(CrD})[cos(2ks)(z + X) — cos(2kaz)] + Im(Cr Dy [sin(2kz)(x + A) — sin(2k2z)] }
(2.67)

Algumas aproximagoes com base em 5 < 1 sao utilizadas na simplificacao do fluxo e do

gradicute da densidade de energia média espacial:

2R 2y = k']_ (268)
27 2m

A= — = — 2.69
k kl ( )
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e —1xet” (2.70)

i (2.71)
¢ ki—1 2‘:47]’% (2.72)
4 k2
e =Ll (2.73)
ki
n ;
(k1)® — k1(k2)? = (k1)? (1 = B) ~ (k;)? (2.74)

A presenga de termos de campo préximo na solugao analitica de deslocamento para viga
resultain em expressoes do fluxo de energia médio espacial e do gradiente da densidade de
energia meédia espacial, equagao 2.65 e 2.67, que ndo sdo simples. Wohlever (1988) mostrou
que, em altas freqiiéncias, a solugéo analitica de deslocamento, equacao 2.39, pode ter uma
aproximagao adequada para grande parte do comprimento da viga. Para isso considera-se
que a solucdo analitica é composta somente dos termos de campo distante. Assim, pela
aplicacao do conjunto de equagdes, de 2.68 a 2.74, mais a hipétese de campo distante, as
expressocs que descrevem o fluxo de energia médio espacial e o gradiente da densidade de
energia média espacial. equagoes 2.65 e 2.67, podem ser simplificadas, resultando em:

(@ = BIoA(k)*[ A — |Bpf%e2]) (2.75)
28 — BI{(k) kol ArlPe2ee — | Bfteae) (276)

Dividindo-se a equagao 2.75 pela 2.76, e resolvendo para (7). determina-se uma relagio
cutre o fluxo de energia ¢ o gradiente de densidade energia mdédias
5
. dc; d(e)

=t (277)

assim, o fluxo de cuergia médio ¢ proporcional ao gradiente da densidade de energia média.

Wohlever (1988) também exemplificou o comportamento da distribuicao de energia a, par-
tir da solugao de deslocamento, equagéo 2.40. Esta solucdo possui quatro termos, sendo que
0s dois priteiros sao similares aos da solugao de barra, e consegiientemente representam uma
onda que se propaga. Os dois tltimos termos sio referidos como solugao de campo préximo.
desde que os efeitos deste termos sdo considerados préximo as descontinuidades (duas vigas
de geometria ou materiais diferentes, ou entdo a posicdo onde age a forca de excitagao). Os

termos de campo préximo podem ser seguramente desprezados quando consideram-se pontos
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distantes um ou mais comprimentos de onda de uma descontinuidade. Essa hipdtese, que

representa o campo distante, € razoavelmente comum em analise de fluxo de energia.

Para ilustrar a distribuicao de cnergia. considerc uma viga apoiada em ambas as extre-
midades, e excitada por uma forga harménica na posigao central, figura 2.8. As densidades
de energia potencial e cinética sao iguais em quase toda extensao da estrutura, figura 2.9.
Somente na posicio onde estd localizada a excitacao, as duas energias diferem. Esse com-
portamento é um resultado do efeito do campo préximo. A densidade de energia total é
espacialmente harmonica, porque diferentemente do caso de barra, quando a densidade de
energia cinética estd em seu maximo a densidade de energia potencial também estd no seu
maximo. Os resultados das densidades de energia total, potencial e cinética foram calcula-
das utilizando-se o SEM para uma freqiéncia de 1000 Hz, obtendo-se os mesmos os efeitos
estudados por Wohlever (1988) sobre essa estrutura. A tabela 2.3 apresenta os parametros

da viga de aluminio, que é excitada por wma forga transversal.

i

& g
o

Figura 2.8: Viga apoiada em ambas as extremidades, e excitada por uma for¢a harmonica

na posigao central.

Tabela 2.3: Parametro da estrutura (Viga)

Area 4e — 04 [?nz]
Densidade 2700 [ﬁ%] |

Médulo de elasticidade | 7.1el0 [Pq]

Momento de inércia | 1.33e-08 [m?]
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Figura 2.9: Densidades de energia cinética, potencial e total calculadas por SEM para uma

viga excitada transversalmente em uma freqiiéncia f=1000 [Hz|.

2.5 Equacao diferencial de energia para viga

2.5.1 Balango de energia em um elemento diferencial de viga

O mesmo procedimento utilizado para se obter a equacao diferencial de energia de barra
é aplicado para a viga. Portanto, um balancgo de energia em um elemento diferencial de viga
é realizado, figura 2.10. A taxa de variacdo da densidade de energia dentro do elemento
diferencial deve ser igual & poténcia injetada (¢), menos a variagao do fluxo de energia saindo
do volume de controle, e menos o fluxo de energia dissipado no mesmo, (Wohlever e Bernhard,
1992). Assim, a cquagao resultante do balango de cnergia ¢
e Jq
‘éz = B Mdiss

sendo que:

(2.78)

- ?—‘f: ¢ a taxa de variacdo da densidade de energia dentro do volume de controle;
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- g—g: é a taxa de variacao do fluxo de energia no volume de controle;

- Taiss: ¢ a poténcia dissipada no interior do volume de controle.

Na equagao 2.78. a taxa de variagio da densidade de energia torna-se zero devido a
condi¢ao de regime permamente da viga. Também considera-se que a poténcia injetada (g)
estd aplicada no contorno. Assim, a partir dessas hipéteses e substituindo-se a relacao entre o
fluxo ¢ densidade de energia. equagao 2.77, na equagao 2.78, consegue-se expressar o gradiente
do fluxo de energia em termos da segunda derivada da densidade de energia. Portanto, a
forma da equagao 2.78 em regime permanente é dada por:

4c; & (e)
a dz?

. (mdaﬁss =0 (2.79)

Fé(x—x,)e™
e

dx

Figura 2.10: Balango de energia em um elemento diferencial de viga.

Em condicao de regime permancnte, a cquacao 2.79 mostra que a poténcia média dissipada
é proporcional a segunda derivada da densidade de energia. Calculando-se a segunda derivada
da densidade de energia média, equagao 2.76, e substituindo-se na equagdo 2.79, obtém-se a

poténcia dissipada média:
]' 9T —2kax
(T) gies = 5,0;4Tw2nw{[,4p|282k‘ + | Bp|2e~ 22"} (2.80)
A densidade de energia média espacial é obtida integrando-se a equacao 2.76:

8
<?> _ pA;w {!AF|2€2k2m + |BF[2€—2FCQI]_ (2.81)
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Dividindo-se a equagao 2.80 pela equagdo 2.81 e resolvendo para a poténcia dissipada,

tem-se a seguinte expressao:

(T) diss = W (€) (2.82)

Portanto, a poténcia dissipada média espacial é proporcional & densidade de energia,
média. A equagao diferencial de energia para viga proposta por Wohlever (1988), pode ser
obtida substituindo-se a equacao 2.82 em 2.79:

&)

¢ P

T3 Pi(e) =0 (2.83)
. i 1
sendo que, 1 = 2%

9
A solugao geral para equacao 2.83 é:

(B) = G1e¥* + Goe™¥= (2.84)

As constantes (G} e Ga sao obtidas através da aplicacao das condicdes de contorno.
Conhecendo-se estas constantes pode-se determinar o fluxo de energia pela substituicao da
equacao 2.84 em 2.77, resultando em:

(@)= ~2¢; {Glei’bz = Gze_"bz} (2.85)

2.6 Relagoes de acoplamento de barras e vigas

O principal objetivo do EFA ¢ fornccer mmna forma pela qual a propagacio da cuergia
vibracional através de um sistema vibroactistico possa ser entendida. As equagoes que go-
vernam os modelos de fluxo ¢ densidade de encrgia para um clemento individual de barra e
viga foram desenvolvidas. Contudo, para analisar a energia em uma estrutura composta por
vérios destes elementos, um método de acoplamento precisa ser definido. Muitas pesquisas
em SEA tém sido feitas com objetivo de desenvolver parametros de acoplamento, também
conhecidos como fatores de perda por acoplamento (CLFs) , (Scharton, 1968), (Remington e
Manning, 1975), (Newland, 1968), (Newland, 1966), (Crandall e Lotz, 1971) e (Brooks e Maidanik,
1977). Uma técnica comum utilizada para acoplar estruturas em SEA conhecida como o
mcétodo da transmissao de ondas foi usada neste trabalho ¢ serd descrita nesta scgao. Aco-
plamentos sdo descontinuidades na estrutura, também referidas como juntas, as quais podem
ser representados por variacdes do material. da geometria (secdo transversal, momento de

inércia) ou das configuragées estruturais (por exemplo, conexdes da estrutura na forma de LS
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L.Y, etc.). As relagoes de acoplamento sao utilizadas para quantificar os efeitos sobrepostos
de todas as ondas transmitidas e refletidas em ambos os lados das juntas. Os parametros
utilizados na descri¢do da troca de energia entre os elementos envolvidos sao chamados de
coeficientes de transmissao ou reflexao. Estes coeficientes sao definidos como uma taxa de

cnergia transmitida ou refletida na juuta.

2.6.1 Relacoes de acoplamento de barras colineares

Cousidere duas barras fiuitas acopladas, 4 e B, sendo excitadas por uma forca axial
harménica como mostrado na figura 5.3. As ondas incidentes sobre a junta produzirao ondas
parcialimente refletidas e A e transmitidas em B. As ondas transmitidas encontram a
extremidade da barra B, e sao totalmente refletidas de volta sobre a junta, sendo parcialmente
transmitidas para barra A e refletidas para B. A primeira onda que foi refletida na junta
sobre a barra A encontrara a extremidade desta e sera totalmente refletida de volta sobre
a junta. Este processo continuard indefinidamente enquanto a fonte de excitagao injetar

poténcia no sistema.

F‘(v)ej&}r

Figura 2.11: Duas barras colineares acopladas excitadas por uma for¢a harmonica.

Para quantificar o efeito de sobreposi¢io de todas as ondas transmitidas e refletidas,
o comportamento das juntas em estruturas finitas serd descrito localmente através de um
modelo de junta em barras semi-infinitas. Considere um modelo de junta composto por

barras semi-infinitas acopladas, A e B, como mostrado na figura 2.12.

— I v —_— =
~ LLBA| _ LLBB
Pia NN 1| T L Pus

Figura 2.12: Coeficientes de transmissio e reflexao resultantes de ondas incidentes longitu-

dinais em cada barra, Pra € Prg.

Uma onda longitudinal vindo da barra A (Pa4y) e outra da barra B (Pgr) simultane-

amente, incidem sobre a junta sendo parcialmente transmitidas e parcialmente refletidas.
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Desta forma, a componente longitudinal do fluxo de energia na barra B pode ser represen-
tado como a soma das contribuigoes devido & onda parcialmente refletida em B e & onda
parcialmente transmitida de A para B. Um sinal positivo ou negativo do fluxo de energia é
convencionado em fungao da diregao do fluxo de energia que chega ou sai da junta, respecti-
varente. Assim, o fluxo de enargia liquida propagando da junta para a barra I3 (saindo da
junta) é dado por:

(@18 =TrLaB(@)s + riLE{)} (2.86)

sendo que,

- Trpi;: coeficiente de transmissao longitudinal na barra j devido a uma onda incidente
longitudinal na barra i (i, j=A, B);

- Trpu: coeficiente de reflexao longitudinal na barra i devido a uma onda incidente longitu-

dinal na barra .

A componente longitudinal do fluxo de energia na barra A pode ser representada como
a soma das contribuigoes devido & onda parcialmente refletida em A e & onda parcialmente
transmitida de B para A. Entao, o fluxo de energia liquido propagando da junta para a barra
4 ¢ dado por:

(@04 =TrLaa(@)] + TLLBA(Q)E (2.87)

Em estruturas unidimensionais, os coeficientes, Tpr;; = Trrji € ToLs = TLLjj- Assim,
apenas um conjunto de coeficientes de transmissao e reflexao precisa ser calculado. Visto que
para juntas conservativas, a soma de T4 + rizap = 1, a soma das equacoes 2.86 e 2.87

produz uma relagao de equilibrio do fluxo de energia na junta,

({;)E_A —{@za= <Q>EB —{Mrp=0 (2.88)

a qual € uma reiteragao da conservagdo do fluxo de energia através da junta. Desta forma,
as equagoes 2.86 e 2.87 sao uma representacao alternativa do principio da conservagao da
energia. O desenvolvimento das relagoes dos cocficientes de transmissio e reflexao para

barras colineares acopladas encontra-se no apéndice A.1.
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2.6.2 Relacoes de acoplamento para vigas colineares

No caso de vigas colineares acopladas, figura 5.5, o fluxo de energia em ambos os lados da
junta também pode ser representado utilizando-se os coeficientes de transmissao e reflexao.
Os coeficientes de transmissao e reflexdo resultantes de ondas incidentes transversais propa-
gantes da direita, Aur, e da esquerda, App, sdo representados em vigas semi-infinitas na

figura 2.14 como linhas sélidas e tracejadas, respectivamente.

Jjawt
Fpe

Figura 2.13: Duas vigas colineares acopladas excitadas por uma forca harmonica.
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Figura 2.14: Coeficientes de transmissao e reflexao resultantes de ondas incidentes transver-
sais em cada viga, Apy e Apy.
Assim. o fluxo de encrgia liquido propagando da junta para a viga B ¢ dado por:
(@) pp = Trrasla)h + rrros{a)s (2.89)
e 0 fluxo de energia propagando da junta para a viga 4 é dado por:
(@) s =TrFAA (0)% + TrrBA (0% (2.90)
sendo que:

- Tppy: cocficiente de transmissao transversal na viga j devido a uma onda incidente trans-

versal na viga i (i, j=A, B);

- rppa: coeficiente de reflexdo transversal na viga 7 devido a uma onda incidente transversal

na viga 1;
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- (g)7p: a componente transversal do fluxo de energia na viga B pode ser representado
como a soma das contribui¢ées devido a onda parcialmente refletida em B e da onda
parcialmente transmitida de A para B.

De forma similar ao da barra, também para vigas os coeficientes TFFij = TFFji € TPpy =
rrrs;- O desenvolvimento das relagGes entre os coeficientes de transmissio e reflexao para

vigas colineares acopladas encontram-se no apéndice A.2.

2.6.3 Relagoes de acoplamento para duas vigas acopladas em angulo

arbitrario

Para duas vigas acopladas em um angulo arbitrdrio, figura 2.15, qualquer um dos dois
tipos de excitacao, longitudinal ou transversal, produzird na estrutura fluxos de energia com
componcentes de ondas longitudinal (axial) ¢ transversal (flexo).

jwt
Fye

| A \ ¢l

Figura 2.15: Duas vigas acopladas em um angulo arbitrdrio excitadas por uma forga

harmonica.

Um modelo similar aos anteriores, os quais utilizavam vigas semi-infinitas, pode ser
tatubém aplicado neste caso. Os coeficientes de transmissao e reflexio resultantes de uma
onda incidente transversal propagante da direita, Ar4, sio representados por linhas sélidas
na figura 2.16. Os cocficicntes de transmissao ¢ reflexio resultantes de uma onda incidente
transversal propagante da esquerda, App, sdo representados por linhas tracejadas na figura
2.16.
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Figura 2.16: Coeficientes de transmissio e reflexao resultantes de ondas incidentes transver-
sais em cada viga, Ars e App.

Na figura 2.17, os coeficientes de transmissio e reflexao resultantes de uma onda incidente
longitudinal propagante da direita, P14, sio representados por linhas sélidas. J4 os coefici-
entes de transinissao e reflexiio provenientes de mma onda incidente longitudinal propagante

da esquerda, Prp, sio representados por linhas tracejadas, 2.17.

Figura 2.17: Coeficientes de transmissio e reflexao resultantes de ondas incidentes longitu-

dinais em cada viga, Py e Prn.

Os fluxos de energia transversal e longitudinal propagando-se da junta para a viga B e A

sao representados pelas seguintes equacoes:

(75 = Trras{@)ba + rerss(Q) b + TLras{@) s + TLrss{e)is (2.91)
(pa = TrrAr{Q)bs + TrrRA Q) FE + TrrAA(Q) T4 + TLFRA(D) T8 (2.92)
()15 = ToraB(@)a+ rrees{a)Fp + Teas(Q) s + riieB{d)is (2.93)
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(@4 =T1Praald)Fa+ TrrRal{d)ip + rrraa{d)ia+ Trreal@)is (2.94)

sendo que:

= Tmnig cocficiente de transmissao do tipo de onda n na viga j devido a uma onda incidente

do tipo m na viga i (i, j=A, B e m, n = transversal, longitudinal);

- Tmnii: COeficiente de reflexdo do tipo de onda 7 na viga j devido a uma onda incidente do

tipo m na viga i;

- (@)rp: € o fluxo de energia transversal propagando-se da junta para a viga B. ()7 é re-
presentado pela soma das seguintes contribuigdes: compoucente transversal do fluxo de
energia transmitido parcialmente de A para B na direcao negativa, componente trans-
versal do fluxo de energia refletido parcialmente em B na direcio negativa, componente
longitudinal do fluxo de energia transmitido parcialmente de A para B na direcio ne-
gativa e componente longitudinal do fluxo de energia refletido parcialmente em B na

direcao negativa.

O desenvolvimento das relagdes entre os coeficientes de transmissio e reflexao para vigas
acopladas em angulo arbitrdrio encontram-se no apéndice A.3.

2.6.4 Relacoes de acoplamento para um sistema de vigas ramifi-

cadas

Para um sistema de vigas ramificado, figura 2.18, somente os coeficientes de transmissio e
reflexdo resultantes de duas ondas incidentes, Ar4 e Py 4, de um total de seis sio apresentados
nas figuras 2.19 e 2.20, porque as figuras ficariam demasiadamente complicadas. Portanto,
os cocficicntes de transmissao ¢ reflexao resultautes de uma onda incidente transversal pro-
pagante da direita, Ap4, podem ser vistos na figura 2.19. Os coeficientes de transmissio e
reflexao resultantes de wma onda incidente longitudinal propagante da direita, Py 4, podem
ser vistos na figura 2.20. Os fluxos liquidos longitudinais e transversal na junta sdo dados por:

(@) rr = TrFaB(Q)Fa+7FrEB(Q) b+ TFreB{Q) o+ TLRAB(@) A +7LrBR(Q) 5+ TLrc(@) e
(2.95)
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(D Fa=1rraal@Fa+TrraAlQ) Fp+TFrCA(®) Fo+TLFaAlD) T4+ TLFBA(G) I+ TLFCA(D) T
(2.96)

(D rc = Trrac{@) 4+ TrrBc (@) ha+TPPOC{0) Fo+TLPAc ) fa+TLrBe{4) Lp +TLrcc () I
(2.97)

(@ = TrLaB{@)Fa+TrLBB(@) FB+TPLeB(Q) e+ TLLAB(0) T4+ TLLBB(Q) E 3+ TLLcB (D) I
(2.98)

(D24 =TPLaa{D) Fa+TrLa{Q)F5+ TrLcal@) Fe+TrLaal@) T i+ Treeal@) i+ ToLca(@)ic

(2.99)
e
(0 7c = TrLac(a) o+ TrLec (@) e+ TrLcc(q) be+ Tiracla)f A+ TLLBe (@) T+ Tircc(0) Te
(2.100)
sendo que:

- {q)rp: € o fluxo de energia transversal propagando-se da junta para a viga B. (q)pp € re-
presentado pela soma das seguintes contribuigoes: componente transversal do fluxo de
energia transmitido parcialmente de A para B na dire¢ao negativa, componente trans-
versal do fluxo de energia refletido parcialmente em B na diregao negativa, componente
transversal do fluxo de energia transmitido parcialmente de C para B na dire¢ao nega-
tiva, componente longitudinal do fluxo de energia transmitido parcialmente de A para B
na dire¢ao negativa., compounente longitudinal do fluxo de energia refletido parcialmente
em B na diregdo negativa e componente longitudinal do fluxo de energia transmitido

parcialmente de C para B na dire¢ao negativa.
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Figura 2.18: Tres vigas acopladas em angulos arbitrdrios excitadas por uma forca harménica.

Figura 2.19: Coeficientes de transmissio e reflexao resultantes de uma onda incidente trans-
versal, Ar 4, na viga A.
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Figura 2.20: Coeficientes de transmissao e reflexdo resultantes de uma onda incidente longi-

tudinal, Pp4, na viga A.

O desenvolvimento das relagoes entre os coeficientes de transmissao e reflexao para um

sistema de vigas ramificadas encontra-se no apendice A.4.
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Capitulo 3

METODO DO FLUXO DE
ENERGIA UTILIZANDO
ELEMENTOS FINITOS

3.1 Introducao

As equagies diferenciais de densidade de energia obtidas mo capitulo 2 podem ser resol-
ndas numericamente através da formulacio do método dos elementos finitos.  Conhecido
como "Energy Finite Element Method-(EFEM)” e aqui denominado como Método do Fluzo
de Energia utilizando Elementos Finitos, esta metodologia serd apresentada neste capitulo.
Baseado nas equagdes de equilibrio de energia, 0 EFEM prevé a densidade de energia em
sub-sisteinas (clementos) cstruturais ou acisticos discretos. Portanto, o EFEM ¢ capaz de
predizer a variagdo espacial da energia mecdnica de forma suave. Um outro resultado, € que o
EFEM podc traiar de forma mais simples a aplicacdo de cfcitos locais tais como poténcia in-
jetada e amortecimento. Uma vantagem importante do EFEM ¢ gue as equacoes de energia
nestes elementos finitos sdo conceitualmente similares ds equacdes de fluxo de calor. Em
EFEM, a varidvel primdria e secunddria é representada pela densidade de energia e pelo
fluzo de energia, respectivamente. O nimero de graus de liberdade em cada nd ¢ igual ao
nimero de tipos de ondas propagantes, ou, pelo menos, igual ao nimero de tipos de ondas que
realmente estdo sendo levadas em conta. A formulagdo dos elementos finitos aplicada nesse
capitulo para cquacocs unadimensionias de cnergia, ¢ amplamente conhecida e tem como 0b-
jetwo deduzir as matrizes elementares (Zienkeinwicz e Taylor, 1 989). Neste capitulo, ndo serd
calculado o fluzo de energia (< g >) porgue a resolugdo do sistema de equacdes do EFEM
determina a densidade de energia em cada né do modelo. Entretanto, para o cdlculo do fluzo
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de energia seria necessaria a derivada da densidade de energia. Uma solucdo seria montar
um sistema de equacoes a partir da solucao geral da equacdo diferencial de energia, e utilizar
os valores nodais da densidade de energia para se obter por interpolacdo os coeficientes da
solucao (G, e Gz). Isso tornaria possivel calcular a derivada, e portanto, obter o fluzo de
encrgia. No prézimo capitulo serd apresentado um método que possibilita calcular de forma

exata o fluro e a densidade de energia.

3.2 Formulacao do Elemento Finito de Energia Unidi-

mensional

Considere a equacao diferencial unidimensional de energia apresentada no Capitulo 2,

cquacan 2.32, a qual re-apresentamos aqui como:

o2
—%VQ(S) + nw (e} = Min (3.1)

o,

sendo que:

cq: velocidade de grupo;

7j: fator de amortecimento;
- T,: poténcia injetada;

- w: freqiiéncia circular;

V2: operador de Laplace;

{¢): densidade de energia média temporal (no caso de viga (¢) = (7), o qual representa a

densidade média espacial suavizada).

Aplicando-se 0o método dos residuos ponderados de Galerkin na equacao 3.1, resulta na

formulagao integral equivalente dada por:

/r‘é (—%Vz{e) + nw (€) — ?T,,n) dl =0 (3.2)

Sendo que:

- I': é 0 dominio da estrutura, que pode ser uni, bi ou tridimensional;
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- & fungao teste ou de ponderacao.

A cquagao deve ser satisfeita para qualquer funcio de ponderacao ¢ que apenas cstd
definida dentro do elemento e seu contorno. Aplicando-se na equacao 3.2 o teorema do
gradiente e da divergéncia, obtém-se a formulagao fraca da equagdo diferencial de energia:

2 — e, 2 —3
fQV§-V@mr+fm¢¢mr-]@ﬁwu@.EMS—/fer=o (3.3
rnw r s Hw "
Sendo que:

- M € 0 vetor unitdrio normal ao contorno S do dominio T

O terceiro termo desta expansdo pode ser interpretado como a componente normal do

T —*
fluxo de energia através do contorno S, desde que (77) = —;}i V{e). Portanto, esse termo
"
pode ser escrito da seguinte forma:

C2—->
w i BRI oY e TR T)ewdS = .
L{nwV(e; ndS /!;é(q) ndS [;(q)nds (3.4)

sendo que, (g), € a componente normal do fluxo de energia.

A varidvel de campo. (c), pode ser aproximada por mn wimero de fungoes de forma N

(&) = Nile)s = [N {{e):} (3.5)
sendo que:
[N]:{Nz Ny Np - - . . N,,} (3.6)
( (e |
(€)
(€)s
{epa=¢ i (3.7)
L (€ )

- {e):: sd0 os valores das densidades de encrgia nos nés (graus dc liberdade);

= BippioTica CENTRAL



- p: é o nlimero de fungdes de forma, que é igual ao niimero de graus de liberdade.

O vetor [N] contém p fungoes de forma, onde as mais utilizadas sdo polinomiais do tipo

linear, quadrética e cibica. Nesta formula¢do foram utilizadas fun¢oes de forma quadraticas.

A aproximacao do gradiente da deusidade de encrgia pode ser escrita da seguinte forma:
V(e) = (VI[N {{e):} = [Bl{{e}s} (38)

- [V]: ¢ovetor do operador gradiente, que tew dimcensao de acordo com o tipo de componente

(uni, bi ou tridimensional);

- [B]: contém as componentes do gradiente das fungoes de forma N,.

As fungdes de ponderagdo £ sao expandidas em relagao ao mesmo conjunto de fungoes de

forma utilizadas para densidade de energia. Entao, a fun¢ao de ponderagao £ ¢ dada por:
n
£=Y Ni& =[N {&} (3.9)
T.-_—l
e o gradiente da funcao de ponderagao £ é:
V¢ = [VIIN]{&} = [Bl {&} (3.10)
Substituindo-se as equacoes 3.3, 3.9 e 3.10 na formulagio fraca de energia, equagao 3.3:

(&) [ / (%[BF‘{B] + nw[f\'l'f[Nl) ar{(eh} + [ INT"(@)ndS - / [N]’f‘wmdr] =0 (3.11)

A equagio 3.11 ¢ verdadeira para toda fungdo ou conjunto de fungdes de ponderagao de

valores {¢,}. Portanto, a equacao 3.11 pode ser reescrita da seguinte forma:
& AT
fi (n—;aB]T[Bl o nw[ﬁ«]ﬂ"[ﬁ']) dU{(e}:} = - [ [NT7()ndS + j [N"mindl  (3.12)
# s r

Desde que as fungdes de forma globais N, e as suas derivadas, sdo diferentes de zero nos ele-
mentos pertencentes aos nos 4. portanto. a integracao em todo o dominio I pode ser calculada
como uma soma das integrais sobre cada um dos dominios elementares. Considerando-se que
as funcoes de forma clementares sao idénticas as fungoes de formas globais, entao, a cquagao
3.12 pode ser reescrita para cada elemento na forma matricial:

K@ {(e)?} = {Q“)} + {F} (3.13)
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02
K= [, (2ABATA)+ NPT (G0 3.14)
Q== [ [N (g)adst® (3.19)
(FO} = / NI (3.16)
J e
sendo que:

- Tt € a poténcia injetada;
- {F®}: representa o fluxo de energia devido a uma fonte externa nos nés do elemento (e);
- {Q®}: é 0 fluxo de energia avaliado nos nds entre elementos:

- {(e)9}: contém os valores nodais da densidade de energia;

[K“)]: a matriz descreve o fluxo através do elemento (primeiro termo da integral) e a
dissipagdo de energia no elemento (segundo termo na integral).

3.2.1 Montagem da matriz global dos elementos estruturais aco-

plados

No FEM tradicional, a compatibilidade das varidveis primdrias (deslocamentos), e a conti-
nuidade das varidveis secunddrias (forgas) nos nés entre elementos sao utilizados para montar
as cquagoes matriciais dos clementos dentro do sistema matricial global do problema. No
EFEM, se os nés entre os elementos estruturais unidimensionais acoplados (barra ou viga)
nao correspondem a uma junta, as varidveis primarias (densidades de energia) e secunddrias
(fluxos de energia) sdo continuas nesses nds. Portanto, as relagoes de compatibilidade e de
continuidade nos nés entre elementos do FEM asseguram que o procedimento de monta-
gem do sistema matricial elementar no sistema matricial global também pode ser utilizado
cm EFEM. Entretanto, se os nés entre clementos correspondem a uma junta, a densidade
de energia nao é continua enquanto o fluxo permanece continuo. Assim, um procedimento

especial deve ser adotado para montar o sistema matricial elementar no sistema global.
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O procedimento possui duas caracteristicas essenciais. a primeira é que varios nés podem
estar localizados em uma junta de elementos estruturais multiplamente acoplados, e por isso,
miiltiplos valores de densidade de energia podem ser previstos. O segundo, é que na junta os
elementos estruturais sao conectados através de um mecanismo especial que leva em conta o
efeito de acoplamento dos diferentes tipos de ondas (longitudinal e transversal) propagando
na estrutura. Esse mecanismo, denominado de elemento de junta é unico para cada tipo
de configuracao cstrutural e tipos de ondas propagantes na cstrutira. No capitulo 2, foram
discutidos alguns destes tipos de mecanismo de junta propostos por Cho (1993), os quais
serao utilizados aqui para obtencao das matrizes de junta para o EFEM.

Para um melhor entendimento do procedimento de montagem do sistema matricial global,
equacao 3.13, serd apresentado um exemplo. Considere uma estrutura composta por duas
vigas colineares acopladas (A e B), com propriedades geométricas (se¢do transversal) ou tipo
de materiais diferentes. que sao excitadas por uma for¢a harmoénica transversal como mostra
a figura 3.1 (a).

(b)

elemento de junta

f42)

L]
Ad LA d * 1
e‘t .:eg e',“ gt e

(©

Figura 3.1: (a) Duas vigas colincarcs excitadas por mua forca harménica, (b) problema

equivalente de energia e (c¢) modelo de energia (EFEM).
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Considere que a viga A seja discretizada com dois elementos (A; e A3) e aviga B com um
elemento. A figura 3.1 (b) mostra o problema equivalente de energia, onde pode-se observar
que existe uma poténcia que estd sendo injetada na estrutura devido & forca harménica
transversal e que, devido as extremidades livre-livre do sistema, no h4 transferéncia de fluxo
de energla nas extremidades da viga. Finalmente, a figura 3.1 (¢) mostra o modelo de EFEM
do problema, onde entre os elementos A; e A, o acoplamento é feito sem descontinuidades
nos clementos (acoplamento continuo), cnquanto no acoplamento entre os elementos Ne D
existe uma descontinuidade entre os elementos (acoplamento de junta). O né 1 global e 1
do elemento A; é a posicao onde a poténcia estd sendo injetada, os nés 3 do elemento A; e
1 do elemento A, transformam-se no né 3 global, enquanto os nés 3 do elemento A, e 1 do
elemento B transformam-se nos nés globais 5 e 6, representando o o elemento de junta.

O primeiro passo do procedimento de montagem do sistema matricial global ocorre an-
tes da aplicacao das relacGes de compatibilidade e continuidade nos nés entre elementos.
Portanto, o sistema matricial global é montado da seguinte forma:

(ki KGVEGY 0 0 0 0 0 0 ]
KD g0 k{80 g 0 0 ¢ 0 B ( (D) ((Fy(A) ) [ @)
. (A1) oy (A1) (A1)
A A A £ F
Kél 1} K:Ezl} KI&S 1) 0 0 0 0 0 0 ( )?Al} (F>?,;l} (Q>€A1)
0 0 6 K(Az} K{AZ) K{Az) 0 § 5 {8}311 ( )3A (Q}?A
b e T (g8l (Pyite? (a);"%
0 0 0 K$P KPP KED o0 o0 o 4 (@42 2 = 4 (12 44 (@12 » (3.17)
{Aa) (As) (An)
o 0 0 KEDKPPKGD o o o || @57 e s
(B) po(B) p(B) (@1 (F52 (@1
0 0 0 0 0 0 Ky Kyt Ko {e)gs} {F)éB) (q){g}_?)
o 0o o o o o KPKPrP|@w®) @) | g® )
B B B
| o0 0o 0o 0o o o KPP D |

Como os néds globais 2, 4 e 7 néo correspondem a nés entre elementos, portanto, (g)g“‘” -
{q}é’ﬁz) i (q)éBJ = 0. As condicoes de contorno globais do problema s&o (q)g‘m = (g}é‘g) =
Desde que. 0 n6 3 ndo corresponde a uma junta, a relacio de continuidade do fluxo de energia

¢ dado por:

@5 + (@) =0 (3.18)
e arelacao de compatibilidade da densidade de energia é:

(e)s™) = (&{* (3.19)

assin, (quando as cquagoes 3.18 ¢ 3.19 sdo inscridas no sistema matricial global, a equagao

resultante torna-se:
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CREV RSY  mRY o o o o 0
K@V KGY  KgZY o 0o 0 0 0 '(c)‘é:‘p ’(F)%jl:‘
K Kt Kk k@ ke o 0 o | |90 | ] e i
o o Kk kg o o o | )l _)wmiwl ] 5,
o 0 k2 kD kD 0 0 0 (}gﬂ;) N <F‘}{3;’"\) {(q;;;s)
0 0 0 0 0o x® k2 kD E:}){EB: ii;?;a; 0
0 0 0 0 6 KR ELEY BEPL L (e}g‘” | | <F)§B’ }
L o 0 0 0 0 KD i ]
(3.20)

Os nés entre elementos 5 e 6 correspondem & junta, e como foi mencionado anteriormente,
a densidade de energia nao é continua, mas o fluxo de energia é continuo. Portanto, para o

fluxo, a relacdo de continuidade torna-se:

@ + (@) =0 (3.21)

Este exemplo trata do caso de vigas colineares acopladas com um tipo de onda propagando-
se ao longo delas. Assim, serd desenvolvido em seguida o elemento de junta para acoplar os

elementos estruturais A, e B com estas caracteristicas.

Para modelar a matriz elementar de junta de uma estrutura finita é utilizada uma
estrutura semi-infinita (duas barras ou vigas colineares acopladas) com um tipo de onda
propagando-se ao longo dela, figura 3.2. Na junta, o fluxo de energia resultante ¢ represen-
tado como a soma do fluxo de energia propagando-se na diregao positiva (saindo da junta) e

negativa (chegando na junta):
(@)ma = {D)ma = (Dima (3-22)

(@B = (@) mp — (Ome (3.23)

os fluxos de energia positivos e negativos em cada né, também podem ser representados por:

(@) = Comi{€)ms (3.24)
(@) mi = Cami(€)ms (3.25)
sendo que:

- ¢ indica que o né pertence ao elemento i (i=A, B);
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- m: indica o tipo de onda (m= transversal, longitudinal);

Para sc obter as equacao 3.24, a densidade de encrgia na direcfio positiva na barra A, ¢

definida por:

(e)fa = A*eZma (3.26)

(:2 P I
(=22 Ate5mi = nale)t, (3.27)

Esse procedimento também é utilizado para se obter a equagao 3.25.

aVa v A+B

Figura 3.2: Localizagao do né em uma junta de dois elementos colineares acoplados, para,

um tipo de onda propagando-se ao longo deles.
Substituindo-se a equagio 2.90 e 3.24 e 3.22, obtém-se a seguinte relagao:
(@ma = coma(l = Tmmaa) (€)1 — ComBTmmBa(€)f5 (3.28)

Substituindo-se a equagdo 2.89 e 3.24 em 3.23, obtém-se outra relagdo entre o fluxo de

energia e as densidades nos nds:

(‘7>mB == "CgmATmmBA(e):A + r!gm,B(l - 'rmmBB){e>;R (329)

As equagdes 3.28 e 3.29 podem ser escritas na forma matricial:

(@ma | _ (&)t ,
{ (@ms }* Mm{ (e 5 } (3.30)

sendo que,

1= mm. “LgmBim
[P] _ Bl ok ComBTmmBA (3.31)
2x2 —CgmATmmBA CgmB(l . rlr"-n'v--ml-:\‘B)
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Os valores nodais da densidade de energia na junta sao expressos em termos da densidade
de energia propagando-se na direcao positiva e negativa. Portanto, a densidade de energia
total, pode ser representada pelas equagoes:

(€)ma = {€)ja T (€)ma (3.32)
(&)mp = (€)mp + (€)mB (3.33)

Uma vez que os valores nodais do fluxo de energia, equacao 3.30, sa0 expressos em termos
da deusidade de energia propagando-se na diregio positiva e negativa nos nés A e B, portanto,
os valores nodais da densidade de energia, equagao 3.32 e 3.33. também podem ser expressos
cm termos das relacoes dadas pelas equagoes 2.89, 2.90 ¢ 3.25. Assim, as novas relagoes

obtidas para densidade de energia total sdo dadas por:

CaomB .
(e) mA — (l =+ rrnuuﬁfl)(e>;_4 & %71,11,15,1(8);8 (3‘34)
gmA
({'}nlB e f—-—;j"’n?n‘aB (C’) :-"4 _i_ (l —+ T,ntB)<G):lB (3-33]
gm

As equacoes 3.34 e 3.35 podem ser escritas na forma matricial:

(€)ma 1 [ @k
{ (e)mB }= [Ejzxz{ (&)t 5 } (3.36)

sendo que,
| ComB
1 T TmmAA c TmmBA
Bl = coma ey (3.37)
2%2 g 1
— ToranAl + TonanB 13
ComB

As equagoes 3.30 e 3.36 sao combinadas, resultando uma nova relago, na qual os valores
nodais do fluxo de energia na junta podem ser expressos em termos dos valores nodais da

densidade de energia na junta. Na forma matricial, os valores nodais do fluxo de energia sao:

(@) ma 1 {€Yran
{ (Q>mA } B [J‘szz{ (P)mB } (338)

sendo que,

=7, [l 3

2(:9—;:;_4?—"177:,/’13 _2"‘:9’”'3?-”"“5’4 {339)

- 2CgmA TmmAB 2CgmB TmmBA

A = Z(TmmAA + rmmBB) (340)
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- [J]ax2: é a matriz elementar de junta para propagacao de um tipo onda em dois elementos
unidimensionais colineares acoplados.

Como se tem a propagagio de um tipo de onda em dois elementos colineares acoplados,
pode-se, a partir das relagdes de reciprocidade. simplificar a matriz elementar de junta,
TmmAB = TmmBA € TmmAB = I'mmBA- Este procedimento pode ser aplicado para outros tipos
de acoplamento para obtermos as matrizes de junta e alguns deles estio descritos na préoxima
SCCA0.

O clemento de junta, cquagao 3.38, ¢ substituido no lado direito do sistema matricial
global, equagéo 3.21, apds isso essas parcelas sao transferidas para o lado esquerdo do sistema
global. O préximo passo ¢ aplicar as seguintes condigoes de contorno: (F){*) = (F)é’m =
(B = ()5 = (19§ = (1B = (1B = (VB = 0, entdio, o sistema matricial

global pode ser escrito na forma:

-K{fl) K{;‘l) Ki?lJ 0 0 0 0 0 T » <e>(ﬁl} )
1
A1) -
KV KED g9 0 0 0 0 0 {E)(AIJ
A (A A A A ~A 2
K;l ¥ J:‘.'321} f‘éal)‘”"nz K7 Kid 0 0 0 (€>(A1)
(A (A A 3
0 0 kG xiw K33? 0 gl (@(Az) 0
TFFABCgFB  TFFABCgFB 2 =
0 0 K gD gl 9 9 o B < (P)WJ < 0
2rrraa 2rrraa ‘o}BJ 0
TFFARC TFFARC,
o 0 a 4 PEARARE, jopm, SERARGTR K B (e); 0
2rrpaa 2rrraa (e)(n)
o o 0 o 0 KO K® K@ 2 | o
i e)n
T ; ko x@aw| L@ )
(3.41)
sendo que:
- (Q:n): € a poténcia injetada (min), como mostra a estrutura da figura 3.1.
A equagao 3.41 pode ser escrita na forma compacta:
[K]+ [J]]{e} = {F} (3.42)

O sistema matricial global é resolvido para as densidades de energia em cada né. Embora,
as matrizes elementares de junta sio nao-simétricas, e portanto o sistema matricial global
também ¢é nao-simétrico (Cho, 1993). Apesar disso, o simples procedimento para montagem
matricial. como cm FEM, ¢ a necessidade da utilizagao de poucos elementos para modelar
grandes estruturas em altas fregiiéncias, justifica esta técnica (EFEM) como um método
numeérico vidvel para a predi¢do do comportamento vibracional (estrutural ou actstico) em
altas freqiiéncias.

51

f <Qtn) A




3.2.2 Matriz de junta para dois elementos acoplados em angulo

arbitrario

Para a deducdo da matriz elementar de junta. uma estrutura semi-infinita em angulo
arbitrdrio ¢ utilizada. Ao longo dessa estrutura existem dois tipos de ondas propagando-se,
figura 3.3, e 0 n6 na junta possui dois graus de liberdade em decorréncia do acoplamento das
ondas. Na junta, o fluxo de energia resultante pode ser representado como a diferenca entre

o fluxo de energia propagando-se na dire¢io positiva e negativa para cada tipo de onda:

(Dma = (0)mn = (D)ma (3.43)
(@)mB = (4)7p — {mb (3.44)
(@)na =(2)0a — (Dua (3.45)
(@) = (@)ap — (@B (3.46)
(@) = Comie) v (3.47)
(T = Comile) i (3.48)
() = comiledr; (3.49)
(@i = Comi{€) (3.50)
Sendo que:

- & indica que o né pertence ao elemento i (i=A4, B);
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- me n: indicam os tipos de ondas (transversal e longitudinal, respectivamente);

- (@i @i (@, e {g)7,: sdo os fluxos de energia propagando-se na direcao positiva e

im

negativa, respectivamente.

> 188

Figura 3.3: Localizagao do né em uma junta de dois elementos acoplados em angulo arbitrario,
para dois tipos de ondas propagando-se ao longo deles.

Quando as equagdes 2.91, 2.92, 2.93 e 2.94 sdo substituidas nas equagoes 3.43, 3.44, 3.45
e 3.46, os valores nodais do fluxo de energia podem ser expressos em termos da densidade de
energia para cada tipo de onda:

(@) ma &),
(@mp | _ [#] (@)ms (3.51)
(@)na 4x4 <e>i,q
(9)nB <3>:B
sendo que,
Comald — P ~ B TimmBA ol (it B TambA
[P] _ | “ComaATmmaAB  —ComB(TmmBB —1)  —CinaTuman —ConBTnmBR
x4 T ~ComB Tralin Sl ~ Trwan) ~ConBTanBA
— BT AR — GBS —CgnATnnAB  —CgnB(TnnBB — 1)

(3.52)

Na junta, os valores nodais da densidade de energia de cada tipo de onda podem ser
representados como a soma das densidades de energia propagando-sc na dirc¢ao positiva ¢

negativa para cada tipo de onda:
(€)ma = ()4 + (€)rma (3.53)

(e)mB = (€)p + (€)mp (3.54)



(€)na = ()ma + (E)na

(e)ab = (c)ip + (C)us

(3.56)

Quando as equacdes 3.47, 3.48, 3.49 e 3.50 sao substituidas nas equagoes 3.53,3.54,3585¢

sendo que,

£..-

J4x4

1 =+ T'mmAA

CogmA

TmmAB

cgm..b'

ComA
T?’TATLAA
cgnz—l

ComA

TmnAB
CQ'HB

de energia para cada tipo de onda:

(3);,4
(e
(ff):a
(6>:B

ComB

3 TmmBA
Cgm.A

1 TmmBB

ComB

TinnBA
CgaAn

chTIB
TmnBE
Cynb'

C_gm. A

S TanmAA
CamA

Con A
—ThmAB
(‘-Q'ﬂ'! B

14 ThanAA

CgnA

TanAB
CynB

CanB

ThmBA
CgmA

CgBn

TnmBB
Cy'mb

CynB

TnnBA
ConA

1+ T'nnBB

3.56, os valores nodais da densidade de energia podem ser expressos em termos das densidades

(3.57)

(3.58)

As equagdes 3.51 e 3.57 sdo combinadas, resultando uma relacao cujos valores nodais do

fluxo de energia na junta podem ser expressos em termos dos valores nodais da densidade de

energia na junta. Na forma matricial. os valores nodais do fluxo de energia sao:

(@ma {¢)ma
{;})jf ~haa {<>>mB (8:50)
(Q}nB (e>nB
sendo que,
o= P 17, (360

- [J]4xa: é a matriz elementar de junta para propagagao de dois tipos ondas em dois elementos

estruturais unidimensionais acoplados em éngulo arbitrario.
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3.2.3 Matriz de junta para trés elementos acoplados em angulos

arbitrarios

Nesta segao, para a dedugao da matriz elementar de junta, seré utilizada uma estrutura
semi-infinita composta de trés vigas acopladas em angulos arbitrarios. Ao longo dessa estru-
tura semi-infinita existem dois tipos de ondas propagando-se, figura 3.4. A junta possui trés
nds, e cada né tem dois graus de liberdade em decorréncia do acoplamento das ondas. Esse
sistema. de vigas acopladas, por onde propagam-se dois tipos de ondas, requer 2x (ntimero
de ramos) relagoes de acoplamentos. Entao. para trés elementos acoplados, seis relacoes de
acoplamentos sdo necessdrias. Portanto, a ordem da matriz elementar de junta é [J]gxe-
Aplicando-se procedimentos similares utilizados nas segoes anteriores. obtém-se os valores
nodais do fluxo de energia expressos em termos da densidade de energia propagando-se na

diregdo positiva e negativa para cada tipo de onda:

{{0)®} = [Ploxe{ ()™} (3.61)
sendo que,
CamA ( = T'mmAA ) —ComBTmmBA —CqmCTmmC A
= Cg'm.A Tenin AL e cyw nld (TmmBB =< ) R anaC TirnC I
[ P:] _ T ComATmmAC “ComBTmmRBC —Comc (TmmCC =il J
6x6 “CamATmnAA “ComnBTmnBA ComCTmnCA
“ComATmnAB ~CgmBTmnBB “ComCTmnCB
—CogmATmrAC —ComBTmnBC —ComCTmnCC
_C_an (rnmAA) '_C_r,rnR TnmBA _'C_qn.f? TamC A
—CognATnmAB —CgnBTnmBB —CaqnCTamGCA
g cgnATnmAC) —CygnBTnmBC —ConCTamcC (3 : 62)
ConA ( i ThnAA ) —ConBTrnBA —ConCTnnCA
—ConATnnAB ""cgnB(rnnBB - l) —CgnCTnrnCB
—CynATunAC —CynBTunBC —Cyne (rrm o — 1 ) J
{(Q) (ia)} = (q)ma (@)mB (q)mc (@)na (9)nB (@)nc }T (3.63)
{@ e p=A (ema (e)iz (&me (el ez ()i ¥ (3.64)
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Figura 3.4: Localizacio do né em uma junta de trés elementos acoplados em angulos ar-

bitrarios, para dois tipos de ondas propagando-se ao longo deles.

Os valores nodais da densidade de energia sdo expressos em termos da densidade de

energia propagando-se na dire¢ao positiva e negativa para cada tipo de onda.

{ @@ }=[g] @]

sendo que,

(5] -

_15><6—

l + TmmaAA

Cg'm.A

TmmAB
CymB

ComA =
Fmm AC
CqmC

CyrrA
nAA

ﬁgnA

C_g-ruA

TmnAB
c g8

CamA
TinnAC

L CgnC

CgmB
CogmA

TmmBA

1+ T'mmBE

(:gmB o
ImmBC
cng-'

CyrﬁB

— TmnBA
ConA

Cyan

T"mnBR
Cg'ub'

CgmB _
LinneBC
anf:‘

CogmC

TmmCA
(:gmA

CgmC

TrnmCB
cym.B

14 TmmCC

Cgf!l.(/' =
finnC' A
ConA

Cg'm.C

) TmnCRB
(—g': B

CamC
—TwmnCC
c gnC

ConB

: TnmAA
('g'mA

ConA

) TnmAB
ComB

CanA

ThmAC
ConC'

1 + TrnunAA

Cyned

TnnAB
CynH

Cana

gn.
— TunAC
ConC'

ConB

: TnmBA
Cgma

CqnB

C_(,ITH.H

TnmBEB

EonB.
— inmBC
Cy3F

C_gnb’

CagnA

Tunk A

1+ rnnBE

TunBC
an.C

(3.65)




{9} ={ (@ma (@ms @mc (Ona (s (& }T (3.67)

As equagoes 3.61 e 3.63 sdo combinadas. assim. os valores nodais do fluxo de energia
podem ser expressos em termos dos valores nodais da densidade de energia para dois tipos
de ondas. Na forma matricial. os valores nodais do fluxo de cucrgia para dois tipos de ondas

em trés elementos acoplados sao dados por:

{{0)*?} = [Tlsxe{(e)*} (3.68)
sendo que,
o= [Pl [ 3.0)

- [J]xe: é a matriz elementar de junta para propagacao de dois tipos de ondas em trés

elementos estruturais unidimensionais acoplados em angulos arbitrarios.

Outros elementos de junta e suas correspondentes matrizes de Junta tém sido desenvolvi-
dos e podem ser encontrados em Cho (1993).
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Capitulo 4

METODO DO ELEMENTO
ESPECTRAL DE ENERGIA

4.1 Introducgao

O M¢étodo do Elemento Espectral de Energia (ESEM) € uma proposta original desta tese
que surgiv da idéia de utilizar os conceitos do Método do Elemento Espectral - (SEM) (vide
apéndice B) € da Andlise do fluzo de enerqia (EFA). Considerando que esta proposta surgiu
no final do desenvolvimento deste trabalho, ¢ que a quantidade e os tipos de exemplos anali-
sados ainda estao limitados a alguns casos de elementos de barras e vigas, seria prematuro
afirmar algumas das vantagens ou desvantagens do método neste momento. Embora o ESEM
tenha muitas similaridades com o SEM, espera-se que ele seja uma maneira mais eficiente
de tratar os problemas de propagacdo de ondas em. estruturas com complicados contornos e
descontinuidades. Com base no trabalho de Doyle (1997) desenvolveu-se uma metodologia
matricial a partir da solucdo anelitica da equagdo diferencial de energia obtida pelo EFA
no dominio da fregiéncia. O elemento espectral de energia € equivalente a um nimero in-
finito de elementos finitos de energia permitindo a sua utilizacdo para predicdo de respostas
dindmicas em altas fregiiéncias. Como o ESEM estd baseado nas equacées diferenciais de
energia aprozimada (vide capitulo 2), sua solucdo (para ondas longitudinais e transversais)

¢ winda uma aprozitnacio quando comparada @ solu¢do crata do SEM.



4.2 Formulacao Espectral Aplicada & Energia

A metodologia do ESEM ¢ a mesma utilizada pelo SEM; ou seja, as matrizes dinamicas
sao obtidas através das fungdes de forma, as quais sao utilizadas para determinar as ener-
glas em quaisquer posicdes ao longo da estrutura. Por exemplo, no FEM as fungoes de
forma sao polinémios, e ja para os métodos SEM e ESEM essas funcoes sao resultantes das
solugdes analiticas das equacbes diferenciais. Para o estado de regime permanente, a equacao
diferencial unidimensional de energia obtida pelo EFA para ondas longitudinais, é dada pela

exXpressao:
o2
——V*{e) + 1w (e) =0 (4.1)
nw
e a sua solugao:
(€} = Gie?™ + Gae™ ¥ (4.2)

sendo que, ¥ = nw/c

As amplitudes (7; e (i sdo determinadas pelas condigdes de contorno. Os valores da
densidade de energia nas extremidades de um elemento com dois nés, como mostra a figura
4.1, sao dados por:

(E>1 (O) = Gl + G2 (43)
(€)y (L) = G1€¥" + Gope™" (4.4)
Escrevendo-se as equacdes 4.3 e 4.4 na forma matricial:
(e), 1 1 G,
_ 4.5
{ (€) a¥L: gyl G e
(M)

No capitulo 2 foi apresentada uma relacao entre o fluxo e o gradiente de densidade energia

meédia:

()= -4

nw dz
Assim, os valores do fluxo de energia nas extremidades de um elemento com dois nds, como
mostra a figura 4.1. sao dados por:

e
(g),(0) = —-,;w—[wGl — PGy (4.6)

39



@a(1) =~ [pGie?” — pGse~! )

Escrevendo-se as equagoes 4.6 e 4.7 na forma matricial:
)P I G (4.8)
(@), nw et —e V| | Ga

[G]
Reescrevendo a equagao 4.5 e termos dos cocficientes Gy e Ga:

Gy | _ —1J (eh
{ G }“ [M] { (€Y, } (4.9)

e substituindo-se a equacao 4.9 em 4.8&:

{w}=-Siem{ @} (4.10)
N, s’
[K (w)]
{ () }= [K(w‘)]{ (e) } (4.11)
Sendo que:

¢: velocidade de propagagao da onda;

{{g)}: ¢ o vetor dos valores nodais do fluxo de encrgia;

[K(w)]: ¢ a matriz clementar dindmica no dominio da frequcncia;
- {{e)}: é o vetor dos valores nodais da densidade de energia.

As densidades de cnergia podewm ser obtidas em diferentes nds para cada freqiiéncia,
e de forma exata devido &s fungoes de forma utilizadas. A formula¢do foi desenvolvida
para os tipos de equacocs diferenciais de cnergia analisadas nesta tese, que sdo para ondas

longitudinais e transversais. O que diferencia as duas equagoes diferenciais sio as velocidades

(), (),

| S——
() =T (e

de propagacao da onda.

2

Figura 4.1: Graus de liberdade de um elemento de energia.
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A montagem do sistema matricial global, equacgo 4.11, é feita utilizando-se um procedi-
mento similar a0 do EFEM, mostrado no capftulo 3. Considere o exemplo de uma estrutura
composta de duas barras (4 e B) colineares acopladas, com propriedades geométricas on
tipos de materiais diferentes. A estrutura é excitada por uma forca harménica longitudinal
na extremidade do elemento A, como mostra a figura 4.2 (a). A figura 4.2 (b). mostra o
problema equivalente de energia.

Sistema Estrutural

(a)

Modelo ESEM

elemento de junta

(B)
el

Figura 4.2: (a) Duas barras colineares excitadas por uma for¢a harmonica, (b) problema
equivalente de energia.
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O sistema matricial global é dado por:

0 0
0 0
0 0
0 0

As condicoes de contorno globais do problema sio {(¢)

(K KgY 00

K KGY w0 0

RS K

K R

0 0

0 0

0 0

0 0
K K
kP K

o

\

[ (&™)
(e)s™
Ol
()5
Ol
()5

(A1)
1

A

& A
(@™

s
)
(@)™
(q) P
L (@)

s

B)

(]

’

/

(4.12)

= (q>§B) = 0, pois nao existem

outros elementos conectados a esses, portanto, nao ha transferéncia de energia. Uma outra

condicao global ¢ a poténcia injetada no ué 1 do clemento A, e portanto, deve ser incorporado

um vetor de poténcia, {F”}, na equagao 4.12. Portanto, a 4.12 torna-se:
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(4.13)

Como o0 né 2 nio corresponde a uma junta, a relagao de continuidade do fluxo de energia

é dado por:

(@8 + @i =0
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e a relagdo de compatibilidade da densidade de energia é:

A A
()™ = (e (4.15)
assim, inserindo as equagdes 4.14 e 4.15 no sistema matricial global, tem-se:
(k0 kg0 0 0 o J (@) ([ o ( 70 )
K KR k2 0 o | | (o 0 0
o K§P? K$P o o |{ (e S={ (¥ L1l o b (416
o0 o || g 07 o

Este exemplo, trata do caso de barras colineares acopladas com uma onda longitudinal

propagando-se ao longo delas. Portanto, a equagao matricial de junta para onda longitudinal,
equacao 3.38, é dada por:

(Q)EAE) _ TLLAB | CyLa  —CyLB
—CgLA CgLB

(q)7 217144
- Trrag: € coeficiente de transmissdo longitudinal na barra B devido a uma onda incidente

()5

@ o

longitudinal na barra A;

- ripaa: € coeficiente de reflexao longitudinal na barra A devido a uma onda incidente

longitudinal na barra A;

- CqLA € CoLp: 880 velocidades de propagacdo das ondas logitudinais na barra A e B, respec-
tivamente.

O elemento de junta, equagdo 4.17, é substituido no lado direito do sistema matricial
global, equagao 4.16, apés isso essas parcelas sao transferidas para o lado esquerdo do sistema
global, resultando:

PRy mey 0 0 i A
(A1) (A1) | (A Ag)
i KZE? : +K1(1 2 ngz 0 0 (6}5441)
- ; (A1) .
0 K£f2) K;I;ZJ__,TLLARL'GLA TLLABLQPR (B>€A1) QO‘“
2rrraa 2rira4 @2 =19 0 o (418)
TLLABCgLA ) TLLABCgLA _ p (&)® 0
D 0 _2 i K.'ll S 2 : K12 ){B}
TLLAAA TLLAA {e)s
o o 0 T

- Qi € a poténcia injetada (7;,), como mostra a estrutura da figura 4.2.
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O sistema matricial global é resolvido para as densidades de energia em cada né. Em ge-
ral, as matrizes elementares de junta sio ndo-simétricas, e portanto o sistema matricial global
também é nio-simétrico. Apesar disso, o simples procedimento para montagem matricial,
como em FEM, e a necessidade da utilizagio de poucos elementos para modelar grandes es-
truturas cn altas freqiiéucias, justifica csta téenica (ESEM) como um método munérico vidvel

para a predicao do comportamento vibracional (estrutural ou actstico) em altas frequéncias.
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Capitulo 5

ANALISE DOS RESULTADOS
SIMULADOS

5.1 Introducao

Neste capiiulo, serdo apresentados os resultados de exemplos simulados utilizados na ve-
rificagao dos métodos estudados nesta tese. O objetivo desses métodos € mostrar como a
energia estd fluindo pela estrutura, ou seja, identificar como a wbracdo esta se propagando
por via estrutural através da variacdo da energia. Os casos analisados dizem respeito aos
modelos de barras e vigas colineares, duas e trés vigas acopladas em dngulo arbitrdrio e wma
estrutura na forma de "T”. Todas essas estruturas sao consideradas livre-livre, e sdo ex-
citadas por forgas harménicas longitudinal e transversal em uma de suas ertremidades. O
Método dos Elementos Espectrais - (SEM) serd utilizado como referéncia, porque representa
a solugao ezata da equacdo da onda. Por ser um método jd bastante explorado em outras
teses do Laboratdrio de Vibroaciistica - LVA/DMC/FEM-UNICAMP (Ahmida, 2001), (Alves,
2001), (Donadon, 2002) e (Nunes, 2005), portanto, realizou-se apenas uma breve descricio do
mesmo (vide apéndice B). Na primeira secdo, avaliam-se exemplos estruturais de barras e
vigas utilizando o EFEM, cujos resultados sdo comparados com SEM e em alguns poucos
casos com EFA também. Nestes exemplos sdo calculadas as densidades de energias médias
totass, assim como as densidades de energias médias parciais que surgem devido ao acopla-
mento das ondas longitudinais e transversais. As densidades de energias parciais foram de
grande umportincia ne identificacdo da convencdo dos sinais das matrizes de juntas (Cho,
1993). Também € feita uma avaliacdo do processo de convergéncia do EFEM. Na sequnda
secdo, as densidades de energias médias totais e parciais, bem como, os fluros de energias

médios totais e parciais sdo calculados por ESEM para diferentes ezemplos e comparados com
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EFEM e SEM. Na dltima secdo, sio apresentados os resultados das densidades e fluxos de
energias médios totais e parciais obtidos com modelos de energia por EFEM e ESEM para o
caso particular de uma estrutura na forma de um T, a qual representa a viga real utilizada

na parte experimental deste trabalho.

5.2 Exemplos simulados modelados por EFEM

Nesta secao, diferentes casos foram simulados utilizando-se os métodos EFEM e EFA
0s quais sao comparados com os resultados de SEM. As configuragdes das estruturas sao
as seguintes: barras e vigas colineares acopladas livre-livre e vigas acopladas em angulos
arbitrarios livre-livre . Os estudos realizados tém como propésito analisar o comportamento
dindmico das estruturas em altas freqiiéncias. Para isso, as cquagoes diferencials de cuergla
obtidas no capitulo 2 sio utilizadas na modelagem das estruturas propostas, e estao sujeitas

a hipGteses que tornam-nas aproximadas cm relagio a equagao da onda.

Juntamente com as equacoes de energia, sao utilizadas as equagbes de juntas, as quais
modelam os acoplamentos das ondas nas estruturas. Estes mecanismos de troca de energia
nas juntas utilizam os coeficientes de transmissio e reflexo (Tmnij € T'mniz) QUE 80 determi-
nados a partir de elementos estruturais acoplados semi-infinitos ou infinitos em uma banda
de freqiiéncia de interesse. Portanto, estruturas finitas sdo modeladas a partir de estruturas
semi-infinitas ou infinitas. Esta hipétese é valida desde que a banda de freqiiéncia sobre a
qual a média em freqgiiéncia sera calculada. seja suficientemente grande para que as respostas
médias em freqiiéncia de elementos finitos aproximem-se das respostas médias dos elementos
semi-infinitos ou infinitos (Cho, 1993). Estas hipdteses ¢ aproximagoes se verificam desde que
um niimero minimo de modos estejam presentes na banda de freqiiéncias considerada. Dois
indicadores amplamente utilizados em SEA sio: o niimero de modos na banda de freqiiéncia,
("mode count - N(f)”), que indica o niimero aproximado de modos excitados na banda de
freqiiéncia de interesse, e o fator de sobreposigio modal, (*modal overlap factor - MOF”),

que indica o espacamento entre os modos na banda de interesse.

Lyon (1975) sugere um N(f) com pelo menos 3 modos na banda de freqiiéncia de inte-
resse, enquanto Plunt, Fredo e Sanderson (1993) sugerem um MOF maior do que 0.5, para
que as respostas vibracionais de estruturas finitas sejam similares as de estruturas semi-
infinitas ou infinitas. Portanto, para SEA. se os sub-sistemas tém muitos modos na banda
de interesse, a confiabilidade das predicdes estatisticas aumenta. Nesta tese, os resultados do
fluxo e da densidade de energia sao obtidos através de médias em fregiiéncia. Desta forma,

N(f) e o MOF, que sio parametros que descrevem a natureza modal das estruturas em altas
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freqiiéncias (SEA), também serdo utilizados como uma indicacao da quantidade de modos
na banda de freqiiéncia de interesse. Essa é uma forma de avaliar os limites da regiao (em
freqliéncia) para a qual as hipéteses e aproximacdes do EFEM sejam validas. Existem outros
indicadores utilizados para validar a regido limite do EFEM (Cho, 1993) (Moens, 2001).

A formulagao dos pardmetros N(f) e MOF pode ser encontrada em Lyon e Dejong (1995).
Definem-se os parametros N(f) e MOF para ondas longitudinais em barras por:

M) = £/ B - o
e
MOF = @; (5.2)

e a definicao de N(f) e MOF para ondas de flexdo em vigas é, respectivamente, dada por:

N = 2P - ) (5.3)

MOF = % (5.4)

Os parametros N(f) e MOF para. as barras e vigas de aluminio, utilizadas em alguns dos
exemplos desta se¢do, foram calculados a partir das seguintes propriedades: A4 = 4 x 1074
m?, Ag = 16 x 10~ m?, E=71 GPa, p=2700 kg/m?® n=0,03 e Ly = Lp=3,0 m. Para as
bandas de frequéncias e tergos de oitava com as scguintes freqiiéncias centrais: f, = 25, 32,
40, 50, 63, 80, 100, 125, 160, 200, 250, 315, 400, 500, 630, 800, 1000, 1250, 1600, 2000, 2500,
3150, 4000, 5000, 6300, 8000, 10000, 12500, 16000 e 20000 [Hz]. Na figura 5.1 observa-se que
as barras A e B atingem o valor minimo (3 modos) de N(f) em torno de 10,0 kHz, enquanto
que para as vigas 4 e B o valor ¢ atingido em torno de 500 Hz e 1000 Hz, respectivamente.
Jé o MOF, como mostra a figura 5.2, o valor minimo (0.5) é atingido em aproximadamente
12 kHz para as barras A e 3, enquanto nas vigas A e 3 é atingido em aproximadamente cm
5,0 kHz e 10,0 kHz, respectivamente.
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Figura 5.1: Ntmero de modos na banda N(f) em funcao da freqiiéncia central f., para as

barras e vigas A e B em bandas de freqiiéncia de 1/3 oitava.
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Figura 5.2: Fator de sobreposi¢ao modal MOF em funcdo da freqiiéncia central f., para as

barras e vigas A e B em bandas de 1/3 oitava.

5.2.1 Exemplos de barras e vigas colineares acopladas

A figura 5.3 mostra duas barras colineares livre-livre acopladas, com as seguintes pro-
priedades: A4 = 4 x 1074 m?, Ag = 16 x 107* m?, E=71 GPa, p=2700 kg/m?, n=0,03 e
L,= Lg=3,0m. A estrutura feita de aluminio é excitada por uma for¢a unitdria localizada
na extremidade da barra A. Esta forca unitéria foi utilizada no célculo dos deslocamentos por
SEM e no caleulo da poténcia injetada (Qs,) aplicada na equagao 3.41 do EFEM e do EFA.
Deve ser mencionado que, para este caso, devido ao acoplamento das barras ser colinear, nao
ocorrem acoplamentos das ondas longitudinais e transversais. Assim, o mesmo tipo de onda
utilizado na excitacio se propagard ao longo de toda a estrutura, neste caso apenas ondas

longitudinais, o que nos levara ao modelo de junta mais simples.
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Figura 5.3: Duas barras colineares acopladas, excitadas por uma for¢a longitudinal

harmonica.

Os valores médios em freqiiéncia da densidade de energia total longitudinal ao longo do
comprimento das barras AB, < ¢ >p4p, foram calculados por SEM, EFEM e EFA para a
banda de freqiiéncias de 1/3 de oitava com freqiiéncia central f.=6.3 kHz, e para a banda
de freqiiéncias de 1/12 de oitava com fregiiéncia central de f,=12.5 kHz, como mostram as
figuras 5.4(a) e (b), respectivamente. Os resultados apresentam uma boa concordancia do
EFA e do EFEM com o SEM na banda com f,=12.5 kHz, mas apresentam diferencas para a
banda com f.=6.3 kHz. Uma indicagio dessas diferencas é devida ao fato de que o ntimero de
modos na banda N(f) e o fator de sobreposigao modal MOF neste caso encontram-se abaixo
dos limites minimos para essa banda de freqiiéncia, como pode ser observado nas figuras
5.1 e 5.2. Portanto, o comportamento vibracional da estrutura finita nao sc aproxima do

comportamento das semi-infinitas ou infinitas.

5 107°

== EFEM

x [m]
(b)

Figura 5.4: Densidade de energia total média longitudinal ao longo das barras AB, calculada
por EFEM, EFA e SEM em bandas de 1/3 e 1/12 de oitava com freqiiéncias centrais de: (a)
f=6.3 kHz; e (b) f.=12.5 kHz.

A figura 5.5 mostra duas vigas colineares acopladas livre-livre com as mesmas propriedades
das barras AB da estrutura apresentada anteriormente, mas com uma excitacao transversal
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unitdria na extremidade da viga A. A junta para esse caso também é simples, e contempla

apenas ondas transversais.

jwt
F.e

I

| A B

Figura 5.5: Duas vigas colineares acopladas, excitadas por uma for¢a harménica transversal.

A densidade de energia total média transversal ao longo do comprimento das vigas A e
B, < € >pap, foi calculada por EFEM, EFA e SEM para a banda de freqiiéncias de 1/3 de
oitava com freqiiéncia central f.=6.3 kHz, e para a banda de freqiiéncias de 1/12 de oitava com
freqiiéncia central de f.=12.5 kHz, como mostram as figuras 5.6 (a) e (b), respectivamente.
De forma similar ao caso anterior das barras A e B, os resultados das vigas AB apresentam
também uma boa concordancia do EFA e do EFEM com o SEM para a banda de f,=12.5
kHz, mas apresentam divergéncias para a banda de f.=6.3 kHz. Embora neste caso o mimero
de modos na banda N(f) tenha alcancado seu valor minimo para a banda com f.=6.3 kHz,
o fator de sobreposicao modal MOF ainda estd muito distante do minimo sugerido nesta
mesma banda. O que pode ser observado nas figuras 5.1 e 5.2 é que, nos resultados das vigas,
para freqiléncias centrais mais altas existem mais modos por banda e o espagamento entre
eles é menor, portanto as densidades < e >p4p calculadas por EFA e EFEM tornam-se mais
préximas no caso da banda com f.= 12.5 kHz, apesar de existir uma regiao critica na junta

onde as curvas nao tém boa concordancia.
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Figura 5.6: Densidade de energia total média transversal ao longo das vigas AB, calculada
por EFEM, EFA e SEM em bandas com freqiiéncia central de: (a) f,=6.3 kHz e (b) f,=12.5
kHz.

5.2.2 Exemplos de vigas conectadas em angulo arbitrario

A fignra 5.7 mostra o caso de duas vigas conectadas em num angulo arbitrério, e excitadas
por forgas unitarias longitudinal e transversal. As anslises foram feitas para diferentes angulos
de 0° a 90° para um tipo de excitagao de cada vez. As bandas de freqiiéncias de 1/3 e 1/12 de
oitava e as respectivas freqiiéncias centrais de 6.3 e 12.5 kHz, juntamente com os parametros
estruturais dos casos de barras e vigas colineares foram utilizados neste exemplo. A tnica

exceqao € a drea da seqao transversal que neste caso 6 Ay = 4 x 1074 m? para ambas as vigas.
jot
Fye

B
F j@t ﬂ
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Figura 5.7: Duas vigas concctadas cm angulo arbitrdrio, excitadas por for¢as harmonicas

longitudinal e transversal.

Embora a estrutura seja excitada por uma tnica fora que gera um unico tipo de onda,
a forma da conexdo em é&ngulo (¢;) entre as vigas A e B gera o acoplamento das ondas
refletidas e transmitidas na junta em formas de ondas longitudinais e transversais. Nestes
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casos, uma convencao de sinais consistente deve ser adotada para o calculo do fluxo e da den-
sidade de energia média para obter um resultado consistente na determinagao das equagoes
matriciais de juntas do EFEM. A fim de evitar problemas desta natureza, como ocorre na
convencao de sinais adotadas por Cho (1993) como ji mencionado anteriormente, usaremos
uma convengao similar & da Resisténcia dos Materiais, ou scja, o fluxo de cnergia que sal da,
junta é positivo (tragao) e o fluxo de energia que chega na junta é negativo (compressao).
Para poder identificar o sentido fisico do cfeito dos sinais na obtengao das matrizes de junta,
calcularam-se as densidades de energias médias parciais, ou seja, a parcela referente a cada
tipo de onda (longitudinal e transversal) propagando na estrufura e verificando a consisténcia
do sentido fisico do resultado em funcao do tipo de onda transmitida ou refletida sobre a es-
trutura em consideracido. Este procedimento permitiu a verificacdo de todos os sinais das
equacoes matriciais de junta para todos os casos abordados nesta tese. Deve ser mencionado
que neste caso sé foram obtidos resultados calculados por EFEM e SEM. Resultados por
EFA nio foram calculados devido as dificuldades na obtengao das relagdes de acoplamento,

bem como, por nao ser objeto deste trabalho explorar esta técnica.

No primeiro caso a ser analisado, considera-se que o dngulo ¢ ~ 0°, para que nao se
tenha problemas numéricos devido ao tipo de elemento de junta utilizado. O objetivo desta
andlise é simular o caso de barras ou vigas colineares usando as matrizes de junta para
angulo arbitrdrio. Como a drea da segao transversal € a mesma para ambos elementos A e
B, os resultados para este caso deveriam corresponder aqueles de uma viga de comprimento
A + B, conseqiientemente nao existird descontinuidade na densidade de energia média total
na posicio da junta entre A e B. Na figura 5.8 pode-se confirmar esta previsao dos resultados
obtidos para as densidades de energia média parciais (< € >prap, < € >LFaB, < € >FFAB
e < e >ppap), total longitudinal (< e >pap) e total transversal (< e >pap) para uma
banda de freqiiéncias de 1/3 de oitava com freqiiéncia central f=6.3 kHz. Pode-se observar
também, que os Tesultados das densidades de energias médias parciais cruzadas (< e >ppas
e < ¢ >ppap) sdo bem menores (cerca de 6 ordens de grandeza) que as densidades de
energias parciais nao-cruzadas (< € >pr4p € < € >ppap), POIS 0 problema degenera para o
caso de vigas colineares, e portanto nao existem acoplamentos entre as ondas longitudinais
e transversais. As densidades de energias totais sao escritas em fungio das densidades de
energia parciais da seguinte forma: < e >pap=< € >4 + < € >LraB € < € >paB=<

e>rran + < € >FLAR-

Sendo que:

- < e >pap: densidade de energia média longitudinal total na estrutura AB;

- < e >pap: densidade de energia média transversal total na estrutura AB;
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- < e >rp4p: densidade de energia média longitudinal na estrutura AB devido a uma onda

longitudinal;

< € >rpap: densidade de energia média longitudinal na estrutura AR devido a uma onda

transversal;

- < e >prap: densidade de energia média transversal na estrutura AB devido a uma onda
transversal;

< e >ppap: densidade de energia média transversal na estrutura AB devido a uma onda
longitudinal.
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Figura 5.8: Densidades de energias médias totais e parciais ao longo de duas vigas acopladas
em um &ngulo de 0°, calculadas por EFEM e SEM na banda de freqiiéncias de 1/3 de oitava
com [.= 6.3 kHz.

Para o caso em que o dngulo ¢ = 30°, os resultados das densidades de cnergias médias
totais e parciais para uma banda de freqiiéncias 1/3 de oitava com f.=6.3 kHz podem ser
observados na figura 5.9. Ento, pode ser visto que o comportamento das densidades de
energias médias parciais (< e >rpap € < € >rrap) obtidas por EFEM e SEM é bem
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similar, e a pequena diferenca entre os métodos ndo afeta o resultado das densidades de
energias médias totais longitudinais e transversais. Pode-se observar na figura 5.10, que a
diferenca entre as densidades de energias médias parciais calculadas pelos dois métodos sao
minimizadas na banda de freqiiéncias de 1/12 oitava com f,=12.5 kHz, onde valores do N(f)
e MOF sio mais adequados para a aplicagao do EFEM. As mesmas andlises nas bandas de
freqiiéncias de 1/3 e 1/12 de oitava com as respectivas f,=6.3 kHz e f.=12.5 kHz foram
feitas para outras configuracoes estruturais (60° e 90°), ¢ podem ser visualizadas nas fignras
5.11, 5.12, 5.13 e 5.14. Como nos casos anteriores, os resultados demonstram mais uma
vez que o EFEM apresenta um bom desempenho em faixas de freqiiéncias mais altas com
a capacidade de resolver o problema local na estrutura, o que nao é possivel com outras

técnicas de altas-freqiiéncias como o SEA.

T
— v’lamﬂm‘{w
4 [
4 6

x [m] x [m]

Figura 5.9: Densidades de energias médias totais e parciais ao longo de duas vigas acopladas
em um angulo de 30°, calculadas por EFEM e SEM na banda de freqiiéncias de 1 /3 de oitava
com f, = 6.3 kHz.
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Figura 5.10: Densidades de energia médias totais e parciais ao longo de duas vigas acopladas

em um angulo de 30°, calculadas por EFEM e SEM na banda de freqiiéncias de 1/12 de
oitava com f,=12.5 kHz.
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Figura 5.11: Densidades de energias médias totais ¢ parciais ao longo de duas vigas acopladas
em um éngulo de 60°, calculadas por EFEM e SEM na banda de freqiiéncias de 1/3 de oitava
com f.=6.3 kHz.
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Figura 5.12: Densidades de energias médias totais e parciais ao longo de duas vigas acopladas
em um angulo de 60°, calculadas por EFEM e SEM na banda de fregiiéncias de 1/12 de oitava

com f.=12.5 kHz.

x [m] x [m]

Figura 5.13: Densidades de cnergias médias totais ¢ parciais ao longo de duas vigas acopladas
em um angulo de 90°, calculadas por EFEM e SEM na banda de freqiiéncias de 1/3 de oitava
com f.=6.3 kHz.
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Figura 5.14: Densidades de energias médias totais e parciais ao longo de duas vigas acopladas
em um angulo de 90°, calculadas por EFEM e SEM na banda de freqiiéncias de 1/12 de oitava
com f.=12.5 kHz.

Uma outra forma de visualizagio dos resultados é apresentada na figura 5.15, a qual mos-
tra as densidades de energias totais e parciais (< e>pap, < €>pap, <e >LLAB, < € >LPAR,
< €>ppap €< e>ppap) para o caso de vigas acopladas em um angulo de ¢ = 30° calculadas
por EFEM na banda de freqiiéncias de 1 /12 de oitava com f,=12.5 kHz. Essa forma grafica
mostra como as densidades de energia. estdo flnindo na estriutura, e conseqiientemente a va-
riagao espacial da densidade de energia. A predigio de ruido propagado por via estrutural
("structure-borne noise”), é um assunto de grande interesse no que diz respeito a minimizar
as vibragoes e os nfveis de ruido (Wohlever e Bernhard, 1992). Por exemplo, vibragoes a partir
de uma parte remota de uma maquina podem ser transmitidas ao longo da estrutura para
0 interior de um ambiente na forma de som. Na figura 5.15 pode-se observar que algumas
densidades de energias médias (< e >; 45, < € > rrap) tém o seu maior nivel na viga A
e outras (< ¢ >ppap, < ¢ >pr4p) Na viga B, mas a soma delas, para esse caso, tem o seu

nivel maior na viga A.
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Figura 5.15: Densidades de energias médias totais ¢ parciais, figuras (a), (b), (c), (d), (¢) ¢
(), calculadas por EFEM na banda de freqiiéncias de 1/12 oitavas com f. = 12.5kH 2, para
um angulo de 30°.
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Um outro caso, como mostra a figura 5.16, tem a configuracio estrutural representada
por trés vigas A, B e C conectadas por uma junta com &ngulos de 0°, —30° e 30° em relacao
ao eixo horizontal, respectivamente. A estrutura é excitada por forgas unitdrias longitudinal
e transversal, que sao aplicadas uma de cada vez. Os parametros da estrutura sao os mesmos
do caso de duas vigas acopladas em dngulo arbitrdrio, oude apenas mais uma viga C' foi
mcorporada a junta do sistema estrutural. As densidades de energias médias totais e parciais
foram calculadas para as bandas de freqiiéncias de 1/3 e 1/12 de oitavas e as suas respectivas
freqiiéncias centrais f,=6.3 kHz e f.=12.5 kHz. Os resultados obtidos para a estrutura da
figura 5.16, mantém o mesmo comportamento do caso de duas vigas acopladas em dngulos
arbitrarios. Portanto como pode ser visto pelas figuras 5.17, 5.18, 5.19 e 5.20, as densidades

de energias médias totais e parciais melhoram com o aumento em fregiiéncia.

Figura 5.16: Trés vigas A, B e C conectadas por uma junta com angulos de 0°, —30° e 30°,
e excitadas por uma forca harmoénica longitudinal e transversal na extremidade da viga A.
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Figura 5.17: Densidades de energias médias totais e parciais no ramo AB, calculadas por
EFEM e SEM na banda de freqgiiéncias de 1/3 de oitava com f,=6.3 kHz.
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Figura 5.18: Densidades de energias médias totais e parciais no ramo AC, calculadas por
EFEM e SEM na banda de freqiiéncias de 1/3 de oitava com f.=6.3 kHz.
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Figura 5.19: Densidades de energias médias totais e parciais no ramo AB, calculadas por
EFEM e SEM na banda de freqiiéncias de 1 /12 de oitava com f,=12.5 kHz.
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Figura 5.20: Densidades de energias médias totais e parciais no ramo AC, calculadas por
EFEM e SEM na banda de freqiiéncias de 1/12 de oitava com Je=12.5 kHz.
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As densidades de energias médias totais e parciais nos ramos AB e AC, calculadas por
EFEM na banda de freqiiéncias de 1/12 de oitava com f.=12.5 kHz, sao apresentadas nova-
mente nas figura 5.21 e 5.21 utilizando a forma gréfica aqui proposta, respectivamente.
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(e) < € >FAB (f) < € Z2FAC

Figura 5.21: Densidades de energias médias totais e parciais no ramo AB e AC, calculadas

por EFEM na banda de fregiiéncias de 1/12 de oitava com f.=12.5 kHz, para um angulo de
30°.
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Figura 5.22: Densidades de energias médias totais e parciais no ramos AB e AC, calculadas

por EFEM na banda de freqgiiéncias de 1/12 de oitavas com f,=12.5 kHz, para um angulo de
30°.
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5.2.3 Avaliacao do processo de convergéncia

O EFEM é uma aproximacao numérica das equagoes diferenciais de energia deduzidas no
capitulo 2. Como qualquer aproximacio, aqui também existe erro, que neste caso é devido
A aproximacao por FEM. Portanto, o erro pode ser minimizado reduzindo-se o tamanho do
elemento na anglise ou aumentando a ordem das funcoes de forma. Para a convergéncia do
EFEM, uma andlise qualitativa do refinamento da malha foi feita observando-se a densidade
de energia de uma estrutura composta de duas vigas (A e I3) acopladas, como mostra a
figura 5.23. Os parametros estruturais sao os mesmos utilizados no caso de barra e viga
colinearcs, exceto para se¢ao transversal da estrutura que ¢ Ap = 4 % 10~* m? para ambas
as vigas. A estrutura é excitada na extremidade do elemento A por uma forca longitudinal
e outra de flexdo unitdrias, que sao aplicadas uma de cada vez. O dominio estrutural foi
discretizado de 2 a 48 elementos, e cada elemento possui trés nés (quadrdticos). Como pode
ser observado nas figuras 5.24 e 5.25, com apenas dois elementos as densidades de energias
totais calculadas para cada excitagio estao dentro do limite de 5 % adotado, portanto a

convergencia é satisfatoria.

F(l)

F(l) ) é"—‘_ el = & e;z}
=4 d ¢ ° $> 0=0
1 2 3 4 5

Figura 5.23: Estrutura utilizada na andlise qualitativa da convergéncia do EFEM na banda
de freqiiéncias de 1/12 de oitava com [, = 12.5 kHz .
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Figura 5.24: Anjlise de convergéncia do EFEM.
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Figura 5.25: Andlise de convergéncia do EFEM.

5.3 Exemplos simulados modelados por ESEM

Nesta segao, serao apresentados os resultados de exemplos simulados com o Método dos
Elementos Espectrais de Energia (ESEM), os quais sdo comparados com os métodos SEM
e EFEM. As densidades de energias médias totais e parciais, e os fluxos de energias médios
totais e parciais séo calculados por ESEM de forma, similar ao SEM, ou seja, através de uma,
formulagao matricial.

9.3.1 Exemplos de barras e vigas colineares acopladas

Os exemplos desta se¢do utilizam os modelos dos casos de duas barras e de duas vigas
de aluminio colincares, as quais foram analisadas por EFEM, EFA e SEM. As estruturas
sao excitadas por uma forga unitdria longitudinal e outra transversal na extremidade do
elemento A (barra ou viga), (figuras 5.3 e 5.5). Esta forca unitdria foi utilizada no céleulo
dos deslocamentos por SEM e no célculo da poténcia injetada (Qi,) aplicada na equagao 3.41
do EFEM e na equacio 4.16 do ESEM. As propriedades da estrutura sio: A4 = 4 x 104
m?, Ap = 16 x 10~* m?, E=71 GPa, p=2700 kg/m® 1=003 e Ly, = Lp=3,0 m. As
andliscs foram feitas para banda de freqiiéneias de 1 /12 de oitava com f.=12.5 kHz. As
figuras 5.26 e 5.27 mostram a densidade de energia média total longitudinal calculada por
ESEM, SEM e EFEM e o fluxo de energia médio total longitudinal calculado por ESEM e
SEM. Nestas figuras pode-se observar que os resultados obtidos por EFEM e ESEM estao em
conformidade com aqueles calculados por SEM. As figuras 5.28 e 5.29 mostram a densidade
de energia média total transversal, calculada, por ESEM, SEM e EFEM e o fluxo de energia
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médio total transversal calculado por ESEM e SEM. O que pode ser observado nas figuras
5.1 e 5.2 é que, nos resultados das vigas, para freqiiéncias centrais mais altas existem mais
modos por banda e o espacamento entre eles ¢ menor, portanto as densidades < € >pap e
fluxo < ¢ >pap calculadas por EFEM e ESEM tornam-se mais préximas no caso da banda
com [.= 12.5 kHz, apcsar de existir uma regido critica na junta onde as curvas nao tém boa,
concordancia.
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12
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x {m]

Figura 5.26: Densidade de energia total média longitudinal ao longo das barras AB, calculada
por ESEM, SEM e EFEM na banda 1/12 de oitava com f,=12.5 kHz.
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Figura 5.27: Fluxo de energia médio total longitudinal ao longo das barras AB, calculado
por ESEM e SEM na banda 1/12 de oitava com f.=12.5 kHz.
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Figura 5.28: Densidade de energia total média transversal ao longo das vigas AB, calculada
por ESEM, SEM e EFEM na banda 1/12 de oitava com Fi=12.5 kHz=:
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Figura 5.29: Fluxo de energia médio total transversal ao longo das vigas AB, calculado por
ESEM e SEM na banda 1/12 de oitava com f,=12.5 kHz.

5.3.2 Exemplos de vigas conectadas em angulo arbitrario

Este exemplo utiliza o modelo do caso de duas vigas acopladas em angulo arbitrario,
figura 5.7. As andliscs foram feitas para o angulo de 60°, e banda de freqiiéncias de 1 /12
de oitava com f.=12.5 kHz. A figura 5.30 mostra as densidades de energias médias totais e
parciais calculadas por ESEM, SEM e EFEM. Nesta, figura pode-se observar que os resultados
obtidos por ESEM estdo em conformidade com aqueles calculados por SEM.

87



2% 10
g -- ESEM
| S -~ SEM
8 . — EFEM

2 4
x fm]

Figura 5.30: Densidades de energias médias totais e parciais ao longo de duas vigas acopladas
em um angulo de 60°, calculadas por EFEM, ESEM e SEM na banda de freqiiéncias de 1/12
de oitava com f,=12.5 kHz.

A figura 5.31 mostra os fluxos de energias médios totais e parciais obtidos por ESEM e
SEM. Nesta banda de freqgiiéncias de 1/12 de oitava com f,=12.5 kHz, o ESEM apresentou
uma grande concordancia com SEM, que é a referéncia utilizada nesta tese.
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Figura 5.31: Fluxos de energias médios totais e parcias ao longo de duas vigas acopladas em
um angulo de 60°, calculados por ESEM e SEM na banda de fregiiéncias de 1/12 de oitava
com f,=12.5 kHz.
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As densidades de energias médias totais e parciais e os fluxos de energias médios totais e
parciais, calculados por ESEM para a banda de freqiiéncias de 1/12 de oitava com f.=12.5
kHz, sao apresentados nas figuras 5.32 e 5.33 a partir de uma outra forma de visnalizagio

grafica.

(a.) < C >FFAB (b) < C>LLAB

(¢) < € >rLaB (d) < e>rraB

(e) < e >pan (f) <e>LaB

Figura 5.32: Densidades de energias médias totais e parciais, figuras (a), (b), (c), (d), (e)
e (f), calculadas por ESEM na banda de freqiiéncias de 1/12 de oitava com [. = 12.5 kHz,

para um angulo de ¢ = 60°.

89



=6
510

™ N

(41

B

(a) < ¢ >prap (b) < ¢>r1aB

-6 -6
x 10 10

oo, N R

(<]

X
9
10
8
Al 6
4 4 2
b
8
7
6
ds
4
2
f

(¢) < q¢>rLaB (d) < ¢ >Lran
X 10 10
2
'11,5 i
1
0.5

(e) < ¢ >ram (f) <q>ras

Figura 5.33: Fluxos de energias médios totais e parciais das figuras (a), (b), (c), (d), (e) e
(f), calculados por ESEM na banda de freqiiéncias de 1/12 de oitava com f,=12.5 kHz, para
um angulo de ¢ = 60°.
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5.4 Simulagao de uma estrutura real modelada por EFEM,
ESEM e SEM

A figura 5.34 mostra uma estrutura na forma de um “7”, a qual pode ser interpretada
como um caso particular daquele apresentado na segio 5.2.2, onde 3 trés vigas (A, Be C)
estao conectadas em uma tnica junta com angulos de 0°, 90° e 180°, em relagio a um eixo
horizontal.

Ax, = 0.0259 [m]
Ax, = 0.0222 [m]
szI el Ae=omortm

-
|
i

Fnejﬂﬂ [qA—xlq ' I'A—xil
] A B
L L, N

L. A & b
[

Ll - rl

Figura 5.34: Viga T sub-dividida nas vigas A, B e C, excitada por uma forca harménica
longitudinal e outra transversal.

A estrutura real, aqui denominda por viga T, fez parte de um “round-robin” entre vérias
universidades ao redor do mundo com a finalidade de ser usada em medicdes relacionadas a
pesquisas na drea de propagagao de energia em estruturas, (Szwerc e Hambric, 1996). A viga
T' ¢ feita de Lexan (policarbonato), e as suas propriedades sao: L= 0.7779 m, Lg= 1.0827
m, Le= 0.9303 m p=1280 kg/m?3, v=0.25, [=1.4334E-7 m4, Ar = 1.7118x 3 m?, n=0.01
e £=2.62 GPa. As forgas de excitagio (longitudinal e transversal) aplicadas no modelo sao
unitdrias. As andlises foram feitas para a banda, de freqiiéncias de 1 /3 de oitava com f,= 6.3
kHz, e para a banda de freqiiéncias de 1/12 de oitava com f,= 4.0 e 12.5 kHz. Os resultados
das densidades e fluxos de energias calculados por EFEM e ESEM séo comparados com 0s

de SEM, os quais podem scr obscrvados nas figuras 5.35 a 5.46.

Para a banda de freqgiiéncias de 1/12 de oitava com [,= 4.0 Hz , observam-se desvios
bastante significativos em alguns dos gréficos de densidades (figuras 5.35 e 5.36) e fluxos
(figuras 5.37 ¢ 5.38) de energias médios parciais. Contudo, deve-se observar que estas parcelas
com grandes desvios (por exemplo, < e > r4g na figura 5.35) apresentam, em geral, valores
de energia ou fluxo uma ordem de grandeza abaixo daquela que deverd se somar a ela (<
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e >pr4p) para a obtencdo do valor total (< e >p45). Entretanto, neste caso, ainda existe
uma diferenca significativa entre os valores da outra parcela (< e >r145) de energia ou fluxo,
de modo que tanto as densidades de energias médias totais quanto os fluxos de energias
médios totais em ambos os ramos da viga T (AB e AC) calculados por EFEM e ESEM
apresentam alguns desvios quando comparados com os resultados de SEM. Considerando
que estas diferengas mostram-se mais acentuadas nas parcelas de energia ou fluxo associadas
as ondas longitudinais ¢ considerando-se que em vigas o niimero de modos longitudinais em
bandas de freqiiéncias mais baixas é bem inferior aos transversais, é possivel supor que neste
caso que as diferencas ocorrem devido ao niimero de modos ser inferior ao nimero minimo
necessario nesta banda. Esta hipétese pode ser parcialmente confirmada pelos resultados
obtidos para bandas de freqiiéncias mais altas com f.= 6.3 (figuras 5.39, 5.40, 5.41 e 5.42)
e [.= 12.5 Hz (figuras 5.43, 5.44, 5.45 e 5.46), onde os resultados das densidades e fluxos
de energias médios totais calculados por EFEM e ESEM estao de acordo com as obtidas
por SEM, e somente algumas parcelas diferem. Contudo, como comentado anteriormente, a

contribui¢ao destas parcelas torna-se desprezivel na obtengao do resultado total.
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Figura 5.35: Densidades de energias médias totais e parciais no ramo AB da viga T, calcu-
ladas por EFEM, SEM e ESEM na banda de freqiiéncias de 1/12 de oitava com f, = 4.0
kHz.
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Figura 5.36: Densidades de energias médias totais e parciais no ramo AC da viga T, calcu-

ladas por EFEM, SEM e ESEM na banda de freqiiéncias de 1/12 de oitava com f, = 4.0
kHz.
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Figura 5.37: Fluxos de energias médios totais e parciais no ramo AB da viga 71", calculados
por ESEM e SEM na banda de freqiiéncias de 1/12 de oitava com f. = 4.0 kHz.
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Figura 5.38: Fluxos de energias médios totais e parciais no ramo AC da viga T, calculados
por ESEM e SEM na banda de freqiiéncias de 1/12 de oitava com f. = 4.0 kHz.
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Figura 5.39: Densidades de energias médias totais e parciais no ramo AB da viga T, cal-
culadas por EFEM, SEM e ESEM na banda de fregiiéncias de 1/3 de oitava com f. = 6.3

kHz.
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Figura 5.40: Densidades de energias totais e parciais no ramo AC da viga T, calculadas por
EFEM, SEM e ESEM na banda de freqiiéncias de 1/3 de oitava com f. = 6.3 kHz.
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Figura 5.41: Fluxos de energias médios totais ¢ parciais no ramo AB da viga T, calculados
por ESEM e SEM na banda de freqiiéncias de 1/3 de oitava com f, = 6.3 kHz.
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Figura 5.42: Fluxos de energias médios totais e parciais no ramo AC da viga T, calculados
por ESEM e SEM na banda de freqiiéncias de 1/3 de oitava com f. = 6.3 kHz.
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Figura 5.43: Densidades de energias médias totais e parciais no ramo AB da viga T, calcu-

ladas por EFEM, SEM e ESEM na banda de freqiiéncias de 1/12 de oitava com f, = 12.5
kHz.
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Figura 5.44: Densidades de energias médias totais e parciais no ramo AC da viga T, cal-

culadas por EFEM, SEM e ESEM na banda de freqiiéncias de 1/12 oitava com [, = 12.5
kHz.
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Figura 5.45: Fluxos de energias médios totais e parciais no ramo AB da viga T, calculados
por ESEM e SEM na banda de freqiiéncias de 1 /12 com f. = 12.5 kHz.
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Figura 5.46: Fluxos de energias totais e parciais no ramo AC da viga T, calculados por
ESEM e SEM na banda de freqiiéncias de 1/12 de oitava com [. = 12.5 kHz.
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Capitulo 6

RESULTADOS EXPERIMENTAIS

6.1 Introducao

Neste capitulo serdo apresentados os resultados de dois experimentos envolvendo uma
estrutura composta de duas barras colineares e outra estrutura na forma de um "1 (Viga-
T). O primeiro experimento foi realizado por Nunes (2005), que cedeu os dados experimentais
pare a utilizacdo nesta tese. Com cstes dados foi possivel determinar a densidade de energia
longitudinal experimental, a qual foi comparada com os resultados simulados por EFEM e
SEM. Os resultados obtidos do segundo experimento foram utilizados no cdlculo dos fluzos
e densidades de energias médias totais e parciais através de interpolagies feitas por SEM
(vide apéndice B.1). Em sequida, os fluzos e as densidades de energias experimentais sdo
comparados aos resultados simulados obtidos por EFEM e ESEM. As respostas vibracionais
(FRFs) medidas na viga também. foram utilizadas em um cstudo preliminar que tinha como
objetivo estimar os fatores de perda por acoplamento (CLFs) e os fatores de amortecimento
interno da viga T Estes fatores sdo determinados pelo Método da Poténcia Injetada (” Power
Injection Method - PIM”), que representa a forma inversa da Andlise Estatistica de Energia
(SEA). Em seguida, os CLFs e os fatores de amortecimento interno obtidos pelo o PIM séo
comparados as expressoes analiticas apresentadas por Cremer e Heckl (1988). Uma revisdo

dos dois métodos encontra-se no apéndice C.
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6.2 Resultados experimentais de duas barras colineares

acopladas

A figura 6.1 mostra o esquema de uma estrutura composta de duas barras cilindricas
colineares de didmetros diferentes. As barras estao conectadas entre si através de wmn ajuste
prensado e apresentam as seguintes propriedades: A, = 1.7349 x 107% m?2, Ap = 1.8627 x
1074 m?, £F=2.71 GPa, p=1140 kg/m3 7=0.03 e L,=0.20 m Lp=2.46 m. O material das
barras ¢ Nylon e a estrutura foi excitada por uma forca harménica longitudinal localizada
na extremidade da barra A através de um excitador cletrodinamico, como mostra a figura
6.2. O sinal de excitagdo é um (”chirp”) senoidal na banda de freqgiiéncias de 0 — 16 kHz,
com discretizacao em freqiiéncia de 0.25 Hz. As fungdes de resposta em fregiiéncia (FRFs) de
aceleracao foram medidas em quatro pontos, um em cada extremidade da estrutura e outros
dois na junta. A partir das duas FRFs medidas na junta é feita uma média a fim de cancelar
os efeitos da sensibilidade lateral dos acelerometros e evitar as componentes das aceleracoes

transversais.

Fbej(()t
= A B

Figura 6.1: Uma estrutura composta de duas barras acopladas excitadas por uma forca

harménica.

Figura 6.2: A montagem experimental consiste de duas barras colineares de se¢oes distintas

acopladas.
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O fator de sobreposigdo modal, MOF, e o nidmero de modos na banda de interesse,
N(f), sao utilizados aqui também para analisar a validade do EFEM. Assim, N(f) e MOF
foram calculados para a estrutura da figura 6.1, e podem ser vistos nas figuras 6.3 e 6.4,
respectivamente. Na figura 6.3 observa-se que o valor minimo de N(f) (3 modos), é atingido
para a barra /A em aproximadamente 40 kHz e para a barra I3 em aproximadamente 2 kHz.
Na figura 6.4, o valor minimo (0.5) do MOF, é atingido para a barra A em aproximadamente
60 kHz, e para a barra B em aproximadamente 5 kHz.
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Figura 6.3: N(f) para barras (A e B) em bandas de 1/3 oitavas.
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Figura 6.4: MOF para barras (A e B) em bandas de 1/3 oitavas.

A primeira tentativa de estimar a densidade de energia longitudinal experimental foi
através de interpolacbes por SEM, da mesma forma apresentada no apéndice B.1. A dife-
renca agora é que os dados utilizados nas interpolagoes por SEM sao as fungdes de resposta
e fregiiéneia (FRFs) de aceleragio, as quais foram medidas ao longo do comprimento da es-
trutura. Antes de estimar as energias por SEM, integrou-se duas vezes as FRFs de aceleragao
para se obter as FRFs de deslocamentos que foram utilizadas nas inferpolagoes. Os resul-
tados obtidos apés as interpolagoes por SEM apresentaram grandes divergéncias em relacao
aos dados simulados. Acredita-se que estas divergéncias surgem devido ao niimero de pontos
medidos ao longo da estrutura ser muito baixo (4 pontos ao longo do comprimento total), e
portanto néo seriao apresentados aqui. Para superar esse problema adotou-se outra metodolo-
gia, que consiste em assumir duas hipéteses: a primeira é de massa concentrada, e a segunda
considera que a energia total pode ser aproximada como sendo duas vezes a energia cinética,
ambas sio aplicdvels o altas freqiiéneias. A partir dessas hipSteses ¢ integrando-se uma
vez as FRFs de aceleracio, obtém-se as FRFs de velocidades que sao utilizadas no célculo
da densidade de energia média longitudinal (< e >14p) em cada ponto medido e, portanto,

denominadas de densidade de energia média longitudinal experimental (EX). A densidade
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de energia média longitudinal simulada por EFEM foi obtida utilizando a poténcia injetada
experimental calculada a partir da FRF de velocidade no ponto de excitagao, e a densidade
de energia média longitudinal simulada por SEM foi determinada a partir de uma forca de
excitagdo longitudinal unitdria. Uma banda de freqiiéncias de 1/3 de oitava com freqiiéncia
central de [.=6.3 kHz foi utilizada na determinagao da densidade de energia média longitudi-
nal por EFEM, EX e SEM. A figura 6.5 mostra uma comparagao entre a densidade de energia
média longitudinal por EFEM, EX ¢ SEM. Os pontos rclacionados com a barra mais longa,
(B), mostram razodvel aproximagao entre os resultados experimentais e simulados, enquanto
que os pontos da barra curta, (A), apresentam grandes diferencas na amplitude. Estas dife-
rengas na barra A podem ser atribuidas ao baixo nimero de modos (N(f)) e também a um
baixo fator de sobreposigdo modal (MOF') na banda de freqiiéncias analisada ( f.=6.3 kHz),
enquanto acontece o oposto com a barra B (vide figuras 6.3 e 6.4).

3% 10°° N | | | |
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Figura 6.5: Densidade de encrgia média longitudinal para barras colineares acopladas.
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6.3 Resultados experimentais da Viga T

6.3.1 Montagem experimental da viga T

A estrutura utilizada neste experimento tem a forma de "7, e serd denominada aqui por
viga T, (figura 6.6). A viga T foi concebida a partir da usinagem de uma placa de Lexan
(policarboneto), resultando-sc cm nma cstrutura continua. Esta estrutura fez parte de um
"round-robin” entre varias universidades ao redor do mundo com a finalidade de ser utilizada
em medicoes relacionadas a pesquisas na drea de propagacao de energia em estruturas (Szwerc

e Hambric, 1996).

Jjox
Fie

|

Ax, = 0.0259 [m]
Ax, = 0.0222 [m]

Ax, Ax, = 0.0301 [m]

” Ax Ax
F()ej | |4—‘1>] __I<_3>|
A B

] p——

Figura 6.6: Trés vigas conectadas por uma junta com éngulos de 0°, 0° e 90°, e excitadas por

duas forgas harmonicas longitudinais e transversais no ramo A e C.

Neste experimento mediram-se as respostas vibracionais longitudinais e transversais (FRFs)
de aceleracao ao longo do comprimento da viga 7". Estas foram utilizadas primeiramente em
um estudo preliminar deste trabalho que teve como objetivo estimar os coeficientes de perda
por acoplamento de SEA através do Método da Poténcia Injetada (PIM), cujos resultados
serao apresentados no final deste capitulo. Posteriomente, estes mesmos dados foram usa-
dos para a determinacio da poténcia injetada experimental e na interpolacao do SEM com
dados experimentais (vide apéndice B.1) para obtencao dos fluxos e densidades de energias
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médias totais e parciais experimentais. Em seguida, os resultados dos fluxos e das densidades

de energias experimentais (Exp) foram comparados aos resultados simulados por EFEM e
ESEM.

O procedimento experimental realizado para viga T' é constituido das seguintes etapas:
primeiramente a estrututura foi suspensa por fios de Nylon em trés pontos, com o obje-
tivo de simular as condicoes de contorno livre-livre, como pode ser observado na montagem
experimental da figura 6.7.

Figura 6.7: Montagem experimental.

Em seguida, foram aplicadas excita¢bes harménicas, uma de cada vez, nas direcoes trans-
versais e longitudinais dos ramos A e C da viga T. O sinal utilizado nas excitacoes foi um
("chirp”) sinal senoidal na faixa de freqiiéncia de 0-8 kHz. Uma outra etapa foi a medigao
das FRFs das componcutes de accleragao longitudinais ¢ transversais. As FRFs das compo-
nentes de aceleragao longitudinais foram medidas em ambos os lados da estrutura (figura 6.8)
¢ feita nma média destes valores. Este procedimento foi adotado a fim de minimizar o cfcito
da sensibilidade lateral dos acelerdmetros e evitar a influéncia das componentes transversais
na obten¢do da componentes longitudinais. Finalmente, as componentes transversais foram
obtidas diretamente com uma medida das FRFs de um acelerémetro nas posigoes transversais

medidas ao longo da estrutura, como mostrado, também na, figura 6.8.
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Figura 6.8: Posicao dos acelerometros.

A distancia entre cada ponto de medida e as posigoes de excitagoes podem ser vistas na
figura 6.6. As propricdades da viga T sao:La= 0.7779 m, Lg= 1.0827 m, Le= 0.9303 m
p=1280 kg/m?, v=0.25, [=1.4334E-7 m*, Ay = 1.7118x~2 m?, n=0.01 ¢ F=2.62 GPa. Os
equipamentos utilizados no experimento estdo descritos na tabela 6.1.

Tabela 6.1: Equipamentos.

Equipamentos Modelo Sensibilidade | Faixa de freqiiéncia
Excitador eletrodindmico | PR 9270/01 e 5-15 kHz
Amplificador Pa 100 - — —— —— =
Gerador de fungoes HP 3314A - — ————
Sistema de aquisi¢ao HP 75000 ST -
Condicionador de sinais | PCB 482AC5 P - — ——
Transdutor de forga PCB 208A02 | 82,55400 N/V *
Acelerbmetro PCB 353B68 | 98.5930 m/s?/v 1-10 kHz
Acelerometro PCB 353B68 | 101.6580 m/s*/v 1-10 kHz
Acelerémetro PCB 353B68 | 100.2043 m/s?/v 1-10 kHz

* Observacao: freqgiiéncia natural de 50 kHz.
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6.4 Comparacao entre os resultados experimentais e
simulados por EFEM e ESEM

Nesta segao, as densidades e fluxos de energias médias totais e parciais experimentais sio
comparadas com as simuladas por EFEM e ESEM e os resultados discutidos. As figuras 6.9
e 6.10 mostram os resultados das densidades de energia média total e parcial experimental e
simuladas por EFEM e ESEM para uma banda de fregiiéncias de 1/3 de oitava com fo=63
kHz. As figuras 6.11 e 6.12 mostram os fluxos de energia média total e parcial experimental
e simulados por EFEM e ESEM para uma banda de freqiiéncias de 1/3 de oitava com f, =
6.3 kHz.

minn EFEM

— Exp
— ESEM

Figura 6.9: Densidades de energias médias totais e parciais nas vigas A e B, calculadas por
EFEM, dados Experimentais (Exp) e ESEM na banda de fregiiéncias de 1/3 oitava com
f.=6.3 kHz.
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Figura 6.10: Densidades de energias médias totais e parciais nas vigas A e C, calculadas
por EFEM, dados Experimentais (Exp) e ESEM na banda de freqiiéncias de 1/3 oitava com
f:=6.3 kHz.

1 1
v x [m] v x [m]

Figura 6.11: Fluxos de energias médios totais e parciais nas vigas 4 e B, calculados por
ESEM e dados Experimentais (Exp) na banda de fregiiéncias de 1/3 oitava com f.=6.3 kHz.
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Figura 6.12: Fluxos de energias médios totais e parciais nas vigas A e C, calculados por
ESEM e dados Experimentais (Exp) na banda de freqiiéncias de 1 /3 oitava com f.=6.3 kHz.

Uma observagdo global desses resultados mostra que a maioria dos resultados simulados
nao apresentam o mesmo comportamento daqueles obtidos experimentalmente. Observa-se
também que em alguns casos onde os comportamentos sio similares, as densidades e os flu-
x05 de energia simulados apresentam diferengas de awmplitude significativas cm relagao as
experimentais. Algumas excegoes devem ser mencionadas como no caso das parcelas das
densidades de encrgia transversais devido a uma excitacao transversal < ¢ >ppap (figura
6.9) e < e >ppac (figura 6.10), que apresentam uma boa concordincia entre os resultados
experimental e simulados. Contudo, devido as grandes diferencas no comportamento das par-
celas das densidades de energia transversais devido a uma excitagao longitudinal < e >pp 45
(figura 6.9) e < e >ppa¢ (figura 6.10), principalmente sobre o comprimento referente & viga
A, as densidades de energia totais transversais apresentam diferencas significativas também
neste trecho. Os resultados obtidos para as energias longitudinais apresentam comportamen-
tos totalmente diferentes, ndo sendo posstvel estabelecer qualquer termo de comparacio entre
0s mesmos. Estas mesmas consideragdes podem ser aplicadas aos resultados obtidos para os
fluxos de energia (figuras 6.11 e 6.12). Resultados similares foram obtidos usando-se outras
faixas de freqiiéncias diferentes da apresentada.
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Antes de tentarmos extrair alguma conclusio destes resultados, devem ser levantadas em

conta as seguintes consideragoes:

- Os casos simulados com os métodos EFEM ou ESEM apresentados no Capitulo 5, mos-
traram resultados bastante consistentes quando comparando com o método SEM, bem

como, com aqueles simulados encontrados na literatura (Cho, 1993);

- Alguns trabalhos publicados (Ahmida, 2001), (Donadon et al., 2004), (Cho, 1993) tém apre-
sentado rosultados bem razodveis de comparagoes de simulagoes por EFEM ou SEM
com resultados experimentais. Muito embora estes tenham sido feitos em fungao da

frequiéncia em vez da posi¢ao, como nesta tese;

- Uma andlise mais criteriosa dos resultados das densidades de energia experimentais espe-
radas em cada ramo da estrutura (vigas A, B e C) em fungéo do tipo (longitudinal
ou transversal) e da posigio (extremidade das vigas A ou C) da excitagdo aplicada,
revela que alguns dos resultados das densidades de energia experitentais obtidos (fi-
guras 6.9 e 6.10) mostram-se inconsistentes. Por exemplo, na parcela da densidade de
cnergia transversal obtida por uma excitacao longitudinal na extremidade da viga A,
< e >prap (figura 6.9), nio era de se esperar uma amplitude da densidade de energia
tranversal no ramo da viga A com valor préximo daquela que fol obtida para uma ex-
citacio transversal na extremidade da viga A, < e >prag (figura 6.9). Da mesma forma
que nao seria esperada uma parcela da densidade de energia transversal, < e >prac
(figura 6.10), préxima de zero para o ramo da viga (', também nao era esperada uma
amplitude alta no ramo da viga A para uma excitagao longitudinal na extremidade da
viga A.

Tais consideragoes indicaram fortes evidéncias de que as densidades e fluxos de energias
experimentais apresentavam distor¢oes em seus resultados. Desta forma iniciou-se uma ave-
riguacao do processo de obtengdo das densidades e fluxos de energias desde o seu dado mais
primitivo, as FRFs medidas, até a obtencao do seu valor final, a interpolagéo por SEM.

Uma anélise mais criteriosa dos dados experimentais mostrou que as FRFs medidas a-
presentam valores de coeréncia ordindria préximos de 1.0 em todas a bandas de freqiiéncias
analisadas. Também, que o processo de integracao das FRFs de accleracao para obtencao
das FRFs de velocidade e deslocamento é robusto e trivial. Desta forma, concluiu-se que
as possiveis divergéncias dos resultados deveriam estar mais a frente, ou seja, no processo
de interpolagao por SEM com os resultados dos deslocamentos experimentais. A partir

deste ponto foram realizadas algumas comparagoes de resultados simulados através de SEM
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com aqueles experimentais obtidos com interpolacio por SEM de dados dos deslocamentos

experimentais.

A primeira tentativa foi feita utilizando-se um modelo de viga mais preciso na formulacao
do SEM. O modelo usado até o momento era o da viga Bernoulli- Euler que foi substituido
pelo modelo de Timoshenko. Usando-se os dois modelos de viga foi realizado um caso si-
mulado para a viga T, para uma banda de freqiiéncias de 1/3 de oitava com f, = 6.3 kHz,
cujos resultados estdo mostrados nas figuras 6.13 e 6.14. Pode-se observar que os modelos
apresentam comportamentos similares em alguns resultados, < ¢ >p4p (figura 6.13), mas
bastante diferentes em outros < e >psp (figura 6.13).
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Figura 6.13: Densidades de energias médias totais e parciais nas vigas A e B, calculadas por
SEM utilizando as teorias de Bernoulli-Euler e Timoshenko na banda de freqiiéncias de 1 /3
oitava com f,=6.3 kHz.
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Figura 6.14: Densidades de cnergias médias totais ¢ parciais nas vigas /A e C, calculadas por
SEM utilizando as teorias de Bernoulli-Euler e Timoshenko na banda de freqiiéncias de 1/3

oitava com f.=6.3 kHz.

Baseado nestes resultados, aplicou-se o modelo de Timoshenko no processo de interpolacao
por SEM com resultados experimentais e comparou-se com os resultados simulados pelo o
mesmo modelo. As figuras 6.15 e 6.16 mostram os resultados obtidos para as densidades
de energias médias totais e parciais para os ramos AB e AC da viga, onde nao é possfvel
obscrvar nenhuma melhora significativa no sentido de aproximar os resultados simulados dos

experimentais.
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Figura 6.15: Densidades de energias médias totais e parciais nas vigas A e B simuladas por
SEM, e interpoladas por SEM (EXP) na banda de freqgiiéncias de 1/3 oitava com f,=6.3 kHz.
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Figura 6.16: Densidades de energias médias totais e parciais nas vigas 4 e (', simuladas por
SEM, e interpoladas por SEM (EXP) na banda de fregiiéncias de 1/3 oitava com f.=6.3 kHz.
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Uma outra investigacao do processo foi realizada através das simulagoes das FRF's de des-
locamento ao longo da viga 7" por SEM utilizando-se a teoria de Bernoulli-Euler e Timoshenko,
e essas foram comparadas as FRFs de deslocamentos medidas na viga T'. Os resultados apre-
sentados demonstram que para baixas freqiiéncias (0-500 Hz) as respostas simuladas por SEM
estao proximas das experimentais, entretando, quando avangamos para faixas de frequéneias
mais altas (500-7.000 Hz) os resultados se deterioram e nao existe mais termo de comparagao
cnfre os resultados. Este resultado permancee imutdvel independentemente do modelo de
viga (Bernoulli-Euler ou Timoshenko) usado na formulagio do SEM. Isso pode ser visto nas
figuras 6.17, 6.18, 6.19, que mostram as respostas longitudinais, e as figuras 6.20, 6.21 e 6.22,

as guais mostram as respostas transversais.
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Figura 6.17: Resposta longitudinal experimental da viga A, e calculada por SEM utilizando

as teorias de Bernoulli-Euler e Timoshenko.
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Deslocamento Longitudinal - Viga B
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Figura 6.18: Resposta longitudinal experimental da viga B, e calculada por SEM utilizando
as teorias de Bernoulli-Euler e Timoshenko.

Deslocamento Longitudinal - Viga C

(=1

: ‘: : : ! : ¢ [emw Bernoullid
= i |munn Pimoshenko
E -20 | == Experimental |
~ 5 Y
ﬁ -40
2 o0 _
El : i
_80 1 i i i i i i i
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
-50 T T T T T .
| === Bernoulli
= Sl Timoshenko
; -60f = Experimental |
o i
a -70+ B
a -80r =1
-
_90 i i i i i i
1] 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000

Freqiiéncia [Hz]

Figura 6.19: Resposta longitudinal experimental da viga C, e calculada por SEM utilizando
as teorias de Bernoulli-Euler e Timoshenko.
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Figura 6.20: Resposta transversal experimental da viga A, e calculada por SEM utilizando

as teorias de Bernoulli-Euler e Timoshenko.
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Figura 6.21: Resposta transversal experimental da viga B, e calculada por SEM utilizando

as teorias de Bernoulli-Euler e Timoshenko.
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Figura 6.22: Resposta transversal experimental da viga C, e calculada por SEM utilizando
as teorias de Bernoulli-Euler e Timoshenko.

Neste trabalho o método do SEM tem sido utilizado como uma referéncia para que se
possa comparar com os resultados simulados obtidos por EFEM e ESEM. Néo era um ob jetivo
desenvolver o SEM, entretanto, a partir do momento em que se tentou aplicar a mesma
metodologia usada para os casos simulados nos casos experimentais, o SEM interpolado com
dados experimentais ndo conseguiu representar de maneira, adequada o comportamento das
densidades e dos fluxos de energias. Um ntmero maior de investigacoes e testes precisa ser
realizado com o método de SEM usando a variagao espacial, a fim de obter uma melhor
concordancia entre os resultados simulados e experimentais.

6.4.1 Determinagao experimental dos fatores de perda por acopla-
mento usando PIM

Nesta segdo apresenta-se uma outra aplicagao dos resultados experimentais da viga T,
realizados no inicio do desenvolvimento deste trabalho. Neste caso o objetivo era estimar
os fatores de perda por acoplamento, 7;;, um parametro de grande importancia em Andlise
Estatistica de Energia (SEA), usando o Método da Poténcia Injetada (PIM). Os fatores
de perda por acoplamento caracterizam o comportamento dindmico entre os sub-sistemas

(grupos de modos com energias similares) e sdo requeridos para predizer nfveis de vibragao e
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ruido em estruturas ou cavidades actsticas por SEA. Para se determinar os fatores de perda

por acoplamento, 7;;, sdo utilizadas a poténcia injetada e as energias médias totais de cada

sub-sistema. O PIM é a metodologia inversa de SEA, portanto, serd apresentado o modelo

de SEA para um melhor entendimento de como foram obtidos os 7;;. Para se elaborar o

modelo de SEA, primeiramente a estrutura foi dividida em sub-sistemas , ou seja, em cada

ramo A, B e (' da viga T" foram consideradas apenas as ondas longitudinais e transversais no

plano (x,y). Conseqiientemente, o modelo de SEA consistira de seis sub-sistemas, que podem

ser vistos na figura 6.23, assim como os caminhos de troca de energia entre cada sub-sistema.
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Figura 6.23: Modelo de SEA da Viga T para uma excitagao.

A estrutura foi excitada nas diregoes transversais e longitudinais do ramo A e B, totalizando-

se quatro excitacoes, sendo que para cada excitagio um sistema linear composto de seis

equagoes € obtido. Este sistema, que é representado pela figura 6.23, é dado pela a equagao:
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O PIM pode ser obtido expressando a equacdo 6.2 em termos dos CLFs desconhecidos.
Portanto, as poténcias injetadas nos sub-sistemas dos ramos A e C (1 e 2-transversal e 4 e
5-longitudinal), e as energias totais de todos os sub-sistemas sfo utilizadas na determinagio
dos fatores de perda por acoplamento, 7;; e 7;. Neste caso a energia média total de um
sub-sistema 7 devido a uma excitagdo no sub-sistema j ¢ assumida como sendo duas vezes a
energia cinética e a massa é considerada como concentrada, assim podemos escrever a energia

COomao:

B,y =m, (V2) (6.3)
e a poténcia injetada no sub-sistema i é dada por:
.
Py = 5Re(-FV}) (64)

sendo que, F; ¢ uma forga de excitagao, V;* é o complexo conjugado da velocidade e E;;, é a
energia média total em um sub-sistema i devido & excitagdao no sub-sistema j.

A figura 6.24 mostra a energia transversal no sub-sistema 1 devido a uma poténcia in-
jetada no mesmo, (Ey;), em fungdo das freqiiéncias centrais da banda considerada. Este
sub-sistema de energia, assim como todos os outros, foi determinado a partir das medidas
experimentais com base nas hipéteses assumidas e pela simulagao por SEM utilizando a te-
oria de Timoshenko considerando ou nao os graus de liberdade de rotacio. As energias sio
comparadas em bandas de 1/3 de oitava, com freqiiéncias centrais de: 160, 200, 250, 315,
400, 500, 630, 800, 1000, 1250, 1600, 2000, 2500, 3150, 4000 e 5000. Embora a hipétese de
massa concentrada possa ser um método aproximado, pois trata a estrutura como sendo um
sistema nao continuo, os niveis de energia estimados em relacdo ao SEM utilizando a teoria
de Timoshenko sao satisfatdérios.
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Figura 6.24: Energia cinética calculada pela hipétese de massa concentrada (”lumped —

rnass” ), SEM-Timoshenko com rotagao e SEM-Timoshenko sem rotagao.

Aplicando o PIM no caso da viga T para as 4 excitagbes experimentais, obtém-se wm
sistema de equagoes com um total de 26 CLFs desconhecidos. Devido & simetria estrutural
os CLFs simétricos sdao iguais (1, = 7;;) e o numero de incégnitas ¢ reduzido para 22
resultando em um sistema linear de equagoes sobre-determinado, o qual pode ser resolvido

por uma solugao de minimos quadrados linear.

Expressoes analiticas dos CLFs para vigas também foram desenvolvidas por Cremer e

Heckl (1988), as quais podem ser escritas como:

C.ﬁTrnn'i_j
— | 6.5
i = o L; (6:5]

sendo que,
- ¢; velocidade de propagagao da onda;

- Tmmy;: coeficiente de transmissiao da onda n na viga j devido a uma onda incidente m na

viga

- L;: comprimento da viga.
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Os coeficientes de transmissao para cada tipo de onda podem ser calculados pelas seguintes

expressoes:
28°+1
I S 0 i 6.
TR = 958 T 65+ 2 (66)
832 + 50
cLii = TLF = ——————— 6.7
Pl =TI = o5 1 68+ 2 (5.1
ﬁ2
g = ———— 8
L = 9B 1 68 + 2 L
8 =cg/c (6.9)
sendo que,

- Trpij: representa o coeficiente de transmissiao transversal na viga j devido a uma onda
incidente transversal na viga i;

- TFLij = TLFi;- representa o coeficiente longitudinal na viga j devido a uma onda incidente
transversal na viga i, ou representa o coeficiente transversal na viga j devido a uma
onda incidente longitudinal na viga i;

- TLLij: representa o coeficiente de transmissiao longitudinal na viga j devido a uma onda
incidente longitudinal na viga i;

- ¢g: ¢ a velocidade de grupo;

c: ¢ a velocidade de fase.

Na figura 6.25 estdo os CLFs determinados a partir das energias obtidas com os dados
experimentais (CLF-Experimental), os CLFs calculados a partir das energias obtidas por
SEM utilizando a teoria de viga de Timoshenko (CLF-SEM-Timoshenko), e os CLFs obtidos
pela expressao analitica dada pela equagao 6.5 (CLF-Teérico). De forma geral, observa-se que
os resultados para CLF-Experimental e CLF-SEM-Timoshenko apresentam comportamentos
similares, os quais na média tendem a aproximar-se dos resultados obtidos com CLF-Teérico

quando a freqiiéncia aumenta.

Assim como estimaram-se CLF-Experimental e CLF-SEM-Timoshenko que apresentaram
boa conformidade em relagdo aos CLF-Teérico, também obtiveram-se CLF-Experimental e
CLF-SEM-Timoshenko super ou sub-estimados. Uma alternativa para minimizar as dife-
rengas associadas aos célculos dos CLFs a partir do PIM, estd relacionada a um CLF es-
pecifico, ou seja, este novo fator pode ser estimado sem ter que resolver todo o sistema de
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Figura 6.25: Fatores de perda por acoplamento calculados a partir dos dados experimentais,
por SEM-Timoshenko e analiticamente.

equacio do PIM. Esta formulagao simplificada foi primeiramente mencionada por Stimpson
e Lalor (1991). Ahmida (2001) aplicou esta metodologia simplificada juntamente com o
método classico do PIM para se obter numericamente os fatores de perda por acoplamento
de uma viga L. Essa formulacao também foi utilizada nesta tese, com o objetivo de melhorar
os CLFs (Experimental e SEM-Timoshenko) obtidos a partir do PIM. Assim, as principais

relagoes sao dadas por:

?];‘.}J‘L = E‘Q }%‘1_1_ (6 10)
L L)
- UJE;
B = 5 (6.11)

A figura 6.26 mostra os fatores de perda por acoplamento, 75 € 142, que foram estimados
por PIM utilizando-se as energias obtidas das resposta medidas (CLF-Experimental), simula-
das por SEM (CLF-SEM-Timoshenko) e obtidos analiticamente (CLF-Teoérico). Observa-se
que os resultados CLF-Experimental e CLF-SEM-Timoshenko comportam-se de forma si-

milar, mas nao estdo de acordo com os obtidos pelo CLF-Teérico. Para obter uma melhor
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estimativa dos CLF's, foi aplicada a metodologia simplificada de Stimpson e Lalor (1991),
onde obtiveram-se os resultados mostrados na figura 6.27. Nesta metodologia observa-se
que os mesmos coeficientes de perda por acoplamento, 745 € 742, apresentam agora, resul-
tados praticamente coincidentes para CLF-Experimental e CLF-SEM-Timoshenko, os quais
apreseutam na média resultados bem mais préximos daqueles obtidos analiticamente pelo
CLF-Teérico.

Mz Tys
40 v T 40 T T T T T

— CLF-Experimental ~—CLF-Experimental

== CLF-SEM-Timoshenk == CLF-SEM-Timoshenko) |
30 —CLF-Tedrico 1 = CLF-Tedrice
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Figura 6.26: Fatores de perda por acoplamento calculados a partir dos dados experimentais,

por SEM-Timoshenko e analiticamente.
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Figura 6.27: Fatores de perda por acoplamento calculados a partir da formulacao simplificada
de Stimpson e Lalor (1991) usando dados experimentais e respostas simuladas por SEM-
Timoshenko, e obtidos analiticamente.

Dos resultados obtidos é possivel observar que a formulagao simplificada de Stimpson e
Lalor (1991) apresenta estimativas dos CLFs bem melhores que aquelas obtidas pelo PIM.
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Este fato estd associado ao problema do condicionamento da matriz de energia. Quando
o PIM ¢é aplicado em sistemas pequenos, ou seja, com poucos sub-sistemas, obtém-se boas
estimativas dos CLFs devido ao pequeno tamanho da matriz de energia envolvida (Ahmida,
2001). J4 para sistemas grandes e complexos, a matriz de energia pode ter problemas de mal

condicionamento mumdérico.
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Capitulo 7

Conclusoes e Perspectivas Futuras

7.1 Conclusoes

Este trabalho estd direcionado para modelagem de sistemas estruturais na faixa de altas
frequencias. Como mencionado na introdugdo, existe a necessidade de se utilizar métodos
que se adaptem melhor a essa faixa de freqiiéncia, pois em muitas aplicacbes de engenharia, a
vibragao de estruturas ¢ o campo sonoro no interior de cavidades actsticas envolvern modos
de alta ordem com comprimentos de ondas muito pequenos comparados as dimensoes da
estrutura ou da cavidade actstica. Isto conduz a modelos com grande niimero de graus de
liberdade, que para serem resolvidos demandariam um alto custo computacional, tornando-
se proibitivo a utilizagdo de métodos determiniticos para andlises nessa faixa de fregiiéncia
de interesse. Portanto, métodos utilizados para predizer o comportamento dinimico médio

suavizado das respostas vibracionais estruturais sdo de grande valia em altas freqiiéncias.

Uma avaliagao do comportamento vibracional médio em freqiiéncia-espago para estruturas
foi feita com objetivo de identificar como a vibragio esta se propagando por via estrutural.
Para isso. foram investigados os fluxos ¢ as densidades de energias wédias totais ¢ parciais
a partir dos métodos EFA, EFEM, ESEM e SEM para estruturas simples tais como barras
¢ vigas colincarcs, vigas acopladas cm Angulos arbitrdrios e uma viga na forma de 7. Neste
estudo, utilizaram-se as equagoes diferenciais de energia desenvolvidas por Wohlever (1988) e
as equagoes diferenciais de movimento para propagacio de ondas longitudinais e transversais
no plano (x,y), na modelagem das respostas vibracionais. Os métodos EFEM, ESEM e SEM
foram implementados e verificados para alguns casos aplicados a estruturas 1D tipo barras e
vigas com diferentes tipos de acoplamentos. O SEM foi usado como referéncia na verificagio

destes métodos.
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O primeiro método, EFA, consiste de uma formulagao analitica na forma de uma equagao
diferencial de densidade de energia e do fluxo de energia. O segundo, EFEM, é uma solugao
aproximada por elementos finitos da equacio diferencial de densidade de energia, a qual
proporciona informacoes das respostas dinimicas espaciais suavizadas com um baixo custo
computacional a partir da utilizagio de um pardmetro basc que ¢ similar ao cmpregado na
andlise classica do comportamento dinamico por FEM. O ESEM ¢é uma formulag¢ao similar a
cmpregada no método SEM que preve também as respostas cm altas freqiiéncias de sistemas
estruturais dinAmicos no dominio espectral, mas tendo como varidveis primarias a densidade
e o fluxo de energia como feito pelo EFA e EFEM. O ESEM é uma contribui¢ao original
desta tese, mas considerando que esta proposta surgiu no final do desenvolvimento do tra-
balho, e que os exemplos analisados ainda estdo limitados a alguns casos de elementos de
barras e vigas. seria prematuro afirmarmos quais as vantagens ou desvantagens do método
neste momento. O ESEM utiliza a abordagem do SEM para tratar as equagdes de fluxo de
energin. Uma coutribuicao do ESEM diante dos outros métodos similares (EFA e EFEM) é
a possibilidade de se resolver de forma exata a equacao do fluxo de energia. O SEM, cuja
formulacdo tem como base a solugio analitica da equagao diferencial da onda foi aplicado

apenas como método de referéncia para averiguagao dos outros métodos.

A andlise das densidades e fluxos de energia médios parciais através das juntas consiste em
uma outra contribuicao deste trabalho. Esta forma de analisar o problema permite mostrar
de forma mais clara como as ondas longitudinais e transversais estdo se acoplando nas juntas
e como est4 sendo esta redistribuicao entre os elementos acoplados. Além disso, as densidades
de energias parciais foram de grande importancia na identificagao de wwa convengao de sinais

consistente para o fluxo de energia e conseqiientemente para as matrizes de juntas no EFEM.

Um estudo a respeito da aplicabilidade do EFEM foi realizado com intuito de saber se a
faixa de freqiiéncia de interesse é adequada a aplicagao da metodologia. Esse estudo € feito
porque juntamente com as equagoes de cnergia, sao ntilizadas as equagoes de juntas, as quais
modelam os acoplamentos das ondas nas estruturas. Estes mecanismos de troca de energia
nas juntas utilizam os coeficientes de transmissao e reflexao (7ijmn € Timn) Que s&0 determi-
nados a partir de elementos estruturais acoplados semi-infinitos ou infinitos em uma banda
de freqiiéncia de interesse. Portanto, estruturas finitas sao modeladas a partir de estruturas
semi-infinitas ou infinitas. Esta hipétese é vélida desde que a banda de fregiiéncia sobre a
qual a média em freqiiéncia estd sendo executada seja suficientemente grande para que as
respostas mdédias e freqiiéneia de clementos finitos aproximem-se das respostas wmcédias dos
elementos semi-infinitos ou infinitos (Cho, 1993). Para verificar estas hipéteses sao utiliza-
dos dois parametros: o nimero de modos na banda, (”mode count - N(f)”), que indica o

niimero aproximado de modos excitados na banda de fregiiéncia de interesse, e o fator de

126



sobreposi¢ao modal, (”modal overlap factor - MOF?”), que indica o espacamento entre os
modos na banda de interesse. Essa avaliagao foi feita para os casos simulados, o que expli-
cou algumas diferengas e nao conformidade dos resultados simulados obtidos por EFEM em
relacao aos obtidos com SEM para algumas bandas de interesse.

Trés casos experimentais foram realizados e os resultados foram comparados com aqueles
simulados pelos métodos implementados. O primeiro caso experimental consiste de duas
barras colincares com scgao transversal ¢ comprimentos diferentes, conectadas cutre si através
de um ajuste prensado. A estrutura foi excitada em uma extremidade e as FRFs de aceleragao
medidas em 4 pontos, uma em cada extremidade e duas na conexio. As densidades de ener-
glas experimentais foram obtidas usando-se a hipGtese de massa concentrada e a de que a
densidade de energia pode ser aproximada como duas vezes a densidade de energia cinética.
Estes resultados sao comparados com os seus equivalentes simulados por EFEM e SEM, onde
para o trecho da barra longa os resultados apresentaram uma boa aproximacao, mas para a
barra mais curta isto nao se verifica. Contudo, uma avaliacdo da validade do EFEM feita
através do nimero de modos minimos necessérios na banda analisada, mostra que para a

barra wais curta este critério ndo foi respeitado, isto Justifica as divergencias dos resultados.

O segundo caso experimental consiste de uma estrutura continua na forma de um 7', a
qual foi excitada em dois dos ramos do T por forcas harménicas nas dire¢oes longitudinais
e transversais. F'RFs de aceleragao longitudinais e transversais sio medidas ao longo do
comprimento dos 3 ramos e usadas na obtencio das densidades e fluxos de energias totais e
parciais experimentais através de um processo de interpolagao por SEM. Os resultados sao
comparados com aqueles simulados por EFEM e ESEM, onde para quase todos os ramos da
estrutura os resultados simulados néo correspondem aos experimentais. Algumas considera-
oes bascadas nos resultados simmlados, cm outros trabalhos sobre o assunto, assim como em
evidéncias indicadas por resultados esperados para as densidades de energia parciais, leva-
ram a conclisao de que os resultados experimentais apresentavam erros que provavelmente
se originaram na dificuldade em medir as aceleracbes longitudinais e no processo de inter-
polacao por SEM. Uma investigagio do processo foi realizada e os resultados apresentados
demonstram que, para baixas freqiiéncias (0-500 Hz) as respostas simuladas por SEM estio
proximas das experimentais, entretando, quando avancamos para faixas de freqiiéncias mais
altas (500-7000 Hz) os resultados se deterioram e néo existe mais termo de comparagao entre
os resultados. Este resultado ocorre independentemente do modelo de viga (Bernoulli-Euler
ou Timoshenko) usado na formulagio do SEM. O método do SEM foi utilizado como uma
referéncia para que se pudesse comparar com os resultados simulados obtidos por EFEM e
ESEM. Nao era um objetivo desenvolver o SEM, entretanto, a partir do momento em que se

tentou aplicar a mesma metodologia usada para os casos simulados nos casos experimentais,
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o SEM interpolado com dados experimentais ndo conseguiu representar de maneira adequada
o comportamento das densidades e dos fluxos de energias nas faixas de freqiiéncias desejadas.
Acredita-se que mais investigacoes e testes precisam ainda ser realizados com o método de
SEM usando a variacao espacial a fim de obter uma melhor concordéncia entre os resultados

simulados e experimentais.

O terceiro caso experimental é na realidade uma variagdo do segundo caso, o qual foi rea-
lizado nos estdgios iniciais da tese, onde utilizaram-se os resultados do experimento da viga T
para obtencao experimental dos fatores de perda por acoplamento de SEA através do Meétodo
da Poténcia Injetada (PIM). Os valores estimados experimentalmente sao comparados com
aqueles obtidos por expressoes analiticas desenvolvidas por Cremer e Heckl (1988). A maio-
ria dos fatores de perda por acoplamento estimados pelo PIM apresentam resultados que, na
média convergem para os resultados analiticos, mas em alguns casos apresentam resultados
nao muito bons. A fim de melhorar as estimativas dos fatores de perda por acoplamento, um
procedimento simplificado de Stimpson e Lalor (1991) foi aplicado e os resultados obtidos

convergem na média para os resultados analiticos.

7.2 Perspectivas Futuras

Com base na experiéncia adquirida no desenvolvimento deste trabalho ficam aqui algumas

sugestoes de trabalhos que podem ser desenvolvidos no futuro:

Explorar o ESEM para outros tipos de estruturas compostas por elementos 1D (barras e
vigas), bem como mais complicadas compostas por elementos 2D (placas, menbranas,

cte) ¢ 3D (clementos acdsticos).

Explorar o EFEM para outros tipos de estruturas compostas por elementos 2D (placas,
membranas, etc) e 3D (elementos acisticos).

Explorar outras técnicas e formas de obtencio experimental da densidade e fluxos de
energia, bem como, verificar o processo de interpolagao por SEM com vistas a obtencao

de resultados experimentais;

Desenvolver de outras técnicas de obtencio das relacoes de acoplamento de propagacao de

ondas entre os elementos estruturais acoplados;

Desenvolver de métodos de energia mais adequados para analises na faixa das médias

frequéncias.
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Apéndice A

Determinacao dos coeficientes de
transmissao e reflexao para

estrututuras semi-infinitas acopladas

A.1 Coeficientes de transmissao e reflexao de barras

colineares acopladas

Duas barras semi-infinitas de materiais, e ou, geometria diferentes, sao acopladas em
z = 0, figura A.1. Quando uma onda longitudinal de amplitude P;, incide sobre a junta,
a onda é parcialmente transmitida e refletida. O deslocamento longitudinal na barra A é

€XPresso por:

ua(z) = Prae %4 4 Qp gei*ra” (A1)

O deslocamento longitudinal na barra A é expresso por:
’U,B(I) — pLBe—ikLB-T (AQ)

sendo que, k7,4 e k1.5 sao os numeros de onda longitudinais nas barras A e B, respectivamente.
As amplitudes complexas Q1.4 € Prr sao determinadas pelas condigoes de equilibrio na junta.
Uma das condigoes é dada pelo equilibrio de forcas axiais. A expressio da forca axial é dada

por:

= EAr (A43)
dz
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sendo que, E é 0 médulo de elasticidade, e Ap é a segao transversal da barra. A convencio
de sinais para forca axial positiva est4 representada na figura 2.7. A relacao de equilibrio de
forga na junta é dada por:

Falz=0— Fpls=o =0 (A.4)

A outra condicao ¢ a de continnidade dos deslocamentos axiais na junta, que ¢é:

Ua|z=0 = UB|z=0 (A.5)

A aplicagao das condigoes de equilibrio nas equacoes A.1 e A.2, resultam em:

Pra+Qra=Iip (A.6)

(EAr)akraQra + (EAr)gkrpPrg = (EA7) akp4Pra (A.7)

Resolvendo-se as equagoes A6 ¢ A7 para as awmplitudes Qpa e Mpp:

= - P A8
QLa o L (A.8)
2y —
RS Pr.a (A.9)
_ (FA7)akra (A.10)

B= (EA7)BkLB

Para se obter os coeficientes de transmissio e reflexio serd utilizado o fuxo de energia
médio no tempo. Portanto, para uma excitagio harménica, o fluxo de energia médio em wma
barra é dado por:

1 du*
o Y sk A1l
(P)r 2Re( F = > (A.11)
sendo que, :il: ¢ o conjugado complexo da velocidade longitudinal.

Pelo principio da conservacao de energia aplicado ao modelo de junta semi-infinita de uma
barra, o fluxo de energia incidente é igual A soma do fluxo de energia transmitido e refletido.

(P)Lainc = (P)Lares + (P)LBtran (A.12)

Ambos os lados da equagao A.12 sio divididos por (P) 1. 7ine, resultando em:

PYrarve D) 1Btran
1= Epi‘z‘q L+ <(P})Ij =TLLAA T TLLAB (A.13)
Ainc inc
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O coeficiente de transmissao de poténcia longitudinal é uma taxa entre a poténcia trans-
mitida e refletida:

S (P)LBtrans _ (EAr)BkiB|PLs” _ (EAr)BkLB
d AB — - = =
(PYpaine  (EA7)akpa|Pral>  (EAr)akpa

2y

v+1

(A.14)

O cocficiente de reflexiio de poténcia longitudinal ¢ nma taxa entre a potencia refletida ¢

a poténcia incidente:

| 2
FLiAA = <P>L_4-ref - ggLAl (A]_E))
(r)>LAinc |PLA§2

sendo que:

—Triap. 6 o coeficiente de transmissio de poteéncia longitudinal na barra B devido a uma

onda longitudinal incidente na barra A;

—rrraa. 60 coeficiente de reflexdo de poténcia longitudinal na barra A devido a uma onda

longitudinal incidente na barra A;

-k;, ntimero de onda longitudinal na barra i (i=A4,5).

Py .

Figura A.l: Ondas longitudinais transwmitidas ¢ refletidas devido a uma onda longitudinal

(.‘P,r,ﬂ) incidente sobre a junta.

A.2 Coeficientes de transmissao e reflexao de vigas co-
lineares acopladas

Duas vigas semi-infinitas de materiais, e ou, de propriedades geométricas diferentes estao

acopladas em z = 0, como mostra a figura A.2. Quando uma onda transversal de ampli-

tude A, incide sobre a junta, esta é parcialmente transmitida e refletida. O deslocamento

transversal da viga A pode ser representado por:

va(z) = Apae A" + Cpa€’ FA™ + Dpaetra” (A.16)
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O deslocamento transversal na viga B é dado por:
vp(x) = Appe™*"8" + Bppe Fre (A.17)

sendo que, kp4 e kpp sa0 os niimeros de onda na viga A e B, respectivamente.

As amplitudes complexas, Cpa, Dy, Apg e Brg sao determinadas a partir das condigoes
de equilibrio na junta, onde existem quatro condigdes de equilibrio. As primeiras condigoes de
equilibrio aplicadas na junta sio o momento e forga cortante. As expressoes para o momento

e forca cortante, respectivamente, sio:

d*v(z)
7| = A]_
M=FEI 7 (A.18)
e
d*v(z) Z
V=-FEI A.19
dx3 { )

sendo que, E é 0 médulo de elasticidade e I é 0o momento de inércia de drea da viga.

A convengdo positiva de sinais para o momento e forca cortante estd representada na

figura 2.7. A relacdo de equilibrio para o momento e forca cortante na junta é dada por:

'MA|I=0 S MBII=D =0 (AQU)

I/j4|r=0 - 1/Bl:.‘:=0 =0 (A21)

As outras duas condigbes de contorno impostas sao de continuidade do deslocamento
transversal e de rotagao, que sio representadas pelas respectivas expressoes:

VA(T)|z=0 = VB(T)|z=0 = 0 (A.22)
dv 4 dvg
E(;E”x:ﬂ = .E.T,H( )|:=D (A23)

Quando as condigbes de equilibrio sdo aplicadas na junta, um sistema de equagoes €
obtido:

Cra+ Dpa— Apg — Brpg = —Ap, (A.24)

JkraCra+kraDrpa + jkrpArp + kppBrp = jkraAra (A.25)
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‘-(EI)Ak%ACﬁ‘A-f—(EI)AkEFADpA-F(EI)Bk%BAFB‘—(EI)Bk%‘BBPB = (EI) zk% ,Ara (A.26)

— (BT ak% ,Cra+ (EI) 4k 4 Dpa— j(EDpkigArp+(EI)pkypBrp = —J(EI 4k, Apa

(A.27)

As equacoes A.24, A.25 A.26 e A 27 sdo resolvidas simultaneamente para amplitudes

complexas Cra, Dra, Arp € Brp. As expressoes resultantes sao:

Apa
A

Cra= {QGAO'B(;C:;‘A - kfvﬂ) - Jki«‘Ak}‘B(OfA = 03)2}

_ Ap
Dps = {kpakrp(a? — a%)(1 — J)}%

Ar

Arp = {2askralas + ap)(kpa + krp)} :;A

e
B , Ara

Brp = {2a4kpa(as — ap)(kpa — Jk,‘-‘B)}T
sendo que,

A = 2a4ap(k%, + k2g) + kpakre(aa + ap)?

¥q = (Er).dki*;’.
e

g — (Ef)gk%B
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Para uma excitagdo harménica, a expressio do fluxo de energia médio no tempo em uma

viga é:

<mF:;m<—v

d  dzdt (4:32)

sendo que, dv”/dt é o conjugado complexo da velocidade transversal e d*v* /dzdt é o conjugado

dv* , d21r*>

complexo da velocidade angular.

Pelo principio da conservagio de energia aplicado ao modelo de junta semi-infinita de
uma viga, a mesma relagdo obtida para modelo de barras colineares ¢ obtido:

<P>F_4mc i (P>F"1"ef 3 <P>FBtmn (A?)S)
<P) FAref (P>F'Btrnn

i i ki A34

<P>F';1inc <P>F.»4inr: RRAd FFAB ( )

O coeficiente de transmissdo de poténcia transversal é uma taxa entre a poténcia trans-
mitida e refletida.
(P)rBiran _ (EI)pk}plArpl?  (EIgkig 2
= — = 2a4kpa(aa+ag)(kpa+k A
<P>F.4£nc (EI)A}C%‘AIAFAP (EI)A;C?;'A{ A FA( A B)( FA FB)/ }

(A.35)

TFFAB =

O coeficiente de reflexio de poténcia transversal é uma taxa entre a potencia refletida e
a poténcia incidente.

g;i:w - J‘%:{j = {(2anan(kps — kip) = jkrakrs(aa — ap)?) JAY (A.36)

TFFrAA =
sendo que:

-Trrag: € 0 coeficiente de transmissio de potencia transversal na viga B devido a uma onda

transversal incidente na viga A:

-Trraa: € o coeficiente de reflexdo de poténcia transversal na viga A devido a uma onda

transversal incidente na viga A;

-kp;: nimero de onda transversal na viga i (i=A,B).

Y R VAVaVEoN RVA VAN L
_ SER—_: W
AN~ |3, B

Figura A.2: Ondas transversais transmitidas e refletidas devido a uma onda transversal (Ar4)
incidente sobre a junta.
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A.3 Coeficientes de transmissao e reflexao de duas vi-
gas acopladas em angulo arbitrario

Duas vigas semi-infinitas de materiais, e ou, propriedades geométricas diferentes. sao

acopladas em um angulo arbitrario em x; = z; = 0. Ambas as ondas transversais e longi-

tudinais podem ser incidentes sobre a junta a partir da viga A. Quando a onda transversal

de amplitude, Ap4, ou a onda longitudinal de amplitude, Py,,, incide sobre a junta, ondas

transversais e longitudinais (refletidas e transmitidas) sdo geradas em cada uma das duas
vigas semi-infinitas. Portanto, o deslocamento transversal na viga A é dado por:

Va (3:1) . ZFAe—ijAil + CF,AeijAIJ + DFAekF.-\Il (A37)

O deslocamento longitudinal na viga A ¢ dado por:

ua(z1) = Ppae %A + Qp 4etkea™ (A.38)

O deslocamento transversal na viga B ¢é dado por:

UR(:L’Q) = ;4;‘};’6_ij312 -+ BPRB‘kFBM (A39)

O deslocamento longitudinal na viga B ¢é dado por:

UB(SCQ) = PLBB_jkbsm (A40]

Na junta, seis condicdes de equilibrio sao necessdrias para determinar as seguintes am-
plitudes complexas desconhecidas: Cpa, Dya, Qra, Ars, Bre e Prs. Trés condigoes de
contorno estabelecem o equilibrio de forcas e momento sobre a junta. Assim, na junta, a

soma das forcas na dirccao horizontal ¢ dada por:

= F‘A + FB COS((,."I)Q) == V:g sin(qﬁz) =0 (A41)

A soma das for¢as na diregao vertical é dada por:

—V4 + Vg cos(¢o) + Fgsin(gz) =0 (A.42)

sendo que, Fy, Fp, V4 e Vp sido for¢as axiais ¢ cortautes na viga A e B, respectivamente.

A relacio de equilibrio de momento sobre a junta é dada por:

Mg — Ms=0 (A.43)
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sendo que, M4 e Mp sdo os momentos na viga A e B, respectivamente.

As outras trés condigdes de equilibrio sobre a junta sao de continuidade de deslocamento
¢ de rotagao. A contimidade de deslocamento axial é representada pela a seguinte relacao:

u4 = —vpsin(gy) + up cos(¢z) (A.44)
¢ a continuidade de deslocamento transversal ¢ dada por:
14 = vp cos(¢2) + up sin(¢y) (A.45)

A continuidade de rotagao € representada pela seguinte relagao:

dvy  dop
—_— A 46
d.’l:l dxg ( )
A aplicagao das seis condigdes de equilibrio na junta. resulta em um sistema de equagoes:

~ H(EAT) a75~Qua + j(EI)psin(¢2) Aps — (EI) g sin(¢2) Brg

"f?u;
krn e Erg—s (A.47)
(EAT)B cos(@q) Prp = ‘J(‘E’AT)AE}_PLA
FB

-—](EI) CFA—F(EI)A 4Dr44 (EI)BCOS((I:)Q)AFB'F(EIJBCOS(qﬁg)B}?B

Krs K, (A.48)
-—](EA)B SlIl(Qﬁz)PLB = —](EI) A_J.A
kg kg
k% o kEa . , . k% 4
(EJ)A CF‘A (EDa ATz DF‘A (El)gArg + (EI)gBrg = —(E1)a AT AF‘A (A.49)
k% g rB B
k kra kpa—
j— e —Cpa+ DF'A + JArs+ Brp = j— = Ara (A.50)
krg krp krp
—Qra —sin(@2) App — sin(¢,) Brp + cos(¢o) PLp = P4 (A.51)
~Cra— Dpy+ cos(¢a) Arp + cos(¢2) Brg + sin(@g) Prg = EFA (A.52)
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Portanto, as amplitudes complexas desconhecidas sao determinadas numericamente para
um dado material e propriedades geométricas das vigas. Em seguida, os coeficientes de
transmissio e reflexao sao calculados a partir das amplitudes complexas. Para isso, considera-
se que a estrutura ao ser excitada por uma onda incidente transversal de amplitude Ay, a
outra onda incidente longitudinal de amplitude 7’1 4 ¢ considerada zero. E quando a cstrutura
¢ excitada por uma onda incidente longitudinal de amplitude P;.4, a outra onda incidente
transversal de amplitude Ar4 ¢ considerada 7ero. Assim. a partir das expressocs dos fluxos
de energias médios no tempo representadas pelas equacoes A.11 e A.32, as expressoes dos
coeficientes de transmissao e reflexio sao deduzidas. Portanto, as expressoes dos coeficientes
de transmissio transversal e longitudinal na viga B, devido a uma onda incidente transversal

na viga A sao:

(EI)pk}glArsl®
(ED) k% A Ar P

TFFAB = (A.53)
1(EA7)BkLs|Prrl?

I (A.54)
(EI)akpalAral®

TFLAB =

As expressoes dos coeficientes de reflexao longitudinal e transversal na viga A, devido a

uma onda incidente transversal na viga .4 sao:

Cral? B
TFFAA = :Ej::2 (A.55)
H(BA7) sk 2
R 5(EAT)akralQral (A.56)

(ET) Ak alAral?

As expressdes dos coeficientes de transmissao transversal e longitudinal na viga B, devido

a uma onda incidente longitudinal na viga A sao:

1 . 2
TLLAR = (bAT)kaifml (A.57)
(EA7)akpa|Pral?
EDgk3 | Appl? -
TLFAB = (B1)skpp|Arsl (A.58)

Y(EA7) akpalPral?

As expressoes dos coeficientes de reflexdo longitudinal e transversal na viga A, devido a

uma onda incidente longitudinal na viga A sao:

(ET) 4k} alCral?

P A .59
1(E A7) akpa|Ppal? ( )

I'LFAA =

- 2
TLLAA = 1%;:12 (A.60)
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Figura A.3: Ondas transversais transmitidas e refletidas devido a uma onda longitudinal
(Pp4) e transversal (Ap4) incidentes sobre a junta.

A.4 Coeficientes de transmissao e reflexao para um sis-

tema de vigas ramificadas

Trcs vigas semi-infinitas de wateriais, ¢ on, propricdades geométricas diferentes. cstao
acopladas em um angulo arbitririo em 2; = z, = 23 = 0. Os angulos sao medidos a partir
da linha neutra da viga A4 no sentido anti-hordrio, como mostra a figura A.4. Ambas as ondas
transversais e longitudinais podem ser incidentes sobre a junta a partir da viga A. Quando a
onda transversal de amplitude, Ay 4, ou 2 onda longitudinal de amplitude, P, 4, incide sobre
a junta. ondas transversais e longitudinais (refletidas e transmitidas) sdo geradas em cada
uma das trés vigas semi-infinitas. Portanto, o deslocamento transversal na viga A é dado

por:

Ua(21) = Appe 747 4 Cppeihram 4 Do kram (A.61)

O deslocamento longitudinal na viga A é dado por:

uA(xl) = FLAC_jkLAIJ - QLAEjkLAzl (A.62)

O deslocamento transversal na viga B é dado por:

vg(z2) = Appe 7*FB™ | Bppe~krsm (A.63)
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O deslocamento longitudinal na viga B é dado por:

ug(as) = P; ge~ikLeT2 (A.64)

O deslocamento transversal na viga C é dado por:

UB(.IZ;;) = Apgeﬂjkpcm -+ che_kfcrs (A65)

O deslocamento longitudinal na viga C' é dado por:

'uc(;‘:g} — PLcB_jkLCIS (Aﬁﬁ}

Na junta, nove condicoes de equilibrio sao necessdrias para determinar as seguintes am-
plitudes complexas desconhecidas: Cra, Dra, Qra, Ars, Bri, Pug, Apc, Bre e Pro. Tres
condicdes de contorno estabelecem o equilfbrio de forgas horizontais e verticais, e do momento
sobre a junta. A convengao positiva de sinais para 0 momento e as forcas estao representadas
na figura 2.7. A primcira das nove condigoes de cquilibrio, na junta, ¢ dado pela soma das
forcas na dire¢do horizontal:

—F, + Fy;cos(¢a) + Fecos(¢3) — Vi sin(ge) — Vesin(es) =0 (A.67)

sendo que, F4, Fp e Fo sao forgas axiais na viga A, B e C, respectivamente. Vg e V¢
sdo forcas cortantes na viga B e C. A cxpressao para forga axial ¢ dada pela equagio A3
no apéndice A 1, e as expressoes para o momento e forga cortante sdo representadas pelas
equacoes A.18 e A.19, respectivamente, no apéndice A.2.

A segunda é representada pela soma das forcas na diregéo vertical:

—Vs + Fpsin(és) + Fosin(¢s) + Vi cos(¢2) + Vi cos(és) = 0 (A.68)

A terceira é dada pela relacao de equilibrio de momento sobre a junta:
~Mys+ Mg+ Mc=0 (A.69)

sendo que, M, Mg e My sao os momentos na viga A, B e C, respectivamente. Outras
quatro condi¢goes de equilibrio sobre a junta sio de continuidade de deslocamento. Duas
impoem a continuidade de deslocamento axial e as outras duas, transversal. A continuidade

de deslocamento axial entre as vigas A e 3, e A e (' sao representadas pelas relagoes:

us = up cos(¢) — v sin(es) (A.70)
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14 = ug cos(¢3) — vesin(gg) (A.71)

A continuidade de deslocamento transversal entre as vigas A e I3 , e A e (' sao represen-

tadas pelas relagoes:
U4 = upsin{¢s) + vp cos(¢z) (A.72)
V4 = ugsin(ds) + ve cos(gs) (A.73)

As duas tltimas condigbes de equilibrio sdo representadas pela continuidade de rotacio:

dv A dv B

dl)‘q . dU(; "
P (A.75)

A aplicagao das nove condigoes de equilibrio na junta, resulta em um sistema de equacoes:

— J(EAT) akpaQra + j(EI)pkig sin(¢s) App — (EI)pkig sin(¢e) Brp — jkip(EA7) g cos(és) Prp

+ J(ED)ckyesin(¢s)Apc — (EI)ckdosin(é3) Bre — jkro(EAr)ccos(ds) Pre = — j(EAr) akralra
(A.76)

— j(EI)Ak?;ACFA - (EI)A}('?“ DF.A - ?(F“I)Bki‘ﬂ COS((ﬁg)AF‘B —+ (E?)kaﬁ“ CDS((IIJQJ BFB
— J(EAr)pkrpsin(de)Prg — j(EI)gk}C cos(d3) Apc + (Ef)ckf?pc cos(d3)Brc
— j(EAr)ckrcsin(@s) Pre = —j(BI) akd s Apa

(A.77)
(EI)4k%4Cra — (EI) pk% 4, Dr4 — (EI)gk%:gApp + (EI)sk¥5Brs L)
— (EI)ckicArc + (EI)ckdeBre = —(EI) 4k, Ara '
k kpa B
2 Cra+ 22 Dpa+ jAps + Brg = iy PN (A.79)
krp krp krg
ky kra
A G A Dyt JArc + Bpc = JE— Apa (A.80)
k FC krc krc
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sin(qu)A,-:-B + Sin({;'ﬂg)BpB -+ QLA — COS(QIDQ)JDLB = —ﬁj_,_fi (Agl)

Cra+ Dpa— cos(¢2) App — cos(da) B — sin(¢o) PLp = —Ara (A.82)

sin(¢s) Apc + sin(@s) Bre + Qra — cos(¢s) Pro = —Pra (A.83)
e

Cra+ Dya — cos(¢s) Apg — cos(¢3) Bre — sin(¢s) Pre = —Apa (A.84)

Portanto, as amplitudes complexas desconhecidas sao determinadas numericamente para
um dado material e propriedades geométricas das vigas. Em seguida, seis coeficientes de
transtmissao ¢ reflexao para uma onda incidente transversal e outros seis para uma onda
incidente longitudinal sao calculados a partir das amplitudes complexas. Para isso, considera-
se que a estrutura ao ser excitada por uma onda incidente transversal de amplitude Apa, a
outra onda incidente longitudinal de amplitude Py 4 é considerada zero. E quando a estrutura
é excitada por uma onda incidente longitudinal de amplitude P4, a outra onda incidente
transversal de amplitude Ar,4 é considerada zero. Assim. a partir das expressoes dos fluxos
de energias médios no tempo representadas pelas equagoes A.11 e A.32, as expressoes dos
coeficientes de transiissao e reflexao sao deduzidas. Portanto, as expressoes dos coeficientes
de transmissdo transversal e longitudinal na viga B, devido a uma onda incidente transversal
na viga C sao:

_ (BD)ckie|ArcP

(EI)ak% 4l Apal?

(EA7)ckic|Prel?
(ET) Ak sl Aral?

(A.85)

TFFAC

TrLAC = (A.86)
As expressoes dos coeficientes de transmissdo transversal e longitudinal na viga B, devido

a uma onda incidente transversal na viga A sao:

(ED)ukiplArsl®
(ET) sk 4l Apal?
3(BA7) gkis|Pryl®

= B (A.88)
(ED) k3 | Aral?

TFFAB = (A.87)

TFLAB

144



As expressoes dos coeficientes de reflexdo longitudinal e transversal na viga A, devido a
uma onda incidente transversal na viga A sio:

|Cral?

o (A.89)

TFFAA =

3(FAT) ak14|Qr4 2
ED g Al (450

TFrLaA =

As expressoes dos coeficientes de transmissao transversal e longitudinal na viga C, devido
a uma onda incidente longitudinal na viga A sao:

(El)ckyclArc|?

3(BA7) akp4|Ppal? (A.91)

TLRAC =

(EAT)ckic|Pre|?
bhag (EAT)A;:LAIPT,AP ( )

As expressoes dos coeficientes de transmissao transversal e longitudinal na viga B, devido

a uma onda incidente longitudinal na viga A sdo:

(1) gk} | Ars|?
3(FAT) akra|Pral?

TLFAB = (A.93)

(EAr)gkip|PLp|? (A.94)
(EA7)aka|Pral? .

TLLAB =

As expressoes dos coeficientes de reflexio longitudinal e de flexdo na viga A, devido a
uma onda incidente longitudinal na viga A sao:

2
TLLAA = ;Tg%j; (A.95)

(ET) 4k} 4|Cral?

— (A.96
Y(EA7) akpaPaP? )

TFLA4 =

Para ondas incidentes longitudinais e transversais na viga B e (7, sao obtidas expressoes
similares para os coeficientes de transmissao e reflexdo através da, substituicao dos indices B
e C. Wohlever ( 1988) apresentou outras expressoes dos coeficientes de transmissio e reflexdo,

para casos de juntas que nio foram utilizadas nesta, tese.



Figura A.4: Ondas transversals transmitidas ¢ refletidas devido a uma onda longitudinal

(Pra) e transversal (Ap4) incidentes sobre a junta da viga A.
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Apéndice B
Método dos elementos espectrais

Atualmente, o interesse na utilizagao de novos métodos na modelagem do comportamento
dinédmico de estruturas em altas freqiiéncias tem aumentado. Uma técnica muito utilizada,
mas que nao € vidvel nessa faixa de freqiiéncia é o F EM, isto porque, o comprimento de onda \
de vibragao decresce com o aumento da freqliéncia. Portanto, para modelar o comportamento
dinamico de estruturas nessa faixa de freqiiéncia através do FEM deve-se aumentar a ordem
das fimgoes de formas (inferpolagao) on melhorar o refinamento da malha. Uma conseqiiéncia
dessas medidas seria o alto custo computacional. O FEM assume que todos os parametros
envolvidos no problema sio bem conhecidos, e a solugio nio é extremamente sensivel a
variagoes tipicas desses parametros para as andlises em baixa fregiiéncia. Enquanto que,
para as andlises em altas freqiiéncias, os pardmetros requeridos tornam-se altamente incertos
e a solucdo é extremamente sensivel as variagGes desses pardmetros, (Wohlever e Bernhard,
1992).

Uma técnica utilizada para contornar essas dificuldades é o método dos elementos espec-
trais (SEM). SEM é aplicado no modelamento de estruturas em altas freqiiéncias, porque ele
representa a solugao exata da equagio da onda, ou seja, nio existe aproximacao implicita na
discretizagao, como no caso do FEM. Esta caracteristica permite o modelamento de gran-
des estruturas com um elemento sem perder a precisdo. Assim, SEM ¢ interpretado como
ma manceira sistemdtica de resolver a equagao da onda. Entretanto, o SEM ainda nio tem
sido expandido para diversos tipos de problemas, como no FEM. As solucbes disponiveis na.
literatura incluem pérticos, (Doyle, 1997), algumas membranas simétricas e casca, placas sim-
plesmente apoiadas ao longo de dois contornos paralelos,(Lee e Lee, 1999), placas dobradas,
(Danial et al., 1996), e placas refor¢adas por vigas, (Donadon et al., 2004).

Nesta tese, foi utilizada como referéncia para os casos estudados, a formula¢io do SEM
aplicada & estrutura do tipo portico. Estudos realizados com esse tipo de estrutura podem
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ser encontrados em Ahmida (2001).

Os elementos utilizados no modelamento do comportamento dindmico das estruturas

ostudadas obedecem as equacdes de movimento de barra c viga, respectivamente:

d*u d?u
o el 2= = B.1
e Tl ol di? g (B.1)
din d*
T — sty g 2
Bl — pheg = F (B.2)

O médulo de elasticidade complexo é dado por:
E.=E(1+ jn)

-E.Ar: é arigidez axial complexa;
-E_I: ¢ arigides transversal complexa;
-pAp: ¢ a densidade por unidade de comprimento;

-m: ¢ o fator de amortecimento estrutural.

A formulacao do SEM sera desenvolvida para um elemento de barra de dois nds, como mostra

a figura B.1.
i, 1
— - ) (O

~ ~
—
Fl F 2
Figura B.1: Carregamento nodal e graus de liberdade para o elemento de barra.

Para estado de regime permanente, e utilizando uma representagio espectral de desloca-

mento,

u(z,t) = Z T (T, wn) ™" (B.3)
tem-se a equacao de movimento na forma espectral:

E,Arj—i—g — W2pAra =0 (B.4)
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A equagao B.4 tem uma solugdo exponencial harménica 7752 que resulta em uma re-
presentacao geral do deslocamento longitudinal, para um elemento de comprimento L:

w(z) = Pe " 4 Qe HE==) (B.5)

As constantes P e () sao determinadas pelas condicBes de contorno, e k é o nimero de
onda. Os valores do deslocamento nas extremidades de um elemento com dois nds, figura
B.1, sao dados por:

0=t =P+0Q (B.6)

£)

U(L) = Ty = Pe kL 4 Qeikt (B.7)
Escrevendo-se as equagdes B.6 e B.7 na forma matricial:
U 1 1 P
{ } - [ J { Q } o
e
(R]

Os valores da forca axial, equagio A.3, nas extremidades de um elemento com dois nds,
figura B.1, sdo dados por:

F(0) = - = E.Ap(—jkP - jkQ) (B.9)
F(L) = Fy = B Ap(-jkPe b 4 jkQc*Ly (B.10)

Escrevendo-se as equagdes B.9 e B.10 na forma matricial:

Sl _ EAr| I* ik P (B.11)
F —jke % jkeikl Q
18]

Reescrevendo-se a equaciio B.8 em termos dos coeficientes P e Q:

(£)-oe ()

e substituindo-se a equacao B.12 em B.11:

{ F = ECAT[G’][R]'I{ a} (B.13)
(K ()]
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sendo que [K(w)] é a matriz elementar de rigidez dinamica para o elemento de barra. Esta
matriz é uma funcio dependente da fregiiencia, simétrica e geralmente complexa. Esta
matriz exibe uma faixa dinimica muito grande, ou seja, [K ()] seria a mesma tanto para um
elemento, quanto para vérios elementos espectrais. Pode-se provar também que este elemento
espectral corresponde a uw wimero infinito de clementos finitos, (Ahmida, 2001). Nesta
tese, também utilizaram-se elementos do tipo viga de Bernoulli-Euler, que juntamente com
elemento de barra foram aplicados na modelagem das estruturas cstndadas. A formulacao

de SEM para viga é similar & de barra e pode ser encontrada em Doyle (1997).

B.1 Interpolacoes pelo Método dos Elementos Espec-

trais

De uma forma geral, a determinagao das densidades e dos fluxos de energias médios to-
tais e parcias para os casos simulados e experimentais seguem um procedimento que consiste
em fazer interpolacdes utilizando-se as fungoes de resposta em freqiiéncia (F RFs) de deslo-
camento (simuladas ou experimentais). As FRFs de deslocamento simuladas (receptancias)
sio obtidas aplicando-se as condigdes de contorno (F(zy) =1e F(x2) = 0) na equacao B.13.
Nos casos experimentais, as FRFs de aceleragoes medidas (inertancia) ao longo da estrutu-
ras, sao integradas duas vezes, obtendo-se as FRFs de deslocamentos experimentais. Em
seguida, esses dados (FRFs de deslocamentos simuladas ou experimentais) sao introduzidos
na solucéo espectral (equagao 2.8 no caso de barra), montando-se assim um sistema linear de
equacoes. Esse sistema é resolvido para os coeficientes da prépria solugao espectral, que sao
utilizados para montar novamente a solugao. Finalmente, a partir da solugao analitica obtida
da interpolacao das FRFs de deslocamento simuladas ou experimentais por SEM, pode-se
determinar as derivadas que serdo utilizadas nas expressocs das densidades ¢ dos fluxos de

energias exatas. Essas expressoes sao dadas por:

1 d*v d*v* 1 dv dv*
PP L W P B.14
\megH {d::? dx2}+4’o 2 {dﬁ dt} (B-14)

1 &Bodor 0 dPt

_lpp[EP avdv B.15
(a)F ZEIRe{dﬁ @ d:r2dscdt} (B.15)

1 didr) 1 . (dudw
8 & SRipd BEL L oghd 2 B.16
(ehe =¥ T{dmdm} 4pAT{dt dz} (Be)
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1 du du*
(@r= SRe {_'EAT&"E ; } (B.17)

Sendo que:

-(e)p: é a densidade de energia média temporal devido a ondas transversais:
-{e)r: ¢ a densidade média temporal devido a ondas longitudinais;
-(g)r: € o fluxo de energia médio temporal devido a ondas transversais;

-(g): é o fluxo de energia médio temporal devido a ondas longitudinais:

dv* )
oy ¢ 0 conjugado complexo da velocidade transversal:
SO _ |
“Trdr € © conjugado complexo da velocidade angular;

A convencao de sinais utilizada para dedugéo das densidades de energia e fluxo de energia
para ondas transversais e longitudinais pode ser vista na figura 2.7.

A primeira e segunda parcela das equagoes B.14 e B.16 sdo referidas como densidade de
cnergia potencial média temporal ¢ densidade de cuergla cinctica média teruporal, respectiva-
mente. As equagoes B.15 e B.17 sao referidas como sendo o fluxo de energia médio temporal

para ondas transversais longitudinais.

A média em freqiiéncia da densidade e do fluxo de energia sao obtidas utilizando as

seguintes relagoes:

1 wa
O =/ RCL? (B.13)
1 wy
() = m]w (¢) dw (B.19)
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Apéndice C
Anilise Estatistica de Energia (SEA)

O interesse em identificar os caminhos de transmissao de vibragao em sistemas dinamicos
vem da necessidade de predizer os niveis de vibracdo estrutural em altas densidades modais.
Um dos principais métodos utilizado na predi¢o de vibragéo em altas freqiiéncias é a Andlise
Estatistica de Encrgia (SEA), que foi originalmente proposto por Lyon (1975) em 1960. SEA
estima a distribuigdo de energia em uma estrutura, que € representada em termos de um
conjunto de sub-sistemas conectados (grupos de modos similares em termos de propriedades
energéticas). Cada sub-sistema tem uma quantidade de energla vibracional armazenada que €
relacionada com a poténcia injetada através de alguns parametros conhecidos, tais como fator
de perda por acoplamento (”Coupling Loss Factor - (CLFs)”) e o fator de amortecimento
interno. Caso os CLFs e o fator de amortecimento interno néo sejam conhecidos ou tenham
que ser verificados como uma proposta de confirmacao de alguma técnica de predigao, entao,
pode ser desejavel medi-los em nma estrutura (Bies e Hamid, 1980). Uma maneira de se fazer
isso é medir os niveis de energia devido a diferentes poténcias injetadas em muitos pontos
da estrutura. Portanto, para um grande nimero de poténcias injetadas aplicadas em uma
estrutura, um sistema linear de equagdes é obtido. Esse sistema pode ser invertido para
que se possa determinar os CLFs e os fatores de amortecimento interno. FEsse enfoque €
denowinado por Método da Poténcia Injetada (PIM), e foi aplicado para o caso da viga T.
Em seguida, os CLFs e fatores de amortecimento interno obtidos pelo o PIM séo comparados

As cxpressocs analiticas apresentadas por Cremer ¢ Heckl (1988).

As equagoes bésicas de SEA expressam o balango de energia dos diferentes sub-sistemas
do modelo. Alguns sub-sistemas tém a poténcia injetada diretamente de uma fonte inde-
pendente, por exemplo, uma for¢a de excitacao sobre um ramo da estrutura. De uma forma
geral, os sub-sistemas recebem poténcia de fontes externas, dissipam poténcia devido ao fator

de amortecimento interno e trocam energia com Outros sub-sistemas acoplados. Portanto,
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para um subsistema 7 conectado a muitos sub-sistemas 7, & equagao de balango de poténcia

pode ser escrita como:

]7::?1 o ;’1.‘:‘5 + Z ‘P.E?ﬂns (Cl)
i

sendo que:

_PJ,.

-+ Capoténcia injetada em um sub-sistema, i de uma fonte externa;
-Pj.: € a poténcia dissipada dentro do sub-sistema, i pelo amortencimento interno;

-P7 . éofluxo liquido de poténcia transferido do sub-sistema i para o sub-sistema j através

trans-

do acoplamento dindmico.

Deve ser salientado que as componentes de poténcia (P, Pi.. e P2 ) sao quantidades

et

meédias-temporais, e a estrutura estd em estado de regime permanente. A poténcia dissipada
interna é usualmente calculada por:

Pr;is.e = WW:'Ez' (CQ]
sendo que:

-w: € a freqiiéncia central da banda de interesse:
-7): € o fator de amortecimento interno;

-E;: ¢ a energia média temporal amazenada no sub-sistema i.

A parccla correspondente a poténcia transferida é calculada por:

] v E!: E
P ans = Wi N; (ﬁ = ﬁ) (C.3)

sendo que:

-w: € a freqliéncia central da banda de interesse:

-1j;;: € o fator de perda por acoplamento entre o sub-sistema i e G

Fi

w ¢ a cnergia modal (cnergia do sub-sistoma 4 dividido pelo mimero de modos do sub-
1%y

sistema i).



Escrevendo-se a C.1 na forma matricial:

{P} =win{E} (C.4)
sendo que:

-{P}: é o vetor de poténcia injetada para o sub-sistema
-E: é o vetor de energia do sub-sistema 2;

-[n]: é a matriz que depende da freqiiéncia e dos parametros: fatores de perda por acopla-

mento, fatores de amortecimento interno e a densidade modal.

Como foi mencionado, o objetivo é determinar os fatores de perda por acoplamento e os
fatores de amortecimento interno. Para isso, serd utilizado o Método da Poténcia Injetada
(PIM) que representa a forma inversa da SEA. Assim, escrevendo C.4 em funcéo dos CLFs:

n} = Z (B {7} (©3)

154



