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RESUIMD

Neste trabalhe apresenta-se um méteds para detectar a

i

presenga de ndo lineavidades em sitemas Tisicos & s implementacio da
modelagem nie Hnesr quadratica no dominio da frequéneia.

O metodo de deteccin reconsiste em comparar a funcis de
resposta  em  frequéncia  (FRP) do  sistema, estimado per varredura
senoldal, com sua fransformads de Hilbert {T1), Sp a FREF for foaal sua
TH o sistema ¢ linear. c3s0 contririe ele & nio lnear.

A implementacio da modelagem quadrdtica conta com a ajuda
dasz andllses espectral o bhi-esnecfral para o caleulo das funclss de
resposta 2 freguéneis  linear e  guadritivz. Fate models & nlig
naramétricn.

230 realizadas stmulacdes numeéricas de alpuns sistemas nio

lineares para ilustrar a aplicacis destas téenicas implementadas,



ABSTRACT

This  work presents 2 method  for  the detection  of
norp-linearitics in a physieally realizable system based on the Hilbert
trapsform and the implementation of the guadratic mathematical model
in the frequency domain. This model is non-parametrie. based on the
Volterra and Wiener series and uses the speetral and biesroectral
analvels fo obiain the freguendy responss function. Some non-iineur

systems  are  simulated  to Hlustrats the upse and  validity  of the

presented fschnigues,



CAPITULO 1

INTRODUGAO

0 comportamento dindmice da maioria dos sistemas mecdnicos,
tratados no dominic da frequéneia, € descrito por modelos lineares
f1.21. A implementaglo deste tipo de modelagem requer a estimac8o das
funces de resposta em frequéncia (FRFs), No entanto, muitas vezes os
paridmetros estimados de um dado sistema (taizs como frequénela natural,
fator de amortecimento, rigidez, etc) modelado linearmente apresentam
erros, & sabido também que as curvas das FRFs ecalculadas a partir deste
tipe de modelagem apresentam desvios gquande comparadas com as ohtidas
experimentalmente, BEsts falta de coerénela entre os resultados reais e
os estimados utilizando a modelagem linear € freguentemente atribuida a

presenca de n3o linearidades no sistemas.

Assim, em analise modal e nas diversas areas onde aplicam—-se
estes modelos € interessante go dinamicista saber se o sistema em
guestio pode realmente ser considerado linear ou n#o. Ent8o, todo teste
modal, por exemplo, pode ter come um primeiro estagio a verificagdo da
linearidade do sistema. Caso for detectadsz alguma ndo linearidade, o
segundo estagio pode consistir na sua linearizagfe, ou na implementaclo
de modelos nfHo lineares pura ldentificacdo dos efeitos nlo lineares
presentes no mesmo, Bste possivel procedimente, que pede ser adotado
especificamente nos testes modais em sistemas nos quais suspeita-se ds

existéncia de nfo linearidades, € ilustrado na figura {1.1}.



—3 LINEARIZAGAO
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Figura (1.1}~ Procedimento para testes modais considerando 3

presenca de n3oc linearidades no sistema.

Um método bastante eficaz na realizacdoc da detecco de nio
linearidades {ou a wverificacdo da linearidade) em sistemas fisicos €
baseado em uma versHo da transformada de Hilbert (TH) aplicads &s FRFs
do sistema analisado. A aplicacBo deste método consiste simplesmente em
comparar as FRFs de um sistema obtidas por varredura senocidal, com
filtragem na frequéncia de excitag3o, com suas THs. Se as FRFs forem
iguals 28 suas THs o sistema & linear, c¢aso contrario garante—se gue ele
€ ndo linear. A diferenca entre uma FRF e sua TH, em sistemas nHo
lineares, ocorre devido a uma nH3o causalidade artificial apontada pela
resposta ao impulse (RI) quando esta & obtida através da transformada de
Fourier inversa (TFI} da FRF {por esta funcdo apresentar uma espéceie de
distorcio pelo fate de ter sido obtida por wvarredura sencidall, Este

assunto & discutido no ecapitulo 2 dests trabzalho.




Os  primeiros  trabalhos  relacionados a8 descri¢8o  das
propriedades da TH, evidentemente depois de Hilbert, datam de 1937 com o
trabathe de Titchmarsh {38}, depois os de Erdelvi, Magnus, Oberhettinger
& Tricomi [4]. No periodo de 1940 até 1970 foram resalizados também
varios trabalhos envolvendo a TH nas #reas de processamento de sinais
{5,6,7.8], eletricidade 1{9,10], acistica [11], modelagem linear {[12,13],

pte, porém todos voltados 2 teoria de sistema lineares.

As primeiras aplicagBes da TH em sistemas n3o lineares (para
detecgdo de nHoc linearidade em sistemas mec@nicos) surgiram na década de

1980 pelas equipes dos professores Tomlinson {14,15] e Vinh [18].

Uma vez detectada a presen¢a da ndo linearidade tém-se duas
zlternativas: uma consiste na lnearizacdo das FRFs (guande o sistema

for fracamente nlo lineary: e outra na implementaclo de modelos n3o

lineares.

Realizada a linearizacHo pode-se, & seguir, proceder a
estimac®o dos parametros modals do sistema a partir das FRF's

linearizadas romo indica o procedimento mostrado na figura {(1.1}.

Com relaclic & modelagem nfo linear, existem, basicamente, {rés

abordagens para realizacSo da descricfo dinfmica, listadas a seguir:

1ymodelagem ndo linear paramétrica (nos dominios do tempo ou
da freguéneia),
siymodelagem n#o linear nfo paramétrica (nos dominios do tempo

ou da frequénceiaj,



3labordagem cabtica gue vem sendo recentements
implementada 4 luz da teoria de sistemas dinfmicos empregando conceltos

da geometria diferencial.

Cada uma destas abordagens distinguem-se pelas ferramentas
matematicas utilizadas e pelas caracteriticas gque o problema sapresents,
principalmente o tipo de entrada do sistemsz. A modelagem n8o parametrica
vem sendo bastante empregada para descricio de sistemas nie lineares com
entrada aleatéria  (através da aplicaclo da anslise peliespectral )
i26,40], e a abordagem cabtica para sistemas com entrada e/ou saida
deterministicas (através da utilizacBo de ferramentas como 0s expoentes

de Lyapunov, dimens3c fractal, mapas de Poincaré, ete) [42].

Neste trabalho £ discutida a modelagem nfic paramétrica nos

dominies do tempo e da frequéncia para sistemas comentrada Gaussiana.

¢ modele ndo linear {n8o paramétrice), no dominio do tempo
discutido agui € umsa extensfo do linear e baseis—se na série de Volterra
{(5¥V). Segundo esta modelagem, a relac8o entrada/saida de um sistema nfo
linear € dada por uma soma de funcionais~ representados por integrais de
convolugdo de primeira ordem ¢ de ordem superior no dominie do tempo-
entre a entrada do sistems e os chamados nileleos de Volterra, onde estes
nicieos representam respostas ao impulss de primeira ordem e de ordem
superior. Os primeiros estudos ds teoria de sistemss nfo lineares no
dominio do tempo utilizande z SV foram desenvolvides por Velterra {17] e
Wiener {18] em 1430. Esta teoria pode ser encontrada também em trabalhos
mais recentes, como por exemplo, os de Wiener [18], Schetzen [20],

Billings {21}, Barrett {22], Rugh [23} e outros. Este assuntoc &



discutido ne capiiulo 3 deste trabalho.

Existe uma formulac¢fo equivalente desta modelagem mo dominic
da frequéncia, onde os nlcleos de Volterra estlo relacionades com 48
FRFs atraves da transformada de Fourier {TF) de primera ordem e de ordem
superior. 0s efeitos n¥o lineares sobre o sistema podem  ser
identificados guando determina-se estes nicleos au as FRFs
correspondentes a  eles, gque teoricamente sHp infinitos. Entdo, a
caracterizacBo de um sistema nHo linear estd diretamente ligada a
determinacdo destes niicleos ou destas FRPs. Neste trabalho optou-se por
realizar esta caracterizag¢8eo no dominic da frequéncia pela malor
facilidade da interpretaClic dos efeitos nHo lineares procedende desta

maneira.

Considerando a entrada de um sistema como um pProcesss
Gaussiano, € possivel obter sua relaCho entrada/saida, em uma primeira
aproximacéo, por um modelo quadridtico ne dominio da fregquéncia. FEste
modelo € chamado guadratico pois requer o ¢dleule de apenas as FRF's de
primeira {linear} & segunds ordens, devido a um truncamento feltos no
modelo béasico utilizado. FEste truncamentoe € realizado por limitagfes
asaociadas 3 velocidade e capacidade de memdria computacinnal. As FRFz
linear e quadratica sBo caleuladas por meio das andlises espectral [38]

e biespectral {391

Ent#o, segundo a modelagem gquadratica ns  dominio da
frequéneia, as FRFs linear e gquadratica identificam, respectivamente, ©
comportamento linear e nfo linear do sistema.

4 formulacBo deste modelo € baseads nos trabalhos de Tick



&

|27}, Barrett [22] e principalmente de Powers [{24.28,41]. As publiracles
deste Gltimo autor s8o mals atuais (datam da década de 80) e foram
bastante wutilizadas na elaboracde deste trabalhe. FEsta formulacio é

apresentada no capitulo 4.

As aplicagOes deste modelo e da analigse biespectral vém sendo
cada vez mais crescentes e podem  ser encontradas em varias areas de
investiga¢do cientifica, como por exemplo, plasmas [24], neeanografia
[29,30], geofisica [31], bio-medicina {82] séries temporais em economia

(23], mecdnica dos fluidos {34] e sistemas mecdnicos estruturais {28].

{ objetive deste trabalho € a discusslo e implementaclo das
téenicas aqui mencionadas, isto €, a detectfo de nHo linearidades
atraves da utiliza¢io da TH, e a implementac3oc da modelagem quadrédtica
no dominio da frequéncia onde »s FRFs sHo calenladas utilizando as
técnieas das analises espectral e biespectral. Sistemas nHo lineares de
um grauw de liberdade s3o simulados numericamente a fim de jlustrar a
aplicac8o destes meétodes. Tende por base os resuliades numéricos sio
feitas algumas consideracOes sobre a utilizac8s e lmitag¢Pes do modelo
nBo linear guadratico na modelagem da resposta dindmica para entrads

Gaussiana.
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CAPITULO 2

DETECCAO DE NAO LINEARIDADES DE UM SISTEMA A PARTIR DA TRANSFORMADA

DE HILBERT DA FUNCAO DE RESPOSTA EM FREQUENCIA

Neste capitule apresenta~se um método que permite detectar
a presenca de ndo linearidades em sistemas fisicos a partir de sua
Fungdo de Resposta em Fregénceiaz (FRF). A aplicacﬁo'deste metodo
consiste simplesmente em comparar a FRF do sistems; estimada por
varredura senoidal, com filtragem em torno da freguénceias de excitacBo,
com sua Transformada de Hilbert (THY. E mostrade gue a utilizaco
desta técnica permife em szlguns cases identificar o tipe da n#o
iinearidade presente no mesmo. Além disso, este método permite
realizar a linearizacC8o do sistema ,sem o conhecimento prévie de seu
modelo matematico. Alguns sistemas com um grau de liberdade com nio
linearidades conhecidas sdo simulades numericamente para ilustrar a

aplicac8o deste meéfodo.

2.1~TRANSFORMADA DE HILBERT E SISTEMAS LINEARES

A& transformada de Hilbert ('I;H) & usualmente definida na
literatura para aplicagles socbre fun¢fes reais, ne entanto, nesta
secio, ¢ apresentada uma versido desta transformada para aplicagdo a
FEF f{pois esta func3o & complexa), onde, para sistemas lineares, a TH
da PRF & isual a prdpria FRF.

O fato da FRF de um sistema linear ser igual 2 sua TH,



constitul a base parz a implementatio de um método de detecclo de nio
linearidades em sistemas fisicos.
A TH de uma funclo real §(x) & defida como:

o5

f 1 1)
x4 Ay } £ J ar, {(2.1.1}
X

L jT -1

0

ende & dencta transformads de Hilbert e x a wvariave! independente da
fungio fAx).
A eguacdo (2.1.1) pode também ser eserita como um produto

de convelucgic no dominio x, isto é;

H 1
Ef{ﬂx)} e (ﬂx}Xm]! (2.1.2}
7 x

ande X denota produte de convolugio.

Analizande as eguagBes {2.1.1} ou {2.1.2) percebe—-se, que
ac contrario da transformada de Fourier {(TF), a TH transforma umsa
funcio definida em um determinado dominio para este mesmoe dominio,
vide figura (2.1.1).

A seguir mostra~se a relagfo existenie entre a FRF de um
sistema linear e sua TH.

Seja um sistema linear, estavel ¢ cazusal com entrada x(f) e
saida (1), a relacBo entre {6} e x{(f), no dominio do tempo, © dada
pela seguinte integral de convolug8o {linear)

il

v = j MOx(t-1)dr {2.1.3)

=Ry

onde M) € a resposta ao impulsoe (BI} do sistema.



f{t) —~—  Flw)

f{t) = f{1)

b4

Flw) <= Flw)

Figura (2.1.1)}- Diferenca entre a transformada de Fourier

{#} e a transformada de Hilbert (%) no sentido de para qual dominio &

levada g transformacio.

Como a saida ¥} deve ser ecausal, entdo a funcio A1) deve

satisfazrer a sepuinte condiclo de causalidade:
Rty = 0, para £ <R, (2.1.4)
Aplicando a TF nos deis lados da equacgio (2.1.83) obtém-se:
iw) = Huw)i(w), {2.1.5}

onde as funcles A(t) & H{w) estBio relacionadas através da TF. ou seja:

o

J oy o Plar (2.1.8)

e Y-

i

Hiwy =

{“""""‘1
& 1':/ -1

A funclo Mo & a FRF do sistema e & complexa. A fim de
obter a relacHo entre esta fungio e sua TH, ¢ convenlente escrevé-la
sm fun¢ido de uam arpumente compiexe s Considerando a czusalidade de

H 1 do sistema escreve-se H6) como:
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e

J B e e (2.1.7)
0

3

Hz) =
2w

ende  s=w+ic, {(note gque esta wariavél s & diferente da usualmente
adotads na teoria de controle s=ga+c).
A funcdo H{s) pode também ser escrita como a raz¥o entre
dois polintmios, iste é:
(g — a1}..{s — an)

Hsi= A \ ©{2.1.8)
{s - b1),.{s — bn}

onde A & uma constante e as constantes ai e ¥ s¥o o5 zeros e polos da
fungo H{s) gue representam respectivaments as anti-ressonfiticias o
ressonénciazg do sistems.

Assumindo gque o sistema considersls € estavel, os polos de
Hsy estdo situados na metade superior do plane s, vide figura
{2.1.2). EntH3o H{s) & nHo singular (ndo contém polos) para os valores
de 3 situades na metade inferior do plano s ©w seja, para £ negativo,
pois o fator emat introduz simplesmente um ! caimente exponencial na
integral (2.1.7).

Sefa A5 uma nova fun¢do também ofinida convenientemente

COHIOT

fls) = - (2.1.9)

onde u ¢ real.



il

Fal

Figura (2.1.2)-Localizacdo dos pelos de H{s). Contornc de

integracio de As).

Integrando fls) (que tem uma singularidade em s=u) ac longo
do contorno €' no sentide positive de integrac8o [35], que € formado
por dois semi-—cirenlos —um de ralo maior R e outro de raio menor r

para evitar o polo s=u de flg)- {(vide figura {2.1.2)), pele teorema de

Caunchy [85] tem—-se:

Hi 8)
J As)Yds -—-J BN« - B2+ {(2.1.10
Cr C'& - u

Como M8 » 0 guando € » - =, fazendo—-se o raio R tender ao

infinito 8 equatio (2.1.10) fica:
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A $) T ) ™ H(w)
R SN 7 N - T = J\ ¢+
c' s~ u " & - i gep D T H
R Hu + r j¢} P
J 5 ire” dp =0 (2.1.11)

A+ ore’t -~
0

Para resolver a integral (2.1.11) aplica-se o valor

principal de Cauchy (FV) [35], que neste caso ¢ definide como:

{2.1.12)

ende, o sinal negativo do lado esgunerde da equagdo {2.1.12) foi

introduzido para compensar a invers3o do sentide de integracido {(—-o®),

Substituindo a eguac¢do {2.1.12) em {(2.1.11) e rearraniando,

obtém—se:
® H{w} o i
PV — & = }im Hu + re" " }Yidd = — A n),
0 o~ 1 20
— {}
{2.1.13)
o,
1 T HCw)
Wy = - PV — dw {2.1.14)
imn e W T

Fazendo a mudanca de varigvel u=o pars estender s equacio
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(2.1.14) 4 gqualquer valer de ® no eixo real do piano & obtém-se:

1 H{ u}

Hw) = - PV i L {2.1.18a}

ixn e 7Y
ou,

H H{w)

Hw) = PV e g, {2.1.158h)
, & - n
in -

A equacBo (2.1.15b) & uma vers¥o da TH (vide equacio
{2.1.1)), aplicada & FRF Mw) e indica gque a FRF de um sistema linear

2 izual 4 sua TH, isto &

1
Hwy = % { Hw} } = —— ¥ Hw}, {2.1.18}
i

A FRF & uma funcio complexa, isto &:
Hw) = ReH(w) + jImHw), (2.1.172)

Substituinde a8 equagdc {(2.1.17) em (2.1.15b) e separando as
paries real e imaginaria obtém-se:

Relw) = —— PV du {2.1.18)

1 J ® mH( )
i

W - i
—%

Imilw) = — - PV du {2.1.19)

1 j P peH(w
il

W - U
fant?

As  sguagfes  (2.1.18) e {2.1.18) sHo conhecidas na



i4

lteratura como relagles de Kramers—Kronig e indicam gue a5 partes
real e imaginiria da FRF de um sistema linear. estivel e causal estdo
relactonadas entre si pela TH. Aqul estas rela¢des sHo utilizadag para
mosirar, a segulr, gque o fato da FRF de um sistema linear sor igual a
sua TH & consequéncis da causalidade do sistems.

Substituindo a equacdo (2.1.19) em (2.1.17) obtém-se:

' 1 ® ReH )
o) = ReH{w) + | [ — — PVJ - du]

W o—
o & u

' i
= ReH{w) ! [ m X ReH{w) ] (2.1.20}
51305

Aplicando & TF inversa nos deis lados da equacio (2.1.20) e

fembrands que,

i
g 71 { - } = sgn(t), (2.1.21)
i

onde, sg{f) = 1 para 0 e —1 para K0; e gue a2 TF de um produto de
convoelugiio & o produto das transformadas, pode-se escrever a equa¢fc

{2.1.20% como:
B = BB [ 1+ sen(6) } (2.1.22)

- h!
onde i) = F 1{ ReH(w) }

Come ReMlw) & uma fungfio real e par, sua TF inversa H$ ¢
também real e par, logo a RI A(H) obtida por {2.31.22) € real e causal
Com base nestz squagio, nota—se que A1) & real e czusal para todo

zistema cuja FREF ¢ igual 2 sua TH e vice—versa, ou seia, ¢ fato da FR¥



ser igual sua 3 TH € consequéneia da causalidade do sistema.

2.2~ TRANSFORMADA DE HILBERT E SISTEMAS NAO LINFARES

Sabe~se da secBo 2.1 que em se tratando de sistemas

lineares, estaveis e causals, Hw) = & { H{w) } 2 gue esta igualdade @

consequéncia da causalidade do sistema. Sabe—se tambfm que todos os
sistemas Tisicos sHo causais tante os lineares guanto os nio linesres.
No entanto, quando a FRF A} de um sistema ndo linear é calculado por
varredura sencidal, com filtragem em torno da frequéneia de excitaclo,
constata—se que a FRF ¢ diferente de suz TH, isto &

5

Hwy # & { H() } = Ht), {2.2.1)

ande, H (@} denota a funcio TH de Hw).

Esta simples comparagBo contitul um método para deteccHBo de

nAo  linearidades {(ou verificac8o da linearidade) de um sistemsz
genérico. A aplicac8o deste método consiste em comparar a FRF

{estimada por varredura senoidal) com sua transformadza de Hilbert °
Fat Fal
Se Hw} = H(w), o sistemsa & linear, porém, se Hw) # HW), o sistema £

nao linear",
: N

A versdo da TH da FRF, Hw) & dada pela seguinte expressiop

{vide equacles (2.1.18) e {2.1.18)):

]

T o X Hw) {

Hwy = ReH{@) + [ ImHW) = T

jAu]
1o
i)
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Levandn em c¢onfta que a TF inversz de um produte de
convolucido de duans funcBes no dominio da frequéncia € o produto das

transformadas inversas destas fungles e gue,

1
?{ sgn{z‘;)} = e, (2.2.3)
i

oW

onde sgn(t) ¢ a fun¢do sinal no dominio do tempo, a equaclo (2.2.2)

pade ser reescrita como;

Hw) = f?‘{ sgn(ty § _‘{ H{w) } } (2.2.4)

onge,

F “’{ Hw) } = WD (2.2.5)

Fas

A equacHo {(2.2.4) mostra gque a TH dg FRP, H{w)}, pode ser
caleulada utilizande a transformads de Fourier. O procedimenfc para o
caleulo de If}{m} conforme indica a egquacBo (2.2.4) é mostrade na figura
{2.2.1}.

Uma vezr ¢alculada a FRF Hlw) por varredura senoidsal, este
método deteeta a nHo linearidade de um sistema devido ao surgimento de
uma nide causalidade artificial {pois todos os sistemas fisicos s8o
causaizs, tante os lineares gquantoe os nfo lineares Y na resposta ao
impulso A(f) quando obtida pela TF inversa de H®). Esta ndo

causalidade artificial ocorre devido a uma distergdo apresentada na

FREF.
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X sgnit}
H{w) - hit) - g

%

|

Il

F h(t};\sgn(tﬁ
hit)

1

M)

Figura {2.2.1)~ QCalcule da transformadas de  Hilbert

da FRF utilizando a transformada de Fourier.

A Tfigura (2.2.2) ajuds a interpretagfo deste método, note
gque 1o cgso dos sistemas nfo lineares, a parte ‘nHo causal de ;{t}
assume valeres de sinal copirBrie ac da parte n3o causal de h{f)
devido 2 multiplica¢3o por sgn{f), logo a TF destas duas funcBes sfo
diferentes. Como a resposta ao impulso R de sistemas lineares n3o
apresenta esta nfe causalidade agriificial, a TH da FRF € a prépria
FRE,

A fipura (2.2.3} mostra o procedimente utilizado para
detectar a ndo linearidade de wm sistema a partir da TH, =stz figura
mogtra também como pode ser realizada a linearizac8o a partir deste
métadn, A linearizacfo € feita simplesmente removende a nido
causalidade artificial da funcio ;{t') obtida pela TF inversa da FRF.
Note gue em casos praticos este tipe de linearizacBe pode ser
realizade sem o conhecimento prévic do modele matemdtico do sistema,

bhasta conhecer sua FRF,
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Sistema ndo linear

Sgnlt)
i &
hit) hit)
Parte ndo +1 1
oousat
X -
v t t<G | t>0 !
(<0 -1
F F
¥
N
EHMI iH (w)l !
o x ‘-hm

Sistema linear

VA m ey SRV

E%Eiwii

SH ] = | (|

Figura (2.2.2) ~ Interpreta¢8o do métedo de detecgio da ndeo

linearidades utilizando a TH.
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A
helft)
&
He{uws }=H{w} s
linegrizado t
1
A M
he {$) = hit) Ut}
h (1] A hit}
FRF F'fHtus) hit)shit).
Hi{w) H .sgnit} t
Fal
Hi{w) = H{)
- LINEAR B
H{w }= H{w)
NAD LINEAR
Figura (2.2.3) - Utilizag¢do da TH na linearizagfo.

2.3— APLICACAC DA TRANSFORMADA DE HILBERT PARA DETECCKO DE

NAO LINEARIDADES DR SISTEMAS

Nests seqdo mostra~se alguns exemplos gque iHustram a
apliraclo do métods dizcutide nas segles anterisres. Aqunil as FRPs s3o
estimadas por varredurs senoidal, onde a saida do sistema € obtida por
integracio numérica da seguinte eguacdo diferencial:

m 3 + oo D + kO + gl = A sindet), (2.2.1)

w Pl




onde gly.y) representa uma forca de natureza nio Hinear.
~

A TH da PFRP, Huw), ¢ caleuladas atraves procedimemto
discutide na secdo (2.2} e ilustrado na figura (2.2.1). As curvas Hw)
e ;}(’w} sdo apresentadas nas formas:

i) parte real e parte imaginfria versus frequéncia e;

ii} forma de Nyquist.

A figura (2.8.1) mostra que, para sistemas lineares, a FEp
& igual & sua TH.

As figuras de (2.8.2) até (2.8.5) referem-se a sistamas nio
lineares. Os tipos de nHo linearidades simulados =30 os seguintes;
rigidez cubica {com caracteristics que enrigece, figura (2.3.2): e que
amolece figura (2.3.3)); amorteciments guadratico, fipura (2.3.4) e
amortecimente de Coulomb, figurs (2.83.8). 0s modelos matematicos
destes sistemas e os pardmetros utilizados nas simulacSes est3o
indicados nas legendas das figuras correspondentes. As unidades das
grandezas  utilizadas nas  simulagles estio  conforme o Sistema
Internacional e a frequéneiz em Hz.

Uma grande vantagem da utilizacBo deste método € a
possibilidade de identificar o tipo de¢ n¥3o linearidade presente em um
sistema geneérico mediante a comparag¢Bio daz posicHo relativa das curvas
da FRF com sus TH. Note que para cada tipo de n¥o linearidade presente
ne sistema as curvas da PRFE e de sua TH assumem uma posiclo relativa
diferente.

Na pratica, conhecendo-se o  tipo de nfo  linearidade
predominante no sistema, multas vezes € possivel selecionar um modelo
matematico gue represente aguele sistema gque pode inclusive, em algunsg
casos, ter solucHo analitiea conhecids.

Desta forma, & anialize dos resultados obtido por este método

traz duas informacfes importantes zo dinanicista:
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i} Existénceia de nBo linearidade presente no sistema e,

H} Identificaclio do tipe de n3o linearidade predominante

no sistema.
Ocorre um fate curiese com o modelo matemitico gue desereve
o comportamente de sistemas com amortecimento estrutural. Este tipo de

sigtema € representado pela seguinte equaCfo diferencial:
m V() + k { 1 m] A = /B, (2.3.2)
E sabido que a FRF deste sistema ¢ dado pela seguinte

axpressdo {16

H
Huwy = . (2.3.3}

k- w'm + ink

A FRF H(wy dada pels equacio (2.2.3) & diferente de sua TH
;}{w), figura (2.3.6}, logo conclui~se que a resposta ao impulso h{f)
obtida pela transformada de Fourier inversa de o) & ndo causal.

Com isso fica elaro gue & a no causalidade que & detectada
pela TH, pols, neste c¢asp, o sistema @& linear, porém, devide 3
representacio matematica deo amortecimento histerético, existe uma ndo

causalidade artificial.
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Utilizou~se também entrada Gaussiana para calcular as FRFs
de alguns sistemas nio lneares, mas neste caso n¥o & possivel aplicar
o metodo agul discutido para detectar a presenca da nio linearidade. A
figura {2.3.7) mostra um exemplo onde a8 FRF de um sistema ndo lineayr
{simulado com os mesmos par@metros e ¢ mesmo nivel de excitaciio gue o
da figora 2.8.2) obtida por excita¢Bo Gaussiana € igual sua TH. Este
resultado mostra gue s entrada Gaussiana causaliza a RI do sistemsa.
Note também gue a FRF estimada por excitagBo Gaussiana nfe apresenta

distor¢fes como a obtida por varrsdura sencidal.
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FRF




CAPITULO 2

MODELAGEM MATEMATICA DE SISTEMAS NAO LINEARES UTILIZANDO AS SERIFS DE

VOLTERRA E DE WIENER

As seéries de Volterra e de Wiener constituem a base para a
formulac8o de wvarics modelos matem@ticos utilizades para descrever a
relacdo entrada/ssaida de sistemas n¥o lineares no dominio do tempo.

Néste capitulo s8o discutidas resumidamente as teorias
relacionadas a estag séries e a formulac8o equivalente desta modelapgem

no dominio da frequéncia.

3.1- SERIE DE VOLTERRA E A REPRESENTAUAOD DA ENTRADA/SAIDA

NOQ DOMINIO DO TEMPO

Considerande um sistema n¥o linear & invariante no tempo,
com entrada x{8) e saida 3£, 3 relacBe entre (&) e x(1} pode ser

GRDTressd Como:

o] B ot
KA. =J Mty x(t~r1}dus +J J hei{rvr, vy x{t—-vdx{f-veydridra
qx; —% T i
% )
L. J Jr ho(ee, ..., ee3x(r-—r1}, ¥{t-tnidry ., .. dtn +
X e S

£3.1.1)
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onde hn(t1,....ts) = 0 para gualquer i < 0, com [ = 1.2, ..n.

A série de poténcia descrita pela eguacHoe (3.1.1) é chamada
serie de Volterra (3V) e as funcles hn{T1,....ts} sHo chamadas nicleos
de Volierra de ordem n.

& BV € uma série funcional, pois ela representa operacfes
{em termes de integrais de conveln¢lo) entre os nficleos hn(T1,....Tn)
e 7 entrada x(f} & o resultado obtido por cads um dog sens Lermos € um
nimero, para um instante ¢ considerado.

Uma outra maneira de representar a série {3.1.1) & a

sequinte;
ylty = Hi [x(t}] + HZ[x{t}] + ...+ ﬁn[x(t}] +
= yi{t) + w28} + ..+ wn{f) + .., {3.1.2)
onde,
o1 X
B%n[x{t)] = J J An{tt,.. . redx{t-tr}. . x{t~-tndduidrze. . drn
) —m
{3.1.3)

Nesta  representacdeo, o simbole is gue representa uma

integral de convoluCHo (linear para n = 1 e multilinear de ordem n
pars n > 1} & chamads de operador de Veolterra de ordem n. Este
operador, & clasgificade como invariante no tempo e define um sistema
de Volterra de n—ésima ordem invariante ne tempo (201

Segundo as equagfes (3.1.2) e {(8.1.3), cada operador Hn,

guande aplicade 3 entrada x(#), define uma fun¢fo yn{f) que &
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responsdvel por uma parcela da resposta total do sistema 3£, vide
figura {8.1.1). Ent3o a resposta total de um sistema, segundo este
modelo, & dada pela soma de uma resposta puramsnte  linear

{y1(f}}  mals respostas de natureza nio linear {(y«{8). n > 1).

M,
x{1y | SISTEMA y{t} x(1}
~———s  NAQG H,
LINEAR
ﬂ‘i'ﬂ

Figura (3.1.1)~ Representac3o esquematica da relacHo

entrada/salda de sistemas ndo lineares segundo a série de Volterra.

& série de Volterra constitul a base para a formulacHo da
modelagem nido parametrica no dominic do tempo , onde a determinagde da
saida 1) (observada tante sob o ponto de vista do operador, equacHo
{3,1.1), gusnto do funecional, equatio {3.1.23) reguer o conherimento
dos  nieleos haftvi,...,Tn}. Estes niliclecs representam  resposta  ao
impulso de primeira ordem {n = 1} e de ordem superior (n > 1}

Assim como um sistema linear € pompletamente caracterizado

por  sus resposta &o  impuise, o nfcles  fe(v1,...,Tn} caracteriza  um
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sistems de Volterra de ordem n.

No apéndice A & discutida resumidamente a teoria relativa

ans diversos operaderes de Volierra.

3.2— REPRESENTACAO DA ENTRADA/SAIDA NO DOMINIOC DA

FREQUENCIA

A funcdo resposts ao impulso, A{f), e a funcBo de resposta
gra fréquencia, H@), caracterizam completamente um sistema linear {(no
sentido que conhecendo gqualquer uma delas, & possivel identificar os
parfmetros do sistema). Estas duas Tungbes estfo relacionadas pela
transformada de Fourier, ou seja:

4 %)

1 »
J me e Pl ogr (5.2.1)

Hiw) =
2R

Este conceito & extentido aos operadores de Volterra de
ordem superior. Isto €, assim como o0 nlcleo hn de um operadsr de
Volterra caracteriza completaments um sistems de Velterra de ordem n
z funcdo  de resposta  em  fréguencis Holw1,...0n) também o
caracteriza. Negte caso, o sistems sd & possivel de ser identificado
néde paramétricamente.

A relacio entre Ao{Ti,....Tn} e Hofuwi,,.. )y € dada wnela

tranaformada de Fourler n—dimensional, iste &
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o yel

Holwi,,, e} = e J J‘}zn{m,...,’:n)eui{mE1+“'+wn1n}d'r1‘..dtn
7}

5
(2 — - s

{3.2.2)

A modelagem de sistemas n8o lineares baseada ne série de
Volterra e implementada ne dominio da frequdneia, é uma extensdo do
caso linear, onde a  relagdo entradassalida & dads pelaz  seguinte

expressio {226

443 o 1
Vigy = J Hi{w1) X1 )du1-a) dot +j j’ Hz(o1,02) X{w1) X{wz)dluitue—w)
- hantt 24 i &
£ &0 oG
dovdoz + J Hz{wr, 02,03} X (w1} X{wz2) X(03) 8o 1+oz+ez-0) dit duz duz
" -
+ {(3.2.3)

onde Y@} e X(w) s¥o, respectivamente, as transformadas de Fourier da
entrada e da saida do sistema ¢ & € o delta de Dirac. As PRFg
Hai{mi,... w0} ponderam todas as interacdes espectrais X{(w1).. X{os) da
entrada para formac8c de novas componentes espectrais na saida V),
onde & = @1 4+ ., 4+ on, Esta modelagem truncada em seu segundo termo @

discutida no capitulo 4 deste trabalbo.

8.3 SERIE DE WIENER . FUNCIONAIS DE WIENER.

& serie de  Volterra apresents duss  limitacfes  bisicas

associadas & suas aplicac8o em problemas reais. A primeira delss estd




ligada a sua convergéneia e a segunda 3 dificuldade em se caleular oz
nicleos  An devide 3 grande dificuldade de isnlar as parcelas
D,y w{D,.. da resposta total w5 do sistema,
conforme mostra figura (3.1.1) |20}

Wisner propeos a solu¢do deste problema extendendo a idéiz
de ortogonalidade a8 funcionais, e formoun um conjunto de funcionais
artogonais 8 partir dos funcionéis: de Volterra guando a entrada © um
processo Gaussiano branco. Os funcionals de Wi.ener tém o mesmo sentido
tisico dos de Volterra, porém, n3o apresentam as limitagSes inerentes
& estes,

Dois  funclonais ’E’z.[;{(t}] e Tz[x{t}:l sdo  ortogonails

relstivos a um processo aleatdric estaciondrie se {22
(’E'a[}:{z)] 'R‘Iz{x(t}} = 0, {3.3.1)

onde < », denota a operacHo de média.
Antes de discutir a2 teoria relacionada acs funcionsis de
Wiener € importante definir wum funcional de Volterra homogéneo, Um

funcional de Volterra € chamado homogéneo quando [201:
ﬂ%n[ ¢ x( ) ] = o E{nl: xt8 ], {(3.3.2}

onde ¢ € uma constante. Iste siznifica que a variaCHo na aplitude da
entrada x{#) implica apenas na variagtBo da amplitude da saida, porém
n%o na sua forma de onda.

Se a condigdo acima n8o for satisfeits entde este funciasnal
& nio homogéneo. Os funcionals de Volterra ndo homogéneos sio formados
z partir de uma soma de funsionals homogéneos,

¢ funcional de Veolterra n&o homogéneo de p~ésima ordem, £




definido como:

P
grﬁ{hp.}?pmiip},...,h{}(pl,‘..‘{’{f):l = z Mra{pl[: 0 :1

n={l

8] i

p
= ho{p) + Z j ,.Jf}n{p)f'lf'.i,”.,fri).’f(E"‘"’Ei},.,X{E*‘fn)mi,“r.’.?'fn.

n=l O -

{3.3.8)

onde o sub-indice p go lado de n, indica gue os Tuncionais de Volterra
homogéneos de ordens n = o , ... p~1, sdo membros do p-€simo funcional
ndo homegéneo gp, x(f) representa a entrada e A9 € o funcional de
Volterra de ordem zero {a resposta a uma dada excitaCBo & costante),
Com base na equagdo (3.3.3), o funcional de Volterra ndo

homogéneo de gegunda ordem & definddo como:

gz{};z,b: tzy,hotzyxl z;}] = §iz [.s:{ t'}] + Hicz [3( r.-}] + Ho(z» [xf t):i

bt o ]
= F [ Ralzy ey x(t-tvyx{i—ceYdride +J hicay{vyx(t-t1ddr: + hooz)

e 2 -y -

(3.3.4)

onde, o sub-indice 2 entre parénteses, indica que oz Tfuncionais
homogéneos de primeira ordem e de ordem zero s8o membros do Puncional
n&o homogéneo de segunda ordem,

0= funcionais de Wiener s#3o definidos como um conjunto de

funcionals de Volterra nido homogéneos, gn{f{n,kn-—‘lin},,a.kﬂfﬁ);){{t}},



com & seguinte propriedade:

<Em Iix( t}] oo [ﬁ’n,kn—1{!&),,..,1{‘8(1}},13’( z-)]> =0 para m < n,

{3.2.5)

onde < > denota operacio de média, gquande x(£) € um processo Gaussiano
branco com média zero. Esia equac8o indica gue o n—ésimo funcionzl de
Wiener € ¢ n-ésimo _funcional de Volterra nHo homogénes gn ortogensal a
qualguer funcional de Volterra homogéneo He de ordem m menor gue n.

O funcional de Wiener gn [}{n,}{n-1(n),...,}{"{n};.}{ff}} é
denctado  por G [kn;x{t)] uma  vezZ que  os demals  niclens
kn—ti{n},. . K0oi{n}, podem ser determinades a partir de kn [20L

Wo apéndice B ¢ discutida s teoria relacionada ans nlcisos
de Wiener, entretznto, um estude mais profunds deste assunts €

recomendado.

3.4- SERIE DE WIENER E A REPRESENTACAD DA ENTRADA/SAIDA NO

DOMIRIO DO TEMPO

A relaclo entrada/salda de um sistema n#o linear, invariante

no  ifempo, pede ser modelada & partir dos funclonals de Wiener

[1¥]

.
W = Z a:l-.t I s x( z}], (3.4.1)

n=0

A série {8.4.1) formada a partir dos funcionais de Wiener &

chamada série de Wiener. Assim comg nz representacfo de Volterra, a
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dentificacke de um sistema modelado per esta requer o conhecimento
dos nicleos de Wiener kn.

Existem varios procedimentos de ortogonalizacio para
funcieonals no sentido de modelar g resposta ndo linear de sistemsas e
caleular  os  nlcleos de Wiener, o leitor pode  encontrar—los em
trabalhos ,como por exemplo, os de Barrett {22}, Schetzen [20] e
Billings {21]. O objetive prinecipal deste trabalho n3c € de descrever

tals procedimentos.
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CAPITBLO 4

MODELAGEM QUADRATICA DE SISTEMAS N3O LINEARES

O comportamento dindmico de multos sistemas meclnicos &
descrito por mecanismos lineares e n¥o lineares.

Despr'ezandowe o5 efeitos nHo lineares, as frequéncias que
aparecem na salda do sHo as mesmas contidas na entrada. Entretanto,
sabe-se que em sistemas n3o lineares surge uma grande guantidade de
nevas componentes espectrais na salda, formadas pela inter-relaclo das
componentes espectrals da entrada, situadas em I’réquénciag culo valor
& dade pela soma e/oun diferenca das frequénceias destas componentes
inter—relacionadas da entrada. Este fenbmene € conhecido na literatura
como interac8oc opda-onda {"wave—wave interaction”} [24]. A presenca
destas novas componentes espectrais na salda n#e € prevista por
modelos puramente linecarss,

Neste capitule a relac3c entre a entrada {assumida
estaclonaria Gaussiana com média zero) e a saldas de wum sistema nHo
linear ¢ descrita por um modelo baseado na série de Volterra ou de
Wiener truncada em seu terme de segunda ordem e implementado no
dominio da frequéneia. Este modelo € quadritico, pois devido a este
truncamente utiliza—se apenas as func%es de respesta em frequfncia de
primeira e segunda ordens, correspondente # fransformada de Fourier
dos respectivos nificlecs de Volterra ou de Wiener de primeira e segunda
ordens. Entdo, este modele preve a produtde de novas componentes

espectrais na saida considerando apenas as inter-relacfies espectrais
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que envolvem pares de componentes espectrais da entradsa. Por isso, as
funcies de resposta em frequéncis linear e de segunda ordem sHo

calculadas com a ajuda das anflises espectral o biespectral.

4.1~ MODELO NAO LINEAR QUADRATICO

Conforme  foi  discutido no  capitule 3, a relacio
entrada/saida de um sistema n#o linear, invariante no tempo. pode ser
descerita por um modelo baseado na série de Volterra, Truncando-se esta

série em seu termo de segunda ordem obif&m-se:

3 ] w K
r e
Wi = hx(t-1t)dr + J Mryr2)x(e-t)x(t-ta)dridez,
e —ifr " -t

{4.1.1)

onde x(f} € a entrads, ¥{f) a salda, A1(T} e h2{ti,72) sBo oz nicleos
de Volterra de primeira e segunda ardens gque representam
respectivamente as respestas ao impulso do ‘sistema de primeira e
segunda ordens.

Assuminde a entrada x(#) como um processo estacionério
Gaussiano com média zero, o valor medio da saida v segundo {(4.1.1)

& dado por:

w T
ity = [ J fz(rree)xl(i—tiix{e~re)> draidre, {4.1.2)
Vo Y eim

onde ¢ ¥ denots operacvdo de média.

A equaclo (4.1.2) indica que se x{fy tiver média zerc o
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valor medio da salda € de naturers puramente ndo linear.

Calewlando  y{f) - <{#£)> com base nas equatSes acima

ohtém—se:
41 46 n
¥ - ey = J hittyx(t-t)dr +J J Alrvrayx{t-r) x{t—t2)driduz
- s —ig T —m
e b
- J he{vr e a{i-vix( -2y > drigee, {4.1.2}
g " -

A equagdo (4.1.3) € a série de Wiener truncada em sen
niclec de segunda ordem (& menos do nicleo de ordem zero) para entradsa
Gauvssiang,

Comparando as equagfes {4.1.1) e (4.1.3) cobserva~-se que a
resposta dindmica de sistemas n3o lineares gquadriticos, a menos de seu
valor mdin, pode ser modelada tanto pela série de Volterra quanto
pela série de Wiener. |

Com base no capitulo 8, 2 representacfio eguivalente do

modelo guadraticoe ne deminio da frequéneia € a seguinte:

o) = Hilos)X{e) + Z Hz{wi i) Xlwi) X(os), {4.1.4)

hmefd i 4033

onde X{wm) e Weoem) sHo as transformadas de Fourier de x(8) e 6.
Hifuw) & Hzlwiwj) sio as funcbes de resposta em frequéneia linear
(FRFL} e gquadréitica (FRFQ).

Segunde este modelo, cada componenie espectral da resposta
¥Flam) & compeosta de duazs partes: woma de natureza linear, onde a
componente espectral da entrada X{wm) ¢ modificada pela FRFL Hif(m); e

outra de naturezs nio linear modelada pela soma de todas as interaClies
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espectrais da entrada, aos pares, X{($i)X(®§) modificadas pela FRFQ

Halwiwi), onde we = wi+wj, vide figura (4.1.1).

A FRPQ Helwiwj) € simétrica, isto &,

I2lws w3y = F2lsiwi) = HZ*("‘(:JL“(d_i) = H?.X("mj,*"mi), {4.1.5)

e pondera todas as interagles quadriticas X(wi)X(wj) dos tipes soma
{quando i > 0 e w3 > 0) e diferenca {quando i > 0 e w; < O ou v < 0
¢ wi > 0) na formagdo de Wuw), onde Wm = ©1+0],

A implementacdo desta modelagem requer o conhecimente das
FR¥s lineares e quadraticas, Hi(w) e Hz{wiwi). No que segue, @
apresentado um método para determina-las. tende em mente a preceupaGio
de separar os efeitos linear e ndo linear da resposta total do

sistema.

Hy furmj
Xturl ¥{wr)
o .
Holurl,uri)
Wz uFiurf

Figura (4.1.1})— RepresentagBo esguematica do modelo nio

linear guadratice no dominio da fregufneisn,



43

4.2~ CALCULO DAS FRFs UTILIZANDO TECNICAS DE ANALISES

ESPECTRAL E BIESPECTRAL.

Aqui as FRPFs sdo calculadas com a  ajuda das  teorias

espectral e biespectral, onde o processo da entrada x{8 & assumido
estacionirio Gausslano com média zero,

A determinagie de FHi{wm} & realizada multiplicandeo~se os
dois lados de {(4.1.4) por )()K(wm), onde X denota complexo conjugado, e

omando—-se o valor médic de ambos os lados, isto &

<Y(mm}}{X(wm)> = Iﬁ(mkl}{{wm}lz} + y HZ(&li,(z)j}f.Xfwi}X({.-Jj}XXf&}m)}.

[JS—
Wl 44§

{4.2.1)

Como a entradas ix(f! € um processo Gaussizne com media

zera, vale a seguinte expressio;
<,3({{0i)X(Ez}j)Xx(ﬁ}m}> a3 Gm G A €4.2.2)

¢ lado esguerdo da equaCHo {4.2.2) & conhecida como
biespectre de x(£), ¢ € nulo para processes estacjonarios Gaussianoes
[39,40]. Este resultado vem da teorix blespectral que est® relacionada
4 teoria dos momentos de ordem supericr 1 cumulantes.,

Assim  como o espectro e poténcla  de wm processo
estordstico € gdefinide como a transf-ymada de Fourier unidimensional
de sup auto—correlaclo {assuminde-se de média nula), o biespectro &
daefinido CRIng A transformadn de Fourier bidimensional da

tri—relaclo, sfri,ez)=z{(nx(r-r1)x{(t-t2}. deste proecesso, isto &



44

i¥.2

<);.'(wi.)X(u.i)ﬁx({m}b e S TR -2 {4.2.3)

Substituindo {4.2.2) em (4.2.1), oblém-se FRFL Hifuam) como:

<|}-’({am)xx(mm}1 >
Hi(we) = . {4.2.4}

A Xe=) |5

A expressfio {(4.2.4) & bastante conhecida [38] ¢ modela 2
relaciio linear entre as componentes espectrais da entrada e da sa'ida‘

Analogamente, determina-se a FRFQ Hzlwi,w3)
multiplicando—se cada lado da equagdc (4.1.4} por Xx(wi}_ifx(idz), onde

we = Wi4+wz, e tomando-se o valor médio de ambos os lados. isto &

Vo) D) T wz)y = Hlon) Xlon} X o1) X (02)> +

Z Hz(a};,uj)a'}{(wi)X(wj}k’*{mi}xx(mz)%

AR ATE Ay

{4.2.5}

O termo <X{wi)X(mj)Xx(m)}:x{wz}> de {(4.2.5) & um momento
espectral de guarts ordem, e para um processe Gaussiano com média zero

sle pode ser escrito como {39,406

<]X{ui§X(w,j)E2> {w1,w2) = (Liwi)

0 {1 ,02) # {0}

{}{(m)X{w;)_xx{m))ixiwzb = {
I
L

(4.2.5)

substituindo (4.2.2) e (4.2.6) em (4.2.8) e considerandoe 2
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propriedade de simetria de Helwiw;) dada por (4,1.5) obtém-—se;

£ Vlwm ) Xx((.t}i }.XX{QE‘}:?

Halwi,wi) = . Wm = Lo (4.2.7)

2 ¢ XleXe;) 5

0 numerador da  eguaCHo  (4.2.7) € conhecido como
inter~hiespectro e neste caso mede a dependéncia estatistica entre a
componente espectral da salda  ¥we) e o resultade da interagdo
guadratica da entrada Xei)X{wj), onde m = Qi+oj,

Note que o fato da entrada ser Gaussiano com média zero
permite a separacBo das respestas linear e ndo linear (assumida

guadrética), possibilitande o cileulo das FRFs linear e quadratica do

siastems.

Mostra—se que o espectro de poténela da salda, previsto

pela modelagem guadratica, pode ser caleulado come {411

< Viewd Dy o= Hilow) 4 Xow) O +z | Heloi o) 2<]X(wL)X(mj)§2>,

W=l +8
(4.2.8)

onde esta sxpressie s6 & vélida desde que valham (4.2.2) e (4.2.6),
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4.3~ CALCULO DA FUNCAE0 DE RESPOSTA EM FREQUENCIA QUADRATICA

Hz{wi wi).

0 caleulo da FRFQ  Hz{wi,wji} reguer a estimativa do

inter—hiespeciro {IBSP) Blwiwih

Blwiwi) = <}’{£om)XX{wi)}ix(w.j}>, AT AR Y {4.3.1)

0s espectroes de ordem superior sZo definidos como a
transformada de Fourier {de ordem superior) dosx momentes estatisticos
de ordem superior {39,401, Neste trabalhoe o inter—biespeciro €
calealado por melo da eguagdHo (4.3.1). Note gue procedendo desta
maneira utiliza-se a transformada de Fourier unidimensional.

O IRSF € simétrico [39.40L isto &

Blwi i) = Bljwi) = Bx{*wi_m’,-_‘-j} = BX{‘-{:JJ,—(M)( (4.3.2)

Devido & freguéneia limite de Nyquist oy = 1/24¢ o IBSP #
dafinido sobre uma drea  hexagonal, vide figura {4.3.1), mas
considerando sua propriedade de simetria ele pode ser calculade apenas

na frex delimitada por
B oz Wi, —tH £ Wi} S RN e —~BN £ widwy £ N, {4.3.8)
que correspondem as regites S e D da figurag {4.3.1), onde S e D

denotam respectivaments as regites de interagdo espectral do tipo soma

o difprenca,
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As propriedades de simetria do IBSP Alwiwj) sdo estendidas
3 PRPG Hz{wi,wji),.isto &:

Hz{wi,wy) = Hefwiwi) = Hax{—mi,—»wji = Hzx(—wj:-wi}. {4.2.4)

ury  jwr}
Di
Sl‘
D' .
- : S N
S D
SS
Dl

Figura {(4.%.1)~ Deminio do inter-bisspectro. € e D denotam

respoctivamente freas de interagfo espectral do tipo soma e diferenga.

0O procedimento computacional utilizado neste trabalho para
s chlenle do IBSP Bz{wigw;) entre os processos (x{(f] e (¥l €& o
seguinks:;

1) Digeretiza-se x(£) e () eom um intervalo 4f, formando
¥ conjunios X{m(i} 3 3-’£in}{i) com N pontos cada um, onde &4t = T/N e 7
& o periodo de amostragem:

I,...M

X 1) s X (D), f

i
=
3

E

i
S}
i
i

‘}}{r)) e }fm{j}‘ ‘;‘ PR [ i1
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2) Subtrai-se o valor m@dio de cada conjunto:

1N )
jix = E x {H
N le
.
Hy = e } yoAn
]\% 7
Jj=1

FRE.

t

XY = px,

1,....N

VY = LSy oy, fo= 10N

3} Aplica-se @& janela de Hanning para reduzir o
leakageringl
4} Aplica~se a transformada de Fourier em cada conjunto de

N pentos x (N e ¥ (i

’ !
o= o e——— ] x7(0) }
g
VR = VPR e { yon }

k= 1,...,N/2 . m=1,.... M

£y O IBSPE BiFf . fiY & caleulado realizande um "leoping” dos

itens 2 até 4 para calenlar a média dada por {4.8.1), como:



49

H
I
B D) = — ) KooK e
. w=l
O
k=1 .. N/
F=1.. ..k
£

k=N/4 +1,... ,8/2

F=x2 -k .. .1

para as interagfes do tips soma, e

. x
KE = E AIRX (hVvk-D
M —

m3rl

COm

e
i

1,... N/2

para as interagdes do tipo diferenca, vide figura (4.3.2).
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- B

Figura (4.3.2)~ Regifio para computacio de Bk D e Hzli D,

&y



4.4~ APLICACAD DA MODELAGEM QUADRATICA EM SISTEMAS NAO

. LINEARES.

MNesta seCHo apresenta-se algumas simulacBes numéricas a fim
de ilustrar a aplicacio da modelagem quadratica apresentada neste
eapitulo. As unidades empregadas nos testes a seguir estfo de acordo
com o 5.1 e u freguéneiz em .Hz.

AS ERFS Hilw) ¢ Hz{wiwi) sdo calculadas como indicam as
equagfes (4.2.4) e {4.2.7). Implementou-se também um programa
computacional para calcular o espectiro de poténeia da saida do sistema
eom base no modelo nde linear guadratico segundo a eguacio {4.2.8).

Nos testes que seguem, o espectro de poténcia da salds

obtido das respostas simuladas y{& € calceulado por:
Seylw) = <|Y{m}]2}, {4.4.1)

FEste € o espectro real da saida, e € comparado com os

espectros da saids calculadoes através das medelagens puramente linear.
Syyiiey = {Hu) ] o) x|, {4.4.2)

e linear mais quadratica (ou guadratica) conforme a eguagdo (4.2.8)
reeserita abaizo:

Syylglw) = {Hl{w)[2<|}{{m)|2> + y i.!?z(mz,z;sj}|2<|X(wz‘z‘.$;'(mj)12>.

b

W= B W]

£4.4.8)



TESTE 1

Afim de comparar os resuliades obtldos por nosses programas
cam os  existentes na  literatura, analisou-se o seguinte  sistema

gisgcreto:
Vi = ~0.64x() + x(1-2) + 0.9x°(8) + x(£-2) (4.4.4)

onde x(1} & um precesso Gausgsiang com media zero e variancia 1, e ¥}
& g resposta,

Este sistema fol analizado por Powers e Kim [41). A figura
{4.4.1) mpstra as curvas da amplitude e fase da FRFQ Hz{wiwi) obtida
per eles e a figura (4.4.2) mestra as curvas desta fun¢Zo obtidas
pelos  nossos  programas. Nota-se 2 grande semelhanca  enire  os

resultsdos.

Figura (4.4.1}~ Amplitude e fase da FRFQ calculada por

Powers B Kim [410



Figura (4.4.2)— Amplitude e fase da FRPG calculada por

1105806 PrOgramas,

A fipura £4.4.3) mostra tres curvas que representam oS
seguintes espectros de poténcia:

1} espectro de poténeis real da saida calculade por
{4.1. 1), com dados obtldos da simula¢8o da equagdoc (4.4.4},

2y espectro da saida previsto pela modelagem puramente
linear, calculado pels eguacdo (4.4.2), e,

Rjespectro da salda previsioc pela modelagem guadratica,
caleulade pela equaclo {4.4.3)

Analisando estes resuliados percebe-se claramente a melhor
ngualidads do ajuste ({cosréncia) entre o espectro real e o estimado
pela modelagem guadratica comparada com ¢ obtido pela modelagem

puramente linear.
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| 0.07 - \
0.08
0.05
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- Byvy
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Pigura (4.4.3)— Espectros de poténeia da sailda {TESTE 1)~
i~Real, 2~ Estimade por modelagem puramente linear, 3— Estimado por

modelagem quadritics.
Simulou-—se numericamente também a resposta de um sistema
mechnico ndo linear através da seguinte equacio diferencial:
mA ) + oAl + KA + BAD MO ) = ARD. {4.4.5)
onde £} & um processo Gaussiano com média zero e varidnela 1, e A

representa o nivel da  excitaco. Os pardmetros utilizades nesta

simulaciio foram os sepuintes: m=5, ¢=500, k=100000, F=10000.
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TESTE 2

Nesle teste adotou-se em (4.4.5) o nivel da excitat8o como
A=2500. O espectro da entrada para o caleule das FRPFs estd mostrado na
Tigura (4.4.4). As curvas da sazmplitude e faze das FRPs linear e
quadratica estio mostradas nas figuras {4.4.5) g {(4.4.8}

respectivamente.

24000

16000 -

S x

12000 +

8000 -

40600

e i ¥ ¥ ¥
0 40 &0 120 160 200
Hz

Figura (4.4.4)—- Espectro de poténcia da entrada (TESTE 2J.
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4.0e007 -
~1.0 -
2. 0e-007 - —1.5
i},ﬂe+000 ¥ U v \ 2.0 T t t 1
0 40 80 120 180 200 0 40 80 120 180 200
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Figura {4.4.8)~ Funclo de resposta em freguéncia linear

{TESTE 2).

k]
abs

ampl. méx- 1,4 E-8

Figura (4.4.8)—~ Funcio de resposta em freguéncia quadratics

{TESTE 2).
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A figura {4.4.7) mostra as curvas dos seguintes espectros:

1} espectro real da salda obtido através dos dades da
s}mulfm?&o de (4.4.5)},
o 2} espectro da salda caleulade pels modelagem puramente
linear, e,
3espectro da salda caleulado pela modelagem guadritica.

 Analisando os resultados percebe—-se a melhor qualidade do

ajuste entre of espectros real e o previsto pelo modelo guadratico.

3.0e—008
2.5e—008

2.0e—-008

Syy

1.5e~008

1.0e—008

8. 0e-(0%

0.0e4-000

Pigurz {(4.4.7)~ FEspectro de poténcia da saida (TESTE 2}- 1-
Real, 2- Estimads por modelegem puramente linear, 3~ Estimado por

modelagem guadratica,
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Se o sistema analizade for linear € possivel predizer com
-muite boa precisio, por melo da modelagem puramente linear. as
mspgsi;as para qualquer nivel de excitacko da entrada, mesmo ele sendo
diferef‘i!ﬁe do nivel de excitaglo utilizado para o cileuls da PRFL,

A afirmacis acima nfo ¢> valida para sistemas n¥Ho lineares.
Logo, a modelagem guadratica pode aludar predizer 2 resposta do
sistemna  {em termos de seu espectro de poténcia, pois a resposta
anslisada agul € aleatdria) somente para o mesmoe nivel de excitagdo
utilizade pars o calcule das FRFs. (s testes 3 e 4 trazem exemplos

naste sentido,

Simulou-se a respesta do sistema através da equacHo {(4.4.5)
com uma nova entrada cufa forma espectral fol alterada porém ndio
variande seu nivel, Bm seguida calculou-s2 o espectro de poténela da
saida por (4.4.1). Os espectros de poténela previstes por melc das
modelagens linear e guadraticas foram estimadas utilizando as FRFs
ghtidas na simulaclo do TESTE Z.

A figura {4.4.8) mostra o espectro desta nova entrada.
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Figura (4.4.8)— Espectro de poténeia da entrada (TESTE 3).

A Tigura {4.4.2) mostra as curvas dos seguintes espsotros:

1} espectro de poténeia real da saida calenlade a partir
doz dados obtidos da simulacdo de {4.4.5) cujo espectro da excitac3o
ytilizada estd mostrade na figura (4.4.8),

2)espectro da ssida caleniado pelo modele puramente linear
utilizandoe as FRF linear obtida no TESTE 2.e,

3}espectro da  salda  rcaleulado pelo medelo  quadratice

utilizando as FRFs obtidas no TESTE 2,
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3.0e-008

2.5e—008

2.06~008

1.5¢-008

Syy

1.0e~-008

5.0e~009

0.0e4-000

Figura (4.4.9)— Espectro de peténcia da salda (TESTE 3)~ 1~

Real, 2~ Estimado por modelagem puramente linear, 3~ Estimado por

modelagem quadratica.

TESTE 4

MNeste teste wvaripu-se o nivel de esxeitacdo do sistema
representado pela equaclo (4.4.5) a fim de tentar predizer ¢ espectro
de poténeia da ssida para esta nova saida por meio da modelagem

guadratica utilizande as FRFs }j& caleuladas no TESTE 2.
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0 nove nivel de exegitacdo adotado foi A = Z800. A figura

(4.4.10) mostras seu sespectro de poténcia,

30000 |

= W

20000 -

Sax

6 - 40 &0 120 160 200
Hz

Figura {4.4.10}~ Espectro de poténeia da entrada (TESTE 4).

A figura {4.4.11) mostra as curvas dos seguintes espectros
de poténcia:

1} espectro real da salda obtido através dos dados da
sirsuiaclo para om nivel malor de excitac%a,

2} espectro da saida previsto pela modelagem puramente

linear utilisando a FRPF linear calvulada ne TESTE 2,
3} espeetro da saida previste pela modelagem quadratica

utilisando as FRPs calculadas no TESTE Z.
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Figura (4.4.11)— FEspectro de poténcia da salda (TESTE 4)-
1- Real, 2— Estimade por modelagem puramente linear, 8- Estimado por

modelagem gquadritica.

Analizands as cuvas da figura {¢4.4.11) observa-se gue ndo
foi possivel predizer o espectro da gaida do siztems por nenhuma das
modelagens, As estimativas falharam tanio na predicdo da amplitude do

espectro guanto na frequénecia onde ccorre a amplitude maxima.
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TESTE &

Nezste teste simulou-se numericamente a resposta de um
outro  sistema n#oc  linear representado pela  seguinte eguacHo

diferencial:

i

¥+ By- 1./2 (y - ¥) = A £, (4.4.6)
pom 0s seguintes parametros; B = 0,188 e A = 0.8, onde f{#) represents
um processe Gaussiano com média zero e variancia 1.

Procedendn da mesma maneira que nos fesies anteriores
calculnu—se os espectros real da salda, e os estimades pelos modelos
puramente linear e quadratico para o mesmo nlvel de excitaCdo
mostrados na figura {4.4.12}. Analizandc os resultados observa-se uma
melhor coeréneia entre o espectro real {curva 1} & o previstoc por melo
da modelagem gquadratica {curva 33, mesmo assim a semelhanc¢a entre
estas duss curvas ndo € satisfatéria como nos testes 1,2 e 3.

Esta faltz de coeréneiz € atribuida ao fato do sistema
analizade nZ#c ter um comportamento ndp  linear essencialmente

quadratico.
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2.46-002
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Figura {4.4.12)~ Espectro de poténcia da saida (TESTE &)~
1~ Resl, 2~ Estimado por modelagem puramente linear, 3~ Estimado por

madelggem guadratica.

Tomando por base os resultados obtidos destes testes fica
clars gque € possivel predizer ¢ espectro de poténecia da salda de um
sistema n3o linear empregande o modelo guadratico somente guando o©
nivel de excitagio da entrada for o mesmo do utilizade para o calenlo
de =yas FRFs e as nfeo linearidades presentes no sistema serem
essenciglmente de segunda ordenm.

0 fato do espectro de poténcia da salda real e a estimada

pela modelagem gquadratica serem bastante semelhantes, como oCorreu nos



testes 1 2 e 3 significa que para aquele nivel de excita¢8n, o sistema
analizado pode ser considerado de segunda ordem.

A estimativa da FRPQ Hz2(wi,wj) envolve um cileulo de média
entre trés componentes espectrais, {vide equagio (4.3.1)). O nlmere de
segmentos utilizados para realizar esta operac#o deve ser, segundo a
Hteratura, malor gque 500 para que o©f erros  aleatdries presentes
pstejam a nivels toleravels., A estimativa dos erros {errozs aleatérios
g de resolucio) snvolvidos na iimplementacéc destas técniecas sHo temas
de discussfo dos especia}.istas nesta area e de difiel) prediclieo [41l
Neste trabalho foram utilizados 450 segmentos para o caleulo da FRFQ

ecom 128 pontos cada. Técnicas de "overlaping” também foram utilizadas.
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CAPITULD B

CONCLUSUES E SUGESTDES PARA FUTUROS TRABALNOS

Este trabalho apresenta téenicas de detecolo,

nuaracterizando ¢ moedelagem de sistemas ndc  linenres  partinde,
hasieumente, da idéia de Velterra o Wiener gue rconsideraram a resnosta
de um sistemma nfo linear como uma somsg da resposta puraments l-ira.ear
fnu ne primeira ordem). mais as respostas multi-linesres (ou de ordem

sunerior).

A transformadse de Hilbert mostron ser umsa ferramenta eficaz

na  implementacide de um teste para deteccZo de nfo linearidades em

siztemas fisices quando s funsioe de resposta enm frequénela (FREY é
chrida  por  varredura  senoidal, Case a  excltaglio seja  aleatdria  ou
impulsiva, & func3o de resposta azo impulse obtida via a aplicagZo da
trangformads  de  Fourier inversz na FRF  tende a ocausalisar—-se
impossibilitando a aplicacdo desta téonica.

Tste teste pede  ser utilizsdo, pripcipalmente, como  um
alarta ao dinamicista a respeite da existénela de n¥e linearidades no
sistems,  considerands  gue. ng  maloriz  dos ecasons, 80 andllse  do
comaperinmento dindmice dos sletemas flsices € reallzada per medseles

puramente lingares. Assim, este simples teste {realizado 2w poutos

sozundas) pede zer inciuldo como 3 ptapa nos testes medals,

- 7

. M . o e - R 1en
o naoapalise de Greas da engenharia. Alem

a facilidade com gue pode

R . oy v o
divan, umlm vanizzoem

CHo da sistemsa (o partir das TRPs)

On nideleos da série de Volierra ou de Wlenepr oaract




skstema ndo linear, para um dado nivel de execitacio, no sentido que.
corthecondo-se estas funcdes pode-se predizer a resposta do sistema a
quzlquer entroda de nivel semelhante. Como as FRFz linear e de ordem
superior estdo reluacionadas ecom estes nilcleos atraves da transformads
de Fourler as FRFs fambem caracterizam o sistema.

Entido, a caracterizacis de sistemas ndo linesrss pode ser,
g rizor, realizadn tante no deminio do temnpo come ne dominio ds
froguéneia. Optou—-ge agul por fagé-1a no dominio da froquéncia devide
4 maier facilidade na interpretacio dos  fenfmenos nBo  linsares
i'r::emmes sos  sistemas fisicos  {como  por exemple. 8 ipteracio
onda-onda). Além  disse, a maioriaz das publicagdes relucionadss 4
identifieacio e modelagem, formalizadag ne dominio do tempo. nZo se
referem & aplicagfes prétieas (no sentide de caleular e anslizar os
niclecsy e gim a formalismos matemiticos complexes com o intuite de
estudar representaciios ortogonals para pxprimir a relacio
entrada’/agids  de sistemas nfo  lineares  [18.20.21.,22]1 c¢omo, por
example,  a  série funcienal de Wieper discutida resumidamente no
zapitulo 8 deste trabalho.

Como, em aplicagfes praticas, € necessario truncar estas
séries em sua segunds ordem devide mo elevado custo computacionsal
gxigide. nac importa muite 2 analise dos diversos procedimentes de
ortogonizacio existentes, uma vez gque, guando iruncades na segunda

ardarm

se  eguivalem, Assii, elegeu-se o modelo guadratico no

dominio da fregufnela para eatudar e implementa-lo computacionalients,

0 modeln guadratico ne dominio da freguéneia discutide no

. 2 . - T T T e . “Yreipste
4 deste trabmibo, reguer o caleuwico das FRFs: de primeira e

segunda ordens, Estas fungies foram corleulsdags agul com i dus
téenicag dn anilise fETE 23 gue upoermitam &

SFonneoen anta  das  parcelss  lHnear o nio  Hnesr da resposta do
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sistema. A aplicachs doste modelp & restrits o sistemas guadriticos,
oride os efeitos n¥e lneares superiores 4 segunda ordem possam ser
despreozados,

Em  ftermos  nratices, a FRPL dasereve o comportamento
puramente lnear do sistema e a FRFQ o comportamente nio linear
guadritien,

A FRFQ permite n determinacio dos pares de frequéneis onde
gcorrem  as interacies Quadraticés entre 08 componentes espectrais da

enitrada e saida.

A idontificac8e da ordem da n3g linearidade presente ne

istema pode ser realizada comparands o seu espectro de poténels real
com o espeetro modelado, Se 2 semethanca entre estes espectros for
grande, pode-se dizer que og efeitos ndo lineares presentes sio de
sepunds ordem, caso contririe aponta z existéneia de efeitos de ordem

superiaor 3 guadratica.

Este trabalho ilustra a aplicagdo das técnicss apresentadas
a partir de simulscfes numéricas e os resultados obtides validam a

implementacio reslizada.

i

Para  frabalhos futuros npode-—se, am primeliro fugar,
implamentar a modelagem  guadratica ne deminio da freguénels pars

entrada n¥o-Gaussiana. Vém sendo publicades recontemente f{rahalhos

neste zentide 1411, obtendo-se curvas para a FRFQ mals suaves gqus as
ahilday  pelo método  agul implementadoe. As curvas 4o especirs  de

Dharadas,

noténeia modeindas tambénm s8o considersvelments m

Hieanio deste models

unda otang pode--se posguisar a

pora 2 exeitacio peritdics e transitéria, com as FRFs caleuladas com

sleatéria. O obletive destas pesguizas pederin szr aplicar

cufa rapdelasem 2 sistemns fisivos reais.

s



) APENDICE A

OPERADOR DE VOLTERRA DE P-ESIMA ORDEM

Seja um operador de p-9sima ordem Tp definido como aqguele

cula resposta yvel{f) a uma combinacio linesr de entradas xol{f) & dads

por uma operagdo multllinear de p-@sima ordem sobre estas entradas,

o

b

o &

N
_ r 3 r 1
yplf] = ’E‘P[ x{( 1} J = (E\}’-‘ﬁl- Z o xonf f}g
L nj

=i

b

M
= Z . ?p {.‘n?.Xn‘l{ 53 PP C:\’,’JX:"sp{t) j

%
ni=i vipam 1

it

N
qm‘ Okl
L fnt ... Onp i sz’i{f!}.,,.‘X:;p(f} .

"

)

{

ondn ?p{ 508, “’p{f:’l & uma operaclc  p~linear, ou sela, eln £

Hrienr no

s

um dado argumento guando flxa og ouiroes.

Se o operader Fp & inveriante no tempeo, entido ele &

classificado  como  um  operador de  Volterra de  p-ésima  ordem e

~fghina ordem  inpvariante no  lemno, o nots

aracteriza sistema de Veoltorra do p—dsima ordem,

A relaclo entradafsaida de um  sistemsa de Veolterra de

rador & a




spguinte: .

v 1
ypltd = Hpl x(f) . (4.2}
L 4

i
[

onde. fp denots um operador de Volterra de p~dsima ordem,

A ecaracterizacdo funcional da regra indicada por (A S & o

%]

seeuinia;

{\
£
ypll = ! 1 Bplry, Lapdx(t-v1). x{t-tpYdu1. . drn.
i d

(A.3)

pride,

onde 4 eguagHc (A3) & uma integral de coanvolucEa multilinear e
Bpive,...tp} & o p-ésime nicleo de Volterra corrsspondente ao p-ésimo
operader doe Velterra He. Este nlclen & simétrico em relagHs 3 gualquer
combinacio de argumentos Ti.

O nieles he{T...Tpl & intsrpretsdo  fisicaments  como 2

resposta ao impulse p-dimensional,

Oy mdeleos de doe Volierra tém ss segulntss prepriedados:
Brn{oy,...,Ta) = 0O para guzlaguer Ti4C0 (8.5
Im hofri,, . .on) = 0 para gqualguer o {A.6)

T

Entiao o8 nicleos de Volterrn sho por definiy o




cansals o tém membria finita,
¥inh e Chouyveha] realizaram  trabalhos no  soentide  de

dotermingr o segunde ndflelen de Volterra de estruturas mecinicas (381
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. APENDICE B

Bl FUNCIONAIS DE WIENER DE ORDEM ZERO E DE PRIMEIRA ORDEM.

A d

0 funcional de Wiener de ordem zero & definido como;

Bard
e

r
Eo | }{a:_&‘(t}] = kv, {Rni1.1
L

onde k0 @ uma constante ¢ depende do valor da entrada {1,
™

O funcional de Wiener de primeira ordem, ‘il’*l_ kuxin |, de

f I

seorde com a definic#o no capitule 3, € o primeire funcional de

Volterra nde heomogéneo,

1 B
gi[ k'i,}{ou}:x(t}] x?ri:‘i[ x( 8 ] +§i0(1}{ x{ ) |

-+

::j eleys{t—tiddry + koit:, {(B1.2}

com & seguinte propriedade:

!

¢ Eol ox{f) } gzk{ Iy koo xlB) J pt

e
|

{
e

(B1.3)

-

ende x4 & um  processe  Gaussianc  branco. oo midia zerc e

sura-eorrelacio $xx{r) = ANT),

i

unhstitninde a sguacde (D12} em {(B2.3Y ¢ cosiderande gue

S8 tem média zero obiém-se a seguinte eXxXpressio:



iy o]
{ho { xii)Jga[ ki ooy x(8) ]> = Aol kuruiextt-t1)>dir + hokot1)

5
g

=Rk (1), (B1. 4}

Como a equacdo (B1.4) deve ser zero, kn¢11=0. Substituindo

Fot1y=0 na eqguacio {B1.2) o funcional de Wisner de primeira ordem,
r 1

i

ﬂ;z[ x( ) J{ é:

&)
£
@1[ ki:x(h } = {[ ki{reyx(eg—tiddes. {(B1.5)

Este fungional representa a respostaz de um sistemsa linesr g

uma entrada x{0, onde L1{(f) € a resposta an impulso do sistema e

tolncide com o operador de Volterra de primeira ordem.
B2~ FUNCIONAIS DE WIENEE DE ORDEM SUPERIOR

1
o funeclonal de Wienoer de scgunda ordem, 03:!- Ez.xlp J de
L
acordo com =z Zdefinicds no capitule 8, @ o sezundo funeisnal ndo

homogtnes de Volterra;



o

o kediio doin s | o= g2l cooai§ : 1
é;“ét ka kv koo xin ] = Ewl_ x(ty | + E*-.’E(Ii}JL (0 ] + é-‘ﬂ{i??I- x(H J
L

By kel Bl
r { '
,sz{"f:'i,m}x(’t—‘t‘s}x(t~'r2}c‘:?r'zdt;;z + ke {ti{f-riddrr ¢ koizy

R v el : -

com a4 seguinte propriedade:

I
av
Mo

r
< !He] x( 5 ]gzz[ keskrezyckovzy x(8) -i o= o0, §2

—

< Ei-;{ x{8) 1g:zg Ie:kiczyhotzy x( ) 1 > = 0 (B2.3)
4

-

—

para x{# um processc Gaussiano  brancoe. com média  zero e
auto—correiacio $u=(t) = A3{(T).

Suhstituinde a equacie {(B2.1) em {(B2.2) e {(B2.3) obtém-se o
nfrlen koizy & Eilzy respectivamente, substifuindo estes nicleos em

1o 1) ohtém~se o sesnndo funcicnal de Wiener, isto &

R J
r % 1
(Eizi ooyl = chrivrenyxit-vyx{t-reidridre - A kz{viriddes
L | !
Vo M

2 o provessn da entrada ) for Gaussinne, nio bhrancoe e
Sz o provesso da entrs {1 r Gruss : o 8

com madia zers, este funcional & escrlto como (220



G2 l.fc;z;x( z}] = J( kalovezdxle-vadxlt~raYduades -
£
- -
. N b
kedvareya{t—v (- v o) drighv
' Lt t] —

B2.5)

Esta expressdo & mensionada no capitulo 4 deste trahalhe

Oz demals funcionals de Wiener podem ser determinades de

maneira anadloga a utilizada para obiencHo destes trés primeiros,

0% nicleos de Wiener podem ser caleulados  utilizande

técnicas de correlacdo [201
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