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Resumo

O presente trabalho tem como objetivos principais a elaboracdo de uma metodologia de cdlculo de
perfis e de cascatas em escoamento potencial baseado na distribuicao de vortices na superficie, o
desenvolvimento de um cédigo computacional préprio e a convalidagdo dos resultados obtidos. A
metodologia baseia-se nos trabalhos de Martensen (1959), de Murugesan e Railly (1969) e de
Lewis (1991). O comportamento aerodindmico e os parametros caracteristicos de um perfil
isolado sdo totalmente conhecidos e existem vérias técnicas analiticas e numéricas para avaliar e
determinar o comportamento desses perfis. Essas técnicas analiticas podem ser estendidas para
tratar os perfis experimentais como os perfis NACA com bons resultados. Neste trabalho o célculo
de perfis isolados compreende o uso do método de vortices na superficie numa aproximagao
inversa. Inicialmente uma distribuicdo de velocidade € especificada a partir do ponto de
estagnacdo do bordo de ataque. A distribuicdo de velocidade calculada sobre a superficie de um
perfil inicial arbitrario € comparada com aquela requerida. A diferenca entre elas € utilizada como
sendo o valor de uma distribuicdo de vortices que € imposta sobre o contorno. Devido ao campo
desta distribuicdo de vortices adicional, aparece uma distribuicio de velocidades normais a
superficie o que viola o conceito de linha de corrente. O contorno volta a ser uma linha de
corrente quando sua inclinagdo local é ajustada de acordo com a razdo entre os valores das
velocidades normal e requerida. O perfil obtido é submetido a uma nova andlise direta e a
distribuicdo de velocidade obtida € comparada com a distribuicdo requerida. Os calculos sdo
repetidos até alcancar a convergéncia. O algoritmo numérico resultante foi aplicado a dois tipos de
perfis, analitico (Joukowski) e experimental (NACA), para os casos de aerofdlios simétrico e
assimétrico. Os perfis NACA utilizados sio NACA 65-010 e NACA 65-1210. Em todos os casos
os perfis foram gerados usando a metodologia de distribuicdo de vortices e os resultados foram
comparados com os respectivos perfis originais, mostrando boa concordancia. Tendo verificado
que a técnica proposta e o cddigo elaborado sdo vdlidos e produzem bons resultados, eles sdo
aplicados a andlise de cascatas de aerofolios NACA 65-1210 e de uma cascata de aerof6lios de
Gostelow.

Palavras-chave: Aerodindmica; Cascatas; Distribuicdo de vortices; Aerofdlios de Joukowski;
Aerofdlios NACA.



Abstract

This work presents a method to calculate airfoils and cascades in potential flow based upon the
distribution of vortices on the profile surface, develop a computational code and validate the
predictions with available well accepted results. The technique is based upon Martensen (1959),
Murugesan and Railly (1969) and Lewis (1991). Cascades are usually specified according to the
application and they can be stationary or moving. The aerodynamic behavior and the aerodynamic
characteristics of isolated foil are known and many techniques to calculate these foils are available.
These analytic techniques can be extended to handle nicely experimental foils such as the NACA’s.
In the present work, the method of distributing the vortices over the surface of the foil is used in
the reverse sense. Initially a velocity profile is specified starting from the leading edge stagnation
point. It is calculated the velocity distribution over the surface of an initial arbitrary foil and it is
compared with that required. The difference between them is used as an additional distribution of
vortices imposed over the surface. A distribution results in a velocity component normal to the
surface and this violates the concept of the stream line. The contour turns to be a streamline when
its local inclination is adopted according to the ratio of the normal velocity and the required
velocity. The resultant foil is reanalyzed and the velocity distribution obtained is compared with
the required distribution. The calculations are repeated until convergence is achieved. The
numerical code was applied to two types of foils, analytical (Joukowski) and experimental
(NACA) for the cases of symmetrical and asymmetrical foils. NACA foils used are the NACA 65-
010 and NACA 65-1210. In all the cases the foils were generated using the vortex distribution
technique and the resulting profiles were compared with the original profiles indicating a good
agreement. These comparisons validate the proposed technique and the developed code. They

were applied to analyse cascades of NACA 65-1210 foils and a cascade of the Gostelow foils.

Key Words: Aerodynamics, Cascades, Vortex distribution, Airfoils Joukowski, Airfoils NACA.
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em cascata (y =459°, t/I=1,0) com B, =52,4"; variando N para o método
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7.4

7.5

7.6

7.7

Distribui¢do de velocidade experimental e tedrica sobre aerofélio NACA 65-1210
em cascata (y =459, t/l=1,0) ; com B, =60"e variando N para o método
PTOPOSEO ettt ettt eitt e ettt e ettt e ettt e ettt e sabe e e sabt e e e bt e e e et e e e e st e e e e st e e e e ab b e e sabt e e e bt e e enbeeeaeee
Distribui¢do de velocidade sobre aerofélio NACA 65-1210 em cascata ( y =45,9°,
t/1=1,0) calculada pelo método proposto com N =80, para p, =60,
resultando B, = 40,77 ..o
Distribuicdo de pressdo da cascata de aerofdlios de Gostelow ( y =37)5",
t/1=0,9901573) para S, =53,5°, tabelada e calculada com o método proposto
VATIANAO IV .ttt e ettt e e ettt e e ettt e e e ettt e e e e eabreeeean
Perfil do aerofdlio e distribuicdo de pressao da cascata de aerofdlios de Gostelow

(y =375, t/ [ =0,9901573) para f, =53,5 calculada com o método proposto e

com N =240, resultando £, =29,63" ou f, =43,83" ..cociiiiiiiiiiiiicec
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Lista de Abreviaturas e Siglas

Letras Latinas

des ,pq
erreg

eerM

corda axial do perfil; limite inferior de um intervalo real
vetor dos termos independentes ; limite superior de um intervalo real

desvio absoluto (Equacgado 4.36)

erro de convergéncia geométrica (Equacgao 4.37)
erro quadratico médio (Equacao 4.35)

funcdo qualquer

contador inteiro;

semieixo da elipse;

coeficiente de acoplamento com o valor da velocidade em s,

N

paralela a superficie do corpo e induzida por um elemento de
vorticidade y(s)ds unitario localizado em s

corda do aerof6lio

coordenada normal a superficie de um corpo e dirigida para fora do
mesmo (para o escoamento exterior)

parametro da transformacao eliptica

coordenada curvilinea tangente ao contorno de um corpo
pitch ou espacamento entre os perfis da cascata;
indica que o coeficiente de acoplamento refere-se a uma cascata

distribui¢do superficial sobre o contorno C fechado simples e suave
de um corpo imerso num escoamento potencial incompressivel no
equacionamento de Martensen, a qual representa a magnitude da
velocidade do escoamento externo em torno deste contorno

distribui¢do prescrita ou requerida de velocidade na superficie

varidvel qualquer; abscissa de um sistema de eixos cartesianos;
eixo cartesiano na direcdo axial da cascata de perfis

ordenada de um sistema de eixos cartesianos qualquer;
eixo cartesiano na dire¢do da cascata de perfis

Xiv

[m]

[m']

[m]

[m]

[m]
[m]

[m/s]
[m/s]

[m]

[m]



C
F(x,y;&,m:1)

K

contorno fechado simples e suave de um corpo

fungdo do integrando da relagdo envolvendo a funcio de corrente y
no método de Martensen, obtida com o uso do teorema de Green

coeficiente de acoplamento da equacdo integral de contorno de
Martensen;

matriz ou elemento da matriz do sistema de equagdes resultante

K(sm’, s;tou oo)

K(¢m! , @5t ou oo)

N

T < Qv

<X

metade do nimero de pontos utilizados na discretizacdo de um
contorno fechado

polindmio de aproximacao de uma funcio qualquer
componente da velocidade relativa na dire¢do axial
componente da velocidade relativa na direcdo da cascata
velocidade relativa do escoamento médio equivalente
abscissa do ponto de controle da nova geometria

ordenada do ponto de controle da nova geometria

Letras Gregas

angulo do escoamento relativo com a direcao axial

expressao paramétrica utilizada na transformacao eliptica

varidvel independente angular em radianos no sentido anti-horario
utilizada na parametrizacao e discretizacdo de um contorno fechado

intensidade de vorticidade por unidade de comprimento no ponto do
contorno de coordenada curvilinea s

intensidade de vorticidade no ponto do contorno de parametro
angular ¢

intensidade de vorticidade no ponto de controle m

adimensionalizada por W

XV

[m/s]
[m/s]
[m/s]

[m]
[m]

[grau]

[m/s]

[mz/ s]

[m]



n ordenada  do  ponto de  integracdio  no contorno;
ordenada do ponto do contorno em relacdo a dire¢cdo da corda do
aerofdlio [m]
razao entre 0s semieixos maior e menor da elipse
¢ abscissa do ponto de integracao no contorno;
coordenada do ponto do contorno do aerofdlio na dire¢do da corda  [m]
1//(x, y) funcdo de corrente do escoamento ou sobre o contorno C [m?/s]
r circulacdo total em torno do aerofélio ou de cada perfil da cascata [m?/s]
V? operador diferencial, chamado operador de Laplace, definido por
, o0 08 &
= ataatoa
ox~ oy 0z
Superescritos
Jj iteracdo do projeto a qual a grandeza estd relacionada
* adimensionalizado em relacdo ao comprimento total da superficie
aerodinamica em questao
A para diferenciar sistemas de coordenadas cartesianas com origem
ndo coincidentes
’ derivada;
sinal para indicar uma varidvel diferente
Subscritos
1 ponto localizado a montante do aerofdlio ou cascata
2 ponto localizado a jusante do aerofdlio ou cascata
e ponto localizado junto a superficie do corpo no exterior do seu

contorno C;
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ponto localizado junto a superficie do corpo no interior do seu
contorno C;

ponto de controle genérico sobre a superficie; contador

ponto especifico sobre o contorno do corpo; ponto sobre o qual
calcula-se a influéncia dos demais pontos de controle do contorno

ponto especifico sobre o contorno do corpo; ponto cuja influéncia
sobre outro ponto de controle qualquer estd sendo calculada

grandeza relacionada a superficie de suc¢do; ou a superficie como

grandeza relacionda a dire¢do do eixo x de coordenadas cartesianas

grandeza relacionda a dire¢do do eixo y de coordenadas cartesianas

grandeza relacionada ao ponto de estagnacdo no bordo de fuga do

ponto localizado sobre o contorno C da superficie do corpo

grandeza relacionada ao escoamento médio equivalente; ou ao

m
n
p grandeza relacionada a superficie de pressao
s
um todo
X
y
BF
aerofélio
C
o0
aerofdlio isolado
Abreviagoes
BA bordo de ataque
BF bordo de fuga

Xvil



SUMARIO

T INTRODUGCAO ..ottt n e 1
2 REVISAO DA LITERATURA ......coouiiiiiieeeeeeeeeeeeeeeee et 3
2.1 ASSUNLOS COTTRIALOS ...eeeiuiiiiiiiiiiiiee ettt ettt e s et e e e e e e e e 10
2.1.1 O MELOO A€ VOTTICES ..cceueveeeeiiiiieieeiitee ettt ettt e e st e e e e e e e naiaeee s 10
2.1.2 O MELOO INVETSO ...eeieiiiiiieeeeiiiiee ettt et e e ettt e e et e e e st e e e e sabeeeeeenabeeeeens 14
2.1.3 Dindmica dos Fluidos Computacional.............cccuuviiiieeriiiiiiiiiiiieeeeeeeeeiiieeeeeeeeee e 21

3 ANALISE — METODO DE VORTICIDADE NA SUPERFICIE .........ccooviuiiiniiiiniinrieinen. 35
3.1 Significado fisico do modelo de vorticidade na superficie ..........ccoevuvrreiieeeeeeerieciiiieeeeeen, 35
3.2 Equacionamento do Método de Martensen .............eeeeeruieeeeiniiiieeiniiieee et e e 39
3.2.1 Representag@o paramétrica do contorno € diSCretizagao .........c.eeeeeeruveeeeeniieeeennineeennn 49
3.2.2 Consideracdes para a resolucio do sistema de equaCOes..........eeveeereerrecuvrrieereeeeeennnnnns 52

A) PONLOS € CONIOIE ......coiiviiiiieii et e e e e e e e eeeaaaaas 54

b) Velocidade auto induzida de um elemento de vorticidade............................... 59

¢) Tratamento dos dados de eNtrada...........oeevvvveuiiieeiiiiiiiiieeee e 61

d) Influéncia do elemENtO OPOSLO ....uvviiiiiieeeeiiiiiiiiieee e e e e et e e e e e e e e rerrrreeeeeeeeseeenareeeas 62

e) Somatorio nulo das colunas da MALTIZ ..........eeiivveeeiiiiiiie e 63

f) Condi¢do de contorno no bordo de fuga de um corpo de sustentagao ...........ccccceeeuueeee 66

g) Circulacdo e caracteristicas globais de um corpo de sustentagao ..........ccccecueeeevnnnneenn. 69

4 METODO INVERSO .....couiuiimiimieniseissieseesssesses s sese st sssssss s ssesssesssssssones 74
4.1 Uso iterativo do Método de Martensen .............eueeieieeieiiiniiiiiiiieeeee et 77
4.1.1 Distribuicao de velocidade PreSCrita ..........eeoviieieiiiiiieiiniiiieeeeieee e 78
4.1.2 Ponto de estagnacdo frontal e coordenada curvilinea............ccooecuveeeeniiiieeiinineeennnnee. 79
4.1.3 Critério de CONVEIZEICIA .. ..vveeeiriiiieeieiiiiee et e e eieee e et ee s e e e e e e e e eetneee e e 81

a) Erro quadratico MEdIO .........ccooiiiiiiiiiiiiiiciiie et 82

[o) I B ZT A To T 1 Y o] L1 Lo P PPPPPRPPPPPRRt 83

¢) Erro de convergéncia GEOMEIIICA .....ccevuurrreeiruiiieeiiiieeeeeireeeeeerreee et ee s e e e e 84



4.1.4 Distribuicao de velocidade normal..............ccooooviiiiiiiiiiiiiiiiiiiieee e 84

4.1.5 Integrac@0o do NOVO PETTIl........coiiiiiiiiiiiiiiiiiee e e e e 86
4.1.6 Fechamento do Perfil ............ooiiiiiiiiiiiiiiiiiiiee e e e e 87
4.1.7 Geometria dos bordos de ataque € de fUZa ........cccvvvviiiiiiieiiiiiiieee e 88
4.1.8 GEOMELIia INICIAL. ..ceouuiiiiiiiiiiii et e e e 91

4.2 Aplicagao do método inverso — Cilindro infinito circular ...........ccccoeevveiiiiiiiieeeennnniiieee. 93

5 METODO INVERSO - AEROFOLIO DE JOUKOWSKI ...........cccoeviiiieeeeeeeeeereeenees 100
5.1 Aerof6lio de Joukowski SImEtrico analitiCo ............eeeervuieeeiriiiieiiniiiieeeeiieee e 100

5.1.1 Calculo inverso do aerofdlio de Joukowski simétrico alinhado com o escoamento ....102

5.1.2 Calculo inverso do aerofélio de Joukowski simétrico em escoamento inclinado ........ 124

5.2 AerofOlio de JOUKOWSKI @SSIMEIIICO ...uuevvnneieeeeeee ettt e et e e e etee e e s et e eeaeeeanaeenes 138
5.2.1 Calculo inverso de aerofélio de Joukowski asSIMELTICO ... .cuvniveneeeeeeeieeeeeeeieeeennes 140

6 METODO INVERSO - AEROFOLIO NACA .......o oo oo 147
6.1 Calculo inverso do aerof0lio NACA SIMELTICO . ...uueenneeee et eee e eeeereeeaeeeees 147
6.2 Calculo inverso do aerofdlio NACA simétrico em escoamento inclinado ............ceeeee...... 153
6.3 Calculo inverso do aerof6lio NACA arqueado .........cccvvveveeieeeeeeiiiiiiiiieeeeeeeeeivnieeeeee e 158

7 APLICACAO EM CASC AT A oo e e e ee e aeees 168
7.1 Cascata de acrOfOLOS NACA SEIIE 65 ....n.oeeneeeeeeeeee et e e eeanas 168
T.1.1 Cascata de HOTIOCK ... e e eens 168
T.1.2 “Cascata de NAS A SP-3607 ... e 171

7.2 Cascata de acrofOlios dE GOSTELOW ... .ceueeniee et eas 176

8 CONCLUSOES E SUGESTOES ...ttt ettt ettt eee et et e e e eeeaes 180
REFERENCIAS ...ttt et ettt e et e e ee e e e rees e 182
ANEXO A - Representacdo paramétrica do CONLOINO .........eeeevruviieeeriiiieeeiiireeeeireeeeeineeenns 191

Xix



1 INTRODUCAO

O comportamento aerodindmico e os parametros caracteristicos de um perfil isolado sdo
totalmente conhecidos e existem vdrias técnicas analiticas e numéricas para avaliar e determinar o
comportamento desses perfis. As técnicas disponiveis incluem métodos de singularidades, métodos
de transformacgdo conformal e técnicas que envolvem a distribui¢do de singularidades sobre a linha
de arqueamento ou sobre a superficie do perfil. Essas técnicas analiticas podem ser estendidas para
tratar os perfis experimentais como os perfis NACA com bons resultados.

A cascata € definida como uma fileira infinita de corpos similares equidistantes, normalmente
na forma de aerofdlio, que podem ser perfis pré-definidos ou perfis mais elaborados provenientes
de um projeto acurado. Essas fileiras de pas, mdveis ou fixas, sdo usadas diretamente na pratica de
engenharia quando se deseja mudar a dire¢cdo de uma corrente de fluido, por exemplo, em tineis
de vento e unidades de ventilagao.

Em mecéanica dos fluidos a cascata é um modelo, ou seja, uma simplificacdo fisica e
matematica com o objetivo de se obter uma andlise das relagdes e um entendimento mais profundo
do escoamento real. O uso mais comum € no projeto de turbomdquinas (mdquinas de fluxo
rotativas) e na andlise de seus desempenhos. Tanto bombas (bomba, ventilador, soprador ou
compressor) quanto turbinas eficientes devem ter um bom projeto de cascata. De fato, a cascata é
uma parte essencial dessas mdquinas na conversdo de energia e requer um projeto de qualidade
para obtencdo de maquinas silenciosas e eficientes com baixa manutencio e alta confiabilidade.
Essas caracteristicas sdo importantes frente as exigéncias atuais, principalmente, quando se trata
de aplicacao aerondutica.

Nas aplicacOes em mdquinas rotativas uma fonte de ruido aerodindmico proveniente das
cascatas normalmente aparece devido a choques aerodindmicos no escoamento, por ndo satisfazer
a condi¢do de Kutta no bordo de fuga, por formacdo de bolhas de separacdo, etc. Nesse tipo de
aplicacdo o desenvolvimento da cascata deve ser bem elaborado com as condi¢cdes de projeto
obedecidas. A mudanca da distribuicio de pressdo pode provocar problemas sérios como ondas de

choque ou cavitacdo, no caso de dgua.



A literatura € rica em estudos experimentais, tedricos e numéricos relacionados ao modelo
de cascata. Vdrias teorias de cascata foram desenvolvidas, com base no método de transformacgao
conformal ou no método de singularidades. Este ultimo mostrou-se superior € com aplicagdo mais
generalizada com destaque para o método de distribuicdo de vortices na superficie, originalmente
creditado a Martensen, para perfis aerodindmicos de formato arbitrdrio, isolados ou em cascata; e
que foi aplicado também a solu¢do do problema inverso.

Grande avango tem sido alcangado na solu¢do dos escoamentos de cascata com a aplicacao
dos métodos numéricos. No entanto, o escoamento no interior de uma turboméaquina permanece
desafiador devido a sua complexidade de escoamento viscoso, tridimensional e ndo permanente.
Assim, muitos trabalhos sao realizados com a finalidade de modelar algumas dessas caracteristicas
do escoamento e, também, de vencer as dificuldades técnicas e numéricas de modelagem,
integracdo, geracdo de malhas, modelos de turbuléncia, escoamentos secunddrios, vibracdo e
interacdo estrutural, entre outras.

A motivacdo inicial deste trabalho é o projeto de um ventilador axial de baixo ruido
aerodinamico. Para isso, faz-se necessario o emprego de uma ferramenta computacional eficiente
para o calculo dos perfis da cascata de pas e das distribui¢cdes de pressao na superficie desses
perfis.

Este trabalho desenvolve uma ferramenta computacional prépria que utiliza a técnica de
distribuicdo de vdrtices na superficie, e emprega a condicdo de contorno de Dirichlet, para o
célculo do escoamento potencial bidimensional em torno de aerofdlios isolados ou dispostos em
cascatas. E, também, aplica esse método direto de maneira iterativa para a resolucdo do problema
inverso, em que a geometria do aerofdlio € calculada para atender a uma determinada distribuicdo
de velocidade em seu contorno.

O objetivo desse estudo € possibilitar um melhor conhecimento das particularidades do
calculo aerodinamico do escoamento em torno de aerofdlios e de cascatas de aerofdlios, além de
adquirir experiéncia em como tratar as dificuldades de modelagem e resolu¢do numérica desses

escoamentos de fluido.



2 REVISAO DA LITERATURA

O escoamento real no interior de uma turbomdquina € tridimensional, viscoso e ndo
permanente, muitas vezes compressivel, ou seja, € bastante complexo devido aos efeitos da
geometria, da viscosidade, de turbuléncias e de vibragdo. Além disso, sinais acusticos sdo gerados
como resultado das intera¢des aerodinamicas e também tém um efeito aerodinamico, conforme
Gostelow (1984).

A andlise do escoamento em uma turbomdquina necessita de hipdteses simplificadoras. Um
modelo cldssico € o escoamento bidimensional, irrotacional e incompressivel através de uma
cascata. Trata-se de um escoamento potencial bidimensional governado pela equacao de Laplace.
E a definicdo de cascata é uma fileira infinita de corpos similares equidistantes, sendo que esses
corpos tém a forma do perfil aerodinamico da roda de pas.

No inicio do século vinte a tecnologia aerodinamica estava disponivel apenas para aerofélios
isolados, ndo havia ainda desenvolvimentos especificos para tratar a complicada fileira de pés
necessaria para representar o rotor ou o estator das turbomdaquinas. Em paralelo ao melhoramento
sistemdtico da arte aerodinamica e a custa de cdlculo considerdvel, gradualmente a teoria de asas
isoladas foi sendo estendida para cascatas, aliada a uma maior compila¢do de dados de cascatas. A
demanda era por um compressor axial de alta eficiéncia para a turbina a gds idealizada pelos
projetistas nesses tempos de guerra. Assim, os fundamentos para a turbina a gds moderna foram
estabelecidos. O desenvolvimento histérico detalhado da teoria de cascata para o escoamento
potencial incompressivel € apresentado por Gostelow (1984).

A teoria de cascata iniciou-se com o trabalho pioneiro de Sergei A. Chaplygin no ano de
1911, o qual possibilitou uma solugdo para cascatas de placas planas, que foi estendida para
cascatas de aerofélios com camber e espessura no inicio da década de 30. O conjunto de
aproximacdes de sua teoria forma a base do trabalho de Merchant e Collar (1941), que por sua
vez formou a base da solucdo exata para cascata desenvolvida por Gostelow (1964). Ainda no
inicio dos anos 30, Weinig descobriu a funcio de transformacdo de uma cascata infinita de placas

planas para um circulo tnico, resultando na férmula para o cédlculo do coeficiente de sustentacao



da cascata. Além disso, sua teoria mostrou que para toda cascata de qualquer perfil deve existir
uma cascata equivalente de placas planas que produz a mesma deflexdo do escoamento.

Durante esse periodo inicial, anterior a Segunda Guerra Mundial, vérias outras teorias de
cascata foram desenvolvidas, algumas mais restritivas quanto a aplicacdo, outras esbarrando na
complexidade matemética das possiveis solucdes. Nos vinte anos seguintes o problema foi atacado
matematicamente de duas maneiras distintas, resultando nos métodos de transformagdo conformal,
com destaque para os trabalhos de Howell (1948) e Garrick (1944), e nos métodos de
singularidades, com Schlichting (1955). A divergéncia entre os métodos de transformacdo e de
singularidades cessou apenas com os desenvolvimentos matematicamente rigorosos da
aproximacao de singularidades, a exemplo do método de Martensen (1959).

Se dois contornos de corpos podem ser obtidos um a partir do outro por meio de uma
transformacdo conformal conhecida analiticamente, entdo o escoamento potencial sobre um corpo
pode ser calculado analiticamente a partir do escoamento potencial do outro. Este procedimento
resulta em solugdes analiticas bastante uteis de escoamento potencial, mas em geral restritas a
determinadas formas de corpos (HESS E SMITH, 1967), normalmente corpos circulares ou
rombudos e alguns tipos de aerofdlios. As solu¢des analiticas obtidas pelo método de
transformacdo conformal podem ainda ser utilizadas na validacdo de outros métodos em
desenvolvimento, aproximados ou numéricos exatos.

Além disso, a transformac@o conformal pode ser utilizada como um artificio especial para se
obter maior velocidade computacional e maior precisdo do método de singularidades, por meio de
um ajuste prévio da forma do corpo. Assim, uma forma mais complicada pode ser transformada
pelo mapeamento conformal em uma forma mais simples e suave, sem quinas externas. Isso
permite que o escoamento seja calculado precisamente com um nimero de elementos menor do
que seria necessdrio para a forma original.

De fato, no método de distribui¢do de singularidades apresentado por Hess e Smith (1967) a
precisdo do cdlculo € determinada pelo numero e distribuicdo dos elementos usados para
aproximar a superficie do corpo. Nas regides do contorno onde a curvatura é maior ou onde as
propriedades do escoamento, assim como a densidade da singularidade, variam mais rapidamente,
os elementos utilizados na discretizagdo do contorno devem estar mais concentrados. Essas

regides compreendem especialmente o bordo de ataque e o bordo de fuga de um aerof6lio ou as
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quinas externas do contorno. Além disso, o tamanho dos elementos deve variar gradualmente
entre as regioes de maior e de menor concentracdo dos mesmos.

Os métodos de singularidades na superficie desenvolveram-se muito naturalmente a partir
das teorias de aerofdlio linearizadas precedentes. Nessas teorias linearizadas, desenvolvidas
conforme a teoria dos aerofdlios finos, o escoamento € aproximado por distribuicdes de
singularidades sobre uma superficie de referéncia simplificada, gerada a partir da linha de corda do
aerofélio. Essas distribuicdes de fontes e vOrtices representam, respectivamente, a espessura do
perfil e a circulacdo da pd. A equacdo integral linearizada resultante possibilita diversas reducdes
analiticas empregando funcdes bem conhecidas ou tabeladas.

A teoria do aerof6lio fino fornece bons resultados para os coeficientes de sustentacdo e de
momento de um aerofélio esbelto, mas ignora o efeito (pequeno, mas importante na pratica) da
distribuicdo de espessura sobre esses coeficientes, conforme Moran (1984). Além disso, a teoria
do aerofdlio fino da bons resultados sobre a distribuicdo de pressao apenas longe dos pontos de
estagnacdo. No entanto, a especificacdo apropriada de um aerofélio requer uma previsao precisa
de sua distribuicao de pressdo. De fato, a distribuicdo de pressdo influencia o comportamento do
fluido na camada limite proximo a superficie, e esse comportamento controla tanto o arrasto do
aerof6lio quanto a sua sustentagdo maxima.

Como os métodos de singularidades eram complicados e trabalhosos para serem aplicados,
havia a tendéncia em se fazer simplificagcdes convenientes para facilitar os cédlculos, mesmo com
sacrificio da precis@o. No entanto, com o desenvolvimento dos computadores modernos, com alta
capacidade de armazenamento, houve o retorno as verdadeiras equacdes governantes
fundamentais, com a finalidade de se obter solucdes exatas para o escoamento sobre corpos de
formas arbitrarias.

Nos métodos de singularidades, sem as simplificagdes inerentes a teoria linearizada, a
superficie do corpo € coberta por uma folha superficial de singularidades distribuidas. Uma
equagdo integral resulta da aplicagdo de uma condi¢do de contorno que torna a superficie do
corpo uma linha de corrente do escoamento exterior. Essa equacdo representa as influéncias em
cada ponto do contorno das singularidades distribuidas em todos os pontos da superficie e
também do escoamento uniforme incidente. Encontrar uma solu¢@o analitica da equagdo integral

vélida em toda a fronteira de um corpo com geometria arbitraria € tarefa complexa.
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Tradicionalmente, dois métodos distintos foram desenvolvidos cada um com um tipo de
singularidade distribuida na superficie: o método de fonte e o0 método de vortice.

O método de vortices na superficie original € creditado a Martensen (1959), para perfis
aerodindmicos de formato arbitrario, isolados ou em cascata. O interior do corpo é trocado por
uma regido de fluido em repouso separada do escoamento externo por uma folha de vortices de
espessura infinitesimal que cobre a superficie do corpo. Essa idéia, segundo Martensen, foi
apresentada anteriormente por Prandtl em 1918 e utilizada por Prager em 1928 que obteve bons
resultados numéricos para aerofélios isolados espessos e também por Goldstein e Jerison em 1947
e por Isay em 1953 que adaptaram a idéia para cascatas de aerofélios. Martensen faz um
desenvolvimento mateméatico minucioso do problema que resulta na solu¢do de uma equacio
integral de Fredholm de segunda espécie, com nicleo continuo e periddico, tendo como incdgnita
a intensidade da distribuicdo de vdrtices no contorno. A equagdo integral resulta da aplicacdao da
condicao de contorno de Dirichlet de anular a componente tangencial da velocidade sobre toda a
superficie interna da folha de vortices, garantindo que o contorno do corpo € uma linha de
corrente do escoamento exterior. Uma férmula de quadratura € utilizada para avaliar a integral
que € entdo substituida por uma soma ponderada de valores do integrando avaliado em certos
pontos do contorno (pontos de controle). De acordo com a formulacdo de Martensen a velocidade
no contorno externo dos perfis iguala-se a prépria intensidade dos vortices. Assim, além de ser
uma ferramenta poderosa para o célculo de escoamentos potenciais, o método de vortices na
superficie, segundo Lewis e Ryan (1972), € uma interpretacao fisica do fendmeno real que ocorre
no escoamento proximo a superficie do corpo quando a viscosidade tende a zero (escoamento
potencial) e a camada limite tende a folha de vortices infinitesimal.

O método de fontes na superficie desenvolvido na companhia Douglas Aircraft Company €
conhecido como método de Hess e Smith (1967) ou método de Douglas-Neumann para célculo
do escoamento potencial sobre corpos de forma arbitraria. Esse método foi estendido para
cascatas de aerofolios por Giesing (1964). O método de Hess e Smith, na verdade, distribui fontes
e também vortices sobre elementos retos na superficie do corpo, visto que distribui¢do de fontes
apenas niao permite modelar corpo de sustentacdo. A intensidade da distribuicdo de vortices é
admitida constante sobre o todo o contorno do aerofdlio e satisfaz a condicio de Kutta,

responsavel pela unicidade da solucdo da equacdo de Laplace. A distribuicdo de fontes tem
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intensidade constante em cada elemento do contorno, mas varia entre elementos adjacentes. A
intensidade da distribuicdo de fontes € calculada pela imposicdo da condi¢do de contorno de
Neumann de anular a componente normal da velocidade nos pontos médios (pontos de controle)
dos elementos. O objetivo dessa condi¢do € garantir que o campo de velocidade total (devido ao
escoamento incidente e as distribuicdes de fontes e de vortices) seja tangente a superficie do
corpo. Embora seja o mais difundido, esse método apresenta como desvantagem em relacdo ao
método de vortices na superficie a necessidade de avaliar uma segunda série de equacdes integrais
para obter as velocidades tangenciais na superficie externa do corpo, processo elaborado e sujeito
a imprecisoes.

Segundo Hess (1973) a maneira mais simples de avaliar a integral é por meio de uma
formula de quadratura, onde o efeito de uma distribuicao de singularidade € aproximado por uma
soma de singularidades pontuais concentradas. O espacamento dos pontos de quadratura deve ser
pequeno comparado com todas as dimensdes fisicas do contorno. Esse procedimento ndo é
satisfatorio para corpos finos como os aerofélios, principalmente, no bordo de fuga, mesmo com
um nimero grande de pontos de quadratura. Por isso, a maioria das aproximacdes para uso em
computador usa pequenos elementos de superficie sobre os quais a singularidade € distribuida. E a
solucdo da equagdo integral do método de vortices na superficie pode seguir o mesmo
procedimento numérico do método de fontes.

Genericamente, a superficie é subdividida em um nimero de elementos de superficie e a
integral € substituida por um somatorio de integrais que representam as influéncias de todos os
elementos. A variagdo da intensidade da singularidade sobre cada elemento € escrita em uma
forma paramétrica e a equacdo integral ou somatdrio passa a ser funcdo desses parametros. Por
fim, a condicdo de contorno avaliada em diversos pontos da superficie conduz a um sistema de
equagoes algébricas, cuja solucao resulta na distribui¢do apropriada da singularidade em questao.

Existem vdrias maneiras de se estabelecer um método de singularidades no contorno
dependendo basicamente do conjunto adotado para: o tipo de condi¢do de contorno, a forma do
elemento, o tipo de singularidade e a intensidade da singularidade por unidade de comprimento do
elemento. Para se evitar as imprecisdes da teoria do aerofdlio fino, tanto a condi¢do de contorno
quanto as singularidades deveriam ser aplicadas sobre a superficie ou 0o mais proximo possivel da

mesma.



A contribuicio de cada elemento para a equagdo integral (ou somatdrio) envolve uma
integral dificil de avaliar, mesmo para formas simples de intensidades de singularidades, segundo
Moran (1984), a menos que a superficie sobre a qual estdo distribuidas seja uma linha reta. Assim,
normalmente, os elementos em que o contorno € subdividido sdo tomados como segmentos retos
com as extremidades (nds ou pontos nodais) sobre o contorno.

O tipo de singularidade empregada pode ser fonte, dipolo ou vortice (ou suas combinacdes)
e a intensidade da singularidade constitui-se na incégnita do problema. Para avaliar as integrais
assume-se uma forma paramétrica para a variacdo da intensidade da singularidade sobre cada
elemento. Essa € a tnica aproximacdo importante do método de painéis, conforme Moran (1984),
a qual se torna mais precisa tanto com o aumento do nimero de painéis (e/ou da realidade das
hipéteses) quanto com o aumento das variagdes das intensidades da singularidade.

Assim, o problema de calcular o escoamento potencial incompressivel bidimensional sobre
um corpo de geometria arbitrdria tornou-se possivel em termos de singularidades distribuidas na
superficie do corpo, onde a fungdo de distribuicdo € a solu¢do de uma equacdo integral que
expressa a condicdo de contorno da velocidade. Essa técnica, com frequéncia denominada de
método dos painéis, € uma técnica consagrada e amplamente utilizada na inddstria aerondutica
desde aproximadamente 1970.

Existem diferengas importantes entre as varias formulacdes de singularidade na superficie do
problema de escoamento potencial. No entanto, a andlise numérica envolvida no calculo da
integral que aparece na equacdo integral bdsica € essencialmente a mesma em todas as
formulacdes. De fato, os nucleos das equagdes governantes, assim como as velocidades devido a
uma fonte e a um vortice pontual, estdo estreitamente relacionados. A avaliacdo eficiente desta
integral € o assunto do artigo de Hess (1973), ele investiga sistematicamente a eficicia de
aproximacoes de ordem maior da equacgdo integral. As aproximagdes que utilizam elementos retos
com intensidade constante da singularidade em cada elemento ou elementos parabdlicos com
intensidade linear sdo aproximac¢dOes matematicamente consistentes. Enquanto que a aproximagao
comum baseada em elementos retos com intensidade da singularidade variando linearmente €
matematicamente inconsistente. Para os casos mais comuns de escoamento exterior sobre corpos
convexos 0 método basico de elemento reto com intensidade da singularidade constante € bom o

suficiente. Para escoamentos sobre corpos com regides cOncavas acentuadas, como a regido da
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superficie de pressao proxima ao bordo de fuga de aerofélios muito arqueados, por exemplo, a
utilizacdo de elemento parabdlico com intensidade linear permite aumento significativo da precisao
do método. Mas mesmo nesses casos 0 método basico funciona bem com um nimero maior de
elementos, conforme Hess.

Devido a variedade de escolhas possiveis entre forma dos elementos do contorno, tipo de
singularidade e variacdo da intensidade da singularidade no elemento encontra-se na literatura
diversas combina¢Oes na tentativa de estabelecer o método mais adequado para diversas
aplicagdes. Por exemplo, Lewis (1991) investe no método original de Martensen com elementos
retos e singularidade tipo vortice concentrada nos pontos médios dos elementos. Amorim (1987)
utiliza uma formulagdo baseada na equagdo integral de Martensen, mas com a discretizagdo do
contorno em elementos retos com distribuicdo de singularidade tipo vortice de intensidade
constante; Alcantara Pereira (2002) e Ricci (2002) adotam formulacdo semelhante. Petrucci et al.
(2001) e Silva (2005) utilizam o método dos painéis com distribui¢ao linear de vorticidade sobre
os painéis retos (matematicamente inconsistente conforme Hess). Uma vantagem significativa da
modelagem com distribui¢do linear, segundo Silva, é a continuidade da fun¢do nos pontos nodais
(exceto no bordo de fuga), o que representa melhor a distribui¢do real de vorticidade ao longo da
superficie do corpo. A utilizagao de distribuicdes de ordem superior como a quadrética, analisadas
em Pereira e Bodstein (2004), aumenta em muito a complexidade da formula¢do. E modelos mais
elaborados ndo correspondem necessariamente ao melhor custo beneficio para a simulagdo
numérica do escoamento, conclui.

Para simular o escoamento potencial em torno de perfis aerodinamicos isolados ou dispostos
em grades lineares e circulares Amorim (1987) utiliza uma técnica de painéis semelhante a
desenvolvida por Mavriplis (1971), que se baseia na formulacdo de Martensen (1971). A equacao
integral € obtida pela aplicacdo da condicdo de contorno sobre o campo de velocidades total
obtido pela superposicdo do campo de velocidade uniforme e do campo de velocidades induzidas.
O campo de velocidades induzidas deve-se as distribui¢cdes continuas de vortices sobre o contorno
de todos os perfis da grade, utilizando fungdes de varidveis complexas. O somatdrio das
contribui¢cdes de todos os perfis da grade € uma série infinita que corresponde a funcdo cotangente
hiperbdlica presente no nicleo da integral resultante. O contorno do perfil referéncia é

discretizado em elementos de superficie retos com distribuicio de vortices de intensidade

9



constante para a avaliacdo da integral. Os cdlculos necessdrios sdo efetuados diretamente através
da 4lgebra complexa do computador. O procedimento descrito € semelhante a extensdo feita para
cascata por Giesing (1964) no caso de painéis de fontes.

Com a aplicacdo dos métodos numéricos, grande avango foi alcancado na solu¢do dos
escoamentos de cascata. Possivelmente, a caracteristica do campo de escoamento mais importante
e dificil de trabalhar seja sua viscosidade. Mas, somente uma solu¢do viscosa, completamente
tridimensional e ndo permanente pode vir a representar corretamente os fendmenos do
escoamento real nas turbomdquinas. Muitos trabalhos tém sido desenvolvidos com o objetivo de
modelar alguma dessas caracteristicas do escoamento. E, conforme previsto por Gostelow (1984),
o modelo de cascata continua sendo elemento chave nesse processo, constituindo-se em

ferramenta importante para checagem de precisdo e entendimento fisico do fendmeno.

2.1 Assuntos correlatos

2.1.1 O método de vortices

O atrativo do método de vorticidade na superficie é sua base fisica que tenta modelar
diretamente a natureza de vortice dos escoamentos de fluido. Desde 1979, segundo Lewis (1991),
tem-se tirado proveito do alcance muito maior dos métodos de vorticidade na superficie para
modelagem direta de escoamentos reais complexos, com objetivo de tentar resolver as equagdes
de Navier-Stokes bidimensionais. A simulacdo do escoamento de um fluido viscoso em torno de
corpos tem se tornado possivel com o crescente avanco na drea computacional. Todos os
escoamentos reais envolvendo interagdo de corpos com correntes uniformes sdo controlados
fundamentalmente pela vorticidade criada na superficie e contida dentro da camada limite. Corpos
com superficies suaves (circulos, aerofdlios, etc.) apresentam uma dificuldade adicional devido ao
ponto de separacdo do escoamento constituir-se em uma incégnita. O Método de Vortices, em
versdo lagrangiana pura ou hibrida (esta sujeita aos problemas inerentes a necessdria malha de
discretizacdo da regido fluida), simula numericamente a evolucdo da vorticidade em um meio
fluido. Simulagdo esta que abrange o célculo da influéncia do corpo no campo de velocidades no

interior da esteira, a geracdo e o transporte de vorticidade junto a superficie s6lida do corpo € o
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processo de difusdao de vorticidade. Diversos trabalhos tém sido desenvolvidos para o
aprimoramento da técnica, tanto da qualidade da representacdo do escoamento real, quanto da
reducdo do considerdvel esforco computacional envolvido. Entre eles destaca-se o trabalho de
Alcantara Pereira (2002) que utiliza o método de vortices discretos para simular o escoamento de
um fluido viscoso ao redor de uma grade linear de turbomdquina, incluindo a modelagem de
turbuléncia.

Diversos trabalhos de desenvolvimento e aplicacio do método de vortices ao escoamento ao
redor de corpos rombudos e aerodindmicos tém sido realizados pela equipe do Laboratério de
Mecéanica dos Fluidos e Aerodindmica da COPPE/UFRIJ, segundo Alcantara Pereira (2002) e
Silva (2005), entre eles: Aratjo (1994), Moreira da Silva (1995), Fonseca (1996), Aradjo (1997),
Guedes et al. (1998); Mustto (1998), Malta (1998) e Mustto (2004) que combinam o Teorema do
Circulo (Milne-Thompson, 1955) com o Método de Vortices; Carreiro (2002) que combina a
transformacdo conformal com o método de vdrtices. Essas aplicagdes ficam limitadas a formas
mais simples de corpos com superficie circular ou geometrias com transformacdes conhecidas.
Guedes (2003) utiliza o método de painéis com fontes e vortices de Lamb, satisfazendo as
condicdes de impenetrabilidade e ndo escorregamento simultaneamente, e o método de vdrtices
para evolugdo da esteira, para geometrias de cilindros circulares.

Alcantara Pereira (2002) utiliza o método de vortices discretos com modelagem sub-malha
de turbuléncia (que considera o modelo de Fun¢do Estrutura de Velocidade de Segunda Ordem
adaptada ao Método de Vortices Discretos) para simular o escoamento de um fluido viscoso ao
redor de perfis aerodindmicos de uma grade linear de turbomaquina. Para o célculo da influéncia
do corpo no campo de velocidades no interior da esteira, ou seja, na solu¢do do problema
potencial, Alcintara Pereira (1999 e 2002) utiliza o Método dos Painéis, distribuindo vortices
sobre painéis planos e assume que a densidade da distribuicdo € constante sobre cada painel,
conforme a formulag@o apresentada por Amorim (1987). A vantagem de empregar o Método dos
Painéis € a possibilidade de simular corpos com forma genérica. Uma melhor precisdo dos
resultados € obtida com o aumento do nimero de painéis. No entanto, aumentando-se este
nimero, ha necessidade de maior capacidade computacional, uma vez que o nimero de vortices

discretos da nuvem também aumenta. De fato, no Método de Vértices apds cada incremento de

tempo novos vortices discretos sdo gerados e desprendidos ao longo da superficie do perfil
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aerodindmico nas vizinhangas dos pontos de controle. Assim, Alcintara Pereira adota um nimero
menor de painéis e considera uma corre¢cdo de curvatura. Para a validacio do algoritmo
apresentado Alcantara Pereira calcula o escoamento ao redor de perfis aerodindmicos da série
NACA 65 (NACA65-410 e NACA65-1210) e faz comparagcdes com resultados experimentais
disponiveis na literatura (EMERY et al., 1957) para o campo de pressdes e para o angulo de
deflexdo da grade.

Ricci (2002) desenvolve um trabalho paralelo e complementar ao de Alcantara Pereira para
a modelagem do escoamento no interior das turbomdquinas, com semelhante fundamentagcdao no
método de vortices. O rotor de pés se desloca em relacdo a carcaca (voluta) e o escoamento
desenvolvido pode ser modelado, inicialmente, como o escoamento em torno de um aerofélio nas
proximidades de uma superficie plana, envolvendo fendmenos conhecidos popularmente como
“efeito solo”. Em trabalho anterior, Fonseca et al. (1997) analisam a influéncia do solo em um
escoamento bidimensional ndo-permanente em torno de um aerofélio simétrico, sem considerar os
efeitos viscosos; a esteira deve-se a liberacdo de vortices apenas no bordo de fuga do perfil. Ricci
(2002) analisa o escoamento, nao permanente, de um fluido newtoniano em torno de um corpo de
forma arbitréria, disposto nas proximidades de uma superficie plana, sem considerar os efeitos da
turbuléncia. O algoritmo apresentado conforme o método de vdrtices simula os processos de
geracdo, convecgdo e de difusdo da vorticidade gerada nas superficies do aerofdlio e do solo. Para
a simula¢do do corpo o algoritmo utiliza 0 método dos painéis, com painéis planos e distribuicao
de vorticidade de densidade constante. A presenca da superficie plana é simulada pelo método das
imagens, com a imposi¢do adicional de escorregamento nulo na superficie, garantindo a inclusio
dos efeitos da formagdo da camada limite junto ao solo. Ricci (2002) apresenta os resultados dos
experimentos numéricos realizados com os aerofolios NACA 0012 e NACA 0018, e também com
o cilindro circular; como corpos isolados e com a presenca da parede plana; e com diferentes
angulos de ataque do escoamento uniforme incidente. Dessa maneira, o autor realiza um estudo
das influéncias da forma do corpo e do dngulo de ataque sobre qual efeito solo predomina em cada
caso: a diminui¢cdo da sustentagdo associada a aceleracio do fluido que aparece com a restricao ao
escoamento entre o corpo e a superficie, ou o aumento da sustentacao associada ao deslocamento
do ponto de estagna¢do, do bordo de ataque, para um ponto localizado nas suas vizinhangas,

porém na face inferior do corpo.
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Silva (2005) utiliza essa técnica do método de vortices associado ao método dos painéis
para o estudo numérico do escoamento bidimensional, transiente e incompressivel ao redor de
perfis aerodindmicos isolados, mas com um nimero consideravelmente maior de vortices que o
empregado por Alcantara Pereira (1999). O método dos painéis, com distribuicdo linear de
singularidades do tipo vdrtice sobre painéis retos, € utilizado para calcular a contribui¢do do corpo
no escoamento. A distribuicdo linear de vortices é empregada por Silva com a finalidade de
explorar a vantagem de ser continua nos pontos nodais, representando melhor a distribui¢do real
de vorticidade ao longo da superficie do corpo, quando comparada a distribuicdo constante.
Modelos mais elaborados, com a utilizacdo de distribuicdes de ordem superior, como a quadratica,
aumentam em muito a complexidade da formulacdo e ndo necessariamente correspondem ao
melhor custo beneficio para a simulacdo numérica do escoamento.

Com o programa FORTRAN desenvolvido, Silva (2005) faz simulacdes com o aerofélio
simétrico NACA 0012, devido a abundancia de resultados disponiveis na literatura, € com o
aerof6lio NACA 4415, devido a sua geometria com curvatura e sua similaridade com aerofélios
utilizados em aplicagdes comerciais, além desse tipo de aerofdlio ter sido utilizado nos primeiros
projetos de turbinas edlicas. No entanto, a simula¢do de aerofélios com bordo de fuga muito fino,
como o NACA 63-415, apresenta erros numéricos no célculo do campo de velocidade nessa
regido, devido a proximidade dos pontos de controle dos painéis. Nestes casos, segundo Silva
(2005), s@o necessdrios tratamentos numéricos especiais, tais como a correcio da diagonal oposta
do sistema ou um grande refinamento dos painéis nesta regido.

Flutt (2008) desenvolve um algoritmo que emprega o método dos painéis para a solucdo do
escoamento potencial através de uma grade linear de turbomaquina. O método adota a distribui¢ao
de vorticidade sobre a superficie de painéis retos, sendo implementado de trés maneiras diferentes:
conforme Lewis (1991), concentrando a vorticidade de cada painel sobre seu ponto médio; ou,
conforme Katz e Plotkin (2001), utilizando vorticidade uniforme ou, ainda, vorticidade linear
sobre cada painel. Os métodos sdo aplicados a analise de perfis isolados ou em cascata: o aerofdlio
analitico simétrico de Van der Vooren, o perfil NACA 0012, e também o perfil NACA 65-410,
este ultimo de ampla aplicacio em compressores axiais. O método de Lewis mostra-se mais
consistente para a grade linear, convergindo para a solucdo de aerofdlio isolado com o aumento

do espacamento da grade; e também se apresenta superior aos métodos de singularidades de
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ordem maior no tratamento do bordo de fuga esbelto, gracas ao beneficio da corre¢do da diagonal

oposta.

2.1.2 O método inverso

O problema de calcular o escoamento potencial incompressivel bidimensional, além da sua
utilizagdo associada ao método de voértices como exposto anteriormente, tem recebido atencdo
devido a aplicabilidade dos resultados para o cdlculo inverso de aerofélio. No problema inverso ou
problema de projeto a geometria do perfil do corpo deve ser determinada para que certas
caracteristicas do escoamento sejam obtidas, por exemplo, para uma dada distribuicdo de
velocidade ao longo da superficie.

O método inverso para aerofélios em cascata de Murugesan e Railly (1969) € uma extensao
do método de Martensen, tdo bem sucedido para o célculo direto da distribuicdo de velocidade
para uma dada geometria de pa. Esse método inverso emprega o método direto juntamente com a
modificacdo da geometria da p4 iterativamente, a partir de uma geometria inicial arbitraria, para
satisfazer o requisito de uma distribuicao de velocidade desejada na superficie. A diferenca entre
essa distribuicdo de velocidade requerida e aquela calculada sobre a superficie é usada para
determinar o valor de uma distribuicdo de vortices que € adicionada sobre o contorno. Isso resulta
no aparecimento de uma distribui¢do de velocidades normais ao contorno. E para que o contorno
seja uma linha de corrente do escoamento sua inclina¢do local é ajustada de acordo com a razdo
entre os valores das velocidades normal calculada e tangencial requerida. A distribuicdo de
velocidade requerida ao longo da superficie, segundo os autores, pode ser especificada em funcdo
do comprimento a partir do ponto de estagnacdo frontal, para cada uma das superficies de succ¢ao
e de pressdo, e pode inclusive ser selecionada das consideracdes de camada limite.

Bristow (1977) incorpora a terceira identidade de Green a um método de painel de
distribuicdo de fontes e vortices combinados, que satisfaz a condi¢do de contorno de Neumann,
para o cdlculo do escoamento potencial bidimensional sobre aerof6lios genéricos. Trata-se de um
método de painel de precisdo de segunda ordem utilizando elementos curvos com intensidade das
singularidades (fonte e vortice) variando linearmente, conforme férmulas de aproximacgdo

consistentes de Hess (1973). Este método fornece distribuigdes bastante suaves quando

14



comparado aqueles que utilizam somente fontes ou somente vortices. Embora, métodos de
distribuicdo de vortices satisfazendo a condi¢do de contorno de Dirichlet também produzam
distribuicdes suaves (de fato, a base do método de Martensen € o uso do teorema de Green para a
funcdo de corrente do escoamento). McFarland (1982) estende o método de Bristow para a
andlise de cascatas lineares, conforme Giesing (1964), e incorpora corre¢des para tratamento
aproximado de escoamentos compressiveis. Bristow (1977) também compara as solu¢des para um
exemplo de célculo de cilindro circular utilizando dois métodos numéricos de distribui¢do de
singularidades que variam linearmente sobre painéis retos, um com fontes e vortices combinados e
outro com apenas vortices. Ambos os métodos ndo incorporam a terceira identidade de Green e
envolvem a iteracdo entre a respectiva solu¢do do problema direto e uma férmula de corre¢do da
geometria, que altera a inclinacdo dos painéis sem alterar seu tamanho. Ele conclui que os
métodos de vortices ndo sao adequados nas regides de estagnacdo para solucdes de problemas
inversos. Nessas regides de baixa velocidade e, portanto, de baixa intensidade da singularidade, a
forma (inclinagdo) da geometria resultante pode variar muito sem comprometer a condi¢do de
contorno prescrita. Enquanto que a aproximacgao de fontes e vortices combinados apresenta bons
resultados.

Petrucci (1998) propde uma metodologia numérica para a solu¢do do problema inverso do
escoamento potencial incompressivel em torno de perfis aerodindmicos isolados ou em grades
lineares de turbomdquinas. Emprega um procedimento iterativo semelhante ao de Murugesan e
Railly (1969), mas utilizando um método de Hess e Smith modificado em vez do método de
Martensen. A modificacdo no método dos painéis de Hess e Smith tem por finalidade evitar os
carregamentos espurios em um bordo de fuga afilado e consiste no uso de uma distribuicao
varidvel de vortices no contorno do perfil, com valor nulo no bordo de fuga e valor maximo nas
proximidades do bordo de ataque, conforme sugerido por Girardi e Bizarro (1995). Petrucci
utiliza uma distribuicdo de vortices senoidal. A intensidade dessa distribuicdo é calculada na
posicdo do ponto de controle de cada painel, sendo igual ao valor midximo da distribuicdo
multiplicado por um fator que varia entre O € 1 conforme a func¢do senoidal. Essa intensidade de
vortices € entdo admitida constante sobre cada painel e o fator € incorporado ao coeficiente de

influéncia correspondente no método dos painéis de Hess e Smith tradicional.
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Ap6s a andlise do perfil, a intensidade da distribuicao de vortices efetiva a ser adicionada ao
contorno em cada iteracdo, denominada distribuicdo ficticia por Petrucci, € limitada por um filtro
com a finalidade de evitar a divergéncia do método. Sem a utilizacdo desse filtro pode ocorrer o
aparecimento de sali€éncias ou concavidades espurias na regido do bordo de ataque, devido as
grandes variacdes da densidade de vortices ficticia, impedindo um controle adequado das
inclinacdes dos painéis. Essa distribuicdo efetiva também inclui um fator de aceleragdao do
processo iterativo.

O ajuste na geometria € feito a partir do bordo de fuga, eliminando a necessidade de
determinar a posicdo do ponto de estagnacdo no bordo de ataque em cada etapa iterativa. Um
procedimento explicito é adotado para garantir o fechamento dos perfis. No caso de grades
lineares, para acelerar o processo iterativo, faz-se um pré-célculo da orientacao do perfil inicial em
relacdo ao escoamento médio para que a posi¢cdo do ponto de estagnacdo sobre o contorno total
do perfil coincida, dentro de certa precisao, com a posicao do ponto de estagnacdo requerido.

Petrucci faz a aplicacio dos métodos de Hess e Smith tradicional e modificado em
problemas de andlise e em problemas inversos, com perfis de Joukowski, NACA e grade linear de
Gostelow (1984) e grade linear de Merchant e Collar (1941). Ele conclui que a distribui¢ao de
vértices deve ser suave no bordo de fuga para evitar os carregamentos espurios e permitir que o
método dos painéis produza uma solucdo convergente no modo inverso. E também que a forma
escolhida para a distribuicdo de vortices tem influéncia significativa sobre as distribuicdes de
velocidades resultantes, influéncia esta que pode ser intensificada pelo efeito de grade. Esse fato
fica evidente na andlise da grade de Merchant e Collar onde o método de Hess e Smith tradicional
apresenta melhores resultados, provavelmente, devido ao ponto de estagnacdo se afastar do ponto
de simetria da distribuicdo de vortices previsto pela funcdo senoidal adotada para o método
modificado.

Diante da grande influéncia exercida pela distribuicdo de vortices no método de Hess e
Smith, Petrucci (1998) sugere que um método de painéis com distribuicdo de vortices como
incégnita principal seja utilizado no modo inverso. Além disso, acrescenta que o método deveria
utilizar distribuicdes de singularidades de ordem mais alta com a finalidade de produzir

distribuicdes de velocidades mais suaves, principalmente, para melhor controle dos efeitos de
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curvatura e do afilamento do bordo de fuga. Sendo assim, um forte candidato seria o0 método de
painéis proposto por Bristow (1977) baseado na 3* identidade de Green.

Goto et al. (1984) desenvolvem um método de calculo aerodinidmico de cascata de
compressor, para escoamento incompressivel bidimensional, que associa dois métodos inversos:
um de camada limite e outro de cascata. O método de camada limite inverso produz uma
distribuicdo 6tima de velocidade na superficie. Esta distribuicio de velocidade € obtida,
basicamente, a partir de uma distribuicdo prescrita do fator de forma da camada limite que garante
uma aproximacdo de escoamento turbulento ndo separado na superficie de suc¢do, no estado de
equilibrio, além de considerar também as regides de camada limite laminar e de transi¢do. O
tridngulo de velocidade é prescrito da especificacao do projeto, restringindo a escolha do angulo
de escalonamento. E a distribuicdo de velocidade do lado de pressdo é selecionada para resultar
em uma secdo de pd razodvel, tanto aerodindmica quanto mecanicamente, com pequena solidez da
cascata. A seguir, o método de cdlculo inverso de cascata é executado, conforme célculo de
escoamento potencial inverso proposto por Goto e Shirakura (1984). Neste método, a cascata é
transformada em uma matriz de cilindros circulares e a secdo da pd € calculada para a distribuicao
de velocidade prescrita, tridngulo de velocidade e solidez por meio da resolu¢do das equagdes
simultaneas sobre a funcdo de mapeamento. Para demonstrar a aplicabilidade desse método para o
projeto de turbomdquina, pds de rotor e estator de um ventilador axial de estdgio dnico sdo
projetadas, testadas e os resultados comparados com aqueles de um fan convencional projetado
com uma cascata série NACA 65, em Goto (1987). O fan projetado inversamente obtém efici€ncia
maior e uma faixa de operagc@o mais ampla comparado com o convencional.

Elizarov e Fokin (1992) propdem um método de calculo inverso aerodinamico de aerofélios
para uma dada faixa de angulos de ataque, baseado na solu¢do de um problema de valor de
contorno inverso. As distribui¢des de velocidade sdo prescritas, em funcdo da coordenada de arco
de contorno e independentemente para as superficies superior e inferior com seus respectivos
angulos de ataque, de acordo com o critério de ndo separacdo da camada limite turbulenta
proposta por Stepanov. Essas distribuicOes de velocidade sdo trabalhadas com um minimo de
modificacdes de maneira a garantir condi¢des fisicas realizaveis para o aerofdlio projetado, por

exemplo, que ele seja fechado e com superficies ndo intersectantes.
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Selig e Maughmer (1992a) propdem um método inverso para aerofélios que leva em
consideracdo varios pontos de operacdao. O procedimento é baseado no método de transformacgao
conformal, para escoamento potencial incompressivel. O aerofdlio € subdividido em um nimero
desejado de segmentos e, para cada segmento, € dada a distribuicdo de velocidade requerida
juntamente com o angulo de ataque correspondente a esta distribuicao. Selig e Maughmer (1992b)
acoplam esse método inverso hibrido multipontos a um método de andlise de camada limite direto,
para prescrever ao longo dos segmentos do aerofdlio outras caracteristicas de interesse, além da
distribuicdo de velocidade, tais como o desenvolvimento da camada limite por meio da prescri¢ao
do fator de forma, a geometria local ou a razdo de espessura. Essas condi¢cdes prescritas ficam
sujeitas as restricoes de que a forma do aerofélio deve ser fechada e sem cruzamento e de que a
distribuicdo de velocidade deve ser continua. A solucdo do sistema de equagdes algébricas ndo
lineares do problema é obtida pelo método de Newton-Raphson. Selig (1994) salienta que os
métodos inversos de cascata sdo normalmente baseados na distribuicdo de singularidades,
aplicaveis a apenas um ponto de operacdo. Outros trabalhos utilizando a transformacao conformal
permitem a resolu¢do do problema inverso de cascata para dois pontos, resultando em uma faixa
de operagdo para a cascata. Neste caso, a distribuicao de velocidade € prescrita sobre a superficie
superior para um determinado angulo de entrada e sobre a superficie inferior para um angulo
diferente. Selig (1994) estendeu a metodologia inversa multiponto para o cdlculo de perfis em
cascata.

Limache (1995) apresenta um método inverso para gerar a geometria do aerofolio que
satisfaz tanto requisitos dindmicos (como a distribuicdo de pressdo prescrita) quanto requisitos
geométricos, impostos por meio do contorno de velocidade no plano hodogréfico. O método
utiliza a técnica de mapeamento conformal sucessivo: o contorno de velocidade prescrito no plano
hodogréfico sofre uma série de transformagdes, por meio do teorema de mapeamento de Riemann,
até que uma forma aproximadamente circular seja obtida; este quase circulo € mapeado para um
circulo exato pelo método de Theodorsen-Garrick; e o aerofdlio correspondente no plano fisico €
entdo conhecido.

O método dos painéis utilizado por Petrucci (2003) emprega painéis retos com distribuicdes
lineares de vortices e aplica a condi¢do de contorno de Neumann nos pontos de controle para a

andlise do escoamento potencial em torno de perfis aerodinamicos, com €nfase no problema dos
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bordos de fuga afilados. A motivacao do trabalho estd no cédlculo inverso de aerof6lios para grades
lineares representativas de turbomdquinas geradoras (bombas, compressores e ventiladores axiais),
onde hd o emprego de perfis com bordo de fuga afilado.

Um problema tipico dos métodos de painéis que empregam distribuicdes lineares de vortices
e a condicdo de contorno de Neumann é que produzem carregamentos aerodindmicos espurios
(variagdes do coeficiente de pressdo) na regido do bordo de fuga afilado, caso a condicao de Kutta

ndo seja imposta de modo consistente; sendo que a condi¢do de regularizacdo (7,,.1=-71)

sozinha ndo ¢ suficiente. Petrucci propde que a velocidade tangencial total (incidente mais

induzida) seja igualada a densidade de vortices correspondente no bordo de fuga (Wtbf =—71)-

Com isso, o sistema de equacdes torna-se sobre determinado (m+1 equagdes, m incognitas) e
sua solugdo é efetuada pelo método dos minimos quadrados. Desse modo, as dificuldades no
tratamento de bordos de fuga afilados ficam superadas de modo consistente, mesmo com o
emprego de um nimero bem reduzido de painéis. E o método € valido para perfis com outros
tipos de bordo de fuga também.

Os resultados obtidos com este método direto sdo comparados com o método anterior de
Hess e Smith modificado de baixa ordem, para varios perfis Joukowski isolados e para a grade de
Gostelow (1984). O método proposto por Petrucci (2003) obtém resultados satisfatérios e
consistentes, inclusive na regido do bordo de fuga, mesmo com um nimero bem reduzido de
painéis (16 ou 20). Enquanto que os resultados do método de Hess e Smith modificado afastam-se
bem mais dos analiticos ndo s6 no bordo de fuga, mas em todo o contorno do perfil, embora a
diferenca diminua com o aumento do nimero de painéis (80 ou 90).

O método inverso proposto por Petrucci (2003) utiliza iterativamente o método direto
validado com distribuicao linear de vortices sobre painéis retos, conforme procedimento proposto
por Petrucci (1998) com base no método de Murugesan e Railly (1969). O avanco geométrico
apresenta uma caracteristica diferente a0 manter as abscissas pré-fixadas e obter as ordenadas do
novo perfil pela variacdo da inclinagdo dos painéis, em fungcdo do excesso de velocidades normais
induzidas pela diferenca entre as velocidades tangenciais requeridas e as calculadas (distribuicao
ficticia de vortices). Algumas medidas sdo adotadas com a finalidade de diminuir o nimero de

iteracOes necessarias para alcangar a convergéncia. Um fator constante € aplicado a distribuicdo de
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vortices ficticios. O perfil inicial é escolhido com forma préxima a do perfil requerido, por
exemplo, uma elipse com relagdo de semieixos igual a 0,1. No caso de grades, a inclinacdo do

perfil inicial é adotada igual ao angulo médio do escoamento [, desde que normalmente ele é do

conhecimento do projetista, o que fornece uma boa estimativa da atitude final do perfil. A matriz
de influéncia da primeira iteracdo é utilizada no célculo das velocidades normais induzidas pelos
vortices ficticios em todas as demais iteracdes, porque o nimero de condi¢do dessa matriz é
menor, diminuindo a possibilidade de propagacdo de erros e, em consequéncia, necessitando de
um nimero bem menor de iteracdes. Além disso, um filtro automatico € aplicado a distribuicao de
velocidade normal calculada, limitando os valores excessivos na regido do bordo de ataque e
mantendo a distribuicdo de velocidade normal suave. Essa medida evita o surgimento de saliéncias
e concavidades espurias na regidao do bordo de ataque, quando da geracdo de um novo perfil, o
que poderia prejudicar o processo de convergéncia. Esse método inverso proposto por Petucci é
aplicado ao cilindro circular e aerof6lios Joukowski isolados e ao perfil de Gostelow em grade. Os
resultados mostram que o método requer pequeno nimero de iteracdes, apresenta alta taxa de
convergéncia geométrica, maior precisdo e suavidade no contorno, quando comparado com o
método anterior que utiliza Hess e Smith modificado. Mesmo assim, pequenas oscilagdes
geométricas sdo observadas na regido do bordo de ataque, as quais sdo comparadas com os
resultados do método hibrido.

Petrucci (2003) propde outro método inverso, denominado hibrido, que combina uma
técnica de transformacdo conforme (transformacdo de Joukowski para o caso de perfis isolados e
transformacdo de Weinig para o caso de perfis em grade) e o método dos painéis com distribui¢ao
linear de vortices. Dada a distribuicdo de velocidade requerida no contorno do perfil do aerofélio
no plano fisico, o método busca o circulo ou quase circulo alvo através de um processo iterativo
que compreende o cdlculo dos parametros da transformagio, o calculo do escoamento com o
método dos painéis € o avanco geométrico, todos realizados no plano transformado. Como o
quase circulo ndo sofre oscilacdes geométricas bruscas, ndo hd necessidade de fatores de
aceleracdo de convergéncia, nem mesmo de filtros no cdlculo da velocidade normal induzida pela
densidade de vortices ficticios. A aplicacdo da técnica de transformacdo conforme aumenta a

precisdo do procedimento inverso, atenuando sensivelmente as eventuais oscilacdes geométricas
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na regido do bordo de ataque e garantindo a geracdo de formatos aerodindmicos suaves em todo o
contorno.

Para a validacdo do método inverso hibrido proposto, no caso de perfis isolados foram
escolhidos os perfis Joukowski analiticos e o perfil da grade de Gostelow (1984) considerado
isolado, com velocidades requeridas estipuladas numericamente. Para o caso de grades lineares,
foram escolhidas as grades analiticas de Weinig e de Gostelow e perfis Joukowski considerados
em grade, com velocidades requeridas estipuladas numericamente. Em todos os casos ¢é feita a
andlise de uma gama significativa de situagdes provaveis, enfocando a influéncia do arqueamento e
do angulo de ataque no processo iterativo.

O método inverso hibrido testado apresenta resultados bastante suaves na regido do bordo
de ataque, com um nimero de painéis relativamente baixo (24 a 50) e com um nimero bem menor
de iteracdes (no maximo 10), quando comparado ao método inverso anterior. Em uma situacao
normal de uso, no entanto, um ndmero maior de painéis (200 ou mais) € necessdrio para
representar fielmente um perfil aerodinamico. Outra vantagem da aplicacdo da transformacgao
conforme € que ndo ha necessidade de concentrar um nimero maior de painéis nos bordos de
ataque e de fuga. A desvantagem do método estd na necessidade de se conhecer um tipo de
transformagdo conforme para cada classe de problemas. As transformagdes conformes adotadas
(Joukowski e Weinig) servem apenas para representar perfis aerodinAmicos com bordo de fuga
afilado, podendo ser estendidas para tratar perfis com bordo de fuga arredondado (ponto critico a
jusante localizado dentro do quase circulo); mas, para perfis com bordo de fuga agudo outros
tipos de transformacdo conforme devem ser pesquisados. Além disso, no método hibrido de
Petrucci (2003), tanto o angulo de ataque de aerofdlio isolado como o angulo de montagem de
grade constituem-se em dado do problema, ndo mais resultando do processo iterativo, como no

método anterior.

2.1.3 Dinamica dos Fluidos Computacional

A Dindmica dos Fluidos Computacional (Computational Fluid Dynamics — CFD) estuda e
denomina o conjunto de métodos e ferramentas computacionais utilizados para a simulacio

numérica de fendmenos que envolvem fluidos em movimento, conforme diversos autores.
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Uma revisdo dos principais métodos de CFD aplicados a escoamentos de turbomdquinas
com énfase nas vantagens e limitacdes praticas das técnicas € apresentada por Denton e Dawes
(1999). Eles alertam sobre a importancia de que o projetista ao utilizar CFD conheca e avalie as
hipéteses subjacentes e as limitacdes dos codigos que estd usando.

O primeiro sucesso em aerodindmica computacional foi o desenvolvimento de métodos
integrais de contorno para a solu¢do da equagdo linearizada do escoamento potencial subsonico
em torno de geometrias arbitrdrias, que pode ser reduzida para a equacdo de Laplace, conforme
Jameson (1983 e 1995).

O método integral de contorno tem a vantagem de reduzir a dimensionalidade do problema
quando comparado aos métodos de campo, que resolvem as incdgnitas no dominio inteiro do
escoamento. E mais facil dividir a superficie ou contorno em painéis do que dividir o dominio
tridimensional ou bidimensional, respectivamente, em células. Assim, conforme Jameson (1983),
os métodos de painéis continuam a ser amplamente utilizados para a solu¢do de escoamentos
subsonicos em baixos nimeros de Mach, onde os efeitos de compressibilidade sdo despreziveis, e
também para a solu¢do de escoamentos supersdnicos em altos nimeros de Mach, para os quais a
equacao linearizada € uma boa aproximacao.

Quanto aos métodos de campo, na década de setenta, houve o desenvolvimento de
formulagdes aerodinidmicas para a solucdo de escoamentos em regime transdnico com base nas
equagOes de pequenas perturbacdes. No entanto, segundo Jameson (1983), para a correta
descricdo do escoamento transdnico inviscido deve-se resolver as equacdes de Euler ndo lineares,
0 que se tornou vidvel com os métodos desenvolvidos no inicio dos anos oitenta. H4 métodos de
solucdo de estado permanente e métodos iterativos baseados no conceito de integracdo das
equacdes no tempo até que elas atinjam um estado permanente. Denton (1983) desenvolveu um
método de Euler notdvel para célculos de escoamento de cascata que mereceu amplo uso na
industria pela sua relativa robustez, rapidez e simplicidade, destacam Liu e Jameson (1993a).

As aproximagdes inviscidas ndo sdo mais adequadas quando os efeitos viscosos tornam-se
significativos como em regides de escoamento separado devido a presenca de ondas de choque
fortes. Na década de oitenta, métodos viscosos foram desenvolvidos acoplando-se iterativamente
um esquema para a solu¢do de camada limite com um esquema inviscido. Basicamente, o

escoamento inviscido € primeiro resolvido sem uma camada limite, e a camada limite é calculada
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usando a pressdo de parede da solugdo inviscida como uma condi¢do de contorno. O escoamento
inviscido é entdo recalculado com uma condi¢do de contorno que leva em conta a presenca da
camada limite, e o processo € repetido até a convergéncia, podendo tornar-se instavel proximo a
um ponto de separacdo. Essa dificuldade levou, conforme Jameson (1983), a introducdo de
métodos semi-inversos em que a condicdo de contorno de transpiragdo € prescrita em ambos 0s
célculos do escoamento inviscido e da camada limite.

Mead e Melnik (1985) descrevem a operacdo do cédigo computacional GRUMFOIL, cuja
formulacdo tedrica e numérica detalhada é apresentada por Melnik et al. (1985). O programa
calcula o escoamento transdnico viscoso em regime permanente sobre aerofélios bidimensionais
usando uma aproximagdo de iteracdo entre escoamento nio viscoso e escoamento de camada
limite viscosa. A solu¢do ndo viscosa € obtida por meio de um método de diferencas finitas de
multigrade para a equacdo potencial completa. A solu¢do de camada limite é baseada em métodos
integrais de arrastamento (integral entrainment methods) para previsdo do desenvolvimento de
camadas limites laminar e turbulenta e esteiras. A teoria inclui um tratamento dos efeitos de
iteracdo viscosa induzidos pela esteira e considera os efeitos do gradiente de pressio normal
através da camada limite proximo ao bordo de fuga. O cédigo € aplicdavel a aerofélios com bordo
de fuga cuispide ou agudo. Um esquema iterativo direto € usado para tratar o conjunto completo
de condi¢cdes de acoplamento entre os campos de escoamento viscoso € nao viscoso. Esta versao
do cédigo GRUMEFOIL, além de outras melhorias, incorpora a corre¢do de entropia de Hafez, que
o torna eficiente para tratar escoamentos viscosos transonicos até proximo da sustentacdo
méaxima, onde ondas de choque fortes e separagdo do escoamento estdo presentes e o efeito da
entropia € importante.

Um método de célculo de escoamentos transOnicos € de baixo nimero de Reynolds sobre
aerofdlios € implementado no cddigo ISES de andlise e de calculo inverso viscoso/ndo viscoso
apresentado por Drela e Giles (1987). As equacOes de Euler permanentes na forma integral sao
discretizadas sobre uma grade de linha de corrente conservativa para representar o escoamento
ndo viscoso. Esse tipo de formulagdo viscosa, com compatibilidade entre as formula¢des laminar e
turbulenta, € empregada para que a transicao seja representada de maneira analiticamente continua
e bem-colocada. E essa localizacao precisa da transicdo em uma bolha de separacdo determina o

tamanho da bolha e as perdas associadas, sendo decisiva na andlise de aerof6lios em nimero de
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Reynolds baixo. Além disso, uma formulacio de previsio de transi¢do do tipo e’ é derivada e
incorporada a formulagdo viscosa. Os escoamentos viscoso € ndo viscoso sdo completamente
acoplados por meio da espessura de deslocamento, sendo que o cddigo ISES apresenta uma
técnica de soluc@o inovadora para resolver as equacdes viscosas € nao viscosas acopladas. Em vez
de iterar entre solvers nido viscoso e viscoso por meio de lei de iteracdo aproximada, o conjunto
inteiro de equagdo ndo linear é resolvido simultaneamente como um sistema completamente
acoplado por um método de Newton-Raphson global, procedimento este muito estdvel. Os
resultados demonstram que o método empregado pelo ISES € répido, robusto e confidvel para
tratar interacdes viscosa/ndo viscosa que ocorrem em escoamentos transonicos de baixo nimero
de Reynolds sobre aerofdlios.

A solugdo das equagdes de Navier-Stokes com média de Reynolds e a andlise mais precisa
dos escoamentos, por meio de uma melhor discretizacio do dominio, tornaram-se possiveis a
partir da década de noventa com a evolu¢do dos computadores modernos, dado o continuo
aumento da capacidade de armazenamento e da velocidade computacional.

Liu e Jameson (1993a) apresentam um método de volumes finitos para as equacdes de Euler
para o célculo de escoamentos de cascata bi e tridimensionais, incluindo escoamentos com perfis
de velocidade de camada limite de end-wall. Trata-se de um método de volumes finitos de cinco
estdgios, centralizado na célula e com multigrades (malhas auxiliares para acelerar a
convergéncia). O esquema explicito de multiestagios no tempo foi desenvolvido inicialmente por
Jameson et al. (1981) para escoamentos externos, ele tem a vantagem de apresentar as
discretizacOes espacial e no tempo separadamente e de ser de ficil implementacio. Os resultados
mostram boa convergéncia e precisdo global para pds com bordos de fuga arredondados, sem
cuspide, nas condi¢Oes de projeto. Em condi¢des fora do ponto de projeto, o método é capaz de
capturar as caracteristicas qualitativas do escoamento secundério devido as camadas limites da
parede lateral na entrada. No entanto, a previsdo quantitativa de escoamentos secundarios com um
método de Euler precisa ser cuidadosa, o ideal seria um solver de Navier-Stokes.

Liu e Jameson (1993b) apresentam um método de volumes finitos com um esquema
multiestagios no tempo para solu¢do das equacOes de Navier-Stokes com média de Reynolds em
trés dimensdes. O método numérico utiliza esquema baseado no vértice da célula para melhor

precisdo sobre malhas irregulares e o modelo de turbuléncia algébrico de Baldwin-Lomax. Este
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método obteve melhores solucdes dos escoamentos com separacdo, tanto nas condicdes de
projeto quanto fora do ponto de projeto, quando comparadas aos célculos efetuados com as
equagoes de Euler do método anterior de Liu e Jameson (1993a). Mapas do coeficiente de atrito
de pele mostram as bolhas de separacdo que foram observadas no experimento. No entanto, hi
incertezas nos célculos quanto a localizacdo da transi¢do e quanto ao modelo de turbuléncia
adotado. E sdo necessarios estudos mais detalhados sobre o tamanho da discretizacdo da grade, a
interacdo entre a pa e a camada limite end-wall e o desenvolvimento de escoamentos secundérios.
Mesmo assim, o método proposto fornece uma ferramenta vidvel para a anélise de escoamento e
projeto de engenharia de cascatas de turbomdquinas.

Para a solu¢c@o do escoamento com as equagdes de Navier-Stokes com média de Reynolds é
necessario adotar-se um modelo de turbuléncia para fechar o problema. No entanto, nenhum
modelo de turbuléncia € aplicavel a todos os tipos de escoamento, conforme Denton e Dawes
(1999). E a pesquisa por modelos de turbuléncia adequados para determinadas condi¢des de
escoamento permanece como um grande desafio dentro da Dinamica dos Fluidos Computacional,
conforme Souza (2009).

Os métodos bi e tridimensionais de Léonard e Van den Braembussche (1992) e
Demeulenaere e Van den Braembussche (1996) possibilitam que uma distribuicdo de pressdo seja
imposta sobre a superficie da pd inteira. Eles sao baseados nas equacdes de escoamento inviscido
e no principio de transpiracdo. As linhas de corrente do escoamento calculado sdo entdo
aproximadas com o método de transpiracdo, e tomadas como a nova forma da pa. O fluxo de
transpiragdo € calculado por meio de um solver de Euler modificado, no qual as paredes da pa sdo
contornos permeaveis do dominio numérico, ao longo dos quais a distribui¢io de pressdo prescrita
¢ imposta (DEMEULENAERE et al., 1997).

O método inverso viscoso bidimensional desenvolvido por Demeulenaere et al. (1997) para
o célculo inverso de pas de compressor e de turbina resolve as equacOes de Navier-Stokes
dependentes do tempo em um dominio numérico do qual alguns contornos (as paredes das pas)
movem-se durante a parte transiente do célculo. O algoritmo de modificagdo da geometria é
baseado no principio de transpiragcdo, aplicado a partir do ponto de estagnagdo até o bordo de
fuga, sobre cada uma das superficies de pressdo e de succdo, separadamente. O deslocamento do

7z

ponto da grade ocorre na dire¢do normal a superficie da pad e sua amplitude € calculada da
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aplicacdo da conservacdo de massa na célula definida entre as paredes da pa antiga e nova. A
distribuicdo de velocidade normal necesséria € calculada da diferenca entre as distribuicdes de
pressao real e prescrita, e a distribuicdo de velocidade tangencial é aquela da borda externa da
camada limite. Os lados de succdo e de pressdo resultantes sdao girados em torno do bordo de
ataque de maneira a impor uma espessura do bordo de fuga constante. Apds a modificacdo da
forma da p4, uma nova malha € gerada em torno do perfil. O movimento da grade de uma iteracao
para outra induz termos adicionais importantes no equacionamento, principalmente, para a taxa de
convergéncia dos célculos de escoamento transénico com choques. O solver de Navier-Stokes €
baseado em uma aproximagao de volume finito up-wind bidimensional; mais detalhes e validacao
estdo no artigo associado de Léonard et al. (1997). Uma estratégia de multiblocos permite uma
concentracdo seletiva de pontos da malha nas regides de altos gradientes (ondas de choque,
esteiras e camadas limites); e possibilita também o uso de grades hiperbdlicas tipos O e C em
torno dos perfis, garantindo uma perfeita ortogonalidade das células da malha préximo as paredes.
A precisdio do cdlculo do escoamento e a eficiéncia do método inverso proposto por
Demeulenaere et al. (1997) sdo ilustradas por meio de duas aplicagdes: o reprojeto de uma pa de
bocal de turbina VKI-LS89 e o reprojeto de uma pa de compressor NACA 65. No entanto,
segundo Van den Braembussche (2002), um novo método mais robusto foi desenvolvido
posteriormente por de Vito e Van den Braembussche em 2001. Este método combina o célculo
do escoamento viscoso em torno da pd, por meio de um solver de Navier-Stokes (a fase de
analise), com um solver de Euler sobre uma malha restrita proximo a pa, para a fase de calculo
nverso.

De fato, quanto mais ortogonal a grade menores sdo os erros numéricos devido a
discretizacdo e menos pontos de grade sdao necessarios, afirmam Denton e Dawes (1999). Ha
muita discussdo sobre o tipo 6timo de grade para ser usado nos célculos de Euler ou de Navier-
Stokes, no entanto, nenhum tipo de grade € ideal para todos os tipos de rodas de pas e a geracao
das grades mais sofisticadas podem requerer considerdvel interven¢do humana. As grades
desestruturadas, por exemplo, justificam-se para geometrias mais complexas, visto que um solver
desestruturado € sempre mais lento do que um estruturado.

Qualquer sistema confidvel de projeto de compressor de vérios estagios deve levar em conta

a interacdo entre o percurso de fluido secundario (escoamento de cavidade de disco, escoamentos
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de vazamento no anel externo, gas quente entrante, etc.) € 0 escoamento primdrio ou principal.
Para isso, conforme Denton e Dawes (1999), o c6digo de CFD deve simular ambos os percursos
de escoamento primdrio e secunddrio simultaneamente, o que implica na utilizacdo de malhas
desestruturadas ou, pelo menos, de malhas estruturadas em multiblocos.

Rosic, Denton e Pullan (2006) utilizam um método multiblocos e multiestdgios, com
esquema de aproximacdo no plano de mistura, para cdlculo tridimensional permanente do
escoamento através de uma turbina modelo de baixa velocidade e de trés estigios; todos os
escoamentos de vazamento e cavidades sdo considerados, e mostram-se necessdrios para que boa
concordancia entre os cdlculos e os experimentos seja obtida.

Assim, apesar de todo o desenvolvimento atingido pelos métodos de CFD, aponta Jameson
(2003), ha aplicagdes de engenharia que ainda precisam ser resolvidas adequadamente, por
exemplo, os escoamentos internos através de motores a jato (incluindo compressor, cimara de
combustdo, turbina e escoamentos de refrigeracdo). Esses escoamentos sdo particularmente
desafiadores por que sdo normalmente ndo permanentes, e envolvem transicdo, turbuléncia e
separagdao. No entanto, os algoritmos continuam sendo melhorados pelas inimeras pesquisas em
desenvolvimento em todo o mundo. Por exemplo, os métodos de reconstrucao de ordem mais alta
tornam-se muito complexos e caros sobre malhas ndo estruturadas comuns, as quais sd@o
normalmente necessdrias para tratar geometrias muito complexas. Consequentemente, o método
de Galerkin descontinuo estd atraindo muito interesse como uma maneira de conseguir precisao de
ordem mais alta com uma malha de discretizacdo compacta.

Camilo (2003) implementa um c6digo computacional préprio para resolucdo das equacdes
de Euler pelo método das diferencgas finitas, utilizando o método explicito de MacCormack, para
célculo do escoamento transOnico estaciondrio em torno de aerofdlios, sem regides de separacao.
Uma malha estruturada do tipo C € utilizada na discretizacdo do campo ao redor de um aerofolio
NACAOQO012. Os resultados obtidos mostram a formagdo de ondas de choque identificadas pelos
contornos de nimero de Mach e pelas variagdes bruscas da distribuicdo de pressdo em torno do
aerofdlio. Esse trabalho dd o inicio para a representacdo dos escoamentos aerodinidmicos em
regime transonico pelo grupo de pesquisa do Laboratorio de Aeroelasticidade da EESC/USP. Um
dos objetivos do grupo era a andlise de ferramentas computacionais ndo lineares em

aeroelasticidade para estabelecer uma investigacdo da estabilidade de sistemas considerando as
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ndo linearidades estruturais e aerodindmicas no modelamento. Assim, Camilo (2007) estuda o
sistema aeroeldstico que representa o movimento oscilatério descrito por um aerofdlio sem
amortecimento estrutural em regime transonico, utilizando duas metodologias diferentes. A
primeira € uma metodologia de marcha no tempo que faz a integracdo, pelo método de Runge-
Kutta de quarta ordem, da andlise do escoamento transdnico utilizando o cédigo de CFD ndo
estaciondrio desenvolvido por Azevedo (1992) do CTA/TIAE. Este cddigo resolve as equacdes de
Euler em 2D no contexto de malhas ndo estruturadas com um método de volumes finitos e uma
formulacdo explicita. A outra metodologia considerada € a andlise de bifurcacio de Hopf
(ferramenta oriunda da teoria de sistemas dindmicos) do sistema aeroeldstico para o célculo da
fronteira de flutter desenvolvido por Badcock et al. (2004) da University of Liverpool, Inglaterra.
Essa metodologia emprega um cédigo de CFD no estado estaciondrio para representar o
escoamento transoncio através das equagdes de Euler bidimensionais no contexto de malhas
estruturadas. Camilo (2007) emprega ambas as metodologias com um modelo estrutural linear e
outro nao linear e compara os resultados obtidos.

Souza (2009) da continuidade aos trabalhos desenvolvidos no Instituto Tecnoldgico de
Aerondutica (ITA) para a andlise numérica de escoamentos compressiveis turbulentos sobre
aerof6lios, por meio da resolu¢do do sistema de equagdes de Navier-Stokes com média de
Reynolds. O cédigo de CFD, baseado no método de volumes finitos, é implementado com a
utilizacdo de malhas estruturadas tipo O geradas algebricamente, com o esquema explicito de
Jameson, com um modelo nao linear de viscosidade artificial, e com o modelo de turbuléncia de
uma equacdo de Spalart e Allmaras. O aerofélio NACA 0012 € utilizado para simulacdes
numéricas com esse codigo computacional para comparagdes com outros modelos e resultados
numéricos e experimentais disponiveis na literatura.

O Grupo de Turbina a Gés no ITA tem desenvolvido ferramentas numéricas para projeto e
calculos de desempenho de componentes de turbina a gas. Tomita (2009) apresenta um codigo
computacional escrito em FORTRAN que emprega técnicas de Dindmica dos Fluidos
Computacional (CFD) para calcular escoamentos internos tridimensionais em turbomaquinas
axiais. O cddigo desenvolvido permite resolver as equacdes de Navier-Stokes na condi¢do de
estado permanente, pelo método dos volumes finitos, com uso de malhas ndao estruturadas com

elementos hexaédricos. Diferentes esquemas e métodos numéricos sdo implementados para a
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integracdo no tempo e no espago, € para melhorar a estabilidade. O c6digo de computador de
curvatura de linha de corrente desenvolvido anteriormente por Tomita, produz solugdo
axissimétrica precisa sendo utilizado para gerar as condigdes iniciais para o célculo tridimensional.

Segundo Denton e Dawes (1999), a maneira cldssica de projetar envolve projetistas criativos
que tenham intuicdo desenvolvida e entendimento fisico adquiridos em muitos anos de atividades
focadas em projeto. CFD pode ajudar a desenvolver esse entendimento por meio do estudo de
muito mais projetos de pd, faixas de parametros, etc. do que seria praticavel experimentalmente,
mas isso leva tempo também. Além disso, a sofistica¢do crescente dos métodos de andlise de CFD
somente se justifica se os mesmos aliviarem a pressdo comercial para que componentes da mais
alta qualidade sejam produzidos no tempo mais curto possivel. De fato, a habilidade para efetuar
uma simulacdo de CFD em si mesma ndo melhora o projeto e realizar muitas simulagdes
carissimas pode inviabiliza-lo, adiando a descoberta de um projeto satisfatério com um método
mais simples.

Os métodos de CFD atualmente atingiram um alto nivel de confiabilidade e sdo empregados
muito frequentemente para estudar escoamentos de fluidos. No entanto, segundo Van den
Braembussche (2002), duas realidades ainda impedem o uso mais eficiente de CFD no processo de
projeto: a dificuldade de apresentar os resultados do escoamento 3D sobre uma tela ou desenho
2D, no futuro as técnicas de realidade virtual poderao ser utilizadas para visualizar o escoamento e
para verificar o efeito de mudancas geométricas; e a abundancia de informacdo fornecida pelos
célculos de Navier-Stokes, mais do que o cérebro humano pode compreender e aproveitar
completamente em novos e melhores projetos. Esta ultima opinido € compartilhada também por
Jameson (2003), que acrescenta ainda a ndo disponibilidade de modelos de turbuléncia eficientes.

O célculo inverso aerodindmico pode ser realizado de maneira primitiva por meio do
emprego de um método direto que avalia o desempenho da geometria real, a qual o projetista
modifica em fun¢do dos resultados calculados e de acordo com regras empiricas ou sua propria
experiéncia. Estratégias de calculo mais eficientes e rdpidas sdo obtidas com os métodos inversos
e/ou com os métodos de otimizagdo, que permitem a geracdo direta de geometrias que alcangam
um desempenho imposto, descreve Demeulenaere et al. (1997), podendo ser utilizados também
para melhorar um projeto preliminar. Os métodos inversos usam modelos fisicos para deduzir as

mudangas geométricas necessdrias para alcancar o desempenho prescrito.
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Os métodos de otimizacdo numérica modificam iterativamente um conjunto de parametros
geométricos até que a melhor combinacgdo seja encontrada, definindo a geometria que corresponde
ao valor minimo de uma func¢do erro ou funcdo objetivo, enquanto satisfaz as condi¢des de
contorno, as restricdes mecanicas e as equagdes do escoamento, conforme Van den Braembussche
(2002). A func¢ado objetivo (OF) pode expressar o desempenho aerodindmico (angulo de saida do
escoamento, escoamento em massa, arrasto minimo, sustentacdo maxima etc.) ou atender a
restricoes mecanicas, restricdes geométricas (espessura, arqueamento, suavidade, fechamento, niao
cruzamento dos perfis, técnicas de fabricacdo e de montagem, peso etc.), restricdes quanto aos
coeficientes de perda ou quanto a distribuicdes de nimero de Mach indesejdveis, etc. Os métodos
de otimizacdo de gradiente, comumente usados em muitas aplicacdes de engenharia, requerem
uma quantidade enorme de andlises de escoamento para definir a direcdo do gradiente maximo da
OF e o comprimento de passo 6timo. Assim, tornam-se muito caros em termos de tempo de CPU
(Central Processing Unit), principalmente, quando combinados a um solver de Navier-Stokes.

O método de otimizagdo desenvolvido no Instituto von Karman, apresentado por Van den
Braembussche (2002), usa um modelo de avaliacdo de desempenho rapido baseado em uma Rede
Neural Artificial e em uma base de dados com resultados de projetos prévios, e emprega um
Algoritmo Genético para definir a forma de p4 6tima. A partir de uma geometria de pd inicial,
definida por curvas de B ezier como uma fun¢do de 15 pardmetros, uma primeira geragcdo de pds é
criada por perturbagdo aleatéria dos 15 parametros. Em vez de cada pd ser analisada por um
solver de Navier-Stokes muito caro, o método usa um modelo muito rédpido de avaliagdo de
desempenho baseado em uma Rede Neural Artificial. Esse modelo pesquisa a pa geometricamente
mais proxima entre os resultados prévios de calculos inversos e de andlises contidos na base de
dados DATABASE, e assume o seu desempenho. Os resultados armazenados na base de dados
sdo: requisitos aerodindmicos, pardmetros geométricos, eficiéncia e forma obtida da distribui¢ao
de nimero de Mach pelo solver de Navier-Stokes. As diferentes geometrias € suas
correspondentes fungdes OF guiam o Algoritmo Genético para definir a proxima geracdo de pds a
partir da pd com OF mais baixa, que supostamente estd mais proxima da 6tima. A geometria, uma
vez otimizada por meio desse processo aproximado e rdpido, € entdo verificada por um solver de
Navier-Stokes mais preciso e confidvel, e os resultados sdo também armazenados enriquecendo a
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base de dados. O loop inteiro € repetido até que o solver de Navier-Stokes confirme que a

30



geometria € 6tima com relacdo a funcdo objetivo especificada. Esse método reduz fortemente o
esforco computacional comparado a uma otimizacdo cldssica. A Unica maneira que o projetista
pode influenciar o resultado é pela modificacdo das penalidades e seus pesos na Func¢do Objetivo.

Outro método de otimizacdo faz a combinacdo de CFD com a teoria de controle para
calcular formas aerodindmicas otimizadas e foi proposto primeiramente por Jameson (1989). Ele
derivou o sistema adjunto de equacdes diferenciais parciais para o escoamento potencial
transonico com as equagdes de Euler. Posteriormente, o método adjunto foi refinado e estendido
para as equacdes de Euler e de Navier-Stokes por varios colaboradores, dentre eles Luidi
Martinelli e James Reuther.

Ceze (2008) emprega o método adjunto continuo aplicado as equagdes de Euler para o
projeto inverso de aerofdlios em condicdes de regime de escoamento transonico bidimensional,
com desenvolvimento préprio semelhante ao trabalho de Reuther (1996). O método de volumes
finitos é empregado tanto para a solu¢do das equacdes do escoamento quanto para a solugdo das
equagdes adjuntas. A validacdo do programa de solu¢do das equagdes de Euler (CellJam2D) foi
feita por comparagdo com os resultados obtidos com o programa CFD++, desenvolvido pela
Metacomp Technologies. O método adjunto baseia-se na teoria de controle 6timo e foi proposto
incialmente por Jameson (1997) para aplicagdes aerodindmicas. A medida de mérito adotada ¢
definida pela diferencga entre a distribuicao de pressao na superficie do aerofdlio e a distribuicdo de
pressdo desejada, e o algoritmo utilizado para a busca do minimo da fun¢do de mérito é o steepest
descent. Outra caracteristica do método € que a representacio geométrica da superficie utiliza a
parametrizacdo da fun¢do de forma com os bindmios de Bernstein, conforme proposta de Kulfan e
Bussoletti (2006), com a vantagem de parametrizar o aerofélio inteiro. E o algoritmo de
triangulacdo de Delaunay € utilizado para a discretizacao ndo estruturada do dominio, sendo que a
geracdo da malha € feita com o software comercial Gambit da Fluent Inc.. Os resultados do ciclo
de calculo inverso mostram o bom desempenho do método adjunto Euler proposto para eliminar e
também posicionar uma onda de choque. No entanto, hd uma dificuldade sistematica do ciclo em
corrigir o bordo de fuga, basicamente devido a pouca contribuicdo dessa regido para a integral da
funcdo de mérito.

A Dinidmica dos Fluidos Computacional para a simulacdo numérica de escoamentos de

fluidos tem sido bastante difundida no meio industrial e no meio académico. A utilizagdo das
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técnicas de CFD, aliada as andlises tedricas e técnicas experimentais, pode reduzir o nimero de
testes experimentais necessarios, o tempo dispendido e o custo do projeto ou da pesquisa. Ela é
util ainda para explorar fendmenos que ndo podem ser estudados em laboratério, por exemplo, em
medicdes detalhadas nas passagens das rodas de pds moéveis das turbomdquinas que sdo
normalmente dificeis, caras e, muitas vezes, impossiveis de serem realizadas na pratica.

Diante dessa extensa revisdo da literatura, constata-se que houve um desenvolvimento
intenso das ciéncias aerodindmica e computacional no decorrer de praticamente meio século de
pesquisas cientificas. Pacotes comerciais de CFD estdo disponiveis atualmente para ampla faixa de
aplicacdes. O projetista precisa conhecer e entender o que estd por trds desses pacotes, para que
possa escolher entre os métodos, esquemas e modelos disponiveis, aplici-los adequadamente ao
problema especifico que precisa ser resolvido, como também interpretar e usar os resultados
obtidos de forma correta. Além disso, trata-se de uma ferramenta de alto custo computacional e
financeiro que deve ser utilizada de maneira eficiente. Essa necessidade é apresentada por diversos
autores e aparece especialmente na simulacio de escoamentos de turbomdquinas devido a
complexidade do escoamento e da geometria. Muitas vezes o acesso ao codigo fonte de CFD é
importante para sua melhor aplicagdo e, principalmente, para sua implementacdo ou
desenvolvimentos novos. No entanto, poucas instituicdes possuem esse tipo de conhecimento e as
informacdes sobre os cddigos de CFD sdo bastante restritas. Portanto, principalmente na drea
académica, € importante que o projetista/pesquisador desenvolva seus proprios codigos
computacionais, contribuindo com os desenvolvimentos cientificos dos métodos de CFD e
também com a formagdo dos recursos humanos necessarios.

O escoamento real no interior de uma turbomdquina € bastante complexo, sendo viscoso,
tridimensional e ndo permanente. Conforme a revisdo da literatura realizada, inimeros trabalhos
em Dindmica dos Fluidos Computacional t€m sido desenvolvidos com o objetivo de modelar
algumas dessas caracteristicas do escoamento por meio de: métodos de painéis acoplados ao
método de vortices, métodos de solucdo das equagcdes de Euler para escoamento transodnico,
esquema inviscido e esquema de camada limite acoplados iterativamente, métodos de solucdo das
equacdes de Navier-Stokes com média de Reynolds e modelo de turbuléncia, etc. E para o projeto

aerodindmico das pds sdo utilizados os métodos inversos propriamente ou os métodos de
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otimizacdo que minimizam uma funcdo objetivo (por gradiente, com algoritmo genético e rede
neural, ou pela teoria de controle, chamado método adjunto).

O aprimoramento e implementacdo dessas técnicas numéricas tornam-se possiveis gracas ao
continuo aumento da velocidade e da capacidade de armazenamento dos computadores modernos.
Verifica-se, no entanto, que os pesquisadores ainda buscam solucdes para muitos aspectos de
modelagem do escoamento, esquemas numéricos para integracdo no espago € no tempo, geracao
de malhas para a discretizacdo espacial das geometrias intrincadas das passagens internas de
fluido, modelos de turbuléncia, escoamentos secundarios, vazamentos, vibragcdo, interacdo com a
estrutura, etc.

O presente trabalho tem por objetivos, primeiramente, a elaboracdo de uma metodologia de
célculo do escoamento potencial em torno de perfis aerodinadmicos isolados e em cascatas baseada
na distribuicdo de vértices na superficie, com a condicdo de contorno de Dirichlet, a exemplo do
método de Martensen.

O objetivo seguinte € a solu¢do do problema inverso, por meio do emprego desse método
direto de forma iterativa, combinado com a modificagdo da geometria do perfil a partir de uma
geometria inicial arbitrdria, para atender uma distribui¢cdo de velocidade requerida na superficie,
baseado no método de Murugesan e Rally.

Um cddigo computacional préprio escrito em linguagem FORTRAN € desenvolvido
conforme essa metodologia para ambos os cdlculos direto e inverso.

Por fim, é feita a convalidacio da metodologia e do cddigo computacional por meio de
testes de casos. O modelo numérico elaborado € aplicado a dois tipos de perfis: os perfis tedricos
representados pelos perfis de Joukowski e os perfis experimentais representados pelos perfis
NACA. Entdo, o modelo é empregado na andlise da cascata de Gostelow e de uma cascata de
aerofélios NACA.

Os perfis de Joukowski sdo obtidos analiticamente por meio da transformagdo conformal de
um circulo para o perfil desejado, utilizando a transformada de Joukowski. Neste caso, sdo
tratados um perfil simétrico e outro assimétrico, ambos gerados a partir da metodologia de
distribuicdo de vortices. Os resultados finais sdo comparados com os respectivos perfis originais

de Joukowski.
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Quanto aos perfis experimentais NACA, sdo tratados um perfil simétrico NACA 65-010 e
um perfil assimétrico NACA 65-1210. Esses dois perfis também sdo gerados pela técnica da
distribuicdo de vortices e os resultados sdo comparados com os perfis originais, € mostram boa
concordancia. Nestes casos, a distribuicio de velocidade requerida € obtida numericamente
aplicando o método direto ao perfil original.

O perfil da cascata analitica de Gostelow € obtido por transformacdo conformal, a cascata é
analisada com o método proposto, e os resultados obtidos para a distribuicdo de pressdo em torno
do perfil sao comparados com aqueles tabelados.

Outra cascata com resultados disponiveis na literatura € analisada, trata-se de uma cascata

de aerof6lios NACA 65-1210.

34



3 ANALISE - METODO DE VORTICIDADE NA SUPERFICIE

O método integral de contorno de vorticidade na superficie € a técnica mais natural para
modelar o escoamento potencial. A publicacdo original nesta drea € o célebre artigo de Martensen
(1959), que com frequéncia nomeia o método. Segundo Lewis (1991), Martensen nao apenas
apresentou a base de uma nova técnica computacional poderosa, mas também estendeu sua nova
teoria integral de contorno para tratar cascatas de turbomdquinas. Gostelow (1984) também
afirma que o mérito da solu¢do do problema do escoamento de cascata deve-se a Martensen.

No entanto, segundo Lewis (1991), para que o método de vorticidade na superficie pudesse
tornar-se uma ferramenta preditiva de engenharia confidvel, problemas de modelagem e de
metodologia prética tiveram que ser resolvidos. E neste aspecto destaca-se o trabalho de
Wilkinson (1967), fundamental para as aplicagdes computacionais.

No método de vorticidade na superficie ou método de Martensen o corpo é coberto por uma
folha de vorticidade continua de espessura infinitesimal que separa o escoamento externo do
escoamento interno imével. Segundo Lewis e Ryan (1972), tal modelo automaticamente satisfaz

os requisitos dos corpos de sustentacdo e é simplesmente uma descri¢cao do escoamento real.
3.1 Significado fisico do modelo de vorticidade na superficie

Uma interpretacao fisica simples do modelo de vorticidade na superficie € feito por Lewis
(1991). Este esclarecimento € bastante util, pois permite acompanhar melhor o desenvolvimento
do método apresentado pelo préprio Martensen (1959) e também por Gostelow (1984). Ele
também auxilia no entendimento da equacio integral de contorno de Martensen, a qual pode
receber tratamentos numéricos variados e costuma ser o ponto de partida para as aplicacdes do
método em problemas especificos, conforme atestam numerosos artigos.

Nos escoamentos reais uma camada limite desenvolve-se adjacente a superficie de um corpo,
Figura 3.1(a), e vorticidade suficiente estd presente nesta camada para reduzir a velocidade do

fluido de v, logo no exterior da camada limite para o valor zero sobre a superficie do corpo. Esta

vorticidade e consequente difusdo normal a superficie sdo provocadas pela acdo da viscosidade. E
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a taxa de producdo de vorticidade adjacente a superficie estd diretamente relacionada ao gradiente
de pressdo do escoamento exterior.

Supondo que num escoamento de fluido real a viscosidade do fluido seja reduzida
gradualmente e desprezando-se as instabilidades (separacdo ou turbuléncia) da camada limite
associadas ao nimero de Reynolds muito elevado, no limite, a viscosidade aproxima-se de zero e
o nimero de Reynolds aproxima-se de infinito, enquanto que a camada limite tende a uma
espessura infinitesimal. Assim, um escoamento potencial ndo viscoso pode ser pensado como um
tipo especial de escoamento de nimero de Reynolds infinito em que a superficie do corpo é
coberta por uma folha de vortices continua e extremamente fina, Figura 3.1(c). E que, através
dela, a velocidade do fluido muda descontinuamente de zero logo abaixo da folha e ainda sobre a

superficie do corpo para v _ paralela a superficie logo acima da folha. Portanto, o método de

vorticidade na superficie reflete verdadeiramente a realidade fisica do escoamento adjacente a
superficie.

Da circulag@o sobre o contorno abcd , conforme Figura 3.1(b) (dois lados opostos paralelos
e os outros dois perpendiculares as linhas de corrente), em torno de um pequeno elemento de

vorticidade )/(s) ds segue que

onde v, e v, sdo as velocidades do fluido tangentes a superficie do corpo tomadas no ponto s

do contorno imediatamente no exterior e no interior da folha de vortices, respectivamente; e y(s)

¢ a intensidade de vorticidade por unidade de comprimento no ponto s da folha de vértices.
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(c)

(a) camada limite; (b) modelo de vorticidade na superficie equivalente para escoamento ndo viscoso;

(c) auto convec¢do de uma folha de vorticidade na superficie (adaptado de Lewis, 1991, Fig.1.3)

Figura 3.1 Modelo de vorticidade na superficie comparado com uma camada limite verdadeira

Aplicando-se a condicio de contorno de Dirichlet, ou seja, de que a velocidade € nula sobre

a superficie no interior do corpo, obtém-se

v, =0 3.1

v, =v, =y(s) (3.2)

A engenhosidade do método de Martensen reside nestas duas ultimas equacdes. A primeira
delas ¢ a base da equacdo integral de contorno de Martensen que possibilita o cdlculo da

distribuicdo de vorticidade na superficie y(s) adequada para modelar o escoamento potencial. E a
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segunda equacdo indica que a velocidade préxima a superficie do corpo v, € imediatamente

conhecida, sendo igual a densidade de vorticidade na superficie }/(s).

Como no escoamento real onde a vorticidade da camada limite desloca-se continuamente
por convecgdo sobre a superficie na direcio do escoamento, também no escoamento potencial a
folha de vorticidade desloca-se, assim como a camada limite infinitesimal que ela representa. E a
velocidade de convecgio da folha é exatamente igual 2 metade de sua intensidade local Ly(s),
conforme demonstrado, por exemplo, em Lewis (1991). Assim, no escoamento potencial sobre um
corpo de forma qualquer, localmente no ponto s a velocidade muda de zero sobre a superficie

logo abaixo da folha de voértices, para a velocidade de convecgdo da folha v, = %}/(s) no centro
da folha de vorticidade, e para v, = y(s) logo no exterior da folha, Figura 3.1(c). Além disso,

y(s) varia em magnitude ao longo da parede, se a mesma nao € plana. Logo, se a vorticidade de

um ponto desloca-se por convecgdo e sempre em contato com a superficie para outro ponto
escoamento abaixo e neste o valor da vorticidade é diferente significa que a vorticidade esta
continuamente sendo criada ou destruida na superficie do corpo em um escoamento nao viscoso,
quer o movimento seja permanente ou ndo permanente. E esta variacdo da vorticidade ao

deslocar-se por convecgdo sobre a superficie € devido ao gradiente de pressao.

De fato, a vorticidade liquida por unidade de comprimento d;/(s) gerada no ponto s no

tempo dt deve igualar o fluxo de vorticidade liquido deixando o volume de controle abcd ,

Figura 3.1(b), como indica a equacdo a seguir
dy(s)ds={5 (v, +dv, Nr(s)+dr(s)~ v, y(s)yar

Assim, desprezando-se os produtos de segunda ordem e lembrando que v, = y(s), obtém-se

dy(s) d (ij:_ld_p

di  ds\ 2 ) pds
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Esta equacdo revela a influéncia do gradiente de pressdo na superficie, imposto pelo escoamento
potencial externo, sobre a producdo de vorticidade na folha que se desloca por convecc¢do sobre a
superficie. Para o escoamento potencial permanente a pressdo local é obtida da equacdo de

Bernoulli, sendo a pressdo de estagnagdo p, constante através do fluido.

Por fim, € interessante ressaltar que ndo existe vorticidade presa num escoamento de fluido
por que toda a vorticidade na superficie, uma vez criada sob a influéncia do gradiente de pressdo
na superficie, estd livre para se deslocar por conveccdo ou por difusdo (no caso da camada limite
real). No entanto, o conceito de intensidade de vortice de contorno total I' é muito util para
calcular forcas de sustentagdo, sendo dada no caso bidimensional pela integral de contorno

seguinte.
T ={r(s)ds (3.3)

Assim, mesmo na situagdo especial de escoamento permanente sobre aerofdélios ou cascatas, a
vorticidade local na superficie é trocada continuamente, porém no mesmo nivel, dando a

impressao de estar presa a superficie.
3.2 Equacionamento do Método de Martensen

Martensen (1959) apresenta o desenvolvimento da solugdo do escoamento potencial
bidimensional sobre perfis em cascata, enquanto que Martensen (1971) apresenta inicialmente a
solu¢do do escoamento potencial sobre um perfil isolado e estende-a para o caso da cascata. A
distribuicdo de velocidade na superficie do corpo resulta em uma equacao integral de Fredholm de
segunda espécie, permitindo que as propriedades de continuidade e diferenciacdo da teoria de

Fredholm sejam utilizadas para estabelecer a existéncia e continuidade da solugdo.
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Segundo Martensen (1971), € desejavel obter a distribuicdo de velocidade (assim como a
distribuicdo de pressdo) sobre o contorno C fechado simples e suave de um corpo isolado imerso
num escoamento potencial incompressivel de velocidade de corrente livie W_. O problema ¢é
determinar um campo de escoamento que vai para W_ no infinito e que tenha o contorno C como

uma linha de corrente, isto €, uma funcdo de corrente y com as seguintes propriedades:
(i) V?y =0 no exterior de C;

(ii) 4 =W_cosp, =U_ |, v =W_senf_=V_;

|, ) ox |,

(i)  w constante ao longo do contorno externo de C .

No caso de uma cascata, em que o contorno C repete-se em intervalos iguais ¢ na dire¢do y em

ambos os sentidos, as condi¢cdes de contorno para o campo de escoamento (i) e (iii) devem ser

satisfeitas em todos os contornos. Quanto ao requisito (i), W, e [, permanecem como

parametros livres no equacionamento até que seja possivel esclarecer que, de fato, correspondem
ao modulo e direcdo da chamada “velocidade do escoamento médio equivalente”, conforme
demonstrado por Martensen e definida adiante.

Conforme Murugesan e Railly (1969), a base do método de Martensen € o uso do teorema

de Green para obter uma relagdo envolvendo a fun¢do de corrente . E, num escoamento

potencial em torno de um contorno fechado C simples e suave, isolado ou em cascata, a fungdo

de corrente (Martensen, 1959) em qualquer ponto (x,y) no escoamento ou sobre o contorno C,

¢ dada por

1
l//(x,y)=¢+Uooy—wa+—Ides (3.4)
27,

sendo que, para a cascata a fungdo F € a seguinte
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F(x,y;&,m;0)=In (3.5

e

e, para o aerofdlio isolado,

F(x,ys&,mo0) =In ! (3.6)

V=& +(=ny

onde,
¢ é uma constante;
v € uma distribuicdo superficial ao longo do contorno C;
s ¢ a varidvel de integracdo ao longo do contorno, de coordenadas (£,7);
t ¢ o pitch ou espagamento da cascata;

U, e V_ sdo as componentes da velocidade relativa W_ do escoamento, com inclinagcdo
B, em relacdo ao eixo x paralelo a direcio axial. Para o aerofélio isolado, W € a velocidade do
escoamento sem perturbacdo distante do aerofdlio W,, enquanto que para a cascata, W € a
“velocidade do escoamento médio equivalente” (conforme verificado adiante).

A funcdo F de (&,77) comporta-se préximo a (x,y) como ln(l/r), onde r € a distancia
entre os pontos. Para o escoamento sobre um aerof6lio isolado, a fun¢do F € igual a ln(l/ r).

Das Equacdes 3.4 e 3.5 constata-se a periodicidade da solu¢@o para cascata, pois

oy

a—x(x, y;t)z%—lj:(x,y+kt;t)
Jk=x1,+2 %3,
a—;'/)/(x, y;t)z%(x,y+kt;t)

o que significa que se um requisito € satisfeito para o contorno C, entdo ele € satisfeito em todos

os demais perfis da cascata.
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A solucdo dada pela Equacdo 3.4 satisfaz o requisito (i) e, para aerofélio isolado, o requisito
(i) também. Além disso, segundo Martensen (1971) esta funcdo apresenta as seguintes
propriedades de diferenciacdo provadas por Courant e Hilbert (1931 e 1937), ou seja, quando se
atravessa o contorno C os valores das derivadas em relacdo a normal (voltada para o escoamento

externo) saltam como indicado pelas expressdes seguintes:

Oy| oyl _ v (3.7)
on|, on|. 2
Oy| oyl __ v (3.8)
on|. Onj, 2

Enquanto que, ao atravessar o contorno C, as derivadas tangenciais permanecem constantes,

Pode ser demonstrado, conforme afirmam Lewis e Ryan (1972), que a condi¢@o de Dirichlet
sozinha é uma afirmacdo suficiente das condi¢cOes de contorno para garantir que a superficie do
corpo torna-se uma superficie de corrente do escoamento exterior, satisfazendo o requisito (iii).
Assim, impondo-se esta condi¢cdo de que a componente da velocidade paralela ao contorno C

internamente e junto a ele deve ser nula, ou seja,

oy
7 =0 3.9
onl, (3.9)

e combinando-se a mesma com as Equacdo 3.8, obtém-se
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oy| __v (3.10)
on |, 2
e, esta dltima com a Equacao 3.7, resulta em
oy
v=——— 3.11
onl. (3.11)

Isto significa que na Equacdo 3.4 a distribuicdo na superficie v representa a magnitude da
velocidade do escoamento externo em torno do contorno C, sendo positiva no sentido anti-
horario.

Se o teorema de Green, dado por
ovY (ow y
Vig+| =2 | + dxd —ds
H{"” v (ﬁxj (ayU & Iwﬁn

¢ aplicado ao interior de C e o requisito (i) e a Equacao 3.9 sdo satisfeitos, obtém-se o seguinte

(%) (%) Jar-tv )

Assim, na regido interna ao contorno C o campo de velocidade anula-se identicamente,

ds=0

W _v_,

3.12
ox Oy (5.12)

E, sobre o contorno em sua face interna, esta equacdo € equivalente a escrever, juntamente com a

Equacdo 3.9, a equacdo dada a seguir
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a qual, desde que as derivadas tangenciais permanecem constantes ao atravessar o contorno,

conduz a

vl _y
Os |,

Portanto, a condi¢cdo de contorno de Dirichlet, Equacdo 3.9, implica na satisfacdo do requisito (iii)
de que o contorno deve ser uma linha de corrente do escoamento externo.
A diferenciacdo da Equacdo 3.4 com relacdo a normal ao contorno e voltada para o

escoamento fornece a seguinte equagao

v =Uw@—vw@+i£jmds
on | on on 2many

que, combinada com a condicdo de contorno de Dirichlet, conforme Equag¢do 3.10, conduz a
solucdo para a distribui¢do de velocidade ao longo do contorno, dada por uma equacgdo integral de

Fredholm de segunda espécie ndo-singular, segundo Lewis (1981) e Murugesan e Railly (1969),

como segue
v+l£ijds=2{Uw@+Vw @} (3.13)
T & &

onde foram utilizadas também as relagdes geométricas seguintes

a_ o
on Os = on Os
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Prosseguindo-se na diferenciacdo do termo integral da Equagdo 3.13, e observando-se as
Equagdes 3.5 e 3.6, obtém-se a equagdo integral de contorno de Martensen para escoamento

potencial bidimensional na seguinte forma

+sen f —

¥
14
&SJ (3.14)

Sm

1 ) B 123
v(sm)——IK(sm,s,t)v(s)ds—2Ww[cosﬁm P

onde, s, e s sdo as distancias medidas em torno do perfil de uma referéncia arbitrdria ou as
coordenadas curvilineas dos pontos sobre o contorno de coordenadas cartesianas (x,y) e (&,7),
respectivamente, sendo s a varidvel de integracdo. E o coeficiente de acoplamento K (sm,s;t)

para cascata € dado por

K(sm,s;t)zz—ﬂ Os

Tendo-se concluido, por intermédio da Equacdo 3.11, que v € a distribuicdo de velocidade
na superficie do corpo, pode-se pesquisar qual € o significado do pardmetro livre W_ no

equacionamento de cascata. Das Equacdes 3.4 e 3.5 obtém-se que
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lim 8—l//(x, y;t): W, cos [,

x—>+o0 ay

}i@wz—f(x, y;t):—W@ sen S, +%Jc‘vds

}ir?w%—f(x, y;t):—W@ sen [, —%ivds

E, desde que a integral da velocidade no contorno corresponde a circulag@o total I" em torno de
cada perfil da cascata, obtém-se para as componentes das velocidades do escoamento distantes da

cascata a montante W, e a jusante W, as expressoes a seguir

U =U,=W_cosf,

T
V. =W_sen -
1 0 IBOO 2l

T
V, =W _sen +—
2 s} ﬁoo 2t

Logo, as parcelas U, =W_cos B, e V_, =W_sen S, sdao as componentes da chamada
“velocidade do escoamento médio equivalente” W_ que, conforme ilustrado na Figura 3.2,

corresponde a média vetorial das velocidades do escoamento W, e W, .
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Figura 3.2 Geometria da cascata e tridngulos de velocidade (com base em Lewis, 1991, Fig.2.12)

A funcdo de uma cascata € produzir deflexdo do fluido de uma velocidade uniforme W, em

—oo para W, em + o0, e a deflexdo caracteristica causada pela cascata é dada por

r
V2 _Vl :7
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Concluindo, a solu¢do pesquisada por Martensen para o escoamento potencial em torno de
um corpo isolado ou em cascata, e exposta nos pardgrafos anteriores, revela a equivaléncia entre
este escoamento e aquele em que o corpo € trocado por uma regido de fluido em repouso,
Equacdo 3.12, e seu contorno é coberto por uma folha de vortices de espessura infinitesimal e de

intensidade y(s). Conforme apresentado na Secdo 3.1, a velocidade préxima a esta folha de
vorticidade caracteriza-se por saltar do valor nulo logo no interior da folha para y(s)/ 2 sobre a
folha e para 7/(s) logo no exterior da folha. Algo semelhante ocorre com as velocidades tangentes

ao contorno do corpo dadas respectivamente pelas Equagdes 3.9, 3.10 e 3.11. Estas tltimas
provém das propriedades da solu¢do de Martensen, descritas pelas Equacdes 3.7 e 3.8.
De fato, reescrevendo-se a Equacdo 3.14, desde que a velocidade é o mesmo que a

intensidade da folha de vértices sobre o perfil v(s)= y(s), obtém-se

%y

+sen —
P

I
(=)

- M + Ik(sm ,5;1) y(s) ds + W, | cos ﬂw% (3.14b)

2 C

S

m m

O coeficiente de acoplamento (s, ,s;7)=K(s, ,s:1)/(4) tem o valor da velocidade em s,
paralela a superficie do corpo e induzida por um elemento de vorticidade }/(s)ds unitario
localizado em s. Logo, a integral de contorno resulta a velocidade paralela a superficie em s,
devido ao todo da vorticidade de contorno }/(s) em torno do perfil. O terceiro termo leva em
conta a componente de W_ paralela a superficie do corpo. E o primeiro termo —%7(sm)

acrescenta a diferenca de velocidade entre as localizagdes exatamente sobre a folha de vorticidade

N

e infinitesimalmente junto a ela, mas no interior do corpo, devido a presenca do elemento de

vorticidade }/(sm)dsm. Ou seja, a soma de todas as contribuigdes a velocidade no ponto s, junto

ao contorno € no interior do corpo resulta nula.

48



3.2.1 Representacao paramétrica do contorno e discretizacao

O contorno C pode ser representado parametricamente, conforme Martensen (1971), por

x=x(g) y=yp) 0<gp<2z
com ¢ crescente no sentido anti-hordrio. E, para garantir que o contorno ndo apresente

descontinuidades, ¢ imposta a condi¢do de que o modulo do vetor tangente (ver Anexo A,

conforme Kreyszig, 1993) em cada ponto sobre o contorno nio se anula, ou seja,

5T (T
dg \\d¢ d¢

A Equagdo 3.14 deve ser satisfeita em todos os pontos sobre a superficie do corpo.

Solugdes aproximadas podem ser obtidas com a selecdo de um nimero finito de pontos de
controle representativos da superficie. Conforme Lewis e Ryan (1972), os pontos de controle ndo
precisam estar a intervalos iguais de s para uma representacdo precisa pela regra trapezoidal,
porque o nucleo da integral varia muito com s devido a 7/(s). Uma distribuicdo de pontos de
controle com variacdo gradual dos intervalos em s pode ser obtida, para intervalos iguais da nova

varidvel adimensional ¢, pela transformacao:

y(¢)dd=y(s)ds ou (3.15)

7(s)— 7(¢) _ 7(¢) (3.16)

ds/dg oY (dy)
(%) (2%
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sendo que ¢ varia de 0 a 27 enquanto s completa uma volta em torno do perfil do corpo, em

conformidade com a parametriza¢io sugerida por Martensen.

Assim, a Equacdo 3.14 pode ser escrita na varidvel angular ¢ como

y(4,) 17 7(9)

—rs—— | K(@,,.pt) == dp=2(x/ cos B, +y, senf 3.17
w2 | K i0) T dh =2 (5, 05 B 4y, sen ) (3.17)
onde,
X, =& Loy =d
Wl Py,

E o coeficiente de acoplamento para uma cascata infinita de perfis idénticos, como

stsenn) 2 (s, )] sl 2 (3, )]

K(#,.4:1)=F ! d (3.18)
t 2 2
COSh[t ('xm - x)} - COS{I (ym -Yy )}
e, para um perfil isolado,
K(¢m,¢,00)=2 y;’n(xm_x)_x:n(ym_y) (319)

(x, =x)" +(y, =)

sendo que, ¢t € o pitch ou espacamento entre os perfis da cascata, o eixo x € paralelo a direcao

axial, o eixo y € paralelo a direcdo da cascata (condigdes estas inerentes as Equagdes 3.4 € 3.5) e

x,=x¢=4,) . y,=s=4,)
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A integral de contorno da Equacdo 3.17 € avaliada pela regra trapezoidal com 2N pontos

de controle igualmente espacados em ¢, conforme Lewis e Ryan (1972). Para tanto, procede-se a
discretizacdo do contorno do corpo em 2N elementos de mesmo comprimento angular

A¢, =27/2N, sendo que a cada elemento corresponde um ponto de controle no ponto médio,
onde se localiza um voértice pontual equivalente de intensidade 7/(¢n )A¢n . Assim, a Equacgdo 3.17

aplicada ao m -ésimo ponto resulta

2N
szn?/n =-4N (xjn cos B, +y! sen ﬂw) (3.20)

n=1

onde define-se

_7(¢.)
Vo = WOO °
Kmn:K(¢m’¢n;t)’ n#m

(3.21)
Kmm =K(¢m’¢n’t)_2N, n=m

b, =—4N(x], cos B, + ¥, sen )

m

Aplicando-se esta Equag@o 3.20 a cada ponto de controle resulta em um sistema de 2N

equagoes lineares simultaneas, mostrado a seguir
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_K1,1 K, e Ky ] Vi b,

K,, K,, o Kooy e b,
_ (3.22)

_KzN,l Kyvs o Kooy RRVESS b,y

Uma vez obtidas as solucdes y, , a velocidade na superficie segue prontamente

3.2.2 Consideracoes para a resolucao do sistema de equacoes

O problema do escoamento incompressivel em torno de uma cascata plana é colocado
matematicamente como a solu¢ao da equacao de Laplace num campo potencial para condi¢cdes de
contorno especificas, a exemplo do equacionamento do Método de Martensen apresentado na
Sec¢ao 3.2. A cascata plana constitui-se em uma fileira infinita de corpos semelhantes e o campo do
escoamento estende-se até o infinito em todas as direcOes sendo contornado apenas pelos
contornos dos corpos da cascata. O perfil do corpo pode apresentar uma ou mais quinas que se
constituem nas singularidades do campo do escoamento, como acontece com os perfis
aerodindmicos com bordo de fuga agudo (bem marcado) ou cuspide (com angulo interno nulo).

A solugcdo do problema potencial fica indeterminada quando o perfil ndo apresenta
descontinuidades porque, como serd visto adiante, a matriz do sistema resultante da Equagao 3.22
¢ singular. Neste caso, as condi¢des do escoamento a montante e a jusante devem ser ambas
especificadas. Assim, o problema para pas com bordos de fuga arredondados, conforme Gostelow
(1984), nao apresenta solug¢do unica enquanto os efeitos da viscosidade ndo forem considerados

no modelo.
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Para cascatas de pds com bordos de ataque ou de fuga agudos, ou mesmo cuspides, o
escoamento potencial apresenta uma solucio tnica, pois a condi¢do de Kutta-Joukowski deve ser
satisfeita. E apenas uma das condigdes do escoamento a montante ou a jusante precisa ser
prescrita.

Na prética, por razdes de resisténcia e de fabricacdo, os bordos de fuga das pds das
turbomdquinas sdo arredondados. No entanto, o caso do escoamento potencial em torno de pds
com bordo de fuga agudo aliado a condicdo de Kutta-Joukowski constitui-se numa ferramenta
util, pois permite o célculo rdpido do escoamento sem a necessidade de considerar a viscosidade,
para uma forma simplificada das pas de uma cascata real.

No problema direto ou de andlise a proposta é encontrar uma solu¢io para o escoamento em
torno de uma cascata de geometria conhecida. Conforme Gostelow (1984), as seguintes
informacdes devem ser fornecidas:

1. Geometria da cascata, especificada como uma fungdo y = f (x)

2. Angulo do escoamento na entrada (convencionalmente no infinito a montante).
3. Condicdo de descarga, dada como uma das seguintes opgdes:
(i) o angulo do escoamento no infinito a jusante; ou
(i) acirculacdo em torno de uma pa da cascata; ou
(ili)  a satisfacdo da condi¢do de Kutta-Joukowski para uma pd com um bordo de fuga agudo.
E pode-se esperar como resultado da andlise o seguinte:
4. A distribuicdo de velocidade em torno da cascata, normalizada por uma velocidade de
referéncia ou dada como um coeficiente de pressao.
5. Dependendo da condicdo de descarga escolhida em (3) acima, as informagdes adicionais
seguintes sdo obtidas, respectivamente:
(1) acirculagdo em torno de uma pa e a posi¢cdo do ponto de estagnacio traseiro; ou
(i) o angulo do escoamento a jusante e a posi¢do do ponto de estagnagdo; ou
(i1) a circulacdo e o angulo do escoamento a jusante.
Assim, para que o sistema de equacOes apresentado, Equacdo 3.22, possa ser resolvido,

estas e outras consideracdes adicionais sdo feitas a seguir.
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a) Pontos de controle. A transformacdo da Equacdo 3.16 € especialmente util por concentrar os
pontos de controle na regido do bordo de ataque onde }/(s) varia consideravelmente com a
incidéncia e na regido do bordo de fuga onde a satisfacio da condi¢do Kutta requer uma
representacdo particularmente precisa.

As extremidades dos elementos sobre o contorno do aerofélio sdo definidas, em geral, pelas
intersecoes do perfil com segmentos normais a linha de arqueamento, Figura 3.3. As posicoes
sobre a linha de arqueamento sdo obtidas das suas projecdes sobre a linha de corda, as quais sdo

definidas por uma transformacao circular com espacamento angular uniforme. Assim,

X 1
—2 =—(1+cos 3.23
= (I+cosg,) (3.23)
onde,
nrw
=¢'=— (m=1,2,...,2N
9, =9, N ( )

Alguns pesquisadores adotam essas intersecdes, as extremidades dos elementos, como
pontos de controle. E, para satisfazer a condi¢ao de Kutta, impdem que o ponto zero no bordo de

fuga seja um ponto de estagnacdo y, =0, condi¢do esta que € bastante restritiva.

Lewis e Ryan (1972), por outro lado, adotam uma distribuicio de pontos de controle

modificada (ver Figura 3.3) mais eficiente, na qual os pontos médios ¢’ dos 2N elementos sdo

utilizados como sendo os pontos de controle ¢ ,

v _[,_1]7
bomti(n-2)
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Figura 3.3 Transformagao circular introduzida por Wilkinson para defini¢ao dos pontos de
controle sobre um aerofélio bidimensional (Lewis e Ryan, 1972, Fig. 6)

Com esta aproximacdo, para o mesmo nimero total 2N de intersecdes, aumenta-se a

concentragdo de pontos nas regides dos bordos de ataque e de fuga. Os pontos de controle s, e
s,y também se situam mais proximos ao bordo de fuga.

Logo, com a técnica dos pontos de controle nos pontos médios dos elementos ndo é
necessdria uma afirmacdo sobre a localizagdo do ponto de estagnagdo traseiro. E a condicdo de
Kutta se estabelece naturalmente como um descarregamento do aerofélio proximo ao bordo de
fuga, como sera discutido adiante.

O posicionamento dos pontos de controle em posicdes opostas em relacdo a linha de
arqueamento, conforme Figura 3.3, resulta em uma melhor precisdo numérica do modelo. No
entanto, neste trabalho a discretizagdo do contorno € feita por meio da divisdo do semicirculo que
compreende a corda do perfil conforme exposto anteriormente. Mas, a posi¢do x dos pontos
sobre o contorno tanto da superficie de succdo quanto da superficie de pressio € obtida

diretamente pela Equacdo 3.23 no caso da transformacdo circular, como mostrado na Figura 3.4.
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Discretizagdo semelhante a esta é apresentada em Katz e Plotkin (2001, Fig. 11.18) para dividir a
corda em painéis com densidade maior préximo aos bordos de ataque e de fuga, principalmente

nos casos de aerof6lios espessos.

T { *T_HHT‘E‘ 3
el | | & Nf -
w ! ;\.;‘ 2]\[—77 X

|
|

|
|
[
¢ ponto de controle
|

Figura 3.4 Método de espacamento dos pontos sobre a superficie do aerof6lio

Além da transformacao circular, outras transforma¢des podem ser utilizadas para escorregar
ainda mais os pontos de controle em direcio aos bordos do aerofdlio, conforme descrito por
Lewis e Ryan (1972), por exemplo, a transformagdo eliptica e a transformagdo adicional de
Wilkinson. Uma comparac¢do entre essas transformagoes € apresentada na Figura 3.5 e na Figura

3.6 para 2N =60 pontos.
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Figura 3.5 Comparagdo entre as transformagdes circular, eliptica e adicional de Wilkinson quanto
a distribui¢ao dos pontos de controle ao longo do eixo x

A transformacdo eliptica desloca os pontos sobre o contorno, igualmente espagados em ¢,

em direc@o aos bordos de ataque e de fuga (isto €, em dire¢do aos vértices da elipse), comparada a

transformacdo circular. A abscissa € calculada em fun¢do do angulo central ¢ e dos parametros

(w” —1) e k_ pela transformacao

R ! (3.24)

Nl 1487 tan’ g,

sendo que, emprega-se o sinal positivo para ¢ <7, ou ¢ =37 e o sinal negativo para
7 < @, <3 . O parAmetro k,_ é o semieixo da elipse na direcdo x, logo, x, /corda = x,/ (2kx). E

o parametro o0 ¢ dado pela expressdo seguinte
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o= (p>1)

onde @ € a razdo entre os eixos maior e menor da elipse, logo o >1.
A ordenada da elipse de eixos paralelos aos eixos coordenados, com centro deslocado da

origem de k_ apenas na direcdo de x positivo, é dada por

k> —(x—k ) (3.25)

sendo que, o sinal positivo € utilizado quando ¢, <7 e o negativo, quando ¢, > . O parametro
o=k, / k, € arazdo entre os semieixos da elipse nas dire¢des x e y, ou seja, as Equagdes 3.24 e

3.25 combinadas aplicam-se a elipse com o eixo maior na direcdo x.
Por sua vez, a transformacdo adicional de Wilkinson comparada as transformacdes

anteriores desloca os pontos somente em direcdo ao bordo de fuga, sendo dada por

onde 0 <k >1,0 e x, /¢ é a abscissa resultante da transformac@o circular da Equagdo 3.23.
Para as transformacdes com k =0,5 e k =0,01 apresentadas na Figura 3.6 sdo adotados,

respectivamente, @ =4 e @ =2, apenas para possibilitar a visualizacdo dos resultados, uma vez
que o parametro @ ndo interfere nos valores de x obtidos pela transformacdo adicional de

Wilkinson.
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Figura 3.6 Comparacio entre as transformacdes circular, eliptica (@” —1) e adicional de
Wilkinson (k) quanto a distribuicao dos pontos de controle ao longo do eixo x

b) Velocidade auto induzida de um elemento de vorticidade. O coeficiente de acoplamento
K (¢m,¢m;t) estd associado a velocidade paralela a superficie do corpo em m induzida pelo
proprio elemento m com vorticidade de intensidade unitaria, logo, representa a velocidade auto
induzida pelo elemento m .

Observa-se que os termos K, ~da diagonal principal dados pela Equacdo 3.21, das

Equacdes 3.18 e 3.19 para x — x,, sdo indeterminados desde que ambos o numerador e o
denominador de K (¢m,¢m;t) se anulam. Porém, uma forma determinada torna-se possivel pela

aplicacdo da regra de 1'Hospital duas vezes. As coordenadas (xm,ym), que representam a
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geometria local do elemento m, sdo tratadas como varidveis durante a diferenciacdo enquanto

(x, y) permanecem constantes, resultando:

4 ! " !
. ymxm _xmym
K(¢,.¢,:1)= 20— "nim (3.26)

Isto mostra que a velocidade auto induzida depende das derivadas de segunda ordem, ou
seja, da curvatura local do elemento de vorticidade (ver Figura 3.7). Assim, quando elementos de
vorticidade retos sdo adotados na discretizacdo do contorno, as velocidades auto induzidas sao

nulas e os termos da diagonal principal K, =-2N . No entanto, se os elementos de vorticidade

apresentam curvatura, além das derivadas de primeira ordem, também as de segunda ordem devem

ser avaliadas com precisao.

(a)

n(s)Ss 7(s)Ss

®

(a) velocidade auto induzida paralela nula de um elemento de vorticidade retilineo

(b) velocidade auto induzida paralela finita de um elemento de vorticidade curvo

Figura 3.7 Velocidade auto induzida de um elemento de vorticidade na superficie (com base em
Lewis, 1991, Fig.1.8)
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Nos casos de corpos espessos (cilindro, por exemplo), a diagonal principal ¢ dominante, ou
seja, conforme Lewis (1991), todos os outros elementos da matriz sdo pequenos comparados a

ela. Por este motivo, deve-se tomar cuidado para representar K, —precisamente ao incluir a

velocidade auto induzida devido a curvatura local.
As derivadas de primeira e de segunda ordem na Equagdo 3.26 s@o calculadas por meio da
técnica de diferencas finitas utilizando as férmulas de cinco pontos de Burden e Faires (1989) em

suas equacoes (4.14), (4.15) e (4.20).

¢) Tratamento dos dados de entrada. Descontinuidades na primeira ou segunda derivadas
desestabilizam o programa de cdlculo numérico. A experi€éncia mostra que a qualidade dos dados
de entrada é importante e que se devem garantir curvas suaves como entrada para o programa,
recomenda Gostelow (1984).

A maioria dos pesquisadores pioneiros neste campo, conforme citado por Lewis (1991),
introduziu procedimentos de ajuste de curva e de suavizacdo dos dados de entrada tabelados do
perfil com a finalidade de estimar as derivadas de primeira e de segunda ordem da Equagdo 3.26.

Os procedimentos de ajuste de curva aos dados iniciais, sozinhos, ndo apresentam bons
resultados para a avaliagdo das derivadas por que, embora a curva ajustada normalmente
aproxime-se bem da curva real, as derivadas obtidas com ela ndo se aproximam das derivadas
reais. Por esse mesmo motivo, Martensen (1959) e Wilkinson (1967) admitem que os métodos de
séries de Fourier ndo sdao adequados. Algo semelhante acontece, por exemplo, ao se ajustar um
polindmio a cada cinco pontos sucessivos sobre toda a superficie do corpo. Isto pode produzir

boa interpolacdo de valores (x, y) entre os pontos, mas derivadas de ordem maior erroneas.

A avaliacdo das derivadas por diferencas finitas a partir dos dados tabelados do perfil
costuma produzir erros ainda maiores devido a imprecisdo dos dados iniciais do perfil, sugerindo a
necessidade de suavizar os dados iniciais.

A aproximac¢do mais usual consiste em trabalhar com suavizacdo dos dados e ajuste de curva
simultaneamente ao adotar um procedimento polinomial de minimos quadrados. Esta afirmacgdo
estd de acordo com a conclusdo de Wilkinson (1967 apud LEWIS, 1991) que, apds comparar os
erros de varios métodos, defendeu a seguinte estratégia: ajuste por minimos quadrados de uma

pardbola através de cinco pontos para suavizar os dados de entrada iniciais e subsequente
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avaliacdo das derivadas de ordem mais alta. Essa estratégia de Wilkinson € utilizada neste trabalho
para a suavizac¢io do contorno do aerofélio durante o projeto, conforme apresentado adiante.
Nesta linha, D. G. Graham (1972 apud LEWIS, 1991) “aplicou uma aproximacido de
minimos quadrados semelhante, utilizando polindmios de segunda e de terceira ordem, para
suavizar os dados de entrada, seguida pelo ajuste de curva polinomial de terceira ordem aos dados

suavizados a fim de obter as derivadas do perfil pela técnica de diferencas finitas”.

d) Influéncia do elemento oposto. O termo da diagonal secundaria da matriz dos coeficientes de

acoplamento K estd associado a velocidade paralela a superficie do corpo em m induzida

m 2N+l-m

pelo elemento de vorticidade oposto a m , normalmente identificado por n,, = (2N +1-m).

O método de vorticidade na superficie, segundo Lewis (1991), produz maior precisdo se os
pontos de controle sobre as superficies superior e inferior sdo localizados diretamente opostos um
ao outro formando pares. Inclusive, Goslelow (1984) recomenda que onde a pd é delgada deve-se
colocar pares de pontos opostos um ao outro com relagao a linha de arqueamento.

A medida que os corpos se tornam finos, devido 4 proximidade entre as superficies de
sucg¢do e de pressdo, as influéncias do elemento oposto e de seus vizinhos tendem a aumentar,
podendo assumir enormes propor¢des. Ha evidéncias de que problemas numéricos aparecem
quando a magnitude (valor absoluto) dos termos da diagonal secunddria aproxima-se daquela da
diagonal principal. De fato, conforme Kreyszig (1999), o bom-condicionamento pode ser
garantido se as entradas da diagonal principal da matriz sdo grandes em valor absoluto
comparadas as entradas fora da diagonal.

Além disso, a medida que a influéncia do elemento oposto aumenta, a parcela do erro
inerente a aproximacdo da integral de contorno pela regra trapezoidal (descrita pela Equacdo
3.20) devido ao elemento oposto também cresce, podendo ser da ordem da contribui¢do de todos
os demais elementos do contorno a integral. Isto significa que a imposi¢cdo da condicdo de
Dirichlet, fundamento do método de vorticidade na superficie, fica prejudicada.

A forma mais direta de se contornar estes “erros de pontos opostos” para corpos finos
(diagonal secundédria predominante e erro na integracdo numérica) consiste em refinar a
discretizacdo do contorno aumentando o numero 2N de elementos de vorticidade. Porém, mais

relevante do que o nimero de elementos, segundo Lewis (1991), € a razdo da espessura local do
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perfil pelo comprimento do elemento de vorticidade (AT, /As, ), a qual deve ser maior do que
0,64 ou, por seguranca, maior do que a unidade.

Dois métodos alternativos podem ser utilizados para reduzir estes “erros de pontos
opostos”:
(i) Uso de subelementos, indicado apenas para aerofélios e corpos finos. Em vez de se

adotar um ndmero de elementos na discretizacdo de forma que As,, <AT,, Lewis
(1991) sugere adotar-se As, > AT, >0,5As, e dois subelementos, diminuindo-se o
tamanho da matriz do sistema a ser armazenada. O coeficiente de acoplamento K, €

obtido pela média das contribui¢cdes dos subelementos do elemento 7 .
(i)) Correcdo dos elementos da diagonal secunddria para garantir a circulacio interna nula.

Esta técnica, geralmente adotada para corpos de sustentacdo, é apresentada a seguir.

e) Somatoério nulo das colunas da matriz. Para o perfil de contorno C, sem escoamento externo

W,_ =0, se apenas um vdrtice unitario 7(sn )dsn =1 estd localizado sobre o contorno em s, , a
velocidade induzida sobre o contorno em s, € igual a k(sm,sn;t) y(sn)dsn :k(sm,sn;t). Este ¢
ainda o valor aproximado da velocidade induzida em s,, sobre um contorno C; junto a C, porém

deslocado internamente de uma distincia infinitesimal. No entanto, neste caso, a velocidade

induzida em s, tem um termo adicional —7(sn )/ 2 devido a presenca da propria vorticidade,

conforme visto na Secao 3.1. A Figura 3.8 apresenta um esquema do corpo com essas velocidades

induzidas.

A circulagdo AI', induzida no contorno C; por este vortice unitario y(sn )dsn =1 localizado
em s, logo no exterior do contorno € calculada pela integral de contorno da velocidade induzida,

como indica a expressdo seguinte:

n

Al = —@ dSn + Ik(sm,sn;l)]/(sn)dsn dsm
G
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Figura 3.8 Circula¢do induzida no interior do perfil por um unico voértice unitdrio localizado sobre
0 contorno

Assim, essa circulagdo AI', € nula pelo Teorema de Kelvin, visto que o vortice localiza-se no

exterior do contorno considerado. E, desde que o vortice € unitdrio, a expressao é simplificada

como:

s,;t)ds, =0 (3.27)

m?

:——+Ik s

Lembrando que (s, ,s;7)=K (¢m,¢;t)/ (47m’s/d¢|m), a circulagdo pode ser escrita também na

varidvel angular ¢ como:

N e .,:t)dp, =0
=yt j (#,-4,:1) 49,

E, aplicando-se a integracdo pela regra trapezoidal, desde que os pontos de controle sdo

igualmente espagados em ¢, ou seja, Ag=27/2N, obtém-se para todos os valores de

n=12,...,2N o seguinte resultado para a circulacdo:
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2N

AT, - —2N+ Y K(¢,.4,:1)|=0
4N i

Observa-se que o termo entre colchetes corresponde ao somatério dos elementos da coluna n da

matriz do sistema de equacdes lineares de Martensen, conforme Equacdes 3.21 e 3.22. Assim,
2 K, =0 (3.28)

A partir deste resultado Jacob e Riegels (1963) recomendam a reavaliagdao do coeficiente de

acoplamento K,  para garantir que a circulag@o liquida em torno do interior do perfil no modelo

numérico seja nula:

2N
Kﬂl n = Kl‘ﬂll
op
m=1

m#m,,

onde m,, € o elemento oposto ao elemento n. Em geral, o elemento m,, € igual a (2N +1 —n) €

pertence a diagonal secunddria da matriz do sistema de equagdes lineares de Martensen.

A Equacido 3.28 estabelece que o somatorio independente de cada coluna n da matriz do
sistema da Equacdo 3.22 € nulo, ou que qualquer equacdo € igual a soma de todas as demais
equagoes, sendo a matriz do sistema de equagdes singular. No entanto, para escoamentos em
torno de corpos de sustentagdo, esta caracteristica permite a resolugcdo do sistema de equagdes ao
se aplicar a condi¢cdo de contorno de Kutta no bordo de fuga. Diante disso, a “correcdo da
diagonal secundaria” constitui-se numa técnica til para diminuir os “erros de pontos opostos” que
ocorrem nos corpos finos com sustentagao.

A corre¢do da diagonal secundéria é uma técnica superior ao emprego de subelementos,
eliminando inclusive a necessidade da utilizacdo desta dltima devido a precisdo extra que incorpora

ao modelo. Além disso, ela possibilita uma economia de elementos na discretizacdo, sendo que,
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em alguns casos, a razio (AT, /As, ) pode ser até um pouco menor do que 0,64, conforme

(Lewis, 1991).

f) Condicao de contorno no bordo de fuga de um corpo de sustentacdo. As caracteristicas
basicas de qualquer teoria de aerofélio, herdadas da teoria de Joukowski, sdo duas: a sustentacao
total é proporcional a circulagdo gerada pelo aerofélio e a magnitude desta circulacio deve manter
finita a velocidade na vizinhanca do bordo de fuga (HOUGHTON e CARRUTHERS, 1982).
Logo, também na andlise de um corpo de sustentacdo pelo método de vorticidade na superficie
deve-se impor esta condicdo de contorno no bordo de fuga.

Segundo Ashley e Landahl (1965), Joukowski e Kutta descobriram independentemente a
necessidade de a circulagdo restituir o escoamento bidimensional, de densidade constante em torno
de um corpo com um bordo de fuga pontudo de forma razodvel fisicamente (condicdao de Kutta-
Joukowski). Horlock (1973) denomina como condi¢do de Joukowski a necessidade de que, no
escoamento sobre um aerofdlio, o fluido deixe o bordo de fuga suavemente com velocidade finita.
E, ainda, outros autores denominam esta condi¢do de contorno no bordo de fuga como condi¢ao
de Kutta.

Alguns pesquisadores, a exemplo de Jacob e Riegels (1963), localizam um ponto de controle
no bordo de fuga e assumem-no como um ponto de estagnacdo, sendo que desta maneira
satisfazem a condi¢cdo de Kutta e, ao eliminar a linha e a coluna correspondentes, resolvem o
problema da matriz singular devido a correcao da diagonal secunddria.

De fato, tratar o bordo de fuga como ponto de estagnacdo descreve bem o escoamento
irrotacional e sem viscosidade sobre um aerofdlio tanto com bordo de fuga agudo quanto com
bordo de fuga arredondado. No caso do bordo de fuga agudo a localizacio do ponto de
estagnacao traseiro sobre a ponta evita justamente o aparecimento de velocidade infinita.

No entanto, para o bordo de fuga arredondado ndo hé a tendéncia para velocidade infinita
sobre o perfil ficando incégnita a localizacdo do ponto de estagnagdo traseiro. Devido a
importancia desta varidvel adicional no calculo de cascata, pois pequena alteracio na mesma
implica em variacdo considerdavel no angulo de saida do escoamento, Gostelow (1984) defende a
necessidade de considerar-se o efeito da viscosidade no escoamento préximo ao bordo de fuga

para que a localizacdo do ponto de estagnacdo traseiro ndo seja arbitrdria. O teorema de Kelvin
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aplicado ao escoamento em regime permanente em torno do aerofélio estabelece que € nulo o
fluxo liquido de vorticidade para fora de um circuito fechado que engloba o aerofélio e suas
camadas limites, e que corta as linhas de corrente em angulos retos na regido da esteira a jusante.
Chega-se assim a relacdo importante de que as pressdes estdticas sobre as superficies da pa
tendem para o mesmo valor quando se aproxima do bordo de fuga por qualquer superficie, tanto
de succdo quanto de pressdo. E, utilizando esta constatacdo fisica, Gostelow prossegue na
determinagdo da posi¢dao do ponto de estagnacdo traseiro.

Esta constatacdo apresentada por Gostelow corrobora a sugestdo de Lewis (1991) de que
uma alternativa a imposi¢do do ponto de estagnacdo no bordo de fuga é estabelecer que a pressao
estdtica aproxima-se do mesmo valor movendo-se em dire¢do ao bordo de fuga ao longo das
superficies superior e inferior, a exemplo do comportamento observado em aerofélios no
escoamento de um fluido real.

Para o método de vorticidade na superficie a condi¢cdo de Kutta alternativa sugerida por
Wilkinson (1967 apud Lewis, 1991) é que a pressdo estdtica e, portanto, a vorticidade na
superficie nos dois elementos adjacentes ao bordo de fuga sobre as superficies superior e inferior

deve ter o mesmo valor:

onde ¢ seria normalmente unitdrio, descarregando o aerofélio préximo ao bordo de fuga (Lewis e
Ryan, 1972).

Em termos do parametro angular ¢ obtém-se:

Von =—Q Y,

onde o =a (s} /s]), com s/, =j—;¢ .

Nota-se a importancia das técnicas apresentadas anteriormente para a localizacdo dos pontos
de controle bem préximos ao bordo de fuga, afim de que a condi¢do de contorno de Kutta seja

incorporada ao modelo numérico de forma satisfatoria.
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As equagOes simultaneas 3.22 apds a aplicacdo da condi¢do de Kutta passam a ser escritas

como
-, _
K, K,, e Kooy 71 b,
!’
K;, K,, e Kooy 72 b,
/
| Kova Kovo oo Koyowa | (Yo b,y

Onde’ Ki,n,l = Km,l - Km,2N

Desde que y,, e y, estdo agora diretamente relacionados, tem-se uma incognita a menos

de vorticidade na superficie, sendo mandatério eliminar uma equacdo do sistema. A principio,
poder-se-ia simplesmente desprezar uma equagdo, por exemplo, aquela correspondente ao
elemento 2N junto ao bordo de fuga. No entanto, Lewis recomenda adicionar as duas equagdes
que representam os elementos do bordo de fuga. A vantagem desta tltima, segundo Wilkinson, é
que a correcdo da diagonal secunddria pode ser aplicada a matriz dos coeficientes de acoplamento
original e, depois, ao eliminar-se uma coluna pela imposi¢do da condicdo de Kutta e uma linha
pela adicdo das equagdes dos elementos do bordo de fuga, a matriz deixa de ser singular, mas
retém as caracteristicas de circulagdo interna nula, adquiridas com a correcio da diagonal

secunddria. O sistema de equacdes de Martensen final € o seguinte:

i K1,:1 K{fz KI'ZZN—I Vi by
K£,1 K,, e Kooy V2 b,
= (3.29)
_K;N—l,l Kyvanz oo Koyowa [[Zana by
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4 " ! ! n
onde, K|, =K,, +K,,,paran=1, K/, =K, +K,,, e b/=b +b,,.

1n

g) Circulacdo e caracteristicas globais de um corpo de sustentacio. A sustentacdo se
manifesta quando hd movimento relativo entre o aerof6lio e a por¢cdao de fluido na qual esta
imerso, pois a sustentacdo € uma consequéncia da circulacdo imposta sobre um escoamento
uniforme, fendmeno conhecido como “efeito Magnus” (HOUGHTON e CARRUTHERS, 1982).
E a circulag@o gerada pelo aerof6lio € igual a prépria intensidade de vortice de contorno total I'

obtida pelo método de vorticidade na superficie (Equagdo 3.3), pois v, = y(s) (Equacdo 3.2).

Logo, utilizando-se as Equagdes 3.16 e 3.21, a circulagcdo é obtida numericamente pela expressao

seguinte:

2N

r=> 4,28, =W,> 7,48, (3.30)

m=1

A circulacdo em torno do aerofdlio permanece constante em qualquer circuito fechado que
englobe o aerofélio, inclusive para um circuito distante que acompanha as linhas de corrente acima

e abaixo do aerofdlio e que € paralelo a direcio y por uma extensdo ¢ (unitdrio para o aerofdlio

isolado e igual ao espagamento para a cascata) longe a montante e a jusante, conforme indicado na

Figura 3.2, podendo-se escrever:
r=:t(v,-v,) (3.31)

Da equacao da continuidade para o escoamento incompressivel em regime permanente sobre

o aerofdlio obtém-se que a componente da velocidade paralela ao eixo x ndo se altera:
u=U,=U (3.32)
A partir destas duas dltimas equacdes e dos tridngulos de velocidade, obtém-se:

[=tW, cos 3, (tan B, —tan j3,) (3.33)
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No caso de um aerofélio isolado, desde que W, =W, e B = f,, dado a geometria do
aerofdlio (x,y) e as condigdes do escoamento livre na entrada W,e f3,, da andlise de vorticidade
na superficie, Equacdo 3.29, obtém-se a distribui¢cdo de vorticidade y, ; da Equacdo 3.30, a
circulacdo total I' e, por fim, utilizando-se a Equagdo 3.33, o 4ngulo de saida do escoamento /3, .

Para a cascata de aerofdlios, a distribui¢do de vorticidade na superficie e a circulagdo total
em torno de cada perfil da cascata sdo obtidas de forma semelhante se a geometria da cascata e as
condigdes do escoamento médio equivalente W_ e [ sdo prescritas inicialmente. Os angulos de
entrada S, e de saida f, do escoamento sdo calculados pela Equacdo 3.33 juntamente com a

defini¢cdo do escoamento médio equivalente,

tan 5 =%(tan,81 +tan,82)

que fornece a seguinte relagao:

B, = arctan| tan 3 o
2tW,_cosf,

No entanto, prescrever as condigdes do escoamento médio equivalente como dados de
entrada ndo € comum. Na pratica de engenharia o problema que se apresenta normalmente € a
previsdo das condi¢des de saida S, e W, para uma faixa de escoamentos de entrada S, e W,
prescritos para uma dada geometria de cascata. Para isto, faz-se necessdrio seguir o procedimento
indicado por Lewis (1991), pois as equacdes de Martensen para cascata envolvem as quantidades
do escoamento médio.

Desde que o lado direito do sistema da Equacdo 3.22, conforme Equacdo 3.21, tem duas
parcelas independentes, pode-se separar em dois sistemas e resolvé-los para componentes unitarias

da  velocidade @ do  escoamento  médio  equivalente (U L=1lmls; B = 0°) e

(Vw =lml/s; B, = 90°). As respectivas solucdes y, € y, para a distribuicdo de intensidade de
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vorticidade adimensionalizada fornecem as circulacdes de contorno unitérias correspondentes ', e

u

I',, a exemplo da Equacgdo 3.30, dadas a seguir:

L,=27.(6,)88, =2 7., A4,

2 2N
T, =Y 7.(2,)A8,=> 7, Ag,
m=1

Para um escoamento genérico W e [, a solucdo pode ser obtida a partir das solugdes

unitdrias, como segue:
r=u,r,+v.r,

ou, ainda,
18,)=U.7.(8,)+V.7.(4,)

logo:
YV =COSpB, vy, +senp, 7,

E as velocidades na direcdo y a montante V, e a jusante V, longe da cascata podem ser escritas,

conforme visto anteriormente, como:

T r
Vl:Vw_L_h em x = —oo
2t 2t
v U T
V,=V, +——+—"" emx=+w
2t 2t
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Subtraindo-se estas equacdes apds dividi-las por U, observando-se a Equacdo 3.32, obtém-se
uma expressdo para o angulo de saida f, do escoamento em fun¢do das circulagdes unitdrias I",

e I', e do angulo de entrada f,:

~ 14T, /21 2 L,
% _arCtan{(l—rv/zr]tanﬁl {1—13/2;} 2t}

Obtidos os angulos e velocidades do escoamento na entrada e na saida, as demais

caracteristicas globais do escoamento potencial em torno do aerof6lio em cascata podem ser

calculadas. Da conservacdo da quantidade de movimento nas direcdes x e y obtém-se as
componentes da forca de sustentagdo (L =L +il ) que atua sobre o aerof6lio em um

escoamento nao viscoso, dadas por

(3.34)

A partir destas expressdes e com auxilio das relacdes obtidas dos tridngulos de velocidade chega-

se ao seguinte resultado: tan 3, =L, / L_=—cot S, logo, a forca de sustentagdo € perpendicular

a direcdo do vetor velocidade do escoamento médio equivalente W_, ou seja, S, =S, +90°.

Além disso, as Equacdes 3.34, junto com a Equacdo 3.31 e os tridngulos de velocidade, mostram

que a “lei de Magnus” aplica-se individualmente as componentes U, e V_ do vetor velocidade
média do escoamento: L, = pV,I' e L, =—pU,_I e, consequentemente, L=—p W_I".

O coeficiente de sustentagdo com base na velocidade do escoamento médio equivalente e na

velocidade do escoamento na entrada é dado, respectivamente, por:

ek 2(%} cos /3, (tan B, —tan 3,)
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2 2
CLI = 1#2 =C, [MJ = Z(L)[Mj(tan B, —tan ﬂz)
sPWo L “\ cos S, { )\ cos f,

Para aplicacdes em aerofélios € mais usual do que a distribuicdo de velocidade na superficie

(v, = }/(s)) falar-se em distribuicdo de pressdao na superficie definindo-se o coeficiente de pressao

superficial:

c PP :1_[7(s)]2 =1_[ y(9) T
oapW, W. W,

o0

E, desde que no projeto e teste de cascata as condi¢des de entrada sdo normalmente especificadas,

o coeficiente de pressao superficial pode também ser definido como:

2
c -P=P_c cos f,
Lo peW "\ cos 3,
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4 METODO INVERSO

O problema direto ou andlise compreende a solugdo do escoamento em torno de um
dispositivo de geometria conhecida. Enquanto que, no problema indireto, também denominado
inverso ou de projeto, a distribui¢do de velocidade sobre o comprimento da superficie € prescrita e
a geometria, ou a forma das superficies que produz esta distribuicdo, deve ser obtida
automaticamente. Portanto, o problema inverso em teoria de cascata ¢ mais complexo do que o
problema direto.

Os métodos inversos de singularidades, segundo Lewis (1991), sd@o basicamente de dois
tipos:

(i) Uso iterativo de uma andlise direta: método inverso que utiliza uma andlise direta
iterativamente com aproximagdes sucessivas na forma da geometria. A cada iteracdo a
ultima estimativa da geometria do dispositivo é analisada, sua distribui¢do de velocidade
¢ comparada com aquela prescrita e o erro € usado para efetuar uma correcdo na
geometria de maneira que o mesmo seja reduzido;

(i)) Meétodos inversos verdadeiros: a distribui¢do de velocidade (vorticidade) prescrita €
imposta sobre as sucessivas aproximacgdes da geometria do dispositivo. A cada iteracio
as componentes da velocidade induzida em cada ponto sobre o contorno sdo calculadas
considerando a velocidade do escoamento livre e a influéncia de todos os elementos de
vorticidade prescrita do contorno. E uma nova geometria € gerada seguindo a inclinacao
do vetor velocidade resultante em cada ponto.

As primeiras solu¢des para o problema indireto em escoamento de cascata fizeram uso das
teorias de singularidades de Betz (1915) para aerofdlios isolados e de Pistolesi (1937) para
cascatas de aerofdlios finos. Na teoria de singularidade de Ackeret (1942) os efeitos de
interferéncia das outras pas sobre o escoamento em torno de um aerofdlio tipico foram
aproximados por um método de superposicdo simples, avaliacdo esta provavelmente ainda vélida.
No entanto, segundo Gostelow (1984), as maiores aproximacdes no método de Ackeret sdo: o
uso da aproximacdo de ordem-zero para a linha de arqueamento, obtida da hipétese inicial de

nimero infinito de pés finas, como uma base para a distribuicio de vorticidade periddica; a
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hipétese de que as distribuicdes de singularidades encontram-se no interior do perfil, sendo
necessario, além da distribuicdo de vortices, também uma distribuicdo de fontes e sorvedouros
para representar a espessura das pas; e a hipotese de que a superficie do aerofélio é paralela a
linha de arqueamento ao avaliar a distribuicdo de velocidade.

“Embora as teorias de singularidade linearizadas, tais como a de Railly (1965) seguindo o
método de Ackeret (1942), que sdo do tipo (ii) e usam singularidades internas, tenham sido
amplamente utilizados para o cdlculo inverso de ventilador axial e de fluxo-misto, suas
linearizagdes impoem restrigdes que limitam suas aplicabilidades”, conforme Lewis (1991).

O éxito obtido com o emprego do método de Martensen nas solu¢des do problema direto,
devido a sua precisdo e confiabilidade incentivou a busca por maneiras de emprega-lo também nas
solucdes do problema inverso.

O uso do método de Martensen numa aproximacdo inversa foi demonstrado primeiramente
por Wilkinson (1967) que obteve grande sucesso na aplicacdo da técnica iterativa (i) para
aerof6lios e cascatas, com ou sem slots, representando um avango em relacdo as técnicas de
singularidade linearizadas antecedentes, de acordo com Gostelow (1984), Lewis (1991) e
Murugesan e Railly (1969).

Wilkinson (1967) adaptou algumas caracteristicas essenciais do método de Weber (1955),
método inverso de aerof6lios com arqueamento pequeno e espessura moderada baseado na teoria
do aerofdlio fino, em particular suas expressoes para distribuicdes de vorticidade na linha de
arqueamento, de maneira a produzir um método inverso mais avancado pelo uso do método de
vorticidade na superficie, ndo sujeito a quaisquer restricOes sobre o arqueamento ou espessura
permissiveis, segundo Lewis (1991).

Dadas a distribuicdo de velocidade prescrita apenas sobre a superficie superior, a

distribuicdo de espessura da péd requerida e uma estimativa inicial da linha de arqueamento,

o

método de Wilkinson consiste do seguinte procedimento iterativo: a espessura requerida é
superposta normal a ultima estimativa da linha de arqueamento; o perfil formado é submetido a
andlise de Martensen padrdo; o erro obtido em relacio a velocidade prescrita na superficie
superior é convertido numa folha de vdrtices equivalente sobre a linha de arqueamento; as
velocidades normais e tangenciais a linha de arqueamento induzidas pela folha de vorticidade

“equivalente ao erro” sdo calculadas; a inclinagdo local da linha de arqueamento ¢ ajustada de
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acordo com a razdo dos valores computados das velocidades normal e tangencial, de maneira a
restabelecer a condi¢do de que a linha de arqueamento é uma linha de corrente média. Assim, o
perfil € reconstruido e submetido a uma nova andlise, sendo o procedimento iterativo repetido até
que a convergeéncia seja alcancada.

O método inverso para aerofélios em cascata de Murugesan e Railly (1969) € semelhante ao
elaborado por Wilkinson que opera pela modificacdo da geometria de uma forma inicial de pa
escolhida arbitrariamente para satisfazer o requisito de uma distribuicdo de velocidade requerida.
No entanto, a distribui¢do de velocidade requerida € especificada em termos do comprimento de
arco medido ao longo do contorno do perfil, a partir do ponto de estagnacao frontal até o bordo
de fuga, sobre ambas as superficies de suc¢do e de pressao. E no lugar de uma distribuicio ao
longo da linha de arqueamento, uma folha de vodrtices adicional é imposta sobre o contorno. O
valor dessa distribui¢ao adicional de vortices € igual a diferenca entre a distribuicao de velocidade

requerida e a distribuicdo de velocidade real calculada sobre o contorno pelo método de

fablg

Martensen. Uma equagdo para a distribuicio de velocidade normal em torno da pd, devido

distribui¢do de vorticidade adicional no contorno, € derivada por Murugesan e Railly. Para que o

(€N

contorno seja formado por linhas de corrente do escoamento exterior, a geometria da pa

(@

ajustada de acordo com a razdo dos valores das velocidades normal e tangencial. Esse ajuste
feito a partir do ponto de estagnacdo frontal ao longo das superficies de pressdo e de succio,
separadamente.

Contudo, segundo Gostelow (1984), foi Lewis (1982) que publicou um procedimento
verdadeiramente inverso de vorticidade na superficie, conforme a técnica (ii), visando a selecdo de
perfis de aerofdlios ou cascatas com distribuicdo de velocidade na superficie prescrita. Dados a
distribuicdo de velocidade prescrita e um perfil inicial arbitrario, o método inverso verdadeiro de
Lewis compreende basicamente o seguinte procedimento: o perfil da pé € tracado por elementos;
um valor de vorticidade concentrada no ponto médio € associado a cada elemento de acordo com
a distribuicdo de velocidade ou vorticidade prescrita; as componentes de velocidade induzida em
cada elemento sdo calculadas incluindo a influéncia de todos os outros elementos de vorticidade
do contorno mais a corrente uniforme; as linhas de corrente da pd sdo reconstruidas a partir dos
vetores de velocidade resultante; e uma condi¢do de fechamento do perfil € imposta. O novo perfil

¢ entdo submetido a uma nova iteracdo, até a convergéncia.
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4.1 Uso iterativo do Método de Martensen

O método inverso de aerofdlios isolados ou em cascata utilizado neste trabalho € do tipo (i),

pois emprega iterativamente o método de andlise de vorticidade na superficie ou método de

Martensen exposto no Capitulo 3. O procedimento adotado, em linhas gerais, segue aquele de

Murugesan e Railly (1969), no entanto, alguns aspectos sdo incorporados do trabalho de Lewis

(1991) ou atendem a um desenvolvimento préprio.

Os passos basicos adotados no célculo da geometria do aerof6lio podem ser resumidos

Ccomo seguc:

(1)

(ii)

(iii)

(iv)

v)

(vi)

(vii)

(viii)

Inicialmente uma distribuigio de velocidade (ou vorticidade) na superficie v,(s) é

especificada como uma fun¢do da distancia medida ao longo do contorno a partir do
ponto de estagnacdo frontal até o bordo de fuga, independentemente para as superficies
de suc¢do e de pressao;

Uma forma inicial do perfil € escolhida como primeira aproximac¢do da geometria, por
exemplo, uma elipse ou um aerofélio padrao;

O contorno do perfil inicial € discretizado em 2N elementos com espacamento angular
uniforme em relac@o a sua corda;

A distribui¢ao de velocidade no contorno € calculada como resultado da andlise do perfil
pelo método de Martensen;

O ponto de estagnacdo frontal € localizado, o comprimento do contorno entre o ponto
de estagnacdo frontal e o ponto de controle de cada elemento € calculado, e o valor da
velocidade prescrita ou requerida nesse ponto € interpolado da distribui¢do de velocidade
especificada inicialmente;

Os valores de velocidade calculada e prescrita sdo comparados e o critério de
convergéncia verificado;

Uma distribuicdo de vorticidade adicional de intensidade igual a diferenca entre as
velocidades prescrita e calculada é assumida sobre a superficie;

A distribuicdo de velocidade normal sobre o contorno induzida pela folha de vortices

adicional € calculada;
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(ix) A mudanca local na inclinacio do contorno € obtida ao tomar-se a razdo dessa
velocidade normal pela velocidade tangencial total imposta. E a integracdo desta nova
inclinagcdo a partir do ponto de estagnacdo frontal d4 origem a um novo contorno para
cada uma das superficies de suc¢do e de pressao;

(x) Se os pontos do bordo de fuga obtidos nas superficies de succdo e de pressdo ndo

coincidem adota-se um critério de fechamento do perfil.

Este dltimo perfil é entdo submetido a uma nova andlise direta, o ponto de estagnacao
frontal € localizado e a distribuicio de velocidade calculada € comparada com a distribuicao
requerida. Assim, o processo (iv)-(x) é repetido até que a convergéncia em (vi) seja alcancada. A
medida que as iteracdes se sucedem, existe a tendéncia de que a distribuicdo de velocidade
calculada aproxime-se daquela requerida ou as geometrias sucessivas modifiquem-se cada vez
menos. Desta forma as condi¢cdes impostas sdo atingidas dentro de certa tolerancia admitida.

Definidos os passos bésicos método inverso, a seguir alguns deles sdao apresentados de uma

maneira mais detalhada ou algumas consideragdes importantes sio salientadas.

4.1.1 Distribuicao de velocidade prescrita

Ao especificar uma distribuicdo de velocidade sobre o contorno para cada uma das
superficies de succdo e de pressdo obtém-se o célculo automdtico do perfil do aerofélio inteiro.
No entanto, segundo Lewis (1991), caso o projetista especifique uma distribuicdo de velocidade
impossivel o perfil pode resultar com cruzamento entre as superficies de suc¢do e de pressio ou,
mesmo uma distribuicdo de velocidade valida pode resultar numa distribuicio de espessura
impraticavel. Por essa razao surgiu o método, proposto originalmente por Wilkinson (1967), de
prescrever a distribuicdo de velocidade apenas sobre a superficie de suc¢do e também a
distribui¢do de espessura.

Conforme Murugesan e Railly (1969), idealmente, a distribuicdo de velocidade prescrita
deve ser a distribui¢do de velocidade que € desejavel das consideracdes da camada limite; por isso,
€ vantajoso que ela seja medida a partir do ponto de estagnacdo frontal. Schwering (1971)

também afirma que a qualidade da cascata projetada depende diretamente da prescricdo adequada
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da distribuicdo de velocidade; e a formulagdo da mesma deve ser desenvolvida e incrementada
com base nos célculos da camada limite.

Como visto, Goto (1984) obtém a distribui¢do 6tima de velocidade na superficie de succdo a
partir de um método de camada limite inverso, este considera uma distribui¢do prescrita do fator
de forma da camada limite que garante uma aproximagao de escoamento turbulento nio separado.
Entdo, a distribuicdo de velocidade do lado de pressao € selecionada para resultar em uma secao
de pd razoavel.

Assim, a prescricao adequada da distribui¢do de velocidade na superficie depende muito da
experiéncia do projetista. Com a finalidade de desenvolver e testar o método inverso em questao,
a distribuicdo de velocidade prescrita é adotada de forma analitica ou obtida pela andlise direta,
respectivamente, conforme o exemplo em estudo seja um aerofdlio analitico ou um aerofélio
padrao conhecido. Além disso, ela € prescrita a partir do ponto de estagnacao frontal sobre cada

uma das superficies de succao e de pressao.
4.1.2 Ponto de estagnacao frontal e coordenada curvilinea

Apés a andlise da geometria do aerofélio ou cascata pelo método de vorticidade na
superficie, o ponto de estagnacdo frontal precisa ser localizado a fim de possibilitar a determinacio
do valor de velocidade prescrita em cada ponto de controle e a subsequente comparacdo com 0S
valores calculados, bem como a reconstrucao do perfil.

Para tanto, procede-se a uma pesquisa, na regido do bordo de ataque, dos pontos de
controle identificados como i =i, € i=i, +1 em que o valor da intensidade de vorticidade y,
troca de sinal. Logo, o ponto de estagnacdo deve estar localizado entre estes pontos. A posi¢ao

angular ¢,, do ponto de estagnacdo ¢ definida como a média entre os valores desses pontos, ou

seja, (¢,BA +¢, )/ 2. E cada uma das coordenadas cartesianas do ponto de estagnagdo frontal
Xz € Yyp € obtida por interpolagdo por spline cubica em funcdo da varidvel angular,

considerando os pontos adjacentes sobre as superficies de suc¢do e de pressao (i =ig, |,...,ig,, )-
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BF

Figura 4-1 Coordenadas curvilineas de um contorno de aerofélio

A coordenada curvilinea s da superficie de suc¢do medida a partir do ponto de estagnagdo

do bordo de ataque, conforme indica a Figura 4-1, é calculada pela equacao seguinte:

1( ds ds
s =5 +—|—] +— a—¢) , j=2.n, , i=ig +1-j
S; Si 2 d¢ i d¢ . (¢z+1 ¢l) -] s BA J

onde, n, é o nimero de pontos de controle sobre a superficie de suc¢do incluindo o ponto de

estagnacdo do bordo de fuga. Esta expressdo pode ser utilizada também para o primeiro ponto

sobre a superficie de suc¢do j=1 desde que as varidveis com subscritos i e i+1 recebam,
respectivamente, os valores correspondentes ao ponto de controle i=iy e ao ponto de

estagnacao frontal.
E a coordenada adimensionalizada em relacdo ao comprimento total da superficie

aerodinamica de suc¢do s, =s, ,para j=n_, ¢ obtida por:
J

*
S, =5, /SSBF

Para a superficie de pressdo as expressoes sdo andlogas a estas ultimas, apenas substituem-se as

variaveis s, e ng pelas varidveis s, e n,, respectivamente, ¢ o calculo do ponto de controle por

i=iyz —1+ j. E para o primeiro ponto sobre a superficie de pressio j=1 as varidveis com
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subscritos i e i+1 recebem, respectivamente, os valores correspondentes ao ponto de estagnacao

frontal e ao ponto de controle i =i, +1.

4.1.3 Critério de convergéncia

A medida que os célculos do aerofélio ou cascata sdo efetuados, ou seja, que as iteracdes se
sucedem, faz-se necessario aplicar um critério de parada do programa. A definicdo deste critério
deve estar associada a convergéncia do método de cdlculo proposto.

Segundo Lewis (1991) duas condi¢cdes devem ser satisfeitas para garantir que a
convergéncia do método inverso de vorticidade na superficie para aerofélios e cascatas é
alcancada, a saber:

(i) a geometria praticamente nao varia de uma iteracdo para a seguinte; e
(i) a distribuicdo de velocidade calculada para esta geometria resulta proxima aquela
prescrita.
A primeira condicdo estabelece a convergéncia propriamente, enquanto que a segunda, o nivel de
precisdo obtida.

Para tanto, férmulas para os erros sdo definidas com base naqueles adotados pelas teorias de

aproximacdo, onde uma fun¢do deve ser aproximada por uma fungdo mais simples.

Genericamente, se o objetivo é aproximar a funcdo f(x) de uma varidvel x qualquer num
intervalo [a,b] por um polindmio P(x), os coeficientes do polindmio sdo obtidos de forma a

minimizar uma fun¢do erro (BURDEN e FAIRES, 1989). Na técnica de minimos quadrados, por

exemplo, emprega-se o erro quadratico total, assim denominado por Kreyszig (1993) e dado por
b
E=[(f-P)dx

Outra forma de erro € o desvio absoluto em que a fungdo a ser minimizada € a integral de

| - P| em vez de ( f- P)z. E interessante observar, da andlise de Burden e Faires (1989) sobre

qual € a melhor das aproximagdes lineares discretas, que o método que utiliza o desvio absoluto

81



faz apenas uma média dos erros nos diversos pontos, ndo ponderando de forma satisfatéria um
ponto que esteja consideravelmente fora da linha de aproximagdo. Enquanto que, a aproximacao
de minimos quadrados coloca substancialmente mais peso sobre o ponto de maior erro em relacdo
aos demais sem deixar, no entanto, que ele domine completamente a aproximagcao.

Ambos estes tipos de erro sdo utilizados a seguir para definir o erro quadratico médio e o
desvio absoluto utilizados com a finalidade de testar a precisdo do método inverso. E definida

também uma férmula para o erro de convergéncia geométrica.

a) Erro quadratico médio. Baseia-se na féormula de erro a ser minimizado na teoria de
aproximacao de minimos quadrados, tomando-se a média no dominio. No caso do método inverso
de vorticidade na superficie, a fun¢do distribuicdo de velocidade requerida v, (s) nos pontos s do
contorno fechado C do aerofdlio deve ser aproximada pela velocidade calculada na andlise da

N

geometria obtida na udltima iteragao }/(s). Assim, normalizando-se em relacdo a velocidade do
escoamento médio equivalente W, , o erro quadrético médio err,, fica definido pela equagdo

seguinte

Substituindo-se a integracdo no contorno fechado C por duas integrais sobre as superficies
de suc¢do e de pressdo a partir do ponto de estagnacio frontal até o ponto do bordo de fuga,

como se pode observar na Figura 4-1, o erro quadratico médio pode ser rescrito como

e VR(SP)_y(Sp) ’

1 SsBF Vp (SS ) _ ]/(ss ) 2
€rroyn m _([ W, s, + '[[ W 5,

A discretizacdo do contorno conforme apresentado anteriormente, obtém-se 0os somatorios
das propriedades avaliadas nos pontos de controle i dos elementos e assumidas constantes ao

longo de seu comprimento As;, como mostra a Equacio 4.1
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errom = . o Sspp .Z
(SBF PBF) i=1

o0

. 2 2
1 BA(vp(si)=7(si)) 2V (vp(si)=p(si)) \ox 4.1
( K W ASsj *Sppr i:igﬁl £ ASpy 1)

onde o subscrito j € o ponto correspondente da superficie de suc¢do j=i, +1—i e o subscrito

k €é o ponto correspondente da superficie de pressio k=i—ig4q. E 0s comprimentos

adimensionalizados sdo dados, respectivamente, por

Asy. =|s" =5 2 e
J Sj+l U Sj-1
Ast = (s* —s5" j/2
Pk Pk+1 Pk—1

b) Desvio absoluto. E definido como a média da fungio |(vR (s)—y(s))/Ww| no contorno do

aerof6lio, conforme mostrado a seguir

1
des ,p = Ef
C

Analogamente ao desenvolvimento feito para o erro quadrdtico médio, a discretizagdo do

contorno conduz ao resultado dado pela Equacdo 4.2,

o 1 { B vpls)=rlsi)| g o A vR<s,~>—y<s,->As*} 4.2)
‘S +5 ’ SBF “~ w. Sj PBF . . Dk
SBF PBF i=1 0 i=igg +1 o
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¢) Erro de convergéncia geométrica. Mede a distancia média entre as geometrias obtidas em

duas iteracdes sucessivas (k —1) e k. O erro de convergéncia geométrica err.; € definido pela

Equacgao 4.3

erre; = zil\/(xik - )cik_1 )2 + (ylk - yik_l )2 /(ZN + 2) 4.3)

sendo que os pontos calculados para o bordo de fuga nas superficies de suc¢do (i=0) e de

pressdo (i =2N +1) também sdo computados.
4.1.4 Distribuicao de velocidade normal

No processo inverso pelo uso iterativo de uma andlise direta, a andlise da geometria do
aerof6lio ou cascata, inicial ou de uma iteracdo qualquer, normalmente resulta em uma
distribuicdo de velocidade (ou de vorticidade) no contorno que ndo € igual aquela requerida.
Logo, faz-se necessario obter uma estimativa melhorada da geometria do aerofélio.

Como parte do método de reconstrucio do perfil, no método inverso de Murugesan e Railly

(1969), uma distribuicdo de vorticidade adicional y, € imposta sobre o contorno com intensidade
igual a diferenca entre as velocidades prescrita v, e calculada da andlise pelo método de

Martensen y , ou seja,

7a(s)=vi(s)=7(s)

No entanto, além de tornar a velocidade tangente ao contorno igual a requerida, esse
procedimento induz velocidade normal a superficie e o contorno deixa de ser uma linha de
corrente do escoamento. Para que a geometria possa ser modificada conforme a inclinacdo do
vetor de velocidade resultante, deve-se obter uma equagdo que possibilite o calculo da distribuicao

de velocidade normal induzida pela folha adicional de vortices sobre o contorno.
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A fungdo de corrente y, para a distribuicdo de vorticidade adicional no contorno y, pode

ser expressa por uma equagdo de funcdo de corrente de Martensen, andloga a Equacdo 3.4, como

segue:
1
wate ) =¢'+——[Fy, ds
27

A velocidade normal ao contorno € obtida pela diferenciacio da funcio de corrente y, com

relacdo a coordenada tangencial s e desde que as derivadas tangenciais permanecem constantes

ao atravessar o contorno resulta:

(o)== 2

Os E g

jF}/A(s)ds

Assim, diferenciando-se o termo integral, com F dado pela Equagdo 3.5, e reescrevendo-se a

equacdo resultante em fung¢do do pardmetro angular ¢, dado pela Equagdo 3.16, obtém-se

1271'

vy(8,)==—[H(p,.8:1)7,(9) do (4.4)

27

onde, para uma cascata infinita de perfis idénticos,

x!, senh{ o (x, — x)} + Vo Sen{zﬂ (v, - )’)}

t t

H(g,.¢:1) =§ coshﬁ” (x - x)} - cosﬁ” (v, - Y)}

e para um perfil isolado,
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o) X (X = 1)+ (3, = ¥)
H(¢m’¢’ )_ (.Xm —X)2 i (ym _ y)2

Fazendo-se a discretizacdo do contorno conforme Secdo 3.2.1, a integral de contorno da
Equagdo 4.4 pode ser avaliada pela regra trapezoidal com 2N pontos de controle igualmente

espacados em ¢, sendo que para o m -€simo ponto de controle obtém-se:

N
VNm :ZHmn V a,

n=1

onde define-se v, =v, (¢m )/Ww , H = H(¢m,¢n;t)/2N € Yy =Va (¢n )/WOO )
O integrando na Equacdo 4.4 tem uma singularidade no ponto ¢ =¢, e a contribuicio da

integral numa regido infinitesimal em torno deste ponto é nula conforme estudo de Murugesan e

Railly (1969). De fato, o termo H, estd associado a velocidade normal a superficie do corpo em

m induzida pelo préprio elemento m de vorticidade constante que, conforme mostra a Figura

3.7, € nula quer o elemento seja reto ou curvo. Logo, H,, =0.

4.1.5 Integracao do novo perfil

Calculada a distribuicio de velocidade normal induzida pela folha de vortices adicional
procede-se ao ajuste da geometria. O novo contorno € obtido ao modificar-se a inclinacdo da
geometria anterior de maneira que ela fique tangente ao vetor velocidade total ao longo do
contorno. Esse procedimento € aplicado separadamente para as superficies de suc¢do e de pressao
a partir do ponto de estagnacdo frontal. E a integracdo da inclinacdo modificada déa origem a uma
nova geometria.

Supde-se que a distancia entre dois pontos de controle consecutivos € dada por (ssj - ssj_l)

e que a inclinagéo local do contorno altera-se de um valor igual 2 média de dn/ds=v,, (s)/ Vi (s)

dos dois pontos. As novas coordenadas cartesianas (X Y ) do m-ésimo ponto de controle

m?>> T m

relativo a superficie de succao sao obtidas pelas equacdes seguintes:
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Lol dn| dn| | dy|
Xy —Xpa=X,—Xpa——= 2 (ss.—ss._l)ssBF +
2 | dsy|;  dsy|,_ | dss|,
(4.5)
m dn| dn| dx|
Y =Ypa=Yn—Ypa+= 2 (s*.—sfk._ )s‘ +
" " 20| VN TR s | dsg sy
sendo que m=1,..,n, e
ﬂ __ﬂ ds ﬁ __@ é e ﬂ _@ _VN(Si)
ds,|  \dg/ dg) ~  ds| ~\dg/ dg) ds,|,  dsl,  vi(s;)

com i=iz +1-j.
Para a superficie de pressdo as expressOes sdo as mesmas, desde que as varidveis s, e n,
sejam substituidas pelas varidveis s, e n,, respectivamente, e o cdlculo do ponto de controle por

i =iy —1+ j. Apenas o sinal das derivadas seguintes € que se alteram:

_[dy /ds ., x| _[dx /ds
\dg/ d¢ ), ds,| \d¢/ dg),

& ds
As coordenadas do ponto de estagnacdo frontal (X BA,YBA) e (xBA,yBA) podem ser

dsp

J J

assumidas coincidentes e a posicao e a forma do novo perfil ficam completamente definidas.

4.1.6 Fechamento do perfil

O fechamento do perfil apds a integracdo do contorno é uma condicdo essencial para a
solucdo plenamente convergida no final do processo inverso, conforme Lewis (1991). Que a
forma integrada do novo perfil € uma forma fechada, segundo Murugesan e Railly (1969), segue

do fato de que o integrando a direita na Equacdo 4.5 é uma fun¢do unicamente avaliada formada
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por fungdes de um dnico pardmetro, o comprimento ao longo do contorno s; desse modo, a
integracdo sobre um caminho fechado € nula, mesmo que seja feita separadamente sobre cada uma
das superficies complementares.

No entanto, durante o cdlculo inverso, apds a integracdo numérica do contorno das
superficies de suc¢do e de pressdo separadamente, costuma ocorrer que os pontos do bordo de
fuga obtidos em cada superficie ndo coincidem. Neste caso adota-se um critério de fechamento do
perfil a cada iteracdo, conforme estratégia apresentada por Lewis (1991): calcula-se o ponto
médio entre os bordos de fuga de cada superficie; este ponto ligado ao ponto de estagnacdao do
bordo de ataque forma uma corda média; faz-se uma rotacdo de cada superficie em torno do
bordo de ataque até que o bordo de fuga fique alinhado com a corda média obtida; faz-se um
escalonamento de cada superficie de maneira que os bordos de fuga coincidam com o ponto médio

calculado inicialmente.

4.1.7 Geometria dos bordos de ataque e de fuga

De acordo com o procedimento inverso exposto até aqui a nova geometria a cada iteracao
resulta deformada nos bordos de ataque e de fuga. Este erro deve-se, principalmente, a avaliacdo
numérica da distribuicdo de velocidade normal préximo aos pontos de estagnacdo nos bordos de

ataque e de fuga que conduz a valores ndo nulos e normalmente elevados para dn/ds e,

consequentemente, a uma mudanca local exagerada na inclinacdo da superficie.

De fato, Lewis (1991) afirma que as regides proximas aos pontos de estagnacdo frontal e
traseiro sao muito vulnerdveis para a aplicagdo do método de vorticidade distribuida na superficie.
Devido a distribuicdo de velocidade prescrita variar rapidamente nessas regioes onde a velocidade
da corrente livre W_ € quase normal a superficie requerida, a solucdo € menos estdvel se os
elementos adjacentes aos pontos de estagnacdo permanecem livres para se ajustarem entre as
iteracoes. Assim, podem ser obtidas solugdes aberrantes do tipo indicado na Figura 4-2 em que
aparecem reentrancias ou saliéncias ou ainda cruzamento entre as superficies de succdo e de

pressdo em forma de “oito”. Nesta figura apenas a primeira forma esta correta.
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Figura 4-2 Solugdes possiveis no método inverso se o angulo « dos elementos adjacentes aos
pontos de estagnacao ndo € restringido (Lewis, 1991, Fig.7.10)

Para solucionar esse problema Murugesan e Railly (1969) recomendam que a mudanga na
inclinacdo seja trabalhada a partir dos pontos vizinhos por interpola¢do, enquanto que Lewis
(1991) recomenda que a inclinagdo dos elementos adjacentes aos pontos de estagnacdo nos bordos
de ataque e de fuga fique restrita ao angulo correto predeterminado.

Esta tltima recomendacdo parece interessante quando se estd testando a programacdo do
método inverso com exemplos conhecidos de geometria de aerofélio e distribuicdo de velocidade
associada. Mas, em um caso genérico parece ser muito artificial forcar um determinado angulo de
inclinag@o para os elementos proximos aos pontos de estagnacgao.

A interpolacdo da mudanca na inclinagdo proxima aos pontos de estagnacdo, na verdade,
constitui-se em uma corre¢do da propria distribuicdo de velocidade normal calculada, a qual deve-
se a distribuicdo adicional de vorticidade imposta sobre o contorno. Esta € uma forma indireta de
correcao da geometria dos bordos do aerofdlio e dificil de ser aplicada, pois a geometria € muito
sensivel a qualquer variacdo na velocidade. Diversas possibilidades de interpolagdo dos valores de
velocidade normal foram pesquisadas: linear, por spline cubica, por uma unica fun¢do no bordo de
ataque ou fungdes independentes nas superficies de suc¢do e de pressdo, etc., porém, nenhuma

delas mostrou-se adequada. Finalmente, verificou-se que resultados razodveis sdo obtidos
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simplesmente zerando-se os valores exorbitantes de velocidade normal, proximos aos pontos de
estagnacao e ao bordo de fuga, o que se constitui em uma contribuicdo deste trabalho.

No célculo inverso de aerofélio simétrico, com bordo de fuga agudo, alinhado com o
escoamento uniforme € suficiente apenas corrigir-se a geometria obtida, sem que qualquer
alteracdo tenha sido feita na distribuicdo da velocidade normal calculada, por meio do ajuste de
um arco circular no bordo de ataque e de segmentos retos no bordo de fuga. Exemplos tipicos sao
apresentados adiante.

No entanto, para o problema inverso genérico, de aerofélio ou cascata de aerofélios com
arqueamento ou em um escoamento inclinado, verifica-se a necessidade de zerar a velocidade
normal préximo aos pontos de estagnacdo ou ao bordo de fuga sempre que apresente valores
exorbitantes. Mesmo assim, a medida que as iteragdes sao efetuadas, nota-se uma deformacgao do
bordo de ataque préxima ao ponto de estagnacdo, inicialmente suave, que vai aumentando,
transforma-se em uma reentrancia ou “dente” e, por fim, desfaz-se automaticamente de maneira
imprevisivel. Assim, opta-se por antecipar esta correcdo da geometria do bordo de ataque por
meio de interpolacdo por spline cibica em ¢ .

Quando necessdrio, além da correcdo da geometria do bordo de ataque, faz-se também uma
suavizac¢do de todo o contorno do aerofélio conforme estratégia de Wilkinson (1967) apresentada
na Subsecdo 3.2.2(c) sobre tratamento dos dados de entrada. Esta estratégia consiste do ajuste
por minimos quadrados de uma pardbola através de e a cada cinco pontos de controle para
suavizar o contorno e possibilitar uma melhor avaliagdo das derivadas pela técnica de diferencas
finitas.

Diante dessas recomendacdes e dos estudos feitos neste trabalho, adota-se dois
procedimentos complementares: os valores exorbitantes de velocidade normal préximo aos pontos
de estagnacdo ou ao ponto do bordo de fuga sdo zerados; e, quando necessario, faz-se a corre¢dao
da geometria obtida proximo aos bordos do aerofdlio e a suavizacdo do contorno por minimos
quadrados.

Além disso, com o passar das iteragdes do procedimento inverso ocorre um deslocamento
dos pontos de controle da superficie de pressdo para a superficie de suc¢do, deixando também os
bordos com poucos pontos de controle. Isso prejudica a precisdo do método de vorticidade na

superficie uma vez que se perde a correspondéncia entre pontos opostos nas duas superficies e a
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definicdo dos bordos também fica prejudicada, assim como a imposi¢do da condi¢do de Kutta no
bordo de fuga. Procede-se, entdo, a uma redistribuicdio dos pontos de controle em torno do

contorno.
4.1.8 Geometria inicial

O método inverso em estudo € um processo iterativo e, portanto, faz-se necessario
especificar uma geometria para iniciar os cdlculos. A geometria inicial pode ser um perfil qualquer
com um escalonamento também qualquer, conforme Murugesan e Railly (1969), embora seja
comum partir-se de um perfil sistematizado como um NACA série 65 padrdao com distribuicdo de
espessura especificada arbitrariamente, conforme Schwering (1971).

Nos exemplos de célculos deste trabalho, a geometria inicial adotada é uma elipse alongada
na direcdo do escoamento médio equivalente. Assim, pode-se verificar se as diferentes por¢cdes do
contorno, tanto o bordo de ataque normalmente arredondado quanto o bordo de fuga muitas

vezes agudo ou cuspide, evoluem bem durante o processo iterativo.

~

O caso geral da elipse com centro O e eixos paralelos aos eixos coordenados, conforme

Figura 4.3, é equacionado como

) )
X Y
X

y

podendo ser reescrita como

y:j):il k> —x* (4.6)
[0}

sendo que, o sinal positivo € utilizado quando ¢ <z e o negativo, quando ¢ > . O pardmetro

o=k, / k, € arazdo entre os semieixos da elipse nas dire¢des x e y. Logo, a ordenada € obtida

a partir da abscissa correspondente e em func¢do dos parametros @ e k, da elipse.
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Figura 4.3 Geometria inicial eliptica adotada nos exemplos de aplicacdo do método inverso

A transformagao eliptica, como apresentado na Subsecao 3.2.2(a), desloca os pontos sobre

o contorno, igualmente espagados em ¢, em direcdo aos bordos de ataque e de fuga comparada a

transformacdo circular. A abscissa é calculada em fun¢do do angulo central ¢ e dos parametros

(w” —1) e k, pela transforma¢do dada pela Equacdo 3.24 e transcrita a seguir

x=k +x=k|1% ! 4.7)

’ | 1+ tan? g

sendo que, emprega-se o sinal positivo para ¢ <7 ou ¢ >37 e o sinal negativo para % < ¢ <37 .

E o parametro 6 € dado pela expressdo seguinte
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0= (p>1)

onde @ € a razdo entre os eixos maior e menor da elipse, logo @ >1, ou seja, as Equacdes 3.25 e
3.24 combinadas aplicam-se a elipse com o eixo maior na direcdo x. A Figura 4.3 apresenta a

elipse de pardmetros w =2 e p=3 com 2N =120 pontos de controle.

4.2 Aplicacdo do método inverso — Cilindro infinito circular

Nos capitulos seguintes sao apresentadas algumas aplicacdes do método inverso de
aerof6lio isolado ou em cascata que emprega iterativamente o método de andlise de vorticidade na
superficie ou método de Martensen, conforme exposto nas se¢des anteriores.

O caso mais simples de um cilindro infinito circular é apresentado a seguir.

Cilindro infinito circular. No escoamento potencial o cilindro infinito de raio r, pode ser
modelado por um doublet de intensidade 2 =27W,r, em um escoamento uniforme de velocidade

W_ e cominclinacdo B, = arctan(Vw /U w), estando o eixo do doublet a uma inclinagao (,Bw + 72')

em relacdo ao eixo real x (HOUGHTON e CARRUTHERS, 1982). A solucido exata para a

velocidade na superficie é dada por

v, =—2W,_ sen(@c — ﬁw)

onde 4. € o angulo com vértice no centro do cilindro medido a partir do didmetro paralelo ao eixo

real no sentido anti-horéario.
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y L
Figura 4.4 Cilindro infinito circular em escoamento potencial uniforme

No caso do célculo inverso de um cilindro num escoamento paralelo ao eixo das abscissas

(fS,=0 e 6. =¢) a velocidade requerida na superficie em funcio da coordenada curvilinea s,
lembrando-se que a corda axial a corresponde ao dobro do raio do cilindro e que o angulo 6,
coincide com o angulo ¢ medido a partir do ponto de estagnacdo no bordo de fuga, pode ser

escrita como
v,(s)=-2U_ sen(2s/a) (4.8)

sendo que, o sinal negativo indica que o sentido de v, ndo concorda com o sentido positivo de s
oude 6,.

O método inverso de vorticidade na superficie com esta distribui¢do de velocidade prescrita
no contorno resulta na geometria apresentada na Figura 4.5. Neste exemplo sdo utilizados

2N =120 pontos de controle.
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Figura 4.5 Cilindro infinito circular com 2N =120 pontos de controle
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Figura 4.6 Evolugdo da geometria do célculo inverso do cilindro circular
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Figura 4.7 Erros durante o cdlculo inverso de um cilindro infinito circular (2N =120)

Na Figura 4.6 sdo apresentadas ainda algumas geometrias calculadas em iteracdes
intermedidrias, além da geometria inicial eliptica e da geometria do cilindro circular, ou seja,
geometria meta, para uma visualizagdo da convergéncia do processo de célculo.

No caso do célculo inverso do cilindro infinito circular com 2N =120 pontos de controle,
com apenas 19 iteragdes o desvio absoluto da distribui¢do de velocidade € da ordem de 0,001, no
entanto, nota-se que a convergéncia do método inverso ocorre com aproximadamente 30
iteracoes, quando da estabilizacdo do erro de convergéncia geométrica, conforme se observa na
Figura 4.7, sendo o desvio absoluto ainda menor. Por outro lado, com 2N =80 pontos de

controle, embora o erro de convergéncia geométrica estabilize-se com 30 iteracdes também,
somente com 44 iteragdes o desvio absoluto torna-se menor que 10~ . E com 2N =40 pontos de
controle, embora a convergéncia geométrica seja obtida com apenas 24 iteracdes, o desvio
absoluto é da ordem de 3.10~ e a geometria ndo é tdo proxima da geometria meta como nos

casos anteriores, como se pode observar na Figura 4.8 e na Figura 4.9, respectivamente.
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Figura 4.8 Cilindro infinito circular com 2N =40 pontos de controle
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Figura 4.9 Erros durante o célculo inverso de um cilindro infinito circular (2N =40)
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Conforme exposto anteriormente, devido a avaliacio numérica da distribuicdo de velocidade
normal resultar em valores exorbitantes proximos aos pontos de estagnacdo, faz-se necessario
corrigir a geometria dos bordos de ataque e de fuga. Pode-se observar a geometria calculada com
fechamento do perfil na Figura 4.10 e as correspondentes distribuicdes de velocidade normal na

Figura 4.11 e darazdo v, /v, na Figura 4.12 para 2N =120 pontos de controle.

7z

Quando o problema é simétrico, com bordo arredondado e a posicdo do ponto de
estagnacdo bem definida, a interpolacdo com arco circular parece ser uma solucdo bastante
natural. Assim sendo, opta-se por corrigir as geometrias dos bordos de ataque e de fuga a cada
iteracdo com um arco circular tangente a superficie no ponto de abscissa minima ou méxima,
respectivamente, como no caso do aerofdlio de Joukowski simétrico adiante, ou no ponto de

inflexdo préximo aos bordos, como acontece neste caso do cilindro circular. A Figura 4.10 mostra

esta corre¢ao dos bordos para a primeira iteracao.
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Figura 4.10 Corre¢do dos bordos de ataque e de fuga com arcos circulares (2N =120)

98



0,25

0,2 8 s
0,15 :/A\;‘ / «,\‘ ‘;//A\ .A
\ § A J \
0.1 47 A | \ / A4
’ Jii 3 EARN ik \

asks,

0,05 J \ \
oy P AN 2
' e AR ,L bt 4

4
¥
]
|

4
!
|
|
|

§
=
~ CAaaaaal Raaaadddimr |
005 | ) 4 i f——iteragdo 00 |
/ 1\« 4 A A,f“" ——iteracdo 01
01 1 A / A # iteragdo 03 4 -
E ] N 7 I\ , )
1 A / \ /1 ——iteragio 05
/ A A 1 NS \
0,15 e e ras = ——iteragdo 08 ﬁ
J A “ J ——iteragdo 11 |
-0,2 + At A —+—iteracio 15 7
——iteracgdo 30
-0,25 : :
0 45 90 135 180 225 270 315 360
¢ [graus]

Figura 4.11 Velocidade normal calculada no célculo inverso do cilindro circular
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5 METODO INVERSO - AEROFOLIO DE JOUKOWSKI

Inicialmente, uma solucdo exata ou proveniente da andlise de um aerofdlio isolado
conhecido é empregada como distribuicio de velocidade prescrita para o cdlculo inverso, de
maneira que tanto a geometria quanto a distribuicao de velocidade que sdo obtidas pelo programa
numérico possam ser checadas. A solucdo exata do aerofélio de Joukowski é bastante indicada
para este propdsito.

De fato, a transformacdo de Kutta-Joukowski é a mais simples de todas as transformacdes
que produzem contornos em forma de aerofélio. Embora as se¢des obtidas apresentem vdrias
desvantagens como aerofdlios praticos, essa transformagdo é ttil quando € necessario gerar um

perfil e obter distribuicdes tedricas para comparacdo dos resultados obtidos com outros métodos

em desenvolvimento (HOUGHTON e CARRUTHERS, 1982).
5.1 Aerofolio de Joukowski simétrico analitico

O aerofdlio de Joukowski no plano transformado ¢ € obtido pela transformacio conformal
de um cilindro circular infinito no plano z por meio da funcio de transformacdo de Joukowski,

dada pela Equagao 5.1. Se o centro C (— 6‘1,6‘2) do circulo estd deslocado da origem apenas na
direcdo do eixo real (&, #0;&, =0) e se a relagdo entre o raio do circulo 7, e o pardmetro b da
funcdo de transformacdo € dada por r, =b+ &, , entdo o aerofélio obtido é simétrico com bordo

de fuga cuspide.

2

§=f(z)ZZ+b? 1)

A Figura 5-1 apresenta esta transformag¢do geométrica de um circulo no plano z em um

aerofdlio de Joukowski simétrico no plano ¢, cuja forma adimensionalizada em relacdo a corda

depende apenas da relagio (b/ Ty )
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Figura 5-1 Transformacio de Joukowski ¢ = z +b”/z gerando um aerofélio simétrico

n/corda

As coordenadas polares do circulo no plano original sao dadas por

r/r, = \/(cosﬁc +b/1, —1) + sen’6,

0 = arctan send,
cosd. +b/r,—1

e as coordenadas cartesianas do ponto ¢ correspondente sobre o aerofélio de Joukowski

simétrico sdo obtidas por

&= 1+(éj (rocosHC—gl)

, 1_@2 (rsend))

A velocidade do escoamento sobre um aerofélio de Joukowski qualquer € escrita como
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2sten(l9€ -5, ) + r
271,

b/r Y C (o)
1- bn, cos20 | + b/n sen’20
/5, /5,

Sendo que para um aerofdlio de Joukowski simétrico tradicional (com bordo de fuga cuispide) esta

(5.2)

velocidade depende apenas da relagcdo (b/ ro) porque neste caso a circulacio de Joukowski

completa I é dada por

I'=4m W senp,

E o numerador da Equagdo 5.2 torna-se 2U_ sen@, se o escoamento for paralelo ao eixo real
(p., =0), ou seja, alinhado com o aerofdlio simétrico e, portanto, sem sustentagao.

A velocidade exata sobre o ponto de coordenadas cartesianas (§, 77) ou de coordenada
curvilinea s sobre a superficie do aerofélio é expressa em termos da varidvel angular 6. do ponto
correspondente sobre o circulo no plano z. O angulo 8, pode ser adotado como sendo o
pardmetro angular ¢ presente nas equacdes do método de vorticidade na superficie. A

coordenada curvilinea s contorna o aerofdlio totalmente a partir do ponto de estagnacdo no

bordo de fuga a medida que ¢ variade 0 a 2z . De fato, no intervalo 0 <@, <7 a coordenada s

descreve o contorno da superficie superior desde o ponto de estagnacdo no bordo de fuga até o

ponto de estagnacdo no bordo de ataque, e no intervalo 7 <@, <27z a coordenada curvilinea s

descreve a superficie inferior até o bordo de fuga.
5.1.1 Calculo inverso do aerofélio de Joukowski simétrico alinhado com o escoamento

O emprego de aerofdlio simétrico alinhado com o escoamento permite avaliar o

funcionamento do processo iterativo propriamente, pois a variagdo da geometria deve ocorrer de
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forma simétrica em relacdo a corda do aerofdlio que permanece na direcdo do escoamento, sendo
que as posi¢coes dos pontos de estagnacdo nos bordos de ataque e de fuga sdo bem definidas.

Para o célculo de um aerofélio de Joukowski simétrico pelo método inverso de vorticidade
na superficie, em 2N pontos igualmente espacados em €.  sdo calculados os pontos
correspondentes sobre o aerofélio (§, 77). Avalia-se a coordenada curvilinea s de cada ponto, ou
ainda as coordenadas curvilineas complementares s, e s, tomadas sobre as superficies superior
(“de sucgao”) e inferior (“de pressao”), respectivamente, a partir do ponto de estagnacao do
bordo de ataque. Calcula-se, entdo, a velocidade exata a ser prescrita v,, dada pela Equacdo 5.2
aplicada ao caso do aeroflio de Joukowski simétrico. Desta maneira os N pares (s,v,), ou
(¢, Vi ), sobre cada uma das superficies podem ser utilizados para interpolar o valor de velocidade
requerida nos pontos de controle da geometria obtida em cada iteragdo.

O célculo pelo método inverso de vorticidade na superficie com a distribuicao de velocidade
prescrita no contorno igual a do aerofélio de Joukowski simétrico de razdo b/r, =0,9333 e com
2N =480 pontos de controle resulta na geometria apresentada na Figura 5-3. A geometria final é
obtida na iteracio 114 quando o desvio absoluto torna-se minimo e igual a 1,76.10~, como se
pode observar no gréfico da Figura 5-4. A distribui¢do de velocidade prescrita v, (s) e os valores

interpolados na iteracdo 114 sdo apresentados na Figura 5-2, e algumas geometrias intermedidrias

sdo apresentadas na Figura 5-5.
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Figura 5-2 Distribuic@o de velocidade analitica na superficie de um aerofélio de Joukowski
simétrico de razdo b/r, = 0,9333 em escoamento paralelo a corda
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Figura 5-3 Geometria do aerofdlio de Joukowski simétrico obtida com o método inverso

(2N =480)
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Conforme se observa na Figura 5-4, em torno de 30 iteracdes o erro de convergéncia
geométrica ja é pequeno, ou seja, a geometria varia muito pouco de uma iteracao para a seguinte,
tanto que as geometrias das iteracdes 29 e 30 praticamente coincidem visualmente na Figura 5-8.
No entanto, nesta iteracdo a distribuicao de velocidade no contorno ainda esta distante do valor
prescrito, principalmente na regido préxima ao bordo de fuga, conforme indica o gréifico da Figura
5-12, o valor do desvio absoluto na Figura 5-4 e também a comparacdo com a geometria meta na
Figura 5-5.

A geometria da iteracdo 114 € definida como sendo a geometria final porque apresenta o
menor desvio absoluto para a distribuicdo de velocidade. Nas iteragdes seguintes ocorre
instabilidade no célculo, provavelmente, devido a presenca de poucos pontos de controle nas

regides do bordo de ataque e do bordo de fuga do aerofdlio.
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inicial: iteraga

< a) inicial: iteragdo 03 segmentos retos no BF 1 S
~

S o 8
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S =

—=—b)calculadacom ——+— d) adimensionalizada em
fechamento do perfil relagdo 2 prépria corda:
! iteracdo 04

-0,0625
-0,0125 0,0625 0,9375 1
Feorda Jeorda

-0,0625

Figura 5-6 Ajustes nos BA e BF na iteracdo 04 - aerofdlio de Joukowski simétrico
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Figura 5-7 Ajustes nos BA e BF na iteracdo 08 - aerof6lio de Joukowski simétrico
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Figura 5-8 Ajustes nos BA e BF na iteracdo 30 - aerofdlio de Joukowski simétrico
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Figura 5-9 Velocidade normal calculada nas iteracdes - aerofélio de Joukowski simétrico
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Figura 5-10 Razdo v, /v, calculada - aerofélio de Joukowski simétrico (2N =480)
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Nos bordos de ataque e de fuga sdo feitos ajustes na geometria a cada iteracdo, conforme
apresentado na Figura 5-6, na Figura 5-7 e na Figura 5-8 para as iteracdes 4, 8 e 30,
respectivamente. Para o aerofdélio simétrico utiliza-se arco circular para o bordo de ataque
arredondado e segmentos retos para o bordo de fuga cuspide. Para as iteracdes 3, 7 e 29 as
velocidades normais sobre as superficies de suc¢do ou de pressdo das respectivas geometrias sao

apresentadas na Figura 5-9, enquanto que os valores de v, /v, utilizados no cdlculo das

geometrias imediatamente seguintes sdo apresentados na Figura 5-10.

Observa-se que esses ajustes na geometria fazem-se necessarios nas primeiras iteragdes do
procedimento inverso e devem-se, principalmente, aos valores altos, em mddulo, da distribuicao
de velocidade normal calculada numericamente para a geometria da iteracdo anterior proximo aos
bordos do aerofélio. Na regido do bordo de ataque ha grande variagdo na distribuicao de
velocidade requerida que desacelera rapidamente a medida que se aproxima do ponto de
estagnacdo frontal da geometria meta; enquanto que, a variacdo da distribuicdo de velocidade
calculada é mais suave no bordo de ataque para as geometrias mais rombudas das primeiras
iteracoes. Na regido do bordo de fuga cuspide da geometria meta a distribuicdo de velocidade
requerida varia pouco até o ponto do bordo de fuga; no entanto, a distribuicdo de velocidade
calculada para as geometrias das primeiras iteragdes com bordo de fuga ainda arredondado ou
agudo varia significativamente na direcdo de um ponto de estagnacdo. Assim, nas regides dos
bordos do aerof6lio € grande a diferenca entre a distribuicdo de velocidade calculada pela andlise
da geometria em estudo e a distribuicdo de velocidade requerida do perfil meta. Logo, a
distribui¢do adicional de vorticidade imposta sobre o perfil em estudo apresenta valores maiores
nessas regides e, consequentemente, induz uma distribuicio de velocidade normal calculada de
valores altos também, visto que recebe forte influéncia da distribuicio de vorticidade dos
elementos adjacentes. Além disso, principalmente no bordo de ataque, a razdo entre essa
velocidade normal e a velocidade requerida apresenta valores ainda mais altos, em médulo, devido
aos valores pequenos da velocidade requerida proximo ao ponto de estagnacdo. Dessa maneira, no
célculo da nova geometria aparecem variacdes abruptas na inclinagdo dos elementos e reentrancias

na geometria dos bordos do perfil.
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Figura 5-11 Ajustes nos BA e BF na iteracdo 114 - aerofélio de Joukowski simétrico

Para o caso do aerof6lio simétrico projetado pelo método de vorticidade na superficie com
2N =480 pontos de controle e distribuicdo de velocidade prescrita igual a do aerofélio de
Joukowski, os detalhes da geometria final nos bordos de ataque e de fuga sdo mostrados na Figura
5-11. As distribui¢des de velocidade tangente as superficies de suc¢do ou de pressdo obtidas nas
iteracoes 4, 8 e 30, assim como aquela associada a geometria final da iteragdo 114, sdo
apresentadas na Figura 5-12. Tanto a velocidade quanto a geometria podem ser comparadas com

aquelas exatas nas respectivas figuras.
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Figura 5-12 Velocidade obtida na superficie do aerofélio simétrico calculado com a distribui¢ao de
velocidade prescrita igual a de Joukowski (2N =480)

No estudo feito nos pardgrafos anteriores o niimero de pontos de controle adotado na
discretizacdo do contorno do aerofélio € 2N =480 com base nos resultados obtidos quando este

numero varia de 80 a 520 conforme indica a Figura 5-13 a seguir.
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Figura 5-13 Desvio absoluto, demais erros e tempo computacional obtidos no célculo inverso do
aerof6lio de Joukowski simétrico ao variar o nimero de pontos de controle

Para cada nimero de pontos de controle adotado no cédlculo obtém-se um grafico similar
aquele da Figura 5-4 que, monitorado visualmente pelo griafico da evolucdo da geometria
conforme Figura 5-5, possibilita identificar em qual itera¢do ocorre a convergéncia do método de
célculo e os valores dos erros e tempo computacional associados. Assim, o grafico da Figura 5-13
pode ser construido. Observa-se que os erros diminuem a medida que o nimero de pontos de
controle aumenta at¢é 2N =480, sendo que para numeros maiores o desvio absoluto tende a
aumentar. Além disso, o tempo computacional necessario aumenta com o nimero de pontos de
controle em uma propor¢do ctbica.

A seguir sdo apresentados os resultados obtidos para o calculo inverso do aerofdlio de
Joukowski simétrico com 2N =80 na Figura 5-14 e na Figura 5-15, e com 2N =160 na Figura
5-16 e na Figura 5-17. Em ambos os casos a geometria final € definida pela iteragdo que apresenta
desvio absoluto proximo do valor minimo, iteragdo 80 e 95, respectivamente. Nas iteracdes

seguintes a essas ocorre instabilidade nos célculos, por isso 0 aumento nos valores dos desvios.
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Conforme exposto até aqui, o ajuste da geometria obtida a cada iteracdo por meio de um
arco circular no bordo de ataque e de segmentos retos no bordo de fuga é adequado para o
célculo inverso de aerofélio simétrico com bordo de fuga agudo e alinhado com o escoamento
uniforme. No entanto, pode-se também utilizar outro procedimento, denominado Procedimento B,
principalmente no calculo inverso de aerofdlio ou de cascata de aerof6lios com arqueamento ou
que esteja em um escoamento inclinado.

No Procedimento B de ajuste da geometria, proposto neste trabalho, os valores elevados de
velocidade normal proximo ao ponto de estagnagdo e bordo de fuga sdao zerados a cada iteraco.
Em algumas iteracdes estratégicas a geometria do bordo de ataque € ajustada por meio de splines
cubicas x= f (¢) e y=f (¢) e a geometria do bordo de fuga, por segmentos retos. Todo o
contorno do aerofdlio pode entdo ser suavizado por meio de interpolacdo por minimos quadrados

de uma pardbola a cada cinco pontos de controle, para x = f (¢) ey=f (¢), sendo avaliados os

trés pontos intermedidrios. E, na dltima iteracdo ou em uma das iteragdes finais, acrescenta-se a
redistribuicdo dos pontos de controle de maneira que se concentrem mais proximos aos bordos do
aerof6lio. Inicialmente, o programa roda sem quaisquer ajustes, verifica-se o grafico de erros e
escolhe-se a iteracdo onde aplicar o ajuste e/ou suavizacdo da geometria. A seguir, o programa €
rodado novamente e o procedimento de ajuste é realizado automaticamente. Na Subsecdo 5.1.2
apresenta-se com mais detalhes como € feita a interferéncia no processo de convergéncia para a
aplica¢do dos procedimentos de ajuste da geometria e de redistribuicio dos pontos de controle no
contorno.

De acordo com o Procedimento B, a geometria convergida do aerofdlio de Joukowski
simétrico, mostrada na Figura 5-18, € obtida na iteracdo 1977 do célculo inverso, com 2N =160
pontos de controle. Assim, o numero de pontos de controle é bem menor, o tempo computacional
dispendido € inferior e os valores de erros sdo menores do que aqueles do procedimento anterior
de ajuste de arco circular no bordo de ataque, conforme se observa ao comparar a Figura 5-18
com a Figura 5-3 e a Figura 5-19 com a Figura 5-4. Além disso, a geometria do bordo de fuga
resulta mais proxima da geometria meta (ver Figura 5-11 e Figura 5-20). As geometrias do bordo
de ataque e do bordo de fuga sdo ajustadas e o contorno do aerof6lio é suavizado por minimos
quadrados somente nas iteracoes 999 e 1899, sendo que nesta ultima € feita a redistribuicdo dos

pontos de controle.
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Figura 5-19 Erros nas iteracdes - aerofolio de Joukowski simétrico — Procedimento B
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Figura 5-20 Geometrias finais dos BA e BF do aerof6lio de Joukowski — Procedimento B

O Procedimento C, uma variacio do procedimento anterior, consiste em ajustar a
geometria do bordo de ataque por splines cibicas e suavizar o contorno do aerofélio por minimos
quadrados em todas as iteracdes; assim como, anular os valores muito elevados em mddulo
obtidos numericamente para a velocidade normal, préximos ao ponto de estagnacdo do bordo de
ataque e ao bordo de fuga. A redistribui¢do dos pontos de controle continua sendo feita apenas em
uma iteracdo estratégica, podendo ser ou nao a iteracdo final.

A seguir sdo apresentados os resultados deste Procedimento C aplicado ao célculo inverso

do aerofdlio de Joukowski simétrico em questdo, de razdao b/ r, =0,9333 em um escoamento

paralelo a corda e utilizando-se 2N =160 pontos de controle. A geometria final € apresentada na
Figura 5-21. A convergéncia € obtida com apenas 137 iteragcdes, sendo que os erros obtidos sao
menores € O tempo computacional necessdrio, muito baixo quando comparados aos
procedimentos anteriores (Figura 5-3 e Figura 5-18). A Figura 5-22 apresenta a evolucdo dos
erros com as iteracdes durante este procedimento inverso, sendo que algumas geometrias

intermedidrias sdo apresentadas na Figura 5-23.
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Nos bordos de ataque e de fuga sdo feitos ajustes na geometria a cada iteracdo, conforme
apresentado na Figura 5-24 para a iteracdo 5. Interpolacdo por minimos quadrados é utilizada
para suavizar o bordo de ataque arredondado e também todo o contorno do aerofdlio, e
segmentos retos, para o bordo de fuga cuispide. Observa-se que esses ajustes sdo mais amenos do
que no primeiro procedimento (ver Figura 5-6 e Figura 5-7) uma vez que os valores muito
elevados de velocidade normal préximos ao ponto de estagnacdo frontal e ao bordo de fuga na
geometria anterior sdo zerados, o que se observa ao comparar a Figura 5-25 com a Figura 5-26.
Para algumas iteracdes as velocidades normais sobre a superficie das respectivas geometrias sao

apresentadas na Figura 5-26, enquanto que os valores de v, /v, utilizados no célculo das

geometrias imediatamente seguintes sdo apresentados na Figura 5-27.
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Figura 5-25 Velocidade normal calculada no procedimento inverso para o aerofélio de Joukowski
simétrico
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Figura 5-26 Velocidade normal utilizada - aerofélio de Joukowski simétrico
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A Figura 5-28 mostra os ajustes nos bordos de ataque e de fuga, especialmente a
redistribui¢cdo dos pontos de controle na iteracdo 65. Os pontos de controle afastam-se dos bordos
do aerofélio com o passar das iteracdes, como se observa nessa figura para a iteracao 64, devido

aos valores altos de v, /v, remanescentes nessas regides. A redistribui¢io dos pontos de controle

torna a localizd-los mais proximos aos bordos do aerofélio como na geometria inicial.
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Figura 5-28 Ajustes nos BA e BF na iteracdo 65 - aerof6lio de Joukowski simétrico —
Procedimento C

A Figura 5-29 apresenta detalhes dos bordos de ataque e de fuga da geometria final do
aerofdlio de Joukowski simétrico obtida na iteracdo 137. Pode-se observar que ocorre um desvio
do bordo de fuga de aproximadamente 0,06% da corda em relacdo ao perfil meta que € simétrico.
E a Figura 5-30 mostra as distribui¢cdes de velocidade calculadas na superficie das geometrias de

algumas iteracdes intermedidrias e da geometria final, comparadas a solucdo exata do aerofélio de

Joukowski simétrico alinhado com o escoamento.
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Figura 5-30 Velocidade obtida na superficie do aerofdlio simétrico calculado com a distribuicdo de
velocidade prescrita igual a de Joukowski e Procedimento C
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No calculo inverso do aerof6lio de Joukowski simétrico, o Procedimento C apresenta tempo
computacional mais baixo do que o Procedimento B. A geometria final de ambos os
procedimentos sdo proximas a meta. No entanto, o bordo de fuga do Procedimento B, Figura
5-20, resulta melhor, pois mantém a simetria, do que o bordo de fuga do Procedimento C, Figura
5-29. Nos célculos inversos seguintes deste trabalho utiliza-se o Procedimento B, evitando-se

assim interferir muitas vezes no procedimento de calculo.

5.1.2 Calculo inverso do aerofolio de Joukowski simétrico em escoamento inclinado

O mesmo aerofélio da secdo anterior, o aerofdlio de Joukowski simétrico de razao
b/r, =0,9333, localizado em um escoamento inclinado de angulo A3, =10 em relagdo a corda
constitui varia¢do interessante para o emprego do cédigo numérico deste trabalho.

A distribui¢do de velocidade requerida para o método inverso € calculada analiticamente
pela Equagdo 5.2 com £, ndo nulo o que resulta em nova localizagdo para o ponto de estagnagio
frontal e distribuicao diferente da velocidade sobre as superficies de suc¢do e de pressao,
conforme indica a Figura 5-31. Desta maneira, N =80 pontos (s, vR) sobre cada uma das
superficies de succdo e de pressao sao obtidos e utilizados para interpolar o valor de velocidade

requerida v, (s) nos pontos de controle da geometria em cada iteracao.
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Figura 5-31 Distribuicao de velocidade analitica na superficie de um aerofélio de Joukowski
simétrico de razdo b/r, =0,9333 em escoamento S, =10°

O método inverso de vorticidade na superficie com a distribui¢do de velocidade prescrita no

contorno igual a do aerofdlio de Joukowski simétrico de razdo b/r, =0,9333 e com 2N =160

pontos de controle resulta na geometria apresentada na Figura 5-32. Esta geometria é obtida na

iteracio 517 quando o desvio absoluto torna-se minimo e igual a 1,15.107, como se pode

observar no gréfico da Figura 5-33.
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A cada iteracdo, os valores muito elevados de velocidade normal, obtidos numericamente na
geometria anterior, proximos ao ponto de estagnacdo e ao bordo de fuga, e devidos a distribuicao
adicional de vorticidade na superficie, sdo zerados. Para algumas iteracdes as velocidades normais
sobre as superficies de suc¢do ou de pressdo das respectivas geometrias sao apresentadas na

Figura 5-34 e na Figura 5-35, enquanto que os valores de v, /v, utilizados no cdlculo das

geometrias imediatamente seguintes sdo apresentados na Figura 5-36.
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Figura 5-34 Velocidade normal utilizada - aerofdlio de Joukowski simétrico e £, =10
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Nas iteragdes 299, 349 e 499, para a nova geometria obtida o bordo de ataque € ajustado
por meio de splines cibicas e o bordo de fuga, por segmentos retos, e todo o contorno do
aerof6lio é suavizado automaticamente por meio da interpolacdo por minimos quadrados,
conforme o Procedimento B. Faz-se também nessas iteracdes a redistribuicio dos pontos de
controle no contorno, como se pode observar na Figura 5-37 e na Figura 5-38. A evolu¢do das

geometrias no célculo € mostrada na Figura 5-39.
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Figura 5-37 Ajustes na iteracdo 299 — aerofdlio de Joukowski simétrico e 5, =10

Observa-se que no inicio do procedimento inverso, sendo a geometria inicial distante da
meta, entre iteracdes consecutivas a mudanca na geometria € acentuada, assim como o valor da
distribuicdo de velocidade normal devido a vorticidade adicional. Conforme o procedimento
avanca e aproxima-se da meta, a geometria varia cada vez menos entre iteracOes consecutivas
resultado dos valores menos elevados da distribui¢do de velocidade normal. Além disso, nessas
iteracOes avancadas, como acontece na iteragdo 298 do exemplo desta secdo, os pontos de
controle encontram-se mal distribuidos no contorno, pois se concentram mais na superficie
superior e estdo distantes dos bordos do perfil. A distribuicio dos pontos fica muito pobre

comparada aquela ideal para o método de vorticidade na superficie, que se caracteriza por
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apresentar pontos opostos correspondentes entre as superficies superior e inferior e também

pontos préximos aos bordos de ataque e de fuga do aerof6lio.
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Figura 5-38 Ajustes na iteracdo 499 — aerofdlio de Joukowski simétrico e 5, =10

Quando o contorno do aerofélio € suavizado e os pontos de controle sao redistribuidos,
como nas iteragcdes 299, 349 e 499 deste exemplo, cada uma das superficies superior e inferior
volta a ter metade dos pontos da discretizagdo, além de concentra-los junto aos bordos. Assim,
nas iteracoes seguintes a geometria modifica-se mais rapidamente em dire¢do a geometria meta,
melhorando a convergéncia do método. Essas caracteristicas sdo mostradas especialmente na
Figura 5-37 e na Figura 5-39.

Para a redistribuicdo dos pontos de controle no contorno, primeiramente acrescenta-se
alguns pontos no bordo de ataque utilizando splines cibicas x = f (¢) ey=f (¢) e no bordo de
fuga utilizando segmentos retos, para garantir uma melhor interpolacdo nessas regides. A seguir,

para pontos igualmente espacados em ¢ calcula-se a abscissa x:(€/2)cos¢ e obtém-se a

ordenada por meio de spline cibica y = f (x), de maneira independente para as superficies

superior e inferior.
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Figura 5-39 Geometrias dos BA e BF no célculo inverso do aerofélio de Joukowski simétrico e
escoamento 3, =10°

A Figura 5-40 apresenta detalhes dos bordos de ataque e de fuga da geometria final do
aerofélio de Joukowski simétrico isolado em escoamento inclinado de B, =10, com 2N =160

pontos de controle, obtida na iteracdo 517 do procedimento inverso. O desvio entre esta
geometria calculada e a geometria meta € da ordem de 0,12% da corda na regido do bordo de
ataque proximo ao ponto de estagnagdo na superficie de pressao e de 0,16% da corda no bordo de
fuga.

A distribui¢do de velocidade na superficie desse aerofdlio final calculado com o método de

7z

distribuicdo de vortices € mostrada na Figura 5-41 e comparada aquela da solucdo exata de

Joukowski.
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Figura 5-40 Geometrias finais dos BA e BF do aerof6lio de Joukowski simétrico e £, =10°
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Figura 5-41 Velocidade na superficie do aerofolio simétrico calculado com a distribui¢do de
velocidade prescrita igual a de Joukowski em escoamento inclinado de S, =10" (2N =160)
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A interferéncia no processo de convergéncia para a aplicacdo dos procedimentos de ajuste
da geometria e de redistribuicdo dos pontos de controle no contorno € apresentada em detalhes a

seguir, tendo o célculo inverso do aerofdlio de Joukowski simétrico (2N =160) em escoamento
inclinado de £, =10° como exemplo.

Na Figura 5-42 sdo apresentadas algumas geometrias de iteragdes do cdlculo inverso do
aerofdlio de Joukowski simétrico (2N =160) em escoamento £, =10, obtidas sem quaisquer

ajustes na geometria dos bordos de ataque e de fuga, sem suavizacdo do contorno e sem
redistribui¢cdo dos pontos de controle no contorno durante as iteracdes. Nota-se que ocorre uma
alteracdo automdtica na geometria da regido do bordo de ataque na superficie de suc¢do proximo
ao ponto de estagnacio, entre as iteracoes 800 e 850, mais precisamente logo apds a iteragao 842.
Isso conduz a uma melhora na geometria do bordo de fuga, como se observa da iteracdo 850 para
a iteracdo 1450. E, posteriormente, a geometria praticamente ndo varia entre as iteracdes 1450 e
3000, assim como os valores de erros, conforme mostra a Figura 5-43. A geometria da iteracao
1450 desse cdlculo inverso, considerada a geometria final, apresenta uma reentrancia no bordo de
ataque e os pontos de controle estdo mal distribuidos no contorno do aerofélio. Assim, propde-se
fazer novo célculo inverso com ajustes na geometria do aerofdlio, suavizagdo do contorno e
redistribui¢dao dos pontos de controle em uma iteragdo anterior a iteracao 842.

O célculo inverso do aerofélio de Joukowski simétrico em escoamento A, =10°, com

ajustes na geometria (do bordo de ataque por splines cubicas e do bordo de fuga por segmentos
retos, € a suavizacdo do contorno por minimos quadrados) e com redistribui¢cdo dos pontos no
contorno na iteracao 299 resulta na geometria da Figura 5-44. Nesse caso ocorre um aumento na
taxa de convergéncia do método. A geometria da iteracdo 340 € considerada a geometria final e
resulta mais proxima da geometria meta, quando comparada ao cdlculo anterior sem quaisquer
ajustes. Embora o menor desvio absoluto ocorra na iteragdo 385, o bordo de fuga bastante
delgado apresenta um arqueamento espurio acima da iteracdo 350, aproximadamente, o qual
aumenta com as iteragdes e leva a instabilidade do método de célculo, conforme mostra a Figura
5-45. Detalhes da correcdo da geometria dos bordos de ataque e de fuga na iteracdo 299 sdo

apresentados na Figura 5-37 anterior.

133



0,25 p—— ——
e A
. -

ot —— geometria meta ——— geometria inicial T .
e —— iteragdo 800 iteragdo 850 N
el iteracdo 3000 —— iteragdo 1450 N
A : N
r'e N
e \
r's A
A ‘A
@ I o -4
NS :'Jw' e SN . A“
@ 0 1 1 | SgexeTens
< h s aemcac S S S A b
\ == {
A A
A‘ ‘l
\ Vs
N y
N, iteragdo 1450 /"
\\\‘ desvio absoluto = 1,24E-02 s
erro quadratico médio = 3,72E-04 el
. . erro de convergéncia geométrica = 7,99E-06 e “
S tempo computacional = 215 s o
0 0,25 0,5 0,75 1
Fcorda

Figura 5-42 Geometria do aerofélio de Joukowski simétrico (2N =160) obtida com o método
inverso para escoamento £, =10° sem ajustes na geometria nas iteragoes
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Figura 5-43 Erros nas iteracdes sem ajustes nas geometrias - aerofélio de Joukowski simétrico
(2N =160)e B, =10’
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Figura 5-45 Erros nas iteracdes com ajustes na iteracao 299 - aerofdlio de Joukowski simétrico
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O célculo inverso desse mesmo aerofdlio de Joukowski simétrico, mas com ajustes na
geometria e com redistribuicdo dos pontos no contorno nas iteracdoes 299 e 349 resulta na
geometria da Figura 5-46, que destaca a iteracdo 400 como a geometria final, ainda mais préxima
da geometria meta. Aproximadamente, a partir da iteracdo 450 o bordo de fuga bastante delgado
apresenta arqueamento espurio crescente, o que desestabiliza o cdlculo inverso, conforme mostra

a Figura 5-47.
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Figura 5-46 Geometria do aerofélio de Joukowski simétrico (2N =160) obtida com o método
inverso para escoamento £, =10" com ajustes nas iteracdes 299 e 349
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Figura 5-47 Erros nas iteracdes com ajustes nas iteracdes 299 e 349 - aerofélio de Joukowski
simétrico (2N =160)e £, =10’

Finalmente, com ajustes nas iteracdes 299, 349 e 499 obtém-se a geometria apresentada

anteriormente neste trabalho na Figura 5-32.
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5.2 Aerofolio de Joukowski assimétrico

A transformacdo conformal de Joukowski, dada pela Equacdo 5.1, aplicada ao circulo no

plano z com centro C (— 6‘1,6‘2) deslocado da origem nas direcdes dos eixos real e imagindrio
(&, #0;¢&, #0) produz no plano transformado ¢ um aerof6lio com espessura e arqueamento (ou
camber). E se o circulo de raio r, passa pelo ponto singular da transformagdo z =+b o bordo de
fuga do aerofdlio € cuspide. A Figura 5-48 apresenta um aerofélio de Joukowski assimétrico

obtido dessa maneira.

plano z
027
Ly plano ¢
0,1 P
¢LPe 5 -
o ] = 2 5 0 05
02

Figura 5-48 Transformacio de Joukowski ¢ =z + b’ / z gerando um aerof6lio arqueado

A relag@o entre os pardmetros 7, & ¢ &, do circulo e b da funcdo de transformagdo € a seguinte
2

r,=\b+&) +&

E as coordenadas do aerofdlio de Joukowski em funcdo desses parametros sdo dadas por
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onde, x e y sdo as coordenadas cartesianas correspondentes sobre o circulo no plano z, dadas

por

x=rcosf=rcosl. —¢&
(5.3)

y=rsend=rsend +¢&,

e r e 6 sdo as coordenadas polares dos pontos sobre o circulo no plano z, escritas como

r= \/(ro cosf, —81)2 +(r0 send, +82)2

r,senf +¢&
0= arctan(¥j

r,cos0. —¢&,

A velocidade do escoamento sobre o aerofdlio de Joukowski € aquela da Equagdo 5.2, mas

a circulacdo de Joukowski completa I' para o aerof6lio com arqueamento passa a ser

[ =4mW, sen(B, + 35, ) (5.4)

onde, o angulo J,. é formado entre o raio do circulo que passa pela singularidade do bordo de

fuga e a direcdo do eixo x e € obtido pela seguinte expressao

Opr = arCtan(gz/(b + 81))
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No caso do aerofélio com arqueamento, a varidvel 6, em torno do centro do circulo ndo é
adequada para o parametro angular ¢ utilizado nas equacdes do método de vorticidade na
superficie, conforme Capitulo 3. De fato, a posi¢do €. =0 nado corresponde ao bordo de fuga do
aerofdlio, além de que, se fossem utilizados pontos igualmente espacados em 6. o nimero de
pontos sobre a superficie superior seria maior que na inferior. Adota-se o angulo € em torno da
origem como sendo o parametro angular ¢, pois favorece os requisitos mencionados: no intervalo
0< @< 7 acoordenada s descreve o contorno da superficie superior desde o ponto do bordo de
fuga até o ponto do bordo de ataque, e no intervalo 7 <@ <27 a coordenada curvilinea s
descreve a superficie inferior até o bordo de fuga. No entanto, € necessario obter os valores de 6,
correspondentes aos valores de & dos pontos de controle para entdo calcular as coordenadas
cartesianas (§, 77), as coordenadas curvilineas s e as respectivas velocidades exatas v_ sobre a
superficie do aerofdlio. Assim, das Equacdes 5.3 obtém-se uma funcio cuja solucio é o valor de

6. procurado e que € dada por

f(@c) = (};) sen@) cos@. — (1;) Ccos 49) sen@, — (81 sen@+ &, cos 9) =0 (5.5)

5.2.1 Calculo inverso de aerofolio de Joukowski assimétrico

Um aerofdlio de Joukowski com arqueamento e bordo de fuga cuspide € utilizado a seguir
para avaliacdo adicional do método inverso proposto neste trabalho, o qual emprega o Método de
Martensen iterativamente. E, também, para avaliacio do desempenho do programa de célculo
numérico desenvolvido conforme essa metodologia.

Para cada um dos 2N pontos igualmente espacados em @, calcula-se o valor

correspondente @ pela Equacdo 5.5 e as coordenadas (f, 77) do ponto correspondente sobre o
aerof6lio. Avaliam-se as coordenadas curvilineas complementares s, ou s, deste ponto, tomadas

sobre as superficies de suc¢cdo ou de pressdo, respectivamente, a partir do ponto de estagnacdo do

bordo de ataque. E calcula-se a velocidade exata a ser prescrita v,, dada pelas Equagdes 5.2 e
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5.4. Assim, em cada iteracdo, os dois conjuntos de valores (s, vR), ou (¢, vR), das superficies de
succdo e de pressdo podem ser utilizados para interpolar o valor de velocidade requerida nos
pontos de controle da geometria obtida.

Neste exemplo de aplicacdo, a distribuicdo de velocidade prescrita no contorno € igual a do
aerofélio de Joukowski com arqueamento e bordo de fuga cuspide, obtido pela transformacao

conformal do circulo de pardmetros 75 =10, g =0,664129798 e ¢, =0,871557427
(b/r, =09297817) (ou com os parametros “classicos™ r, =10, e=1/14 e F=5"), em um
escoamento com inclinagdo S, =10°. A distribuicio de velocidade prescrita e os valores

interpolados na iteracdo 820, com a discretizacdo de 2N =160 pontos de controle, sao

apresentados na Figura 5-49.

1,5
1
M
W—‘H“" 0
0,5
N
S -0,5 ,x
E -1 e,
~ M
& -15 et
B # /,»»".”’M
2 .
& / —— solucdo exata
-2,5
3 {f —— iteragdo 820
. ¥ (interpolagio)
-3,5
0 0,25 0,5 0,75 1
sp ou ss

Figura 5-49 Velocidade analitica prescrita do aerofdlio de Joukowski arqueado de razado
b/r, =0,9298 em escoamento S, =10°

A Figura 5-50 apresenta a geometria obtida na iteracdo 820, comparada a geometria meta.
Esta ultima € a geometria analitica do aerofdlio de Joukowski arqueado que corresponde a

distribuicao de velocidade prescrita. A Figura 5-51 mostra os erros obtidos nas iteragdes.
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Figura 5-50 Geometria do aerof6lio de Joukowski arqueado (2N =160) obtida com o método
inverso para escoamento S, =10°
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Figura 5-51 Erros nas iteracdes - aerof6lio de Joukowski arqueado (2N =160) e £, =10°
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Na iteracdo 799 sdo feitos ajustes nos bordos de ataque e de fuga e suavizagdo do contorno
por minimos quadrados, e também a redistribuicdo dos pontos de controle no contorno, como
mostra a Figura 5-52. Apo6s a redistribuicdo, os valores de velocidade normal nos pontos proximos
ao bordo de fuga resultam bastante elevados, conforme Figura 5-54 e Figura 5-55. A evolucdo das
geometrias dos bordos de ataque e de fuga em algumas iteracdes € apresentada na Figura 5-53.
Observa-se que a redistribuicdo dos pontos feita na iteracdo 799 melhora a curvatura do bordo de
fuga, logo a seguir na iteracao 800. A geometria evolui bem, sendo que na iteracdo 820 apresenta
arqueamento semelhante ao da geometria meta e espessura um pouco maior na extensdao de 50%
da corda até o bordo de fuga. E na iteracdo 850, onde o desvio absoluto da distribuicdo de
velocidade € minimo, a geometria aproxima-se bastante da geometria meta, exceto na por¢ao de
93% da corda até o bordo de fuga, onde o arqueamento torna-se exagerado. Nas iteracoes
seguintes ocorre instabilidade do método de célculo, o que se atribui ao bordo de fuga muito

arqueado e fino.

0,0625 0,0625

n/corda

0 RS e S

(=]
n/corda

——— ¢) contorno suave por minimo.
quadrados e segmentos retos no

Geometrias: BF

——— meta

—<— d) redistribui¢io dos pontos de
controle e adimensionalizada em
relagdo a propria corda: iteragdo
——<—b) calculada com 799

fechamento do perfil

-0,0625 -0,0625
-0,0125 0,0625 0,9375 1
&corda Feorda

a) inicial: iteragdo 798

Figura 5-52 Ajustes na iteracdo 799 - aerofélio de Joukowski arqueado e S, =10
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Figura 5-53 Geometrias dos BA e BF no célculo inverso do aerof6lio de Joukowski arqueado e
escoamento 3, =10°
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Figura 5-54 Velocidade normal utilizada - aerofélio de Joukowski arqueado e S, =10’
144



0,1
0,05
i
i*
; ‘ s
0 o TR = Mi-?{i"
“ |
I
£ I | 4
~ -0,05 i i
% I
s‘
01 ‘s
W iteragdo 300
—— iteragdo 700
-0,15 iteragio 799 —
—— iteragdo 800
—— iteragdo 820
-0,2
0 45 90 135 180 225 270 315 360

@ [graus]

Figura 5-55 Razdo v, /v, - aerof6lio de Joukowski arqueado (2N =160) e S, =10°

A Figura 5-56 apresenta detalhes da geometria final (Figura 5-50) para o célculo inverso do
aerof6lio de Joukowski com arqueamento, isolado em um escoamento uniforme de inclinacao
£, =107, obtida com o programa numérico deste trabalho na iteracdo 820. Na regido do bordo
de fuga o arqueamento do aerofdlio resulta bem préximo daquele da geometria meta, sendo o
desvio do ponto do bordo de fuga em torno de 0,08% da corda. A espessura resultante nessa
regido também € maior do que a meta, sendo que a diferenca méaxima entre as espessuras das
geometrias € de aproximadamente 0,53% da corda, na posicdo ¢ igual a 90,00% da corda do
aerofolio.

A Figura 5-57 mostra a distribuicdo de velocidade na superficie deste aerofdlio, calculada
com o método de distribui¢do de vortices utilizado pelo programa mencionado, comparada aquela

da solucdo exata de Joukowski.
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Figura 5-56 Geometrias finais dos BA e BF do aerof6lio de Joukowski arqueado e f, =10’
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Figura 5-57 Velocidade obtida na superficie do aerofdlio calculado com a distribuicio de
velocidade prescrita igual a de Joukowski arqueado em escoamento £ =10" (2N =160)
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6 METODO INVERSO - AEROFOLIO NACA

A validagdo do modelo numérico e do cédigo computacional elaborados para o cédlculo de
perfis e de cascatas, com base na metodologia da distribuicdo de vortices na superficie, prossegue
com a aplicacdo dos mesmos para gerar outro tipo de perfil, o experimental, como o s@o os perfis
NACA.

O aerofdlio NACA série 65 ¢ empregado em cascatas de pas de compressor, conforme
atesta a literatura (EMERY et al, 1958), com desempenho muito satisfatério. Neste Capitulo sdao
tratados um perfil simétrico NACA 65-010 e um perfil assimétrico NACA 65-1210 como
aerofélios isolados. A geometria de cada um desses perfis pode ser obtida em Abbott e von
Doenhoff (1959). E a distribui¢do de velocidade em torno desses perfis € calculada por meio de

uma andlise com o método de distribuicao de vorticidade.
6.1 Calculo inverso do aerof6lio NACA simétrico

A série NACA de aerofdlios de cascata constitui-se de uma forma de perfil definida
(distribui¢do de espessura ao longo da corda) associada a uma série de linhas de arqueamento
bésicas, cada uma sendo referenciada pelo coeficiente de sustenta¢do de projeto para o aerofdlio
isolado (CLO) multiplicado por dez, seguido pela espessura maxima em porcentagem da corda.

Para o célculo inverso de um aerofélio NACA simétrico isolado e alinhado com o
escoamento livre, adota-se o aerofolio NACA 65-010, com forma de perfil da série 65, coeficiente
de sustentacdo nulo (perfil simétrico) e com espessura maxima igual a 10% da corda. A
distribuicdo de espessura e a distribuicdo de velocidade tedrica encontram-se no Apéndice I de
Abbott e von Doenhoff (1959, p.362).

Com a geometria dada, interpola-se por spline 2N pontos igualmente espacados na varidvel
angular ¢, sentido anti-horario, com vértice no cento de um circulo cujo didmetro coincide com a

corda do aerofélio e que determina o ponto do bordo de fuga em ¢=0, de coordenadas

cartesianas adimensionalizadas em relacdo a corda (xc, yc): (1,0), e o ponto do bordo de ataque
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em ¢=7,o0u (x.,y.)=(0,0). A andlise deste perfil pelo método de vorticidade distribuida resulta
a distribui¢do de velocidade no contorno. As coordenadas curvilineas complementares s e s,

dos pontos sobre as superficies de succdo e de pressao, respectivamente, sdo também calculadas.

O caélculo inverso de um aerofélio com a distribuicdo de velocidade requerida igual aquela
obtida para o aerof6lio NACA 65-010 é executado, a partir de uma geometria inicial eliptica. Essa
distribuicdo requerida e os valores interpolados na iteracdo 230 com a discretizacdo do contorno
em 2N =160 pontos de controle sdo apresentados na Figura 6.1.

1,5

WWM

|[vR|/ Uoo

—— prescrita

0,5

—— iteragdo 230
(interpolagdo)

0 0,25 0,5 0,75 1

sp ou ss

Figura 6.1 Velocidade prescrita do aerofélio NACA 65-010 em escoamento S, =0°

A convergéncia € obtida na iteracdo 230 e os erros obtidos durante o procedimento inverso

sdo apresentados na Figura 6.3. A geometria final € apresentada na Figura 6.2 para a iteracao 230,
quando o desvio absoluto torna-se igual a 7,74.10™*. E os detalhes dos bordos de ataque e de

fuga da geometria final sio mostrados na Figura 6.8.
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Figura 6.2 Geometria do aerof6lio NACA 65-010 obtida com o método inverso (2N =160)
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Figura 6.3 Erros nas iteragdes - aerofolio NACA 65-010 (2N =160)
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Este método segue o Procedimento B descrito anteriormente. Os valores elevados de
velocidade normal préximo aos pontos de estagnacdo sdo zerados a cada iteracdo. A geometria do
bordo de ataque € corrigida e todo o contorno do aerofélio € suavizado por meio de interpolacio
por minimos quadrados nas iteragdes 65 e 210. E, nessas mesmas iteragdes, faz-se a redistribuicao
dos pontos de controle de maneira que eles ficam mais préximos aos bordos do aerofélio, como se
observa nos detalhes mostrados na Figura 6.4 para a iteracdo 65.

Para algumas iteracdes as velocidades normais sobre as superficies de suc¢do ou de pressdo

das respectivas geometrias sdo apresentadas na Figura 6.5, enquanto que os valores de v, /v,

utilizados no célculo das geometrias imediatamente seguintes sdo apresentados na Figura 6.6.
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b) calculada com controle e adimensionalizada em

fechamento do perfil relagdo a prépria corda: iteragao 65
-0,0625 -0,0625

-0,0125 0,0625 0,9375 1
Georda &corda

Figura 6.4 Ajustes nos BA e BF na iteracdo 65 - aerofélio NACA 65-010

Observa-se na Figura 6.8 que a geometria obtida no calculo inverso praticamente coincide

com a geometria meta do aerofélio NACA 65-010.
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Figura 6.5 Velocidade normal utilizada - aerof6lio NACA 65-010
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Figura 6.6 Razéo v, /v, - aerofélio NACA 65-010 (2N =160)
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Figura 6.8 Geometrias finais dos BA e BF do aerof6lio NACA 65-010
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6.2 Calculo inverso do aerofolio NACA simétrico em escoamento inclinado

Para o célculo inverso de um aerofélio NACA simétrico isolado em um escoamento livre
inclinado £, =10° em relagdo a corda do aerofdlio, adota-se o0 mesmo aerofélio NACA 65-010 da
subsecdo anterior. Obtém-se a distribuicao de velocidade no contorno deste aerofélio por meio da
andlise pelo método de vorticidade distribuida com 2N =160 pontos de controle. E essa passa a
ser a distribuicdo de velocidade requerida (ou prescrita), mostrada na Figura 6.9, para o célculo a
partir de uma elipse como geometria inicial, conforme Figura 6.10.

1

-0,5 i
-1 e
g M
s | e
o L5
2
PR AT
-2,5 i 1 prescrita
-3
y —— iteragdo 1550
-3,5 g (interpolacdo)
4 |
0 0,25 0,5 0,75 1
sp ou ss

Figura 6.9 Velocidade prescrita do aerofélio NACA 65-010 em escoamento 5, =10°

Os erros obtidos nas iteracOes sdo apresentados na Figura 6.11 que indica que o erro

permanece estdvel em torno da iteracdo 1500. A Figura 6.10 apresenta a geometria final como a

iteracdo 1550, quando o desvio absoluto torna-se igual a 1,79.107.
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Figura 6.11 Erros nas iteracdes - aerof6lio NACA 65-010e £, =10" (2N =160)
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Nas iteracoes 699 e 1199, conforme Procedimento B, a geometria do bordo de ataque €
ajustada por splines e todo o contorno do aerofdlio é suavizado por meio de interpolacdo por
minimos quadrados. Em seguida, os pontos de controle sdo redistribuidos no contorno por meio

de interpolacdo de pontos igualmente espacados em ¢ com coordenada cartesiana dada pela
transformacdo circular x, =0,5 (1 + cos ¢). A Figura 6.12 mostra esses ajustes na iteracao 1199.
As velocidades normais sobre as superficies de sucgdo ou de pressdo e os valores de v, /v,

para algumas iteracOes sdo apresentadas na Figura 6.13 e Figura 6.14, respectivamente.

0,0625 0,0625
3
3 o 3
S =
§ 0 0 8
=
Geometrias: ———¢) contorno suave por minimaos
quadrados e segmentos retos no BF
meta
a) inicial: iteragdio 1198 ——— d) redistribuicdo dos pontos dg
controle e adimensionalizada em
—=—b) calculada com relagdo a propria corda: iteragdo
fechamento do perfil 1199
-0.0625 -0,0625
-0,0125 0,0625 0.9375 1
Feorda &eorda

Figura 6.12 Ajustes nos BA e BF na iteracdo 1199 — aerofélio NACA 65-010e g, =10

A Figura 6.15 apresenta a distribuicdo de velocidade na superficie do aerofélio v, (em
relacdo a velocidade W, do escoamento livre) obtida no cédlculo inverso comparada a solugdo

prescrita igual a do aerofélio NACA 65-010 em escoamento inclinado £, =10°. E a Figura 6.16

mostra os detalhes dos bordos de ataque e de fuga da geometria final comparada com a geometria
meta. O desvio entre elas € da ordem de 0,17% da corda na regido do bordo de ataque proximo ao

ponto de estagnagdo na superficie de pressao e de 0,04% da corda no bordo de fuga.
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Figura 6.13 Velocidade normal utilizada - aerofélio NACA 65-010e S, =10°
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Figura 6.14 Razéo v, /v, - aerofélio NACA 65-010e £, =10° (2N =160)
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Figura 6.15 Velocidade obtida na superficie do aerofélio simétrico calculado com distribuicao de
velocidade prescrita igual a de NACA 65-010 em escoamento inclinado B, =10 (2N =160)
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Figura 6.16 Geometrias finais dos BA e BF do aerofélio NACA 65-010e 8, =10
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6.3 Calculo inverso do aerofélio NACA arqueado

Adota-se o perfil NACA 65-1210 para o cdlculo inverso de um aerofélio NACA arqueado
isolado em um escoamento livre com inclinacio £, =10"em relacdo a corda do aerof6lio. Os
dados do NACA 65-1210 sdao obtidos conforme Abbott e von Doenhoff (1959). Este aerofélio
apresenta a mesma distribuicio de espessura basica do aerofélio NACA 65-010, com espessura
maxima igual a 10% da corda, que se encontra em Abbot e von Doenhoff (1959, Apéndice I,
p-362). A linha de arqueamento tem as caracteristicas da linha média NACA « =1,0 (ibidem,
Apéndice II, p.405) multiplicadas pelo coeficiente de sustentacdo de projeto deste aerofdlio
C, =1,2. A distribui¢do de velocidade tedrica também pode ser obtida a partir dos dados das
mesmas tabelas.

A distribuicao de velocidade prescrita € obtida pelo célculo direto do escoamento sobre o
aerof6lio NACA 65-1210. Esta distribuic@o e os valores interpolados na iteragao 2000 do célculo

inverso, com a discretizacdo de 2N =160 pontos de controle, sdo apresentados na Figura 6.17.
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-3,5 ‘
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Figura 6.17 Velocidade prescrita do aerofélio NACA 65-1210 em escoamento S, =10
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Figura 6.19 Erros nas iteracdes - aerof6lio NACA 65-1210 e S, =10 (2N =160)
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A Figura 6.18 apresenta a geometria obtida na iteracao 2000, comparada a geometria meta,
ou seja, do aerof6lio NACA 65-1210 que corresponde a distribuicdo de velocidade prescrita. E a
Figura 6.19, os erros obtidos nas iteragoes.

Nas iteragoes 1199, 1249 e 1599 sao feitas corre¢des nos bordos de ataque e de fuga e
suavizacdo do contorno por minimos quadrados, e também a redistribui¢do dos pontos de controle
nessas iteracdes. Na iteracdo 2999, apenas a suavizagdo do contorno. Apds a redistribui¢do, os
valores de velocidade normal nos pontos préximos ao bordo de fuga resultam bastante elevados,
conforme Figura 6.21e Figura 6.22, devido a pequena espessura nesta regido e consequente
proximidade entre os pontos opostos. Assim, para atenuar o problema e evitar cruzamento entre
as superficies, o bordo de fuga é corrigido por minimos quadrados nas iteracdes 1200 a 1248. A

evolucdo das geometrias dos bordos de ataque e de fuga nessas ultimas iteragdes € apresentada na

Figura 6.20. Observa-se que a redistribui¢cao dos pontos melhora a curvatura do bordo de fuga.
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n/corda

Geometrias:
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iteracdo 1200 iteracdo 1250
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-0,0125 0,0625 0,9375 1
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Figura 6.20 Geometrias dos BA e BF no cdlculo inverso do aerofolio NACA 65-1210 e
escoamento S, =10’
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Figura 6.23 Geometria final dos BA e BF no célculo inverso do aerof6lio NACA 65-1210 e
B, =10

A Figura 6.23 apresenta detalhes da geometria final (Figura 6.18) para o cdlculo inverso de
um aerofélio NACA 65-1210, isolado em um escoamento uniforme de inclinacio £, =107,
obtida com o programa numérico deste trabalho. A comparacdo com a geometria meta mostra que
o arqueamento obtido para a regido do bordo de fuga é bastante razodvel. E a médxima diferenca

de espessura obtida em relagdo a geometria meta é de aproximadamente 0,24% da corda na

posi¢do 96,5% da corda do aerofdlio.

E a Figura 6.24 mostra a distribui¢do de velocidade na superficie deste aerofdlio, calculada

com o método de distribui¢do de vortices utilizado pelo programa mencionado, comparada aquela

da solugdo prescrita.
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Figura 6.24 Velocidade obtida na superficie do aerofélio calculado com a distribuicao de
velocidade prescrita igual a de NACA 65-1210 e escoamento f=10" (2N =160)
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Figura 6.25 Distribui¢cdo de pressdo correspondente a velocidade prescrita pelo calculo direto do
aerof6lio NACA 65-1210 em escoamento S, =10’

163



No entanto, a distribui¢do de velocidade prescrita na Figura 6.17, ou na Figura 6.24, obtida
pelo célculo direto do aerofdélio meta, apresenta-se inconsistente na regido do bordo de fuga
agudo, com cruzamento entre as distribuicdes de velocidade (em mddulo) das superficies de
sucgdo e de pressdo, ou ainda entre as distribuicdes de pressdo dessas superficies, conforme indica
a Figura 6.25 correspondente.

Assim, propde-se fazer o calculo inverso do aerofélio NACA 65-1210 a partir da
distribuicdo de velocidade prescrita corrigida, conforme apresentada na Figura 6.26, juntamente

com os valores interpolados na iteracdo 1241 desse novo célculo.
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I (interpolagio)

0 0,25 0,5 0,75 1
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Figura 6.26 Velocidade prescrita corrigida para o cdlculo inverso do aerofélio NACA 65-1210 em
escoamento S, =10°

Nas iteragdes 1199, 1234 e 1239 sdo feitas correcdes nos bordos de ataque e de fuga e
suavizacdo do contorno por minimos quadrados, e também a redistribuicdo dos pontos de
controle. Observa-se que este procedimento, de imediato, provoca aumento na espessura da
regido frontal do aerofdlio, deslocando a superficie de pressdo, e também aumento da curvatura da
regidao do bordo de fuga. Nas iteracdes seguintes, o efeito da redistribuicdo dos pontos € a
melhoria da geometria calculada, que se aproxima mais da geometria meta. No entanto, antes de

atingir uma geometria tdo boa quanto aquela calculada com a velocidade prescrita sem corre¢ao
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da Figura 6.18, ocorre instabilidade do célculo devido ao acentuado estreitamento do bordo de
fuga.
A Figura 6.27 apresenta a geometria final, iteracdo 1241, para o célculo inverso do aerofélio

NACA 65-1210, isolado em um escoamento uniforme de inclinacdo £, =10, obtida com o

programa numérico deste trabalho. E a Figura 6.29 apresenta detalhes dos bordos de ataque e de
fuga dessa geometria. A comparacdo com a geometria meta mostra que o aerofdlio calculado
apresenta arqueamento maior na regiao do bordo de fuga e que, embora a superficie de succdo
apresente curvatura semelhante a meta, a superficie de pressdo afasta-se da meta na regido do
bordo de ataque.

Essa questdo precisa ser corrigida, oportunamente, pois uma variacio no arqueamento do
aerofélio na regido do bordo de fuga aumenta o coeficiente de sustentacdo, de maneira semelhante
a atuacdo de um flap. E o método compensa o aumento da sustentagdo do aerofélio devido ao
arqueamento do bordo de fuga modificando o perfil na regido do bordo de ataque.

A Figura 6.28 apresenta os erros obtidos nas iteracdes durante o procedimento de célculo
inverso. E a Figura 6.30 mostra a distribuicdo de velocidade na superficie do aerofélio calculado,
comparada aquela da solu¢do prescrita corrigida, o que evidencia a dificuldade do método
proposto em tratar o bordo de fuga agudo com angulo incluso bem pequeno.

Uma sugestdo seria diminuir o nimero de pontos de controle utilizados no célculo préximo

ao bordo de fuga do aerof6lio nessas iteracdes finais.
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Figura 6.27 Geometria do aerof6lio NACA 65-1210 (2N =160) obtida com o método inverso
para escoamento S, =10" com velocidade prescrita corrigida

Figura 6.28 Erros nas iteracdes - aerof6lio NACA 65-1210 e B, =10" (2N =160)
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Figura 6.29 Geometria final dos BA e BF no célculo inverso do aerofélio NACA 65-1210 e
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Figura 6.30 Velocidade obtida na superficie do aerofélio calculado com a distribuicao de
velocidade prescrita corrigida igual a de NACA 65-1210 e escoamento S =10" (2N =160)
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7 APLICACAO EM CASCATA

Em mecéanica dos fluidos a cascata € um modelo que compreende simplificacdes fisicas e
matemadticas do escoamento real que ocorre, por exemplo, no interior de uma turbomaquina, com
a intengcdo de fornecer uma andlise e melhor entendimento desses escoamentos. Trata-se de uma
fileira infinita de pds similares equidistantes, normalmente, na forma de aerofdlios, conforme
Gostelow (1984). E o método de distribuicdo de vortices no contorno ou método de Martensen é
uma técnica computacional muito eficiente para modelar o escoamento potencial e, em especial,
para tratar cascatas de turbomdaquinas.

Neste capitulo, a metodologia e o c6digo computacional desenvolvidos neste trabalho de
acordo com o método de distribui¢do de vortices na superficie sdo aplicados a andlise de cascatas

de aerof6lios para convalidagao.
7.1 Cascata de aerofolios NACA série 65

Inicialmente, os resultados da andlise de duas cascatas de aerofélios NACA da série 65 de

compressores axiais sdo apresentados e comparados com exemplos da literatura.
7.1.1 “Cascata de Horlock”

Horlock (1973) apresenta os resultados para cascatas da série 65 da NACA calculados por
K. Schneider (do Massachusetts Institute of Technology) utilizando o método de singularidades de
Ackeret e compara-os com resultados experimentais. Este método também foi utilizado por
Schlichting e por Scholz, segundo Horlock, sendo que Gostelow (1984) denomina-o método de
Schlichting. O escoamento em torno de um aerofolio de espessura finita com arqueamento e
incidéncia é dado pela superposi¢cdo de dois escoamentos, sendo um deles em torno de um
aerofdlio simétrico de espessura finita, representado por uma distribuicdo de fontes e sorvedouros,
e o outro escoamento em torno da linha de arqueamento infinitamente fina com incidéncia,

representado por uma distribuicdo de vortices. As expressoes para as velocidades induzidas devido
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as singularidades sdo obtidas em funcdo da geometria da cascata (razdo espagamento pela corda,
escalonamento e geometria do aerofdlio) e das distribuicdes de singularidades, as quais sdo
escritas como séries de Fourier, conforme Glauert e Allen. Tomando-se as inclinacdes da
espessura e da linha de arqueamento em n pontos do aerofélio, obtém-se 2n equacdes diferencias
com 2n incdgnitas (os primeiros n coeficientes de Fourier em cada equacdo) a serem
determinadas.

As Figuras 7.1 e 7.2 desta Subsec¢ao reproduzem a Figura 2.14 de Horlock acrescentando os
resultados da andlise com o método proposto de distribuicdo de vortices no contorno, para a
cascata de aerof6lios NACA 65-1210 de escalonamento y = 30" e razdo espacamento pela corda
t/1=10.

Da Figura 2.13 de Horlock pode-se deduzir que a inclinagdo do escoamento de entrada é
P, =45°, correspondente ao angulo de ataque ( S, — y ) indicado de aproximadamente 15°, e que

a deflexdo do escoamento (S, —f,) que a cascata proporciona resulta do cdlculo tedrico em

aproximadamente 20° e das medidas experimentais em 21°. Assim, a inclina¢do do escoamento na
saida da cascata resulta em f, =25" para o cdlculo tedrico e em f, =24" para os dados
experimentais.

Conforme visto no Capitulo 3, as equagdes de Martensen para cascata envolvem as
quantidades do escoamento médio, de maneira que se a geometria da cascata e as condicdes do
escoamento médio equivalente W, e [, sdo prescritas a distribui¢ao de velocidade ou de pressao
na superficie do aerofdlio pode ser obtida. Inicialmente, para a cascata adotada utiliza-se o cédigo
computacional para sua andlise com os dados do escoamento médio equivalente a [, =45" e
S, =24°, ou seja, com [, =358".

Ao variar o nimero de pontos de controle N pode-se avaliar a sua influéncia nos resultados
ao compara-los na Figura 7.1 com os resultados publicados por Horlock. Observa-se que
aumentando N até 80 tem-se uma melhor concordancia da distribui¢do do coeficiente de pressao
no bordo de fuga do aerofdlio, enquanto que para valores maiores o resultado ndo se mantém, mas

a solugdo comeca a divergir, provavelmente devido a erros de arredondamento.
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Figura 7.1 Distribui¢do de pressd@o medida e calculada sobre aerofélio NACA 65-1210 em cascata
(x =30, t/l=1,0) para B, =45"; e para o método proposto com S, =358’

O cédigo computacional é entdo utilizado para a andlise da cascata dada, em um escoamento
de entrada f, =45°, com a previsdo do angulo S, de saida. Para isso, segue-se o procedimento
descrito no Capitulo 3 para o célculo das solugdes unitdrias e por fim o cdlculo da inclinagdo f,.
Os resultados sdo apresentados na Figura 7.2 para o calculo com N =80 pontos de controle,
sendo que o valor obtido é S, =235 ou S, =35,6".

Na distribuicdo de pressao resultante aparecem ondulacdes proximas aos bordos de ataque e
de fuga devido aos pontos tabelados do aerofélio NACA serem insuficientes para conduzir
adequadamente a spline nessas regides, quando da distribuicdo inicial dos pontos de controle no

contorno, principalmente, na transicao entre o circulo do bordo de ataque e os demais pontos

tabelados.
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Figura 7.2 Coeficiente de pressdo sobre aerofélio NACA 65-1210 em cascata ( y =30°, t/ [=1,0)
para f, =45"; o método proposto fornece [, =23,5" com N =80

7.1.2 “Cascata de NASA SP-36”

O documento NASA SP-36 (1965) apresenta o método tedrico de Katzoff, Finn e Laurence
(1947) como um método adequado para resolver o problema direto de uma cascata de baixa ou

média solidez (até 1,5), ou seja, para razdo espacamento pela corda acima de 0,67. Dados a

geometria da cascata e o vetor velocidade média equivalente, a solucdo € obtida pela superposicao
de escoamentos. Primeiro, a transformacdo de Theodorsen € utilizada para determinar as
distribuicdes de pressdo em torno do aerofdlio central isolado no escoamento médio equivalente.
Depois, a distribuicdo de pressdo obtida € corrigida para os efeitos de interferéncia devido aos
outros aerof6lios na cascata usando distribuicdes adequadas de fontes e vortices, isoladas ou
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continuas, ao longo das linhas de arqueamento ou em torno dos perfis. Por fim, dois escoamentos
sdo adicionados, um que torna a pa central uma linha de corrente e outro, circulatério, que obriga
o escoamento resultante a deixar a pd no bordo de fuga. Gostelow (1980) comenta que esse
procedimento iterativo utilizava cartas padronizadas para os efeitos de interferéncia e tornou-se
obsoleto quando os computadores foram introduzidos.

Os resultados experimentais e tedricos obtidos para uma cascata de aerofélios NACA 65-

1210 de escalonamento y =459° e razdo espagamento pela corda ¢/l =1,0, na condigdo de
escoamento de entrada com inclinacdo S, = 60° sdo apresentados na Figura 74 de NASA SP-36
(1965). O angulo formado entre o escoamento médio e a corda do aerofélio ¢ (8, — 7)=6.5" e o
coeficiente de sustentacdo obtido é C, =1,31 para a solu¢do tedrica, ou seja, a inclinacdo do
escoamento médio equivalente resulta £, =52,4" e a inclinacio do escoamento na saida da
cascata, f3, =40,9°. Os dados experimentais estdo associados a um coeficiente de sustentacdo

C, =0,96. A andlise dessa cascata com o método proposto de distribuicdio de vortices no

contorno € apresentada nas Figuras 7.3 a 7.5, as quais também reproduzem a Figura 74 de NASA

SP-36 para comparacao.
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Figura 7.3 Distribui¢do de velocidade experimental e tedrica sobre aerofolio NACA 65-1210 em
cascata ( y =45,9°, t/I=1,0) com B, =52,4"; variando N para o método proposto

A andlise dessa cascata com o método proposto de distribuicdo de vortices no contorno,
para o escoamento médio equivalente com inclinacdo S, =52,4° e variando o niimero de pontos

de controle N, € apresentada na Figura 7.3. Observa-se que conforme N aumenta a solugdo

aproxima-se daquela de NASA SP-36 quando N =85. De fato, para N =85 o coeficiente de

173



sustentacdo resulta C, =130 e, se B, =60°, o adngulo de inclinagdo do escoamento na saida €

S, =40,9°. E, para valores de N maiores, a solu¢do diverge, de maneira andloga ao que acontece

com a “cascata de Horlock™ da Subsec¢do 7.1.1 que ¢ formada pelo mesmo tipo de aerofolio.
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Figura 7.4 Distribui¢do de velocidade experimental e tedrica sobre aerof6lio NACA 65-1210 em
cascata ( y =45,9°, 1/l =1,0) ; com B, =60"e variando N para o método proposto
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Figura 7.5 Distribuicio de velocidade sobre aerofélio NACA 65-1210 em cascata ( y =45,9°,
t/1 =1,0) calculada pelo método proposto com N =80, para 3, = 60°, resultando 3, = 40,7°

O codigo computacional proposto possibilita a analise da cascata em um escoamento de
entrada S, =60° com a previsdo do angulo [, de saida utilizando-se o calculo das solucdes

unitarias. Os resultados sdo apresentados na Figura 7.4 para alguns valores de N . Neste caso, a

curva de distribuicdo de velocidade resultante do célculo com N =80 € a que mais se aproxima
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dos valores experimentais de NASA SP-36 em grande parte do contorno. O coeficiente de

sustentacdo desta solugdo é C, =1,06 e o angulo de saida é £, =40,74" o que equivale ao
angulo do escoamento médio S, =52,36", praticamente o mesmo valor dos célculos da Figura

7.3. De fato, as curvas para N =80 nas duas Figuras praticamente coincidem, sendo esta solu¢cdo

destacada na Figura 7.5.

7.2 Cascata de aerofolios de Gostelow

Gostelow (1964) desenvolveu vdrias solugdes de cascata padrdo utilizando a teoria de
transformacdo conformal exata de Merchant & Collar com a finalidade de checar a validade das
diversas adaptacOes numéricas das teorias de singularidades linearizadas. O desenvolvimento das
equagoes para célculo do perfil da pa e da distribui¢ao de velocidade € apresentado no capitulo 5
de Gostelow (1984). Por exemplo, Gostelow conseguiu produzir um perfil analitico de p4d muito
semelhante ao perfil de base C4 distribuido sobre uma linha de arqueamento 70° de arco circular
(C4/70C50), bastante comum a pratica de compressor vigente no Reino Unido. Esta solucio
analitica foi utilizada como padrdo por Lewis (1991) para testar seu cddigo computacional de
distribui¢do de vortices no contorno a partir dos dados do perfil tipo C4, sendo que as pequenas
diferencas na distribuicdo de pressdo foram atribuidas a ndo coincidéncia entre os perfis.

Gostelow desenvolveu também um perfil de cascata com arqueamento elevado (120°) para
testar a teoria linearizada de Schlichting ao extremo, a qual se mostrou inadequada para isso. J4 os
resultados de Lewis, com o método de Martensen, para essa mesma cascata concordam bem com
a teoria de transformagdo conformal de Gostelow exceto na regido do bordo de fuga, diferencas
que foram atribuidas as arbitrariedades na selecio do ponto de estagnacdo do bordo de fuga
arredondado na andlise de Gostelow.

O perfil da pd e a distribuicdo de pressdo para uma cascata com aerofélios com bordo de
fuga cuspide sdo apresentados na Figura 5.14 e os pardmetros necessdrios para o cdlculo da

transformada estdao no Apéndice A de Gostelow (1984). Os parametros globais da cascata sdo o

escalonamento y = 37,5°, a razdio espagamento pela corda /I =0,9901573 e também o angulo de
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inclinagdio do escoamento na entrada f, =535". O escoamento de saida resulta com
tan B, =0,57793012, ou seja, £, =30,02° e S, =4397".

Esta cascata de Gostelow, obtida analiticamente por transformacdo conformal, € analisada
com a metodologia de célculo proposta no presente trabalho. Embora as equagdes de Gostelow

tenham sido utilizadas, o perfil calculado ndao coincide com o perfil tabelado no Apéndice A de

Gostelow (1984), conforme se pode constatar na Figura 7.7.

1

Cp =1-(v/WI)*2

\\

/ Gostelow tabelado
N= 90 —
/ N =120

/ N =150

N =180
/ N =200 |
N =240
¥ |
0 02 0.4 0,6 08 1
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Figura 7.6 Distribuicio de pressdo da cascata de aerofélios de Gostelow ( y =37.,5°,

t/1 =0,9901573) para B, = 53,5, tabelada e calculada com o método proposto variando N
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Figura 7.7 Perfil do aerof6lio e distribui¢do de pressdo da cascata de aerofélios de Gostelow
(=375, t/=0,9901573) para B, = 53,5 calculada com 0 método proposto e com N =240,
resultando S, =29,63" ou S, =43,83"
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A Figura 7.6 mostra a distribuicdo do coeficiente de pressdo calculada na andlise do perfil
variando-se o nimero de pontos de controle N . Ha discordincia em relagdo a distribuicio de
pressdo tabelada visto que os perfis também ndo coincidem. Observa-se que a medida que N
aumenta a distribuicdo do coeficiente de pressdo calculada aproxima-se da distribuicdo de pressao
tabelada, sendo que o cruzamento inconsistente entre as distribui¢des de pressao das superficies de
succdo e de pressdo move-se em direcdo ao bordo de fuga do aerofdlio. E a solu¢do para
N =240 apresenta distribuicio de pressdao mais adequada na regido do bordo de fuga. Esta

solu¢@o € mostrada separadamente na Figura 7.7 para as superficies de succao e de pressao.

179



8 CONCLUSOES E SUGESTOES

Uma ferramenta computacional propria foi desenvolvida para o célculo de perfis
aerodindmicos, isolados ou em cascata, utilizando o método de distribuicio de vortices no
contorno. Os resultados obtidos mostram-se consistentes e com boa precisao.

As distribuicdes de velocidade ou de pressao no contorno dos perfis, tanto das cascatas
NACA quanto da cascata de Gostelow, obtidas da andlise desses perfis concordam bem com os
resultados tedricos linearizados e experimentais apresentados na literatura e utilizados para
comparagao.

O célculo inverso de perfis aerodindmicos isolados, que emprega o método direto
iterativamente, apresenta bons resultados. A geometria calculada apresenta-se bem proxima da
geometria meta, cuja distribuicdo de velocidade € utilizada como prescrita. Esses célculos inversos
sdo realizados para os perfis analiticos de Joukowski e também para os perfis experimentais
NACA, para os casos de perfil simétrico, com e sem angulo de ataque, e perfil arqueado com
angulo de ataque.

Observa-se que o método empregado € bastante sensivel ao cédlculo de perfis com bordo de
fuga agudo de pequeno angulo interno, sensibilidade intensificada para arqueamento do perfil,
apresentando irregularidades na distribuicdo de velocidade calculada préximo ao bordo de fuga.

Para convalidar o programa de célculo em definitivo e estabelecer claramente suas
possibilidades e faixa de aplicagdo, faz-se necessdrio estudar outros casos € compara-los com os
resultados de outros métodos disponiveis na literatura, tais como os métodos de painéis com
distribuicdo linear de vortices.

O programa precisa também ser trabalhado em suas rotinas para um desempenho satisfatério
em termos de tempo computacional e de otimizagdo dos cilculos. E importante tornar o programa
0 mais automatizado possivel, sem a necessidade de interferéncia do usudrio no processo de
célculo, de maneira que a necessidade de redistribuicao dos pontos de controle em torno do perfil,
por exemplo, seja detectada e aplicada automaticamente. Além disso, deve-se desenvolver uma

interface amigdvel com o usudrio para a entrada de dados e a exibicdo dos resultados.
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Como proposta de continuacdo do trabalho sugere-se o desenvolvimento do programa
computacional para o estudo da influéncia dos efeitos do escoamento em cascata, assim como dos
efeitos da formacdo de bolhas de separacdo ou da separacdo da camada limite, sobre a geracdo de

ruido aerodinamico.
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ANEXO A - Representacao paramétrica do contorno

O contorno C pode ser representado parametricamente, conforme Martensen (1971), pelo
vetor posi¢cdo dado por

r=r(4)=x(¢)i + y(¢)J

sendo ¢ o parametro dessa representacdo, crescente no sentido anti-hordrio e no intervalo

0<¢<2r.

Um vetor tangente ao contorno, segundo Kreyszig (1993, p.459), € dado pela derivada de

r(g).

, _dr _dx . dy

r' = =—i+—j
dg d¢ d¢

cujo médulo é

3] (5]

A coordenada curvilinea s corresponde ao comprimento de arco da curva C do contorno

(Kreyszig, 1993, p.461) que € dado pela seguinte funcao

¢
S(¢) = I\/r' -1 d¢;
¢0
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onde ¢, € o parametro ¢ da origemde s.

Diferenciando-se esta equagdo obtém-se

ds 1o
— =4rr =
d¢

!

r

Assim, das equacdes anteriores pode-se escrever o modulo do vetor tangente a curva C

como

2 BEE
d¢ \\ d¢ d¢

Para evitar que o contorno apresente cusps, € imposta a condi¢do de que o mddulo do vetor

tangente em cada ponto sobre o contorno nao se anule (Martensen, 1971), ou seja,

55T 5] -
d¢ d¢ d¢

192



