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RESUMO

Soubhia, Ana Luisa. Otimizagdo simultdnea dos parametros da planta e do controlador LOR
usando uma formulagdo analitica para o gradiente. Campinas: Faculdade de Engenharia Mecanica,

Universidade Estadual de Campinas.

O tema Otimizagdo dos parametros da planta e do controlador é o objeto de estudo desta
dissertacdo. Este trabalho propde trés metodologias analiticas: Metodologia Baseada na Resposta
Temporal, Metodologia Quadratica e Metodologia Variacional, para solucionar o problema de oti-
mizagdo simultinea dos parametros de uma suspensao veicular e do controlador LQR. Essas me-
todologias sdo investigadas, respectivamente, com base na solu¢do da equagdo de estado, no pro-
blema do Regulador Linear Quadratico (LQR) Otimo e no Célculo Variacional. A partir de um
algoritmo encontrado na literatura foram iniciados os estudos numéricos. Esse algoritmo permite
calcular derivadas de exponenciais matriciais, que sao essenciais para o desenvolvimento da meto-
dologia proposta para se resolver o problema da otimiza¢do simultinea dos parametros da planta
e do controlador, no qual a obtencdo de uma formulagdo analitica para o gradiente da funcdo a ser
minimizada é importante. Como aplicagdo, é proposto um problema de otimiza¢do simultinea do
ganho de um controlador LQR e dos parametros de uma suspensdo veicular ativa. Esse problema
é resolvido numericamente utilizando-se o software MATLAB. Essa disserta¢do € desenvolvida da
seguinte forma: Primeiramente, sdo apresentadas as metodologias analiticas e as metodologias nu-
méricas. A partir do estudo numérico, os resultados do problema de otimizacao aplicado ao modelo
de uma suspensao veicular sdo obtidos. Por fim, as conclusdes e os possiveis trabalhos futuros sao

apresentados.

Palavras-Chave: Otimizacgao estrutural; Otimizagdo; Controladores 6timos; Sistemas lineares; Vi-

bragdes.
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ABSTRACT

Soubhia, Ana Luisa. Simultaneous optimization of the plant parameters and the LOR control-
ler using an analytical formulation for the gradient. Campinas: Faculdade de Engenharia Mecanica,

Universidade Estadual de Campinas.

In this work, the theme Optimization of plant and controller parameters is studied. This work
shows three analytical methodologies: Methodology Based on Temporal Response, Methodology
Quadratic and Methodology Variational, suggested to solve the simultaneous optimization problem
of plant parameters and the controller of the linear and time invariant system. These methodologies
are investigated, respectively, based on the solution of the state equation, on the Quadratic Regulator
problem and on the Variational Calculus. From an algorithm that was found in the literature, the
numerical studies were started. The goal of this algorithm is to calculate the derived from matrix
exponential. This function is essential to develop the numerical methodology suggested to solve
the optimization problem of plant parameters and the controller, in which is important to find an
analytical form for the gradient of the object function. As an application, an optimization problem
of plant parameters and the controller for a quarter-car active vehicle suspension is suggested. This
problem is solved numerically using the software MATLAB. This work is developed as follows:
Firstly, the analytical and numerical methodologies are presented. From the numerical studies, the
vehicle suspension optimization problem results are obtained. And, in the end, the conclusions and

the possible future works are presented.

Keywords: Structural optimization; Optimization; Optimal controllers; Linear systems; Vibration.
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1 INTRODUCAO

Este trabalho € estruturado em quatro capitulos. No capitulo 1, € apresentado o tema Otimi-
zagdo dos parametros da planta e do controlador, objeto de estudo desta dissertacdo. E, também,
é feita uma revisao bibliografica sobre suspensodes veiculares e sobre estratégias de otimizag¢ao do
projeto de parametros de planta e de controlador.

No capitulo 2, as metodologias analiticas e as metodologias numéricas sdo apresentadas.
Primeiramente, uma breve explanac@o sobre sistemas lineares, continuos e invariantes no tempo é
feita. Em seguida, o problema do regulador linear quadratico € tratado. Trés metodologias analiticas
sao apresentadas: Metodologia Baseada na Resposta Temporal, Metodologia Quadrética e Meto-
dologia Variacional. Devido a dificuldade em se trabalhar com as condicdes de otimalidade encon-
tradas analiticamente, uma metodologia numérica € introduzida. Esta metodologia é desenvolvida
a partir de um algoritmo encontrado na literatura que calcula as derivadas de fun¢des exponenciais
matriciais.

No capitulo 3, os resultados numéricos sdo apresentados. A partir de um modelo de suspensao
veicular, as estratégias de otimizagao iterativa e simultanea sdo desenvolvidas fornecendo ou nao
uma férmula analitica para o gradiente da fungdo a ser minimizada. Dessa forma, os resultados
numéricos desta dissertacdo sao obtidos.

No capitulo 4, sdo apresentadas as discussdes finais, conclusdes e sugestdes de trabalhos
futuros.

A dissertacdo prossegue com a listagem das referéncias bibliogréficas citadas ao longo do
trabalho. Em seguida, sdo apresentados apéndices e anexos considerados importantes para o desen-

volvimento desta pesquisa.

1.1 Motivacoes e Objetivos

Projetos de suspensdes veiculares ativas t€ém atraido a atencdo de pesquisadores e muitos
trabalhos t€m sido propostos na literatura (Elmadany e Abduljabbar (1999) e Fathy et al. (2003)),
1



de forma a melhorar a dirigibilidade e, a0 mesmo tempo, minimizar o desconforto do passageiro e
maximizar o atrito entre as rodas e a superficie de rodagem, aumentando a estabilidade do veiculo.

Um dos primeiros pesquisadores neste campo, Thompson (1971), analisou o comportamento
dindmico de um modelo simples de uma suspensao veicular. Em seguida, em Thompson (1976), o
autor incorporou técnicas de controle 6timo para o mesmo modelo de suspensao, usando um indice
quadratico de desempenho que representava adequadamente as especificagdes técnicas do projeto.

Os trabalhos citados acima apresentam técnicas de controle que fornecem um desempenho
6timo apenas para um conjuntos nominal de parametros. No entanto, se 0s parametros estruturais
forem otimizados, o controlador deixa de ser 6timo e precisa ser reprojetado. Também nao ha
garantia que o projeto sequencial — otimizacdo dos parametros estruturais seguido do projeto do
controlador — leve a um desempenho 6timo.

A técnica de projeto integrado tem o objetivo de encontrar a combinacio de parimetros da
planta e do controlador que atinja um melhor desempenho. Existem vdrias estratégias de otimizacao
que podem ser aplicadas ao problema de projeto integrado (FATHY et al., 2001). As principais
estratégias sdo: a estratégia sequencial, a estratégia iterativa (SMITH et al., 1992), a estratégia
bi-level (Rao (1988) e Belvin e Park (1990)) e a estratégia simultanea (CAMINO et al., 2003).

Tradicionalmente, a otimizacdo de uma planta e do seu controlador obedece a uma estratégia
sequencial, ou seja, resolve-se o problema em dois passos. Primeiramente, € feita a otimizacao dos
parametros da planta. Posteriormente, para a planta otimizada, projeta-se o controlador. Embora
a estratégia sequencial tenha sido utilizada com sucesso na maioria dos trabalhos presentes na
literatura, ela pode nao fornecer a solucdo 6tima, ao contrario do que ocorre nos problemas em que
os parametros da planta e do controlador sao otimizados simultaneamente.

Contudo, deve-se salientar particularidades do problema de otimizacao simultanea. O projeto
simultaneo de estrutura e de um controlador geralmente € complexo, pois resulta em problemas nao
lineares e ndo convexos. Além disso, os algoritmos disponiveis para a solucdo de tal problema sao
computacionalmente custosos (Onoda e Haftka (1987); Grandhi (1989); Jin e Sepulveda (1995) e
Yang e Chen (1996)).

O objetivo deste trabalho € explorar a estratégia da otimizag¢do simultanea através das seguin-
tes metodologias andliticas: Metodologia Baseada da Resposta Temporal; Metodologia Quadratica
e Metodologia Variacional. Além do estudo analitico, propde-se um estudo numérico. A partir de

um algoritmo presente no artigo Brancik (2008), que calcula derivadas de funcdes exponenciais

2



matriciais, uma forma analitica para o gradiente da funcdo custo a ser minimizada é fornecida ao
programa fmincon (do MATLAB), com o objetivo de ser uma ferramenta auxiliadora na resolu-
¢a0 do problema de otimizacdo. Como aplicacdo, é proposto um problema de otimizagao de uma

suspensao veicular ativa usando o modelo um quarto de veiculo.

1.2 Revisao Bibliografica

Segundo Lu e Skelton (2000), o problema do projeto de estruturas € dividido em quatro
fases: Fase do Projeto Estdtico, na qual as estruturas sdo projetadas de acordo com as respostas
estaticas; Fase do Projeto Dinamico, em que as respostas dindmicas passaram a ser consideradas
nos projetos das estruturas; Fase do Projeto Hibrido, em que controladores ativos sdo introduzidos
nos sistemas para que as estruturas respondam as exigéncias do projeto, e a Fase dos Sistemas, fase
em que este trabalho estd inserido e, na qual o sistema de controle ativo e a estrutura sio projetados
simultaneamente.

Contextualizando o tema tratado nesta dissertacdo com os trabalhos encontrados na literatura,
uma breve revisao bibliogréfica € apresentada de forma cronoldgica e por secdo. Primeiramente sao
tratados os trabalhos referentes a suspensodes veiculares e controle 6timo. Em seguida, sdo aborda-

das as pesquisas sobre o processo de otimizacao dos pardmetros da estrutura e do controlador.

1.2.1 Controle Otimo para Suspensao Ativa

De acordo com Camino (1998), projetos de suspensio ativa vem sendo pesquisados ha pelo
menos trés décadas. Um dos primeiros pesquisadores a publicar trabalhos nessa drea foi Thompson
que em 1971 publicou o trabalho Thompson (1971) no qual € apresentada uma anélise sobre o
comportamento de uma suspensdo unidimensional do ponto de vista de um Filtro Passa Baixa.

Desde entdo, trabalhos sobre suspensdo veicular e teoria de controle 6timo s@o frequente-

mente encontrados na literatura, como em Thompson (1976). Nesse artigo, o autor, utilizando a
3



teoria do regulador linear quadratico 6timo, atende as especificacdes do projeto de uma suspensao
veicular. Em Thompson e Pearce (2001), os autores apresentam o problema de controle 6timo para
um modelo bidimensional de uma suspensao veicular. O resultado é obtido a partir de solucdes das
equagdes de Lyapunov e de Ricatti.

Um sistema de suspensdo automotiva ativa é composto de uma estrutura mecanica e de um
controlador de realimentag¢do. Convencionalmente, esses dois elementos sio projetados em sequén-
cia, com o projeto do controlador subsequente ao da mecéanica estrutural. Porém, esse método tra-
dicional pode ndo fornecer o desempenho global ideal para o sistema, por isso o projeto simultaneo

da estrutura e controlador tem despertado interesse de pesquisadores (Camino (2003)).

1.2.2 Otimizacao dos Parametros da Planta e do Controlador

Em Hale et al. (1984), o problema do projeto estrutural e do projeto de controle ¢ matema-
ticamente unificado, com o objetivo de criar um problema de otimizacdo tnico. Primeiramente, as
condigdes necessdrias para a solugdo deste problema sdo obtidas de forma analitica. Em seguida,
visto que essas condi¢des sao ndo lineares, uma solucao numérica foi obtida.

Tradicionalmente, a estrutura e o controlador sdo projetados separadamente. Em geral, a es-
trutura € otimizada para minimizar o peso, sujeito a restricdes em relacdo as tensdes admissiveis,
e o sistema de controle é otimizado para minimizar um indice de desempenho quadratico consi-
derando a deformacdo do pneu e o esfor¢o de controle. O artigo Onoda e Haftka (1987) apresenta
uma formulagdo para o problema de otimizacao integrado de um sistema que representa um veiculo
espacial. A técnica de otimizacdo em dois niveis (nested optimization) é desenvolvida para se obter
a solugdo do problema combinado.

O artigo Grigoriadis et al. (1993) sugere o seguinte processo iterativo. Para uma planta ini-
cial, é obtido um controlador que atenda as especificacdes do projeto. Em seguida, a planta e o
controlador sdo reprojetados simultaneamente de forma a minimizar o esforco de controle ativo.
Esse dltimo passo € resolvido utilizando-se programacdo convexa.

Uma nova abordagem de projeto simultineo é apresentada em Kajiwara et al. (1994). As
variaveis da estrutura e do controlador sdo otimizadas simultaneamente, utilizando-se a analise de
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sensibilidade, minimizando as respostas devido as perturbacdes dos ruidos brancos e coloridos,
sujeita a uma restricao de estabilidade.

Para a formulacdo do problema de otimizacao dos pardmetros da estrutura e do controla-
dor, em Zhu et al. (1999) duas estratégias sao exploradas, a Aproximacao Serial e a Aproximacao
Paralela. Na primeira delas, a otimizacdo estrutural € realizada separadamente da otimizacao do
controlador. Ou seja, enquanto ocorre a otimiza¢do dos parametros da estrutura, o controlador é
mantido fixo e, enquanto ocorre a otimizacao do controlador, os parametros da estrutura sdo man-
tidos fixos. Na Aproximacdo Paralela, a otimizagdo estrutural € o processo principal e externo e a
otimizacao do controlador é um processo secundario e interno. Sempre que a estrutura € modificada
um novo controlador ideal € projetado.

Para se obter a solugao 6tima do problema do projeto integrado alguns autores propuseram o
procedimento de otimizagao simultanea dos parametros da planta e do controlador. Como em Begg
e Liu (2000), em que algoritmos de otimizacdo simultdnea sdo apresentados. Tais algoritmos sdo
desenvolvidos com base em técnicas numéricas, que consiste em uma busca local probabilistica, e
nos algoritmos genéticos, pertencentes a uma classe de algoritmos evolutivos, que usam técnicas
inspiradas na biologia evolutiva, como hereditariedade, mutagdo, selecdo natural e recombinacio
(ou crossing over). Os algoritmos apresentados no artigo mostram eficiéncia para melhorar o de-
sempenho com respeito a robustez e a controlabilidade.

O artigo Fathy et al. (2001) analisa as solucdes do problema de otimizacdo estrutural e de
otimizacao do controlador, utilizando a estratégia sequencial, iterativa, em dois niveis e simultanea.
Os resultados foram obtidos usando uma formulag@o variacional do problema de controle 6timo,
no qual a estrutura particular do controlador nao foi definida.

Alguns artigos encontrados na literatura propdem a utilizacdo de LMIs (Linear Matrix Ine-
quality) para se resolver o problema de otimizacdo simultinea, como em Camino et al. (2002) e
Camino et al. (2003) Nesses artigos, os autores apresentam técnicas para se resolver o problema,
ndo convexo, de otimizagdo simultanea dos parametros da planta e de uma lei de controle linear.
Utilizando-se uma fun¢do convexificadora, apresentada em Oliveira et al. (2000) e Camino (2003),
o problema de otimizac¢do nao convexo é aproximado sequencialmente por um problema de oti-
mizacdo convexo, desta forma, o problema de otimizacdo obtido pode ser resolvido utilizando-se
LMIs.

No artigo Soubhia et al. (2010) sdo investigadas técnicas para a solucdo de problemas de

5



projeto de otimizagao simultanea dos parametros da planta e do controlador para uma suspensao
veicular ativa, de forma que o sistema atinja o melhor desempenho possivel. Tré€s diferentes estra-
tégias de otimizacdo sdo comparadas: a estratégia sequencial, a estratégia iterativa e a estratégia
simultanea. Estas estratégias sdo implementadas utilizando-se a fun¢ao de otimizagao fmincon do
MATLAB.

O problema de otimizagao proposto, nessa dissertacao, € resolvido utilizando-se a funcdo de
otimizacao fimincon do MATLAB. Porém, como contribui¢do, uma forma analitica do gradiente da
funcdo a ser minimizada é fornecida ao programa fimincon. Assim, o objetivo é aplicar as técnicas
de otimizacao iterativa e simultdnea no problema de otimizacdo dos parametros da planta e do
controlador de uma suspensdo veicular e comparar os resultados obtidos a partir do default da
funcdo fmincon, onde o gradiente da funcdo a ser minimizada é aproximado através de diferencas
finitas, e os resultados obtidos quando se fornece ao programa fmincon a férmula analitica do

gradiente.



2 OTIMIZACAO DOS PARAMETROS DA PLANTA E DO CONTROLADOR

LQR

Para discutir as metodologias andliticas e a metodologia numérica desenvolvida neste traba-
lho € necessdrio fazer uma breve explanacdo sobre sistemas lineares invariantes no tempo, sobre
controle por realimentagdo de estado e sobre o problema do regulador quadratico 6timo.

Neste capitulo, as metodologias analiticas e a metodologia numérica proposta nesta disserta-

¢do sdo apresentadas.

2.1 Conceitos Basicos de Sistemas Lineares

Os sistemas fisicos sdo em geral ndo lineares. No entanto, os sistemas lineares invariantes no
tempo (do inglés LTI - Linear Time Invariant) sdo importantes em engenharia, pois sdo mais simples
e podem, muitas vezes, ser utilizados para modelar sistemas nao lineares, com erros aceitaveis.

Neste trabalho os sistemas usados nas investigacdes dos processos de otimizacao sio sistemas

continuos, lineares e invariantes no tempo, com representacao no espaco de estado dada por
& (t) = Az (t) + Bu(t)
y(t) =Cx(t)+ Du(t);

2.1)

onde x (t) € R™ é o vetor de estado, u (t) € R™ é o vetor de controle e y () € R? é o vetor de saida
do sistema. A matriz A € R"*" é a matriz de estado, B € R"*™ ¢ a matriz de entrada, C' € RP*"
¢ a matriz de saida e D € RP*™ ¢ a matriz de transmissao direta.

O objetivo da lei de controle u (¢) é permitir atender (da melhor forma possivel) a um con-
junto de condicdes de desempenho e estabilidade do sistema em malha fechada. Para alcancar tais
condicdes, exige-se, normalmente, uma realimentacao do sistema.

Existem trés técnicas basicas de projeto de sistemas de controle por realimentacao: lugar das

raizes, resposta em frequéncia e realimentacdo de estados (tratada neste trabalho). Embora haja



pontos de equivaléncia entre essas técnicas, o emprego de modelos por realimentacao de estados
tem ampliado seu campo de aplicacdo em virtude da possibilidade de tratar sistemas no dominio
do tempo, que tenham maltiplas entradas e multiplas saidas (sistemas MIMO).

No projeto de sistemas de controle por realimentacdo completa de estado adota-se a lei de
controle na seguinte forma

u(t) =—Kaz(t); (2.2)

sendo a matriz K € R™*"™ denominada matriz de ganho de realimentagio de estado.

Substituindo a equagdo (2.2) no sistema (2.1) tem-se o seguinte sistema LTI em malha fe-

chada

i(t) = (A— BE)z(t), 2.3)

A estabilidade e a caracteristica da resposta temporal sdo determinadas pelos autovalores da
matriz A — BK.

Para se obter a resposta temporal do sistema, precisa-se da solucdo da equacdo de estado
(2.3). Aplicando-se a transformada de Laplace na equagao de estado do sistema em malha fechada

obtém-se
sX (s)—z(0)=(A—BK) X (s),

onde X (s) é a transformada de Laplace de z () e x (0) é o estado inicial. Rearranjando a equacao

anterior tem-se
X (s) =[s] — (A= BK)] "z (0).

Aplicando-se a transformada inversa de Laplace obtém-se a solucdo da equagdo (2.3) (ver

Anexo A),
z (t) = A= BE () (2.4)

Nota-se que, quando K = 0, ou seja, quando o sistema estd em malha aberta, a solugcdo da

equacdo (2.3) é dada por

z(t) = ez (0). (2.5)



Projetos de controladores 6timos para sistemas LTI, usando a técnica do Regulador Linear

Quadritico (LQR) Otimo, podem ser encontrados em Kwakernaak e Sivan (1972).

sistema

Y

K

A

Figura 2.1 - Problema do Regulador Linear Quadritico Otimo.

Para um sistema continuo descrito pela equacio (2.1), o problema LQR tem o objetivo de
determinar um controlador de realimentacdo completa de estado (Fig. 2.1), que minimize o seguinte

indice de desempenho

J = /0 T () Qx (t) +u (t) Ru(t) dt, (2.6)

onde @ e R sdo matrizes de ponderacdo, tais que, = Q' > 0, € uma matriz simétrica positiva
semidefinida e R = R’ > 0 é uma matriz simétrica positiva definida.

O controlador 6timo LQR de realimenta¢do completa de estado que minimiza o custo da
equacio (2.6) é dado pela equacio (2.2), com K = R~'B'P onde a matriz P = P’ é solucio da

seguinte equacdo algébrica de Ricatti
AP+ PA—PBR'BP+Q=0.

De acordo com Reyer (2000), existem vdrias estratégias para o projeto de otimizacao do con-
trolador e da planta. As estratégias ja pesquisadas foram classificadas dentro de quatro estratégias
principais: iterativa, simultinea, sequencial e bi-level. Na se¢do seguinte sdo tratadas as estratégias

de otimizacdo iterativa e simultanea utilizadas neste trabalho.
2.2 Estratégias de Otimizacao

O problema de otimizagao proposto nesta dissertacao € definido como
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min J (2.7

a,K
sujeito a
T (t,a) = A(a)z(t,a) + B () u(t,a) e restricdes sobre a,

onde a lei de controle u(t,cr) é definida a partir de (2.2), o indice de desempenho J é definido
em (2.6) e as matrizes A («) e B («) sdo matrizes dependentes do pardmetro «, que contém os
parametros da planta a serem otimizados: massa, rigidez, amortecimento, etc.

Pode-se reescrever o problema de otimizag@o da seguinte forma

rangl J (2.8)
sujeito a
z(t,a) = [A(a) — B(a) K]z (t,«) e restrigdes sobre a,
sendo o funcional de custo J definido como

J=Tr [(Q v K’RK) z(ta)z (ta)l. 2.9)

Substituindo a solugio da equagio dindmica, z (t,o) = el =B@Kl 3" (0) no funcional de

custo J obtém-se o seguinte problema de otimizacao

min J
a,K
sujeito a
restri¢des sobre aQ,
onde J passa a ser definido como
J="Tr { (Q + K,RK> MA@=B@IKI " (0 1 (0) elA(@)—B@K] t} . (2.10)

A estratégia simultanea € utilizada quando deseja-se otimizar simultaneamente os parametros
da planta « e do controlador K, ou seja, tem-se o problema de otimizagdo (2.7).
As estratégias iterativas propdem, dada uma planta inicial ou um controlador inicial, melhorar

o projeto sem comprometer o desempenho do sistema em malha fechada.
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Algoritmo 2.1 Estratégia Iterativa
1. Considerando o sistema em malha aberta, ou seja, K = 0, resolver o problema de otimizacao

min J
sujeito a t(t,a) = A(a) z(t,a),

onde a matriz A («) depende de «
2. Para o parametro 6timo «, projetar o controlador LQR, K.
3. Usando K, obtido no passo anterior, resolver o problema de otimizagéo

min J
sujeitoa 7 (t,a) = A () z(t,a) + B () u(t,a),

onde as matrizes A («) e B («) sdo matrizes dependentes de « e a lei de controle u(t,a) é definida
a partir de (2.2).
4. Enquanto ndo convegir, voltar ao passo 2.

Neste trabalho, foram estudadas metodologias analiticas e numérica para se resolver o pro-

blema de otimizacdo simultdneo. Essas metodologias sdo apresentadas a seguir.

2.3 Metodologias Analiticas

Nesta secdo sdo apresentadas as teorias sobre os problemas de otimizacdo lineares e ndo
lineares. E, também, apresentado o problema de otimiza¢@o simultdnea usado para desenvolver as

metodologias analiticas investigadas.

2.3.1 Problema de Otimizacao Linear e Nao Linear

O objetivo desta secdo é fornecer informagdes bdsicas sobre os problemas de otimizagdo
lineares e ndo lineares, irrestritos e restritos, presentes nos livros Luenberger (1937) e Bazaraa e
C.M.Shetty (1943).

O conceito de otimizagdo estd presente na rotina das pessoas. Essas podem se indagar sobre,

por exemplo, qual € o melhor caminho a se percorrer para ir de carro de um ponto a outro da cidade,
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de forma que consigam obter o minimo custo de transporte, ou ainda, podem se questionar sobre
qual investimento financeiro que oferece maior possibilidade de lucro, porém que envolva menos
riscos. A partir dessas questdes sao modelados os respectivos problemas matematico. De acordo
com esses modelos, existem diferentes tipos de programacdo matematica para resolvé-los, como
programagao linear e programagao ndo linear (tratada nesse trabalho).

Dadas as funcdes f : R” — R, A : R” — R™ e g : R — RP, o problema de otimizagao &

descrito por

minimizar f(x)
(2.11)
sujeitoa h(z) =0, e g(z) <0,
onde r = (z1,%s,...,x,) slo as varidveis de otimizagdo, f é denominada de fungdo objetivo ou
fungdo de custo e 0,, e 0, sdo vetores de zeros de dimensdo m x 1 e p x 1, respectivamente.
As igualdades h(xz) = 0,,, isto &, h;(z) = 0,47 = 1,2,...,m e as desigualdades g(z) < 0,, ou
seja, gj(x) = 0, j = 1,2,...,p sdo, respectivamente, as restricdes de igualdade e as restri¢oes de
desigualdade do problema de otimizacgdo (2.11).

O problema é chamado irrestrito quando ndo existirem restri¢des, isto é, m = 0 e p = 0.
Caso contrétio ele € dito restrito.

Programacio linear e ndo linear lidam com o problema de otimizar uma fun¢do objetivo, na
presenca, ou ndo, de restri¢cdes de igualdade e de desigualdade. Se a fun¢do objetivo e as restri¢cdes
do problema de otimizacdo sdo lineares tem-se um problema de programacao linear. Caso contrario,
tem-se um problema de programacdo ndo linear.

O desenvolvimento do método simplex para a programacdo linear e o advento dos computado-
res de alta velocidade fizeram com que a programacao linear se tornasse uma importante ferramenta
para se resolver problemas em diversos campos. No entanto, muitos problemas reais podem nao ser
adequadamente representados como um programa linear, devido a possibilidade de se ter ndo line-
aridade da func¢do objetivo e/ou nido linearidade de qualquer restri¢do. A seguir, é apresentada uma

breve explanagdo sobre problemas de otimizacao niao linear irrestrito e restrito.

12



Problema de Otimizacao Nao Linear Sem Restricao

Um problema de otimizac¢do ndo linear irrestrito pode ser caracterizado como
minimizar f(x)
sujeitoa  x € 2

onde x € R", f : R" — Re 2 C R" é um dominio compacto. Este problema de otimizagdo pode
ser resolvido via condi¢cdes de otimalidade. Primeiro, necessita-se determinar todos os pontos de
equilibrio que satisfacam as condi¢des necessdrias de otimalidade. Em seguida, € preciso avaliar o
valor da func¢@o objetivo em todos esses pontos. Uma solug@o 6tima produz o menor valor.

Diz-se que 2° € R" é um ponto de equilibrio da funcdo f : R® — R, que possui todas as
derivadas de primeira ordem, se V f (xo) = 0,,, onde 0,, € um vetor de zeros de dimensao n x 1.
Um ponto de equilibrio pode corresponder a um ponto de minimo, de maximo ou de inflexdo de f
em R. Essas informacgdes adicionais sobre os pontos de equilibrio sdo obtidas testando o sinal de
V2 f (da hessiana) nesses pontos.

Condicoes necessarias de primeira ordem: Seja () C R" e f : R® — R possui todas
as derivadas de primeira ordem. Se x* € um minimo local de f em {2 e um ponto interior de 2,
entdo V f (z*) = 0,,. Se o problema for convexo, qualquer ponto que satisfaca esta condi¢do é uma
solucdo 6tima.

Condicoes necessarias de segunda ordem: Seja 2 C R" e f : R® — R possui todas as

derivadas de segunda ordem. Se x* € um minimo local de f em {2 e um ponto interior de (2, entdao
Vf(a*)=0, e Vf(2*)>0

isto &, a matriz hessiana, V? f (x*), tem que ser semi definida positiva.
Condicoes suficientes de segunda ordem: Seja () C R" e f : R" — R possui todas as

derivadas de segunda ordem. Se x* € um ponto interior de {2, assuma que
Vf (T*) = On,
Vif(2*) >0,

ou seja, a hessiana tem que ser positiva definida. Entdo, 2* ¢ um minimo local isolado de f ().

As condicdes de otimalidade sdo andlogas para os maximos locais de f em (2, e sdo obtidas
13



trocando-se a desigualdade > por <.
Problema de Otimizacao Nao Linear Com Restricao

Nesta secdo, primeiramente sao tratados os problemas de otimiza¢do nao linear com restricao
de igualdade. Depois, sao abordados os problemas com restricio de desigualdade e, por fim, os
problemas com restri¢des mistas.

Sejam as fungdes f : R® — Re h : R* — R™, o problema de otimizagdo ndo linear com

restricdo de igualdade é caracterizado como

minimizar  f(x) 2.12)
sujeitoa  h(x) = 0,
Define-se um conjunto factivel S como um conjunto que contém todos os pontos factiveis do
problema, ou seja, S = {x : hy () = 0,hy () = 0,...,h,,, (x) = 0}.
Um ponto z° € S é um ponto regular das restrigcoes h(z) = 0, se
{Vhy (2°),Vhy (2°) ..., Vhy, (2°), } é um conjunto linearmente independente. A partir dessas
defini¢des pode-se listar as condi¢des necessdrias e suficientes de otimalidade.

Condicoes necessarias de primeira ordem: Seja z* um minimo local de f sujeitoaz € Se

um ponto regular de S. Entdo existe um vetor A € R™ tal que

V(@) + i A Vhi (2%) = Vf (%) + Vh, (2*) A = 0,..

z

O vetor A := (A1, )g,...,A,) € R™ é o vetor de multiplicadores de Lagrange.
A Fungao Lagrangiana, £ : R" x R™ — R, associada ao problema de minimizar f sujeito a

x € § é definida por
L(z\) = f(z)+Nh(z).

As condigdes necessdrias de primeira ordem usando-se a fungdo Lagrangiana sao definidas

por

V.L(x,\)=0, e ViL(z,\) =0,
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ou seja, correspondem, respectivamente as primeiras derivadas de £ (z,\) com relagdo a x e com
relacdo a .

No caso em que o problema de otimizacdo for convexo, qualquer ponto que satisfagca as
condic¢des de primeira ordem ¢ a solucdo 6tima, ou seja, a condicao necessaria também & suficiente.
Caso contrdrio, € preciso encontrar as condi¢des necessarias de segunda ordem para definir se os
pontos estaciondrios encontrados sdo pontos de minimo, de mdximo ou de inflexao.

Condicoes necessarias de segunda ordem: Seja * um minimo local de f em S e um ponto

regular de S. Entdo existe A € R™ tal que
V(") + Zm: \iVh; (%) =0,
i=1
e que a hessiana
V2L (z%) = V2f (z%) + Em: A V2h; (%)
i=1

seja positiva semidefinida.

Condicoes suficientes de segunda ordem: Seja z* um ponto regular de S que satisfaz as
condigdes necessdrias de segunda ordem. Se V2L (2*) € definida positiva, entdo z* é um minimo
local isolado de f em S.

O problema de otimizag@o ndo linear com restri¢do de desigualdade é caracterizado como
minimizar  f(x)
sujeitoa z € G :={x e R":g(x) <0,}.
Uma restrigdo g; (z) < 0 estd ativa num ponto vidvel 2° se g; (z°) = 0. A restrigdo estd
inativa se g; (z°) < 0.
As condicoes de otimalidade que envolve restricdes de desigualdade podem ser derivadas
utilizando-se as condi¢des de Karush-Kuhn-Tucker (KKT).
Condicoes necessarias de primeira ordem de KKT: Seja 2* um minimo local de f sujeito
az € GedefinaZ (z*) := {i:g;(2*) =0}. Assuma que {Vg; (z*) : i € Z (x*)} é linearmente

independente. Entdo, existe um vetor p* € R, tal que,
pigi (x¥) =0, 1=12..p,
p
Vf(z*)+ Z Vg (x*) = 0,.
1=1
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Analogamente ao problema cuja restricao é de igualdade, se o problema de otimizagdo for
convexo, qualquer ponto que satisfaca as condi¢des de primeira ordem € a solugao 6tima.

Condicoes necessarias de segunda ordem de KKT: Se as fungdes f e g possuem todas as
derivadas de segunda ordem, x* € um ponto regular das restricdes e, também, é um minimo local

do problema, entdo existem escalares u; tal que
Vi) + E’”: wiVg; (%) = 0,
i=1
pi >0, pigi(z*)=0, i=12..p,
V2L (z%) = V2f (z%) + iuiVQQi () >0,
i=1
isto €, a hessiana V>L (z*) precisa ser positiva semidefinida.
Condicoes suficientes de segunda ordem de KKT: Sejam f e g fungdes que possuem todas

as derivadas de segunda ordem. A condi¢@o suficiente para que x* seja minimo local do problema

€ que existam escalares ;, tal que
V(") + zm: piVgi (z%) = Op,
i=1
wi >0, prgi(2*) =0, i=12..p,
VL) = V2 () + 3 Vs a) > 0
i=1
ou seja, V2L (2*) tem que ser definida positiva.

O problema de otimizag¢do (2.11) € dito misto devido a presenca de restrigoes de igualdade e

restricdes de desigualdade. Assim, o problema de otimizacao
minimizar f(x)
sujeitoa  h(z) =0, e g(z) <0,

também pode ser resolvido utilizando as condicdes de KKT. Logo, suas condi¢cdes necessarias de
primeira e de segunda ordem e a condicdo suficiente sdo definidas a seguir.

Seja a funcdo Lagrangiana dada por
m p
L(zAp)=[(z)+ Z Ash (x) + Z/M‘gi ().
j=1 i=1

Condicoes necessarias de primeira ordem de KKT:
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pi >0, A, qualquer, prg;(z*)=0, 1=12,..p,
Vo L (" XN 1%) = 0.
Condicoes necessarias de segunda ordem de KKT:
p; >0, A qualquer, fpfg;(z*)=0, i=12,.p,
VL (2" X 10%) = 0,,
V2L (x* \*,u*) > 0, positiva semidefinida.
Condicoes suficientes de segunda ordem de KKT:
p; >0, A; qualquer, (g (z*)=0, i=12..p,
Vo L ("X 1%) = 0y,
V2L (x* \*,u*) > 0, positiva definida.

As provas das condi¢des de otimalidade aqui apresentadas, podem ser encontradas em
(Luenberger (1937) e Bazaraa e C.M.Shetty (1943)).
Na préxima se¢o € apresentado o problema de otimizacao simultanea, ndo linear com restri-

¢ao de igualdade, proposto para se desenvolver as metodologias analiticas.
2.3.2 Problema de Otimizacao

O problema de otimizagao proposto € definido como

sujeito a restricdo dindmica
& (t) = Az (t) + Bu(t).
Visto que o funcional de custo .J dado por

J = /OOO 2 (1) Qz (1) +u (1) Ru(t) dt

é quadratico, tem-se que o problema de otimizacao proposto é nao linear.
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Neste trabalho sdo investigadas trés metodologias analiticas para a solu¢do do problema de
otimizacao proposto. A primeira delas é a Metodologia Baseada na Resposta Temporal. Nessa me-
todologia, a solucdo (2.4) e a lei de controle (2.2) sdo substituidas na equacdo do desempenho
(2.6), obtendo assim, uma nova expressao para o funcional de custo. Em seguida, este novo funcio-
nal de custo € minimizado. A segunda metodologia, que neste trabalho € chamada de Metodologia
Quadrética, é desenvolvida a partir do conceito do Problema do Regulador Linear Quadratico, do
inglés Linear Quadratic Regulator (LQR). Nesta metodologia € usado o processo de otimizacao
ndo linear, ou seja, sdo aplicadas as definicdes do lagrangiano e de condicdes de otimalidade. E, a

ultima, Metodologia Variacional € desenvolvida a partir dos conceitos do Calculo Variacional.
2.3.3 Metodologia Baseada na Resposta Temporal

Nesta metodologia, utilizando a solucdo da equagdo dindmica dada em (2.4), o problema de
otimizacdo restrito, apresentado na secao 2.3.2, € transformado em um problema de otimizacdo
irrestrito. Primeiramente sdo discutidos os problemas de otimizacdo de sistemas em malha aberta
e, em seguida, de sistemas em malha fechada.

A partir do problema de otimizacdo, proposto na se¢do 2.3.2, foi investigado o sistema sem

acdo de controle, isto é, ' = 0. Ou seja, tem-se o seguinte problema de otimizagao
min J,
A ma

sujeito a
T (t) = Az (t), (2.13)

sendo .J,,,, definido na forma
> !
Ima = / x () Qx (t) dt.
0
Pode-se reescrever o funcional de custo .J,,,, da seguinte forma

Jpa = Tr [(/Ooox(t)x/ (t) dt) Q] .

A solug@o x (t), da restri¢@o (2.13), dada em (2.5), é substituida na equag@o do funcional de
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custo J,,,, descrita anteriormente, logo, obtém-se

Ima = Tr [(/oo etz (0) 2 (0) eA,tdt) Q] . (2.14)
0

Ap6s substituir a solugdo x (¢) da restrigdo no custo a ser minimizado, obtém-se o seguinte

problema de otimizacao irrestrito
mjn Jma (2.15)

onde o funcional de custo J,,, é definido em (2.14).
Para se resolver o problema de otimizacao (2.15) é necessario obter os pontos estacionarios

que sao dados por

aJma

94 =0.

Define-se a exponencial da matriz A na seguinte forma
s / s td , d
Z oA =>a)
d=0
Substituindo-a na equacdo (2.14) tem-se

([ Einm 500

Ima = Tr
s=0 d=0

Logo, o funcional de custo pode ser reescrito na forma

/ AN
{ z; Z — (/ letd) dt) A%z (0) z (0) (A ) Q} . (2.16)
Define-se a matriz A e A" nas seguintes formas
Aa) = Ao—l—ZaZA = A (a) = A, +ZaA @.17)

i=1
~ ., . . ’ ro .. .
onde «; sdo varidveis e as matrizes Ay, A, A; e A, sdo constantes. Substituindo-as no funcional de

custo (2.16), tem-se
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s d
oo 00 11 ) . n , ) n )
Jma =Tr Z_; ; ;5 (/0 t( +d) dt) (AO + Zl OéiAi) € (0) X (0) (AO + Zl: azA'L) Q

(2.18)

A partir do funcional de custo definido em (2.18), tem-se o problema de otimizacao irrestrito

min J,,,
(627

Para se resolver este problema € necessario obter os pontos estacionarios. Como as variaveis

do problema sdo «;, esses pontos sdo calculados da seguinte forma

8Jma

=0.
80éj

Portanto, tem-se

a<]rna, i 1 1 > 6 (A(] + E T-Li O[Z'Ai)s ’
_ (S+d) =1
Do, Ir{{ > S (/0 t dt) [ O z (0) x (0)

D u ’ O (Ay+ 30, A
=1 J

Quando o sistema estd em malha fechada, ou seja, quando K # 0, tem-se o problema de
otimizacao descrito na se¢do 2.3.2.
Seja a lei de controle definida na equagdo (2.2), pode-se escrever o indice de desempenho

(2.6) na seguinte forma

Ior = [ 0G0 + (Ko ) RI-Ke @] de= [ 0 (Q+ K RE) o (0) at
(2.19)

Reescrevendo o funcional de custo (2.19), tem-se

Ty = Tr K/Ooox(t) 7 (1) dt> <Q + K'RK)] .

A solugdo x (t), da restrigdo (2.1), dada em (2.4), é substituida na equagéo do funcional de

custo J,,,¢ descrita anteriormente, logo, obtém-se

Iy = Tr K / " eamity, (0) 2 (0) A-BK) dt) (Q + K’RK)} . (2.20)
0

Apds substituir a solugio x (¢) da restri¢do no custo a ser minimizado, obtém-se o seguinte

problema de otimizacao irrestrito
20



min J,
ABx~™

onde J,, s € definido em (2.20).
Para se resolver este problema de otimizacdo € necessario obter 0os pontos estacionarios que

sao calculados a partir das seguintes condi¢cdes de otimalidade

Ons _ g s _ o Ous

oa ~ % g 7% S T

Definindo a exponencial da matriz (A — BK) na seguinte forma

S , 0o td
(A-BK)t _ o(A-BK)'t _
e = '(A BK)® = = E a

S:
5=0 d=0

[(A BK) ] . 2.21)

Substituindo a expressdo (2.21) na equagdo (2.20) obtém-se

(/ Z (A— BK)® (O)x(O)Z’;[(A BK)} t><Q+K/RK>

Ty (/Omiit—s!(A—BK)sx(O)x()/Z;[(A BK)] t> (@+K'RK)
:Tr{ ii(Amggdt> (A— BK)" 2 (0)z (0) [(A—BK)T (Q+K’RK)}.

Portanto, o funcional de custo pode ser reescrito na forma
oo 00 1 00 , d )
Ty = Tr{ ZZS—— (/ t<s+d>dt> (A— BK)*z (0)z (0) [(A— BK)} ] (Q+KRK>}
=0 d= 0

(2.22)
Definindo as matrizes A e A" como em (2.17) e substituindo-as no funcional de custo (2.22),

S
’

obtem-se
<AO +) az-Ai) — BK| z(0)z(0)
i=1

Iy =Tr {{ s' I </ fs+d) dt)
s=0
- n M d
<(A0 +y aiAi> _ BK> (Q n K’RK) . (223)
i=1

Neste caso, considera-se a matriz B constante. Com isso, as varidveis do problema sio «; e K.

A partir do funcional de custo obtido em (2.23), tem-se o seguinte problema de otimizagdo

irrestrito
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min Jy,
a;, K

Para se resolver este problema de otimizagao € necessario obter 0os pontos estacionarios que,

como as variaveis do problema sio «; e K, sdo calculados da seguinte forma

OJmy
804]- N

OJms

K 0.

0,

Entdo tem-se, respectivamente,

g 11 o sid 3(A0+Z?: OZZ'AZ‘—BK)S /
TF{ZZEE</O t(+)dt>{ E)laj x(0)x (0)

s=0 d=0

M d

i=1 i=1

0 [(Ao + Z?:l OZ,‘AZ‘ — BK
(9(1]-

e 11 > 8 (AO + E TL aiAi — B[()g ’
E (s+d) i=1

=0 d=0

)T} (0+ KRK) § =0

M d

i=1

d
8 |:(A0 + Z?:l OéiAi — BK) :| , n s
M d
: a K'RK
2 (0) z (0) (A0+ZoziAi—BK> a(QBKR) —
=1

Devido as ndo linearidades das condicdes de otimalidade encontradas para os problemas de
otimizacdo de sistemas em malha aberta e de sistemas em malha fechada, nota-se a dificuldade
em encontrar as suas solugdes. A obtencdo desses pontos de forma analitica resultaria em uma
tarefa trabalhosa e a obtencdo desses pontos de forma numérica poderia ocasionar problemas de
complexidade numérica. Além disso, para se ter certeza de que esses pontos estaciondrios sao de
minimo ou de maximo local, necessita-se encontrar as segundas derivadas do funcional de custo

com relacdo as variaveis do problema, o que resultaria em equacdes ainda mais complexas de serem
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obtidas. Logo, nao foi possivel usar esta metodologia para se obter uma solugao.
2.3.4 Metodologia Quadratica

O problema do regulador quadrético 6timo, apresentado na sec¢do 2.1, limita-se a encontrar
o controlador K, com pardmetros da planta constantes, que minimiza um funcional de custo. No
problema proposto neste trabalho deseja-se, além de otimizar o controlador, otimizar os parametros
da estrutura, usando as condi¢des necessarias de otimalidade. Logo, com base no problema do LQR,
desenvolveu-se a segunda metodologia.

Nas dedugdes seguintes, considera-se o seguinte problema de otimizacao

min J, = / 7 (ta) (Q + K’RK) z (ta) dt (2.24)
A(a),K 0
sujeito a

t(t,a) = (A(a) — BK)x (t,«), (2.25)

onde a matriz A («) depende da varidvel o e a matriz B € constante. Supde-se que a matriz A (o) —
B K seja estavel.

Fazendo

/

z (t,o) (Q + K/RK> z(ta) = —% [:r (t,a) P (o) x (t,a)} , (2.26)
onde a matriz P («) € positiva semidefinida, ou seja, P () = P (a), > 0, tem-se

2 (t,a) (Q + K/RK) z(ta) = — [x (t.a) P(a)z (t,a) + 2 (t.a) P(a)d (t,a)} .
Substituindo a equacio (2.25) na expressao anterior, tem-se
7 (t,a) (Q + KRK) z(ta) = -2 (ta) [(A (@) — BK) P(a)+ P (a) (A(a) — BK)} z(ta).
Comparando os dois lados da dltima equacdo, obtém-se

O+ KRK =— [(A (@) — BK) P (a) + P(a)(A(a) - BK)} ,
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que é analogo a
(A(@) — BK) P(a)+ P(a) (A(a) — BK) +Q + K'RK = 0. (2.27)

Considerando o indice de desempenho (2.24) e a relacdo entre este funcional de custo e a

equacdo (2.26), o indice de desempenho J, pode ser calculado como

Jy = /000 z (t,0) (Q + K/RK) z(ta) dt = —2 (ta)P(a)z (ta)| =

= —2 (00,a) P(a) x (00,a) + 2 (0,0) P(a)z (0,a).

Como se supde que todos os autovalores de A (o) — BK tenham partes reais negativas, entdo

x (00,ar) — 0. Denotando a condi¢do inicial por z (0,) = z (0), temos
J,=x (0) P () z(0). (2.28)

Assim, o indice de desempenho .J, pode ser obtido em termos da condi¢ao inicial 2(0) e da matriz
P («).
Definido o funcional de custo .J;, em (2.28) e a restrigdo referente a estabilidade do sistema

em (2.27), tem-se o seguinte problema de otimizacao.

i T {a; (0) P (a)z (0)} (2.29)

sujeito a
(A(@) — BK) P () + P(a) (A(a) — BK) +Q + K'RK = 0. (2.30)

Para se obter as condicoes de otimalidade € necessario escrever o lagrangeano e deriva-lo em

relacdo as variaveis do problema. O lagrangeano deste problema € definido da seguinte forma

£(A(0),KP (@) A) = Te{a' (0) P(a) 2 (0)

Iy [(A (a) — BK) P(a)+ P(a)(A(a) — BK) +Q + K’RK} } .

Como as varidveis deste problema sdo A («), K, P («) e A, portanto, as condi¢des de otimalidade
sao
oL oL oL oc

IO R I R
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A partir dessas condi¢des de otimalidade, obtém-se as equacdes algébricas que devem resolvidas
simultaneamente para que os pontos estaciondrios sejam encontrados.

Definindo as matrizes A (a) e A’ (o) como em (2.17) e de forma analoga define-se a matriz
P (). Substituindo-as no problema de otimizagdo apresentado em (2.29) sujeito a equagdo (2.30),

tem-se um novo problema de otimizagao

ai,r}g}%ﬂ Tr {x (0) (PO + Z; aiPZ) x (0)}

sujeito a

(AO—FiCMZAZ—BK) (PO—FiOZZPZ) + (Po—i-iaZR) (AO—FiOQAz—BK)
=1 =1

i=1 i=1

+Q+ K'RK =0.

O lagrangeano deste problema ¢ definido como

L (o, K, Py, Pi,\) = Tr {l’ (0)/ (Po + Zocﬂ%-) x (0)
i=1

i=1 i=1

i=1 i=1

+ Q+K/RK”.

Como as varidveis do problema sdo «;, A, K, Py e P; entdo tem-se as seguintes condicdes de

otimalidade

/

oL A n n
&%:Hx@xm)+A&<%+§:mﬂ>+(%+§:m&_3K>g

i=1 i=1

i=1

i=1

g—iz (Ao—l—ZoziAi—BK) <P0+;ozipi>+<Po+;aiR‘> <AOZOZ¢A1'—BK>

=0

i=1 i=1

+Q+ K RK =0

25



oL

= A:
0K 0

RK — B’ (PO + i oziPZ)

i=1

aﬁ n n ! ,
— = A A, —BK | A+ )| A A, — BK =
9P, ( o—l-;a ) + < o+;a > +z(0)x(0) =0

oL . - '
9P =q <A0+;OéiAi —BK) A+ oA (AO‘F;OHAi_BK) +a;z (0) 2 (0) =0.

As condigdes de otimalidade, mostradas anteriormente, devem ser resolvidas simultanea-
mente, de modo a encontrar as variaveis «;, A, K, Py e P; que minimizam o indice de desempenho.
Como na Metodologia Baseada na Resposta Temporal, essas condi¢des de otimalidade sdao

de dificeis solugdes.

2.3.5 Metodologia Variacional

Esta metodologia tem como objetivo resolver o problema de otimizag¢do simultinea, utili-
zando multiplicadores de Lagrange e o Célculo Variacional (Bryson e Ho (1975)).

Para desenvolver a Metodologia Variacional € necessdrio fazer uma breve explanagdo sobre
Derivadas Direcionais.

O célculo diferencial de fungdes de n varidveis trata de fungdes do espaco R™ em R. O célculo
variacional trata de funcionais, especificamente aqueles definidos em um espago vetorial de fun-
¢des, ao invés do espaco vetorial R”. Em poucas palavras, pode-se dizer que o célculo variacional
¢ o calculo diferencial de funcionais.

Um dos conceitos importantes do cdlculo diferencial de fungdes € o de derivada. No caso
de funcdes com mais de uma varidvel surgem as derivadas direcionais (as derivadas parciais sdo
derivadas direcionais particulares). O conceito de derivada funcional (ou variacional) desempenha,
para funcionais, o mesmo papel que o conceito de derivada direcional desempenha para fungdes de
n variaveis.

A derivada direcional de uma fun¢do f(x) na dire¢do ¢/ é dada por

of(x) . f(x+hv) - f(x)
ov _}lzlgtl) h
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no pressuposto de que o limite exista, onde f : R" - R,z €e R", 7 € R"e h € R.
Na notagdo de Leibnitz a derivada direcional pode ser reescrita da seguinte forma

of(z)
ov

0 -
:%f(:p—i-hv)

h=0
A partir da definicdo de derivada direcional, a derivada variacional de um funcional de custo

Z relativo a 77 é dada por

_ o Zlaten—Zg _ 0
0nZ lq] = lim . = 5.2 la+e]

: (2.31)

e=0

desde que o limite exista.

Para desenvolver esta metodologia, € considerado o seguinte sistema LTI
T (t,a) = [ oz (ta) u (t,a) .t

e a condicdo inicial dada por
x (0,a) = xp.

O objetivo é encontrar « e u (¢,«c) de modo a minimizar o seguinte critério de custo
ty
Ji=olotra) + [ Llaw(ta) a(ta) 4 d 2.32)
0

onde o tempo final, t; < oo, é especificado e ¢ [x (t7,«)] representa um custo final.

Impondo a seguinte restri¢ao
floyz (ta) u (ta) t] — @ (t,a) =0,
ao funcional de custo J,, definido em (2.32), usando o multiplicador de Lagrange A (¢,«), obtém-se

J, =z (tr,0)]+ /0 ' {L oz (ta) u (ta) f] + N (ta) {f [ase (ta) u(ta) f] — i (t,a)}} dt,

que pode ser reescrito na forma

J, = oz (ty,a)] + /0 ’ {H [z (1) u (ta) 1] — N (ta) @ (t,a)} dt. (2.33)

sendo
H oz (ta) u(ta) ] = Loz (ta) u(te) t] + N (ta) {f oz (ta) u(ta) ]}

A partir de (2.33) tem-se
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Iy = 6z (t1.0)] + /0 T H (o (o) i (ha) 4] dt — /0 N (b i () dr. (2.34)

Integrando o ultimo termo de (2.34) por partes, obtém-se

+ X\ (L) z (ta)

t=ty

+/Otf {H[a,w () u(ta) 1] + N (t,a)x(t,a)} dt. (2.35)

+
t=0

J, = {¢ 2 (t,a)] — N (ta)z (t,a)}

Se um « e um u (,cr), que minimizam o custo .J,,, forem encontrados, as pequenas variagdes, J,,
em « e &, em u, ndo devem produzir mudangas em .J,, ou seja, deve-se obter §.J, = 0.

A partir de (2.35) e da defini¢do de derivada variacional de um funcional dada em (2.31),

tem-se
0
0 Jy [, (ta) u (t,a) t] = % {Jp [u(t,@) + by, x (t,a) + by + £0a)} |
e=0
que pela regra da cadeia, pode ser reescrita na forma
aJv 8<]1) aj’u
3 Jy [z (ta) u (t,a) t] = u(t.0) Ou + o (t,oz)&x + a—aéa (2.36)

Aplicando a equacdo (2.36) em (2.35), obtém-se

5, — /0 / {MLH 0z (ha) u () ,t]} S dt + {%¢ e (t,0)] — X (t,a)} 5,

(t,)

t=t;

+ X (ta)d,

i /otf {39& 2,Q)H [ (ta) u (ta) t] + X (t,a)} 5, di+

t=0

n /O tf {aﬁﬂ 0z (t.0) u (£.0) ,t]} 5. dt.

a

Para que ¢.J, = 0, entdo, tem-se

N (tg,0) = AR (2.37)
' t=t;
j\l (t,Oé) = _ﬁﬂ’ [Oé,l' (t,O&) U (t,Oé) 7t] (2.38)
0
5 (t,a)H [,z (t,a) yu (t,a) t] =0 (2.39)
0
%H [,z (t,a) ,u (t,a) t] = 0. (2.40)
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Para se obter « e u(t,«r) as condi¢des necessdrias de primeira ordem, representadas pelas
equagdes (2.37), (2.38), (2.39) e (2.40), devem ser resolvidas.
Quando a = 0, recuperam-se as conhecidas equacdes de Euler-Lagrange.

De acordo com o problema de otimizacao apresentado na sec¢ao 2.3.2 tem-se
¢z (tra)] =0, z(0,0) = o,
L(t,e) = (t,0) Qu (t,a) +u (t,a) Ru(t,a),
f(t,a) = A(a)z(t,a) + Bu(t,a) .

A partir das condi¢des necessdrias de primeira ordem representadas pelas equagdes (2.37),
(2.38), (2.39) e (2.40), obtém-se as condicoes de otimalidade para o problema de otimizacao defi-
nido neste trabalho, que sao

Altpe) =0,
A(to) = —2Qx (t,a) — A (a) M (t,a),
u(ta) = —%R‘IB')\ (ta),

Oz (t,a)
O

Pode-se escrever as condi¢des de otimalidade definidas anteriormente como um sistema de

A (L) = 0.

equagdes diferenciais, definido a seguir

o (t,a) A(e) —iBR™'B z (t,a)
A (t,0) —2Q A (a) A (ta)

com as condi¢des de contorno dadas por

z(0,0) =0, Atpa)=0 e A(ta)

Nesta sec¢do foram apresentadas as trés metodologias analiticas propostas para se resolver o
problema de otimizagdo simultanea.

Nas trés metodologias, as condicdes de otimalidade encontradas apresentam nao linearidades
que dificultam a obtencdo das suas solu¢des. Em particular, na metodologia Analitica € necessario
obter as condicdes de otimalidade de segunda ordem para garantir que 0os pontos estacionarios
encontrados sdo de minimo ou de mdximo.

As dificuldades encontradas para se resolver o problema de otimizacdo de forma analitica
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fez com que uma alternativa numérica, para se obter a sua solucdo, fosse discutida. A metodologia

numérica € apresentada na se¢ao a seguir.

2.4 Metodologia Numérica

O artigo Brancik (2008) apresenta seis algoritmos, na linguagem de programagdo do MA-
TLAB, que calculam a derivada da func¢do exponencial matricial. Esses algoritmos sdo desenvol-
vidos a partir das definicdes de séries de Taylor, matriz aumentada, decomposi¢cdo em autovalores,
transformadas de Laplace, integral de convolucgdo e aproximacao de Padé. Neste trabalho € utilizado
o algoritmo desenvolvido a partir das séries de Taylor.

Suponha que a fungdo exponencial da matriz M («), dependente dos pardmetros «, seja de-

notada por
E, (t,a) = eM@?t (2.41)

onde ¢ um parimetro real conhecido. O objetivo é obter a derivada de F,, (¢,«), com relagdo a «,

ou seja, deseja-se calcular

~OF, (ta)  9eM@)!

dF, (ta) = =5 o (2.42)

Fornecendo a matriz M («) e a sua derivada com relagdo a «, denotada por dM («), para
o Algoritmo 2.2, tirado de Brancik (2008), a fun¢do exponencial matricial, F,, (¢,«), definida em
(2.41), e a sua derivada, dF}, (t,a), definida em (2.42) sdo calculadas.

Seja a matriz M, () definida como
My, (@) = [A(a) + B(a)]t. (2.43)
Entdo, a partir de (2.41) tem-se a seguinte funcdo exponencial matricial
Eyp (t,0) = elAFB@I (2.44)

O objetivo € calcular a derivada da funcdo Fy, (¢,a), com relagdo a «, ou seja, deseja-se

calcular
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Algoritmo 2.2 Derivada da fun¢do exponencial matricial

function [F,dF] = expmt (M,dM)
[f,e] = log2(norm(M, "inf’));
r = max(0,e+1);

M = M/2"r;

dM = dM/2"r;

$Expansao da série de Taylor da exp(M) e da derivada de expm (M)
FM = eye(size(M));

dFM = dM;
F = FM+M;
dF = dM;
1 =1;
n=171;
inckF = 1;

while incF > le-16

n = n+l;
1l = 1xn;
FM = FM=xM;

dFM = dM+FM+MxdFM;

dF = dF+dFM/1;

F = F+FM*M/1;

incF = sum(sum(abs (FM)+abs (dFM))) ;
end

for k = 1:r
dF = dEFxF+F«*dF;
F = FxF;,

end
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OF,, (t,a) HelA(@)+B(a)]t
—— =dly (t,a) = —————.
Oa b (1,0 Oa

A partir da matriz M, (<), definida em (2.43), define-se

 OMy (o)  O[A(a) + B(a)|t
= = o . (2.45)

dM gy ()

Fornecendo as matrizes My, («) e dM,, (o) para o Algoritmo 2.2, a fung¢@o exponencial e a
sua derivada numérica, denominadas, respectivamente, de Fy;, € df;, , sdo calculadas.

Para comprovar a eficiéncia do Algoritmo 2.2 foram realizados testes que estdo descritos
no Apéndice A. Esses testes foram divididos em duas se¢des. Na Secdo A.1 foram considera-
das matrizes A(«) e B(a) que comutam, ou seja, A(a)B(a) = B(a)A(«). Na Segdo A.2 foram
consideradas matrizes A(«) e B(«) que ndo comutam, isto é, A(a)B(«) # B(a)A(a).

Com base nos resultados obtidos, a partir dos testes feitos para matrizes que comutam e para
matrizes que ndo comutam, comprova-se a eficiéncia do Algoritmo 2.2 em calcular derivadas de
fungdes exponenciais matriciais. Com isso, ele se torna uma ferramenta auxiliar importante no
desenvolvimento da metodologia numérica proposta neste trabalho.

Para se resolver numericamente problemas de otimizacdo, uma funcdo do MATLAB que
pode ser utilizada é a funcdo fmincon. Essa funcio € usada em casos de otimizagao nao linear com
restricdo, e tem o objetivo de calcular um valor minimo de uma fung¢@o escalar de vdrias varidveis a
partir de uma estimativa inicial. A fun¢ao fmincon possui uma gama ampla de op¢des (optimset) que
permitem ajustar o comportamento do algoritmo. Uma dessas opg¢des permite incluir o gradiente
da func¢@o a ser minimizada, cujas derivadas sdo calculadas com relacdo as varidveis do problema.
O objetivo desta secdo é fornecer uma forma analitica para esse gradiente de forma que possa ser
usada pela funcao finincon.

Considere a fungdo exponencial matricial F' (t,«), dada em (2.44), por

F(t,a) = elA()=B(a)K]t
Entido, a funcio objetivo J, definida em (2.10), pode ser reescrita como
J=Tr { (Q + KRK) F(ta)z (0)z(0) F (t,a)} .

Como as varidveis do problema sdao « e K, logo os gradientes da fun¢do J que devem ser

fornecidos, quando pertinente, para a funcao fmincon sao
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07 2]

0 e K (2.46)

O gradiente de J com relacdo a o € dado por

aJ Tr{<Q+K,RK)8(F(t,a)x/ (g)ax(ow’ (t,a))}

Oa
- Tr { (Q + K’RK) (dFa (ta)z (0)z (0) F (ta)+ F (ta)z (0)z (0) (dF, (t,a))’) } ,

onde
JelAle)—B(a) Kt

dF, (t,o) = 7

O gradiente de J com relagdo a K é dado por

0. {8 [(Q+ K'RK) (F ()« (0)2 (0) F' (t,a))] }

— ="T1r

0K 0K
isto €,
oJ 9 (Q+ K'RK) , ,
K Tr{ ETe F(t,a)z (0)x(0) F (t,a) +

(Q + K’RK) dFy (t.a) 2 (0)z (0) F' (t.a) + (Q + K’RK) F(ta) (0)z (0) (dFx (t,a))/} ,

onde
JelA(@)-B(a)K]t

dFK (t,Ol) = 0K

Usando a metodologia apresentada neste capitulo, os resultados numéricos sao apresentados

no Capitulo 3.
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3 RESULTADOS NUMERICOS

Neste capitulo o modelo de suspensdo veicular € introduzido. Em seguida, os resultados ob-

tidos a partir do problema de otimizagao proposto para este modelo sdo apresentados.
3.1 Aplicacao em uma Suspensao Veicular

A suspensdo é representada pelo modelo um quarto de veiculo da Fig. 3.1. Este modelo é
geralmente adequado em estudos preliminares da dindmica de um veiculo de passeio (Elmadany
e Abduljabbar (1999) e Fathy et al. (2003)). Apesar de sua simplicidade, o modelo conduz a uma

compreensao basica do desempenho de uma suspensao.

L ; jL ‘”
c%%u%l@
R
n

Figura 3.1 - Modelo de um quarto de carro de uma suspensao veicular.

Utilizando-se as leis de Newton, as equacdes de movimento do sistema sdo dadas por
maij(t) = clga(t) = 9u(6)] + kaly2(t) — y2(8)] — ka[y1 () — yo(t)] — u(t);
maija(t) = u(t) — c[g2(t) — 51()] — kaly2(t) — 11 (D)];

onde a rigidez da mola e o coeficiente de amortecimento da suspensdo sdo, respectivamente, ko

(3.1)

e c. O pneu é modelado como uma mola de rigidez k;. O deslocamento da massa m; € y;(¢) , o
deslocamento da massa my € y(t) e u(t) representa uma forca de controle ativa. A entrada y(t),

neste trabalho, é definida como um degrau unitdrio, ou seja, yo(t) = 1,t > 0e yo(t) = 0,t < Oe
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representa a superficie de rodagem.
A aplicacdo do degrau unitario no sistema imediatamente comprime a mola do pneu e es-
tabelece um novo patamar para o sistema, logo, é conveniente definir as seguintes varidveis de

estado,

z1(t) = y1(t) — yo(t), z2(t) = ya(t) — yo(2), w3(t) = 9u(t), x4(t) = 12(t). (3.2)

O sistema (3.1) pode ser representado na forma de estado (2.1), com

0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
A= , B= . (33)
—kl/ml - kg/ml kg/ml —c/m1 c/m1 —1/m1
L kg/mg —kg/mg c/m2 —c/m2 i L 1/m2

Assumindo que o sistema estd em repouso, ou seja y(0) = 0, os valores iniciais dessas novas

varidveis de estado, no instante imediatamente ap6s a mola k; ter sido comprimida, sao dados por

Nos projetos de otimizag@o de suspensdes veiculares, os indices geralmente considerados sao
o conforto do passageiro, a deformag@o do pneu (dirigibilidade) e o espaco de trabalho da suspen-
sd0. Um indice de desempenho muito utilizado na literatura é o indice de desempenho quadrético
(Thompson (1976) e Elmadany e Abduljabbar (1999)).

O indice de desempenho quadrético utilizado no processo de otimizagdo do sistema apresen-

tado na Figura 3.1 é definido da seguinte forma

J = / g (t) + q1(yo — 1) + @2(y1 — y2)* dt (3.5)
0

onde ¢1, g2 € g3 sdo constantes. A utiliza¢do deste critério coloca restri¢des sobre a for¢a u(t), sobre
a amplitude dos movimentos da roda (yo — y1) e sobre o espago de trabalho da suspensao (y; — y2).
A forga u(t) que € proporcional a acelerac@o vertical de ma, é responsével por medir o conforto do
passageiro.

Em termos das varidveis de estado (3.2), o indice de desempenho (3.5) pode ser reescrito de

forma andloga ao desempenho (2.6), com as matrizes de ponderacdo () e R dadas por
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G +q —qo

—dq2 42
0 0

0 0

(3.6)
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Quando os pardmetros da planta sdo conhecidos, ou seja, quando mq, ms, ki, ko € ¢ s@o
dados, o problema classico de determinar um ganho de realimentacdo completa de estado, para o
sistema dado em (3.3), que minimiza o indice de desempenho (3.5), é conhecido como o problema
do regulador linear quadratico 6timo.

A aplicacdo numérica deste trabalho € feita usando-se o modelo de suspensio veicular da Fig.
3.1. Para esta aplicag@o, as massas m4 e ms sdo constantes e o fator de amortecimento ¢ e as molas
de rigidez k; e ko s@o varidveis.

A matriz A dada em (3.3) pode ser reescrita como

0010 0 000 0 0 0 0
0001 0 0 00 0 0 0 0
A: +Oé1 +012 -+
0000 ~1/m; 0 0 0 ~1/my 1/mi 0 0
(0000 0 00 0 1/my —1/my 0 0 |
(00 0 0 |
00 0 0
+ Qg3 )
0 0 —1/m1 1/m1
_0 0 l/m2 —1/m2_

onde, ay = ky, as = kg € a3 = ¢, ou seja

3
A (Oé) = AO + OélAl + (XQAQ + Oé3A3 = AO + Z OéiAi. (37)
i=1
Considerando a matriz A («), a matriz B (que neste caso é constante) e a lei de controle
u (t,a) = =Kz (t,a), propde-se o seguinte problema de otimizagdo
min J (3.8)

ar,az,a3,K

sujeito a

#(t,a) = [A(a) — BK]x (t,«) e restrigdes sobre aq, g, (3,
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com o funcional de custo J dado por
J="Tr [(Q + K'RK) z(ta)z (ta)l.

Substituindo a solugdo da equagio dindmica do sistema, x (¢,«) = elA(®)=BKlty" (0), no fun-

cional de custo J obtém-se o seguinte problema de otimizacao

ahg;icré’K J (3.9)
sujeito a
restri¢cdes sobre Qaq, g, (g,
com J dado por
letr{09+I(RkjeM@*ﬁKhi(mx(meMW%Bm%}. (3.10)
As varidveis desse problema sdo @ = [a; @ a3l e K = [K; K, K3 K4, logo,

quando necessario, os gradientes que devem ser calculados sdo os definidos em (2.46).

Neste caso, o gradiente de J com relacdo a o € dado por

9T _ 1y { <Q + K’RK) (dFa (t.a)z' (0)z (0) F' (ta) + F (ta) ' (0)z (0) (dF, (t,a))’) }

oo
(3.11)

e o gradiente de J com relacdo a /X' é dado por

/

(0)z (0) F' (t,0) +

6Jﬂ{NQ+KRme®x

oK 0K
(Q v K’RK) dFy (ta) 7' (0)z (0) F (t,a) + (Q n K’RK) F(ta) (0)z (0) (dFx (t,a))/}
(3.12)
com
JelA(@)-BK]t JelA(@)-BK]t
F (t,O[) = e[A(a)iBK]t, dFa (t,a) = ea—a € dFK (t,Oé) = ea—K
Este problema € resolvido utilizando-se duas estratégias de otimizacdo, a estratégia iterativa
(Algoritmo 3.1) e a estratégia simultanea.
A estratégia simultdnea é andloga ao problema de otimizacdo proposto em (3.9), onde os

parametros da planta, oy, as € a3, € os parametros do controlador, K, sdo otimizados simultanea-
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Algoritmo 3.1 Aplicagdo: Estratégia Iterativa
1. Considerando o sistema em malha aberta, ou seja, X' = 0, e a partir de valores iniciais dados
para os parametros que serao otimizados, tem-se o problema de otimizacao

min J
aq,02,a3
sujeito a T (t,a) = A () z(t,a) e restri¢des sobre aq, (g, g,

onde a matriz A («) é definida em (3.7).
2. Para os parametros 6timos da planta, o, a,ai3, € projetado o controlador LQR, K.
3. Usando K, obtido no passo anterior, tem-se o problema de otimizacao

min J
aq,02,003

sujeito a & (t,a) = [A (o) — BK] z(t,«) e restrigdes sobre aq, g, (3,

cujas condigdes iniciais dos pardmetros a ser otimizados sdo os valores obtidos anteriormente.
4. Voltar ao passo 2.

mente, a partir de valores iniciais dados para oy, as, ag e K.

Essas estratégias sao resolvidas utilizando-se a fun¢ao finincon. Primeiramente, o gradiente
da fun¢do objetivo com relacdo as varidveis do problema, na forma analitica, representados pelas
expressoes (3.11) e (3.12), s@o fornecidos. Em seguida, a funcao fimincon € utilizada usando-se a
opcao default do programa, onde o gradiente da funcdo objetivo é calculado por diferencas finitas.

Nesse trabalho, os custos obtidos pela estratégia iterativa, utilizando-se a férmula analitica do
gradiente da funcdo objetivo e sem utilizar a férmula analitica, sdo, respectivamente, denominados

por Jie,. € J; No caso da estratégia simultinea, os custos obtidos utilizando-se a expressao

teofse
analitica do gradiente é denominado por Jg;,,, , caso contrario, sem utilizar a férmula analitica, o
custo € chamado de Jy;,,, i

Os resultados foram obtidos a partir de dois valores iniciais para os parametros «, oo, as,
aqui denominados de parametros nominais. Primeiramente foram considerados valores de o, oo,
a3 retirados da literatura. Depois, esses valores foram otimizados e passaram a ser considerados os
parametros nominais do problema (Algoritmo 3.2).

A partir dos pardmetros nominais, o controlador LQR ¢é projetado. Dessa forma, obtém-se o
valor do custo para esses pardmetros, denominado de .J;,,. (Algoritmo 3.3 ).

Todos os custos citados foram calculados e comparados, com o objetivo de comprovar que
a insercao de uma férmula analitica para o gradiente traz melhorias para os resultados dos proble-

mas de otimizagdo. A seguir s@o apresentados os resultados numéricos do problema de otimizacao
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Algoritmo 3.2 Aplicagdo: Parametros Otimizados
1. Considerando o sistema em malha aberta, ou seja, ' = 0, e a partir de valores retirados da
literatura para os parametros o, as,av3, tem-se o problema de otimizacdo

min J
aq,02,a3
sujeito a T (t,a) = A(a) z(t,a) e restri¢des sobre aq, g, (g,

onde a matriz A («) é definida em (3.7).
2. Assim, obtém-se 0s novos parametros nominais oy, s, .

Algoritmo 3.3 Aplicacdo: Custo Ji,,

1. Dados os valores nominais o, o, a3, projeta-se o controlador LQR, /.
2. A partir dos valores nominais o, o, a3 € do controlador K., obtém-se o custo J,.

proposto para a suspensdo veicular.

3.2 Resultados

Nesta se¢ao, os resultados obtidos para o problema de otimizag@o proposto para a suspensao
veicular representada na Fig. 3.1 sdo apresentados.

Como mencionado anteriormente, duas estratégias de otimizagdo, estratégia iterativa e es-
tratégia simultanea, foram estudadas para se resolver o problema de otimizagdo definido em (3.8).
Para obter esses resultados, as simulagdes numéricas foram feitas utilizando a fun¢do de otimizagdo
fmincon presente no software MATLAB.

Os dados nominais da suspensdo foram retirados de Thompson (1976). Em particular, no
problema proposto as massas m; € ms sao parametros fixos, isto €, sdo parametros ndo otimizaveis,

e tem os seguintes valores
my = 28,58 kg; mo = 288,9 kg.

Os parametros que serdo otimizados s@o a rigidez da mola k;, a rigidez da mola %, e o fator

de amortecimento ¢, que sdo, respectivamente, dados por

o1 = 155.900 N/m; oz = 19.960 N/m e a3 = 1.300 Ns/m. (3.13)

39



O controlador nominal é K,,,, = [0 0 0 0], ou seja, tem-se que o sistema inicial estd
em malha aberta.

As condigdes iniciais x (0) sdo dadas em (3.4). E as matrizes de ponderacdo ) e R sdo
definidas em (3.6), sendo ¢; = 10, ¢, = 1e g3 = 0,8 x 1077.

O intervalo de tempo utilizado em todas as simula¢des foi de 0 a 5 segundos, com discretiza-
¢do de 10~° segundos.

As restri¢des sobre os parametros da planta foram definidas como
0,50&1 < a1 < 1,50&1, 075a2 < (&%) < 1,50[2, 0,5(13 < asg < 1,50[3,

sobre os valores nominais dados em (3.13).

Como citado anteriormente, as estratégias de otimizacdo foram desenvolvidas a partir de
dois parametros nominais. Primeiramente foram utilizados os parametros retirados na literatura,
definidos em (3.13). Em seguida, esses parametros foram otimizados, e os novos parametros obtidos
passaram a ser considerados os parametros nominais (Algoritmo 3.2). Assim, os resultados foram

divididos em duas secoes.

3.2.1 Parametros Nominais Retirados da Literatura

Primeiramente, a estratégias iterativa e a estratégia simultanea foram desenvolvidas a partir
dos parametros nominais retirados da literatura. Estes resultados sdo mostrados a seguir.

A partir dos valores nominais dados em (3.13), e considerando o sistema inicial em malha
aberta, o custo nominal, J,.,, foi calculado. Utilizando esses mesmos pardmetros nominais, o
controlador K, foi projetado (Algoritmo 3.3). Assim, obteve-se o custo Jj,,.. A Tab.3.1 mostra os

valores obtidos para esses custos. A Tab. 3.2 mostra os pardmetros dos controladores K., € K.

Tabela 3.1 - Custos Jyom € Jigr-
Custos | Valores
Jnom | 0,275672
Jigr 0,208357

Como mencionado, dentro da funcido finincon € possivel inserir op¢des que auxiliam na solu-
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Tabela 3.2 - Controladores Ko € Kjgr
Ganhos K, Ky K Ky
Kpom 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
Kigr —51.153,7473 | 20.640,5123 | —532,1107 | 2.967,0308

¢a0 do problema de otimizac¢ao. Uma dessas opg¢des € a introducdo ou ndo de uma férmula analitica
para o gradiente da funcdo objetivo. No problema de otimizacdo aqui estudado, primeiramente, a
expressao do gradiente € fornecida. Assim, o custo obtido pela estratégia iterativa (Algoritmo 3.1),
Jite,.» € 0 custo obtido pela estratégia simultanea, Jy;,, , foram calculados e estdo apresentados na
Tab.3.3.

Tabela 3.3 - Custos Jje,,, € Jsimy,, -
Custos | Valores
Jite,, | 0,174547
Jsimg, | 0,175137

Ap6s os processos de otimizacgdo, os valores para os pardmetros da planta e do controlador
de cada estratégia foram obtidos. A Tab. 3.4 e a Tab. 3.5 mostram, respectivamente, os valores dos

parametros da planta av., € Qsim,, , € 08 valores dos controladores K., € Kgjm,, -

Tabela 3.4 - Pardmetros da planta ae,,, € Qsim,,, -

Parametros o Qo Qs
Uiteyy 233.850 | 23.049 | 1.950
Usimy, 233.808 | 29.309 | 1.950

Tabela 3.5 - Controladores Kjqe,, € Kgim,,, -
Ganhos K K5 K3 Ky
Kite,, | —33.725,3028 | 14.125,8130 | —233,3209 | 1.398,5930
Kim,, | —49.230,1698 | 19.170,5690 | —280,1537 | 1.783,2110

Também foi utilizado o default da fungao fimincon. Neste caso, o gradiente da fungdo objetivo

foi calculado pela propria funcio de otimizagdo. Dessa forma, foram calculados os custos J; e

teoff

Jsim, . mostrados na Tab. 3.6.

Tabela 3.6 - Custos Jiteoff e Jsimoff.
Custos | Valores
Jiter; | 0,212901
Jsimgs; | 0,208357

Ap6s os processos de otimizacdo, os parametros da planta e do controlador de cada estratégia
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foram obtidos. A Tab. 3.7 mostra os valores obtidos para os parametros da planta cve,;; € Qsim,; ;-

A Tab. 3.8 mostra os valores encontrados para os controladores K, € Kgim, -

Tabela 3.7 - Parametros da planta vise,,,; € Qsim,, s P

Parametros o o o3
Qite, s 155.900 | 19.960 | 1.300
Olsimy s 155.900 | 19.960 | 1.300

Tabela 3.8 - Controladores /e, i€ Kgim, 14

Ganhos K K, K3 Ky
Kitenff —40.652,1107 | 14.816,3715 | —357,8237 | 1.824,9788
Ksim,,ff —51.153,7473 | 20.640,5123 | —532,1107 | 2.967,0309

Na Tab. 3.9 estdo os tempos computacionais de cada estratégia, considerando e sem conside-

rar a insercdo da férmula analitica do gradiente.

Tabela 3.9 - Tempo computacionais.
Custos | Tempo (s)
Jiteoss 44.381
Jiteon 273.578
Jsimy ;s 9.679
Tsimon 397.010

Para o sistema em malha aberta com os parametros nominais retirados da literatura o custo
obtido foi J,,,, = 0,275672. Para o sistema com os parametros nominais retirados da literatura e
o controlador K, o custo obtido foi Jj, = 0,208357. Com a otimizagao iterativa foram obtidos
os custos Jie,,, = 0,212901 e Ji,,, = 0,174547. Com a otimizagao simultinea dos parametros da
planta e do controlador os custos obtidos foram Jg;y,,,, = 0,208357 € Jsim,,, = 0,175137. Assim,
observa-se que o menor custo foi obtido com a estratégia iterativa usando a formulacdo analitica

do gradiente.
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3.2.2 Parametros Nominais Otimizados

Nesta secdo, a estratrégia iterativa e a estratégia simultinea foram desenvolvidas a partir dos
parametros otimizados. Ou seja, os parametros dados em (3.13) foram otimizados, e esses novos
valores obtidos passaram a ser considerados os valores nominais (Algoritmo 3.2).

A partir do Algoritmo 3.2, apds a otimizacdo dos parametros (3.13), os novos parametros

nominais otimizados passaram a ser
o = 233.850 N/m; g = 19.156,3386 N/m e as = 1.950 Ns/m. (3.14)

A partir dos valores nominais dados em (3.14), e considerando o sistema inicial em malha
aberta, o custo nominal, J,,,, foi calculado. Utilizando esses mesmos parametros nominais, o
controlador K, foi projetado (Algoritmo 3.3). Assim, obteve-se o custo .Jy,,. A Tab. 3.10 mostra os
valores obtidos para esses custos. E a Tab. 3.11 mostra os valores dos parametros dos controladores
Kpom € Kigr.

Tabela 3.10 - Custos Jyom € Jigr-
Custos | Valores

Trom | 0,198491
Jir | 0,172701

Tabela 3.11 - Controladores Ko, € Kjqp.
Ganhos K, Ky K Ky
Kom 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
Kigr —42.411,8433 | 21.055,1685 | —300,4517 | 2.303,2426

Observa-se que ja houve uma melhora de desempenho quando comparado aos resultados da
Tab. 3.1.

Fornecendo para a funcao fmincon as expressdes analiticas para o gradiente da fungao obje-
tivo, o custo obtido pela estratégia iterativa (Algoritmo 3.1), J;;... , € 0 custo obtido pela estratégia
simultanea, Jy;,,, ., foram calculados e estdo apresentados na Tab. 3.12.

Ap6s os processos de otimizagdo os valores para os pardmetros da planta e do controlador
foram obtidos. A Tab. 3.13 e a Tab. 3.14 mostram, respectivamente, os valores dos parametros da

planta cvuge,, € Qsim,, - € 0S valores dos controladores K., € Kgim,, -
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Tabela 3.12 - Custos Jie,,, € Jsim,,, -
Custos | Valores
Jite,, | 0,174547
Jsimg, | 0,172577

Tabela 3.13 - Parametros da planta avge,,, € Qisim,,, -

Parametros o Qo Qs
Xiteon 233.850 | 23.052,3029 | 1.950
Xsimon 233.850 | 21.967,2987 | 1.950

Tabela 3.14 - Controladores Kte,, € Ksim,, -

Ganhos Kl KQ K3 K4
Kie,, —33.724,9204 | 14.125,2533 | —233,3190 | 1.398,5728
Kgim,, | —42.411,9944 | 21.055,4108 | —294,1001 | 2.296,0332

Utilizando o default da fungdo fmincon, os custos Jy., i€ Jsim, . foram calculados e sdo

mostrados na Tab. 3.15.

Tabela 3.15 - Custos Jiteoff e Jsimoff.
Custos | Valores
Jite,; | 0,174704
Jsimye; | 0,172701

Ap6s os processos de otimizacdo, os parametros da planta e do controlador de cada estratégia
foram obtidos. A Tab. 3.16 mostra os valores obtidos para os parametros da planta qge,,, € Qsim, ;-

E a Tab. 3.17 mostra os valores encontrados para os controladores K, ,, € Ksim, ;-

Tabela 3.16 - ParAmetros da planta v, 7 € Qsimy -
Parametros o o) Q3

Qite, s 233.850 | 19.156,3386 | 1.950

Osimy ¢ 233.850 | 19.156,3386 | 1.950

Tabela 3.17 - Controladores K., i€ Kim, Py
Ganhos K K5 K3 Ky
Kiteoff —34.317,3017 | 15.001,0357 | —236,0652 | 1.430,8960
Ksimoff —42.411,8434 | 21.055,1685 | —300,4517 | 2.303,2426

Na Tab. 3.18 estdo os tempos computacionais de cada estratégia, considerando ou ndo a
insercdo da férmula analitica do gradiente.

Nota-se que, todos os resultados obtidos a partir dos pardmetros otimizados foram melho-
res do que os resultados obtidos a partir dos parametros defininidos em (3.13). Por outro lado, o
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Tabela 3.18 - Tempo computacionais.
Custos | Tempo (s)
Jitess 61.611
Jiteo, 276.289
Tsimey ;s 31.978
Jsimon 98.857

processo de otimizacdo para os parimetros da planta fez com que o tempo computacional fosse
significativamente maior. Exceto no caso da estratégia simultanea, no qual a formulagdo analitica
do gradiente foi fornecida.

Para o sistema em malha aberta com os parametros nominais otimizados o custo obtido foi
Jnom = 0,198491. Para o sistema com os pardmetros otimizados e o controlador K, o custo

obtido foi Jj, = 0,172701. Com a otimizag@o iterativa foram obtidos os custos J; =0,174704

teoff
e Jite,, = 0,174547. Com a otimizacao simultdnea dos pardmetros da planta e do controlador os
custos obtidos foram Jsimoff =0,172701 e Jgp,, = 0,172577.

A insercdo de uma expressao analitica para o gradiente da funcio objetivo, como opc¢ao para
a funcdo fimincon, fez com que os resultados obtidos para os custos da estratégia iterativa e da es-
tratégia simulanea fossem melhores do que quando esse mesmo gradiente € calculado pela prépria
func¢ao de otimizacao através de diferencas finitas.

Como esperado, apds incorporar o gradiente da fun¢do objetivo, o resultado obtido com a
estratégia simultinea € melhor do que o resultado obtido com a estratégia iterativa. No entanto,
como o problema de otimizagao proposto € ndo convexo, nao € possivel afirmar que essa solugao é
global.

A seguir sdo mostrados os graficos de resposta ao degrau das variaveis de estado, definidas em
(3.2), em funcdo do tempo. Assim, sdo analisados os graficos de z; (¢), que representa a deformag@o
do pneu, amplitude dos movimentos da roda (dirigibilidade), em funcdo do tempo, e os graficos de
x5 (1), que representa o movimento de todo o sistema, em fung¢éo do tempo.

A Fig. 3.2 e a Fig. 3.3 mostram as respostas ao degrau unitdrio da suspensdo veicular para o
sistema com 0s parametros nominais da planta em malha aberta e para o sistema com 0s mesmos
pardmetros da planta, porém em malha fechada, cujo controlador € o Kj,.. A Fig. 3.2 mostra a
resposta ao degrau unitdrio de x; (t) em fungdo do tempo. A Fig. 3.3 mostra a resposta de x5 (t)
em funcio do tempo.

Na Fig. 3.2 e na Fig. 3.3 percebe-se um maior overshoot para o sistema com os parametros
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Figura 3.2 - Curvas 1 (¢) de resposta ao degrau - Nominal e LQR.

nominais em malha aberta. Essa diferenca no overshoot é ainda maior na Fig. 3.3.
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Figura 3.3 - Curvas x5 (t) de resposta ao degrau - Nominal e LQR.

A Fig. 3.4 e a Fig. 3.5 mostram as respostas ao degrau unitdrio da suspensdo veicular para o
sistema com os pardmetros nominais da planta em malha aberta, para o sistema cujos parametros

da planta e do controlador foram otimizados iterativamente e para o sistemas cujos parimetros da
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planta e do controlador foram otimizados simultdneamente. Nesses casos, a expressdo analitica do
gradiente da func¢ao objetivo foi fornecida para a funcao de otimizagao finincon. A Fig. 3.4 mostra

a resposta ao degrau unitdrio de x; (¢) em func¢@o do tempo. E a Fig.3.5 mostra a resposta de x5 (t)

em funcao do tempo.

0.8

1 (t)

0.6

)

/
02r]
/

—— Nominal - Malha aberta |

Iterativo,,,

A | | - Slmultapeoon |
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25
t

0.3 0.35 0.4 0.45 0.5

Figura 3.4 - Curvas z (t) de resposta ao degrau - Nominal, Iterativo e Simultidneo com o gradiente.

Os sistemas representados na Fig. 3.4 possuem valores de pico e tempo de acomodacido bem
proximos. Ja na Fig. 3.5 essas diferencas sdo mais perceptiveis. Nota-se um maior overshoot e
um tempo de acomodacdo maior para o sistema com os parimetros nominais em malha aberta,
seguido do sistema cujos parimetros da planta e do controlador foram otimizados iterativamente e
do sistema cujos parametros da planta e do controlador foram otimizados simultaneamente.

A Fig. 3.6 e a Fig. 3.7 mostram as respostas ao degrau unitdrio da suspensao veicular para os
seguintes sistemas: com os parametros nominais da planta em malha aberta, para o sistema cujos
pardmetros da planta e do controlador foram otimizados iterativamente. Iterativo,,, e Iterativo, s
denotam, respectivamente, se a férmula analitica do gradiente foi ou ndo utilizada. A Fig. 3.6 ¢ a
Fig.3.7 mostram, respectivamente, a resposta ao degrau unitdrio de z; (¢) em fun¢do do tempo e a

resposta ao degrau unitdrio de z5 (¢) em fungio do tempo.
Na Fig. 3.6, percebe-se que ha pouca diferenca entre os overshoots e os tempos de acomoda-

¢coes dos sistemas. Na Fig. 3.7 essas diferencas sdo mais acentuadas.
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Figura 3.7 - Curvas x5 (t) de resposta ao degrau - Nominal e Iterativo sem e com o gradiente.

A Fig. 3.8 e a Fig. 3.9 mostram as respostas ao degrau unitdrio da suspensdo veicular para
os seguintes sistemas: com os pardmetros nominais da planta em malha aberta, para o sistema
cujos parametros da planta e do controlador foram otimizados simultaneamente. Simultineo,,, €
Simultaneo,s; denotam, respectivamente, se a formula analitica do gradiente foi ou ndo utilizada.
A Fig. 3.8 e a Fig.3.9 mostram, respectivamente, as respostas ao degrau unitario de x1 (t) e x5 (1)
em funcdo do tempo.

Na Fig. 3.8 nota-se poucas diferencgas entre os sistemas. Na Fig. 3.9, os sistemas que sofreram
a otimizacdo simultinea, fornecendo ou nio o gradiente, possuem valores de picos e tempos de
acomodacio bem préximos.

A Fig. 3.10 e a Fig. 3.11 mostram as respostas ao degrau unitdrio da suspensdo veicular para
o0 sistema com os parametros nominais da planta em malha aberta, para o sistema cujos parametros
da planta e do controlador foram otimizados iterativamente e para o sistemas cujos parametros da
planta e do controlador foram otimizados simultineamente. Nesses casos, a expressao analitica da
funcdo objetivo ndo foi fornecida. A Fig. 3.10 mostra a resposta ao degrau unitario de x; () em
funcdo do tempo. E a Fig.3.11 mostra a resposta de x5 (¢) em fungdo do tempo.

Os sistemas representados na Fig. 3.10 possuem valores de pico e tempo de acomodagdo bem
proximos. Ja na Fig. 3.11 essas diferencas sdo mais perceptiveis. Nota-se um maior overshoot € um

tempo de acomodagio maior para o sistema com os parametros nominais em malha aberta, seguido
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do sistema cujos parametros da planta e do controlador foram otimizados simultaneamente e do

sistema cujos parametros da planta e do controlador foram otimizados iterativamente.
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Figura 3.11 - Curvas x5 (t) de resposta ao degrau - Nominal, Iterativo e Simultaneo sem o gradiente.
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4 COMENTARIOS E CONCLUSOES

4.1 Comentarios

Nesta dissertacdo, através de metodologias analiticas e numéricas, investigou-se o problema
de otimizag¢ao simultanea dos parametros da planta e do controlador de um modelo simplificado de
uma suspensao veicular ativa.

Esse estudo iniciou-se com o desenvolvimento de trés metodologias analiticas, Metodologia
Baseada na Resposta Temporal, Metodologia Quadrética e Metodologia Variacional, apresentadas
no capitulo 2. A Metodologia Baseada na Resposta Temporal foi desenvolvida a partir da solu¢cdo da
equacgdo dinamica do sistema e da teoria sobre problemas de otimizacao ndo lineares com restri¢cdes
de igualdade. As metodologias Quadraitica e Variacional foram desenvolvidas, respectivamente,
com base nas teorias do Regulador Linear Quadritico Otimo e do Calculo Variacional. Também foi
desenvolvida uma metodologia numérica baseada num algoritmo disponivel na literatura.

No capitulo 3, o problema de otimizacdo proposto para o modelo da suspensdo veicular foi
abordado. Para se resolver esse problema de otimizacgao, duas estratégias de otimizacdo foram suge-
ridas: estratégia iterativa e estratégia simultanea. Os resultados numéricos foram obtidos utilizando-
se a funcdo fmincon do MATLAB. Esta fun¢do permite inserir op¢des que auxiliam na resolucao do
problema de otimizacdo. Neste trabalho, o objetivo foi incorporar a férmula analitica do gradiente
da fun¢do a ser minimizada, de forma a melhorar o desempenho das estratégias propostas. Os

algoritmos desenvolvidos estdo nos Apéndices B, C, D.

4.2 Conclusoes

As condi¢des de otimalidade encontradas a partir das metodologias analiticas apresentaram
ndo linearidades que dificultaram a obtencao de suas solugdes. Além disso, no caso da Metodologia

Baseada na Resposta Temporal, é necessario obter as condi¢des de otimalidade de segunda ordem
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para garantir que os pontos estaciondrios encontrados sejam de minimo. Devido a complexidade
em se obter as solucdes analiticas, uma alternativa numérica foi desenvolvida para se resolver o
problema de otimizacao simultinea.

Os menores valores da funcdo custo foram obtidos com a estratégia simultanea. No entanto,
a estratégia iterativa forneceu valores proximos. Todas as duas estratégias apresentaram menores
valores do funcional de custo quando a férmula analitica do gradiente foi fornecida. Porém, com a
insercdo desta formula, o tempo computacional aumentou significativamente.

Com relacdo ao sistema em malha fechada, observa-se que os melhores desempenhos, em
termos de menores valores de sobre-sinal dos deslocamentos das massas, foram obtidos através da
otimizacdo simultanea. O fato de se fornecer a férmula analitica do gradiente ndo alterou de forma

significativa o desempenho do sistema.

4.3 Trabalhos Futuros

Como trabalhos futuros, pode-se estender esse estudo para sistemas mais complexos, sistemas
com um maior nimero de parametros de otimizacao e sistemas cujas representacdes nao se limitam
a combinacio linear de matrizes, estendendo para os casos em que os sistemas podem ser escritos
como combinacdes quadriticas ou polinomiais de matrizes.

Além de inserir uma férmula analitica para o gradiente da fun¢@o objetivo, € possivel obter
uma expressao analitica para a hessiana da funcdo a ser minimizada com relacdo as varidveis de

otimizacdo, fornecendo, provavelmente, resultados ainda melhores.
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APENDICE A - TESTES DO ARTIGO

Neste capitulo sdo apresentados os resultados que comprovam a eficiéncia do Algoritmo 2.2,

retirado de Brancik (2008).

A.1 Matrizes A («) e B (o) que comutam

No caso em que as matrizes A(a) e B(a) comutam, os resultados obtidos para as derivadas

numéricas, dF,;,, € os resultados obtidos para as derivadas calculadas a partir de férmulas ana-

bN’
liticas foram comparados utilizando-se o conceito de Norma Euclidiana e Norma Infinita (Anexo
B).

Escrevendo a fun¢do exponencial matricial definida em (2.44) como uma série de Taylor,

obtém-se
(% « - tk
Fp(ta) = olA@+B(@)]t _ Z o [A(a) + B ()],
k=1
isto é, desenvolvendo a expressao anterior, tem-se
t2 5 3 3
Fy(t,a) =1 +t[A(a)+ B(a)] + 2 [A(a) + B(a)]” + 3 [A(@) + B(a)]”+ ... (A1)

A derivada, com relacdo a «, da expressdo dada em (A.1) € definida como

OFu (t,a) 01 | 0[A(a)+ B(a)]  ?0[A(e) + B(a)]? N #O[A(e) + B(a))’

g, o0, 11T oa o] da, 3] Ja, o

(A2)
onde
o1

or _ A.
Da, 0, (A.3)
D)+ B _ "

- J 270 .

0aj
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9[A () + B(a)]? I{[A(e) + B ()] [A () + B(a)]}
804]' (904]- ’
0[A% (a) + 2A (o) B (a) + B? (a)]
day; '
= 2[A(a)+ B(a)](4; + Bj). (A.5)

Ou, ainda, pode-se reescrever (A.5) da seguinte forma

0[A(e) + B(a)]?
Oa;

=2(A;+ B))[A(a) + B(a)]. (A.6)

Da mesma forma,

0[A(e) + B(a))’
Oa;

=3[A(a)+ B(a) (A; + B)). (A7)

Ou pode-se reescrever (A.7) da seguinte forma

0[A(e) + B ()]’
Oa;

Substituindo as expressoes (A.3), (A.4), (A.5), (A.7) em (A.2), obtém-se

=3(A;+ B)) [A () + B (). (A.8)

aFa&bf.Eé’a) = t(Aj + B]) + ;—2'2 [A (Oé) + B (Oj)] (A] + Bj) + ;3 [A (Oé) + B (O[)]Z (A] + Bj) + ...
= H(Ay+ By) i [A0) + B (@) (A + B) + o [A(a) + B (@) (4 + B) + .
- {]—i—%[A(a)—l—B(a)]—i—%[A(a)—l—B(a)}?—i—...} (4;+ Byt
A B@l (4. | Byt (A.9)

Para os testes apresentados nessa se¢do, foram consideradas matrizes A(«) e B(«) cujas

representacdes sdo dadas nas formas de combinacdes lineares das matrizes Ay, A;, By e B;, isto &,
Afa)=Ag+ > aidi e B(a)=DBo+ Y b (A.10)
i=1 =1

Entdo, a partir de (A.9) e (A.10), a primeira formula analitica para a derivada de F,, (¢,@)

com relacdo a a; € dada por
dF,,, (tao) = elAotBot Ty eidit Tl aiBi)t (4. 4 By, (A.11)

Substituindo as expressdes (A.3), (A.4), (A.6), (A.8) em (A.2), obtém-se
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OFw(ba) 44 4 B+ ;—2!2 (A + B)[A(a) + B(a)] + 53(4; + By [A() + B() + ..

Oa; 3!
= H(A 4By + 5 (A4 B [A(0) + B(a)] + o (4 + By) [A(a) + B(0) + .
= (A;+ Bj)t {I + % [A(a) + B ()] + % [A(a) + B ()] + }

= (A;+B)) telA@+B(@)]t

Substituindo as matrizes A («) e B («) definidas em (A.10) na expressdo anterior, obtém-se

a segunda expressdo para a derivada analitica de F;, (¢,cv), com relagdo a o, que é dada por
dFabA2 (t7a> — (A] + Bj) te(AO+BO+Z?:1 ai A+ oziBi)t. (A12)

Como as matrizes A («) e B (o) comutam, entdo, de acordo com uma das propriedades de

exponencial de matrizes, pode-se reescrever

clA@FB@)]t _ (A(a)t B(a)t (A.13)

A derivada de (A.13), com relagdo a o, € definida como

aeA(oc)teB(oc)t _ aeA(a)t eB(a)t N eA(a)t aeB(a)t
aOéj aOéj 80@-

_ eA(oc)tAjteB(a)t + eA(oc)tBjteB(a)t

= eA(a)t (Aj + B]) teB(a)t.

Definindo as matrizes A («) e B («) como em (A.10), entdo a terceira forma possivel para a

derivada analitica de F;, (¢,&t), com relagdo a «;, ¢ dada por
dFabAg (Oé,t) — e(AO"‘Z?:l Oéz‘Ai)t (AJ + Bj) te(Bo-l-Z?:l OéiBi)t‘ (A14)

Foram apresentadas trés formas analiticas, (A.11), (A.12) e (A.14), da derivada, com relagdo
a «a;, da funcdo exponencial matricial definida em (2.44). Os resultados obtidos a partir dessas
derivadas foram comparados com os resultados obtidos para as derivadas numéricas, dF,;, . Para
se fazer essa comparac@o foram utilizadas a Norma Euclidiana || - || e a Norma Infinita || - || (ver
Apéndice B).

Nos testes apresentados nessa secdo, para comparar a derivada numérica com as derivadas

analiticas, foram calculados os seguintes erros utilizando-se a Norma Euclidiana e a Norma Infinita,
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respectivamente,

6}\72 = HdFabN - dFabmH?? B?VQ = HdFabN - dFabA2H2 € 6?7)\72 = HdFabN - dFabAsHQ (A.15)

1 _ 2 _ 3 _
CNoo = HdFlle - dFabmHOO’ CNoo = HdFabN - ddeAQHOO € CNeo = HdFabN - dFabAgHOO'
(A.16)
Para expandir a classe de testes, foram calculadas as derivadas numéricas e analiticas da

seguinte funcdo, constituida por duas exponenciais matriciais,

Jreste = Q (a) e[+ Bt glA()+ Bt (A17)

onde () () é uma matriz dependente de .

A derivada analitica da fun¢do J;.s. com relacdo a variavel o € dada por

HelAl@)+B(at
O

+ Q( ) [A(a)+B(a

0Jeste 3@( ) (0)+B(a)]t g[Ale)+B(a)]'t
e +Q(«a

olAW@)+B@)'t

.  DelA@) B

O

Quando as matrizes A () e B («) s@o definidas como em (A.10) tem-se as seguintes deriva-

das analiticas

0 '
dJreste,, = %{i ) [A(@)+B(a)]t ,[Ale )+B(a)]'t +Q(a )(A + B, )te [A@)+B(@)t g[A()+B(@)] t 4

+Q (@) A@FB@IA@TB@I (4. 4 BY 1 (A.18)

0 ,
thesteA2 = % [A()+B(a)]t G[A a)+B(a)] t+
+ O (o) @B [(Aj + Byt + (A, + By) t] A@+B@I (A 19)

Para usar o algoritmo 2.2, pode-se reescrever, usando-se (2.44), a funcdo Ji.s. dada em

(A.17), da seguinte forma
Jtestey = @ () Fup (1) F p (ant). (A.20)

A derivada da fun¢do Jics, , com relagdo a varidvel «, pode ser escrita como
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OJresier, 0 [Q () Fup (at) Fyy (at)]

a& 80&
= R ) By () + Q)
0Q (o)
Ja

OF,, (a,t)

aFc;b (avt)
oo '

Ja

F(;b (avt) + Q (Oé) Fab (a,t)

Definindo

= d(@), logo, a derivada numérica da fun¢do J;.q. pode ser calculada da

seguinte forma

theSteN = (dQ) FabNF(;bN + Q (Oé) (dFabN) Fc;bN + Q (a) FabN (dFabN)/ : (Azl)

Onde F;, e dF,,, sdo, respectivamente, a fungdo exponencial e a sua derivada numérica.
Para confrontar os resultados obtidos numericamente, d.Jies., , € 0s resultados obtidos para
as derivadas calculadas a partir das férmulas analiticas, dJieste,,, € dJieste ,,» OS SEGUINtES €ITOS,

utilizando-se a Norma Euclidiana e a Norma Infinita, foram calculados

eJ]{[Q = HthesteN - theste,MHQ € eJJQVQ = ||thesteN - thesteAgHZ (A22)

ejjl\foo = ||thesteN - thesteAlHoo € eJJQ\[oo = Hdt]testeN - theSteAQHOO' (A23)

Para a realiza¢@o desses testes foram escolhidas matrizes A («) e B () cujas representa¢oes
estdo definidas em (A.10).

Nos primeiros testes, em particular, as matrizes A () e B («) foram definidas como
A (OZ) = OélAl e B (Oé) = OélBl.

A partir de (2.43), tem-se M (o) = a3 (A; + By). Entéo, a partir de (2.45), obtém-se
dM (o) = (A + Byp)t. Com essas informagdes, todo o procedimento descrito na Sec. A.1 foi
realizado.

Para esses testes, dois pares de matrizes A; e B, foram escolhidas como

—2 3 —05 —0,3
Al = € B1 = (A24)
0 -5 0 —02
~13 2 —0,1 —0,0250
A1 = € Bl = . (A25)
12 -8 ~0,15 —0,1625

Para a varidvel a4 foram considerados os valores a; = 3 e oy = 17.

Utilizando as matrizes definidas anteriormente, as derivadas obtidas a partir das férmulas
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analiticas dadas em (A.11), (A.12) e (A.14), e as derivadas numéricas obtidas a partir do Algoritmo
2.2 foram calculadas.
Os maximos valores obtidos para as normas Euclidiana e Infinita, definidas em (A.15) e

(A.16), estdo representados na Tab A.1.

Tabela A.1 - Normas Euclidiana e Infinita - Matrizes A e B que comutam
Matrizes e o Norma Euclidiana | Norma Infinita
A, e B; definidasem (A.24) e oy = 3 3,4086 x 10~1'6 47184 x 10716
Ay e B definidas em (A25) e oy = 3 5,8684 x 10716 7,6328 x 10716
A, e B; definidasem (A24)e oy = 17 | 2,9612 x 10717 4,0766 x 10717
A, e B; definidas em (A.25) e oy = 17 |  2,9924 x 10718 41132 x 107 ¥

Para estender a classe de testes, foram consideradas matrizes nas formas
Ala) =Ag+a1Ay e B(a)=By+ a1 B;.

Nesse caso, tem-se M («) = Ay + By + oy (A1 + By). Entdo, dM (o) = (Ay + By) t.

Primeiramente foram definidas as matrizes Ay, A, By € B1 como

~13 2 ~10 20
AO = € Al = (A26)
12 =8 —-30 —50
—4,545 —1818 —0,1 —0,0250
— e B = . (A.27)
2,727 —0,909 —0,15 —0,1625

Para a variavel o foram considerados valores o; = 3 e oy = 17.
Calculadas as derivadas analiticas e as derivadas numéricas, os maximos valores obtidos para

as normas Euclidiana e Infinita, definidas em (A.15) e (A.16), estdo representados na Tab A.2.

Tabela A.2 - Normas Euclidiana e Infinita - Matrizes A e B que comutam
Matrizes e o Norma Euclidiana | Norma Infinita
Matrizes definidas em (A.26) e (A.27) e a; = 3 1,9672 x 107 2,0086 x 10~
Matrizes definidas em (A.26) e (A27)e oy = 17| 1,7522 x 10°% 1,8433 x 10723

Da mesma forma, foram consideradas as seguintes matrizes

—-20 30 —-10 20
AO = € A1 = (A28)
0 =50 —30 =50
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—4,545
2,727

—1,818 | -5 =3
—0,909 0 -2

(A.29)

Para a variavel o, foram considerados os valores ooy = 3 e oy = 17.
Os maximos valores obtidos para as normas Euclidiana e Infinita, definidas em (A.15) e

(A.16), estdo representados na Tab A.3.

Tabela A.3 - Normas Euclidiana e Infinita - Matrizes A e B que comutam
Matrizes e o Norma Euclidiana | Norma Infinita
Matrizes definidas em (A.28) e (A.29)e a; = 3 3,0868 x 107° 3,0807 x 107©
Matrizes definidas em (A.28) e (A.29) e oy = 17 | 1,7329 x 10 1,6363 x 10~2°

Nota-se pelas tabelas A.1, A.2 e A.3, que os maximos valores encontrados para as normas
Euclidiana e Infinita sdo bem préximos a zero. Isto €, os erros obtidos entre as derivadas analiticas
e as derivadas numéricas tendem a zero.

A partir de J;. s definido em (A.17), define-se @ («) = a3 ()1, onde

-8 1
-7 5

Q1 = (A.30)

e para a variavel a; sao considerados os valores vy = 3 e ay = 17.

Utilizando todas as matrizes definidas anteriormente, as derivadas da funcdo J;... obtidas
analiticamente, definidas em (A.18) e (A.19), e a derivada obtida numericamente, dada em (A.21),
foram calculadas. Os maximos valores obtidos para as normas Euclidiana e Infinita, definidas em

(A.22) e (A.23), estdo representados na Tab. A.4.

Tabela A.4 - Normas Euclidiana e Infinita de J;.st - Matrizes A e B que comutam
Matrizes e o Norma Euclidiana | Norma Infinita

A; e By definidas em (A.24) e a; = 3

3,0237 x 1019

4,6629 x 10~

A e Bj definidas em (A.25) e oy = 3

42177 x 1071

45519 x 10~ P

Ay e B; definidas em (A.24) e oy = 17

6,9848 x 1016

5,3148 x 10716

Ay e By definidas em (A.25) e oy = 17

4,4351 x 10=%°

5,1245 x 10~

Matrizes definidas em (A.26) e (A27)e a; = 3

75306 x 10°°

77400 x 10°°

Matrizes definidas em (A.28) e (A.29) e oy = 3

3,6549 x 10710

4,1567 x 10710

Matrizes definidas em (A.26) e (A.27)e oy = 17

2,9816 x 10~

34359 x 10 ™

Matrizes definidas em (A.28) e (A.29) e oy = 17

6,5557 x 10~ o1

75391 x 101

Percebe-se pela Tab. A.4 que os erros obtidos entre as derivadas analiticas e as derivadas
numéricas sdo bem préximos a zero.
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Os testes que envolvem matrizes A(«) e B(«) que ndo comutam sdo apresentados a seguir.

A.2 Matrizes A () e B (o) que ndo comutam

Neste caso, os resultados numéricos obtidos utilizando-se o Algoritmo 2.2 foram comparados
com os resultados obtidos utilizando-se a definicdo da aproximacdo da derivada por diferencas
finitas.

Sejam as fungdes g : R — R, z € R" e h € R, a partir da defini¢do da derivada da funcdo
g (x), em um ponto, através do limite, ou seja,

g@t+h)—g(a)
dr o h '

Introduz-se a operacdo de diferenca finita Dpp, a partir da qual obtém-se a seguinte funcdo

g(o+h) = g()

DDF (I) = h

(A31)

Isto é, para um h suficientemente pequeno recupera-se a derivada de ¢ () com relagdo a x.
Sejam as matrizes A («) e B () as mesmas que as definidas em (A.10) e a fun¢do matricial
F, (t,) andloga a matriz definida em (2.44). Utilizando a defini¢cdo dada em (A.31), a derivada de
F, (t,a) com relagdo a o pode ser escrita como
OF,, (t,) elA(@+B(@)](t+h) _ g[A(a)+B(a)]t

e = dFu, = - : (A.32)

sendo h suficientemente pequeno.
A partir dos resultados obtidos para as derivadas numéricas, dFy;, , € dos resultados obtidos
para as derivadas via diferencas finitas , dF,,, ., foram calculados os seguintes erros utilizando a

Norma Euclidiana e a Norma Infinita, respectivamente,

eng = |[dFupy — dFappp |2 (A.33)

eNoo = ||dFaby — dFuppp [ oo (A.34)

Assim como no caso em que as matrizes A («) e B («) comutavam, para expandir a classe
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de testes, foram calculadas as derivadas numéricas e as derivadas utilizando-se diferencas finitas da
fungdo J;g., definida em (A.20).

A derivada da fungdo Ji.4. com relacdo a « é calculada da seguinte forma

8Jteste a [Q (Oé) Fab (Oé,t) Fc:,b (Oé?t)]

Oa Oa
_0Q () / OFu (at) OF,, (au,t)
= SR a) Fly o)+ Q(a) % S E (a8) + Q (a) Fus (ant) =5 5.
0Q (a) : : _ o
Sendo 5 = d(@), logo, a partir de (A.32), a derivada da funcio Jy.s., via diferencas
o

finitas, pode ser calculada da seguinte forma
Aresteny = (AQ) FapFoy + Q (@) dFuyp, Fop + Q () Fup (dF oy, (A.35)

No caso numérico a fungao J;.s. € andloga a definida em (A.20), e a sua derivada com relagdo
a o, dJiestey , € definida em (A.21).
Para comparar as duas derivadas de .J;.s., 0S seguintes erros, utilizando a Norma Euclidiana

e a Norma Infinita, foram calculados

eJN? = ||thesteN - thesteDFHQ (A36)

eJNOO = HthesteN - thesteDFHoo~ (A37)

Para realizar esses testes foram escolhidas matrizes A («) e B («) cujas representagdes estdao
definidas em (A.10).

Nestes primeiros testes, em particular, as matrizes A («) e B («) foram definidas como
A (OZ) = O[lAl + OéQAQ e B (Oé) = OélBl + a232

A partir de (2.43), tem-se, M («) = oy (A1 + B1) + a9 (As + Bs). Entéo, a partir de (2.45),
obtém-se dM,, (o) = (A1 + By)t e dM,, (o) = (As + Bs)t. Com essas informagdes, todo o
procedimento descrito na sec. A.2 foi realizado.

Nesse caso, foram escolhidos trés conjuntos de matrizes, A1, A, B e By, como segue

—10 300 —10 200 —100 —300 —10 —29
A1: 7A2: 7B1: 7B2: 3
—350 —100 —35 —49 350  —830 28 —83
(A.38)
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-2 =50 -13 1 -7 8 | 5 6

Al = 7A2 = Bl = BQ -
7 =8 11 =25 —-10 —24 —15 =2
(A.39)
—14 —-350 —91 7 —49 56 —35 42
Alz 7A2: 731: 732: 3
49  —56 77T —175 —70 —168 —105 —14
(A.40)

Para essas matrizes, as derivadas foram calculadas via diferencas finitas e utilizando-se o
Algoritmo 2.2. Assim, os maximos valores das normas Euclidiana e Infinita, definidas em (A.33) e
(A.34), com relag@o a «y, foram obtidos e estdo representados na Tab. A.5. E os maximos valores

obtidos, com relag@o a av, estdo definidos na Tab. A.6.

Tabela A.5 - Normas Euclidianas e Infinitas - Matrizes que ndo comutam (1)
Matrizes Norma Euclidiana | Norma Infinita
Matrizes definidas em (A.38) | 11,9475 x 10~%2 2,2673 x 10792
Matrizes definidas em (A.39) 1,6691 x 1077 2,3197 x 107
Matrizes definidas em (A.40) | 1,3402 x 10-% 1,8625 x 10758

Tabela A.6 - Normas Euclidianas e Infinitas - Matrizes que ndo comutam (as)
Matrizes Norma Euclidiana | Norma Infinita
Matrizes definidas em (A.38) | 1,4463 x 10~ 1,8200 x 10756
Matrizes definidas em (A.39) | 2,6601 x 10~16 3,5636 x 1016
Matrizes definidas em (A.40) | 1,0709 x 1071 | 1,4292 x 10~ 11

Para ampliar os testes, foram consideradas matrizes na forma
A (O‘) = AO + alAl + OZQAQ e B (a) = BO + @lBl + O[QBQ.

Nesse caso, tem-se M (o) = Ao + By + a1 (A1 + By) + as (Ay + By). Entéo, dM,, (a) =
(A1 + Bl) te dMa2 (Oé) = (AQ + BQ) t.
Para este caso, foram escolhidos dois conjuntos de matrizes, Ay, A1, As, By, B, Ba, como

segue

—45,45 —18,18 4 - —10 300 ~ | =10 200

9727  —9.09 | ~350 —100 | 35 —49
(A.41)
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—100 200 —100 —300 —-10 -29

By = ; B, = ; By = (A.42)

—300 —500 350 —830 28 —83
e

—31,815 —12,726 —14 —350 —91 7

AO = ; Al = ) AQ =
19,089 —6,363 49  —56 T —175

) (A.43)

—70 140 —49 56 —35 42

By = , B, = , By = . (A44)
—210 =350 —70 —168 —105 —14

Calculadas as derivadas via diferencas finitas e as derivadas numéricas, os maximos valores
obtidos para as normas Euclidiana e Infinita, definidas em (A.33) e (A.34), com relacio a «; € awo,

estdo representados na Tab. A.7 e na Tab. A.8, respectivamente.

Tabela A.7 - Normas Euclidianas e Infinitas - Matrizes que ndo comutam ()
Matrizes Norma Euclidiana | Norma Infinita
Matrizes definidas em (A.41) e (A.42) 1,9467 x 10752 2,2664 x 10792
Matrizes definidas em (A.43) e (A.44) | 1,3402 x 10758 1,8625 x 10758

Tabela A.8 - Normas Euclidianas e Infinitas - Matrizes que ndo comutam (as)
Matrizes Norma Euclidiana | Norma Infinita
Matrizes definidas em (A.41) e (A.42) 1,8611 x 10~ 1% 2,1667 x 10712
Matrizes definidas em (A.43) e (A.44) | 7,6135 x 107138 | 1,0581 x 10757

Percebe-se pelas tabelas A.5, A.6, A.7 e A.8 que os valores das normas Euclidiana e Infinita
sdao bem préximos a zero. Assim, conclui-se que o erro entre os cdlculos das derivadas obtidas via
diferencas finitas e das derivadas obtidas numericamente tendem a zero.

Para J;.4. definido em (A.17), considera-de ) (o) = ()1, onde o, = 3 e ()1 € andlogo ao
definido em (A.30).

A partir de todas as matrizes definidas anteriormente, as derivadas calculadas via diferencas
finitas e as derivadas calculadas usando o Algoritmo 2.2 foram confrontadas. E os médximos valores
obtidos para as normas Euclidiana e Infinita, definidas em (A.36) e (A.37), com relacdo a a; e ao,
estdo presentes na Tab. A.9 e na Tab. A.10, respectivamente.

Nota-se, pelas tabelas A.9 e A.10, que o erro entre a derivada calculada via diferencas finitas

e a derivada calculada usando o Algoritmo 2.2 é praticamente zero.
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Tabela A.9 - Normas Euclidiana e Infinita de J;.s - Matrizes A e B que ndo comutam (ap)

Matrizes

Norma Euclidiana

Norma Infinita

A; e B, definidas em (A.38)

3,0176 x 10~ 131

2.9776 x 10~ 131

Aj e By definidas em (A.39)

3,9656 x 1072

3.4272 x 107%

A; e B definidas em (A.40) 0,0000 0,0000
Matrizes definidas em (A.41) e (A.42) 0,0000 0,0000
Matrizes definidas em (A.43) e (A.44) 0,0000 0,0000

Tabela A.10 - Normas Euclidiana e Infinita de J;.s - Matrizes A e B que ndo comutam (av2)

Matrizes

Norma Euclidiana

Norma Infinita

A; e By definidas em (A.38)

8,8650 x 10~ 132

6,7371 x 10132

A e B definidas em (A.39)

4,8576 x 10731

4,1382 x 10731

Aj e By definidas em (A.40) 0,0000 0,0000
Matrizes definidas em (A.41) e (A.42) 0,0000 0,0000
Matrizes definidas em (A.43) e (A.44) 0,0000 0,0000
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APENDICE B - COMBINACAO LINEAR DE MATRIZES

Algoritmo B.1 Combinacdo Linear de Matrizes

function [A,B,Ac,Bc] = CombLinearAB(alpha,Ac,Bc)

k=1;

sum_Am = Ac{l};

sum_Bm = Bc{l};

for i=2:size(alpha, 2)
Am{k} = alpha{i}=*Ac{i};
Bm{k} = alpha{i}*Bc{i};
sum_Am = sum_Am+cell2mat (Am(k));
sum_Bm = sum_Bm+cell2mat (Bm(k));
k=k+1;

end

A = sum_Am;
B = sum_Bm;

j=1;

for i=2:size(alpha, 2)
dA{j} = Ac{i};
dB{j} Bc{i};
J=3+1;

end
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APENDICE C - PLANTA DO SISTEMA

Algoritmo C.1 Planta do Sistema

function [planta_ss,A,B,Ac,Bc]=planta(pNoOtim,pOtim,K);

ml = pNoOtim (1) ;

m2 = pNoOtim(2);
alpha{l} = 1;
alpha{2} = pOtim(1l);
alpha{3} = pOtim(2);
alpha{4} = pOtim(3);

Ac{1}=[0 0 1 0;0 O O 1;0 O O 0;0 O O 0O1;

Ac{2}=[0 0 0 0;0 0 O 0;-1/ml1 O O 0;0 O O 07;

Ac{3}=[0 0 0 0;0 0 0 0;-1/ml 1/ml O 0;1/m2 -1/m2 0 01];
Ac{4}=[0 0 0 0;0 0 0 0;0 0 -1/ml 1/ml1;0 O 1/m2 -1/m21];
Bc{1}=[0;0;-1/ml;1/m2];

Bc{2}=[0;0;0;01;

Bc{3}=[0;0;0;0];

Bc{4}=[0;0;0;01;

[A,B,Ac,Bc] = CombLinearAB (alpha,Ac,Bc);
cC=101000; 0100];
D=[01];

A = A-BxK;
planta_ss = ss(A,B,C,D);
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APENDICE D - FUNCAO CUSTO E GRADIENTE

Algoritmo D.1 Fung¢ao Custo

function [J,G] = custo_J(id,t,x0,pNoOtim,pOtim, K, Q,R)
[planta_ss,A,B,Ac,Bc]l=planta (pNoOtim, pOtim, K) ;
[Y,T,X] = initial(planta_ss,x0,t);

u = —-KxX';

J= (trace(X’'*X*Q)+trace (uxu’*R) ) *dt;
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Algoritmo D.2 Gradiente

if nargout > 1 %Gradiente da funcao J, sendo x = x0x* (expm(A-BK)’'xt)
dA = Ac;
dB = Bc;

for p = 2:size(dA, 2)
dAB = dA{p}+dB{p}*K;

gs = 0;
for 1 = 1l:size(t,2)
MAlpha(:,:) = (A-B*xK)*t(1);
dMAlpha(:,:) = dABxt(i);
[FAlpha,dFAlpha] = expmt (MAlpha(:,:),dMAlpha(:,:));

g = trace (((Q+K’+«RxK)* (dFAlpha*x0’+x0+«FAlpha’+...
. .+FAlpha»x0’'+*x0+xdFAlpha’) ) ) +xdt;
gs = gst g;

end
GAlpha(p-1) = gs;
end
for p = l:size(A,2)
dBK = [zeros(size(A))];
dK1 = [zeros(size(A))];
dK2 = [zeros(size(A))];
dBK(:,p) = B;
dKl(:,p) = K';
dK2 (p,:) = K;
dK = R* (dK1+dK2) ;
gs = 0;
for i = l:size(t,2)
MK(:,:) = (A-B*K)*t(i);
dMK (:,:) = —dBKxt(1i);
[FK,dFK] = expmt (MK(:,:),dMK(:,:));
g = trace ((dK«FK*«x0’'*x0*FK’'+ (Q+K’*R*K) xdFKxx0" *x0«FK’+. ..
o+ (O+K" *R*K) *FK*xX0 " *x0+xdFK’) ) xdt;
gs = gs+ gy
end
GK(p) = gs;
end
if id == 3;
G = [GAlpha GK];
else
G = [GAlphal;
end
end
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ANEXO A - SOLUCAO DA EQUACAO DINAMICA DO SISTEMA

A.1 Sistema em Malha Fechada

Seja a equagdo dindmica do sistema em malha fechada definida por
z(t)=(A—BK)x(t).
Aplicando-se a transformada de Laplace (ver Ogata (1970)) nesta equacdo obtém-se
sX(s)—xz(0)=(A—BK)X (s),

onde X (s) € a transformada de Laplace de x (t) e z (0) é o estado inicial. Rearranjando essa

equagao tem-se
X (s) = [s] — (A= BK)] " z(0).
A transformada inversa de Laplace de X (s) fornece a solucdo x (t), entdo,
a(t)=L"{[sI - (A-BK)| '}z (0).
Note que,
S _ 1, (A-BK) (A-BKp

[sI—(A=BE)" =+

53
Portanto, a transformada inversa de Laplace de [s — (A — BK)] ™" fornece

_ 22 B 3,3
L {[s] — (A~ BK)] "'} =f+(A—BK)t+(A Z;K) £ gK) E o ea-BR)

Lembrando que, a transformada inversa de Laplace de uma matriz € a matriz obtida pela transfor-
mada inversa de Laplace de todos os seus elementos.

Com isso, a solu¢gdo da equagdo dindmica do sistema em malha fechada é obtida como

z (t) = U= BE g (0)
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ANEXO B - NORMA EUCLIDIANA E NORMA INFINITA

A funcdo |[p|| : R” — R é uma norma se satisfaz os seguintes axiomas (ver Datta (1995)):
Lllp +all < lpll + llall,
2.11€pl| = [€]||p]], onde £ € um escalar,
3flpll =z 0elpll =0 p=0.

As normas usuais para vetores no R" sao a Norma 2 (também conhecida como Norma Eucli-

diana) e a Norma Infinita, que s@o dadas por

n 1/2
Ipll2 = (Z W) e |[lplleo = max|pi.
i=1

O conceito de norma vetorial pode ser estendido para matrizes, no sentido de se poder men-
surar matrizes. Nesse caso, a Norma Euclidiana e a Norma Infinita sdo obtidas a partir das seguintes

expressoes
1/2
1Pll2 = (Amax (P'P)'? ¢ || Pl]oc = max (Z !pml) ,
j=1

isto é, calculando a Norma Euclidiana obtém-se o valor singular maximo da matriz P € R™™ ¢

calculando a Norma infinita obtém-se a maior soma absoluta das linhas da matriz P.
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