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Resumo

O fraturamento hidraulico é um processo utilizado na Industria do Petréleo para a
estimulagdo de pogos. Consiste na abertura e consolidagdo de uma fratura em uma formagio
rochosa criando um canal de fluxo altamente permeavel. O meio fisico que possibilita tal
tratamento ¢ um fluido de caracteristicas especiais através do qual se transmite 4 rocha a
poténcia hidraulica necessdria para a realizagao deste trabalho. Este fluido deve, também,
carregar eficientemente o agente granular que seré o responséavel pela sustentagio da fratura.

O projeto de um fraturamento resulta da composigdo de topicos de diversas areas do
conhecimento cientifico e tecnolégico, e o dominio do comportamento reolégico deste fluido
¢ fundamental para o correto equacionamento dos fendmenos envolvidos. Diversas
formulagdes de fluidos de fraturamento encontram-se disponiveis no mercado, sendo a mais
utilizada a obtida a partir do polimero HPG. Este polissacaridio é derivado da goma guar e
apresenta alta economicidade, gerando fluidos operacionalmente seguros.

Tal fluido, como todo fluido polimérico, é viscoeldstico, porém seu componente
elastico nao € computado nas teorias disponiveis para o dimensionamento de fraturas
hidraulicas, que o tratam como newtoniano ou, nas mais elaboradas, como nio-newtoniano.
O advento de modernos aparatos experimentais possibilita, atualmente, uma avaliagio mais
completa dos pardmetros reoldgicos destes fluidos, permitindo a formulagio de um modelo
mais aprimorado para seu escoamento.

O presente trabalho reporta a investigagdo da viscoelasticidade dos fluidos de

fraturamento, levantando seus parametros reologicos e remodelando seu escoamento. E feita



uma revisdo do estado-da-arte das modelagens disponiveis e s3o propostas contribuigdes a
diversos aspectos tedricos inerentes a este processo, com verificagio experimental.

Dentre as contribuigdes tedricas introduzidas destacam-se: a formulagdo tensorial do
escoamento do fluido dentro da fratura, a proposicado de uma nova abordagem para o
fendmeno da filtragdo de fluido pelas suas paredes, o equacionamento analitico do
comportamento da pressio em seu interior e 0 acoplamento direto das areas envolvidas na
modelagem de seu dimensionamento.

Os pardmetros viscosos e elasticos dos fluidos de fraturamento estudados foram
medidos experimentalmente, sendo apresentadas novas expressdes analiticas relacionando os
parametros elasticos aos viscosos. Sdo estabelecidas relagdes que permitem a extrapolagio do
comportamento reoldgico destes fluidos para outras faixas de variagdo de temperatura e
concentragao.

A introdugdo destes conceitos tedricos na modelagem repercute na geometria final da
fratura alterando seu perfil de eliptico para cuneiforme, o que se traduz em fraturas mais
longas que as normalmente previstas com o equacionamento convencional. O componente
elastico dos fluidos introduz uma tensdo adicional no equacionamento e seu reflexo na
geometria da fratura ¢ dependente dos pardmetros reolégicos dos mesmos, bem como das

especificagdes do projeto.




1. Introdugao

O fraturamento hidraulico ¢ um processo industrial que objetiva a abertura e
consolidagdo de uma fratura em uma formagio rochosa através da aplicagao de poténcia
hidraulica. Este processo ¢ largamente utilizado na produgio de petréleo com o objetivo de
aumentar a produtividade de pogos produtores de 6leo e/ou gés, ou a injetividade de pogos
injetores de agua ou de outros fluidos para efeito de descarte ou de recuperagao suplementar.

O principal componente deste processo ¢ o fluido de fraturamento, um fluido viscoso
e, em geral, gelificado, que deve ser projetado para atender a diversos objetivos:

v Transmitir, de forma segura e eficiente, a poténcia gerada na superficie para a formagao
rochosa.

v Percorrer a coluna de produgao com a minima perda de carga possivel para evitar
desperdicio de poténcia.

v Dentro da fratura, formar um reboco eficiente em sua parede de forma a minimizar a perda
de fluido por filtragao para a formagao produtora.

v Carregar eficientemente o agente de sustentagéo da fratura, um material granular, em geral
areia selecionada, e distribui-lo uniformemente em toda a fratura.

v Possuir boa estabilidade quimica e térmica, ndo provocar danos a formagao, e ser inerte em

relagao aos fluidos do reservatorio.

Como a maioria dos processos industriais, o fraturamento desenvolveu-se,
inicialmente, de forma empirica, e seu aprimoramento tecnolégico ocorreu naturalmente com
a difusdo de sua aplicagdo em fungdo dos excelentes resultados que promove, e que o
tornaram o principal método de estimulagio de pogos. Ele foi introduzido na década de 40

nos Estados Unidos e o fluido inicialmente utilizado foi gasolina gelificada com napalm.



1. Introdugao

Atualmente; seu solvente natural ¢ a d4gua, o que atende satisfatoriamente a primeira condigio
acima, embora o petréleo ainda seja utilizado em casos especificos, e existam outras
formulagdes, como a espuma, sendo desenvolvidas e testadas paralelamente.

O terceiro e quarto objetivos sdo conseguidos através da viscosificagdo e gelificagdo
do fluido a partir de diversos polimeros, polissacarideos como a goma guar ou derivados de
celulose. O polimero mais utilizado ¢ o HPG (HidroxiPropilGuar), obtido da alquilagdo da
goma guar. O fluido deve ser projetado de forma a ter sua gelificagio retardada
suficientemente para percorrer a maior parte do comprimento da coluna de produgio,
atendendo, desta forma, ao segundo item listado, e deve ser adequadamente aditivado para
satisfazer ao quinto item.

Apés cumprir suas fungdes, o fluido bombeado deve ser recuperado, o que é
conseguido pela reversao de seu fluxo. Para tanto, as cadeias poliméricas sio quebradas
através de aditivagdo quimica apropriada e com o auxilio do aumento de temperatura
resultante do contato com a formagao rochosa, e o fluido volta a ter caracteristicas proximas
a do solvente original, sendo recuperado sem maiores problemas operacionais.

O processo €, portanto, centrado no projeto, no preparo e no escoamento deste fluido.
O projeto de um fraturamento € complexo por envolver a integragio de diversas areas
cientificas e tecnoldgicas, e este trabalho vai se deter, especificamente, em trés pontos deste
universo: a reologia, a mecanica dos fluidos e a mecéanica de fraturas, especialmente no
primeiro item e no estudo de seu reflexo nos outros dois topicos.

O fluido de fraturamento ¢ um liquido classificado como viscoelastico, ou seja,
apresenta simultaneamente carater viscoso e elastico. No dimensionamento tradicional do
fraturamento ele é tratado simplesmente como liquido ndo-newtoniano, isto €, um liquido
cujo comportamento se desvia do previsto pela Lei de Newton para a viscosidade. Tal

tratamento somente incorpora o carater viscoso do fluido ignorando os efeitos, neste




1. Introdugao

dimensionamento, de seu carater elastico. A motivagio principal deste trabalho é o estudo
experimental deste aspecto ¢ dos reflexos de sua inclusio no projeto de um fraturamento
hidraulico.

Os conceitos de viscosidade e elasticidade sio geralmente associados a substincias
liquidas e sdlidas, respectivamente, porém, tal correspondéncia nio é exclusiva. Ao ser
testado em um aparato reoldgico, um liquido pode apresentar propriedades de um sélido, e
um solido, propriedades de um liquido, a depender da faixa de tensdes, de tempo ou de
frequéncia utilizadas. Portanto, uma substancia ndo deve ser rotulada simplesmente de sélida
ou liquida, mas classificada de acordo com o comportamento reolégico apresentado.

O parametro que define convenientemente este comportamento é o numero de
Débora"” ) assim chamado em referéncia 2 Débora, citada no Livro dos Juizes do Velho
Testamento, que cantou: "As montanhas se moveram diante do Senhor,...". A idéia é que
tudo se move, desde que se espere o tempo suficiente, mesmo as montanhas! Tal parametro é

definido por D, :% onde 7 € um tempo caracteristico do processo de deformacido sendo

observado e t é um tempo caracteristico do material. O tempo 1 ¢ infinito para um solido
perfeitamente elastico (hookeano), e nulo para um liquido perfeitamente viscoso
(newtoniano).

Um numero de Débora alto corresponde a um comportamento sélido enquanto que
um D, baixo indica comportamento liquido. Uma substincia pode, portanto, apresentar um
comportamento s6lido por ter um tempo caracteristico elevado, ou porque o processo de
deformagao transcorreu muito rapidamente. A partir desta proposi¢io define-se um sélido
como uma substincia que ndo muda continuamente seu perfil quando submetida a uma dada
tensao, e liquido quando este perfil ¢ modificado continuamente, ou seja, quando a substancia

flui.



1. Introdugdo

O termo viscoelasticidade é usado para descrever um comportamento situado entre os
extremos classicos definidos pelos materiais perfeitamente elasticos e perfeitamente viscosos.
Os liquidos que ndo respeitam a Lei de Newton, ou seja, cujo comportamento ndo pode ser
descrito com base nas equagdes de Navier-Stokes, sio chamados /iquidos ndo-newtonianos.
Tais liquidos podem, ou ndo, possuir propriedades viscoeldsticas aparentes, porém, todo
liquido viscoelastico é um liquido nio-newtoniano. Na realidade, tanto o sélido hookeano
quanto o liquido newtoniano sdo conceitos idealizados e pode-se considerar que todo material

real possue comportamento viscoeldstico"*".

As leis de Newton e de Hooke sd3o equagdes lineares que relacionam o estado de
tensdes as deformagdes ou suas taxas. Quando reunidas as equagdes de Navier-Stokes, elas
geram um sistema acoplado de equagdes diferenciais que permite a resolugdo de diversos
problemas praticos e a conexdo, no caso de fluidos, a teorias especiais que investigam a
estrutura molecular dos materiais. Para os fluidos viscoelasticos, tais relagbes nido sao
lineares e sio denominadas equagdes constitutivas ou equagdes reoldgicas de estado, das
quais as leis acima sdo casos particulares. Existem diversas equagdes de estado para estes
fluidos listadas na literatura, e sua utilizagdo depende da determinagio dos pardmetros que
definem suas formulagdes.

O objetivo deste trabalho €, portanto, o levantamento experimental de parametros
reolégicos que possibilitem a obtengdo de uma equagdo de estado adequada e mais
representativa para o tipo de fluido em estudo, seu acoplamento a modelagem do processo, e
a avaliagdo do reflexo de sua inclusio no projeto de fraturamento hidraulico. Sio
introduzidas algumas propostas na modelagem das dimensdes de uma fratura, com énfase na
teoria de filtragdo utilizada.

Esta dissertagdo esta dividida em seis capitulos, os quais, além deste primeiro, podem

ser resumidos a:
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v O segundo capitulo se destina a efetuar uma revis3o da literatura envolvida nos aspectos
abordados no trabalho.

v No terceiro capitulo é apresentada a modelagem proposta para a anélise dos dados
experimentais. Sua primeira parte se dedica a equacionar o escoamento do fluido na fratura,
introduzindo conceitos de viscoelasticidade na formulagdo deste escoamento, que é
desenvolvido em forma tensorial. A segunda parte estuda o fendmeno da fitracdo, a chave
para o equacionamento volumétrico do processo; nela é introduzido o conceito de fratura
virtual, que possibilita 0 acoplamento das 4reas envolvidas no mesmo. Tais conceitos sio
reunidos na terceira parte resultando na determinagao do perfil de pressao dentro da fratura.
Finalmente, tal perfil é transformado em dimens3o de fratura com a aplicagao de equagbes
da Mecanica das Rochas na quarta parte.

v O quarto capitulo apresenta os resultados experimentais obtidos descrevendo os materiais e
meétodos utilizados em seu processamento. Nele sdo descritos os fluidos testados, o aparato
reolégico, e as metodologias usadas no tratamento dos dados medidos.

v A andlise destes resultados compde o quinto capitulo, que esta dividido em cinco partes: a
analise do carater viscoso do fluido, de suas propriedades dinamicas, de seu carater elastico,
de sua dependéncia com a concentragdo e temperatura, e de seu comportamento no tempo.
O fluido é devidamente modelado quanto a estes aspectos e sdo apresentadas propostas
para o inter-relacionamento dos mesmos, algumas inéditas na literatura.

v O sexto capitulo se destina & discuss&o dos resultados encontrados, integrando a parte
experimental a modelagem proposta. Este modelo &, entdo, confrontado com os modelos
basicos de dimensionamento de fraturamento para validagao e exposi¢ao dos efeitos
introduzidos no equacionamento do processo. Finalmente, o conceito de nimero de Débora
¢ introduzido na modelagem do fraturamento hidraulico, fornecendo um critério operacional
para o projeto.

v O sétimo capitulo apresenta as conclusdes resultantes do material estudado, enfatizando
sinteticamente aspectos importantes analisados nos capitulos anteriores e destacando
outros resultantes da interpretagao dos resultados obtidos. Apresenta, também, no oitavo

capitulo, recomendacGes e sugestdes para trabalhos futuros.
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Na bibliografia, os autores foram dispostos em ordem alfabética e numerados de
forma a poderem ser referenciados das duas formas. A citagio nominal e em letras ||
maiusculas de um autor no corpo do trabalho indica estar o mesmo listado na bibliografia.

Complementando o trabalho sdo apresentados sete apéndices que abordam aspectos

importantes a compreensio do texto principal:

v Andlise tensorial - operagdes e propriedades dos tensores; notagio gréafica e indicial; estudo
de casos especificos.

v A goma guar e seus derivados - estrutura, propriedades e aplicagbes industriais da goma
guar.

v Parametros reoldgicos - caracterizagdo dos principais parametros reologicos.

v Modelos reologicos - descrigdo e classificagao dos principais modelos reolégicos: empiricos,
viscoelasticos lineares, nao-lineares expandidos, diferenciais e integrais.

v Reometria - descrigao e equacionamento das trés principais geometrias utilizadas na
caracterizagao reologica dos fluidos viscoelasticos: cilindros concéntricos, placa-placa e
cone-placa.

v Modelos de geometria de fraturas - equacionamento dos dois principais modelos de
dimensionamento de fraturas: PKN e KGD. Introdugao ao método proposto por Nolte.

v Escoamento de fluidos ndo-newtonianos em meios porosos - uma visdo do estado-da-arte
neste assunto, com énfase nos estudos desenvolvidos por Pascal.

v Varidveis complexas - introdugao das variaveis complexas na Teoria da Elasticidade
conforme proposto por Muskhelishivili.

v Mecanica de fraturas - desenvolvimento da Teoria da Elasticidade com notagao indicial e

com a introdugao de variaveis complexas, baseado em Green & Zerna.
Esta dissertagdo foi editada no processador de textos AmiPro 3.0 !, no ambiente

Windows 3.1 ". O tratamento dos dados foi feito através das planilhas SuperCalc IV ™, otus

Lotus Development Corporation.

= Microsoft Corporation.

" Computer Associates International, Inc.
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1-2-3 4.0 " ¢ Excel 4.0 " ou de programas preparados em Fortran 5.0 " e Turbo Pascal 5.5 V.
Os itens de modelagem foram simulados em programas nestes softwares e, mais
freqiientemente, em Mathematica 2.0 ¥ e Mathcad 5.0 V', de onde alguns grificos foram
transpostos. Os demais graficos foram tragados no Grapher 1.0 para Windows “", ou
retirados das citadas planilhas. As figuras ilustrativas incluidas foram feitas no citado

processador ou no CorelDraw 3.0 "™, Na obtengdo dos dados foram utilizados os softwares

que acompanham os aparatos experimentais, descritos no capitulo 4.

v Bordland International, Inc.
¥ Wolfran Research, Inc.

Vl MathSoft Inc.

v Golden Software, Inc.

Vi

Corel Corporation.



2. Revisao da literatura

O termo Reologia foi primeiramente utilizado pelo professor Bingham™, que o
definiu como o estudo da deformagio e escoamento da matéria, sendo esta definigdo aceita
pela Sociedade Americana de Reologia™** ' por ocasido de sua fundagdo em 1929. Porém,
sua fundamentagio tedrica vem sendo construida ha trés séculos.

Em 1687, Robert Hooke propos em De Potentia Restitutiva que "Ut tensio sic vis: ou
seja, a poténcia de uma mola é proporcional a tensdo a ela aplicada”, a Lei de Hooke, que é
a premissa basica da Teoria Cldssica da Elasticidade. Nove anos apos, Isaac Newton publicou
Principia onde langou a seguinte hipétese associada ao escoamento cisalhante permanente: "a
resisténcia que surge devido a falta de escorregamento de partes de um liquido, mantidas as
demais variaveis fixas, é proporcional a velocidade com que tais partes sdo separadas umas
das outras". Este ¢ o enunciado da Lei de Newton que define a viscosidade, a falta de

escorregamento, base da Mecénica dos Fluidos.

Estas duas leis delimitam os extremos de uma teoria da fisica-matematica

™ que estuda a resposta de corpos ideais a forga aplicada

denominada Mecanica do Continuo
e a deformagao. Sua formulagdo matematica foi concebida por Leonhard Euler em 1745,
porém sua consolidagao somente se deu um século depois, em 1845, quando George Stokes
formulou um conjunto de equagdes diferenciais que estenderam aos fluidos os principios
gerais de estabilidade dos corpos solidos deduzidos por Louis-Marie-Henri Navier em 1821.
Tal formulagdo se baseou em elementos da teoria molecular, a partir de conceitos

desenvolvidos por Augustin-Louis Cauchy (1822) e Simon-Denis Poisson (1828), que

estabeleceram as bases da Teoria da Elasticidade Linear.
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2. Revisdo da Literatura

Em 1848, Lorde Kelvin incorporou a teoria conceitos de Termodinamica. Tal

histérico pode ser acompanhado, em detalhes, em LOVE, VOLTERRA & GAINES e JOSEPH.

Os principios basicos da Mecanica do Continuo sio®":

1. Conservagao de massa.

2. Conceito de tensao.

3. Simetria do tensor tensao (do balango de momento angular).
4, Equagdes de movimento (do balango de momento linear).

5. Analise de tensao e deformacao.

LN SN N A«

6. Conservacao da energia.
e estes principios estdo consubstanciados em equagdes e procedimentos amplamente
divulgados na literatura.

A Mecanica do Continuo € generalista e comporta conceitos tanto da Elasticidade
quanto da Mecanica de Fluidos, sempre descrevendo os fendmenos que envolvem a matéria
do ponto de vista macroscopico. A Reologia se baseia nos principios matematicos da
Mecanica do Continuo, porém os reinterpreta a partir de idéias obtidas dos estudos da
microestrutura dos corpos envolvidos. Ela somente adquiriu importancia a partir de 1920,
quando o comportamento mecanico de materiais industriais como a borracha, os plasticos, as
argilas, as tintas e outros importantes fluidos bioldgicos comegaram chamar a atengio de
fisicos, matematicos, engenheiros e quimicos.

O primeiro questionamento quanto a aplicabilidade das equagdes de Navier-Stokes
aos fluidos em geral foi levantado por James Clerk Maxwell em 1871%%”, ao observar o
comportamento do asfalto quando submetido a um estado de tensdes nao-hidrostatico.
Diversos cientistas se dedicaram ao estudo de fluidos que ndo obedeciam a este
equacionamento, centrados especialmente em gelatina e no sangue, e, somente em 1911 foi

reportado o relacionamento entre a viscosidade e a taxa de cisalhamento.
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A partir de 1920 comegaram a surgir os primeiros modelos empiricos relacionando a
viscosidade & taxa de cisalhamento. Baseado em experimentos com argilas e tintas, Bingham
formulou seu modelo para substancias que somente entram em fluxo apés ser atingido um
nivel critico de tensao,

T-T0=MpY¥; T>Tp

v=0; ITl < 7o
onde 1, ¢ chamado limite de escoamento, e This viscosidade plastica, é o coeficiente linear da
curva de escoamento linearizada. Ele propds que estas substincias nio sejam classificadas
como fluidos, e sim como materiais plasticos devido a esta caracteristica. Logo apés, o
modelo de poténcia foi introduzido por de Waele (1923) e Ostwald (1925), na forma

t=Kli|"y

onde K € denominado indice de consisténcia e n, indice de comportamento.

Virios outros modelos empiricos foram desenvolvidos”*"** 127 alouns do quais
estdo listados na tabela 1. O modelo simples mais completo ¢ atribuido a Carreau (1968),
aperfeigoado por Yasuda (1979), e possui cinco pardmetros conseguindo, em geral, descrever
adequadamente os resultados experimentais de viscosidade, sendo dado por

fems = [1+ ()
Este modelo sera melhor descrito posteriormente. Além destes modelos simples, varios
outros foram propostos em forma de séries. Tais ajustes empiricos podem ser polinomiais'?”

ou por funcionais®”.
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2. Revisao da Literatura

modelo equagao Obs.
— x|, Combinagao dos modelos
-T9= THY
Herchel-Buckley v ng=K" s 0 lde poténcia e de Bingham.
7=0; ltl <o
Eyring (n,=0, at = 1); P Modrelo obtido a partir da
Powell-Eyring (& = 1); |1 = Ag TO(MCS;::? 07) S teoria molecular.
Sutterby (n,= 0)
Eliis No ¢ &I t,, € o valor da tensao para
=1+ (ﬁ a viscosidade h = hy/2
Casson JT - [0 = Mov; T> 10 Indicado para sélidos.

Tab. 1 - Modelos reologicos empiricos®".

Os estudos sobre os efeitos de tensdo normal sio mais recentes, tendo sido iniciados
na Inglaterra durante a Segunda Guerra Mundial, em materiais para langa-chamas, por
Garner, Nissan, Wood ¢ Weissenberg. Gamner propds um método para a determinacio da
distribuicdo de pressoes normais em fluxo torsional posicionando tubos de vidro em orificios
em um disco. Weissenberg preparou uma série de experimentos praticos em que estes efeitos
estdo presentes de forma intensa e projetou o dispositivo cone-placa para sua medigdo. Como
a viscosidade, estes efeitos podem ser representados por modelos empiricos®” ",

O periodo pds-guerra é caracterizado por um rapido crescimento comercial da
utilizagdo de polimeros em diversas aplicagdes tecnolégicas. O estudo de suas propriedades
reolégicas e sua caracterizagdo fisico-quimica tornaram-se prioritarios em diversos ramos
industriais, o que provocou um rapido desenvolvimento nestes campos'?” 1% 220: 23,270} & 1
aprimoramento de dispositivos destinados a4 medigdo destas propriedades, gerando a
Reometria.

Em 1953, Greensmith e Rivlin publicaram um cuidadoso estudo sobre o fluxo
torsional permanente, no dispositivo placa-placa, mostrando que a tensio normal gerada pela

rotagdo ¢ fungao exclusiva da taxa de cisalhamento.

13




2. Revisao da Literatura

Diversos aparatos reoldgicos estao disponiveis atualmente, envolvendo geometrias e
principios diversificados. Uma visdo geral destes dispositivos pode ser encontrada em
WALTERS, WHORLOW ¢ BIRD, ARMSTRONG & HASSAGER.

Os modelos empiricos podem representar corretamente o comportamento viscoso dos
fluidos, porém ndo contemplam seu componente elastico. Suas equagdes tratam as variaveis
envolvidas como escalares, ignorando o carater tensorial inerente ao relacionamento de
variaveis que descrevem o movimento e deformagio de corpos (ver CHRISTENSEN).

A incorporagdo da Lei de Newton as equagdes de equilibrio gera um sistema de
equagdes que descreve perfeitamente os fendmenos relacionados aos fluidos perfeitamente
viscosos, porém falha em relagdo aos fluidos viscoeldsticos, mesmo com a substitui¢io da
referida lei pelos modelos empiricos citados, vilidos somente como uma aproximagio que,
em determinados casos, fornece resultados aceitaveis.

Esta questdo foi retomada em 1945 por Reiner, RIVLIN e Truesdell, que propuseram
uma equagado de estado relacionando tensio e deformagdo em forma polinomial, introduzindo
um termo de segunda ordem na deformagdo. Tal equagdo mostrou bons resultados para
algumas solugdes poliméricas. Tais resultados foram consolidados em 1955, quando Rivlin e
Ericksen publicaram sua teoria consolidando definitivamente a analise tensorial nesta area.

Em 1950, OLDROYD langou as bases para a formulagdo adequada de equagdes

reoldgicas de estado, estabelecendo seus principios basicos:

v As equagdes constitutivas devem ser independentes do sistema de referéncia usado para
descrevé-las. Tal principio é automaticamente satisfeito caso tais equagdes sejam expressas
numa forma tensorial consistente, 0 que é necessario em qualquer teoria fisica.

v As equagbes constitutivas devem ser independentes do movimento absoluto no espago.
Qualquer superposi¢ao de movimento de corpo rigido ndo pode afetar a resposta do

material.
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v O comportamento de um elemento do corpo depende somente de sua histéria anterior,
independentemente do estado dos elementos situados em sua vizinhanga. Expressando de
outra forma, a tens&o € determinada pelo histérico de deformagao, e a tensdo em um
determinado ponto do corpo € determinada unicamente pelo histérico de deformagdo de uma
vizinhanga arbitrariamente pequena daquele ponto. Este principio introduz o conceito de que
a memoria do fluido deve ser associada a elementos do corpo, e nao a pontos no espago.

v No caso de liquidos elasticos, a histéria de deformagao de um elemento do Corpo em um
passado distante deve ter menor influéncia que a de um passado recente. Este é conhecido
Ccomo principio da memaria atenuada.

v As equagbes de estado devem ser consistentes com os principios termodinamicos.
Neste mesmo trabalho, Oldroyd introduziu o sistema de coordenadas convectivo, que €
acoplado ao corpo, movimentando-se e deformando-se com ele, e que automaticamente
satisfaz os trés primeiros principios. Tal sistema é, na realidade, a adaptagdo do sistema
lagrangiano de coordenadas, em contraposigio ao sistema euleriano, amplamente utilizado na
Mecanica dos Fluidos. Principios da Termodinimica Classica sio encontrados em VAN
WYLEN & SONNTAG.

A partir destes principios ¢ da base matemaética formulada, diversos modelos
viscoeldsticos foram desenvolvidos, e constam do Apéndice D. No presente capitulo
constarao somente como parte do histdrico do desenvolvimento da Mecanica do Continuo.

A viscoelasticidade linear foi desenvolvida a partir do modelo proposto por Maxwell,
que se resume a uma equacao linear simples, e de aperfeigoamentos incorporados a este
modelo, como o sugerido por Jeffreys (1929), que se destaca pela correta descrigio
qualitativa do comportamento viscoeldstico linear. O modelo de Maxwell pode ser
generalizado através do principio da superposigdo de Boltzmann (1876), que o resume a uma
forma integral simples. Os modelos moleculares se enquadram, em geral, neste modelo

generalizado, como os atribuidos a Rouse (1953) e Doi & Edwards (1978). Os modelos
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lineares sdo importantes no estudo do movimento oscilatério de pequena amplitude, e em
fendmenos semi-estiticos como a relaxagio da tensio ap6s um rapido deslocamento
cisalhante ou apés o término de um escoamento cisalhante permanente, o crescimento da
tensdo no inicio de um escoamento permanente cisalhante, a determinagio do espectro de

), e outros estudos similares, equacionados em FERRY (1980) e BIRD,

relaxagio®"
ARMSTRONG & HASSAGER (1987). Tais modelos ndo conseguem descrever a dependéncia
da viscosidade a taxa de cisalhamento, nem os efeitos de tensio normal.

A partir da formulagdo tensorial proposta por Rivlin e Ericksen, as equagdes de
estado passaram a ser formuladas em expansdes de movimento retardado, onde o tensor
tensdo ¢ expresso em uma série de Taylor do tensor taxa de deformagdo. O truncamento na
primeira derivada modela os fluidos incompressiveis de primeira ordem, na segunda
derivada, os fluidos incompressiveis de segunda ordem, e assim por diante. Destacam-se,
neste campo, os trabalhos de Langlois e Rivlin (1963), de Pipkin e Rivlin (1963), de
Giesekus (1963), e de Tanner e Pipkin (1969), que desenvolvem importantes teoremas para o
escoamento destes fluidos. De grande influéncia, nesta fase, é o texto de COLEMAN.
MARKOVITZ & NOLL (1966) sobre o desenvolvimento teérico e experimental destes fluidos.
Tal formulagdo permitiu o desenvolvimento de equagdes de estado para fluidos de baixo
numero de Débora, possibilitando a anélise de nio-linearidades como os efeitos de tensio
normal e da viscosidade extensional, porém apresenta problemas de estabilidade e é muito
dependente da escolha das constantes da expansao®”.

A proxima etapa de desenvolvimento das equagdes de estado resultou da introdugio
de nao-linearidades no tensor tensdo, além das ja citadas no tensor taxa de deformagao,
iniciada a partir do texto basico de Oldroyd, anteriormente citado. Este autor sugeriu um
modelo para um fluido que denominou B, que é uma adaptagio convectiva do modelo de

Jeffreys, e que, simplificado, gera o modelo convectivo de Maxwell. Em 1963, White &
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2. Revisdo da Literatura

Metzner propuzeram um modelo diferencial simples, uma modificagio do modelo convectivo
de Maxwell, onde incluiram o segundo invariante do tensor taxa de deformagao, ou seja, a
taxa de cisalhamento. Em trabalhos posteriores ao citado, Oldroyd sugeriu a inclusio de
termos quadraticos no gradiente de velocidade do modelo de Jeffreys, gerando seu modelo de
oito paradmetros. GIESEKUS, em 1982, propds seu modelo diferencial incluindo termos
nao-lineares em tensdo, um modelo de quatro parimetros que se mostrou, em aplicagdes
praticas, extremamente versatil e abrangente. Existe uma grande variedade de modelos
diferenciais citados na literatura”®*® %, porém eles podem sempre ser classificados como
variagdes dos modelos basicos citados, que sio, por sua vez, generalizagdes do modelo de
Jeffreys. O maior problema enfrentado pelos modelos diferenciais refere-se a fixagio de
algumas constantes de tempo em suas formulages, o que resulta em sua inabilidade de
descrever corretamente a viscoelasticidade linear.

A modelagem mais completa dos fendmenos viscoelasticos é dada pelas equagdes
constitutivas integrais, que partem do modelo generalizado de Maxwell, no qual sdo
introduzidas ndo-linearidades. Os primeiros modelos registrados na literatura, dentro deste
escopo, sao atribuidos a Lodge (1964): o modelo do liquido elastico, onde o tensor
deformagao ¢ substituido pelo tensor de deformagio finita de Finger, e o modelo reticulado,
que ¢ uma adaptagdo do modelo anterior. Os modelos integrais completos combinam os
tensores de deformagdo finita de Finger e de Cauchy em duas equagdes basicas: 0 K-BKZ®7,
atribuido a Kaye (1962) e a Bernstein, Kearsley & Zapas (1963), independentemente, e o
Rivlin-Sawyers (1971), sendo tais modelos equivalentes. Estas equagdes englobam os
modelos moleculares e sio bastante abrangentes. A partir delas foram propostos diversos
modelos, entre eles 0 de WAGNER (1979), o mais testado experimentalmente. Tais modelos
possuem pouquissimas limitagdes, porém sua utilizagdo pratica conduz, em geral, a solugdes

numéricas®’- 1?2,
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Na area da Mecanica das Rochas (ver GOODMAN e JAEGER & COOK), e em dreas
correlatas como a Teoria da Elasticidade e a Mecanica do Continuo, o item pesquisado foi a
Mecinica de Fraturas. Este trabalho restringe sua area de estudos as fraturas verticais
obtidas a partir da aplicagio de pressdo hidrdulica em uma formagio rochosa. Tais fraturas,
em um pogo de petréleo, possuem dois estagios: a iniciagdo e a propagagio. No estagio de
iniciagdo, ou quebra, 0 pogo é pressurizado de forma a gerar um estado de tensdes tal que a
tensdo tangencial induzida na parede do pogo venga a resisténcia imposta pela coesdo
estrutural da rocha. Este item ¢ intimamente ligado ao estudo de estabilidade de pogos, o que,
por sua vez, abrange aspectos mecanicos®® " 2 3% 42 L7197 110 158) - 9041 40ic0g03 40. 86,267, 288) o
operacionais‘®*'*?, Aberta a fratura, a mesma sera propagada pela imposicio de uma tensdo
superior a minima tensdo principal, e esta propagagio seguiré a dire¢io definida pelo plano
ortogonal a esta tensdo minima, e ¢ neste estagio que serdo centrados os estudos do presente
trabalho.

A modelagem teérica da propagagdo de fraturas tem dois estigios fundamentais
dentro da evolugdo da Teoria da Elasticidade (a teoria basica de Elasticidade pode ser
pesquisada em TIMOSHENKO & GOODIER e UGURAL & FENSTER e a mecénica analitica em
FAIRES & CHAMBERS e POPOV). No inicio dos anos 20, Griffith publicou dois artigos onde
propds um critério para o fendmeno de fraturas em materiais frageis (brittle fractures) em
termos da energia necessaria para sua propagagao. Em obra fundamental, somente divulgada
no Ocidente duas décadas ap6s sua publicagio inicial, MUSKHELISHVILI (1933) sistematizou
a utilizagdo das varidveis complexas em problemas da Teoria da Elasticidade. Estes dois
trabalhos alavancaram o desenvolvimento da Mecanicas de Fraturas para o nivel observado
no estagio atual. Dois textos, SOKOLNIKOFF (1946) e GREEN & ZERNA (1954), consolidaram

e generalizaram esta técnica na Mecanica do Continuo.

18



2. Revisdo da Literatura

A modelagem propriamente dita de uma fratura foi explicitada por SNEDDON (1945)
para o caso tri-dimensional (denominado penny-shaped na literatura), usando transformadas
de Hankel, e por ENGLAND & GREEN (1962) para o caso bi-dimensional, usando varidveis
complexas, para os estados de tensdo e deformagdo planas. Uma fratura modelada a partir
destes conceitos € com uma pressao interna uniforme apresenta um perfil eliptico, com uma
concentragao infinita de tensio em suas extremidades. Tal fato induz uma condigio de
instabilidade que pode ser contornada pela aplicagio de critérios adequados. Em 1955,
KHRISTIANOVICH & ZHELTOV, estudando o fraturamento hidraulico, propuseram um modelo
de fratura parcialmente carregada, onde o fluido fraturante nio atinge suas extremidades,
contornando o problema. BARENBLATT, em 1962, desenvolveu uma teoria de equilibrio para
fraturas em materiais frigeis baseada na reagio proporcionada pelas forgas coesivas
estruturais destes materiais. A agdo destas forgas foi devidamente equacionada, para os
modelos tedricos disponiveis, por KEER (1964) e GOODIER (in LIEBOWITZ).

Existem outros enfoques para a modelagem de fraturas disponiveis na literatura. O
mais completo parte da Teoria da Poroelasticidade'® ** * desenvolvida por Biot (1941) e
Terzaghi (1943), que acopla equagdes de difusio a Teoria da Elasticidade. Outra vertente
importante, denominada Teoria da Fratura Linear Elastica®™ '™ " foi iniciada por Orowan
(1952) e Irwin (1957) através de modificagdes introduzidas na teoria de Griffith para incluir
processos de energia dissipativa como o escoamento plastico e as microfraturas. Esta teoria
define fatores de intensidade de tensio, que quantificam a intensidade das singularidades em
tensdo presentes na extremidade da fratura (ver BROEK e SIH). Em geral, tais teorias levam a
solugdes numéricas, sendo recomendaveis para simulagdes tri-dimensionais de fraturas e
consomem razoavel recurso computacional.

Na Engenharia do Petréleo, a modelagem do fraturamento hidriulico comecou a

ser tratada por volta de 1957 (HUBBERT € HOWARD & FAST no Ocidente, e alguns autores
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russos somente publicados posteriormente), e ela é, normalmente, a resultante do
acoplamento de trés teorias bésicas: o escoamento de fluidos em dutos, a filtragdo e a
mecénica de fraturas. Em geral, os trabalhos sobre o processo apresentam tais teorias em
conjunto. Sobre a teoria de filtragdo, vérios artigos®" '% 1% 2% 27.2%) egt34 disponiveis na
literatura, além dos textos basicos sobre o processo. Quanto ao escoamento de fluidos em
dutos, em geral sdo utilizadas teorias baseadas na Mecanica dos Fluidos com adaptagdes para
as condigdes proprias deste tipo de tratamento®®> ¢ 16

O modelo pioneiro de fraturamento foi apresentado por PERKINS & KERN (1961),
que, a partir do modelo tri-dimensional de SNEDDON, dimensionaram fraturas horizontais e
verticais impermedveis. Tal modelo é complementado pela teoria de filtragdo proposta por
CARTER (1961), resultando em uma técnica iterativa de dimensionamento de fraturas devido
ao fato desta teoria ser lagrangiana, enquanto que a outra foi desenvolvida sob o ponto de
vista euleriano’. Esta primeira teoria recebeu o nome de modelo PKN em homenagem aos
autores ¢ a NORDGREN (1972), que reuniu ambas as teorias em uma Unica equagio
diferencial, de solugao numérica™?.

A partir do equacionamento proposto por England & Green, GEERTSMA & DE KLERK
(1969) formularam o modelo KGD, utilizando o critério de Barenblatt para a estabilidade da
fratura e principios formulados por KRISTIANOVICH. Tal modelo é abordado por GEERTSMA
em uma série de outros artigos®”*?. Este modelo é euleriano, e, por ser acoplado  teoria de
Carter, torna-se, também, iterativo. Posteriormente, DANESHY (1973), partindo dos mesmos
principios, porém com uma teoria de filtragdo propria, desenvolveu um modelo numérico de
dimensionamento de fraturamento.

Uma inovagio relevante nesta drea foi introduzida por NOLTE, que numa série de

artigos publicados a partir de 1979, propds uma nova teoria de filtragdo, inicialmente
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utilizada para a avaliagdo dos resultados de um fraturamento e posteriormente estendida para
aspectos de sua modelagem™*" ' #*¥  Apés a consolidagio dos modelos bi-dimensionais de
fraturamento, os esforgos concentraram-se no desenvolvimento de modelos pseudo-3D%¢" 1+

5 3% > . 7
e tri-dimensionais®® % 147 173. 178, 179)

, invariavelmente numéricos no ultimo caso. Os
progressos relativos a esta drea podem ser acompanhados nas diversas monografias
especificas publicadas pela SPE sobre o assunto e em Le TIRANT & GAY, BOUTECA & SARDA,
CLEARY, MEYER e VEATCH. Informagdes gerais sobre o processo podem ser obtidas em
publicagdes especificas™ ' 672 106.107.161,162,180.212.226)  a56im como quanto a aspectos relativos
é mode]agemtl’. 50,84, 104, 112, 153, 207, 233, 239, 240) ea técnicas e Condicécs Opcracionais{fiﬁ, 111, 146, 149, 215,
230}-

Os principais formuladores de modelos numéricos para a simulagdo de fraturamento
hidraulico sio CLEARY, SETTARI ¢ CLIFTON, empregando, em geral, técnicas de diferencas
finitas (ver AZIZ & SETTARI), porém outras técnicas computacionais se mostram, também,
adequadas, como a de volumes de controle (PATANKAR), elementos finitos (BATHE &
WILSON), elementos de contorno (BECKER ¢ HARTMANN) e elementos discretos.

Os fluxos permanente e transiente de fluidos nio-newtonianos em meios porosos tem
recebido estudos a partir do final da década de 60 visando explorar as suas potencialidades
como agente deslocante em projetos de recuperagdo de petréleo. Mais recentemente, a
intensificagdo da produgdo de petréleos mais pesados, classificados como fluidos
nao-newtonianos que seguem o modelo generalizado de poténcia por recentes estudos
reoldgicos, mostrou a necessidade de um aprofundamento na compreensio dos mecanismos
envolvidos nestes fluxos.

Uma das primeiras tentativas de caracterizar as propriedades reologicas destes fluidos

objetivando sua utilizagdo em projetos de recuperagao secundaria foi registrada por
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GOGARTY, que apresentou algumas correlagdes tedricas e experimentais para a determinagio
da viscosidade efetiva deste fluidos. Logo apés, van POOLEN & JARGON apresentaram um
estudo para o equacionamento dos fluxos permanente e transiente dos mesmos com a
utilizagdo das correlagdes acima citadas.

Em 1969, SAVINS apresentou um trabalho fundamental em termos reologicos, que
estabelece toda a base tedrica e experimental, dentro deste aspecto, dos mecanismos
responsaveis pelo comportamento observado no escoamento de fluidos no-newtonianos em
meios porosos. Em 1979, e coincidentemente no mesmo volume do SPEJ, IKOKU & RAMEY e
ODEH & YANG langaram dois artigos, com diferentes enfoques reolégicos, nos quais
consolidaram a teoria para o fluxo transiente destes fluidos. Um resumo dos mesmos pode ser
acompanhado no Apéndice G.

No ano seguinte, TEEWN & HESSELINK abordaram diversos aspectos praticos
referentes a0 comportamento de solugdes bio-poliméricas em meios porosos. Por meio de
experimentos com cromatografia hidrodinamica eles apresentaram interessante abordagem
para os fenémenos de volume poroso inacessivel e retengdo bio-polimérica. LUND & IKOKU
sugeriram a utilizagdo de fluidos ndo-newtonianos em testes de injetividade em reservatérios
compostos, dado os pobres resultados conseguidos com fluidos newtonianos.

A partir de 1981, PASCAL iniciou a publicagio de uma série de artigos abordando
diversos aspectos ligados a Engenharia de Reservatorio relativos a fluidos nao-newtonianos,
e estabeleceu a base definitiva para a interpretagdao do escoamento destes fluidos em meios
POrosos.

Na area de Completagio "* °® diversos trabalhos foram consultados visto a
utilizagdo intensiva destes fluidos em operagdes de cimentagio e, principalmente,
fraturamento hidraulico. Destaque-se, nesta area, os trabalhos de TOROK & ADVANI que

propde melhoramentos na teoria desenvolvida por Pascal com a utilizagio das Séries de
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Lie™* no tratamento de equagdes nio-autbnomas em problemas de valor inicial. Outras reas
afins consultadas foram a Perfuragao ®* e a Produgio ©°.

O outro campo cientifico que interage fortemente com os aspectos abordados neste
trabalho € a Quimica, justamente devido 4 sua importancia dentro da Reologia. Nem sempre
os dados necessérios para o estudo de fluidos de fraturamento estio disponiveis, por se tratar
de informagdo tecnoldgica em geral protegida por patentes, porém sio dados subsidiarios
dentro do escopo deste trabalho. As informagdes bésicas envolvidas podem ser encontradas
tanto em textos académicos - SIENKO (1970), ROSEN (1971) e PANCHENKOV & LEBEDEV
(1976) -, quanto em textos especificos - WHISTLER (1973) e VINOGRADOV & MALKIN (1977)
-, € em diversos artigos técnicos®>: 6896 110.115,149,163,281)

Foram estudados varios aspectos relacionados ao desenvolvimento do tema proposto
que, embora ndo citados no corpo do trabalho, tém importante papel no processo de
fraturamento hidréulico. O fenémeno de redugdo de arrasto (drag reduction) é essencial no
dimensionamento do fluido e dos equipamentos utilizados, e se relaciona com a mudanga do
comportamento viscoso do fluido quando em regime de escoamento turbulento, que ocorre
no estagio em que o fluido percorre a coluna utilizada no tratamento. Além dos textos que
tratam do escoamento do fluido ja citados, tal assunto pode ser pesquisado em outros

219 ¢ artigos publicados”® 100:109.140.145.208.260) ghyra ) tema

livros®

Outro aspecto importante refere-se a viscosidade extensional (ou elongacional) do
fluido de fraturamento que deve ter influéncia na entrada do fluido na fratura, dado que neste
ponto ele passa por um orificio, o canhoneado do pogo, e dentro da prépria fratura devido aos

diferenciais de tensdo & que € submetido. Além de textos ja citados, tal ponto tem

desenvolvimento classico em PETRIE e em outras referéncias?’ 2%
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Quanto ao agente de sustentagdo, responsavel pela consolidagao da fratura e
formagao do leito de alta permeabilidade e, portanto, pelo aumento de produtividade do
pogo, diversos trabalhos encontram-se  disponiveis tratando deste  aspecto

(29,88, 136, 150, 164) e dc sua Simu]agﬁo

experimentalmente'"** 1% 2! Y de seu dimensionamento
matematica®’ . Além destes artigos especificos, este item, devido sua importancia, € tratado
na maioria das referéncias que tratam do processo em questao. A produtividade da fratura
pode ser avaliada por técnicas de escoamento permanente™ ou transiente®,

A teoria matemadtica utilizada no desenvolvimento do tema, pode ser encontrada em
CARSLAW, CHURCHILL, CUSHING, ERDELYI, FIGUEIREDO, FINLAYSON, GUEST, HAUSER,
HILDEBRAND, INCE, KREYSZIG, KREIDER ET ALIl, LANG, MORSE ET ALIl, PALIOURAS ET
ALIl, SPIEGEL, TIJONOV ET ALIl, WILSON ET ALII, além dos titulos citados no corpo do

trabalho.
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A modelagem do fraturamento hidraulico é complexa por envolver a integragdo de
conhecimentos em diversas areas da Engenharia, Fisica, Quimica e Matematica. Como a
geometria da fratura hidraulica induzida nos corpos rochosos é considerada, teoricamente,
eliptica, uma abordagem analitica rigorosa do escoamento de fluidos na mesma apresenta
dificuldades matematicas muitas vezes intransponiveis, somente resolvidas através de
métodos numéricos ou da introdugio de simplificagdes no curso do desenvolvimento.

Como a compreensdo qualitativa deste fluxo é fundamental e basica para uma
formulagdo coerente dos fendmenos envolvidos, assumiu-se neste trabalho modelos
geométricos e reoldgicos simples, porém mais completos e representativos que o0s
normalmente utilizados, objetivando a obtengio de pardmetros mais realistas.

Na literatura disponivel sobre o assunto as referéncias (19) e (92) sdo basicas para
uma compreensdo global do mesmo. A primeira faz uma abordagem completa a respeito da
reologia de solugdes poliméricas enquanto que a segunda descreve os variados aspectos
envolvidos no dimensionamento do fraturamento hidraulico e analisa os dois métodos
analiticos bi-dimensionais mais utilizados: o PKN, que considera uma fratura de secao
transversal eliptica, onde atua uma pressio de fluido constante, na qual a propagagio
longitudinal ¢ influenciada somente pela resisténcia viscosa ao fluido de fraturamento, e o
KGD, que considera uma fratura de segdo transversal retangular, incorporando em sua

propagagao os fendmenos de escoamento e mecanica das rochas.
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3.1 Escoamento Viscoelastico em Placas Paralelas

3.1.1. Hipoteses assumidas.

A fratura é vertical, confinada em sua altura e propagada simetricamente em relagéo ao
pogo, apresentando uma sec¢ao transversal retangular (como no modelo KGD). Possui uma
altura h e um comprimento total 2L.

A excentricidade da elipse é praticamente unitaria, sendo portanto a fratura representada por
duas placas paralelas separadas por uma abertura w. Os efeitos de borda devido as
extremidades superior e inferior s@o desconsiderados devido a esta hipotese.

A filtragao de fluido pelas paredes da fratura no sera considerada neste item, embora seja
importante, sendo incorporada posteriormente.

O fluido utilizado é incompressivel e ndo-newtoniano, bombeado & uma vazéo constante g,
pelo pogo, e possui componentes viscosos e elasticos. O escoamento € considerado

cisalhante simples e permanente sendo as fungdes viscométricas dadas pela lei de poténcia:

viscosidade ny) =K T‘,n—l
coeficiente da primeira diferenca de tensées normais ¥,(y) =K }'m"-2
coeficiente da segunda diferenga de tensdes normais ¥Yo(y) =K, 7"”‘2

onde, conforme a literatura, a segunda diferenga €, em modulo, bem menor que a primeira. A
equagao reologica de estado adotada &€ a CEF (Criminale-Ericksen-Filbey)'®, a mais

indicada para este tipo de escoamento, dada por (tensores em negrito):
1
=-"ay+3 %17~ Yo {0a) * 1o (1)

onde T ¢y sao os tensores tensado e deformagao e os indices subscritos entre paréntesis
indicam o grau da derivada covariante do tensor deformagao.

A influéncia da temperatura ndo é considerada neste item, sendo o escoamento descrito
pelas equacdes da continuidade e da conservagao do momento para escoamento

permanente, desprezando-se 0s efeitos inerciais e gravitacionais, dadas por:
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(Vev)=0 e [Venr]=0 (2)
onde v e m representam velocidade e tensao total.

v Convengéo de sinais adotada para a tenséo: a compressao é positiva.

#

Fig.1 - Modelo simplificado proposto

3.1.2. Formulag¢do matemitica

No escoamento cisalhante permanente simples, os componentes do vetor velocidade

sdo dados por:

vx=v(y) ‘L-'yzvz-‘_—{) (3)
portanto
000
Vv=1100 |¥v,
000
010 100
Y =¥=Vv+(WW)7=| 100 Yis {ym*yy}=[010 ?ix
000 000
100
Yo = (V) e va) +¥y ¢ (VWV} =-2{ 00 0 | 2,
000
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O tensor total de tensdo pode ser decomposto da seguinte forma:
n=pd+1 4)
onde p ¢é a pressao hidrostatica e & ¢ o delta de Kronecker. O tensor tensdo, T, de acordo com

a equacdo CEF, ¢é expresso em sua forma matricial por:

(-(¥1+¥)72, i, O
=) my,  -¥i% 0 )
0 0 0

Portanto, o escoamento de um fluido ndo-newtoniano em uma fratura introduz em seu
equacionamento duas tensdes adicionais: uma na dire¢do do fluxo, que atuard sempre no
sentido de manté-la; e outra ortogonal & diregdao do fluxo, que atuard sobre as paredes da

fratura, que serdo dadas pelas diferengas entre as tensdes normais na forma:
N] :T}y—Txx= "P] 7)2’1
Ny =1 — Ty = ¥ Y)z,x
O escoamento aqui considerado é retilineo’, ou seja, todas as componentes de
movimento sio fung¢do somente de y pois a unica velocidade ndo-nula, v,, é fungdo somente

desta coordenada, sendo portanto a taxa de cisalhamento e a tensdo, também, fungdes

somente dela. Portanto as equagdes de conservagio de momento se reduzem a:
anY, =&p="Vps (©®)
%Wz ?ﬁx = 5539 =Vp, )
submetidas as seguintes condi¢des de contorno:

el =0 e By ba=|—iw] =0 (®)

T Este tipo de escoamento - retilineo - é governado pelo Teorema de Langlois, Rivlin e Pipkin para

(19)

fluidos de segunda ordem
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A primeira condigdo resulta da necessaria aderéncia entre o fluido e a parede, e a segunda se
deve a simetria do escoamento (seu sinal negativo se deve a convengao de sinais adotada).

Substituindo-se as fungdes viscométricas e resolvendo-se a equagdo (6) obtém-se

. Vpe+Cy 1R
i = 222G o 16 =0),

] .
. 'Vpx n X . 1
Ve =527 on Vpe=Zn@=- ()
devido a segunda condigdo de contorno. Nas placas tem-se

y=r o g, =[] (10)

Da primeira condigdo tem-se

: V,_ il Vpx ntl
b= [ =PI G = [G=PREGT |

VDx\1/n nw Lady
= (Bynnl s oy = 2y, [1- & an
Como a vazdo ¢ conhecida ( g, = cte.), e divide-se simetricamente para cada asa da

fratura, pode-se, através da velocidade média, explicitar uma expressdo para o gradiente de

pressao na diregao do fluxo:

D pwve=2h[Pvdy = go=22y,
24+

1
n

= | Vpx=2%q4 =-2;‘§[[2+§]—?-“—]" (12)

A taxa de cisalhamento, em fung¢do dos dados de entrada, sera dada por
1\ 90 (2\»
» =2+ 7)—560)

Da segunda equagdo obtém-se:

1

n

-

-2 . /200 o
Vpy = d}[sz Ve } szy[ y] = 44
i A % (13)
Tz—1
Vp Kz n yx ou, pr =2 W2(Tyx ) = %‘ y Z
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nas placas tem-se

n”

‘ o 2K
o I - [ (14)

que ¢ a tensao adicional aplicada as placas no sentido de separa-las.

Portanto, a introducio de uma modelagem mais completa para a reologia do fluido de
fraturamento, incluindo conceitos de viscoelasticidade no equacionamento de seu escoamento
através de uma equagao de estado mais realista, permite a obtengdo, em expressdes analiticas
simples, dos gradientes de pressdo nas duas direges de interesse para o dimensionamento de
fraturas confinadas.

A solugdo completa deste escoamento exigiria o acoplamento, ao sistema inicial de
equagdes, da equacio de conservagio de energia, o que permitiria a introdugdo das variaveis
concentragao e temperatura na solugao apresentada. Porém, devido a complexidade resultante
da introdugdo da formulagdo tensorial no problema, tal sistema de equagdes s6 poderia ser
resolvido através de métodos numéricos, o que foge ao escopo deste trabalho, sendo tais

varidveis incluidas posteriormente com bases em leis e modelos consagrados na literatura.
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3.2 Filtragdo

A filtragio do fluido de fraturamento através das paredes da fratura durante uma
operagao de fraturamento hidraulico em geral define seu sucesso ou fracasso. Sua inclusio
tanto no dimensionamento do fraturamento quanto na analise de seus resultados é feita
através de relagdes empiricas obtidas em testes de filtragio efetuados em laboratério.

O teste padrao de filtragdo consiste na medigdo do volume filtrado em relagdo ao
tempo resultante da pressurizagdo de uma camara filtrante contendo uma amostra de fluido
de fraturamento e é conhecido como teste estdtico de filtragdo®™. Observa-se durante o teste
a formagao de um reboco espesso na superficie do filtro, e o volume recuperado, conhecido
como filtrado, apresenta uma viscosidade muito inferior a do fluido da amostra original, que
se aproxima da viscosidade do solvente.

Tal teste se caracteriza pela recuperagdo quase que imediata de um determinado
volume de filtrado (spurt loss), que ocorre enquanto o reboco ainda ¢ insipiente e se
encontra em formagao, seguida de um estagio em que o volume de filtrado é proporcional a

raiz quadrada do tempo, quando a filtragdo ¢ controlada pelo reboco. A velocidade de

. - : C
filtragdo ¢, entdo, descrita por v; = =

¥

Outro teste bastante difundido é o teste de filtragdo dindmica®™® onde o fluido de
fraturamento ¢é escoado sob pressdo tangencialmente a uma amostra de rocha porosa. Além
dos dois estagios descritos anteriormente, tal teste apresenta um terceiro estagio no qual, ap6s
um determinado tempo, a espessura do reboco se mantém constante devido ao arrasto pelo
fluido de particulas que o constituem, o que resulta em uma velocidade constante de filtragdo.

Algumas teorias de fraturamento hidraulico incorporam o conceito de filtragdo
dinamica®*?* porém sua aceitagdo ainda é polémica pois tal operagio é considerada como

um processo quase-estatico, sendo o teste estdtico de filtragdo, nestas condi¢Ges, mais
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representativo, embora o teste dindmico tenha uma formulagdo que mais se aproxima da
realidade operacional. Possivelmente ambos conceitos prevalecem na operagdo, com maior
énfase para o primeiro.

Tomando-se a filtragdo estitica como a mais representativa, é possivel chegar-se a
uma expressao matematica para o escoamento do fluido de fraturamento dentro da fratura.
Para uma fratura desenvolvida verticalmente em uma formagio rochosa, propagada simétrica
e diametralmente ao pogo, dentro dos pressupostos de isotropia € homogeneidade geralmente

considerados nestes casos, a velocidade de filtragao pelas paredes da fratura sera dada por

(15)

onde o fator 2 se deve as duas faces da fraturae 1 é o tempo em que um determinado ponto
da fratura entra em contato com o fluido, sendo 7-1 denominado tempo de exposicao .

A vazdo (taxa volumétrica) de filtragao sera dada por

91(x,0) = [ vidA =2Ch [} &

Ji-1
onde % ¢ a altura de fratura. A variavel 1, que é fungdo do tempo e posigdo, deve ser
colocada em fungdo destas variaveis para a resolugio da integral. Esquematicamente tem-se o

seguinte

0 X 75 T _pX
. T r = 1=6(F)

Embora as teorias classicas de dimensionamento de fraturamento apresentem
resultados diferentes para as diversas varidveis envolvidas, todas convergem para um mesmo
comprimento de fratura (L) na solugdo assintética de longo tempo, ou seja, quando o efeito
volumétrico torna-se muito mais importante que o mecanico, ou quando todo o fluido

bombeado tende a ser filtrado pelas faces da fratura, resultando
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9041 g0 mChE
L:a:m ou q;(L,f)—Tﬂ—_?* (16)

onde a metade da vazio de bombeio ¢, ¢ a vazio de entrada em cada asa da fratura, e £ é o
comprimento da fratura virtual para o qual converge assintoticamente a solugdo de longo
tempo. A fratura virtual €, portanto, uma fratura hipotética que seria criada quando a taxa de
entrada do fluido na fratura atingisse sua taxa de perda pelas paredes. Tal definigdo nio se
traduz no estacionamento do crescimento da fratura pois a taxa de entrada de fluido é
constante enquanto que a taxa de perda € continuamente decrescente com o tempo, o que
implica que o comprimento virtual cresce continuamente em razio inversa i raiz quadrada do
tempo de bombeio, conforme traduzido em (16). Neste limite tem-se

2h (6 _ax _RCHE S e

\"I? 0 l_} \f'IT 0 ||l_§ 2
Uma integral deste tipo corresponde & fungdo circular inversa arco-seno desde que a

fungdo proposta seja dada por &)= (é)2 0 que seria de se esperar devido a geometria

eliptica esperada para a fratura. Portanto, a vazio de filtragio pode ser equacionada por

2Ch
_ 2Ch J’ g s

=90 ;n-1x
1(12_ T -= Tsin E (17)
Tal resultado € reportado por GEERSTMA & DE KLERK ¢ NORDGREN em suas anélises.

O balango volumétrico na fratura, em termos das vazdes, é dado por

q 2 - q
Legrq = 91270[1“3{51" l%] =% cosT!Z (18)

que, para x = L, resulta
19xlxp =Fcos'B e gl =FsinB  onde p=L (19)

Da formulagdo acima verifica-se que Z = sindt = cos , Telagdes que podem

q0 qdo0

ser representadas sinteticamente em suas formas polares através de circulos trigonométricos
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i xz L
9,749, b
040 —
|
- |
020 — |
000 . I
0.00 0.20 |
Gx /9, I
Fig. 2 - Grdfico paramétrico de vazdes e representagies polares.
onde 6= Tt'g% & §= rcg—; - Outra forma de se representar tal formulagio é

considerando-se a varidvel complexa z definida por

z=x+iy:E,e"ezﬁ(cosﬁﬂsine) €=zl 9=1r2,—;

Para um dado tempo ¢ tem-se um determinado comprimento da fratura virtual € dado
por (16). O comprimento real L da fratura e os pontos internos de seu eixo variardo conforme
mostrado na figura 2 em relagdo ao comprimento da fratura virtual. A utilizagio da Teoria
das Varidveis Complexas possivelmente generalizara e simplificard a metodologia proposta. '

Tal formulagdo ¢ semelhante 4 utilizada por NOLTE diferenciando-se apenas pela
utilizagdo de uma relagio exata entre areas e tempos enquanto que o referido autor faz esta
analise dentro de uma faixa compreendida pelos dois casos extremos de filtragdo: para uma
perda de fluido desprezivel e para uma perda de fluido predominante, que correspondem a
uma relagdo linear entre dreas e tempos no primeiro caso, e quadratica no segundo

A eficiéncia do fluido de fraturamento (€), definida como a razio entre o volume de

fratura e o volume de fluido bombeado, ser4 dada por

g=JVF _2whlL _2mChL_w__ 2

Vo qof g/t 2CJxt J%

prmm

(20)
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2C
onde a=

n1

W

¢ o parametro de Carter® . Tal relacdo ¢ interessante por conectar os

dois pardmetros tedricos da teoria de filtragio ao parametro fisico mais importante no

fraturamento, a eficiéncia do fluido.

Esses parametros estdo diretamente ligados pela relagio

B=1- %(1 ~expaerfca)

1.00 —
0.80 ‘ EQ*-‘\% W—:EE
- . c%&a ﬁﬁ
g

SN

] £

3@866%398@

0.20 — 7

1

?
0.00 qﬁ r

0.00 1.00 200 300

o

4.00

Fig. 3 - Relacionamento dos parametros € , B , a

(21)

A relagdo (21) ¢ obtida substituindo-se em (20) a expressio deduzida para a eficiéncia

através do modelo formulado por Carter, e a figura 3 mostra a relagao entre estes dois

parametros, B vs. a. A curva descendente representa a eficiéncia do fluido.

Note-se no grafico a complementaridade entre as duas curvas. Dentro de uma margem

de erro maxima de 5% pode-se expressar a equagio (20) na forma

e=1-

35

(22)



3. Modelagem

Portanto B representa a ineficiéncia do fluido em termos do volume da fratura, ou sua taxa
relativa de perda por filtragdo.

A introducdo do conceito de fratura virtual no dimensionamento do fraturamento
hidraulico possibilita a obtengdo de expressdes analiticas compactas que descrevem o
fendmeno da filtragio pelas paredes da fratura ao longo de todo seu comprimento. Utilizando
elementos obtidos a partir da modelagem cléassica proposta por CARTER , tal conceito amplia
sua abrangéncia e possibilita o estudo discretizado do comportamento da pressio em seu
interior através de seu acoplamento 4 modelagem de escoamento obtida na se¢do anterior, o
que sera desenvolvido a seguir.

PASCAL (apéndice G) mostra que o fluxo de fluidos ndo-newtonianos em meios
porosos € melhor representado quando considerado proporcional a uma poténcia do tempo
que ¢é fungdo do indice de consisténcia do fluido, o que foi, também, proposto empiricamente
por NOLTE. Uma anélise mais aprofundada do fenémeno da filtragdo evidencia ter o mesmo
grande influéncia no estado poro-elastico da regiao rochosa afetada pelo fraturamento
(NIERODE propde o conceito de back-stress neste sentido e apresenta uma relagdo empirica
para quantifica-lo). Verifica-se, portanto, que este fendmeno requer estudos e pesquisas mais

aprofundados para sua melhor conceituagio e equacionamento.
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3.3 Queda de pressio na fratura.

O gradiente de pressdo gerado pelo escoamento entre duas placas paralelas de um

fluido ndo-newtoniano representado pela lei de poténcias é dado por (12), ou,
op _ 2K 1y 90 |"
-k

para uma vazdo de fluido 92—“ constante para cada asa da fratura, e modelo reolédgico

n=K """  Caso plotado tal gradiente contra a abertura média da fratura (w), em grafico
log-log, serdo obtidas retas descendentes com inclinagdo 2n+/. Como a fratura é modelada
por uma elipse de excentricidade unitaria, e se considera, para efeito de estabilidade da
fratura, que o fluido ndo atinge a regido de sua extremidade, onde a curvatura da elipse
poderia introduzir um fator geométrico importante na descri¢io do escoamento na fratura, se
tomara inicialmente o modelo de placas paralelas como representativo para o escoamento na

fratura.
3.3.1 Modelo de Placas Paralelas

O equacionamento da queda de pressio na fratura é critico na modelagem do
fraturamento hidraulico. Em geral, verifica-se uma grande preocupagio com o
comportamento geométrico da fratura e a utilizagdo de diversas expressdes empiricas para se
contornar as nao-linearidades por ele introduzidas. Ao contrario, o efeito da filtragdo, de
grande importancia devido a variagio que impde i vazio de fluido na fratura, nao é
devidamente considerado.

Tal efeito pode ser introduzido substituindo-se a expressio (18) na equagdo acima e

integrando-se
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3. Modelagem

Ap(x, 1) = prj' ( cos-'g)"dx (23)

n
onde Vpy, = [(2 += :I € o gradiente de pressio do modelo de placas paralelas,

2hw2

constante para cada abertura (ou tempo) considerada.
Tal integral ndo possui solugdo analitica, porém, como n<1 , ela pode ser
simplificada" resultando

5

Ap(x,t)":"prI; (1 _Clg)(l_%)-dx Cr=gsth=3

Tal integragdo € importante para a visualizagdo do comportamento de pressio na fratura.

AP(x, ) = pw - p(%, 1) = AV e ( B o )(1 —5] " (24)
1) =Pw —PX, 1) = p”c (n+4) 25‘\ £
_ Cy(n+2) G -
onde C;= 4;_261 e :LI;% 5 =2 = [Mp(x0], 0 =xVPw
Na figura 4 tem-se o grafico de —vs E para diversos valores de »n, mostrando a

variagdo do diferencial de pressio ao longo da fratura, de acordo com a simplificagio
efetuada. Pela definigao adotada para os eixos, as curvas representam a fragio de diferencial
de pressao em relagdo ao diferencial de um fluido newtoniano fluindo em um sistema de
placas paralelas. A curva para n = 0, que fisicamente corresponderia ao escoamento de um
fluido hookeano, € equivalente ao escoamento de um fluido através de placas impermeaveis,
com filtragdo nula.

Para um fluido newtoniano, n = 1, a integral tem solugao analitica, dada por

Ap(x, 1) = %E_,prli%cos‘l-g-— ’1~Z—j + 1]

e,para x=L=& (B=1) o termo entre colchetes desaparece. O diferencial médio de pressio

ao longo da fratura serd dado por uma expressao similar a que gerou a figura 4.
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Fig. 4 - Perfil do diferencial de pressdo no modelo de placas paralelas.
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Fig. 5 - Perfil do diferencial de pressdao para o modelo eliptico.

39
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3.3.2 Modelo para elipse

O outro enfoque que pode ser dado ao aspecto em estudo ¢ a consideragdo da
geometria eliptica da fratura no equacionamento do comportamento do diferencial de pressao
devido ao escoamento de fluidos entre suas paredes. Para tanto usa-se uma metodologia

consagrada na Reologia denominada aproximagdo de lubrificagao™ *®. Neste caso, a

. 2 . - .
abertura da fratura sera representada por w=wy |1 - ;—2 ¢ a expressao para o diferencial de

pressao sera dada por

4 C08” 1z d(%)

Ap(x,1) = anoIo 2

1——

5 E.al
4 \ g2

onde Vpg= wﬁ[(Z + ) 2302 T = pr(f) o

Através da forma polar mostrada no capitulo anterior, 7 =cosf® ., esta integral se

(25)

transforma em

Ap(1) =&Vpo(3) [ L0

in®"0
que sO tem solucdo analiticapara n=0 e n=1 , nas formas:

n=0 =  Ap(x,t)=EVpgsin~! (26)

Ik

n=1 2 Ap(x, 1) = %&Vpo [-’é g — In(sin 9)] 0= cos'l’g—‘

A integragdo numérica da expressdo completa fornece o grafico da figura 5, onde
verifica-se que a tendéncia inicial das curvas segue o grafico para as placas paralelas, mas ao
longo da fratura nota-se uma reversio da tendéncia com as curvas seguindo para infinito,
porém, bastante préximas a curva correspondente a n = 0, que segue os valores do seno

inverso. Pode-se tentar o ajustamento de tais curvas através de expressodes polinomiais, porém
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constata-se que esta curva pode ser tomada como uma média representativa das demais, pois
a variagdo de pressio ¢ relativamente insensivel a variagio de n neste caso.

A obtengdo de uma expressao analitica para a queda de pressdo ao longo da fratura ¢
crucial para o acoplamento dos modelos ji estudados a formulagdo obtida da teoria de
propagagao de fraturas da Mecanica das Rochas. Os modelos tradicionais de fraturamento
hidraulico trabalham, em geral, com a pressio média desenvolvida no interior da fratura, o
que simplifica tal acoplamento mas pode induzir a erros na avaliagio volumétrica do
processo, extremamente importante devido a importdncia operacional desta varidvel, o

volume de fluido preparado para o tratamento.
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3.4 Geometria da fratura

A Mecénica das Rochas fornece algumas expressdes para a propagagdo de fraturas||

verticais confinadas. ENGLAND & GREEN"’, sob a hipdtese de deformagio plana,

desenvolveram tal equagdo na forma (ver Apéndice I)

W(X)= 4(1‘V)[IL u du j'“ p0y) dy (27)

KGL L ‘;uz_yz

onde v e G sdo parametros de rocha, os modulos de Poisson e de rigidez, respectivamente,

p(x)=pw—Ap(x) - S ¢éapressdo liquida dentro da fratura, sendo S a tensdo tectdnica normal
as faces da fratura, e u e y sdo varidveis de integragio. Tal relagio leva a uma concentragiao
infinita de tensdes na extremidade da fratura, o que pode ser contornado com a hipdtese de
que o fluido em movimento dentro da fratura nunca atinge sua extremidade*®, de forma que
tal concentragao se torna finita e igual ao modulo de coesdo da rocha. No caso, o fluido age

como uma cunha, como mostrado na figura abaixo, e a fratura tem um comprimento molhado

2L (hachurado) e um comprimento total 24.

Fig. 6 - Modelo de fratura proposto.

Desenvolvendo tal linha, BARENBLATT"* propds como critério de equilibrio movel
de fraturas que a distribuicdo de pressio nas faces da fratura seja tal que ela feche

suavemente em sua extremidade, o que, para a configuragdo considerada, implica

Q!_v) -0 = [A2@e
(ax x=A j A2-x2
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3. Modelagem

onde considerou desprezivel o médulo de coesdo da rocha, e tomou a seguinte distribuig¢do de

pressao:

px) =
-5 L<x <A

|-

resultando na condigdo: sin™’

|3
-1

. Como a relagio entre a tensdo tectdnica original e a

pressao média durante o fraturamento é aproximadamente unitdria, conclui-se que o
comprimento molhado da fratura ¢ praticamente igual ao seu comprimento total.

Além do critério de Barenblatt, outros estio presentes na literatura, podendo-se
destacar o critério tradicional, no qual a tensio que atua na extremidade da fratura é
considerada suficiente para superar a resisténcia a tragio da rocha®, e o critério proposto por
DUGDALE, apoiado em conceitos de energia como o de Barenblatt, porém indicado para

materiais ducteis!"**.

3.4.1 Inclusao da Teoria de Filtragio Proposta

Aplicando-se o resultado do capitulo anterior a este critério obtém-se

-1

pw—EVpesinT 2 - S 0<x<L
p(x,0) =
=8 L<x<A<g
resultando em
1x A dx -
_[ pw e I EVpgsin™ 3 r_w_ L} S‘E\z__xz =0 (30)

A integral intermediria ndo possui solugdo analitica, porém se a condigio de

contorno for relaxada tomando-se L ~ A, conforme concluido anteriormente, ela resulta em

15 e
Joevposin s = 3Vpo Lo 2.0, p=4 (30)
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onde ®(x,a,b) € a fungdo transcendente de Lerch®”, um tipo especial de fungio hiper-

geométrica definida’ por

d>(x,a,b)=n§0 e = ;0(B%,2,2 =1+3B2+ B4+ -B6 +... (31)

O grafico de %@(Bz, 2 %) vs. esta plotado a seguir

1.8

Fig. 7 Fungdo transcendente de Lerch.

Esta fungdo de Lerch ¢ definida, para o campo real, no intervalo [-1, 1], além do qual

assume valores complexos. Na origem ela vale 1 e, nos extremos, %; no ponto 0.5 ela tem o

valor de 1.03065. Como, na prética, os valores de B em um fraturamento se situam no

intervalo [0 , .5], pode-se considerar tal funcio como, aproximadamente, unitdria, o que

; L i
reduz a integral a Io EVpsin 1% inxT =LVp, (32)
* yLo=x

0 que, aplicado em (30), com as simplificagdes propostas, resulta em

PvS — 32 (33)
¥ A fungio transcendente de Lerch é uma generalizagio das fungdes Zeta de Riemann, Beta de Catalan

e polilogaritmica e é relacionada a distribui¢io da Fermi-Dirac na Mecanica Estatistica e as séries L de

Dirichlet que aparecem na Teoria dos Ntimeros
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Portanto, o critério de Barenblatt, sujeito aos mecanismos de escoamento e filtragdo,
fornece a relagéo entre a pressio interna e a externa que atuam na fratura, necessaria para sua
propagacgao estavel, e acopla a mecanica de fraturas aos mecanismos citados.

Seguindo-se os mesmos procedimentos pode-se resolver a equagdo de England &

Green para a distribuigdo de pressio deduzida

W, ) = “IJE s ImWS'ﬂwm[__}
)’

w(x, 1) = 4(1 L) [z(p.. S) - quo] i

YU -—Jc2

2(1+v) 2(1+v) L+yL?-2?
w(x,r):——G—pg L2 —x2 - = Yol L L2 -x? 4xin—— (34)

que ¢ a forma classica da solugdo da equagdo de England & Green (p,=p, - S éa pressao
liquida na entrada da fratura) acrescida de um termo adicional que acopla, a solugdo, a
filtragdo, o escoamento e a reologia do fluido de fraturamento. Se o critério de Barenblatt,

(33), for aplicado a solugao obtida, obtém-se

I, 22
] 2 > 2 I+\'|1_L_2
W(l) z—ng 1- = -—ng 1- L_Z +ZZ-]DT

ou, de forma simplificada,

t=rizppt] Ji=® o B ax] -
w(x) = GPOL[ 1 I Llscch L] (35)

que pode ser expressa, alternativamente, nas formas diferenciais
201~y 4(1-
%z%i—wuz—xz = (EGV)Vnguz—xz; el

Verifica-se nesta equagdo que o critério de Barenblatt reduz os efeitos dos

mecanismos citados as suas implicagdes a geometria da fratura, permitindo a expressio

analitica da abertura da fratura em fungdo de sua pressdo de entrada (nos demais métodos ela
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€ expressa, em geral, em fungdo de sua pressao média), e introduzindo uma nova variavel no

equacionamento.

1.00 —
0.75 —
W, 050 —
025 —

o * 1 = | ' r

(<l is] o080 100
0.00 0.40 0.80 1.20
x/L

Fig. 8 - Perfil da abertura da fratura.

w(x)

A figura 8, onde wp = I—%-—, mostra que 0s mecanismos que atuam internamente ||

pol

durante o processo atenuam a forma eliptica da fratura, aproximando-a a de uma cunha. A
integral desta curva,

Ig wpd(7) = %[2 [1- i% +sin”'(§) - (i%)sech‘l(;—‘)}

T

para x = L resulta em ¢ , que ¢ a drea de metade da fratura. Para efeito de balango

volumeétrico, a fratura pode ser representada por uma cunha com extremidade um pouco além
da unidade, o que representa graficamente a hipdtese de que o fluido nio atinge a

extremidade da fratura, com geometria expressa por:
1-v 3
W) = 1Zpo(L - 33) (36)
O volume da fratura resultante pode ser expresso por

Vi=3wohL = 212¥pohl? (37)
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3.4.2 Inclusdo da Teoria Reologica Proposta

A inclusdo da tensdo normal adicional nas paredes da fratura calculada no segundo

capitulo modifica a distribuigdo de pressio na fratura. O novo diferencial de pressio na

fratura sera dado por  Ap’(x,?) = (Apx + Ap))w

400 —
4

‘ |

o |
P |
'E 2.00 — / {
c / Pld
% P

| I I f | |
0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00
x/L

Fig. 9 - Perfil da tensdo suplementar ao longo da fratura.

A figura 9 mostra a atuagdo desta tensdo suplementar ao longo da fratura para quatro
valores de n". As curvas mostram uma tendéncia para um valor constante por boa parte do
comprimento da fratura, desviando-se para infinito em sua extremidade, seguindo a tendéncia
do perfil da taxa de cisalhamento. Quanto menor o valor de n”, mais a curva se aproxima da

reta unitaria. Os perfis das curvas para esta tensdo normal se assemelham aos encontrados
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para a tensdo cisalhante, sendo, porém, mais draméticos por serem fungdo do quadrado da
taxa de cisalhamento.
A distribuigao de pressdes na fratura sera dada por
pw—AP'(x, )-8 0<x<L
p(x,0) =
-8 Lexa

O critério de Barenblatt serd equacionado por

L ]x i A dx
Io(pw - J_ I E.»(Vpﬂ + VPN) sin 2-—x2 - IL S‘W

".ﬂ'
ff 2K ‘ »
onde Vpy= ——2[(2 + l) 2—3—“—2-] conforme deduzido anteriormente. Efetuando-se as

Wo B wa
mesmas consideragdes anteriores chega-se a resultados similares substituindo-se Ap( por Apr
onde
App=Apg+Apy

Como no caso da variagdo de pressdo ao longo da fratura estudado anteriormente, a
analise numérica do comportamento da variagdo desta tensao adicional mostra que a mesma,
quando integrada, ¢ relativamente insensivel a variagao de n”, sendo a curva para esse
pardmetro nulo representativa para as demais. A partir dessa simplificacdo, a equagio de

England & Green se torna

_40-v| L udu u _ dy
wx,n) = —— L Tt folpo yVpF] r-—uz_yz}

v -vL 2_y2
w(x, 1) = 2 p0 J17 - x? -y [L,/Li = altinets } (38)

que se reduz a expressao (35) com a aplicagio do critério de Barenblatt,

LVApr = % po (39)

w(x) = —ng[ fl —z—z —z—iscch ‘1}‘—‘}
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O novo volume da fratura obtido por esta formulagio, dado por Vp= %thL , Ndo

modifica a eficiéncia equacionada no inicio do capitulo com base na teoria de Carter, que

considera uma fratura de perfil retangular:

VF ?'EWOhL _ 2
E—VT— Taut =% Sﬂ—ﬁﬁ

onde, para o parametro o de Carter, considerou-se a abertura média da fratura, e obteve-se
resultado idéntico ao anteriormente deduzido, o que valida a aproximagio €= 1 - B

Desta forma, todos os modelos envolvidos no dimensionamento do fraturamento
hidréulico estdo diretamente acoplados numa formulagio tnica e simples. Qualquer outro
critério de estabilidade pode ser utilizado no equacionamento do fendmeno; se ele for
expresso numa relagdo entre as pressdes interna e externa que atuam na fratura, como o de
Barenblatt, sua equagdo resultante terd forma similar a (35), diferenciando-se apenas por

constantes multiplicativas.
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Neste capitulo sio abordados os procedimentos experimentais adotados no manuseio
dos equipamentos e na preparagio dos fluidos testados e a metodologia empregada no

tratamento dos dados obtidos.

4.1 O aparato experimental

Os conjuntos de equipamentos utilizados compdem-se basicamente de um
viscosimetro (Haake - M5), um reémetro (PenKem - Vilastic 3) e um reogoniometro (Haake
- CV20N)', dotados de interface analdgico-digital e interligados a microcomputadores que
possibilitam a automatizagio de testes através de softwares proprios. Permitem, ainda, a
variagdo e monitoragdo de temperatura através de conexio a um banho termostatico (Haake -
RC20), sendo o primeiro equipamento dotado de recursos para a pressurizagao da amostra
em teste.

Tais equipamentos foram financiados pelo FINEP-PADCT para o desenvolvimento
de estudos em materiais eletro-reologicos, estando instalados no Laboratério de Fluidos do
Departamento de Engenharia do Petréleo da Faculdade de Engenharia Mecéanica da
Unicamp, sendo operados pelo técnico Luis Benedicto Pompeo Neto que prestou decisivo

apoio ao desenvolvimento deste trabalho.

! Conforme Walters®™, o viscosimetro mede a viscosidade do fluido em teste, o rebmetro mede, além
da viscosidade, os parametros reolégicos dinimicos do fluido, e o reogoniometro, além dos parametros

citados, mede os coeficientes relativos as diferencas entre as tensdes normais que atuam no fluido.
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O viscosimetro MS opera no modo Searle, em uma geometria de cilindros coaxiais”,
e € comandado pelo software Rotation versdo 2.3, desenvolvido por Haake Mess-Technik
GmbH u. Co., que permite a obtengdo da tensdo cisalhante e da viscosidade em fungdo da
taxa de cisalhamento, em regime de fluxo permanente. Tal equipamento, por ser
pressurizavel, opera com o fluido confinado, o que se tornou imperativo, principalmente na
fase gel de alguns sistemas, devido ao importante componente inercial induzido durante o
cisalhamento das amostras (tal componente tende a expulsar o fluido durante os testes no
CV20N).

O redmetro Vilastic 3 utiliza um método nido-convencional de determinac¢io dos

parametros viscoelasticos de fluidos: a pulsagdo da amostra em um tubo capilar. Ele opera
com varios didmetros de tubos, o que permite a adequagéo do fluido a faixa de freqiiéncia (ou
de taxa de cisalhamento) mais representativa. Tal equipamento é comandado por trés

softwares desenvolvidos por Vilastic Scientific, Inc.:
v Stretcher, de tensao, que corresponde ao programa rotacional acima descrito, mas que
simula um regime de fluxo pseudo-permanente pois superpde uma frequéncia (de operagéo)
a taxa de cisalhamento variavel.
v Shaker, de freqiiéncia, que permite a determinagao dos parametros reolégicos dinamicos,

como os modulos de acumulagéo (G') e de perda (G"), dos componentes da viscosidade
dinamica (n'e n'), a tangente de perda (tg &) e outros em fungao da freqiiéncia".

v Timert, de tempo, que permite 0 acompanhamento da variagao dos parametros reologicos

com o tempo, fixando-se as demais variaveis.

" A geometria de cilindros coaxiais operando no modo Searle se caracteriza por um cilindro externo,

chamado copo, que se mantém estatico durante o experimento, e um interno, chamado bob, que gira a
velocidade desejada e promove o cisalhamento do fluido. O perfil de viscosidade no anular entre os cilindros
€ constante, e o perfil de velocidades é crescente, sendo a velocidade nula na parede o cilindro externo, e
méaxima na parede do interno.

m

Os parametros reolégicos estio definidos no Apéndice C.
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Os parametros basicos de leitura deste equipamento (ou seja, os dados basicos a partir
dos quais os demais parametros sdo calculados) sdo a pressdo e o fluxo volumétrico a uma
freqiiéncia selecionada, que sao fungdes das dimensdes do capilar utilizado. A tensdo, a taxa
e a deformagdao de cisalhamento sdo calculadas de relagdes obtidas da equagdao de
Navier-Stokes resolvida para esta geometria. Detalhes tedricos desta metodologia podem ser

encontrados nos artigos de THURSTON.

O reogoniémetro CV20N opera no modo Couette” e permite a utilizagdo de diversas
geometrias, entre as quais foram usadas a de cilindros coaxiais, a de placas paralelas € a

cone-placa’, sendo comandado por trés softwares da Haake:

v Rotation 2.3, ja descrito, operando com os citados tipos de geometria. O parametro basico
de medida é a viscosidade aparente.

v Oscillation R/O 1.1, com os mesmos tipos de geometria, que se destina a obtengao dos
parametros reoldgicos dinamicos. Os parametros basicos de medida sao a amplitude do
médulo complexo (G) e a tangente de perda (tg d).

v Normal Stress 1.4, que opera em regime de fluxo permanente e utiliza a combinagao das
geometrias placa-placa e cone-placa para a determinagao dos coeficientes ‘I‘] e ‘P2
relativos as diferencas entre as tensdes normais que atuam no fluido quando em
escoamento, em fungao da taxa de cisalhamento. O parametro basico medido ¢ a forga

normal (F,) que age nas placas.
Os equipamentos Haake permitem a variagdo da temperatura através do banho
termostatico citado, e sdo conectados a interface analdgico-digital Rotovisco RV20 (Haake),

possibilitando o controle automatizado dos testes. Os softwares disponiveis sdo bastante

v Para uma mesma amostra, os modos Searle e Couette ddo o mesmo valor de viscosidade absoluta,

porém apresentam, no caso de cilindros coaxiais, o perfil de velocidades invertido, sendo a mesma nula na
parede do cilindro interno ¢ maxima na parede do externo.
& O termo placa é indevido mas sera mantido no corpo deste trabalho por ser consagrado na Reologia.

Na realidade, as referidas placas sio discos.
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flexiveis e permitem a programagio de diversos tipos de testes com pulsos, degraus e rampas

de taxas de cisalhamento ou freqliéncia de oscilagio.

O redmetro permite, também, o controle de temperatura, porém tal parimetro nio foi

variado nos testes com o Vilastic Pois notou-se um comportamento anormal do fluido neste

equipamento, o que sera detalhado posteriormente.

4.2 O fluido

Os testes experimentais em fluidos de fraturamento estao regulamentados pela Norma

API RP 39. Foram testados quatro sistemas de fluidos baseados no polimero HPG (Apéndice

2), numerados de 1 a 4, que sdo compostos, cada um deles, de trés fases distintas:

v

A primeira fase, denominada solucéo polimérica, comum aos quatro sistemas, é composta
basicamente pelo polimero hidratado por agitacéo. Sua preparagao obedece a critérios
pré-fixados (norma citada). Foram escolhidas quatro concentragbes de polimero entre as
mais representativas das utilizadas na prética: 2,4 g/, 3,6 g/l, 4,8 g/le 6,0g/". Tais
quantidades foram adicionadas & uma solugao 2% KCI em agua destilada, sal normalmente
utilizado nos fluidos de fraturamento para prevenir o inchamento de argilas, sendo, neste
Caso, usado para fornecer os contrastes visual e densimetrico adequados para a operagao
com o Vilastic.

A solugao polimérica, que tem PH 7, € tamponada quimicamente gerando uma segunda fase,
denominada pré-gel. Tal tamponamento é efetuado por acidos fracos ou sais e objetiva a
estabilizagao posterior do pH do sistema em patamares compativeis & obtencao de géis
estaveis. Cada sistema possui uma composi¢ao propria e os produtos quimicos utilizados
nessa fase sao designados genericamente por reticuladores ou controladores de pH . Tais
acidos ou sais contém, em sua Composigao, o metal que sera responséavel pela reticulagao

do sistema. Essa fase apresenta um determinado grau de gelificagdo proporcional ao desvio

Ib/Mgal.

Para transformagéo em unidades préticas utilizadas na Engenharia do Petréleo, 1 g/l = 8.345
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de pH causado pela adigéo de tais produtos. Os sistemas 1 e 2 atingem, nesta fase, os pH 9
e 8 respectivamente, enquanto que os outros dois sistemas pouco se desviam do pH 7.

v A terceira fase, denominada gel, é obtida a partir da adigdo de bases fortes, designadas
genericamente por ativadores, que proporcionam um choque de pH, liberando os ions
metalicos que promoverao a reticulagao do sistema. O pH final alcangado se situa na faixa
de 9 a 11 a depender do sistema e concentragbes usadas, que é uma faixa apropriada para

o HPG fornecer géis estaveis.
O pré-gel do Sistema 1 € obtido a partir da solugdo polimérica pela adigdo de um
borato, o tetraborato de sédio ou bérax (Na,B,0,.10 H,0). Na presenga de dgua o borax se

dissocia em écido bérico, que ¢ um acido extremamente fraco (K; = 6.0 x 1071%) , e no ion

monoborato, que entram em equilibrio na solugao através das reagdes:

Na;B407 +10H,0 — 2Na* + 2B(OH)3 + 2B(OH); +3H,0
B(OH)3 +Hy0 <> B(OH), +H*

A reticulagdo deste sistema ocorre com a adigdo de soda caustica (NaOH), que
desloca o equilibrio da segunda reagao para a direita através do aumento de pH, propiciando
a ligagao dos ions monoborato aos grupos cis-hidroxil do HPG formando um gel de estrutura
tri-dimensional.

O Sistema 2 ¢ uma simplificagdo do Sistema 1, sendo o borax diretamente
substituido pelo acido boérico que estabelece imediatamente a segunda reacao. A diferenga
entre estes sistemas ¢é verificada no nivel de pH que diferencia os dois pré-géis resultantes: o
pH do pré-gel do Sistema 2 € menor que o do Sistema 1, o que se reflete num maior grau de
gelificagdo deste ultimo nesta fase. A reticulagdo do Sistema 2 €, também, conseguida pela
adigao de soda caustica.

Os dois outros sistemas sao mais elaborados devido a necessidade da obtengdo de géis
mais estaveis a altas temperaturas, visto que os géis a base de borato somente sio

recomendados para temperaturas abaixo de 100°C. A pesquisa de diversos sais complexos
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indicam que os baseados nos metais titanio e zircdnio sio os mais efetivos em termos da
estabilidade dos géis com a temperatura, praticamente dobrando o limite citado® 0

Sistema 3 ¢ um fluido hibrido, cujo pré-gel € obtido do tamponamento da solugio polimérica

pela mistura de dcido bérico, em concentragio bem menor que nos dois sistemas anteriores, e
de um complexo de titanio e zircénio (tal pré-gel tem um componente viscoso importante,
como sera visto posteriormente, embora o pH resultante nio se desvie significativamente e,
portanto, ndo apresente gelificagdo aparente). A ativagio do gel desse sistema € obtida pela
adigdo de carbonato de sddio, ou soda (Na,CO,).

O Sistemna 4 apresenta caracteristicas importantes: seu pré-gel possui basicamente o
mesmo comportamento reologico da solugdo polimérica, e seu gel possui boa estabilidade
térmica. O tamponamento da solugdo polimérica é feito pela adicio de acido fumarico
(C,H,0,) e bicarbonato de sddio (NaHCO,), que mantém neutro o pH do pré-gel, e sua
reticulagdo é promovida pelo titanato de trietanolamina. Este titanato ¢ um quelato e sua

reacdo com o pré-gel ocorre em trés etapas®®:

Ti(OR)4 + H,0 <> (RO); TiOH + HOR
v Hidrolise - (RO)3TiOH + H,0 > (RO),Ti(OH), + HOR
etc.

v Polimerizagdo : (RO);TiOH + HOTi(OR)3 — (RO);TiOTi(OR)3 + H,0
7i0
o 0

v Reticulagdo: -0 - Il‘i -0 + HO-Ti-0 - O- Il"i -0 -
o o

Varios outros aditivos quimicos sdo adicionados aos fluidos de fraturamento com

fungdes especificas que nio serdo estudadas neste trabalho por nao afetarem, desde que
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utilizados de forma adequada, a reologia dos mesmos durante a propagagio da fratura. O
mais importante destes aditivos ¢ o guebrador, em geral um sal como o persulfato de
aménio, (NH,),S,0,, um poderoso agente oxidante, que quebraré a estrutura complexa do gel
formado, facilitando a recuperagao do fluido fraturante através da reversio do fluxo apos o
fechamento da fratura. O correto dimensionamento deste aditivo é critico para o sucesso de
um fraturamento.

Os fluidos testados foram considerados homogéneos, porém CAMERON mostra, em
testes em um fluido similar ao aqui considerado Sistema 4, que esta condigio ndo ¢é
verdadeira, e apresenta resultados onde o desvio da mesma é quantificado e modelado.

Um gel pode ser definido como um sélido poroso, conforme SILBERBERG (in
GLASS®). Seu elemento sélido ¢ uma matriz continua, um esqueleto, que dota o sistema da
necessaria estabilidade mecédnica e coesdo. Se a cadeia polimérica é uma estrutura
permanente, ela possuird uma configuragdo de referéncia em estado de repouso, a qual
retornara se as forgas que a deformam forem removidas, o que caracteriza a meméria do
material; se for 14bil, o espago de tempo para o qual tal memoria é ativada serd limitado pelo
tempo de vida das conecgdes moleculares na estrutura. O espago poroso do gel é ocupado,
em geral, pelo solvente, que, neste caso, € a agua. O gel de HPG tem um estudo bastante
completo quanto a sua estrutura e propriedades viscométricas feito por PRUD'HOMME ET ALII
na referéncia acima citada e em (245), estudando um fluido similar ao Sistema 4 descrito.

A revisdo da literatura efetuada no inicio deste trabalho cita diversas referéncias
técnicas que podem ser consultadas a respeito da formulagio quimica dos fluidos de

fraturamento.
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4.3 Tratamento dos dados

Cada sistema, em cada fase e em cada concentragio, foi testado em diversas
temperaturas para a obtengdo de um conjunto de dados bastante representativos. A
combinagdo destes fatores as facilidades oferecidas pelos equipamentos (softwares e
geometrias) gerou uma quantidade expressiva de arquivos de dados.

A metodologia escolhida para a validagdo e condensagio destes dados denomina-se
redugdo de variaveis e é amplamente discutida na literatura"® . Embora tenha sido
desenvolvida empiricamente, ela foi posteriormente confirmada pelas teorias moleculares que
buscam dar a Reologia um embasamento teérico mais consistente. Tais teorias apresentam,
em geral, uma grande complexidade matematica e se restringem & modelagem das solugdes
poliméricas infinitamente diluidas, que se caracterizam por concentragdes infinitesimais de
polimeros de forma que suas moléculas possam ser consideradas suficientemente separadas,
evitando-se o fenémeno de emarankamento ("entanglement") das moléculas devido as forgas
de interagdo intermoleculares. Certamente tal fendmeno ocorre nas concentragdes utilizadas,
porém a base tedrica do método pode ser adaptada conforme exaustivamente mostrado na
literatura.

A teoria molecular mais importante é atribuida a Rouse® 7, que modelou a
macro-molécula polimérica como um conjunto de sub-moléculas representadas por contas,
ligadas entre si por um cordio eldstico (por isso denominado modelo bead-spring) . Esta
teoria € baseada na mudan¢a da energia livre associada a diminui¢io de entropia em
configuragdes nao-aleatorias e na tendéncia do sistema em se acomodar num estado aleatério;
a partir desses pressupostos sao calculadas a dissipagdo e acumulagio de energia devido a
deformagdes oscilatérias, resultando na viscosidade complexa (n*) e no médulo complexo

(G*)'™. A teoria de Zimm, que € uma generalizagio da teoria de Rouse, assume que a forga
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exercida em cada conta € calculada como o somatdrio da forga de arrasto hidrodinamico
devido ao solvente, da forga associada a0 movimento browniano e da forga sobre as molas
exercida por duas sub-moléculas vizinhas.

Numa solugdo infinitamente diluida, define-se os modulos intrinsecos de acumulagio

e de perda como:

. & . G-
[']=lm & [G"] =lim ——
c—0 c—0
e as correspondentes viscosidades intrinsecas como:
/ I
11 11 N 7Ns . Vi . n
In]=lm -~ [n”]=lm =
cs0 ’ c-»0 €
Com base nas teorias moleculares verifica-se que tais modulos sdo proporcionais a 5’% ,

de modo que os médulos intrinsecos sdo reduzidos adimensionalmente as formas*™:
n.—1cM4 . n. 1M
[GCr=[GClzr 5 [G"1r=[6"]37
Tais grupos adimensionais definem a base para o método de reducdo de varidveis
empregado no tratamento dos dados obtidos. Cada fase de cada sistema estudado teve seus
dados reduzidos para uma mesma condig¢ao de temperatura e concentragao que, neste caso,

por ser a mais utilizada nas operagdes de fraturamento hidraulico, na superficie, ¢ fixada em

To=20°C; co=4,8%,

que serd denominada condi¢do de operagd@o™. Portanto, cada médulo utilizado sera dividido
por suas correspondentes concentragdo e temperatura (c7) e multiplicados por ¢,7,, 0 que
corresponde a um deslocamento das ordenadas em um grafico log-log, homogeneizando

desta forma as condigdes de concentragdo e temperatura. Os valores das abscissas sio

b A viscosidade complexa é definida por n*=n-in"

O médulo complexo € definido por G*=G+iG", G*=on*
i A temperatura deve ser expressa em escala absoluta (°K).
% Para polimeros fundidos, a concentracao deve ser substituida pela densidade.
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multiplicados pelo mesmo fator corrigidos por um deslocamento adicional correspondente a
relagao entre a viscosidade inicial do fluido em sua condicdo de concentragao e temperatura
(n,) e a viscosidade inicial na condigdo de operagio (,),, 0 fator ay:

ar= N0 colp
=Moo T

Na pratica verifica-se que tais deslocamentos nem sempre sio suficientes para
condensar todos os dados em uma unica curva pois os parametros envolvidos sio
experimentais e embutem erros de medida e dosagem inerentes a qualquer experimento. A
metodologia aqui adotada ¢ uma adaptagdo do método WLF (Apéndice C), consagrado na
literatura”. Neste método o parametro dinimico adotado para o ajuste é a conformagao J,
definida por:

g =% 7 G! G’ . n_ G”

T (GG T g7 G2

Os dados de conformagio, para uma mesma concentragao, sao corrigidos pelo citado fator e
plotados contra a freqiiéncia em gréfico log-log, o que resulta em uma familia de curvas
distanciadas por um fator proporcional a a,. Tais fatores sio tabulados e plotados contra a
temperatura, gerando uma relagdo funcional para a;. A corregdo para concentragio é feita de
forma similar, com dados de conformagio para uma mesma temperatura, gerando o fator a..
No presente trabalho foram efetuadas algumas modificacdes nesta técnica devido as
facilidades introduzidas por modernos programas computacionais Optando-se pelo
tratamento do pardmetro complexo (G*, n*, ou J*) e da tangente de perda (zg §) ao invés de
seus componentes dinamicos, conforme sugerido no WLF, pois tais componentes sempre

podem ser escritos em fungdo destes pardmetros e a tangente de perda € invaridvel no eixo

das ordenadas:
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¢ _x _

f
1gd= G ! =7
! G'=G"cosd; G"=G"sind
n =n"sind; m’=n"cosd
J =Tcosd; J'=Jsind

O parametro complexo escolhido foi sempre o que apresentou, em gréfico log-log, a curva de

maior a(de)clividade. Os valores das abscissas ¢ ordenadas foram corrigidos pelo fator*

eoTp

= desta forma, as curvas resultantes de cada teste foram ajustadas pelo deslocamento

horizontal de forma a gerar uma Unica curva, que representa tal parametro complexo naquela
fase e dentro das condigdes operacionais (c,T,). Em geral, para os dados dinamicos o
pardmetro escolhido foi o mddulo complexo pois ele é a medida basica nos equipamentos
Haake, e os demais pardmetros sdo calculados a partir dele.

Tal procedimento mostrou-se necessario devido as diferentes caracteristicas
reoldgicas apresentadas por cada fase de cada sistema. Como tal fator de corregdo se origina
da teoria molecular para solugdes infinitamente diluidas de polimeros lineares, o grau de
gelificagéo de cada fase tende a distorcer tal relagio (a gelificacdo implica a formagao de
uma estrutura tri-dimensional onde as macro-moléculas poliméricas sao ligadas entre si por
um ion metalico; tal estrutura é, evidentemente, nio-linear), e tal distor¢ao ¢ corrigida por
um deslocamento adicional no eixo horizontal.

Como exemplo da técnica empregada sio apresentados os graficos de G*M e tg(d)
contra a freqiiéncia antes € apos a corregao (figuras 10 a 13). Neste caso foram selecionados
apenas alguns testes efetuados com a solugio polimérica, uma temperatura para cada

concentragio, com a geometria de cilindros coaxiais, no reogonidmetro. A quantidade de

% A viscosidade complexa nio necessita desta corregao pois resulta da divisao do modulo complexo
pela freqiiéncia e, portanto, tal fator ¢ cancelado.
X O médulo complexo é definido por sua amplitude e fase. Neste trabalho, sempre que este parametro

for tratado como um dado subentenda-se tratar-se de sua amplitude, ou valor modular.
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dados para esta fase é muito superior, porém, a apresentagio de todos em um unico grafico
seria redundante e resultaria numa nuvem de pontos que ndo possibilitaria a visualizagdo da

metodologia aplicada.
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Fig.10 Modulo complexo antes da redugdo.
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Fig.11 Tangente de perda antes da redugdo.
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Fig. 13 Tangente de perda apos a redugao.
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Verifica-se que os dados nao corrigidos do médulo complexo sugerem, visualmente,
que um deslocamento de eixos é suficiente para o alinhamento dos pontos, o que €
comprovado pelo grifico dos pontos corrigidos; a dispersio observada para baixas
freqiiéncias é atenuada pela inclusio dos dados disponiveis, que irdo indicar a real tendéncia
da curva nesta faixa. Ja a curva de tangente de perda apresenta uma dispersdo maior, mas a
inclusio dos demais dados delineiam aceitavelmente sua tendéncia. Apesar desta dispersao,
verifica-se que os deslocamentos efetuados foram efetivos. O tratamento de dispersdo dos
dados, quando necessario, foi feito através da suavizagido das curvas empregando-se analise
de Fourier®'®.

Os dados obtidos através do Vilastic 5 apresentaram distorgdes importantes e por 1sso
nao entraram na confecgdo das curvas reduzidas dos parametros reologicos. Verificou-se que,
embora os testes neste equipamento apresentassem uma boa repetitibilidade em um
determinado tubo capilar, os resultados obtidos quando da mudanga de geometria, ou seja,
num didmetro de capilar diferente, eram discrepantes. Notou-se, também, que os dados nao
eram redutiveis conforme as regras expostas anteriormente, necessitando, em geral, de
corregoes adicionais, que nem sempre produziam um resultado satisfatorio.

Nio obstante tais restrigdes, os resultados dos testes com este equipamento
apresentam uma dispersao menor e uma resolugdo grafica mais apurada. Os perfis das curvas
dos parametros reologicos obtidas destes testes concordam, qualitativamente, com o
comportamento esperado para os mesmos. Desta forma, tais resultados foram usados para
validar tendéncias observadas em alguns casos e para a descrigio da evolugdo do
comportamento de alguns pardmetros com o tempo pois, neste caso, todas as demais
variaveis sao mantidas invariaveis durante os testes.

Embora a metodologia utilizada para a redugao de varidveis tenha sido apresentada

em relagdo aos parametros reoldgicos dindmicos, ela € extrapolavel, sem nenhuma
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modificagdo, aos dados obtidos pelos softwares rotacional e de tensdes normais. No tdltimo
caso, Bird"” recomenda o uso da constante a, elevada ao quadrado nos coeficientes de tensio
normal, enquanto Ferry™ recomenda sua utilizagio sem nenhuma modificacio diretamente
na diferenca de tensdes normais; ambas conduzem a idénticos resultados sendo adotada, neste
trabalho, a ultima opgéo, e a redugdo dos dados foi conseguida sem maiores problemas nestas
operagoes.

Os problemas verificados com os dados de tensdes normais obtidos nos testes com o
reogonidmetro se concentraram em outro aspecto. Os coeficientes de tensio normal sio
definidos por:

y Tox-Ty N 7 T~z N
Yi()=—5===—; Yo(7) == ==
) 72 PR 2 12

Por sua vez, as diferengas entre as tensdes sdo calculadas a partir dos dados de for¢a normal
medidos em duas geometrias diferentes: as geometrias cone-placa e placa-placa fornecem,
respectivamente, as relagdes:

_2F, 7 _2F, 18InF,
N]_KRIJ I(Al NE)I?R_,LRE[I-I_Z@E?R}

Portanto, através da combinagdo das geometrias e destas relagdes, os coeficientes de tensio
normal sdo calculados.

A relagao entre a forga normal e a taxa de cisalhamento deve ser representada por
uma fungdo positiva (caso contrario, a segunda relagdo seria, matematicamente, indefinida) e
crescente, porém verificou-se, na maioria dos testes efetuados, a leitura de forgas negativas .
A figura 14 mostra o comportamento medido da forga normal na geometria cone-placa para o

pré-gel do Sistema 4.
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Fig. 14 Sistema 4 pré-gel - Forga normal medida x taxa de cisalhamento.

Note-se que somente a primeira curva, correspondente 4 concentragio de 4,8 gllea
temperatura de 20°C apresentou todos os seus valores positivos. Tal comportamento foi
observado nos demais sistemas, excetuando-se o Sistema 2, que forneceu dados validos para
o célculo dos coeficientes na maioria de seus testes. Uma das referéncias encontrada na
literatura a um fenémeno que pode ser relacionado ao observado é dada por Walters®™ a
respeito do stress-overshoot observado no inicio do cisalhamento de fluidos. O autor cita que
tanto a tensao cisalhante quanto a primeira diferenca entre tensdes normais sofrem uma
perturbag¢@o no inicio do cisalhamento, atingindo valores muito superiores ao esperado e
relaxando, a seguir, até alcancar tal valor. Este tempo de relaxagdo ¢ muito maior para a
diferenga entre tensdes normais que para a tensio cisalhante.

De fato observa-se, em varios testes dindmicos, que, para baixas freqiiéncias no inicio
dos testes, os valores de tensdo medidos sdo extremamente altos quando usadas geometrias de

placa (o mesmo nio ¢é observado para cilindros coaxiais), que logo apds ¢ relaxada. A figura
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15 mostra este fendmeno (as curvas sio geradas pelo software da Haake - note-se os elevados

valores do médulo complexo na faixa inicial de freqiéncia).
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Fig. 15 Dados obtidos nas geometrias placa-placa (+) e cilindros coaxiais (1)

A analise dos dados obtidos conduz as seguites consideragdes:

Como o fluido testado possui um componente elastico importante, o que deve ser
normalmente esperado em fluidos viscoelasticos deste tipo, o posicionamento do sensor
sobre a amostra de fluido comprime-a contra a base, e, mesmo apés a relaxagao da tensao
resultante, permanece acumulada na amostra uma tensao negativa residual devido & coesao
caracteristica das moléculas poliméricas.

Ao se colocar o equipamento em Operagao, o programa, automaticamente, considera nula a
tensé&o inicial e inicia o cisalhamento da amostra. Tal movimentagao vence a coesio
molecular, que é estatica, e a tensao residual é relaxada.

O efeito de tal relaxagao corresponde matematicamente a um sistema de pulsos iniciado por

um pulso negativo na origem, e pode ser encarado como um fuido que é convolvido com os
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demais sinais lidos pelo sistema, resultando nos valores negativos de forga normal

armazenados pelo sistema.

A deconvolugio posterior deste ruido é praticamente impossivel devido ao
desconhecimento de sua natureza e de sua conformagio. Entretanto, tal fendmeno pode ser
empiricamente tratado considerando-se a existéncia de uma curva de relaxagao superposta ao
sinal medido e dessuperpondo-a de forma a limpar o sinal. Tal procedimento ¢
essencialmente empirico, porém foi aplicado ao Sistema 4 com sucesso (este sistema foi
escolhido por ter um conjunto completo de dados em termos das concentragbes e

temperaturas propostas para estudo). A metodologia empregada foi a seguinte:

v Corrige-se os efeitos de concentragao e temperatura, como anteriormente.

v Aplica-se aos sinais contaminados pela relaxagao um deslocamento vertical para que todos
os testes em exame apresentem forgas normais positivas (figura 16). Tal deslocamento €
empirico, porém & feito observando-se a tendéncia apresentada pelas curvas menos
contaminadas, de forma que 0s sinais, corrigidos por um deslocamento horizontal, se
superponham.

v Em gréfico log-log, traga-se uma reta tangente & parte inicial da curva resultante, que é
descendente e que sera considerada a curva de relaxagao deste conjunto de testes.

v Dessuperpde-se do sinal original a curva de relaxagao. Com os novos valores de forga
normal (figura 17) calculam-se as diferengas entre tensoes e os coeficientes de tensao
normal. Alguns pontos da curva descendente serao perdidos devido ao ajuste da tangente,
os pontos da curva ascendente, principalmente os finais, praticamente nao sofrerao
modificagao significativa.

Tal metodologia tem duas varidveis de ajuste: o deslocamento vertical € a tangente de

relaxagdo. Tais variaveis sdo ajustadas de forma a se obter pardmetros compativeis com 0s

obtidos através de outros métodos indiretos, que serdo descritos posteriormente.
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Fig. 16 Grdfico de log (F,) x log (taxa) apos deslocamento vertical.
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Fig. 17 Grdfico de log (F, ) x log (taxa) apos dessuperposicdo da relaxacao.
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5. Analise dos Resultados

Este capitulo esta dividido em cinco partes, cada qual destinada ao estudo de aspectos
especificos: a viscosidade, os pardmetros dinimicos, os coeficientes de tensdo normal, a
evolugdo dos parimetros com a temperatura e a concentragao, € a evolugdo dos parimetros
com o tempo. Os dados obtidos experimentalmente foram processados e organizados na
forma descrita no capitulo anterior. Os graficos que a ilustram, em sua maioria, resultam da
condensagdo e agrupamento dos dados para as condigbes normais de operagio, conforme a

técnica de redugao de variaveis anteriormente definida.

5.1 Viscosidade

A medigao de viscosidade foi feita, principalmente, através do software Rotation com
diversas geometrias de fluxo, em regime de fluxo permanente. O soffware de tensio normal
também fornece este pardmetro, oferecendo, porém, recursos graficos e de analise de dados
menos sofisticados, e, do soffware oscilatério, ele pode ser estimado através de correlagio
(Iei de Cox-Merz). A geometria utilizada na maioria dos testes foi a de cilindros coaxiais. Os
dados obtidos foram reduzidos para as condigdes normais de operagao (concentragio de 4,8
g/l e temperatura de 20°C) e ajustados pelo modelo de poténcia, de dois parimetros, e de
Carreau-Yasuda, de cinco parametros.

Os fluidos poliméricos possuem, como caracteristica reologica marcante, a
propriedade de apresentar uma diminuigdo de viscosidade com o aumento da taxa de
cisalhamento (shear-thinning). As curvas de viscosidade em relagdo a esta taxa, em geral

apresentadas em graficos log-log, apresentam uma regido inicial caracterizada por um
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patamar, onde o valor lido de viscosidade recebe o nome de viscosidade inicial (1), ou
viscosidade de taxa nula de cisalhamento, seguida por uma curva descendente cuja inclinagao
(n), neste tipo de grafico, define o expoente do modelo de poténcia, terminando em um novo
patamar que ocorre a elevadas taxas de cisalhamento, cujo valor é denominado de

viscosidade final (n,,), ou viscosidade de taxa infinita de cisalhamento. Em geral, os valores

das viscosidades inicial e final ndo sdo conseguidos em medigbes em regime permanente,
sendo extrapolados de valores conseguidos pela utilizagao de outros métodos de medicdo ou
analise.

A viscosidade é representada no modelo de poténcia pela expressao:

n@) =Ky’

onde n é chamado de indice de comportamento ¢ determinado conforme citado

anteriormente, e K é denominado indice de consisténcia, sendo determinado da extrapolagao

da reta definida por n até a taxa de cisalhamento unitaria, onde se 1€ o correspondente valor
de viscosidade, que é o valor assumido para este indice. Este ¢ o modelo mais utilizado na
pratica por possibilitar um ajuste confiavel da curva de viscosidade na faixa desejada de taxa
de cisalhamento, porém o ajuste conseguido se restringe a esta faixa de taxas e sua
extrapolagio para outras faixas pode levar a erros importantes. O indice K s6 tem significado
fisico quando associado a outros pardmetros, como seréd visto adiante.

O modelos de Carreau-Yasuda ¢ representado pela expressao:

NMNw _ WY ﬂi—l
aene = [+

onde, além dos pardmetros ja definidos, A ¢ uma constante de tempo cujo inverso € um
indicativo da taxa de cisalhamento na qual o efeito de shear-thinning comega a aparecer no

grafico log-log, e a é um parametro de ajuste introduzido por Yasuda, que na expressao
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original proposta por Carreau vale 2, cujo valor, conforme citagdes na literatura, é
relacionado ao peso molecular do polimero testado.

O modelo de poténcia pode ser deduzido a partir do modelo de Carreau-Yasuda
quando a viscosidade final pode ser desprezada. Neste caso, o indice de consisténcia pode ser
calculado por:

N~ 0 = K=npat?

A tabela 2 lista o valor destes pardmetros para os sistemas estudados em suas diversas

fases, e nas condigbes normais de operagdo. O valor de K foi calculado de acordo com a

relagdo acima, porém esta pode nao ser a melhor opgao para baixas taxas de cisalhamento .

fase Mo Moo A a n K pH
(Pas) | (Pas) | (s) (-) (-) | (Pas") | médio
Solugao polimérica 0,13 0001 0,01 1 04 1,78 7
Sistema pré-gel 46 0001 023 2 05 96 9 |
1 gel 83 05 01 1,5 03 20 11
Sistema pré-gel 023 0001 0,08 0,9 04 1,09 8
2 gel 14 0001 01 12 055 395 10
Sistema pré-gel 3 0,001 0,5 1 0,35 47 7
3 gel 35 0001 .07 2 05 132 10
Sistema pré-gel 0,13 0,001 0,02 1 0,4 1,55 7
4 gel 2 0001 0,17 2 02 825 10
T Como My, ndo € desprezivel neste caso, este valor de X corresponde a um # = 0.5.

Tab. 2 - Parametros de viscosidade.

Diversos outros modelos empiricos foram desenvolvidos para o ajuste da curva de
viscosidade, citados no capitulo 2 e no apéndice C, porém deve-se sempre ter em
consideragao que se tratam de ajuste empiricos de curvas obtidos para condigdes especificas,
e que mudangas nestas condigdes, em geral, inviabilizam a utilizagio pratica dos mesmos, a

nao ser que tais variagdes estejam previstas em relagdes adicionais.
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Verifica-se, na anélise dos dados da tabela 2, que os sistemas e suas fases
apresentam-se como fluidos distintos, com caracteristicas proprias. Os principais pontos a

serem destacados sao os seguintes:

v O pré-gel do Sistema 4 tem um comportamento reologico similar ao apresentado pela
solugao polimérica, o que € conseqliéncia de seu tamponamento que, praticamente, ndo
altera o pH da solugdo. Ja o Sistema 1 apresenta um pré-gel com parametros elevados, e
com razoavel grau de gelificagéo devido ao alto valor de pH que atinge.

v O pré-gel do Sistema 2 apresenta caracteristicas proximas as do Sistema 4, porém sua
constante de tempo € maior, implicando um inicio da faixa de shear-thinning em taxas de
cisalhamento menores. Seu tamponamento eleva o nivel de pH do fluido, o que implica um
determinado grau de gelificagéo, porém, tal observagao pratica nao se reflete nos
parametros medidos.

v O contréario é observado no pré-gel do Sistema 3, que apresenta valores elevados para os
parametros medidos, embora seu pH se mantenha praticamente neutro e nao seja
observado sinal aparente de gelificagao. Os dois Gltimos itens mostram que néo se deve
associar diretamente os conceitos de viscosidade e gelificagao pois representam fenémenos
diversos, um associado ao movimento do fluido, e 0 outro, & sua estrutura molecular.

v O gel do Sistema 1 é o Gnico fluido que nio apresenta uma viscosidade final (Moo
extrapolavel para a do solvente original, a 4gua, embora ndo se disponha de dados
suficientes, com excess&o da solugao polimérica e do gel do Sistema 4, para garantir tal fato
ou que os demais fluidos tendam para este limite.

v Os trés géis que possuem o Boro em sua composi¢ao (Sistemas 1, 2 e 3) tém curvas de
viscosidade proximas, com perfis similares. O gel do Sistema 4 apresenta perfil diferenciado,
sendo que, em altas taxas de cisalhamento, as curvas do gel e do pré-gel deste sistema se
confundem, conforme podera ser verificado nas curvas apresentadas a seqguir.

v Em termos de bombeamento, os pré-géis dos sistemas 2 e 4 apresentaram menores

viscosidades em altas taxas de cisalhamento, o que implica menor perda de poténcia na
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coluna durante uma operagéo de fraturamento. Dentro da fratura, onde sdo esperadas
baixas taxas de cisalhamento, o gel de melhor desempenho foi o do Sistema 4.

v Os géis apresentaram tendéncia a subir pela haste do cilindro interno (rod-climbing) durante
as medigbes, que é um efeito comumente observado em fluidos poliméricos resultante da
acao das tensdes normais induzidas nos fluidos pelo seu escoamento. A excegdo do gel do
Sistema 4, que permitiu testes no reogonidmetro, os demais tiveram que ser testados no

Haake - M5, onde o cisalhamento dos fluidos ocorre em ambiente confinado.

v Conforme anotado por GRAESSLEY [in (163)], a constante de tempo A, combinada ao

parametro a podem dar informagGes sobre a estrutura molecular da solugao polimérica;
quanto maior o valor desta constante, menos linear (ou mais ramificada) ela sera, e maior a

probabilidade de ocorréncia de entanglements.

Nas péaginas seguintes estdo dispostas as curvas de viscosidade (figuras 18 a 26)
levantadas em testes. Na faixa de baixas taxas de cisalhamento, as curvas foram
complementadas com dados de viscosidade complexa (n*), comprovando a regra de
Cox-Merz (Apéndice C) para os fluidos estudados, e pela curva relativa ao modelo de

Carreau-Yasuda ajustada para cada fluido, todas para as condigdes normais de operagio,
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Fig. 18 Curva de viscosidade para a solugdo polimérica.
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viscosidade (Pas)

viscosidade (Pa s)

Fig. 19
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Curvas de viscosidade para o Sistema 1: (acima) pré-gel, (abaixo) gel.
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Fig. 20 Curvas de viscosidade para o Sistema 2: (acima) pré-gel, (abaixo) gel.

76



3. Analise de Resultados

100[*1—:
A

7 1.00E+0 —
o =
o ]
" )
= o
O
o
w1 &
o
O
73]
S 1.006-1—

1.00E-2 [ T T T T T T T

1.00E-1 1.00640 1.00E+1 1.00F +2 1.00E+3

01(w ou v)

1.00E+1 3

1.00E+0 —

viscosidade (Pa s)

NSRRI, IR S 'Y S L (0N 1L

1.00E=1— T T T T T T T T

1.00E+0 1.00E+1 J00E+2 100643 1.00E +4
alw ou ¥)

Fig. 21 Curvas de viscosidade para o Sistema 3: (acima) pré-gel, (abaixo) gel.
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Fig. 22 Curvas de viscosidade para o Sistema 4. (acima) pré-gel, (abaixo) gel.
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5.2 Parémetros dindmicos

Os testes para obtengao dos parametros dindmicos foram feitos com as geometrias de
cilindros coaxiais e placa-placa. Nesta wltima, a distancia entre os discos foi fixada em Imm.
A faixa de freqiiéncias aceita pelo reogonidmetro é de 0.01 a 10 Hz, e o angulo de
deformagao escolhido foi de 4°. O equipamento automaticamente conduz os testes variando a
frequéncia dentro da faixa estabelecida: sio aplicadas deformagdes oscilatérias a amostra de
fluido e medidas as tensdes oscilatérias resultantes (magnitude e fase); tais dados sdo
processados através de analise de Fourier, fornecendo o médulo complexo (G*) e a tangente

de perda (fg 8). A partir destes parimetros sdo calculados os demais:

¢

. Y =voexp(iwt) = 1=T1pexp(iwt+ )
IGl=50s  I'1=%; WwI=%
i G* G"+IG” G'=|6" IcosES G = IG |cos &
n'=n'-im"; /=%, =g
_ gl il y_ ﬂ_G”
J=F +1J, J_IG'i’ J G

Duas importantes expressdes relacionam os parimetros dinimicos aos parametros

obtidos em regime permanente de escoamento:

Mo =lim T]'(“)
w—0 onde .12 =lim J/(w) = conformagao recuperavel.

A conformagio inicial (ou recuperavel) nem sempre € observada na curva de J'(w) devido
aos fenémenos de memodria e de relaxagio observados, em geral, na faixa inicial de
frequiéncias.

Dois tipos de andlise serdo feitos com os resultados obtidos nos testes dinamicos,
baseados nos gréficos obtidos para as condi¢des normais de Operagao: por parametros e por

fluidos. Sobre o comportamento dos pardmetros dindmicos, destacam-se os seguintes pontos:
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v A figuras 23 mostra a evolugao dos parametros basicos, G* e tg &, para os pré-géis
(incluindo a solugao polimérica). A amplitude do médulo complexo, conforme definido
anteriormente, representa a razao entre a tensdo medida e a deformagao imposta, enquanto
que a tangente de perda resulta da relagdo entre os componentes do moédulo e expressa a
relagdo entre as energias perdida e acumulada em uma deformagao ciclica. Verifica-se que
0 modulo complexo do pré-gel do Sistema 4 tem, praticamente, 0 mesmo comportamento
que o observado na solugao polimérica, € um pouco inferior ao do Sistema 2. O médulo do
pré-gel do Sistema 1 apresenta o0 mesmo perfil que o da solugdo polimérica, porém tem valor
cerca de dez vezes maior; e o pré-gel do Sistema 3 tem um comportamento diferenciado
neste parametro, similar ao que sera descrito para os géis. O perfil esperado para a curva da
amplitude do modulo complexo assemelha-se ao apresentado pelo Sistema 1. O patamar
inicial verificado na curva da solugdo polimérica e as curvas descendentes observadas nos
outros pré-géis indicam um forte componente de rigidez: durante os testes verifica-se, na
faixa de baixas freqiiéncias, que o fluido se comporta como um sélido, apresentando forte
reagao ao cisalhamento, que € atenuada com o aumento de frequéncia. Portanto, esta parte
descendente das curvas pode ser interpretada como uma espécie de relaxagao destes

fluidos.
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Fig. 23 Pré-gel - (acima) médulo complexo, (abaixo) tangente de perda.
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v Os perfis das curvas de tangente de perda dos pré-géis seguem padrbes descritos na
literatura; das curvas mostradas na Figura 23 (abaixo), a referente ao Sistema 1 tem o
comportamento esperado para este parametro, ou seja, uma parte inicial descendente,
guando ele se comporta de forma inversamente proporcional a frequéncia, passando por um
minimo e seguindo para um méaximo bem delimitado, que pode se desenvolver em forma de
patamar, e de uma nova regido descendente que pode conter um novo minimo. Esta
aparente oscilagdo da tangente de perda deve se localizar, segundo a literatura e o
observado nas curvas, em torno do valor unitério da tangente.

v A figura 24 (acima) mostra a curva do médulo de armazenamento, G'(w), que é definida
como a razao entre a tensao em fase com a deformacéao e a deformagao, em um
cisalhamento oscilatério. Ele mede a energia armazenada e recuperada por ciclo. Uma das
propriedades deste médulo é a sua reciprocidade gréfica com o module de relaxagao, G(f),
que mostra a evolugao da razao tensao-deformagao com o tempo, ou seja, ambos o0s
modulos apresentam resultados similares considerando-se t= 1/w. Como para o médulo
complexo, verifica-se que os sistemas 2 e 4 apresentam curvas similares a da solucao
polimérica e os sistemas 1 e 3 apresentam curvas diferenciadas. Novamente, o efeito de
relaxacao anteriormente citado aparece na faixa inicial de freqiéncias. Segundo a literatura,
este médulo deve se anular quando a frequéncia tende a zero e deve apresentar, na faixa de
baixas fregléncias, uma tangente a curva de valor 2 (em gréfico log-log), 0 que pode ser
notado na tendéncia exibida apés a inflexdo das curvas que apresentam tal relaxacgao.

v O médulo de perda, G"(w) é apresentado na figura 24 (abaixo) para os pré-géis analisados.
Tal modulo & definido pela razdo entre a tensao defasada de 90° em relagao a deformagao e
a deformacao, e mede a energia dissipada, ou perdida, por ciclo. A analise do
comportamento das curvas é similar ao item anterior. Este modulo deve se anular quando a
frequéncia tender a zero e deve ser proporcional & frequéncia na faixa de baixas frequiéncias

(tangente a curva = 1).
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Fig. 24 Pré-gel - modulos de (acima) armazenamento e (abaixo) de perda.
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v Os componentes da viscosidade complexa dos pré-géis estdo grafados na figura 25. A parte
real ¢ denominada viscosidade dinamica e a imaginaria é chamada, por alguns autores, de
elasticidade™"%?. As descrigbes efetuadas anteriormente para os componentes do médulo
complexo podem ser estendidas para os componentes da viscosidade, pois sao similares
(conforme suas definigbes). A importancia da viscosidade complexa reside na lei de

Cox-Merz (Apéndice C), vélida para os fluidos em estudo conforme mostrado anteriormente,

e na obtengao de um valor confiavel para a viscosidade inicial (1,) através do limite da
viscosidade dinamica quando a frequéncia tende a zero. Fornece, também, uma estimativa
para o comportamento do primeiro coeficiente de tensdo normal através da regra de Laun
(Apéndice C).

v O parametro conformagao é pouco utilizado na descrigao reoldgica de liquidos poliméricos,
mas tem grande importancia no caso dos polimeros fundidos. A amplitude da conformacgao
complexa € definida como a razéo entre a deformagao medida e a tens&o cisalhante imposta
a uma amostra. Seus componentes sao denominados conformagao de armazenamento,
J(w), e de perda, J"(w), que sao definidos de forma similar aos componentes do mddulo
complexo (vide definigbes no inicio desta se¢ao). No caso dos fluidos examinados, os
parametros de conformagac foram obtidos a partir de suas definigbes analiticas, e nao de
sua determinagao experimental. As curvas destes parametros para 0s pré-géis estao
mostradas na figura 26. Como no caso do médulo de armazenamento, a conformagao de
armazenamento pode ser utilizada para a obtengao do parametro J(t), que descreve o
comportamento, ao longo do tempo, da deformagéo determinada pela aplicagao de uma
tens&o cisalhante constante. O valor de J,° € obtido do patamar inicial observado na curva de
J(w) na faixa de baixas freqliéncias, e ¢ utilizado para a estimativa do valor inicial do
primeiro coeficiente de tensao normal (vide inicio desta segdo), porém encontra-se, em geral,
mascarada pelo efeito de relaxagado ja citado. A curva de J'(w) pode ser utilizada para

estimar o valor da viscosidade inicial pois, para baixas freqiiéncias J” (w) = 'ﬁ"%ﬁ
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v As figura 27-30 apresentam os mesmos gréaficos anteriores para os géis testados. Nota-se
que as curvas de tangente de perda apresentam perfis similares aos verificados nos
pré-géis. O mesmo ocorre com as amplitudes do médulo complexo, porém com valores
muito maiores (entre 10 e 100 vezes maiores) que 0s observados para os pré-géis. O efeito
de relaxagdo constatado anteriormente se repete com maior intensidade, e, novamente, as
curvas que mais se aproximam aos padroes esperados referem-se ao Sistema 1. Tal

relaxagao contamina os sinais na faixa de baixas frequiéncias e compromete a obteng&o de
parametros iniciais, n° e J.°, confidveis, principalmente no caso deste ultimo, que é definido
no inicio desta faixa. Tais parametros est&o sintetizados na tabela 3, e foram estimados com
0 auxilio das figuras 32-35 além das j& citadas. Os dados de conformagao inicial foram

obtidos, em geral, de extrapolagbes das curvas obtidas, sendo, por isso, pouco confiaveis.

pré-gel gel

fluido Jo J°

(Pg?s) (1/Pa) (Pgt.)s) (1/Pa)
Solugéo 0,13 1,3 - -

Sistema 1 46 0,2 8,3 0,07
Sistema 2 0,23 0,6 14 0.07'
Sistema 3 3 0.1 3,5 0,03

Sistema 4 0,13 1 2 0.3

Tab. 3 - Pardmetros iniciais dinamicos.
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Fig. 29 Gel: (acima) viscosidade dindmica e (abaixo) elasticidade.
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Uma outra forma de caracterizagao reoldgica dindmica de fluidos poliméricos descrita
na literatura ¢ dada pela andlise conjunta dos componentes do médulo complexo. Tal analise
¢ comparativa, tomando por base os dados tedricos obtidos do desenvolvimento analitico
para solugdes poliméricas infinitamente diluidas (teoria de Rouse) ¢ de sua extensio para as

solugdes concentradas.
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Fig 31 Teoria de Rouse - Comportamento tedrico dos componentes do médulo complexo.
Observe-se na figura 31 o comportamento dos componentes do médulo complexo
contra a frequéncia (todos os valores estio reduzidos conforme a teoria): 0 médulo de perda
(G") ndo apresenta variagdo significativa; o médulo de armazenamento (G') possui valores
inferiores aos observados no médulo de perda na fase pré-gel e valores superiores (€ em
ordenadas reduzidas, sempre positivos) na fase gel. Esta ¢ a principal mudanga a ser esperada

(figuras 32 - 35) devido a reticulagio.
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A figura 32 mostra o comportamento dos componentes do médulo complexo para a
solugdo polimérica e para o Sistema 1 (pré-gel e gel). No casos deste sistema, verifica-se uma
boa concordancia com a figura 31, baseada na adaptagdo da teoria de Rouse para solugdes
concentradas. Embora as curvas experimentais mostrem alguma variagao, em termos médios
as duas figuras se equivalem'. Nas curvas da solugdo polimérica nota-se, na faixa
intermediaria de freqiiéncias, um patamar que define, segundo a literatura, a zona de platd,
que é uma das regides onde se identifica a existéncia de entanglements, que sao
caracterizados pelo entrelagamento das curvas dos componentes, o que pode ser verificado
para a faixa nesta zona.

O efeito de entanglements pode também ser verificado nas curvas dos sistemas
mostradas a seguir (figuras 33 - 36), para os componentes do modulo complexo. Nestas,
foram superpostas as curvas para os pré-géis e os géis dos sistemas 1, 2, 3 e 4, mostrando
que, também para as fases, a propriedade de redugdao de variaveis é valida, porém as
constantes de deslocamento dos eixos varia de sistema para sistema, sendo, provavelmente,
dependente da estrutura molecular de cada um deles (somente o Sistema 1 ndo apresentou o
perfil esperado para suas curvas, sendo seus eixos quase coincidentes). Tal superposigao
permite uma grande extensdo destas curvas, possibilitando a visualizagdo das principais
regides reoldgicas definidas para os fluidos poliméricos, perfeitamente definidas nas curvas
dos Sistema 2 e 4: na regido de baixas freqiéncias, denominada rerminal, G'(w) € muito
menor que G"(w) e a resposta viscosa predomina (esta regido nio foi detectada nos dados
obtidos para o Sistema 3); na regido intermediaria, chamada platé, G'(w) torna-se maior que
G"(w) e este patamar é denominado, na literatura, de moédulo de platd; a seguir ocorre a zona

de transi¢do, onde a tendéncia é novamente revertida e as curvas tendem a seguir

T Os valores das coordenadas nio coincidem pois a reducdo de varidveis, na teoria de Rouse, €

absoluta.
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paralelamente, terminando na zona vitrea, onde, em geral, G"(w) tende a decrescer
abruptamente, conforme pode ser verificado nos sistemas 1, 3 e 4, cruzando novamente a
curva de G'(w).

O principio da superposigdo de Boltzmann, definido por:

G'wWy=wl; G()sinwrdr
G"(w)y=w][; G(t) coswtdt

onde G(7) ¢ o modulo de relaxagio do fluido, explica convenientemente tais comportamentos.
Na regio terminal, 0 médulo de armazenamento deve se desenvolver proporcionalmente ao
quadrado da freqiiéncia, ¢ o méddulo de perda, proporcionalmente a freqiiéncia, tendo

inclinagdes de valor 2 e 1 no grafico log-log. O médulo de plat6 € dado por:
GNO = %I: Gg(w)dln w
e define o patamar inicial da zona de transigio.

Conforme citado, dois outros importantes pardmetros podem ser estimados a partir

destas curvas: a viscosidade inicial e a conformagio recuperavel, dadas por

.,
No =lim G“(.M) e Je :-—]-

. Gl(w
5 lim £y
w—() Mg w—0

w2

Maiores detalhes a respeito do comportamento reologico e fisico-quimico destas
regides podem ser encontrados em FERRY ou GRAESSLEY [in (163)]. Estas Gltimas quatro
figuras mostram que a técnica de redugdo de variveis pode ser estendida para as
modificagdes estruturais do tipo sol-gel, e tal constatacdo, experimental, nio encontra
citagdo na literatura consultada sobre o assunto. A determinagao dos fatores de reducio neste
caso requer um estudo mais aprofundado sobre as estruturas moleculares dos fluidos
estudados, visto que a gelificagio resulta em uma grande elevagdo de suas massas

moleculares.
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5.3 Coeficientes de tensdo normal

Conforme discutido no capitulo anterior, o efeito de relaxagdao observado no inicio
dos testes da maioria dos experimentos efetuados se apresenta mais fortemente nas medigoes
dos coeficientes de tensio normal. Dos sistemas estudados, somente o Sistema 2,
principalmente na fase gel, forneceu dados em que tal efeito ndao comprometeu o perfil das
curvas geradas, permitindo o processamento direto das medigdes efetuadas. Deste modo,
foram concentrados neste sistema os esforgos para o devido equacionamento dos coeficientes
de tensdao normal deste tipo de fluido. Tal equacionamento foi, posteriormente, estendido ao
Sistema 4, escolhido por ter um conjunto mais completo de dados, que teve suas curvas
reprocessadas com o objetivo de atenuar os efeitos dessa relaxagao e permitir a comprovagao
dos resultados obtidos com o Sistema 2 e sua extrapolagdo para os demais sistemas.

O primeiro coeficiente de tensao normal (¥,) tem perfil similar ao da viscosidade,
com um patamar inicial, em gréfico log-log, que define seu valor inicial, ¥, ,, e uma regido
de poténcia, caracterizada por uma curva descendente neste tipo de grafico, que pode ser
aproximada por uma reta, a qual possui, em geral, declividade maior que a observada na
curva de viscosidade. Aparentemente, o primeiro coeficiente nio possui um patamar final
definido, como o verificado na viscosidade.

O primeiro coeficiente de tensdao normal pode ser obtido de correlagdes empiricas
com os outros pardmetros reoldgicos’® ¢V Diversas correlagdes estio listadas na literatura,
sendo que trés metodologias, em especial, foram utilizadas neste trabalho: o teste de recuo
forgado (constrained recoil), em que uma amostra submetida a uma taxa de cisalhamento
constante temn, subitamente, tal taxa reduzida a zero, e que fornece uma estimativa para o
valor inicial deste paridmetro; a regra de Laun, aniloga a regra de Cox-Merz (Apéndice C),

que relaciona este coeficiente a parametros de testes dinamicos; e o método de Wagner, que
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expressa este parametro em fungdo da primeira derivada da curva de viscosidade obtida em
regime permanente. Tais relagdes, nesta ordem, sdo expressas por:

¥ 0=2nJe

. e n 707
1) = 22502 1+ (&7 ]

W=y
¥, (9) = -+ 0

Para o segundo coeficiente de tensdo normal ndo sio encontradas, na literatura,
correlagdes consideradas confidveis, pois tal parametro ndo foi, ainda, tio extensivamente
estudado em laboratério quanto o primeiro coeficiente e a viscosidade. Sabe-se que sua
amplitude € menor que a do primeiro coeficiente (estima-se que este é, aproximadamente,
10% daquele), e que € negativo. Por muito tempo o mesmo foi considerado nulo, o que
implica 1, = 1_, que € uma relagdo conhecida por hipdtese de Weissemberg, porém sabe-se,
atualmente, que esta ndo € correta. Dos experimentos disponiveis verifica-se que o segundo
coeficiente possui uma regiao de poténcia bem definida, em geral com declividade maior que
a observada no primeiro coeficiente, porém seus patamares inicial e final ndo sido detectados
facilmente devido a dificuldade de obtengdo de dados destes pardmetros nas regides de baixa
e alta taxas de cisalhamento.

As figuras 5.20 e 5.21 mostram os resultados medidos para as diferencgas de tensdes

normais e para seus coeficientes relativos ao Sistema 2, nas fases pré-gel e gel.

101



5. Analise dos Resultados

1.00E+ 2 — &
2 Op
— DD a
= Bo
o
| g
Va4, 6
=i x
ED o 5= #
x
1.00E+1 —] DHQ- i X ¥
— a
=1 »
—_— — x -
g ] x :
] - o
2 )
o
[
1.00E+0— [s]
7 c
7] o
1.00E-1 T T T T T T T
1.00E+0 1OPE+T ., . OE+2 1.00E+3
axa de cisalhamento (/8]
1.00E+4 —
1 DDE+3—
™ N
&
é i
[ =
@ -
—
1.00E+2—]
< 8
o
1.00E+1 T T-TFET B SR S R B T T TTTTh
I ! I
1 DDE+0 1.0pE+1 . . DE+2 1.00E+3
?axa de cisalhamento msi

Fig. 37 - Sistema 2: Diferencas de tensées normais (acima) pré-gel, (abaixo) gel.
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Foram incluidos nestes graficos os dados de tensdo cisalhante e viscosidade para
efeito de comparagio. Verifica-se nos gréficos de tensdo a importancia do estudo do efeito
das tensdes normais nestes fluidos: a primeira diferenga de tensdes assume valores bem
superiores a tensdo cisalhante e a segunda diferenca se mantém aproximadamente em um
patamar, com valores da ordem da tensdo cisalhante. Nos graficos dos coeficientes de tensao
normal foram tracadas duas curvas empiricas, a primeira referente ao método proposto por
Wagner, onde o primeiro coeficiente é considerado proporcional a primeira derivada da
viscosidade, definida pelo modelo de Carreau-Yasuda, ¢ a segunda, proposta neste trabalho,
em que o segundo coeficiente é considerado proporcional a segunda derivada da viscosidade.

Tal proposigio resulta da analise gréfica dos dados obtidos, onde verificou-se que a
regido de poténcia dos coeficientes apresentavam declividades, em grificos conjuntos ou de
testes individuais, que confirmavam esta regra. A partir do modelo de Carreau-Yasuda

tem-se:

i -4 - . . n=1
Mp=ro; Yp=A = mp=(+7p)"

dnp .a-1 a8 po1 VD

——=(n-1 1+ 0 m e

& ( )YD ( YD) D |+’¥ZT]D
dnp _ p- (a-1)ip+ (n-2)ip _ n-2{ a-1 N b ) dnp
& 1 0wsr 0 i \n2 1wip) o

Tomando-se a = 2 (modelo de Carreau), estas expressoes sdo simplificadas para:

YD d*np 1+ (n-2)ip
(h—1)——np; =l 1)— 5=
)mi} #Hp ¢ (1+1p)*

{1 +42Y7 . o
nop (1+YD) * @ nMp

Para a = 1, presente na solugao polimérica, na maioria dos pré-géis, e podendo ser tomado

como o valor mais significativo para este pardmetro nos fluidos analisados, tem-se

o dnp  n-1 dEnp _ (n-1)(n-2)
=(1+ 1. 2= A ; =
no=(+1D)" F TN T T P

Para o modelo de poténcia a simplificagao ¢ mais significativa:
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2
n=Ky™t o L= @- DKy, = (1= - 2Ky

Das definigdes e das consideragdes anteriores, para o modelo de poténcia:

Tyx = —NYyx = K"

= . f____ _ ]d‘rl
¥ =K17"2= g =
Ny =txx*'5n':_q’1'}-’)%x ; 2
5 ¥ =Kyp"' 2 = —ﬁd,—?
N2 = Ty} —Tzz = "‘}’2}"}4‘ dY
Destas equagdes obtém-se
K
n=n’=n"+1; c=%(]—n); d:,f—z(l—n)(zw):cfz'-(z—n)

Os valores de K, e K, estimados através da anilise de comportamento assintético,

para taxas de cisalhamento elevadas, das expressdes completas deduzidas para os coeficientes

de tensao normal fornecem os mesmos resultados acima. Portanto,

|"

K=mnoam!
-1 = -1K
) Ky =-"Fmoan2 = 21K
L K2 - _(H—])(n—z)nox”_g - _(n—l](n—-2)£

d d 22
Tal resultado unifica a teoria utilizada e mostra que, caso se expresse a lei de poténcia

Ou a equagdo de Carreau-Yasuda em uma forma adimensional conveniente, as mesmas

podem ser compactadas e generalizadas em uma formulagdo tinica que pode ser estendida

para outros modelos empiricos:

Ay

(modelo de poténcia)
L ) I
NMbp = To-—TNw > Th=

- n—1
= Mp=7p
[1+(A7)°]"*  (Carreau-Yasuda)

A partir das relagdes encontradas é possivel a obtengdo de expressdes simplificadas

para os gradientes de pressio formulados no capitulo anterior. Desta forma,

_ 2X(2n+]_9_0\"
VPU B W_ok 2n hw%)
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I =]
o 2K (2net a0 N _ 1 (=020 2k e ag T

VPN:TWUKQ'" hw%)

_ 22(n=1)2(n-2) 2w}
VPN =-VP0o gm0

a2 i)

Vpr=Vpo+Vpy = Vpo[l #

A2(1-n)*(2-n) 2hWg

d@2n+l) 90

)

As curvas 5.22 e 5.23 mostram os resultados conseguidos pelo re-processamento,

conforme o capitulo anterior, para os dados do Sistema 4. O segundo coeficiente de tensao

normal é negativo, conforme mencionado na literatura, e estd apresentado em modulo nas

curvas.
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Fig. 39 - Sistema 4: Diferengas de tensées normais (acima) pré-gel, (abaixo) gel.
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Uma caracteristica visivel nas curvas tedricas presentes nos graficos dos coeficientes
de tensdo normal é que os valores iniciais do primeiro e segundo coeficientes, Y 8%,
tendem a valores proximos, e que as maiores discrepancias entre os valores medidos e os
tedricos, conforme citado na literatura, também ocorre na regido em que estes valores iniciais
sao definidos, ou seja, na faixa inicial de taxas de cisalhamento. Devido a este fato, o modelo
empirico mais recomendado para utilizagio em aplicacdes € o de poténcia, por ser o mais
simples e bastante representativo na regiio de poténcia, onde os valores tedricos e medidos
nao apresentam desvios significativos, exceto no caso do pré-gel do Sistema 4. Nota-se
inclusive, principalmente nas curvas do segundo coeficiente, que a lei de poténcia representa
melhor a tendéncia dos pontos obtidos na faixa de baixas taxas de cisalhamento.

A expressdo para o valor inicial do primeiro coeficiente de tensio normal extraida do
teste de recuo forgado nio foi utilizada, pois o valor de J.° ndo péde ser extraido da curva de
J'(w) de forma confiavel. A lei de Laun nio apresentou boa correlagdo com os primeiros
coeficientes de tensio normal, contrariamente ao que foi verificado com a lei de Cox-Merz
em relagdo a viscosidade. Como o modelo de Wagner mostrou-se representativo para estes
coeficientes, a expressio que se apresenta como a mais recomendavel para a relagdo entre
este coeficiente e os pardmetros dinimicos resulta da combinagio destes dois empirismo, ou

seja,

Yid) ==z 50|

onde o valor da constante ¢ deve ser estimada a partir de dados experimentais . De maneira

similar, o segundo coeficiente de tensio normal, para estes flui dos, pode ser aproximado por:

yo 1.
¥a) == jaon'o)|

A tabela 4 resume os dados medidos nos experimentos de tensio normal efetuados:
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Sistema 2 Sistema 4
pré-gel gel pré-gel gel
viscosidade | =1,088776 |n=39457y04 [n=1,5547y06 |n=8 2547708
primeiro coeficiente |¥; = 9y~ 1.6 ¥, =115¢y714 |9, =7y716 ¥, =22¢"18
segundo coeficiente | ¥y = —1754726 | ¥, = —26007245 | ¥, = 350726 | ¥, = 410728

c 0,0725 0,1544 0,1332 0,3

d 0,0097 0,0099 0,004262 0,029
c/h 0,967 1,544 8,325 1,765
d/a? 1,061 0,99 16,65 1,003

Tab. 4 - Dados relativos aos experimentos de tensao normal.

Os valores contidos nas duas ultimas linhas da tabela resultam de uma observagao
pratica efetuada durante a analise dos dados do Sistema 2, que foi examinado inicialmente
devido a consisténcia de seus dados. Verificou-se que os valores dos parametros ¢ € d se
aproximavam dos valores de A e A? respectivamente. Quando foram examinados os dados do
Sistema 4, os valores destas constantes para o gel seguiram a mesma tendéncia, porém o
mesmo nao foi confirmado para o pré-gel. Porém, conforme citado anteriormente, o pré-gel
do Sistema 2 apresenta uma evidente gelificagio, comum aos sistemas reticulados por
boratos, 0 que nao ocorre com o pré-gel do Sistema 4, que apresenta um comportamento
neutro, similar ao da solugdo polimérica. Tais observagdes levam a hipotese de que tais
aproximagdes podem ser adequadas aos sistemas baseados no HPG que apresentam
gelificagido, o que depende de uma confirmagdo posterior, através da analise de uma maior
quantidade de informagdes.

Para efeito de aproximagao, para estes géis podem ser considerados os valores:

cxal

d~A?
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5.4 Evolugao dos parametros reoldgicos com a temperatura e a concentragdo.

Nesta segdo serdo desenvolvidas tabelas e relagbes que permitam estender a validade
dos pardmetros reoldgicos para condigdes diferentes das condigdes normais de operacio.
Conforme mostrado anteriormente, os graficos de parametros obtidos sio compostos pelo
deslocamento dos dados experimentais através de fatores calculados a partir da teoria
molecular para solugdes poliméricas diluidas. Nesta teoria, os modulos intrinsecos sio

; ; cRT ; A .
reduzidos teoricamente pelo fator "M > € esta € a base para a obtengio dos demais fatores

envolvidos.

A redugao dos modulos e das conformagdes é feita pelo fator fp = % . A redugdo da
abscissa (taxa de cisalhamento ou frequéncia) ¢ feita através do pardmetro a;, que é fungio
do tempo de relaxagio especifico do material, e que pode ser escrita a partir do fator acima
multiplicando-o pela razio entre a viscosidade inicial nas condigdes experimentais e nas
condigbes de operagdo. Na pratica, utilizou-se, para a abscissa, o mesmo fator da ordenada
acrescido de um deslocamento horizontal, que substituiu a razio entre as viscosidades
iniciais, pois o aumento da complexidade estrutural do fluido provocado por sua
(pré-)gelificagdo introduz modificagdes neste relacionamento, além da compensagio
necessaria para a corre¢ao de imprecisdes de leitura e dosagem durante os experimentos.

Uma caracteristica muito importante apresentada por estes fluidos é conhecida por
memoria, que traduz a influéncia do tempo de exposi¢do a que sdo submetidos, e que sera
detalhada na préxima secdo. Resumidamente, o efeito de meméria atenua os parametros
reologicos e implica um deslocamento adicional de suas curvas para a obtengdo das curvas
conjuntas. O parametros que melhor reflete este efeito ¢ a constante de tempo A presente no
modelo de Carreau: quanto menor seu valor, menor a memoria do fluido. Um fluido

newtoniano possui A nulo e, portanto, ndo tem memoria’. Os dois fluidos com menor
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constante de tempo estudados sdo a solugao polimérica e o pré-gel do Sistema 4 que,
praticamente, se comportam da mesma forma. Em tais fluidos, este efeito pode ser
desprezado na obtengdo de relagdes validas que caracterizem a influéncia da temperatura e
concentragao nos parametros reoldgicos, e, posteriormente, extrapolados aos demais fluidos
analisados.

A tabela 5 apresenta os fatores utilizados para corregdo de temperatura e concentragao

nos testes dinamicos da solugao polimérica.

Temperatura 20 30 40 50
(°C)

Concentragdo| a; a, a; a ar a, a, a,
(9/)
24 2 16 193 1547 1,69 14,98 1,45 14,51
3,6 1,33 3,2 1,1 322 | 0,94 3 0,85 2,9
4,8 1 1 087 097 | 0,75 094 | 064 091

6 0.8 0,44 0,7 0,43 0.6 0.41 0,51 0,33

Tab. 5 - Fatores de redugdo para a solugao polimérica.

O pardmetro a,, na tabela, ¢ proporcional ao fator f; anteriormente definido.

Graficamente, tais fatores podem ser visualizados nas figuras4l ae b .

t Para A nulo o modelo de Carreau se reduza 1 =",
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Solugdo Polimérica - frequéncia
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Solugédo Polimérica - médulo

c (Ib/Mgal) 50

Fig 41 Fatores de corregdo para (a) a frequéncia e (b) 0 médulo complexo.
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Verifica-se, a partir dos dados tabulados, que os pardmetros a, e a, podem ser escritos

em fungéo de f, como:

¥
fa= coZo - ar=Jfr(1- 00

T c
¢ de :fR(T_O)3

Portanto, a corregao dos médulos e das conformagdes é feita multiplicando-se a ordenada
pelo fator f; e a abscissa pelo pardmetro a,, pois, em geral, parte-se de uma determinada
formulagdo de fluido e deseja-se estudar seu comportamento com a variagio de temperatura.
Caso se conhega somente os dados do fluido em concentragio diferente da utilizada, o
parametro a_ pode ser utilizado para a transformagdo, que, neste caso, ¢ isotérmica. Caso se
necessite utilizar os dois pardmetros ao mesmo tempo, os mesmos devem ser multiplicados
porém devera ser usado somente um fator de redugio pois ele ja engloba as duas variaveis

em transformagdo. Neste caso tem-se, de forma generalizada,

T-T,
ag=arac =fp(l - =)D

Fig. 42 Comportamento de a; em relacdo a concentragcdo e temperatura.
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A figura 42 mostra o grafico tri-dimensional do parametro a; em fungio da
concentragao e da temperatura. A relagio conseguida € importante para os fluidos estudados
por permitir a estimativa de seu comportamento a partir de dados conhecidos em uma outra
condigdo de concentragio e temperatura.

Para a viscosidade, a corre¢io da ordenada é diferente pois, por defini¢do, a
viscosidade resulta da razio entre o médulo e a frequéncia (no caso de medidas dinimicas.
Para regime permanente, a abscissa é a taxa de cisalhamento e tal conceito pode ser

estendido, conforme mostrado na literatura. ), implicando que a viscosidade corri gida resulte

n _ 1003

R
nCO!‘T'. = Tl — = " =
ag {]_T_m?)(To}a (100+T5-T) e}

Se a viscosidade for expressa segundo o modelo de Carreau-Yasuta, a corregio pode ser feita
diretamente em seus parametros dividindo-se a viscosidade inicial () pelo fator acima, pois,
em geral, a viscosidade final é a viscosidade do solvente, ndo necessitando, neste caso, de
corregdo, e multiplicando-se sua constante de tempo (A) por a., que serd sua nova constante

de tempo.

Consequientemente, a viscosidade segundo o modelo de poténcia sera dada por:

ﬂ(Y) C Kmr‘r.?”_] onde Koo = T'IO%G(GGM”_] = f_;’K

Tais relagdes empiricas sio validas para a solugdo polimérica estudada, dentro das
faixas de concentragdo e temperatura especificadas na tabela. Neste trabalho, serio utilizadas
para as demais fases dos sistemas estudados devido a complexidade introduzida pelo efeito
de memoria em seus comportamentos reologicos.

Sobre o efeito da temperatura sobre a reologia destes fluidos, foram levantadas,

experimentalmente, as curvas de viscosidade em relagdo a esta variavel para cada fase de
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cada sistema estudado, através do viscosimetro ou, preferencialmente, do reogoniémetro, a
depender da intensidade do efeito de rod-climbing observado.

As figuras 43 a 45 mostram algumas das curvas levantadas para o comportamento da
viscosidade em relagdo a temperatura. Nos testes efetuados para este fim, a amostra foi
submetida a uma taxa de cisalhamento constante e a temperatura foi continuamente variada a
uma taxa média de 1 °C/min. Os dados obtidos sio transientes em relagdo a temperatura e as
taxas de cisalhamento empregadas variaram de caso para caso, a depender do comportamento

da amostra em cada teste. Portanto tais curvas s tém valor para efeito de analise qualitativa.
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Fig. 43 Viscosidade versus temperatura, c = 2,4 g/l : (acima) pré-gel, (abaixo) gel.
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Fig. 44 Viscosidade versus temperatura, ¢ = 4,8 g/l : (acima) pré-gel, (abaixo) gel.
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Estes graficos mostram o comportamento da viscosidade em relagdo ao inverso da
temperatura (em unidade absoluta), que deve apresentar uma tendéncia linear segundo
proposto por Arrhenius. Tal linearidade pode ser aceita com restrigdes, conforme observado

nas curvas. Alguns pontos podem ser destacados:

J/ Os géis 2 base de borato (sistemas 1 e 2) apresentam viscosidade superior aos demais, com
boa estabilidade térmica na faixa de temperaturas testada. O gel do Sistema 1, na
concentracao de 4,8 g/l, foi testado em um ciclo completo de temperatura (subida e descida)
e apresentou o efeito de histerese, com sinais de desestruturag@o observados nos intervalos
onde sua curva apresenta descontinuidade.

J O Sistema 3 apresenta, em geral, comportamento atipico, possivelmente justificado por
tratar-se de um sistema hibrido. Seu pré-gel apresenta alta viscosidade, como o Sistema 1,
com comportamento inverso ao esperado em relagao ao inverso da temperatura; seu gel
mostra degradagao térmica acentuada acima de 50°C.

v O gel do Sistema 4, reticulado por titanato, apresenta boa estabilidade térmica. A elevagdo
de viscosidade com o aumento da temperatura, observada principalmente na concentragao
de 6 g/l foi verificada em diversos testes com 0s fluidos testados. Aparentemente tal
comportamento € similar ao apresentado por solugdes de amido, outro polissacaridio, que

apresenta aumento de viscosidade com aguecimento.
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5.5 Evolugdo dos parémetros reoldgicos com o tempo.

Os fluidos poliméricos apresentam memoria, ou seja, seu estado de tensdes, em
determinado instante de tempo, é determinado pelas condigdes mecanicas e termodinamicas a
que estd submetido e pelos seus estados anteriores de tensdes. Portanto, a determinacdo de
seu estado atual de tensdes depende do conhecimento de seu histérico de tensdes. Esta
condigdo fisica € expressa, matematicamente, pela convolugio, e, para os fluidos, é definida

pela equagao de Boltzmann
t=—f"_Gu-t)What =["_M@e-twa,iat;  M@-1)= ;7(}(: ~1)
onde G(1-1)) € o modulo de relaxagdo e M(t-t') é chamada de fungio memoéria. Tal modelo é

também chamado de principio de superposi¢do de Boltzmann (Apéndice D).

Tal memoria, ou relaxagao, em fluidos pode ser claramente notada na figura abaixo:

100 1
80 4
60 1
taxa de cisalhamento i s
40
] tensdo
20 1
tempo (min)
0 ’ i3 5 ,
0 2 4 6 S

Fig. 46 Efeito de memdria no gel do Sistema 3
Esta figura € bastante representativa do comportamento dos sistemas gelificados em

estudo. Observe-se que o gel, inicialmente, se comporta como um sélido, onde uma pequena
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deformagdo gera uma resposta em tensio muito elevada, atingindo perto de 100 Pa, quando
ocorre uma espécie de fratura ou ruptura estrutural seguida de rapida relaxagio, e, a seguir o
fluido entra em fluxo, acompanhando a variagdo da taxa de cisalhamento, que estd
programada para uma rampa de 0 a 50/s em 1 min. Podem ser observados, ainda neste
estagio, dois outros ajustes estruturais no fluido. No préximo estagio, a taxa de cisalhamento
é mantida constante, 50/s, e a tensdo segue num reajustamento ascendente, partindo de 35 Pa
até atingir a estabilizagao no patamar de 50 Pa.

Outro aspecto interessante neste grafico é sua similaridade com as cartas de pressao -

vazdo gravadas em operagdes de fraturamento hidraulico.

150 7

100

taxa de cisalhamento

Fig. 47 Efeito de relaxagdo no gel do Sistema 1

O efeito de relaxacdo esta mostrado na figura 47, num teste efetuado com o gel do
Sistema 1. Neste teste foram programados quatro degraus de taxa de cisalhamento (de 10 a

40/s) e uma rampa descendente até a taxa nula. Em cada degrau observa-se a relaxagao do
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fluido e a superposigdo destes efeitos. Note-se que ao final da rampa a tensio nio se anula,
mantendo um valor residual que €, posteriormente, relaxado até zero.

O efeito de relaxagio em fluidos pode ser melhor entendido pelo levantamento de seu
espectro. Se o fluido for representado por um numero infinito de elementos de Maxwell (vide
Apéndice D), o resultado sera um espectro continuo onde cada contribui¢do infinitesimal

para a rigidez F dt estara associada a tempos de relaxagdo situados na faixa entre T e T+

dt. O espectro de relaxagao da solugdo polimérica esta mostrado na figura 48.
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Fig. 48 Espectro de relaxacdo da solugao polimérica

O espectro de relaxagdao ¢ uma excelente ferramenta para a visualizagdo das zonas
caracteristicas de um fluido viscoelastico, conforme anotado no grifico, e para sua
classificagdo. FERRY classifica um fluido deste tipo como um polimero amorfo de alto peso
molecular com longos grupos laterais. A partir do espectro os demais parametros reolégicos

podem ser determinados.
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O método utilizado para o calculo do espectro de relaxagao foi proposto por Williams

& Ferry e ¢ dos mais simples encontrado na literatura. A partir do grafico log-log do espectro

de relaxagdo determina-se a declividade negativa da curva, denominada m, e calcula-se o

espectro através das formulas:

.

m<l — <

dlog H(1)
dlogt

l<m<2 >

O calculo por este método ¢ iterativo:

_ /d]c}gG"r
H(t)= AG e i
sin{mZ)
onde A= ——Tz——

— 4/l (y _ dloaG’
H() = A"G'2 - Z= L
Fo sin(mg)

onde = —zfl-f)

inicialmente faz-se A4 = | , encontra-se a

estimativa inicial de H(t) e calcula-se o valor de m. A partir dos valores de m calcula-se os

novos valores de 4 e recalcula-se H(%). A base deste método é o tratamento dos dados através

da transformada de Fourier. Diversos outros métodos, mais complexos e baseados nas

transformadas de Fourier e Laplace, estio disponiveis na literatura® "%,
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Nesta se¢do, o modelo tedrico proposto sera submetido aos resultados obtidos
experimentalmente. Inicialmente serd definido um fluido padrdo, resultado dos dados
colhidos experimentalmente, e que pode ser considerado representativo para a classe de géis
de fraturamento a base de HPG estudados. A seguir tal fluido serd estudado dentro do modelo
proposto para a definigio da geometria da fratura e para a descrigdo do escoamento gerado
durante o processo e os resultados conseguidos serdo comparados aos fornecidos pelos
modelos basicos tradicionalmente utilizados em projetos de fraturamento hidraulico.
Finalmente, o numero de Débora sera introduzido na modelagem, fornecendo um novo

critério operacional para incorporagdo no projeto de fraturamento hidraulico.

6.1 Fluido padrao

A modelagem teérica proposta poderia ser testada para cada um dos fluidos
examinados, porém ¢é possivel definir um fluido padrio representativo em termos das
variaveis determinadas experimentalmente. Para manter a sua generalidade, o fluido padrdo
sera definido de acordo com os parimetros do modelo de Carreau-Yasuda, o modelo
empirico simples mais completo disponivel, a partir do qual serdo extraidas as expressoes
referentes ao modelo de poténcia que serdo utilizadas nesta discussao.

O fluido padrio sera definido em fase gel, que ¢ a que deve preponderar durante o
escoamento do fluido na fratura, e nas condigdes normais de operagao, definida

anteriormente.
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A transposigdo do fluido para outras condigdes deve ser feita com a utilizagido das

regras definidas no capitulo 4. Os parametros do fluido padrio sio dados por:

Mo=5Pas; mMe=0001Pas; A=0,1s; n=0,5 a=] ()

€ a variagao destes parametros com a temperatura e a concentragio é dada pelas relagdes:

coT 7-T, co) 3
= :TO a6 :f"(l" 1000)(70)

conforme mostrado no capitulo anterior.
Conforme verificado na andlise dos géis testados, a viscosidade para taxa infinita de
cisalhamento pode ser desprezada devido sua pequena magnitude em relagdo a viscosidade

inicial. A partir destes pardmetros, as equagdes reoldgicas serao dadas por:

modelo de modelo de
Carreau-Yasuda poténcia
viscosidade n= 5 n= 15,8
J(1+0,17) S
primeiro coeficiente de |y _ __ 25 W, =22
tensao normal 1 (140,14 )% ; %
segundo coeficiente de s S -37,5 ¥, = -1185
tensao normal 2 e f; ?2
+ L] T

Tab. 6 - Equagées reologicas para o fluido padrao.
As equagdes reoldgicas, para os dois modelos propostos, estio plotadas em grafico na

figura 49, a seguir, onde o segundo coeficiente de tensio normal esta apresentado em

modulo, por ser negativo.
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Fig. 49 Curvas reologicas para o fluido padrao.

6.2 Dimensionamento da fratura

A equagdo de England & Green, na forma aqui utilizada, foi desenvolvida a partir de
um estado plano de deformagio, e ¢ a base do método KGD de dimensionamento de fraturas;
portanto as modificagdes desenvolvidas aplicam-se a esse método. O equacionamento do
método PKN segue formulagdo diferente,e os conceitos introduzidos podem posteriormente
ser a ele adaptados. A utilizagdo intensiva destes métodos no dimensionamento de
fraturamentos mostra que o primeiro tende a gerar fraturas mais espessas e curtas que o
segundo®.

O dimensionamento de uma fratura deve se basear nas expressdes para a abertura da
fratura no pogo e seu volume, dadas por

wg = l—g’ng e Vp=3wohl

onde, pelo critério de Barenblatt e pelo modelo de queda de pressdo na fratura adotado
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2K (2n+] qo R 13(1_;1)1(2_;;) (2n+l qo\
po=§LVpr & Vor= {k md) A U2 )

Condensando-se tais expressdes numa unica equagio geral obtém-se

+1
wo 40—y (2n+19'_o) RA-m?@-m 2 | 204140 (2)
L G 2n h dn Wo "5 oA

onde todos os parametros contidos na raiz, com exceg¢do da abertura, sdo conhecidos, sendo,
portanto, uma equagao implicita na abertura da fratura e explicita em seu comprimento. Para
os fluidos analisados, d=A2 , o que simplifica o primeiro termo entre colchetes e torna a
equagao geral independente em relagdo aos modelos de Carreau-Yasuda e de derivadas,
dependendo somente, quanto & caracterizagio do fluido, dos pardmetros do modelo de

poténcia.

A equagao geral pode ser apresentada numa forma mais amigavel definindo-se alguns

grupos especificos:
- » 4 !
v coeficiente de rocha : Q= —(;G\)
v coeficiente de fluxo : Y= 22—:1%
20_
v coeficiente de tensao normal =8 eH "),,(“ i

v taxa média de cisalhamento no pogo: Y = -If
"o

v viscosidade média no pogo : Mw=K7gy !

onde, nos dois ultimos parametros, entenda-se "no pogo" como "na entrada da fratura".

Portanto, wo=LJONwT +70) |. (3)

Note-se que, caso a influéncia da tensio normal nao seja considerada, anula-se seu

coeficiente ¢ a equagdo é simplificada, deixando de ser iterativa. Obtém-se de (2),

4)

0 h

Wit — J_‘(*-vJ k(1)
G 2n
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6(]vv)g£uL2 _

que, para fluidos newtonianos, resultaem wg = d ==

Como, em geral, o comprimento da fratura é um dado de projeto, o processo de
dimensionamento torna-se iterativo. A equagao geral pode ser colocada na forma
A= QrEe!
witl =L [4w)+B  onde (5)
B =QKY"

(16. 36,218 " Com a abertura obtida,

que pode ser resolvida através de métodos numéricos
calcula-se o volume da fratura.

O calculo da eficiéncia do fraturamento, e conseqiientemente do volume de fluido
necessario para o tratamento, pressupde o conhecimento do tempo de bombeio, que ¢ uma
variavel implicita no parametro de filtragdo P, o qual, por sua vez, foi desprezado na

simplificagdo da fungdo transcendente de Lerch quando da aplicagio do critério de

Barenblatt. Tal varidvel pode ser recuperada resolvendo-se o sistema de equagdes:

( VE=gqqt
{ e=1-P onde Vp= —v.oh
2nChL
B qo v

o qual resulta na equagao de segundo grau

290VF  _ 2¢

LLE- I ES VRN de x= =
t (1+1)’+qu 0 onde ¥ IxCAL . B2

2Vr

que possui duas raizes raizes reais positivas dadas por:
(1+x+|,‘1+2 ) ou g= —A— (6)
X‘?O gt [142y

onde deve-se sempre considerar a raiz calculada com o sinal positivo, visto que a com sinal
negativo resulta em eficiéncias superiores a unidade.

Simulando-se diversos comprimentos de fraturas por este método obteve-se
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Fig. 50 Abertura maxima da fratura - sem (tracejada) e com (cheia) tensdes normais.
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Fig. 51 Dimensdes da fratura em fungdo do volume bombeado -

Abertura maxima (cheia), comprimento x 107 (tracejada).
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Fig. 52 Quedas de pressao cisalhante (cheia), normal (pontilhada), e total (tracejada)

ao longo da fratura.
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Fig. 53 Grdfico similar ao anterior para n = 0.3.
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Os dados usados em tais simulagdes, além dos parametros definidos para o fluido

padrao, foram:

operacionais:  gq = 0.026 %; h=30m
rocha: G=3-108Pa; v=0.15
filtragio: C=3.873-107° %

Nota-se na figura 52 que o diferencial de pressdo devido as tensdes normais gerado
pelo escoamento, contrariamente ao notado devido ao cisalhamento, ¢ sempre crescente,
embora de magnitude inferior. Verifica-se que, para o indice de comportamento (n = 0.5)
utilizado, o gradiente de perda de pressdo € constante, sendo tal indice um ponto de corte
acima do qual tal gradiente é descendente, e abaixo do qual ¢ ascendente. Considerando-se 0
valor de tal indice igual a 0.3, tal comportamento € mostrado na figura 53.

Portanto, quanto menor o indice de comportamento do fluido, o que caracteriza um
maior desvio da Lei de Newton, maior o reflexo em termos da queda de pressao observada ao
longo da fratura, podendo a mesma ter seu perfil invertido, tornando-se ascendente.

Caso se queira simular o comportamento da fratura em fungio do tempo de bombeio,
o procedimento se torna mais complexo pois exige um novo estagio iterativo. Os seguintes

passos sdo recomendados:
J Para o tempo de bombeio desejado, assume-se uma eficiéncia para o fluido (recomenda-se,
inicialmente, o valor 0.5).
v A partir da expressao para o volume da fratura relaciona-se seu comprimento e sua abertura

T 34901
VFZEVT —> EW{]}IL=SQ()I — szTW_U
v Substituindo-se tal relagdo na expressao geral, define-se uma nova equagao de iteragao,

onde a eficiéncia e o tempo estdo presentes, dada por

: 7
w"+2 = sz +B onde = iq—oar — coeficiente de tempo (7
0 0 % h P
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v Com a abertura obtida na iteragdo, recalcula-se o comprimento da fratura e obtém-se seu
novo volume e nova eficiéncia

_ 3¢ gol
- kaﬁ

V.F = l;'w'ghL - € =—
v Com a nova eficiéncia, retorna-se 2 equagado de iteragdo, calcula-se a nova abertura e
repete-se o processo até a obteng&o da convergéncia.

Tal procedimento nio é o mais recomendado, pois tal simulagio (com o tempo) pode
ser feita indiretamente através do procedimento anterior, que é mais simples. Como a
influéncia da pressio normal é principalmente sentida em fraturas de grandes comprimentos,
pode-se utilizar a expressio reduzida fornecida pelo método proposto nos casos em que tal
variavel nao é critica, que é direta e simplifica o dimensionamento da fratura.

Os gréficos seguintes comparam os resultados encontrados com o método proposto
aos obtidos com os métodos tradicionais de dimensionamento de um fraturamento hidraulico,
descritos no Apéndice G. Os dados utilizados sio 0s mesmos ja listados anteriormente. Os
resultados referentes ao presente método estio apresentados em linha cheia, os referentes ao
método proposto por Perkins & Kern (também denominado PKN) em linha pontilhada, e os

relativos ao método de Geertsma & de Kerk (KGD) em linha tracejada.
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Fig. 54 Abertura mdxima da fratura em fungdo do volume bombeado.
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Fig. 55 Comprimento da fratura em fun¢do do volume bombeado.
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Fig. 56 Relagao entre a abertura madxima e o comprimento da fratura.
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Fig. 57 Variagdo de pressdo ao longo da fratura.

135



6. Discussao

As figuras 54 e 55 mostram a evolugdo da abertura maxima e do comprimento da
fratura em fungdo do volume bombeado, que corresponde ao tempo de bombeio. A abertura
maxima obtida no método proposto é similar a fornecida pelo KGD, como era de se esperar
pois ambos os modelos partem da mesma equagdo basica, de England & Green. Os
comprimentos de fratura encontrados no equacionamento proposto sio superiores aos dados
pelos dois outros modelos pois tal varidvel é determinada através do balango volumétrico do
processo, ¢ o presente modelo sugere um perfil cuneiforme para a fratura, enquanto que os
demais a tratam como eliptica; para um mesmo volume de fluido, o modelo proposto sempre
ira fornecer comprimentos de fratura superiores aos outros.

A figura 56 € uma condensagao das duas anteriores, expressando a abertura maxima
em fungao do comprimento, e a figura 57 mostra o comportamento da variagio de pressdo ao
longo da fratura. Novamente o modelo proposto segue o0 KGD pelos mesmos motivos acima
expostos. Conforme a especificacdo do indice de comportamento do fluido, tal perfil pode

variar conforme citado anteriormente.

6.3 Numero de Débora

O numero de Débora foi introduzido por Reiner em 1964 e pode ser interpretado
como a relagdo entre as magnitudes das forgas elasticas e viscosas que atuam em um fluxo de
um fluido viscoelastico, tendo para este a importancia que o nlimero de Reynolds tem para os
fluidos newtonianos'"”. Ele é definido como a relagio entre um tempo caracteristico do

fluido (no caso sera considerada a constante de tempo A) € um tempo caracteristico do fluxo,

IF.
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O tempo caracteristico de fluxo €, em geral, considerado como um intervalo de tempo
no qual um seu elemento tipico experimenta uma sequéncia significativa de eventos

cinematicos. Tal situagido pode ser visualizada na figura abaixo:

- ¥ T

Fig. 58 Geometria de fluxo para defini¢ao do nimero de Débora.
Portanto, para esta geometria, onde o canal de maior abertura representa o0 pogo € o de
menor, a fratura, o nimero de Débora pode ser definido por'*2*"
5

lp=— = De:?_l%

w/2
A velocidade média na fratura, conforme mostrado anteriormente, é dada por

<. 190, _rq0
Lyl Devhwz

Para o fluido padrio considerado e para as condigdes operacionais especificadas,
tomando-se uma abertura média de 0.01m., que ocorre para uma fratura com comprimento de
160m., o nimero de Débora assume o valor De = 0.85. A literatura recomenda como valor
critico para este parametro, De,,; = 1, acima do qual registra-se a ocorréncia de vortices (tal
fato torna-se critico para De > 3, quando fluxo perde a simetria, ¢, para De > 8, quando o
fluxo torna-se erratico). Portanto, o0 caso examinado mostra-se adequado neste contexto, e
sugere um critério operacional para a relagio entre a vazio de bombeio e a espessura da

formagao, dado por

(=]

q0 W
}:SSK

A utilizagdo de condigdes operacionais que acarretem nimeros de Débora elevados

ndo conduz, a priori, a problemas operacionais, porém compromete a validade do uso da
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equagio de estado CEF para o equacionamento do fluxo na fratura visto ser a mesma de
segunda ordem, embora possua coeficientes varidveis, 0 que estende sua faixa de aplicagao e
explica a escolha do valor 3 (que ¢ o limite de simetria no fluxo) para o numero de Débora de
corte. A simetria do fluxo deve ser preservada por ser uma condigdo de contorno do
equacionamento do escoamento.

A entrada da fratura é um ponto critico no processo devido a presenca dos
canhoneados. Caso o pogo tenha sido canhoneado normalmente para produgao,
provavelmente tal fendmeno ndo ocorrera, porém, caso se opte pelo fraturamento pela técnica
de entrada limitada™®, tal instabilidade podera ocorrer na entrada da fratura, embora nao
seja problematica por ser localizada. O calculo do nimero de Débora neste caso € similar ao
mostrado, substituindo-se a abertura da fratura pelo didmetro dos canhoneados e
distribuindo-se a vazio de inje¢ao pelos mesmos.

O critério proposto ¢ uma restrigdo de projeto para a modelagem aqui proposta que,
embora apresente avangos em relagdo & tradicionalmente utilizada, nao possui a abrangéncia
suficiente para cobrir todos os efeitos observados no processo estudado, principalmente os
transientes, visto ser esta equagio formulada para fluxo permanente. A utilizagdao de uma
equagio de estado de maior ordem provavelmente conduzira a solugdes numéricas, 0 que

foge ao escopo deste trabalho.

138




7. Conclusoes

O fraturamento hidraulico é um processo industrial de grande complexidade
operacional, cuja modelagem resulta da integragdo de teorias desenvolvidas em diversos
campos do conhecimento cientifico e tecnologico. Esta dissertagdo concentra-se na
determinagio das dimensdes da fratura induzida no processo, uma de suas etapas, ¢, para
tanto, um grande numero de experimentos foram efetuados objetivando validar o
modelamento matemético proposto para tal. As principais conclusdes a respeito da

modelagem proposta estao listadas a seguir:

v O fluido de fraturamento é um fluido viscoelastico, portanto o equacionamento de seu
escoamento deve ser tensorialmente coerente e suas caracteristicas reologicas devem ser
incorporadas através de equagdes de estado representativas desta condigao. Tal tratamento
nao implica, a priori, um aumento da complexidade desta etapa da modelagem, tornando-a
matematica e fisicamente mais consistente.

v A utilizagio da equacado de estado CEF, uma equagéo para fluidos de segunda ordem,
permite identificar, neste escoamento, os efeitos do comportamento viscoelastico do fluido
de fraturamento. O componente viscoso deste fluido induz um gradiente de pressao na
direcdo da propagagao da fratura cuja expressao analitica obtida corresponde aquela
tradicionalmente utilizada no dimensionamento de fraturas. O componente elastico,
enfatizado neste trabalho, gera um gradiente de pressao que atua perpendicularmente as
paredes da fratura, no sentido de separa-las,

v O conceito de fratura virtual introduzido neste trabalho possibilita um tratamento analitico
discretizado do fendmeno de filtragao que ocorre durante o fraturamento, permitindo a
determinagao do perfil de presséo no interior da fratura. Tal conceito incorpora resultados da

teoria de Carter, que governa volumetricamente o dimensionamento da fratura determinando
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seu comprimento, e, por ser euleriano, integra-se a modelagem tensorial de escoamento
proposta de forma simples e direta.

v A partir do perfil de pressao definido, a equacdo de England & Green permite transformar
tais esforgos em deformagao, definindo a abertura da fratura. A utilizagao do critério de
Barenblatt, que define as condigdes para uma propagacao estavel da fratura, permite o
acoplamento total dos varios modelos envolvidos ao relacionar os esforgos internos que
atuam no processo aos externos. Desta forma, as dimensdes da fratura ficam diretamente
dependentes do conhecimento da presséao de entrada na fratura e da tensao tecténica que
atua na diregdo normal a sua diregao de propagacao.

Quanto ao levantamento experimental efetuado, foram levantados os parimetros
reologicos para quatro sistemas de fluidos de fraturamento, em suas trés fases basicas:
solugdo polimérica, pré-gel e gel, e para variadas condigdes de temperatura e concentragio.

As seguintes conclusdes podem ser formuladas:

v Os fluidos poliméricos & base de HPG apresentam comportamento pseudo-plastico, ou seja,
Sua viscosidade decresce com o aumento da taxa de cisalhamento ou frequéncia de
oscilagao. O modelo empirico que melhor descreve sua viscosidade é o atribuido a
Carreau-Yasuda. Este modelo reoldgico possui cinco parametros: as viscosidades inicial e
final do fluido; sua constante de tempo, que dimensiona os periodos em que o fluido se
comporta como newtoniano e nao-newtoniano; o indice de comportamento, que fornece a
taxa com que o0 mesmo se distancia do comportamento newtoniano; e um indice de ajuste,
ligado & massa molecular do fluido. Outro modelo empirico extensivamente utilizado no
equacionamento de escoamentos, o modelo de poténcia, possui dois parametros: os indice
de consisténcia e de comportamento. Tais indices podem ser derivados dos parametros
citados anteriormente, conforme deduzido no corpo do trabalho.

v O estudo do comportamento reoldgico dinamico dos fluidos de fraturamento é importante
pela possibilidade do estabelecimento de relages entre os parametros dinamicos medidos e
as teorias moleculares desenvolvidas para fluidos poliméricos (como as teorias de Rouse e

Zimm), e as teorias lineares de viscoelasticidade (como 0s modelos de Maxwell e de
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7. Conclusoes

Boltzmann, entre outros). A regra de Cox-Merz, relagéo entre as viscosidades obtidas em
experimentos dinamicos € em regime permanente, apresentou-se como uma boa correlagao
para os resultados obtidos.

A nao-linearidade destes fluidos pode ser modelada através de coeficientes obtidos de
diferengas entre as tensoes normais que atuam durante o escoamento. O coeficiente relativo
a primeira diferenca possui diversos estudos € alguns modelos citados na literatura. Para os
fluidos analisados, 0 modelo proposto por Wagner, que expressa tal coeficiente
proporcionalmente a derivada da viscosidade, mostrou-se adequado. A constante de
proporcionalidade obtida experimentalmente mostrou-se, nos resultados obtidos,
proporcional a constante de tempo definida pelo modelo de Carreau-Yasuda.

O coeficiente da segunda diferenga tem poucos estudos na literatura, sendo seu
comportamento pouco conhecido. A partir dos resuttados obtidos, este trabalho propGe para
tal coeficiente um modelo empirico, no qual ele se comporta proporcionalmente a segunda
derivada da viscosidade, sendo sua constante de proporcionalidade expressa como 0
quadrado da constante de tempo acima citada.

A regra de Laun, proposta na literatura para relacionar o coeficiente da primeira diferenca
entre tensdes normais aos componentes dinamicos da viscosidade, nao apresentou boa
correlagao quando aplicada aos fluidos testados. Como a regra de Cox-Merz mostrou-se
efetiva nestes fluidos, sugere-se, a partir dos resultados citados nos dois itens anteriores,
que os coeficientes da primeira e segunda diferengas sejam expressos proporcionalmente as
primeira e segunda derivadas da viscosidade complexa, usando-se os coeficientes de
proporcionalidade anteriormente definidos.

Para a extrapolagdo dos valores de viscosidade, ou outro parametro reologico, para
condigbes de temperatura € concentracao diferentes das apresentadas neste trabalho, sao
propostos fatores de correcao obtidos empiricamente, poréem baseados tanto na lei de
Arrhenius para a variagao de temperatura, quanto na teoria molecular de Rouse para a
variagao de concentragao.

Complementando as informagdes relativas aos aspectos reolégicos dos fluidos testados, foi

estudado o comportamento da solugao polimérica em relagdo ao tempo e levantou-se seu
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espectro de relaxacao, que pode ser utilizado para a delimitagéo das faixas caracteristicas
de seu comportamento reologico, e para a definicdo de seus parametros a partir de relagées
encontradas na literatura.

Quanto a discussio dos resultados obtidos, propde-se as seguintes conclusdes:

A influéncia das tensges normais (especificamente de suas diferengas) nas dimensées de
uma fratura é particularmente dependente do indice de comportamento do fluido utilizado no
tratamento. Quanto maior o desvio do comportamento newtoniano, caracterizado por um
menor indice de comportamento, maior é esta influéncia, podendo até reverter o perfil de
pressao dentro da fratura, que é esperado ser descendente com o tempo de bombeio.

Os parametros de rocha (médulos de Young e de Poisson) e a constante de filtracao do
fluido também influenciam neste comportamento pois definem, respectivamente, a
transformacgao dos esforgos em deformacéo e a efetividade desta transformagao. Porém tal
influéncia n&o ¢é critica e somente grandes variagbes nestes parametros podem modificar
significativamente os resuttados de um projeto.

Dois dados de entrada tém importancia fundamental em um projeto de fraturamento: a vazao
de bombeio do fluido e a altura (ou espessura) da formag&o rochosa. A relagdo entre estes
dados, juntamente com os parametros reoldgicos, define a taxa de cisalhamento e. portanto,
0 comportamento reolégico do fluido de fraturamento em cada ponto da fratura. Ela define,
também, o ndmero de Débora, um parametro adimensional que classifica o fluxo de fluidos
viscoelasticos e que foi introduzido neste trabalho Ppara a caracterizagao destes fluidos,
permitindo o estabelecimento de um novo critério operacional para utilizagdo em projetos de
fraturamento hidraulico.

O perfil de pressio no interior da fratura segue, basicamente, o previsto pelo modelo KGD, o
que era de se esperar pois ambos modelos partem de pressupostos similares. As aberturas
obtidas situam-se, em geral, entre as calculadas pelos dois métodos classicos, seguindo a
tendéncia indicada pelo método KGD. Os comprimentos calculados s3o superiores aos
estimados por estes métodos devido a modificagdo proposta no perfil da abertura da fratura,

de eliptico para cuneiforme.
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8. Sugestoes para Trabalhos Posteriores

Devido a variedade de assuntos e areas abordados neste trabalho, varias sugestoes

para trabalhos posteriores podem ser listadas:

J Introdugado do modelo de fratura virtual na analise proposta por Nolte para o declinio de
pressdes em mini-fracs € fraturamentos hidraulicos.

v Aprofundamento do estudo experimental da fitrag&o objetivando a determinagao da
influéncia do indice de comportamento na velocidade de filtragao.

v Inclusdo, através de simulagao numérica, da poro-elasticidade no fendmeno da filtragao.

v Simulagdo numérica da modelagem proposta, introduzindo a equagao de energia no sistema
de equagdes proposto para o escoamento.

v Automatizagdo do processo de tratamento da superposi¢ao ou deconvolugao de sinais para
facilitar as analises de dados contaminados por efeitos de relaxagao observado nos
experimentos efetuados.

v Aprofundamento dos estudos relacionando os resultados medidos em experimentos
reologicos com fluidos de fraturamento aos obtidos dos modelos moleculares (Rouse, Zimm,
etc.) e viscoelasticos mais completos (diferenciais e integrais).

J Estudo das propriedades moleculares dos fluidos de fraturamento objetivando a obtengao de
relagbes que equacionem o acoplamento sol-gel verificado em laboratorio.

v Aprofundamento do estudo sobre a influéncia do tempo nos parametros reolégicos destes
fluidos através da obtengao de suas funcdes memoria e seus espectros de relaxagao.

J Confrontagao dos resultados obtidos pela modelagem proposta aos dados de avaliagao

disponiveis de trabalhos efetuados.
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Abstract

Hydraulic Fracturing is a process used in Petroleum Industry for wells stimulation
and it consists in the opening and consolidation of a fracture in a rock formation, creating a
flow channel with high permeability. The physical medium employed in this treatment is a
fluid of special characteristics which transmits to the rock the necessary hydraulic power for
having this work done. This fluid also must carry efficiently the proppant agent that will
support the fracture.

The project of a hydraulic fracturing results from the composition of topics of many
fields of scientific and technological knowledge, and the control of the rheological behavior
of the fluid is fundamental to equate correctly the involved phenomena. Various fracturing
fluid formulations are available in the market, but the most used is that obtained from the
HPG polymer. This polysaccharide is derived from the guar gum and it have high €conomics,
generating fluids operationally safes.

This fluid, like all polymeric fluids, is viscoelastic, but its elastic component is not
included in the available hydraulic fracturing models, which consider it as a newtonian fluid
or, in the most elaborated theories, as a non-newtonian fluid. Now, the advent of modern
experimental apparatus makes possible a more complete evaluation of the rheological
parameters of this fluid and the formulation of an improved model for this flow.

The present work reports the investigation into the fracturing fluids viscoelasticity,
obtaining its rheological parameters and remodeling this flow. It is made a revision of the
state-of-art of the available models and it is proposed contributions to many aspects of this

process, with experimental verification.

169



Among the introduced theoretical contributions can be mentioned: the tensorial
formulation of the fluid flow in the fracture, the proposition of a new approach to the fluid
filtration phenomenon through its walls, the analytical equating of the pressure behavior in
its interior and the direct coupling of the involved fields in the modeling of its dimensions.

The viscous and elastic parameters from this fracturing fluids are acquired
experimentally, and new analytical expressions relating the elastic to the viscous parameters
are provided. It is established relations that allow the extrapolation of its rheological behavior

to others temperature and concentration ranges.

The introduction of this theoretical concepts in the modeling reflects on the fracture
final geometry changing its elliptical profile to cuneiform, resulting longer fractures than the
usually obtained by the conventional models. The fluid elastic component introduces an
additional tension on the equating and its consequence in the fracture geometry depends on

the rheological parameters and on the project specifications.
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Résumé

La fracturation hydraulique est un procédé utilisé¢ dans l'industrie pétroliere pour la
stimulation des puits, consistant & ouvrir et 3 consolider une fracture dans une formation
rocheuse, ayant pour but la création d'un canal d'écoulement trés perméable. L'agent qui rend
possible ce procédé est un fluide avec des caractéristiques spéciales qui permit la
transmission de la puissance nécessaire a la roche pour la réalisation du travail, et qui doit,
aussi, transporter efficacement le matériel granulaire qui va soutenir la fracture.

Le projet d'une fracturation résulte de la composition des topiques de divers domaines
de 1a connaissance scientifique et technologique, et le contrdle de la conduite rhéologique de
ce fluide est fondamental pour résoudre correctement les équations des phénomenes présents.
Diverses formulations de ce fluide sont disponibles, mais la plus utilisce c'est celle qui est
obtenue du HPG, un polisaccharide dérivé de la gomme de guar, a cause de son aspect
économique et sa sécurité opérationnelle.

Cet fluide, comme n'importe quel fluide polymérique, il est viscoélastique, mais son
composant €lastique n'est pas computé dans les théories disponibles par le calcul des
dimensions des fractures hydrauliques, qui le traitent comme un fluide qui obgit la loi de
Newton ou, dans les théories les plus élaborées, comme un qui ne l'obéit pas. L'apparition
récente de nouveaux apparats expérimentaux rend possible une évaluation plus compléte des
paramétres rhéologiques de ces fluides en permettant la formulation d'un modele plus
accompli pour cet écoulement.

Cet ouvrage se propose a rechercher cet aspect du probleme, en déterminant ses

paramétres rhéologiques et en modelant son écoulement avec l'inclusion de sa conduite
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elastique. Pour y arriver, tout le modelage traditionnel est revu et des contributions sont
incluses a divers aspects inhérents a ce procédé, qui peuvent étre étendues a des applications
dans d'autres domaines en corrélation.

Les innovations introduites sont: la formulation tensorielle d'écoulement du fluide
dans la fracture, I'obtention des équations analytiques de la conduite de la pression dans son
intérieur, la proposition d'un nouvel abordage pour le phénomene de la filtration du fluide
par les parois, le couplage direct des domaines présents dans le modelage de ses dimensions,
I'obtention expérimentale des parametres visqueux et élastiques de ces fluides de fracturation,
I'expression analytique des parametres élastiques en fonction des visqueux, et I'établissement
des relations qui permettent I'extrapolation de sa conduite rhéologique dans des segments de
variations de température et de concentration.

L'introduction de ces concepts et de ces résultats répercute dans la géométrie finale
de la fracture en changeant son profil de elliptique en cunéiforme, en résultant des fractures
plus longues qui celles obtenues normalement avec le modelage traditionnel. Le composant
¢lastique des fluides introduit une contrainte additionnelle dans les équations et son reflet
dans la géométrie de la fracture dépend de ses paramétres rhéologiques et des spécifications

du projet.

172




Apéndice A - Analise tensorial

As leis fisicas, para serem validas, devem ser independentes dos sistemas de
coordenadas usados para exprimi-las matematicamente. Esta independéncia é conseguida
expressando-se as grandezas fisicas através de operadores matematicos n-dimensionais
chamados tensores que promovem a transformagdo entre sistemas de coordenadas,
preservando suas propriedades, através de produtos de relagdes diferenciais entre as
coordenadas dos sistemas envolvidos. A anilise tensorial é uma generalizagdo da analise
vetorial, estendendo seus conceitos para o espago n-dimensional.

Em termos matematicos, um campo pode ser definido como um conjunto de funcgdes
associadas as coordenadas de um ponto no espago. Conceitualmente, um campo é uma
idealizagdo matematica conveniente de uma situagdo fisica na qual a extensdo é um elemento
essencial, ou seja, na qual ela ndo pode ser analisada em termos das posi¢des de um niimero
finito de particulas. Densidade, temperatura e pressdo sdo exemplos de campos pois podem
ser representados por fungdes das trés coordenadas espaciais e do tempo, sendo obviamente
idealizagdes aproximadas por nao levarem em conta as propriedades atdmicas da matéria; sio
conhecidos como campos materiais. Ja os campos potenciais e de forgas permitem a anélise
de acdes a distancia, nos quais 0 movimento relativo e a posigdo de um corpo afetam o
comportamento de outro; seus valores em um dado ponto no espago sio as medidas da
influéncia dos elementos do corpo naquele ponto.

Um campo ¢ dito escalar quando pode ser representado por um simples nimero ou
uma fun¢do de espago e tempo. Os campos materiais acima descritos sio exemplos de

campos escalares. Sua principal propriedade ¢ sua invariancia sob uma transformagio de

A-1



Andlise Tensorial

coordenadas espaciais. O valor de um campo em um determinado ponto independe dq
sistema de coordenadas usado para expressa-lo. A derivada de um campo escalar em relagao |
as coordenadas de um sistema de coordenadas retangular mede a rapidez com que este campq
varia devido a uma mudanga de posi¢do e € chamada gradiente. Sua derivada segunda,
chamada /aplaciano, desempenha papel fundamental na descricio matematica de fendmenos
fisicos, e representa, em termos graficos, uma curvatura da fungio no ponto considerado. O
laplaciano de um campo em um determinado ponto mede a diferenca entre o valor do campo
neste ponto e os valores médios do mesmo nos pontos vizinhos, ou seja, se o laplaciano de
um campo em uma determinada regido for nulo, o que se traduz na equagdo de Laplace, tal
campo nao terd maximos nem minimos nesta regido. Se esta regiio possuir uma carga
(elétrica, mecanica, térmica, etc.), o laplaciano do campo gerado por esta carga sera, num
determinado ponto desta regido, proporcional a densidade superficial de carga neste ponto;
portanto, o equacionamento deste fendmeno resulta na equacdo de Poisson.

O campo vetorial, além de sua amplitude necessita da explicitagio de sua diregdo em
cada ponto para completa caracterizagdo. Os campos de forca sio os principais exemplos
deste tipo de campo. Os vetores ndo sdo invariantes a uma troca de sistema de coordenadas
no mesmo sentido em que os escalares sio.

As grandezas fisicas encontradas tanto na dindmica dos fluidos poliméricos quanto na
mecanica das rochas, podem ser colocadas nas seguintes categorias: escalares, que sao
tensores de ordem zero, como o deslocamento, taxa de cisalhamento, temperatura, energia e
tempo; verores, tensores de ordem um, como a velocidade, momento, aceleracao e forga; €
tensores de segunda ordem, chamados simplesmente de tensores, como os tensores tensio,
deformagao, taxa de deformagio ¢ vorticidade. Pode-se distinguir tais quantidades através da
seguinte notagdo, conhecida como notagdo de Gibbs:

e = escalar (italico)
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v = vetor (italico em negrito)

1T = tensor de segunda ordem (grego em negrito)

B = Tensor de ordem arbitréria (sem serifa em negrito)
Simbolos gregos em negrito acompanhados de um indice subscrito, como 8, , sdo vetores. Os

vetores e tensores podem ser multiplicados de diversas formas, e tais operagdes sio indicadas
por simbolos especiais: -, : e x , e agrupadas, quando ocorrem, por simbolos que indicam o

tipo de grandeza produzida pela multiplicagio:

() = escalar; [ ] = vetor; { } = tensor de segunda ordem

Um vetor ¢ definido como uma grandeza determinada por sua magnitude e diregao. A
adicdo e subtragdo de dois vetores obedecem as propriedades comutativa e associativa e sao
definidas por uma construgdo geométrica bastante conhecida. O produto de um vetor por um
escalar, além dessas propriedades, também € associativa e altera somente sua magnitude,
mantendo sua diregao.

O produto escalar de dois vetores ¢ definido por

(V- -w)=vwcosdyw
sendo, portanto, a magnitude de w multiplicada pela projecdo de v em w, ou vice-versa, e
independente do sistema de coordenadas utilizado, 0 que o torna um escalar verdadeiro, o
mais simples invariante formado numa operagao entre dois vetores. Obedece as propriedades
comutativa e distributiva, ndo sendo associativo. O trabalho realizado por um corpo em
movimento é o produto escalar da forga pelo deslocamento.

O produto vetorial entre dois vetores € definido por
[v x w]={vwsin¢,w}n,

onde n,, é um vetor unitario normal ao plano formado pelos vetores v € w apontando no
sentido dado pela regra da mio direita. A magnitude deste produto representa a area do

paralelogramo formado por estes vetores. O momento angular de uma particula sobre um
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ponto ¢ representado pelo produto vetorial de seu momento pelo raio que determina sua

posicdo em relagao a origem, o que define, por exemplo, o torque.

O produto misto de trés vetores, representado por (u - [v x w]), fornece o volume||

do paralelogramo definido pelos vetores.

A descrigao das operagdes entre tensores em termos das coordenadas do sistema de
referéncia € facilitada pela utilizagio de dois operadores, o delta de Kronecker §, j s €0
simbolo de permutagio €k » definidos por:

6,;=+1, sei=j

d,;=0, sei#j
€ jk=+1, seijk=123,231,0u312
€ijk=-1, seijk=321,132,0u213
€% =0, se dois subscritos forem iguais
Note-se que g, ;4 = %(i - NG - k)(k-1).

As seguintes relagdes sdo uteis:

3

: Isukehjkzzaib; E:]afjkemnk::ﬁimajn-éfna

Ml“
o

N

)r

J
A partir do delta de Kronecker define-se os trés vetores unitarios, 8,8,,8; , mais
utilizados na literatura como i,j,k , cujos produtos fornecem as relagoes:
3
(6, -8)=38,;; [6,-)-cBJ,-]:I'E};:.]8,-),-,;(:5;,r

Um vetor e sua magnitude podem ser completamente especificados por:

i=1 !

3
v:61v1 +82v2 +53V3 = Z 5,-v,'; [v]=v: Jvf+v§+v§ = JE v‘?‘
i

As operagdes elementares entre vetores serdo dadas por:
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Adigéo : v+w=§i;6,-v;+zl,6,w,-:§8,-(v,+wi

Produto por escalar:  sv = s{ 2oy, } =28 {sv

Produto escalar : (v-w)= [{)}: 5;1},—} — {? Slv,-D = 5‘;%(6‘- -3,)Viw;
= ??6,-jv,-wj =};§v,-w

Produto vetorial : [vxw]= H‘): 6);1,-}} X {Z ékka =2 2[0; - 8x]v,wi
J k J k

01 0 03

=XXXe vwk=| v va v

Fal ¥ W1 Wy w3
Uy Uy uj3
Produto misto : -[vxwh)=ZZZeuvwi=|v; vy V3
. Wi W2 Wiy

A localizagdo de um ponto no espago sera especificada pelo vetor posigao:

r=20:%; Fi= xf+x%+x§
i .

Outra notagdo bastante utilizada para a representagdo das operagdes com vetores e
tensores € a notagdo indicial, que omite todos os simbolos de somatério e os elementos
unitarios baseada na premissa de que os indices repetidos em uma expressdo correspondem a
uma soma em n termos desta expressdo variando-se tal indice de / a n e mantendo-se os
demais fixos, desde que ndo seja especificado o contrério; o indice varidvel ¢ chamado de
indice mudo, e o fixo de indice livre. E a chamada convengdo da soma. Como exemplo, nesta

notagio os produtos escalar e vetorial sio apresentados como:

(vV-w)=ZZviw; =vw;
iJ

[vxw]=22% %e,—ika,-vjwk = €ijkV;Wk
iJ
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A expressio intermedidria é denominada notagio estendida e exprime
matematicamente todas as operagdes realizadas. Ocasionalmente, a notagdo matricial pode| |
ser utilizada, como acima, para mostrar os componentes de um vetor ou tensor em relagdo ao
sistema de coordenadas. A notagdo de Gibbs é compacta, facil de ler, e independe do sistema| |
de coordenadas, porém pressupde a perfeita compreensao de sua simbologia; devido a sua
qualidade pictérica ela é, em geral, usada na apresentagio de resultados e nas discussdes
gerais, porém, para o desenvolvimento de expressdes e identidades, a notagdo indicial é
universalmente aceita por indicar explicitamente as operagdes envolvidas de forma concisa,
embora possa provocar erros na leitura ou escrita de seus indices. Ela requer uma certa
experiéncia em sua manipulagdo e torna, muitas vezes, herméticas suas expressoes. Neste
apéndice ela sera extensivamente utilizada no final; na apresentagdo das defini¢des iniciais,
as notagdes de Gibbs e estendida serdo preferencialmente apresentadas.

Um tensor é geralmente definido em termos de regras de transformag¢io. Um tensor
de segunda ordem pode ser entendido como uma grandeza que associa um escalar a cada par
ordenado de coordenadas na seguinte forma:

T= 5]51111 +5152‘t]2 +5]53T]3 +625|‘tz] +5252‘[22 +5253t

3 3
+0381131 +830213 +8383133= X X 88,1

i=] j=1

T11 T21 31
iz T2 T2 | Sy
T13 T23 T33

Os termos 1,; sdo chamados componentes do tensor T e o pares ordenados 8,6, sao
denominados diadas, as unidades basicas de um tensor de segunda ordem, formadas pelo
produto entre vetores unitdrios (chamado produto diadico) sendo, também, tensores de
segunda ordem. Tais unidades s3o necessarias para a descrigdo completa de grandezas que

exigem a especificagao simultinea de duas diregdes, podendo-se citar, como exemplo, o
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fluxo de uma componente x de momento através de uma area unitaria de uma superficie
perpendicular a diregao y; como o fluxo da componente y deste momento perpendicular a
dire¢do x pode ndo ser igual aquele, a especificagdo das duas diregdes ndo é suficiente para
sua caracterizac¢ao, devendo-se considerar, também, a ordem em que tais dire¢des sdo dadas.
Um tensor é dito simétrico se Tijj=T; ,¢ anti-simétrico se 1;;=-1;. Um tensor
transposto € definido por 17 = £ £ 8,8,1; ¢ o tensor unitario é dado por § = X £8,85, .
I J tJ

A magnitude de um tensor ¢ definida por

Ixl == ‘/%(t :1l) = %);E;'cfj
O simbolo de dois pontos ( : ) ¢ utilizado para indicar o produto escalar de dois

tensores enquanto que o de um ponto ( - ) indica o produto tensorial. Um tensor e um vetor
podem ser multiplicados e tais operagdes sio classificadas como produto vetorial
(simbolizada por um ponto) e produto tensorial (por um x). Tais operagdes, aplicadas aos
vetores unitarios, resultam em:

(8,8, :8x87)=(8;-84)(8;-81)=5;xdu

[6,8,-84]=8,(8,-8;) =80«

[6,-8,04]=(8;-8,)0 =0,

(5;6), . 5.‘(51') = 81(61 y ak)af = sjkala
3
{5:'6;' X8} = 81[61 x 8] = le Sjk.!'al

3
{6, x8,8;} =[5, x8,18¢ :;Zl €;;18/0

Podem-se definir escalares especiais de vetores e tensores que independem do sistema
de coordenadas adotado. Tais escalares sio denominados invariantes (termo ja utilizado
anteriormente na descrigao do produto escalar de dois vetores). A magnitude de um vetor ¢

um invariante. Para um tensor, pode-se definir trés invariantes principais:
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[ I=ro= Lt

i

J H=trv? =X X1
iJ

Il = tr3 =X X X Ttk
I j ok

Outros escalares podem ser formados a partir destes.
As operagdes diferenciais com tensores e vetores tem suas notagdes simplificadas pela

utilizagdo do operador diferencial V, conhecido como nabla ou del, e definido em

coordenadas cartesianas por:
=8 0 2 _ 9
\'Z =0, 3, +62812 +53‘;}x3 = 26,
O gradiente ¢ o laplaciano de um campo escalar sio dados por:

Vs =grads = Sla—s+526 s+63ax5 26,61

Um campo vetorial comporta as seguintes operagdes diferenciais:

gradiente : Vv=gradv=YY 5@.%1,}
E of !
Ox;

divergente : (V-v)=divv= Z -Q—vf

rotacional : [Vxvl=rotv=23 3 ¢e;di5-v,
i K )

laplaciano : [V-Vv]=Viy= 25 (E 212 JJ

i

Os tensores sio operados somente pelo divergente:

(V-r]=13 (E )
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Tais operagdes € 0s conceitos anteriormente colocados sao utilizados sem restrigdes
em sistemas de coordenadas ortogonais, porém nem sempre funcionam adequadamente em
sistemas ndo-ortogonais, que sdo comuns na literatura referente a reologia e mecanica dos
fluidos. Uma formulagdao matemadtica coerente exige, nestes casos, o uso da teoria
generalizada de tensores, de onde os conceitos enunciados sdo derivados. Tal teoria €
assentada no conceito de vetores de base. Como exemplo, os vetores de base de um sistema
de coordenadas esféricas, na qual r=§,r , sdo definidos por:

gr = %rzﬁr; go =~é%r:rﬁe; g6 =a—‘1r=rsin86¢
Os vetores de base diferem dos vetores unitarios somente pela inclusdo de um fator de

escala. Pode-se também definir vetores reciprocos de base na forma:

g =Vr=5,; ge:VB:%fSe; g = Vr=——35,

rsinfb
que sdo compostos pelos reciprocos dos fatores de escala. Portanto pode-se afirmar que:
(8o-gP)=8up o,B=rBoud
Os vetores podem ser escritos como:

V=2 gaV® ou v=2 8%y
[0 [0 8

onde ve e v* sdo chamados, respectivamente, de componentes covariante e

contravariante do vetor v.

O mesmo procedimento se repete para os tensores ¢ para os operadores diferenciais, e
todas as relagdes anteriormente descritas podem ser transferidas para a nova nomenclatura
substituindo-se, tio somente, os vetores unitarios pelos vetores de base e seus reciprocos.

Considere-se, entdo, um sistema de coordenadas curvilineas qualquer. A localizagio

de um ponto no espago é dada em termos de coordenadas ¢’ (i=1,2,3) e as coordenadas

curvilineas sdo relacionadas com as cartesianas (figura abaixo) por:
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xi=x0q",9%49%) e ¢'=¢'(x;,x,x3) (i=1,2,3)

r<(q",q?

Fig. A.1 Sistema de coordenadas curvilineas
O segmento de linha orientado dr, ligando dois pontos separados por uma distincia

infinitesimal, pode ser escrito como:

dr=Xg,dg'
i
0 que define os vetores de base deste sistema de coordenadas como:

g' aq . C,ql 61}

ox;
> ﬁ‘?ﬂ
7
Portanto os vetores de base podem ser escritos como uma combinagdo linear dos vetores
unitarios. Os vetores de base se direcionam tangencialmente as curvas coordenadas, mas nio

possuem comprimento unitario.

Os vetores reciprocos de base sio obtidos de:

i _ dg
g—Vq'—j‘_Zg
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Das definigdes anteriores tem-se que:
@ -g)=38;; (g-2)=5,
onde o delta de Kronecker esta notado de forma conveniente. O outro produto escalar fornece

os coeficientes métricos, ou tensores métricos, definidos por:

gii=(8i 8); g/ =" ¢)

O determinante de g;; ¢ chamado g, e /g8 = (8 - [82 X g3]) . Tais equagdes sdo analogas

as encontradas para as coordenadas ortogonais.
Do produto vetorial obtém-se as relagdes:

[g:xg)]:zk:éxjkgk; Eijk=Cijk /8

ijk

[ <g=ZE g g =i

J8
As operagdes diadicas também sdo andlogas as referentes as coordenadas ortogonais. E

possivel agora expressar-se vetores € tensores em termos dos vetores de base na forma:
v=Xgv=Xgh,
i i
1=XXggr/=ZZg'gr;=LLget,;=XLggn
i i i i

onde aparecem os componentes covariante e contravariante do vetor e tensor, sendo que nos
dois ultimos termos aparecem os componentes mistos do tensor.

Os componentes covariante e contravariantes sao relacionadas por:
: s i _ kil
y=Zgv;  =ITghgin
i k1
Os diversos tipos de multiplicagdo tensorial podem ser resumidos como:

(v-w)=Zviw; = ‘? }}gljv*'wf
1

[t-v]=Z T gy,
rJ
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[vxw]=X% E Z Eijk ghv'w/

P
As operagbes de diferenciagdo sio realizadas de modo similar as descritas
anteriormente. Devido a generalidade da formulacio usada, a derivada espacial de um vetor

unitario resulta numa combinagio linear de todos os vetores unitarios. As derivadas dos

vetores de base sio dadas na forma:

we=Tliles  e=-2{)e

dq’

onde os coeficientes {:j} sao chamados simbolos de Christoffel, nio devendo ser

confundidos com tensores de terceira ordem. Tais simbolos sao definidos como:

(8} -4pe (G - 30)

og E?q‘ dg

O operador diferencial del, analogamente, é escrito como:
V=Xg o1 1
i oq
Portanto, o gradiente de um escalar é dado por

Vs=3g'Ls=Tgls,
i oq' i
onde a derivada foi representada sinteticamente por uma virgula seguida do indice referente a

componente sobre o qual ela se processa.

Para um vetor

- igf| 2., _v[k]]| 2 iy |
Vv—??g g)(aqi‘vj %{J‘})—?_}Eg gjvjltl

-xxey(2v-2{1}) -2 3eemid
i
Para um tensor de segunda ordem tem-se quatro possibilidades

Vi=33T Tgig'g (— -2 {i-2{i }] =IZXe'weulil

i j ok i

V1= ZZZg‘gjgk(ﬁtfﬁE {f,} +Z {f,}] =X Xg'gigit’t
gk q 1 L

!
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As duas outras possibilidades envolvem componentes mistos.

Nas expresses acima Os termos entre paréntesis introduzem o conceito de
diferenciagdo covariante, notada resumidamente com uma barra, na qual os simbolos de
Christoffel aparecem devido as derivadas dos vetores unitarios (no sistema cartesiano, tais
simbolos sio nulos e a derivada covariante se reduz a derivada normal). Note-se ainda que, a
depender da componente utilizada, os indices resultantes sobem ou descem sempre
respeitando as regras de operagdes ja citadas. Caso um mesmo indice resulta tanto na parte
superior quanto na inferior, eles se anulam numa operagao chamada contragao.

Algumas importantes propriedades da diferenciagdo covariante podem ser citadas: o
lema de Ricci gl = Y1kl = gjl-| =8|kl =0, e gy|¥ =0  visto que os tensores
métricos sio constantes em coordenadas ortogonais, o que ocorre, também, com 0s simbolos

de permutagdo &rst|i| =0 ee’“|‘ =0 Vale também a aplicagdo usual das regras de

calculo:
@iw)lil = vilelw,+ viw; |l

Virias outras operagdes com o operador del/ podem ser mostradas, como, por
exemplo:
(V-v) =V
[V xv]=Z ZZEVkgvyl,
i j ok
Vis= )l:' %g”SI i

AR DD FECHNES DN
i j 1

Note-se no tltimo exemplo uma operagao de contragao.
A derivada covariante de um tensor é, também, um tensor, pode-se calcular sua
segunda derivada covariante ¢ assim por diante. A partir da segunda derivada covariante do

vetor v, pode-se chegar, apos alguns célculos, a
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Vrlsil = Velis| = R%yv,p onde Rpyy = {75} = {5} + (M (s} - (732

A fungao Rp rst € um tensor chamado tensor de Riemann-Christoffel e consiste somente

dos componentes do tensor métrico e suas derivadas superiores a segunda ordem. Tais
tensores sao identicamente nulos num sistema de coordenadas cartesiano e todos os demais
sistemas que possam ser estabelecidos em um espago euclidiano.

Como a notagdo indicial ja foi devidamente introduzida, ela passara a ser utilizada no
restante deste apéndice, visto ser a mais utilizada na literatura. Considere-se um novo sistema
de coordenadas g’ que se relacionari com o sistema g’ através da transformagdo de
coordenadas:

7'=3'4".9% ¢%); 7'=9'@".3%.3%)

que sao assumidos biunivocos e diferenciiveis. Pode-se escrever:

3z , oq' _;

di'=Tdy;  dg'="Lay
og' og

Chamando-se g; os vetores de base do sistema transformado, pode-se escrever em termos de

ambos os sistemas:
dr=g,dq"; dr =g,;dg’

Combinando-se as relagdes acima tem-se, para os vetores de base e seus reciprocos:

_Bg i85 s o_dd . 83
g‘-éq‘g"’, g-éé}g}’ g:_c‘ié'g‘}, gﬁaq/

Conhecendo-se as regras de transformagio dos vetores de base, facilmente pode-se

determinar as componentes de qualquer vetor ou tensor. Considere-se um vetor escrito em

suas duas formas e em ambos os sistemas:
v=gV' =g, v=g'v; =gy,

Pelas regras anteriores suas componentes podem ser escritas como:
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V; = gijfzj; V!
q

. fa'_. _ J _— ab .
Sy 5,22y =Ly
g g’ o¢

Para um tensor de segunda ordem transformado tem-se, por exemplo,

_;i 07 8¢ - dq*aq’ _i ©8g3dq
T:;=_?itkl. - _0g q,t“; =i :“g“?_‘f‘kz

agkeq' VT oq 69

Os indices de um tensor podem trocar de posi¢ao através de operagdes elementares
envolvendo os tensores métricos € a operagdo de contragdo. Por exemplo, um tensor misto
pode ser gerado a partir de um covariante como a seguir

Tflk =g .
O ponto é colocado antes de k para indicar que ¢ o segundo indice, e o indice j foi eliminado
por contragdo. Ambos os indices podem, por exemplo, subir:

19 = gikgllty,

Os tensores obtidos desta forma sdo chamados tensores associados , e tal regra pode
ser estendida para operagdes de tensores de quaisquer ordem. Tais operagdes, em geral,
produzem simplificagdes importantes na algebra tensorial.

Considere-se a equagio diferencial

Alr]=0
onde A4 é um invariante. Usando as regras anteriores tal equagao pode ser colocada na forma
grsAIrsl =0
Em coordenadas cartesianas ela se reduz a
0™A4 s =0 ou Arpr=0
que ¢ a conhecida equagdo de potencial escrita em notagdo indicial. As fungdes que
satisfazem estas equagdes sdo chamadas harmonicas, ou potenciais.

Da mesma forma, a equagao diferencial

Alrs|=0
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sereduz a

A,rrss =0

em coordenadas cartesianas e é a conhecida equagdo bi-harmonica, que ¢ satisfeitas pelas

fungdes bi-harménicas.
O laplaciano pode ser escrito nas formas

V2 =(g",5)lr| = g™, s = fg(@g%.s),

Se v for um vetor definido em todo um volume Q limitado por uma superficie S, e se
n for um vetor unitério normal a esta superficie, entdo o teorema de Gauss sera dado por

[[[V-vaQ=[[v-nds
0 S
Alternativamente, em notagdo tensorial, ele se torna

JJIvirida=[]]20 @), da=[[vn s
Q Q v Ry
onde n=n,g".

A partir deste ponto serd examinado um caso especial de geometria que reduz o
volume de referéncia a uma superficie através da anulagao de uma coordenada. Tal caso tem
grande importancia fisica por reduzir um problema em trés dimensdes a um bi-dimensional.
Na Teoria da Elasticidade Cléssica ele correspondera aos problemas de tensio e deformacio
planas onde uma das coordenadas ¢ desprezada, o que simplifica a resolugdo dos problemas.

Considere-se o vetor posigao de um ponto expresso na forma especial
R=r+06;a5,
onde r é uma fungdo somente de 8,8, e a, ¢ um vetor unitario que depende, também,

somente destas coordenadas (ver figura A.2)
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Fig. A.2 Vetor posi¢do de uma superficie
A equagio 03 =0 determina a superficie r =r(8,,8;). O vetor a, ¢ perpendicular a

superficie e é chamado vetor normal. Se 0, for mantido constante r descreverd uma curva

que acompanha o perfil da superficie e, se tal constante variar, ter-se-d uma familia de curvas
chamadas curvas 6; . O mesmo ocorre mantendo-se 6, constante, gerando-se uma

familia de curvas 0,. Tais curvas serdo chamadas curvas coordenadas ¢ 0,,0; sera

chamado de sistema de coordenadas curvilineas superficial.
Pode-se definir outros conjuntos de coordenadas curvilineas superficiais como
ea:eu(g],gz); _uzea(elyez)

onde as transformagdes ja vistas na andlise tensorial podem ser aplicadas. Observe-se que

d9* define um tensor contravariante de superficie de ordem um. Os deltas de Kronecker para

a superficie sao definidos como

F=0 (@=p), 6 =1 (o= P, P ndo somado)
a B - .
€, como %%27 - 8‘71 . eles formam um tensor misto de ordem dois.

Os vetores covariantes de base neste espago, segundo as regras usuais, sao

gao = aq +03834, gz =aj, onde ag =rg

e, portanto, ag ¢ transformado de acordo com a regra covariante de transformacgao de
coordenadas. Tem-se ainda que

83-8a=0, 83'83:1, 33-83.(,:0,
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e, quando 83=0=>g =a,, g =a", g=an, g°=a" _ Portanto, das regras
anteriores,
g - ap =dap, d3g =0, a; =1
agpaby = 8) | a’*=0, a’d =1
Ou seja,
all_"j2 al2 =q2l = f-‘;z, azzzfa_l’
onde

2
a=|asp| =ayax -aj,
Ainda, para 83 =0 encontra-se

a®=a%ap, a,=agpaP, a%.aP=-gF  ai-q

|aa| = /A - 8q = fAao, |a%| = Ja%-a% = Ja™= (e ndo-somado)
Os vetores a* sdo os vetores contravariantes de base da superficie e aup,a* sio os

tensores métricos superficiais, simétricos. Todos esses vetores e tensores satisfazem as leis

apropriadas de transformagio de coordenadas superficiais.

Como  dr=2aqd8*=2a%0,, onde dBq=aupddP o elemento de linha da

superficie tem a forma
ds® = dr - dr = aup d9%dOP = a*P 0 o dBp = 83 d8uddP = dodb
que ¢ uma equacdo conhecida como primeira forma fundamental da superficie.
Os elementos de linha ao longo das curvas coordenadas podem ser representados
pelos vetores  dsq = aod0* (o ndo-somado), com magnitudes dsq = Jfagq d0%, e

angulo ¢ entre as curvas coordenadas dado por

cosd = ds;-ds;  aypp
~ dsyds, ~ fapan
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Se as curvas coordenadas forem ortogonais, entio a3 =a'? =0

O elemento de superficie dS ¢ obtido na forma dS= Ja d0'd8?

Os simbolos de permutagdo sdo definidos como aam,a“ﬁ , quando 03 =0 sio

dados por eqp,e* . Portanto,

12=_521=__I1a:‘ g =ep=gll=g2=

w

En=-€21=Jd, ¢

20’ 0/ 20*
207 30° 00! Cisk

Como €,y € transformado pela regra €,4 = , para 0 caso em questdo, para

§3 =83,
~ _ ap*peH
Bop = 557 opr M

tal que €4 € um tensor covariante superficial de ordem dois. De modo similar, €* € um

tensor contravariante superficial de ordem dois. Observe-se que

Eap3 = Eaaﬁ ) gP3 = ggaﬁ

e g = g% qPre;,, Eaf = GoddpuE™”,
portanto
ePeMagapy =2, EapErpa®abh =2,
aa[j = Sa}“ﬁﬁ“a}._u § auﬁ = Suﬂ;\_sﬁpal

O produto destes tensores ¢ dado por 6?5 =g%¢;,, tal que, por exemplo,
E‘S;fEA M= qoB — 4P* Num caso particular, tal delta pode ser simplificado, de acordo com
as regras acima, para
6%5 =e%Pe)p = aruappe®PetP = a™ay, =85 =2
Tem-se ainda, para 63 =0, que
ag xap =eqpa;, a%xaP=g*Pa;,  a;xap=eppaP, aj;xaP=¢Pra
e [acapas] =¢qp, [a%aPa’] =

O produto escalar
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dr-daz = ~bop d0*dOP = -b*P d8dBy = -bfj d6.dOP

[agpa;a;]

k

onde  bop=-aq-833=-2p 83, =23 g =23 -8B = i

¢ chamado segunda forma fundamental da superficie. Os coeficientes

tensores superficiais simétricos de ordem dois, relacionados pelas formulas
bf = a b =amb®, 6P =a"bY . bop = agub.

O invariante 2H=b& ¢é chamado curvatura média da superficie, e

bag |

_ _p1g2 2142
¢ chamado curvatura gaussiana da superficie.

Os simbolos de Christoffel relativos a superficie 6;=0 sio

{BYQ} = %(a&ﬂ Y +a0‘.’(,]3 +aBT-
{ﬁlv} - aa’)'{ﬁvl} =a“-ayp=a%“-apy=-a,-

{€3}:au'a3.ﬂ =-a3-a3 =-bg

8)a
{351 =0, {fa)= ’IE 508

v

{3}=a%a30=0, [3]}=0,
Os valores do tensor de Riemann-Christoffel na superficie 85=0  sio
Rlapy=Rlapy+{ar} {25} - {3}
e Rapy={arp} ~{abal + o} e} - {2 1
v}

onde  Rlapy ={uyp} ~{ab ot + Tar}{2p] - T 7]

-]

bap,bP

sao

e ¢ chamado tensor superficial de Riemann-Christoffel. Como o €spago em questiao é

euclidiano, seu valor ¢ nulo, o que resulta em
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Ekﬂﬂv - {ciﬁ}{;r} - {‘27}{%5]
Rebaixando o indice superior encontra-se Ry apy = dip R", e, em particular,

Roopy = Rapyy =0 (¥ ndo-somados

Ri212=Raiz1 = Rz =R
Assim, todo componente nio-nulo de Rgpys ¢ igual aRiy oua—Rjy, e

Ri212 = |bap| = b11b22 — b1,
Portanto a curvatura gaussiana se toma K= R'aﬂ ouk= 3;8?““8[3* Ry« , mostrando que K
¢ um invariante da superficie, sendo esta ultima expressio conhecida como equagio da
superficie de Gauss .

Como R?am também ¢é nulo obtém-se by |2| =b2|1], conhecida como equagdo

da superficie de Codazzi.
Tais equagdes foram deduzidas a partir de trés das seis componentes independentes
do tensor de Riemann-Christoffel para a superficie 63 =0. As outras trés componentes,

que devem ser zero, s3o Rg3p  que fornecem as relagdes

1.5
gap 33 = 38" gan 3 8pn,
As derivadas dos vetores de base sdo facilmente deduzidas e sao conhecidas como

formulas de Weingarten e Gauss:

agp = {é‘ﬁ}ax+bagag, a% = {ﬁ‘l} a}-+bg33, a5 = —bka,

Da ultima equagao tem-se

850 835 =bwby = das- dag=bapbido®de"
que é chamada terceira forma fundamental da superficie.

Considere-se agora um vetor no espago em estudo, que pode ser escrito como

A-21



Andlise Tensorial

v=v%a, + v3ag =vea® +v;al
Suas derivadas sdao dadas por

Vo = Wrlal =bavi)a® + (V3o +b6va)as = (Vo] - bhv3)ay + (v + by
e V3=vg3a%+v33az = v%aa+v,33a3
onde  vylof =v;h,a—{fa}vp : v ol =v?‘a—mv“

Numa transformagdo genérica de coordenadas espaciais, v, e g” se transformam
respectivamente com as regras covariante e contravariante de transformagdo. Numa
transformagdo de superficie, como a tratada, como 03 =03, e assumindo-se 83 =0,
encontra-se que Vvg,a% se transformam respectivamente com as regras covariante e
contravariante para transformagio de coordenadas superficiais. Portanto, verifica-se que

vaa® (e v*ay) sdo invariantes sob transformagdes de coordenadas superficiais, e sdo
chamados vetores superficiais com componentes covariante e contravariante Va, Vv®
respectivamente, ou simplesmente vetores superficiais covariante e contravariante.

Como voa*=v%aq e a® =a®Pag (ouay =aupaP segue que

vE= a“ﬁv;s e Vo =agpP,
que estabelece o método para subida e descida de indices para vetores superficiais. E, como
em trés dimensdes, pode-se estender o conceito de derivagdo covariante para tensores
superficiais de qualquer ordem.

No caso especial da geometria tratada em que a superficie € um plano, o vetor a, é
um Vetor unitario constante, perpendicular a superficie plana. Neste caso,

a34=0
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e, bap =0, Ry212=0, que, como o tensor de Riemann-Chnistoffel se anula para a

superficie 63=0, a ordem da diferenciagio covariante superficial € irrelevante. Para este

caso, uma série de resultados especiais podem ser citados:

o =T o= 8a, g;=az-a
gop = 2a - AR = dof, gq3=8a-283=0, 833 =Aa3-a3=
gaB:aa,aB___aaB’ gUBZaa,a3___0’ g33=a2_83:

&= |gu| = |aap|=a

aap={iptar,  ap={f}
e verifica-se que todas as grandezas geométricas (exceto R) sdo independentes de ©j;.
O teorema de Green correspondente para esta geometria existe entre uma integral em
torno da curva ¢ sobre uma superficie e uma integral sobre a superficie limitada por ¢. Se u

for a normal unitaria a curva c na superficie, entao

doP
u=uqga%, Uo = Eap—

jgv“]a|d52“;‘,_lz’(ﬁ‘"u)‘“ g8 = J;uu v ds = laaﬁ Vugf;gds
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Apéndice B - A goma guar e seus derivados

B.1 Introdugdo

A goma guar foi introduzida comercialmente no mercado em 1953 € seu consumo
teve um rapido crescimento a partir de entdo devido nao somente ao papel do guaran (outro
nome da goma) como viscosificador de sistemas aquosos mas também como ponte de
hidrogénio e reagente quimico para industrias como a mineragdo e produgao de papel. A
goma, uma galactomanana, é um polissacarideo ndo-idnico.

A goma guar ¢ derivada da semente da planta guar, Cyanaposis tetragonolobus, da
familia Leguminosae; esta planta se desenvolve em forma de vagem. Ela vem sendo
cultivada hé séculos na India e no Paquistio, onde é uma das principais plantagdes, sendo
usada como alimento. Foi introduzido nos EUA no inicio deste século, mas somente a partir
de 1946 seu potencial como plantagdo comercial e seu valor no incremento da fertilidade do
solo adquiriu algum interesse.

A planta guar necessita de muito pouca superficie molhada durante sua época de
crescimento, sendo, portanto, adaptavel para desenvolvimento em regides semi-aridas onde
plantagdes menos resistentes perecem. E essencial que sua colheita ocorra antes da primeira
chuva que segue a primeira geada caso contrario muitas das sementes secam € enegrecem, a
produgdo de goma decresce, € a goma € contaminada por pontos negros.

A semente do guar é dicotiledonea, tendo um didmetro aproximado de 8 mm. A
composi¢io média de seus véarios componentes é dada na Tabela B.1. Fica evidente da
anélise dos dados que, para a obtengdo de galactomanana relativamente pura, o endosperma

deve ser separado da casca e do germe.
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Proteina Eter Cinza, Mistura, Fibra, Tipo de
Parte (N x 6.25), Extraido, Carboidrato
% % % % %

Casca
(14-17%) 5 0.3 4 10 36.0 D-Glicose
Endosperma Galacto-
(35-42%) 5 0.6 0.6 10 1:5 manana
Germe
(43-47%) 553 52 46 10 18.0 D-Glicose

Tabela B.1 - Composigcao dos Componentes da Semente do Guar

Sua casca € removida por amolecimento em banho de dgua e esmagamento, e sua
purificagdo ¢ feita por moagem e peneiramento em vérios estagios. A separagdo do germe €
conseguida por moagem diferencial. Diversos tipos de moedores, como os de atrito, de
martelo ou rolantes, podem ser utilizados devido a diferenga de dureza entre o endosperma e
O germe. Apos a separagdo do endosperma, ele é transformado em um pé fino e
comercializado como goma guar.

A goma guar qualificada para alimentagao ¢ basicamente endosperma puro. Ela tem
normalmente um pequeno residuo de casca e germe, resultante de imperfeicdes na
purifica¢do. Contudo, como a semente inteira é comestivel, tal contaminagdo somente dilui a
quantidade de galactomanana disponivel. A goma guar estd incluida nas normas de
identificagdo do Food and Drug Administration para queijos e seus subprodutos, sobremesas
congeladas e temperos de salada.

Uma analise tipica das impurezas da goma guar para alimentagao fornece, em geral:
fibra, 2.5%; mistura, 10-15%; proteina (nitrogénio x 6.25), 5-6%,; cinza, 0.5-0.8%.
Comparando-se tais resultados com os do endosperma puro (Tabela B.1) verifica-se a

efetividade da separagdo das técnicas usuais de processamento comercial.
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A maioria da goma guar comercializada pela industria de alimentos produz uma
viscosidade de 3-5 Pa.s em uma solugdo a 1%. Sua viscosidade ¢ influenciada pela pureza e,
também, pelas técnicas de processamento.

A goma guar produzida para uso industrial vem acompanhada de aditivos que
favorecem sua dispersido, controle de viscosidade e gelificagdo, que atuam como preservantes
ou qualquer outra especificagdo necessaria para uma utilizagdo industrial especifica. Além
disso algumas propriedades como taxa de hidratagio, gelificagdo controlada e quebra de
viscosidade podem ser variadas. Tais propriedades podem ser controladas através de técnicas
de processamento e, portanto, classes especificas de goma guar podem ser projetadas para
aplicagdes especiais. Diversas classes e modificagoes estdo disponiveis comercialmente.

Nao existe limite pratico para a quantidade potencial de goma guar que pode estar
disponivel em caso de aumento de demanda. A planta guar é uma planta anual, resistente, e
pode ser facilmente adaptada em varias areas. Um mercado ascendente pode ser acomodado
pelas plantagdes existentes visto que as plantagdes da India e Paquistio destinadas a produgio

de goma sdo ainda pequenas.
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B.2 Utilizagao industrial

Nos EUA o guar foi inicialmente estudado como uma fonte de goma em 1945. A
General Mills iniciou sua plantagdo no sudoeste do pais, e, em 1949, 1700 acres ja haviam
sido plantados no Texas. Ao mesmo tempo o Institute of Paper Chemistry em Appleton,
Wisconsin, comparava o uso da goma guar com o da goma do feijao de alfarroba e de outros
aditivos para a manufatura de papel. Contudo, somente a partir de 1953 a goma guar
comegou a ser produzida em quantidades comerciais. Nesse intervalo de tempo, a demanda
pela goma de feijdo de alfarroba cresceu rapidamente devido as industrias de alimento, de
papel e téxtil. Em 1951 a demanda por essa goma excedeu seu limite armazenado, for¢ando
grande aumento em seu prego (a alfarrobeira é uma arvore perene). Duas companhias
americanas, Stein, Hall & Co.,Inc. e General Mills, Inc., construiram instalagdes e iniciaram
a produgao comercial de goma guar em meados de 1953. Algum tempo apés, os produtores
europeus de goma de feijdo de alfarroba comegaram a produzir goma guar também.

A goma guar foi originalmente desenvolvida como substituta da goma do feijao da
alfarroba, contudo, logo se verificou que, embora ambas gomas sejam galactomananas,
existemn diferengas significativas em suas composigdes e comportamentos quimicos. A goma
do feijao de alfarroba requer cozimento a elevadas temperaturas para atingir sua viscosidade
maxima enquanto que a goma guar ¢é hidratada em agua fria. Aquela tem em média somente
uma unidade de D-galactopiranosil como wum ramo para quatro unidades de
D-manopyranosil, enquanto que, nesta, a relagdo é de 1:1. O maior numero de ramos na
goma guar € o fator responsavel por sua mais facil hidratagdo e pela atividade diferenciada de
suas pontes de hidrogénio em relagdo a outra. Algumas aplicagdes industriais serdo descritas

para exemplificar a utilizagdo convencionail deste coldide hidrofilico como viscosificador e
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aglutinante, e seus usos especificos, que dependem de sua composi¢ao quimica e

configuragdo molecular.

B.2.1 Mineragdo

A goma guar ¢ usada na flotagdo da espuma de potassa como um reagente auxiliar,
precipitando a ganga, residuo que pode conter argila, talco, ou folhelho. Tal agdo da goma
guar resulta da ponte de hidrogénio entre a molécula de goma com a superficie mineral
hidratada das argilas. Sua configuragio global de ramificagdes alinhadas com ocorréncia
regular dos ramos de D-galactopiranosil favorece bastante tal tipo de reagio. O fato de ambas
as unidades de D-manopiranosil e D-galactopiranosil do guaran possuirem grupos de
hidroxila-cis favorece a formagdo de pontes de hidrogénio.

Agente decantador.- A goma guar € também utilizada como floculante ou agente
decantador na concentragdo de minérios e residuos na industria de mineragdo. Na pratica, a
lama e os residuos dos processos de beneficiamento mineral podem ser concentradas de
forma que a dgua possa ser reutilizada, facilitando o descarte ou reprocessamento dos solidos.
Normalmente, grandes tanques e espessantes sao utilizados nesse processo. A adicdo de goma
guar na propor¢do de 0.1 - 0.5 Ib/ton de solidos secos (1 kg/4100 - 20500 kg) agiliza a
decantagdo dos solidos suspensos. Isso reduz a quantidade de espessante necessaria para a
decantagio de uma mesma quantidade de sélidos.

Filtragdo - Na mineragdo, as operagdes de filtragdo sdo projetadas para a remocio de
particulas suspensas de lama e argila. Tais particulas tendem a formar um reboco bastante
compacto e imido que tampona a superficie do filtro. A adigdo da goma guar 4 pasta, por
métodos similares aos descritos acima, resulta na floculagio dessas pequenas particulas. A

quantidade de goma necessaria € o dobro, ou mais, da usada para a decantagio. Esses grandes
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flocos tendem a obstruir a tela do filtro permitindo, a0 mesmo tempo, a canalizagdo da agua
através do reboco. Esta agio aumenta a eficiéncia da filtragdo e resulta num reboco seco.
Tratamento da dgua - A goma guar nio é toxica e é aprovada pelo Servigo de Saude
Publica americano para uso no tratamento de agua potavel como coagulante em conjungdo
com outros coagulantes como o alume (sulfato de aluminio potéssio), sulfato de ferro IIl, e
cal (6xido de calcio). Ela aumenta o tamanho dos flocos inicialmente formados pelo
coagulante, aumentando assim a taxa de decantagdo das impurezas sélidas, reduzindo o
carregamento de sélidos para os filtros, e aumentando seus periodos de lavagem reversa. Em
aguas industriais, a goma guar flocula argilas, carbonatos, hidroxidos e silica quando usada

sozinha ou em conjunto com coagulantes inorganicos.

B.2.2 Alimentos

A goma guar ¢ geralmente utilizada em alimentos como espessante € como
aglutinante de dgua livre em molhos e temperos de salada. E também usada como aglutinador
de agua livre e como estabilizador em sorvetes. A agua livre em uma mistura de sorvete
resulta numa textura granular, cristais de gelo, pobres propriedades de liquefagdo e baixa
resisténcia ao cheque térmico no produto final. A incorporagdo de um estabilizador contendo
quantidades da goma guar de aproximadamente 0.3% da mistura de sorvete resulta num
produto mascavel, de textura suave, com lenta liquefagdo e boa resisténcia a choques
térmicos. A goma guar incorpora a agua livre sem modificar a caracteristica viscosa da
mistura. Ela é também particularmente recomendavel na pasteurizagio rapida devido as suas
propriedades de rapida hidratagdo. Ela estd incluida nas normas de sorvetes € no Food
Chemicals Codex.

E, também, usada na estabilizagio de sobremesas congeladas. A retengdo das

propriedades de hidratagdo méxima em meios acidos ¢ um fator importante para o uso da

B-6




A goma guar e seus derivados

goma guar. Outros alimentos que podem ser estabilizados pela goma guar devido sua
habilidade de aglutinar dgua sdo os alimentos congelados, queijos, recheios de tortas, e

alimentos para caes.

B.2.3 Cosméticos e Farmacos

A goma guar € usada para espessar varios cosméticos e farmacos. E também usada
como aglutinante em comprimidos. A goma granulada é usada para este proposito. A goma

guar grosseiramente granulada esta sendo estudada como laxante.

B.2.4 Industria do Papel

A industria do papel se tornou o maior usuirio de galactomananas. Estima-se que
cerca de 10 milhdes de quilogramas de galactomananas (gomas guar e de feijao de alfarroba)
sao usados anualmente por essa industria, sendo o guar em maior proporgio.

Aditivo de umidificagdo final - O maior uso de galactomanana na fabricagio de papel
estd na umidifica¢do final do processo. A goma ¢ adicionada 4 pasta em suspensao antes da
folha ser formada numa maéquina Fourdrinier ou de cilindro. O processo pastoso, projetado
para remover a lignina, produzindo desta forma uma pasta fibrosa de celulose, também
remove grande parte das hemiceluloses normalmente presentes na madeira. Tais
hemiceluloses, que sao geralmente mananas e xilenas, poderiam contribuir significativamente
para as propriedades de hidratagdo da pasta e resisténcia do papel formado pela pasta. As
galactomananas compensam ou suplementam os hemiceluloses naturais. As vantagens
obtidas pela adi¢do de galactomananas a pasta sdo: (a) melhoria na formagio da folha com
distribui¢do mais regular de fibras (sem feixes de fibras); (b) aumento da resisténcia a ruptura
de Mullen; (c) aumento da resisténcia & dobras; (d) aumento da resisténcia a tragdo; (e)

aumento de pick (pick é a medida da forga necessaria para extrair uma fibra da superficie de
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uma folha); (f) maior facilidade na hidratagdo da pasta (a pasta é processada de forma a ter a
superficie de suas fibras aumentada, possibilitando uma maior aderéncia a agua; a adicao de
galactomannans auxilia tal retengdo, diminuindo o tempo de processamento e,
conseqientemente, reduzindo o consumo de energia); (g) melhoria na qualidade final do
produto; (h) diminuigdo da porosidade; (i) uniformizagdo do prensamento de meios
corrugados; (j) aumento da velocidade das maquinas; (k) aumento da retengdo de finos.

Aceita-se, em geral, que o efeito das pontes de hidrogénio € um dos principais fatores
que afetam as ligagOes entre fibras. Uma analise da estrutura molecular das galactomananas
mostra uma molécula rigida com grupos de hidroxila primarios e secundarios. E dificil
efetuar uma comparacdo entre as eficiéncias das gomas de feijio de alfarroba e guar na
producao de papel porque a quantidade de varidveis envolvidas é muito grande, como a
formulagdo da goma, tipo de pasta, tempo de batimento, e condigdes das maquinas. Contudo,
muitos na indastria do papel acreditam ser a goma guar a mais eficiente. Uma outra
propriedade dessa goma torna sua aplicagdo prdtica na fabricagdo de papel mais aceitavel.
Tais gomas sempre contém uma quantidade de casca como contaminante. A casca
proveniente da alfarroba tem cor vermelha/marrom o que resulta, em folhas brancas, pontos
pequenos, mas visiveis; a casca do guar ¢ branca, o que a torna imperceptivel.

As solugbes de goma sdo preparadas por cozimento e sdo, geralmente, bombeadas
para a sucgao de uma bomba ventilada. A goma guar pode ser processada de forma a

dispensar tal operagdo, racionalizando sua utilizago.

B.2.5 Explosivos

A goma guar € adicionada como agente impermeabilizante na produgio de cépsulas
de explosivos de nitrato de amonia resistentes a agua. A capacidade da goma guar de hidratar

em solugdes saturadas de nitrato de amonia resultou no uso em larga escala da goma como
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agente espessante e gelificante para pastas explosivas. Muitas patentes para o uso da goma

guar nesta aplicagio foram requeridas.

B.2.6 Tabaco

A goma guar encontrou uso como aglutinador de finos fragmentados de tabaco na
produgédo de tabaco reconstituido para produtos para fumantes. Nesse processo uma mistura
de finos de tabaco de alta qualidade, goma guar e umectante sdo passados por cilindros de
ago muito proximos que giram a velocidades superficiais diferentes. A folha obtida é entio
parcialmente resfriada. A lamina resultante tem a resisténcia a tragdo e a espessura da folha

de tabaco e pode a ela ser misturada pois conserva seu odor e sabor.

B.2.7 Derivados

Muitos derivados de goma guar foram preparados e reportados na literatura. Incluem
a goma guar oxidada, carboximetilada, hidroxialquilada (denomina-se alguila o radical
resultante da retirada de um hidrogénio de um hidrocarboneto alifatico) e varias outras
modificagdes carboidratadas. Alguns desses derivados encontram usos importantes nas
industrias téxtil e de papel.

Nos ultimos anos os hidroxialquilguar tem assumido papel importante. Materiais a
base de hidroximetilguar e hidroxipropilguar com variagdes em viscosidade e substitui¢io
molar estao disponiveis. A derivagio através do uso de 6xidos alquilados tem modificado as
propriedades do guar para utilizagdo em determinadas areas.

O guar regular, por exemplo, é rapidamente adsorvido por superficies minerais
hidratadas através de pontes de hidrogénio facilitando sua floculagdo. A taxa de adsorgio é
modificada pela introdugdo de ramificagdes laterais de hidroxialquilas permitindo uma

grande variagdo na taxa de floculagdo, importante para a indistria da mineragio.
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De modo similar, o guar interage com as superficies celuldsicas hidratadas afetando a
formagdo e a resisténcia de uma lamina durante a produgdo de papel. As taxas de adsorgao
sdo alteradas, pela hidroxialquilagao, para aplicagdes uteis na fabricagao de papel.

Um dos novos melhoramentos obtidos pela hidroxialquilagdo do guar € a solubilidade
em solventes aquosos como os glicdis e o alcool. Tal solubilizagdo permite a utilizagdo dos
derivados de hidroxialquilguar como espessantes para pastas explosivas.

A compatibilidade eletrolitica, uma importante propriedade do guar, foi estendida
pela hidroxialquilagdo para cobrir as solugdes saturadas de sal de calcio. Isso €
particularmente util em aplicagdes como o fraturamento de pogos de petréleo e pastas
aquosas explosivas.

Os derivados de hidroxialquilguar sdo mais biodegradaveis que os éteres de celulose.

Esse grau intermedidrio de biodegradabilidade sugere seu uso na industria téxtil.
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B.3 Estrutura

A metilagdo, fragmentagdo e oxidagdo periodatada mostram que a goma guar
(guaran) consiste de cadeias lineares de unidades de (1->4)-B-D-manopiranosil com unidades
de o-D-galactopiranosil unidas por ligagdes (1->6). A hidrélise enzimatica da goma guar
fornece manobiose (4-O—-B-D-manopiranosil-D-manose), manotriose e
6-0-a-D-galactopiranosyl-D-manopiranose, confirmando os resultados de uma metilagéo
inicial e mostrando que as ligagdes B-D-(1->4) estdo presentes na manana e que a cadeia
lateral de unidades de D-galactose sdo unidas por ligagdes a-D-(1—>6).

A relagio de D-galactose para D-manose na goma guar € de 1:2, com cadeias laterais
simples de unidades de D-galactopiranosil ligadas a uma longa cadeia composta de unidades

de D-manopiranosil (figura B.1). O peso molecular reportado € de 220.000.

H OH -
H
—t—o—oh Ho )0 Rl ——
H H 0]
H H
HO sz
OH H
HON__ ¢ H
CHEOH
2 dn

Fig. B.1 Unidade estrutural da goma guar (Guaran).
O HPG (HidroxiPropilGuar) é obtido através da reagdo do propileno 6xido com a
molécula de goma guar e possui uma estabilidade térmica maior que a da goma, além de

gerar solugdes mais viscosas. Tal reagdo desloca as hidroxilas do topo e base da estrutura,
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intercalando um radical de propileno ¢xido no topo, e dois radicais na base. Como resultado,
o HPG forma uma cadeia polimérica maior que a goma e seu peso molecular sobe para

2.000.00071%:281),

radicais de propileno 6xido

=

grupos de
hidroxila-cis

Carbono O Oxigénio ® Hidrogénio

Fig. B.2 - Unidade estrutural do HPG (verso e frente).
O objetivo inicial de seu desenvolvimento foi a obtengao de um produto que
apresentasse um teor de residuos inferior (o teor apresentado pela goma guar se encontra na
faixa de 8 a 12%, enquanto que no HPG cele se situa na faixa de 1 a 4%)"'™ ' ¢ que

permitisse um maior controle de suas propriedades quanto a degradagio devido a

(110, 111, 236) (5, 28, 41, 87, 254)

e a sua reticulacao . A figura B.2 mostra uma unidade

temperatura

estrutural idealizada do HPG.
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B.4 Propriedades

B.4.1 Viscosidade

A goma guar forma dispersdes (solugdes) coloidais viscosas quando hidratada em
agua fria; suas viscosidades podem ser medidas atraves de viscosimetros rotacionais como o
Brookfield Syncro-Lectric ou o Haake Rotovisco. Tais solugdes exibem variagao da
viscosidade com a taxa de cisalhamento, comportamento tipico dos fluidos nao-newtonianos.
As solugdes mais diluidas de goma guar mostram uma resposta menos pseudo-plastica: a
viscosidade de uma solugdo a 0.3% mostra pequena variagdo a taxas superiores a 60 rpm. A
viscosidade das solugdes de goma guar pode também ser medida em instrumentos tipo pipeta,
como os viscosimetros Dudley, Engler, e Ostwald. Tais equipamentos sio mais adequados
para solugdes de goma a concentragdes inferiores a 1000 ppm (1 mg/1). Redmetros de
extrusio sio adequados para medigao de altas viscosidades, que ocorrem em concentragdes
superiores a 2%.

Para se preparar uma solugdo de goma guar, a goma seca deve ser vigorosamente
agitada em um tanque de agua. Quando a dispersao é conseguida, a agitagdo € reduzida e
mantida até a solugdo se tornar viscosa. Tal resultado € obtido dentro de um minimo de 5
minutos até, preferencialmente, 30 minutos (algumas classes de goma guar podem continuar
se espessando por 24 horas). A viscosidade ¢é dependente do tempo, temperatura,
concentragio, pH, resisténcia idnica, e tipo de agitagao.

Tempo - A viscosidade sob agitagio de uma solugdo de goma guar se apresenta
sempre crescente, tendendo a estabilizagdo apds a primeira hora. A manutengdo da
viscosidade ¢ conseguida através de aditivos em concentragdo adequada. Entre os aditivos
mais efetivos encontram-se o formaldeido e os fendis clorados e os acidos benzoico e

sorbico.
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Temperatura - A viscosidade de uma solugdo totalmente hidratada de goma guar varia
quase que diretamente com o inverso da temperatura na faixa 20°- 80°C Os fatores que
influenciam no desenvolvimento de viscosidade sio o aumento de viscosidade resultante de
rapido aquecimento e o decréscimo de viscosidade causado pela efeito de degradagdo devido
ao aquecimento prolongado. Medigdes efetuadas em periodos superiores a 24 horas mostram
uma boa estabilidade da solugdo apés 2 horas de aquecimento. As viscosidades méximas das
dispersdes de goma guar sio encontradas na faixa 25°- 40°. Quanto menor a temperatura,
menor € a taxa com que a viscosidade aumenta.

Concentragdo - Em solugdes diluidas, a viscosidade da goma guar aumenta
linearmente com a concentragio, até cerca de 0.5%. Depois disso, as solugdes de goma guar
se comportam como solugdes ndo-newtonianas principalmente como resultado de atragdes
superficiais complexas em altas concentragdes. A tabela B.2 compara as viscosidades de

diversos coléides medidos de maneira similar.

Goma mPa.s
Goma arabica (20% por peso) 50
Goma de feijao de alfarroba 100
Metilcelulose 150
Goma de tragacanto 200
Goma de carrageen (*) 300
Carboximetilcelulose sodica 1.200
Goma karaya (™) 1.500
Alginato de so6dio 2.000
Goma guar 4.200

(*) variedade de musgo irlandés. (**) planta indiana.

Tabela B.2 - Viscosidades Comparativas de Solucées Hidratadas de 1% de Goma a 1%

pH - A goma guar ¢ estivel sob uma larga faixa de pH. A natureza ndo-idnica da

molécula € responsével pela viscosidade quase constante na faixa de pH de 1 a 10.5.
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Contudo, goma guar previamente hidratada ¢ compativel com alta alcalinidade; e gomas guar
modificadas que desenvolvem altas viscosidades em solugdes causticas concentradas foram
desenvolvidas recentemente. A taxa Otima de hidratagdo ocorre entre oS pHde 7.5¢9. A
despeito da diferenca de taxas, as viscosidades maximas sdo as mesmas em meios acidos ou
alcalinos.

Resisténcia idnica - Devido a sua nao-ionicidade, a goma guar ¢ compativel com sais
sob uma ampla faixa de concentragao eletrolitica. A alta concentragdo de sais polivalentes

afeta a hidratagdo e produz geis.

B.4.2 Redugdo de fricgdo

A goma guar, com sua configuragao de ligagdes longas e regulares, reduz e minimiza
as perdas de pressdo por fricgdo da agua quando em fluxo turbulento e apresenta grande
resisténcia a degradagdo por cisalhamento quando constantemente reciclado. Pode-se
expressar sua eficiéncia na reducao de fricgdo como um percentual de perda de pressdao

eliminado pela presen¢a da goma:
APHEO - Apsoi‘.gama

x 10
AP0

% redugao de friccao =

B.4.3 Géis

O ion borato atua como um agente reticulador na goma guar hidratada formando géis
estruturais coesivos, sendo tal reagdo inicialmente reportada em 194379, A formagdo e a
resisténcia desses géis dependem do pH, da temperatura e da concentragdo dos reagentes. A
faixa 6tima de pH para formacgdo de gel ¢ 75 - 10.5. A transformagdo solugdo-gel €
reversivel; o gel pode ser liquefeito pela queda do pH abaixo de 7 e pelo aquecimento. Os
polisacarideos com nNumMerosos grupos de hidroxila adjacentes na posigao cis podem formar

géis boratados tri-dimensionais. Os géis boratados podem ainda ser liquefeitos pela adigdo de
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um poliol de baixo peso molecular, como o glicerol ou o manitol, capaz de reagir com o ion
borato.

O ion borato inibira a hidratagdo da goma guar se estiver presente quando da adigio
do p6 de goma a agua. As concentragdes minimas necessarias para inibigio da hidratagio
dependem do pH. Por exemplo, com 1% de goma guar, 0.25-0.5% (baseado no peso de goma
guar) de bérax (tetraborato de s6dio) é necessario em pH 10-10.5; em pH 7.8-8, requer-se
1.5-2% de bérax. A reagdo complexante é reversivel porque o rebaixamento do pH abaixo de
7 permite & goma sua hidratagdo normal. Essa técnica ¢ utilizada em geral para se obter

melhor mistura e mais fécil dispersao.

A goma guar pode ser insolubilizada ou gelificada por ions metalicos de transigio
para a formagdo de géis uteis comercialmente. Esse géis sdo dependentes do pH e
irreversiveis, diferentemente do que ocorre com o fon borato. As caracteristicas desses géis

variam grandemente com o cation utilizado.

B.4.4 Filmes

A goma guar forma filmes resistentes e dobraveis, sensiveis a agua. A literatura
descreve a produgao de filmes altamente orientados que sdo elongados 150%. Cita, também,
a utilizagao de derivados de triacetato. Os filmes produzidos com triacetato nio sio coloridos
e tem resisténcia a tragao inferior aos filmes de triacetato de celulose ou de triacetato de

amilose de batata. Tais filmes podem ser plastificados tornando-se leves e dobraveis.




Apéndice C - Parametros reoldgicos

Parametros reologicos sdo varidveis caracteristicas de um fluido em escoamento
representadas por fungGes. Na literatura recebe também as denominagdes SJungdes materiais,
fungdes viscométricas e outras"”. Tais parametros sio definidos de acordo com o tipo de
fluxo a que o fluido esta submetido.

O escoamento cisalhante simples é dado pelo campo vetorial

Vx :j(yxy; vy=0; vz=0

onde o gradiente de velocidade ?},x pode ser fungao do tempo. Seu valor absoluto é chamado

taxa de cisalhamento y. Para o escoamento cisalhante permanente (também chamado de
escoamento viscométrico) tal taxa ¢ independente do tempo; neste subentende-se que a taxa ¢
mantida por tempo suficiente para que todas as tensdes no fluido sejam independentes do
tempo. A caracteristica desse fluxo, mostrado nas figuras abaixo, é que a distincia / entre

duas particulas vizinhas, inicialmente no eixo y e separadas por uma distancia [y, apds um

intervalo de tempo At , torna-se

I=lgJ1+G A2 ~lg ¥ At (4= cte.)

placa superior se movendo com veloci d;lde constante V

—»'<

. : | |

Fig. C.1 Escoamento cisalhante simples com taxa de cisalhamento y= %; Vy =Y Y
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~

- 2 Yoo /

Fig C.2 Cubo unitario de material Fig C.3 Escoamento cisalhante simples permanente

t=1 t=ty>t; y=y(t2-1))

O escoamento extensional simples é dado pelo campo vetorial

ve=—sE(1+b);  w=-te(-b)y;, vi=+¢

onde0<b<le & ¢€ataxade clongagio, que pode depender do tempo. A depender do valor

de b tem-se alguns tipos especiais deste fluxo:

escoamento uniaxial : b=0, e0)
escoamento biaxial : (b=0, €<0)
escoamento planar : k=1

A distancia entre duas particulas de fluidos, neste caso, varia exponencialmente
conforme: [ =lyexp(e A?) (e=cte.) . Em todos os casos os volumes sio

preservados e as deformagdes sdo mostradas abaixo:

3 I Cn 'a I
Y Am Y
m I X
n % X
z " i
m
- J N Y - J
escoamento uniaxial escoamento biaxial escoamento planar

Fig C.4 Tipos de escoamento extensional m=1/J1; n= exple (12 — 11)]
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Os tensores tensiao, = pd + 1, em forma matricial, serao dados por

PtTxx  Tyx 0 Pt Tx 0 0
Tx Py O e 0 p+1y O
0 0 p+1z 0 0 p+1z

para os fluxos cisalhante e extensional, respectivamente. As tensdes que sdo utilizadas nos
calculos de escoamento cisalhante sdo a cisalhante (t,x) e a primeira e segunda diferengas de
tensdes normais (Txx — Tyy € Tyy — Tzz), €Nquanto que no escoamento extensional somente as
duas diferengas de tensdes normais (Tzz — Txx € Tyy — Txx) S30 importantes, sendo a ultima

nula para os fluxos uniaxial e biaxial (b= 0).

C.1 Pardmetros para o escoamento cisalhante

Os principais parametros reoldgicos (com suas respectivas equagdes definidoras) do

escoamento cisalhante permanente sao:

viscosidade Tyx = -N(Y) 'Y}..x
primeira diferenga de tensdo normal T — Ty =—F1(¥) ?ix
segunda diferenga de tensdo normal Tyy — T2z = =¥ 2(y) Yi‘

Estas fungdes sao pares, razao pela qual sdo escritas como parametros de y= l?‘,_r , a taxa de

cisalhamento que é um invariante do tensor taxa de deformagao.

Em termos experimentais, a viscosidade ¢ a fungdo viscométrica mais conhecida.
Devido & importante dependéncia destes parametros em relagao a temperatura, elas sao
geralmente grafadas em curvas-tipo reduzidas por um pardmetro a, definido por

no(7) coTo ¥y

colo B 28 . .
AT= 36(To) T vs.ar.yY e —vs.ar.y. Em solugdes

gerando as curvas %vs.ar‘? s
d‘r ﬂr

diluidas a viscosidade ¢ dominada pelo solvente tornando dificil a visualizagdo do efeito do
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polimero sobre a viscosidade; isto pode ser obtido através da expansio da viscosidade
relativa m,, , definida como a relagdo entre a viscosidade da solugdo e a do solvente n, »
Nyel = % , em uma série de Taylor em fungdo da concentragio c.
Nrer = 1+ [n]c+&[n)2c? + ..
onde [n] e &' sdo independentes da concentragdo. O coeficiente [n] é a viscosidade intrinseca
da solugdo e k' € o coeficiente de Huggins; da equagio anterior segue que
1 =tim ()

A segunda diferenga de tensdo normal é pouco estudada por ser muito menor que a
primeira. Por muito tempo pensou-se que Ty, =1;; ou ¥, =0, o que era conhecido como
"hipétese de Weissenberg". Hoje sabe-se que ela se situa em torno de 10% de ¥, equeé
negativa, porém o conhecimento de seu comportamento e efeitos é ainda incompleto. Os
parametros de tensdo normal ndo ocorrem em fluidos newtonianos; para 0s nao-newtonianos
elas podem ser associadas a uma compressio complementar no eixo y, num experimento de
escoamento entre placas, e, por serem negativas, exigiriam a aplicagdo de uma tensio normal
as mesmas para impedir sua separagdo quando em fluxo.

Uma medida da "elasticidade" do fluido é a relacdo de tensées, (Tyy = Txx)/1yx . Esta
relacdo ¢ nula para os fluidos newtonianos, e para os nao-newtonianos no limite de baixas
taxas de cisalhamento. Ela varia de 2 a 3 para o polietileno e de 20 a 30 para a poliacrilamida

Diversos parametros sio obtidos de experimentos em escoamento cisalhante simples
transiente, detalhados em BIRD, ARMSTRONG E HASSAGER. A tabela abaixo relaciona

resumidamente os principais.
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Escoamento Fungao Equacgao
n(y) T =N Yy,
a. Permanente ¥.(%) T — Ty =-¥, ?ix
‘{"2(7) Ty =Tz = _lpz T)z_l
71’((0) Ty =-n" 70 cos ot
b. Oscilatério de n" (@) Tyx =-1" 70 sin ot
pequena amplitude G'(0)=nm"w Tyx = -G'n%inor
G"(0)=n'o Tyx = =G’ cos ot
c. Crescimento de tensio n*(, Yo ) T =-N*y,
antes do permanente \}JT(;, Yo ) Tax = Tyy = _LIJ]+ )-,g
¥i(t.7y) Ty — Tz =-¥] v
d. Relaxagao de tensao n_(’»?o ) Tyx =1~ ]',0
apos o permanente ¥1(t7,) T = Ty = W]
W37, ) Ty — 1z =¥ 72
e. Relaxagao de tensao G(t,v0) Tix = =Gy
. %
apos pulso cisalhante Gy, (1,v0) T~ Tyy = =Gy, ¥5
f. Arrasto (creep) J(t, 1) Y (0,0) = -J1g
i I
g. Retrocesso (recoil) v+(0,2,7¢) Yr=[o ¥y, ()t
apos permanente Yo (T0) Yo =lim 7y,
[—0
JS(T()) Yo =J?(TU)TG

Tab. C.1 Parametros para o escoamento cisalhante simples
Vx :?y-r Ys vy=vz=0

C.2 Pardmetros para o escoamento extensional

No escoamento extensional o regime permanente dificilmente é alcangado, sendo
praticamente impossivel obté-lo para os polimeros de baixa densidade e solugdes
poliméricas. Desta forma, os parimetros para o regime transiente sdo muito importantes e

estao, resumidamente, tabelados abaixo:
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Escoamento Fungéo Equacéo
a. Permanente '_11 (€) e —ﬁ] €
N, (¢) Ty ~Ta =M €
b. Crescimento de tenséo ﬁT (t,€0) Tos =T = _ﬁ]+ €0
inicio do permanente 1_13 (t,€0) Tyy — Tax = —T_]E €0
c. Arrasto (creep)-b =0 D(t,0¢) e(0,1) =-Doy
d. Recuperagéo livre apos e-(0,1,0¢) €, = J’; & (,/)dzf
permanente (b=0) €x(0g) €x =lim €,
1w

Tab. C.2 Parametros para o escoamento extensional.

C.3 Correlagoes uteis para os pardmetros reolégicos

C.3.1 Efeitos da temperatura

Conforme visto anteriormente, o efeito da temperatura pode ser incluido nos
pardmetros reolégicos através da constante a, . Tal pardmetro pode ser descrito numa

dependéncia de Arrhenius na forma

ar=exp | 3(-1)

onde AH ¢ conhecida como energia de ativagdo para escoamento e depende dos parametros
moleculares dos polimeros podendo, portanto, ter grande variagio. Uma importante
correlagao para esta constante é a equagdo WLF'® vilida para temperaturas compreendidas

entre 7, (temperatura entre as zonas de transigao e vitrea) e T+ 100,

~c}(T-Ty)

logar=
g HT-To)

Se 7, é tomado como a temperatura de transigio vitrea, entdo c? =17.44¢ cg =51.6K, que

devem ser usados quando nido se dispde de dados especificos sobre o polimero; se sio
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disponiveis, é preferivel tomar-se c? =886e cg =101.6 K e escolher-se o T, que melhor se
(78)

ajusta aos dados'’®.

Para solugGes poliméricas sugere-se trabalhar com N—-Ms eMNp-—7s em substituigio

a nenyg.

C.3.2 Efeitos da concentragdo e peso molecular

Os efeitos da concentragdo ja foram introduzidos na definigdo de viscosidade
especifica anteriormente. Estendendo-se esta discussdo, uma relag@o bastante genérica entre a
concentragao e o peso molecular pode ser dada por:

[nlo = K'M“
onde o valor de K’ depende do par polimero-solvente em estudo e a, conhecido como
expoente de Mark-Houwink, se situa entre 0.5 e 0.8. Inicialmente pensou-se que a relagio

acima era linear (regra de Staudinger).

Experimentalmente, descobriu-se que a baixas concentracdes (c[mol<1-5) os

pardmetros se correlacionam melhor com c[ng] e a altas concentragoes com M9, o que

sugere diferentes tipos de interagdes moleculares nestas faixas.
Uma forma conveniente de se apresentar a fungio viscosidade de forma reduzida é

grafar-se (n-ns)/(ng—ms) vs. Ay onde A é uma constante caracteristica de tempo da

solugao polimérica. A forma de A sugerida pela teoria molecular é f = A y= [n]gm% y. O

comportamento de A, em fun¢do de ¢ e M ¢ relativamente bem conhecido; em baixas

concentragoes uma expressao na forma mg = ng(c[n]) pode ser usada na consolidacdo de

dados de um dado sistema polimérico. Como exemplo cita-se a equagdo de Martin

Mo —Ns = Nsc[nloexp(k”c[n]o)
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onde k" é uma constante arbitrdria. O comportamento de m, em altas concentragdes €
governado pelo produto cM.

Diversas outras correlagdes sdo obtidas através da andlise da teoria molecular em
conjun¢do com os dados experimentais e estdo disponiveis nos textos basicos de teoria

reolégica™ ™.

C.3.3 Relagdes entre as propriedades viscoeldsticas lineares e os pardmetros

Viscométricos

De uma anélise dos dados de viscosidade e viscosidade dindmica fica evidente que

n(y) e n(w) sio parametros similares de seus argumentos, sendo idénticos nos valores baixo
de taxa de cisalhamento e frequéncia e diferenciando-se nos altos valores onde a viscosidade
dindmica decai mais rapido que a viscosidade. A regra de Cox-Merz'", largamente utilizada,
corrige esta distorgdo igualando a viscosidade a magnitude da viscosidade complexa na

forma

5705
nw =M@l ;= n’(m){l + (3;) }

1 _—
Tal relagdo ja foi testada em inumeras solugdes poliméricas com grande sucesso e 0Os €rTos
encontrado em geral estdo dentro das faixas de imprecisdo dos equipamentos utilizados nas
medi¢des. Uma interessante alternativa para a regra de . ox . erz ¢ a relagdo reflexiva de
Gleissele dada por
n) = 1’]+(f);=1f1‘, n*(@® zll?u n*(y)

19)

Similarmente a regra de Cox-Merz, a regra de Laun"” propde o seguinte empirismo para a

primeira diferenca de tensdes normais
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_ 21 uy 2707
Y, (5) = 2 )[]+["—,) J

n o= T
que possui a relagio reflexiva de Gleissele correspondente dada por
Y10 =Y1Or=k/y 25<ks

Laun ainda propds a relagdo

=71+ ()] -4
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Apéndice D - Modelos reologicos

Este apéndice comporta, basicamente, uma compilagdo sintetizada de topicos
registrados em BIRD, ARMSTRONG & HASSAGER (vol.1, 1987), a mais completa referéncia

bibliografica neste assunto.
D.1 Fluido newtoniano generalizado

A lei da viscosidade de Newton declara que uma forga cisalhante aplicada a uma érea
unitaria de um fluido provoca no mesmo uma reagdo proporcional ao gradiente negativo da
velocidade local, o que é matematicamente expresso por:

dvy
Tyx = _u;
onde W, viscosidade, ¢ uma constante definida para uma determinada temperatura, pressao e
concentragdo. Todos os gases e a maioria dos liquidos simples sao descritos por esta equagao
e recebem a denominagao de fluidos newtonianos.

A simplicidade e praticidade desta lei levaram os pesquisadores a estender tal
defini¢io aos demais fluidos, conhecidos por fluidos ndo-newtonianos, através da
conceituacio da viscosidade ndo-newtoniana, m, que € fungao dos fatores acima e também do

gradiente de velocidade, e que ¢ chamado de taxa de cisalhamento, ¥ . Generalizando para

um campo de velocidades genérico, a lei de Newton generalizada € expressa por:

w=1y
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onde estdo presentes os tensores de tenso e de taxa de cisalhamento. Num campo tensorial
esta viscosidade ¢ fungdo de invariantes escalares do tensor taxa de cisalhamento.

Diversos modelos foram definidos para o tratamento analitico de n(y) , tratando-se
de empirismos que buscam ajustar os resultados experimentais obtidos a fungdes matematicas
que os descrevam adequadamente.

O modelo de Carreau-Yasuda é composto por cinco parametros e oferece suficiente
flexibilidade para ajustar uma grande variedade de curvas experimentais, sendo dado por:
w=[1+09)° T

onde Mg € N sdo as viscosidade nas taxas de cisalhamento nula e infinita, A é uma constante

de tempo, n é um adimensional que descreve a inclinagdo da curva na regido da lei de
poténcia, e a é outro adimensional que descreve a transigdo entre esta regido e outra definida
pela taxa de cisalhamento nula.

Esta expressio delimita marcadamente trés regides em um grafico logaritmico da
viscosidade contra a taxa de cisalhamento, a primeira, uma reta paralela ao eixo de taxa de
cisalhamento que define N, » @ segunda, linear descendente, conhecida por regido da lei de
poténcias, e a terceira, como a primeira, que define m,, . Na maioria das aplicagdes
industriais a segunda regido acima descrita descreve adequadamente os fluidos de interesse, o

que reduz a equagio anterior a:

.-

n=Ky
conhecida por modelo de Ostwald-de Waele ou modelo de poténcia, onde n tem o mesmo
sentido que no modelo anterior e é conhecido por indice de comportamento, e K, chamado de
indice de consisténcia, equivale a noA" ! para Mw<<mn, . Embora importante e

largamente utilizado, este modelo apresenta trés inconvenientes:
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v ndo descreve a viscosidade para taxas de cisalhamento muito baixas e isto pode levar a
erros significativos em alguns tipos de problemas'®,

v o parametro K nao permite a obtengdo do tempo e viscosidade caracteristicos, o que
prejudica uma analise dimensional dos argumentos,

v néo ha como relacionar os parametros K e n ao peso molecular e a concentragao visto que

as correlagGes existentes os referem a outros parametros como 1ng ou n’((o) .

Outros modelos possuem aplicagdo pratica como o modelo de Bingham , bastante
utilizado em determinadas classes de fluido, e que define um limite de escoamento (yield
stress), que € uma tensdo minima abaixo da qual ndo existe escoamento, € uma viscosidade
efetiva, que ¢ uma regiao linear que se desenvolve acima deste limite; o modelo de poténcia
truncado, que combina o conceito de limite de escoamento com a lei de poténcias, sendo,
portanto, um modelo de trés parametros; o modelo de Eyring , desenvolvido a partir da teoria
molecular dos liquidos; e o modelo de Ellis que relaciona a viscosidade a tensdo ao invés da
taxa de cisalhamento.

A principal restricdo imposta a utilizagdo deste tipo de modelagem na andlise de
problemas envolvendo fluidos nao-newtonianos, mesmo dentro de suas respectivas faixas de
utilizagdo, é a dissociagao dos mesmos quanto aos componentes elasticos em geral presentes
nestes fluidos e inexistente nos fluidos newtonianos. Isto sé ¢ permissivel quando os efeitos
eldsticos ndo sdo importantes, ou seja, quando o nimero de Débora , o grupo adimensional
que mede tal efeito, ¢ bem menor que um determinado valor critico. Este nimero ¢
particularmente importante em problemas onde o escoamento nao ¢ puramente cisalhante, ou
seja, em fluxos em camadas de contorno (boundary-layer), em orificios, em problemas de
instabilidade, em fluxos turbulentos, em agitagdo e mistura, em fiagio de fibras (fiber
spinning), no preenchimento de moldes, em peliculas e membranas, em fluxo com
viscosidade dependente da pressao e em escoamento ao redor de esferas. Tais problemas

devem ser estudados através de modelos viscoelasticos nao-lineares.
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B.2 Viscoelasticidade linear

O desenvolvimento da teoria matematica da viscoelasticidade linear é baseado no
principio da superposigdo, o que implica em que a resposta em qualquer tempo é diretamente
proporcional ao valor do sinal inicial. O pressuposto de linearidade resulta da formulagio de
equagdes diferenciais lineares com coeficientes constantes. Tais constantes sio parimetros
dos materiais, tais como viscosidade e modulo de rigidez, e esta restrigiao tem como resultado
que a teoria linear s6 é aplicivel a pequenas variagdes em suas varidveis (tensio e
deformacio).

A equagao diferencial geral da viscoelasticidade pode ser escrita como:
(1 +a]§+a2;—2+ +an%)1 = (ﬁg +B]§+B2§;+..,+ Bm;—,:,)

Se B, € o unico parametro nao nulo tem-se: 1=PB, que ¢ a equagdo da elasticidade

de Hooke com [, como o modulo de rigidez. Se B, é o unico pardmetro nio nulo tem-se
=B

que € a lei da viscosidade de Newton com B, sendo o coeficiente de viscosidade.

Tomando-se os parametros B, (= G) e B,(= n) e mantendo-se os demais nulos tem-se:

=Gy +ny

que € a mais simples equagdo da viscoelasticidade, conhecida como modelo de Kelvin e
também chamada de modelo de Voigt. Se uma tensio T ¢ aplicada em ¢ = 0 e mantida

constante apos, tal modelo resulta em:

Y= %[l - cxp(—}f;)] onde tg = %
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A constante de tempo acima definida controla a taxa de crescimento do deslocamento devido
a imposigao da citada tensio. Enquanto que no modelo de Hooke o valor final de
deslocamento ¢ alcangado instantaneamente, no de Kelvin ele é retardado, razio pela qual
esta constante de tempo ¢ chamada de tempo de retardagao .

Uma melhor compreensio destes modelos é proporcionada com a introdugio de
modelos mecanicos, que é um método popular de descrever o comportamento viscoelastico
linear € que se resume a composicdo de sistemas com diversos arranjos de molas e
amortecedores. em paralelo ou em série, de forma a simular adequadamente o

comportamento esperado do fluido.

modelo de Kelvin modelo de Maxwell

Fig. D.1 Modelos basicos de viscoelasticidade linear.
Outro modelo importante € o modelo de Maxwell, que consiste na associagio em série
dos elementos, como mostrado acima, e que ¢ equacionado por:
T+Hiyt =1y
onde, portanto, o =1ty € B =1.

Se for aplicada uma deformagdo y emt= 0 e mantida, pode-se mostrar que

t:n?[l—exp(—é)]; t>0

0 que implica em que o crescimento da tensao ¢ retardado pela constante de tempo #,,. Por
outro lado, se o fluido estivesse sob a agao de uma deformacio constante no valor acima para

tempos negativos ¢ esta fosse removida em 7 = 0, tem-se, para tempos positivos, a resposta:
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S

Neste caso a tensao relaxa exponencialmente de seu valor de equilibrio até zero e a constante
de tempo, t,,, ¢ chamada de tempo de relaxagao.

A partir das duas formas candnicas acima explicitadas torna-se possivel a formulagio

de uma infinidade de modelos, porém ja foi demonstrado que qualquer variagdao proposta

pode ser reduzida a uma combinagdo das duas formas acima.

D.3 Egquacgées constitutivas diferenciais

A partir da especificagdo de um campo de velocidades v(x,,x,x, ), onde (x,x,x,) é

um conjunto de coordenadas cartesianas, define-se os seguintes tensores cinematicos:

ij*™2componente
(cartesiano)
tensor gradiente de velocidade : Vv %v-
o : - N 3, .8,
tensor taxa de deformagao : y=Vv+(Vv) vt & Vi
tensor vorticidade : w=Vv— (V)T 8 5,2 4
ox; ) ox;t

O tensor taxa de deformagao € simétrico (os tensores estdo grafados em negrito) enquanto
que o tensor vorticidade € anti-simétrico, e o tensor gradiente de velocidade é a metade da
soma destes dois:

Vv=3(+w)
Ou seja, o tensor gradiente de velocidade pode ser decomposto em suas partes simétrica e
anti-simétrica. O tensor taxa de deformagdo possui seis componentes cartesianos

independentes enquanto que o vorticidade possui trés.
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O tensor taxa de deformagao descreve a taxa com que particulas vizinhas se movem
independentemente de rotagdes rigidas superpostas € o tensor vorticidade é a medida da taxa
local de rotagdo do fluido. Por esta razdo, o tensor vorticidade nao aparece na equagdo
constitutiva do fluido newtoniano e o tensor gradiente de velocidade € nela substituido pelo
tensor taxa de deformagdo (que, em notagdo nao-tensorial, é chamado de taxa de
cisalhamento).

Define-se, a seguir, a derivada convectiva do tensor taxa de deformagdo, que €
colocada de forma recursiva:

Ya) =Y
Y1) = BYm) — LIV ¥ ) + 70 (VW)
onde o simbolo de derivada acima refere-se a derivada substantiva"* '*?,

Um exemplo do célculo destas derivadas, em forma matricial, ¢ mostrado a seguir:

000 010
Vv=[100 |¥u(); (VW =1 000 %0
000 000

010
Yy =Y=| 100 |V
000
010 5 100
Yo=| 100 |5¥x—-2[000 "}'_Ex
000 000

Se 0 escoamento é permanente  y(x) =0 para n2>3 .
A derivada convectiva do tensor tensao ¢ definida como:
L0 %T— {(VV)T.T + T.(Vv)}
ou,

Ty = 51— {T(VV}T - {T(VV))
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Caso O tensor tensdo seja simétrico. Este tensor, para escoamento cisalhante puro, sera dado

em forma matricial por:

T Tyx O 2Ty Ty 0
0 0 1z 0 00

O modelo convectivo de Jeffreys, também conhecido como fluido B de Oldroyd é

equacionado por:
T+ ATy = —Nolya) +A272)]
onde 1y, A, e A, sdo, respectivamente, a viscosidade para taxa nula de cisalhamento, o tempo
de relaxag@o e o tempo de retardagao. Este modelo € importante por conter diversos outros
como casos especiais’”;
v Se 2,= 0, ele se reduz ao modelo convectivo de Maxwell, bastante utilizado para o calculo
de escoamento viscoelastico devido sua simplicidade.

v Sex, =0, ele se simplifica para um fluido de segunda ordem sem o segundo coeficiente de

tensao normal.

v Se,=2,,ele se torna um fluido newtoniano com viscosidade 7,

Em termos matriciais, para escoamento cisalhante, a equagio torna-se:

Tx Tyx O Tax Tyx O 2Ty Tyy O
Tx Ty O +3.1-§r~ Tyx Ty 0 | =] Ty 0 0 [A1.¥x
0 0 1 0 0 1 0 00
010 010 100
=-MNo 100 '}l!yx +A432/ 100 %i’yx_z 000 ;‘-2-?5-’5
000 000 000

gerando um conjunto de equagdes diferenciais acopladas para os componentes do tensor

tensao:

(1 + ?L] g;) Txx — 2'Iyx7t]'i'yx(f) = 27—'012'}@1(0
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(l+l1%)'czz:0

Verifica-se que as tensdes normais 1Ty, =1;; =0 , 0 que anula o termo grifado da
quarta equagao. Para o escoamento cisalhante permanente, este sistema fornece as seguintes
fungdes viscométricas:

n=no; Yi1=2ng(R1-1y); ¥2=0
Para o escoamento oscilatorio (pequenas amplitudes), fornece as fungdes:

Jy-h,

]+}~‘}~2(D2 1
e W)= 0] ,
]+Fl.f(n2 ’ i ( ) Mo ]+).]m2

n'(©) =no
O modelo nao-linear mais simples ¢ o modelo de White-Metzner, que € uma
modificagdo do modelo convectivo de Maxwell, dado por:

¥) .
%1(1} =-nvq)

T+
onde G é uma constante ¢ y ¢ segundo invariante do tensor taxa de deformagdo. Este
modelo reproduz razoavelmente bem a relagio entre a viscosidade e a taxa de cisalhamento e
o primeiro coeficiente de tensdo normal, porém apresenta problemas na reprodugio do
escoamento extensional (como o modelo de Maxwell); ele se mostrou bastante util no campo
da hidrodinamica.

A introdug¢do de invariantes dos tensores tensdo e taxa de deformacao para a inclusao
de nao-linearidades nos modelos viscoeldsticos tem sido um dos recursos bastante utilizados.

Para o tensor taxa de deformacao ele sao definidos da seguinte forma:

I=Xu:  H=XZVyu; =L Z 2570
! L i
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Para fluidos incompressiveis J/=2(Vev)=0 . Para escoamento cisalhante ///=0 |,
portanto, somente o segundo invariante é nao-nulo neste fluxo. Ao invés dele, prefere-se

trabalhar com a magnitude do tensor taxa de deformagao, que € definida como:

7= BEZi,0, = 30

sendo esta magnitude, como ja afirmado anteriormente, chamada de taxa de cisalhamento
nestes fluxos.

Outros modelos que implementaram os invariantes em sua formulagdo foram os de
Phan-Thien-Tanner, de origem molecular, ¢ o FENE-P, incluindo, ambos, o invaniante tr 7

7
' com algum sucesso.

(trago do tensor tensio)™”

Outra forma de tratar as nio-linearidades é a inclusdo de termos quadraticos no
gradiente de velocidade. Como o modelo de Jeffrey inclui termos quadraticos, Oldroyd
sugeriu a sistematizagdo deste procedimento, o que gerou o chamado modelo Oldroyt de 8

constantes:

T+ A.]T(]) +%}|.3 {'Y(]}.T'i' T.T(]}} + %15(1‘?‘1)7“) + %?\,6('{ 5 'n-”)ﬁ

=—nolya) + 227@) +Aa{ya) Yy} + %M(‘Y{l) 2 Ya))0]

onde os termos sublinhados pertencem ao modelo convectivo de Jeffrey.

Diversos modelos foram formulados a partir de simplificagdes da equagido acima.
Com oito constantes € termos extra, este modelo oferece grande flexibilidade para a
descri¢dao das propriedades reologicas dos fluidos ndo-newtonianos, porém da uma resposta
inferior ao de White-Metzner no ajuste quantitativo da viscosidade e do primeiro coeficiente
de tensdo normal?”.

O modelo de Giesekus foi formulado a partir da introdugdo de ndo-linearidades no

tensor tensdo e ¢ equacionado por:
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T:TS+TP

{ Ts= _T}s'i’

| Tp+ lltp(l) = a%{‘tp.‘!p} = ‘-T]p'i'

Portanto, este modelo ¢ escrito levando-se em conta a contribuigdo do solvente e do polimero
ao tensor tensdo, que ¢ a forma com que as equagdes constitutivas derivadas da teoria cinética
surgem naturalmente para as solugdes poliméricas.

O modelo de Giesekus possui quatro parametros: uma constante de tempo, A,; as
contribuigdes do solvente e polimero para a viscosidade de taxa nula de cisalhamento, 1, e
n,; € o fator de mobilidade adimensional, o. A origem deste ultimo termo pode ser associada
a0 movimento browniano anisotrépico e/ou ao arrasto hidrodindmico das moléculas
constituintes do polimero.

Este sistema de equagdes pode ser condensado através da substitui¢do de T, na tltima

equagao por T—Ts = T+TMsY

A X
T+ —ae { L1} —aha{yqy-T+ TY)} = —Nolvay +A2v2) - aﬁ{T(l)-Tgl)}]

onde  Mo=Ms+Mp; A2 =hims a=l(“‘J

Verifica-se que a equagio condensada de Giesekus é um caso especial do modelo de Oldroyd
de 8 constantes, com a inclusio do termo {t.t}. Se a = 0 ela resulta no modelo convectivo de
Jeffrey. Varios modelos foram formulados com base nesta equagdo. A inclusdao do termo
{t.1} possibilita a obtengdo de fungbes viscoelasticas bastante realistas tanto para o
escoamento cisalhante quanto para o extensional.

Intimeros outros modelos diferenciais podem ser encontrados na literatura, porém eles

se resumem a uma das metodologias aqui citadas, ou seja, o tratamento de ndo-linearidades
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através da introducido termos nao-lineares nos tensores tensio, taxa de deformagao ou

gradiente de velocidade. Basicamente, todos sdo generalizagdes do modelo de Jeffrey.
D.4 Equagoes constitutivas integrais

A formulagio de modelos integrais necessita da introdugdo de fungles de
deslocamento para a descrigao do movimento das particulas do fluido; para tanto introduz-se
o conceito dos tensores finitos de deformagao.

Considere-se uma particula de fluido movendo-se como parte de um continuo. Em
algum tempo passado 7' a particula tem a posigdo r', e no presente tempo # ela ocupa a
posigao r. O movimento da particula pode ser descrito pelas fungdes

' =r'@r,1,) ou x:(xf(x, L)
que dé a posi¢do passada r' da particula r,r como fungéo do tempo 7', ou pelas fungdes
r=r{’,/, 9 ou x,(x;(x'. 1,1
que da a posi¢ao atual r,r. Estas fungdes sdo chamadas fungées de deslocamento.
Do ponto de vista matematico, estas fungdes sdo iguais, razio pela qual a primeira

sera utilizada em todos os casos. Define-se, a seguir, os tensores gradiente de deslocamento

ax’ (6!
Aulr, tth)= —'—5;——

que mede o deslocamento no tempo ¢’ em relagdo ao tempo 7, €

o, (x4
axf

g

Elj(r, L, f,) &=

que mede o deslocamento no tempo 7 em relagio ao tempo ¢'. Os tensores acima sio INVersos
entre si, ou seja, em coordenadas cartesianas:

2 AimEmj =9
m
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Para fluidos imcompressiveis det(A ;) =det(E;) = 1. Tais tensores sao geralmente
assimétricos e contem informacdes sobre a deformagdo e a rotagao da vizinhanga de uma
dada particula, nio sendo, portanto, apropriados para utilizagdo em equagdes constitutivas.

Para este proposito sio definidos tensores finitos de deformagdo: o fensor deformagao de

Cauchy
Bl (r,1,¢') = {AT.A B\ (r 1) = 3 2l
(r,f,t)—{ . } ou (r’t’t)-—m ax_?xj
e o tensor deformagdo de Finger
& Ox
B(r,t,t')={EET} ou B t,t')=X—F—
m Oxp OxXpm

Tais tensores, como os de gradiente de tensdo, so inversos entre si e possuem determinante
unitario para fluidos incompressiveis. Suas propriedades adicionais sao:

v Eles s3o simétricos (como pode ser visto em suas definigoes)

v Eles sao positivo-definidos.

v Eles descrevem a deformagao, do tempo t' ao tempo t, do material nas vizinhangas de uma

particula, independentemente de rotagdes rigidas superpostas.

v Eles se reduzem ao tensor unitario se o deslocamento ndo envolve deformagéo.

A ultima propriedade permite a definigao de dois tensores finitos de deformagédo

nulos para um movimento de corpo rigido:

-/
YO, t,t'y={AT.A} -8  ou }'LO](r, % r’):%"_"m_':’__gg

Yo, t)=8-{EET}  ou  yurtt)=8;-Z——

que sio chamados de tensores (finitos) relativos de tensdo. Para pequenos gradientes de
deslocamento eles se reduzem ao tensor infinitesimal de deformagao .

Note-s¢ que os tensores finitos de tensdo sdo definidos em termos de fungdes de
deslocamento e n3o em termos de campos de velocidade, o que permite a formulagao de

modelos integrais. A velocidade de uma particula de fluido € dada por:
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é d
w/(r 1,t) = a?r’ (r,t,ty e wr' / f)= =r(r’,7, 1

€ 0 campo espacial de velocidades é dado por:
Vi, dy=w/r,,ty e v =wal r,0)
Como exemplo de calculo dos tensores cinematicos, tome-se o caso de escoamento

cisalhante simples, v, =y y yx(t).  As fungdes de deslocamento sio dadas por:

3 : ; O
=YV, Zy=3z=0

A solugdo destas equagdes sob a condigio (x,y,z) = (x'y'\themt=ré:

x=x'-y"ya.(t,t), y=y; z=2
/
onde y,.(t,t) = I: Tyx(")dt”, e ¥yx € o gradiente de velocidade. Entdo a representagao
matricial ¢ facilmente encontrada para os tensores
1 ""Yy_[ 0 ] ny 0
E=10 1 0 [; A= 01 0
0 0 1 0 01

que sao inversos entre si. Por multiplicagio de matrizes se encontra:

( I+ —¥p O oy 0
0 0 1 0 0 1

e, conforme as defini¢des dos tensores relativos, encontra-se

"fo Yyx 0 0 yx 0
Y[U} = Yyx 0 0 [: Y[O] = Yyx '}')zu: 0
0O 00 0 00

Note-se a presenca de nio-linearidades nestes tensores.
A primeira modifica¢io do modelo geral linear de viscoelasticidade é a substituigdo
do tensor infinitesimal de tensdo por um de seus tensores relativos. A teoria molecular sugere

fortemente o seguinte modelo:
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w0 =[ M-y, (4.0
onde M(t-t") é a fungdo memoria. Este modelo € conhecido como liguido elastico de Lodge
("rubberlike liquid") e é quase-linear devido a dependéncia linear entre a tensio € a historia
do tensor deformagao.

Conforme a escolha da fungdo memoéria, os seguintes modelos sdo reproduzidos:

v modelo convectivo de Maxwell

m(t—-t') = g-g— exp (n%)

1

J modelo convectivo de Jeffrey ( liquido B de Oldroyd)
n A t-t! é
M(t- fl) = x_g[(l = )j) exp (—r) +2;\.1k2§6(f-— I’)jl
1
v modelo convectivo generalizado de Maxwell

ac T' _f
m(t—t') = Z; l—gcxp (v%)
=

1
Este tltimo é conhecido como modelo reticulado de Lodge, desenvolvido a partir da teoria
molecular de polimeros fundidos. A teoria de Rouse e de Zinn para solugdes poliméricas
diluidas também utiliza esta formulagao.

Como para os modelos diferenciais, as variagdes acima resultam em viscosidades
independentes da taxa de cisalhamento. A introdugdo de ndo-linearidades pode ser
conseguida através de:

v invariantes de B na fungdo memoria,

J tensores relativos na forma néo-linear no integrando

v/ termos integras de segunda ou maior ordem contendo produtos dos tensores relativos

"

avaliados em diferentes tempos passados f', t", t",...

Os invariantes do tensor deformagdo de Finger sdo dados por:

I, =trB; 12=%[(rrB)2—rr(B)2]; 15 = det(B)
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Para fluidos incompressiveis, det B=1. A aplicagdo do teorema de Cayley-Hamilton resulta:
B2-/;B+1/,6=B"!
€ os invariantes podem ser rescritos da seguinte forma:
Iy =trB=tr(-y)); I, =B = (5 - yl0))
Tais conceitos permitem a introducdo dos modelos integrais mais importantes: a
equagdo K-BKZ (tal nome se deve a dois trabalhos independentes langados por A Kaye e por

B.Bemstein, E Kearsley & L.Zapas) dada por:

V(- J 43) eVt 1,.1,)
t(f) I [ ( Lo [0] 4 ETA 152 ylo]j’df,

€ a equacao de Riviin-Sawyers, dada por:
W0 =] i~ 1. L)y + vl -2, 1y, Ly Oar
Note-se que ambas equagdes incluem Vis €7

A equagio K-BKZ foi formulada a partir da constatagio de que os polimeros
fundidos se comportam ora como sélidos elasticos e ora como liquidos newtonianos (ver
Tanner®” sobre a importancia desta equagio na Reologia). A equagdo de Rivlin- Sawyers
derivou-se da constatagio fisica de que as tensdes no tempo ¢ gerada por deformacdes
provocadas em diferentes tempos passados ¢’ sio independentes entre si.

Pouquissimos trabalhos foram publicados com base nestas equagdes em sua forma
geral. Em geral, assume-se que as fungdes escalares V e  devam ser escritas com produtos
de fatores dependentes do tempo e da deformagio, na forma:

V-t 1,,1)) = M(t-YW(I,,15)
Vit =1/, 1y, 12) = M(t- )¢, 1)
onde M(z-t") é a funcdo de memoéria. As equagoes fatoradas sio:

oW (I oW (I).1
K-BKZ;: 0= M- :’)[ 312 + ! 2)-,401}4:'
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Riviin - Sawyers:  t(0)= [ M(t~)d1(h, I)vjo) + b2t~/ Iy, Iy ™dr’

A fungdo W € chamada fungdo potencial. No limite de pequenos gradientes de deslocamento
os invariantes I, e 1, se aproximam do valor 3 e os tensores relativos se aproximam do tensor
infinitesimal de tensdo. Por conseguinte, as fungdes acima definidas deve obedecer as
seguintes relagdes:

(G (G,

$13,3) +¢203,3) =1

Estas equagdes constitutivas sio suficientemente flexiveis para descrever diversos fendmenos
reologicos e sdo progressivamente utilizadas no calculo numérico de fluxos.

Vérias teorias moleculares para sistemas poliméricos resultam em equagdes
constitutivas na forma da K-BKZ fatorada: as teorias de Rouse e Zinn para solugdes
poliméricas diluidas, a teoria de Curtiss-Bird para polimeros fundidos, e a teoria de sistemas
reticulados de Lodge. A equagdo de Rivlin-Sawiers ¢ apresentada numa forma mais amigavel
para o desenvolvimento de modelos especificos. Algumas fun¢des viscométricas obtidas a

partir dela sdo listadas a seguir:

n@)=[ M)s@ +b2)ds
Vi@)= 7 MO @r+40ds  ¥a@) =[5 Ms)s? s
n(0) = % j: M(s) sinosds; n”(0) = %I;} M(s)(1 — cosws) ds
lid

Para se obter as fun¢des equivalentes para o modelo K-BKZ, basta substituir ¢, por >~
El

Os principais modelos obtidos da equagao de Rivlin-Sawyers foram desenvolvidos por

Phillips e WAGNER, sendo este ultimo, o mais testado na pratica.
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Apéndice E - Reometria

Na parte experimental deste trabalho foram utilizadas, basicamente, trés geometrias
de fluxo: cilindros coaxias, cone-placa e placa-placa (ou discos paralelos). Estas sdo as
geometrias mais utilizadas em medigdes de reologia de fluidos por gerarem fluxos definidos
como cisalhantes e viscométricos. Neste apéndice serd desenvolvido o equacionamento
basico do escoamento de fluido, em regime permanente, nestas geometrias. O
equacionamento do escoamento oscilatorio ¢ similar, podendo ser encontrado nas referéncias

262 (O escoamento pulsado em capilares, utilizado em um dos

bibliograficas"”
equipamentos, pode, também, ser encontrado nestas referéncias®® 2,

Conforme ja definido, o tensor total de tensdo pode ser decomposto em
n=pd+1

e a equacao de estado representativa para este regime de fluxo é a equagdo CEF, dada por

T=NY1 +%‘P1‘hz1 =¥y e v}

E.1 Cilindros coaxiais

A geometria de cilindros coaxiais ¢ a mais utilizada para medicdes de viscosidade de

fluidos. Seu escoamento ¢ expresso em coordenadas cilindricas e seu campo de velocidades é

dado por:
Vo =1r0; Vi=v; =0
e sua taxa de cisalhamento por
y = pdo
'Y - rdr

De acordo com a equagdo de estado CEF, seu tensor tensio, T, € expresso por
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%% ny 0
= my P+ 0
0 0 0

Fig. E.1 Geometria de cilindros coaxiais.

Nestas condigdes, as equagdes de momento sdo dadas por

ATy ;
r=Z=¥y’-p

12w

0]

,izd%("z 10)=0
A primeira equagdo pode ser usada para a determinagdo do primeiro coeficiente de
tensao normal, mas sua resolugio analitica resulta em uma série infinita, o que dificulta sua
utilizag¢do pratica. Além disso, normalmente requer a utilizagdo pratica de uma geometria
composta por um anular relativamente grande, o que compromete a medigao da viscosidade,
razdes pelas quais € pouco utilizada para estes propdsitos.
A determinagao da viscosidade nesta geometria nao € um problema trivial, a ndo ser

em casos de anular muito pequeno. Resolvendo-se a segunda equagao tem-se

19 = %, onde A = cte. de integragao
¥
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O torque (7) a uma distancia r, no fluido, é dado por

T=2nr’19 = 19=-L
2l

Assumindo-se agora uma relagio inversa para a taxa de cisalhamento, na forma ¥ = g(1),
obtém-se, de sua integragdo

a ] T
Amzma—mb=jb; F)dr

Mudando-se as variaveis de integragio,

51 = I
5 2
Ao = 1 “‘32 g(—-—}ds, onde 2k
2 51 5 o T
§y = 2

2na

Diferenciando-se tal equagio obtém-se

27222 = g(s1) - gls2)

ou, alternativamente,

b2

P gs1)= T 1p"sy]
a pusms S1)= : 51
A
= 27== =0
Y(SI) ..Taa]r n

Felizmente, quando o anular € muito menor que os didmetros dos cilindros, a taxa de

cisalhamento pode ser considerada homogénea e constante em todo o fluido, sendo dada

diretamente por sua definigio

T=gg00

e a tensdo cisalhante dada por sua relagdo com o torque, sendo, portanto, a viscosidade
calculada diretamente. Quando a relagao entre os raios (B) é de 0.98, pode-se esperar uma
variagdo de 4% nesta tensio; se for de 0.99 tal variagio cai para 2%. Devido a estas
caracteristicas, este escoamento € considerado, na literatura, como parcialmente

controlavel®®.
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E.2 Cone-placa

Nesta geometria o fluido € colocado no espago entre o cone e a base e ¢ aplicada uma
velocidade angular o a base', sendo medidos o torque (7) no cone e a forga normal total (F,)

atuante (alguns equipamentos permitem a medigdo da distribui¢do de pressio gerada). A

partir destes dados, os parametros reologicos sao calculados.

Fig E.2 Geometria cone-placa.
A geometna deste fluxo € esférica, porém, como o angulo entre o cone e a placa é
pequeno (neste caso foi utilizado um cone com ¢ = 4°), algumas simplificagdes sdo

permitidas. A velocidade na placa ¢ dada por @r a um raio r qualquer e a velocidade

transmitida ao fluido pode ser aproximada por
3_9\

V¢ - (.J!'sz)

e a taxa de cisalhamento sera dada por

Logo, a taxa de cisalhamento € constante em toda a amostra. O torque serd dado pela

integragao da forga exercida na superficie do cone e o brago de momento em r.

em alguns outros equipamentos a velocidade é aplicada ao cone.
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T= jg“ _[: |66 h}:% ridrdd

Como a taxa de cisalhamento é constante, esta tensio também o sera, resultando

3T
Top = —=—
¢ 2R3

Portanto, aplicando-se a equagéo de estado CEF tem-se a viscosidade

3Ty
27R30

n@) =
Ignorando-se os efeitos inerciais, a equagdo de movimento, em coordenadas esféricas,

¢ dada por

P 18,2 T80+1¢¢
0=——‘5r'—r—26—’;(r Trr)+ =

Como o componente radial da tensio é nulo, tem-se, pelas relagdes dos paradmetros

reologicos,

P _ = s °_ %
r— =100 + T =—(¥1 +2¥,v*;  onde I =S

A forga exercida sobre o cone é devida ao componente de tensio total Ty, atuante no
fluido. Como a tensdo 1, é constante, o gradiente de pressio pode ser substituido pelo

gradiente de tenséo total

0 _ 5
Como o sistema ¢ finito, em sua extremidade (raio R) o componente radial do tensor

total de tensdo tem o valor da pressio atmosférica (p,) e, do balango de forgas na interface

fluido-ar, o segundo coeficiente de tensdo normal assume o valor

¥, = Pa-i_tea(ﬁ’)

TZ

Integrando-se a equagao diferencial e combinando-a a condigio de contorno obtém-se
noe = mea(R) — (W + 2‘~P2)'ilen;% =pa—Y¥Y272 - (¥; +2¥,)i%In %

A forga normal exercida no cone pelo fluido seré dada por
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Fy=2n IOR noerdr—nR2pa

logo

2F,
=2y
Ry

O componente inercial néo foi considerado para permitir o equacionamento analitico

(19, 256, 282)’ porém e]e

deste tipo de fluxo, o que € normalmente feito na literatura consultada
existe e, no caso do equipamento utilizada, sua corregio ¢é feita diretamente pelo soffware que

comanda sua operagao. Tal efeito esta equacionado em Walters.

E.3 Placa-placa

A operagio desta geometria para a obtengdo dos parametros reolégicos € similar a da

geometria cone-placa, € seu escoamento é equacionado em coordenadas cilindricas.

Fig. E.3 Geometria placa-placa.
O campo de velocidades envolvido € dado por:
ve = ro(z); ve=v;=0.

e a taxa de cisalhamento é
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Usando-se a equagao CEF e desprezando-se os efeitos gravitacionais e de inércia, as
equagoes de movimento podem ser escritas como

' P Wi+Y,.
componente r 0= _gp i ks 300

1 componente® 0= t—%n?

componentez 0= —gz‘z + %‘Pz?z

O componente 6 mostra que a tensdo de cisalhamento e, conseqlientemente, a taxa, sio

independentes de z, podendo ser integrada, resultando

LALES
h

(X1

e

- . r‘ . o
v = = V=T =TRgy  TR=T

O torque no disco inferior é dado por

Vo
T=2n jg(—rtze)rdr = In _[OR nyridr = 2:f J’ER ny)yvid
K

0 que, diferenciado, fornece

i T

= B 4 T

- N _ k3| i3
n(YR)_ ?R [3 dlﬂ?k

Portanto a viscosidade, nesta geometria, ¢ medida é medida em funcdo da taxa de
cisalhamento na extremidade dos discos pois a mesma ndo é homogénea no escoamento
torsional.

A distribuido de pressdes nas placas ¢ obtida pela integragio do componente r da

equagdo de movimento
P()=pa=[1"(¥) +¥)vd
A tensdo total sobre o disco ¢ dada pela adigdo da tensdo 1,, aos dois membros da equacio
Tz =pa = [T"(¥) + W2l d - ¥o

A forga normal resulta da integragdo desta expressdo em toda a area do disco,
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2 i .
n:%fgwl -¥o)v3d
R

F,
[ din—=
2
Fn 2+ nk

ou
Hr-te= 2T

Também neste caso a corregdo do efeito inercial é necessaria. Tal fator, resultante das

. . , -3npwl R4
forgas centrifugas atuantes no fluido, ¢ dado por Fu'=—e—
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Apéndice F - Modelos de Geometria de Fratura

Serdo apresentados neste apéndice os modelos basicos para o dimensionamento de
uma fratura. Tais modelos sofreram, com o tempo, varios aperfeigoamentos, porém tais
contribuigdes os tornam, em geral, numéricos, e ndo provocam mudangas substantivas nos

resultados conseguidos.

F.1 Modelo de Carter

O modelo de CARTER equaciona especificamente a filtragao de fluido que ocorre
durante um fraturamento hidraulico, sendo importante por definir volumetricamente o
processo e por ser utilizado em conjunto com os outros dois modelos basicos de geometria da
fratura. Neste modelo a fratura, de altura A, possui um abertura constante, w, sendo
alimentada por uma vazao constante de fluido, g, , que sera dividida pelas suas duas asas,
cada uma com comprimento L.

A velocidade de filtrag¢do do fluido pelas paredes da fratura ¢ definida empiricamente

pelos resultados de um teste estatico de filtragao, sendo dada por v= ri onde C é a
Vi—T

constante de filtragdo medida experimentalmente, e T representa o tempo em que a filtragao
inicia em um determinado ponto da fratura.
Devido a simetria do problema, ele serd examinado somente em uma asa da fratura. O

balango volumétrico neste caso € dado por:
L S A [ -
- = wh ==5~49p Vg = > = volume de uma asa

onde g, , vazdo de perda, € dada por
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gp=lvaa=[ivQdi=CliU-E;  A=hL

Portanto,

Ldl a1, dL
2CI = bW

Tal integral € uma convolugdo que pode ser apropriadamente tratada por

transformadas de Laplace, resultando

=22 1+e efe@)] | onde a=2C/m

A eficiéncia do fluido de fraturamento, que € a relacdo entre o volume da fratura e o

volume bombeado de fluido, pode ser inferida diretamente deste resultado.

F.2 Modelo de Perkins & Kern

Estes autores se baseiam, basicamente, no modelo de propagagao de fraturas proposto
por SNEDDON, sendo um modelo elastico para a condigdo de deformagdes planas. E
assumido que a pressao p numa sec¢ao vertical da fratura, perpendicular a sua dire¢ido de
propagacao, € constante, o que implica em que sua abertura, de perfil eliptico nesta segio,
seja dada por

w(x, 1) = 1—; hAp  onde ve G sao modulos elasticos da rocha

Assume-se ainda que a pressao na extremidade é igual a pressdo tectonica original, S, e que a
queda de pressdo ao longo da fratura ¢ dada pela resisténcia viscosa ao fluxo. O gradiente de
pressao devido a um escoamento em um duto eliptico, para as condigdes iniciais consideradas

(uma asa da fratura), ¢ dado por

DA, 32900

w0 =-% 5 u =viscosidade newtoniana
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Assumindo-se que a variagdo da vazdo na diregdo de fluxo é nula, e acoplando-se

estas equagoes, obtem-se, apos integragao, a abertura maxima da fratura,

'W(O, f) — # %E%QOIJL

que resulta em uma queda de pressio dada por:

tp=pu-s={ (%) %

A filtragdo ndo € considerada no desenvolvimento deste método, portanto, para o
dimensionamento de fraturas hidraulicas em rochas permeaveis, ele deve ser utilizado em
conjunto com o equacionamento proposto no modelo de Carter.

Posteriormente, NORDGREN acoplou estas duas teorias através de uma equagio de

continuidade local dada por

a ., mhé_. _ _ 2hC
§q+78r +qp—-0 onde qp = =
obtendo a equagio diferencial nio-linear
G &2 4 3 8C . :
—— ey — = — O<x<L, t>0
64(1-v)ph g2 a Ji-1

submetida a condigdo inicial w(0,0) =0 e as condigdes de contorno

w(x,)=0; para x> L(1)

3 4) 128 1-v
(—.W == ¢ 9o
0x x=0 G

que deve ser resolvida numericamente. Caso se considere a constante de filtragdo
suficientemente grande, tal equacdo pode ser simplificada e sua solugdo correspondera a

solug@o de Carter para tempos suficientemente grandes:

g0yt _ 90 -1sx
L—)———-—-—mc e g=3cos (L)
Tais resultados, modificados por um novo enfoque, sdao o ponto de partida para a

modelagem da filtragdo utilizada no presente trabalho.
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F.3 Modelo de Geertsma & de Klerk

Este modelo utiliza os principios expostos em trabalho de KHRISTIANOVITCH, que
equaciona a propagacao da fratura a partir da (teoria) proposta por MUSKHELISHIVILI para a
Teoria da Elasticidade, onde as varidveis complexas tém papel fundamental. A equagdo
basica utilizada foi proposta por ENGLAND & GREEN, formulada para a condigdo de
deformagdes planas. E assumido que a 4rea da secdo vertical da fratura, perpendicular a sua
direcao de propagagdo, ¢ retangular, tendo uma abertura constante w , ¢ que a propagagao da
fratura € estavel, para o que € utilizado o critério de BARENBLATT. A partir de tais premissas,
a abertura méxima da fratura é dada por

w(0,1) = 2122 LAp
e a variagao de pressdo ao longo da fratura é deduzida do escoamento de um fluido
newtoniano em placas paralelas que, nas condi¢des propostas, ¢ formulado por

pw—plx) = Tk [ &

O sistema resultante de tais equagdes fornece, com algumas aproximagoes,

42 1-vgonl?
wO.0={%¢6 &

sendo a queda de pressao ao longo da fratura dada por

’ 3

21 G qoM
&p = 4 —| — e
81:[1—»') kL2

Como para o método anterior, este equacionamento precisa ser acoplado ao resultado

da teoria de Carter pois foi formulado para uma fratura com paredes impermeaveis.
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O principal aperfeigoamento proposto para este método foi feito por DANESHY
através de estudos numéricos da equagdo integral de England & Green, do critério de
Barenblatt e da teoria de Carter.

Conforme exposto, o fluido de fraturamento é tratado como um fluido newtoniano, e
os métodos sdo refinados, dentre deste aspecto, através de algum modelo empirico que
represente seu carater nao-newtoniano, em geral o modelo de poténcias. Como caracteristicas
principais destes dois modelos basicos cita-se, para o primeiro, a formulagio de fraturas mais
delgadas e longas que as do segundo; no primeiro modelo, a queda de pressio ao longo da

fratura se desenvolve de forma ascendente, enquanto que no segundo, ela é descendente.

F.4 Modelo de Nolte

A partir da publicagdo dos métodos basicos citados, centenas de trabalhos foram
publicados analisando seus resultados e propondo aperfeigoamentos. Somente a partir da
década de 80, com a publicagdo de uma série de artigos de NOLTE, uma nova metodologia
passou a ser utilizada na analise dos dados de um fraturamento. O método de Nolte nio é
propriamento um procedimento para o dimensionamento de um fraturamento, porém seus
principios podem ser utilizados para tal fim.

Este método ¢ dirigido ao estudo da filtragdo que ocorre durante o processo, que ¢ a
chave para a compreensio e integragao dos fendmenos envolvidos no mesmo. O método de
Carter, embora seja uma formulagido matematicamente elegante e precisa para o tratamento
da filtragdo, ¢ desenvolvido sob o ponto de vista lagrangeano, o que dificulta seu
acoplamento as demais teorias de geometria de fratura. Nolte propde que a 4rea gerada de
fratura seja equacionada em termos do tempo de bombeio através da relagio

6¢=(9)F=7; 1<ex2

F-5



Modelos de geometria de fratura

onde e = 1 corresponde a uma perda de fluido desprezivel, e e = 2 a uma perda
predominante de fluido. 4 e ¢ sdo, respectivamente a area da fratura e o tempo no instante em
estudo, e @ e T a drea ¢ 0 tempo em um instante anterior qualquer.

A taxa de perda de fluido em uma éarea incremental é representada pela expressio de

Carter g,(t,da) = —-::—gf"— , resultando

Jr=1(a)
20-J1-8) z'jfzn—,ﬁ}
g,(1,a) = 2_(.3!5 da__ _ 2C4 _ 2C4 9
s ‘Iff_ 0 J]_&t’ ‘..'7 s “E
sin” '8 sin-18

onde A4, e t, representam a area e o tempo no final do bombeio.

. . . o §
Adimensionalisando-se o tempo na forma:  tp = ?0 = % —1 , obtem-se
21'“"'"0 =tp)
ZCAQ 2CA!'.)
I,A = b t
ql( 0) ﬁ P ‘_,r}‘ f( D)
sin"'(1+1p) 2

A partir de tal formulagdo, Nolte define fungdes e expressdes adicionais que
permitem, a partir dos dados medidos de queda de pressdo apos o término do bombeio,
definir as dimensdes da fratura e a eficiéncia do fluido de fraturamento.

Varios dos conceitos deste modelo sdo utilizados no método proposto neste trabalho a

partir de uma nova conceituagdo da relagdo entre drea e tempo durante o processo.
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Apéndice G

Escoamento de fluidos ndo-newtonianos em meios porosos

Este apéndice € um levantamento do estado-da-arte sobre o escoamento de fluidos
nao-newtonianos em meios porosos. A caracterizagdo de tais fluidos e o equacionamento de
diversos aspectos relacionados ao seu escoamento em meios porosos sdo abordados. As
nao-linearidades presentes nestes equacionamentos sio tratadas de forma nao-convencional
através da introducdo da transformagio de Boltzmann, que permite consolidar as
dependéncias espacial e temporal numa tnica variavel, da caracterizagao do escoamento de
fluidos num reservatério como um problema de contorno mével (moving boundary problem),
e do tratamento de problemas de valor inicial (initial value problems) de equagdes
nao-autonomas pela metodologia de séries de Lie, o que permite a resolucdo analitica da
equacdo da difusividade para determinados casos de interesse. Sio abordados, ainda, aspectos
relacionados ao mecanismo de segregagio gravitacional, ao avango frontal quando do
deslocamento de fluidos, a problemas observados na utilizagdo desses fluidos (adsorgio,
filtragem, volume poroso inacessivel, etc.), € a avaliagdo de propriedades fisicas do meio
poroso em testes de fluxo com a utilizagao dos mesmos. As diversas discussdes levantadas na
literatura sdo citadas para oferecer um amplo painel a respeito do assunto.

Este apéndice se apoia basicamente em artigos publicados por PASCAL inserindo a
contribuigdo tedrica dada por TOROK & ADVANI. No final, é efetuada a caracterizagido dos
fluidos ndo-newtonianos, sua classificagio e as limitagdes dos modelos disponiveis; a
generalizagdo lei de Darcy de forma a contemplar estes fluidos, sendo tal extensio criticada;
sdo apresentados dois tratamentos classicos da equagdo da difusividade linearizada, uma

devida a ODEH & YANG e outra a IKOKU & RAMEY; s3o examinados os



Escoamento de fluidos ndo-newtonianos em meios porosos

equacionamentos para escoamento permanente e transiente com o enfoque de sua utilizagdo
como métodos para a medigdo pratica de pardmetros de fluxo e rocha; € estudado o
deslocamento de fluidos imisciveis, o fendmeno da digitagdo viscosa e estendida a
modelagem para o deslocamento de fluidos misciveis; € equacionado o mecanismo de
segregagao gravitacional com a presenga deste fluidos; e, finalmente, sdo discutidos alguns
aspectos praticos importantes observados na injegdo de polimeros com a finalidade de
recuperagao suplementar de dleo.

Além das monografias da SPE disponiveis sobre o assunto, diversos livros textos
podem ser consultados para o embasamento tedrico do tema” '% 2% %217 Devido & grande
quantidade de variaveis e parametros utilizados no desenvolvimento deste apéndice, optou-se
por uma nomenclatura propria para o mesmo, listada em seu final, procurando-se preservar a

nomenclatura normalmente adotada pelas suas principais referéncias.
G.1 Equacgées basicas

Pascal apresenta a analise deste problema para diversos casos de interesse pratico. As
equagdes basicas para a descrigdo dos fluxos permanente ¢ transiente de fluidos de poténcia

(power-law fluids) sao as seguintes:

para escoamento unidimensional e

1-n
ap\ 7 (3p  ndp o
(2) " (Z+22) -na'Z @)
para escoamento radial.
8 2 » 2 _ Her\ 7
O coeficiente a* ¢ dado pela relagao a“ = d)c;(T) (3)
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Obtidas as distribuigdes de pressiao, as distribuigdes de velocidade podem ser

conseguidas através da lei de Darcy modificada, expressa por:

-

v(x,1) = (— ﬁ%%) (4)

A=

e V(r, 1) = (u;‘—f%) (5)

G.2 Escoamento linear

G.2.1 - Produgdo a pressao constante.

O sistema de fluxo a ser analisado ¢ um reservatorio linear de dleo com fronteira
externa fechada. Assume-se que no instante inicial t=0 a pressio no reservatorio é
constante e igual a p. ,e,para ¢>0 , o reservatério ¢ depletado por uma pressdo constante
de producdo p, em uma de suas extremidades.

Dois periodos se distinguem neste escoamento: o primeiro compreende o tempo gasto
para que a perturbag@o na pressio atinja a fronteira externa, que depende da permeabilidade
do reservatorio, da compressibilidade do fluido e de seus parametros reologicos, e que é
conhecido como periodo fransiente; o periodo posterior é conhecido como
pseudo-permanente ou permanente a depender das condigdes de contorno impostas na
fronteira.

Portanto, o periodo transiente se caracteriza pela descompressdo em 0 < ¢ <¢,_, sendo
t o tempo em que a perturbagdo atinge a fronteira, e 0 < x < /(2), onde /() é a posi¢io da
frente da perturbagdo (sendo L o comprimento do reservatério). Neste quadro, as seguintes

condigdes iniciais e de contorno podem ser impostas:
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t=0 p(x,0)=p. (6)

t>0 ploo, )y =pe ;
1>0 P(O,f) =Pw

Contudo, pode ser mostrado que, parat <t en < ], a distribuicdo de pressao p(x,t)

O<t<tn

idénticas as obtidas quando determinadas

correspondente a estas condi¢des sdo
considerando-se um problema de fronteiras moveis, desde que p(x,1) = p, parax > /(1)

3 . .
2 devem ser fungdes continuas de

Por outro lado, a pressio p(x.t) € sua derivada %
¢ para quaisquer x > (0 e ¢t > (, mas, como p(x,t) é constante para x > I(t), entdo

= 0. Como resultado, as seguintes condigdes devem ser consideradas

ST

I x=I(f)

Pli@).0)=p. B<ct<ty
ap C _
™ x=!(l)_'0 O<t<ty (7)
p(0,0) =pw 0
1<t
oy=0 <t

Aplicando-se a transformagdo generalizada de Boltzmann

(8)

T‘ — xr(n+1]

a equagdo basica (1) é reduzida, para 0 < x < /(1), a equagdo diferencial ordinéria nio-linear

E )

3p . na 5’P) T
e ien(E) " =0

1) (10)

para 0 <m <m; onde Ny =—=
fn+l

As condigdes de contorno serdo dadas por:
8
i =0 PO)=pu. (1)

p(M1) =pe; S

Para fluidos newtonianos, n = / ¢ a eq.(9) se torna:

2
;—‘z+§a2n%=0 (12)

Ja bastante conhecida, cuja solugio é:

Pep(xt)
“PePw E’j{ )

(13)
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Erf(;;] =L [" eax (14)

Paran < 1, de (9) obtém-se:

dP_ na? 1-n 2 1-n
o (Ci—“f'mﬂ) (15)

. 2
e da segunda condi¢do de contorno tem-se:  Cj = %}T:n‘;'

Integrando-se a eq.(15) com a condi¢do p(0) = p, obtém-se a distribuigio de pressdes no

intervalo 0 < x < [(t), que pode ser escrita como:

n 1+n

P -pw = (2211) ™ () (16)

l n
onde Jn(n):fgg(l—xz)rﬂdx; O<s-<1 (17)
Para se determinar 1) a condigdo p(n;)=p. pode ser usada. Como consegiiéncia,

de (16) tem-se:

n 1+n

21_ I
pe“Pw—_—(%ﬂ%)] ;" Jn(M) (18)

Jn(m1) = [2(1 - x2) P dx (19)

que independe de m;

Tomando-se a seguinte notagio:

Ap=pe—pw e L,,:_[(])U_xz)l-_»dx

(20)
de (18) obtém-se:
In R =n
ny = (%) o (ig—if:) '*” = constante (21)
e, de (8),
1-n -n
T [ 4t Vo0 gl
10 = (2) 7 (2g1z) ¥ poem 22)
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A relagdo (22) fornece a posigdo da frente em qualquer tempo ¢, desde que L, possa
ser obtido de (20) exatamente para certos valores de m, ou aproximadamente através da
utilizagdo de métodos numéricos de integragdo

Como pode ser verificado na eq.(22) a posi¢do da frente depende fortemente dos

parametros reoldgicos n € a , ou seja, de Dﬁ} , conforme equacionamento do modelo de
&

poros.

A-5(2) () @)

A viscosidade aparente dos fluidos de poténcia depende da taxa de cisalhamento.

Conseqiientemente, os efeitos reologicos na frente dependerdo da queda de pressio, Ap. As

seguintes relagdes ilustram como tais efeitos aparecem em /1), para alguns casos particulares:

) |

1
3

G [

23,4 )
n=3-l)="——— n=3-Ilp=

(5)* (%)

Para um fluido newtoniano, n=1, de (13) tem-se:

= |isd

it

(32)7 (24)

3
(1_1) 7
56

;o n=25100)=

©
(=]
Lo | =

(]

i) = % -, P *% (24a)

Esta relagdo mostra que a posi¢ao da frente independe de Ap . Desde que m; é

determinado por (21), a distribui¢do de pressdes pode ser obtida de (16) e expressa por

PM)=pw _ Jn(n) n
PePw = Tom)) O<57<1 (25)

Alguns valores de Jn(n) podem ser conseguidos analiticamente através da

transformagao x = sin y :

-11

I =fo " (coso)inda (26)

k-1 :
2%, 1 [2k ] (p_k) sin(2k-2m) o
_[(cosa) e = 2% (k )OH 221 ,,Eo x 2k-2m

14n _ A~y _ 2k-1 _
]_n—2k ou n=35—, k=1,2,..

onde (27)
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k :
I(cosa)2*+1da = _;T 3 (2&1)3&311)_0{
2% m=o 2k-2m+] -

l+n _ _ ok _
]_n-2k+] ou  n=go, k= 1.2
Para ilustrar os desvios ocasionados no escoamento em relagdo ao comportamento

newtoniano calculou-se tais integrais para alguns casos de interesse:

i 212

Ji() = 3{ sin!l 4 %[ —“—J (29)
3 ™
() = ,?—,(1 - %%] (30)
2 ur

24m 80’ 57 n? n 12 : o
J%(n)zﬁﬁ_l_gﬁ 3571 I-E +5;|-]- 1—;};: {31)

1 3

3..-1M .37 5212 . 19 n? |2 \

J%(n)zgsm .ﬁ—r+§ﬁ(lhﬁj +I‘f]—![l—ﬁj (32)

Destas relagdes para m=m; obtém-se os seguintes valores para L :

, Ly =1, Ly=3% (34)

I
|

o s
LS
h

L,=7, L

ey
A
b | —
I
Wk

Um problema de especial interesse na Engenharia de Reservatérios é a determinagao
do declinio da vazdo em x = 0 durante 0 mecanismo de deplecdo natural sob pressio
constante. Desde que a distribui¢do de pressdes é conhecida de (16), entdo a lei de Darcy

modificada (4) permite o célculo da variagio da vazio comxe -

1 T
k|7 :—l n(l-n)a?| 2 2 :
) =F{zt) v w(ﬂl‘xz] 3)

tl+n
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G.2.2 - Produgio com vazdo conhecida.

Apresenta grande interesse pratico o estudo do comportamento da pressao em

reservatérios produzidos com determinadas vazdes. Observagdes de campo dao conta de que

a vazio de produgio declina em uma continua fungéo monotdnica do tempo. Pode-se

verificar na eq.(35), para pressdo constante em x = 0, que 0 declinio da vazdo pode ser
expresso pela relagao:

ap

q(0,1) =g =Ct (36)

onde C é uma constante.
Como um exemplo de aplicagdo, considere-se o caso em que a vazao de produgao

siga o comportamento dado em (36). Neste caso as seguintes condigdes de contorno ocorrem:

g[f(r)] =Ppe
L s
ax‘x:?(f)_ : 0<t<tm (37)

| _ M) _ 47

s P b =An
Para a eq.(9) tais condigdes se tornam:

p(M1) =pe; & | nen, 0; &n | =0 A =constante (38)
De (37) obtém-se a variagdo de vazao imposta:
(39)

go = 4(0,1) =F(I}‘;) i«;%;m

Deve-se notar que a transformagdo (8) imp0e certas limitagdes na obtengdo de uma solugdo

exata para a eq.(9) e que se resumem na necessidade de se expressar as condigdes de

1-n

contorno somente em fungdo de n.
Seguindo-se o procedimento anterior, C, em (15) sera dado por: Cy=A"n

eq.(15) se tornara:

. A
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L~ A1 - BT

(40)
1 g\ (1
=l W | P e
onde B=A4 ¢Cf( X ) 2(1+n) (41)
Usando a condigdo %l =0 obtém-se, de (40)
n=m
1
n= :—@— =constante (42)
B i O ..
e I(#) =nt1en _:f?t (43)
A distribuigdo de pressdes pode ser obtida pela integragio de (40)
(M) =Pe —A‘I’]]Jn(%); 0<%—<] (45)
onde J, (%) = Igl(l ~x2)indx
M
n ‘fﬂj?_x
TS (46)
I]H’l
Esta integral € similar a (17) e seré avaliada, aqui, para dois valores:
/B x BJB x3
1 4|4 1By 2
2 JB ,% 31 3
[ Bx JBx
P, VB x 2 .
n:%; p(x,f)—pe=-:'%— %sm H_.I.-F%__l_— 1—%;——%) (46b)
\ 13 4 M

com B determinado de (41) para estes valores de n .
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G.3 - Escoamento radial

Dois casos serao estudados para o escoamento radial: pogo produzindo em
reservatorio infinito com pressao ou vazio especificadas.

Como no caso anterior, as condigdes de contorno sdo dadas por:

1g[z‘(:‘)] =pe; O<t<iny
o _N-
aFLI(O_O,()mrmr,,,

10) = 0

(47)

onde /(?) € a posigao da frente no momento ¢. Para r > /() a distribui¢do de pressdao deve ser
p(r.t) = p, . Pretende-se determinar a fungdo p(r.t) que satisfaz a eq.(2) em » < r < [(1), sendo |

r o raio do pogo. No pogo tem-se:

per.t) =p, (48)
op _ B g0 \"
ou  F|_ = H() (%)

a depender das condigdes de pressio constante ou vazio especificada.

Aplicando-se a transformagado generalizada de Boltzmann

=0

n=rtn (50)

a eq.(2) pode ser rescrita como

2n+1

&p ndp  na® (7 _ N
ag+n§+ﬂ?{5) =0 D)

—n

onde Mw<M<My, MNw=rwtr en]:f(t)tﬁ_

As condigdes (47) expressas em termos de 1 sdo:

_ dp _ 1 dp| _ :
= e = = =8 52
(1) =Ppe ar | =1r) tnel @ =, 22
e as condigdes (48) e (49):
_ dp _ By g0 " 2
P(Mw) =pw € dn ’n=nw % (21!::-..) o (53)
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dp

Chamando-se u = a2 eq.(51) se reduz a uma equagao tipica de Bernoulli:
du a’ 2=ty
E+%u+-’i’~;nu( ") =0 (54)

cuja solucdo geral é:

x (1-n) a? i
un) =| €yl - (55)
e, portanto,
d_ [~ (-ma 3T
an - n"[cl (G- " (56)

sendo C, determinado com a tltima condigdo de (52). Portanto,

p 1 (1-n)a? If_,, G-n) _ . (3-n) %., ;
p _n"[(lﬂ)a—nJ U =0

Integrando (57) obtém-se:
= 3- iy
p(]]) :pe_BI:I n H[T,]'E n)_nG ﬂ)]l—nd (58)

ou, usando-se a transformacgio x = nl]

P(D) =pe = BnO+DU-D [ xon] —xO0) T [ (58)

(1-ma® |1
onde My<n<m ¢ b= l:{]+n)(3—n):l e

A resolugdo da eq.(58) pressupde o conhecimento de m, . Para o caso de produgio a

pressdo constante, considerando-se que

Nw _ Tw _
mT " (61)
Ap =pe = pw = B0 7,(0)

onde  Jn(0) = [' x"(1 —=x3") ndx (62)
0
1-n
obtém-se m= [Jg J"?ﬁ))} " = constante (63)

logo, a posigdo da frente é dada por /(f) = ;1%

G-11



Escoamento de fluidos ndo-newtonianos em meios porosos

Para o caso de produgio com vazdo especificada, considerando-se que ela declina

segundo

n-1 ;
q(rw,t)=qo=At»1, n<l (64)

- -62 _ﬁ'( 4 )n n(::l}
o 2| =H(A) " (65)

1-n

Ef{(_‘_)" n(3-n)
obtém-se: n=|— ?” = constante (66)
¢ a posicdo da frente é dadapor:  I(f) =yt (67)

Analisando-se os resultados obtidos para n = % , para pressao constante obtém-se:
1
_ _ B _&) 6,0 B

Pe P(r,f)—@{l 5;% (3@ 7 3,-3‘0] (67a)

10 = -2t

Para o caso de vazdo especificada:

6 3

pe—p(r,n)= L:(u—f) g(?ﬁ?) : - 2 [1%)

1
B3 16

3
(2%;1) S (67b)

G.4 Linearizagao da equacdo da difusividade

As equagdes basicas (1) e (2) descrevem o escoamento transiente de fluidos de
poténcia em meios porosos, nos quais, para n < 1 a viscosidade aparente aumenta com o
decréscimo da taxa de cisalhamento.

Em suas derivagdes, uma equagio reoldgica empirica foi usada para relacionar a
viscosidade aparente a taxa de cisalhamento, expressa por:

Mop=Ki™,  n<l =
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sendo

y=3ml (69)

"
Como as equagdes (68) e (69) sdo empiricas, suas limitagdes sao evidentes. As observagoes
experimentais, reportadas em estudos reolégicos, tem mostrado que certos fluidos
nio-newtonianos ndo apresentam comportamento condizente com 0s previstos pela teoria,
especialmente em taxas de cisalhamento muito altas ou muito baixas. Como os efeitos
reoldgicos sdo dependentes das vazoes empregadas, coloca-se em questao da validade de tais
equagdes para quaisquer valores de vazao ou queda de pressdo que possam OCOrTer durante o

fluxo no reservatorio.
As equagdes (1) e (2) podem ser linearizadas de forma a se obter relagdes mais

simples para a interpretagdo dos pardmetros de fluxo medidos em pogos. Por exemplo, por

& a —n ke ol
5‘?4—-’}5‘0 = n(2nh)’ ”T‘rd}c:rl g, f)%?;‘ (70)

Esta equagdo sugere que, pela substituigio de g(r,t) por g , onde ¢ € a vazao imposta no
pogo, ela se transforma em uma equagio linear com o coeficiente variavel » . Neste caso, a

eq.(70) pode ser rescrita como:

&p  ndp 1-n%P
S+ =r Ty (71)
or
Her -
onde Q=né c;—f(%)” I = constante (72)

E particularmente interessante que uma equagdo similar a (71) possa representar as condigdes
- - - - r ]_n

de escoamento de um fluido de viscosidade variavel expressa por U = uw(;) onde p, €éa

viscosidade relativaar,.

Nesta situagdo, tem-se a seguinte equagao para a distribuigao de pressoes:

3% ap ™ ~ l—nap
5§+§5:T¢c’(ﬁ) ] L
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Comparando-se (71) e (74) verifica-se que ambas possuem a mesma forma, devendo

ter solugdes similares. O mesmo pode ser notado quando se compara estes equacionamentos

G.5 Qutro enfoque matemdtico

Mais recentemente, Torok e Advani, aplicando a teoria anterior (Pascal) para o
equacionamento do fraturamento hidraulico, introduziram na analise deste problema a
utilizagdo das séries de Lie, para o caso do escoamento linear.

A partir da eq.(9), abaixo repetida,

2n+1
H
I+n (

considerando-a sobre um dominio semi-infinito 0 < <o e sob as condigdes:

PO)=p.
@I P, (75)
dT] ]'I:O pe

A integragdo da eq.(9) sob estas condigdes fornece
dp | n(n-1)a® 2 / L;: I_:l;
an *[ 2m-1) 1V +Pe) J e
que € uma equagio nao-auténoma, ou seja, possui termos em que a varidvel dependente

aparece explicitamente. Desta forma, tal equacio pode ser colocada na forma
dp nin— ])a 2 7 l;_" -l_fr_r
i [ R () ] (77)
i _
==L E0=0
onde & € uma variavel auxiliar.
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Tal problema de valor inicial comporta um operador infinitesimal associado definido

(n-1) ,._m Inn é
como Uz[”;(n_lj +(pe) 7 } 24 tax (77a)

A solugdo em série da eq.(9), desenvolvida em série de Lie, tem a representagao

p(m) = E [Wplga., (78)

Aplicando a condigao (77) em (78) obtéem-se:

© 13.5.7..(2j-1)n* Na¥n%* (79)
(n+1)/(2+1)!

p(n)=pe—

J=0

na qual o fator N, ¢ dado por:

n{1+f)
— 20+ 1) Bn+2).jn+j- 1)) (80)
que, para fluido newtoniano se reduza N, = -1y! pe e a expansao em series se torna:
2Pe oc ( l)J’ ) 2J+l
p(M) =pe+-a E wm;f( (81)

Tal série é convergente e corresponde a seérie de MacLaurin da fungao erro.

Conseqiientemente, a solugao (81) pode ser rescrita em sua forma classica
P na
€
p() = pe + 2 JR er{ )

A solugdo da eq.(1) serd dada por

) -n(2j+1}
© 1.3.5.7..2-Nax e

P(T]) e __E.:;) (n+l)f'(2_;+})! (82)

que é a solugdo para o segundo caso examinado no escoamento linear, ou seja, quando a

=L .
vazio é especificada. Como foi visto, neste caso, w0,7) = Ct1»» a qual, combinada com

a condigdo (75) e a lei de Darcy modificada implica em

n_k/
C_l‘t

e, portanto, N, em (82) pode ser expresso por:
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lad)r
Ni=(2n+1)(-3n+ 2)..(wjn+j- 1)(—}—?0’) i (83)

Como exemplo, considere-se o caso em que n = é— . Neste caso N =0para j>2 ¢a

solugido em série (82) se reduz a:

_ Her X x3g2
p(x’f) ‘_'pe_" k ‘/E ar;r— _.3?.:_

Sdo apresentados, a Seguir, topicos especificos e importantes relacionados ao assunto

deste apéndice, cujos resultados foram utilizados anteriormente em seu desenvolvimento.
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G.6 Caracterizagao dos fluidos ndo newtonianos

Os fluidos newtonianos caracterizam-se pela obediéncia a Lei da Viscosidade de
Newton, que relata uma relagdo linear entre a tensao e a taxa de cisalhamento aplicadas ao
fluido. A viscosidade é o coeficiente linear desta reta. Os fluidos que ndo obedecem tal lei
s3o genericamente chamados de ndo-newtonianos.

O comportamento reolégico, em regime permanente, da maioria dos fluidos pode ser

expresso por uma relagdo entre a tensio ¢ taxa de cisalhamento na forma®*2";

e dvy
=Ny

A dv .
onde n pode ser fungdo tanto de T,x quanto de E:— . Em regimes em que n decresce com 0

aumento da taxa cisalhante, 0 comportamento é chamado pseudoplastico; quando o contrario
ocorre, ¢ denominado dilatante. Se 1 independe da taxa, o comportamento ¢ newtoniano,
com m igual a p.

Numerosas relagdes empiricas, ou "modelos"”, tem sido propostas para expressar tal
relacdo. Duas delas se destacam na Industria do Petroleo: o modelo binghamiano, ou
Bingham plastic, que se caracteriza por uma tensao de escoamento (vield stress) antes da qual
o fluido se comporta rigidamente e apds a qual o mesmo desenvolve uma relagao linear
tensio-taxa de cisalhamento como os newtoniano (tal modelo encontra grande aplicagao na
descrigdo dos fluidos de perfuragdo e cimentagdo), € 0 modelo de poténcia, ou power-law, ou
de Ostwald-de Waele, onde tal relagdo € descrita por:

oy,
dy

dvy
dy

Ty;[ = _K

onde K é denominado indice de consisténcia, e n indice de comportamento. Quando n =1 a

relagdo se reduz a Lei de Newton.
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Um modelo escolhido como dos mais representativo € uma composi¢io dos dois
modelos acima, ou seja, ¢ um modelo de poténcia que admite uma tensio inicial para o inicio

do escoamento. Conhecido como Modelo de Hershel-Buckley, ele ¢ dado por:

dve )" :
Tyx = — }“y—x) + T =KY"+TO; Tyx > Tg

Este modelo reflete os dois aspectos mais importantes observados nos 0leos pesados
ou parafinicos: a existéncia de uma tensao de escoamento e o comportamento
nao-newtoniano acima dela. Deve ser notado que para taxas altas de cisalhamento o efeito
desta tensio é desprezivel; porém, para taxas baixas, ele nio deve ser desprezado. As taxas
observadas no escoamento destes oleos podem variar na faixa de 0.1 a 1.0 5™, o que justifica
a utilizagdo deste modelo.

Sob condigdes transientes, tipos adicionais de comportamento podem ser descritos.
Fluidos que mostram uma diminui¢do limitada de N no tempo quando submetidos a uma
tensdo 1 constante aplicada subitamente, sio conhecidos como tixotrdpicos, enquanto que os
que apresentam um aumento com o tempo sdo chamados de reopéticos. Fluidos que retornam
parcialmente a sua forma ori ginal sdo conhecidos por pseudo-pldsticos.

E importante ressaltar que estes modelos sao simplesmente formulas empiricas de
ajuste de curvas, validos para determinadas condicdes de temperatura, pressio e
concentracdo, e da faixa de taxas de cisalhamento para as quais foram ajustados. As
viscosidades de gases puros e liquidos estdo disponiveis na literatura e apresentam importante
variagao com a pressio e temperatura, havendo diversas correlagdes para a corregao destes

aspectos. Com respeito a wltima, as seguintes relagdes sio recomendadas®'®

-
K(T) = K(Ty)exp(-aZ22
I-T,
T0(7) = 1o(T) + b*ﬁq

n(T) = n(To)+ e
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onde a, b e ¢ sio constantes empiricas e T, é a temperatura de referéncia.
G.7 Lei de Darcy para fluidos ndo-newtonianos

Para sua utilizagio com fluidos de poténcia, a Lei de Darcy deve sofrer uma

adaptagdo visto ndo haver uma definigio explicita de viscosidade (u) neste modelo.

Inicialmente, dois conceitos devem ser estabelecidos®"”:

J Viscosidade aparente : é a viscosidade obtida pela comparagao da Lei de Newton com a
equagéo do modelo. Praticamente, corresponde ao coeficiente linear da reta que liga a
origem do gréfico da tensao cisalhante contra sua taxa ao ponto desejado na curva de
poténcia.

J Viscosidade efetiva : é a tangente & curva de poténcia no ponto desejado. Tal parametro,
contrariamente ao anterior, ndo tem unidade de viscosidade. No modelo binghamiano, €
chamada de viscosidade pléastica.

A tensio de cisalhamento em um duto circular de comprimento L e raio R ¢

equacionada por®":

Py-P
Trz = _OZL I‘-r

Para o modelo de poténcia:

vy _ K(_ﬁ) "
dy dy
1

o _ (ts,)’
W IR

1
e PO‘PL); n 1+l
vz—-( T =¥ n+C

— dv“

Comov,=0 em r =R determina-se C, e obtém-se:

PebiN B sl |
vz=l—( EKLL) RH;[I-(%)H;}

n+l
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A velocidade média é obtida através de integragio:

ZTE R 1
- ﬁ.[o .[0 "'drde_ n (PU_PL) ;RH%

£ szIerrdB T 3a+1\ 2KL
0 Jo

Para a utilizagdo destes dados em um meio poroso torna-se necessaria a adogio de um
modelo de poros para se obter uma relagdo entre a permeabilidade dada pela Lei de Darcy e a
porosidade, tortuosidade e fatores de forma do meio poroso.

O método cléssico consiste na combinagdo da equacdo de Hagen-Poiseuille com o
modelo poros de Kozeny. Inicialmente define-se 0 raio hidraulico da segio (R,) que é

equivalente a metade do raio do duto circular modelado.

volume disponivel ao flux

R},=

superficie total molhada

O modelo de poros fornece Ry = %k, € a velocidade superficial, que é a que interessa neste

caso, € dada por: v = ¢V, resultando:

n+l

-5 ®)*

que € a equagdo de Blake-Kozeny adaptada para fluidos nao-newtonianos. Tal equagio pode

Ser escrita como:

n+l

1
_ (ko™ L_l("‘?’)"(é‘i_f
¥= (ue;ar onde Hr ~ 28\ 3t S

que € a Lei de Darcy para fluidos ndo-newtonianos segundo este modelo. Caso se adote o

modelo de poros de Kozeny-Carman, o parametro acima seré escrito como:

n+l

k. _ 12k2 (1500¢)
e K(9+%)n

porém tal modelo nio leva em conta a tortuosidade, sendo adotada neste trabalho a primeira

n-l
2

estimativa.
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A literatura citada é prodiga em discussdes a respeito da validade dos procedimentos
adotados acima, devido a forte dependéncia de n ¢ K com respeito & pressao e temperatura.
Heuristicamente esta comprovada a equivaléncia entre a Lei de Darcy e as equagdes de
Stokes-Navier, porém, o principal problema observado nos modelos de poro reside em se
encontrar valores representativos para o didgmetro médio de poros devido a complexidade da
estrutura do meio poroso. Tais constatagdes podem provocar desvios significativos entre 0s
pardmetros reais e os modelados. Apesar disso, embora os modelos de poro nio sejam uma
representacio realista do meio poroso, 0s MesMos sio largamente aceitos quando utilizados
para o equacionamento do escoamento de fluidos newtonianos. Sua extensao para 0S
nio-newtonianos deve ser acompanhada de diversos cuidados principalmente centrados na
adequada caracterizagdo dos mesmos para as condigdes de reservatorio.

A expressio da Lei de Darcy pode ser generalizada para o modelo reoldgico mais

completo como:

1
V= [—(vP- o) |
que ¢ valida sob as condigdes:

|VP|>aq; v=0
|IVP|>ag; v=0

O gradiente inicial (threshold gradient) o, ¢ dado por:
T
o= B__o_
vk
onde P ¢ uma constante adimensional a ser determinada experimentalmente.

Para escoamento radial permanente a combinagao destas equagdes fornece:

1

12 (2y)" |=0 onde X(r) = P() — oo

Integrando, tem-se:
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P(r) = Py + 0g(r - ry) + —2L ("“] -

m—n} 2k

Bosmmunpmes,
€ k(l n) Pe—Pu—uo('?’g ?'w)
27[}!{ f ] " l -n J

Na pritica, r, << r, . Portanto, pode-se escrever:
1-n
Te = re
(;‘;) =1 +(] —n)ln (ﬁ)
1

n-1 n
- n k | Pe—Pw aglre—ry)
90 =2mhre [ﬁ?( nZ Iz H

Fw

que € a Lei de Darcy para fluido ndo-newtoniano.

G.8 Equacao da difusividade para Sfluidos ndo-newtonianos

A dedugdo da equagio da difusividade para fluidos nao-newtonianos segue os
mesmos passos que a de newtonianos. As diferencas observadas na literatura residem nas
simplificagdes introduzidas durante seus desenvolvimentos pelos autores consultados.

Duas abordagens distintas podem ser destacadas. A primeira, apresentada por van
POOLEN & JARGON e aprimorada por ODEH & YANG, explicitam a viscosidade através de
uma relago empirica com a velocidade e adaptam a equacgdo da difusividade tradicional a
este parametro resolvendo-a numericamente (primeiro) ou semi-analiticamente (segundo). O
segundo enfoque ¢ dado por IKOKU & RAMEY Jr. que utilizam a Lei de Darcy modificada e,
através de simplificagdes, resolvem a equagdo resultante por Transformada de Laplace. Tal
procedimento ¢ também adotado por PASCAL e TOROK & ADVANI, que, posteriormente,
melhoram estes resultados pela utilizagio da transformagao geral de Boltzmann.
Resumidamente, estas abordagens estio colocadas a seguir:

A equagdo da continuidade para escoamento radial num meio poroso € escrita como:

G-22




Escoamento de fluidos ndo-newtonianos em meios porosos

16 d
75 (rovr) = —5(0p)
ODEH & YANG sugerem a utilizagdo da lei de Darcy convencional e as relagdes
densidade-pressao, obtendo:

2(rdky_céP
or\hor/ T kot

=

onde o termo quadratico da derivada da pressdo em relagao ao raio foi desprezado.
Através de relagdo empirica entre a viscosidade e a taxa de cisalhamento para o fluido
a ser utilizado, dada por
i = A

onde ¥ é a taxa de cisalhamento, n € A sdo parimetros do fluido; e através de relagdes

retiradas de modelo de poros:

vJ2  1500¢ /
Y2 = =23
‘,lkd)c" hrﬁ%
obtém-se:
2 1 &P 4¢]“21_ },l
32p 1\16P _ Lo 0P _ _Ap nchn
ar—z—t-(l—;;-é;-—r BZ onde B=—;

= 8 1
k' 27(1500 g)"

Para fluidos newtonianos, n — ® € W =A =constante , esta equagdo se reduz a

forma convencional da equagdo da difusividade em meios porosos.

A solugdo, por transformadas de Laplace, para longo tempo € g = cte. resulta:

2n-1 2 1
_ gHrw| n il (2n+1)2n+1 1 2n+]

Pw—P;=
S r(Z)riB%m

—h

onde ,, = viscosidade emr, .

A solugdo para regime permanente ¢ dada por:

1

1-=— l—l 1

1-L _ 2nk' 20715007

Gr e, P

nAd 2 (ry-rw)
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Nas solugdes acima, os parametros de fluido, conforme descritos pelos autores,
devem ser conseguidos em laboratério através de testes com viscosimetro tubular.
IKOKU & RAMEY Jr. propde um procedimento mais genérico, utilizando o modelo de

fluidos de poténcia. A partir da equagao da continuidade obtém -se:
3 1
1 k 8P\ 7 8
2l m(-A2) = -2

Aplicando-se as definigdes de compressibilidade tem-se:

16 k oP
13| re(-5%)

14m

~(£)"(@)" =92 -p2

A

que se reduz a:

2 = .
&P néP ( aP ( )n( ap) nop
o Tratony) =atnp) (%) F
onde ¢, = (c+c,) é a compressibilidade total, e ¢, = %

Assumindo-se compressibilidade de fluido constante € pequena, € pequenos
gradientes de pressio, o termo quadratico pode ser desprezado. Verifica-se, portanto, que a
€quagdo se reduz a forma convencional caso se trabalhe com fluido newtoniano .

Caso se assuma que a vazio é constante a cada raio P

1
()= () = (1) o
o by) Pra\ng) o

. &P  néP 1—n 8P B "W‘r“ef(th) 1=a
portanto: 6r2 + T = Gr i onde G = % g

Esta é a equagio diferencial parcial linearizada para o escoamento de fluidos
nao-newtonianos, power law, em meios porosos.

Conforme citado pelos proprios autores, a imposi¢do de vazio radial constante produz
distorgdes préximo ao raio de investigagdo, embora nio cause erros muito grandes para

muitas solugdes.
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A solugdo para vazio constante ¢ obtida através de transformadas de Laplace. Para o

pogo, uma inversao aproximada sugerida ¢:

2(1-n) Lo
(3-n) 3t

(1-n) r(f;]

L
1-n

P DNw =

Para longo tempo é fornecida a solugao:

O raio de investigagdo ¢ deduzido como:

g™ [r(gf_nﬂ"l_'lie‘;)’r};";

G.9 Propriedades fisicas do meio poroso

A utilizagdo de fluidos ndo-newtonianos em testes de escoamento em meios porosos
permite a determinagao dos coeficientes da Lei de Darcy modificada. A literatura lista dois
métodos para este fim: o primeiro € desenvolvido a partir de dados medidos em testes de
fluxo em estado permanente enquanto que o segundo ¢ baseado na resposta de pressao

medida durante escoamento transiente de pequena duragao®™.

G-25



Escoamento de fluidos nao-newtonianos em meios porosos

G.9.1 - Escoamento permanente

O primeiro método se baseia nas relagdes apresentadas anteriormente. A Lei de Darcy

modificada pode ser escrita como:

1
n

V= [-,%(V%&@] onde Ixf;= Lx(mfgj (%) “

que ¢ valida sob as condigdes:

IVP|>aq; v#0
IVP|>aq; v=0

O gradiente inicial (threshold gradient) a ¢ dado por:

P o
o ==
0 {f;

onde 3 € uma constante adimensional a ser determinada experimentalmente.

Da mesma forma que nesta secdo, pode-se deduzir para o escoamento linear a

€Xpressao:

AP=Pe-P,=-LLan, o1

De acordo com esta €quagao, pode-se plotar AP x gy obtendo-se uma reta com

coeficientes

m= T:F he aoL
G.9.2 - Escoamento transiente

No instante 7 = 0 supde-se o sistema em equilibrio com escoamento permanente. A

partir disto (7 > 0) aplica-se uma perturbagdo no sistema e estuda-se seu comportamento

transiente. Para o escoamento linear, as seguintes equagdes podem ser escritas:

LI
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UEf n ( i n a g
onde as fungdes g(x.1) € f(x.t) expressam os desvios do escoamento permanente € $ao

relacionadas as distribuigdes de pressdo e velocidade no escoamento transiente pelas relagoes:

P(x,f) = Po(x) +fix,f) >0
v(x,f) =vg +g(x,0) >0

nas quais a velocidade no escoamento permanente Vv, € a correspondente distribuigao de
pressdes P (x) sdo dadas pelas relagdes:
_ 90, . e
V=) Po(x)-—TVgx + Py t>0
Lincarizando a segunda equagao acima através de série de poténcias, e truncando apos

o terceiro termo:

na qual ¥ (x,1) é relacionado a fungao g(x,t) pela relagao:

Wi )= 1+ (- 1)ED nel

Vo

-1
= nleMg
a= ek C

e a fungdo f(x,7) € expressa por.
1 (roe
S, -fx,0)= -2 | 5dt
Esta equagdo pode ser resolvida pelo método da perturbagdo, expressando-se ¥(x.7)
em série de poténcia em termos de um pardmetro € de pequeno valor:
¥=1+e¥, +e2¥+...+"¥

com as seguintes linearizagdes para ‘¥
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a> e a ta i=1
Pascal mostra que, devido a pequena variagdo na velocidade proporcionada pela

perturbagdo, uma aproximagcio pela linearizagdo de primeira ordem (primeira equagio da

série) leva a desvios pouco significativos. Apés a consideragdo de condigdes iniciais e de

contorno apropriadas chega-se a:

- 2 ‘—I W ] e .
¥1= 8 an(15) e - 250 § eoie g
2
onde =2~ ¢o0tempo adimensional.
a<l
Conhecido ‘¥, pode-se obter a velocidade:

£V
VX, 1) = vo + W) (v, 1)

Apos simplificagdes chega-se a:

B allgw( x) 2%1g, B 1-(-1)m 2 max
P(x,t)~P0(x)——2£f— 1-27)+ - m{:l = exp(-m*1)cos =

Em x =0 esta equagio pode ser simplificada para:

Frscew( ) o narm=mar,-

a<l-

onde
Ap(r):P(O:t)“Pw!; APW:PW—PWI; Pwizp(oarx‘

Pode-se plotar  AP(0,7) x t em escala logaritmica obtendo-se:

2

a

Tais relagdes sio usadas para a determinagdo de a?e X 2 partir das relagdes
p ucf

anteriores.
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Conhecendo-se a solugdo para a situagdo em que as condigdes de contorno sao
constantes pode-se obter a solugdo para condigdes variaveis através do principio da
superposigdo, expresso pela integral de Duhamel®® "%, visto que o problema foi linearizado.

Pascal efetua, ainda, um estudo numérico do equacionamento proposto para
verificagdo do truncamento efetuado na série de poténcias e mostra que as distribuigdes de

pressio e velocidade sdo representativas para valores de

(n-l)gw <01

Vo

-

Dentro deste limite, o equacionamento, embora ndo fornega o transiente exato de pressao,

-

uma aproximagio valida pois o desvio da velocidade em relagdo ao estado permanente

relativamente pequeno.

G.10 Dindmica de fronteiras moveis no meio poroso

G.10.1 - Deslocamento de fluidos imisciveis

PASCAL efetua dois estudos’®’2® para a adaptagio das teorias disponiveis de
deslocamento de fluidos aos fluidos ndo-newtonianos: para o modelo binghamiano ¢ para o
misto (Herschel-Buckley). O primeiro permite a obtengio de uma solugdo exata ¢ se baseia

no equacionamento proposto por Muskat para fluidos incompressiveis.

< . - ; - k
Considere-se o deslocamento tipo pistdo de um fluido 2, mobilidade IJ-_II_ , por um

fluido 1 de mobilidade i—i , conforme figura abaixo:
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/
- >
— ) e
k; k,
P. Hi 1 TP " P
Oy, %,
>

Fig. G.1 Deslocamento de fluidos imisciveis.

Para um fluido nao-newtoniano, modelo de Bingham, a seguinte relagdo é valida:
T=uy+710; T> 71

A lei de Darcy modificada para este fluido & dada por:

v=-£(VP-Gg)  sob as condicdes: IVPI>00; v#0
IVP, >ag; v=0
O gradiente inicial (threshold gradient) a  é dado por: Qg = ﬁ%“ onde B é uma

constante adimensional a ser determinada experimentalmente.
Considerando-se fluxo horizontal e fluidos incompressiveis, entio a equagdo da
continuidade e a lei de Darcy fornecem:

dP
i(';l-—am) = 0; 0 <x<£(f)

%(fiz_aoz) =0; £ <0<L

fornecendo as seguintes distribuicdes:
Pl(x) =da;j +(10]X+b1; Pz(x) =d3 +C£.02X+bg
As condigdes de contorno externas e na frente sio dadas por:

x=0—> P](O):Pe
x=L— Py(L)=P,

i V1®) = v2)
¥=:0 *{ P1E) = P2(®)

} Pes P,

G-30




Escoamento de fluidos ndo-newtonianos en meios porosos

negligenciado-se a pressdo capilar.

A condicdo de velocidade acima, de acordo com a lei de Darcy, pode ser escrita como

dP dP
=1 =M il | +0ag) — M(Igz

dx | x=£(1) dx | x=£(r)

Sob tais condigdes obtem -se:

1-Qgp (1-E)-Q01&
02(1-E)- mé£+(10]i-+f’e

Pi(x)=-M AP R

Py(x) = APIRRUE D0t () _ x) +ag, (1~2) 4P

(M-1)E+]
onde - ED gL agl
AP=P¢e—Pw; &= Qo =S5 Qg = o

A distribuigao de velocidades sera dada por:
: ok AP 1-Q0(1-E)Qnk
vi(x) =vo(x) = p—ig—w
onde ¢ ¢ a porosidade efetiva.

Definindo-se ¢(x.t) = x - £(1) obtém -se a velocidade da frente pela lei de Darcy:

&k (5—”—&0)'
dr ~ M \ox x=E(1)

Portanto:
“@i’ii(‘ﬁ* )@ _ _u_za_‘vz(,dﬁ, );
¢Eafdr dax anl 3_.[“0, ¢gafdx dx o2 5x_0

Como % = % e %:3 =1 chega-se a:

E _ 1-Q00-5-Quk, kAP 1
de Mmoo y i
dT (M-1)E+] HyoL2

Integrando-se e explicitando-se 0 tempo adimensional acima:

(M-1)E J{ | __(M-l}(i-ﬂuz}}lnlil+Qoz(1“N}E;il

T Qp(-N | Qed-N Q2 a-N? 1-Qg
onde o S0t . Ro.
T Qg %
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Para fluidos newtonianos, Q,=Q,=0,¢
—E+lemr_ g2
T=E+ S(M-1)E
que ¢ a solugdo de MUSKAT para o problema.

Para o caso de se ter agua como fluido deslocante e 6leo pesado como fluido

deslocado, Q, =0 e Q,, = Q, obtém -se

H2olvE)  1-Q(1-F)
V' = kAP T (M1)Ead

para a velocidade da frente, e,

_M-DE T (M-1)-0) Q&
T——-Q——-+[£—2——Q—z-—]ln[l+]—_n—]

Para o caso de se ter um fluido nao-newtoniado como deslocante e 6leo leve

como deslocado, Q,, =0 e Qg = Q, obtém-se

V() = %

(M-1)E+]

: T~M~?+(—-—-—)]n(l QF)

Das relagdes anteriores tira-se:

AP = Pe = Py = 32214 (M - 1E(D)] + agl[1 - E(7)]
0 que, integrada, fornece a produgdo acumulada:
L -
Np = [y O()dt = $LAE(T

Tratamento similar pode ser efetuado para fluidos de poténcia, porém as equagdes

resultantes sdo nao-lineares, impedindo a obtengio de solugdes analiticas exatas.

G.10.2 - Instabilidade de interfaces

G-32




Escoamento de fluidos ndo-newtonianos em meios porosos

Outro ponto considerado por PASCAL ¢ a instabilidade de interfaces, geradora do
fendmeno denominado digitagdo viscosa (viscous fingering). Para estuda-la, considera-se o
deslocamento vertical de uma interface horizontal de acordo com a lei de Darcy modificada:
ky (apl

dz ). o dz
VI=7m "57—(101+Y13), Va= i\ 202 v Y24 )

Quando um finger aparece, a velocidade dentro do mesmo ¢ dada por:

ki (%P2 dz ). dz _
(V1)2=*u—,(g—anl+hz ) I:sma:l
ki ks : Ky
Av=(1)2-V2= (—_’fzm - ]Vz - a-(y1 —y2)sina - (aor — @o2)
L .
M=50 Ay=v2-"1; AaL = 0tg1 — o2,

k : k
Av = (ﬁ— 1)v2— h—}Aysma—ﬁba

Quando as forgas viscosas sao muito superiores as gravitacionais, sina —0 eo

deslocamento ¢ estavel para:
1 ky
(.g_ l)vz - pl.ﬁac 0
portanto Hyva
M ~ Hiva +k1&(l

G.10.3 - Deslocamento de fluidos compressiveis

Para o modelo de poténcia generalizado tem-se que:

n+l

EETES B IOk

A equagdo da continuidade pode ser gscrita como:

v dp

& o

Para escoamento pcrmanente tem-se que:
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Escoamento de fluidos ndo-newtonianos em meios porosos

i el
b))’
He — 2K\ 143n ¢
Tomando-se f(x,2) e g(x,7), fungdes representativas dos desvios a partir do estado

permanente, pode-se escrever:

P(x,1) = Po(x) +£lx, 1)
VX, 1) = vg +g(x,1)

Substituindo-se nas rela¢des anteriores:

g
x - Gy

k n g\" _ 9
FJ"O[(”?B‘) ‘1]“‘5

Expressando o termo entre paréntesis em série de poténcia vem:

n ¥ 2
(1+8)" =1+ 522208

n-1
0

Aoy ar
4 8 Bl
Portanto:
o2 28 &g 208 2 !
o =d°% € 2 =@ onde B St

Para a figura inicial desta segio tem-se as seguintes condigdes de contorno:

56 P1(0.0)= P
Py(L,1) = Py

Pi(x,0)=Pp1(x); 0<x<§,

=0= Pa(x,0)=Pp(x); Eg<x<L
&(0) = &o; O<Ep<L
P1(0,0)=P,; Pi(L,0)=Py

A localizagao da frente é determinada da lei de Darcy modificada:

E_1_k__ o
1>0;, ==1 = ;
@ Pnppyt * g

o2 Py [0<x<f@] e %:az% [E(®) <x < L]
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Escoamento de fluidos ndo-newtonianos em meios porosos

com condigdes de contorno similares as acima

Na interface tem-se:

AIEM. 1] = L[E0.1

x=Ef) >y N -M 53
o |x=£1) & | x=£1)
ny-1
onde s MikenVo Ky
- ’12—] kl
M HlenVo

G.11 Mecanismo de segregagdo gravitacional

O escoamento em um sistema dominado pelo mecanismo de segregagao
avitacional®"” pode ser equacionado tomando-se dois fluidos imisciveis e incom ressiveis
gr P P

(1 e 2) separados por uma interface movel.

K, 2 i h2
¥s |

1
v

|

A

Fig. G.2 Segregacdo gravitacional em meios porosos

ki (3P -
a2 = (5 -o) V(.20 = -m s
L k(P e ky (9P
1’;]()’,2, 0 :—ill_(_éxl_aﬂ +T|) sz(xsZr r) :—E(E +v2
ovy ov, do o o ~
&t =0 N=Pg % e - O T2 SP2R
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Escoamento de fluidos nao-newtonianos em meios porosos

&P, &P O<x<l{ 3P, 8p, O<x<!
—t— = —+—==
o o2 0<z<h & a2 ~-hy <z<0

Considerando-se seladas as fronteirasem x=0 e x = !, as condigdes de contorno

serao dadas por:
(0,2, =v, (L2, =0 va(0,2,0) =vyy(l,z,0) =0

Assumindo-se que o perfil da interface seja descrito por uma fungio &(x,0) e que, para
tempos positivos, o fluxo é alterado pela parada simultanea dos processos de injegio e
produgdo nas fronteiras z = hy e z=-h, ,o0 problema se reduz a determinar a evolugdo
no tempo da interface, ou seja, determinar a fungdo z=E(x,7). Neste caso, as condig¢des nas
fronteiras serdo dadas por

Vil h,0)=0 Vaa(x,~hy,0) =0 t>0

Os gradientes de pressio serio dados por:

apP, P, o P, , g4

e = = ¥ TR = ~¥1s

& e &y U0 & =h, 0 0
&P, _ op, o ap,l o fe
e =0 o g 0 Bz - Y2

Na interface, a continuidade de pressdao deve ser satisfeita. Na presenca de forgas
capilares tem-se:
Polx, 8. 0,1 = Py [x,E(x,1),1] - P,
Sejaoix.zt)=0a €quagio da interface, entio:
O(x,z,0)=z-E(x,/) =0
Devido & continuidade de velocidades na interface, obtém -se:

s m (N

ky 01 ' x &x &
ou, H2035 (0P ) (6& )_
ThatuaE\Em %) (FHri-ag) =0

onde ¢ ¢ a porosidade efetiva.
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Escoamento de fluidos ndo-newtonianos em meios porosos

Para se homogeneizar as condi¢des de contorno, introduz-se as fungdes:

Pi[x,z,{] = Pi[x,2),f] +Y1z-og(x,2);  P5[x,z,1] = Py[x,2),1] + v,z

obtendo-se
- 2 L - - -

PR PP g | ¥ g B g

ol &z2 2 ax Todx T oz Vo
x=0 x=1 z=h)

82P;+82P;:0' oPy | _ P _o- ap; _0-

& & > o e, & T
x=0 x=l z=-h,

De onde, obtém-se:

_ P3P} | Pe—ogx
S0 = ayiay * arag

1 (6P; 6P7) oo dx

L& E_ 1 (B ) g
Xéx oo T Aytog Ay+oug di

ot ot

d
onde Ay=v2-v1=(P2-p1)

A solugdo analitica do sistema acima apresenta muitas dificuldades. Para se conhecer
o perfil da interface [z = E(x,#)] podem ser efetuadas algumas simplificagdes sem perda de
generalidade. Desta forma, sera assumido que:
|g§|<<1 e le€| << 1
onde £ é a maxima curvatura inicial da interface. Sera desprezada, ainda, a componente de

velocidade na diregdo x. Portanto:

b &P

i =0, t>0

ky o & z=0
o P26 1 (9'5_ - i}i) aF, =

k, byrag\ o or & |, 5
e _ Pyx0,0-Pi(x,0.) Pc—agx
&(x,0) = Ay+op Ay+atg
e, definindo-se as fungdes auxiliares como
Pi(x,z,1) = ¢1(x, 2)exp(-P1) + 41, P (x,z,1) = @2 (x, 2)exp(—B1) + 4

sa0 obtidas as equagdes:
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Por T _ . B =B g, W,

ax? oz2 . Ox x=0 Ox | yey ’ 0z z=h, ’

82cp2 Bchz 0P, ) o)

20 oo Wl i o om)

ot oz2 & | x=0 ox |,y 0z z=~h,
Had

T @160 -0 0)+ | =0

Tal sistema ¢ satisfeito pelas expressdes:

nw(z hl} A 0(.1'*(}
x,z) = A1, cosh cos —;
P1n(x,2) = 41, ; { 0<z<h

—h
(p2n(X, Z) = AZHCOS}] "ﬂ(z 2) COS ﬂ; 0 <x Qll
! ! ~hy<z<0

A condigdo de continuidade na velocidade fica: M a;p_;

z=0

sendo M a razio de mobilidades.

- ; A
Das condigdes de contorno obtém -se: - M

Ain

Das relagdes do sistema encontram-se os valores préprios f3 expressos por:

mth]

i (8y+ag)
Had

Bn:

., nmhy mhy rm}:-, k)
sinh -T cosh _r_+ﬁ sinh T cosh

Portanto, a fungdo de perfil da interface pode ser expressa por:

[+ o]
mu Pc‘ﬂo
0,0 = 3?*“10 0 o 37"*0»0
onde
nh 5 nnh h
An:A]H(COS}'I"—‘,‘-]--FMSIH}]"'!—ICOthm:2); Ag=A,—-A;

A determinagio de 4, e 4, é um problema de desenvolvimento em séries de F ourier.

Portanto em ¢ = 0:

An= —% Ig[(.ﬁ? +a0)E(x, 0) + ogx — Pc]cos "—;‘-’5
Ag = =3 [ [(Ay + ao)(x, 0) + ctgx - Peldx
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Escoamento de fluidos ndo-newtonianos eni meios porosos

viscosidade de um fluido de poténcia € menor nos capilares mais largos e, portanto, a fragao
do fluxo total que passa pelos poros mais largos € maior que para os fluidos newtonianos
sob as mesmas condigdes. Os resultados obtidos apontaram para uma redugao de 10% na
viscosidade de fluidos de n = 0.5, o que explica parciaimente a questao.

Efeito da flutuagdo da vazao de inje¢éo - O escoamento pulsado de fluidos ndo-newtonianos
por tubos acarretam uma maior vazao dos mesmos em relagdo a observada em escoamento
permanente. Ao mesmo tempo, espera-se uma maior perda de carga em fluxo por um meio
irregular que em capilares retos. Estes autores conseguiram em laboratorio um fator que,
inserido no modelo de poros (Kozeny), corrige esta distorgao.

Volume poroso inacessivel - O fendmeno conhecido por volume poroso inacessivel se
resume na constatagao de que o polimero flui mais rapido que a solugao salina na qual esta
disperso. A hipdtese inicial aventada para explicagao do fendomeno foi que os poros mais
delgados nao permitem a passagem do polimero, 0s quais sa0 preferencialmente molhados
pela 4gua associada resuftando num volume de poroso de 20 a 30% inacessivel as
particulas. Baseados em cromatografia hidrodinamica, alguns autores sugerem que as
particulas de polimero ocupam preferencialmente as partes centrais dos poros, onde as
velocidades s&0 maiores; 0 que explicaria a repeticao do fendbmeno mesmo em capilares
retos. Outros autores associam o movimento browniano a que estariam sujeitas as particulas
coloidais para explicar a maior velocidade das particulas de maior diametro e propde uma
relagao empirica que possui alguma consisténcia com os resultados praticos observados. Os
autores acima observaram em seus experimentos, pela utilizagao de tragadores, que este
fenémeno & mais pronunciado em plugs de menor permeabilidade.

Retengao biopolimérica - As experiéncias efetuadas em testemunhos buscando simular o
processo de injegao de polimeros indicaram uma reten¢ao importante dos mesmos no meio
poroso. A depender das caracteristicas da amostra utilizada, notou-se uma retengao variavel

entre 15 e 50% do polimero injetado tendo-se concluido ser a mesma irreversivel.
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Escoamento de fluidos ndo-newtonianos em meios porosos

A distribuigdo de pressdes pode ser expressa por:

Pilx,z,0) = aox + (ot “Y0z+ T Aypexp(-Pijcosh T cog 1k g, { OO:;'(‘;’I
Pax,z,0) = —yz+ >4 exp(~Pr)cosh ZZEP) oo mmx | Gyl
2,2, 2 ke 2n ] 7 2 “h2<2<0

G.12 Aspectos priticos relacionados g injecdo de polimeros

Tanto na drea de Perfuragio quanto na de Completagio encontram-se disponiveis um
grande nimero de artigos sobre a utilizagdo de polimeros como fluidos de perfuragio,
completagio e estimulagio. Um dos pontos mais interessantes que sobressai é o estudo da
filtragdo de solugdes poliméricas, quando de seu bombeio para as zonas produtoras. E
bastante conhecida e estudada a formagdo de reboco nestas operagdes, indicando a
desidratagdo destas solucdes na entrada do meio poroso. Tal aspecto nao € encontrado em
literaturas reservadas 4 En genharia de Reservatorio consultadas.

TEEUW & HASSELINK realizaram um trabalho bastante detalhado a respeito do
comportamento hidrodindmico das solugdes bio-poliméricas em meios porosos e concluiram
que as solugdes poliméricas exibem um comportamento de fluido nio-newtoniano quando
€m escoamento; sua viscosidade nio é constante e depende da vazio aplicada. Observaram
que a viscosidade de tais fluidos em testes com plugs (amostras) ¢ cerca de metade da medida
€m  viscosimetros, tanto rotativos quanto tubulares, o que afeta grandemente o
dimensionamento de projetos utilizando tais solugdes. Os principais efeitos notados que

contribuem para tal distorgio sio:
v Efeito da distribuicdo de poros:- Quando um fluido € deslocado por um sistema de capilares
paralelos de diferentes raios e sob 0 mesmo diferencial de pressao, sua taxa de

cisalhamento nos capilares & diretamente proporcional aos raios. Consequentemente, a
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Nomenclatura

B,C

M

constante da equagao da difusividade
constantes

constante de filtragao
compressibilidade total

4rea da secao transversal
aceleragio gravitacional

espessura do reservatorio

indice de consisténcia do fluido
permeabilidade

posigao da frente

comprimento do reservatorio;
grupo adimensional

razio de mobilidades

produto de indices

indice de comportamento do fluido
pressao

vazao

coordenada radial

tempo

tempo adimensional

Hap

operador infinitesimal associado
velocidade

volume de dleo

coordenada linear

gradiente de ruptura

porosidade

taxa de cisalhamento

peso especifico

coordenada de Boltzmann
massa especifica

tensdo de cisalhamento

posicio da frente adimensional;
coordenada

viscosidade aparente
viscosidade efetiva

fun¢des adimensionais

grupo adimensional



Apéndice H - Variaveis complexas

A aplicagdo da teoria de varidveis complexas na resolugdo de problemas
bi-dimensionais em elasticidade foi consolidada por Muskhelishivili em um livro inovador e
aperfeicoada por diversos outros autores que atuaram dentro deste enfoque. Tal teoria é
centrada principalmente na utilizagdo das propriedades das integrais de Cauchy e
complementada pela teoria de Hilbert para arcos. As curvas consideradas posicionam-se no
lado direito de um sistema cartesiano de eixos Ox,0y e sdo consideradas simples, ou seja, elas

nao se interceptam.

H.1 Curvas suaves. Condi¢do de Holder

Um arco suave € definido pelas equagdes paramétricas
x = x(8), y = y(s) (5, <5 <)

onde s, , s, sao duas constantes finitas e x(s), y(s) sdo fungdes continuas no intervalo
fechado indicado com as seguintes propriedades:

1 x(s), y(s) tem primeira derivada continua no intervalo citado e estas derivadas nunca se
anulam simultaneamente. Os valores de x(s), y'(s) nas extremidades do intervalo devem
ser interpretados como x(s,+ 0), y'(s, + 0) e x'(s, - 0), y'(s, - 0) respectivamente.

2 Se 54551,555p, 851782 = x(51) 2x(57) ou y(51) = y(s53).

Os pontos a e b, correspondentes aos valores de s,e s, s30 as extremidades do arco e a
ele pertencem, o que o define como um arco fechado; quando tais pontos ndo pertencem ao

arco, ele é considerado aberto.
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Variaveis complexas

Define-se como diregdo positiva para este arco a diregdo que corresponde a um
aumento do parametro 5. O arco de extremidades a, b sera denominado ab onde tal ordem
indica que a diregao positiva vai de a para b.

Um contorno suave ¢ uma curva suave na qual a condi¢io 2 acima ¢é relaxada e os
pontos a e b se confundem, onde as fungdes acima e suas derivadas se igualam, ou seja,

x(s1) #x(s3) ou y(s;)#u(sy) desde que s, <sy,5;<5y,5, #5,, mas
X(sp) =x(sa), MSp) =¥(sa), X'(55-0)=x"(sa+0), ¥'(s5-0)=)"(54+0)

A unido de um nimero finito de arcos e contornos suaves que nio se interceptam ¢
chamada uma curva seccionalmente suave L, que pode ser formada por diversas partes
desconectadas. As extremidades de cada arco que compde a curva L sdo chamadas
extremidades de L. Em cada ponto ¢ de L, ndo coincidente com uma extremidade, pode-se
tragar um circulo infinitesimal que ¢ dividido por L em duas partes, esquerda e direita quando
vistas a partir da diregdo positiva de L, que serdo consideradas como as vizinhangas esquerda
e direita de 7. Se L for composto por contorno e for fronteira de uma regiio conectada, sua
direcdo positiva sera definida tal que, se L for descrita nesta direcdo, tal diregao estara

sempre a esquerda ou a direita. A parte do plano & esquerda sera denominada de S* e a da
direita de §~.

Seja L uma curva seccionalmente suave, o um angulo agudo arbitrario (0 < o < 125) .-
seja Rg = Ro(c) um namero positivo, fungio de o, em posigio diferente do ponto 7 em L, tal
que:

1 A parte de L, dentro de um circulo I' com raio R < Ry e centro em algum ponto t de L, é

formado por um arco simples ab. Se L consistir de um Gnico contorno, as extremidades a, b

deste arco se encontrardo sempre dentro da circunferéncia de I'. Se um arco for uma parte

de L uma de suas extremidades, ou ambas, poderdo estar compreendidas em I'.
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2 O angulo nao-obtuso entre as tangentes de dois pontos quaisquer do arco ab nao excede a
Q.
Portanto, para uma dado angulo o, R, € chamado raio padrdo; o circulo I'; de raio
R, circulo padrdo; o arco ab, parte da curva L, cortado pelo circulo I';, € chamado arco
padrao.
Dada uma fun¢do complexa ®(7) de posigdo no arco L, onde 7 indica tanto o ponto
(x,y) quanto o numero complexo ¢ =x + iy correspondente, tal fungao satisfaz a condigdo
de Holder {condigio H(p)} em L se, para quaisquer dois pontos ¢, , , ém /5
|®(1,) - ()| < Atz - 11| (1
onde A e p sdo constantes reais positivas.
Se L for uma curva seccionalmente suave entio P(7) satisfaz a condigao de Holder

em L se a condi¢do acima for valida para todo arco ou contorno pertencente a L.

H.2 Fungies seccionalmente continuas

Seja a fungdo ®(z) do ponto z =x + iy definida e continua nas vizinhangas de uma
curva seccionalmente suave L. Seja # um ponto de L ndo coincidente com as extremidades.
Diz-se que ®(z) € continua no ponto 7 pela esquerda (ou pela direita) se ®(z) tender para um
limite definido @'(z) {ou ®(f)} quando z se aproxima de 7 pela esquerda (ou direita)
percorrendo L.

Se a fungdo ®(z) for continua a esquerda (ou direita) de qualquer ponto do segmento
L’ da curva L, entio ®(z) é dita continua a esquerda (ou direita) de L". Neste caso a fungao

@'(f) {ou D (1)} é necessariamente continua em L.



Variaveis complexas

Se ¢ for um ponto de extremidade, ®(z) serd continua na extremidade 7 se d(z) tender
a um limite definido quando z tender a 7 através de qualquer caminho que ndo toque L. Tal
limite serd chamado ®*(f). Portanto, no caso de extremos nenhuma distingio sera feita entre
os limites a direita ou esquerda e a fungao sera dita continua no extremo.

Uma fungdo ®(z) continua em alguma vizinhanga de uma curva seccionalmente suave
L e continua sobre L i esquerda e direita, incluindo os extremos, € dita ser seccionalmente
continua na vizinhanga de L, inclusive em seus extremos. Caso tal continuidade nio se
estenda aos extremos ela sera chamada de curva de descontinuidade da fungio

seccionalmente continua ®(z).

H.3 Fungées seccionalmente holomorficas

Seja ®(z) uma fungio holomoérfica em toda regido finita que ndo contenha pontos de
uma curva seccionalmente suave L. Seja, ainda, ®(z) continua sobre 7 a esquerda e a direita,
com a possivel exce¢ao dos extremos, mas satisfazendo nos extremos a condic¢io

D) = Clz—c|™ (2)
onde ¢ € um extremo e C é uma constante real positiva; oo é real e 0 < o < 1 . Neste caso
®(z) é denominada fungdo seccionalmente holomérfica com curva de descontinuidade L,

sendo L em geral chamada de fronteira.

Se, na vizinhanga de um ponto no infinito, a expansdo em série de poténcias
=9
P2)= Y anz” (3)
n=-—w

de ®(z) contem somente um nimero finito de poténcias positivas de z, entio ®(z) é dita ser
de grau finito no infinito. Se @, for o wltimo coeficiente nao-nulo desta expansio, o grau de

®(z) no infinito ¢ dito ser igual a k. Quando £ ¢ positivo, tal ponto é um polo de ordem £ de
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®(z); se negativo, € um zero de ordem k. Se k for nulo, ou seja, ®(z) tender a um limite
definido a, ndo-nulo quando |z| — o, ®(z) tera um polo ou zero de ordem nula no infinito.
Finalmente, quando £ <0, ®(z) sera dita seccionalmente holomérfica incluindo o ponto no
infinito.

As fungbes holomorficas (ou analiticas regulares) possuem propriedades bem
conhecidas. Sejam S, e S, duas regides do plano, limitadas por curvas suaves, tendo no
interior pontos comuns posicionados ao longo de uma curva seccionalmente suave L, que ¢
parte de suas fronteiras, sendo que os extremos de L ndo estdo nela incluidos. Sejam
D, (z) eD,(2) fungdes holomorficas respectivamente de §, e S, continuas em L e com valores
de contorno iguais ao longo de L, tal que

D, (7) = D,(1)
onde ¢ € um ponto de L, e ®(f), ®,(f) os valores de contorno das fungdes P ;(z) e P;(2).
Entao a fungio ®(z) definida por
D(2) = @1(2) (ze S)
D(z) = D,(2) (ze Sy) (4)
O(2) = D(1) = D1 (1) = D,() (zel)
¢ holomorficaem S, + S, + L.

Tal resultado pode ser modificado mantendo-se as mesmas condigdes ¢ supondo-se
®(z), ®2(2) continuas sobre L a partir de S, e S, , respectivamente, exceto num numero
finito de pontos ¢y, ¢3, ..., ¢m €m L, nas vizinhangas dos quais

0@ <225 0,0 <22 (@<, n=1,2,.,m)

Entio a fungdo ®(z) definida é holomorfica em §, + §, + L desde que possua valores

convenientes nos pontos €y, €2,...,Cm.
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Portanto, se ®(z) for uma fungio seccionalmente holomérfica com respeito a uma
curva de descontinuidade L, e em qualquer segmento L' de L ®*(7) = ®(f), entdo este

segmento podera ser eliminado e a fungio ®(z) terd uma curva de descontinuidade Z - L,

H.4 Integrais de Cauchy

A partir das definigdes anteriores pode-se explicitar algumas propriedades

importantes da integral de Cauchy definida por

D) = L [0 (5)

2ri -z ?
‘1

na qual a integragdo se da ao longo de uma curva seccionalmente suave ou contorno L,
dentro de uma regido finita do plano. Se a fungao densidade §(1) satisfizer a condigdo H(p)

em L, entdo a fungdo ®(z) é uma funcdo seccionalmente holomoérfica, que se anula no

infinito, com uma curva de descontinuidade Z. Além disso,

D (t9) — D (10) = d(t0)

& dl
Q¥ (1) + D (1) = ﬁ ] *—¢,(_?0’ (6)

onde 7, € um ponto sobre L que nio coincide com os extremos onde ¢(,) = 0 . Se ocorrer tal

coincidéncia entdo ®*(¢g) = O (ty) = D(ty). Tais expressdes sio conhecidas como formulas

de Plemelj.

Ainda, se

) d
L

f—fo 4

e se ¢(7) satisfizer a condigdo H(j) em L entio D (1), P (1g) e ©(zy) também a satisfario

em todos os pontos, exceto em vizinhangas arbitrariamente pequenas daqueles extremos nas
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quais ¢(#) # 0, a condigdo H(p) para p < 1 e a condicdo H(p-¢€)parap =1 ondee é uma
quantidade positiva arbitrariamente pequena.

As integrais que ocorrem em (6) e (7) sdo conhecidas como o valor principal das
integrais de Cauchy.

Quando a curva L, caminho de integragio, se estende para o infinito, a satisfagao das
condigdes dadas nao ¢ suficiente. Quando, por exemplo, L é uma linha reta infinita assume-se
ainda que ¢(#) satisfaz a condi¢do H(l) em L e que possui valor finito quando 7 — +oo.

Supde-se também que, para |¢| suficientemente grande,

600 - 6(0)| <2 (@>0),
que € a condi¢do H para um ponto no infinito. Portanto, a integral de Cauchy pode ser
considerada como definida se for entendida como o limite, tendendo a infinito, da integral
calculada sobre o segmento ab, onde a e b sio pontos, em ambos os lados e a igual distancia
de algum ponto determinado. As formulas de Plemelj ainda mantém-se verdadeiras, mas a
integral de Cauchy nao tende a zero quando |z| — . De fato

@) > +3¢(x)  paralz > o
sendo positiva em S~ e negativaem S . Se ¢() = 0 = ®(z) — 0 para |z — =|.

E conveniente definir-se um limite tnico para o médulo da derivada da integral de

Cauchy nas proximidades do contorno. Como antes, seja L uma curva seccionalmente suave

e ¢(7) satisfazendo a condigdo H(u) sobre L. Considere-se a derivada da integral de Cauchy

/ _ 1 ¢ (n)dr
®'z) = mig (1-2)? ®)

Seja t, um ponto arbitrario de L tal que sua distancia a0 extremo mais proximo de L,
desde que esta contenha arcos, ndo seja inferior a um nimero arbitririo fixado R. Seja

Ry=R,(a) o raio padrdo para L, correspondente a um angulo agudo arbitrariamente fixado a,
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¢ p uma constante positiva tal que p < R, , p < R. Se L consistir somente de contornos, a
condigdo p < R podera ser omitida.

Se a distancia entre os pontos z e R ndo ultrapassar p, tal que [z—1g| <p ,eseo
angulo nao-obtuso entre estes pontos e a tangente a L em £, ndo forem menores que uma

quantidade definida B > o, entao

|®/(2)| < Clz—to|* (n<1) ©)
|®’(2)| < Cllogiz-t5)]  (u=1) ° '

onde C é uma constante.

Se L contiver arcos, e se nao se mantiver a condigao de que 7, se localiza a uma
distdncia finita em relagdo as extremidades, o que implica na omissdo da condigdo p < R,
entdo, mantidas as demais condigdes na posigao de z,

D/(2)] = = (10)

|z-10]

onde C € uma constante.
Os resultados acima s3o aplicidveis a fungdes densidade que apresentem
descontinuidade em um numero finito de pontos de L, nao necessariamente coincidentes com
os extremos, desde que os limites 4 esquerda e a direita da fungdo nestes pontos sejam

definidos.

H.5 Fungdées seccionalmente holomdrficas com descontinuidades nos contornos

Seja § ' uma regido conectada limitada por um ou mais contornos suaves que nao se
interceptam Lg,Lq,...,L onde L, contem os demais (figura H.1) e pode ser ausente (ou seja,

pode ser infinito).
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/—\M_ S—

/ /S S+ \
(’\ \

\ Q\& s ) L\\_

S L,
== v’/

Fig. H.1 Regido conectada limitada por contornos suaves que ndo se interceptam.

T R

A uniio dos contornos Lg,Ly,...,Ln € chamada L ¢ S” é o complemento de §* + L. Logo, S~
consiste das regides finitas S7,S5,...,5 limitadas por Ly,L;,...,Ln e, se Lo existir, da regiao
infinita S, limitada por L,. Se ¢(7) satisfaz a condi¢do H(p) em L, deseja-se encontrar a
funcdo ®(z) , seccionalmente holomérfica em todo o plano e zero no infinito, satisfazendo a
seguinte condi¢do de contorno

D*(tg) - @ (o) = 9(r0)  em L. (11)

O problema é imediatamente resolvido através da férmula (6) de Plemelj. Assim,

¢(r)df

@ =5 [ (12)
L

satisfaz todas as condigdes requeridas. Tal solugdo é unica porque a diferenga ¥(z) de duas
solucdes satisfaz a condigdao W*(tg) - ¥~ (#g) = 0. Logo ¥(z) € holomorfica em todo o plano
e, como ela se anula no infinito, ¥(z) = 0

Tal resultado pode ser generalizado encontrando-se uma fungao seccionalmente
holomoérfica em todo o plano, exceto possivelmente no infinito, que tenha um grau £ finito e

nio-negativo 14, satisfazendo a condigao de contorno em L. A solugao geral €

2mi

@) == [ L2, P2), (13)

onde P;(z) é um polindmio qualquer de grau nao-superior a k. Esta solu¢do também ¢ tunica.
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H.6 Fungées de classe H e H*

Seja L a unido dos arcos suaves Ly,Ly,....Ly com extremos a, , b, de forma que a
dire¢dao positiva de L seja tomada de a, para b,, ou ¢, (ou simplesmente ¢) quando tal
defini¢do nao tenha importancia. O plano cortado por L=L; + L, +... + L, é chamado de S, e
a fronteira L ndo pertence a S.

Diz-se que a fungdo ¢(7) definida em L pertence a classe A se ela satisfizer a condigio
H para qualquer p > 0 em todos os arcos fechados L, de L, incluindo-se os extremos. Se d(1)
satisfizer a condigdo H(j1) somente na vizinhanga de algum extremo ¢ de L. diz-se que ela
pertence a classe A na vizinhanga de c.

Quando ¢(7) satisfaz a condicio H(p) em toda a parte fechada de L que nio contenha

€Xtremos, €, se proxima a um extremo ¢ ela tiver a forma

60 = (O<a<l), (14)

onde ¢*(7) pertence a classe H, entio diz-se que ¢(7) pertence a classe H* em L. Se tal
condigao for vélida somente na vizinhanga de um extremo c, ela é dita pertencer a classe H*

da vizinhanga de c.

H.7 Funcées seccionalmente holom drficas para descontinuidades em arcos

Se ¢(7) for uma fungio da classe H* em L, entio

D) =-L [, (15)

2w -z
‘1

sera uma fungio seccionalmente holomorfica, exceto possivelmente no infinito, onde tera um

grau finito k > -1, satisfazendo i condigdo de contorno

D (o) - D (t0) = d(tg) em L, (16)
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onde Py(z) € um polindmio arbitrario de grau nao-superior a k, sendo que P_;(z2)=0 A
fungao seccionalmente holomérfica ®(z) satisfazendo tal condi¢do ¢ dada unicamente por
(15) e tal unicidade pode ser mostrada de forma semelhante a utilizada anteriormente.

Em particular, para k = -1, que corresponde ao pressuposto que ®(z) se anula no

infinito, o problema tem a solug3o tinica

d )
cp(;:):#j“”’ (17)

i -z

H.8 Problema de Hilbert para arcos

Serdo examinados dois casos especiais de problema de Hilbert para arcos.

Problema 1. Achar a fungdo seccionalmente holomérfica ®(z) de grau k no infinito
satisfazendo a condigdo de contorno

D (1) + kD (9) = d(t0) (18)
em uma curva seccionalmente suave L que consiste de uma unido de arcos, onde x é uma
constante positiva e ¢(¢) satisfaz a condigdo H(j), sendo conhecida em toda a curva.

A fungdo holomoérfica @(z), conforme mostrado anteriormente, deve satisfazer i
condigdo (2) podendo, portanto, tornar-se infinita em ¢ com grau inferior a 1. Porém, pode-se
obter solugdes em que ®(z) se mantém finita em m extremos particulares de L.

Denomina-se os extremos a, , b, dos arcos L, (r= 1,2, ) de cs(s=1,2,...,2n)

qualquer que seja a ordem, e define-se

ﬁ (z=¢r) =
r)=—S——  R@=11(5) (19)

H (z—cr)

r=m+l
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Se m for 0 ou 2n, o numerador e denominador de R(z) sdo substituidos por 1. A
fungao JRTz)v se refere ao ramo que ¢ holomorfico em S, isto €, no plano cortado por L que,
quando préximo a infinito, pode ser expandido na série de poténcias

JR@) =27 4 jamml g (20)
Os valores de contorno desta fungdo, a esquerda e a direita, serdo

[JR@) 1* = JRG) (21)
tal que [ /RG) 1™ = - /R() . (22)

Ainda, se considerarmos Inx = 2my, (23)
entao {Ro(z)}' designa o ramo que é holomérfico no plano cortado por L, e se comporta de
forma que {Ro(2)}'Y > quando |z| - . (24)

Os valores de contorno de {R((z)}’ em L serdo dados por

[{RoM}]* = {Ro ()}’ (25)

eportanto,  [{Ro(2)} 7]~ = Lol (26)

Entio, se Xm={Ro(@)}" [{RG)], (27)
conclui-se que X, (z) é holomoérfica no plano cortado por L, e, no infinito,

Xm(2) = 0@™™). 2%

Ainda, X4() = (RO} JRo(D ; X = (29)

e X,(z) € nula nos m extremos c¢,(r=1,2,..,m), enquanto que nos 2n - m extremos
cs(s=m+1,..,2n) ela é infinito de ordem %.

Portanto a solugdo do problema 1 é aquela em que ®(z) é finita nos m extremos
cr(r=1,2,..,m),mas pode ser infinita nos demais extremos com grau menor que 1.

Considere-se a fungdo ;D o que ¢ holomoérfica no plano cortado por L, e que ¢ finita de grau
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k+n-m no infinito. Como ®(z) se mantém limitada proxima dos extremos Cl,...,Cm NOS

quais X, (z) se torna zero, entio perto destes extremos

D(z) const
Xm(z) ® lz—c, | (a<),

enquanto que nos demais extremos a func¢do satisfaz uma condigdo semelhante, visto que
®(z) pode ser infinita de graus inferiores a 1 e X,(2) ¢ infinita de ordem % . Logo a fungio
considerada é holomérfica no plano inteiro, de grau finito ¥ + n - m no infinito e, de (18) ¢

(29), satisfazendo as condigdes de contorno,

D(rg) |* _[ ) ]‘ _ o)
[:Xm(fo}:‘ Xn(to) |~ Xatty) (30)

. . . 14 ’ -
em L excluindo-se seus extremos. Conforme definido anteriormente, ——ﬁ ((i) € uma funcao da
<bm

classe H* em L, portanto, de (16) a solugdo procurada é

Dz 1 [ _¢@mar s
T, ] _—_(f—z),\ 0 + Prin-m(2) (k+n-m2
{Ro(2)} JRo(2) 6 (1) dr 4
= T /R P s 1
ou (D(Z) i i (-2){Ro(@)] ‘IT‘}IR_B(E + {RD(Z)} 0(2) k+n (Z (3 )

onde Py, pm(2z) € um polindmio arbitrario de grau nao-superiorak +n-m eP_;(z)=0. A
solugdo ¢ também valida para k + n-m < 1 se Piin-m(2) = 0 e ¢(2) satisfizerem condi¢des
adicionais.
Problema 2. As fungdes ®(z), ¢(f) satisfazem as mesmas condi¢des anteriores porém
a condigdo de contorno é dada por
O (o)~ exp{2mi(3 + B} O (10) = d(t0)  (0<P <) (32)
em L. Também aqui se permitird que ®(z) seja infinita com grau menor que 1 em todos os
extremos.

Para se resolver este problema toma-se

() = TG -a5)?** (2= b,) 1 (33)
r=1
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onde S(z) é holomérfica no plano cortado por L, €

S(z) = z" quando |z| - . (34)
Como anteriormente, toma-se S*() = S(1) (35)
obtendo-se  S7(7) = exp{2mi(3 + B)}S(2). (36)

Portanto, a condi¢do de contorno (32) se torna
D*(0)S*(10) - P (10)S™(20) = ¢(10)S(to (37)
e &(1)S(1) satisfaz a condigio de Hélder em L, e @(z)S(z) é holomérfica em todo o plano,

exceto no infinito, onde tem grau k + n , € portanto

Si )
D()S(2) = 5= [ 20 4t + Qgan(2),
L

onde Qj.n(2) é um polindmio arbitrario de grau ndo-superior a k + n. Ainda, se k+n>-1 e

0_1(2) =0 tem-se

LS040 ;| Qun®
(D(Z)= 27“5(;){ -z dt+ ;(z) (38)
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Apéndice | - Mecanica de Fraturas

Este apéndice desenvolve a teoria bésica necessaria para a compreensio da Mecénica
de Fraturas, que resulta da aplicagio da Teoria das Variaveis Complexas 4 Teoria da
Elasticidade, conforme proposto por MUSKHELISHIVILI e complementado por SOKOLNIKOFF
¢ GREEN & ZERNA. Esta ultima referéncia € a base deste apéndice, da qual é uma compilagio
resumida, sendo o mesmo dividido em quatro capitulos principais que abordam as teorias
para deformagdes finitas, para deformagdes infinitesimais e para deformagdes planas, e sua
aplicagio a problemas planos para corpos isotrépicos, onde a Mecanica de Fraturas é
examinada.

Ele ¢ baseado nos conceitos expostos nos apéndices A e H, dos quais usa diversos
resultados importantes, sendo os mesmos, portanto, bisicos para sua compreensio e
acompanhamento, e possui uma notagio propria, definida em seu préprio corpo ou originada

nos citados apéndices.

I Teoria geral para deformagées finitas

Este capitulo trata a Teoria Geral da Elasticidade para deslocamentos finitos usando a
notacao de tensores e vetores resumida no apéndice A. A partir da andlise efetuada
estabelece-se uma equagdo de estado genérica que é a base para o equacionamento do

movimento tanto de liquidos quanto de solidos.
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1. Relagdes geométricas

Considere-se que todos os pontos de um corpo tri-dimensional continuo, chamado
corpo B, , esteja em repouso no tempo ¢ = f, em relagdo a um sistema de coordenadas
cartesianas de eixos x,. O vetor posi¢do de um ponto P, do corpo B, em relagdo a origem é

r= xkak, ( 1)
onde &; sao os vetores unitarios que definem os eixos coordenados.

Suponha-se que o corpo B, ¢ deformado de forma que no tempo ¢ 0 ponto P, tenha
se movido para P. O vetor posi¢ao de P com referéncia a mesma origem € expresso por

R = ydy. (2)
O vetor posigdo de P com referéncia ao ponto P, designado por v, ¢ chamado de veror
deslocamento, sendo dado por

v=R-r= - x)8. (3)

Assume-se que cada ponto P, no tempo ¢, relaciona-se com sua posigdo original P, no

tempo t = 1, através das equagdes

yi=yi(x1,x2,X31), X =X,y y3.t (4,5)
onde x;, y, sdo biunivocas e continuamente diferencidveis com respeito a cada uma de suas
varidveis, exceto possivelmente em pontos singulares, curvas e superficies. A condi¢io

necessaria para deformagio de um material real é

ay;
ox;

> 0. (6)

Para o sistema de coordenadas fixo considerado, os componentes de velocidade do
ponto P, no tempo ¢, sao w, , onde

w; =¥, 7
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com o ponto designando a diferenciagdo com respeito ao tempo, mantendo-se os
componentes x; fixas. Logo

V= wkﬁk . (8)
O vetor aceleragdo € dado por

V=wid;, (9)
podendo ser escrito como wy na seguinte forma alternativa

Lo ow, (10)
H.*_—a-—t-+'}1m8)—__m,

desde que w; seja considerado como uma fungdo de y, e . O simbolo g—r indica a derivagao

parcial com respeito a t mantendo-se y, fixas.

A partir da condigdo (6) pode-se escrever o gradiente de deslocamento na forma

=1

Yi
o, = RuMy;, (11)

onde M, ¢ um tensor simétrico positivo-definido, e R,, & um tensor rotagio, tal que

RyRjx=RuRy=8;, |Ry|=1 (12)
Define-se os tensores taxa de deformagéo, d, , e vorticidade, ©,,, por
ow, Ow, dw; Ow;
de}:T?}T;‘i—Tv;’ sz_E_?’J‘}T' (13)

Pode-se transpor todas as defini¢des dadas para um novo sistema de coordenadas
x;=x;(61,0,,03) (14)
e yi=yi(01,82,83,1), (15)
genérico e curvilineo, que se movimenta continuamente com 0 corpo quando ele passa do
estado B, no instante de tempo 7, para o estado B no tempo .

Definindo-se em B, um vetor contravariante d8°, para a relagio (14)

i_ 008~ j i 8x a0
d0'=200,  dxi=250), (16)

De (4) e (16) tem-se, para um intervalo de tempo determinado,
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PO i 9 aj 108 31
dy' = 2dx/ = 2-de/, do ay}dy, (17)

de forma que d6' se mantém um vetor contravariante sob qualquer transformagao, inclusive
transformagdes de coordenadas no estado B.
Usando-se (14) e (15), os vetores posigao (1) e (2) dos pontos P, e P podem ser
rescritos nas formas
r=r(6,,0,,03), R=R(6,,0,,03,1) (18)
e o vetor deslocamento (3) se torna
v=v(0,,0,,03,7). (19)

Os vetores de base g;,g’, e os tensores métricos g; ;»8" podem ser definidos para o

sistera curvilineo 8, no corpo B, , tal que

gi=r;
g'-g=3
gl_;:g:'gjzgg_:% [ (20)

Da mesma forma, os vetores de base G;,G', e os tensores métricos G, ;»G', podem

ser definidos para o sistema curvilineo do corpo B no tempo ¢

G, =R;
G'-G,;=5 -
6y=61-6,= 5555 | -

Define-se o tensor simétrico v, ;, chamado tensor deformagdo, por

1

Yij = E(Gij —~8ii)s (22)

que pode ser interpretado como o tensor que mede a diferenga dos quadrados dos elementos
de linha do ponto 8, nos corpos B, e B, onde os elementos de linha ds, e ds, correspondentes

ar e R, sio dados por
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dsj=g,;do'de’,  ds?=G, do'do’ (23)
e ds? - dst =2y,; do'do’ (24)
Se a deformagio entre os corpos B, e B for rigida entio Yij=0
O vetor deformagdo pode ser expresso em termos do vetor deslocamento e vetores de
base a partir de (3), (20), (21) e (22)
G =R;=r;+v;=g,+v; (25)
Yij = %(g,—-v,j+gj—v,f+v‘,--v,j):%(G, WGy -V N V) (26)
O vetor deslocamento pode ser expresso em termos dos vetores de base de B,eB
VEvmg™, V= eT, (27)
ou v=VmG",  v,;=VyG", (28)
onde a barra simples indica a derivagdo covariante com respeito a B, e a barra dupla a

derivagdo covariante com respeito a B. Tais derivadas sio definidas, com o auxilio dos

simbolos de Christoffel, por

f

Vanlil = Vi = { i} ovr (29)
e Velil = Veni = {2 ; } V> (30)
Introduzindo (27) e (28) em (26), e usando (20) e (21), o tensor deformagao se torna
Yoy = 3001+ Vil Vi) = 3V + Vi Vi) (31)
Tensores de deformagdo mistos podem ser formados de acordo com os tensores
métricos escolhidos. Para os objetivos deste estudo define-se o tensor misto de deformagao
Y, = g%y = 3(e* Gy - 8)) (32)
Pode-se formar trés invariantes a partir de um tensor simétrico de segunda ordem. Em
particular, os invariantes de deformagdo podem ser obtidos do tensor misto de deformagio, e

sao os coeficientes de poténcia de A na expansio do determinante
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|85 + 85 +2y5| = |A8S + & " Gms| = %[lG”"gm +85| = A3+ A2+ A +1. (33)

=3+ 2'}': =g"Gys
onde Iy =3 +4y; +2(yrys —vsvr) = G™grsl3 (34)
I = |85+ 2v5| = |g"™Gms| = £

e G=Gyl;  g=leyl (39)
Se o continuo for incompressivel, os elementos volumétricos serdo preservados

durante a deformagao tal que G =g ¢

I3=1. (36)
2. Tensdao. Equagies de movimento

Assume-se que o corpo B, é movido para sua posi¢io deformada B pela agido de
forgas de corpo F por unidade de massa e superficie e forgas de contato P por unidade de
drea do contorno de B. Assume-se, ainda, que F ¢ P variam com o tempo e sao,
respectivamente, fungdes continua e seccionalmente continua com respeito as suas variaveis
espaciais.

Considere-se um elemento AS da superficie situada do corpo deformado B contendo
em sua area um ponto 0. Seja n um vetor unitario normal a AS em 0 direcionado de um lado
de AS que sera considerado negativo para outro, positivo. Suponha-se a porgao do corpo
situada no lado positivo exercendo uma forga na outra porgao através desta superficie, e que
esta forca é estaticamente equivalente & forca AT em 0 acoplada a uma conjugada AG.
Imagine-se, agora, a area AS tendendo a zero, mantendo o ponto 0 sempre em seu interior.

Neste contexto, assume-se que 0 vetor i—} tende a um limite definido, e o vetor %Sc_: tende a

zero. O vetor
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t=1lim &T
AS—0

(37)
¢ chamado vetor tensdo e pertence a um elemento cuja normal unitaria é n e representa a
forga, por unidade de érea da superficie do corpo deformado, exercida pelo material
localizado no lado positivo da drea sobre o material do outro lado. Assume-se que t satisfaz
as condigbes de continuidade e diferenciabilidade suficientes para validar as andlises
posteriores.

Assume-se que a forca exercida pelo lado negativo da superficie sobre o lado positivo
€ -t por unidade de area. Quando dois corpos estio em contato, assume-se que a natureza das
agOes entre eles, sobre a superficie em contato, tem a mesma natureza das agdes entre duas
porgdes do mesmo corpo.

A aceleragio de cada ponto do corpo B é representada pelo vetor f, assumido
continuo. Considere-se um volume arbitrario Q do corpo B limitado por uma superficie

fechada S. Postula-se a equagdo de movimento de Cauchy na forma

Itds+(]}p(F—f)dQ:O, (38)
A

para o volume €, e a equac¢dao de momentos de Cauchy (com respeito aos eixos fixos)

Jthngj)pr(F_on:o, (39)
S

onde p ¢é a densidade do corpo B.

Em um ponto qualquer P do corpo deformado B constréi-se um paralelepipedo
limitado pelas faces 0, =cte., 8, +d0, =cte., e um tetraedro cujos vértices sio formados
pelas curvas coordenadas PP, de comprimentos ds,, e as curvas P P, PyP3, P3P (ver figura)
que sao definidas, em seus limites, pelos trés vetores

ds;—ds, = G,d8’ - G, do (i,j ndo somados, i # ) (40)
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As superficies 6, = cte. do tetraedro tém érea %dS, e podem ser representadas

5 G'dS,
vetorialmente por J,__*. (41)
2/G"
queibj_/
PJ //

‘ Curvg @
G, ———
G] ’)'
s &
x\\fg o,
N

Fig. L1 Tetraedro curvilineo infinitesimal

Também, a drea de PP, P3 ¢ designada por %dS e ¢ representada vetorialmente por
Inds, (42)
onde m € a normal unitdria da superficie. Portanto, como a area PP, P5 é vetorialmente

equivalente a superficies 0, = cte. do tetraedro, tem-se

3 i
nds=3 £8 (43)
=1 2J/G"

tal que se n, forem os componentes contravariantes de n com respeito a base vetorial G,
n, fGTdS= as;, (44)
Em P do corpo deformado B um vetor tensdo t, conforme definido, é associado a
elementos de drea normais ao vetor unitario n. Se as coordenadas 0, forem transformadas em
um novo sistema de coordenadas B,, e o vetor unitirio n mantém-se inalterado, entio o vetor
tensdo t € um invariante. Vetores tensdo -t, sdo também associados a elementos de area em P
nas superficies 6; = cte. Eles ndo serdo invariantes sob uma mudanca de coordenadas de 0;

para O; se, apds tal transformagdo forem considerados vetores tensio —t ; associados aos

elementos de drea em P nas superficies 8, = cre. O uso do termo "vetor" para estas tensdes se
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justifica, contudo, desde que cada -t associado aos elementos de area em P nas superficies
fixas coincidentes com 0; = cte. seja um invariante.
Pela aplicagdo da equagdo de movimento (38) ao tetraedro infinitesimal PP,P,P
tem-se, no limite, mantendo-se a dire¢do n fixada,
tdS=t,ds, . (45)
As forgas volumétricas e aceleragdes de massa atuantes no tetraedro nao sao consideradas
nesta equacao por possuirem ordem de grandeza muito inferior as das forgas superficiais.

De (44) e (45) encontra-se
3 ,
tE D rity G (46)
i=1
Como, sob uma transformagdo genérica de coordenadas, t é um invariante e n, é um vetor

covariante, segue de (46) que t; ./F ¢ transformado de acordo com um tipo de
transformagao contravariante. Deve-se portanto escrever
t,JGi = TUG_', - T}f_(;;, (47)
onde 1,7 sdo os tensores contravariante e misto associados de um tensor de segunda ordem
chamado tensor tensdo. Posteriormente se provard que o tensor tensao 1/ € simétrico, o que
permite escrever o tensor misto na forma rj ao invés de Tf}. ou IJ;."
O vetor tensao t; exercido pelo corpo na regiao 6, > 0 sobre o corpo na regiao 8, < 0,
através da superficie 0, = cte., tem componentes positivos quando t'/ é positivo.
O tensor tensdo covariante pode ser definido pela equagao
1= G,T; . (48)
Através de (47) verifica-se que os tensores contravariante e misto de tensdo relacionam-se
através do vetor t; ,/5 O tensor tensao covariante ndo pode ser relacionado a este vetor de

uma forma simples, razio pela qual é considerado de pouca importancia.
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De (46) e (47) obtém-se

t:—':‘r'fﬂ;GJ:T;"ija =

T
/G

onde Ty=1; JGT JETUG ,,/_'r G/ (50)
e € introduzido para utilizagio posterior. A grandeza T, tem uma interpretagdo simples. Um
elemento de area no ponto 0, do corpo B na superficie 6, ¢ dado por

JG*G doide* (i ndo somado, i # j # k
¢ a forga através deste elemento é dada por

t.JGG d8/do* = T, dg/dpk (51)

Os trés vetores tensio t,em (47) podem ser colocados na forma

3 o, G !
ty= )~ (52)
J=1 vIGJJ'
G_j ” A
onde e $a0 vetores unitarios ao longo das curvas coordenadas e
Fh
G .
v

Os componentes fisicos do tensor tensio com referéncia aos eixos obliquos ao longo

de G, sdo, portanto, O As fungdes O(;;) Nao sido, certamente, os componentes de um

tensor.

Com auxilio de (49) e de conceitos de analise tensorial a equagao (38) se torna
[{Ti+p(F-0J/G})% =0, (54)
¥

para todo volume arbitrario © em B. Logo, como o integrando é uma fungdo continua de 6,

F,-,,-+pFJ§ =pfJG. (55)

Ainda, usando-se (49) e (55) a equagdo (39) se reduz a

j’ G xTZ =0,
para todo volume arbitrario Q) em B. Se o integrando for uma fungdo continua de 0;,
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G,XT,':O. (56)

Segue de (50) e (56) que
= (57)
Pode-se expressar as equagdes de movimento (55) em diversas formas alternativas.
As mais tteis sdo dadas a seguir. Se
F=F'G,;=F;G*, I=1G;=f,G', (58)
entdo, de (50) e (55) tem-se
Wil+pF =pf,  tll+pFi=pf, (59)
onde a linha dupla indica a derivada covariante com respeito ao corpo deformado 5.
As condigdes de contorno na superficie do corpo, na qual as forgas atuam requerem
que
t=P. (60)
Se as forgas de superficie P forem expressa em termos de seus componentes,
P=PG;=P;G, (61)
usando-se (49), as condig¢des de contorno podem ser expressas nas formas alternativas
tn; =P (62)
ou tn, =P, (63)

J

3. Elasticidade

Considere-se um volume arbitrario Q do corpo deformado B limitado por uma
superficie fechada S. A taxa de trabalho das forcas superficiais sobre S somada a taxa de
trabalho das forgas de corpo através de Q subtraida da taxa de aumento da energia cinética da

massa em S é
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R=[t-vdS+[pF-vdQ-[pf-vdQ . (64)
s Q Q

Usando (49) esta se torna
n,dS
R=|(T;-v)—+ F-1)-vdQ .
{1( V= ‘I}p( f-v

Transformando a integral de superficie em integral de volume e usando (55) e (50) tem-se

R:EET,- -v,,-jg ou R:gj}r"fcj v,dQ (65)

Como 1V é simétrico

R=1 !2 (G -V ;+ G +v,)dQ. (60)

Da Analise Tensorial tem-se
¥ij=3Gi;=3(G; -¥;+G; -v)), (67)
portanto
R=[1y;;dQ (68)
Q
Com referéncia ao corpo B, onde
Wy, =pE, (69)

tem-se R=[pEdQ, (70)
Q

onde 1/ e sdo fungdes biunivocas que dependem somente do estado de deformagio de B no

tempo ¢, do tensor métrico inicial g;;, e de tensores que representam as propriedades fisicas

do corpo B,. Portanto pode-se escrever
E = E(y:)), (71)
- _ 1[ 0F aE |\ .
€ E—'z—(m-}*ﬁj '}’U—. (72)
Quando estas condigdes sdo satisfeitas, o corpo B, ¢ dito eldstico. Os valores de v, ; sdo

arbitrarios, sujeitos a y;; = y;;, 0 que resulta em
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w=lp( 24 2) (73)

A derivacdo com respeito a y;; nas duas expressdes acima deve ser efetuada mantendo-se

constantes os demais componentes do tensor deformagio, inclusive y i Se 1% J.

A fungdo E é chamada potencial elastico do corpo (por unidade de massa). Pode-se
mostrar que E existe em, no minimo, dois casos fisicos: quando as mudangas que ocorrem no
corpo sao reversiveis e isotérmicas, ou reversiveis e isoentropicas. Nestes dois casos £ é
representada por duas diferentes fungdes, que cobrem diversos casos praticos importantes.

A expressao (73) pode ser convenientemente expressada em termos de um potencial
elastico W medido por unidade de volume do corpo ndo-deformado B,. Como os elementos

de massa sdo conservados sob deformagao
poJg =pVG , (74)

onde p, ¢ a densidade de B,. Portanto

i 3 (a_W _W)
L 2/ 0 a4 0vi/ W)
onde W=pgE e W= W(y,)). (76)

A relagdo entre tensdo e deformagdo desenvolvida é genérica. A partir desse ponto
serao considerados corpos com densidade constante quando em estado de repouso, € que sio
homogéneos e isotropicos. Um corpo € dito elasticamente isotrdpico, ou simplesmente
isotrdpico, se o potencial eldstico W depender somente dos trés invariantes /1,/5,73 e de
fungdes escalares das coordenadas 6;. Quando estas fungdes escalares sao constantes o corpo
¢ dito elasticamente homogéneo. Portanto, se o corpo for homogéneo e isotrépico

W=wl,1,,13). (77)

De (73) e (74) obtém-se o tensor tensdo na forma
ij oW ) _
2t '0/_—. (671 67)”
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aw[ah 6!1) aw(é‘!z 51:) aw(é’h 813)
AL TR i ey B Wiler g B i at MW B 7
ol a‘Yu; K aY_;i 6!2 an;' a?;i 013 '-"JTU B anl ( 8)

Utilizando-se (32) e (34) tem-se

oI 6[1 ij
3., avﬂ =4g
ol el i l'r j
67;; 6T2 4(g jg ng)G’-‘ s (?9)
IEN 6!3 ij
L aYU aT}l - 4!36
Portanto, (78) torna-se
1/ =®g/ +¥BY +p Gl (80)
__2w
J5; o
—_2 oW
onde ¢ v”3 oh (81)
_ GW
p=2Jh 5
\ B = Ilg:j _g:rgstrs - Glrmgjsngrs G;H

As trés fungoes @, ¥ e p dependem somente de /,,/,, /3 sendo, portanto, fungdes escalares
invariantes.

Se, alem de homogéneo e isotrépico, o corpo B, for também incompressivel, o
terceiro invariante de deformagado sera unitario, ¢ somente s¢ conhecerd o valor da fungao de
energia de deformagido W em termos de /, e /,. Portanto

e W=w(,1,). (82)
As equagdes tensdo-deformagao (80) mantém a mesma forma, se simplificando para

oW oW
®=2 ¥=2g (83)

e p ndo pode ser avaliado a partir de (81) pois € o valor da derivada g!ﬂ; em I3 = 1. A fungio

p ¢ uma fungao escalar desconhecida que representa a pressao hidrostatica, e sera encontrada

a partir das equagdes de equilibrio e condigbes de contorno.
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Embora a forma particular de W nao seja uma preocupagao imediata, certos corpos
incompressiveis que se comportam como borrachas ("rubber-like") apresentam um potencial
elastico na forma

W=Ci(I) -3)+Cy(I - 3), (84)
Esta forma para W representa os primeiros dois termos de uma expansio de # em uma série
dupla de poténcias de /; -3, /-3 e a condigdo necessaria e suficiente para que W =0 é

dada por C; 20, C; 20 Quando C, =0 a expressdo para W se reduz a forma usada por

Rivlin para o chamado sd/ido neo-hookeano. A relagao (75) é basica no desenvolvimento dos
modelos integrais de Rivlin-Sawiers e K-BKZ, que podem ser estudados em TANNER e BIRD,
ARMSTRONG & HASSAGER, e que, desta forma, mostra que as equagdes de estado, tanto a
Lei de Newton quanto a Lei de Hooke e os demais modelos reoldgicos mais completos,
possuem o mesmo embasamento tedrico, diferenciando-se pelas hipdteses assumidas em suas

formulagoes.
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II. Teoria Classica da Elasticidade

A teoria classica (ou infinitesimal) da elasticidade encontra-se em desenvolvimento a
muitos anos e tem sido utilizada para a solugdo de uma grande variedade de problemas. Aqui
considera-se a teoria classica como um caso limite da teoria geral do capitulo I e apresenta-se
os resultados em notagao tensorial para um sistema geral de coordenadas curvilineas 6, . As
solugdes das equagdes fundamentais para um corpo isotropico sio dadas em termos de

fungdes harmonicas que podem ser usadas para resolver alguns problemas tri-dimensionais.

1. Deformagao

A partir dos conceitos formulados no capitulo anterior, substitui-se o vetor
deslocamento v por ev, onde € é um parametro adimensional de pequena magnitude, e
mantém-se somente as primeiras poténcias de € nas expressdes para deformagao, tensio, etc..
Em certas grandezas, como a densidade p, descarta-se todas as poténcias de €. Entdo, sem
perda de generalidade, substitui-se & pela unidade no final do processo de aproximacdo. Isso
equivale a assumir que os componentes de v com respeito aso vetores de base g_, g”, e suas
derivadas em relagdo a 6, e o tempo ¢ sdo suficientemente pequenos de forma a poder-se
desprezar os produtos dessas grandezas quando comparadas as suas primeiras poténcias. Com
essa aproximagao o tensor covariante de deformagio e se torna

Yig= 'é‘(g: £V + g - V_,-) = %(v:' |j + vjlil)‘ (I)
De relagdes do capitulo anterior,

Ve = V8" - (8m+V,m)=Vm+ Vﬁvn’ml
¢ Vanllil = valilg” - (@m +v,m) = Vil +va| V|l

e portanto, aproximadamente,
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Ven = Vm, Vm”il = ijfl (2)
Segue que a segunda forma para Yi; (capitulo I) também se reduz a (1). Os componentes do
tensor deformagio tem pequenos valores, com as ordens de grandeza dos deslocamentos e
suas derivadas.
O tensor misto de deformagao ¢ definido por
Y;=8"™ Ymps (3)
com o que se define o tensor contravariante de deformacio
yi :ga'mg;n.},mn :g‘mﬂ/ﬁ: (4)
As deformagdes y;; conforme definidas em (1) ndo sdo fungdes independentes.

Eliminando-se o deslocamento v, pode-se mostrar que

'Yzm!;k +7}klim!_75k|;m _ijlfklz (5)

que sdo conhecidas como as equagdes da compatibilidade.

A variagdo de um elemento de volume durante a deformagio ¢ caracterizada pela
- \FG_‘J"E ¥ v & e % " ” i
eXpressdo ——— que & chamada dilatagdo cubica ou simplesmente dilatagdo. A partir de

v

relagdes do capitulo anterior chega-se a

G - r3
v ¥ ol im
‘.’E —Y; —g Ym:

Com o auxilio de (3) e (1) tal expressio se reduz a

\"IE -J/g i 2
I3 == "I (6)

Ainda, como pJE = po /g tem-se que, aproximadamente, p = p . (7)

2. Tensao. Equagdes de movimento

Mantendo-se somente os termos significativos, segue das equagdes fundamentais em

termos dos potenciais elasticos que
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o =gl =mil=qY (8)
e portanto todas as formas do tensor tensdo sdo simétricas. Assumindo-se que 1/ é O(g), as
relagdes da teoria geral se tornam
(9)
e todas as formas do tensor tensdo sdo medidas por area unitaria do corpo sem deformagio. O

prefixo , sera omitido nas férmulas subseqiientes e 1"/ sera usado para todos os tensores
tensao (no caso, simétricos), por unidade de area do corpo sem deformagido. As equagdes

para deformagdes finitas, na teoria infinitesimal, sdo dadas por

t:Jol =t‘JgJ='t;gf, tif = ¢Ji (10)
tzt‘fnigj:'t;n;g):"‘g", (11)
T,=Jgg"t;= fg1g;= Jgt,& (12)
T, +pF /g =pf/g, (13)
|| +pF =pf, (14)
'cj.],[+pFJ,:p.)f,, (15)
onde n=n;g'=n'g;, (16)
F=F;g"=F'g,;, (17)
t=fg' =15 (E8)

¢ n € uma normal unitaria a superficie no corpo sem deformagao. Os indices dos tensores sio
elevados ou rebaixados com o auxilio dos tensores métricos g, ;, g/ Em particular

T_;zg;'rT‘r» T =8irl; = 8ir&jsT (19)

E rescreve-se as condigdes que devem ser satisfeitas na superficie de contorno do

corpo sob a agdo de forgas superficiais conhecidas, numa forma apropriada para a teoria

infinitesimal. Logo, omitindo-se o prefixo ,,
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t=PpP, (20)
e.5¢ P=Pg, =Py, (21)
tem-se as formas alternativas

- b
TU’II‘—PJ. Tj.n,-—PJ,- (22)

3. Relagées tensao-deformagio

Quando a deformagao ¢ infinitesimal a relagio entre o tensor tensio '/ e o potencial

elastico W se torna

1/ éW oW
J_JIr = — —— o
T (av,_, * 67,.-;) : (23)

No capitulo 1 discutiu-se somente os corpos homogéneos e isotropicos. Neste
considera-se somente a teoria infinitesimal, mas pode-se incluir nesta discussio COTpos que
nao sdo necessariamente isotropicos. O potencial elastico W, consistentemente com as
aproximagdes ja feitas com a deformagdo infinitesimal, pode ser escrito como

W = constante +E‘-fy,-_, + %EU”}'U Yrs s (24)
onde E” ¢ O(g) e, sem perda de generalidade, pode-se assumir que £ ¢ EY” possuem as
propriedades de simetria

EiJ = EJi , Eijrs = EJirs — Eijsr _ prsi (25)
As fungbes EY/, EY/" nio dependem de Yij»€ como W ¢ invariante, elas devem ser tensores.
Se W for considerado nulo no estado inicial B ,ondey; ; =0, entdo a constante serd nula.
Das trés relagdes anteriores tem-se
1/ = EY 4+ Ersy, (26)

Como o corpo no instante ¢ = 0 esta livre de tensdes e deformagdes, £ é nulo e

T = Ersy, (27)
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Tal expressido fornece uma relagdo geral entre tensdo e deformagao ( infinitesimal), e
os coeficientes £/" sio chamados de coeficientes elasticos do corpo. Eles dependem do
tensor métrico g, do corpo sem deformagao B, e das propriedades fisicas de B,. As fungdes
EY7" sdo os coeficientes de uma expansio do potencial elastico em termos dos componentes
de deformacio, e W existe, a0 menos, para um corpo eldstico que sofre uma troca de estado
isotérmica ou adiabatica. Em geral as constantes fisicas correspondentes (e, portanto, os
coeficientes elasticos) sdo diferentes nesses dois casos. Tais diferengas numeéricas sao
constatadas em experimentos envolvendo os dois fendmenos fisicos citados, porém, para
varios propositos, elas ndo sao expressivas € podem ser ignoradas.

A partir desta expressio o potencial eldstico W pode ser escrito como

W=3Emy v =310y (28)
Como os tensores associados a deslocamentos infinitesimais e gradientes de deslocamento
sdo relacionados através dos tensores metricos g, g/ do corpo sem deformagdo, pode-se

expressar o potencial elastico e as relagdes tensao-deformagdo como
_ 170 _ 1 ijors 1 _ 1)
W = ”Z‘Ers 'YUYH - EEIIJ'?’S‘YIJ Yﬂ = ETU YU = ETJ Y3 (29)
™= Ers'}'rs s Ty = El'_;'rsyrs = Efj g (30)

. i . - ” . . - “ .
Os tensores associados Eys, E;;, possuem propriedades simétricas similares as citadas

ijr
anteriormente. Por exemplo
E:J;\:grmgsnEUmn = £;= ;Jlr:EJsﬂ (31)
sendo que a ordem do par de sufixos i, j em relagdo ao par r, 5 ¢ irrelevante.
Objetivando analisar as propriedades dos coeficientes eldsticos em maior detalhe,
todas as fungdes estdo referidas as coordenadas retangulares x, no corpo indeformado B, .

Nesse sistema de coordenadas ndo ha distingdo entre tensores contravariante, covariante €
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misto e pode-se designar o tensor deformagao por e;;, o tensor tensdo por ¢, ; € os coeficientes

2 1) i wo . . v
elasticos por crs. Devido a simetria das propriedades elasticas,

ij Ji i Ji rs
Crs:('r.s:(’sr:Csrz(fU (32)
,.

-~ . i . . -~
e a relagdo adicional ¢y = ¢;; ¢ verdadeira porque as coordenadas sdo retangulares. O

potencial elastico (29) se torna

W=‘;‘C:~_Js euers, (33)
_ o
e fjj—Crs Ers (34)

Se a densidade do corpo original B, for constante e se os coeficientes eldsticos e
forem constantes, diz-se que o corpo é elasticamente homogéneo. Nesse caso as derivadas
covariantes dos coeficientes elasticos genéricos E;ﬂ sao nulas, tal que

Ealil=0,  E¥m|]=0,  Ejnld=0 (35)
Quando o corpo € homogéneo, os coeficientes C:'{' sao constantes e eles definem as
propriedades fisicas do corpo. Em geral essas constantes dependem da orientagdo dos eixos
retangulares x, em cada ponto do corpo. Se, contudo, a expressdo para o potencial elastico W
tiver sempre a mesma forma independentemente da orientagdo dos eixos retangulares entio
as constantes elasticas sdo constantes que independem dos eixos ¢ o corpo é chamado
elasticamente isotrépico, ou simplesmente isotrdpico. Caso contrario ele é chamado
aelotrépico ou anisotrdpico.

No restante deste capitulo serdo considerados somente os corpos homogéneos
conforme definido acima. Contudo, resultados semelhantes sio observados em corpos
nao-homogéneos. As hipéteses de homogeneidade e isotropia quando aplicadas a um corpo
resultam em uma razoéavel concordincia entre os resultados experimentais e tedricos para
uma grande variedade de materiais, apesar da maioria das estruturas dos materiais ser

formada de substincias cristalinas e poucos tipos destas ndo serem isotrépicas. A
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concordéancia € explicada pelo fato de que as dimensdes da maioria dos cristais sao pequenas
quando comparadas com o corpo inteiro e que eles sio distribuidos caoticamente, tal que o
comportamento do corpo € isotropico

Materiais como os cristais naturais ¢ madeira sio aelotrépicos. A simetria estrutural
do corpo aelotrépico genérico pode introduzir relagdes entre os coeficientes elasticos e, a

seguir, alguns casos particulares de simetria elastica serao discutidos.

4. Coeficientes eldsticos

As propriedades simétricas fornecem 21 coeficientes eldsticos cyx para um corpo
anisotrépico (ou aelotrépico). Tais coeficientes podem ser adequadamente apresentados na

tabela abaixo

11 11 11 11 11 11

Ci1 €23 C33 Cy3 Ci3 €y
2 2 22 2 .2
€22 €33 €23 Cy3 €3
33 33 33 _33

C33 €3 C13 €13 (36)
93 23
€23 €13 Cy3
13 13
€13 C12
12
€12

Se o sistema de coordenadas x, for substituido por outro sistema cartesiano retangular X,

o 4 ij —if 3 . .o v
entao os coeficientes er; se tornam er e, devido as suas caracteristicas tensoriais,

—iy ox; ax; OXm OXn s
Cmn = Ox,O8x5 8xp Ox; P! {37)

a partir das regras basicas de transformagdo. Ainda, a relagio entre os componentes da

deformagio e; j» com referéncia aos eixos x, , é

B 02 0% (38)

rs = Bx; ox; CiJ
Para um corpo anisotrépico genérico o potencial eldstico W é uma fun¢do de todos os

componentes da deformagao tal que
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W=W(e, e, e3, e, er3,€31) (39)

(a) Simetria com respeito a um plano (13 coeficientes)

Considere-se uma troca de eixos

X)=xp, Xy=Xx,, X3 =-x3 (40)
Logo -84 (a=1,2) O B
Og axa_ (2 4 T y 613_ 3>
e €ap=e€of, €33=€33, Eg3=-ey, (a,B=1,2

Ainda, o potencial eldstico W, que é um invariante, pode agora ser expresso em termos dos
componentes da deformagdo e, . Se a expressio para W em termos de &, puder ser obtida
simplesmente pela substitui¢do de e, por &, entdo o corpo € dito elasticamente simétrico
com respeito ao plano x3 = 0. Neste caso W pode ser escrito como

W= W(€11,€22,€33,€f3,€§3.912,923,812) (41)
Portanto, de (23),

s =cB=cB=c8=0 (p5=12) (42)
Em outras palavras, todos os coeficientes que conttm o indice 3 uma ou trés vezes
desaparecem. A tabela de coeficientes entdo se torna

11 11 11 11
€y € c33 0 0 ¢y

22 22 22
¢33 00 cp)
30 0 o5
33 12 43
23 .23 (43)
€23 €13
13
12
€12

(b) Simetria em relagdo a dois planos ortogonais: Ortotropia (9 coeficientes)
Um corpo ¢ dito ser elasticamente simétrico com respeito a dois planos
perpendiculares x3 = 0 e x; =0 se, quando os eixos forem substituidos por

X)=-x1, X3=x3, X3 =-X3 (44)
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o potencial elastico W se reduz a uma fungdo do tipo
_ 2 22 -2 45
W= W(en, e, €33, €]y, €33,€3, €12, €23, €31) (45)
Em particular, quando W ¢ dado por (33), todos os coeficientes c:é da tabela (43) que

contem o indice 1 uma ou trés vezes devem desaparecer. Os coeficientes, portanto, se

reduzem a 9, dados por

e 60 €5 0 0 @

c%% ci% 0 0 0
20 00 (46)

c§§ 0 0

c}i 0

3t

O exame de (45) mostra que a simetria eldstica com relagdo a dois planos ortogonais implica
numa simetria elastica em relagdo ao terceiro plano que ¢ ortogonal aos dois planos originais.
Ainda, desde que o corpo é homogéneo segue que ele tém, entdo, trés planos ortogonais de
simetria em cada ponto, sendo porisso chamado ortrépico. Esta ndo é uma propriedade fisica
exata da madeira, porém a hipotese de que ela € um corpo ortrépico € uma excelente
aproximagao para muitos propositos.

(c) Isotropia transversal (5 coeficientes)

A isotropia transversal é obtida de um corpo ortrépico mudando os eixos para

X1 =Xj(c0s0+x;sIna
X, =-xsina+x,cosa (47)
fg =X3

e o potencial elastico W em termos de €, pode ser obtido de (46) simplesmente substituindo

P Ex,- s o
ers por €, . Os valores de = que correspondem a (47) sdo
r

6x2
=s—=C00sQ,

[a}}
el

, 8%, 0%y

3x, ~ ox x| ox; oM
8%, 0%, 0%y _ 9% _ 0%y _
6).'3 - 6x3 o 6x| - 812 - 2 613 S

e, de (38),
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€11 = e11¢0sa + 2€17¢0s 0L sin oL + €37 5in 2ot

€2 = eyysin®a - 2ej;cosa sina + ec0sa
€13 = (e22 — ej1)cosasina + ey, (cos?a - sino)

) o : (48)
€13 = €13C080 +€35Ina
€23 :—elgsina+ezgcosa
L €33 =633
Segue que, para todos os valores do angulo o
v o e o 2
€11 texn =€) tey enen—ej;=e1€ent+e), (49)
=2 % 3 .3 iy
e13tegs =€y teyy lef'j“i"fj|
e portanto W, como dado por (45), se reduz a
W=We +exn,erien —e,,e33, 62, + 6 ]e--|) (50)
= 11 22,€11€22 12: €33, €13 23 | €y b
Quando W € dado por (33) e as constantes elasticas por (46), entdo (50) implica em
11 _ 22 13 _ .23
C33 =Ca3, C13=€n (51)
11 _ .22 12_1,11 11
cn =€y, €13=3(c11~¢)
Para a isotropia transversal a tabela (46) se torna
11 11 1
€ cpex 00 0
2 22
¢, ¢33 0 0 0
ch 0 0 0 o
B o o ‘
c{% 0

(7N N
J(er =€)

(d) Corpos isotrépicos (2 coeficientes)

Se o potencial eldstico ndo se alterar sob qualquer mudanga possivel para outro
sistema cartesiano retangular de eixos, o corpo é definido como isotrépico, sendo W neste
caso fungdo dos invariantes da deformagdo. Alternativamente, partindo-se do caso (c), W
nao podera se alterar sob as transformagdes

X3 =X3C08Q +X;sina
X =-x3sina+xcosa (53)
X=X
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Xy =X3C080+Xsina
e X3 =-Xsina+x3c08Q . (54)
i] =X

Ou seja, para W ser expresso em termos de e, ele deve ser obtido de (50) simplesmente

substituindo-se e,s por €, . Por analogia com a segdo (c), para se validar (53) tem-se

11 22 11 _ 33

€2 =C33, Cll €33 55
12_ 13 (55)
C12=C13 = ( C)

Segue automaticamente que W nao ¢ alterado em sua forma sob as transformagdes (54). Os

coeficientes agora se reduzem a dois, c}} e c;_;, conforme a tabela

cii cé; cé;],_ 0 0 0
cpey 0 0 0
o 0 0 0 “
2( 11_“22) 0 0 —
%( ‘sz) 0
( sz

Verifica-se que W ndo se altera sob todas as possiveis trocas para outro sistema de
coordenadas retangulares, isto ¢, ele é a mesma fungdo de e, como ¢é de e, quando x, é
trocado para X, .

Os coeficientes elasticos crs para um corpo isotropico com referéncia a coordenadas
cartesianas retangulares no corpo sem deformagdo sio obtidos de (56) podendo ser expressos

na notagao alternativa

A+26 A A 000
A+2G A 000
A+2G 0 0 0
7
G0 0 @
G 0
G
onde A=cyy, G =3(cq; —€3)) (58)
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. ' . ~ ~
Os coeficientes Ey:, em coordenadas gerais, sio agora dados pela transformacio

tensorial

y _ 20 00/ 507 08
'S T ax™ gx" éx" ox° P!

(59)
Da tabela (57) e das propriedades simétricas (32) pode-se expressar os coeficientes c;’; na
forma compacta

= 05U8,5 + G(5L5% +515)). (60)
Logo, em coordenadas gerais tem-se

Evy = hgligrs + G(6185 +8357), (61)
visto que esta equagao tensorial se reduz a (60) quando as coordenadas sdo cartesianas
retangulares. Este resultado também segue imediatamente de (59) e (60), ¢ é a forma geral

para os coeficientes eldsticos para um corpo homogéneo isotropico. As constantes A, G sdo as

constantes eldsticas de Lamé e sdo algumas vezes colocadas na forma

_ Ev - E
A= Ty G= 201+v) ’ (62)

onde as constantes E e v sdo os modulos de Young e Poisson, respectivamente. A constante

de Lamé G é conhecida como mddulo de rigidez e a relagdo (61) € geralmente expressa em

termos de G e v. Logo
5 = GO8: + 8587 + 13,.88r) (63)

_ 26
¢ A= (64)

<

De (27) e (63) a relagio tensdo-deformagao para corpos isotropicos toma a forma
i = G(girgjs +gisgjr+%gijgn)yrs (65)

que pode ainda ser escrita como
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™ =260 + 5z gy
[ i Lo
T, =260y, + 155 8,77) (66)
Tij = 2G(y;; + ﬁgu}’;)

Pode-se também expressar os componentes de deformagio em termos dos

componentes de tensao.

Evrs=[(1+V)gi, gjs - Vgi&rs]t = (14 V)t —MgpstV
EYs=(1+v)t5—-vait! (67)
E.Yrs o (I + \,)Trs _ VgrS'C:

De (66) e (6) tem-se imediatamente que

r l+v _r 1+v
=265 =26 55V 1l

5 - & (68)
Vrlrl =Yr= zé(]z:\’)'fr

que ddo importantes relagdes entre o invariante de deformacio ¥r=V'|,| e 0 invariante de
- ¥
tensao T, .

Quando o material nao apresenta propriedades simétricas ainda ¢ possivel, em geral,
expressar os componentes de deformagdo em termos dos componentes de tensio resolvendo
as equacoes (27) ou (30) para y,s

= Fynitt =Fo 69

Yrs =Ly U0 = Frs Ty (69)

. 1 J
onde  EVTF iy = EJ) Frin = 3(5u5 +875%) (70)
. oo m B s ]
As propriedades simétricas dos tensores Fijrs, Fr sdo similares as de Eij., E» e portanto
nao serdo consideradas em detalhes. Observe-se, porém, que se os coeficientes elasticos F. ok
. i i 3 . -
forem designados por 5% em relagio aos eixos coordenados cartesianos, entio
i i
Srs = Srs = 8sr = sr:SJ (71)

e a relagdo tensdo-deformagio (60) torna-se
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Também, o potencial elastico W ¢

1

5. Equagaoes diferenciais para um corpo isotrépico

A teoria classica da elasticidade € governada pelas seguintes equagdes: as equagdes de

movimento, dadas por

e as relagoes tensdo-deformagao

= E’.jrs"r'rs (75)
onde, para um material isotropico,

E:‘Jr'rs :G(gargj.s +g1'sgjr+%gijgm) (76)
Além disso, os componentes do tensor deformagio y,s podem ser expressos em termos dos
deslocamentos através da formula

Yrs = 3(vrlsl +vslr]) (77)

Tal sistema de equagdes deve ser satisfeito em todos os pontos internos do corpo. Na
superficie externa do corpo certas condigdes de contorno devem ser satisfeitas. Quando
tensdes superficiais sao especificadas na superficie,

Tha=P, (78)
tal sistema é conhecido como o primeiro problema de valores de contorno. Alternativamente,
pode-se fornecer deslocamentos na superficie, o que caracteriza o segundo problema de
valores de contorno. Tem-se um problema misto de valores de contorno quando tensdes
superficiais atuam em uma parte do contorno, sendo a outra parte preenchida por condigdes

de deslocamento.
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Observe-se que, considerando-se a linearidade das equagdes do sistema, o principio
da superposi¢do € aplicavel. Assim, suponha-se que sob a influéncia de forcas F() e
aceleragdes f(!/ externas encontrem-se as tensdes e os deslocamentos T(D¥, v}l) e
correspondendo a forgas F®) e aceleragbes /@ externas encontrem-se as tensdes e 0s
deslocamentos 12/ vsz. Entao, porque as equagdes fundamentais sdo lineares, segue que as
tensdes t(Y + 1@ e os deslocamentos vj”ﬂfz) correspondem a forgas de corpo

FJ L FQ) o aceleragdes 1)/ + 2

Considere-se um corpo elastico limitado em equilibrio governado pelas equagdes (74)
comf' =0, (75) e (77), e sujeito a um dos conjuntos de condigdes de contorno mencionados.
Se, sob hipéteses convenientemente suaves, uma solugdo destas equagdes existir, entdo
pode-se provar que tal solugdo ¢ dnica se a energia de deformagao for positivo-definida. (Sob
tensoes superficiais especificadas na superficie do corpo, os deslocamentos sio unicos,
independentemente de deslocamentos de corpo rigido.) Se o corpo for infinito a unicidade da
solugdo requer consideragdes adicionais que ndo serdo consideradas aqui. Também, a
existéncia de singularidades exige condigdes adicionais.

As equagdes (74)-(77) podem ser expressas em formas alternativas, que serdo agora
consideradas. Inicialmente substitui-se (75) em (74) e usa-se (77), observando de (76) que

E;'_,: rslfl =0
Entio EY%v|,;|+pF/ =pf , (79)
que ¢ um conjunto de trés equagdes diferenciais para os trés componentes de v, do vetor

deslocamento. Usando-se (76), as equagdes (79) tornam-se

‘.r
) pFI  pf’
VI + 5 = -

J
v

usando-se a notagdo descrita no Apéndice 1. Tomando-se a derivada covariante de (80) em

relagdo a 6/ obtém-se

1-30




Mecanica de fraturas

ol : .
vf. r ¥ ri +pFJ|_,r _pfjlj
rJ 1-2v G = G

assumindo que p ¢ constante. Como

J
rj

jlr |
Vrj

=v)" Jr :1)'-'J

esta equagao se reduz a

2(1+v)v/ :} PF"L; pf_rI}
1-2v G G (81)

Assumindo-se que as forgas de corpo e aceleragdes obedecem a lei

Fll; =0, 7l =0, (82)
entio v»’|:1 =0, (83)
ou, de (6), Yil7| = 0. (84)
De (68) e (84) tem-se ainda que e lr=0; (85)

Comparando-se as equagdes (83) e (84) com relagdes do Apéndice 1 vé-se que a dilatagio yf
e o invariante de tensdo 1; sdo fungdes harménicas desde que as equagdes (82) sejam

satisfeitas.

Ainda, encontra-se de (80) que

Ji i
i ri pFJl: = pr'L
ri TIvtYTGE T %

2

vj

(86)

Se todos componentes das forgas de corpo e aceleracdes em coordenadas cartesianas

retangulares forem constantes entao

Fi/[;| =0, £lil=0, (87)
. vr "“.
logo v I +95-=0. (88)
Mas, de (83) encontra-se que v’ ’: =L,
portanto v/t =0 (89)
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Isto mostra que quando as equagdes (87) sdo satisfeitas cada componente do deslocamento
em coordenadas cartesianas retangulares ¢ uma fungao bi-harmonica (ver Apéndice 1).

Até aqui foram obtidas equagdes que envolvem somente os componentes do vetor
deslocamento. Obtém-se agora as equagdes que contém somente componentes do tensor

tensao. Para isto combina-se (68) e (77) para dar

Gslrl +vrlsl) = trs -

1+\ Tev 878 T

e elevando os sufixos r, s em ambos os lados da equagdo tem-se
S FISIy — S _
GOl +V I ) =1" - 18" 1, (90)

que leva a G|t +vi|it )=

vt SR &L

De (68) e (80) encontra-se, respectivamente,

2G‘r‘£|” 1-2v |,-s| (92)
: T+
VI[7 =-mm el =D, (93)
e, trocando as posigdes de r e s,
vl = e sy, (94)
O deslocamento v " pode ser eliminado das equagdes (90)-(93), para v ' =v"|!* |
rs|i T:'”' ng” tm|; _ s1r FIS| _ 5|7 _ 4¥|S

As equagdes (95) s3o um conjunto de equagdes diferenciais para os componentes de

tensdo 17 . Tais equagdes podem ser expressas em uma maneira ligeiramente diferente

eliminando-se tm| Assim, rebaixando-se o sufixo » em (95) e contraindo-se r=y,
obtém-se

1-

Ly |7 = —p(F Il =£714D), (96)

Substituindo 1, |i em (5.5.21) tem-se

1
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1
t]||r.i|

|+ = e g FEL =L - o FE I+ F IS =1L - 115)). (97)

rs

Se as relagdes (87) forem mantidas, entdo, usando (85) obtém-se as equagdes

;) i), e, usando (67), s :j ={

rs
T ij

Quando, portanto, as equagdes (87) sdo satisfeitas, todos os componentes dos tensores
tensio e deformagdo, referentes a coordenadas cartesianas retangulares, sio fungdes

bi-harmonicas.
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1II. Estado plano de deformagio

Na elasticidade, como em outros ramos da fisica matematica, é geralmente dificil
encontrar uma solugdo explicita para um dado problema tri-dimensional, mas seu analogo em
duas dimensdes freqlientemente pode ser resolvido. As teorias de deformagdes planas e
tensdes planas generalizada, e a cldssica teoria da flexdo transversal de placas delgadas sio
exemplos bem conhecidos de teorias bi-dimensionais. Nessas teorias, com relagdo aos corpos
isotropicos, a equagio bi-harmdnica tem um papel preponderante, e muitas solugdes dessa
equagao tem sido obtidas através da andlise de variaveis reais. A introdugio da elasticidade
bi-dimensional, € a solugdo de problemas especiais é, contudo, grandemente simplificada
pelo uso de técnicas de varidveis complexas. Além disso, a quantidade de problemas que
podem ser resolvidos ¢ multiplicada. O primeiro uso de desenvolvimento de métodos da
teoria de fungdes complexas em problemas elasticos bi-dimensionais foi feito por Kolossoff e
Muskhelishvili e suas idéias estdo expostas em livros deste ultimo. Muitos dos trabalhos
anteriores destes autores ndo foram, por algum tempo, divulgados a comunidade
internacional de forma que trabalhos subseqgiientes de outros autores contém algumas
duplicidades.

O desenvolvimento de teorias bi-dimensionais e a solugdo de problemas envolvendo
corpos anisotropicos sdo bastante posteriores que para os corpos 1SOtropicos € 0 uso pioneiro
das técnicas de varidveis complexas neste campo se devem a Lechnitzky, Savin e outros
autores russos. Tais trabalhos também nio estiveram rapidamente disponiveis e o
desenvolvimento independente por outros autores ndo contem referéncias a eles.

No presente capitulo a atengdo ¢ restrita as equagdes fundamentais para o estado
plano de deformagao para materiais iso- e anisotrépicos. As notagdes do calculo tensorial sio

mantidas sempre que possivel tal que os aspectos da teoria de varidveis complexas sdo
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introduzidos naturalmente pela conversio do sistema de coordenadas para coordenadas

complexas.

1. Sistema de coordenadas

Usando a notagdo do Apéndice 1 e expressando o vetor posi¢io R de um ponto

qualquer de um corpo sem deformagio na forma especial

R=r(0,,8;)+63a3, (1)
onde a, € um vetor unitério constante, perpendicular a superficie plana 85 = 0, escolhe-se os
eixos retangulares x, tal que

03 =x3, (2)
e as origens dos vetores R e r e dos eixos x, sio coincidentes. As curvas B; entdo se
encontram no plano (xy,x3). Todas as formulas desenvolvidas no Apéndice 1 sio aqui
aplicaveis, portanto

234 =0 bap =0, Ri212=0 (3)
Como o tensor de Riemann-Christoffel para a superficie plana 85 =0 é nulo, segue que a
ordem da diferenciagdo covariante com respeito as coordenadas de superficie 6, ¢é

irrelevante. Como referéncia, repete-se os resultados do Apéndice 1:

= e iy
ga:r,a:aa, g3—a3—a

Saf =8q 8P =dof, Lo3 =8a-23=0, gy3=a3-a;=1
) gaB:aﬂ.aﬁzaaﬁ, g“3::“-a3=0, g33=a3-a3:] : (4)
g=lgitl = laap| =a,  {}}=0, {gs}=0
2 = {qplar, af=-{f}a*
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e observa-se que todas as grandezas geométricas (exceto R) sdo independentes de x,. Os
simbolos de Christoffel com respeito a superficie 83 = 0 sdo designados, sem ambigiiidades,

por {5‘7 }, com a barra omitida, onde

{I?T} = aal{ﬁvk} ’ {BY?»} = %(a?-ﬁﬁ +ay,p —apy,.) (5)
{{'a} = J]E ?9‘(;

2. Fungdo de tensdo de Airy

Considere-se o seguinte estado de tensdo em um corpo

T2 =0, (6)
sendo todas os demais componentes TP, 13 do tensor tensdo independentes de 85. Se vera
adiante que tal estado surge sob as condigdes de deformagdes planas. Entio,

Te = Jat%ap, T; = Ja13a; (7)
e como as fung¢des T, sdo independentes de 6,, as equagdes de equilibrio se tornam

Toa+pJaF=0
(8)
onde F deve ser um vetor de forga de corpo bi-dimensional nas varidveis 6,. Em muitos
problemas praticos o vetor forga de corpo pode ser derivado de uma fungdo potencial, assim
assume-se aqui que

F=-Uqa“ (9)
onde U € uma fungdo escalar invariante das coordenadas 6, e 8,. As equagdes de equilibrio
(8) podem ser rescritas como

Too-pJaUga®*=0 ou [Ta-pJaUa%*]a=0 (10)

desde que, de (4) e (5),
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[/@ Ua®)a = [Uoaa® + U{}ls }a® - U ) )41 /@ = Ja Uga®.
De (10) pode-se expressar T, como
Ta: ﬁsmx,y+pﬁUaa (1])

onde x, € um vetor no plano 6; = 0. Se

entdo  xy=xP|ylap, (13)
logo  Tq= Jae™xP|,|ap +pJa Ua® (14)

Portanto, com (7) tem-se
*Pag =gty P|,|ap +p Ua (15)

O tensor 1®F ¢, contudo, simétrico, tal que eTaxﬁ|Y| = 873)(“!” e pode-se portanto

considerar
XB :GP%,D (16)
Logo %= e1%ePP|oy| +pUa®P = eePPY|yn| + pUa® (17)

onde ¢ ¢ uma fungdo escalar invariante de 0,, 6, onde, portanto, a ordem da diferenciagio
covariante é irrelevante. A fun¢ido ¢ é conhecida como fungdo de tensdao de Airy. As
equagdes (17) podem ainda ser escritas nas formas alternativas

T} =8pp0|Y +pUSH

‘1),[0.[3' = EayEppTTP +pUaqp (18)
oay_p
0|3 = 8pa1y +pUBH

O vetor x pode ser interpretado fisicamente da seguinte forma: considere-se uma
curva aberta 48 posicionada no plano x,= 0, e suponha-se a direcao positiva tomada de A4
para B (ver figura). A curva 4B separa o plano em duas regides, 1 e 2, e a forga exercida pela
regido 1 na regido 2 através do elemento ds da curva AB é -t ds medida por unidade de

comprimento do eixo x,. Como o vetor tensdo t estd localizado no plano x,= 0 tem-se que
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HO’_T[]

t=~J_T,

onde n_ sdo os componentes covariantes do vetor unitario normal n em qualquer ponto de

AB,
x}
4 B
B
\\
\\\ /‘, n
P T——2 _tds
1 \-. 2

'a
l
A

X

Fig. 1.2 - Vetor for¢a na curva que separa as regioes 1 e 2
direcionados da regido 1 para a regido 2. A forga total P exercida através da parte AP da

curva AB, medida por unidade de comprimento do eixo x; €, portanto,
P P
P=—j*“‘,—E—“ds“:—jna(emx,7+pb"a“)d5, (19)
4" 4
. . . Ox o
usando-se (11). Com relagio aos eixos cartesianos x_, 0s componentes de n sdo (-gf, u%},

e portanto, por transformagao tensorial,

B
na =Eqp?e: (20)

A expressao (19), portanto, torna-se
£ 4P
P=- £ eap (1% v+ pUA%) =~ ds
P P P
—jx,-,—d_;-ds—pjUndszx—pJUnds (21)
A Y, 4
somada a um vetor constante arbitrario que pode ser absorvido por x visto que ndo afeta as

tensdes. Na auséncia de forgas de corpo tem-se a formula reduzida

P=1. (22)
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O momento sobre o eixo x, das forgas exercidas pela regido 1 sobre a regiao 2 através
de AP, medido por unidade de comprimento do €ixo x,, ¢ dado por

P 188 P
M= I[rxx‘ﬁ]?ds—p _[ Ulrxn]ds =
A A

P P
fi fi
= [laa x 0% ds—p | Ueaplr xab142
A A
De (12) e (16),

3u x %= xP[aa xap] = apyxPa’ = eqpePPy na = b aa3

e rxx:eag3xﬁa3:sagepﬁr%,pag,:r%,aa
onde r=r%ay=rqea® (23)
Também, Eaprxa® =gqpr; [at xa¥] = Eap rr e %ay = -rp

Logo, a menos de uma constante arbitrria que pode ser absorvida por ¢ sem afetar 2

distribuigio de tensdes,
4 d6f
M=|r%a-¢+p [ UrgZ-ds as, (24)
A

sendo, portanto, um binario de magnitude

P
p
M=r"a~¢+p [ Urg®y (25)
A

atuante no eixo x,. Quando as forgas de corpo sao nulas ele se torna
M=r%o-¢. (26)
Se a curva 4B for uma fronteira simples de um corpo e for intei ramente livre de
forgas, entdo, na auséncia de forgas de corpo,
x=0, *0o-¢=0, (27)
em todos os pontos dessa curva. De (12) e (16) vé-se que % = 0 implica em

$1=0, $2=0, (28)
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em todos os pontos de 4B e, portanto, ¢ é constante em AB. Tomando esta constante como
zero, as condigdes (28) podem substituir (27) em todos os pontos de uma curva de contorno

simples em um corpo livre de forgas aplicadas e com forgas de corpo nulas.

3. Corpos isotrdpicos

O tensor tensao ‘c'k se relaciona com o vetor deslocamento através de

Ty = 2G(Y} + 755057 7) (29)
Yi =38 Or |l +vilrD), (30)

quando o corpo ¢ homogéneo e isotropico, e as deformagdes sao infinitesimais.
Considere-se agora um estado de deformagio chamado deformagdo plana onde
ve =v%(01,0,), V=0 (31)

Segue de (29), (30) e (4) que

Y=Y =3 =7 =0
Yr=va : (32)

@ =1¥=13=0

com todos os outros componentes dos tensores tensio e deformacao sendo independentes de
X,;, € que

1§ = 2G(yf + 5087

¥§ = 2a%valp| +vplal) = 30:%[p| +vpI®D) (33)
3 _ 26v.)
3= 12

sendo as derivadas covariantes relativas as duas variaveis 8 com 0s simbolos de Christoffel
dados por (5). Contraindo-se com respeito aos indices o, B nas duas primeiras equagdes de

(33) tem-se

2G .o _ 2G

T e = 1—2uvu|°‘| (34)

a
Ta =
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logo, resolvendo para yj ,

2uyf = 1§ — MGt = n(ve[p| +vpl%)). (33)
Ainda, de (33) e (34), 13 = 1Tg. (36)
A derivagdo covariante de (35) com respeito ao indice contravariante o fornece
‘rg|g —vég‘r;:lﬁ :G(v&|§a +Vﬁl%8)
ou, como Vg | ?;';ﬁ = VQIEG =y® fﬁ e usando-se (34),
‘tg|g ‘\"tg|g = 2Gv® [?a =(1 —2v)tglg
Logo 2|8 (- [P
g pla = Mta|p (37)

Como t® ¢ nulo e todos os outros componentes de tensio sio independentes de 0, pode-se
usar os resultados da se¢do anterior obtendo-se

) =8p,0|7 +pUSYH (38)
Desta equagdo segue que

ta = o|a| +2pU
wf|f =olas +puldl (39)
w§|& =o650/65 +pUI% = pUI|

Bp
ay

sendo o termo Sgg, ¢]E$ nulo desde que ¢ seja simétrico em y e a (ou B e p). Se agora

forem substituidos os resultados (37) e (39) obtém-se a equacao diferencial

—2v
i +ERuiE =0 (40)

I-v

¢

para o.. Também, de (36) e (39)
13 = vi& = V(%] + 2pU) 41)
Na auséncia de forgas de corpo (40) se torna

blap =0, (42)
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desde que 1 # 1, tal que nesse caso ¢ é uma fungao bi-harménica plana. No caso geral,

o= -2 4y, (43)

onde  é uma fungdo escalar harmdnica tal que

ab =p, (44)

e onde U' é um escalar que ¢ uma integral particular da equagao

U’

a|l=U. (45)

Com a finalidade de resolver os problemas de deformagio plana deve-se encontrar
uma fungio que satisfaga a equagdo bi-harmodnica (44) e respeite as condigdes de contorno
adequadas. Em muitos casos a solugdo de problemas é grandemente simplificada com o uso

de variaveis complexas, introduzidas na proxima segao.

4. Varidveis complexas

Define-se as coordenadas complexas (z,z) pelas formulas
Z:X]+I‘X2, sz]—ixz, (46)
e representa-se os vetores de base covariante e contravariante respectivamente por Aq ¢ A .
O vetor posi¢ao r pode ser escrito como
=z%An =2 A% (47)

Como complemento, usa-se a notagao z3 = x5. Por transformagdes tensoriais

- - S— e
Z —ax1x1+ax2x2—x1+1x2—2,
2 _ Oz

0 . _ o . =
4 -ax] +EX2—X] 1X2=2,
tal que as coordenadas complexas (z,Z) podem também ser designadas por z*. Se Ao for um
tensor métrico covariante em coordenadas complexas, entdo o quadrado do elemento de linha

tera a forma
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ds? = dx; dx; = dzdz +dxydxs = Aap dz® dzP + d23 d2>

Ay =3, Al2=2, Ja =i

Logo
A =Ap=4"=42=9, A= |Aap]

(48)

onde A% € o tensor métrico contravariante em coordenadas complexas.

Nas coordenadas cartesianas retangulares x, designou-se os componentes do vetor
deslocamento por u, (= u’) e do tensor tensio por ts(=ts =t") e verificou-se que essas
fungdes sdo também os componentes fisicos de deslocamento e tensao. No sistema de
coordenadas complexas z' designa-se os componentes do vetor deslocamento por D', os
componentes covariantes do vetor deslocamento por D; e os tensores tensio contravariante,
misto e covariante respectivamente por 77, T, T,s Trabalha-se principalmente com os
componentes contravariantes D’ e 77°, mas as formas associadas desses tensores podem ser
obtidas imediatamente com o auxilio dos tensores métricos (48).

Os tensores D' e 7" podem ser expressos em termos de U; € trs TESPECtivamente por

transformagdes tensoriais adequadas:

Di = a-'-';uk
oxk 49
s o B3 (49)
T o™ "

ou, em suas formas completas,
D=D]:u]+iu2, 5:D2:u]—iu2, w:D3:u3, (50)

( 711 =11 — 12 +2if]2
T22 =1 —f22 _21-f12
T2 =1y +1p
3 = t13+ity
T23:f}3—it23
T3 =13

(51)
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lembrando-se que u'=1u;, 1™ =t,s. De (50) e (51) verifica-se que quando os indices 1 e 2
sio intercambiados em D' e T, as fungdes sdo substituidas por suas conjugadas complexas,
e por conveniéncia, introduz-se a notagao D,D para D',D respectivamente, onde a barra
designa a conjugada complexa.
Em alguns problemas especiais as coordenadas x; serdo substituidas por

X1 =Xx, X2 =y, x3:Z, (52)
onde Z sera usado em maitiscula para evitar confusio com a variavel complexa

z=x+1y, Z=x=1y. (53)
A tensdo f,5 sera notada por Gx,...,Ox sendo que nestes componentes de tensao sera escrito
z e ndo Z visto n3o haver risco de confusio, e porque, na elasticidade bi-dimensional,
normalmente s6 se utiliza os componentes Gyx,Oyy € Oxy. Também serdo substituidos
712 711 722 4, e u, por ®,®, D, uy e u, respectivamente, tal que

¥ =T =0xn+ioy:
D - u_‘,[‘l'iu)-—

Os tensores métricos que correspondem as coordenadas complexas (46) tem componentes
constantes tal que a derivagio covariante nesse sistema de coordenadas se reduz a
diferenciagdo parcial. Em particular, as equagdes (35) e (44) se tornam

ABU g =U, A% 4Py 558, =0,

e usando (48) elas podem ser escritas como

Foid V4
4= =U, (55)
e
&y
Py =0 (56)

A equagio (56) pode ser integrada imediatamente obtendo-se
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w=zf2(§)+20(z)+m(z)+cﬁ(f), (57)
onde Q(2), w(z) sdo fungdes arbitrarias da varidvel complexa z, as quais, operando com suas
conjugadas complexas, tornam  uma fun¢do real. Freqiientemente Q(z), o(z) serio

referidas como potenciais complexos. A expressio completa para ¢ é

(1 2v)

b= zQ(_)+zQ(z)+m(z)+o(_) (58)

A forma contravariante de (38) é
T“B:—_g“?eﬁp(b’?p|+pUaaB’ (59)

e, de (33), 1= %aaBVWH +G(aPv® [y| +a2vP), ) (60)

Passando-se as equagdes (59) e (60) para coordenadas complexas obtém-se

®=71 =428 G

=4
&= oz
i (61)
12 _ 4 6% _ 8D aD
O=T _4 +2 = (aza)

1-2v
que, com (58) e (55) fornecem

1-v

{3 oD 2p(1-2v ? -
Gk%z%;—?) L—Jg_; +2(1-29[Q/(2) + )],

I-v

onde  Qf()=29 Q@)=L e

Essas equagdes podem ser integradas resultando

GD =200 | (3 4v)0() - 20/ (G) - &' ) (62)

1-v

De (58) e (61) o tensor tensdo complexo ¢ dado por

0= SR 400 -5/ ) -
0= . 410/() + O/ (z)

Também, de (41) e (51),

T3 =t33=vI2=n@
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De (28) tem-se que, quando as forgas de corpo sao nulas, a curva de contorno

simples do corpo é inteiramente livre de forgas aplicadas se
¢1=6.=0.

Na notagdo complexa tal expressao ¢ substituida pela condigao zzl =0, ou

7Q'2)+QE) +0’(2) = 0. (65)
Retornando ao caso em que forgas de corpo estdo presentes, pode-se expressar a
forca resultante (21) e o momento resultante (65), na origem, na notagdo complexa. Se a
forga resultante P tiver componentes (X,Y) ao longo dos eixos x, € x, respectivamente, entao
uma simples transformagao tensorial fornecera
P=(X+iV)A; +(X—iY)A; = PA| +PA;, (66)
e os vetores de base Aq serdo constantes em médulo e diregdo. Também, de (12) e (1 6),
x=2i(2a1-34,). (67)

Se agora (21) for passada para coordenadas complexas encontrar-se-a

5 o { 4
P=2iA;=-2iAy5 +piA; | Udz—-piA, | Udz, (68)
= @ 4 A

N F
P =X+iY=2iz +pi | Udz

Logo 4 p (69)
2V @) + Q) +8@) - 22 4 i [ Uz
A

Transformando (25) para coordenadas complexas tem-se

4z Ul(zdz +32dz), (70)

M=z

¥l
Sk

:h'—'\*:

~¢+3p

M= Q@)+ V@) +20/(2)+70/ @) - 0(2) - BE) +

P
ou 1-2 - _ 71
+——"(1_v“)(U’ U _av ) +%p £ U(zdz +2dz). (71)

~Te =g
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Em muitos problemas as tensdes e os deslocamentos devem ser biuni vOCos, €, de (62)
€ (63), vé-se que as condigdes para isso sio

Q@) +Q'@)4=0
[Q'@)+0’@)]4=0 : (72)
[B-4)Q0)-0/@)-5/@)) =0

desde que a integral U’ juntamente com suas derivadas superiores a segunda ordem sejam
biunivocas. Em (72) os colchetes []j indicam que as fungdes internas percorrem todo o
contorno no sentido positivo convencional, mantendo a area percorrida a esquerda, sendo que
0 contorno envolve inteiramente o corpo. Derivando a tltima equacao de (72) vé-se que as

trés condigdes podem ser substituidas por

{ [N =0, [0”@) =0 -

A _ =704
G- 4014 = [ @)
Quando essas condigdes para tensdes e deslocamentos biunivocos sio satisfeitas, as

equagoes (69) para P e (71) para M, quando aplicadas a um contorno, se reduzem a

P=8i(1-WQE)]; - 2p [ L ds
!

, : ; 74
M= [za)’(z)+2_m’(3)~m(z)—c3(f)]j +p:‘£ (E%_i’— —z%i-‘) ds ()

assumindo-se que U satisfaz as condigdes suficientes para a aplicagdo do teorema de Stokes,

estendendo-se a integral em (69) por toda a area fechada pelo contorno.

Fig. 1.3 - Ponto de singularidade no contorno
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2
&

-

Até agora assumiu-se que % sio continuas em todo o corpo eldstico. Se essas

!
funcdes tiverem descontinuidades finitas num ponto C do contorno mas mantiverem-se
biunivocas e continuas na vizinhanga desse ponto no corpo, entdo C serd um ponto de
aplicacio de uma forga concentrada. Se uma curva indefinidamente pequena c'pc? do
corpo (ver figura) for cortada entdo a forca resultante atuando em C’'DC” se tornara, no
limite,

df B =/ =g Cﬂ'
, =210/ @)+ Q@+ 0 @) » (75)

PC =Xc+fYC' = 21[2]
assumindo-se que as forgas de corpo ndao provocam descontinuidade em C. Ainda, se ¢ for

continua em C nio existe momento concentrado neste ponto desde que, de ( 70),
0  _— % ? y..5 =
M= [ZE-FZE_d):ICf = El {ZP(j—ZPc'} :xcyc—yCXc,

tal que M é o momento da forga (X¢, Y¢) sobre a origem.
5. Transformagdo conforme

A utilidade da solugdo em variaveis complexas para os problemas em deformagao
plana pode ser estendida através da transformagdo conforme. Para esse proposito supde-se
que as curvas 6y formam um sistema ortogonal que pode ser obtida por uma transformagao

conforme de algum sistema ortogonal conhecido (ou seja, as curvas Xq ) € toma-se

C,:C1=9]+f92, C=C2=8]—i82, (‘,‘—‘91, 'l’]:ez

3 =03=x3=2%, z=2(), j—é:Je"s (#6)

onde J e & sio reais. As coordenadas (£,n) sio usadas ao invés de (6,,6,) por conveniéncia. O

quadrado do elemento de linha se torna

ds? = J2dCVde? +dC3de3 = J2(d8'de" + do?de?) + dz3dz? . (77)
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Os tensores métricos aup,aP que correspondem as curvas 8 tém, portanto, os valores

aj) =dasn ‘——Jz, ap;; =0, a=Jt

L, al2=90
J

e g® o (78)

O vetor deslocamento e o tensor tensio contravariantes que correspondem as coordenadas

complexas (' sdo designados por

u (‘Ki k &;r xs .
= I™=grmrt™- (79)
Logo  Vl=vl+iv?,  p2=y1_p2  p3_ 3 (80)

L § QI - SRS
22 =11 _ 322 _ 912
(2 ogil 32

. 81)
13 = 118 28 (81)
23 =13 _ 223
33 = T23
Transformagdes tensoriais fornecem
D= &' Vk, 775 — o7 I‘mn (82)

&i (LM C‘y’ﬂ

D=Je'tV! =Je'*V, D=Je ity2 = Jo-it}y
tal que o =7l = JRe2ierll , d=722 =J2€—2f5r22, 733 = £33 (83)
®= T]Z =J2r12 ) T]3 :JBISFH , {}7 = }r23 .__Je—isl"23

Os componentes fisicos da tensio com referéncia is curvas B« , notados por 6, sio

dados por

Ou= |2 ik (84)

i

€ portanto, usando (78) e (4),

ogg =01 =S, oy =0y =J%1,,, Oy =0y =212 (85)
O, =013 =213, on=0y3=0213, o, = o33 =13 ’
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onde os sufixos £, n, z sao normalmente utilizados ao inveés de 1, 2, 3 em aplicagdes onde o
sistema de coordenadas é (£,n,2). De (54), (81), (83) € (85) tem-se que
e = 0, Q/ = 8-215(1)’ [\ e—t'E‘.lP’ (86)

@’ = 61) +09) = Ogz + 0
onde @’ =0, — O +2i01 = Oz —Onn +2i0¢q (87)
v/ =013 +i0)3 =0z, +i0y;

Finalmente, nota-se os componentes fisicos de deslocamento ao longo das curvas 6,
6, (ou &, ) por ug,un tal que
ug‘,:vl'/gT:Jvl, un =v2 [803 =Jv2. (88)
As equagdes (50), (80), (83) e (88) entdo fornecem
ug +iuy =JV' = e7'°D =" *(ux +itty). (89)
Os componentes fisicos de tensdo e deslocamento relativos as curvas 0o podem agora

ser expressos em termos de fungdes complexas. Se

Q(2) =f0), o(2) = &),

entiio, de (62), (63), (87), (88) ¢ (89),

ogz +0m = 22+ 4@+ V@) = 2+ 4L OF T OF) (90)

g, ~omn + 20 = G 5e| T g ~ Y @)~ 4‘7’”6)} (91)
- d0mdea (o) 422 [5570)+ FEO) |

Glug +iun) = [ (P9I 3 - 4y0) - 57 ©) - FE' O 92)

De (83), (94) e (95) a forga resultante que atua no arco AP de uma curva qualquer ¢
P

dada por P=- j aam“la;, ok . (93)
A

Se A, forem os vetores de base covariantes relativos as coordenadas complexas z, z entao

ay = Apg‘;, (94)
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P
Firdnt
tal que P= ~£ aaﬁt“lgAdeﬁ ;
Logo, usando (66),
P Al
P=X+1’Y=—£ eagtal%d{%ﬁ. (95)

Adaptando-se as coordenadas 6 ao sistema ortogonal (§,n) definido em (76) e usando-se
P
_ oz gz oz dz
(85) P=-| {00 +o0nZ)an-(onZ +omE )], (96)
Em particular, a forga exercida no arco da curva coordenada & = constante se torna

o
P() =i [ (og +0gn)dn, (97)
A

: & _ .
pois, nesta curva, % = o

6. Propriedades dos potenciais complexos para corpos isotrdpicos

Conforme mostrado, se o campo de tensdes for dado, a parte real de Q' (z) sera
conhecida e portanto Q/(z) ficard determinada a menos de uma constante puramente
imaginéria iC; e também )(z) a menos dos termos adicionais
iCz+a+if.

Segue que ©”/(z) é completamente determinada como também w(z) exceto pelos termos
@ +ipyz+a” +ip”.

Substituindo-se Q(z) por Q) +iCz+a+if

eo@) por  w@)+( +ip)z+a” +ip”,

o sistema de tensdes permanece inalterado, mas, de (62),

GD = (GD)originar + 4(1 - V)iCz— o’ +iB’ + (3 - 4v)(a + iP), (98)
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com o deslocamento adicional representando um deslocamento de corpo rigido. Se os
deslocamentos forem dados em todos os pontos, nem todas as cinco constantes C, o, 3, o, B'
estardo disponiveis e somente um dos pares a,Bea’,B’ podera ser escolhido
arbitrariamente.

Quando a regido S ocupada pelo corpo (bi-dimensional) é finita e simplesmente
conectada, entdo pode-se supor que o estado de tensdes € tal que £2(z), w(z) sao holomorficas
na regiio aberta S, as tensdes e os deslocamento serdo, entdo, biunivocos. Se § for
multiplamente conectada, pode-se supor S limitada por um ou mais contornos suaves
nao-interceptantes Lg,L1,...,L, onde L contem todos os outros. O contorno L, pode estar
ausente (ou seja, pode ser reduzido a um ponto no infinito), e neste caso, a regiao S serd
infinita com certos contornos L;,L,, ..., L, como fronteiras internas. Como deseja-se que as

tensdes e deslocamentos sejam biunivocas, entdo, devido (73), deve-se assumir que

n )
) _ ay+iby /
Q (Z) = E] i (‘-—:i‘J + QO(Z) ’

onde o ponto z; esta dentro do contorno L; (e, portanto, fora de S) e onde Qq(z) ¢é

holomérfica em §, exceto provavelmente no infinito. E a; e by sido constantes reais. Logo
n
Q@)= X (ap+ ibp)n (z-24) +Qo(2) .
k=1

/ A 5 :
Ao redor de algum contorno L}, que contém L, e ndo corta os demais contornos, £)(z) cresce

de i(ax +iby). De (73) assume-se que

3;4“’ i (ap + iby)In (z—zy) +c06(z) .
T k=1

/(@) =-

/ - g . i s
onde 0y(z) ¢ holomoérfica em S exceto possivelmente no infinito.
/
Fazendo-se os contornos L, tenderem aos contornos L; excetuando-se os pontos de

descontinuidade de Q(2), Q/(z), o’(z) em Ly (onde forgas isoladas podem agir), que sio
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excluidos por pequenas curvas que tendem a zero (ver figura 1.3). As forgas resultantes
exercidas nos contornos Ly, dadas por (74), sio
Py=Xg+iY, =-8(1 - v)(ay +iby),

quando as forgas de corpo estao ausentes, e portanto

Q@)= Z Piln(z—2z4) + Qo(2)

T T6n(1-v) (1 v) (99)

oG =105 ZPkln(z zp) +00(2)

Quando a regido S ¢ infinita, entdo, para |z| suficientemente grande,

Q@) = i+ $0(2),

Jrn _ (3=4V)PInz |
0'@) = Tesamy V0@,

n
onde P=X+i¥Y=X P;, (100)
k=1

e (X)Y) ¢ a forga resultante que age em todas as fronteiras L,L,,....L, As fungdes
$0(2) e V/(2) indicam fungdes holomérficas que, para |z| suficientemente grande, podem ser

desenvolvidas em séries de Laurent. Se as tensdes forem mantidas limitadas no infinito,

$0(2)= B+iC)z+a+ip+ 2Py

o -H[J]

vo@) = (B +iC')z+a! +ip! +

Assim, para grandes valores de |z,

Q@) = (B+i0)z - = é?fv) +o+iB+0@)

(3-4v) P Inz ; (101)

o’(2)= B’ +iC'):z- Ty o +ip/ + O(%)

e, de (63), na auséncia de forgas de corpo,

®=8B=N;+N,, ® =-4(B’ -iC) = (N| - Ny)e¥,
onde Ny, N; sdo as tensdes principais no infinito e o € o angulo entre N; € o eixo Ox.

Se wg for uma rotagao no infinito,
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[ 4(1-v)C
:l('al_%)zl(@'%)1z!—+w:>moz (G) . (102)

Observa-se que os deslocamento somente sdo limitados no infinito se
B=C=F=C'=X=Y=0,
e portanto Q(z), ®’(z) sdo holomorficas no infinito. Os deslocamentos sao ilimitados no

infinito se a resultante das forgas nas fronteiras ndo for nula.

P -
- . Lu >
e
/ /// 3 f/ﬁ\x“m N\
/ ) >\
/[ — L\
| P \
i +R

Fig. 1.4 - Semi-plano limitado internamente por contornos suaves ndo-interceptantes
Se as tensdes nio forem limitadas no infinito mas possuirem valores conhecidos,

pode-se adicionar termos adequados a (2), o’(z2) , respectivamente

3 B, +iCHZ" 3 (BL+iCl)y".
r=2

r=2
Quando a regido S ¢ limitada por uma curva simples fechada L, e se estende ao

infinito, entdo, se as tensdes e a rotagio forem nulas no infinito,

. 28
PO Tmay 06 (103)
3-4v) P ’ /

0"(2) = _l(ﬁn(\])wv) +0(zi2)

para grandes valores de |z].

Os resultados (101) e (104) ndo se mantém, em geral, se parte da fronteira da regido §
estiver na parte finita do plano e o restante se estender ao infinito. Por exemplo, suponha-se
que S ¢ limitada internamente pelos contornos Li,Ls,...,Ln e externamente pelo eixo real

y=0,de x=-R a x=R,¢c 0 semicirculo |z| =R no semi-plano superior, onde R — =
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(figura anterior). Suponha-se que a tensdo resultante sobre Ly,L,,..,L, e o eixo real de
Xx=-RaR é P=X+iY, entio a tensio resultante exercida sobre o semicirculo [z| =R é -P
quando R — o . Para valores elevados de |z], assume-se que

V@=55+0),  Q'm=-2L, 00,

173 _ Al +iE! 0
& (Z) i 212’ + 0(22)5

quando as tensdes de rotagio desaparecem no infinito. Se, ainda, alguma tensdo aplicada a

fronteira de S ao longo do eixo real for O(-];), entao
{Q/(2) + Q' () +xQ"(x) + 0" (x)} - 0,
quando |x| >, tal que A+iE+A’~iE/ =0 ou A'=-4. E'-E.

Logo, para altos valores de |z|,

Q') = _4% +0(3) '
y p | (104)
B =gm HOE)

1-55



Mecanica de fraturas

IV. Problemas planos para corpos isotrépicos

No capitulo anterior foi desenvolvida a teoria de deformacdo plana para corpos
isotropicos. Green & Zerna mostram que a teoria para tensdes planas generalizadas ¢ similar
de forma que ela pode ser generalizada para problemas planos. No presente capitulo sdo
discutidos alguns problemas especiais para deformagdo plana com énfase na Mecanica de

Fraturas. Outros casos podem ser encontrados nas referéncias citadas neste apéndice.

1. Férmulas para deformagdo plana e tensio plana generalizada.

Se (x,y) forem coordenadas cartesianas retangulares e z = x + iy , temos que, quando

as forgas de corpo sdo nulas,

D = p(ux + iny) = xQ@) - 20/ @) - &' @), ()
O =0 +0y =4H{V @+ @)}, (2)
@ = Gy — Oy +2i0x, = —4{2Q"@) + 3" @)}, (3)
Oyy —Oxy = 2{ QY () + Q' (@) + 20" (@) +&" @)} , (4)
P=X+iY=2i{z0)/z)+ Q) +3'@)}, (5)
M=zZ{Q/@)+0/@)} +20'@)+2'@) - o(2) - 8@), (6)
onde, para deformagao plana, k=3-4v. (7)

Os problemas de tensdo plana generalizada sdo adaptados as equagdes acima considerando-se
_ _ 3-v (8)
k=3-4o0=7.
de forma que, por exemplo, Gy é a forga real por unidade de érea em deformagao plana, mas
Gxx € forga por unidade de comprimento da curva x =constante no plano (x,y) em tensao

plana generalizada.

Considerando-se uma transformagao conforme dada por
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z=z(0), o=¢eb, C=8+m, )

onde (&,m) sdo um sistema de coordenadas curvilineas ortogonais, entio,
Mg +iun) = [S29 {kflo) - 2217@) - 7' @)}, (10)
Ogz +0m = 0w +0yy = 4{ 7/(5) + T/ (5, (11)
Ot Oy +2i0gy = FE(Oss — 0y + i) = -4TRLE (871G | ©2©®}. (12)
onde Q) =flo), o(z) = g(o). (13)

A introdugdo das varidveis complexas o e { é conveniente em aplicagdes onde se transforma

uma regiao para o interior, ou exterior, de um circulo unitario no plano o. Tem-se, ainda, que
P i
P() =i | (ox +ioey)Godn (14)
A
na curva £ = constante, ou
LP(M) = i(os: +ioen )L (15)
ant (M & T 10 ) g -

Em particular, em coordenadas polares (,0) dadas por

=o=¢€5=re’®, r=ef, n=o, ==1, (16)
entdo  u(ur +iug) = €0 {xQ) - V@) - 3'G)}, (17)
o +000 =4{Q'(2)+ Q' @), (18)
Or — GO0 +2i08 = —-4{ZQ" (@) + 25" @)}, (19)
or +iow =2{Q' )+ 2)-20"¢) - 26" z)} (20)
P@©)=- fn (Or +icw)re'® ds, (22)

4

sendo esta ultima verdadeira sobre as curvas » = constante.
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Quando a regidio S ocupada pelo corpo se estende ao infinito e € limitada

internamente por uma ou mais curvas fechadas nao-interceptantes localizadas inteiramente na
parte finita do plano, para grandes valores de |z|,

(=B a0l s OL)

dn(x+1)z 72
= 22
o(z)=B'+iC'+ L _10() ° =
4m(x+l)z z?

quando as tensdes sdo limitadas no infinito, onde
8B=N;+N,, 4B +iC’)=—-(N; - Ny)e?i® (23)
Em (23), N,, N, sdo os valores das tensdes principais no infinito e a € o dngulo entre N, e 0

¢ a rotagdo no infinito e P=X+iY ¢ a forca resultante que atua

eixo x. Também %"ﬁ S

sobre todas as fronteiras internas.

Quando tensdes e rotagao desaparecem no infinito
lpy—= P L
Q)= 4n(x+l):+0(zl)

1 - kP 25
¥ (Z) T An(x+1)z = 0(22)

(24)

Os resultados acima ndo sio verdadeiros quando uma parte da fronteira da regido S se
estende ao infinito. Supondo-se S como o semi-plano, y >0 ouy <0, e P=X+iY como a
forca resultante atuando na fronteira Ox, estando as outras fronteiras da parte finita do plano,
entdo, quando tensdes e rotagdo desaparecem no infinito, e quaisquer tensdes aplicadas na
fronteira Ox sdo O(xiz) para grandes valores de |x|,

Q@) =-E+ o)

- 25
0"(2) = 35 +0(%) -

2. Troca de origem
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Se a origem for trocada do ponto z=0paraz;=z-c=0, o deslocamento D seri
dado pelas duas expressdes
uD = xQ(2) - 20/ @) - 8'@) = xQ1 (1) - 21D} @ 1) - 8 G ),
onde ©(z;),0;(z)) sdo os potenciais complexos correspondentes a origem z = ¢. Logo
{QE) - 1)} - @) - Q@) -8'@)+81E1) - D] E1) =0,

tal que Q(2) =Q(z) 0(2) =01(z1) -cQ4(z). (26)

3. Forga concentrada e momento em placa infinita

Suponha-se que uma for¢a concentrada P=X+iY e um momento M agindo num
ponto considerado como origem em uma placa infinita. Se as tensdes e a rotagao devido a

estas desaparecerem no infinito, a férmula (22) sugere que se assuma, para os potenciais, os

valores
= PlnZ _ xPzlnz
)= TN o(z) = TGS +AInz.

Envolvendo-se a origem por uma curva fechada qualquer verifica-se de (5) e (6) a existéncia
de uma forga P e um momento M na origem se

2ni(A-A)=M.
O termo contendo a parte real de 4 ndo contribui para a forga ou 0 momento na origem e

pode-se, portanto, tomar os potenciais complexos para a forga P e 0 momento M como

. - Pln:z
2 = g5y 27
(0(2)_ xPzlnz +J'M’l.nz ( )
T 4n(x+1) 4n

As tensdes e rotagao correspondentes a estes potenciais desaparecem no infinito, mas o

deslocamento se torna infinito 1a. Também as tensdes e deslocamento sio infinitos na ori gem.
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Usando (27), para uma forga P =X +iY e um momento M no ponto z = ¢ em uma

placa infinita tem-se

Q2)= _ft:cn(:cz::?
7 - (28)
_ ¥P(z—0)ln (z—=¢) , FPcln (z-c) + iMIn(z—c)
0(2) = 47 (k+1) 4 (k+1) 4r

4. Potenciais complexos gerais para placa infinita

Suponha-se que uma placa infinita recebe a agao de um numero finito n de forgas
isoladas P, = X, +iY, e momentos M, (r=1,2,...,n) nos pontos z=z,. Nio existe nenhuma
outra singularidade de tensdes ou deslocamentos na parte finita da placa, e no infinito a
distribuicdo de tensdes ¢ suposta conhecida.. Se os potenciais complexos forem notados por

Q(2), 0(2) , tem-se, além dos termos devido a deslocamentos de corpos rigido,

Qo(2) = Z P/n(z-2z,)+ Z Az (29)

4n(x+1) (1\+])

wo(2) = 4MK+1) Z P/n (z-z)+

4n(x+]) E Prz,ln (Z z’)+ Z M;In (‘- _Zr)+ Z B,z", (30)

onde as constantes (complexas) 4,,B, tém valores conhecidos. Por exemplo, de (23), se o
estado de tensdes no infinito for uniforme e a rotagdo desaparece la,
84, =84, =N; + N3, 8B, = —(N1 — Np)e %2, (31)

com as demais constantes A, B, sendo nulas.

5. Forgas isoladas na fronteira
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Suponha-se que uma forca concentrada P = X +iY age no ponto C (z = ¢) na fronteira
do corpo. Deseja-se determinar a singularidade dos potenciais complexos devido a esta forga
€ portanto assume-se que eles contém os termos

Q@) =aln(z-¢), o(2) = B(z- ¢)In(z - c)+yln(z-oc),
onde a,B,y sdo constantes complexas. Conforme visto anteriormente, se a funcio tensio ¢ for
continua em z = ¢, nao existird momento isolado neste ponto. Portanto
ac+y=0.
A descontinuidade em gl em C deve ser finita e, aplicando (5) a curva /D extraida do
material, enquanto a curva se reduz a zero tal que C se posiciona entre C' e C", encontra-se
a+f=0, P=2n(a-f).
Assim as singularidades dos potenciais complexos sio

Q@)= —ﬁ In (z-c¢)

; . 32
m(z)zf;(z—c)ln (z—c)+%ln (z-¢) G2

Se as forgas isoladas P agirem no ponto z = ¢ na fronteira de um furo feito numa
placa infinita, entio, devido a (22) para Q(2),0’(z) no infinito, os potenciais complexos

devem conter os termos
—__flnz P =
Q(Z) T dm(x+1) 4z In %

_ xPzln: Pz z—c , Pe-Pe z—c
(Z)*41r(}:+1)+4rr]n T In =

: (33)

Quando uma forga concentrada P age, na origem, sobre a fronteira da regiao semi-

infinita y > 0, entdo, considerando-se ¢ = 0 em (32), estes potenciais devem conter os termos

Q2) = —f; Inz

; 34
0@) = £zlnz -

Entretanto, encontra-se para esse caso em (4)

o =L(l_1), P(z 1
Gﬂ‘_’c"y‘zz(i z)+21(§2 E)’
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que desaparece em todos os pontos da fronteira y = 0, onde z =z, exceto na origem. Os

potenciais (34) portanto fornecem a distribuigao de tensoes devido a uma forga concentrada

P na origem da fronteiray = 0 de uma regido semi-infinita livre de tensoes.

Usando-se coordenadas polares encontra-se, a partir de (18) e (19), que

nHOp +000) = —2F cos(B—€),

nHo» —Cop +2i6,0) = -2Fcos(6 —€),

onde P = Fe'® & uma forga de magnitude F agindo a um angulo € com 0 eixo x. Logo

T ro,, = —2F cos(0—¢€), oo =008 =0. (35)

Quando uma distribuigao genérica de tensdes € dada ao longo da fronteira y = 0 de

uma regido semi-infinita, os potenciais complexos correspondentes podem ser encontrados

por integragao. Contudo, tal método nao serd considerado agora.

2B

Fig 1.5 - Cunha infinita

Através de uma ligeira modificagao nos potenciais complexos (34) pode-se resolver o

problema para uma forga concentrada P = Fe'® atuando no vértice de uma cunha infinita

limitada pelas retas 6 = = (ver figura). Assim, assumindo

Q@) =-=1
(2) =nz ’ (36)

w(2)= %zlnz
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onde L ¢ uma constante, aplica-se (5) a uma circunferéncia de raio » = constante na cunha de
6=-Pab=peobtém-se
2LB+Lsin2B = 7P,

2LB +Lsin2p = nP,

(L+L)(2PB +sin2B) = 2n Fcose _
<2 { (L—D)(2B - sin2p) = 2ni Fsine ° 370
Logo, de (18), (19), (36) e (37) tem-se
_ 2F( cosBcoss sinBsine
Brr =5 (2t3+ sin 2f ¥ 2B- sm2ﬁ) (38)
c =08 =0

¢ a solugdo ¢ portanto satisfatoria para uma cunha sem tensdes aplicadas sobre suas arestas.

6. Extensdo dos potenciais complexos para o semi-plano

Considere-se um corpo que ocupa o semi-plano superior y > 0, notado por regido S °,
cuja fronteira y = 0 do corpo sera designada L. Define-se os poten-ciais complexos Q(z), w(z2)
que sdo holomoérficos nesse plano exceto possivelmente no infinito. As fungdes

() =0@), a(2) = 0(z),
sao entao holomérficas para pontos z pertencentes ao semi-plano inferior S°, desde que
quando z esta em S , z pertence a § *. Alternativamente, se
Q2) = Q;(x,y) +i2(x,y),
entio  Q(2) = Q;(x, ) - iQ,(x,~y).
Estende-se agora a definigao de Q(z) para todo o plano complexo através de

Q@) =20 -0'¢z) (zeSH. (39)
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Esta extensio de Q(z) para o semi-plano inferior ¢ escolhida tal que cada fungdo )(z) seja a

continuacio analitica de outra através das partes ndo carregadas da fronteira onde

P=X+iY=0 [ver (5)].
Seze S* =7 € 5 tal que, de (39),
Q@) =-20'@)-8'@) (eSS,
ou @@ =-QE)-z0'G) (zeS).
Diferenciando-se em relagdo a z,
8"@)=-Q'@)-Q@)-2"@) <S5
Através de (40) e (41) as formulas (1)-(5) se tornam, para z € S*,
uD =xQ(2) + QE) + E - Q@)
Oxx + 0y = 4 Q') +Q/(2)} .
Gxx — Oy + 2iony = 4{ Q@)+ Q@) + @ - ) @)},
Gy — 05 =2{Q'(@)- Q@ +(-)Q"@)},
P=X+iY=2i{2)-QE) +(z-2)Q'@)}.
Observe-se que

w2 =xQ/(2) + Q@)+ E - 28" @).

(40)

(41)

(42)
(43)
(44)
(45)

(46)

(47)

Quando as tensdes e rotagao desaparecem no infinito no semi-plano S °, tem-se de

(25) que Q'@2) = O(%) em S~ no infinito, e portanto,
Q') =0(),

para valores grandes de |z| em todo o plano §* +5~.

7. Primeiro problema de valores de contorno para o semi-plano
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Neste problema as tensdes externas sao dadas em todos os pontos do contorno L do
semi-plano S * e pode-se dividir convenientemente o problema em duas partes. Na primeira
supde-se que todo o contorno L esta livre de tensdes e que a distribuigao de tensdes, com
singularidades conhecidas, existe em § * tal que tensdes e rotagdo sio nulas no infinito.
Supde-se, portanto, que os potenciais complexos Q4(2), wo(z) definem o sistema de tensdes

que tem singularidades somente em S * e que € tal que

/
O(Z) T an ('x+])z T 0( )

mg’(z}-%(m)‘ O( )

(49)

para grandes valores de |z|. A SEguir, procura-se os potenciais complexos Q(2), o(2) tal que

0s potenciais combinados

Q@) =Q(2)+Q,(2), 0(2) = 09(2) + 01 (2), (50)
anulem as tensdes aplicadas em L e, para grandes [z|, de (25),
/ P 1
QO(Z):“IE+O(;) (51)

"oy = P L oL
0 () =5 -+ O(ZZ)
Segue de (49) e (50) que Q';(z') e mf(z) sa0 ambos 0(%) para grandes valores de |z] em S$*

Se portanto a definigio de Q,(2) for estendida de (39) para

Q/ (Z) _ -—Q (Z) ZQ”(Z) (D”( ) (Z € Sh)a (52)

{ Q1) = 201 (2) - & 2)
logo Qq (2) seré definido em todo o plano e ¢ O(2) no infinito. Também
01@=-010)-2(2) (es. (53)
De (4), (45) e (50),
Sy —ioxy = 2{Q1() - Q@) + (z-5)0"(z)} +2{Q((2) + Q4 z) +200E) +3((2)}.(54)

Assumindo-se que lim y Q7 ) =lim y Qlx-i)=0 (55)
y—0 y—0
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e que os limites [Q'; 9] [Q’1 (x)]” existem em L, logo, se as tensdes aplicadas em L forem

nulas,

(@ (] - [} ] =~ Q%) - A -2 ) ~87 @) (56)
para todos os pontos x em L. Da definicdo dos potenciais complexos, Q(2), @o(2) , € de (49),
tem-se que 0 membro direito de (56) satisfaz as condigdes suficientes para se escrever a

(Gnica) solugao Q'} (z) dessa equagao, que desaparece no infinito, como

oo

Q@) =-5 |

2mi

Q‘;(r) + f‘zg(r) % tﬁg{:) + a;{;'(:)
— dt.

(57)

De (49) a integral (57), tomada ao longo do semicirculo infinito em St ouem S,

desaparece, podendo-se avalia-la pela teoria de residuos. A regularidade da fungdo

QL2) + 200 (2 + ®f(z) em S* e de Q/(2) em S~ ¢ verificada, logo

Q' (2) = -0 (@) - 200 @) - a7(2) (ze SY) (58)
()= Q@ (zeS)
Tal solugao pode ser escrita por inspegdo de (56). Segue que
{ Q@) = -2 (@) - B(@) (z€ S (59)
Q1(2) = Q0(2) (zeS)

a menos de constantes nao gssenciais.

De (59) e (53) obtém-se 0s potenciais (2) completos para 0 semi-plano S como

Q(2) = Q0(2) - 222) - B () (60)
0/ (2) = 0 (2) - () ~ 20, 2) = wh(2) - Do) + X @) + 2@ + B ()

Observe-se de (49) que Q/(2), ©’(z) tém a forma correta para valores elevados delz|. A

expressio completa para deslocamento e tensoes agora segue de (1)-(3), e (60). Em

particular, desde que as tensdes aplicadas na borda sejam nulas, segue de (2) que o valor de
G na borda é dado por

e = —4{xQ () + xQU () + 0] X) + 85 ()} - (1)
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Antes de se considerar aplicagdes para os resultados acima, a teoria é complementada
resolvendo o problema para o semi-plano com uma dada distribuicio de tensdes sobre o

contorno L e sem singularidades no semi-plano S *. Suponha-se que as tenses aplicadas sio

0(—15) em L, e se as tensOes e rotagdo desaparecerem no infinito entdo, para grandes valores
X

de |z|, de (25), os potenciais complexos Q(z), ©(z) serdo dados por

Q(2) = 35 +0()

4z (62)
0"(@) =35+ 0(3)
Na fronteira L assume-se que
Oxx = p(x), Oxy = 4(x), (63)

onde p(x), q(x) e suas derivadas p'(x), q'(x) satisfazem a condigdo H (Hélder) no contorno L,
ex?p, x2q, x3p’, x3q’ satisfazem a condigdo H nas vizinhangas do ponto no infinito.
Dois métodos sdo indicados para a solugdo. No primeiro, adota-se a defini¢do de
Q(z) em S~ como na segdo anterior. Segue entdo de (62) que Q/(z) = 0(%) em todo o plano,
e, de (45),
Q@I - [ ] = 1{p() - ig®)} , (64)

dado que limyQ”z) =0 (65)
y—0

e desde que os limites [Q/(¥)]*, [Q/(x)]” existam. A solugio descjada (e unica) desse

problema de valor de contorno &,

Jen_ 1 [ pt)-ig(t)
Q@=:= | dt (66)
—0

1=z
e as tensOes e deslocamentos podem entdo ser encontrados de (42)-(44). Verifica-se que a
condigao (65) € satisfeita.
No segundo método de solugdo considera-se

{ V(2) = 4Q/(2) + 220" (2) + 20" (2) (67)

W(z) = 220" (2) + 20" (2) ’
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Q/(2) = ${V(@) - W)}

W 06 = e - VO - W) o
e observa-se, de (4) e (63), que

re V@) =p(),  im W) =q() (69)
no contorno L onde z é real. Também, de (25),

V(2) = 0@), W) = 0(3). (70)

para altos valores de |z|. Em (69) re V(z) designa a parte real de V(z), e im W(z) designa a

parte imaginéria de W(z). Segue de um resultado bastante conhecido que

[+ o] [+ o] .
Vo)=L [ 222, We)=1 [ 124 (71)
= —0

De (2), (3), e (68).

Oxx + Gy = V(2) - W(2)+ VE) - WE) (72)
Oxx — Oy — 2i0xy = 2W(@) + -Z2){V/(@) - W (2)} °

e, no contorno y = 0,

O+ = V(@) - W) + V@) - WE) (73)
Gxx — Oy — 2i0x = —2W(2) '

8. Forga concentrada e momento em corpo semi-infinito

Se uma forga concentrada P = X +iY = Fe'® e um momento concentrado M agirem no

ponto z = ib € S*, entido, de (28),

Pln (z-1b)
Q@) =37
B 4n(k+1) (?4)
. ( _ XP(z—ib)ln (z-ib) ibPln (z-ib)  iMIn(z—ib)
@o(2) = 47 (x+1) 4n(x+1) 47

A distribuigdo completa de tensdes e deslocamento podem agora ser obtidas dos potenciais

complexos (50) e (54). Restringindo a atengdo ao valor da tensio na borda, tem-se, de (61),

1-68




Mecanica de fraturas

=2 Ixp2 _2).v_(p2_3x.2 4Mbx
K= x(x2+b2){(|+:b % )xX (b I+1.‘:’r )b}’} B (75)

n['x2+-‘,'12)2 ‘

Os resultados para distribui¢do continua de tensdes podem ser obtidos por integragao.

9. Exemplos de tensies dadas na Jronteira de corpo semi-infinito

EXEMPLO 1. Como um primeiro exemplo, considere-se o problema de uma

distribui¢ao uniforme de tensdes normais ecisalhantesem y=0 de x=-g a x=g¢ Assim

PX)=-p, g)=q (Ix| <a) (76)
PX)=0, gx)=0 (x|>a) ’

onde p, ¢ sdo constantes, e, de (71),

Vz)=%InZe, W) =2mz2, (77)
A

__/’//'

7 /

i ad Iy
// /

P !_f/
w P
19: _L.—-—-_L_\_‘J_______p J
-a a

Fig. 1.6 - Coordenadas bipolares

Escrevendo-se z—a=re®1, z4q=r,ei® (ver figura), segue de (52) que

2 2, 1
Oxx + 0y = =3(6) ~6) - FIn 7t -
Oxx = Oyy + 2i0y, = (@)(9381 —e%i02) _ %rg{ln :_21 +i(6, - 81)}
Estes resultados podem também ser obtidos de (66), (43), e (44). No caso especial em que ¢

€ nulo, resultados semelhantes podem ser conseguidos por outros métodos.

O caso limite quando @ — 0 e P, g tendem a infinito de forma que

1-69



Mecanica de fraturas

2ap —> Y, 2aq > -X,
onde X Y sdo constantes, é de algum interesse. De (77)
e ->-L, WD

e portanto (68) fornece

P P
Q,(Z) = _LZ'E—Z H (D”(Z) = "m 3

o que concorda com 0s potenciais complexos (34) para uma forca concentrada P = X +iY na

origem da fronteira

EXEMPLO 2. Neste exemplo supde-se que a forga cisalhante ¢ nula tal que g(x) =0, ¢

p) =-——== (x| <a)
(79)

Ty a*—x

=0 (xl>a)

onde Y é uma constante ¢ ¢ a pressao normal total exercida sobre a faixa considerada. Nesse

caso p(x) nao satisfaz a condi¢do H em x = ta, mas a formula (71) é ainda valida: logo W =

0e

V(@) =+

n

(80)

~

l

a
j’ dt
—_— -
—-a (r—z},,'al—a‘2

(=]

Por Ja® - t? para |t| <a deve-se entender uma quantidade positiva, € a? —z% é o ramo,

holomoérfico no plano cortado ao longo de (-a, a), que assume valores positivos no lado

superior. Também, para grandes valores de |z| esse ramo vale —iz+ O(1). A integral

dt

a
] dr
A (-2)y a®-12

k4]

-
—a (t-z) Jazﬂ'z 2mi

efetuada no sentido horario circula um contorno A que cerca o corte. Como a integral de

contorno ao redor de um circulo infinito € nula, segue que

1 j’a dt g 1
i 2_42 Jaz_zz 2

—a (1-z)ya
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Y Y
€ portanto V(z) = = 3
p ( ) ?fmﬂz—zz :'?r‘-zz-—az (8])

Logo, de (68) os potenciais complexos correspondentes sio

Q(Z)=~%ln{2+ vz? - a2 :—%In {::-H'\,lf:rz—z2 }
, (82)
m’(z)=—%{:—2~z—-—}n {z+ Jz2 - g2 }J:—ﬁ[—z—z}__:z—fln {z+fmw -

z%-q? ja’~z

a menos de constantes, e as tensdes e deslocamentos sio entio dados por (1)-(4). Em
particular verifica-se que o componente y do deslocamento, uy, emy =0 ¢ constante quando

[x|] < a e que as tensdes sio dadas por

- 2Y wes: 1]
Gxx+0'yy ——xv{m Sin E(G] +82)

. 2. -0 (83)
G_D{. = 0}:)~ + 2101}- = _'2_}”!" bmee!{ 2( ]"‘92)}

T {rira

10. Segundo problema de valor de contorno para o semi-plano

Aqui os valores dos deslocamentos sio dados para todos os pontos da fronteira
L de $*, e como para o primeiro problema consideram-se dois casos. No primeiro, os
deslocamentos da borda sio nulos e procura-se os potenciais complexos (50), onde
Q¢(2) e wy(z) definem um dado sistema de tensdes com singularidades apenas em S
Estendendo-se a defini¢io de Q1(2) para todo o plano através de (52), entdo, de (1), (47), e
(50), a derivada do deslocamento total em qualquer ponto da placa é
G2 =xQ| @)+, @) +C -0/ @) +xQ () -Dy@) -0 G) -5"E).  (34)
Logo, fazendo hipdteses similares is anteriores, exceto para forma especial (51), segue que,
se D = 0 na fronteira,

K[QIW]* +[Q @) = —)Q(x) + Qf(x) + x0! (x) + o/ (), (85)
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para todos os pontos x em L, onde Q', (z) desaparece no infinito. Para resolver esta equagao

toma-s¢

A@@) = KQ';(Z) zeS)
A@)=-Ql@) e $) '’

tal que (85) se torna
A%(x) - A™() = ~xQp () + Q) +x20 () + 5 ).

e A(z) desaparece no infinito. Logo, 0 (tinico) valor de A(z) €

A@) = j {—K.Q O+ QL+ (D) + O e

2m

Esta integral pode ser calculada por um processo similar ao usado anteriormente

A(2) = Q) (2) = O (z)+zﬁ”(z)+a)g’ @) (z€S) 5
A(2) = o @)= xQ/ 0@ (zeS) 86)
Pode-se ainda obter este resultado de (85). Por integragao de (86) tem-se
kQ,(2) = zﬁg(z) & (T)f}(z) zesS) 87)
0,@) =« (eS)

a menos de constantes ndo essenciais, e portanto, através de (53), os potenciais complexos

completos para o semi-plano S~ sdo

Q@) = Qg(Z)+Q1(Z) Qo)+ k{ZQ (z)+u)0(z)}
0/(@) = mD(z) + ml(z) 500(2) Q.02 - 20 1@ _ (88)
= 0h(2) +xQo(2) - L0/ (2)+22Q5 () + @y (2)}

Os deslocamentos e tensdes agora seguem de (1)-(4).
Quando os deslocamento assumem valores conhecidos no contorno L assume-s¢ que
as tensdes e rotagao desaparecem no infinito, e que
uy=g1(x), uy = ga2(x). (89)
Assume-se que g’l (x), gg(x), gf(x),gg (x) satisfazem a condigdo H em L, ¢, nas vizinhangas de

um ponto no infinito, x2g (), x2g5(x), x* g”(x), x’g5 (x também satisfazem a condigdo H.

1-72




Mecanica de fraturas

Dois métodos de solugdo sio também possiveis e analogos aos usados para o primeiro
problema para tensdes determinadas, somente um deles sera examinado aqui. Se a definigdo
de Q(z) for prolongada para S por (39), entio Q/ (2) = O(%) em todo o plano para grandes
valores de |z|, e se os valores no contorno das derivadas do deslocamento forem iguais as
derivadas dos valores de contorno, e se (65) for ainda satisfeita, entdo, de (47),

K]+ Q@] = g} () +igh(0). (90)

Essa equagdo pode ser resolvida por um método similar ao usado para a equagao (85) tal que

o« / ]
Q/(z) = £ ﬂff_)fg_l(’_)dr (zeSH

2mxi -z
"% (91)

w .
g, (D+ig {n =
Q%@:—§; = e s

As formas especiais (51) nio sio validas aqui e a for¢a resultante sobre todo o

contorno pode ser infinita,

11. Problema de valor de contorno misto para o semi-plano

Sejam L= L, + ...+ L, um nimero finito de segmentos Z, (r=1,2,...,n) do contorno
Ox do semi-plano § *, e sejam dados os componentes de deslocamento em L e o
componentes externos de tensdo na parte restante L' do contorno. O problema aqui pode ser
reduzido ao caso em que os componentes externos de tensio 0,0y, dados em L', sdo
nulos.
Assume-se portanto que
Ox =0, Oy =0 eml, (91)
€ no restante do contorno L os deslocamentos D assumem valores conhecidos. Por
simplicidade a discussdo sera restrita ao €aso em que L contem um segmento com

extremidades a, b e
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D = ux +iuy = g(x) = g1(0) + 1820, (92)
sendo g(x) uma fungao conhecida em L. Assume-s¢ que g(x) tem uma derivada g'(x) que
satisfaz a condigdo H em L.

Adotando-se a notagio anterior, onde Q(z) ¢é definida em todo 0 plano e, para valores
elevados de |z], Q/(2) = O(2), assume-se que 08 limites [Q/(0)]*,[€Q/(x)]” existem para
todos os pontos do eixo x, exceto possivelmente nos pontos @, b, e que

lim yQ/@) =lim yQ"(x-iy)=0  (¥x# a,b . (93)
y—0 y—0

Estas hipoteses podem ser verificadas quando a solugao do problema € obtida. De (41), (91) €
(93) segue que

Q@] +[Q/®]" =0 em 1*,
tal que pode-se assumir que Q/(z) ¢ holomérfica em todo 0 plano cortado por L. De (47) as
demais condicdes de contorno (92) em ab fornecem

K[Q ] +[Q W) =ug’®)  emL. (94)

O problema (94) € um caso particular de problema de Hilbert que foi resolvido no

Apéndice H. A solugao geral, que admite a possibilidade de Q/(z) ser infinita nas

extremidades a, b, com grau inferiora 1, €

b .
Ro@} [ £MJRW H{Ro(2)}"7
Oy =0 _t + 95
@ 2nxiJR(Z) @ (-2){Ro(D}" JRGZ) ’ (53)
onde H ¢ uma constante complexa, 21y = In% , (96)
. R =(-a)b-2) } 97)
Ro(@) = (z-a)(z-b)

Por {Ry(z)}' entenda-se O ramo que ¢ holomérfico no plano cortado por ab, tomando

valores positivos /(t—a)(b—1) no lado superior a ab. Para valores elevados de |z|

JRG@) =-iz+0(Q). (98)
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Ainda, {Ry(2)}* é um ramo holomérfico na mesma regiao, tendendo a 1 quando |z| — oo, ¢

{Ro(0)}" designa os valores de {Ro(2)}*" no lado superior de ab.
Assumindo-se que a forga total P = X +jy ¢ dada no Segmento ab, entio, como

' 0 I
Im zQ/(z) = pach

|z]—ac
segue de (5) que = j‘i- (99)

A aplica¢io mais simples da teoria dessa se¢do é a pressurizagao de umg fundacio em
solo, na qual supde-se ser o solo aderente 3 fundagdo, sem e€scorregamento. Se a base da
fundagio for plana ¢ o corpo se mover Somente na diregao vertical, entio

gw =ik,  g@)=0,

Onde % € uma constante real, tal que

. = ;'Y
Q/(z) = PiE-a)(z-b)} '
@ 4r [(z-a)(b-) (100)

Os valores de tensdes e deslocamentos podem agora ser encontrados de (42)-(44).
Os resultados desta secdo podem ser generalizado para a aplicagio a problemas de

deslocamento conhecido em mais de um segmento L, do eixo x.
12. Fraturas

O efeito de fraturas na distribuigdo de tensio dentro de um corpo solido tem uma

limitantes do sélido possuem tensio superficial e que, quando uma fratura se propaga, a
redugdo na energia de deformagdo ¢ equilibrada pelo aumento na energia potencial devido a
esta tensao superficial.

Uma grande variedade de problemas de valor de contorno associados a fraturas pode

ser formulada, mas a aten¢ao sera restrita a dois casos. Em ambos, é considerado um meio
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infinito bi-dimensional contendo n fraturas colineares situadas ao longo dos segmentos
L,=ab,(r=1,..,n) do eixo real, supondo-se que todos os componentes de tensdo
desaparecem no infinito e que nao hé forga resultante sobre nenhuma fratura. Isso significa
que
Q@ -0d).  o'@=00) (101)
a0 menos, para elevados valores de |z|.
Supde-se que as fratura sio abertas simetricamente ao eixo x, por uma distribuigao
normal de deslocamento dada ao longo dos segmentos de linha L=1L, +Ly+...+Ln MmO
primeiro problema. Devido a simetria em relagio ao eixo X pode-se substituir estes problemas
por problemas equivalentes colocados para o semi-plano § *@>0):
PROBLEMA 1

Gxy =0 em todos os pontos de Ox
uy=0 em Ox, forade L , (102)
u'v :f(X) em L

e PROBLEMA 2

Oxy =0  emtodos os pontos de Ox
oy =—px) emL ; (103)
uy =0  em Ox, fora de L

onde f{x) e p(x) satisfazem a condi¢do Hem L.
Como Gxy =0 em todos os pontos de Ox para ambos os problemas, define-se (z) no

semi-plano S~ pelas férmulas
Q@) = Q@) , Q=0 ¢e5), (104)
tal que Q@) =Q@), Q@) =0'G) (eS). (105)

Segue de (101) que Q@) = 0(%) em todo o plano para altos valores de |z, e, de (1)-(4), que
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WD=k0Q)-0@)+G-)E) |
e =x@)-0'@)+ @ -20)
Oxx +0yy = 4{Q/(2) + Q' ))

, (106)
Oxxy — Uy}- + ZICny = 4(3 - Z)Q”(E)
Oy ~ioxy = 2{Q/(2) + ' @) + - 2)Q" &)
e, na fronteira Ox,
uD = kQ(z) - Q)
oD _ / /
ng =xQ/()- Q/G) -
Ox =0y =2{Q'(2)+ Q/G)} °
O'x}' = 0
visto que lim yQ/(z) =0, lim yQ”z)=0
y—0 y—0

13. Fratura de perfil dado

Deseja-se determinar a distribuigdo de tensio que produzird uma fratura de

determinado perfil e toma-se, portanto, as condigdes de contorno do Problema 1 em descrito

anteriormente. As demais condigbes de contorno (102) impostas em uy fornecem, usando

(107),

Q*)-Q ()= zﬁfﬂ dentro de L (108)
Q'M)-Q ()=0  foradel |
€ portanto, como €)(z) desaparece no infinito,

G Jnde 5
Q(Z)*“_WT])L_‘“T (109)

Considere-se um exemplo onde temos uma fratura se estendendo de x = -g para

3

X=age j(x)zA(I~i—9 (Ix| < a)

onde 4 é uma constante. Logo, de ( 109)
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(s} =02 I{az_;z)dr_ GA {2az+(zz—a2)ln%] (110)

nal(x+1) 1 -z gal(x+l)

Segue de (107) que a tensao aplicada a fratura €

Cyy= ﬂf‘—(n-"—m§) (0<x<a). (111)

T ma(x+l) 2a  a+x
14. Fratura aberta por pressao dada

O Problema 2 da as condigdes de contorno para fraturas abertas por uma distribuigao
de pressio determinada p(x) em uma série de fraturas Ly (r=1,2,...,n). Logo, de (103) e

(107),

{ Q*(x)+ Q" (x) = —3p(x) dentro de L (112

Q' )-Q (x)=0 forade L
Segue que Q'(2) € holomérfica em todo o plano cortado por L de ordem z% no

infinito, e satisfaz a primeira condicao de (112) nas fraturas L. Por simplicidade se restringira

a atencdo a uma unica fratura ab tal que a solugdo geral de 0(%) no infinito, que permite a
z

possibilidade de descontinuidades nas bordas da fratura de ordem ndo superiora 1, €

b faras
P JR()
QI i 1 hJ t 11
@ 4ni [R@) ;,[ = Wi

onde JR(z) ¢ definido como para o problema misto. Pode-se verificar que a condigdo (105)

¢ satisfeita.

O exemplo mais simples é dado por uma fratura -/ <x<[,y=0 aberta por uma

pressio constante tal que p(x)=p, ondep €uma constante €

/ 14 ! \Jlfz'fz
Q)= 4]“{!_2:? ! oo dt, (114)

Esta integral pode ser avaliada substituindo-a por uma integral de contorno, que fornece
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- 4p{1 * JA2?2 } - 4p{l 272 }

Q(Z)=“%P{z~im}:*4lp{z_ ER (115)

Segue entio de (106) que

Ox +0yy = 2p{ ,F% cos(8 - 19, -16,) - 1J

5 : (116)
.. — 2ipPsind 3 ig ) ’
Oxx = Oyy +2i0yy = €

v

e, de (107), na fronteira y =,

Oxx =Gy = —p (IxI <
=Gy =pd 12l _
Oxx = Oyy p{ﬁzﬁ 1} (x| >0 (117)

u, :p(::”,}lz—xz (xl<p
A férmula para u y em (117) mostra que uma pressao uniforme p abre uma fratura eliptica.

Supondo-se nesta solugdo uma tensio uniforme

Gy)-:p, Gx}-:o, G_xx:O,

pode-se encontrar o efeito de uma fratura na distribuigio de tensio em um corpo que se

encontra sob uma tensio uniforme P perpendicular a fratura.

15. Equacéo de England & Green

ENGLAND & GREEN generalizaram a solugdo do dimensionamento de fraturas

propondo o potencial

Q(Z) :J-g FIO*'ZFZ(U(!I

! 3

118
= (118)

onde F\(#) e Fy(1) sio fungdes continuas de ¢ no intervalo 0 < ¢ < a,e
Vz2—12 =geim (-m<n<a),

(119)
onde  &Zcos2m=x2-y2_ 2,

E3sin2n =2y | (120)
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ando-se uma fratura que se desenvolve ao Jongo do eixo real, entre 0s pontos

Consider
-a e a, impOs-se as seguintes condigdes em y =0,
oy = —Ax) — g, (y=0, -a<x<a)
ox =0, (y=0, Vx) (121)
iy = 0 =0, Ix|>a)

onde flx) é uma fungao par € g(x) é uma fungdo impar, seccionalmente continuas no intervalo

real definido. Sob tais condigdes, as equagdes béasicas se tornam
[ on =2(2'@+2'C.
(122)

‘L 2iGuy = (x+ D{Q (@) - Q'@)}.

Tal sistema pode ser resolvido com 0 auxilio das equagdes integrais auxiliares

44 _fx F;(r} S0 - -fix) (0<x<La), (123)

d [x xF®
4= r_2___;(1'1‘ —g(x) (0=x<a). (124)

que s3o equagdes classificadas genericamente na literatura como tipo Volterra, ou, para o

caso especifico, como tipo Abel, possuindo solugdo conhecida®", na forma

Fi(=-+4[ === _.,x, = W OLT
Fa()=-3; d.'-[ﬂ 2 jog(”)d“

e, trocando-se a ordem de integragao,

Fi() =4[ P -u? du=—5 H)f’%:’ (125)

e Fat) = —= & [ gluyeos™ (§) du= L ﬁﬂ"— (126)
O deslocamento normal das superficies da fratura serd calculado de (122)

e F——~‘f‘1+F W4 (x| <a) (127)

1-80




Mecanica de fraturas

Para o caso especifico examinado no corpo do trabalho, a pressio interna considerada

¢ uma fungao par, p(x), simplificando as fungdes auxiliares
Ax) = p(x)
(128)
gx)=0

Portanto, de (125),

(1) d
F(f)=-§;_[ém

—_——

[z 2
Vi (129)
G(1) = 0

e, de (127)

G, _ 1 r1a_ tdr gt pludu

1 = )y Jiio2 70 M (130)
Como w=2u, e k=3-4v ,

4=y ra i t plu)du \

L 0 s (131)

Vit ¥ u

conforme consta no texto.

I-81



