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Resumo

MARTINI, J. N., Analise Elasto-Acustica de Cascas Ax/-Simétricas, Campinas,
Faculdade de Engenharia Mecénica, Universidade Estadual de Campinas,
1996. 149 p. Tese (Mestrado)

Neste trabalho estuda-se o problema elasto-aclustico de cascas axi-
simétricas interagindo com fluido interior. Os modelos matematicos para casca
axi-simétrica, para fluido e para acoplamento s8o apresentados na forma de
equacdes diferenciais. A partir das equagbes diferenciais sd3o obtidas formas
integrais assaciadas, utilizando o método dos residuos ponderados. Assume-se
uma solugdo harmodnica para o problema. O Método dos Elementos Finitos,
(MEF), aplicado as equagbes integrais, € utilizado para aproximacdo da
solugdo. O problema € implementado computacionalmente utilizando os
conceitos de programagdo orientada para objetos. S&o realizados testes para
validagdc dos modelos obtidos e dos cddigos computacionais desenvolvidos.
Como resultado s&o obtidas as freqléncias e os modos naturais de vibragéo
dos sistemas desacopiados e do sistema acoplado. As solugdes obtidas séc
comparadas com solucdes analiticas e numéricas, bem como com resultados
experimentais. Finalmente, realiza-se uma andlise dos resultados obtidos e
propbe-se trabalhos que dardo continuidade ao tema.

Palavras Chave

Fluido-Estrutura, Casca, Axi-Simetria, Vibrages, Elementos Finitos



Abstract

MARTINI, J. N., Analise Elasto-Actstica de Cascas Axi-Simétricas, Campinas,:
Faculdade de Engenharia Mecanica, Universidade Estadual de Campinas,
1996. 149 p. Tese (Mestrado)

This work presents a study of the elasto-acoustic problem for axi-
symmetric shells. The structure and the fluid are modeled by differential
equations. The interface conditions between fluid and structure are presented.
The derivation of the finite element formuiation is based on the weak solution of
differential equations presented and on the Galerkin method. A symmetric and a
non-symmetric finite element formulation are derived. The Object Oriented
Programming (OOP) technique are used to codify the problem. Some test cases
to validade formulation and computacional codes are shown. The natural
frequencies and natural modes of vibration of axi-symmetric shells, acoustic
cavities and the coupled problem are presented. The solutions obtained from
this formulation are compared to analytical, numerical and experimental data.

Key Words

Fluid-Structure, Shell, Axial Symmetry, Vibration, Finit Element
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{vi} Vetor das velocidades do fluido

{vio} Vetor do estado inicial das velocidades do fluido

{vs} Vetor das variagdes na velocidade do fluido

P4 Matriz de formacéo para a matriz volumétrica

{zi} i-ésimo auto-vetor de um auto-problema

{Vp} Vetor das variagcdes da pressdo em relagéo ao espaco

{Vw} Vetor das variagdes do potencial de deslocamento em relagdo ao
espaco

{y} Vetor dos valores nodais do potencial de deslocamento

{7 Vetor dos valores nodais da segunda variagdo temporal do potencial
de deslocamento

AbreviacOes

ES Eixo de Simetria

MEF Método dos Elementos Finitos



Capituio 1

introdugao

O numero de problemas de engenharia em que existe interacdo entre
fendmenos fisicos & muito grande. A interag@o entre fluido e estrutura é
uma das formas mais comuns de interacdo entre fenémenos fisicos. Mas,
apesar de ser um campo vasto e que apresenta grande aplicago pratica,
os varios problemas de interac@o entre fluido e estrutura existentes ainda
carecem de estudos, motivando trabathos nesta area.

Neste trabalho, procura-se mostrar o  eguacionamento,
implementacdo e os resultados obtidos para o caso de interagdo entre
cascas axi-simétricas em contato com fluido. Neste capitulo é mostrada a
conceituacdo que existe para problemas acopiados, bem como as
diversas formas de intera¢do fluido-estrutura. Também séo apresentados
exemplos das formas mais comuns de modelamento matematico, tanto
para a estrutura como para o fluido. Finalizando o capitulo, & mostrade o
campo, relativamente vasto, de problemas de interacao fluido-estrutura em
gue existe simetria em relagdo a um eixo, podendo, desta forma, utilizar a
formulacdo desenvolvida neste trabalho.

No Capitulo 2 s&o apresentadas as equagbes diferenciais para casca
fina axi-simétrica, as hipdteses utilizadas na obtencéo destas e a forma
simplificada destas mesmas equacdes, considerandc o elementio
diferencial com a forma fronconica. E apresentado, ainda, o
equacionamente do enrijecimento estrutural devido a acio de uma pré-
tensgo. S30 apresentadas, também, as equacbes diferenciais para o



dominio fluido. Duas formulactes, baseadas nas hipoteses aclsticas, sdo
apresentadas. A primeira formulagdo em pressdo e a segunda uma
formulagdo que combina o campo de pressdo e o potencial de
deslocamento do fluido, que sera definido no préximo capitulo.

No Capitulo 3, as equagdes diferencias obtidas no Capitulo 2 séo
colocadas em um forma integral associada, utilizando o método dos
residuos ponderados. S&o mostradas, também, a forma integral fraca
destas equagbes, que ser@o a base para a utilizagdo do MEF. No Capitulo
3 sdo mostrados 0s suportes geométricos utilizados pelo MEF. E,
finalmente, a forma matricial do problema proposto € mostrada, com base
numa aproximagéo da solugdo via MEF.

Para validag@o da formulagdo obtida, sdo realizados, no Capitulo 4,
um conjunto de testes numéricos. E testado o modelo para casca fina axi-
simeétrica froncdnica, o modelo proposto para fluido “axi-simétrico” e o
modelo para interagdo entre fluido e estrutura. Destes testes sdo
apresentados, como resultado, as freqUiéncias e os modos naturais de
vibracéo para cada modelo.

O Capitulo 5 apresenta uma anélise critica da formulacdo utilizada e
dos resultados obtidos com ela. Ainda, neste capitulo, sdo apresentadas
sugestbes para proximos trabalhos.

A seguir uma classificacdo formal de acoplamentos é apresentada,
bem como as categorias em que se dividem os problemas de interacdo
entre fluido e estrutura.

1.1 Acoplamento

Muitas vezes, a titulo de simplificacdo, problemas que sé&o acoplados sdo
tratados de forma independente, conduzindo a resultados que sio pouco
confidveis. No fratamento independente do problema, resoive-se as
equagbes para um dos dominios, desconsiderando os efeitos do dominio
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acoplado, e usa-se os resultados obtidos desta analise como condi¢es
que precisam ser respeitadas quando se resolvem as equagbes do
dominic restante. Quando algum tipo de problema apresenta
acoplamento, ou seja, interdependéncia entre fenémenos, apenas a
consideracdo do problema como um todo pode resultar em uma analise
precisa.

Para que seja obtida solugdo confidvel de algum sistema acoplado,
as equagBes que govermnam os fendmenos em questdo devem ser
resolvidas simultaneamente. Estes sistemas acoplados podem possuir
maior ou menor grau de interdependéncia.

Os sistemas acoplados podem ser divididos em duas categorias
basicas [1]. Estas categorias consideram os tipos possiveis de
acoplamento. Na seqliéncia, estas categorias sdo apresentadas, bem
como alguns exemplos para ilustrar cada uma delas.

1. O acoplamento ocorre na interface dos dominios através das
condi¢cdes de contorno impostas.

2. Os dominios estao sobrepostos, totalmente ou parcialmente. Aqui
0 acoplamento ocorre afravés das equacfes gue descrevem 03
diferentes fenémenos.

Como exemplc da primeira categoria, pode-se citar o caso de
interagdo fluido-estrutura. Neste caso, o dominio fluido é modelado
utilizando, por exempio, equagdes diferenciais que descrevem o
comportamento deste dominio, qualquer que sejam as hipdteses
envolvidas neste modelo. Q dominio estrutural também pode ser
modelado por equagdes diferenciais que descrevam o comportamento da
estrutura. O acoplamento entre estes dominios ocorre apenas na
interface. A pressdo do fluido na interface resulta em uma forca sobre a
estrutura que, devido a seu comportamentc elastico, deforma-se. O
deslocamentc da estrutura, devido & pressdo do fluido, modifica o padrio
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do escoamento deste, levando a uma alteracdo da pressdo do fluido na
interface, que altera o deslocamento da estrutura e assim por diante.

Na segunda categoria, em que os dominios se sobrepde, considera-
se como exemplo 0 caso de exirusdo metalica. Neste problema existe
uma forte interacdo entre o fluxo metalico e o campo de temperaturas no
metal. Para este problema sé existe um dominio. Neste dominio sdo
utilizadas equagdes que governam o comportamento plastico do elemento
extrudado, da geragdo de calor devido ao atrito e a distribuicBo de
temperaturas no elemento. Considerando que o comportamento plastico
do elemento extrudado é dependente do campo de temperaturas, que as
condigbes de atrito dependem da temperatura e que a temperatura
depende da geragdo de calor devido ao atrito, iogo, tem-se um exemplo
de problema acoplado em que existem dominios sobrepostos modelados
por diferentes equacdes, que governam diferentes fendmenos,
interdependentes.

Um problema que & acoplado, como mostrado acima, € o de
interacao fluido-estrutura. Neste tipo de problemas, nem o fluido nem a
estrutura podem ser “resolvidos” de forma independente, pois as forgas de
interagdo na interface sdc desconhecidas. No proximo item busca-se
mostrar 0s varios tipos de interacBo fluido-estrutura possiveis e sua
conceituagio usual.

1.2 Interagao Fluido-Estrutura

A interacdo fluido-estrutura €& um problema acopladc em que o
acoplamentc ocorre na interface dos dominios fluido e estrutura. A
interagao entre fluido e estrutura fica caracterizada quando tanto o fluido
quanto a estrutura se movem e, deste movimento, resultam acgbes de
interagéc na interface.
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Pode-se dividir o comportamento dos problemas de interagdo entre
fluido e estrutura em trés grandes categorias {2], [3]. Estas trés categorias
podem ser definidas, resumidamente, da forma que segue:

1. Problemas em que existe um grande movimento relativo entre os
dominios - Este problema € governado pelas caracteristicas do
escoamento do fluido. Um caso tipico deste tipo de interagio € o de
“flutter’ em asas de avides ou a oscilagdo da suspensdo de pontes.
Nestes problemas pode-se desprezar os efeitos de compressibilidade
do fluido.

2. Problemas de curta duragcéo com deslocamento limitado do fluido -
S&o problemas resultantes'de impacto ou expiosbes onde ocorrem
mudangas nas configuragcbes do sistema. Aqui o deslocamento total
€& limitado, mas os efeilos da compressibilidade sdo muito
importantes.

3. Problemas de longa duragdo em que o movimento do fluido é
fimitado - Nesta categoria estdc incluidos fendémenos como a
resposta periddica de estruturas “offshore” & ondas e terremotos,
vibracbes acusticas ou movimentacdo de embarcagdes.

Na Figura (1.1) (A) é exempiificado a categoria 1, a Figura (1.1} (B)
exemplifica a categoria 2 e a Figura (1.1) (C) exemplifica a categoria 3.



Figura 1.1 - Exemplos de interacdo fluido-estrutura

Neste trabalho é considerado o caso de vibragbes harménicas de
sistemas acoplados fluido-estrutura, um problema, portanto, que pertence
a0 terceiro grupo. E importante, para que o problema de interagio fluido-
estrutura fique determinado, que os dominios fluido e estrutura sejam
modelados e que a condigdo de acoplamento na interface seja definida.
No proxime item s3o mostradas as formas usuais dos modelos que

descrevem o comportamento da estrutura e de fluido, bem como as

condicOes de acoplamento na interface.

1.2 Modelos Mateméticos

O equacionamento de determinado fendmeno € imprescindivel para que o
comportamento deste fendmeno seja simulado e estudado. Para o casc
de interacdo fluido-estrutura, & necessario que sejam conhecidas as
squacgbes que governam O dominio estrutural e das equacgles que
governam o dominio fluido e, entdo, equacfes que unam estas duas
formulagdes na interface.

As estruturas sdo, geralmente, modeladas através de equacdes
diferenciais em que as varidveis incognitas sfc os deslocamentos.
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Equacbes diferenciais das mais diversas formas podem ser obtidas
dependendo das hipdteses consideradas. Pode-se modelar determinada
estrutura considerando que ela se comporta como viga, como placa, como
casca, pode-se, também, assumir um comportamento estrutural em que
as hipdteses da elasticidade plana sio satisfatérias, etc.

Nos modelos estruturais em que os deslocamentos sdo incognitos &
necessario, guando se considera o problema de interacéo fluido-estrutura,
que seja incluido um termo de carregamento que pode ser igualado ao
carregamento exercido pelo fluido.

Considerando-se © prob!ema de interagdo fluido-estrutura, vibragéo
harmonica, 0s modelos para o fluido geralmente seguem as hipdteses
acusticas. Como hipdteses acusticas entende-se: considerar o fluido
inviscito, desconsiderar os termos convectivos, considerar o escoamento
irrotacional e admitir que pressic e densidade variam ao redor de valores
constantes. Dos modelos matematicos possiveis - que descrevem ¢
comportamento fisico do fluido - o mais utilizado, e que demonstra ser
bastanie confidavel, para os problema em gue existe um pequeno
deslocamento re!ativo entre os dominios, € o modelo compressivel-
inviscito. Existem varias formas de modelar o meio fluido seguindo as
hipdteses acima mencionadas. Pode-se dividir esies modelos em dois
grupos basicos [4], que s&0 mostrados abaixo :

1. Formulagdes baseadas no deslocamento.
2. Formulagdes baseadas em potencial.

Na primeira categoria 0 comportamento do fluide € descrito pelo seu
desiocamento. Considera-se, ainda, que o fluido tem um comportamenic
elastico. Este modelo & bastante simples e para que a condigdo de
acoplamenio seja satisfeita, os deslocamentos normais a interface, do
fluido e da estrutura, sdo igualadoes [3], [5].
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Na segunda categoria, ¢ movimento do fluido € representado por
alguma forma de fungdo escalar potencial. As formulagdes, dentre outras,
que pertencem a esta categoria sdo: formulagdo em pressdo, formulagédo
em potencial de velocidades, formulacdo em pressio e potencial de
deslocamento, etc.

A formulago em press&o talvez seja a forma mais conhecida para
modelar o dominio fluido. Nesta equagéo a dnica variavel € a pressio [6],
[7]. Para que exista o acoplamento entre fluido e estrutura na interface
iguala-se as velocidades normais a interface. Através desta igualdade é
satisfeita a condigao de continuidade cinematica para o problema.

Uma forma relativamente comum de modelar o dominio fluido,
assumindo as hipdteses acusticas, € propor uma fungdo potencial de
velocidades [5]. Esta nova variavel, potencial de velocidades, é utilizada
para se escrever as equagdes acusticas. Para o caso de interagdo fluido-
estrutura, a condi¢do de acoplamento na interface da-se pela continuidade
cinematica de velocidades.

De forma similar ao modeic que utiliza o potencial de velccidades,
pode-se definir uma funcio potencial de deslocamentos [8], [9]. Esta nova
variavel, potencial de deslocamentos, ¢ introduzida nas eguacbes
acusticas. A condicdo de acoplamento entre fluido e estrutura é satisfeita
iguatando-se os deslocamentos normais a interface.

Um modelo matematico que define um problema de interacéo fluido-
estrutura deve conter, como mencionado anteriormente, as equacbes que
governam o dominio fluide, as equacBes que governam o dominio
estrutural e as condi¢bes de acoplamento na interface.

Para ilustrar a interacdo entre fluido e estrutura, considere o
problema de um recipiente de paredes rigidas e fundo elédstico cheic de
um fluido qualquer, Figura (1.2). O fundo elastico pode ser modelade pela
formulacdo de viga. O fluido, modelado de acordo com as hipdteses
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acusticas, pode ser representado por uma formutacdo em pressdo. Desta
forma, os dois dominios podem ser representados por equagdes
matematicas, restando, agora, incluir as condi¢Ses de acoplamento nestas
equacdes. O acoplamento que ocorre na interface entre os dois dominios
pode ser inciuido da maneira que segue:

O carregamento genérico incluido na equagdo que modela o dominio
estrutural & igualado ao esforgo que a presséo do fluido exerce sobre
a estrutura.

A condicdo de continuidade cinematica deve ser obedecida. Para
esta condigdo ser satisfeita, as velocidades normais a superficie, do
fluido e da estrutura, séo igualadas.

Y
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SHI i
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Figura 1.2 - Interacéo fluido-estrutura, tangue de fundo elastico

No caso acima, foi tratado do fenémeno de interagdo entre fluido e
estrutura a titulo de ilustragéo, para problemas que respeitem as hipdteses
assumidas para fluido e estrutura. De acordo com estas hipdteses, a
estrutura deve ter a forma de viga e o fluido deve ter o comportamento
acustico.

Em casos em que existe simetria em relagdo a um eixo, 0 modelo de
interagio fluido-estrutura deve ser especificc. Como existem indmeros
problemas praticos em que existe interagdo entre fluido e estrutura que
apresentam simetria em relagdo a um eixo, busca-se, neste texto,
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apresentar uma formulagdo que modele este problema. Na secio
seguinte, as caracteristicas de problemas axi-simétricos sdc mostrados,
bem como a apresentacao de alguns exempios.

1.4 Problema Axi-Simetrico de Interacao Fluido-Estrutura

Problemas axi-simétricos sdo problemas em que geometria, carregamento
e grandezas que definem o problema nao sofrem variagdo em torno de um
eixo. Muitos problemas de engenharia podem ser considerados como axi-
simétricos, dai a importancia deste tipo de analise. A vantagem de se
utilizar uma formulac&o que apresenta algum tipo de simetria sobre uma
formulagéo convencional € a redugéo do nimero de variaveis e do espago
dimensional. Nas formula¢des simétricas, que podem ser obtidas nas mais
diversas areas do conhecimento, existe um maior nimero de hipdteses e
conseqliente maior dificuldade na obtencdo das equacgbes, mas resultam
em problemas nos quais o esforgo de calculo € reduzido.

Problemas axi-simétricos ocorrem em varios campos da ciéncia.
Pode-se citar como exemplo as éareas estrutural, térmica, fluidos,
eletromagnetismo, etc. Na area estrutural sdo comuns estruturas gue séo
simétricas em relacdo a um eixo, sendo bastante evidentes em vasos de
pressdo, tubulagdes, etc. Na area de fiuidos pode-se citar, como exempio,
0 escoamento em canais de segdo circular ou o escoamento ao redor de
um objeto de forma axi-simétrica, como esfera, cilindro, etc. Os modeios,
como visto anteriormente, podem variar de acordo com as hipéteses
assumidas. Isto acontece tanto para o modelo estrutural como para o
modelo fluido.

Dos modelos estruturais simétricos em relagcdo a8 um eixo, 0s mais
conhecidos sdc os modeios para sélido de revolucBo e casca axi-
simétrica. Como solido de revolucdo entende-se objetos que possam ser
representados como uma figura bi-dimensional rotacionada em torno de
um eixo de simetria. Em cascas axi-simétricas, como ¢ propric nome diz,
trata-se de cascas, portantc sujeito as  hipdteses  desta.
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Esquematicamente, representa-se uma casca axi-simétrica através da
rotacio, em torno do eixo de simetria, de uma curva com o perfil da casca.

Para 0 modelc de fluido em problemas que apresentam simetria
axial, assume-se que as variaveis incégnitas nao sofrem variagdo em
relacdo ao eixo de simetria. Para o caso do comportamento do fluido ser
modelado pelas hipdteses aculsticas, formulacdc em pressio, por
exemplo, a pressdo deve ser considerada de tal forma que sua variagdo
em torno do eixo de simetria seja igual a zero.

Através do uso de modelos axi-simétricos, para a estrutura e para o
comportamento do fiuido, chega-se a uma formulagéo para interagdo entre
fluido e estrutura axi-simétrica. Como exemplos de interagdo fluido-
estrutura em que pode-se adotar uma formulagdo simétrica em relaggo a
um eixo, cita-se: comportamento dindmico de estruturas como cilindros e
placas circulares submersas, [10], probiemas em bio-engenharia, como ¢
estudo do globo ocuiar, {11], vasos de pressao, [9], etc.

No proximo capitulo, sdo obtidas equagbes que modelam o
comportamento estrutural, considerando-se uma forma de casca axi-
simétrica. Para o dominio fluido sao obtidas equacdes que seguem as
hipéteses acusticas. No dominio fluido, considera-se problemas gue
apresentam simetria axial. As condicGes de acoplamento sé&o
apresentadas para estes modeios. E, finalizando, apresenta-se z

formulagcdo conjunta para o problema de interacdo entre fluido e casca axi-
simétrica.
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Capitulo 2

Modelo Elasto-Acustico Axi-Simétrico

Diversos problemas praticos na engenharia envolvem sistemas onde meios
solidos estdo em contato com meios fluidos. A modelagem deste tipo de
problema, com vistas ao estudo de vibracdes dos sistema acoplados, tem sido
feita de diversas formas, utilizando-se formulagbes matematicas distintas e
métodos de solugdo variados. O equacionamento para o problema de interagéo
fluido-estrutura, onde a forma € ¢ carregamento sdo simétricos em relagdc a um
eixo, € apresentado neste capitulo. A estrutura é modelada adotando-se as
hipoteses de Kirchhoff, para o caso de casca fina axi-simétrica. No dominio
fluido, usa-se a teoria da acustica linear, para o caso de cavidades fechadas..
axi-simétricas.

Para que o problema de interacio fluido-estrutura figue determinado, é
necessaric que as equagdes que governam o comportamento, separadamente,
do fluido e da estrutura sejam conhecidas. Usando-se estas equacgbes é
possivel obter uma formulagdo conjunta, através do usc de condigbes de
fronteira. Nos casos aqui abordados serdo tomadas as hipdteses de
continuidade cinematica na diregc8o normal da interface fluido-estrutura e a
condigdo de escorregamento na direcdo tangencial 2 interface. A condicZo de
equilibrio na direc8o normal 2 interface também é imposta.



Neste capitulo sio apresentadas as hipdteses basicas utilizadas na
modelagem. O equacionamento € apresentado na sua forma diferencial, para
ser utilizado no prdximo capitulo dentro de uma formulagdo do tipo Residuos
Ponderados.

2.1 Dominio Solido Axi-Simétrico

Um grande numero de aplicagdes da engenharia envolvem geometrias,
carregamentos e condigdes de contorno que podem ser abordados dentro da
hipotese de axi-simetria. Dentre outras, pode-se citar: vasos de pressdo,
estruturas aeronauticas e espaciais, submarinos, usinas nucleares, tubulacdes,
além de inumeras aplica¢bes na bio-mecanica.

Em boa parte destes casos, a estrutura apresenta-se como um invélucro
para algum tipo de fluido. Portanto, em muitos casos, a teoria de cascas axi-
simetricas mostra-se conveniente para a modelagem da estrutura.

Uma estrutura com a forma de casca pode ser definida como uma
superficie curva no espaco, com espessura finita, Figura (2.1). Sendo a
espessura da casca considerada muito menor do que as outras dimensdes. A
forma geométrica da casca € definida pela sua espessura e as curvas que
formam sua superficie média.

e
e P

//"‘“\V

Figura 2.1 - Estrutura com a forma de Casca
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Para uma casca definida no espaco tridimensional, sdo necessarias,
portantc, a espessura e duas curvas em planos perpendiculares para definir
sua geometria. Estas curvas, no caso limite, definem os raios de curvatura que
determinado elemento infinitesimal de casca possui.

Para o caso especifico de cascas com simetria axial, ou cascas de
revolugdo, a geometria fica completamente estabelecida quando sdo
conhecidas a espessura e a curva geratriz da casca, como pode-se ver na
Figura (2.2). Como curva geratriz, entende-se a curva que pertence a um plano
que contenha o eixo de simetria & que, quando rotacionada em torno deste,
gera uma superficie.
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Figura 2.2 - Estrutura com a forma de casca axi-simétrica

2.1.1 Casca Fina Axi-Simétrica

O modelo utilizado neste trabalhc é baseado nas hipoteses de Kirchhoff para
cascas finas. Neste modelo ndo existe deformagéo no plano médic da casca.
Os pontos que pertencem a um plano perpendicular ao plano médio da casca
continuam pertecendo a um plano perpendicular ac plano médio depois da
deformacdo e as tensdes normais transversais séo desprezadas.
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As equacdes para casca fina axi-simétrica seguem a formulacdo proposta
em [12], adicionando-se os termos referentes a inércia do elemento diferencial,
com O objetivo de se realizar a andlise dinamica do problema.

Inicialmente, define-se a geometria de um elemento de casca axi-simétrica
em suas vistas paralela ao eixo de simetria, Figura (2.3), e perpendicular ac
eixo de simetria, Figura (2.4).
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Figura 2.3 - Esforgos e geometria de um elemento de casca axi-simétrica, vista
paralela a0 eixo de simetria (ES)
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Figura 2.4 - Esforcos e geometria de um elemento de casca axi-simétrica, vista
perpendicuiar ao eixo de simetria (ES)
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A definicdo dos principais parametros geométricos do problema é feita no
Anexo 1. Os angulos ¢, do e do e as posigdes 1o, I+ € 12 definem completamente
o sistema. Nas Figuras (2.3) e (2.4), sdo apresentados os esforcos que atuam
no elemento diferencial de casca. A partir deste referencial, as equagbes do

movimento podem ser obtidas escrevendo-se a equacido da conservagdo da
quantidade de movimento.

A fim de levar-se em conta a presenca de um carregamento genérico, que
pode ser devido a presenga de um fluido, serd considerado que a casca esta
submetida a uma pressao normal a sua superficie média, de intensidade p.

Assume-se, tambem, que a casca € formada de um material homogéneo
de densidade p.. O campo de deslocamentos da casca axi-simétrica € mostrado
na Figura (2.5). S&o considerados os deslocamentos u e w e a rotagdo 8. No

Anexo 2 sdc mostrados as definicdes dos deslocamentos, bem como as
relagdes entre deslocamentos e deformagdes.
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~igura 2.5 - Deslocamentos em um elemento de casca axi-simétrica
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Assim, considerando o somatério de forgas nas diregdes Y e Z e igualando
a variagdo da quantidade de movimento linear nestas diregbes, obtém-se [12]:

-(-i%(roNﬁp) — 10Qe — Noricos(q) ~ mopchii =) 2.1

Ec-i—(rqu,) + 10N+ Nerisin(@) + prire — rirop, h w=0 (2.2)
@

Onde, N, e Ny s8o os esforgos de membrana, Q, € o esfor¢o cizalhante, p. é a
densidade do material, h a espessura da casca, U e w s&o as aceleragdes nas
diregbes Y e Z e p € o carregamento aplicado na direcdo e sentido do eixo Z.

A ultima equacdo € obtida fazendo-se o somatdrio dos momentos em
relagdo ao eixo X e igualando-se a variagdo da quantidade de movimento
angular em torno deste mesmo eixo, o que resuita:

Y

dode

%(qu,) — Qoror — Moricos(@) + [3 =0 (2.3)

Onde, M, e My sdo momentos fletores por unidade de comprimento, ly é o
momento de inércia de massa do elemento e ﬁ € a aceleragdo angular do
sistema. As Equagles (2.1) a (2.3) formam o conjunto das equacdes

diferenciais que governam o problema do equilibrio dindmico de uma casca axi-
simétrica.

Do ponto de vista pratico, uma primeira aproximagéc para solugdo deste
problema consiste em considerar que a casca é formada por segmentos retos,
resultando em um elemento diferencial com a forma de tronco de cone, ou
torncdnico. Esta aproximagéo € conveniente para posterior aplicacdc do MEF e
sera adotada na seqgiiéncia.
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2.1.2 Casca Fina Axi-Simétrica Troncénica

A partir das equagles para casca fina axi-simétrica, pode-se obter equagdes
simplificadas, considerando que os elementos formam um tronco de cone.
Utilizando-se, portanto, uma reta como curva geradora da casca. '

Neste caso, os elementos ndo possuem curvatura no plano meridional,
que é o plano que contém a curva geradora da casca. Devido a forma
tronconica adotada, as equagdes anteriormente obtidas sofrem algumas

alteragdes. Sob estas hipéteses, a geometria fica definida conforme mostrado
nas Figuras (2.6) e (2.7).

du
Mwag\fw&s / s

>
Ne+SNpgs 7 _/
ds | /

—

\ //,
Owgmsﬂ}a ds ‘u’f

Figura 2.6 - Esforcos e geometria de um elemento de casca axi-simétrica
tronconica, vista paralela ao eixo de simetria (ES)
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Figura 2.7 - Esforgos e geometria de um elemento de casca axi-simétrica

troncdnica, vista perpendicular ao eixo de simetria (ES)

No Anexo 1, sdo definidos os pardmetros geométricos basicos do
problema, que s&o simplificados para o caso de casca troncdnica. Os angulos ¢,
do e a posigado r(s) definem a geometria do sistema. Nas Figuras (2.6) e (2.7)
s&o apresentados os esforgos que atuam no elemente diferencial de casca.

Fazendo-se o somatdrio de forgas e momentos e aplicando-se a condicio
de conservagdo de quantidade de movimento linear e angular, sdo obtidas as
equagdes listadas a seguir:

%(INQ,} - Nesin(¢) - p,thu =0 (2.4)
g;—(rQ¢)+Necos(¢)+pr— perh\%i =0 (2.5)
%(I’Mq}) — Qe — Mesin{¢ ) + ﬁéﬁ =0 (2.6)

Observa-se, neste caso, que as Equacbes (2.4) & (2.6) sdo simplificadas

em relagdo as Equagbes (2.1) & (2.3), devidc somente as hipdteses
geomeétricas.



2.1.3 Casca Fina Axi-Simétrica Troncdnica Pré-Tensionada

As aplicagbes do modelo de casca axi-simétrica a problemas de estruturas que
confinam um fluido considerado perfeito, s&o freqlentes. Pode-se citar os
problemas em vasos de pressao, tubulagdes, habitaculos de veiculos e, em bio-
mecanica, na modelagem do globo ocular [11]. Na maioria destes casos, o
fluido interior estda a uma determinada pressdo interna, o que altera
significativamente o comportamento dindmico do sistema.

Pode-se impor a estrutura uma pré-tensdo devido aos esforcos de
membrana, acoplando os efeitos de membrana e flexo [11]. Este efeito é
conhecido como ndo linearidade geométrica ou enrijecimento estrutural.

Para escrever as equagdes da casca axi-simétrica tronconica, incluindo-se
os efeitos de nao linearidade geométrica, & necessario considerar que a
estrutura estd em equilibrioc em sua posigdo deformada [13]. Considerando,
portanto, as deformagles e fazendo um somatdrio de forgas nas diregbes Se Z
e um equilibrioc de momentos em torno do eixo X, tem-se as seguintes
equacdes de equilibrio dindmico:

2

d . d'w dw .

—(—if;(er) ~ Ngsin(¢) - Q,r & + Necos(tia)—a-;w p,thu=0 (2.7
d d*w , dw .

Eg{chp) + Ngcos(¢) + Nmf“d‘;}_‘f' Ngsm(¢)~a—s—+ pr—pthw=20 (2.8)
d . dw T, .
gg(rM@)—M9s1n(¢)—Qq,r+Mecos s + dsdBB—O (2.9)

Estas equagbes s80 , quando os esforcos séo colocados como fungdo dos
deslocamentos, n&o-lineares. O que equivale dizer que a medida que
aumentam os deslocamentos a estrutura se torna mais rigida.
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Uma maneira de considerar, de forma aproximada e linearizada, os efeitos
do enrijecimento de um carregamento estético sobre uma esirutura € fazendo

aigumas hipoieses simpilificativas. As hipéteses consideradas séo listadas
abaixo:

h1- O pré-deslocamento inicial da estrutura devido a pré-carga estética
gera apenas tensdes de membrana.

h2- O enrijecimento estrutural é devido apenas a estas pré-tensdes.

Utilizando estas hipoteses, pode-se escrever um conjunto de equagdes
simplificadas que considerem o enrijecimento estrutural e que sdo lineares.

Primeiramente, considera-se © carregamento estatico. Escreve-se a

equacdo do equilibrio observando gue apenas as tensdes de membrana estio
presentes, ou segja:

—g;(rNﬁp') —Ng'sin(¢)=0 (2.10)

Ny cos($)=0 (2.11)

Onde, N, e Ny sic os esforgos devido a uma pré-tensio de membrana.
Usando o principio da superposi¢do, que € vélido para sistemas lineares,
considera-se que os esforcos totais NTq, e Ny podem ser obtidos pela
superposigio dos esforgos devido a pré-tensiio N', e N’y e dos esforgos devido

a carregamentos posteriores N, e Ny (incluindo-se os esforgcos dinamicos);

T £l
N, =N, +N,

2.12
Ng' =Ny +N, 212)
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Utilizando estas tensBes nas equacgdes para o elementc deformado,
Equagdes (2.7),(2.8) € (2.9) e aplicando as hipbteses h1 e h2, tem-se:

gg(r(N; +N,))— Ngsin{$) - N, sin(¢) + Ne‘cos(é))%g—— p,rhii: 0 (2.13)

d ., d'w .. . dw .

—*(IQ‘?)%»NGCGS@))-F N, rfa*-g—+ N, sm(¢)-(-1-;—+ pr—p,thw=20 (2.14)
Iy

w(rM )—Mgsin(¢)~Q,r+ dsdeB 0 (2.15)

Combinando as Equagbes (2.13) a (2.15) com as Equagbes (2.10) e
(2.11), obtém-se as equagdes diferenciais de equilibrio dindmico da casca axi-
simétrica tronconica, sujeita a pré-tensdo, que podem ser escritas da seguinte
forma:

g;-(qu,y N,sin(¢)—p,rthu=0 (2.16)

d d )
—-‘5—(@@) +Nygos(@) +7-(1N,” ) b prpthw=0 (2.17)

Iy
—--(rM> Msing)- Qur+ 5.4 =

0 (2.18)
Observa-se que a Unica equagio que ¢ alterada, quando € considerado o
enrijecimento da estrutura devidc a pré-tensdo, é a Equacdo.(2.17). O terceiro

termo da Equacdo (2.17) € considerado para a obtencdo da matriz de rigidez
geométrica.

Assim, o conjunto de Equagdes (2.16) & (2.18) constituem o sistema de
equagles diferenciais que governam o problema de equilibrio dindmico de uma
casca axi-simeirica troncOnica submetida a uma pré-tensfo. Na modelagem
considera-se a agéo de uma pressdo p na interface, o que corresponde a
condicdo de equilibrio no modelo acoplado fluido-estrutura.
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2.2 Dominio Fluido

Nos proximos itens, s&o descritos as hipoteses basicas para o modelo adotado
para o dominio fluido, usando-se dois tipos de representacdo. Inicialmente,
apresenta-se uma formuiacdo em pressdo e posteriormente uma formulagdo em
potencial de deslocamentos.

O modelo aclstico € utilizado para modelar o dominio fluido [14], [15].
Assumir as hipbteses acusticas equivale a dizer que o fluido € inviscito, que
pressdo e densidade variam em torno de valores constantes, que os termos
convectivos s@o desconsiderados e o escoamentc € irrotacional. Esta
formulagdo, que é obtida através das equacdes da conservacdo da massa e da
conservagdo da quantidade de movimento, & apresentada nas se¢des a seguir.

A partir das equacdes da conservagdc da massa e da conservagdo da
quantidade de movimento s&0 obtidas duas formulagdes, utilizandc diferentes
variaveis mas conservando as mesmas hipbteses. A primeira destas
formulacdes é baseada no campo de pressdes e resulta na conhecida equagéo
da onda. A segunda formulagdo ¢ haseada, além do campo de pressdo, no
potencial de deslocamentic que é definido mais adiante [8]. Esta formulagéo
resulta em um sistema matricial simétrico quando utilizada no MEF para
aproximacao da solugdo.

2.2.1 Equacéao da Conservagido da Massa
Para se obter a equacio da conservacéo da massa, considera-se o volume de

controle definido em um sistema de referéncia cilindrico. Para exemplificar, vide
Figura (2.8), que mostra uma vista bidimensional deste volume de controle.
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Figura 2.8 - llustracdo equagdo da conservagio da massa

Em um sistema de referéncia cilindrico, o vetor das velocidades do fluido é
dado por:

Vo) = Vv, v, (2.19)

Onde, vi,, v, € v; 380 as componentes do vetor de velocidade em um sistema
cilindrico.

Pode-se descrever a equagéo da continuidade como sendo o balango de
massa realizadc em um elemento diferencial. Realizando este balanco, obtém-
se:

om 1 d
= 5 (Pv,)dr(rdodz) - ;-afé(pfvé)rdq)(drdz) — 5, (Pev,)dz(rdédz)  (2.20)

Colocando esta equagdo em uma forma geral, escreve-se;

ap;

& TiVielolve)) =0 (2.21)

Aqui V é o operador Nabla e » indica o produto escalar.
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No préximo item € desenvolvida a equacdo da conservacio da guantidade
de movimento, que em conjunto com a Equagdo (2.21) sdo a base para o
modelo acustico.

2.2.2 Equac¢do da Conservacao da Quantidade de Movimento

Para se obter a equagdo da conservagdo da quantidade de movimento, é
realizado um somatorio de forgas sobre o elemento diferencial que é igualado a
variag2o da quantidade de movimento. Para a dedugdo da equacgio, é utilizado,
novamente, um sistema de referéncia cilindrico. Na Figura (2.9) € mostrada
uma vista bidimensional do elemento diferencial utilizado para se obter a
equac¢ao da conservacao da qaanﬁdade de movimento.
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Figura 2.9 - llustragdo equacio da conservagio da quantidade de movimento

Para a obtenc@o desias equacgdes, considera-se que a densidade e o
vetor de velocidades s&o grandezas aproximadamente constantes para todo o
interior do volume infinitesimal.
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Portanto, igualando-se o somatodric das forcas gue atuam no elemento

diferencial, vide Figura (2.9), a variacf8o da quantidade de movimento linear,
tem-se:

vt oyl 19{vy) Ofv,}
5 TV o -z—vér % +v, e

—{Vp} = 0¢( ) (2.22)

Sendo p o campo de pressdo no fluido. Esta equagdo pode ser rescrita da
forma abaixo:

AR (2.29

—{Vp} = pe(

-A Equagdo (2.23) em conjunto com a Equagdo (2.21) determinam o
comportamento do fluido, considerando-se as hipdteses acusticas. A relagdo
entre pressio e densidade é obtida no item que segue.

2.2.3 Relacdo entre Pressédo e Densidade

G estado de uma determinada substéncia fica totalmente determinado quando
sao conhecidas duas propriedades termodindmicas independentes desta
substéncia [16]. Portanto, pode-se escrever a press3o (p) como funcdoc da
entropia (s) e da densidade do fiuido (ps), ou seja:

p = p(pr.s) (2.24)

Pode-se, também, expandir esta correlaco em série de Taylor de
seguinte maneira:

E 5 12 8 1 8
dp, + - ds)p + —(=— dp; +—ds)’ p+ —(—
3p; Pt B WPt g APt g B P G

3
p+dp=p+( dpf+~é-s-ds)3p+...

(2.25)
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Parte-se da hipdtese de que a propagacio de onda no meio fluido é um
processo adiabatico e reversivel e por consequéncia sua entropia permanece

constante, ou seja, ds é igual a zero, Logo, a Equagdo (2.25) pode ser rescrita
da seguinte forma:

5 16, 1.8 ,

Assim, a pressdo de determinada substancia pode ser escrita como
funcdo apenas da densidade, como indicado abaixo:

p=p(P;) | (2.27)

As Equaces (2.21), (2.23) e (2.27), quando combinadas, resultam em um
problema que é nao-linear, portanto de dificil solucfo. Estas relacGes podem
ser linearizadas se algumas hipdteses forem assumidas. Na seqliéncia, estas
hipoteses sdo mostradas bem como as equacgdes linearizadas resultantes.

2.2.4 Equagdes Aclsticas Linearizadas

PerturbacBes acusticas podem ser entendidas como variagbes de pequena
amplitude de um estado geral de equilibrio. Para um fluido, o estado geral de
equilibric pode ser caracterizado pelos valores de pressdo, densidade e
velocidade na inexisténcia de perturbacdes. Quando existem perturbacgbes, o
valor de cada uma destas variaveis sofre pequenas variagdes, que podem ser
expressas da seguinte forma:

P=pPetP (2.28)
Pr = Pro + OF (2.29)
Ve = {Veod +{v¢} (2.30)
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Onde pw, po € {vi} s80 densidade, pressdo e vetor de velocidades no estado

geral de equilibrio e pr , p' e {vs} s&o as perturbagdes da densidade, da pressio
e do vetor de velccidades, respectivamente.

Substituindo as iguaildades (2.28) a (2.30) nas equacdes da continuidade,

(2.21), conservacdo da quantidade de movimento, (2.23), e na relagdo entre
densidade e pressdo, (2.27), tem-se:

2 by + 00) + Vo l{pr + 00 W0} + (v = 0 2.31)
?

(P + pf?)(_a_t"i”({vm} VDo VI Vi +{vr}) = ~V(p, +p) (2.32)

Pot P = P(Pey +P¢) ' (2.33)

Considerando que a velocidade inicial {vi} = 0, isto & o fluido esta

iniciaimente em repouso e desprezando perturbacSes de segunda ordem,
chega-se as seguintes equacdes:

%+ Pro({Viefvy})=0 (2.34)
6 N
Pro —{;f-}* =-{Vp} (2.35)

Onde a Equagao (2.34) é a equacdo da conservacio da massa linearizada e a
Equagdo (2.35) @ a equacdo da conservacdo da quantidade de movimento
linearizada. Considerando apenas o termo linear da relagio entre pressio e
densidade Equacio {2.26), escreve-se:

p=cip; (2.36)
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Com ¢? definide da seguinte forma:

o

2
[ S
(6pf

Yo {(2.37)

Onde ¢ é a velocidade do som no meio.

As Equacdes (2.34), (2.35) e (2.36) modelam o dominio fluido sob
hipéteses actsticas e sdo lineares. Pode-se, através destas equacdes, obter
uma forma que seja fung@o apenas do campo de pressao do fluido. Esta forma
é conhecida como equacdo da onda e € bastante utilizada para modelar o
dominio fluido, quando as hipdteses da aculstica linear sdo adotadas. Para
simplificacéo da simbologia, nos préximos itens p & representado apenas por p,
e pro € representado por ps.

2.3 Formulacdo em Pressé@o - Equagio da Onda

Um das formas possiveis para o modelo acustico é a formulagio em pressao.
Nesta formulagdo, as equacdes aclsticas linearizadas, obtidas anteriormente,
sofrem manipulagbes algébricas de forma a resuitar em apenas uma equacéo,
fungdo da press&o. Esta equagio é obtida através da substituicio da Equacio
(2.36) na Equagao (2.34), esta nova relac8o & derivada em relagéo ao tempo e
o resultado € combinado com a equacgéo resultante da aplicagéo do operador V
na Equagio (2.35), o que resuita na forma mostrada abaixo:

V2p~52—¥20 {2.38)

A equagao acima € conhecida como equagdo da onda. Esta equacéo encerra
todo 0 modelo aclstico na variavel presséo.

Uma ouira forma de considerar o dominio fluido, formulacdo acustica, &
introduzir uma nova variavel nas equacbes da conservagdoc da massa e da

42



conservagio da quantidade de movimento. Esta nova varidvel é chamada de
potencial de deslocamento e € mostrada a seguir.

2.4 Formulacdo em Pressao e Potencial de Desiocamento

Pode-se incluir, nas equagbes acusticas linearizadas, uma nova varidvel.
Atraves desta nova variavel pode-se, futuramente, em um modelo de elementos
finitos, obter-se matrizes simétricas. A variavel que é introduzida ndo altera o
comportamento das equagdes. Esta nova variavel é chamada de potencial de
desiocamento e & definida da seguinte forma:

{u,} = {V¥) _ (2.39)

Onde, {ug} € o deslocamento da particula de fluido e ¥ é o potencial de
desliocamento, pertanto:

v
ey =V - (2.40)

Substituindo nas equagbes da conservagdo da massa e da conservacio
da guantidade de movimento linearizadas, Equagdes (2.38) e (2.39), o conceito
de potencial de deslocamento e realizando manipulagdes algébricas, tem-se:

1
e p-VW¥=0 (2.41)
f
FY
PV ="Vp (2.42)

As equagbes acima representam o modelo acdstico utilizando o campo de
pressdo e o conceito de potencial de deslocamentos. Estas equacgBes

representam 2 equagdo da conservagdo da massa e da quantidade de
movimento, agora utilizando uma nova variavel.
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Pode-se combinar as equag¢des obtidas para o fluido com aguelas obtidas
para a estrutura e, através de equagdes que compatibilizem os dois dominios,
formar modelos que sao utilizados para estudar o comportamento de problemas
que apresentam interagdo entre estes fendmenos fisicos.

2.5 Modelo Elasto-Acustico

Dois modelos para interagéo fluido-estrutura sdo propostos. No primeiro deles,
a estrutura é representada por equa¢des em que as varidveis séo os esforgos e
o meio fluido € representado pelo campo de press&o. No segundo modelo, a
estrutura confinua sendo representada por equacdes em que as varidveis sdo
os esforgos, mas o meio fluido é rgepresentado, agora, pelo campo de pressao e
pelo potencial de deslocamentos.

No primeiro modelo de interacdo fluido-estrutura, as equagbes do
problema resultam em um sistema matricial ndo simétrico, quando se utiliza o
MEF para aproximacéo da solucdo. O segundo modelo resulta em um sistema
matricial simétrico quando se utiliza o MEF, mas tem o inconveniente de dobrar
o numero de graus de liberdade no dominio fluido.

2.5.1 Formulacido em Esforgos e Pressido

Neste modelo para interacdo fiuido-estrutura axi-simétrico, séo utilizadas as
equacgbes para casca fina axi-simétrica tronconica, Equacgbes (2.18), (2.17) e
{2.18), e a equacdo da onda, Equacdo (2.38), obtidas anteriormente. Para que
estas equacOes sejam acopladas, € necessario estabelecer a continuidade
cinematica e compatibilizar os esforcos na interface. Para impor a continuidade
cinematica, iguala-se as velocidades normais & interface do fluido e da
estrutura. Na compatibilizag@o dos esforcos, deve-se considerar que a pressio
atuante sobre a casca fina axi-simétrica é exercida peio fluido.



Portanto, pode-se agrupar o problema de interacdo fluido-estrutura axi-
simétrico como mostrado abaixo:

%(rNcp) —~ Nesin($)— p,rhu=0 (2.43)
d d .d .

5 (1Q0) + Nocos(9) +—=(™N," =)+ pr—p,thw =0 (2.44)
5 (Me) — Qe — Me sin(¢) + -~ p =0 (2.45)
v? —213-%23&0 (2.48)
{Vp}e{n}=-p; (0} {u} (2.47)

Sendo que as trés primeiras equacbes deste conjunto, Equagdes (2.43),
(2.44) e (2.43), modelam a casca fina axi-simétrica tronconica pré-tensionada:
deve-se ressaltar que as relagbes constitutivas para o material da casca sdo
apresentadas no Capitulo 3. A quarta equagdo, Equagio (2.46), modela o
dominio fluido e a dltima equag8o, Equaglo (2.47), representa a condigdo de
interface de continuidade cinematica. Na quinta equacdo {U.} é o vetor das
aceleracdes da estrutura, {{, W}T, e {n} € 0 vetor normal a interface.

2.5.2 Formulagado em Esforgos, Pressio e Potencial de Deslocamentos

Neste modelo, o fluido, antes modeiado pela equacio da onda, é representado
pelas equacbes da conservagéo da massa e da conservacio da quantidade de
movimento, utilizando a nova variavel y. Novamente, as equagdes utilizadas

para a estrutura s&o as Equacgbes (2.16), (2.17) e (2.18), para o fluido sdo
utilizadas as Equacdes (2.41) e (2.42).

No caso de interaggo fluido-estrutura, como condi¢do de compatibilidade
cinematica deve-se igualar os deslocamentos, normais 2 interface, da estrutura
e do fluido. Para compatibilizar os esforgos, faz-se com que a presséoc que atua
sobre a casca seja iguaiada a presséo do fluido.
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Pode-se reunir as equacgfes citadas acima em um conjunto de equagbes
que modela o problema de interagéo fluido-estrutura em que o dominio fluido &
representado pelas variaveis pressdo e potencial de deslocamento. Este
conjunto de equagbes € mostrado abaixo:

gsf( Np) — Nesin($) - p,thu=0 (2.48)

~d—(rQq>)+Necos(d))+m(rN ““"“‘)+pr perh\;v‘ =0 (2.49)

E;(rM@)— rQe~ M sin(¢) + dE 5P =0 (2.50)

“czlp p-V¥=0 (2.51)
o g

prV“&"g" =-Vp (2.52)

{(Vy}e{n}={u}e{n} (2.53)

Neste conjunto, as trés primeiras equagles, Equacdes (2.48), (2.49) e
(2.50), modelam o dominio estrutural e encerram a compatibilizacdo dos
esforcos. A quarta e a quinta equacdo, Equacdes (2.50) e (2.51), modelam o
dominio fluido através das varidveis pressdo e potencial de deslocamento. A
sexta equagdo, Equacdo (2.53), é a condicdo necessaria, na interface, de
continuidade cinematica, nesta equacdo os deslocamentos normais & interface
do fluido e da estrutura sdo igualados. E {u.} ¢ ¢ vetor dos deslocamentos da
estrutura, ou seja, {u.} = {u,w}.
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Capitulo 3

Forma integral e Método dos Elementos Finitos

As equagbes e as condigdes de contorno obtidas no Capitulo 2 governam o
comportamento de problemas axi-simétricos acoplados gque apresentam
interacéo entre fluido e estrutura, considerando-se o efeito das pré-tensdes
sobre o comportamento dindmico do sistema.

No Capituio 2, sdo apresentadas duas formulagdes. Na primeira, adota-se,
para o fluido, a pressdo como varidvel, Equages (2.43) a (2.47). Na segunda,
usa-se o potencial de deslocamentos e a pressdc como variaveis no dominio
fluido,Equacdes (2.48) 4 (2.53).

Estas equagbes diferenciais devem ser colocadas em uma forma integral,
para possibilitar uma solugdc por elementos finitos. Para transformar equacges
diferenciais em equagbes integrais & utilizado o método dos residuos
ponderados. Neste capitulo, pertanto, as equacdes diferenciais que governam o
problema de interagéo fluido-estrutura axi-simétrico séc colocadas em uma
forma integral e, posteriormente, usa-se o MEF para se obter a solugdo
aproximada do problema.

Finaimente, como resultado da aplicagdo do MEF, sdo apresentadas as
matrizes dos elementos estruturais, do fluido e da interface, bem como os
sistemas matriciais acoplados.



3.1 Forma Elasto-Acistica, Incluindo Efeito da Pré-Tensdo, Formulacao

(u,p)

Nesta secdo, trata-se da transformac3o das equacbes diferenciais de casca axi-
simétrica troncdnica, submetida a uma presséo interna, e do fluido, formulagéo
em pressdo, em sua forma integral fraca, utilizando para isto o método dos
residuos ponderados.

Dentre os métodos que utilizam a ponderacio do residuo, adota-se o
método de Galerkin [17], onde as fungbes de ponderacdo sdo idénticas as
funcdes de aproximacgéo das variaveis.

Considera-se, para se obtér a forma integral, o problema definido pelas
Equagbes (2.43) a (2.47). Como primeiro passo, considerando apenas o
dominio estrutural, Equagbes (2.43) a (2.45), através de substituicdes, pode-se
escrever as seguintes equagbes diferenciais, Equagdes (3.1) e (3.2), que serdo
a base para aplica¢do do método dos residuos ponderados.

ad;(rm) — Nesin($) — p,rhi = 0 (3.1)

d2

dMe d . dw ood Imo
E;z‘(fop)— -g?sm(é)) + Necos(¢$) + ds(rN“’ : )+ pr—p,rhw+ am(mmﬁ) = ()

s dsdb
(3.2)

Nas equacgBes acima, N, sdo as pré-tensGes de membrana, presentes no
sistema.

Para aplicagdo do método cidssico de Galerkin, sdo adotadas as
seguintes aproximacdes:

u=2a,F, (3.:3)
w= 2 o, F (3.4)
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Onde U e w s&o aproximagdes para 0s deslocamentos U € W, oy € o S30 08
parametros da aproximagao, F, e F,; séo as funcdes de interpolacoc e N € o
namero de fungdes para a aproximacgéo. No caso de se aproximar a solugio
pelo MEF, oy & o 880 as variaveis nodais do modelo discreto e F,; e Fy,; sdo as
fungbes de forma para o elemento.

Substituindo estas aproximagbes nas Equacbes (3.1) e (3.2) e

considerando que os esforgos podem ser escritos como fungdo dos
deslocamentos, escreve-se:

d — - §
R, = g’g(fN‘”) ~ Nsin(¢) — p,thu (3.5)
¢ — M — 4 .dw ~ q
R, = “&s”i"(rM‘P) " E sin(¢) + Necos($) + . (1N, Y+ pr—prhw+ ?d"s”(gs_&é“ ﬁ)
(3.6)

Onde, Ry e R; sdo definidos como os residuos decorrentes do uso da
aproximacdo para as variaveis das equacdes, como definido nas Equacdes
(3.3) e (3.4). Estes residuos sdo, seguindo o método de Galerkin,
ortogonalizados, ou ponderados, em relagdo as fungdes utilizadas na

aproximag8o das variaveis, o que permite escrever o problema em sua forma
integral, como segue:

f (-gi-s-(;ﬁ;f) - Nesin(¢) — p,rhu)F,.dQ = 0 i=1,..N (3.7

I( (rM(p)w“ESln(é))+Necos(é))+~—(rN¢ 91--~)+pr perhwwgg(mﬁ)w (d€=10

i=1,..N (3.8)

49



integrando por partes o primeiro termo da Equagio (3.7), os dois primeiros
termos e o ultimo termo da Equacdo (3.8), tem-se as seguintes expressdes
para a forma integral fraca do probiema:

foqud - Nasin(¢)F,, mmﬁgm@+h§&¢mxo i=1,...N (3.9)
A

j(erp d32 +Mesm(¢

d _.dw
—(IN@ Fs") +prF,, )dQ—

J-(perth o hu )dQ+J’(rQq>FWl dFW’)d}\. 0

dsd6 " ds

i=1,...,.N (3.10)

As EquacOes (3.9) e (3.10) podem ser escritas em fungiio dos
deslocamentos u e w, da casca axi-simétrica, 0 gue permite escrever o sistema
de uma forma mais conveniente para aplicagdo do MEF. Para colocar estas
equagles apenas como fungzo de u e w utiliza-se as relagbes entre os esforcos
e as deformacbes, ou seja, as leis constitutivas da casca. Supondo-se um
material de comportamento elastico linear isotrépico, tem-se:

(N] TC oec 0 07fs,)
JNJwa c 0 Ou% ’ 3.41)
M, |0 0 D uDjy, .
{MJ lo o wp DJ&J
Onde

- Eh

T (1-v)

s (3.12)
D‘zm}*&)

Nestas relacdes, E é o médulo de elasticidade do material, v € o coeficiente de

Poisson, h & a espessura da casca, ¢, € g s30 as deformacbes de membrana e

Yo © Yo 80 as deformacdes devido 8 flexdo.
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As relacdes entre as deformacdes e os deslocamentos, para casca axi-
simétrica troncdnica, apresentadas no Anexc 2, constituem o modelo
cinematico do problema. Assumindo as hipdteses de casca fina de Kirchhoff, as
deformacdes podem ser escritas da seguinte forma:

4 0
(Stp) lds 1
1€9L ssin@)  -—cos(®) |y
- ¢ " (3.13)
ol e
XB 1 d
] 0 _?Sin(@)a;_

Utilizando as relagbes entre os esforcos e os desiocamentos e
desconsiderando o termo residua! de inércia rotacional sobre o dominio, pode-
se escrever as Equacdes (3.9) e (3.10) da seguinte forma:

du v - - df. 1 — — du
J Cte( S+ @min(6)~Woos(9)) G2+ (- (sin(§) - Weos($) + v sin(@)F, Jde2-+

J pcﬁgf‘mdﬁﬂ ] N F,d2
2 3

=1, N (3.14)
—

vdw W dF,,
3 Jsin(d) """fa"'s“}dﬂ—

J Dir( S+ 2 M sina &

é—(wwzg-sm(é))+ L

J (s asinge) - weosts >)+u%§>cos<¢)— LN, W, e 40+ i,

dF,,;
ds yar

j prE,,dQ+ J:(E'Qthwi — 1Mo
0 A

i=1,... N (3.15)
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O mesmo procedimento adotado para as equagdes de casca fina axi-
simétrica tronconica é aplicado a equagdo da onda, escrita em fungdo da
variavel presséo do fluido. A equagioc da onda, obtida no Capitulo 2, Equagio
(2.38), pode ter a variavel pressdo aproximada da seguinte forma:

N
p= Z;aﬁzrﬁ (3.16)

Onde o5 s80 os pardmetros da aproximagdo e Fy s@o as funcgdes de
aproximagdo para o dominio fluido, p & o campo aproximado das pressdes e N

é o numero de fungdes utilizadas. Substituindo esta aproximagéo na equagéo
da onda, resulta em:

1 &p

Ry=Vip-g—0r (3.17)

Sendo Rj definido como o residuc decorrente da aproximagdo adotada na

Equagéo (2.38). Ponderando o residuo Rz com as mesmas fun¢des usadas

para a aproximag&o de p, isto &, aplicando-se o método de Galerkin [17], tem-
se a seguinte forma integral:

- 1 = )
jg(vzp—gp)FﬁdQﬁ =1,...N (3.18)

integrando por partes o primeiro termo da Equac8o (3.18) e fazendo uso
do teorema da divergéncia [19], pode-se escrever a forma fraca da integral da
forma que segue:

- i —
Lwpe R0+ [ 5 prd0= [(vD)e m)F,a =N (3.19)
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Na Equagdo (3.19), {n} representa o vetor normal exterior 4 superficie de
contorno do fluido.

Assim, partindo-se das equagdes da casca submetida a uma pré-tenso
N*q, ,Submetida a um carregamento devido a presséo do fluido e das equacdes
de compatibilidade cinematica na interface fluido-estrutura, Equacéo (2.47),

pode-se escrever 0 problema acoplado em sua forma integral fraca (u,p), da
seguinte maneira:

.f pert{}Fuidﬂz J. N FdA
Q

i
i=1,..N  {(3.20)

2w udw

_{D{r

w Wl _
r ds }dQ

J {c@(‘x‘ism(@) ~Wweos(@))+ ugﬂ)cos(d:)—ii-(rN ‘iﬁ)mdmf PV, dC2=
S ds ds* * ds 0

dF,,
iermdmg(rmer A
i=1,..N  (3.21)
Lvmevrnar ] Sordo= o fimepra =N (322)

O conjunto de equacdes integrais, Equactes (3.20) a (3.22), é a base da
formulagdo (u,p) e sera resolvido nas proximas segbes, usando-se o MEF.

3.2 Forma Elasto-Acustica, Incluindo Efeito da Pré-Tenso, Formulacéo
{(u,p.v)

A formulagdc elasto-acustica (u,p), apresentada no ltem (3.1), conduz a um

sistema matricial ndc simélrico quando é utilizada uma aproximagdo via MEF
para a resolugdo. Com o intuito de se obter uma formulacdo simétrica para o
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problema, usa-se, neste item, uma formulagdo em trés campos (u,p,v),
conforme mostrade no Capitulc 2.

Da mesma maneira como foi obtida uma forma integral, utilizando o
método de Galerkin, para equagio da onda, obtém-se a forma integral para as
equacdes da conservagdo da massa, Equacdo (2.41), e da conservag8o da
quantidade de movimento, Equaco (2.42). Portanto, considere as seguintes
aproximacges para as variaveis destas equagdes:

N
b= ,F, (3.29)

N
W= Za%F% : (3.24)

Onde, p e y sdo as aproximacdes da presséo p e do potencial de deslocamento
Y, dpi € o $80 0s pardmetros de aproximacdo e Fy e F; sdc as fungdes de

interpolacdo. Quando estas aproximacdes sdo substituidas nas equacbes
(2.41) e (2.42), tem-se:

Fu -

R, = pr*é{;g-i-Vp (3.25)
S p-V3 3.26

R; Czpf p ¥ (3.26}

Sendo Ry e Rs definidos com os residucs decorrentes do uso de aproximacgdes
para as variaveis p & y.

Aplicando-se o método de Galerkin, [17], as Equacbes (3.25) e (3.26),
obtém-se a seguinte forma integral para o problema:

&Y - :
f(pfvmatz +Vp)VF,dQ=0 i
Q

il

1,..N (3.27)

| — —
J- - VD, d0=0 =N (3.28)
9] f
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O segundo termo da Equagéo (3.28) & entdo integrada por partes e,
utilizando o teorema da divergéncia, [19], pode-se escrever a Equacéo (3.28)
da seguinte forma :

g

pEFpidQ+J‘({V{"P"}o{VFpi})dejﬂ({V@}O{n})Fpidkm0 i=1,...,N (3.29)
0 £ [#] s

Assim, partindo-se, de um lado, das equacdes da casca fina axi-simétrica
tronconica submetida a uma pré-tensdo e a um carregamento p devido a
pressdo do fluido, Equagdes (3.1) e (3.2), e, de outro lado, da equacdo de
compatibilidade cinematica na interface fluido-estrutura, Equaggo (2.53), pode-
se escrever o problema elasto-aclstico em sua forma integral fraca (u,p,y) da
seguinte forma: -

{{ C{r<%§+§(%in(¢) — weos($))) f: +(~§-(Gsin(¢ )— weos(d)) + u%)sin(cb)}?ni }dQ+
[ purtiF,d0= [ N F, dn
Q i
i=1,...N (3.30)
d*w vdw _ dF, 1ldw . d*w_ . _dF,
Dt sine) T+ (- G sin@+ o) S0

Q

1— — du d .dw -
J- {C("r—( usin{$ ) — weos{¢)) + U"éjsm)cos(d)) % (tN, wmsf)}F“ﬁ dQ+ i p,thwk =

jPeridQ“‘j(TQﬁm — M it JdA
0 A ds
=N (3.31)

f FY - ‘
(va'étf“z""*‘vp)v%dﬂm@ i=1,...N (3.32)
Q

_ 1 — _
JavBewra0-l o=l mpa =N (633)
o o€ P :

C sistema de equagdes integrais, Equagdes (3.30) a (3.33), é a base da
formulacdo (u,p,y), que é simétrica, todavia conduz a2 um ndmero de graus de
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liberdade maior, uma vez que para cada ponto do fluido tem-se duas varidveis p

e y. Este conjunto de equagbes serd resolvido, nas préximas se¢fes, usando-
se o MEF.

3.3 Elemento Finito de Casca Fina Axi-Simétrica Tronconica

O Método dos Elgmentos Finitos consiste em resolver equagdes, de forma
aproximada, sobre um espago geomeétrico definido através do uso de funcdes
de aproximagao para as varidveis do problema, [1], [2] e [18]. Estas fungdes
sdo, geralmente, polindmios interpoladores que utilizam como pardmetros de
aproximacgao os valores nodais das variaveis.

Fazendo uso das equagdes integrais, obtidas nos ltens (3.1) e (3.2), e do
Método dos Elementos Finitos, é possive! obter solugbes aproximadas para as
equacdes diferenciais mostradas no Capitulo 2.

O Metodo dos Elementos Finitos & aplicado as equacgdes integrais,
separadamente, da estrutura e do fluido. Os modelos obtidos com a aplicacdo
deste método s8o agrupados, através das condigdes de fronteira, obtendo-se
um modelo de elementos finitos para interacéo fluido-estrutura.

Assim, para o caso de casca fina axi-simétrica troncénica, considere o
suporie geometrico mostrade na Figura (3.1). A geometria, bem como as
condigbes de fronteira, mostradas na Figura (3.1), devem ser aplicadas nas
equagbes (3.14) e (3.15), que sdo a forma integral fraca das equacdes
diferenciais de casca fina axi-simétrica submetida a uma pré-tenséo.
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Figura 3.1 - Geometria e condi¢cdes de contorno para elemento finito de casca
axi-simétrica troncénica

Utilizando, portanto, os limites genéricos de integracdo para cada
elemento em questdo, a forma integral resulta em:

?C{r i yds+
ype huF ds =[1NGF . I

i=1,...,N (3.34)
oy L O singe) oy
5 r ds®
}{C( (usm(é)) wces(¢})+vm}ces{é}——( Nq; -—-—-)}F ds+}‘perhvvF ds=
}; prF, ds+[1Q.F,, ~ M, d;"]‘[;

i=1,...,N (3.35)

Onde L € o comprimento do slemento.
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Para efeitos de simplificag8o da integracdo, adota-se uma transformacao
de coordenadas indicada abaixo:

§= “12:‘(5 -+ 1)
A (3.36)
ds= Edg

Considera-se, também, para uma aproximagdo classica por elementos
finitos, as seguintes funcdes de interpolacéo:

r=F, 1, +F,1,

u=F,u, +F,u, . (3.37)
W= Foaw, +F B, +F,w, +F,B,

Onde Fy; e Fwi s8o as funcgdes de interpolacéo e ry e r2 sdo os raios que
definem a geometria do elemento. As fungbes adotadas acima sdo mostradas
detalhadamente no Anexo 3.

Portanto, as relagdes finais para © elemento finito em questdo ficam na
forma abaixo:

I

+

r rhuFm 5 ds ~[erF I

-1

i=1,2 (3.38)

2"‘ o F - 27 _
w+~-~i‘—ii—-*51 n(6)— +(Eg§sm(¢)+UZS?}sin(¢)§F4f‘—}%ds‘ -

?D{r(

-1

f{(:(m(fﬁsin(q))~§cos(@))+ u&f‘;)ces(q))w% N’ m}}’«“mads + jperhw}? s =

—dF,
;rerm—Zfds +{1Qek . — Mo o »

i=1,2,3,4 (3.29)
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As Equacdes (3.38) e (3.398) podem ser colocadas em uma forma matricial
da forma que segue:

M {u} + (Kl +IKs le){u.} = {C)s

(3.40)

Na Equacéo (3.40), [Mlg é a matriz de massa de um elemento de casca axi-
simétrica troncénica, [Kle € a matriz de rigidez de um elemento de casca axi-
simétrica tfroncdnica, [Ksle € a matriz de rigidez geométrica para o elemento,
{ue} € vetor dos deslocamentos nodais e {C}z € o vetor das cargas nodais
equivalentes. As matrizes [M]e e [K]e s8o definidas abaixo da seguinte forma:

-1

-1

Com [B], [D] e [Fuw] definidos da forma que segue, [1]:

dFui
ds
sin(¢)

Loy

F

u

0

0

T (1-v)

-

<

[EEr

b T L
J17. po[E [br(5)ds

dF
0 0 —t2
ds
p SOS®) o cos@ | sin@)
wl r w2 y u2 r
d’F,, d’F,, o
ds’ ds’
p SO sn@)
T T
0 0 |
O 0
B
12 12
vh® b’
iz 12 2

0
co s{¢)

w3

dzyr
—— w3

~F

W

ds’z
sin(9)
P or

(3.41)

(3.42)

(4.44)
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} (4.45)

0 0 0 0 0
d‘Fwt dei del deZ 0 deé de.’s del d‘Fw-l
ds ds ds ds ds ds ds ds
40 deZ del de2 deZ 0 deE de3 deZ de4 L
Ko ]p = N(P‘; 0 ds 0 ds ds 0 ds 0 ds 0 ds ds 0 ds r(—é—)ds’
. d‘Fw.’s del de3 deZ 0 de3 de.! de3 d}:wl
ds ds ds ds ds ds ds ds
0 d‘Fwd del de4 deZ 0 de4 deB de4 dezl
L ds ds ds ds ds ds ds ds J

(3.46)

A carga nodal equivalente pode ser devido a uma pressdo sobre a
superficie do elemento ou devido a um carregamento concentrado aplicado as
extremidades do elemento. Matricialmente, o carregamenio pode ser escrito
como indicado a saguir:

.| (F.3pr s + () (3.47)

Com os vetores {F.} e {rﬂ} definidos da seguinte forma:

{F.} =1 o (3.48)
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Ny=1 'Z¢ (3.49)

As fungbes Fy, Fuz, Fys @ Fue sdo definidas no Anexo 3.

Quando se considera o problema de interac&o fluido-estrutura, a carga
equivalente € a pressdo exercida pelo fluido. Neste caso, a Equagdo (3.47) é
escrita considerando-se apenas a pressdo exercida pelo fluido na interface.
Considerando-se que a pressdo também é escrita como funcdo dos valores
nodais, pode-se rescrever a Equagdo (3.47) da forma que segue:

(= ) 535 . = 1P, o) (3.50)

-1

Na Equacéo (3.50), {F} é o vetor das funcles de forma utilizadas para
interpolar os valores de press&o do fluido na interface, {pa} € 0 vetor dos valores
nodais do fluido na interface e [Plz & definido como a matriz de interacdo. Os
vetores {Fu} e {p.} s&o definidos na sequéncia:

Fui
{&}={F2} (3.51)
mgm{?j (3.52)

As fungbes Fus & F2 sdo definidas no Anexo 3.
Para compatibilizar os sistemas de referéncia de cada elemento, e
necessario que se faga uma transformacio de coordenadas do referencial local

para um sistema de referéncia global [1]. A Figura {3.2) illustra as componentes
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do deslocamento referenciadas locaimente e as componentes de deslocamento
referenciados globalmente.

T
it
i |

o

{931

Figura 3.2 - Componentes do deslocamento de um elemento finito,
referénciados localmente e globalmente

Esta transformacdo de coordenadas pode ser colocada em uma forma
matricial:

[THu} = {u} (3.53)

A matriz de transformagdo de coordenadas, [T], para o caso em questao,
assume a forma abaixo:

‘cos(d) -sin(d) O 0 0 0
si{d) cos(d) O 0 0 0
0 0 10 0 0

M= 0 0 cos(d) -sin(¢) 0 (3.54)
0 O 0 sin{¢) cos(d) ©
.0 0 0 90 0 1

Aplicando-se a Transformago (3.53) na equacdo do movimento da casca,
Equacdo (3.40), e adotando-se o procedimento usual de montagem das
matrizes giobais do sistema, obtém-se a formulac8o matricial do problema, no
referencial global, para todo o dominio discretizado.



3.4 Elemento Finito de Fluido, Simetria Axial

Para aplicagdo do Método dos Elementos Finitos sobre o dominio fluido, séo
consideradas a forma fraca das equagbes integrais definidas nos ltens (3.2) e
(3.3). Estas equagdes sdo obtidas pela aplicagdo do método de Galerkin as
equagdes da onda, da conservacio da massa e da conservacao da quantidade
de movimento, Equagdes (3.22), (3.32) e (3.33). Para fazer uso do Método dos
Elementos Finitos, € necessario que a geometria do elemento seja definida.
Neste trabalho, considera-se o dominio com a forma quadrilateral, como mostra
a Figura (3.3)a. Para facilitar a integracdo das equacdes, é realizada uma
transformag&o isoparamétrica de coordenadas [2], ilustrada pela Figura (3.3)b.

Devido a simetria axial proposta para 0 comportamento do fluido, o

operador V assume a forma abaixo indicada:
g 9
V= {—,— 4
{62 ’ 6r} (3.55)

O operador V, com a forma da Equacao (3.55), é considerado para a
obtengéo da forma aproximada de solugdo via MEF do dominio fluido.

oy

ERTES B pZ(—1.+1}

Figura 3.3 - (a) Elemento finito quadrilateral de 4 nés. (b) Transformacio de
coordenadas do sistema global para o sistema natural

63



S&o apresentadas, na seqUéncia, a aplicacdo do MEF sobre as duas
formulagbes propostas para o fluido. A primeira, baseada no campo de
pressbes do fluido. A segunda, baseada, além do campo de pressdes, no
potencial de desiocamentos. Nas duas formulagdes a condicdo de interface
apresentada e de interacdo com casca axi-simétrica. Como resultado da
aplicagéo do MEF, é apresentado o problema na forma matricial, em fungao dos
valores nodais das variaveis.

3.4.1 Formulag@o em Presséo

O modelo acustico, formulagio em pressdo, representado pela Equacéo (2.38)
& utilizado na aplicagéo do MEF. A forma integral fraca associada a equacgéao da
onda, Equacdo (3.22), é usada bomo base para a aplicacBo do método. A
condi¢io de fronteira empregada é a de interacdo com casca axi-simétrica na
interface. Esta condicéo é explicitada pela Equacio (2.47).

Portanto, utilizando a Equacgdo (3.22), fazendo a transformacgao de
coordenadas indicada pela Figura (3.3) e, ainda, propondo aproximagéo
classica de elementos finitos para a variavel p, tem-se:

1T0vp) o (vF,bidean+ ﬂiz;?ﬁrlﬂdidn o) F,—ds
c - 2

PO S ~i-1

i=1,...,.4 (3.56)

Na Equagdo (3.56), |J| representa o determinante da matriz de transformacao
de coordenadas. £ e n s&0 as novas varidveis de parametrizacdo e w é o
deslocamento da estrutura normal 3 interface. Na interface é considerado 2
interagéo do fluido com o elemento de casca axi-simétrico apresentado no item
anterior. A presséo foi aproximada pelos valores nodais, da forma gue segue:

-is"“" Npupy +Npp, + Nyp, +Nyp, (3.57)
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Na Equacéo (3.57), p indica a aproximacéo para a varidvel p, Ns 830 as fungdes
de interpolacéo, definidas no Anexo 3, e p; s80 os valores nodais da variavel p.

A Equacdo (3.56) pode ser colocada na forma matricial classica, para um
probiema cuja solugdo é aproximada por elementos finitos, da forma qué segue:

(€1, {p}+[H, {p} + o [P1,T = 0 (3.58)

Onde [C]z é a matriz de compressibilidade para o elemento e [H]z é a matriz
volumétrica, também para o elemento de fluido. A matriz [Pl € a matriz de
interag@o, para o elemento de interface. A matriz [Ple € definida na Equacio
(3.50), as matrizes [C]e e [H]e sd0 definidas abaixo:

[H]; = TT({Z]T[Z]HJ’ ldedn (3.59)

-1-1

1 +1 4
[Cl; = Pl f f (£ {F,} " hbildedn (3.60)

—i~1
O vetor {p}, que contém os valores de pressé&o nodais, & definido abaixo:

(p, ]

{p}=1" (3.61)

o)
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O vetor {w} é o vetor dos coeficientes nodais da aproximacic para a
aceleragdo da estrutura normal a interface, e é mostrado abaixo:

fw} =< o[ (3.62)

As matrizes utilizadas nas Equacgdes (3.59) e (3.60) sdo definidas da
sequinte forma:

oF, oF, oOF, oF, (3.63)
L&z oz oz Io74
(Fy)
o |

ﬂ%}=lym (3.64)
)
Fe

As fungbes Fy, Fr, Frs e Fyy sBo definidas no anexo 3.

Através das definicbes acima, o problema acustico, formulagdo em
presséo, fica determinado, bem como a condigdo de acoplamento na interface
com casca axi-simétrica.

3.4.2 MEF Aplicado as Equacdes de Conservagdo de Massa e da

Conservacdo da Quantidade de Movimento, Formulagéo (p,y)

Nesta sec&o, € aplicado, novamente, 0 método dos elementos finitos, agora
sobre a forma integral fraca das equagbes da conservagdc da massa e da
conservacéo da quantidade de movimento, utilizando como varidveis a pressao
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e o potencial de deslocamento, Equages (3.32) e (3.33). Considerando,
portanto, estas equagbes, bem como o suporte geométrico e a transformacéo
de coordenadas mostrados na Figura (3.3), pode-se escrever as equagbes
seguintes:

110w ZX evipwr, iy1dzan=0 (3.65)

-1

1T v 78,3 y01dean- 1=

- ki L. .
o priIJ%dédmf wF,r—ds =0 (3.66)
-1 ==l f -1

2

Na Equacdo (3.66), o termo sobre a superficie considera a interagdo com
elementos de casca axi-simétrica. Nas Equacdes (3.65) e (3.66), foram
consideradas as interpolagdes, através dos valores nodais, para as variaveis p

e v da forma que segue :

p=Fup, + Foopy + Frps + Fyp, (3.67)
¥=F,¥+F, 0ty +F ¥+ F W, (3.68)

As expressdes para as fungdes Fy, Fp, Frs e Fu s80 encontradas no Anexo 3.

As equacgles (3.65) e (3.66) podem ser colocadas em uma forma matricial,
comoc mostrado abaixo:

[H]; {py+p[H], (#} =0 (3.69)

I
[H}EM“EE"[CEE{EJM[P]ET{W}=0 (3.70)

f

As matrizes volumetrica e de compressibilidade para o elemento, [Hle e [Clg,
sao definidas pelas Equagdes (3.59) e (3.60). .

As Equacles (3.69) e (3.70) definem o probiema acustico, utilizando
presséc e potencial de deslocamento como varidveis, bem como apresentam
como condicéo de fronteira o acoplamento do fluido com casca axi-simétrica.
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3.5 Modelo Matricial para Interagéo Fluido-Estrutura, Formulagio u e P

Para se obter uma formulagdo matricial para o problema de interacéo fluido-
estrutura, formulacdo u e p, consideram-se as Equacdes (3.40) e (3.58).
Escrevendo estas equagbes de forma conjunta obtém-se a forma abaixo:

M1 o Y| MK [p1] {u,}}&_{o}
pdPT" {C]J{ o Lo mllm o (3.71)

Neste modelo [M] representa a matriz de massa global da estrutura, K]
representa a matriz de rigidez global da estrutura, [C] & a matriz global de
compressibilidade para o fluido, [H] é a matriz volumétrica global para o fluido e
[P] € a matriz global de interacdo fluido-estrutura para a interface. O vetor {Ue}
representa o vetor global de deslocamentos da estrutura e {p} representa o
vetor global de pressdes nodais do fluido.

Este sistema possui um nimero de graus de fiberdade, para o problema
de interagdo fluido-estrutura, minimo, em contra-partida apresenta o
inconveniente de o sistema matricial ser ndo-simétrico. Para contornar éste
problema, & apresentado, na seqléncia, a formulagao u, p € y gue resulta em
um sistema matricial simétrico.

3.6 Modelo Matricial para Interacédo Fluido-Estrutura, Formulacdo u, pey

Neste modelo matricial, sdo utilizadas as Equagdes (3.40), (3.69) e (3.70).
Neste modelo a equagdo matricial da estrutura, formulacio em deslocamento, e
do fluido, formulagio em pressdo e potencial de deslocamentos, sdo acoplados
na interface atraves da matriz de interagdo. Este modelo matricial pbara o
problema de interag&o fluido-estrutura é mostrado a seguir.
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M] 0 (ﬂ' {%i;}l KI 0 [P] J{ue}l Jel
0 pfH] OR8¢+ 0 0O [H] o =10 (3.72)
0 0 O ([P [H) “Cfp [C] L) o)

f wl

|

Neste modelo, as matrizes apresentadas sdo as mesmas utilizadas na
Equagcgo (3.71). A Equacdo (3.72) apresenta o conveniente de ser
matricialmente simétrica, conseqiientemente pode-se utilizar algoritmos mais
eficientes para resolugdo do auto-problema. Este sistema matricial apresenta
como desvantagem o nlimero consideravelmente maior de graus de liberdade.
O numero de graus de liberdade do fluido é dobrado, resultando em um maior
tempo de célculo na solucéo do sistema.

Supondo-se uma solugdo harménica para as variaveis dos sisiemas
matriciais do problema de interagéo fluido-estrutura, Equagbes (3.71) e (3.72),
pode-se obter, através da solugdo do auto-problema as freqléncias e os
modos naturais de vibrac&o do sistema acoplado. Esta hipdtese é adotada e, no
Capitulo 4, s@o apresentados as solugdes do auto-problema para os varios
casos de formulacbes matriciais obtidas neste capitulo.
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Capitulo 4

Resultados Numéricos

Neste capitulo sdo apresentados resultados do problema de vibragdes livres
para alguns casos que apresentam simetria axial e que podem ser modelados
pela formulagdo deduzida nos capitulos anteriores. Primeiramente, séo
realizados testes para a validacdo do modelo de casca fina axi-simétrica
tronconica. Também é realizado uma simulacdo numérica considerando a
existéncia de pré-tensdo na casca devido a uma pré-carga na forma de pressao
interna. Na seqUéncia, o modelo apresentado para o fluido é testado utilizando
formas geométricas que tenham solucéo conhecida. Sdo realizados testes para
o modelo de interagdo fluido-estrutura que sio comparados com resultados
experimentais e numéricos existentes na literatura. Nos testes dos modelos
acoplados, procura-se mostrar a influéncia do fluido sobre o comportamento
dinamico do sistema.

De uma forma global, este capitulo tem o objetivo de mostrar o campo de
aplicagbes dos modelos elasto-acUsticos desenvolvidos neste trabalho,
verificando a preciséo obtida, a influéncia do refinamento da malha e as
tendéncias de convergéncia dos resultados. £ também verificada a qualidade
dos programas desenvolvidos e se eles apresentam desempenho adeguado.
Para solug@o do auto-probiema utiliza-se, em iodos os casos estudados, ©

metodo QR através do uso do software comercial MATLAR®



4.1 Validac@o Numeérica do Modelo Estrutural

Para validagao da formulagéo e da implementacio computacional do caso de
casca fina axi-simétrica tronconica foram escolhidos trés testes: o primeiro
considera que a estrutura tem a forma de uma placa circular, o segundo
considera uma forma esférica para a casca e, finalmente, uma casca esférica
submetida a pressdo interna. Os resultados numeéricos obtidos nestes testes
sdc comparados com os apresentados por formulagbes analiticas disponiveis
na literatura ou comparados com resultados numéricos de outros autores.

4.1.1 Freqiiéncias Naturais de uma Placa Circular

Um teste bastante simples, todavia representativo do comportamento em flexdo
do modelo estrutural implementado, é a analise das vibragdes livres de uma
placa circular. As condi¢es de fronteira para este teste séo de engastamento
em toda a borda exterior. Utilizando o modelo de casca fina axi-simétrica
tronconica mostrado no Capitulo 3 e o programa descrito no Anexo 4, pode-se
resolver o problema de vibragdes livres somente no dominio estrutural, que
corresponde a solucionar o seguinte problema:

M} +[K]{u,} = (0} (4.1)

Para o caso de vibragdes harménicas a Equagao (4.1) pode ser escrita da
seguinte forma:

([K]- = [MD{z,} = {0} (4.2)
Onde, @ € o i-esimo auto-valor do sistema e {1} é o i-ésimo auto-vetor do
sitema, que neste caso tem o significado de fregliéncias e modos naturais de

vibrag@o respectivamente; [K] representa a matriz de rigidez do sistema e [M]
representa a maitriz de massa do sistema.
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A geometria do problema e as caracteristicas do material adotado para
este teste s8o apresentados na Tabela (4.1).

Raio da Placa [m] 1.0
Espessura da Placa [m] 5.0e-3
Densidade do Material [Kg/m®] |7.81e+3
Modulo Eléstico [Pa] 207 0e+9
Poisson 0.292

Tabela 4.1 - Dados do modelo de placa circular

Dois modelos de elementos finitos sdo utilizados. Em ambos é utilizada
uma malha regular. O primeiro modelo é composto por 11 nds € 10 elementos o
segundo modelo é composto de 41 nds e 40 elementos, o que permite verificar
a convergéncia do modelo proposto.

Os resultados numeéricos obtidos para este problema podem ser
comparados com os valores analiticos [20]. Na Tabela (4.2), sdo comparados
os valores numéricos obtidos para as dez primeiras freqiéncias naturais de
vibragdo, para as duas malhas propostas, com as dez primeiras freqliéncias
naturais obtidas analiticamente.

Ordem Freqléncias Frequéncias Frequéncias Diferenca
das MEF-11 nés MEF-41 nds Analiticas Percentual
Frequéncias  Malha 1 Malha 2 [20] Malha 2 X Analitico

1 1.263e+1  1.263e+1  1.2636+1 -
2 4.918e+1 4.918e+1 4.917e+1 0.02
3 1.102e+2 1.102e+2 1.102e+2 -
4 1.958e+2 1.956e+2 1.956e+2 -

5 3.0846+2 3.054e+2 3.054e+2 -

8 4.425+2 4.397e+2 4.396e+2 0.02
7 8.055e+2 5.984e42 5.982e+2 0.03
8 7.9687e+2 7.815e+2 7.813e+2 0.03
g 1.017e+3 9.890e+2 9.887e+2 0.03

-
o]

1.259a+3 1.221e+3 1.221e+3 -

Tabela 4.2 - FreqUéncias naturais de vibracdo de placa circular com a borda
engastada
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Pode-se constatar, a partir dos resultados mostrados na Tabela (4.2), que
os valores numéricos obtidos via MEF concordam com os valores analiticos
dentro de uma diferenga maxima de 0.03%, o gue pode ser considerado bom.
Observa-se, tambem, uma tendéncia de convergéncia para os valores
analiticos, para as dez primeiras freqliéncias analisadas, devido ao refinamento
da malha.

4.1.2 Vibracoes Livres de uma Esfera de Parede Fina

De acordo com as equagbes obtidas nos capitulos anteriores, é possivel
simular o comportamento dindmico de uma estrutura com a forma esférica,
usando-se 0 modelo de casca fina axi-simétrica troncénica. Neste problema
aparecem as tensdes de flexdo e membrana acoplados, constituindo-se em um
teste mais rigoroso para o modelo.

Considerando, portanto, uma casca esférica que, geometricamente e
constitutivamente, ¢ definida pelos dados da Tabela (4.3).

Raio da Esfera [m] 1.0

Espessura da Cascam] |1.0e-3

Densidade [Kg/m"] 7.81e+3
Modulo Eléstico [Pa} 207 Qe+8
Poisson 0.292

Tabela 4.3 - Dados para o modeio de esfera

Para a validag&o do modelo de elementos finitos implementado, utilizaram-
se duas malhas: uma de 41 nds e malha regular e a outra de 91 nds e
refinamento de malha exponencial nas extremidades. © modelo de elementos
finitos utilizando malha exponencial & proposts devido a um desvio chservado
na forma do modo quando se utiliza uma maiha regular. Na Figura (4.1) pode-se
ver em destaque, dentro de circulos, o desvio na forma do quarto modo natural
quando se utiliza uma malha regular de 41 nés.
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Figura 4.1 - Quarto modo natural de vibragdo, utilizando uma malha regular

Quando se utiliza, no lugar de uma malha regular, uma malha com
espacamentc exponencial, o problema dos desvios na forma dos modos
desaparecem. Na Figura (4.2) é representado graficamente a malha
exponencial de 91 nds utilizada. |

Figura 4.2 - Malha de elementos finitos para esfera, distribuicdo exponencial de
nds

As frequéncias naturais de vibragdo obtidas numericamente, a partir de
uma equagdo do tipo Equagdo (4.2), podem ser comparadas com as
freqliéncias naturais de vibragdo obtidas através de formulagio analitica [20].
Este comparativo, entre as duas malhas utilizadas e o modelo analitico, &
mostrado na Tabela (4.4).
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Ordem Frequéncias Freguéncias Freqiéncias Diferenca

das MEF-41nés MEF-91nds  Analiticas Percentual
FreqUéncias Malha 1 Malha 2 [20] Malhaz X Analitico
1 6.034e+2 6.036e+2 6.032e+2 +0.07
2 7.138e+2 7.142e+2 7.137e+2 +0.07
3 7.570e+2 7.576e+2 7.569e+2 +0.07
4 7.782e+2 7.78%e+2 7.781e+2 +0.10
5 7.902e+2 7.911e+2 7.901e+2 +0.13
8 7.978e+2 7.987e+2 7.976e+2 +(.14
7 8.029e+2 8.038e+2 8.025e+2 +3.16
8 8.066e+2 8.075e+2 8.061e+2 +0.17
g 8.094e+2 8.103e+2 8.087e+2 +0.20
10 8.118e+2 8.125e+2 8.108e+2 +(.21

Tabela 4.4 - FreqUéncias naturais de vibragdo de uma esfera de parede fina

Com relagdo a preciséo obtida, pode-se considerar que o desvio maximo
de 0.21% ¢ aceitavel para a malha adotada. Observa-se, também, gue os
modos de corpo rigido ndo sdo apresentados. Apesar da malha exponencial
utilizada resolver os problemas de distorgdo na forma do modo, os valores das
fregéncias naturais de vibragdo s&o piores do que aqueles obtidos para uma
malha regular, mesmo que esta tenha um nimero menor de nds, vide Tabela
(4.4).

Os modos naturais de vibragdo associados as freqiiéncias listadas na
Tabela (4.4) s&o mostrados na Figura (4.3).
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MODOS 1e2

MODOS g e 10

Figura 4.3 - Modos naturais de vibragdc para uma casca esférica, obtidos
numericamente
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Observa-se, da Figura (4.3), que os primeiros modos de vibragao
correspondem aos modos em flexéo e que a densidade modal do sistema & alta
(0os dez primeiros modos do sistema estéo situados entre 60 e 80 Hz).

Nota-se, também, que a distribuicio exponencial adotada para os nds
eliminou as pequenas distorgdes observadas nas extremidades, quando do uso
de uma malha reguiar. A deformacfc dos modos nas extremidades foi
observada, também, nos modos obtidos quando se utilizou o programa
ANSYS® para esta analise. Comprovando, desta forma, que o calculo dos
modos de vibragdo da esfera modelada com elementos troncénicos axi-
simétricos perdem precisdo nos pontos préximos das extremidades. A partir
desta constatagcido um estudo tedrico mais aprofundado pode ser realizado para
se verificar as causas destes desvios.

4.1.3 Vibracdes Livres de uma Esfera de Paredes Finas Pré-Tensionada

Testando, ainda, a formulacBo para casca fina axi-simétrica tronconica,
submete-se uma casca esférica & uma pressdo interna e verifica-se o seu
comportamento dinamico. Adota-se, neste caso, as mesmas caracteristicas
geomeétricas e constitutivas adotadas no ltem (4.1.2), mostradas na Tabela
(4.3).

A pré-tens8o considerada, na casca, é eqtiivalente a tensso gerada por
uma pressao interna de 100.0e+6 [Pa].

Considerande o efeito de enrijecimento estrutural devido a pre-tenséo, o
problema de auto-valores e auto-vetores associado é o seguinte

(K}+[Ko(P)D) - = [MD {1} = {0} (4.3)

Na Equacéo (4.3) [Kg] € a matriz de rigidez geométrica, fungdo da pressio p,
definida no Capitulo 3.
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O modelo de elementos finitos & o mesmo utilizado para o teste de esfera
sem pressao interna, malha exponencial, apresentado na Figura (4.2). As
freqUéncias naturais obtidas sdo comparadas com os frequéncias naturais
fornecidas pelo programa comercial ANSYS® e s8o mostradas na Tabela (4.5).

Ordem Freguéncias Frequéncias Diferencga
das MEF-91 nds ANSYS® Percentual
Frequéncias Matha 1 Malha 1 X ANSYS®
1 8.218e+2 8.216e+2 +0.04
2 1.290e+3 1.28%e+3 +0.08

3 1.378e+3 1.378e+3 -
4 1.724e+3 1.723e+3 +0.06
5 1.826e+3 1.826e+3 -
6 2.144e+3 2.143e+3 +0.05
7 2.500e+3 2.500e+3 -
8 2.55%e+3 2.558e+3 +0.04
9 2.971e+3 2.969%e+3 +0.06
10 3.265e+3 3.265e+3 -

Tabela 4.5 - Freqiéncias naturais de vibracdo para casca esférica de parede
fina submetida a uma pré-tensdo

Pode-se observar, da Tabela (4.5), uma boa concorddncia entre 0s
resultados obtidos com agueles fornecidos pelo programa ANSYS®, o que

permite concluir que a implementacdo dos efeitos da pre-tensdo sobre a casca
é satisfatéria.

Os modos naturais de vibragdo associados as freqiiéncias mostradas na
Tabela (4.5) s&o apresentados na Figura (4.4).
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MODOS 3e4

MODOS g e 10

Figura 4.4 - Modos naturais de vibragdo para casca esférica pré-tensionada,
obtidos numericamente

Comparando as Figuras (4.3) e (4.4), pode-se notar que ndc sdo apenas
as freqiéncias naturais de vibracdo que sofrem alteracdo quando a casca esta
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pré-tensionada. Os modos associados a estas freqliéncias também sofrem
alteracao na sua forma. De forma geral, os modos predominantes 3 flexdo, de 1
a 10 no caso sem pré-tensdo e 1,2,4,6,8 e 9 no caso com pre-tensdo, sdo os
mais afetados. Observa-se, por exempio, que a primeira freqiéncia sem pré-
tensdo passou de 60.36 [Hz] para 82.19 [Hz], uma variagdo de 36.1%. Ja a
segunda freqléncia apresentou um aumento de 80.6%, esta diferenca cresce a
medida que as freqléncias se elevam, atingindo um aumento de 271% entre a
sexta freqiiéncia sem pré-tensio e a nona freqiiéncia com pré-tenséo, que sdo
as freqUéncias que apresentam os mesmos modos naturais de vibragdo.
Finaimente, observa-se que modos do tipo respiracdo puro (Modo 3) e
acoplados (Modos 5, 7 e 10) aparecem no caso de analise em que se considera
o efeito do enrijecimento estrutural.

4.2 Validacdo Numérica do Modelo Fluido

Para testar a formulacdo proposta e a implementacdo computacional do modelo
para o fluido, s&o utilizadas duas cavidades acusticas. A primeira com a forma
cilindrica e a segunda com a forma esférica. S3o obtidas as freqUiéncias
acusticas e os modos correspondentes, para cada modelo utilizado. Ds
resuftados numéricos obtidos nestes testes sao comparados a solugdes
analiticas disponiveis na literatura,

4.2.1 Cavidade Acustica de Forma Cilindrica

O primeiro teste proposto para o modelo fluide desacoplado, consiste em

determinar as freqliéncias e modos proprios de uma cavidade fechada, de
forma cilindrica.

As dimensdes que definem o cilindro e as propriedades do fluido sdo
dadas na Tabela (4.6).
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Comprimento do Cilindro {m] 1.4e-1
Raio do Cilindro [m] 4 5e-2
Densidade do Fluido [Kg/m"] 1.0e+3
Velocidade do Som no Meio [m/s] | 1.5e+3

Tabela 4.6 - Dados sobre cavidade de forma cilindrica

Utilizando o modelo de fluido perfeito, mostrado no Capitulo 3, e o
programa descrito no Anexo 4, pode-se resolver o problema de determinacdo
das freqiéncias e modos acusticos; que corresponde a solucionar o seguinte
sistema matricial:

[Cl{p} +[Hl{p} = {0} | (4.4)

Para o caso de oscilagdes harménicas a Equagdo (4.4) pode ser escrita
da seguinte forma:

([H]- @ [Ch{z;} = (0 (4.5)

Onde, = e {x} sd0, agora, o i-ésimo auto-valor e o i-ésimo auto-vetor do
sistema acustico e representam as frequéncias e os modos acisticos do
problema.

Dois modelos de elementos finitos, de matha regular, sdo utilizados neste
teste. Um modelo utiliza 77 nés enquanto outro utiliza 150 nds. O modeio de
elementos finitos de 150 nos utilizado pode ser observado na Figura (4.5). Este
modelo é composto por 150 nds e 126 elementos. A condigao de contorno de
parede rigida é adotada em todo o contorno.
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Figura 4.5 - Malha de elementos finitos para cavidade aclstica com a forma
cilindrica

Na Tabela (4.7) as freqliéncias naturais de vibracdo obtidas para este
problema s&o comparadas com as frequéncias naturais obtidas através de
formulagéo analitica [20]. Pode-se constatar, a partir da Tabela (4.7), que os
valores obtidos via MEF concordam com os valores analiticos, apresentando
uma diferenca méxima de 5.0%. Os erros, apesar de aceitéveis, sdo maiores do
que aqueles obtidos na validagio da casca axi-simétrica troncénica. Esta
elevacdo dos erros deve-se, provavelmente, ao uso de elementos em que a
aproximacdo da variavel é realizada por funcdes bilineares e nio por funcbes
de ordem mais elevada. Observa-se, também, uma tendéncia de convergéncia
para as dez primeiras freqiéncias aclsticas, com relacdo ao refinamento da

matha.
Ordem Frequéncias  Fregléncias FreqUéncias Diferenca
das MEF-77 nés  MEF-150 nos Analiticas Percantual
Fregiéncias Malha 1 Maiha 2 [20] Maiha 2 X Analitica

1 5.379e+3 5.358e+3 5.357e+3 +0.2

2 1.08%e+4 1.080e+4 1.071e+4 +0.8

3 1.667e+4 1.638e+4 1.607e+4 +1.9

4 2.055e+4 1.684e+4 1.620e+4 +3.8

5 2.124e+4 1.767e+4 1.707e+4 +3.4

8 2.285e+4 2.001e+4 1.943e+4 +2.9

7 2.325e+4 2.215e+4 2.143e+4 +3.2

8 2.648e+4 2.34%e+4 2.282e+4 +2.9

g 2.953e+4 2.782e+4 2.686e+4 +3.4

10 3.073e+4 2.820e+4 2.67%e+4 +5.0

Tabela 4.7 - FreqUéncias naturais de vibracdo para cavidade acustios com a
forma cilindrica
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Os modos naturais de vibragéo, associados as freqiiéncias mostradas na
Tabela (4.7}, s&o apresentados na Figura (4.6).

MODOS 3 e 4

MODOS 8 e 10
Figura 4.6 - Modos aclsticos de vibragdo para cavidade cilindrica, obtidos
numericamente

Os modos apresentados na Figura (4.6) s3o representados pelas
isobaricas. Na Tabela (4.8) os valores de pressio para cada iso-linha,
correspondente a cada modo, s8o apresentados.
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1 2 3 4 5 8 7 8 9 10
A 5765 5848 -BOF7 5209 9107 9141 5726 IGO0 1000 6608
B8 -38.37  -39.03 4049 3234 6097 6084 A7T20 6258 6974 4553
c -19.18 -1850 2021 1260 3088 3028 1745 3151 3753 089
D o 015 c.0t 746 073 .28 291 048 532 048
E
I3
G

1817 1928 2038 2680 203t 3085 2297 3059 2680 2207
3338 3872 4064 4565 5940 S141 4303 6184 5911 4460
784 5816 6082 6540 8950 9198 6302 9288 9133 6713
Mie 7673 7780 8105 7184 1211 1220 FT32 1247 41342 9060
Max 7873 Y780 8120 8615 1188 1225 8344 1237 1235 BOGY

Tabela 4.8 - Valores das isobaricas para os modos aclsticos de vibragdo da
cavidade cilindrica

Com relagdo a forma dos modos aclsticos, nenhum problema de distorgio
foi verificado, sendo que os modos apresentados na Figura (4.6) concordam
com 0s previstos pela teoria de acustica linear.

4.2.2 Cavidade Acustica de Forma Esférica

O objetivo deste teste é verificar o comportamento dinamico de uma cavidade
acUstica de forma esférica em que as paredes sdo consideradas rigidas. A
cavidade acustica de forma esférica é definida, geometricamente e
constitutivamente, de acordo com os dados apresentados na Tabela (4.9).

Raio da Esfera [m] 1.0

Densidade do Fiuido [Kg/m”] [ 1.15

Velocidade do Som [m/s] 340.0
Tabela 4.9 - Dados sobre cavidade acustica de forma esférica

Novamente, dois modelos de elementos finitos sdo utilizados para este
problema. O primeiro modelo € composto por 106 nés e o segundo por 276 nods.

A malha de elementos finitos de 276 nds e 250 elementos utilizada é mostrada
na Figura (4.7).
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Figura 4.7 - Malha de elementos finitos para cavidade acustica de forma
esférica

As freqliéncias naturais de.vibracéo obtidas através destes modelos sio
mostradas na Tabela (4.10), onde sfo comparadas com aquelas obtidas
analiticamente [11].

Ordem Frequéncias  Frequéncias FreqUéncias Diferenca
das MEF-106 n6s MEF-276n6s  Analiticas Percentual
Fregiéncias Malha 1 Malha 2 [11] Malha 2 X Analiticas
1.125e+2 1.124e+2 1.124e+2 -

2 1.818e+2 1.808e+2 1.806e+2 0.11

3 2.482e+2 2.453e+2 2.426e+2 1.11

4 2.490e+2 2.459%e+2 2.438e+2 0.86

5 3.148e+2 3.085e+2 3.04Ge+2 1.18

8 3.292e+2 3.246e+2 3.208e+2 1.18

7 3.843e+2 3.720e+2 3.653e+2 1.18

8 4.038e+2 3.980e4+2 3.93Be+2 112

g 4.307e+2 4.228e+2 4171e+2 1.37

10 4.584e+2 4.367e+2 4.241e+2 2.97

Tabela 4.10 - Freqiiéncias naturais de vibracdo para cavidade acustica de
forma esférica

Comparande as malhas utilizadas, percebe-se a tendéncia de
convergéncia dos valores das fregiiéncias naturais obtidas numéricamente para
aqueles obtidos analiticamente. Os  valores de freqGéncia numéricos
apresentam uma boa concorddncia com as freqiéncias analiticas,
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apresentando uma diferenga méxima, para as dez freqiéncias sob analise, de
aproximadamente 3%.

1e2

. ! Ve L %
0N e/ Sy
. £ S
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£f Fiofsfify

MODOS 3e4

.
"

g R
JBOSED

MCDOS 9e 10

Figura 4.8 - Modos acusticos de vibracdo para cavidade esférica, obtidos
numericamente
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Os modos de vibragio associados as freqiéncias naturais de vibracdo
apresentadas na Tabela (4.6) sdo mostrados na Figura (4.8).

Novamente, os modos de vibragéo, Figura (4.8), s30 representados pelas

isobaricas. Na Tabela (4.11) os valores de pressdc para cada caso $io
apresentados.

1 2 3 4 5 3 7 8 [ 10
6824 4097 1155 1482 4BB4 1328 1715 1608 2458 6450
5156 -2543 BO0S 1325 2607 1038 1338 1355 2152 3317
-3688 -9.88 8282 1188 321 7440 9441 1104 1848 175
2220 868 3616 1050 1968 -4535 .5585 8522 1540 2963
782 2121 B0 8129 4252 1621 1729 8008 1234 5110
715 3875 1676 7755 6538 12983 2127 3484 9278 0252
2183 5229 4322 .538t 8825 4207 5883 5788 6218 1239
3651 6784 6968 5008 1111 7121 9839 1534 3157 {854
5119 8338 9615 .3835 1340 1004 1370 4049 .057 1868
8587 8803 1226 -2261 1868 1295 1755 6583 2084 2182
8082 5651 1420 1600 7180 1618 2101 1858 2764 -96.0%
Max 8055 1145 1491 4607 1797 1586 2141 9077 BO5 2495

Tabela 4.11 - Valores das isobéricas para os modos acusticos de vibragdo da
cavidade esférica

C - T O T mUO% >

2
5

Neste caso, as formas nodais assumem geometrias mais complexas,
todavia usando-se a classificagdo usual de sistemas axi-simétricos, onde sdo
definidos os numeros de didmetros e circulos nodais, é possivel diferenciar
cada modo e observar a coeréncia dos resultados obtidos.

4.3 Validacdo Numérica do Modelo Elasto-Actstico

Para validagdo numérica do modelo proposto para interac@o fluido-estrutura,
considera-se um sistema com a forma de casca esférica, preenchida de fluido.
Deste sistema acoplado s3o obtidas as freqiiéncias e os modos naturais de
vibraggo. Uma primeira simulagdo faz a comparacdo entre os valores obtidos
numericamente, utilizando a formulaggo baseada no campo de pressdc e a

formulacdo que utiliza, além do campo de pressdo, o potencial de
desiocamento.

Uma segunda simulacdo apresenta os resultados numéricos obtidos
quandc € utilizada uma malha mais refinada.
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Na seqliéncia € apresentado o efeito que uma pressdo hidrostatica interna
tem sobre as freqiéncias e os modos de vibragdo do sistema. Sao
apresentados, ainda, 0s vailores de freqUéncia obtidos numericamente para
efeito comparativo, da casca “seca”, da casca “seca” sob efeito de uma pressao
interna, da cavidade acustica, da interac3o entre fluido-estrutura e , finalmente,
da interacdo entre fluido e estrutura considerando a presen¢a de uma pré-
tensdo na casca. O efeito de uma pressdo interna crescente sobre as primeiras
freqéncias naturais € mostrado.

Finalizando, é apresentado um teste que compara dados experimentais,
obtidos na literatura, com dados obtidos numericamente para uma placa circular
submersa em oleo.

4.3.1 Comparacdo entre a Formulagdo Simétrica, (u,p), e a Formulagéao
N3o-Simétrica, (u,p,¥)

O objetivo principal deste teste é verificar o desempenho das formulagdes
acopladas apresentadas no Capitulo 3, bem como o de verificar a validade do
modelo de interface.

O modelo fisico adotado consiste de uma casca esférica preenchida de
fluido, que possui as caracteristicas de um gas. As propriedades dos materiais
e a geometria do sistema s&o mostrados na Tabela (4.12).

Raio da Esfera [m] 2.0
Espessura da Casca [m] 1.0e-3
Méduio Elastico [Pa] 7.5e+10
Densidade [Kg/m™] 2.8e+3
Paoisson 0.3
Densidade do Fluido [Kg/im®] |2.C
Velocidade do Som [m/s] 600.0

Tabela 4.12 - Dados para ¢ modeio elasto-acustico, casca esférica preenchida
de fiuido
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O modelo de elementos finitos utilizado é composto de trés tipos de
elementos: elemento de casca axi-simétrica, elemento aclstico axi-simétrico e
elemento de interface fluido-estrutura axi-simétrico. Sao utilizados 12 elementos
de casca axi-simétrico, resultando em 13 nés. Para os elementos de interface
sdo utilizados, também, 12 elementos, totalizando 13 nds. No caso do
modelamento acustico s&o utilizados 106 nds, correspondendo a 90 elementos.
A Figura (4.9) apresenta a malha utilizada tanto para casca como para

interface. A Figura (4.10) apresenta a malha utilizada para modelar 0 meio
acustico.

It
\-I'\
e

Figura 4.9 - Maiha de elementos finitos para elementos estruturais e elementos
de acoplamento

Figura 4.10 - Malha de elementos finitos para o fluido

Na Tabela (4.13) s8o mostradas as freqiiéncias obtidas para este modelo,
para as duas formulagdes deduzidas nos capitulos precedentes. Inicialmente
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implementou-se a formulagéo nédo-simétrica, que tem o inconveniente de
conduzir a algoritmos especificos para resolucdo do aufo-problema e
matriciaimente apresenta a seguinte forma:

FIMI 0 Qs TaKI+[KGD [P] {ue}}_ {0}
Lo 2T [qﬂ ol o mlle Tl (46

Onde, considerando problemas de oscilagdes harménicas, reduz-se a
seguinte expressio:

(IKI+[KeD [P1] EJ [M] [C]D . @

HL™ ™ LpgeT

Onde, " sdo as freqiéncias e {17} s8o os modos préprios elasto-acisticos
do problema.

Para a formulagio (u,p,v), dentro da hipétese de movimento harménico, é
resolvido o seguinte problema de auto-valores e auto-vetores:

] 3
§<[K3+[KGD 0 [P] {{M} 0 01{ Jtﬂ,
| 0 0 [H] mmff[ 0 pfH] oJ*E{sz}ztoJ% (4.8)
T 1 0 0 0 0
o |

Também s&c mostrados na Tabela (4.13) as freqUéncias numeéricas
obtidas em [11]. Os resultados apresentados em [11] baseiam-se em um
modelo para discretizar ¢ fluido de 238 elementos qguadrilaterais lineares de
quatro nds e 26 elementos triangulares lineares a trés nds, a estrutura é
discretizada por 32 efementos troncénicos de 2 nés e a interface & modelada
por 32 elementos a 4 nés.
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Crdem Frequéncias Formulagdo Formulagdo

das Numéricas {u,p) {u,p, )
Freqliéncias (113
1 116.31 115.98 116,98
2 149.10 149,55 149.55
3 200.44 20277 20277
4 213.62 218.03 218.03
5 246.30 251.486 251,46
6 285.45 293.01 293.01
7 288.56 29458 294 58
8 293.48 295.04 295.04
9 316.40 327.57 327.57

Tabela 4.13 - FreqUéncias naturais de vibragdo, formulagdes (u,p) e (u,p,w), &
resultados numericos para validagéo

A partir dos resultados apresentados na Tabela (4.13), duas conclusdes
podem ser tiradas.

Primeiramente, constata-se que as formulagdes (u,p) e (u,p,y), como era
de se esperar, conduzem a resultados idénticos. Do pontc de vista
computacional, a formulagio simétrica permite o uso de algoritmos
convencionais de resolucdo do auto-problema, todavia o ntmero de graus de
liberdade do modelo é aumentado. O estudo de métodos numéricos
apropriados de resolugio do autc-problema, bem como uma comparagio mais
efetiva do desempenho computacional das duas formulacdes, foge do €scopo
deste trabalho e devera ser abordado em outros estudos dentro do
Departamento de Mecénica Computacional. Pelos resultados obtidos, pode-se
concluir que as duas formulagdes s&o equivalentes.

A segunda conclus&o que pode ser tirada diz respeito a comparacao dos
resultados obtidos com aqueles apresentados em [11]. Pode se observar boa
concordancia entre eles, sendo que as diferencas ndo ultrapassam 3.5% para
as nove primeiras freqliéncias observadas.
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4.3.2 Vibragdes Livres de uma Esfera Preenchida de Fluido - Influéncia do
Refinamento de Malha

Este teste tem o objetivo de verificar se ha convergéncia dos resultados a
medida que se refina a malha de elementos finitos, além de apresentar os
modos elasto-acusticos do problema.

Utilizando as mesmas caracteristicas geométricas e de material do caso
de interagéo fluido-estrutura apresentado no item (4.3.1) e variando apenas o
modelo de elementos finitos, obtém-se os resultados apresentados na Tabela
(4.14). Neste item, propde-se para o fluido uma malha de 276 nés e 250
elementos sendo que a estrutura e os elementos de interagio sio modelados
utiizando uma matha de 21 nés e 20 elementos. As freqiéncias para
comparagdo séo obtidas da literatura, [11].

Ordem Frequéncias Frequéncias  Frequéncias
das Numéricos MEF-106 nds MEF-276 nés

Freqléncias [11] Malha 1 Malha 2

1 116.31 115.98 115.88

2 148.10 148.55 148.78

3 200.44 20277 200.55

4 213.62 218.03 215.35

5 2486.30 251.48 247 11

8 28545 293.01 287 .60

7 288,58 294 58 289.34

8 293.48 295.04 293.47

9 316.40 327.57 319.64

Tabela 4.14 - Freqiéncias naturais de vibragdo para o modelo elasto-acustico,
efeito do refinamento de malha

Pode-se observar que entre os modelos de 106 nds e de 276 nés ha uma
convergencia a partir de limites superiores das freqléncias e os desvios, com
reiagdo a [11], ndo ultrapassam 1%, o que pode ser considerado satisfatério, E
importante salientar que os UGnicos resultados obtidos para este caso foram
fornecidos por [11], ndo sendo encontrados formulagdes analiticas.
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Nas Figuras (4.11) e (4.12), s&0 mostrados os modelos de elementos
finitos utilizados para a estrutura, para o fiuido e para a interface.

Figura 4.11 - Malha de elementos finitos para os elementos estruturais e
elementos de acoplamento, refinada

Figura 4.12 - Malha de elementos finitos para o fluido, refinada

Na Figura {4.13) s80 apresentados os modos naturais de vibracao, para o
modelo acoplado de interagdo fluido-estrutura, associados as fregléncias
naturais apresentadas na Tabela (4.14). Na Figura (4.13) sdo apresentados os
modos, em deslocamento para a estrutura (& esquerda) e em isobéricas para o
fluido (2 direita).

93



MODO 1

MODO 2

MODO 3

MODGC 5
Figura 4.13 - Modos naturais de vibragdo para o sistema acoplado fluido-
estrutura, casca preenchida de fluido.
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MODO 8

MODO 9

Figura 4.13 (continuag&o) - Modos naturais de vibragdo para o sistema
acoplado fluido-estrutura, casca preenchida de fluido

Na Tabela (4.15), s&c apresentados os valores de pressdo para 0s modos
acopliados listados na Figura (4.13).
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1 2 3 4 5 B 7 B g

A -341.48 48803 72822 73288 22136 -1087.18 73638 B0 T HEEE 34
B -285.78 1128 -EBTO0 64162 11883 -B45.83  -36TH0 536 107758
C -180.09 33456 40578 55037 -16.30 -604.49  -457.81 202 -888.81
D -114.40 25782 24458 45812 8823 -363.15 31852 132 -720.05
E -38.70 8109 8337 36786 18876 12182 -179.23 468 54128
F 3699 10435 7785 27681 298128 119.59 -38.95 798 362583
G 112.69 -27.52 23808 -183356 39341 360.85 9934 1133 «183.77
H 188.38 4942 40027 9410 48634 602.19 23863 1467 -5.01
I 26408 12585 56148 -285 59887 84383 37rez 1801 11307
J 33677 20288 72270 8841 70140 108488 51721 2134 352.52

Minimo  -417.18 56476 88643 .824.13 32388 132850 87568 -1203 143510
Maximo 41547 27932 8839 17986 80383 132620 V9579 2802 53i28

Tabela 4.15 - Valores das isobaricas para os modos acoplados de interagéo
fluido-estrutura, casca esférica metalica preenchida de fluido

Comparando-se os deslocamentos da estrutura e o perfil do campo de
pressdes do fluido observa-se uma perfeita correlagdo, o que mostra os efeitos
de acoplamento do modelo.

4.3.3 Efeito de uma Pré-Tensao sobre as Freqiiéncias Flasto-Actsticas de
uma Esfera Preenchida de Fluido

Considera-se, neste item, o mesmo sistema acoplado definido no topico
anterior, Tabela (4.12), mas agora sob o efeito de uma pré-tensdo sobre a
casca, equivalente ao efeito de uma pressdo interna de 125.0 [Mpa], Sdo
obtidos as freqiiéncias e os modos naturais de vibragdo do sistema acoplado.

Neste problema foi utilizado 2 mesma discretizacdo por elementos finitos
apresentada no item anterior, Figuras (4.11) e (4.12). Os resuitados obtidos s3o

mostrados comparativamente com o caso em que ndo ha pré-tenséo da casca,
vide Tabela (4.186).
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Ordem Freqléncias Freqléncias

das MEF-278 n6s MEF-276 nos
Frequénecias Com Pré-Tensdo  Sem Pré-Tenséo
1 116.20 115.88
2 168.22 148.78
3 21537 200.55
4 21571 215.35
5 271.68 247 11
5] 290.03 287.60
7 32779 288.34
8 348.10 29347
9 369.58 319.64

Tabela 4.16 - Frequéncias naturais de vibragio para modelo elasto-acUstico,
efeito da pré-tensao

Diferente do caso de casca “seca’, a influéncia da presséo interna no
modeio acoplado € menos acentuada. Este comportamento deve-se ao fato de
os nove primeiros modos acoplados serem fluido-dominante, isto é, a energia
preponderante destes modos advém das oscilagdes do fluido, sendo os
movimentos da estrutura induzidos por estas oscilagdes.

Na Figura (4.14) sd0o mostrados os modos naturais de vibragéo do sistema

acoplado fluido-estrutura submetido a uma pré-tenséo relativos as freqiiéncias
naturais de vibrag8o apresentados na Tabela (4.16).
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MODO 1

MQODO 2

MODO 3

MODQO 5
Figura 4.14 - Modos naturais de vibracdo para o sistema acoplado fiuido-
estrutura, casca esférica pré-tensionada preenchida de fluido
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MODO 6

MODO 7

MODO 8

MODO 9
Figura 4.14 (continuagdo) - Modos naturais de vibragdo para o sistema
acoplado fluido-estrutura, casca esférica pré-tensionada preenchida de fluido

Comparando as Figuras (4.13) e (4.14), pode-se notar a influénecia que
uma pré-tenséo de casca tem sobre a forma dos modos naturais de vibracao,
ou seja, a pre-tensdo ndo desloca apenas as fregiiéncias mas influi na forma
dos modos. As modificagbes mais notaveis referem-se ac cruzamento dos
modos 3, 4 e 6, 7, 0 que demonstra que as familias dos modos onde os

movimentos da estrutura esto associados apenas a tensdes de membrana

99



(modos de respirag8o) sdo menos influenciados pela pré-tenso, como era de
se esperar.

Na Tabela (4.17) s@o mostrados os valores de pressdo para 0 meio
acustico, caso interag&o fluido-estrutura com pré-tensdo estrutural.

1 2 3 4 5 8 7 8 9
-458.87 -264.84 25324 61484 30512 -823.2%  -101116 99288 17487
-357.43 15820 30437 48256 18255 -537.52 -789.0% B37.57 682
256.38 8156 36550 35029 ~18.98 -451.83  .5BB6.B6 £82.25 188,60
-153.64 3508 40863 -218.02 12260  -268.14 34472 52883 37039

5180 13172 45777 -85.74 265.17 -BOAS 12257 L371.8% 55218
4985 22836 50890 4854  407.74 105.25 9857 21830 73396
15158 32489 56003 17682 550.31 280.94 32172 6088 91575
25333 42163  B1116 31109 G9Z.89 476.63 543.86 54.34 108754
35508 51827  B6230 44337 B35.45 662.32 786.01 24968 1279.33
A56.82 6149 71343 57864 47303 848.01 988.18 40497 146111
56061 35148 28809 74712 44769  -1008.50 -123330 114820 -356.78
Max 55856 71155 76456 70782 112080 103370 121030 560.280 184280

Tabela 4.17 - Valores das isobaricas para os modos acoplados de interacéo
fluido-estrutura, casca esférica metalica pré-tensionada preenchida de fluido

“ — IO MmO Om>»
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4.3.4 Estudo Paramétrico do Efeito de Pré-Tensio Sobre as Freqgiiéncias
Naturais

Busca-se, neste item, mostrar a influéncia que uma pré-tensdo de casca
tem sobre as fregiiéncias naturais de vibragdo de um sistema acoplado.
Portanto, ser&o analisadas, em um sistema acoplado, as fregliéncias naturais
de vibrag&o quando existe e quando ndo existe uma pré-tensdo na casca.
Ainda neste item, sdo mostrados graficos em que pode ser notada a influéncia
de uma pre-tensdc crescente sobre as primeiras freqiiéncias naturais de
vibragao.

O caso escolhido para este estudo é o de interacfo fluido-estrutura entre

uma casca esférica e o fluido interior. As dimensdes e propriedades que
caracterizam este problema séo mostradas na Tabela (4.18).
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Raio da Esfera [m] 1.0
Espessura da Casca [m] 1.0e-3
Médule Elastico [Pa) 115.0e+9
Densidade [Kg/m"} 8.91e+3
Poisson 0.326
Densidade do Fluido [Kg/m’] |1.0e+3
Velocidade do Som [m/s] 1.5e+3

Tabela 4.18 - Dados para o sistema acoplado fluido-estrutura

Os dados da Tabela (4.18) foram adotados com o intuito de se obter
freqleéncias de casca “seca’ proximas daquelas obtidas para a cavidade
acustica, com isto os fendmenos de interagdo aparecem de forma mais nitida.

As malhas para os elementos aclsticos, elementos de casca e para 0s
elementos de interagéo sdo idénticas aquelas das Figuras (4.11) e (4.12). Os
valores das freqliéncias naturais de vibracdo para os casos de casca “seca”,
casca submetida a uma pré-tensdo, frequéncias acusticas de uma esfera,
interacdo fluido-estrutura e interacdo fluido-estrutura com pré-tensdo sdo
mostrados, para comparacéo, na tabela (4.19).

Frequéncias  Frequéncias  Freguéncias FregGéncias Fregiéncias
Casca Casca Cavidade interacéo interagdo Fluido-Estrutura
Seca com Pré- Acustica Fluido-Estrutura com Pré-Tensio
Tenséo

4.2399e2 6.8404e2 4.9566e2 6.67458e1 1.1846e2

5.0112e2 1.0040e3 7.977%e2 8.8746e1 22119e2

5.2955e2 1.1671e3 1.0820e3 1.0552e2 3.3675e2

5.4052e2 1.4324e3 1.0848e3 1.1995e2 4.6500e2

5.4428e2 1.6339e3 1.3610e3 1.3307e2 6.0551e2

Tabeia 4.19 - Frequéncias naturais de vibragcdo para os sistemas isolados o
acopladc

Na Tabeia (4.19), pode-se perceber o aumento das primeiras freqiéncias
naturais de vibracdo quando ha presenca de uma pré-tensdo atuando na casea.
Também pode-se perceber a queda que as primeiras freqUéncias naturais de
vibrac&o sofrem para o sistema acoplado, devido a grande massa adicional de
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fluido presente, quando se considera interacdo entre fluido e estrutura. Neste
caso o fluide € um liguido.

Para uma melhor anélise da variagio que sofrem as primeiras freqléncias
naturais de vibragdo do sistema acoplado fluido-estrutura, quando existe uma
pré-tenséo atuando na casca, € mostrado na Figura (4.15) ¢ evidente aumento
dos valores de frequéncia para um aumento de pré-tensio da casca. Nesta
figura foram consideradas as quatro primeiras freqiéncias naturais de vibrac@o
para o problema de interagio fluido-estrutura. Os valores de freqléncia foram
obtidos para valores crescentes de pré-tensdo de casca. Como pode-se ver a
influéncia da pre-tens&o € maior para a quarta freqiiéncia natural de vibragao do
que para as demais sob andlise. Este aumento &, provavelmente, devido a
forma dos modos, Figura (4.16); que mostram uma grande deformacgdo em
flexdo para os modos de maior grau. A deformagdo devido a flexdo acarreta um
sobre-enrijecimento devido a tens&o de membrana presente, resultado da pré-
tensdo de casca.

Vatiagdo das Frequéncias Devido a0 Aurnento da Praé-Tanssa
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Figura 4.15 Grafico comparativo do efeito da pré-tensao sobre os valores das

primeiras frequéncias naturais de vibragdo do sistema acoplado

A Figura (4.16) mosira a forma dos gquatro primeiros modos naturais de
vibrag&o que foram considerados para a anilise.
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MODO 2

MGDO 4
Figura 4.16 - llustracdo da forma dos modos naturais de vibracdo, na andlise do
efeito da pré-tenséo

Observa-se, neste casoc, que os quatro primeiros modos sdo
predominantemente estruturais, ao contrario dos modos apresentados no item
anterior, o que confirma a afirmativa de que neste exemplo o fendmeno de
massa adicional é preponderante.
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4.3.5 Comparac¢io dos Resultados Teéricos-e Experimentais de uma Placa
Circular Submersa em Oleo

Esta analise busca uma validagio do modelo de interacdo fluido-estrutura
proposto, através da comparagdo com os valores de fregléncias naturais de
vibragdo obtidos experimentaimente em [10].

Experimentalmente, foram obtidos os valores da primeira frequéncia
natural de vibracdo para uma piaca circular metdlica submersa. A altura da
coluna de liquido € aumentada gradativamente e & observado a variagdo que a
freqUiéncia natural de vibragdo em questdio sofre. O procedimento de teste e
seus detalhes podem ser obtidos na referéncia [10].

O material utilizado para a placa circular é ago. A placa circular e o fluido
utilizados no teste s&o definidos pela Tabela (4.20).

Raio da Disco [m] 150.0e-3

Espessura da Placa [m] 2.94e-3
Densidade do Fluido [Kg/m?] 858.0
Viscosidade Cinematica [m“/s] |82.0e-6

Tabela 4.20 - Dados para o caso de disco submerso em dleo

A malha de elementos finitos adotada, para todos os casos, é idéntica. A
medida que a altura da coluna de liquido aumenta o aspecto do elemento é
alterado. A malha considerada, para os elementos estruturais e para os
elementos de interag8o € mostrada na Figura (4.17). Esta malha é formada de
11 nés e 10 elementos. A matha que modeia o dominio fluido & apresentada na
Figura (4.18). Esta malha é composta de 121 nds e 100 elementos. Na Figura

(4.18) H representa o raic da placa que é fixo & W representa a profundidade
de liguido que é variavel.
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PN

8

Figura 4.17 - Malha de elementos finitos para elementos estruturais e
elementos de acoplamento, comparativo numérico-experimental

Figura 4.18 - Malha de elementos finitos para o fluido, comparativo numérico-

experimental
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Os dados experimentais obtidos podem ser comparados, entdo, com os
valores obtidos numéricamente, na forma da Figura (4.19). As propriedades do
material para a placa, utilizado na simulagdo numérica, so as mesmas
daquelas mostradas no inicio do capitulo para os casos de placa e casca
esférica. '

Comparative Tesdtico-Expermenial

T T T T Y

&
[=}

iHz]

B 8 8 B B B H

]

Primeira Frequéncia Naturat de Vibragso

10 2 4] 40 50 80 70 80
Alura da Coluna de Liguide  [mm]

3

o

Figura 4.19 - Variag8o da primeira freqliéncia natural de vibragdo devido ao
aumento da coluna de liguido

A Figuré (4.19) mostra um bom acordo entre as freqiiéncias obtidas
experimentalmente e as freqiéncias obtidas numericamente, o que confirma,
mais uma vez, a qualidade do modelo desenvolvido e do software
implementado.
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Conclusao

Este trabalho objetivou modelar matematicamente o comportamento
dinamico do problema de interagdo entre fluido e cascas axi-simétricas, obter
uma solucdo aproximada via MEF e implementar o problema

computacionalmente, utilizando os conceitos de programacdo orientada para
| objetos.

Os resultados numéricos, obtidos através dos modelos matematicos
deduzidos no Capitulo 2 e da forma para elementos finitos mostrada no
Capitulo 3, mostraram-se bastante bons quando comparados com resultados
para problemas semelhantes fornecidos pela literatura. Os resultados obtidos
para os problemas desacoplados, tanto da estrutura com do fluido, mostraram-
se coerentes com aqueles obtidos de foimulagbes analiticas, validando assim
n8o sO os modelos estrutural e do fluido como os programas utilizados na
simulagdo. Comparou-se o problema acoplado com solugdes numéricas e com
resultados experimentais de publicagdes disponiveis. Os resultados obtidos
para o0 problema acoplado de interacdo entre casca axi-simétrica e fluido em
comparagdo com os resultados obtidos da literatura apresentam-se coerentes,
o que valida o modelo de interag3o fluido-estrutura proposto.

Portanto, o problema de interacdo entre cascas axi-simétricas e fluido,
vibragbes harménicas, fica determinado através das equacgbes desenvolvidas e
dos métodos aplicados neste trabalho. £ importante salientar que neste modelo
0s modos de vibragdo obtidos sdo axi-simétricos. Para préximos trabalhos este
modelo pode ser incrementado, obtendo, desta forma, além dos modos de
vibragdo axi-simétricos os modos circunferénciais.



Como este trabaiho € restritc ac problema de vibracdes harménicas em
sistemas acopiados fluido-estrutura, ndo se tratou da solugéio para o problema
transiente. Devido ao grande numero de aplicagdes praticas em gue &
necessario o conhecimento do comportamento de determinado sistema em
cada momento, propde-se este estudo para proximos trabalhos. O modelo
adotado para descrever o comportamento do fluido também pode ser
incrementado, resultando em andlises mais precisas.

Os modelos matematicos desenvolvidos neste trabalhe foram
implementados computacionalmente através do conceito de programacao
orientada para objetos. Como trata-se de um novo conceito de programacao
que vem sendo aplicado ao MEF recentemente, sugere-se que sejam
realizados mais estudos nesta area. Devido ao volume de novos conceitos,
tanto na forma de programagdo como na aplicagdo destes conceitos para ©
MEF, este trabalho esta longe de ser conclusivo nesta area.

Considerando-se os objetivos iniciais deste trabalho e os resultados
atingidos, pode-se concluir que os resultados obtidos com a formulagéo
desenvolvida s&o bastante animadores mas ha muito espaco para que 0s
modelos sejam incrementados, de maneira a solucionar um maior nimero de
problemas em que exista interacdo entre fluido e casca axi-simétrica.
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Anexo 1

Geometria de Casca Axi-Simétrica Troncénica

As equagdes diferenciais que governam o comportamento de uma estrutura
com a forma de casca axi-simétrica sdo obtidas, através da equagdo do
movimento, para os eixos de referéncia arbitrados. Para gue as componentes
dos esforcos nestes eixos sejam obtidas, é necessario que a posigcdo dos
esforgos em relag&o a estes eixos sejam conhecidas. Portanto, os anguios que
definem o elemento diferencial devern ser conhecidos. Também é necessério
que sejam definidas as variagfes que estes angulos sofrem quando existe uma
deformagéo, devido a um carregamento do elemento. Estas variacbes devem
ser conhecidas para que o enrijecimento estrutural seja considerado. Quando o
elemento esta deformado, os esfor¢os mudam sua posicdo relativa ao sistema
de referéncia adotade, alterando a posicdo de equilibric. Os anguios gue
definem a posicéo dos esforgos para o elemento que sofre deformagédo podem
ser colocados como fungdo dos desiocamentos. Na seqiiéncia, estes angulos
s&o demonstrados para 0 caso do elemento diferencial de casca axi-simétrica
tronconica [21], bem como quando este elemento apresenta-se deformado [13].

E necesséric, para definir um elemento diferencial de casca axi-simétrico
tronconico, o comprimento do elemento e trés angulos. O comprimento & ds,
conforme ilustrado pela Figura (2.6). Os trés angulos sdo: do que €& um
diferencial do anguic 6 e é medido no sentido circunferencial, ou seja,
perpendicular ao eixo de simetria, 0 angulo ¢ que representa a inclinacéo do

elemento diferencial em relagio ao eixo de simetria e o angulo v que pode ser



obtido como fungfo dos primeiros. Para ilustrar o elemento e os angulos em
questdo, considere a Figura (A1.1).

\ /—m-\?
5 L g
| s S ES /o ES
g J— ....A.X — N,

Figura A1.1 - Vistas do elemento de casca axi-simétrica e dos angulos que
definem este elemento

Primeiramente, o0 angulo v é colocado como fungédo dos angulos ¢ e de.

Considerando a Figura {(A1.1), pode-se escrever:
y = dOsin(¢) (A1.1)

Quando o elemento esta sob a a¢do de um carregamento, este angulo é
aiterade. Na guantificacdc desta mudancga, é necessario conhecer a influéncia
que a deformagao, devido ao carregamento, tem sobre o angulo v. A Figura
(A1.2) mostra a alterag&o do angulo ¢ devido a deformagio, que & alterado de
um valor ¢ para um valor ¢ + dw/ds, sendo w o desiccamento perpendicular ao
eixo S, Figuras (2.6) e (2.7). Como o angulo v & obtido em fun¢do deste angulo
e do anguio d6, que ndc sofre influéncia da deformac¢ao do elemento, v pode ser
reescrito utilizando as mesmas relagbes geométricas que foram usadas para se
obter a Equacdo (A1.1). Portanto, para ¢ elemento deformado, o angulo v é
escrito da seguinte forma:

o d
v, = df sin(¢ ~ E:”) (A1.2)
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Figura A1.2 - Mudanga do angulo ¢ devido a deformagdo da estrutura

Pode-se escrever a Equacio (A1.2) de uma outra forma. Para que isto
ocorra, considere a seguinte propriedade trigonométrica:

sin(p, — p,)=cos(p,) sin(p, )— sin{p, ) cos (p,) (A1.3)

Na Equacao (A1.3) p; e p2 séo angulos quaisquer. Utilizando esta propriedade
trigonométricana Equacgdo (A1.2), escreve-se:

. d
Y4 = dO(sin(g) - *5‘;1 cos(¢) (A1.4)

Na Equagdo {A1.4), o termo (dw/ds) € consideradc muito pequeno, o gue
equivale dizer que nesta equagio cos(dw/ds) ~ 1 e sin(dw/ds) ~ dwids. Através
da definicao destes angulos, € possivel, considerando-se o elemento diferencial
de casca axi-simétrico, obterem-se as componentes dos esforcos em relagio
aos eixos desejados.

Para ilustrar a utilizagdo dos angulos obtidos anteriormente na obtencéo
das componentes dos esforcos considere um vetor perpendicular as faces
laterais de um elemento infinitesimal de casca axi-simétrica. Este vetor,
representado peia letra T, € mostrado na Figura (A1.3). X, Z e S s80 0s eixos
do sistema de referéncia adotado, que também pode ser visto nas F iguras (2.8}
e (2.7) e sBo indicados na Figura (A1.3). O angulo x & um anguio obtido em
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fungéo dos angulos definidos anteriormente e da deformacgéo do elemento. ny e

niz S20 planos indicados pela Figura (A1.3).
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Figura A1.3 - Vetor T e planos n; e n, vistos segundo as direcGes S, Xe Z

Para que sejam obtidas as projecBes do vetor T (Ts, Tx, T2), é necessério
considerar os planos ny e m;. Primeiramente, é considerado o angulo entre a
projecdo do vetor T no plano n; € 0 eixo de referéncia X, o que é faciimente

obtido quando se considera uma vista perpendicular ao Eixo de Simetrig,
tlustrado na Figura (A1.4).

Figura A1.4 - Projecéc do vetor T no plano =y e angulo desta projecdc em
relacdo ao eixo de referéncia X
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Portanto, considerando as Figuras (A1.3) e (A1.4), pode-se chegar a

seguinte expressao para 0 angulo x, para o caso do elemento estar
indeformado, da forma que segue:

Km%gcos(é) (A1.5)

Para o caso do elemento sofrer deformagéio, este angulo & escrito da
forma gue segue :

K, = K+Ky (A1.6)
Onde x4 € a contribuicdo da defo.rmagéo neste angulo.

Para quantificar a contribuicdo da deformagao x4, considere a Figura
(A1.5). Esta figura mostra que, devido a deformagdo, um ponto que pertenga a
casca tem sua posicdo relativa ao eixo de simetria alterada, devido a
deformagdo. Esta alteragdio de posicdo faz surgir um angulo, no plano
circunferencial (perpendicular ao Eixo de Simetria), que deve ser considerado
quando sdo obtidas as equagdes do movimento para uma casca deformada. A

alteracéo da posi¢io de um ponto sobre a casca é representado por &.

1y
L)

Figura A1.5 - Variagéo da distancia entre um ponto e ¢ Eixo de Simetria devido
a deformacao
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O comprimento do elemento diferencial, no plano perpendicular ao eixo de
simetria, sofre uma variagdo, devido a alteragdo de posicio 8. Esta variacdo
circunferencial € quantificada da forma que segue:

A =5d6 (A1.7)

O deslocamento & considerado pode ser colocado como funcéo da cota z e da
variacéo (dw/ds) da forma mostrada abaixo:

dw |
8= ~z--a"S" sin{d) (A1.8)

Para calcular a variacdo do éngulo, utiliza-se a relagdo trigonométrica que
relaciona os catetos, oposto e adjacente, ao angulo desejado. Para encontrar
os catetos, procede-se da seguinte forma: o cateto oposto & encontrado
substituinto a cota z por um valor entre 0 e (h/2) e ¢ cateto adjacente € a

prépria cota escoihida. Desta forma o angulo k. resulta na seguinte express&o;

do dw

R T s

sin(é) (A1.9)

Um vetor {T}, conforme mostrado na Figura (A1.3), tem suas componentes
Ts, Tx e Tz, relacionadas aos eixos de referéncia S, X e Z, escritas da seguinte

forma:

Ts =|T|*(cos(x)*sin(v/2)) - (A1.10)
Tx = |TI*(cos(k)*cos(¥/2)) (A1.11)
Te= [TI*sin(x) (A1.12)

Nas Equactes (A1.10), (A1.11) e (A1.12) x e y devem ser substituidos por kg e

Y4 quando ¢ considerado a deformacéo do elemento.
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Na obtencéo das projecdes do vetor T foram utilizados apenas dois
angulos, y e x. Abaixo estes angulos sfo agrupados, para os casos deformado
e indeformado.

v = dOsin(¢) (A1.13)
K=%9;005<¢> (A1.14)
d
v = dO(sin@) - = c05@)) (A1.15)
doe dadw
Ky = —z—cos(¢)+w§-$sm(¢) (A1.18)

Através destes angulos é possivel decompor os esforgos que agem em
um elemento de casca axi-simétrico troncénico em suas componentes em
relacdo aos eixos de referéncia adotados.
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Anexo 2

Relagoes entre Deslocamentos e Deformacoes

As relagbes entre os deslocamentos e as deformagdes sdo necessérias para
que as equagdes do movimento da casca fina axi-simétrica, obtidas no Capitulo
2, figuem como fungdo apenas dos deslocamentos. Portanto, sdo
desenvolvidas, aqui, as relagGes entre os deslocamentos e as deformacdes
para o caso de casca fina axi-simétrica e, por analogia, séo obtidas as relacdes
para casca fina axi-simétrica troncénica [12], [21].

Primeiramente, & necessario que sejam definidos as componentes do
deslocamento. O deslocamentoc de um pontc que pertenca a casca &
representado pelo vetor {u.}. Este vetor tem como componentes o
deslocamento u, que tem a mesma direcdo e sentido do eixo S, e o
deslocamento w, que tem direg&o e sentido do eixo Z, vide F iguras {(2.6) e (2.7).

As deformacgdes, originadas pelo deslocamento {ue}, podem ser de
membrana ou de flexdo. As deformactes de membrana s&o representadas pelo
caractere ¢ e as deformagdes de flexdo so representadas pelo caractere % As
deformacdes de membrana e as deformacgdes de flexdo sdo obtidas para o
planc meridional (planc que contém o Eixo de Simetria) e para o plano
circunferencial (planc perpendicular ao Eixo de Simetria). As deformacbes que
pertencem a0 planc meridional s&o subscritas com o caractere ¢ e as
deformagbes que pertencem ao planc circunferencial sic subscritas com o
caractere 6.



A relagdo entre o deslocamento u e a deformacso €, € @ primeira a ser
obtida. Considere, portanto, a Figura (A2.1), que ilustra o desiocamento u a
partir de uma vista paralela ao Eixo de Simetria.

Figura A2.1 - Deslocamento u em um elemento diferencial de casca axi-
simétrica

Define-se a deformacéo de uma determinada fibra como sendo a variagao
do comprimento desta dividido pelo comprimento inicial. Pode-se, portanio,

escrever a deformagio de membrana, ¢,, da seguinte maneira:

B -k

€o=7 ‘ (A2.1)

Onde I € o comprimento final de determinada fibra e | ¢ o comprimento inicial.
Considerando a Figura (A2.1) pode-se escrever estes comprimentos da
seguinte forma:

I = ndo
d .
lr = l’ld(;?'!"&'(%‘d(ﬁ (A2.2)
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Portanto, a deformagéo ¢, originada pelo deslocamento u pode ser escrita
combinando-se as Equacgdes (A2.1) e (A2.2) da forma mostrada abaixo:

Co= —— (A2.3)

Na Equacéo (A2.3) r; e de séo definidos segundo a Figura (A2.1).

O deslocamento u, além de gerar deformagdes de membrana no plano
meridional, gera, também, deformacéo de flexdo no plano meridional. Ainda
considerando a Figura (A2.1), pode-se encontrar uma relagdo entre o
deslocamento u e a deformacéo y,. Para o elemento considerado nesta figura,
a variagdo do comprimento sobre a linha neutra, que é a linha em que a
deformacgédo de flexdo & zero, é dado por:

Considera-se, para obtencéo da deformacdo Xe Que o elemento
diferencial mantém sua forma de arco de circunferéncia. Devido a manutencio
desta forma, pode-se relacionar a deformacdo que uma fibra localizada em
gualquer ponto da casca, gue pertenga ao plano meridional, com a deformacao
sobre a linha neutra. Primeiro é considerado o deslocamento que uma fibra
iocalizada uma cota z qualquer da iinha neutra possui. Este desiocamento é

representado pelo caractere §,, como mostrado abaixo:

du
(r;—z);d@
8z m b (A2.5)

1
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A variagdo no comprimento, associado a flexdo pura, é a diferenca entre o
deslocamento da linha neutra, Equacgéo (A2.4), e o deslocamento representado
pela Equagac (A2.5), ou seja:

Sf = 81 - 8ﬁ (A26)

Onde 3: € o deslocamento que origina flexdo e é fungdo da cota z, medido a
pértir da linha neutra. Combinando as Equagles (A2.4), (A2.5) e (A2.8),
encontra-se a relagio final para o deslocamento que origina tensdes de flexdo
no plano meridional, esta relagdo é mostrada abaixo:

3f = ————do : (A2.7)

Neste momento, & necessario que a deformacéo de flexdo seja definida. A
deformac8o de flex8o pode ser considerada comc uma deformagio que é
fungdo da cota z e que varia linearmente em relacdo a esta cota. Considerando
esta definicdo para a deformacéo de flexdo, pode-se escrever 1, da forma
abaixo:

ZY o= (A2.8)

Para que a deformagéo de flex&o seja equacionada € necessério que 0s
comprimentos inicial e final sejam conhecidos. Estes comprimentos, de acordo
com as dedugbes acima, podem ser escritos da forma que segue;

= {ri—z)do

e = (r—z)d + 8¢ (A2.9)

E considerando que r1>>z, chega-se a seguinte expressio:

i du
X«p:—n;é“q; (A2.10)
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Figura A2.2 - Componentes do deslocamento em cascas axi-simétricas

O deslocamento u gera, também, deformagdes no piano circunferéncial.
Para quantificar a deformag&o de membrana no plano circunferencial, ¢,
considere a Figura (A2.2). O deslocamento u altera a distancia entre o ponto
em que este ocorre e 0 Eixo de Simetria. Esta alteragcdo de distancia é
representada por u, que é mostrado abaixo:

u = ucos{p) (A2.11)

O ponto considerado, que antes do deslocamento possuia um raio
rZsin(p), no plano circunferéncial, possui agora um raio (r2sin{e)+u’). Fica
evidente, portanto, que um deslocamento u induz deformagdo de membrana no

plano circunferencial. Esta deformagdo pode ser conceituada como antes, da
forma que segue:

-1
o= fll (A2.12)

Os comprimentos inicial e final sdo dados abaixo:

i =2nrasindQ)

le =2n{r2sin{p}+uco s(e) (A2.13)
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Portanto, combinando a Equagdc (A2.12) e a Equacio (A2.13), a
deformacéo pode ser escrita da seguinte forma:

_ucos ()
"~ rasin{g)

(A2.14)

Quando da dedug@o da Equagdc (A2.7), evidenciou-se que o
deslocamento u gera variagbes de comprimento que sdo fungdo da cota z.
Portanto, u também gera deformacdo de flexdo no plano circunferencial. Em
uma cota z qualquer, considerando-se um deslocamento absoluto u, tem-se a
seguinte expressao para o deslocamento:

8= ~—u (A2.15)

T

Usando-se raciocinio analogo ao da deducfo da relagdo (A2.10), escreve-
se:

2 o= (A2.16)

Com os comprimentos final e inicial da seguinte forma:

L ={r2—z) sin{p)2n

Ir == ({r2—2) sin{@)+dzc o s (Q))2=n (A2.17)

E, ainda, considerando r2>>z, chega-se a seguinte relagao final para a
deformagéo de flexdo no plano circunferencial devido ao deslocamento u:

PRI )

117281 Q) (A2.18)
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Assim como u, 0 deslocamento w também gera tensdes de membrana e
flexao nos planos meridional e circunferéncial. Portanto, considera-se agora um
deslocamentc w em um ponto qualquer, ilustrado pela Figura (A2.2).

A primeira deformacéo, que se desenvolve devido ao deslocamento w, a
ser considerada € a deformacdo de membrana no plano meridional, £, De
acordo com a Figura (A2.2), percebe-se que devido ao deslocamento w o raio ry
sofre uma reducéo de w. Devido a esta redugdo de ry o comprimento do
elemento diferencial no plano meridional sofre uma mudanga. Esta mudanca é
mostrada abaixo atraveés dos comprimentos final e inicial do elemento:

It = (ri—w)de
li= ndeo

(A2.19)
Considerando a definicBo de deformagdc de membrana dada pela

Equagéo (A2.1} e a Equaglo (A2.19), pode-se escrever g, da forma que segue:

Com—— (A2.20)
T

A deformag&o de membrana no plano circunferencial, gerada peio
deslocamento w, € obtida de forma andloga & deformagdo de membrana, plano
circunferencial, devido ao deslocamento u. Os comprimentos inicial e final,
portanto, s&o escritos da forma abaixo:

b = r2sin{@)2n

It = (12 W) sin{@)2n (A2.21)

Usa-se, para escrever a deformagdo de membrana, a definicio da

Equacgdo (A2.12). Logo, a deformagao g, devido ao deslocamento w, pode ser
escrita da seqguinte maneira:

So=—

W
I2

(A2.22)
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Finalizando, pode-se encontrar ainda as deformagdes de flexdo geradas
pelo deslocamento w. Estas deformagbes sdo definidas através das Equacdes
(A2.8) e (A2.12). Na quantificagdo das deformacgdes de flex3o & necessario
encontrar o comportamento do deslocamento w em relacdo a cota z. Para a
variagdo do deslocamento no plano meridional, usa-se um raciocinio similar ac
adotado para o caso de viga, onde o deslocamento que gera deformacgio é
obtido atraves da variagéo do deslocamento w. Assim, pode-se escrever este
deslocamento, §,, como fungdo da cota z e da variagio do deslocamento w, da

forma que segue;

wzm_dw

T (A2.23)

Pode-se escrever o comprimento inicial do elemento como fungdo da cota
z e o comprimento final como fungdo, além da cota z, da variagdo do
deslocamento w, ou sgja:

li=(r—z)do

Ir=(rn—z)dp+35. (A2.24)
Para escrever a relagdo final da deformacdo de flexdo no planc

meridional, fungc@o do delsocamento w, utiliza-se a definicdo dada pela

Equacéo (A2.8), as relagBes dadas pelas Equagdes (A2.23) e (A2.24) e, ainda,

considera-se ri>>z, o que resuita em:

Ko=— ;{z—(’g% (A2.25)
Finaimente, considera-se a deformacéo de flexo no plano circunferencial
gerada pelo deslocamento w. O deslocamento §,, gerado pelo desiocamento w,
deve ser considerado para a deducg&o desta relacdo. Usa-se raciocinio andlogo
aquele utilizado para obtencdo da Equacdo (A2.18), que quantifica a
deformagéo de membrana no plano circunferencial devido ac deslocamento u.
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Considera-se, portanto, como comprimentos inicial e final para as fibras, no
planc circunferencial, a relagdo abaixo:

L= (r2-z)sin{o)2n
(r2-2) .(@) (A2.26)
It = {(12—2z) sin{p)+ co s (9)3.)2n
Substituindo a Equagéo (A2.26) na definicio da Equacso (A2.12) e, ainda,
considerando r2>>z, tem-se:

dw cos(p)

Keo= nido rasin{p) (A2.27)

Considerando a validade da sobreposicdo das deformagdes, pode-se
adicionar os termos deduzidos acima para que as relagdes entre deslocamento
e deformacdo sejam escritas de forma completa. Agindo desta maneira, as

relagbes entre deformacgdes e deslocamentos para casca fina axi-simétrica s3o
escritas como segue:

_ldu w

T dp n

ucos{p} w
g= -
rasin(ey 12

1 du T odw (A2.28)
K= rnnde nde ride
Xez _uco s{(p) _ dw cos{p)

rirzsin(p)  ride rasin(e)

As relagdes dadas pelas Equagbes (A2.28) sdo validas para casca fina
axi-simétrica. Uma casca fina axi-simétrica pode ser definida geometricamente
como um segmento curvo rotacionado em forno de um eixo de simetria.
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Para o caso dos elementos com a forma de tronco de cone, as relacdes
definidas pela Equagio (A2.28) podem ser simplificadas, j& que o segmento
curvo passa a ser descrito por um segmento reto. Para a simplificacdo das
relagbes, considera-se que para um elemento troncénico as igualdades
seguintes s&o verdadeiras:

r1= oo
ndp=ds
sin{@) = co s () (A2.29)

o s (@) =sin($)
rsin(Q)=r1

Portanto, combinando as- relagbes dadas pelas Equacdes (A2.28) e
(A2.29), s&o obtidas relagdes entre os deslocamentos e as deformagdes para
casca fina axi-simétrica troncénica, mostradas a seguir:

_du
*Tds
Eo= %{u sin{p)—w c o s (@)
——_ﬂ {A2.30)
x¢— d S2

ldw
Ko=~ i sin{o)

As relagbes, apresentadas pelas Equagdes (A2.30) em conjunto com as
relagbes entre os esforgos e as deformacgdes, sfo usadas na transformagdo das
equagbes diferenciais obtidas no Capitulo 2, que sdc funcéo dos esforgos, em
equacbes diferenciais em que as incognitas sdo os deslocamentos.
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Anexo 3

Funcgoes de Interpolacéo

Quando o Método dos Elementos Finitos & utilizado, usa-se fungdes de
interpolacéo para aproximar as variaveis da equagdo. No problema de interacéo
fluido-estrutura s&o necessarias fungdes que interpolem os deslocamentos da
estrutura v e w, e de fungdes que interpolem, para o fluido, a pressao p e o
potencial de deslocamento ¥ Na seqiiéncia s30 mostradas estas fungbes e a
maneira como foram obtidas.

A3.1 Fungdes de interpolagdo para os Deslocamentos da Estrutura

As consideragbes que seguem sfo baseadas em um elemento finito conforme
ilustrado pela Figura (A3.1). Nesta figura sdo mostrados os nds, o sistema de
referéncia e os deslocamentos em relagéo a estes eixos. Os valores nodais das
variaveis s&c os coeficientes utilizados na interpolacdo

f’;\\‘\
/ T
T S
—5
F"f I3 |
\\-‘ .g’ .
\‘\\ - ‘:'

Figura A3.1 - Comprimento, eixos de referéncia e deslocamentos de um
elemento finito de casca axi-simétrica troncénica



O deslocamento v é interpolado por um polindmio de grau 1, Este
polindmio pode ser escrito da seguinte forma :

u(s)=a,+a;s (A3.1)
Onde &, s&o os coeficientes a determinar deste polindmio.

Conforme mencionado acima, os valores nodais das varidveis sdo
utilizados como coeficientes dos polindmios em um modelo de elementos
finitos. Portanto, considere as seguintes condicdes para a Equacdo (A3.1):

(s =0) =y, _
us=L)=u, (A3.2)

Substituindo as condigbes dadas pela Equacso (A3.2) na Equagao (A3.1),
pode-se escrever a Equacéo (A3.1) de forma que os coeficientes do polinémio
sejam os valores nodais da varidvel u, ou seja:

u(s) = (=D, + (v (A3

A Equacdo (A3.3) € a forma utilizada para interpolar o deslocamento u no MEF
para cascas axi-siméiricas troncénicas.

Considerando, agora, o deslocamento perpendicular ac eixc s. Este
deslocamento, vide Figura (A3.1), é representadc pela letra w. Para este
deslocamento, utiliza-se para interpolagdo um polinémio de grau 3. E
necessario um polindmio deste grau, pois s3o utilizadas derivadas espaciais de
ordem 2 no modelo de elementos finitos. Portanto, escreve-se:

w(s) = a, +a,5+2,8 +2,5 (A3.4)
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Na Equagio (A3.4), os termos a; sdo coeficientes que devem ser determinados,
considerando-se as condi¢cdes deste deslocamento na fronteira.

A primeira derivada da equagédo (A3.4) assume a forma abaixo :

dw(s)
ds

= f(s) = a, +2a,5+3a,8° (A3.5)
3

De forma andloga aquela considerada para o deslocamento u, pode-se
escrever a Equagdo (A3.4) de maneira que 0s coeficientes do polindémio sejam
expressos pelos valores nodais da varidvel w. Para que esta forma seja
encontrada, faz-se uso das condigdes de fronteira indicadas abaixo:

W(S)’ $=0 Wi

W(S)!S:L = WZ
dw(s) B
ds Is:i} - Bl

dW(S)’ _
ds =t "2

(A3.6)

Aplicando as condicdes (A3.8) nas equagdes (A3.4) e (A3.5), séo obtidas
as seguintes expressdes para os coeficientes do polinémio:

4, = Wy
ap = E’[
3 1
a4, = ?(Wz —W)- }:(2'31 + ﬁz) (A37)

2 1
&y = ?(“ﬁ — Wy} E{ﬁx +8,)

Pode-se, ainda, para facilitar posterior integracio, parametrizar s e por
conseguinte u e w, através de uma nova varidvel. A Figura (A3.2) mostra a
parametrizacao realizada. Esta figura apresenta a nova varidvel e seus valores

maximos.
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Figura A3.2 - Transformagdo de coordenadas para elemento finito de casca axi-
simetrica troncénica

Parametriza-se s de acordo com a variavel &, da forma mostrada abaixo:
i 1
s= 5 (=03, + S (1+0)s, (A3.8)

Considerando que s varia de 0 a L (comprimento do elemento), pode-se
escrever s come fung@o dos seus valores minimo e maximo, conforme
mostrado pela Equacio (A3.8). Os valores de s para os nés, mostrados pela
Figura (A3.2), sdo escritos abaixo:

s; =0

A3.
s, =L (A3.9)

Substituindo a Equagdo (A3.9) na Equacdo (A3.8) e utilizando esta
parametrizacéo na Equacéo (A3.3), equagdo que interpola a varidvel u, tem-se:

1 1
u(l) = ":}1~"(§~i;)uE + -5(1+:)u2 (A3.10)
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Portanto, pode-se escrever u como fung8o da varidvel £ da seguinte forma:

W& = E, (Qu, +F(Ou, (A3.11)

Com as fungbes F, e Fyz assumindo a forma que segue:

i
F{Q= 5(1*@
(A3.12)

I
Fa@ =500

A primeira derivada das fungBes apresentadas pelas Equagdes (A3.12)
em relagio a s sdo escritas da forma abaixo indicada:

(A3.13)

Utilizando, zgora, o mesmo procedimento utilizado para a variavel v na
fung&o que interpola a variavel w através de seus valores nodais, escreve-se:

W(G) = F (O, + F, (OB, + F,(Ow, + F_ (0B, (A3.14)
Sendo as fungdes Fu1, Fuz, Fus e Fuu escritas conforme segue:

i
FQ) =735+

1
Fa(Q = 5(-4-C + L)L
i (A3.15)
Fu(@)=7C+36-C)

1
Fu(@=5(-1-G+ 8 +O)L
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A primeira derivada das fungbes mostradas na Equagdo (A3.15) em
relagc&o a s sdo escritas da forma que segue:

dr,, 3 a1
s ~2CHeIT

= %(—1—2@3@2)
3 ) (A3.16)
s = aSIT

—xt %(mmc +32%)

A segunda derivada das fungdes mostradas pela Equacdo (A3.15) em
relagdo a s sdo escritas da seguinte maneira:

d’F,, 6¢
ds*  I?
d’F, 1
e =0T
2 (A3.17)
d’F,,  6¢
¢
d’F,, 1
e -0

As fungbes obtidas aqui sfo utilizadas para a obtengdo de uma soluco
aproximada peio MEF para o caso de casca fina axi-simétrica troncénica. No
proximo item, s&c apresentadas as fungdes utilizadas para interpolar as
variaveis do dominio fluido através de seus valores nodais,

A3.2 Funcgdes de Interpolacio para as Variaveis Acisticas

Para o elemento acusticc duas formulagdes sdo utilizadas. A primeira delas
equaciona o problema utilizando apenas uma variavel, a pressdo. A segunda
formulag@o faz o uso de duas variaveis para equacionar o problema, pressao e
potencial de deslocamento. Como as duas varidveis utilizadas fazem o uso de
fungbes de interpolacdo com um polindmic de mesmo grau, elas serdo
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representadas, aqui, apenas pela variavel p. E necessario, para melhor
compreender a forma do elemento utilizado para o dominio fluido, que se
considere a Figura {(A3.3). Esta figura mostra a geometria, os valores nodais do
elemento e o sistema de referéncia, bem como a disposi¢do, ordem, dos nés.

Figura A3.3 - Elemento finito acustico quadrilateral de 4 nos

Partindo, novamente, da idéia de parametrizagdo, utilizam-se novas
variaveis para que z e r, além das varidveis do problema, sejam interpolados
através de seus valores nodais. Esta forma de parametrizacdo em que as
variaveis do problema e as varidveis geométricas sdo interpoladas pelas
mesmas fun¢des é chamado de isoparamétrico. As varidveis utilizadas para
esta parametrizagdo sdo mostradas na Figura (A3.4).

o
{:fj !
{

f

b
ca

[

Figura A3.4 - Varidveis de parametrizacéo para elemento finito acUstico
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As novas variaveis, utilizadas na parametrizacdo, sdo £ e n. Desta forma,
pode-se escrever r, z e p da forma abaixo:

(& = F (& + F, &, + Fi(&win + Fr(Er,
2(& = F(&nz + F,EMz, + F(Gn)z, + F Gz, (A3.18)
p& 1) = F (Ep, + F (&mp, + FaGmps + F, (Ep,

Na Equagdo (A3.18) as funcBes Fy sd@o as fungbes utilizadas na
parametrizagdo. Estas fungGes sdo bilineares e s8o escritas da forma que
segue:

1
F,, = —(1-E)I-n)

4

1
F,= ;‘(1—'5){14"‘1)

3 (A3.19)
F,= ;‘(1%)(“‘?})

1

=—{1 1-

F, 4( +HX1-)

Para se obter a primeira derivada destas fungdes em relacdoare a z, a
seguinte relacio deve ser utilizada:

(A3.20)

Onde |J| € o determinante da matriz de transformacéio de coordenadas.

Fazendo uso das Equacgdes (A3.18), (A3.19) e (A3.20) a aproximacgio da
solugac através dos valores nodais para as variaveis aclsticas, utilizando o
MEF, pode ser escrita. As fungles aqui mostradas sdc utilizadas
intensivamente no Capitulo 3 deste trabalho, que trata da implementacdo do
MEF.

138



Anexo 4

Implementagdoc Computacional

Ao aplicar o método dos elementos finitos, surge a necessidade de manipular
informagdes em grande quantidade. Informacdes que podem estar na forma de
cotas, propriedades de materiais, tipos de elementos, proriedades de cada
elemento, etc. Para gerenciar este volume de informagdes, a utilizagdo de
computadores e de codigos computacionais € imperativa.

Usualmente, os cédigos computacionais utilizados na engenharia, € em
particular os cddigos utilizados em programas de elementos finitos. fazem uso
da programagdo orientada para procedimento. Este tipo de programagéo
mostra-se bastante eficiente no processamento, mas a reutilizagdo destes
codigos ou sua atualizagdo € muito complicada. Uma forma alternativa a este
tipo de programac&o € a chamada programacgéo orientada para objetos; neste
estilo, pode-se aproximar o codigo computacional da maneira humana de ver as
coisas. Na programacéo orientada para objetos, quandec algum tipo de objeto &
implementado, todos os dados para a compreensédo deste sio encontrados no
proprio, facilitando assim sua atualizacdo ou alteracdo. Neste tipo de
programagao ha um alto nivel de abstragdo e cada objeto deve ser definido em
termos de variaveis componentes e de métodos que realizam as acles sobre
as variaveis. Ha, ainda, a possibilidade de comandar diferentes acbes em
diferentes objetos através de um mesmo comando, bem como a heranga de
atributos de uma classe pai para uma, ou varias, classes derivadas.



Nas segbes que seguem s&o mostradas as caracteristicas da
programacao orientada para objetos, as classes que foram criadas para o MEF
fluido-estrutura axi-simetrico, sua inter-dependéncia e alguns detalhes de
funcicnamento [22], [23], [24], [25], [26]

A4.1 Programacdo Orientada para Objetos

A caracteristica marcante na programagio orientada para objetos € o uso
intensivo de uma estrutura chamada classe. E através desta estrutura que &
possivel definir os objetos e seu comportamento. Um objeto pode ser qualquer
coisa definivel. A partir de uma definicdo inicial, é possivel, através das classes,
implementar computacionalmente este objeto [27].

As classes possuem caracteristicas que permitem a definico de
determinado objeto. A primeira destas caracteristicas é a de suportar dados e
fungBes. As fungles que fazem parte das classes sdo chamados de métodos,
e, através destes métodos, as varidveis de determinada classe sfo slteradas
ou manipuladas. As variaveis e 0s métodos de uma classe podem ser do tipo
publico, protegido e privado. Estes tipos definem como serd o acesso as
varidveis e métodos da classe. O acesso e protegfo de dados, permitido pelos
tipos, é chamado de encapsulamento.

A classe, uma vez definida, pode servir de base para que outras classes
sejam criadas a partir dela. A classe genitora pode conter informacdes basicas
que serdo utilizadas por um nimero qualgquer de classes derivadas. As classes
derivadas podem fazer uso das definicbes da classe genitora e adicionar
métodos que sejam especificos. A esta caracteristica dé-se o nome de
hierarquia de classes. Pode-se, também, através da heran¢a de afributos e
sobrecarga de métodos construir novas classes, utilizando como base uma
classe ja existente.

Existe, ainda, o conceito de polimorfismo. O polimorfismo permite gque
através de uma mensagem sejam desencadeados procedimentos definidos,
tantc nas classes derivadas como na classe genitora, simultaneamente.
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Ad.2 Definicéo e Organizacdo de um Conjunto de Classes para MEF

A definico das classes utilizadas para o método dos elementos finitos e sua
inter-dependéncia ndo & Gnica. Uma das formas possiveis & o conjunto de
classes mostrado abaixo:

MATRIZ

NG

GEOMETRIA

GAUSS

INTERFUN

MATERIAL

ELEMENTO
AXICASCA
AXIFLUIDO

INTERELEMENTO
INTERFACE

Este conjuntc de classes possibilita a resolucdo de problemas de
interacéo fluido-estrutura através do conceito de programacdo orientada para
objetos.

A classe MATRIZ é utilizada sempre que se faz necessario algum tipo de
operagdo com vetores ou matrizes, como se trata de um programa de
elementos finitos esta classe é utilizada intensivamente. Nas classes NO e
GEOMETRIA estéo definidas as varidveis e 0s métodos necessarios para ¢
gerenciamento de cada um dos nés do problema, bem como de cada grau de
liberdade associado aos nds. A classe GAUSS define ¢ conjunto de pontos de
integracéo para determinado problema, enquanto na classe INTERFUN sio
calculados os valores das fungles de interpolacio nestes pontos. Na classe
MATERIAL estdo contidos os valores numéricos para as propriedades dos
materizis ulilizados no processamento do problema. A classe ELEMENTO
define as varidveis tradicionais que um elemento finito possui, como matriz de
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massa, matriz de rigidez, vetor de carga, etc. As classes derivadas AXICASCA
e AXIFLUIDO definem como as variaveis da classe ELEMENTQ devem ser
calculadas para cada caso. A classe INTERELEMENTO é uma classe andloga
a classe ELEMENTO, diferenciando-se daquela apenas por definir varidveis
que s&o particulares a elementos finitos de interface. Finalmente, a classe
INTERFACE define como as variaveis da classe INTERELEMENTO devem ser
calculadas para o caso especifico de interacéo fluido-estrutura axi-simétrico.

Ad4.3 Detalhes de Funcionamento

As classes NO, GAUSS, INTERFUN e MATERIAL podem ser consideradas
como sub-classes. Estas sub-classes definem tipos de varidveis que sfo
utilizadas nas outras classes. Por serem, basicamente, classes de estrutura
simples, suas caracteristicas ndo sdo comentadas. As demais classes, suas
vériaveis e principais caracteristicas de funcionamento s&o mostrados a seguir.

MATRIZ
Variaveis

Numero de linhas
Numero de colunas
Largura de banda
Elementos da matriz

Caracteristicas

Esta classe realiza as principais operacdes com matrizes e vetores, bem
como a solucZo de sistemas lineares. Através dos métodos implementados é
habilitado o acesso e modificacdo de cada elemento da matriz. Existe, ainda,

métodos especiais que permitem que se trabalhe com matrizes armazenadas
na forma de banda.
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Exemplo de Funcionamento

Nas proximas linhas sdo mostrados alguns detalhes de funcionamento
desta classe.

Para declarar um tipo da classe matriz com, por exemplo, quatro linhas e 3
colunas, age-se da seguinte forma:

MATRIZ MatrizExemplo (4,3);

Para preencher cada elemento de uma matriz pode-se fazer a seguinte
associagao !

MatrizExemplo (2,2) = 3.9;

Desta forma, o elemento da linha dois coluna dois sera associado ao valor
3.9. Uma outra forma de associagdo pode ser feita diretamente com matrizes.
Suponha que se deseja copiar uma matriz qualquer, devidamente preenchida.
Uma forma de obter-se uma cépia desta matriz € utilizar o operador =, como
indicado abaixo:

MatrizExemplo = MatrizQualquer;

Agora a MatrizExemplo possui todas as caracteristicas da MatrizQualquer,
inclusive os valores de cada elemento daquela. Operacdes importantes como
adigio, subtragdo e muitiplicagdo também podem ser realizadas utilizando o
operador associado. Para se obter a inversa ou a transposta de uma matriz
utilizan-se os seguintes comandos:

MatrizExempio = IMatrizQualquer;  // Transpde MatrizQualquer e
/f armazena em MatrizExemplo.
MatrizExemplo = inv(MatrizQualquer) // Inverie MatrizQualquer e
/I armazena em MatrizExempio.
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Utilizando esta classe € possivel, também, resolver um sistema linear,
muitiplicar um tipo MATRIZ por um tipo double, mostrar na tela uma matriz além
de varios tipos de inicializago do tipo.

GEOMETRIA
Variaveis
Ndmero de nés
Propriedades dos nés
Nés
Graus de liberdade por né .

Condigdo de contorno

Caracteristicas

Nesta classe, busca-se agrupar o problema geométrico controlando o
armazenamento dos nos e associando a estes propriedades como sua
localizag&o na matriz global. Esta classe também habilita o usuario a associar a
cada né um numero de graus de liberdade. A classe GEOMETRIA utiliza, entre
suas variaveis, a classe pré-definida Né.

Exemplo de Funcionamento

Para uma melhor compreenséo do funcionamento desta classe, considere
um suporte geométrico para um problema de elementos finitos. Supondo que
seja um problema bidimensional, os nés podem ser armazenados em vetores
de duas linhas e uma coluna. Supondo que a malha para elementos finitos seja
composta por quatro nos, define-se a geometria da seguinte forma:

GEOMETRIA ExemploDeGeometria (4);
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Desta forma € declarado um suporte geométrico para quatro nds.
Considerando que Néx, Noy, Néz, Now, declarados como tipo MATRIZ. Pode-
se associar estes nés ao tipo GEOMETRIA ExemploDeGeometria, da forma
gue segue:

ExemploDeGeometria (453) = Néx;
ExemploDeGeometria (12) = Noy;
ExemploDeGeometria (7) = Noz;

ExemploDeGeometria (98) = Now;

O que foi feito, é a associagéio de determinado né a uma geometria.
Portanto, neste exempio, na geometria definida 0 nd denominado Néx €
associado a ExemploDeGeometria com o niimero de né igual a 453. De forma
analoga Ndy é associado 8 ExemploDeGeometria com numero de né iguaia 12,
Noéz e Now sdo associados da mesma forma com numeros de né igual a 7 e 98,
respectivamente.

Para associar um determinado nimero de graus de liberdade a cada no
que pertenca ao tipo GEOMETRIA ¢ realizado o seguinte comando:
ExemploDeGeometria (453,2);

ExemploDeGeometria (12,3);
ExemploDeGeometria (7,2);
ExemploDeGeometria (98,2);

Com estes comandos a classe GEOMETRIA associa 3 graus de liberdade
ac numero do né 12, para os demais nés € associado 2 graus de liberdade.
Pode-se, desta forma, obter a ordem global de uma matriz de elementos finitos,

para esta geometria, bem como associar a cada grau de liberdade a condicdo
de contorno desejada.
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ELEMENTO

Variaveis

Ndmero do elemento
Numero de nos

Numero de pontos de Gauss
Numero dos nos

Material

Nés do elemento

Matriz de massa

Matriz de rigidez

Vetor de carga S

Vetor de carga C

Caracteristicas

Atraves desta classe, € possivel agrupar os dados pertinentes a um
elemento como nimero do elemento, nGmero de nos, etc. Utilizando os
metodos implementados, as varidveis matriz de massa, matriz de rigidez, vetor

de carga C e vetor de carga S séo calculadas e posteriormente resgatadas.

Exemplo de Funcionamento

Esta classe define, de forma geral, os dados necessarios para que uma
elemento, qualquer, possa ser implementado. Cada elemento implementado
utiliza as definicdes desta classe. Os elementos implementados utilizam-se das
variaveis definidas e sobrecarregam os métodos desta classe.

Aiém das varidveis, mostradas acima, esta classe possui varios métodos.
Os meétodos de maior importancia desta classe s&o aqueles que integram,
utilizando os pontos de Gauss definidos, uma determinada matriz. Os métodos
desta classe sdc acessados apenas pelas classes AXICASCA e AXIFLUIDO
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pois s80 métodos virtuais. Para o funcionamento indireto desta classe vide
AXICASCA e AFLUIDO.

AXICASCA
Variaveis

Comprimento do elemento
Espessura
Angulo

Caracteristicas

Esta classe herda todos 0s métodos da classe ELEMENTO e pode-se
citar, como métodos proprios, os responsaveis pela montagem das matrizes [B],
[D], [N] e [T], que s&o as matrizes que formam as matrizes de rigidez e massa.
Por exemplo [K] = [B}T[D][B]; e M} = p[N}T[N]; onde [T] = matriz de
transformagdo de coordenadas. A montagem destas matrizes para o elemento
de casca axi-simétrica € o principal objetivo desta classe.

Exempio de Funcionamento

Considere a seguinte declaragio:

AXICASCA “ExemploDeAxicasca:

ExemploDeAxicasca = new AXICASCA [52];
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Desta forma, € criado, no programa gerenciador, um vetor com 52
elementos de casca, que sio inicializados, para o caso particular do quarto
elemento de casca, da forma que segue:

ExemploDeAxicasca[3].InicializaAxicasca(NumeroDoElemento, NumeroDeNos,
NumeroDePontosDeGauss, EspessuraDoElemento, VetorDeNos);

Com esta declaragéo, inicializa-se um elemento de casca axi-simétrico. O
numero do elemento é NumeroDoElemento, com NumeroDeNos nés. Para
integrag@o s&o utilizados NumeroDePontosDeGauss pontos, a espessura do
elemento € definida em EspessuraDoElemento e, finaimente, VetorDeNos
armazena na forma matricial os nds do elemento. Com estes dados pode-se
montar todas as matrizes deéejadas para o elemenio em questio e,
posteriormente, resgata-las.

Para o resgate de determinada propriedade do elemento, por exemplo a
matriz de rigidez, ainda considerando o quarto elemento, utilizam-se os
seguintes comandos:

ExemploDeAxicascal3].CalculaMatrizDeRigidez();

/f Manda a ordem para que a matriz de rigidez do guarto elemento seja
caiculada.

MatrizDeRigideinemento=ExempioDeAxicasca{S].RetornaMatrizDeRigidez();
{// Associa ao tipo MatrizDeRigidezElemento a matriz de rigidez do
// quarto elemento.
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AXIFLUIDO

Variaveis

Caracteristicas

Esta classe possui as mesmas caracteristicas creditadas a classe
Axicasca, diferenciando-se apenas pelo fato de aquelas matrizes serem
montadas para o caso de fluido axi-simétrico.

Exemplo de Funcionamento

O funcionamento desta classe é bastante similar ao da classe anterior. A
inicializagdo segue o mesmo padrio definido para a AXICASCA. Para efeiio
comparativo segue um exemplo de inicializacdo de um elemento qualquer.

ExemploDeAxiﬂuido{B].lnicializaEEemento(NumeroDoE!emento,NumeroDeNos,
NumeroDePontosDeGauss, VetorDeNos);

Como pode-se perceber, a inicializacdo é praticamente igual, diferencia-se
de AXICASCA apenas pelo fato de, para o fluido, ndo ser necessario a

definicdo da espessura. ara resgatar os dados a acdo necessaria é a mesma
apresentada em AXICASCA.
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INTERELEMENTO

Variaveis

Numero do elemento
Numero de nés

Numero de pontos de Gauss
Numero dos nés

Material

Nas do elemento

Matriz de pressido

Matriz de interacéo

Caracteristicas

As mesmas que a classe elemento, apenas com um diferencial, as
matrizes de rigidez e massa e os vetores de carga s&o agora substituidos por
duas matrizes, a matriz de pressdo e a matriz de interagdo. Estas matrizes
consideram os efeitos da pressdo do fluido sobre a estrutura na matriz de
pressdo o deslocamento da estrutura sobre o fluido na matriz de interag3o.

Exemplo de Funcionamento

Esta classe possui, assim como a classe ELEMENTO, apenas métodos
virtuais, impossibilitando uma demonstracdo do seu funcionamento. A sua
estrutura de funcionamento € a mesma da classe ELEMENTO e, basicamente,
define a integracdo das matrizes utilizando os pontos de Gauss desejados.
Além disso, rmazena os dados que s30 comuns aos elementos de interface e
gue sdo listados acima em Variaveis.
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INTERFACE

Comprimento do elemento
Angulo

Caracteristicas

Analogamente as classes AXICASCA e AXIFLUIDO esta classe fornece
um conjunto de matrizes para que a classe INTERELEMENTO possa calcular

as matrizes de presséo e de interag@o. As varidveis da classe sdo calculadas
automaticamente quando da inicializacdo do elemento.

Exemplo de Funcionamento

A declaragdo e inicializacdo dos elementos que pertencem a esta classe

séo realizados de maneira andloga aquela mostrada para as classes
AXICASCA e AXIFLUIDO.

Através destas classes implementadas, é resolvido o problema de
interacdo entre fluido e cascas axi-simétricas. Os resultados obtidos e
mostrados no Capitulo 4 utilizaram as estruturas apresentadas neste anexo.
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