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Resumo

VAZQUEZ, Mariana Godoy. Construgdo de Fungdes de Interpolagio para as Versoes
h e p do MEF através de Produto Tensorial. Campinas : Faculdade de Engenha-
ria Mecanica, Universidade Estadual de Campinas, 2004. 73p. (Dissertacio de
Mestrado)

Nesse trabalho, apresentam-se procediinentos baseados em produto tensorial para
a construgdo de funcdes de interpolagfio nodal {versao h) e modal (versio p), com em-
prego, respectivamente, de Polindmios de Lagrange e Jacobi em elementos finitos uni,
bi (quadrados e tridngulos) e tridimensionais {hexaedros e tetraedros). Os procedimen-
tos apresentados sdo simples ¢ permitem um tratamento uniforme para a construcio das
fungdes de interpolagdo. Realizaram-se estudos sobre o condicionamento numérico e a
esparsidade de algumas bases aqui definidas. Em particular, para as funcoes triangu-
lares modais tensorizdveis realizou-se um estudo sobre a influéncia das ponderacoes dos
Polindmios de Jacobi na esparsidade e condicionamento numérico das matrizes locais de

massa.
Palavras-chave

- Fungoes de Interpolacio, Polinémios de Lagrange, Polindmios de Jacobi, Tensorizacao,
Método de Elementos Finitos.



Abstract

VAZQUEZ, Mariana Godoy. Construction of Interpolation Functions for the h and p
Versions of the FEM using Tensorial Product. Campinas : Faculdade de Engenharia
Mecénica, Universidade Estadual de Campinas, 2004. 73p. (Master’s Thesis)

This work presents procedures based on the tensorial product for the construc-
tion of nodal (version h) and modal {version p)} interpolation functions, with the use of
Lagrange and Jacobi polynomials, respectively, for one, two (square and triangles) and
three-dimensional (hexahedral and tetrahedral) elements. The procedures presented are
simple and permit an uniform treatment of the construction of the interpolation functions.
The numerical conditioning and sparsity of some bases defined are studied. For the ten-
sorial modal functions for triangles the influence of the weights of the Jacobi polynomials

in the sparsity and numerical conditioning of the local mass matrices is considered.

Keywords

- Interpolation Functions, Lagrange Polynomials, Jacobi Polynomials, Tensorization, Fi-

nite Element Method.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Motivacao

A qualidade da aproximacdo obtida pelo Método dos Elementos Finitos (MEF)
depende do tamanho e da forma dos elementos, das propriedades do espaco de aproxi-
magdo e regularidade da solucio (Nogueira Jr. e Bittencourt, 2002). Do ponto de vista
computacional, a escolha da base para o espaco de aproximacio influencia a preciséo e
eficiéncia dos procedimentos numéricos usados para o célculo da solucio aproximada. Em
geral, as bases de elementos finitos consistem de funcdes polinomiais por partes definidas

sobre os elementos da particio que interpola o dominio do problema.

Especificamente, a versio p do MEF tem as seguintes caracteristicas principais
(Szabé e Babuska, 1991; Karniadakis e Sherwin, 1999): integracio numérica de alta or-
dem; diferenciacio numérica; fungdes de forma apropriadas; mapeamento geométrico para
dominios arbitrérios; continuidade global C; entre os elementos; numeracio dos graus de
liberdade; aplicacdo das condicdes de contorno e pds-processamento dos resultados.

As funcbes de forma p (fungGes de base, funcdes ou modos de interpolacio) sio asso-
ciadas as entidades topoldgicas (vértices, arestas, face e corpo) como ilustrado na Figura
1.1. Em geral, as fungbes usam polindmios unidimensionais de Legendre e Chebyshev

(Szabé e Babuska, 1991; Vijayakar et al., 1987; Devloo et al., 1988).

Bases p hierdrquicas ou modais sdo caracterizadas pelas seguintes propriedades
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{Karniadakis ¢ Sherwin, 1999):

1. os modos de vértice tém magnitude unitdria em um vértice ¢ sdo zero em sodos os

outros vértices do elemento;

o

os modos de arcsta tém magnitude ao longo de uma aresta ¢ sdo zero em todas as
outras arestas e vértices do elemento;

3. os modos de [ace tém magnitude ao longo de wma face, mas sio zero om todas as

outras faces, arestas e vértices dos elementos;
4. No caso 313, tém-se as fun¢des de volume ou de corpo com propriedades semclhantes.

Essas propriedades sdo ilustradas pa Figura 1.1 para clementos triangulares.
O conceito de hierarquia significa que conjuntos de expanso de ordem mais alta
Xps1 contém os termos dos conjuntos de expansio de ordem mais baixa X, ic.,

Jf.—p - ‘Yp_y_l.

e verex
a ec!ge
4 \ a face
(a) Entidades topolégicas. (b) Modo de vértice.

e Foca,

b

{c} Modo de aresta. (¢) Modo de face.

Figura 1.1: Exemplo de fungdes de forma p para tridngulos (Bittencourt, 200-4).

Também sio importantes na versdo p do MEF o tipo da malha (estruturada ¢ nio
estruturada), o uso de produto tensorial, o emprego de coordenadas baricéntricas para
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tridngulos ¢ tetraedros e as propricdades de condicionamento ¢ esparsidade das matrizes
locais (Babuska ot al., 1989; Carnevali et al., 1993; Edgar e Surana, 1996; Szabd e Peano,
1987; Nogueira Jr. e Bittencourt, 2001). As propriedades locais sao determinadas pela
definicio das funcoes de forma e indiretamente influenciam as propriedades correspon-
dentes das matrizes globais (Carnevali et al., 1993; Edgar e Surana, 1996; Zumbusch,
1995; Nogueira Jr., 2002). A melhor eficiéncia computacional das expansbes estruturadas
resultam de seu processo construtivo baseado no produto tensorial de bases unidimen-
sionais. Segundo {Karniadakis e Sherwin, 1999) para serem competitivas as expansdes
nao-estruturadas devem ser tdo eficientes quanto as estruturadas, principalmente quando

aplicadas & problemas dependentes do tempo.

O uso de produto tensorial na construcio das funcdes de base é importante devido
& simplicidade, flexibilidade e maior eficiéncia computacional. O principal enfoque desse
trabalho sera apresentar procedimentos tensorizdveis para a construcao de funcoes de

interpolagdo para quadrados, tridngulos, hexaedros e tetraedros.

1.2 Revisao Bibliografica

A reviséo bibliografica apresentada a seguir estd baseada naquela apresentada em
Nogueira Jinior (Nogueira Jr., 2002).
Vérios conjuntos de fungoes de forma p estio apresentados na literatura.

Peano considerou familias de funcbes de interpolacdo hierdrquicas para elementos
triangulares de lados retos que podem ser aplicadas para qualquer ordem polinomial
(Peano, 1975). Cada novo grau de liberdade para p > 2 representa a p-ésima derivada da
aproximacao. As functes sBo mapeadas diretamente sobre os elementos da malha usando

coordenadas baricéntricas.

Katz & Rossow estenderam o trabalho de Peano com a definicio de um elemento
de referéncia usando matrizes universais e vetores pré-computados para aumentar a per-

formance computacional (Rossow e Katz, 1993).

Zienkiewicz apresentou funcoes para elementos hierdrquicos quadrilaterais com um

3



bom nimero de condicionamento das matrizes locais, facil imposicdo da continuidade

cntre os elementos ¢ o uso de estimadores de erro (Zienkiewicz et al., 1981).

As fungdes hierdrquicas cldssicas para quadrildteros e hexaedros introduzidas por
Szabé & Babuska (Szabé e Babuska, 1991) tém excelente esparsidade e propriedades
de condicionamento devido ao uso de polindmios de Legendre e sua natureza tensorial
(Edgar e Surana, 1996: Maitre ¢ Pourquier, 1995). Entretanto, as fungbes para tridngulos
e tetraedros ndo tém propriedades similares e hd um aumento exponencial do mimero de
condicionamento local do elemento com a ordem do elemento p (Carnevali et al., 1993;
Adjerid et al., 2001: Nogueira Jr., 2002).

Carnevali introduziu funcdes de forma hierdquicas para tridngulos ¢ tetraedros com
a propriedade de que as funcOes de aresta, face e corpo sao ortogonais, no sentido do
operador laplaciano, para as mesmas funcbes com ordens nfo superiores a p — 2, p— 3
e p — 4. respectivamente (Carnevali et al., 1993). Esse fato resultou em uma matriz de
rigidez local com melhor niimerc de condicionamento e esparsidade das matrizes locais
comparado as fungdes definidas em (Szabd e Babuska, 1991).

Sherwin & Karniadakis apresentaram fun¢des de forma hierdrquicas para tridnguios
e tetraedros bascadas em sistemas cartesianos colapsados, produto tensorial, polinémios
ortogonais de Jacobi e integragio numérica exata usando o produto tensorial da quadratura
unidimensional de Gauss-Jacobi {Sherwin e Karniadakis, 1995; Karniadakis ¢ Sherwin,
1999). Os sistemas de coordenadas colapsadas para tridngulos e tetraedros sdo obtidos
dos sistemas de coordenadas cartesianas definidos sobre quadrilateros e hexaedros, respec-
tivamente. Tais fungGes foram aplicadas no estudo de problemas de fluidos definindo os
métodos hp spectrais (Karniadakis e Sherwin, 1999).

Webb & Abouchakra usaram polinémios de Jacobi para definir fungdes de forma para
o tridngulo referéncia [0.1] 2-simplex (Webb e Abouchakra, 1995). A regra de quadratura
definida em (Dunavant, 1985) foi usada. A extensio das funcdes para tetraedros é apresen-

tada em Abouchakra {Abouchakra, 1996) com uso de matrizes universais pré-computadas.

Nogueira Junior & Bittencourt (Nogueira Jr. e Bittencourt, 2001) mostraram as

vantagens de usar polinémios de Jacobi para melhorar a eficiéncia computacional ¢ a es-
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parsidade das matrizes locais e globais. Também foi verificado que as fungdes propostas
em Carnevalli (Carnevali et al., 1993) tém um anumento exponencial do nimero de condi-
cionamento com a ordem do elemento, mas inferior ao verificado nas funcbes apresentadas
em Szabé (Szabd e Babuska, 1991).

Adjerid (Adjerid et al., 2001) propds novas funcdes para tridngulos ¢ tetraedros
com melhor esparsidade e propriedades de condicionamento quando comparadas a Szabé
& Carnevalli (Szabé e Babugka, 1991; Carnevali et al., 1993). As funcBes sio baseadas
em Szabé (Szabd e Babuska, 1991) e usam a ortogonalizacdo das funcoes de face (2D)
e de face e corpo (3D). A estratégia apresentada é muito similar a que foi usada em
Mandel (Mandel, 1990b; Mandel, 1990a) para definir pré-condicionadores para métodos
de decomposicio de dominios em malhas de hexaedros.

Nogueira Jr. (Nogueira Jr., 2002) apresentou novos conjuntos de funcdes baseados
em polinémios de Jacobi e tensorizacio em coordenadas colapsadas. As ponderacoes
foram obtidas de tal maneira a diagonalizar as funcdes de face (2D) ¢ de corpo (3D).
Além disso, aplicou-se 0 método hp espectral emn problemas de elasticidade linear com o

uso de métodos iterativos e multigrid hp-adaptdveis.

As bases j4 mencionadas para tridngulos e tetraedros néo usam produto tenso-
rial padrdo de polindmios unidimensionais definidos em coordenadas baricéntricas. Na
definicdo padrio de produto tensorial, bases unidimensionais para cada direcio sdo mul-
tiplicadas termo a termo para construir bases de maior dimensao.

As funcbes modais para quadrildteros e hexaedros apresentadas em (Karniadakis e
Sherwin, 1999) aplicam a defini¢do padrio de produto tensorial. Entretanto, tridngulos
e tetraedros usam um produto deformado ou generalizado, devido ao uso do sistema de
coordenadas colapsadas. As funces de forma para quadrildteros definidos em (Szabé e
Babugka, 1991) usam tensorizagio dos polindmios de Legendre nas direcdes locais £ e 7
com funcdes lineares (1 £ £) ou (14 7). _

Em (Bittencourt, 2004), apresentam-se funcbes de forma modal e nodal para tri-
angulos e tetraedros baseadas no produto tensorial de fungdes unidimensionais expressas

em coordenadas baricéntricas. As funcbes nodais usam polinémios de Lagrange e sfo as
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Peano Szabd Webb Bittencourt | Karniadakis
Hicrarquia sim sim sim nao sim
Coordenadas baricéntrica | baricéntrica | baricéntrica | baricéntrica | colapsada
Base polinomial | Legendre Legendre Jacobi Jacobi Jacobi
Tensorizagao nio nao nao sim nao
Continuidade néo nao nao sim nao

Tabela 1.1: Comparacido de funcdes de base para tridngulos.

funcbes de forma h padrao apresentadas na literatura (Zienkiewicz e Taylor, 1989: Cook
et al., 1991). As bases modais usam polindomios de Jacobi. O procedimento tensorizével
para construir os conjuntos de fungoes modais e nodais é muito simples. Além disso, foi a
primeira vez na literatura que as fungGes de interpolagio h padrio e p foram construidas
usando produto tensorial, contrariando a afirmacfo em (Karniadakis ¢ Sherwin, 1999), que
tal construcdo € impossivel ou muito dificil. As fungoes modais tém uma continuidade
global €y automdtica entre os elementos. Assim, ndo € necessario um procedimento
adicional para impor tal continuidade, como ocorre com as funges de interpolacgéo p

presentes na literatura.

Como mencionado, as caracteristicas de esparsidade e condicionamento numérico
das matrizes locais dos elementos sic fundamentais para a versio p do MEF. No caso
de polinémios de Jacobi, tais caracteristicas sio influenciadas pela correta selecio das
ponderagoes dos polindmios. Um dos objetivos deste trabalho é dar continuidade acs re-
sultados apresentados em (Bittencourt, 2004), através de um estudo sobre os polindmios
de Jacobi, suas propriedades de ortogonalidade e a selecio de suas ponderaches para uso
nas fungdes modais na matriz de massa dos tridngulos. A escolha da matriz de massa foi
feita, pois os seus coeficientes empregam o produto das functes de base e conseqiiente-
mente o produto dos polindémios de Jacobi. Como serd visto, uma dificuldade encontrada
estd relacionada ao acoplamento das coordenadas baricéntricas.

A Tabela 1.1 apresenta uma comparacio de alguns conjuntos de funcdes de base
triangulares considerando a existéncia de hierarquia, tipo de sistemas de coordenadas,

base polinomial, tensorizacio e continuidade natural inter-clemento.




1.3 Objetivos

Este trabalho tem como objetivo apresentar procedimentos tensorizaveis para a
construcao de funcoes de interpolagio, utilizando polinémios de Lagrange e Jacobi, para
quadrados, tridngulos, hexaedros e tetraedros. Apds a construgio das fungdes, verificam-
se o condicionamento e esparsidade de algumas bases definidas. Para as fungbes modais
triangulares, verifica-~se a influéncia das ponderacgbes dos polinémios de Jacobi na espar-

sidade e condicionamento das matrizes de massa dos elementos.

1.4 Organizacao do texto

Os capitulos subseqiientes estdo organizados de tal forma que no Capitulo 2 € apre-
sentada a construcao das funcbes de base unidimensionais s (nodal) ¢ p (modal}, além de
um estudo sobre o condicionamento numérico ¢ a esparsidade das fungoes definidas.

O Capitulo 3 apresenta a construgio das funces de interpolagio nodais e modais
para quadrados (2D) ¢ hexaedros (3D). Realiza-se um estudo sobre o condicionamento
numérico e a esparsidade das funcdes nodais e modais para quadrados.

No Capitulo 4, apresenta-se o procedimento tensorizdvel para tridngulos (2D) e
tetraedros (3D) definidos em (Bittencourt, 2004). Considera-se o estudo das ponderacoes
dos polinémios de Jacobi nos coeficientes da matriz de massa e a influéncia dessas pon-

deragdes na esparsidade e condicionamento numérico das matrizes locais dos elementos.
No Capitulo 5, consideram-se as conclusoes e perspectivas futuras do presente tra-
balho.
No Apéndice A ¢ feito um estudo sobre interpolagio polinomial e polindmios orto-

gonais, que é a base para o estudo das ponderagtes dos polinémios ortogonais de Jacobi.



Capitulo 2

Construcao das Funcoes de Base

Unidimensionais

2.1 Base Nodal

A Figura 2.1 ilustra o sistema de coordenadas &; definido no intervalo fechado
[~1,1]. Considere o conjunto de P, + 1 pontos &, (p = 0,...,P;) definidos em &. O
polinémio de Lagrange de ordem P; associado a cada coordenada &, € dado por (Zienkiewicz
e Taylor, 1989; Cook et al., 1991) _

2 (G —d)

(Py) — ) ' )
R | S vy | @D

_ GG by G M =) (S - G
(&2, — €10 (€1, — &) - - (€1, — &) &1y — &) -+ (&3 — &)

¢ (&) =0.

£, & & & & .5
] w1 gl

Figura 2.1: Sistema local de coordenadas &;.

Pela definigio anterior, tem-se que L{f1)(£,,) = dpq, sendo dpg 0 delta de Kronecker.



isto €,
I p=g¢g
8pq = . (2.2)
0 p#q

As fungdes de interpolagiio N,(€) associadas aos nés p (p = 0. ..., P;) dos elementos

finitos unidimensionais sdo os préprios polindmics de Lagrange. ou scja,

Np(&y) = (&) (2.3)

As Figuras 2.2 a 2.4 ilustram os clementos unidimensionais de Lagrange comr 2, 3 ¢
4 nés. As respectivas fungdes de interpolacio sio obtidas a partir de (2.1) ¢ (2.3} ¢ dadas
por

» glemento linear de 2 nés:

Nol6) = 5(1-&) © Nal) = 5(1+&): (2.4)

e elemento quadritico de 3 nds:

No(&) = —:;:51(1 —£&), M) =1-§ ¢ No&) = éﬁl(l + &) (2.5)

e elemento clibico de 4 nds:

Nol€) = 5(1—€)OE ~ 1. M(&) = (1~ E)(1 - 36)

16
9 ., . 1 2 a0
NE) = (=ED1+36) o Ny&) = =(1+£&)(9 — 1) (2.6)
:: \ ) o
N \\ -
i o= & J -:\\:
{a) Elemento de 2 nds. (b} Fungbes de interpolagdo

lineares.

Figura 2.2: Elemento unidimensional linear de Lagrange.
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{a} Elemento de 3 nds. (b) Funges de interpolagio
quadréaticas.

Figura 2.3: Elemento unidimensional guadréatico de Lagrange.

I
__ e
\ o/
X ' /" X
N VA \
NN / ‘\
T
-1 -3 131 ! sy R %
{a) Elemento de 4 nés. (b} Fungdes de interpolagdo
ctibicas.

Figura 2.4: Elemento unidimensional ctibico de Lagrange.

A partir do segundo grau, além dos nds de vértice, os elementos possuem nds inter-
nos, aos guais associam-se fungdes de interpolagio ou modos internos.
A seguinte expressao pode ser empregada para denotar as funcgoes de forma de vértice

{p=0c¢p=P)einternas (0 < p < P}

(L~ &) LEA-1g) p=0
Nplbi) = ¢pl&1) = § (1 +£)LPH(E) p=2P , (2.7)
=&)L+ &)LAE) b<p<h
sendo L (Pi-13(£)) obtido da expressdo geral (2.1) dos polindmios de Lagrange e
PL—1
I &—-¢&,)
PL=2)(g,) o= —1 Q—P:#? (2.8)
H 61? §1a
g=0.97p

Pode-se também trabalbar com as coordenadas naturais que s@io adimensionais

(Cook et al.. 1991). Para isso, cousidere a reta de comprimento ! ilustrada na
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Figura 2.5 ¢ um ponto P sobre a mesma, o qual dista {; e {; das extremidades esquerda

e direita, respectivamente. Observe que

ll + Zg =1, {29}
Dividindo-se a expressio anterior por I, tem-se
L b
-+ —==1. ]
; + ) (2.10)
Definem-se as coordenadas naturais L; ¢ L, pelas seguintes razoes de comprimentos
[ l
Ly = Ti e Ly= T” (2.11)
A
Ly l )
' Ly Ly Ly Ly L, - I‘Ill’k > L,
0 1
(a) Coordenadas naturais. (b) Pontos Ly, ao longo de L;.

Figura 2.5: Coordenadas naturais.

Logo,

Li+L,=1 (2.12)

A partir da expressdo anterior, verifica-se que uma das coordenadas naturais é de-
pendente. Por exemplo,
| Ly=1—1L,. (2.13)

OBServc que Ly e Lo assumem os valores 0 e 1. Logo, o intervalo de variagio de L;
e Ly 60,1], ou seja, Ly, L, € [0, 1].

L (&)
1 1 & 0 1 L
E-l \./ r1
EL)

Figura 2.6: Mapcamento cntre os sistemas local £; e natural L,.

Os mapcamentos entre os sistemas local £ e natural L;, flustrados na Figura 2.6,

11



sao dados por
L&) =50+&) ¢ &(L)=2L~1 (2.14)

Considcrando os P, +1 pontos na diregao L, ilustrados na Figura 2.5(b}, a expresséo
(2.1) para os polinémios de Lagrange é escrita como
P
» (L —Ly)

Py = “_______{ ! - LA 2.15
N s 219

(Ly = Lig)(Ly = Ly,) .. ALy = Ly, YLy~ Ly, ). (L — Lig)

(L, = L)Ly, — Lyy) - (Lyy = Loy )(Ln, = L) oo (L, = Lap )

Da mesma maneira, a partir das transformagdes em (2.14), as functes de interpolagio

dos elementos linear e quadratico, dadas em (2.4) e (2.5), sio expressas em coordenadas

naturais, respectivamente, como
Nol{Liy=1=L; e Ny(Ly) = Ly; (2.16}
No(Ln) = = (2 = )(1 = Ly), Ni(L1) =4L;(1 —Ly) e No(L1) = Ly(2Ly ~ 1), (2.17)
Em coordenadas naturais, a equacio (2.7) é dada por
A-L)L" (L) p=0
Np(L1) = ¢p(Ln) = L LP(Ly) p=P (2.18)
A~L)L L () o<p<

sendo
P1—1
I @&-Ly,)
L{PD(Ly) = ~4 5 22E : (2.19)
H (Llp - qu)
4¢=0,g%p

2.2 Base Modal

Devido & definiclio (2.1) dos polindmios de Lagrange, as fungdes de interpolacio
dadas ern (2.3) estdo diretamente relacionadas aos nés do elemento e portanto constituem

uma base nodal.

No caso de uma base modal, tem-se apenas os nés de vértice do elemento. As
fungbes de interpolacio para elementos a partir do segundo grau nio estio associadas
as varidveis nodais. Para isso, deve-se empregar uma base polinomial cuja definicio nio

12



dependa de coordenadas nodais do clemento. Utiliza-se aqui os Polindmios Ortogonais de

Jacobi, sendo os polinémios de Legendre ¢ Chebyshev casos particulares.

Os polinémios de Jacobi unidimensionais de grau n, P3A(g), sio uma familia de
solugdes polinomiais para o problema singular de Sturm-Liouville (Karniadakis ¢ Sherwin.,
1999). Estes polindmios séo ortogonais (Chihara, 1978) no intervalo [~1,1] com respeito

& funcdo peso (1 - &)*(1+ &)P. (e, 8 > ~1;0a,8 € R), da seguinte mancira

1
[4 A= &)* (1 + &P PP PRP(&1)dey = Com, &1 € [-1,1], (2.20)

22841 Tln a4+ DI{n+ B+ 1)
2n+a+8+1 nlln+a+8+1)
no Apéndice A.

sendo C =

uma constante. A funcgio I' estd definida

A relagéo de ortogonalidade anterior pode ser mapeada para o intervalo [0,1] de

coordenadas naturais L, como

1
f@ (1 = L)L PA(2L, ~ 1) P2P(2L, — 1)dLy = Déum, Ly €0, 1], (2.21)
1
e D= WO

Os polindmios de Legendre e de Chebyshev correspondem 3s ponderagbes (o =8 =
0) e (a = 8 =—1), respectivamente.
A seguinte relagdo recursiva pode ser usada para calcular os polinémios de Jacobi ¢

suas derivadas (Karniadakis e Sherwin, 1999)

PRPE) = 1,
PROE) = sla-f+(a+ 0426,
aPrfiE) = (@ +ai)PPP(&) - ahPI(E), (2.22)
@) PEE) = BEPIE) +BEPE ),
sendo
o, = 2ln+1){n+a+8+1)02n+a+8),
@ = (2n+a+B+1)e” — 5%,
@ = n+a+Bf)2n+a+B+1)(2n+a+B+2),
g = 2n+a)n+B2n+a+F+2), (2.23)
bi&) = (n+a+B)(1-£D),
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B(&) = nla=8-(2n+a-pH),
B&) = 20n+a)(n+f).
A partir das definicbes anteriores, as fungdes de interpolacio modal podem ser

definidas nos sistemas de coordenadas &; ¢ L; de forma andloga as equacdes (2.7) e {2.18),

bastando substituir os polindmios de Lagrange por Jacobi, ou scja,

;(1-&) p=0
No(€:) =p(lr) =19 L1 +¢) p=P (2.24)
L1-&)1+&)P3E) 0<p<P
2
1~ L1 p= 0
NP(Ll) = ¢p(L1) = L]_ p= P]_ - (225)

(1~ L)W PXB(2L ~1) 0<p< P
Observe que as fungbes de vértice sfo as mesmas funcdes do clemento linear de
Lagrange. As funcGes de interpolagio ou modos internos para os elementos quadritico,
cibico e quértico estdo ilustrados na Figura 2.7 e sdo dadas por

« elemento quadritico:

i
Ni(é1) = '4'(1 = &)1+ &)
» elemento cibico:

M(e)=10-E)A+8&) o Nf&) = 21~ &)1+ E)FFE),
sendo

PRO(6) = 2a =B+ 2+ a+ )

s elemento quértico:

M) = j0-&)1+8),

M&) = 0-&)A+a)FE) o

Mi&) = {1-8)+aPE)

sendo
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PA) = S(+a)2+a)+5(2+a)3+atB)(-1+6)

: 3+a+B)d+a+B)(-1+&)

»E—S(

Observa-se a hierarquia das fungbes de interpolacio, pois o conjunto de fungGes de

gran P, estd incluido no conjunto de fungbes de grau P, + 1.

.
" - ! ! -NJ

. M
& \ )// o L u\ |

3
N
|
&
|
&8
|
&

2B B B & B
\\
;//\
i

£

1t - - h \
,// 2 \ —
T T T 1 = -8 &0 44 AL B EX) 1 I T R PRT 3 )

() Elemento quad.ranco {(b) Elemento ctibico. (e} Elemento qua.rtzco

Figura 2.7: Funcgtes de interpolagiio modais para elementos unidimensionais quadrético,
ctibico € quartico.

2.3 Resultados

Nessa seqao apresenta-se uma andlise do condicionamento numérico e as esparsidades
das matrizes de massa e rigides dos clementos nodais o modais definidos.
Os coeficientes das matrizes de massa dos elementos unidimensionais sio dados por
(Cook ct al., 1991: Karniadakis ¢ Sherwin, 1999)
1
| Nelenmenas,
com(0<pgg .

Os coeficientes da matriz de massa correspondentes aos modos internos empregando

polindomios de Jacobi podem ser eseritos como

1
Mpg f Np(&1)Ng(&1)dé;

1] a-9 s B ensdends.

O termo (1 — &1+ &P = (1 - £)(1 + &) corresponde s funcdes peso da relacio
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de ortogonalidade dos polinémios de Jacobi (2.20} com a = 8 = 1. Como ¢,(£;) possui
componentes interiores (0 < ¢ < P}, o seu grau é ¢+ 1. Assim, a integral anterior zera
guando p—1 > ¢—1, o que implica p > g+ 2. Como a matriz é simétrica, hd uma diagonal
nac-nula acima ¢ uma abaixo da diagonal principal, tornando assim a matriz de massa

interna tridiagonal (Karniadakis e Sherwin, 1999).
Os coeficientes das matrizes de rigidez dos elementos unidimensionais sdo dados por
1
b = [ N (6N (66,
com <p,g<P.e Np,& a derivada de N, com relaco a &;.

Por sua vez, os coeficientes correspondentes aos modos internos podem ser escritos,

apos a integracao por partes, como (Karniadakis e Sherwin, 1999)
1
By = [ Nowg (60N, (661
1 o d?
-3 [, Q070+ P BE) - dule)dss

(]

Usando a rela¢io de ortogonalidade dos polindmios de Jacobi (2.20), coma=8=1

d? , A ) :
¢ observando que quq(gl) ¢ um polinémio de ordem ¢ ~ 1, os coeficientes internos da
i3

matriz de rigidez zeram para p > g. Logo, essa matriz é simétrica e diagonal (Karniadakis
e Sherwin, 1999).

Os mimeros de condicdo das matrizes de massa e rigidez sdo calculados por

max . . . . . ,
k= — ::' , sendo p o conjunto de auto-valores das matrizes. Como a matriz de rigidez é

semi-definida positiva, minx é o primeiro valor singular diferente de zero {Nogueira Jr.,
2002).

Foram determinados os perfis de esparsidade das matrizes de massa e rigidez usando
polinémios de Lagrange e Jacobi até o grau 10.

Para a base de Lagrange, observa-se que os perfis de esparsidade das matrizes de
massa e rigidez sdo iguais, como ilustrado na Figura 2.8 para 1 < p < 10. Nesse caso,
apresentam-se os coeficientes ndo-nulos das matrizes.

Os perfis de esparsidade das matrizes de massa e rigidez com polindmios de Jacobi

¢ 0 mesmo encontrado em (Karniadakis e Sherwin, 1999) e est&o ilustrados na Figura 2.9
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Figura 2.8: Esparsidade das matrizes de massa e rigidez para os elementos unidimensionais
de Lagrange.

] .1.- ’ a )
L ..... * .-
L -,‘ L] 4|
12 .o 2
£ £ E) & . ©

it

(b) Rigidez.

{a} Massa.

Figura 2.9: Esparsidade das matrizes de massa e rigidez para os elementos unidimensionais
de Jacobi
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apenas para p = 10 devido & hierarquia das matrizes.

As Figuras 2.10 e 2.11 apresentam o comportamento dos niimeros de condigio das
matrizes de massa ¢ rigidez das bases de Lagrange ¢ Jacobi. Observa-se nm methor
condicionamento dog polindmios de Lagrange no caso da matriz de massa, cngquanto na

matriz de rigidez os polindmios de Jacobi sao superiores.

Figura 2.10: Condicionamento numérico das matrizes de massa dos clementos unidimen-
stonals com bases de Lagrange ¢ Jacohi.

% T v
—— L BYTOIS
—i— Jacobi
(4 //_
/ i
‘% sl 4
3
§
§ Wl 4
10 / T
O Tt
~
r
1t ; L . . :
t 2 3 ) 5 s r [ ) 0

Figura 2.11: Condicionamento numérico das matrizes de rigidez com bases de Lagrange
¢ Jacobi.
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Capitulo 3

Construcao das Funcoes de Base

para Quadrados e Hexaedros

3.1 Funcoes de Interpolacao para Quadrados

As fungdes de interpolacdo nodais e modais para elementos finitos quadrangulares
sao construidas pelo produto tensorial de fungdes unidimensionais nas direcbes £ e £
como ilustrado na Figura 3.1 (Szabé ¢ Babuska, 1991; Karniadakis e Sherwin, 1999).

£z

(11)

LD

€10 a-n -1 1 g,

{a} Dominio quadrado. (b) Processo de tensorizaco.

Figura 3.1: Construcgio tensorial das funcdes de interpolaco para quadrados.

A partir da equaclo (2.7) e da Figura 3.1, as expressdes das fungdes de interpolacio
para quadrados podem ser escritas através do seguinte produto de funcoes nas direces
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&1eé

Npg(€1,62) = 6p(€1)0g(&2), 0<p< P ¢ 0ZqgSh, (3.1)

sendo Py ¢ P, os graus dos polindémios nas direcoes £; ¢ & conforme ilustrado na Figura
3.2(a}.

De forma andloga ao caso unidimensional, pode-se associar as fungdes de inter-
polacdo as entidades topolégicas do elemento que no caso do quadrado sdo os vértices
(V1, Vo, V3, V;). as arcstas (A, As, A3, Ay) e a face (F) ilustradas na Figura 3.2(b). Os
indices p e ¢ da equacdo (3.1) estdo associados as entidades topolégicas do quadrado de

acordo com a Figura 3.2(c).

A
e o - V4 2 V3 or) _ ©R) (B
4 Ay F A, 0. LX) ®.9
ol LA B
¢ ) P, Vi Ay V2 0.0 ) P,
(a) Intervelos depeg. {b) Entidades topolégi- {c) Entidades e indices p e q.
cas.

Figura 3.2: Associacéo entre entidades topolégicas e indices p e ¢ no quadrado.

A partir dai, as expressoes para as funcdes de interpolacio dos vértices V1,2, V5, Vs

sdo dadas. respectivamente, por

Noo(61,€2) = do(é1)do(b2)s

Npolén&) = én(&)o(&),

Npp(6,&) = ¢ép{6)dr (&), (32)
Nop,61,82) = ¢ol)or (&)

Analogamente, as funges das arestas A;, Aq, As, Ay sdo, respectivamente,
Npo(€1,€2) = ¢pld)d(é2), O0<p< P,

Npglf,62) = op{li)dql€2), 0<g< Py,

Nop(§1,€2) = @p(61)p, (&), O<p< Ay, (3.3)
Nog(§1,62) = @ol(&i)de(&e), 0<g< P
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Finalmente, as fungdes da face F; ou modos internos sio
Npg(€1:82) = $p(&1)dq(é2)- (3.4)

A partir do procedimento tensorizdvel anterior, definem-se as bases nodais ¢ modais

para o quadrado.

3.1.1 Bases nodais

A base nodal lagrangiana padrio (Zienkiewicz ¢ Taylor, 1989; Cook et al., 1991
Karniadakis e Sherwin, 1999} para quadrados é obtida substituindo em (3.1) a definicdo da
basc unidimensional dada em (2.7). Os elementos linear, quadratico e cilibico lagrangianos

estao ilustrados na Figura 3.3.

{a) Linear. {b) Quadritico. {c) Cibico.

Figura 3.3: Elementos quadrangulares lagrangianos.

O elemento linear possui apenas funcdes de vértice, cujas expressdespara Py = Py =1

sdo obtidas substituindo-se (2.7) nas equagdes (3.2). Logo,
Nool6,&) = 71 -&)(1-&)
Nu@&) = F0+&)1-8&),
Nulg,&) = 1+&)1+&), (35)
Norlein2) = 301~&)1+8).

As fungbes de interpolacdo anteriores estio ilustradas na Figura 3.4.
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Figura 3.4: Fungbes de interpolacio lagrangianas para o quadrado linear.
As fungdes de vértice do elemento quadrdtico siio obtidas de forma andloga. Por-
tanto,
Noo(é1,62) = é‘&(l —£136(1 - &),
Nafen€) = —36(+86)6(1 - &)

Na(@,&) = 160+8)6(+E), (36)
Nex(6,&) = —g6 (1~ )61 +6).
As funcdes de aresta sdo determinadas de {2.7) e (3.3), isto &,
Ni6,8) = —5&6(1-&)1 -8,
Na(6,8) = 36(+8&)01-8),
N6, &) = 3&1+&)1 -, (37)
Nuen&) = —s6(1-6)(1-8).
Finalmente, a fungéo de face é obtida a partir de (3.4), ou scja,
Nul6n&) = (L-§)1-) (38)

As fungbes de interpolagdo do elemento cibico sdo obtidas de forma andloga. As

Figuras 3.5 e 3.6 ilustram as fungdes dos elementos quadrético e ctbico, respectivamente.
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Como é conhecido (Zienkiewicz e Taylor, 1989; Cook et al., 1991; Karniadakis ¢
Sherwin, 1999). a base nodal de Lagrange gera termos adicionais que ndo sfo necessarios
para garantir que a cxpansio local scja completa. Para evitar esse fato, trabalha-se com a
base nodal de Serendipity, a qual necessita de nds internos no quadrado apenas a partir do
quarto grau como ilustrado na Figura 3.7. Os clementos lineares das familias de Lagrange

¢ Serendipity s&o idénticos, assim como as funcdes de interpolacio dos vértices de todos

SERINSEE

{a) Quadratico. b) Cébico. {¢) Quadrtico.

elementos,

Figura 3.7: Elementos quadrangulares da familia Serendipity.

As fungoes de interpolagio de aresta sdo determinadas a partir de (3.1), mas subs-
tituindo a definicio (2.7) por

31—-&) p=0
%) =1 31+&) | p=P - (3.9)
H1-&)1+£&)Ly(&) D 0<p< Py

As expressdes das funcdes de aresta do elemento quadrético séo

Nio6,&) = $1(6)60(&) = 5(1- &)1 +&)(1 ),

Na6,&) = $:(6)41(6) = 5(1-6)1+&)(1+6),

Ni2(é1,&2) = di(&)de(&e) = 5(1 + &)1+ &)1 - &), (3.10}
Nu(@n&) = dlE)d(&) = 30— &)1 +&)1 - &)

Para o elemento cibico, determinam-se as fungoes de aresta de forma andloga, ou

seja,

Nuo(n&) = g5(1-36)(1 - €)1 -&),
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NoplEn&s) = 55(1+36)(1~8)(1 - &),

Noa(Ends) = —(l+)((1—36)(1 —&2).

32
Niaf61,6) = =(1+6)1+36)1- ).
Nisl6,6) = 55(1~36)1-E)(1+8). (31)
Noalenfs) = z(1+36)1~E)1+8).
Na61,6) = 5(1-&)(1 - 36)(1 - &),
Noa6,&) = 55(1=&)(1+38)(1 - &),

A partir do quarto grau, as fungdes de face sdo obtidas de (3.1) mas usando a
seguinte definicdo

Bl61) = {1 =& A+EIFE) o G(6) =11~ +LLFI(E) (3.12)
para L = B =P >3 ¢1<p.g< P-1. Asfuncdes de interpolacio do elemento de quarto
grau da familia Serendipity estdo ilustradas na Figura 3.8.

Uma familia alternativa de elementos de Serendipity pode ser obtida impondo-se
gpenas a restricao p + ¢ > P — 2 para os modos internos {Karniadakis e Sherwin, 1999).

Um tltimo conjunto de fungdes nodais de interpolacao considera o emprego da
definicio (3.12) na equagdo (3.4). Esse conjunto serd denominado Base Nodal Topolégica
em semelhanca com as fungdes de interpolacio da versdo p, as quais estdo associadas
usualmente as entidades topolégicas.

As funcgbes de vértice para qualquer elemento desta familia sio sempre lincares e
dadas pelas equagbes em (3.5). As fungbes de aresta sdo obtidas a partir de (3.3} e (3.9).
As expressdes para o elemento quadratico e ciibico sio as mesmas indicadas em (3.10) ¢

(3.11). As fungdes de face dos elementos sdo iguais aquelas da familia lagrangiana.

3.1.2 Bases modais

A base modal mais simples para elementos quadrangulares é obtida substituindo
a definicdo (2.24) em termos de polinémios de Jacobi na equacio (3.1) (Karniadakis e
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Sherwin, 1999). As funcbes de vértice s@o sempre lineares e dadas pelas equacdes em
{3.3). Por sua vez, substituindo-se (2.24) nas expressdes (3.3). tém-se as funcdes de
interpolacdo de aresta
- 1
Np€né) = z1-&)1+a)A-P2 &) 0<p<h.
1
Neolen&) = F1+6)1-£)A+&)P2HE). 0<q< P,

Nor(E&) = S0-&)1+&)1+&)PAHE). 0<p<h. (3.13)

1
Nog(é1,82) = Z(-&)1+&)1~&)P*&). 0<g< P,
sendo (au,B1) ¢ (ag,8;) os coeficientes de ponderacdo nas direcbes & c &. Esses coefi-
cientes serao selecionados de forma conveniente para alcancar uma melhor esparsidade

das matrizes clementares. A partir de (2.24) e (3.6), obtém-se as fungbes de face como
Noal€,&) = 15l ~&)1+6)(1~ &)1+ Q)P (€)FE (). (3.14)
D<p<Pel<gg B
As Figuras 3.9 e 3.10 ilustram as funcdes de interpolagio modais para os quadrados
quadritico e ctibico com P, = P, = P sendo P = 2 ¢ P = 3, respectivamente. Pode-se
obter uma base modal de Serendipity empregando a condicdo p+ ¢ > P — 2 (Karniadakis
¢ Sherwin, 1999).

3.2 Funcoes de Interpolacao para Hexaedros

De forma andloga ao caso de quadrados, as funcBes de interpolacio para hexaedros
séo construidas através do produto tensorial de polinémios unidimensionais nas direcdes
&1, & ¢ & conforme ilustrado na Figura 3.11 (Szabé e Babuska, 1991; Karniadakis ¢
Sherwin, 1999).

A expressao geral das fungbes de interpolacio para hexaedros obtida pelo produto
tensorial é dada por

Npgr(£1:€2,€2) = p(£1)0,(2)r (63). (3.15)
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Figura 3.10: Fungbes de interpolagio moedais para o quadrado cibico.
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{a) Sistema de coordenadas. {b} Processo de tensorizag&o.

Figura 3.11: Construggo tensorial das funcdes de interpolacdo para hexaedros.

com0LpL P, 0<g< P e0<r< P, sendo P, P ¢ P os graus dos polinémios nas
direcBes &1, £ ¢ £3. respectivamente, conforme ilustrado na Figura 3.12(a).

A Figura 3.12(b) ilustra as entidades topolégicas do hexaedro, as quais sdo consti-
tuidas de 8 vértices (V; a Va}, 12 arestas (4; a Aj2). 6 faces (Fi a Fg) e um volume (Cy).

A Figura 3.13 apresenta a relagio entre os indices p, ¢ ¢ r e as entidades topoldgicas do

hexaedro.
A A7 Ve
A E
Pz v AL 3 Aﬁ
As V(»
A
Bl K o
q f £
B Ay |
Ly Arvil A, v
0 3
0 Ad F A,
0 e P v, A, v,
{a) Intervalos de p. g e r. {b) Entidades topoldgicas.

Figura 3.12: Indices p, ¢ e r e entidades topoldgicas no hexaedro.

A partir da Figura 3.13 e da equacdo (3.15), as expressoes das funcdes de interpolacio
dos vértices (V, a V;) sdo, respectivamente,
Nooo(€1,62,65) = do(E1)do(2)ol6s).
Np.oo(81,62,85) = op (&)do(€2)d0(és),
Nppol€1:€2:83) = op,(&)dp,(£2)0(&3).
Norol€1:€2,83) = do(é1)9n, (£2)00(&3).
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(P Po.Py)

{p.Pa.1}

(0R.B) (B2
(0.q.P)
(7L.0.P,)
0.0) B4R ik Fraf)
(0.8,.) 5 F.n)
PI‘O,E)
(0..0) @po 00 (B.P.0)
(0.0.0)
(P .q0)
©0.0 (®.0.0) (p.0.0)
(a) Vértices, (b} Arestas.

(0.q.0)

(p.q.P )
(p.q.r)

(P,q.1

{(p.0.1)

{p.q.)

{c) Faces e volume.

Figura 3.13: Associacfio entre os indices p, g € 1 € as entidades topoldgicas do hexaedro.

Noop, (€1,62,&3)

.szep_,, (fi v, 5‘3) =

NDP_;P;; (éla 523 63}

Nepp,(81,€2,83)

= golé1)eo(2)dp, (£3).
@p, (E1)o{é2)op, (&3).
= go(&1)or.(£2)0p,(63).

= ¢p{&1)dp. (E2)0p,(Ls).

Analogamente, as fungdes de aresta sdo

Npoo(€1,€2,€3)

Npgl{1,62,83) =

Nppo(€1,€2,€3)
Nogo(€1, €2, €3)
Nopyr (81,42, €5)
Npyor, (§1,€2,€3)
Npp,p,(€1,€2,E3)
Nogr,(€1,€2,43)
Npor (§1,62,€3)
Np porl1,€2:€3)
Noop, (€162, €3)

Nﬁﬂr(&l: Eﬁl: §3)

i

$p(81)00(£2)00(&3),
Pp, (£1) ¢4 (£2)0(43).
= &(€1)bp, (£2)00 (&)
= o€}, (&2)B0(&s)
= ¢o(&1)op.(£2)¢- (&),

= ¢p,(£1)0,(E2)0p, (£3).
= u(&1)8p,(&2)0p, (£3).

= gol&1)9q{€2)0m, (&),
= ¢p (£1)¢0(2)d-(4s),

= &p (£1)0p. (&2)0r(£3).

= @p(&1)00(€2)0p, (£3).
= (&1 )00{2)dr(&3).

comO<p< A, U<g<Pel<r<h
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As expressoes das fungdes de face sio dadas, respectivamente por

Npgo(£1:82,83) = ¢p(€1)eg(E2)n(és)
Negr{€1,6,83) = op(6)¢4(&2)0r (&)
Npgpy(§1:62:63) = ,(£1)84(€2)0p, (63),
Nogr(€1,&2:€3) = do(€1)eg{€2)r(&3). (3.18)
Npor(€1,82:85) = &p(1)0(£2)0r(£3).
Nopyr(€1:62,83) = 8p(&1)dp, (£2)9-(&2).

Finalmente, a expressdo geral da funcio de volume é

Nogr(€1,62,83) = &(6)90(E2)r(&3). O0<p< P, 0<g< P 0<r<P (319

- 3.2.1 Bases nodais

As mesmas bases nodais obtidas para o quadrado podem ser construidas para o
hexaedro. A familia lagrangiana de elementos é determinada substituindo (2.7) nas ex-
pressoes (3.16) a (3.19). O elemento linear possui apenas as 8 funcdes de vértice; o
elemento quadrético tem ainda 12 fungGes de aresta, 6 funcbes de face e uma funcdo
de volume; jé o elemento cibico possui 8 funcbes de vértice, 24 funcdes de aresta, 24
-ﬁmqées de face e 8 fungdes de volume. O ndmero total de nés é dado pelo produto
(P + 1)(1’2 +1){(F; +1). A familia Serendipity € obtida empregando a definicio (3.9) nas
expressoes (3.16) a (3.19).

Finalmente, a base nodal topoldgica é determinada de forma andloga substituindo
{3.9) nas equagdes {3.16) a (3.19).

3.2.2 Bases modais

A base modal apresentada em (Karniadakis e Sherwin, 1999) é obtida substituindo
a definicio (2.24) nas equacdes (3.16) a (3.19). A partir dai, as funcdes de vértice sio
dadas por
. 1
Nooo(&1:82,63) = ‘é(l =& )1~ &)1~ &),
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Np,oo{1,€2,43)
Np pol€1,62,€3)
Nop,ol€1:£2,&3)
Noop, (§1,62,43)
Np,op, (61,62, €3)
Nor,p, (61,62,€3)

NPIPQR;(§1’§21§3)

%(1 +6)(1 - &)1 - &)
%(1 +&)(1+ &) (1 - &)
%{1 — &)1+ &)(1— &),
.;.(1 ~ &)1~ &)(1+&).
.2.(1 +E)1 = &)1 +£).
%(1 &)1+ &)1 +8).
%a +&)(1+ &)1 +E).

As funcdes de aresta possuem as seguintes expressdes

Npoo(&1,€2,€3)
Np go(61,€2,€3)
Nppo(61,62,€3)

Nogo(&1,€2,€3)
Nopr (€120 83)

Npgp,(61,82,€3)
Npp,p, (61,62, €3)
Nogp,(&1,£2,£3)
Np.or(61.62,63)
Nppr(61,€2,83)
Npop,(€1,€2,€3)

NGDT’(&I:&?: 63)

(1 =6)(1+ &)1 - &)1 - &P 6.

1

75!

F1= 81~ E)1+&)1 + &P 6.

S+6)1-6)(1- &)1 + &P E)
8L+ E)(1- &)1 + &) P E).
1= &)(1+8)(1 - &)1+ &P &),

(1= 81— &)1~ &)1+ )P4 (6).

Por sua vez, as funcoes de face sao

Noso(€1,2,65) = 551 = E)(1+ &)1 ~ &)1 + &)1 — &)

N (€160, 80) = 251+ &)(1 ~ &)

33

L6 - &)1+ &)1 - &) P (&),
S =&)L+ &)1+ &)1 - &)F (@),
1= E)1-£)1+£)(1 - )P ).
SAHE+ &)1~ &)1+ &P (E)
H 8 - &)1+ &)1 +6)P @),

S (1= £)(1+£)(1+ &)1+ &) P (&),

Pl.l

p~—-1

(&P (&),

14 &)1 — &)1+ &P (&) P (&)

(3.20)

(3.21)



Npat (60,62, 62) = 551~ 6)(1 + &)1+ &)1 ~ &)1+ &P ()P (6,
Nogr (61 €2181) = 551~ £)(1 — £)(1 + )1 - &)(1 + &P () P (6,
Npor(€1,82,63) = %{1 = &) +&)(1 - &) - &)1+ &)B, 1 (G (6),

Nopur(61,80,60) = 35(1 - 6)(1+ £)(1 ~ £)(1+ £)(1 + &) P4 )P (&),

comO0<p< A, 0<g<Pel<r<h.
Finalmente, as fun¢des de volume
1 ez P S]
Npgr{€1,62,&3) = ﬁ(l ~&)1+ &)1 &)1 ‘“§3)P;_1’15‘(ﬁz)Pq_’fs’(ég}wa’lﬁ‘ (&). (322)

A base anterior é hierdrquica.

3.3 Resultados

Esta segBo apresenta uma anélise do condicionamento numérico e das esparsidades

das matrizes de massa e rigidez dos quadrados.

Na Figura 3.14 estao ilustrados, para I < p < 7, os coeficientes ndo-nulos das matrizes

de massa para a basc de Lagrange.

As Figuras 3.15(a) e 3.15(b) apresentam os perfis de esparsidade para a base de
Jacobi com p = 7. Empregaram-se as ponderacdes o; = 8; = a; = 8, = 1 para obter uma
melhor esparsidade das matrizes de massa ¢ rigidez.

As Figuras 3.16 e 3.17 apresentam o comportamento dos nimeros de condicio das
matrizes de massa e rigidez das bases de Lagrange ¢ Jacobi. Observa-se um melhor

condicionamento da matriz de massa cotn o uso do polinémio de Lagrange.

Para a matriz de rigidez, até o grau 5, o condicionamento é melhor com o uso do
polindémio de Lagrange. Apds o grau 5 hd uma efetiva melhora usando-se o polindémio de
Jacobi (Figura 3.17).
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Figura 3.14: Esparsidade das matrizes de massa dos quadrados de Lagrange.

Figura 3.15: Esparsidade das matrizes de massa e rigidez dos quadrados de Jacobi.
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Figura 3.16: Condicionamento numérico das matrizes de massa dos quadrados com bases
de Lagrange ¢ Jacobi.
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Figura 3.17: Condicionamento numérico das matrizes de rigidez dos quadrados com bases
de Lagrange e Jacobi.
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Capitulo 4

Construcao das Funcoes de Base

para Triangulos e Tetraedros

4.1 Funcoes de Interpolacio para Tridngulos

As coordenadas naturais, baricéntricas ou de drea tém sido historicamente cmpre-
gadas para a construcao de fungdes de interpolacio em tridngulos, devido principalmente

& sua propriedade de simetria rotacional.

As coordenadas baricénticas para tridngulos estio ilustradas na Figura 4.1. Dado
um tridngulo de drea A e um ponto qualquer P, definem-se trés subtriingulos com 4reas
A, Ase Ase A=A+ Ar+ As. Ascoordenadas de drea 0 < L; <1 (i = 1,2,3) sdo
definidas pela razéio entre as sreas dos subtriadngulos e do tridngulo original {Zienkicwicz

e Taylor, 1989: Cook et al., 1991)

A A A
mvaf%-f:l"#Ll-i-Lzﬂ"Lgml- (4.1)

A partir de (4.1), observa-se que uma das coordenadas de drea é dependente das
outras duas. Segundo (Karniadakis ¢ Sherwin, 1999), tal caracterfstica faz o Processo
de construcio tensorial das fungbes de interpolacio muito dificil, sendo impossivel. Em
(Bittencourt, 1991: Bittencourt, 2004). apresentou-se um procedimento costrutivo relati-

vamente simples baseado no produto tensorial de polindmios unidimensionais CXPIOSsos
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Ay
Ay
» s L;,=8
Ly, =12 '
i 1 '.[..is ui
(&) Subtridngulos. {b) Coordenadas de (¢) Coordenadas ao
Area. longo de L.

Figura 4.1: Coordcnadas baricéntricas para tridngulos (Bittencourt, 1991).

em coordenadas naturais. Apresenta-se a seguir o procedimento tensorial definido nesses
trabalhos considerando a base nodal lagrangiana padrio para tridngulos apresentada na
literatura (Zienkiewicz e Taylor, 1989; Cook ct al., 1991). Posteriormente, reescrevem-se

as expressoes na mesma notacao empregada para quadrados e hexacedros.

As fungdes de forma nodais para tridngulos podem ser escritas como o produto

tensorial dos polindmios de Lagrange nas coordenadas Ly, Ls ¢ Lz da seguinte maneira
No(Ly, Lo, Ls) = I V@)D (L)1 (L), (4.2)

sendo a o numero do nd; b, ¢ ¢ d os indices das coordenadas nodais nas direcoes L;, L, ¢
L3, respectivamente, como ilustrado na Figura 4.1(c) para a diregio L;. Os valores de b,
¢ ¢ d estdo no intervalo fechado [1, P+ 1] e B (i = 1,2,3) denota o grau do polindmio na
direcio L; .

Os polinémios de Lagrange indicados na equacio anterior sio dados por
(L1 “Lli)(Ll —le)"'(Ll “Llaq) B>2
(L, = Ly WLy = L) o (Dny — Ly, ) 57
_ Ly — Ly YLy — Lo,) ... {La — La__,)
I(c 1) L‘) — ( 2 I 2 gl s ) 2, 4-3
) S L TG L) (e Len) 2 43
{Ls — Ly, )(Ls — Ly,) ... (L3 — L3,_,)

(L3¢ - L31)(L3¢ - L%) --. (L3d - L34-—1) ’

Quando comparada & equacdo (2.15), deve-se observar que os polindmios de La-

B(L)

171(L3) d>2, 19=1

grange em (4.3) sdo truncados nas coordenadas dos niimeros indicados por b, ¢ ¢ d. res-
pectivamente, ao invés de considerar todas as coordenadas P + 1 em cada direcio L;

(Figura 4.1(c)). Os graus dos polindmios nas direcdes L; ndo sdo P, como seria espera-
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do de (2.15), mas b~ 1. ¢ — 1 ¢ d — 1, respectivamente. Esse é o principal ponto usado
para obter as funcdes de forma nodal padrio para tridngulos através de produto tensorial
{Bittencourt, 1991).

Como exemplo considere o triangulo lincar ilustrado na Figura 4.2. Ao longo de
cada direcdo L; ha duas coordenadas denotadas por L;, = 0 ¢ L;, = 1. Os indices a. b, ¢
¢ d sdo dados na Tabela 4.1 ¢ b, ¢ e d podem assumir os valores 1 ou 2 para o tridngulo

linear. As funges de forma so obtidas das expressdes (4.2) e (4.3) ¢ da Tabela 4.1 como
Li~L, L -0

1)
M Lo L) = BYEO @) (T) = [P = 20 = I,
Lo—Ly, In—0
NIy Loy L) = B () (L)l (L) = o = 222 = 1, (44)
Loy, — Ly, 1-0
Ly~Ls, Ly—0
N (L Ly L) = BV (L)L (L) = 2228 = B2

Ly, —Ls; 1-0
Essas sdo as funcgoes nodais de Lagrange para o tridngulo linear encontradas na lite-
ratura (Zienkiewicz e Taylor, 1989; Cook et al., 1991).

L,l Lgl
3 3
1 La,
Ly, Lz,
1 2 1 2 L
1 o o 1 o 2 "
(a) Diregdo L. {b) Direcio L. (e} Diregao L.

Figura 4.2: Tridngulo lincar (Bittencourt, 1991).

)
B o SN

[ rho
N Y

Tabela 4.1: Tridngulo linear : indices 0. b, ¢ ¢ d.

O mesmo procedimento pode ser aplicado ao tridngulo quadritico mostrado na
Figura 4.3. Nesse caso, hd trés coordenadas em cada direcio Z; denotadas por L;, = 0,
Li, = § ¢ L;; = 1. A Tabela 4.2 apresenta os indices de a a d. Analogamente, as funcdes
de forma h de Lagrange para o triangulo quadrético sdo obtidas das equagtes (4.2) e (4.3)
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¢ da Tabela 4.2 como
(L1 = Ly, ) (L2 — Ln,)

NIy Lo L) = IO (LN (L) = - _

1 (Ll 2 3} 3 ( 1)1 (L2)1 (Li) (Ll:;"Ll;)(ng_—le) LE(QL]- 1):
NyP(L1, Lo, Ly) = B (LI (L)1 (L) = La(2Ls — 1),

NP(Ly, Loy Ls) = B0 (LR (La)iS (L) = La(2Ls — 1),

NP(L1, Lo, Ls) = B (L)Y (L)LY (Ls) = 414 Lo, (4.5)

N L1, Lo, Ly) = 10 @) (L)Y (L) = 4L, Ls,

NIy, Ly Ly) = L) @)1 (L) = 4L, Ly,

vz 1
(b) Du‘egiio La. (C) Dlregéo Es.

1 12 o
{a) Diregdo L.

Figura 4.3: Triangulo quadrético (Bittencourt, 1991).

al 1T T3Td 516
bi311 1112 112
e i T3 1 T2 777
a {1131 [3117279

Tabela 4.2: Tridngulo quadrdtico: indices a, b, ¢, d.

A mesma notagéio usada para quadrados e hexaedros serd empregada para tridngulos.
Para isso, considere as entidades topoldgicas do tridngulo ilustrado na Figura 4.4{a}, que
sao 3 vértices (V3,V5,V3), 3 arestas (A:, Az, Az} e uma face (Fy). A expressao geral para
as funcoes de interpolacdo do tridngulo é

Npgr{Las L2, L) = ¢p(L1)@g(L2)pr(Ls), (4.6)
sendo 0<p< P, 0< ¢ < P, 0 <7 < P; conforme ilustrado na Figura 4.4(b).

As funcdes de vértice sdo obtidas a partir da equagdo (4.6) ¢ da Figura 4.4 como

Npoo(L1, Loy La) = ¢p, (La)do(La)do{Ls),

Nopo(Ln, Loy L3) = ¢o(Ln)@p,{L2)da(Ls), (4.7)
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(a) Entidades topoldgi- (b) Indices p, g e r. {¢) Associaciio das entidades.
cas.

Figura 4.4: Entidades topoldgicas do tridngulo, indices p, g, r e associaciio entre entidades
e Indices.

Noory{In, Lo, Ls) = do(L1)po(Le)ép,(Ls).

Da mesma forma, as fun¢des de aresta para 0 < p,q,r < P e P, = P, = P s30 dadas
por

Npgo(Lt, L3, L) = ¢p(Ln)dg(L2)bo(La),

Npor(Ly, L2, Ls) = ¢p(L1)po(L2)er(Ls), (4.8)

Nogr{Ln,L2,Lz) = ¢o(L1)de(L2)or(Ls).

Finalmente, as functes de face para 0 < p,q,r < P —1 sdo
Npgr(Lns Loy Ls) = ¢p(Ln)$g{L2)de(Ls)- (4.9)

A scguir descrevemi-sc as bases nodais e modais para tridngulos empregando a
notagio anterior. Em ambos os casos, assume-se que P, = P, = Py = P para todas
as fungdes discutidas nessa secio. Nesse caso, tém-se 3 funcdes de vértice, 3(P — 1) de

arcsta ¢ $(P —1)(P —2) de face. Além disso, as bases sdo construidas para p+gq+r = P.

4.1.1 Bases nodais

Considere a seguinte definicio

Gp(Ly) = { ' p=9 , (4.10)

P (L) 0<p<P
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com l;fgl{Ll) dado pela equacéc (4.3). Empregando a equagio (4.10) nas expressées (4.7) ¢

(4.9), define-se a base nodal lagrangiana para tridngulos. Os elementos linear, quadrético

e ctibico estéo ilustrados na Figura 4.5.

(a) Linear. (b) Quadrético. (¢} Cdbico.

Figura 4.5: Triangulos da familia nodal lagrangiana.

As funcoes de vértice do elemento linear sdo dadas a partir de (4.7) ¢ (4.10) como
NIOO(Lia LZ: L?) = Ll}
Noso(La, Loy L) = Lo, {4.11)

Nom(In, Lz, Ls) = L.

Analogamente, as funcdes de vértice do elemento quadratico séo

Nogo(Ln, La, Lg) = IP(Ly) = Ly (2L, - 1),

Noso(Lt, Ly, Ls) = 17 (La) = Ly(2Ls — 1), | (4.12)
Nooa(Ly, La, Ls) = 1 (Ls) = La(2Ls — 1).

As fungoes de aresta sdo

Nuo(Ly, Lo, L3) = 4L, Ly,

Nowu{Li, Lz, Ly} = 4Ly Lg, (4.13)
Ny (L, L, Ly) = 4L, L.

As funcbes de interpolacio para os tridngulos linear, quadrético e clibico esto

tlustradas nas Figuras 4.6 a 4.8,
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Figura 4.7: Funcdes de interpolacio para o tridngule quadrdtico lagrangiano.

43



Para obter a base Nodal Topoldgica em tridngulos considere a seguinte definicio
i p=70
Sp(ln) = L p=P ‘ (414)
W (L) 0<p< P,
Os elementos obtidos substituindo a definicao anterior em (4.7) a (4.9) sio os mesmos
indicados na Figora 4.5. Mas independente do grau P, as funcdes de vértice serio sempre

lincares e dadas por (4.11).

4.1.2 Bases modais

Considere a seguinte definigio similar a (4.14) mas usando polinémios de Jacobi
i p=0
&) =9 Iy p=h - (4.15)
LiE2f@EL ~1) o<p<h
Analogamente as bases de Lagrange, as bases modais para tridngulos podem ser
definidas usando as equagtes (4.7) a (4.9). Os modos de vértice sio dados por
Npioo(La; La, Ls) = ¢p, (L) do{L2)do(Ls) = Ly,
Nopol(Ls Lo, Ls) = ¢o(Ln)ép,(L2)go(L3) = La, (4.16)

Noory (L1, L2, Ls) = ¢o(Ly )do(La)bp,(Ls) = L.
Os modos dc aresta para P> 2¢ 0 < p,q,7 < P sdo
Npgo(Lns Lz, Ly) = &p{ Ly )bg{ L) o (L)
= LI P2 (2L — 1) P22 (20, 1), (p+q=P),
Npor(Ly, Lo, Ly} = ¢p(Ly Ybo{ L2 s (Ls)
= LiL PP QL - 1)BEP (2L~ 1), (p+7=P),
Nogr{L1, L2, Ls) - = ¢0(Ln)ég(L2)¢r(Ls)
= LyLs P (2L, - 1) B (2L, 1), (g+7=P).
Finalmente, os modos de facc para P> 3. p+g+r=Pc0<p,q,r < P~ 1530
Npgr(La, L, L) = ¢p(Li )@g(La)pr(La)
= Ly Ly La P (2L — 1) PSP (2L, ~ )P (2L; — 1),

(4.17)

(4.18)



Figura 4.8: Fungtes de interpolagiio para o tridngulo cibico lagrangiano.

Figura 4.9: Functes de interpolagio para o tridngulo quadritico modal.
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As funcOes de interpolaco para os elementos quadritico e cibico estdo ilustradas nas
Figuras 4.9 ¢ 4.10.

Uma base hierdrquica para triangulos é gerada tomando-se p+ ¢+ 7 < P. Para as
funcdes de aresta consideram-se as seguintes relagbes para os indices p, ¢. 7 em (4.17),
respectivamente: r=0cg2pg=0cp>7 p=0c r > g No caso das funcoes de face,
tém-se p > g cr > g em (4.18). As Figuras 4.11 e 412 ilustram as funcdes de interpolacio
para os elementos quadratico e clibico. Observa-se que é necessdrio multiplicar as funcdes

impares por —1 para garantir a continuidade Cy na interface entre os elementos.

4.2 Funcoes de Interpolagao para Tetraedros

Aplica-se o mesmo procedimento tensorizdvel dos tridngulos para os tetracdros. Para
isso, utilizam-se as coordenadas baricéntricas de volume apresentadas na Figura 4.13.
Verifica-se que V = V; + Vo + V3 + V; ¢ as coordenadas baricéntricas L; (i = 1,2,3,4) sdo
definidas nesse caso pela razdo entre os volumes dos tetraedros V; e do tetraedro V, ou

seja, (Zienkiewicz e Taylor, 1989; Cook ct al.. 1991)
i Vo Vi3V
$+-{’,3-§—73+—-§=1le+L2+L3+L4m1. (4.19)

Do mesmo modo, as fungdes de forma nodais para o tetraedro sdo dadas pelo seguinte

produto tensorial
Na(Ly, Lp, Ls, Lg) = Iy ™D (LI (L)l (L)l (L), (4.20)

sendo a o nimero do nd; b, ¢, d, e os indices das coordenadas nas direcdes Ly, Ly, Ls ¢ Ly,

respectivamente. O polinémio de Lagrange na direcio L; é dado por
(L4 - L41)(L4 - L42) - (L.i et L'ic-—i)

(Lag = L (L, — Lag} . (La, — La )

O tetraedro linear é dado na Figura 4.14. Novamente hd duas coordenadas ao longo

LV (Ly) =

{4.21)

de cada coordenada L; denotadas como Ly = 0 e L;, = 1. A Tabela 4.3 apresenta os
coeficientes a. b. ¢, d ¢ e. As fungGes de forma s3o obtidas usando as equacdes (4.3), (4.20)
¢ (4.21) e a Tabela 4.3. Logo,

Ll _L}-l —LE

Nu(Ly, Loy L, Ly) = lgn(Ll)lga)(L'zﬂém(fas)lgm(h}=L1 -Ly
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Figura 4.10: FungGes de interpolagio para o tridngulo ctibico modal.

tigura 4.11: Fungdes de interpolac@o hierdrquicas para o tridngulo quadratico.
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0.5

Figura 4.12: Fungdes de interpolaciio hierdrquicas para o tridingulo cibico.

Figura 4.13: Coordenadas de volume.
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No(Ln, Lo, Lay Ls) = B2 (LI (L)l (L) (L) = Lo, (4.22)
Niy(Ly, Ly, L3, L) = (L)L (L)l (L)1 (L) = L,
Ny(L1, Lo, L3, Ly) = VL (L8O (L) (Ly) = L.

Essas sfo as fungdes de forma padrio h para o tetracdro lincar (Zienkiewicz ¢ Tavlor,

Ly =m0

1 L"nl

Lg,-l

-] 3 3
(a) Dirego L. (b) Diregio Ls. (c) Diregao L. (d) Diregao Lq.

Figura 4.14: Tetraedro lincar (Bittencourt, 1991).

]
-

plalolwy

Tabela 4.3: Tetraedro linear: indices a. b, ¢. d ¢ e.

1989; Cook et al., 1991), mas construidas aqui usando o produto tensorial de polinémios
unidimensionais expressos cm coordenadas baricéntricas. O procedimento pode ser apli-
cado a triangulos e tetraedros de qualguer ordem.

De forma andloga aos elementos anteriores, associam-se as funcdes de interpolagio
com as respectivas entidades topoldgicas que, conforme ilustrado na Figura 4.15(a). constituem-
se de 4 vértices (V4 a Vi), 6 arcstas {4; a 4sg), 4 faces (F} a Fy) ¢ um volume (Cy).

As funcdes de forma nodal e modal para tetraedros podem ser escritas cm termos
de entidades topolégicas como

Npqrs(L1, Lz, L, L) = ¢p(L1)dg(L2)ér(L3) (L), (4.23)
sendo 0K p< P.0<g< P 0TS P el0<s< P com P. P, P, ¢ Py os graus dos
polindmios nas diregdes L;. L. L3 ¢ Ly, respectivamente, conforme mostrado na Figura
4.15(b).
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Considera-se a seguir o caso P, = P, = P; = P; = P, para o qual tém-se 4 funcdes
de vértice, 6(P —1) de arcsta. 1(P — 1)(P —2) de face ¢ 1(P — 1)(P —2)(P - 3) de volume,

Baseado na equacéo (4.23) e na Figura 4.15, as funcdes de vértices sao obtidas como

Npwoo(lns Loy L3, Ly) = ¢p{Ln)da(L2)do(Ls)do(Ly),

Nopyoo{Ly, L2, L3, La) = ¢o(Ln)ér, (L2)do(Ls)go(Ly),

Nooryo(Ly, Lo, Lay Ly) = éo(La)do(L2)ép,(La)dn(Ls), (4.24)

Nooopy (L1, L2y L3, Ly) = ¢o{La)go(L2)da(Ls)bp,(Ly)-

As funcdes de aresta para P> 2 ¢ 0 < p,q,7,5 < P sido

Npgoo(-) = @p(L1}g(La)do(Ls)do(Ls), (p+q=P),

Npﬂr{)(') = ¢p(L1)¢O(L2)¢r(L3)¢O(L4)? (p-%* o= P)1
Npovs(-) = &p(L1)do(La)do(L3)¢s(Ls), (p+s=P),

(4.25)
Naqre(') = %(Li)%(Lﬂ@(Ls)ﬁb@(Lﬂ, (g+r=P),
Nogos(+) = @o(L1)0g( Lo )bo(L3)be(Ls), (g+s=P),
Noors(*) = do(L1)bo(L2)dr (La)ds(Ly), (r+s=P).
As fungdes de face para P >3 ¢ 0 < p,g,7,8 < P —1 sdo dadas por
Npgro(*) = &p(L1)@q(L2)0r(L3)d0(La), (p+q+7=P),
Npgos(') = Gp(L1)dg(L2)d0(Ls)ds(Ls), (p+g+s=P), (4.26)

Npors(+) = ¢p(L1)do( Lo )or(L3)ds(Ls), (p+r+s5= ‘P),
Nogrs(-) = do(ln)bg{La)pr(La)ds(Ls), (g+7r+ 3= P).

B.0,00

010 ,0.0.s
P p.a.8.0
4 0020 0.0,0.8
0,400 '

0,]% 0.0
{2) Entidades topo- (b) indices p, g, . {c) Vértices e arestas. (d) Faces e volu-
l6gicas. me

0,9.0,5

Figura 4.15: Entidades topoldgicas para tetraedros, indices p, g, 7 ¢ s e associagio enti-
dades e indices.



Enfim, as fungGes de corpo para P> 4. p+g+r+s=Pc0<pqrs < P—2 sio

Nogrs(-) = ¢p(L1)@g(L2)or(Ls)s(Ls) - (4.27}

A seguir, apresentam-se as bases nodais ¢ modais empregando as equagoes anteriores.

4.2.1 Bases nodais

Empregando a definigao (4.10) nas expressdes (4.24) a (4.27), obtém-se a base nodal
lagrangiana padrdo encontrada na literatura. A Figura 4.16 ilustra os clementos linear.

quadrético e cibico.

(a) Linear. (b} Quadratico. {¢) Ciibico.

Figura 4.16: Tetraedros da familia nodal lagrangiana.

As funcGes de vértice do elemento linear sio

Npoool( Ly, Le, La, Ly) = Ly,

Noeoo(L, L2, Ls, L) = Ly,

Noopo{Ly, L2y Ls, Ly) = Ls, (4.28)

Nooop, (L1, Lo, Ly, Ly) = Ly.

As funcdes de vértice do elemento quadratico sio

Noooo(L1, Lo, L3, Ly} = L1 {20, — 1),

Noz2oo(L1, L2, Ly, L) = Ly (2L, — 1),

Noo2o(L1, L2, Ly, Ly) = L3(2L3 — 1), {4.29)

Noooz{La, Le, Ls, Ly) = L4(2Ly ~ 1).
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Da mesma forma, as fungbes de aresta séo
NuwolLa, Le, Ly, Ly) = 414 La,
Nigo{ln, Loy L3, Lys) = 41;1L3>
Nioo1(Lys Lyy L, Ly) = 4L, Ly,
Nowo{Lns Lo, Ly, Ly) = 4L L3, {4.30)
Nowo1(L1, L2, Ls, Ly) = 4la Ly,
Nog1{Ly, Lo, Ly, Ly) = 4LgL,.
Obtém-se a base Nodal Topoldgica empregando-se (4.14) nas expressocs (4.24) a

(4.27). Nesse caso, tém-sc os mesmos clementos ilustrados na Figura 4.16, cxceto que as

funcdes de vértice serdo sempre lineares e dadas por (4.28).

4.2.2 Bases modais

Para obter a base modal para tetraedros basta substituir (4.15) nas expressoces (4.24)
a (4.27). As funcdes de vértice sdo
Npyooo(L1, Ly, Ls, Ls) = ¢p,(L1)do(La)do(Ls)bo(Ls) = L1,
Norsoo{Ly, L2, Ls, L) = ¢o(L1)dp,(L2)bo(Ls)do(Ls) = Lo,
Noopyo{La, Lo, L3, L) = ¢o(L1)do(L2)bp, ) (La)o{Ls) = Ls,
Nooor, (L1, L, L3, La) = ¢o(Ln)do{L2)bp, (Ls)dp(Ls) = Ly

(4.31)
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Os modos de aresta sao também obtidos para P> 2 ¢ 0 < p,q,7,s < P como

Npgool(-) = @p(Li1)dg(La)bo(Ls)do(Ly)

= LiL B QL - )P*(2L: - 1), (p+a=P),
Nporo(:) = @p(La)do{La)de(Ls)do(Ly)

= L PP (2l - VPP 2L - 1), (p+r=P),
Npoos(-) = ¢p(L1)do(La)do(Ls)bs(Ly)

= LiLi Pt (2L - WP (2Ls - 1), (p+5=P),
Nopgol{:) = ¢o{ln)dg(L2)or{Ls)oo{Ly)

= LeLy P2 (2Ly — VP20 - 1), (g+7=P),
Nogos() = do(L1)dg(La)do(La)ds(Ly)

= LoLy P2 (2L, — VPE4P(20, - 1), (g4 s = P),
Noors(:) = do{L1)¢o{L2)¢r(Ls)¢s(L4)

= LL PP (2L, — )PP (2L, - 1), (r+s=P).

(4.32)

Os modos de face sdo definidos para P > 3, 0 < p,g,m5 < P —1 ¢ dados pelas

segnintes expressoes

Npgro(*) = &p(L1)bg{ L) s (L3)bolLs)
= L1 Lo Ly P2 (2L, — )PP (2L, — )PP (2L, - 1),
(p+gq+r=P"P),

Npgos(+) = ép(L1)q(La)do(La)bs{Ls)
= Ly Lo Ly PO 2Ly — PR (2L, — 1) P20, — 1),
(p+g+s=P),

Nporsl-) = ¢p{La)n{L2)@r(L3)bs(La)
= Ly Ls Ly P 2Ly — 1B (215 — 1) P20, - 1),
p+r+s=P"r),

Nogrs(-) = ¢o{ln)by(La)r(L3)Ps( L)
= LoLs Ly P2 2Ly — )PP (215 ~ )PP(2L, ~ 1),

{g+r+s=P).
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Finalmente, os modos de corpo para P >4, p+g+r+s=Pec0<p,grs<P—2

sao dados pela expressao geral
NWS(') = ¢p(LI)¢q(L2)¢r(Lﬂ)¢s(L4) (434)
= Ly Ly Ly Ly P 2Ly ~ 1) P25 (20 — 1) P23 (215 — 1) P24 (2L, — 1).

Pode-se obter uma base hierdrquica substituindo o sinal de igualdade nas relacdes
entre os indices das funcdes de aresta e face por um sinal < (ou scja. p+g = P por p+g < P
¢ p > g}, de forma andloga ao caso dos tridngulos.

Exceto pela hierarquia, as bases nodais de Lagrange para triangulos ¢ tetracdros tém
todas as propriedades de qualquer base modal apresentada, ou scja, modos de vértices
tém magnitude unitaria no vértice e s@o zero em todos os outros vértices; modos de aresta
tém magnitude ao longo de uma aresta e sao zero ao longo de todas as outras arcstas e
vertices; modos de face tém magnitude ao longo de uma face mas sdo zero ao longo de
' todas as outras faces, arestas e vértices, e analogamente para os modos de corpo.
Conforme apresentado em (Bittencourt, 2004) as functes modais para triangulos ¢

tetraedros (excluindo as hierdrquicas) possuem uma continuidade C; natural nas arestas

e faces dos elementos.

4.3 Resultados

Nesta secéo apresenta-se uma anslise do condicionamento numérico e as esparsidades
das matrizes de massa e rigidez dos tridngulos.

Na Figura 4.18 estdo ilustrados, para 1 < p < 10, os coeficientes nao-nulos das
matrizes de massa usando polinémios de Lagrange.

A selecgo das ponderacgdes dos polindmios de Jacobi nas expressdes das fungoes de
interpolacdo da base modal para tridingulos visando uma melhor esparsidade das matrizes
locais nfio € trivial, devido & dependéncia das coordenadas baricéntricas e do limite de

integracao nao fixo.
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nﬁ)'p = 110,

Figura 4.17: Esparsidade das matrizes de massa dos triangulos de Lagrange.
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LB 8 £ % e ow »

We=o

Figura 4.18: Esparsidade das matrizes de rigidez dos tridngulos de Lagrange.
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Para ilustrar cssc fato, considere P = 3 e as duas funcdes de aresta
Niy = L Lo PP (20, — 1) © Ny = LiL,PMP (2L, - 1).
O coeficiente correspondente da matriz de massa é
Mg = L LELEPP (2L, — 1)P*(2L, — 1)dA.

As ponderagdes que zeram o coeficiente sdo a; = 0, 8; = 2, as = § = 3. A Figura
4.19 ilustra o perfil da matriz de massa, podendo-se observar a ortogonalidadc entre as

fungdes de uma mesma aresta.

.....

Figura 4.19: Esparsidade da matriz de massa do tridngulo de Jacobi para P = 3.

As Figuras 4.20 e 4.21 ilustram os perfis de esparsidade das matrizes de massa e
rigidez para 1 £ P < 10 usando as ponderagbes anteriores. Observa-se que essas pon-

deracbes néo garantem a ortogonalidade entre todas as funcdes de uma mesma aresta.
Procurou-se, também, determinar as ponderagdes que zeram os coeficientes da ma-
triz de massa correspondentes as funcgoes de fa,ce' triangulares, ou seja, considerou-se os
seguintes termos
[ Mo Vindd = [ I3 PR 2Ls - 1) PP OL, ~ 1) PEfRRL - 1)
P41y — 1) PR (2Ly — 1) PEofo(2Ls — 1) dA(4.35)
sendo p~1, g—1, r—1, i-1, j—1, k—1 os indices que se referem, respectivamente, aos valores

dos graus dos polinémios nas dire¢des Ly, Lz e L3: 0s s, §; 580 as ponderacdes respectivas.
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Figura 4.20: Esparsidade das matrizes de massa dos tridingulos dc Jacobi.
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Figura 4.21: Esparsidade das matrizes de rigidez dos tridngulos de Jacobi.
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Observa-se que todo indice maior que 1 exerce influéncia no célculo da integral.

Para uma melhor selegdo das ponderagbes dos polindmios de Jacobi que zeram a
equagdo (4.35), elaborou-se um programa na linguagem € que procura por csses a’s e 3's,
Os testes foram feitos para os graus 4, 5 ¢ 6 das fungdes triangulares.

A submatriz de massa que contém apenas as integrais das funges de face dos ele-

mentos triangulares para P =4 é dada por

Ja Ni2NiodA [y NypaNisidA [, NyioNoyidA
Mgy = Ja NMiatNioydA - [y Nygy NijpdA
fa N112N112dA

Com uma apropriada selegiio das ponderagbes desses polindmios, pode-se zerar ape-
nas dois dos trés coeficientes fora da diagonal ([ A N NiaydA, [y NiisNopdA e [ Nioy NyjodA)
e garantir que os termos da diagonal ndo zeram. A tabela abaixo apresenta essas pon-

deragdes, sendo a um valor inteiro positivo qualquer.

Produtos [ay | B s | Bl as | Bs | s | By | a5 | Bs | as | Bs
Ni1alNygyp 211 ala
Ny12Non 2111aja

NinNigs 211 a | a

Para P = 4, os indices p, ¢ ¢ + assumem os valores 1 ou 2 como indicado acima. O
conjunto de indices pgr assim obtidos sdo denominados uma combinacio. Para P =4. o
conjunto 112, 121 e 211 € a tnica combinacio disponivel. Observa-se que ao selecionar as
ponderacdes nas diregdes L; e Ly ou Iy e Lz ou Ly e Ls. consegue-se zerar apenas 2/3 dos
coeficientes de uma mesma combinacio.

Fez-se a selecido das ponderagbes para os graus 5 e 6. Nesses casos, tém-se wm
nimero maior de combinagdes dos indices p. g ¢ r e novamente s6 e possivel zerar 2/3 dos
coeficientes da matriz de massa para uma mesma combinacio. No entanto. para graus

maiores as ponderacdes séo distintas para cada uma das combinagdes, o que impede zerar
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vérios coeficientes da matriz de massa simultaneamente. Assim, deve-se escolher quais
termos serac zerados,

Isso impede a obtencdo de uma submatriz de massa das funces de facc na forma
diagonal. Esse fato resultaria numa maior eficiéncia computacional para a execucio de

procedimentos nurméricos.

As Figuras 4.22 e 4.23 mostram o comportamento dos nimeros de condigfio das
matrizes de massa ¢ rigidez das bases de Lagrange ¢ Jacobi juntamente com as bases de
Szabé, Carnevalli, Webb e Sherwin (Nogueira Jr., 2002).

No caso da matriz de massa, observa-se um melhor condicionamento dos polinémios
de Lagrange: para a matriz de rigidez, o condicionamento com as bases de Webb torna-se

melhor a partir do grau 6.
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Capitulo 5

Conclusao e Perspectivas Futuras

Como pode ser visto ao longo deste trabalho, obtiveram-se processos de construcao
tensorial de funcdes de interpolagio para as versdes k ¢ p do MEF usando polinémios
de Lagrange e Jacobi, aplicados & quadrados, hexaedros, tridngulos e tetraedros. Foi a
primeira vez na literatura que se apresentou a construgéo tensorial dessas functes através
de procedimentos tao simples e uniformes. Observa-se que a tensorizacio facilita muito a

implementacio computacional dos cédigos.

De acordo com os resultados observados no Capitulo 2, conclui-se que o uso de
polindmios de Jacobi gerou uma maijor esparsidade nas matrizes de massa ¢ rigidez,
tornando, inclusive, a matriz de rigidez quasi-diagonal. o que resulta em baixo custo
computacional para a sua determinacio. Entretanto, no condicionamento numérico das
matrizes de massa, o polinémio de Lagrange se mostrou melhor, enquanto que o polinémio
de Jacobi gerou um condicionamento bastante superior.

No Capitulo 3, conclui-se que o uso de polindmios de Jacobi gerou uma esparsidade
superior nas matrizes de massa e rigidez de quadrados quando comparada ao uso de
polinémios de Lagrange. Mas, o condicionamento numérico das matrizes de massa sc
mostra melhor com o uso dos polindmios de Lagrange. Em relaciio as matrizes de rigidez,
até o gran 5 o condicionamento é melhor com o uso de polinémios de Lagrange; apds o

grau 5, o uso de polindmios de Jacobi resultou num condicionamento numérico melhor.

Sobre o Capftulo 4, pode-se concluir que o uso de polindémios de Jacobi em tridngulos
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resulta numa melhor csparsidade tanto das matrizes de massa quanto das matrizes de
rigidez. Em relacio ao condicionamento numérico, o uso de polindmios de Lagrange se
mostra superior nas matrizes de massa e rigidez, em relacio ao comportamento de vérias
bases empregadas na versio p.

Assim, observa-se que o uso de polinémios de Jacobi gera sempre uma melhor es-
parsidade nas matrizes de massa locais dos elementos. No caso dos tridngulos, na massa
¢ na rigidez.

Também concluiu-se que uma correta seleciio das ponderactes dos polinémios de
Jacobi para as funcgdes triangulares de face faz com que a submatriz de massa tenha um
maior nimero de termos nulos, aumentando assim a eficiéncia computacional de procedi-

mentos numéricos.

Devido ao uso de coordenadas baricéntricas ¢ o acoplamento destas, nao é possivel
obter uma regra geral de selecio das ponderacbes, dificultando assim esse processo. Como

sugestao de continuidade deste trabalho propde-se:

e pesquisa sobre outro sistema de coordenadas para a construcio tensorial de fungdes

triangulares de forma que nao ocorra o acoplamento de coordenadas (nio baricéntrico):

* 0 uso de outros polindmios ortogonais para a construcao das funcdes de interpolacio,

como Legendre ou Chebyshev:

* emprego de procedimentos de integracio numérica de Gauss-Jacobi extendendo as

regras apresentadas em (Bittencourt, 2004);

e aplicagdo das fungdes modais para tridngulos em problemas de elasticidade com

procedimentos adaptéveis;

» estudo de procedimentos iterativos para a solugéo de sistemas de equagdes adequados
as fungbes modais para tridngulos e tetraedros.
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Apéndice A

Interpolagao Polinomial e Polinémios

Ortogonais

Neste Apéndice serd apresentada a base tedrica matemstica utilizada na andlise das
ponderagdes dos polinémios de Jacobi, como resultados e demonstracoes de propriedades
de interpolacio polinomial e polinémios ortogonais {Szegt, 1959: Chihara, 1978; Andrade

e Bracciali, 2003).

A.1 Interpolacao Polinomial

Scjam Zng, T, .. Tnpm. -+ 1 pontos distintos de um intervalo [a.8] € R. Seja

f(z) definida em [a, b] com valores reais tal que
Uni = f(ZTnz), i=0,1.....n.

Definigdo A.1.1 Denomina-se polinémio de interpolagio de f(zx) sobre os n + 1 pontos
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ZTp0:Tnls -+ . Tng, 0 polinémio de grau mo mdximo n, Po(z}. que coincide com f(x) nos

n + 1 pontos dados, isto é€,
Yoz = P‘n(-rﬂ.,i},- i= Ge 19 SRRy £

Teorema A.1.1 Seja f : [a.b] — IR continua com derivadas continuas até a ordem
n+1(f€C™a.b]). Sejam v € [a.b] ¢ Frly) o polinémio de interpolacio de f(y) sobre
os n+1 pontos distintos de [a, ], z, . Tl Ton. Entdo, o erro na interpolacio € dado

por

Ro() = f(z) = Paf) = (f%f("*“(sz), a<&<h (A1)

sendo w(z) = (T ~ Tno (T — Tny) ... (z — Tan) 0 polinémio dos nds.

A.1.1 Polinémio de Interpolagdo de Lagrange

Sejam Tn,0: Tnls ... Inpn pontos distintos em [a.8] C R ¢ Po(z) o polindinio de
interpolagio de f(z) sobre z,;. ¢ = 0,1.....n. Pode-se escrever FPp(z) como a seguinte
éombina;g_éo linear

Pula) = F(tno)no®) + Fams (@) + . + )i (z).
sendo lnx(r) os polindémios de grau n.

Para que Pu{rns) = f(zn;) toma-sc ln k() tais que

ln,k(mn,k) = 1, k= 0, 1, e 1

bag(Zns) =0, i.k=0,1,...,n, i#k.
Entao, os polinémios I, 4 () tém n raizes distintas QUE SBO T 0: T 1.+ s Lol Ty tds - o s
ZTpn. LOGO,

g (T) = o2 — Tng) .. (7 — Tnp—1)(T = Tnpeq) ... (T — Trn)-
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Como lp {2k} = 1, entdo

1

" (Tap Tng) A Tng = Trg1)(Tnk = Tngi1) - (Tng = Tnp)

Cy
Portanto, para A =0,1,..., n.

(= Tno) .. AT = Ty g1 (T~ Tpprg) .. {2z — Tpn)

(:En,k — mn,{)) f e (mn,k - -rffn,k—l)(:f:n,?; . ~77n,k~§-1) . (mn,k - mn,n) ’

ln,k (T ) -

(A.2)
que sdo conhecidos como polindmios fundamentais de Lagrange.
O polindmio de interpolacdo de f{x) pode, entdo. ser escrito como

Fo(z) = i F(Znp)lng(T), (A.3)

ka0

com lx(r), k= 0,1,...,n. dados por (A.2) ¢ conhecido como Pelinémio de Interpolagdo

de Lagrange.

A.2 Seqiiéncia de Polinémios Ortogonais

Definicio A.2.1 Diz-se que a seqiiéncia de polindmios {Pa(x)}2, € uma seqiéncia de
polinomios ortogonais (SPO} com relagdo d funcdo peso w(x) (ndo decrescente, ndio neg-
ativa e ndo identicarnente nula, com infinitos pontos de aumento em [a,b]) no intervalo
(a,b) se

(i) Pp(z) € de grau exatamente n, n > 0.

(i1) (Pa. Pn) = f an(x)Pm(.r)w(x}dm - sen#m.

pn# 0., sen=m.

Notagao: Os polinémios ortogonais F,{z) scrdo representados por

PalZ) =3 07", apn #0.

im0
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Uma das maneiras de se construir wna seqiiéncia de polindmios ortogonais Py(ix). P (z). .. ..

Py(x). ... com relagdo ao produto interno {A.4) ¢ através do Processo de Ortogonalizacio

de Gram-Schmidt.
Para isso. toma-sc a base bp{z) = 2%, k = 0,1.2..... o caleulasse P(x), k =
0,1.2, ..., da seguinte forma:

P[}(T) = bg(.’ff) =1

e, para k= 1.2,3,...,
Pi(r) = 2* + apoPo(z) + a1 Py(T) + - + o1 Py (7).

sendo

Ep
ak,iz_%, t=0.1,.... k—1.

Pode-se tomar outras bases {bx()} desde que cada polindmio by(z), k= 0,1.2, ...,

scja de grau cxatamente k.

A.2.1 Propriedades dos Polinémios Ortogonais

ortogonais. Entdo, eles sdo linearmente independentes.

O teorcma acima diz que os polindmios ortogonais Py(z), k = 0,1,2.....n formam

uma base para o espago vetorial dos polindmios de grau menor ou igual a n, P,.

Teorema A.2.2 Scja {P,(x)}2, uma seqiéncia de polinémios ¢ w(x) uma fungdo peso
n=={)
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no intervalo (a,b). Entdo, as seguintes afirmacdes sao equivelentes:

(a) {Po(x)}ore € uma segiéncia de polindmios ortogonais com relagio & funcdo peso

wixr) em {a,b).

(B) (Ppym) =10. ¥Ya{z) de grau < n ~ 1.

b =0, sem<n,

(e} (™, Fp) = f " Pp(r)w(z)dx

¢ #£0, sem=n.

Teorema A.2.3 Sejam {Qn(z}}2, e {Pu(2)}2, duas segiiéncias de polinémios ortogo-
nais no intervalo {a,d) com relagdo d fungdo peso w(x). Enido,

Qi(z) = GF(z), j=0.1,...,
sendo ¢; wma constante que depende apenas de j.
Teorema A.2.4 (Zeros dos Polinémios Ortogonais) Seja Pn(z). n > 1, uma se-

guéncia de polindmios ortogonais no intervalo (a,b) com relagio & funcdo peso w(x).

Entao. os zeros de F,(z) sdo reais. distintos e pertencem ao intervalo (a.b).

Teorema A.2.5 (Relagdo de recorréncia de trés termos) Sejo {Po(z)}32, uma se-

gtiéncia de polinémios ortogonais em (a,b) relativamente & funcdo peso w(x). Entdo,
Prii(z) = (W12 = Brs1) Pa(®) — ansa Paea (7). 1 20, (A.5)

com Fy(z}=1. P_i(z)=0. Gpi1y Bo, mER, n>1 ¢

Unt1,n41 (-Tpns Pn) T+l {Pm Pn)
Rl = - 0: T = a H = 0.
Fra1 Wﬂn,n # Bri1 = a 1*——“‘(Pmpn> L TN #
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A.2.2 Polinbmios Ortogonais Cléssicos

Scgundo (Chihara, 1978} os polinémios de Jacobi (incluindo os casos especias de
Legendre, de Chebyshev de primeira espécie, Chebyshev de segunda espécie e de Gegen-
bauer), de Laguerre e de Hermite sao chamados de polindémios ortogonais cldssicos.

Em (Szegd, 1959}, encontramos a seguinte definicio para polinémios oriogonais
cldssicos
Definigao A.2.2 Polindmios ortogonais com respeito ao produto internc (A.4) no inter-
valo (a.b) sdo chamados de polinémios ortogonais cldssicos se a fungdo peso, w(z) satisfaz
a seguinte equacdo diferencial

2 (M(@)u(a) = Nao()

onde
r 1—22, se(a.b) = (—1,1)
M(z) =3 g, se (a,b) = (0, 00)
1 se (a,b) = (—o0, %)

e N{zr) € um polinémio de grau 1.

Apresentamos apenas algumas informacbes sobre os polindmios de Jacobi e scus

casos especias de Legendre e Chebyshev de primeira espécie.

Polinémios de Jacobi: P{*9(z)
Podem ser definidos através da férmula de Rodrigues por

Rﬁm@pw%%?u—xr%1+m¢£;ubawﬂﬂl+@“ﬂ- (A-6)
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Esses polindmios sao ortogonais no intervalo {—1.1} com relacdo 3 funcio peso
wiz)=(1—-2)*1+xP. 0,8>~1. a,8€ R.

Para obter-se o coeficiente do termo de maior grau para os polinémios de Jacobi,
aplica-se & equac@io (A.6) acima, a regra de Leibnitz para calcular a n-ésima derivada do

produto de duas funcoes

) 9] = 3 (Z)f(“""(x) @) (A7)

I
dﬂ? k=0

Proposigéo A.2.1 O coeficiente do termo de maior grau o, , também pode ser dado por

1 Pa+8+2n+1)
2l Da+B8+n+1)

(A-8)

Gpn
sendo I' a funcdo Gama, que pode ser dada como integral de Euler de segunda espécie por
[(z) = f et gt Re(z) > 0 ou z > 0. (A.9)

{

Teorema A.2.6 Os polindmios de Jacobi satisfazem a seguinte relacdo de ortogonalidade

0. sem # n,

228 o 4+ DT(B+n+ 1)
(@+B+2n+ 1T a+B+n+1)

(Pl®, plod = (A.10)

sem = n.

Polindémios de Legendre: B,(r)

Sao um caso especial dos polinémios de Jacobi com & = 8 = 0. Portanto, wiz) = 1.

Assim, da férmula de Rodrigues para os polindmios de Jacobi, tem-se

Patr) = S (1 g

20! dyn

1 d”

- (2% — 1Y, A1l
g — L (A.11)

Do coeficiente do termo de maior grau para os polindmios de Jacobi, obtém-se

_ 1 T@En+1)  (2n)!
= Sl T+ 1) 2o(nl)e
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A relagio de ortogonalidade para os polindmios de Legendre ficard, entéo,
0, 8C T # N,

2
m+ 1

(Po. P =

8¢ 1 = n.

Polindmios de Chebyshev de 12 espécie: T,,(z)

Sao um caso especial dos polindmios de Jacobi com @ = 3 = —1/2 ¢ portanto,
1
ortogonais com relaggo & funcdo peso w(z) = === no intervalo [~1, 1].
g ag 680 peso w(r) = —m—s. [~1.1]
Sao definidos por

To(x) = cos(narccosz), ze€[-1,1, n=0,1,2.... . (A.12)

Teorema A.2.7 Os polindmios de Chebyshev de primeira espécie satisfazem

3

7 sem=mn =,
(TnsTm>:< g—, sem=nmn>{,
0, sem#n.
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