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" A menos que as normas sejam veladas por convengdes ou definigdes,
razao alguma nos poderd ser dada explicando-nos porgue
nio deveriam elas ser completamente diferentes”™.

Bertrand Russell
{An Outline of Philosophy)
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RESUMO

Este trabalho apresenta uma formulagao de Elementos Finitos para a anélise estdtica
e dindmica de estruturas pénseis para coberturas construidas a partir de cabos flexiveis
de aco de alta resisténcia.

Elementos finitos de dois nés, que admitem grandes deslocamentos e equacdes consti-
tutivas nao lineares, sao usados para discretizar cabos fivremente suspensos, cabos — treli-
ga e redes tridimensionais. Esses elementos sio acoplados a elementos convencionals de
portico {pequenos deslocamentos e pequenas deformagdes) usados para discretizar a cs-
trutura de apoio dos cabos. O modelo admite forgas nodais conservativas, alongamento
de cabos para a introdugao de forgas de protensio e variagées de temperatura {nos
cabos).

Configuragoes de equilibrio estdtico sao obtidas pela minimizacdo da Energia Po-
tencial Total, com o emprego de um algoritmo do tipo quase-Newton {self-seale quasi-
Newton algorithm). Esse algoritmo é também usado para a determinacgio de confi-
guragoes inicials de redes tridimensionais pela minimizacio da Energia Potencial To-
tal.com restrigoes de igualdade em deslocamentos.

A Energia Potencial Total é eserita como funcao dos deslocamentos nodais e dos
alongamentos de protensac para a determinagao automatica dos valores dos alonga-
mentos que garantem tensdes de tragao em qualquer cabo jguais ou malores que um
valor previamente especificado.

Freghéncias e modos préprios de vibracao, para pequenas oscilagdes em torno de uma
configuracac de equilibrio estdtico, sao determinadas com a solugao de uma expressao
linearizada da equacio de equilibrio dindmico. A resposta dinamica é obtida pela inte-
gracao no tempo da equacao de equilibrio dindmico, com um algoritmo implicito baseado
no esquema de Newmark. Uma configura¢do de equilibrio em um dado instante é asso-
ciada a um ponto de minimo da Energia Total, obtido com o algoritmo guase-Newton
acima citado.



ABSTRACT

This work presents a finite element approach to static and dvnamic analysis of
counterstressed cable structures.

Two nodes, constant strain finite elements are used to model hanging cables, plane
prestressed cable trusses and 3-D prestressed cable networks. The two nodes elements
are assemnbled with truss, beam and frame elements to the static analysis of mixed
(comnposite) structures,

The theorem of minimmum total potential energy is used to determine static equi-
librium configurations of the described mixed struciures. The nonlinear problem of
equilibrium is solved through a self--scaling quasi— Newton algorithm.

The concept of reduced length at the undeformed configuration is introduced to
evaluate the effect of prestressing forces and teraperature changes.

The initial shape of prestressed networks is determined by constrained minimization
of the total potential energy. ’ -

A modified formulation of the two nodes element is used to avtomatically determine
the reduced lenglh of each element of the network in order to assure that all elements
are in tension at the equilibrium configuration, to a given external load.

A bhnearized dynamic equilibrium equation is used to determine natural frequencies
and modes of prestressed cable nets. Dynamic equilibrium configurations are determined
by minimizing the Total Energy of the network.
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1-1

Capitulo 1:

Introdugao.



1.1 Generalidades.

A redugao do peso préprio € a minimizacio dos custos e do tempo de execucio estio
entre os principais objetivos da pesquisa em ciéncia e técnica das construgdes.

O elevado peso préprio das construgdes assirias {10 kN/m?), romanas (15 kN/m?)
e do periodo gdtico {5-10 kN /m?) pode ser atribuido, essencialmente, ao baixo rendi-
mento estrutural dos materiais entao disponiveis. Os tijolos e outros materiais litdides,
podendo ser submetidos apenas a tensdes de compressao, devemn estar associados a es-
guemas estruturais que se baseiam no efeito estabilizante da gravidade, tais como arcos,
abdbadas ¢ cascas de grande espessura.

Materials com elevada resisiéncia 3 tragdo e a compressao permitem a utilizacdo de
esquemas estruturais mais eficientes e, como regra geral, a elaboragao de projetos mais
econdImicos e que exigem menor tempo para sua execugao. As estruturas metdlicas
copvencionais, por exemple, tém peso proprio dez vezes menor, e s5a0 executadas em
tempo duass a trés vezes menor, que estruturas convencionais de concreto armado.

Os fios e cabos de ago de alta resisténcia possibilitaram o desenvolvimentio de esque-
mas estruturais que 1ém todos os seus elementos tracionados, aproveitando ao méximo a
capacidade do material: as coberturas pénseis. Segundo Majowiecki{1985), essas estru-
turas perlencem a uma nova tradigdo consiruliva, com relagao (peso proprio/capacidade
portante} muito menor que a unidade.

As estruturas pénseis para cobertura sac um resultado direto do desenvolvimento
cientifico e tecnolégico. Requerem, como se verd, material de alta resisténcia, modelos
tedricos mals complexos que os utilizados para analisar estruturas convencionais, € o
emprego de recursos de computacao eletrénica s6 disponiveis nas dltimas trés décadas.

Embora a primeira referéncia 3 utilizacdo de cabos em estruturas para coberiuras
date do ano 70 de nossa era (Coliseu Romano, com 189m x 156mj, o Edificio da
Feira Estadual {State Fair Arena), de Raleigh {NC), nos Estados Unidos (1953}, é
fregiientemente citado na literatura como um marco do desenvolvimento moderno das
coberturas pénseis (veja-se fig. 1.2-6). Desde entio, obras notdveis em dimensao e beleza
arguitetonica foram projetadas e executadas em todos os continentes. Uma descrigao
detalhada de dezenas de obras significativas pode ser encontrada em Majowiecki {op.
cit.].

As coberturas pénseis 1ém sido usadas em construgdes com finalidades as mais varia-
das: estadios e ginasios esportivos, piscinas, reservatérios de dgua, salas para concertos,
featros, torres de refrigeragio, hangares, grandes armazens e edificios industriais.

No Brasil tem-se noticia da existéncia de apenas guatro projetos que ulilizam esse
esquema estrutural: dois em casca protendida suspensa {Araraguara,SP e Rolandia,PR);
uma cobertura em cabos livremente suspensos {Templo Israelita, RJ) e uma cobertura
em rede tridimensional protendida com dupla curvatura {Pavilhao da Feira Internacional
de Indéstria e Coméreio,RJ). Como também acontece em alguns paises economicamente
mais desenvolvidos (Buchholdt,1985), esse nimero reduzido de obras pode ser atribuido,
entre outros fatores, ao total desconhecimento, entre arquitetos e engenheiros calculistas,
dos métodos de calculo e regras gerais para o projeto das coberturas pénseis.



1.2  Coberturas pénseis.

Uma das principais caracteristicas das coberturas construidas a partir de cabos flextvels
¢ a facilidade de adaptacio a formas arquitetonicas irregulares. Entretanto, a maioria
dos projetos realizados nos dlimes cinglienta anos enquadra-se em um dos esquernas
descritos a seguir. '

1.2.1 Cabos livremente suspensos.

As coberturas pénseis podem ser uma associacio de cabos livremente suspensos dispos-
tos em arranjos paralelos (fig. 1.2-1) ou radiais (fig. 1.2-2).

Figura 1.2-2 : Cabos livremente suspensos dispostos radialmente.

. 4 .
Os cabos livremente suspensos {como se verd no Capitule 2) experimentam gran-



des deslocamentos quando submetidos a agOes acidentais (que alteram a configuracio
de cquilibrio quando atuam agoes permanentes}. Esses deslocamentos podem, com
freqiéncia, danificar os materiais de cobertura fixados nos cabos. Uma maneira de con-
seguir a estabilizacio {reducio de deslocamentos) dos cabos é utilizar materiais de cober-
tura com peso proprio suficienternente grande de modo a garantir que os deslocamentos
provocados por agoes acidentais sejam relativamente pequenos. Outra alternativa é a
construgao de cascas protendidas a partir de elementos pré-moldados de argamassa ar-
mada (veja-se, por exemplo, Barbato e Martinelli,1985), nas quais os cabos sio usados
coma suportes dos elementos pré-moldados e, em servigo, como cabos de protensio da
CASCa.

1.2.2 Cabos-treliga.

Os cabos-ireliga sao arranjos planos de cabos flexiveis interligades por elementos verti-
cais ou inclinados. Na figura {1.2-3) apresentam-se trés exemplos de pérticos planos em
que a {rave horizontal é um cabo-trelica com ligagoes verticais {cabo Zetlin}, variando-se
a posigao relativa dos cabos principais {superior e inferior).

Alguns projetos realizados com cabos treliga do tipo Zetlin apresentaram problemas
construtivos em virtude da excessiva deslocabilidade horizontal dos pontos de fixagao
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do material de cobertura. Para resolver parcialmente este problema o engenheiro sueco
David Jawerth propds o esquema mostrado na figura {1.2-4). As ligacdes verticais sio
substituidas por diagonais. Neste esquema, os deslocamentos horizontais dos cabos
superior e inferior s20 menores.

Os cabos-trelica sio também usados em coberturas com planta circular ou eliptica,
como as mostradas na figura (1.2-5). Os cabos sio dispostos em planos radiais e podem
ou nao estar copectados a um anel central tracionado.

Figura 1.2-4 : Cabo Jawerth.

Figura 1.2-5 : Cabos-trelica em arranjos radiais.

1.2.3 Redes tridimensionais.

As redes tridimensionals sdo arranjos espaciais de cabos cujos nés (intersecio de dois
cabos) pertencem a superficies regulares ou superficies de forma qualquer. Para que o
conjunto nao apresente deslocamentos excessivos ou afrouxamento localizade de cabos
{veja-se secio (1.2.4) e Capitulo 2} é desejdvel que a superficie que contém os nés da
rede tenha curvatura gaussiana negativa (produto das curvaturas, em um ponto, em
duoas direges ortogonals).,

A figura (1.2-6) mostra o esquema estrutural da Arena de Raleigh (veja-se secio 1.1).
Uma rede de dupla curvatura fol associada a dois arcos dispostos em planos inclinados
e apoiados sebre pilares relativamente esbeltos.
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As redes tridimensionais adaptam-se com facilidade a formas menos convencionais,
como a mostrada na figura (1.2-7).

Figura 1.2-6 : Arena de Raleizh, N.C.

Figura 1.2-7 : Rede com mastros, estais e cabos de borda.

O procedimento mais {reqiiemente adotado para estabilizar (veja-se se¢fio 1.2.1) os
cabos-trelica e as redes tridimensionais é o de protender {introduzir tensées de tragio)



um ou mais cabos do conjunto.

1.2.4 Sistermnas fechados e abertos.

Os esquemas estruturals das coberturas pénseis sao chamados abertos ou fechados depen-
dendo da forma como os esforgos que os cabos exercem sobre os seus pontos de fixagio
sao transferidos para as fundagdes, Os esquernas mostrados nas figuras {1.2-1), (1.2-3)
e {1.2-4) séo chamados abertos porque esses esforgos sio totalmente transferidos para
as fundagdes pelos elementos verticais {pilares) e pelos elementos inclinados {estais). J4
os esquemnas das figs, (1.2-2}, {1.2-3) e {1.2-6) sao chamados fechados porgue os anéis
nterno {tracionado} ¢/ou externo {comprimido) absorvem {de forma autoequilibrada)
as componentes horizontals daqueles esforcos,

1.3 Objetivos e contetido deste trabalho.

1.3.1 Breve resenha bibliografica.

Modelos tedricos para a andlise estdtica e dindmica de coberturas pénseis devem ser
formulados com base em alguns aspectos caracteristicos desses esquemas estruturais,
sendo significativarnente distintos dos modelos usados em estruturas convencionais.

Apresentam-se, a seguir, as principais caracteristicas do comportamento mecinico
das redes flexiveis e alguns aspectos especificos do projeto de coberturas pénseis, com
uma breve resenha de alguns modelos para andlise estdtica e dindmica dessas estruturas
encontrados na literatura consultada.

s Nio linearidade geométrica : os cabos flexivels, nao sendo dotados de rigidez
a flexao e ao cisalhamento, transmitem aos pontos de fixacdo as solicitagbes a
que estelam submetidos mudando sua geometria {em relagio a uma configuragie
indeformada) até que se desenvolvam tensoes axiais de tragao que garantam o
equilibrio {estatico ou dinamico}. Os modelos descritos na literatura consultada
admitem, sem excessao, grandes deslocamentos em relagao a uma configuragao de
referéncia. Essa configuragio nao é, para muitos autores (por exemplo, Bruno et
al..1990; Peyrot,1980; Krishna et al.,1982; Godbole et al.,1984)}, a configuracio
indeformada;

» Equacio constitutiva dog cabos : a equacio constitutiva de um cabo helicoi-
dal isolado {relagao carga axial/deslocamento axial) é nao linear, assemelhando-se
ao comportamento de um material elasto-plastico, com deformacgoes residuais per-
manentes. Fssas deformagdes permanentes aparecem porque os fios que compodem
o cabo tendem a comprimir o nicleo {que também é deforméavel), reduzinde o
fndice de vazios existente originalmente entre eles. Com base em resulfados ex-
perimentais, alguns autores {veja-se, por exemplo, Kassimali ¢ Feraidoonian,1987;
Jonatowski e Birnstiel.1970; Irvine, 1973} sugerem equagbes constitutivas nao li-
neares para cabos isolados.



Os cabos usados em coberturas pénseis sdo, em geral, submetidos a um Processo

de pré-estiramento (com forcas axiais correspondentes a 55% da carga de ruptura)

sse procedimento faz com que o cabo passe a apresentar, relacao linear entre a
forga axial aplicada e o estiramento correspondente (veja-se, por exemplo, Bu-
chholdt, 1985, pag. 247). Se o modelo de deformagio for linear {veja-se Apéndice
A} a relagio tensiox deformagio conjugada também o serd.

Protensio e configuragdes de referéncia : as forcas de protensao siko tensoes
de tragao instaladas em uma rede de cabos com os seguintes objetivos principais:
evitar o afrouxamento de cabos quando a rede é submetida a uma dada acio
externa; reduzir os deslocamentos nodais {que, quando excessivos, prejudicam o
material de coberiura) e, como se verd no Capitulo 3, melhorar o comportamento
da rede quando submetida a solicitagoes dindmicas.

A maioria dos algoritmos encontrados na literatura para a obtencio de confi-
guragoes de equilibrio estdtico (para uma dada agdo externa) adota como confi-
guragao inicial de referéncia uma configuragio de equilibrio onde atuam o peso
prépric dos cabos e tensdes iniciais de protensio, ora especificadas em termos de
deformacgoes iniciais {Cannarozzi, 1987; Gershwindner e West,1980; Triantafyvllou e
Grinfogel,1986; Godbole et al.,1984; Papadrakakis, 1983}, ora em termos de forgas
resultantes externas (provocadas por um estado de solicitacdes internas supostias
conhecidas) (Clarke,1980; Gambhir e Batchelor,1977).

Alguns autores apresentam métodes (mais ou menos empiricos) para a deter-
minagao dessa configuragao inicial. Majowiecki(1985) sugere que, sempre que
possivel, sejam adoladas formas regulares para as quais, em muitos casos, existem
expressoes analiticas que descrevem o equilibrio para nma dada acio externa {no
caso, O peso proprio dos cabos e as for¢as de protensdo). Quando isto nao for
possivel, em virtude de imposi¢des do projeto arquitetdnico. o autor citado vale-se
de uma solugao por diferengas finitas do problema da membrana sujeita a grandes
deslocamentos. Jonatowski e Birnstiel{1970) sugerem um processo de tentativa e
erro, partindo de configuragoes supostamente préximas da solugéo procurada.

Em toda a literatura pesquisada, nenhuma descrigao foi encontrada de métodos
operacionals que permitam a determinagao do valor das forgas de protensao e da
forma como elas devam ser aplicadas.

Configuragoes de equilfbrio estatico : Em virtude da inexisténcia de solucdes
analiticas (exceto para casos muitos simples), a andlise de coberturas pénseis exige
geralmentie o uso de métodos numéricos. Os cabos de um dado arranjo podem
ser discretizados com elementos finitos e uma configuracio de equilibrio para uma
dada acao externa € descrita pelos deslocamentos nodais relativos a uma confi-
guragao de referéncia. Esses deslocamentos sdo wma das solugdes do sistema de
equagoes algébricas nao lineares que descreve o equilibrio de forcas na configuragao
procurada.

O método mals fregiiéntemente empregado para a obtencio de solugdes do sistema
acima descrito é o método de Newton (Newton-Raphson), em geral em forma in-
cremental em carregamentos {veja-se, por exemplo, Brune, Maceri e Olivito,1990;

1-8



Ahmadi-Kashani e Bell,1988; Pevrot,1980; Molcom e Glockner,1979; Peyrot e
Goulois, 1978; Kassimali e Feraidoonian.J987; Godbole et al..1984: Krishna et
al.,1082).

As restrigoes ao emprego desse métode sdo descritas de maneira detalhada no
Apéndice B deste trabalho ¢ listadas a seguir de forma sucinta:

1. O método de Newton-Raphson é um método de solucio de sistemas de
equagoes algébricas nao lineares usado, no contexto da andlise nao linear
de estruluras, para a oblengdo de extremos da func¢io nao linear Energia
Potencial Total. De forma iterativa, o método busca minimizar o desha-
lanceamento das forgas externas e internas que atuam na estrutura até en-
contrar uma configuracao {descrita em termos de deslocamentos nodais) em
que esse desbalanceamento {desequilibrio) seja nulo {a menos de uma to-
lerdncia numérica}. Em modelos nido lineares uma configuracio que satis-
faz as equagoes de equilibrio ndo é, necessariamente, nma configuracio de
equilibrio estavel, porque a Energia Potencial Total nesta configuracio pode
ter atingido um ponto de maximo, onde as equagbes de equilibrio também
sao satisfeitas.

2. Em cada iteragao, o método de Newton-Raphson avalia a matriz de rigidex
tangente (ou instantinea) da estrutura para determinar a nova direcio de
busca {veja-se Apéndice B}. Para gue a nova direcio seja uma direcio em
gue a Energia Potencial Total decresce, a matriz de rigidez tangente deve ser
positiva definida. Isto pode deixar de ocorrer durante o processo iterativo,
exigindo providéncias numéricas para tornar a matriz positiva definida. Esta
é, provavelmente, uma explica¢ao para se adotar como configuragao inicial
aquela em que atuam, em equilibrio, o peso préprio dos cabos ¢ as forgas de
protensao.

3. Embora muitos autores enfatizem a rapidez de convergéncia do método de
Newton-Raphson em termos de nimero de iteraces, a necessidade de ava-
Hagao da matriz de rigidez pode tornar o método desvantajoso {em termos
de tempo computacional) em relacdo, por exemplo, ao método guase-Newton
usado neste irabalho, ou a0 método dos gradientes conjugados (veja-se, por
exemplo, Buchholdt e Moossavinejad,1982),

= Estruturas mistas 1 As coberturas pénseis sao {a menos de casos muito par-
ticulares} uma associagao de cabos flexiveis e elementos estruturais mals rigidos
(elementos de viga, placa ou casca}. Os cabos apolam-se em uma estrutura de
suporie que apresenta, em geral, comportamento linear {pequenos deslocamentos
e pequenas deformacoes). Embora relativamente peguenos, os deslocamentos da
estrutura de apoio influem (¢como se verd no Capitule 2} no estado de solicitagéo
do arranjo de cabos, alterando. consequentemente, seu comportamento estatico e
dinamico.

Alguns autores apresentam modelos para a analise da estrutura mista {cabos e
estritura de apoio}. Peyrot e Goulois(1979) sugerem uma formulagio em que se



cajcula a matriz de rigidez de cabos isolados a partir da equacio da catendria
eldstica e depois se asssociam cabos e elementos lineares de pértico. Os autores,
entretanto, nao {azem referéncia a forgas de protensio, aplicando o modelo desen-
volvido na andlise de Lorres estaladas e linhas de transmissio de energia eléirica.
Godbole et al.(1984) apresentam uma associagao de elementos de cabo e de viga
{para modelar estruturas do tipo mostrado na figura (1.2-5) ¢ relatam prohlemas
de convergéncia no método de Newton-Raphson para incrementos de carga nao
suficientemente pequenos, além de convergéncie para solucdes erradas!

Andlise dindmica : As coberturas pénseis (cabos e material de revestimento}
sao, em geral, mais leves e flexiveis que outros esquemas estruturais. %30 mais
resistentes a ag¢Oes sismicas porém mais sensiveis 4 agao do vento. A observacio
de algurnas estruturas reais parece indicar que os problemas ocorridos em virtude
de comportamento dinfmico instdvel deveram-se a protensio insuficiente ou cur-
vatura inadequada da superficie que contém a rede de cabos {Buchholdt,1985).
Como se verd no Capitulo 3, a resposta dindmica e as freqgliéneias naturais das
redes flexivels variam de maneira significativa com a variacdo das forcas de pro-
tensao,

1.3.2  Objetivos deste trabalho.

Este trabalho propde um mélodo para analise de coberturas pénseis que difere dos
métodos citados na se¢ao anterior nos seguintes aspectos:

i

Configuracoes de equilibrio estdtico {para um dado carregamenio externo, em
presenca ou nao de forgas de protensao e/ou variagoes de temperatura) de ca-
bos isolados, cabos-trelica e redes tridimensionais sdo obtidas a partir de uma
configuracao inicial indeformada;

Uma configuragao de equilibrio € um ponto de minimo da funcae escalar Ener-
gia Potencial Total. Pontos de minimo sao obtidos com um algoritmo do tipo
quase-Newton que usa valores da fungao e de seu gradiente, sendo desnecessaria a
avaliacio da matriz de rigidez da estrutura. O método empregado garanie, além
disso, que um ponto de equilibrio € um ponto de minimo da Energia Potencial
Total {equilibrio estdvel);

A protensao de um cabo-trelica ou de uma rede tridimensional é modelada por
alongamento de umn ou mais elementos da rede, discretizada com elementos finitos.
Este procedimento (alongar cabos) € idéntico ac empregado em estruturas reais
para instalar forcas de protensao. Desenvolveu-se um algoritmo do tipo Bendes
{esquema de Jacobi) que determina, automaticamente, o valor dos alongamentos
e em quais elementos eles devemn ser aplicados, de ynodo a garantir que, para um
dade carregamento wxierno, todos os cabos de uma rede estejam submetidos a
tensao de traglo igual ou malor que um valor previamente estabelecido.

A equacio de equilibrio dindmico de um arranjo qualguer de cabos flexivels € inte-
grada pela minimizacio da Energia Total, com o mesmo algoritme quase-Newton



acima citado. Buchholdt ¢ Moossavinejad{1982} apresentam método semelhante,
minizando a Energia Total com um algoritmo do tipo gradientes conjugados e afir-
mam que os tempos computacionals sao significativamente menores que os obtidos
com um método do tipo Newton-Raphson. Os mélodos do tipo quase-Newton ten-
dem a ser mais rapidos e eficientes que os métodos do tipo gradientes conjugados
{Gill et al.,1981]}.

1.3.3 Conteudo do trabalho.

No Capitul() 2 descreve-se uma formulacao para a obtencao de configuragoes de equilibrio
estatico de cabos isolados, cabos-irelica e redes tridimensionals. Os cabos sao discretiza-
dos com elementos finitos de dois nés {deformacao constante}. Essa discretizagao é vali-
dada {em deslocamentos) com uma solugao obtida com elementos parabdlicos {Coyette
e Guisset,1988) de trés nés (deformacgdo linear} e com uma solugdo apresentada por
Peyrot e Goulois{1979) para a equagdo diferencial de equilibrioc da catendria eldstica.
A formulacio do elemento finito de dois nés € modificada para incluir alongamentos de
protensio e o efeito da variagao de temperatura {modelo térmico linear, desacoplado).
Para determinar a protensao Siima {minima energia} de um dado arranjo de cabos
(para um dado carregamento externo} a Energia Potencial Total é escrita como um
funcional de dois campos {deslocamentos e alongamentos de protenséo) e submetida a
um processo de minimizacdo alternada (quase-Newton em deslocamentos e incremental
em alongamentos). A configura¢do inicial de redes tridimensionais de forma qualquer
(conhecidas as coordenadas cartesianas de alguns pontos caracteristicos} é determinada
como um problema de minimo {com deslocamentos prescritos} da Energia Potencial
total, com o auxilio de um programa comercial de Otimizacao (MINOS).

No Capftulo 3 utiliza-se uma formulagao linearizada da equagao de movimento para
a determinacio das freqhéncias e modos naturais de vibragao de cabos isolados, cabos-
irelica e redes tridimensionais protendidas. Estuda-se a influéncia da protensao no valor
das fregiéncias naturais de um cabo Zetlin ¢ de uma rede em paraboléide hiperbéiico.
A equagho de equilibrio dindmico ¢ integrada com um algoritmo implicito {esquema
de Newmark). Configuragtes de equilibric dinamico sao obtidas pela minimizagao da
Energia Total em um dado instante, com o algoritmo quase-Newton acima citado. Os re-
sultados sio comparados com um algoritmo de Newmark explicito sugeride por Coyeite
e Guisset{1988) e com o algoritmo descrito por Newmark(1959).

Finalmente, no Capftulo 4 apresenta-se o ante-projeto estrutural de uma cobertura
pénsil com um anel de borda de planta eliptica e rede protendida de dupla curvatura
{em forma de sela).

Informagdes complementares (porém necessérias para a melhor compreensas de al-
puns tépicos do trabalho) foram colocadas em quatro apéndices, cujo conteido € descrito
a seguin.

Uma discussio sucinta sobre modelos de deformacao e o uso de tensoes e deformagoes
conjugadas é apresentada no Apéndice A.

No Apéndice B procura-se justificar a escolha do método de programacao nao linear
adotado (self-scaling guasi-Newlon olgorithm) e sao discutidas as suas principais van-
tagens sobre outros métodos, quando se pretende analisar estruturas que apresentam



grandes deslocamentos e configuracao indeformada cinematicamente indeterminada.
No Apéndice C fornecem-se resultados numéricos de alguns dos exemplos apresen-
tados nos Capitulos 2 e 3 com o ebjetivo de facilitar eventuals comparagdes com outros
métodos de andlise.
No Apéndice D sido apresentadas as principais rotinas {em linguagem Pascal) dos
programas para computador desenvolvidos para a andlise dos exemplos ilustrativos e do
ante-projeto discutido no Capitulo 4.
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Capitulo 2:

Andalise Estatica de
Redes Flexiveis e
Kstruturas Mict:
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2.1 Introducao

Neste capitulo descreve-se uma formulacio tedrica para a obtengao de configuragdes
de equilibrio estdlico de estruturas resultantes da associagao de cabos {lexivels {ca-
bos livremernte suspensos, cabos-trelica e redes tridimensionais) e estruturas reticuladas
convencionais (vigas, porticos e trelicas).

Os cabos sho discretizados com elementos finitos retos de dois nos cuja formulagao
permite grandes deslocamentos e grandes deformagdes elasticas. Esses elementos sao
acoplados a elementos finitos convencionais {deslocamentos e deformacoes infinitesimais)
de trelica, viga e portico,

0 modelo admite as seguintes solicitacoOes externas: forgas conservativas aplicadas
nos nos dos elementos de cabo e trelica: forgas conservativas e momentos aplicados nos
nés dos elementos de viga e pértico; variagdes de temperatura nos elementos de cabo e
treliga.

As forcas de protensao {veja-se Capitulo 1, pag. 1-6} sao modeladas por alongamen-
tos {incluidos na formulagéo do elemento de cabo} que podem ser prescritos para um
ou mais elementos. g

Em redes com elevado ntimero de cabos a determinagao da protensao adequada (su-
ficiente para garantir o nao afrouxamento de cabos sob diversas condigoes de solicitagio)
pode ser bastante trabalhosa. No item (2.3.2) apresenta-se um algoritmo que calcula
os valores dos alongamentos e indica em quais elementos eles devem ser aplicados de
modo a assegurar que nenhum elemento tenha deformacao de tragaoc inferior a um valor
previamente especificado.

A escolha de um elemento com interpolacao linear em deslocamentos {e, portanio,
com deformacgao constante} para discretizar os cabos flexiveis simplifica consideravel-
mente a modelagem de forcas de protensio ¢ de variagdes de temperatura. Um elemento
parabélico de trés nés {Coyette e Guisset, 1988}, cuja formulagao é descritano item (2.3),
e um algoritmo para obten¢io de solugdo numérica da equagao do cabo elastico Tlexivel
livremente suspenso {Peyrot e Goulois, 1979} foram usados para avaliar o comporta-
mento do elemento de dois nds. Os resultados encontrados para deslocamentos nodais
{veja-se Exemplo 2.2} justificam plenamente a utilizacio deste elemento.

2.2 Elemento de cabo com deformacao constante.

2.2.1 Deformacgao.

Urna medida linear da deformacio axial de um elemento de cabo é dada por

onde {veja-se Figura 2.2.1-1}
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! - Au : vetor que representa a configuracao indeformada do elemento;

A . distancia entre pontos nodais do elemento na configuragao indeformada;
o . vetor na direcio da configuracao indeformada (fjui = 1)
¥ : vetor que representa a configuraciao deformada do elemento;

p.q : vetores deslocamentos nodals.

P

| Figura 2.2.1-1 - Elemento de dois nds.

Fazendo
=g p
segue
2 ty, 4 ot531/2
.x(‘k + 2Autz + 2'z) 4 (2.2)
A
Ou, se
6 =212 2u+ A7)
entao
e= {1+ -1 {2.3)

Os vetores p e g contém os deslocamentos nodais do elerento emn um sisterna tridi-
mensional de coordenadas cartesianas

pl = {1y T2 23)

¢ = (21 Z5 To)

e o velor u 08 Co55enos diretores do velor [ no mesmao sislema

uf = {cosn cosy cos )
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2.2.2 Energia potencial total.

A energia potencial de deformagao de um elemento de cabo com deformacio constante
pode ser escrita como:

¢
7= a)\/ o7} dr
0

onde

¢ = o7} : relagdo constituiiva do cabo para tensoes e deformacdes conjugadas;
£ : energia potencial de deformacio de um elemento de cabo;
o : area da segao transversal do elemento de cabo.

Seja n o nimero de deslocamentos livres de um arranjo de cabos e seja £ um ve-
tor cujas.componentes representarm estes deslocamentos, Os deslocamentos impedidos
podem ser representados pelas componentes z; | 7 > n.

A energia potencial total de um arranjo de cabos é dada por

Ma)= Y 7— f x4+ Mg (2.4)

cabor

ande

T, : energia potencial total inicial;
{ : vetor que contém as forgas nodais estaticas conservativas.

Tendo escrito a energia potencial total como fungao dos deslocamentos livres, as
possivels configuracdes de equilibrio estdtico podem ser encontradas através de técnicas
de Otimizagao, uma vez que estas posigoes correspondem a pontos de minimo local da
fungao T1{z). Neste trabalho utilizou-se uvm algoritmo do tipo quase~Newton {Luen-
berger, 1973), descrito em detalhes no ftem (2.3.2) deste Capitulo e nos Apéndices B e

D.
O algoritmo de minimizacao utiliza os valores de IH{z) e de sua derivada g(z) =
VIl{z}. E necessdrio, portanto, determinar a expressio de g{x).

2.2.3 Gradiente da energia potencial total

O gradiente da expressao {2.4) é dado por

Vii{z) = S Vi f (2.5)

cabos

ande
V7 = aro{c)Ve

Assim, para se estabelecer a expressao do gradiente da energia potencial total é ne-
cessario determinar o gradiente da deformagao de um elemento de cabo. b interessante
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observar que, para um elemento, a deformagao ¢ € fungao de no maximo seis compo-
nentes do vetor x e, portanto, o gradiente de ¢ terd no maximo seis componentes nao

nulas.

Definindo ox{k = 1,2,...,6) como sendo ¢ indice da varidvel z de maneira que z,,
represente os deslocamentos das extremidades do elemento, segue

Asgsim,

o
az,,
a7

dz,,

ar,,

P = (%o, Za o)

qt o (3304 Zoy xﬂa]

e

ar,,

=0 o >n

Ii

W}\"l(l + 5)“%[{:05?7 + )\d(:‘:o« ~ Zo,)|

1
1

=~ AN 1+ 8) Eleosy + A 2o, — Zan)]

= AL 8) Ffeos €4 A7 (20, — 20)]
de  Oe
31304 N arﬂl
85 _ 35
8155 - 62}92
de _ de
8:5% B 31'93

= —of{d)a(l + 5)_%[(3087? + A" %oy — Zoy)]

= —o{e)all + 6)‘“%[1305"; + Adl(Iob ~ Loy )]

1

= ~o{e)a(l + §) [cos £+ A (Zog — Tos )]

an an
8z, = Hé?a:{,z
O o%
8z, - Oz,
an O
9z,, O,

(2.10)

(2.11)



2.3 Elemento de cabo com deformacao linear.

A formulagao de um elemento parabélico de trés nds descrita a seguir é bastante se.
melhante dquela apresentada por Coyette e Guisset {1988). Estes autores calculam a
energia potencial total e seu gradiente por integracio numérica de Gauss. Neste trabathe
utilizam-se formas fechadas das duas integrais envolvidas {itens 2.3.2 e 2.3.3).

2.3.1 Deformacg3o.

A deformagdo linear do elemento de cabo mostrado na figura (2.3.1-1) é dada por

_dp-~ds dp
€= oo = s ] (2.18)

ds

1 (:El y ¥1, 31)
2{z3, ¥9,27)
3(3:3$ Y3, 33)

1€ = -1)
2(¢ =)
3(6=1)

Figura 2.3.1-1 - Flemento de {rés nos.

onde dp é o comprimento deformado do elemento com comprimento inicial {indefor-
mado)} ds.
Lembrando que

dp = \/(dz)? + (dy)? + (d2)?

dz\* dy ? :Ez) ?
_ oy gl IR 2.19

Introduzindo a coordenada local € |, definida pels relagio ds = hd€ , as coordenadas
cartesianas continuas do cabo podem ser expressas em termos das coordenadas nodais
usando as fungdes de interpelacio de Legrange

pode-se escrever
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onde

3 4N | 2 N
(}; f’-’%xi) + (Z f%ﬁ) " (Z %z!_) o (2.20

t=1 RS

%.3.2 Energia potencial total.

Admitindo que a relagao constitutiva do maidrizl seja dada por ofe) = 8 ¢ {veja-se,
sobre este assunto, Pimenta {1986} e Apéndice A} a energia de deformagao, para um
slemento, é dada por

1 i
F=—-fah eds 2.21
S Bahf s oy
Fazendo
T3~ &
Gy = T — 229 + s ; ﬁz - _3_2~_H_E
. Yz — W
gy = th — 22+ Yz ; By = -
Zy — 2
Q, = zy — 323 + 23 ; B, = ~ 5
pode-se escrever
dx dy dz
— Y - : = e : — = g, F L
d{i r& ﬁz ¥ df yf e df zh ﬂz
e
1 AR T
=0« hf g.}_,:}l}. T .?_5__2 — ]i dr.‘ {2‘22)
2 -3 h
onde
. 2
0T Bl D s S
Tjg = 2(“&)‘%‘ 053;51; T Qzﬁz}
so— 6 87+ 8
Integrando (2.22}, vem



- 5‘*%“5‘ Ty :}—2—\; Rl (.;i”j}; - ’Ys) Inyy + ' (3_33)
onde
2‘y/’}‘l (2 + v2+ya) 4 2w+
g =

4 —_—
2\/’})1 (’73 ~ " -+ 73) — 2‘71 + o

A energia potencial das acdes externas é dada por

W= W, + Wy {2.24)

onde W, é a energia potencial de agdes gravitacionals ¢, ,uniformemente distribuidas ao
longo dos elementos de cabo {supostas atuando na direcao de um eixo global 2, com
sentido -z), e W, é a energia potencial de for¢as concentradas nos nés dos elementos de
cabo

— 1 i -
Wy= 3 g [ (3 Niz)de (2.25)

elam.
Wi = =D {fai®i + fysth + foazi (2.26}
ngs
As componentes da iésima forca e coordenadas do ponto de aplicacao séo dadas por
(Feis fuirJ2i) € (@i w2} . respectivamente.
A expressio de W, integrada em § resulta

— gh
Wg = >_4 %w(zl + 4z0 + 23)

Assim, considerando (2.21) e (2.24), a energia potencial total de um arranjo de
elemnentos parabélicos é dada por

M) = > 7+ W+ W +To (2.27)

elern.

2.3.3 Gradiente da energia potencial total.

O gradiente da expressao {2.27) é dado por

Vit= > Va+ VW, + Vi {2.28)
elewm.
O vetor V# tem nove componentes nao nulas associadas aos nove graus de liberdade
do elemento



3 . di C}’h 8% oy

________ g T e L= 11 2" 3
i‘?.’ﬁk d"}; dIk d"‘m d.tg 3’"}'3 D}Ik ( )
aF gi o aF o gF &
i R L ..Wj_ O M2 Y §L] (k - 1,2, 3)
dyy IO  Om iy Ondw
a# as o 3% g an &
_____ AL en > “r oy (k=1,2, 3)
8% 9’)‘1 63} 8”‘”) 8, {3-‘}13 sz
Com os vetores auxiliares
%)
d. (k) = - ko= g 1,2
,}1() 5z, ( 1.,4,7;1=1, ,3)
Im
d. {kl = —— k=258;:1=
. ] 5, { 3,851 1,2,3)
3’71

dql(k) = "é“z*' [k - 316,9; 1= 1:2.3}

e os correspondentes d.. (k) e d.,{(k}, pode-se escrever

Vi = 3&5{2'%%—%_)”‘1’":3( )~ |eads, (k) + ady, (k) + oad (K}

onde

(s — 372}/ {sm) + (0.7595 /v — vslos

¥y =
2a

o _ 2"‘1’2!3 - “‘}'2_(!3)/2
] T

\1’71{’?3 + 42t el b 2 v

k=1,...

,9) (232)

Qg == IR e
2\/71 Y-t +2n ot m
As nove componentes do gradiente da energia potencial das agoes externas 0
oW
. ' =1,2,3
dz} Je. (1 }
oW - '
a9y =l (i=123)
W gk
....... — b4 fz,]
823 3
oW _Agh
823 3 o
g g.h
nrmn =4 - fz,_?)
Jzg 3
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%.4 Configurac¢ies de equilibrio estético.

2.4.1 Introducio.

Configuragoes de equilibrio estético de um arranjo espacial de cabos {submetidos a uma
dada acao externa) podem ser encontradas com téenicas de Otimizagao {programagio
nao linear) uma vez que essas configuragoes correspondem a pontos de minimo local da
funcao IH{z) {eq. (2.4) ou eq. (2.27)}.

Como ja dito na Introdugao {veja-se Capftulo 1, segae 1.3}, o método mais fre-
gueniemente encontrade na bibliografic {veja-se, por exemnplo, Peyrot e Goulois,1979;
Gaodbole, Krishna e Jain,1984; Verma ¢ Leonard,1978; Leonard e Tuah,1986; Argyris
e Scharpf,1871) é o método de Newion {Newton-Raphson), em geral associade a uma
formulagao incremental em forgas.

Neste trabalho utiliza-se um algoritmo do tipo quase-Newton. A idéia bésica dos
métodos quase-Newton é construir uma aproxirmagido para a inversa da matriz Hessiana
de M{z} (usada no célculo da diregdo de Newton}

Hix) = .[VII(z)]

com base no comportamento de Il{z) e g(z} = VII{z).
Dois fatores presentes na andhse matricial de estruturas podem justificar o uso de
um algoritmo quase-Newton:
- 05 métodos quase-Newton partem do pressuposto de que a avaliagio da
matriz Hessiana H{x) {matriz de rigidez)} requer um esforgo computacional excessivo;

' - a matriz de rigidez pode, durante o processo jlerativo, deixar de ser definida
positiva. No caso de redes de cabos, por exemplo, na configuragao indeformada a matriz
de rigidez ¢ singular.

Uma discussao mais detalhada sobre a escolha desse tipo de algoritmo € apresentada
no Apéndice B,

2.4.2 Algoritmo quase-Newton

O algoritmo quase-Newtlon descrito a seguir, comn reinicializacac da inversa aproximada
da Hessiana, é sugerido por Luenberger(1973}.

para gualquer zq inicial (k = 0) faca

passo 1

S =1 {I = matriz identidade) ;
passo 2

dp = —5:x 5
passo 8

minimize 1z + opdy) em relagao a ax > 0,
para obter op , Teey o Pr o= Opdy . @ = Grsy — Gk
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passe 4 :
se k nao é um miltiplo inteiro de n faca

gk iy 5 qu - Squgif’} piQk N pk?’i
’ %GSeqr G Seqr PLG

i

k= 1k -+ 1,va para o passo 2 ;

se k é um miltiplo inteiro de n va para o passo I

O passo 3 é uma minimizagao unidimensional de TI(x) na varidvel oy (linesearch)
e deve ser suficientemente acurado de modo a garantir que a matriz 54, seja definida
positiva (veja-se Apéndice B).

O algeritmo de minimizacao unidimensional usado neste trabalho pode ser encon-
trado em {Laszdon,1970,pag. 13). Detalhes da sua implementacio computacional sio
apresentados no Apéndice D,

2.4.3 Exemplos

Us exemplos apresentados a seguir tém o objetivo de iHustrar a utilidade e versatilidade
das forinulacdes até aqui descritas.

O modelo nao linear {no sentido geométrico}, aplicado a vma estrutura simples como
a trelica do exemplo (2.4.3-1), desvenda resultados nao acessiveis quando se trabalha
com a hipdtese de deslocamentos e deformagdes infinitesimais.

O exemplo (2.4.3-2) € usado para verificar a validade da utilizacio dos elementos de
dois nés {deformacao constante) para discretizar cabos flexiveis.

O exemplo (2.4.3-3), embora trate de um caso nao diretamente relacionado com
coberturas pénseis, tem o objelive de evidenciar a possibilidade de ficil acoplamento
dos algoritmos computacionals desenvolvidos com programas comerciais de Otimizagao
para a analise de problemas mails complexos {econtato unilateral sem atrito},

Eremplo 2.4.3-1 : determinar as configura¢des de equilibrio estatico da trelica mos-
trada na figura (2.4.53-1} abaixo.
(G elemento com deformagao constante € um elemento de treliga e serd usado na re-
solucio deste exemplo.)

O comprimento das barras 1 e 2 é A e o angulo enire cada uma delas e a horizontal
¢ f. As barras 1ém segao iransversal e e admite-se que o matenal seja dado por

o:{e) = fes (Veja-se Apéndice A}.
Considerando a simetria e a formulagio apresentada no ftem (2.2} pode-se escrever
ft o= {0 —n} - velor de for¢as nodais;
' = (0w} : vetor deslocamentos livres;

€ = €2 = &= (14 &)51- -1
&= A" 2wsinl + A7)



A energia potencial total resulta
) = adret 4 i

nue ¢ uma funcao de uma varidvel cujo gradiente é dado por

onde

de 1 )
¢ SXTHT 4 8) e (sind + A7)

v 2

o = 1000.0
] L = 2000
= 250

..]w
t..q

Figura 2.4.3-1 - Exemplo 2.4.3-1.

As funcoes 11(v} ¢ n{v) sho mostradas nas figuras {2.4.3-2} e (2.4.3-3), respectiva-
mente, para os valores numéricos indicados na figura (2.4.3-1). Na figura (2.4.3-2) a
funcio Energia Potencial Total para trés valores de n e, na figura (2.4.3-3}, a funcao
n{v). obtida quando se iguala a derivada de T1{v) a zero (condigdo para que Ti{r} seja
estaciondrial.

As figuras (2.4.3-2} e {2.4.3-3) fornecem informagoes interessantes sobre o comporta-
mento da trelica quando analisada com um modelo nao linear (grandes deslocamentos,
deformacoes eldsticas finitas).

A primeira constatacio é a de que ha uin valor de » {1} abaixo do qual a estrutura
apresenta duas configuragdes de equilibrio estatico. Observe-se que para 7 = 1.0 e
y = 3.5 as curvas 1I{v) correspondentes apresentam deis pontos de minimo, o gue deixa
de acontecer quando 7 = 6.0. O valor caracteristico 7, ¢ dado por , = ni{v.} onde

i,
A

. 3 ° i,
v, = Mesin@ % {cost § — cos” 8)%)
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Para os valores numéricos adotados o valor de v, associado ac ponto de minimo de
7 (ver figura (2.4.3-3}) é v, = —10.712323 e, para esse valor de v tem-se 5, = —5.65014,
Para valores de 1 acima de », a trelica deixa de ter duas conliguracoes de equilibrio,

2 o0
5,
i + i
! .
; - i
o
i Q. i
~200.0
2
: o
i Pl
i &4
: [
-t
} “'4‘{}0‘6 | TV 1T ¥ r173% 1 % ! Yy 13 Y L FrE 190 l Ty 11T F ¢ 011 ['I' T 0ol
~B0 —~40 -2
Deslocamento vectical
|
;
%
Figura 2.4.3-2 - Energia potencial total. ]
] . / . j:
g 001 o
& : a— =:
Q X ;
© ]
j :/
_‘20>0 T t ¥ LI L T 1T F 0 T 1 T f L L TT1T ¥ ¢t 1 ¢ 1 '5
-60 —~40 ~20 0
Deslgcamento vertical

Figura 2.4.3-3 - n{v).

Eremplo 2.4.9-2 1 O cabo lvremente suspenso mostrado na figura (2.4.3-4} tem
comprimento indeformado de 18,0m |, se¢io transversal de 1.0cr® e extremidades fixas
nos pentos (0,0) e {6, -6} metros.

O cabo estd submetido a uma acdo gravitacional uniforme de 0,981k N/m (dis-

tribuido ae longo de seu comprimento).

Supde-se que a relagio constitutiva seja dada por

(8 = 14580k N/em?)



A confipuracao de equilibrio estdtico {ol determinada discretizando-se o cabo com
20 elementos de dols nos e os resultados obtidos para deslocamentos comparados com
uma discretizacao usando 10 elementos de trés nés e com uma solucio apresentada por
Peyrot e Goulols {1979). A linha continua da figura {2.4.3-4) é a solucio de Peyrot e as
marcas sao as solugdes obtidas com os dois elementos finitos acima citados,

3.0
~200.0
o ]
£ :
S ]
i el b i
> _4D0.0 .
-y ]
o ]
o E
Q ]
. ]
-600.0
#Swtt}-lrill\'llltl'ﬂ!llll!lj!l?'{"‘lll‘
Q 200 400 600
Coord. X (cm)
Figura 2.4.3-4 - Cabo livremente suspenso.
b &5
~e Rt
5 £
> sws :"..m.g
i Rl
B R o T AAL 0 B e e s 0 i ek MJ"W
¢ z&w‘ H] {ufg}n o ! Cowrd, ¥ {em}
Figuras 2.4.3-5,6 - Configuragbes indeformadas.
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Foram usadas duas configuracdes iniciais mostradas nas figuras (2.4.3-5) e {2.4.3-6)
(ponto z; do algoritmo da pag. 2-10). Nas duas configuracdes o comprimento indefor-
mado estd dividido em vinte partes iguais. A configuracio da figura (2.4.3-5) é obtida
resolvendo, como primeiro passo, o problema do cabo indeformavel e sem peso subme-
tido 2 uma agao gravitacional concentrada mével. Os dois segmientos de cabo resultantes
530, entao, ajustados para que cada um deles seja miltiplo de 1/20 do comprimento in-
deformado total. A configuragio da figura (2.4.3-6) é a catenéria, obtida como solugao
de wm problema de minimizagio restrita {veja-se Luenberger,1984,pp.301,303). As co-
ordenadas nodais das duas configuragdes sao apresentadas no Apéndice C.

Eremplo 2.4.3-8 : Um cabo flexivel tem comprimenio, peso total e drea da seciio
transversal iguais a 1,0. A relacio constitutiva do cabo é dada por ¢ = B¢ comn
8 = 500,0. O cabo estd apoiado sobre uma superficie indeformavel e temn uma das ex-
tremidades fixa. Na extremidade livre atuam duas forcas: uma horizontal f; e uma ver-
tical f,. A figura {2.4.3-7) mostra as configuragdes de equilibrio estético para f, = 0,2
' Je=03, =046 fo = 2f; {curvas a, b e c, z'@Speciivameme).

8.6
] C
5 / b
>_£}-4: Y
T 4
Q 4
Sos i /
cqozlia'r'?!s() AET T Y R Y LI AL T A ) FrTrrer T Ty L B e i T
O, : a8 1.0

‘ Coord, % )

.. ¥igura 2.4.3-7 - Cabo com restricio unilateral. e

Este problema {oi resolvido com o programa comercial de Otimizagdo MINOS {Mo-
dular In-core Nonlinear Optimization System), com 20 elementos de dois nds (ftem 2.2).
(s valores usados sao adimensionais.

2.5 IEstruturas mistas.
Em coberiuras pénseis, pontes estaladus e algumas outras aplicagdes, os cabos flexiveis
sao associados a outros elementos estruturais lals como vigas, pllares e placas. A in-

clusao destes elementos nos modelos descritos nos ftens (2.2} e (2.3) € feita com trés
maodificagoes relativamente simples em termos formals:
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- alteracao da fungdo Energla potencial total. com acréscimo da parcela COTIOSPOn-
dente aos novos elementos;

— alleragio no gradiente da nova Energia potencial total;

~ compatibilizacao dos deslocamentos nodals Hvres.

Descreve-se, a seguir, a formulagio que associa elementos de cabo de dois nés com
elementos de portico (deslocamentos e deformagdes infinitesimais).

A expressao da Energia potencial total passa a ser

— 1 oo _
IHz) = L B = L # Kz~ ' x+ Ty {2.38)
elerr, 2 elem.
onde K é a matriz de rigidez de uin elemento de pértico no sistema global de referéncia.
G vetor f contém, agora, forgas e momentos aplicados nos nés do arranjo discreto.
O gradiente de IH{x} passa a ser

Vi{z)= > adel)Ve+ > Kz f {2.39)
elem. efeen.

Nas expressoes acima o vetor x contém os deslocamentos nodals livres da estrutura.
Para a elaboragao de programas para célculo automdtico é necessario considerar a com-
patibilidade entre us elementos de cabo {sels graus de liberdade) e de périico {doze
graus de liberdade) {veja-se Apéndice D},

Exzemplo 2.5-1: A estrutura mosirada na figura (2.5-1} associa elementos de cabo
de dois nds e elementos de pértico.

c i
{ 830m | 80m
" Lo ol
F -
&0 ‘
¥ / ¢
Y
50 i
JF_ p FFTE
[ . . €4 ,,__5
gom 240m | 80m
Figura 2.5-1 - Estrutura mista.

A estrutura foi discretizada com 16 elementos de cabo de dois nés {grandes deslo-
camentos e deformagdes eldsticas finitas) e 24 elementos de pdrtico (deslocamentos e

]
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deformacoes infinitesimails), sendo 20 na viga horizontal.
As dimensoes estio indicadas na figura (metros], As caracteristicas dos elementios
sao (kN, cm):

| Secao | Inércia | Young |
Estais | 3,87 -~ 147150 |
Viga 121,0 | 77401,0 | 20601,0 |
Colunas | 388,0 | 315000,0 | 20601,0 :

] Elemento
!
i

Faime

£ %07

£ -

i L

}_ aw_m% ] oy

ez e

< ' .y e .

gé ] ‘\x&\ //

o y .

u"“S‘Q LR FT1F 7 LR L] FA1TY T3 TE YL THFr1 \T:-:-'im‘i'lli’ LA R Ts 1 LB R IRl T I K T3 Tv 0 € LA S §
-~ 2000 Q 0 1000 1500 2000

1500 1000 ~500 5
: Coord. Y {cm)

A esirutura estd submetida a umna acdo gravitacional uniformemente distrubuida
sobre a viga horizontal, igual 2 15,77 kN/m .

A Bzura {2.5-2) mostra a configuracio deformada do eixo da viga. O deslocamento
vertical do ponto central da viga é de —4,8135em.

2.6 Protensao.

2.6.1 Introducgao.

Como ja dito na Introdugio deste trabalho, um cabo flexivel {ou arranjo de cabos
fexiveis) muda consideravelmente sua forma para equilibrar agoes externas {ou variagbes
nessas agdes}. Os deslocamentos relativos sao, em geral, grandes e representam um grave
inconveniente em muitas aplicacoes praticas. Este € o caso, por exemplo, das estruturas
pénseis para coberturas, onde o material de revestimento é danosamente afetado por
deslocamentos excessivos.

Eim estruturas para coberturas, a estabiliza¢o de cabos {redugdo da magnitude dos
deslocamentos relativos) pode ser feita, basicarnente, de trés maneiras:

— introducio de elementos estruturais com rigidez  flexdo (arcos, traves, cascas);

— utilizacio de elementos para revestimento com peso proprio suficientemente gran de
de modo a reduzir os deslocamentos causados por agoes acidentals;

— introducio de uma Tamilia adicional de cabos, em geral submetidos a esforgos
iniciais de tracio {forcas de protensao). Forgas de protensao com intensidade adequada
podem. também, impedir que partes de um arranjo de cabos se afrouxem, ficando
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submetidas somente & agdo de seu peso proprio e derxando de contribuir para o equilibrio
do conjunto.

Apresenta-se, a seguir, uma formulacio do elemento de dois nés {descrito anterior-
mente no ftem 2.2) que permite modelar redes de cabos submetidas a forcas iniciais
de protenszo. A protensio ¢ introduzida por meio de alongamento de um ou mais
elementos de cabo,

Como se verd a seguir, além dos deslocamentos nodais, a formulacio do elemento
passa a incluir uma varidvel adicional, 4, que representa o alongamento do elemento.
Essa varidvel pode ser tratada como um valor conhecido a PreGri e, Tiesse caso, 4 pro-
tensao ¢ aqui chamada de protensio imposia. A varidvel p pode, como se verd na
secao {2.6.3), ser considerada mais uma incdgnita a ser determinada no processo de
minimizagao da Energia Potencial Total. Neste caso a protensio é automaticamente
determinada e o processo fol aqui chamado de protensio automdtica.

2.6.2 Protensio imposta

A soma vetorial da pag. 2-2 (veja-se também fig. 2.2.1-1) pode ser reescrita como

[

I =l+qg—p+e

> velor que representa a configuragae indeformada do elemento;
: distdncia enire pontos nodais do elemento na confipuragao indeformada;
: alongamento de protensao;

u : vetor na diregao da configuragao indeformada {{lu]l = 1);
I3 : vetor gue representa a configuracao deformada do elemento;
[ : vetores deslocamentos nodals;
¢ = pu : vetor alongamento de protensao.
Fazendo

z2=qg-p+c

b= {A—p) 2 (2u + (X~ )7 12)

a expressao da deformacao do elemento temn a rnesma forma indicada pela equacao {2.3).

A energia potencial total de um arranjo de elementos (agora submetidos, também,
a alongamentos de protensdo) é a indicada na eq. (2.4}, alterando-se a energia de
deformacdo de um elemento para

# = ofA - #)/E o{r)dr

{1

Fazendo
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Desta forma, configuragoes de equilibrio estdtico de um arranjo de cabos {ou de
estruturas mistas) em que um ou mals cabos sejam submetidos s alongamentos para a
introducao de forgas de protensaeo, podem ser obtidas com o mesmo algorilmo quase-
Newton descrito no ftem (2.4.2) deste capitulo.

Corno j& dite na segdo (2.6.1}, 8 expressao prolensido imposta se deve a0 fato de
que os valores de p, e 0s elementos que devem ser alongados, sao supostos conhecidos a
priort.

Ezemplo 2.6.2-1: A rede de cobertura mostrada na figura {2.6.2-1) tem configuragio
indeformada definida por geratrizes parabolicas com relacho flecha / vao igual a 1/10.

A planta € um quadrado de lado 30.0 metros. Os cabos estao dispostos em dois
conjunios ortogonais (na configuracio indeformada) e afastados entre si de 5,08 me-
tros {projecio no plano {x,¥)}. A rede estd submetlida a uma a¢ao gravitacional de
196,2 N/m?, uniformemente distribufda. Os cabos tém relagdo constitutiva dada por

ole) =B B = 147150 ENjem®

e 4rea da seclio transversal a = 1, Gemn.

Para a agdo indicada e ndo havendo protensao, os cabos tensores {concavidade para
baixo) tenderiam a se alrouxar, buscando configuragées que equilibram apenas o seu
peso prépric. Os cabos de cerga {concavidade para cima) luncionariam como cabos
Livremente suspensos,



No moedelo discreto usado neste trabalho para analisar a rede, a {entativa de afrou-
samento de umm cabo {ou trecho de cabo} pode se manifestar pelo aparecimento de
dedormacdes de compressao em urn ou mals elementos umna ver que ¢ elements de dois
nds funciona, também, como elemento de trelica porque a restricao ¢ 2> 0 nao foi in-
cluida na formulacao. Isto pode acontecer, no exemplo em estudo, se cada cabo for
discretizado com apenas 6 elementos de dois nas.

Alongando de um valor adequado os elementos de extremnidade dos cabes tensores,
todos os elementos da rede passam a apresentar deformacgoes de tragao na configuragao
de equilibric estdtico para as a¢des indicadas. Numerando os cabos tensores de T a 5, os
alongamentos indicados na Tabela {2.6.2-1) {aplicados nos elementos de extremidade)
garantem que, no equilibrio, nenhum elemento da rede teréd deformagao de tragao inferior
& (3. 000105,

s

| Cabo ; _ 4 1 5
- Alongamento i ¢ 2,88 1 4,37 1 4,81 14,37 288

el
b
el

Tabela 2.6.2-1 : Alongamentos de protensao (cm}.

O deslocamento vertical do ponto central da rede & —15, 10%em.

2.6.3 Protensio automatica.

Cs alongamentos de protensio devem ser suficieniemente grandes para garantir que,
no equilibrio, nenhum elemento de uma rede esteja frouxo. Por outro tado, eles devern
ser, também, os menores possiveis, porque as forgas de protensao aumentam os esfor¢os
transmitides pelos cabos aos pontos de fixagao, encarecendo as estruturas de suporie e

os elementos das fundagoes.



Ein redes com muitos elementos a determinacao dos valores dos alongamentos e dos
elementos e que eles devem aplicado- . atendendo aos pressupostos citados no paragrafo
anterior, pode se tornar uma tarefa bastante trabalhosa. Descreve-se, a seguir, um
algoritmo gue determina quais elementos de um arranjo de cabos devermn ser alongados
{e de gue valor) de modo a garantir que a energia potencial do conjunto seja minima e
que nenhum elemento tenha deformacio de tracio inferior a um valor especificado.

Em termos de programacao néo linear, o problema tem a seguinte forma

minimizar {z} ; sujeito a ¢ > ¢
(r=1,...,m} {m = numero de elernentos)
A resiricao
oy -
€= (146} ~12>0

Sejam

1= A Mag = To) + xcosy 3 Gy = A (g, — 24} + x €057

{{:)3 = )5‘“1(:595 - zlfl‘s) -+ X €08 g

Entao, o escalar & pode ser escrito como

5 = d"jz + @ + ¢} ._ 2{¢ + d2 + P3) o
= Bt e S8 (2.46)
{1 - x) 1-x

Assim, o valor de x que satisfaz as condicoes

&~ &0 € ¥ < 1

esta ng intervalo

e+ 1}{& +1)i2

3 valor de p que assegura a condicao ¢ » ¢ é dado por

# v }LI)‘

Pode-se, entao, estabelecer o seguinte algoritmeo:



= para qualquer configuracio inicial ¥ e para 4; = 0,0 (F = 1....,m), faca
= ko= 0
= controle = falso:
= repita alé que controle = verdadeiro
—k=k+1;
—pE == 1,0 ,m)
----- obter ¥ que minimiza I{z) ;
— se {¢f > 7) entéo controle = verdadeiro.

Ezemplo 2.6.3-1 : Para a rede em paraboldide hiperbélico do Exemplo {2.6.2-1]
pretende-se determinar guals elementos devem ser alongados, e de que valor, de modo
a garantir que gualquer elemento da estrutura discreta tenha deformagio minima de
tragio malor ou igual a 1/10000.

) algoritmo para minimizagao restrita foi utilizado para resolver o problema e os
resultados encontrados estao na Tabela (2.6.3-1). Apenas os cabos fensores [numerades
de 1 a 5) foram alongados {protendidos). Os resuliados estdo em centimetros.

i

| Elemento i 2 3 4 5 | 6

| Cabol [1,013410,9534 | 08179 | 0,9180 | 0,9533 | 1,0134
Cabo 2 || 1,5264 | 1,4429 | 1.3967 | 1.3967 | 1,429 | 1,5264 |
Cabo 3 || 1,6828 | 1,5805 | 1,5287 | 1.5387 | 1,5806 | 1,6828 |
| "Cabo 4 | 1,264 | 1,4420 | 1,5067 | 1.3967 | 1,4429 | 1,5264
L Cabo 5

1.0133 10,9534 | 0.9180 | 0,5179 | 0,9534 | 1,0133 |

Tabela 2.6.3-1 : Alongamentos de protensio.

:

E interessante observar gque os alongamentos usados para a solugdo do exemplo
anterior {2.6.2-1) sdo a soma dos alongamentos obtidos para cada cabe fensor (veja-se
tabela 2.6.3-1) repartida entre os dois elementos das extremidades do cabo,

2.7 Determinacao de configuracgoes iniciais.

A forma de uma rede de cabos deve atender especificactes de um projelo arguiteténice
¢, também, ser cficiente sob o ponto de vista da andlise estrutural.

A determinacio de formas iniciais com o uso de modelos reduzidos tem se mostrado
um procedimento demorado e muite impreciso {Majowiecki, 1985; Argvris et al.,1973).
A formulacio descrita neste trabalho para andlise estatica de redes tridimensionais pode
ser usada para a determinagio da forma inicial de alguns tipos de redes.

) problema geral que se pretende resolver é ¢ de encontrar as coordenadas nodais
de uma rede de cabos Rexiveis que coincida {aproximadamente) com uma superficie
no espaco descrita por alguns pardmetros bagicos tais como dimensdes caracteristicas e
coordenadas de pontos caracteristicos. O procedimento hésico adotado pode ser assim
descrito:

Resolver o problema de programacao nao linear



determinar min [1{z)

dados
xry T I
Yy == gﬁ-
P f;‘
t=1,...,npc (npc = nimero de pontos caracteristicos.)

para uma rede plana, com malha gqualquer, sem vinculos nodais e submetida a uma agao
gravitacional uniformemente distribuida e de intensidade adeguada.

Eremplo 2.7-1 : Delerminar as coordenadas nodais de uma rede tridimensional que
se adapte {aproximadarmente} a nm paraboldide hiperbdlico de bordas curvas, circuserito
por um gyuadrado de lado 40,0 metros e com vértices adjacentes desnivelados de 10,0

melros.

Figura 2.7-1 - Exemplo 2.7-1 :

O problema fol resolvido a partir de uina rede plana (6 x 6) quadrada. de lado 30,0
metros submetida a uma agao gravitacional uniforme de 40.0 N / w*, impondo-se aos




pontos A, B, C e D {veja-se figura 2.7-1) os deslocamentos indicados na Tabela (2.7.1-1).

A solugho encontrada ¢ mostrada nas figuras (2.7-1) e {2.7-2). O ponto central do
paraboldide proposto tem coordenada » = 0.0. Na solucao aproximmada esta coordenada
¢ z = ~0.0512 metros. Esta diferenca pode ser reduzida ajustando-se o valor da agio
uniforme aplicada na rede basica. Os cabos tém secdo transversal com 1.0em?® de drea
e supde-se que se comporiem como material perfeitamente elastico com # = 5000,0 kN
[ em®.

| Ponto || x {m) | y {m) |z {m) |

A} -20,00]-20,00 aeoi

B 20,00 | -20,00  -5,00 |
L C -20,00 | 20,00 | -5,00 ;
b 20,00 | 20,00 | 500 |

Tabels 2.7.1-1 : coordenadas nodails prescritas,

Figura 2.7-2 - Exemplo 2.7-1 : perspectiva.

Exemple 2.7-2 1 A mesma rede bédsica
rede tridimensional mostrada na figura {2,
as coordenadas mostradas na Tabela {2.7.
imposta a coordenada z = 10,0m.

do exemplo anterior foi usada para se obter a
7-3}. Aos pontos A, B, C e D foram impostas
2-1) e, ao ponto central da rede bésica fol



' Ponto | x (m} 'y (m}! z{m)
LA 1 -2500-25.00 10,00 |
B | 25001 -25,00 | -10,00
: | -25.00| 2500 -10.00 |

10,00 |

+

|
|
b

D | 2500 2500

Tabela 2.7.2-1 : Coordenadas nodais preseritas.

Figura 2.7-2 - Exemplo 2.7-2 : perspectiva.

Eremplo 2.7-8 : (J procedimento descrito nesta secao foi usado para determinar uma
configuragédo inicial para o paraboldide hiperbdlico dos Exemplos (2.6.2-1) e {2.6.3-1).
Aos nds de borda da rede basica foi imposta a condicao de coincidiremn com a forma da
borda da rede dos exemnplos citados {pardbolas com relagdo flecha/ vao igual a 1/10}. As
caracteristicas dos cabos sao as mesmas dos dois exemplos anteriores e a agao uniforme
aplicada & rede basica é também a mesma, A configuragao encontrada coincide com a
utilizada nagueles exemplos, a menos de pequena imprecisao numérica.

Obtidas as coordenadas nodais de uma rede pelo processo descrito, é necessario,
ainda, ajusta-la a eventuais formas arquitetonicas propostas uma vez que, tomando a
forma encontrada como configuracio indeformada ainda ocorrerao deslocamentos pro-
votndos pelas acoes atuantes na estrutura real. Deve-se, entao, delerminar a protensac
eventualmente necessdria e mudar as secOes transversais dos cabos {por exemplo, au-
mento da secio transversal dos cabos de borda).



2.8 Variacgoes de temnperatura.

O elemento finito de dois nés com alongamentos de protensao, cuja formulacio estd
descrita no ftem {2.6.2), pode ser usado para avaliar (aproximadamente) a influéncia de
variagoes de temperatura em cabos pertencentes a uma rede.
As hipoteses feitas s2o as seguintes:

— o estado de solicitagdo de um elemento nio interfere na variacio de seu
comprimento provocada por variagdes de temperatura (modelo térmico desacoplado);

~ & variagao de comprimnento do elemento protendido provocada por de-
formacgdes eldsticas € desprezada;

- o comprimento A de um elemento {independente de seu estado de solicitagao)
varia linearmente com urna variagao de temperatura Af | ou seja,

,ﬁ}\ - &"TAA?E = - lep

onde wr € 0 coeficiente de dilatagdo térmica do material do cabo.

Chamando de Aq o comprimento do elementio na configuragio indeformada e X a
distancia entre os pontos nodais do elemento na configuracio indeformada {semn a parcela
da deformagdo), pode-se escrever

AX = op(do + pp) At = —pur (2.48)

onde p, € 0 alongamento de protensio do elemento.

Assim, a analise de uma rede onde ur ou mals elementos sdo submetidos a alonga-
mentos de protensao e/ou variagio de temperatura é feita com o mesmo algoritmo usado
para a analise de redes protendidas, (item 2.6.2) sendo o comprimento indeformado do
elemento dado agora por

bo = X~ (1 - ar AY)) (2.49)

Note-se que o alongamentio devido a variagao de temperatura tem sinal contrario ao
sinaj de A,

Ezemplo 2.8-1 : O cabo-trelica mostrado na figura {2.8-1) tem as seguintes carac-
teristicas:
—~ na configuragac indeformada os nds dos cabos superior ¢ inferior perten-
cem a pardbolas com relagdo flecha/vao ipwal a 1/10;
— os mentantes sao igualmenie ospagados na horizontal;
— secdo transversal do cabo superior = 2.5 em®:
— secdo transversal do cabo inferior = 1.5 em?:
— mdédule de Young = 1500,0 tf/em?;
- for¢as gravitacionais de 0.254 t{ aplicadas nos nds do cabo superior;
— as dimensées na figura estao em centimetros.
O algoritimo de protensao automdtica descrito no {tem (2.6.3) foi usado para deter-
minar o nivel de protensao (valor dos alongamentos) e em quais elernentos elementos



eles devemn ser aplicados, de modo a garantir que todos os elementos tenham delormacae

de tracdo maior ou igual a 0.0001. Numerando {da esquerda para o centro} os elementos
do cabo inferior de 9 a 12 e os elementos verticais de 17 a 20, os alongamentos desses
elementos sdo mostrados na Tabeln (2.8.1-1)

| Elemento | 9 | 10 1 11 | 12 |17 | 18 | 19 | 20 ]
) o o oo T e

up (cm) [0.2835 [ 0.2892 | 0,2922 | 0,2936 | 0.9785 | 0,6303 | | 0,4342 | 0,3653 |

Tabela 2.8.1-1 : alongamentos de protensio.

T‘Y

400.0 om
>

1500.0¢m -

I3

: Figura 2.8-1 - Exemplo 2.8-1 : Cabo Zetlin

A Tabela (2.8.1-2} apresenta os valores das deformacgées maxima e minima nos ele-
mentos da rede para uma variagao de temperatura At = 230°C.

T

| Elemento | i .20 E
I AL=0°C | 0,0D1128 | 0.000101
At = +30°C || 0.000847 | 0.000035
AL = -30°C || 0.001411 | 0.000169

Tabela 2.8.1-2 : deformacgles e variacio de temperatura.

U elemento 1 € o elemento de extremidade do cabo superior.

Ezemplo £.8-2 1 O poértico da fignra (2.8-2} tem como trave horizontal um cabo-
trelia com as mesmas seqOes transversais do cabo-trelica do exemplo (2.8-1). Na confi-
guragae indeformada os cabos superior ¢ inferior sao pardbolas com relacio flecha/vio
igual a 1/15. Os pilares sao perfis I 127 (60,71}, padrio americano. Qs estais s30 cabos
com secao transversal igual a 5,0cm?®. Nos nds do cabo superior estio aplicadas aches

gravitacionas de 2,45 kN,



Com base em resultados fornecidos pelo algoritmo de protensao automdtica (item
{2.6.3)) os elementos de extremidade do cabo inferior foram protendidos com alonga-
mentos de 5,0cm. Estes alongamentos garantem lensoes de tragao em todos os cabos
do pértico.

A Tabela {2.8.2-1) mostra a variagdo das tensdes mixima e minima nos cabos
(kN/em®} quando uma variagie de temperatura At = +20°C é hmposta aos estais
e aos elementos do cabo superior.

| Elemento | 1 | 28
Al =0°C 20,22 10,02
At= +20°C | 19,72 -

Tabela 2.8.2-1 :tensdes maximas e minimas.

O elemento 1 é o elemento de extrermidade do cabo superior e o elemento 28 é a
quarta ligacao vertical, da esquerda para a direita.

b 5,0 e £ D e

wnem o A0

e 40

-5

Figura 2.8-2 - Exemplo 2.8-2 : Périico,

Com a variacdo de temperatura prescrita o cabo inferior e todas as ligacoes verli-
cais se afrouxam passando o caboe superior a se comportar cemo um cabo livremente

SUSPENSO.
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Capitulo 3:

Analise Dinamica de
Cabos Flexiveis e

"Redes Protendidas.

3-1



3.1 Introducao.

Estudam-se neste capitulo alguns aspectos tedricos da analise dindmica de cabos Sexivels
e redes protendidas,

As redes protendidas sao, em geral, mais leves e mais flexivels que outras estruturas
para cobertura (veja-se Capitulo 1} e, por isso, mais sensiveis a solicitaches dinfmicas.
As freqiéncias e modos naturails de vibragdo das redes (assim como os deslocamentos
nodais e tensdes axiais no cabos) dependern de sua forma e do nivel de protensdo. As
freqiéncias naturais podermn, em muilos casos, atingir valores que coincidem com regifes
da espectro da fonte excitadora {vento, por exemplo) em que & energin ¢ alta (Bochholdy,
1985], com conseqiiéncias significativas sob o ponto de vista da andlise estrutural.

A analise dindmica de uma rede de cabos Hlexiveis deve ser desenvolvida com as
seguinies elapas:

a} determinacio das freqiiéncias ¢ modos naturais de vibracio e andlise da
influéneia da geometria da rede e das forgas de protensao nas {reqiéncias naturais;

b} determinagao dos pardmetros de amortecimento:

¢} determinagao das solicitagoes externas variaveis com ¢ tempos -

d) edlculo da resposta dindmica.

Neste capitulo sao descritos procedimentos relacionados somenie com as etapas a)
e d} acima citadas uma vez que “a delerminacdo das solicitagies externas varidvels
com 0 lempo ¢ dos pardmetros de amoriecimento boseta-se, essencialmente, em dados
ezperimentars, sende grande o distdneia enfre os dados disponivels ¢ os necessdrios parg
a andlise numérica” {Krishna, 1978).

3.2 Equacgao de movimento.

A eonacao de Lagrange gue descreve o equilibrio dindmico de um arranjo de cabos

i

flexiveis em um dado instante § pode ser assim escrita

d af £
_________ - -0 3.1
dt ( oI ) ar (8:2)
onde
{
L= K- Tz} - fi & dr (3.2)
1]

¢ a energia total do arranjo de cabos, X é a energia cinética, f; é o velor que contém
as forcas nodals conservativas varidveis com 0 {empo. T 0 velor que contém os desloca-
mentos nodals livres {veja-se Capitu': 2, pag. 2-4) e £ a derivada de z em relagao ao
LETPOo.

Levando (3.2) em (8.1}, vem

d 0K
------------ i - ol Q :Jj 3

Hing Yoz que



dx

dr  dk t
FEa i
d of d 3K

onde £ é a energia ¢inética de um elermento de cabo.
Considerando a figura {2.2.1-1) {pag. 2-3, Capitulo 2}, seja r um vetor que descreve

a trajeiéria de umn ponto qualquer da configuragio indeformada do elemento de cabo.

Assin,
; 1[‘ ¥ © ) 9
oo o T afra 3.
51, 7P (3.4

onde 5 ¢ a massa especifica do cabo.
Lsando as funcoes de imerpolacdo de Lagrange

1- €}

Ty = 5(

By = —2(1 + £}

pode-se escrever

onde

Considerando o e p constantes no elemento, a equacgao {3.4) pode ser reescrita
? 1 /

g A [
Fomr e [ ! NIN ¢ de {3
4 Jog

onde {veja-se Cap. 2, pag, 2-4)
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Derivando {3.5) ¢m relagdo a v e integrando em £, vem

3E .

------ = Mo

du ¢

ande

(2 D001 0 07
0206010

- A 9
e oA 0 0 00 1
6 100200
0100 20
001 0 O 2]

é chamada matriz de massa consistentie do elemenio de cabo.
Assim, (8.3} pode ser reescrita como

Mi+glz)-fi=0 (3.6)
onde
M=5% M
elaw.

3.3 Modos e freqiiéncias naturais de cabos flexiveis.

As fregiiéncias e modos naturais de vibragao de um arranjo de cabos flexiveis (para
pequenas oscilagbes em torno de uma configuracdo de equilibrio estitico} podem ser
obtidas pela formulacao linearizada descrita a seguir.

3.3.1 Equac¢io de movimento linearizada.

Na auséncia de forcas nodais varidveis com o lempo a equacao (3.6) se reduz a

Mzoglz)=0 {3.7)
Seja 7 o vetor que descreve uma configuracio de equilibrio estético. Expandindo
g{x} em série de Tavior. vem
o) = g(z') = Hiz) (- x) + 7 (3.8)
onde




H{x") = VVIH{z )

¢ a matriz Hessiana da energia potencial total, avaliada no ponto z°, e r o vetor corres-
pondente ao truncamento da série,

Se z for suficientemente prozimo de 2 (pequenas oscilacdes) entio (3.8} pode ser
reescrita
ole) = H(z) (z- =) (3.9)

uma vez que g{z") = 0 {equilibrio estdtico} e o vetor r tende a zero com r —— .
Levando (3.9} em {3.7), vem

Mi+Hz ) (z—-2)=0 {3.10)
Fazendo
d=z—2x
d = 7
e levando em (3.10), vem
Md+H(z)d= (3.11)

Como M ¢ definida positiva a solucao da equagao diferencial {3.1 1) é equivalente &
sclugao do problema de auto-valores

w' M d= H(z") d (3.12)

onde w é uma freqiiéncia natural da rede de cabos e d o modo (auto-vetor} associado.

3.3.2 Matriz Hessiana para o elemento de dois nés.

Para um elemento, tem-se (veja-se Cap. 2, pag. 2-4)

H = V{Va) = a X {Vie(e)]{Ve)' + ole) V(T (3.13)

A funcio o€} depende do modelo de deformacgio adotado e da relacio consiituiva do
material {veja~se Apéndice A}. Admitindo (veja-se Apéndice A) que ofe) = 7 «. entéo

H=ad33{G+¢l) (3.14}




onde

L= V(¥

Lembrando que {Cap. 2, pag. 2-5), para um elemento, o vetor Ve tem ne méximo
sels componentes nao nulas,

Ve = {'Yz; LTI E Tt PR F TR ﬂh"]

entao
[ Gn Gz Gy ~Gu ~Gy ~Gig |
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i i (1 + 5)-M: 85 [ + IB{) xﬂg
23— 2 }. 81{}3 cos 7y - A ]
onde
a6 . -1 -1
3z, 2{A) Heos 7 + ANz, ~ 1,,)]
ab o wly o ~3
20— 2) M eosy + 37 oo, - 2)
3é . ~11 -1
_3_5; = wz(,‘a) icos £ + A (Eaa - 33«33)]

3.3.3 Exemplos.

Nos exemplos apresentados a seguir o problema de auto-valores {eq. 3.12) foi resolvido
pelo método de Jacobi generalizado.

Ezemplo 3.8.3-1 : Um cabo flexivel tem comprimento indeformado igual a 8,0622
metros e estd livremente suspenso entre dois pentos nivelados (na horizontal) distantes
entre si 8,0 metros, O peso do cabo é 7.75N/m ¢ a érea da se¢do transversal a = 1,0cm?,
A relagdo constitutiva é linear com § == 9810, 0kN/cm?. :

A menor freqiiéncia natural (para pequenas oscilagbes em torno do equilibrio estético)
associada a um modo assimétrico é dada por {Veletsos et al.,1983)

2r T
wlxg ';; rdfs

onde L é a disténcia entre pontos de fixacio, T é a resultante horizontal da tensao axial
no cabo, T = 0,1451&N, e p. é a massa especifica do cabo por unidade de comprimento

do vao
7,75 x 8, (1622

- = 0,796 k
Pe= 780 x 9,81 796 kg/m

O valor de wy calculado pela expressao analilica acima é wy = 1,04930rd/s.

O cabo foi discretizado com 16 elementos de dois nés. Na configuragio de equilibrio
estitico a flecha {deslocamento vertical do ponto central) é 0,3728 metros. O valor
encontrando para a menor freqiiéneia {resolvendo a equagio (3.12}) foi wy = 1,05099rd/s
{erro : 0,15 % em relagdio & solugfo analitica apresentada pelos autores acima citados).

Ezemplo 8.8.8-2 : O cabo livremente suspenso mostrado na figura (3.3.3-1) tem com-
primento indeformado igual a 10,0 metros, drea da secdo transversal igual a 1,0cm® e

(;\e
]



estd submetido a uma acdoe gravitacional uniformemente distribuida ao longo do com-
primento de 95, 1kN/m. A relaciao constitutiva ¢ linear com f§ = 9810k N/em®. O cabo
tem as extremidades fixas nos pontos (0,0) metros e (8.-5) metros. O plano (x,¥) é o
plano do papel.

Henghold e Russel{1976) delerminaram as quatro primeiras fregiiéncias naturais
do cabo usando oito elementos parabdlico de trés nos, matriz de massa consistente e
deformacio quadratica (Green, veja-se Apéndice A). Os resultados apresentados pelos
dois autores sao comparados na Tabela (3.3.3-1} com os obtidos discretizando-se o cabo
com 16 elementos de dois nés.
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Figura 3.3.3-1 - Exemplo 3.3.3-2 : Modas Naturajs.




- L lwah {"“3)2“ (weyr | (wag)z |
J; N

 Henghold | 2.7151 | 5.4246  4.8782
| Este trabatho | 2,6883 | 53379 | 4,7805

K
| 7,5038 |

Tabela 3.3.3-1 : fregiiéncias naturais {rad/s}.

E interessante observar que a solugao analitica é um limitante inferior das sclugbes
aproxiradas obtidas com elementos finitos.

A figura (3.3.3-1) mostra os modos associados a5 quatro primeiras freqiiéncias. Dols
modos estao contidos no plano {x,y}) e dois em planos ortogonais ao plano (x.y).

3.4 Freqiiéncias naturais e protensao.

A introducio de forcas de protensiae em redes de cabos flexivels aumenta sua rigidez,
alterando, portanto, suas freqiiéncias naturais de vibragao.

A determinacao dos modos e freqiiéncias naturais de vibracao de uma rede proten-
dida pode ser feita introduzindo-se pequenas alteracdes na formulagdo apresentada no
item anterior {3.3). A partir da expressio modificada da deformagao (item 2.6, Cap. 2)
pode-se deduzir a expressao da matriz Hessiana da energia potencial total que considera
os alongamentos de protensio. As novas expressdes para as matrizes G e L {eq. 3.13)
sd0 obtlidas fazendo-se as substitui¢des indicadas na Tabela {3.4-1).

E A por (A~ p) !=
| (%o, — %0,} poOr {20, —To, +pcosy) |
(%o, — 2oy} pOT (2o, — To, Fpcosy) |
U {zo, — Zo,) por {To, — Tu, + pcosE) |

Tabela §.4-1

nas expressoes deduzidas no ftem (3.3) deste capitulo.

Comno, em geral, o alongamento de protensio y é pequeno em relacao ao comprimento
indeformado do elemento, a matriz de massa M pode ser considerada invariante com a
protensao. A equagio {3.12) mantém, entlo, a mesma forma.

Ezemplo 8.4-1 : A figura {3.4-1) mostra um cabo-irelica do tipo Zetlin com as

spguintes caracteristicas:

- na configuracao indeformada os cabos superior e inferior sao descritos por
pardbolas com relagao flecha/vao igual a 1/10;

~ os montantes sao igualmente espa¢ados na horizontal;

— secio transversal do cabo superior = 2, 5emn?;

— secao transversal do cabo inferior = 1, Semn’;

----- secdo transversal dos montantes = 1,0cm?;

— médulo de Young = 14715,0 kN Jem?;

— forgas gravitacionals permanentes de 2,49 kN aplicadas nos nés do cabo
SUPETIor:

----- as dimensdes na figura estdo em centimetros,
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Na configuragao de equilibrio estético {para as forgas nodais acima descritas) o cabo
inferior e os cabos verticais de ligacao se afrouxam, ficando submetidos somente & acio
de seu peso préprio. Nestas circunstancias, os cabos frouxos deixam de contribuir para o
equilibrio global restando-lhes a fungao de atuar como estabilizadores do cabo superior
ens caso de inversio do sentido das agdes nodais {vento, por exemplo}. As forcas de
protensao introduzem tensbes inicials de tragao em todos os cabos e, dependendo de seu
valor, impedem o afrouxamento de wn ou mais deles quando o conjunto é submetido a
acoes externas.

A prolensao pode ser introduzida pelo alongamento do cabo superior {(e/ou inferior)
ou pelo alongamento dos montantes. Neste caso optou-se pelo alongamento dos montan-
tes. A Tabela {3.4.1-1} mostra a variagio das quatro primeiras freqiiéncias naturais do
cabo-treliga {para pequenas oscilagGes em torno do equilibrio estdtico) quando se varia
o parametro ¢ que representa a fragio entre o alongamento de um elemento vertical e
seu comprimento indeformado.

[Y

4000 em

1500.0cem _ .

4

Figura 3.4-1 - Cabo Zetlin

Deve-se observar que 56 foram consideradas fregiiéncias associadas a modos contidos
ne plano (x,y} uma vez que esses esquemas estruturais sao empregados em arranjos
paralelos Interligados por elementos adicionals tais ¢omo contraventamentos, iergas,
el

L w | w wy | wg
2323 | 2.036

i
i
1
i
I

|
1 0.01 1 1,100 | 1,666
0,02 | 1,480 12,205 3.113 | 3,886 |
1 0,05 || 2,347 | 3,267 | 4,850 | 5,616 |

Tabela 3.4.1-1 : freqiiéncias Naturais (rad/s).
A figura {3.4-2) mostra o modo associado & menor freqiéncia natural.
Para cada nivel de protensio as quatre fregiiéncias naturais foram determinadas
. P R ‘ , .
considerando-se somente a massa dos cabos (p = 7.89 x 107%kg/cm?®). As forcas apli-
caidas nos néds do cabo superior podem representar o peso do material de revestimento
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{quando o cabo trelica é usado para estruturas de cobertura) cujo valor é, em geral,
muito superior ao peso do cabo e atua sobre ele de maneira quase uniforme. Para avaliar
a influfncia da massa do material de revestimento nos valores das freqiiéncias naturais
o peso préprio do cabo superior {e, portanto, sua massa) foi alterado de modo a incluir
o peso do material de cobertura

1182, 1
pc,s, :

= =0,482 kg/em?®
2.5 %9,81 %100 grem

As quatro primeiras freqiiéncias para ¢ = 0,02 530 mosiradas na tabela (3.4.1-2}.

¢ owy | wy | wy |

, LW
L 0.02

[
%
1 0.266 | 0.394 | 0.579 | 0.732 |

Tabela 3.4.1-3: fregiiéncias Naturais (rad/s).

Ezemplo 3.4-2 . A rede emn paraboldide hiperbdlico da figura (3.4-3) tem planta
quadrada com lade 90,0 pol. {2.28 m) e geratrizes retas com inclinagao {na configuragao
indeformada igual 2 1/8 . Os cabos 1ém segho transversal igual 2 0,0125 pol® (8.1 mm?)
e pesam 0.0026 1b/pol. (0.455 N/m).

Gambhir e Batchelor (1977) determinaram a fregiéncia fundamental da rede para
pequenas oscilagdes em torno de uma configuracao de equilibrio estdtico em que as
resultantes horizontais das tensodes nos cabos {peso préprio e protensao) valem 2000
libras (890 X). Os cabos 1ém comportamento eldstico linear com § = 10 x 10%psi
{69 = 10°%EN/m*).

A rede foi discretizada com 24 elementos de dois nos. Para reproduzir (aproximada-
mente) a condicdo de equilibrio imposta pelos autores ¢itades o algoritmo de protensao
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antornatica (Cap. 2. ftern 2.6.3) {ol usado para determinar os valores dos alongamentos
FOCeSSATION €I 1408 D8 {';‘Eemem,()s da rede {¢ 2 0.0016). A fregiéncia Tundamental
encontrada com esta hipotese foi wy - 31.27Hz (enguanto Gambhir e Batchelor apre-
sentam o velor wy = 31,4802 (067 % de diferencga).

araboléide hiperbélico.

Uma outra aliernativa estudada para simular a citada condicao de equilibrio estético
foi a imposicao de alongamentos de prowensac em cada cabo {admitindo peguenas as
deformacaes devidas ac peso préprio) de modo a garantir a resultanie herizontal de
200.0 libras. O valor encontrado para a freqiiéncia fundamental fol wy = 31,52Hz (0,14
% de diferenga).

Eremplo 8.4-% 1 O algoritmo de protensao automdtica foi nsado para determinar
os alongamenios de protensac necessérios para que os cabos da rede em paralrldide
hiperbolico do Eremple 2.6.2-1 {Cap. 1, pag. 2-16} tenham deformagho minima igual
a ¥;10000 ¢ 171000, quando atuam as aghes descritas sagnele exemplo.

A figura (3.4-4) nostra a variagao do guadrado das dez primeiras freqUéncias natu-

rais guando a deformacao minima prescrita passa de 1/10000 pare 1,1000. E inte s
sante observar gue a infludncia da prowensac é rais seentuada nas menores ﬁeuu{‘m 4.
Nz figura {3.4-5) apresena-se o modo axsociado & menor fregiiéncia natural {5 as

as) mara peauenas oscilaches emn torno da confizuracho de eguilibrio estative
P i ]

{(linhas continuas).

fon
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Figura 3.4-5 - Modo associado a w).

3.5 Equilibrio dindmico nio amortecido.
Pretende-se obter solugdes aproximadas para o problema de valor inicial

Mi+glz)~fi=0 (3.15)

cam as condicdes iniciais
2{0) = zq

£(0) = Zo

A respostia dindmica pode ser obtida por integracio direta da equagho (3.15) (andlise
no dominio do tempo) ou por superposicio modal (andlise no dominio das fregiincias].
A analise modal tem uina série de vantagens sobre os métodos de integragéo no tempo
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mas sua aplicagao resiringe-se a modelos Jineares {ou quase lineares). Como ndo se
iem claramnente eslabelecide ¢ validade da aplicacao da superposigae modal na andlise
dindmica de redes flexivers {Buchholdt, 1985}, neste trabalho opilou-se por algoritmos
para integracao numérica no dominio do tempo.

Apresentiam-se, a seguir, duas alternativas para a obtencio de solug¢les aproximadas
da equaglo {3.15}. Um algoritmo explicito, baseado no método de Newmark (1959),
e um algoritmo implicilo via minimiza¢ao do trabalho potencial dindmico total (Bu-
cliholdt e Moossavinejad, 1082},

3.6.1 Esquema predictor-corrector explicito.

A equacdo (3.15) pode ser integrada numéricamente com o seguinte procedimento ba-
seado no método de Newmark ¢

, 1 . . ' S
Tyoar = T+ Alxy + Afz[("é" - 51)331 + 5133t+m] (3-16)

Trear = &g + AL~ Fo)Ee + BaZoyad) {3.17)

Umn esquema do tipo predictor—correcior pode ser montado a partir da equagio de
equilibrio no tempo 1 + Al modificada

MZgar+ Gaae = filt + AL) {3.18)
onde
Gronnt = g(iﬂm}

Com os valores preditos para deslocamentos e velocidades

; . 1 ]
Fronr = Ty + Aty + Agz(:z, — A&

iwm = Ly + AL{1 — By) iy

calcula-se a aceleragio usande {3.18) e corrige-se os valores preditos com
-~ “ -
Troat = Tipar + Al BrEieat
Tienr = Trear + DEFEiar

Fstabelece-se, entdo, o seguinte algoritmo:
dados £{0) = 2o , 2(0) = %o , £(0) = Fo = M [F(0) — g{z0)} , AL, t =0
passo 1 :
Frear = o+ Aldy + AL — B3
-’.-;-':-{—A: = Iy + Af(} - ﬁz)it
passo 2

Fpac = MTHS(E + At) — 9{Eesad)]
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passe 3 :
- . 2, -
Lreae = Leepr T A8 A
Tysar = Teear + Al8aEesag

va para o passo [

A proposta original de Newmark inclul um processo jteralivo no passe £ de modo
a garantir que a aceleragio prevista para o instante t + At coincida {a menos de uma
tolerancia numérica) com a aceleragao calculada usando (3.18).

Ezemplo 8.5.1-1 : Para pequenos valores da for¢a n, a trelica da figura {3.5.1-1}

y . aff = 1000.0
- I L = 200,0
H =250
7 .
. |
! L i
Figura 3.5.1-1 - Exemplo 3.5.1-1,

Nes*as condicdes, pode-se associer o comportamento da trelica ao comportamento
de um sistema massa~mola (linear} com equilibrio dindmico dado por

m G+ kou=wit) {3.19)

onde m é o valor da massa, k o coeficienie da mola linear e v{t} a fonte excitadora. Se
v(t) = pycoswt a solucao de (3.19} é dada por

u{t) = wp - — e (€O wil - COS W {3.20)

- o - ¥ .!
ande we € a freqiiéncia natural da mola {we = {k/m}%),
A fregfiéneia natural e o termo da matriz de massa agsociados ao deslocamento
vertical do né central da treliga sao '

wy = 1, 288%rd/s 5 m, = O.68V1R
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{estes valores foram obtidos com as formulages descritas no ftem {3.4) deste capfiulo).

Admitindo-se que a fonte excitadora tenha amplitude vy = 0,3 e freqliéncia w =
5.0rdj s, apresentam-se, na Tabela {3.5.1-1), os valores da coordenada v do né central
da trelica obtidos com a equacio {3.20) e com o algoritmo prediclor-corrector com At =
0,001s, Todos os valores sao adimensionais.

06 [ 08 | 10

) 100 02 [ od |

Ceq. (3.20) [ -25.0 | -25,0133 | -24.0401 | -25.0531 | -25.0364 | -24.9998

_pred.corr. [ 250 -25,0133 | -25.0401 | -25.0531 | -05.0363 | 24.0057

Tabela 3.5.1-1 : Exemplo 3.5.1-1, resultados.

Eremplo 3.5.1-2 © Um cabo tem comprimento indeformado 1.0 e tem. no imsiante
{ = 0, as extremidades fixas em dois pontos nivelados distantes entre si 0,881, Tem-se
aff = 5000epg = 1,0 )

No instante { = 0,0 a extremidade direita do cabo é solta e ele passa a oscilar
livremente sob aggo de seu peso préprio, sem resisténecia do ar ou amortecimento.

A figura {3.5.1-2) mostra as configuracbes do cabo entre os instantes ¢ = 0.0 e
P = 3,6 segundos, a intervalos de 0,4 segundos. O algoritmo explicito foi uvsado para

integrar a equagao de movimento, com 8y = 0,25, 8, = 0,50 e Al = 0,001 s.
__ - |
?
s
>
2.0
| ]
z ] j
; ~0.5 4 i
£ ,
E E
: ) .
; . t=1.6
‘_240 LI T B T L L 2 TR NN T N 2N R R T B 1 i % % F E ¥ OF TN T T f £ § F b T °F H :E
~T - ¥ 4 1 1
i
X !

Este problema fol estudado por Covette ¢ Guisset, 1988 e Fried, 1982, Os autores
nao apresentam resuliados numéricos mas as configuragdes por eles apresentadas para
os mesmos instantes ¢ mostrados na figura {3.5.1-2) sao bastante semelhantes,
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Eremplo 8.5.1-8 ; Para avaliar & influéncia da protensao na resposta dindmica do

cabo-trelica do Exemnplo {3.4-1) aplica-se ac nd de ordenada r = ~375,0cm do cabo
inferior a acdo nodal fi{t) = -0,981cosw! kN, na direcho vy, com fregiiéncia w =
20rdis
iy FEN

A figura {3.5.1-3) mostra a variagdo da coordenada v do né de ordenada = = 375, 0cm
do cabo inferior para os trés niveis de protensao estudados {veja-se Exemplo (3.4-1)).

~75.4
— ]
£ ]
e J\\—/\m =005
> _85.0 3 o —
© Z::"—/:2 N{)\W\)E oo
Q N -
& ; e=0.02
&) :

“gﬁucdi'fiil,]l‘ TFPETTYTTE LR B B - T + v s FT FTE3F TFIFTTTri YTy

i} : 4 & 10
Tempo {seg.)
Figura 3.5.1-3 - Cabo Zetlin : resposta dindmica. B

Para a fonte excitadora acuma especificada ocorre afrouxamento do cabo inferior e
das ligaches verlicals para o nivel de protensao ¢=0,01. Os resultados apresentados
na figura {3.5.1-3} foram obtidos desligendo-se os elementos comprimidoes sempre que
¢ < 0. Para ¢=0,02 e ¢=0,05 nenhum elemento se afrouxa no intervalo (0,10) segundos.

i

06 - i
o, L LT A |
0.4 3 aAE £ mhﬂ' Al
%«l D PAR A ¥
G 3
™~ 3 ¢=0.02 , b _
Zo2 Iy M : W wv i
o.&‘lllllii&!{t!illlbi’?i!i)i{-)F‘l.\illf?l!t T 1 ¥ 1T ¥+ FKF

O Ww i

4 &
Termpo (seq.)

A resposta foi determinada com os pardmetros 3y = 0,25 ; 8; = 0,50 e para um
incremento de tempo At = 0,002 segundos. A acao dindmica é aplicada na configuragao
de equilibrio estdtico para as a¢oes estdticas indicadas no exemplo (3.4-1} com os trés
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niveis de protensac adotados.
A figura {3.5.1-4) mnostra a variagio da tensdo axial na segunda ligacao vertical (a
parlir da esquerda) para os nivels de protensao ¢=0,02 e ¢=0.05.

Ezxemple 8.5.1-4 : O né central do paraboléide hiperbélico do Exemplo (2.6.2-1}
é excitado, na configuracio de equilibrio estético, por uma forga fi{t) = ~0,49coswi
kN rom fregiiéncia w = 1,0 rad/s, aplicada na dire¢io z. A figura {3.5.1-5) mostra a
variacao da coordenada z do né para os dois nivels de protensao adotados {¢ > 1/10000
e ¢ > 1/1000).

~10.0 -
L F 3 \ | 1710000
S 3
: ""“"*15.0 ‘ “ /.‘-
L .
‘ ™~ :\/
) ; P ,/\ 1/1000
200
8
_zsvﬁﬂfili‘l?fi Y VY IreEs v L1 TITYTT1T3IFk ¢ T3 #1717 7 F 3 & T ¥ ¢ EL ¥ 4 ¥

o 2 4 6 10
Tempo (seg.)

Figura 3.5.1-5 - Paraboldide hiperbélico: resposta dinanmica.

¥ interessante observar a reducdo da amplitude dos deslocamentos nodais com o
aumento do nivel de protensao.

Se a amplitude da fonte excitadora for aumentada de 0.49 kN para 0,981 kN ocorre
afrouxamenio dos cabios tensores {concavidade para baixo) no instante 1 = 0,78 s quando
o nivel de protensao garante € > 1/10000 {veja-se o Exemplo 2.6.2-1).

As freghéncias paturais da rede associadas ao deslocamento vertical do né central
siow = 1,59 rad/s {¢ > 1710000} ¢ w = 2,04 rad/s {¢ > 1/1000).

No algoritme explicito adotou-se f; = 0,253 B = 0,5 e At = 0,01 segundos.

A obtencio de solugbes aproximadas para a equacao de snovimento por integragao
ne dorninio do tempo permite determinar, para nma dada excitacao dinadmica, se um
ou mais elementos de uma rede protendida se afrouxam. deixando de contribuir para
o equilibrio do conjunto. £ importante ressaltar. no entanto, que a {formulacho apre-
sontada neste trabatho nie permite descrever corretamente o comportamento da rede
apés o afrouxamento de um ou mais elementos. O desligamento temporario de ele-
mentos (usado para tragar a curva ¢=0,01 da figura {3.5.1-3}) é um procedimento ma-
temiticamente incorrelo tanto em andlise estdtica quante em andlise dinamica. Nos
dois casos, esse desligamento é equivalente a introduzir irregularidades na fungao Ener-
gia Potencial Total nie permitidas pelas hipdteses hasicas dos algoritmos para obtengao
de minimos agui utilizades. Além disso, no caso de andlise dindmica a trajetdria dos
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nés adjacentes ac elemento desligado fica indeterminada.

Esse~ problernas podem ser teoricamente resolvidos aumentando-se o ndmero de
elernentos de cabo entre dois nds principais da rede. Por exemplo, o cabo superior do
cabo-trelica da figura {3.4-1) tem apenas um elemento entre os pontos de fixacho das
ligagoes verticals, onde estao aplicadas as forgas nodais externas. Se forem usados dois
ou mais elementos para discretizar o mesmeo irecho, aplicando-se nos noves nos forgas
nodais gue representem o peso proprio do cabo, gualquer tentativa de aproximacao
dos nds principals fard com que ¢ trecho de cabo entre eles se comporte como cabo
livremente suspenso (sujeito somente ao peso préprio),

A solugdo sugerida no pardgrafo anterior pode, entretante, esbarrar em problemas
numéricos nos algoritinos computacionals em virtude da grande diferenga normalmente
existente entre o valor do peso préprio dos cabos e o valor das acoes nodals principals
(emn geral, peso do material de cobertura, sobrecargas ou agao estética do vento).

3.5.2 Trabalho potencial dinamico total.

Nos algoritmos explicitos para integracio da equagdo {3.15) os deslocamentos nodais no
instante {f + Af) sdo calculados em funcao dos valores dos deslocamentos, velocidades
e aceleragbes nodals no instante () e com uma hipdtese sobre o comporiamento das
aceleragdes nodals no intervalo {1,1 + At} {os valores dos paramelros fy e 8y dependem
da hipétese feita). A estabilidade dos algoritmos explicitos depende, além de outros
fatores, do valor do intervalo de integragao At.

Nos algoritmos implicitos os deslocamentos nodais no instante (¥ + Af) sao deter-
minados come solucao da equagio de equilibrio dindmico no préprio instante ({ + At).
A equagio discreia de equilibrie depende, novamente, de uma hipétese sebre o com-
portamento das aceleracdes nodais no intervalo e dos valores (supostes conhecidos) dos
deslocamentos, velocidades e aceleragoes nodais no instante (¢]. Para modelos nao line-
ares o sistema de equacoes de equilibrio € v sistema algébrico nao linear.

Os algoritmos implicitos sao. em geral, mais estdveis, permitindo a adogao de valores
malores para o incremento de tempo At. Esta caracteristica pode ser adequada {e
econdmica} quando a andlise da resposta dindmica de um modelo estrutural deve ser
feita durante um periodo de tempo relativamente grande. Este pode ser o caso, por
exemnplo, da acio dindmica do vento sobre edificagdes {Buchholdt.1985).

Descreve-se, a seguir, um algoritmo implicito em que os deslocamentos nodals no
instante {t -+ At) sdo obtidos como um ponto de minimo da fungao trabatho potencial
dinamico total (Hughes, 1978},

Uma expressdo aproximada para 7 em {3.15) pode ser obtida explicitando-se Zy.a
emn {3.16)

1
x> " [ Tyen: = @ 29
Ly At INE) (II.&‘ ﬂ} ( }
oride
S _ P
@i+ Ak 4 AP(G - Ay )2

Substituindo {3.21} em {3.15) vem




| O
........... o M{zaar v a) + glanad = filt + At {3.22)

A expressao (3.22) serd idénticamente nula para qualquer configuracio r que no
mstante § < A minimize o funcional (Hughes,1978)

- 1 1
Flaear) = .XI'—’;}‘M(J Tysar b 0) Troae + TH{Tae) = Sl + At)zpn + const (3.23)
ik A

A eguagao de Euler-Lagrange associada ao funcional dade em (3.23) € a equagao de
equilibric dindmico (3.22). Assim. uma configuragdo z;, 5, que minimize {3.23) satisfaz
{aproximadamente} {3.15} no instante { + AL,

No programa para computador desenvolvido para a resolucao dos exemplos apre-
sentados, o minimo de {18} foi obtido com o algoritmo quase-Newton descrite no item
{2.4.2} (Cap. 2).

E interessante observar que uma configuragao que anula {3.22} nio necessdriamente
é um ponto de minimo de {3.23).

Pode-se, entao, estabelecer o seguinte algorivmo:

dados £(0) = zo , 2(0) = &g , E(0) = Fo = M'[(0) ~ glzo)] , AL, 1 =

passo I

Trear G- Flog,ay) = min Fziens)
passo 2

ii-!—Af = (55;__;;_\.; + a);-‘{ktz/ﬁl

- - T - | - 1

Terar = T+ A3 ~ Bo)E + FaZiind]
passo 3

t =1+ Al
va para o passo J

Exemplo 8.5.2-1 : A trelica do Exemplo {2.5.1-1} {oi analisada com o algoritmo
implicito acima descrito. Como o {funcional (3.23}) nao é resultado da integragao de
(3.22} (e, portanto, n&o é a expressdo real do trabaltho potencial dindmico total} o algo-
ritmo guase-Newton foi montado, para a analise dinamica, com dois esquemas de busca
linear: um que se vale do valor da fungao {3.23} ¢ de sua derivada (3.22) {c¢f. Las-
don.1970). e outro que utiliza apenas os valores da derivada {método da falsa posigio).
Os resultados obtidos com os dois tipes de busca linear sao apresentados na Tabela
(3.5.2-1), juntamente com os resultados analiticos e com os resultados obtidos com o
algoritmo explicito. Nas duas versdes do algoritmo implicito adotou-se §), = 0,25 ;

algoritino explicito!).
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i {seg) | 00 1 02 . 04 . 06 . OR 1 10
eq. (320) | -25.0 | -25.0133 -24.0401 | -25.0331 | -25.0364 | -24 9998
ezpliito | -25.0  -25.0133  -25.0401 25,0531 | -25.0363 | -24.9097
Smplicite A | -25.0 1 -250133  -25.0401 | -25.0531 | -25.0363 | -24.9997
implicito B | -25.,0 2501537 25,0400 | -25,0531 | -25.0363 | -24,9997

Tabela 3.5.2-1 ¢ Exemplo 3.5.2-1, resultados.

Na tabela, impliciio A é o método quasi-Newton com busca linear avaliandoe o valor
da funcio e de sua derivada, e fmplicife B se refere a busca linear somente com valores
das derivadas {veja-se Apéndices B e D).

Ezemplo 8.5.2-2 © O Exemplo (3.5.1-3) foi resolvido com o algoritano implicito {tipo
A} Usou-se fy = 0,25, & = 0.5 ¢ At = 0,015 segundeos. A figura {3.5.2-1} mostra
os resultados encontrades {linhas continuas: Exemplo (3.5.1-3); (marcas: algoritmo

implicite do tipo A). Foram analisades os niveis de protensao ¢=0,02 e ¢=0,03.
t ~75.0
E ] :
"(5 -85.0 "M —‘,\/’/ \\ /\n,,a" \—\ ]
N -
O ]
: g ] ; c=0.02
@ ;
: "9—5«0“3‘1‘(I]‘ ™M T s P+ 1T L T B AL LI L S L I T F 8 P T
0 p 4 & 10
Tempo {seg.}
:
Figura 3.5.2-1 - Cabo Zetlin : resposta dina mica.

Exemplo 8.5.2-3 © No né de coordenadas (x=5,y=-10} da rede em paraboldide hi-
perbélico do Exemplo (3.5.1-4) aplica-se uma excitagdo dada por fi(t) = ~0,981 coswi
kN {w = 1.0 rad/s) na diregio z. Na Tabela (3.5.2-2) apresentam-se 0s empos Lom-
putacionais para analise da rede em uma estagao SUN SPARC 1+ no intervalo (0,10}
segundos. O algoritmo implicite é comparado com o método de Newmark (originall.

Para o método de Newmark usou-se At = 0,01 segundos e no algoritmo implicito
Af = 0,04 segundos. As tolerdncias indicadas na tabela refleremm-se a0 Processo iterativo

em aceleraches do algoritmo de Newmark {veja-se ftem 3.5.1} e a norma do gradiente
do trabalho potencial dindmico total no caso do algoritimo implicito.
Ox tempos sao indicados em minutos, segundos e décimos de segundo e, para cada

tolerfncia, apresenta-se o valor da coordenada z do né (x=5,y=1 3} no instante f = 10,0
segundos, As tolerdncias sho toll = 0,015 102 = 0,001 e told == 0.0001.



Mé odo __toll  coord, z |

"xewmark i 1 25, 0 i —]{J} {}{)% ~1(}] 008 5
| Implicito | 0:53.9 -100.715 | 1:39.5 -101.050 | 2:22.7 101_.(}]6 [

1ol ;‘mord 2

Tabela 3.5.2-2 : Exemplo 3.5.2-3, resultados.

A integragao da equagao de movimento pela minimizagdo do trabalho dinfmico
potencial total com o emprego de um algoritmo quase-Newton mostrou-se, nos exemplos
analizados, uma allernativa promissora. Como ocorre com outros métodos implicitos,
sua aplicabilidade depende, também, da fregiiénecia da fonte excitadora e, em certa
medida, do nimero de incégnilas envolvidas.

3.6 Vibracoes livres amortecidas.

Pretende-se obter solugtes aproximadas para o problema de valor inicial

Mi+Cz+glz}=0 {3.24)
x(0) = xq
10} = g

onde C é chamada matriz de amortecimento viscoso (proporcional as velocidades nodais)
e 0 vetor f; {veja-se eq. 3.15) é identicamente nulo.

Para um elemento, supondo conhecida uma distribuicdo de amortecimento ¢{£} ac
longo do elemento, a matriz de amortecimentio pode ser escrita

~ }
c= [ ale) NN a (3.25)
]

onde & £ o velor que contém as fungdes de interpolagdo de Lagrange {veja-se eq. {3.3}).
Em situaghes reais, a determinagho da fungéo ${£) é impraticivel {Clough et al.,1975).
Por esse motive, o amoriecimento é geralmente modelado com base em experimentagoes
feitas em modelos ou estruturas reais setnelhantes & que se pretende analisar.
Admitindo, em primeira aproximacio, que a funcho ¢{&} = ¢ seja conhecida e
constante ao longo do elemento, a matriz C pode ser escrita

. 1
C =g / NN de {3.26)
_1
€. [rara urm a }‘}'ai'lj(} de ca b(}S,
C=5% ¢C {3.27)
efemm.
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3.6.1 Algoritmo predictor-correcior explicito.

O algoritmo descrito no item {3.5.1) pode ser usado para a obtengao de solugoes apro-
ximadas de (3.24), alterando-se o cdlculo da aceleragio no instante 1 = 0

£(0) = Iy = M Mg(zo} + Ciol

e o passo &

passo £

:};H--AI == e J’Vf—nj Ig(‘%g.e\ﬁt) ‘f C:}:{_g. &f-]

Ezemplo 3.6.1-1 : O deslocamento vertical do né central da treliga do Exemplo
(3.5.1-1} é quase linear com a carga » e, se n < 0,1, o coeficiente de proporcionali-

deslocamento vertical do né central é w = 40,75 rad/s e, portanto, a componente de
smortecimento eritico (segundo o modelo acima descrito) associada a esse deslocamento
& dada por

Cc — 2 FFE () == 83355

onde m = &, 8718 x 107%.
Um sistema (iinear) massa-mola-amoriecedor com as caracteristicas acima descritas

tem deslocamento da massa dade por

. #H0) + z{0)>w
z(t) =€ vt (©) ) sinwpt + z(0} cos w,gt] {3.28)
W g
onde
Wp =— &}\jll}. -
L

As figuras (3.6-1a,b,c,d) mostram o valor da coordenaday do n6 central, no intervalo
(01,0 s, calculado com o algoritmo predictor-corrector (marcas) e com a equ acio (3.28)
(linhas continuas) para amortecimentos iguais a 0 %, 2 %, 5 % e 10 % do amoriecimento
critico e,. As condices iniciais sae £(0) = 0,0 e z{0) = ~0,1. No algoritmo explicito
usou-se Ay = 0,25 , f; = 0,5 e Af = 0,001

Para uma carga estitica n = 0,1 a coordenada y do né central vale y=-25,0872. Se as
condiches iniciais do problema dado pela equagho {3.24) forem £(0} = 0,0 e {0} = 0,0,
com uma razio de amortecimento de 20% a coordenada v no instante ¢ == 1,0s¢ coincide
com o valor estéatico, y=-25,0872.
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Figura 3.6-1d : Razao de amoriecimento 10%,

Ezereplo 8.6.1-2 : Immagine-se que o carregamente gravitacional do cabo- treliga do
Exemplo {3.4-1) seja aplicado instanianeamente nas configuragdes de equilibrio estédtico
gque eqnilibram somente os encurtamentos de protensao.

A figura (3.6-2) mosira a variagao da coordenada y do né central do cabo superior no
intervale {0,0~10,0] s para os nivels de protensao ¢=0,02 e ¢==0,05 (veja-se Exemplo 3.4~
1}, admitindo-se um coeficiente de amortecimento constante e igual para todos os cabos
d = 0.0005. Os resultados foram obtides com o algoritmo explicite, com £ = 0,25 ,
fe = 0,5e Al =0,0025

A partir do tempo t = 8,0 segundos as sohicdes encontradas para os dois nivels de
protensio coincidem (a menos de uma tolerfncia numéricaj com as solugoes estdticas
correspondentes.
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5, 4.0 8.0 20 183.0
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_ Figura 3.6-2 : Cabo-trelica com amortecimento. o




bremplo §.6.1-3 © Para venificar a imfluéncia da forma de protensao na resposta
dinfrica emortecida, o algoritmo de protensao automdtica {Cap. 2, ftem 2.6.3) fol
usado para determinar es alongamentos de protensac do cabo-trelica do exemplo ante-
tior de modo & garantir as mesmas deformacoes minimas obtidas com os alongamentos
dos montantes ¢=0.02 {6y = 00082 R) e 0,05 (i, = 0.0304 %)

Os resultados obiidos (para os mesmos dados e parametros do exemplo anterior} so
mostrados na figura {3.6-3). Na curva A os deslocamentos verticais do nd central do

cabo SUPETIor PAra ., = 0.0082 % ¢ na curva B os mesmos deslocamentos para €., =
0.0304 %,

e
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. Fipura 3.6-3 : Cabo-trelica com amortecimento e prolensac avtomdtica.

Parsce ser possivel afirmar que o uso da profensao automdtica, embora nao ope-
racional {porque, em geral, atribui alongamentos a um nimero elevado de elementos].
resulta em um comportamento dindmico mais regular do cabo-treliga analisado para os
duis nivels de protensao Imposios.

A utilidade da protensac automaéatica comeo diretriz para a especificagao da protensao
necessAria em um numero pequenc de elementos (procedimento normalmente usado na
préitica) fol demonstrada nos exemplos (2.6.2-1) e (2.6.3-1} do Capitulo 2,

3.6.2 Algoritmo implicito.

O algoritme implicite descrito em {3.5.2) pode ser medificado para a oblengao de
soluches aproximadas da equacdo (3.24).
Uina expressao aproximada para © em (3.24) pode ser obtida substituindo-se (3.21)

ern {3.17]

Tyiar = A?;;J’wi (Teonr +a)+ b (8.29)
onde
b i+ ALY - B:)E

320



Levando {3.21) e {3.29) em (3.24). escrita no instante f = O, vem

i T 8 |

& expressao {3.30) serd idénticamente nula para gualquer conflguragao r gue. no
instante 1 4+ A, minimize o Tuncional

1 i '
fc[lﬁw-m) = .31331 A (%‘IM..{;? + i'.?.} Ly At
] 8‘?
“‘.C j&f:/)?; (;’EH.ﬁ,f 3 C) 4 i XraAr v I_i.(;’?”.‘gg) e &t (33 1.)

A equacho de Euler-Lagrange associada a0 funcional {3.31) € a equacao de equilibrio
dindmico {3.30) no instante { -+ Al
Modifieando-se a condicao inicial em aceleragoes

30) = & = ~ M {glzo) + Ol

e o frncional minimizado no passo I (que passa a ser o dado pela equacao {3.31}). a
estrutura do algoritmmo da pag. {3-19) se mantém a mesma ¢ aplicdvel & obtengac de
soluches aproximadas para (3.24).

Ezempla 2.6.8-1 : O exemple {3.6.1-1} foi resolvido com o algoritmo implicito,
nsando-se 0s Toesmaos paranietres e um intervalo de tempo At = 0,005 segundos {cinco
vezes major gue po algoritmo explicito].

Os resultados sao mostrados nas figuras {3.6-4a,b.c,d). As linhas coniinuas s&0
os resultados obtidos com a equagio (3.28) e as marcas os resultados obtidos com o

algoritino implicito.
Para intervalos de tempo Imaiores que o adotado observa-se um aumento artificial

{numérico} do periodo da oscilacko (veja-se, por exemplo. Clough & Penzien, 1875}
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Figura 3.G-4a : Razio de amortecimento 67
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O exemplo {3.6.1-2) foi resolvido com o algoritmo implicito usandoe-se umn intervalo
de tempo Af = 0,01 segundos. Os resuliados obtidos mostram boa concordancia com os
ercontrados usando-se o algoritmo explicito e um intervalo de tempo ¢inco vezes menor.

3.7 Vibracgoes forgadas amortecidas.

Quando estio presentes for¢as nodais varidvels com o tempo as formulagoes descritns
nas segoes (3.5) e (3.6) se combinam e os algoritmos explicito e impli-ite nwantém as
mesmas esiruturas descritas nas citadas segoes.

Alterando-se a condicio inicial em aceleragdes e o funcional (3.31) de modo a incluir
o vetor f,{1}, que coniém as forqas nodais variaveis ¢om o tempo, obtem-se algorimos
andlogos aos apresentados e que permitem a oblencao de solu¢hes aproximadas para a
equagan

Mi+ Cx+ glz) = filt) ‘ {3.32)

que descreve o equilibrio de um arranje de cabos fexiveis submetido a for¢as nodais
estaticas e/ou forgas nodals varidveis com o tempo.

Fremplo 8.7-1 1 A tede em parsboléide hiperbdlico da figura {2.6.2-1} é suhme-
iida, na configuracao de equilibrio estitico {com protensio automatica garantindo ¢ 2
1/1000), a uma solicitacioe dinamica nodal aplicada no né central, na direcdo z, dada
por

It} = foplt)

onde

(1) 2,51 se 0,0<1<0.4
P =Y 0,30065(1 — 2) se 0,4 <1<20

e fo = -1.962 kN {veja-se, Buchholdt et al.,1982)

As figuras {3.7-1a.b.c.d) mostram a variacho da coordenada z do né cemiral para
amnortecimentos ¢ iguais a 0,0 ; 0,0001 ; 0,0002 e 0.0005 .

Os resultados foram obtidos em uma estagdo SUN SPARC 1+ . A Tabela {3.7-1)
mostra 08 LEMpPos COMpulacionais para 05 quatro valores de amoriecimento usados

e ] 60000 | 0.0001 . 00002 | 0.0005

-

TTempo || 12:36.7 | 12234 11:44.7 | 9:31.6 |

Tabela 3.7-1 : Exemplo 3.7-1, resultados.

Os ternpos na tabela sao indicados em minutos. segundos e décimos de segundo. Fol
usado o algoritmo implicito, com By = 0,25 3 8: = 05 e At = 001 s.
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Capitulo 4:

Ixemplo de Cobertura com
Rede de Dupla Curvatura.
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4.1 Introducao.

O iﬁ’}jei.iva deste Capitulo é o de mostrar a aplicacdo dos procedimentos descritos nos
Capitulos 2 € 3 na anilise de vin exemplo com dimensoes e caracteristicas de wn projeto
real. A estrutura analisada é uma rede {ridimensional protendida, fixada a um anel de
borda de concreto armado apoiado sobre pilares de concreto {veja-se segao 4.2}, Begundo
a classificagao apresentada no Capitule 1 {veja-se seqao 1.2.4) a estrutura é um sistema
ferhadao.

A partir das informacdes bisicas apresentadas na secio {4.2), a analise se desenvolve
nas seguintes etapas:

« determinacio da geometria indeformada da rede de dupla curvatura;

« determinagao da protensdo 0tima lenvolidria de protensao) para carga perma-
nentle e trés hipdteses de agao estitica do vento, admitindo-se que os cabos da
rede estejam fixados a pontos indeslocdvels;

o determinacao das freqiéncias naturais da rede protendida.

o inclusido do anel de borda ¢ andlise (preliminar} da influéncia da deformabilidade
do anel na protensao dos cabos e nos deslocamentios nodais;

Muites tépicos que devem estar presentes em uma analise estrutural mais completa
nao foram abordados, ou porgue fogem ao sscopo geral do trabalho (cujo objetivo prin-
cipal é o de apresentar novos algoriimos para a andlise de coberturas pénseis}, ou pela
inexisiéneia de dados {este é 0 caso, por exemplo, da andlise do comportamento dindmico
da rede quando submetida & acdo do vento). Alguns iépicos considerados importanies
sdo listados a seguir e devem ser objeto de pesquisas que o autor pretende desenvolver:

« anslise estdtica da estruiura mista {rede, anel de borda e pilares} para carga
permanente e trés hipdteses de agao estética do vento;

s acoplamento dos elementos de cabo a elementos de chapa (no espaco) ou elementos
tridimensionais (sélidos}, para avaliar com maior acuracia os esforgos solicitantes
internos do anel de borda;

e andlise da influéncia da inclinacio das secOes transversals do anel de borda no
valor dos esforgos solicitantes internos nele atuantes;

« analise da agdo estitica do vento sobre o conjunto estrutural {como se verd a
seguir, considerou-se apenas a agido do vento sobre ¢ material de revestimento
fizado & rede protendida);

¢ determinacio da resposia dindmica da estrutura mista.
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4.2 Dados gerais.

U esguerna de barras da estrutura analisada é mostrado nas figuras {4.2-1} a {4.2-4}.
Na figura {4.2-1) uwina vista em perspectiva do conjunto estrutural, mostrando a rede,

Figura 4.2-2 - Projechonoplano {x,¥}.




o anel de borda e os pilares. Na figura (4.2-2) a planta do conjunte. mostrando a
projegao no plane {x,y) do anel ¢ da rede. Na figura (4.2-3) a projecio no plano {v.z) e
finalmente, na figura (4.2-4) & projecao no planc (x.z}.

| |
’*':-—:-:::“;'H-...: Sy :
; R . i R

TS = y

\\\\\\\\\\\ Figura 4.2-3 - Projecio no plano {y.z2). _ -
d

4 geometria do anel (na configuracao indeformada) pode ser assim deserita: em
planta {veja-se figura 4.2-2} o anel de borda é um poligono cujos vériices. no intervalo
T > 40,0m e < —40,0m. a circunferéncias de raio 27, 0am {com ceniro sobre o eixo
x}. BEm uma proje¢ao no plano {x.z) os vértices do poligono pertencem a vma parabola
com relacho flecha/vao igual a 11.25/100. A tabela (4.2-1} mostra as coordendas dos
vértices do anel {configuracae inicial} para # > 0,0 ey > 0.0,

As bases dos pilares estho na cota (£ = ~12.0m). Desta forma, os pilares mais altos
tém 17, 0m {extremidades do eixo menor) e os mals baixos 5. 75m {extremidades do eixo

maior},
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2 n) oy fm) e ()

7

X fm) oy fm) 2

2500 0 3031 2.9
20,00 | 3208 320
15.00 | 33,38 . 3.99 |
10,00 | 34,28 1 455
34,82 | ;
35001 500

50,00 000
L 49.3% 0 5.96 .
| 47.37 1163 |
4421 1673
40,00 0 21.00
35.00 0 24,99
30,00 28,00 |

“,;
[Fed

Tahela 4.2-1 + Coordenadag do anel de harda.

4.3 Rede com bordas indeslocaveis.

Nesta seqdo, admitindo que a rede de cabos tenha pontas de ﬁxagﬁo indeslocdvels,
determina-se a sua geometria indeformada {coordenadas nodais) usando o algoritmo
deserite na secao {2.7) do Capitulo 2. Determinam-se, a seguir, os alongamentos de
protensao com o algoritmo descrito na segdo {2.6.3) e as configuragoes de equilibrio
esidiico para acdo permanente e irés hipéieses de agao estatica do vento,

A maltha da rede {afastamento entre cabos nas diregdes x e v} depende do material
de revestimento, entre outros fatores. Neste exemplo admitiv-se uma distribuigde de
cabos tal que se tenha. nas duas direcoes. uma faza de 2,0em® de secho transversal de
cabo por metro {em projecao so plano {x,yv}}. Para reduzir o ntmero de incégnitas,
adotou-se uma rede com cabos coincidindo {nas duas direqbes) com os vértices do anel
de bhorda {poligenall., Em um projeto real, o nlmero de cabos pode ser malor gue
o adotado (21 paralelos ac ¢ixo y e 15 paralelos o eixo x). Para alguns materiais
de cobertura (por exemplo, telhas sanduiche) o afastamente entre cabos adotado é
suficiente e a rede poderia ser definitiva. Pode-se, no entanto. admitir que o material
de revestimento exija vaos menores e a rede analisada seria considerada, entdo, uma
simplificacio (substituigdo de dois ou mais cabos por um cabo equivalenie). Dentro de
certos limites. essa simplificagao é suficientemente boa para gue os resultados obtidos
possam ser considerados definitivos.

Com a hipdiese feita no paragrafo anterior, as dreas das se¢oes transversals dos cabos
resultaram as indicadas nas tabelas {4.3-1) e (4.3-2} abaixo. Os cabos paraleles ao eixo
x foram numerados de 1 a & {da borda para o centro ¢ considerando & simetria}, € os
cabos paralelos ao eixo v foram numerados de 1 a 11 (idem).

sy Ty H

‘ak “rre Y
 Cabo cm’) |
]

¥ : ',

3 0 820

411 1000

Tahela 4.3-1 1 Cabos paralelos ao ¢cixo v



 Cabo 7 Begao |

T e

L2 T 10.76
; 3 7.00 11.60
P4 8.26 11.80

Tabela 4.3-2 1 Cabos paralelos ao eixo x.

Admite-se fque os cabos sejam pré—estirados e tenham relagho constitutiva Inear
com cocficiente angular 8 = 14715,0 kN /em? [veja-se Apéndice A).

4.3.1 Configuracao inicial.

A partir de uma rede plana (z = 0,0}, cuja {orma coincide com a mostrada na figura
(4,72}, o algoritmo descrite na segao (2.7) {oi wsado para determinar a configuragao
inicial da rede {coordenadas nodais) impondo-se dos nés das exiremidades dos cabos
a condicio de posicionar-se nas coordenadas indicadas na Tabela (4.2-1}. A forma
enconirada é a mosirada na figura {4.2-1}, com algumas modificagoes descritas a segeir.

Se a rede inicial {plana) é constituida por duas familias de cabos retos € ortogonals
entre si {com malha quadrada ou retangular), é de se esperar que na configuragao obtida
com ¢ algoritino da segao (2.7) os cabos deixem de ser relos e n&o pertengam mais a dois
conjuntos ortogonals {vejam-se, por exemplo, as figuras 2.7-1 e 2.7-3 do Capitulo 2.
Ko exemplo ora em estudo, embora a figura {4.2-1) mostre uma rede com cabos retos
e ortogonals entre si, a rede obiida com o algeritmo de determinagao de configuragoes
iniciais também apresentou distorgtes, com desvios da forma reta variando entre 1,0 e
12.0 em. Essas distorcoes foram consideradas pouco significativas diante das dimensoes
da rede e sdotou-se como geometria inicial aguela mosirada na figura (4.2-2], em gue
foram preservadas apenas 2s coordenadas z fornecidas pelo algoritmo. Essa modificagao
facilitou = avaliacio das forcas nodais equivalentes as agdes uniformemente distribuidas
aplicadas sobre a rede.

4.3.2 Alongamentos de protensio.

As solicitaces externas consideradas na andlise da rede com bordas indeslordvels estao
indicadas na Tabela {4.3.2-1).

i"}d I(; . ( EY ;f ?J’?E } S Vsl O_T ( N ‘ ?n? )

: ermanenie ;ﬁ -1200.0

| Vento {caso A) 6400 -
Vento {caso B} | 640.0 160 |
| Vento (caso C} 100.0 ~400.0 |

Tabela 4.3.2-1  Solicifagdes sobre a rede.
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As solicitacoes indicadas na tabelx sao consideradas uniformemente distribuidas em
projecao no plano {x,y}). Os sinals referem-se a0 sentido positive do eixo 2. No case B
de solicitacao de vento o primeiro valor é aplicado nos quadrantes 1 e 4 {ainda consi-
derando o plano {x,¥}} e o segundo valor aplicado nos quadrantes 2 e 3. No caso € de
selicitagao de vento, o primeiro valor é aplicado nos guadrantes 1 e 3 e o segundo valor
nos quadrantes 2 e 4.

As solichagoes devidas ao vento mostradas na Tabela {4.3.2-1) foram determinadas
com base em uma pressio basica de obsirugho de BOMLON /m® (Majowiecki 1985; Szaba
el al. 1984} e usando coeficientes de forma sugeridos por Szabd 1984 pag.31.

O algoritmo de protensao automidtica {secao {2.6.3) do Capitule 2} fol usado para
determinar os alongamentos de protensao pnecessdrios para garantir uma deformacéo
minima de (ragao de 1710000 {veja-se, por exemplo, Majowiecki, 1085,pag.135) quando
atua a combinacio correspondente o caso A de vento, indicada na Tabela {4.3.2-1}). A
Tabela {4.3.2-2) mostra os resultados obtidos {metade da some dos alongamentos dos
elementos de cada cabo}. O algoritmo especificou alongamentos apenas para os cabos
paralelos a0 elxo y.

| Cabo | Alongamento (cm) | Cabo | Alongamento (e} |
1 1.5 P 1213
) 259 ! 12,23
! 5.56 L5 12.04
L4 8,02 10 12.07
|5 9,91 L1 12,18
R T B |

Fabela 4.3.2-2 : Cabos paralelos ao eixo y.

Estes alongamentos, embaora estejam associados a menor valor para a Energia Poten-
cial Total {dentre as agdes simétricas), nao foram suficientes para garantir um residuo
minimo de tracio para o caso B de solicitagao de vento. Fez-se, entdo um ayustamento
dos valores e o resultado é mosirade na Tabela {4.3.2-3) abaixo.

- Cabo | Alongamento (em) | Cabo | Alongamento {em)

o 1.25 T 14.00
2 3,50 I 12.23
3 | 7,30 9 12.04
' 10.50 10 12,07 |
5 13,00 BRI 12,18 |
6 14.00 * : %

Tabela 4.5.2-3 : Cabos paralelos ao eixo y.



4.3.3 Tenstes nos cabos.

A Tabela (4.3.3-1} mostra as tensbes méximas ¢ minimas em todos os elementos dos ca-
bos da rede para a combinagao da carga permanente com as trés hipéteses de vento mos-
tradas na Tabela {4.3.2-1). A Tabela mostra os resultados para as seguintes hipdteses:

¢ Caso I:carga permanente + protensio;
s Caso I @ carga permanente + protensac 4 venio A:
o Caso I : carga permanente + prolensao + vento B:

« {aso IV @ carga permanente + prolensac + vento C;

Yaso © Blementos | Cabo cf,,,,,u_(k?‘s”jc:rn?j crm.z-n(k}’*f;'cmz)
I 29,40,200,220 cabo 5 {// ay) 36,88 _

I 252,253, 486,487 | cabo 1 {// a %) 4,21

11 359,380 cabo 8 (;f a2 x) 55,42

il 2,3.246,247 cabo 1 {// ay) 4.12

i 41,54 cabo 6 {// ay} 55,52

HI 166,179 cabo 8 {// ay) | 1,18

IV I 54,185 cabo 6 (// ay) | 43,86

IV |l 202,488 cabo 1 (/) ax) | 5,67

Tabelz 4.3.2-1 1 Tensces nos cabos.

Se a tensho de ruptura dos cabos for (Majowiecki, 1985,pag.308) 0, = 138, 1kN/em?,
tem-se uma seguranca minima em relagho & ruptura igual a 2,48, correspondente ao
Case 111 de carga {veja-se Tabela 4.3.3-1).

As coordenadas z do nd central da rede, para as hipdteses de carga consideradas,
sae indicadas na Tabela {4.3.3-2} abaixo.

L

| Caso | 2 [} | Caso | 2{m
T e | T
DI 141 IV L

~1 b2

!
i
|
i
i

=

Tabela 4.3.3-2 : Coordenada z do 1nd central da rede.

4.3.4 Modos e fregiifncias naturals.

A Tabela {4.3.4-1) mostra as dez primeiras fregiiéncias naturais da rede {com bordas
indeslocdvels} para pequenas oscilagOes e torno da configuragao de equilibrio estdtico
sob acao da carga permanente.
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Fregiiéncia {rad;

1 16,7563
z 17.6923
3 19,9610
4 21,4598
5 72,5848
6 23,0332
7 23,0738
8 23,4573
9 25,3016
10 25,8552

Tabela 4.3.4-1 : Modos e {reqiiéncias naturais.

Na Figura (4.3.4-1}, & configuragac de equilibrio estatico ¢ 0s modos 1 e 4.

4.4 Inclusso do anel de borda.

Para avaliar a influéncia da deformabilidade do anel de borda no comportamento da
rede de cabos {perda de protensiio, deslocamentos e variagoes nas tensoes maxihmas e
minimas), foram incluidos no {esquema estrutural da rede isolada) 48 elementos de
portico {veja-se secdo 2.5 do Capitule 2), com secho transversal constante mostrada na
Figura {2.5-1).

Para este estude de pré-dimensionamento, admile-se que o eixo local 7 dos elementos
do anel seja paralelo ao plano {x,v) global. O estudo da inclinagao da segae {(gue deve
ser funcio do dngulo entre ¢ plano horizontal e a tangente ao cabe no ponto de fixagao
no anel} ndo serd apresentado.

A estrutura mista {rede e anel de borda) foi apalisada supondo que os nds do anel
tém apenas os deslocamentos verticals {direcao z) impedicos.

B
)
|
. e
§ , j ........... HE
! Do
b e &
n
i b
P i
T ; e e
s e B -
Figura 4.4-1 - Secdo transversal do anel de borda, ]
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As dimensoes da secao lransversal do anel sio b = 5.0m, b = 4.0m e espessura
constante da seqao vazada t = 0.60m. Admite-se gue o concreto tenha médulo de
deformacao 0. = 2943,0 kN/eom® e coeficiente de Poisson v = 0, 120.

A estrutura mista foi analisada apenas para o caso 1 de solicitagio {veja-se Tabela
4.3.3-1).

Os novos valores das tensées mdxima e minima nos cabos sao indicados na Tabela
{4.4-1).

{mo [ Elementos f Cabo | Oz (EN[erm®) | o [k Nfem?)
P10 12940209220 | cabo 5 (/] a v} % 34,34 '

1 |252,253,486 487 | cabo 1 (// a x) |

Tabela 4.4-1 ; Tensoes nos cabos,

A coordenada ¢ do né central da rede passa de 1,05m {veja-se Tabela 4.3.3-2) para
0.%%m. Na Tabela {4.4-2) abaixo sio os indicados os esforgos solicitantes médximos no
anel de borda, yeferidos ao sistema Jocal de coordenadas mostrado na Figura (4.4-1) {os
esforgos indicados nao atuam em uma mesma segdo transversal).

Ny N N, 1 M, My | M, |

T2709,0 712600 | 8180 | 1471,0 | 6867.0 | 934430

Figura 4.4 -2 - Dieformacan do anel de borda,

A Figura {4.4-2) mostra as configuracdes inicial (nha continua) e deflormada {linha
tracejada) do anel {os deslocamentos estdo ampliados).



4'5

Comentarios.

Sobre a protensdo adotada: a determinacao da onveltdria de protensio para
as quatro conbinagoes de a¢oes ronsideradas foi feita aplicando-se o algaritmo de
protensao automatica considerando apenas a rede isolada {com pontos de fixacio
dos cabos supostos indeslocdveis). Para a esta hipdtese, os alongamentos gue
conduzem a menor Energia Potencial Total foram obtides {como j& dite} para a
combinagas das agoes permanenies com o vento de sucgio homogénes {cabo B,
e os cabos alongados s3o os paralelos ao eixo v {em contraposicdo ao usvalmente
indicado na Hteratura). Observando a Figura {4.4-2), parece ser possivel concluir
gue, ao considerar a deformabilidade do anel, alongamentos distribuidos nas duas
familias de cabos podern conduzir a uma solucao melhor para o conjunto.

Quando se determina a protensao dlowa para as agoes permanenies, o algoriline
indiva alongamentos para as duas Tamilias, Bsses alongamentos. eniretanta. nao
s sulicientes para garantir gue, guando atuam as oulras hipdieses de soliciiacao,
todos os cabos estejam tracionados. E provével que um cornjunto de alongamentos
obiido & partir da solucdo obtida para as aches permanentes {com increnientos
adeqguados e lneares) resulte em uvma melhor distribuicao de esforcos no anel de

horda:

Sobre a secido transversal do apel de borda: as dimensoes adoladas para
s secao transversal do anel de borda sho bastante semelhantes aguelas indicadas
por Majowiecki,{1985) para o Estadio Olimpico de Atenas, que tem planta circular
com raio de 126, 0m. A modelagem do anel {com tals dimensoes) usando elemnios
de partico de eixo reto nao €, provavelmente, suficientemente precisa. Comoe o
acoplamento dos cabos a elamenios sélidos resulta em um ammente considerdvel
do niimero de incdgnitas envolvidas (e. também, pode introduzir insiabilidade
nurmérica, em virtude da grande diferenca de rigidez entre os elementos de cabo
e os elementos tridimensionals sélidos], uma andlise posterior do anel de borda,
submetido a esforcos nodais correspondentes aos transmitidos pelas extremidades
dos cabos, pode ser mais adequada gue a andlise do conjunto estrutural.

Referéncias.
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Capitulo 5:

Comentario
Conclusc

S
e,



5.1 Introducao.

Neste capitulo estao reunidos alguns comentérios sobre as vantagens e imitacoes dos mo-
delos tedricos apresentados nos Capitulos 2 e 3 deste trabalho. Apresentam-se também
algumas conclusoes, fundamentadas, essencialmente, nos resultados obtidos para os
exemplos apresentados (e outros exemplos feitos pelo autor e nao incluides no trabaltho),
e nia pesquisa bibliogréfica realizada. Na segdo (5.4) sao sugeridos temas para pesquisas
complementares abordando aspectos da andlise ainda nao suficientemente esclarecidos.

5.2 Sobre a formulacao para a analise estatica.

Embora alguns antores {veja-se, por exemple, Fried.1982; Peyrot ¢ Goulois,1979) en-
fatizem a imadequacio do elemento de dois nés {eixo reto e deformacao constante)
para discretizar cabos flexiveis, sua viilizagdo em cabos—treliga e redes tridimensionais
protendidas mostrou-se eficiente em termos da consisiéncia e qualidade dos resuliados
obtidos. Nos dois esquemas estruturais citados, as caracteristicas geométricas, as for¢as
de protensio e a relagio enire o peso préprio dos cabos e as agdes externas sao fatores
que fazem com que trechos de cabes se comportem como elementos tracionados com
deformacao constante e eixo quase reto {como cordas de instrumentos musicais). A
formulacio do elemento de dois nés permite, também, a facil inclusio da varidvel ci-
nerndtica p, usada para modelar alongamentos de protensaoc ¢ variagoes de temperatura.

Dois algoritmos apresentados no Capitulo 2 parecem promissores como instrumentos
auxiliares no projeto e dimensionamento de coberturas pénseis:

e o primeiro deles é o que permite a determinagao automatica dos elementos que
devern ser alongados {e qual o valor do alongamento) de modo a garantir que toda
a rede esteja submetida a tensoes de tragdo iguais ou maiores que um valor es-
pecificado. Embora ainda nio diretamente operacional {por que pode especificar
alongamento de muitos elementos de um mesmo cabo) este algoritme mostrou-se
de utilidade quase imediata quando adotado o critério de concenirar os slonga-
mentos de prolensio nos elementos da extremidade do cabo {procedimento usado

na pritical.

s o segundo algoritmo que se mostrou Gtil {e eficiente] é o que determina a con-
figuracioc inicial {indeformada} de redes tridimensionais. Como j& dito na In-
troducio do trabalho, um dos problemas encontrados com fregiéncia na litera-
tura. ¢ o da determinagio de uma configuracao inicial {em geral, em equilibrio
com o peso proprio dos cabos e forgas de protenséo) usada como ponto de partida
para algoritmos de minimizagao que determinam uma configuragdo de equilibrio
para as aches citadas e outras agbes externas. O algoritino quase— Newton usado
neste irabaltho possibilita a adogao de uma configuragdo inicial indeformada {por-
tanto sem equilfbrio) e cinemiticamente indeterminada. Também sob o ponio de
vista prdtico, o conhecimento da configuragao indeformada de uma rede permite
especificar, com precisio, os comprimentes de corte dos cabos e os pontos de in-
terseccho entre cabos para a pré-montagem da rede antes de sua fixacho definitiva
na estrutura de apoio.



5.3 Sobre a analise dinamica.

Embora o algoritmo implicito {via minimizacdo da Energia Total} para a Integracio
numeérica da equagao de movimento tenha se mostrado eficiente {emn termos de acuricia
& tempo computacional), os exemplos estudados nao sdo suficientes para recorpendar sua
utilizagao ern lugar de algoritmos explicitos ou mesmo de oulros esquemas implicitos.
Além disso, a escolha de algoritmos para a solugao de problemas de equilibrio dindmico
depende, sempre, das agoes dindmicas em jJogo, e nao se trabalhou com nenhuma agao
dinamica real {vento, por exemplo}.

5.4 Temas para pesquisas complementares.

Alguns aspectos da andlise estdtica e dindmica de redes protendidas e estruturas mistas
nao estiao ainda bem estabelecidos {neste trabalho e na literatura consultada). Alguns
deles sdo apresentados a seguir.

e Afrouxamento de cabos. A expressio afrouxamento de cabos. freqientemente
enconirada na literatura e neste trabalho, ndo tem significado muwilo claro. Para
um elemento finito de dois nds, a expressao parece pretender descrever a situagae
e que os nds do elemento {pontos da extremidade} tenham entre si distancia
menor gue a exisiente na configuragdo indeformada. Como o elemento de dois nés
é, na verdade, um elemento de trelia, esta situagho {diminuigao do comprimento
indeformado} significa compressao do elemento, o que nao faz sentido para cabos
suficientemente flexivers.

Dols procedimentos {incorretos) sdo encontrados na literatura para resolver esta
sitsacdo: o primeiro deles {mais freqiente) é desligar o elemnento que apresente de-
formacdes de compressao, Isto introduz irregularidades na fungao Energia Poten-
cial Total que contrariam os requisitos exigidos pelos algoritios de minimizagao.
O segundo procedimento é adotar uma relagio constitutiva unilateral para o ele-
mento de cabo {o(¢) > 0). Este segundo procedimento. embora matematicamente
correto (se bem implemeniado em termos computacionais), também nao descreve
o fendmeno {isico adequadamente porgue um elemento de cabo pertencente a uma
rede estard, sernpre, no minimo submetido a agéo do seu peso propric e, portanto,

tracionado.

Pretende-se, em pesquisa subsequente a este trabalho, estudar a possibilidade de
modelar cabos com elementos de dois nés usando discretizagoes varidvels, ou seja,
quando um elemento apresentar deformagoes de compressao {durante urm processo
jterativo) ele é dividido em dois elementos (de igual comprimento, por exemplo) e
a iteracio é repetida para gue se manifeste o comportamento de cabo livremente
SUSPENSO.

s Fregiiéneias naturais. Como jd dito no Capitulo 3, as frequéncias naturais das

redes foram determinadas, neste trabalho, a partir de uma expressao linearizadada
equacao de equilibrio dindmico. Pretende-se estudar a influéneia da consideracao

~
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de mals termos na expansao em série de Tavlor {veja-se se¢ao 3.3.1 do Capitulo
3} da expressiao do gradienie da Energia Potencial Total,

¢ Dinamica da estrutura mista. Quiro ponto nio corretamente abordado no tra-
bathe foi o da determinagao de configuragdes de equilibrio dindmico. Estudou-se
somernte a comportamento dindmico das redes, sob o ressuposto de que a resposta
dindmica da estrutura de apoio {normalmente muito mais rigida) teria, em termos
de deslocamentos, pouco infinéncia sobre o comportamento da rede protendida.

¢« Acio do vento, Em coberturas pénsels. a determinagao da resposta dindmica da
rede de cabos {e da esirutura de apoio) submetida & agido do vento, considerado
como acao varidvel com o tempo. deve estar presente em uma andlise estrutural
mais completa.

¢« Esiudo de viabilidade econdinica das coberturas pénseis. Mesmo em
paiseis onde a utilizacio de coberturas pénseis é bastante {regiente, afirma-se
{veja-se, por exemplo, Buchholdt,1985) que nao ha estudos suficientes sobre a
viabilidade econdmica desses esquemnas estruiurais em projetos de menor porte
(é?&ifici{‘:s industriais leves, por exemplo). A malor utilizacao de coberturas pénseis,
no Brasil, depende, ainda, de estudos de viabilidade econdmica e dispenibilidade
de materiais e equipamenios {cabos, conectores, esticadores de alta resisténcia,
equipamentos de elevagdo e protensio, etc.}.
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Apeéndice A

A.1 Tensoes e deformacgoes conjugadas.

O texto apreseniado a seguir é uma transcrigdo, quase literal, de parte do Capitulo
2 da publicagio Andlise N3do Linear de Treligas Espaciais, de avtoria do Prof.
I3r. Paunlo de Mattos Pimenia, da EPUSP-USP. O objetivo desta franscrigao é o de
coniribuir para a melhor compreensdo de algumas afirmativas {eitas nos Capitulos 2 e
4, em especial na dedugio da Energia Potencial Total e na dedugio da matriz Hessiana
da Energia Potencial Total.

Considere-se o elemento de trelica mostrado na figura (A-1}, abaixo.

Figura A-1: Flemenio de {relica,

Em uma configuracio de referéncia o elemento tem comprimento A e drea da se¢ao
iransversal o. Em uma configuragio na qual o elemento estd submetido a wma forga
axial ¢, o comprimento do elemenio € &' e a drea da segao transversal a'.

Define-se como medida de deformacio do elemento qualguer fungao que relacione os
comprimentos A ¢ A, Uma medida bisica de deformagao € o estiramento, dado por

Af
T
Ulma famitia de medidas de deformacao pode ser, por exemplo, assim definida

V= (A.1)

{Zm) (¥ — 1} se m#£ 0 .
- (4.2)

in-y se m =

Alguns elementos dessa familia sao frequentemente encontrados na literatura:

ey = {v'—1}/2 (Green)
gy = -1 (Linear)
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o = Inny {Hencky)
g1 = Pyt {Reiner)
€ (1-~7%}/2 {Almansi)

3

fryr.

H

]

A poténcia da forga axial », por unidade de volume da configuragae de referéncia,
¢ dada por

= o N {A.3)

onde A € a taxa de variacio, no ternpo, do comprimento do elemento.
Para a familia de deformacdes (A.2) as taxas de deformagio sao dadas por

: o N
Em ™ 7 :}._f (A ‘4)
de onde se tem
Mo ¥ T (A.5)
Levande (A5} em (A.3), vem
W= 1 0 A ATy = O € {A.6)

Assim, por identificacdo de termos, pode-se escrever

O = o I (A7)
£

Desta forma. escolhide um models do deformagao {ou seja, escolhido wmn valor para
m), a tensdo deve ser calculada pela expressao (A.7} {com o mesmo valor de 1} para que
o produio das duas seja a poténcia especifica {0 que € conceitualmente fundamental).

A titulo de ilustracio, seja nm material cuja equacho constitutiva, obtlida por meio
de ensaios em um corpo de prova, seja linear param = 0

og — ﬁ £n (&.3)

isto é, um material que apresenta relagio linear {com coeficiente angular 8} quando a
deformacho logaritmica {ou natural, ou de Hencky} e a tensbo de Kirchholf-Trefftz sao
usadas para registrar os resultados do easaio de tragdo axial
Se se pretende construir um modelo tedrico baseado na deformacao linear {m = 1/2},
a relacho tensdoxdeformagio nesse modelo nao sera linear, como se vera a seguir.
Para m = 1/2, pode-se escrever

(1.9)
Mas,

£o = Iy = In{l + &) {A.10)

E
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Fagendom =0 e m = 1/2 em {A7}, vem

0o =y 0y (A.11)
Levando (A8}, {A.10) e (A.11) em {A.8), vem
oy =f (1+ey)7" Infl+e4) (A.12)

gue é a relagdo olg) que deve ser usada guando se adota a deformagao linear para
modelar o material caracterizado, originalmente, pela equacdo (A 8).

A.2 Eqguacao constitutiva de cabos flexiveis.

A relacio entre este modelo de deformagio e sua tensio conjugada pede ser determinada
com base na equagao {A.7) e em resultados obtidos por meio de ensaios de tragao axial,

(s cabos flexiveis usados em estruturas sho submetidos a um pré—estiramento {como
j4 dito na Introducdo deste trabalho}, com uma forga axial equivalente a 55% da carga
de ruptura. Esse procedimento faz com que o cabo passe a apresentar uma relagao
lincar entre a carga axial e o estiramento [veja-se, por exemplo, Scalzl e MeGrath,1971).
Usando a notagdo da secao anterior, pode-se oscrever

o = k(A - A) {A.13)
Lembrando que
. A.14
E’; Gl meemne——— — i
; 5 (A.14)
e
oy = (A.15)
3 o
pode-se escraver
i A
UGN (A.16)
% 5% ¥

Assim, os cabos pré—estirados apresentam uma relagéo linear entre a deformagéo
linear (m = 1/2} e sua tensho conjugada. O coeficiente da relagao linear {A.16) ¢
determinado com base em resultados experimentals (veja-se, por exemplo, Majowi-
éﬁ{.ki{i@SE}),}}.?—fi.?}.

E imporiante ressaltar gue para qualquer outro modelo de deformagio a relagae
tensiox deforrnacio nao serd linear {Pimenta,1986).

Referéncias.
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Apéndice B

Este apéndice tem, essencialmente, dois objetivos: a) apresentar, para o leitor nio
Jomliarizado com métodos de programagdo ndo linear, wna deserigdo simples e su-
cinla das idéias basicas que fundamentiam o método de Newlon, guase unanfmermnente
citade na literatura como o mais eficiente e acurado; b} justificar, qualitalivamente, a
utthizacdo, neste trabalho, de wn algoritme do tipo quase— Neuwlon

B.1 Método de Newton.
Duada a funcio nao linear
H(z):V — R
 sejamn zp e = dois elementos de V e d uma dire¢do em V tal que

T x4 d (B.1)

Admitindo conhecidos o gradiente e a Hessiana de I{z) no ponto zy,
VH(ZQ) = Q{ZQ) (BZ)

pode-se escrever

{7~ 2o} H(zo}{z — z0)

g |

TH{z} = H{zo) + gl{ze){z ~ z0) +
ou, usando (B.1},

Ti(z) o T1(zo) + glao)'d + %d‘}?{x(}}d (B.4)

O segundo membro de {B.4) é uma funglo quadrédtica ¢{d}. Se H{zy) for definida
positiva, o minimo de ¢{d)} é solucao do sistema

H{zg) d = —g{zg) (B.5)

Chamando de d° a solugio de {B.5}, entéo

d}<4(d) Vd

ou, usando {.4},
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M{ze + d') < Mzy)  Vd (B.6)

Assim, se z for suficientemente présimo de zy, e se {B.5) tiver solucdo tnica, a
direcao d é uma diregade de descenso da fungao H{z).

Um algoritmo de minimizacio em que a diregdo de busca de minimos seja dada pela
equagio (B.5) é chamado de mélodo de Newfon, e a sclugio de (B.5) ¢ chamada de
di ref;.iio de Newion.

A forimulacie bisica de método de Newton acima descrita devem ser acrescentadas
duas modificactes para que se tenha uma implementagae eficiente e acurada.

B.1.1 Busca linear.

Fmbora d° seja um ponto de minimo de ¢{d}, o valor I1{z"} pode ser maior que o valor
H{xy) se x” nao for suficieniernente préximo de xy € a aproximagao quadratica tornar-se
grosseira. Para solucionar este problema, a equagao (B.1} pode ser modificada com a
introducao de wmn parametro o < 1,0

=gt d (B.7)

O ohjetivo passa a ser, entio, delerminar o lal que

M{zg + o' d} = min N{zy + od)

B.1.2 Matriz Hesslana ndo positiva definida.

Se H{zy) for singular o méodo falba porgue nao ha solucdo para o sistema dado em
{B.5). Se H{zp) nao for positiva definida, a aproximagao guadrética ¢{d] nao ne-
cessériamente fem um minimo ou mesmo um ponto estaciondrio {Gill et al 1981).

A solucho para esses dois problemas (que podem estar presentes ,por exemplo,
quando se busca minimos da fungdo néo linear Energia Potencial Total} é construir
uma matriz H(zo), positiva definida, a partir da matriz H{zo). Na literatura sobre
programagio nio linear podem ser enconiradas diferentes proposias para a consirugao
da matriz H (ze).

Em vista das observacdes feitas acima, fica clare que a atraente simoplicidade da
formulacho bisica do mélode de Newton deixa de existir em uma implementacao efi-
ciente. Além disso, s excelentes condices de convergéncia {em termos de mimero de
iteraghes) deve-se conirapor ¢ aumento do tempeo computacional {em relagio a uma
implementa¢3o da formulagio bésica} em virtude das modificagbes descritas.

Uma ohservacio importante sobre 2 forma de cdlculo da direcie descida d deve
agora ser feita: se z° for suficientemente préximo de g, a solugio da equagao {B.5) ¢
uma direcdo de descenso da fungio H{z) para gualquer matriz positiva definida que seja
usada em lugar de H{zg). Este fato é usado nos métodos quase-- Newton, cuja estrutura

hésica é descrita a seguir,
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B.2 Mdétodos quase—Newton.

Nos métodos quase—- Newton parte-se do pressuposto de que o cdlculo da matriz Hesslana
H{zy}, usada na determinagao da direcao de descenso de I{z}, é impraticével ou requer
um esfor¢o computacional excessivo. A idéia bésica é construir uma aproximagao para
a inversa de H{zy), eliminando a necessidade de, em cada iteragao, calcular Iz} e
resolver ¢ sistema [B.5).

Diversas proposias she encontradas na literatura para a construgao da inversa apro-
ximada de H{z,}, variando desde uma aproximagio gue se mantém constanie em todas
as Heragbes, até formas mals sofisticadas, em que as aproximagoes sao atualizadas em
cada iteracdo com base no comportamento da funcdo I1{z} e de sen gradiente, g{z}. O
algoritmo usado neste trabalho é uma variag ao do chamada método DFP (Davidon,
Fletcher e Powell). Sua formulagio detalhada pode ser encontrada em Luenberger, 1984,
A implementagio computacional usada neste trabalho é apresentada no Apéndice D.

Fanbora paoc tenham sido feitos, neste trabalho, estudos comparativos entre wima -
plementagio eficienie do método de Newton e a implementacho guase~Newton acima
descrita, 6 possivel afirmar, com base em observagdes encontradas nas referéncias, que
o método guase—Newion contém um bom compromisso entre espago de memdria ne-
cessdrio, acurdcia, rapides e versatilidade.

Heferéncias.
(B-1] - GIlLLP.E.; Murray, W.; Wright M_H., Practieal Optimizaiion, Academic Press,
London,1982,

(B-2! - Luenberger,D).G., Linear and Nonlinear Programming, Addison-Wesley Publ.
Co., 1984,
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Apéndice C

Este apéndice contém resultados numdéricos de alguns dos exemplos apresentados
nos Capitalos 2 e 3. O objetive é o de possibilitar a corparacao com resultados obtidos
com ¢ emprego de outros modelos tedricos efou lécnicas de resolugao,

C.1 Exemplo 2.4.3-2.

Conhiguracio de equilibrio {figura 2.4.3-4) :
£ g

e e

Tros nos ERPel (]f;lg)

| 600.0000  -600.0000 |

600. GE}{}{)

| -600.0000 |

600.0000

X ((m) ; Xmum} X{om) © Y(am) | X(em) | Y {cm)
0.0006° 0.0000 1 00000 0.0000 | 0.0000 1 0.0000
12.0068 | -48.2757 | 13.0802 . -48.2807 | 13.0510 | -48.288]
26.0826 | -96.3200 | 26.9484 | -06.3397 | 26.8331 | -96.3714
41.7538 | -144.1161 | 41.7009 | -144.1335 | 41.5805 | -144.1659
57.5246 | -191.5813 | 57.4517 1 -101.6063 | 57.2121 -191.6774
744509 | -238.6323 | 74.3367  -238.6864 © 74.1464  -23R.7IRG
026361 | -285.2345 | 92.5100 | 2832797  92.1444 | 2854021
112.3373 | -331.2021 § 119 1054 | -331.2606 : 111.9846 | -331.3100 -

| 133.7735 | -376.3843 | 133.6050 | -576.4595 | 133.0830 | -376.6530
' 157.2355 1 -420.5454 | 157.0385  -420.6414 © 156.9034  -420.6259 .
IR3.0751 | -463.3546 | 1828479  -463.4777 | 1821652 | -463.7R48 -
©911.7116 ) -504.3398 [ 211.4535  -504.4983 | 211.5521 | -5014.2453 .
2436250 | -542.8100 | 243.3980 | -543.0241 | 2424950 | -543.3267
| 279.3161 | -577.8072 || 270.0082 | -378.0720 | 279.4952 | -577.1630
3191015 | -607.9131 | 318.8819 | -608.2521 | $17.9748 | -609.0939
| 363.3208 | -631.2969 | 363.0449 | -631.7005 | 363.6406  -620.4589
L 411.0661 | -645.8624 | 410.8695 | -646.3173 § 410.2741 | -647.4067
| 460.8068 | -649.8673 | 460.7169 | -650.2917 | 460.2714 | -646.9985 |
L 510.7023 | -642.7570 | 10,1980  -643.0684 [ 510.1739 | -643.8804 |
| 557.0461 ¢ -625.4020 | 557.0708 | -625.6461 © 53B5.632] | -623.0569

~600.0000



Configuragoes indeformadas

 Jigura

FR—

X {cm) I

(figuras 2.4.3-5.6}

0.0000 |
28.5840
57.1680 |
%5.7520 |

114.3361
142.9201 |
171.5041

C200.0882

L 2286722 |

i

2572562

285.8403
| 314.4243
| 3430083 )

| 523.9523

371.5923
400.1764
428.7604
457.3444
455.9285

| 561.9761 |
| 6000000 |

| -246.1428 |

0.0000 |
-41.0238 |
82,0476 |
-123.0714 |
-164.0952 |
-205.1190 |

-287.1666
+328.1905 |
-369.2143 |
-410.2381
-451.2619
-492.2857
-533.3095
-574.3333
-615.3571
-656.3810 |
-697.4048
-664.9365 |
-632.4682
~600.0000 ¢

13.0820

26.9521 |

41.70G68
H7.4599
74.3473

92.5320
| 112.2108 |
133.6225
157.0576 |
| 182.8679
211.4729
243.3550 | -
279.0197 |
31R.8844 |
363.0353 |

410.8471

| 460.6860 |

510.1681

F 557.0521

630.0000

Figura 2.4.3-6 '

- 0.0000

| -48.2583
L -06.2960 |
| .144.0694
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| -600.0000 |

=




C.2 Exemplo 2.4.3-3.

Configuraches de equilibrio estdtico:

TV TR T Y TR Ty
£ 0.0000 | 0.0000 || 0.0000 = 0.0000 | 0.0000 | 0.0000
LO.0500 1 0.0000 | 0.0500 | 0.0000 § 0.0500 | 0.0000 |
F0.3000 1 0.0000 ¢ 0.1001 1 0.0000 ¢ 01001 | 6.0000
L 0.3501 10.0000 | 0.1501 1 0.0000 | 0.1301 | 0.0000 |
02001 1 0.0000 | £.2001  D.0000 | 0.2002 | 0.0000
L 0.2501 1 0.0000 § 0.2501  0.0000 1 0.2498 © 0.0062 |
[ 0.3001 | 0.0000 || 0.3002  0.0000 | 0.2084 | 0.0183
L 0.3501 | 0.0000 || 0.3502 1 0.0000 | 0.3452 | 0.0359 |
- 0.4002 | 0.0000 || 04002 | 0.0000 | 0.3000 | 0.0583 |
| 0.4502 1 0.0000 | 0.4496 | 0.0082 | 0.4324 ' 0.0848
L 0.5002 | 0.0000 || 0.4971 | 0.0240 | 0.4725 | 0.1149 |
| 0.5502 1 0.0000 || 0.5418 | 0.0464 | 0.5101 | 0.1478 |
L 0.6002 | 0.0000 | 0.5834 1 0.0742 | 0.5455 | 0.1832
L 0.6488 © 0.0121 § 0.6210 | 0.1062 || 0.3788 | 0.2206 |
F0.6935 | 0.0845 | 0.6573 | 0.1416 | 0.6101 | 0.2597
| 6.7335 | 0.0645 | 0.6808 | 0.1796 | 0.6305 | 03002
L 07680 1 0.0090 | 0.7199 | 0.2106 | 06675  0.3419

C.3 Exemplo 3.4-3.

A tabela abaixo mostra os quadradsdos das freqiiéncias naturais (em rad/s) para os dez

primeiros modes,

' modo || ¢ > 1/10000 | € > 1/1000
L1 T 10749 | 1.8602
L2 b 12467 2 6263
L3 b 14792 3.3188
L4 | 16940 36655
L5 b 29208 4.3235
L6 1 2.5499 46317

T 29885 5.5660

8 | 34123 56741

o 41161 | 6.0015

10 47395 | G870
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C.4 Exemplo 3.5.

1-2.

{3 0000 0.0000
| 0.0455  -0.0430
L 0.0030 | -0.0827
101453 0 -0.138
01997 -0, }4<w
L 0.7569 ¢ -0.1745
L 0.3166  -0.1933
0.3781 © -0.2050
0.4405  -0.2089
0.5029 | -0.2050

0.6813 + -0.1492 |
07357 -0.1184
| 0.7871  -0.0827

| 0.8355 | -0.0430
| 0.8810 1 (.0000 |

(3.5644 -0.1033
0.624] : -0.1745

0029} Is}
806013
000288

016689
0.20881
0.25533
0.30669
[ 0.36252
042153
0.48108
§ 054405
G.60657
0.66835
0.72824
0.78556

i
i
;
l

0.00000
- 0.05541
000982
016317
0.12853

0.L0H3G0

-.21463

026410

C0.31050

-0.35247
~1LABR2Y
-0.41642
-.43716

(3453224

= 0.0 s, =

-0.07526

0.11427 |
0.15323
0,19252
L0.23188
| -0.34476 |

027157
L 0.31241

-0.35346
-0.39913

| -0.44391
-0.49005 |

046083 ¢
046007
-0.45055 |

-0.43261

-0.40768 |

-0.63773
-0.58729
~0.63852
-0.6913

0.00000
L -0.03758

(8set = 208,

0. {}fJUOO

-0.05027 |
030044 |

-0.14956
-0.19869
-0.24752 |
-0.29629 |

-0.39138

-0.43779
L0.48266
LL52041
-0.56870 |

-0.60823
064739
068325
071674




Apéndice D

Apresentam-se, neste Apéndice, as listagens em linguagem PASCAL das rotinas gue
fazem parte dos programas usados para a resolucio dos exemplos apresentados ac longo
do texto.

.1 Algoritmo quase—Newton

O algoritmo quase—Newton, cuja listagem em PASCAL é apresentada nesta segio, ¢
descrito por Luenberger.{1984) (self-scaling guasi— Newton algrithm).

procedure quasinewton(var n,minor tinteger;
var maynorm,f :double;
var X,g cdvectkor):

var

anykey tchar;

1.1 cinteger;

sum,pg,qhq, gamsa , auxl, auxl ;double;

d.p.q.hg rdvector;

begin
{ initiate B }
for j:=t to n do
begin
for i:=1 to n do b7[1,3]1:=0.0;
h{j,jl:=1.0
end;

{ initiate: objective, gradient J
cbiective(n.f x,.g);

{ initiate d& }
for i:=1 to n do 4[il:=-glil;

minor.=0;
while notoptimal(n,minar‘maxnorm,f,g) end (not keypressed) do
begin

minor:=minor + 1;
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{ update: objective, x, gradient / calculate: p, q }
linesearch(n,f,.x,g.d,.p.q);

{ calculate Hq }
for 1:=1 to n do

begin

sum:=0.0;

for j:=1 to n do sum:=sum + h™[i,j} * qfil:
hgfi] i=sum

end:

{ calculate: pg, qHq }

pq:=0.0;

qhq:=0.0;

for i:=1 to n do
begin

pg:=pq + plil * qlil;
qhq:=ghq + qli] * hqli]
end

{ calculate scale Tacter }
gamma:=pg / ghg;

{ update H }
for i:=1 to n do
begin

auxi:=hgl{il / ghg;

aux2:=p{i] / pq.

for 3:=1 to n do h"[1,j}:=(0"{1,j] - auxl * hqljl) = grwaa
+ anx2 * plil

end
{d=~-Hg }
for i:=1 toe n do
begin
aum:=0.0;

for j:=1 to n do sum:=sum + h~{i,j} * glil:
df{i}l:=-sum
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end
end:

{ clear keyboard buffer }
while keypressed do anykey:=readkey
end;

3.2 Buseca linear.

A rotina de minimizacio unidimensional apresentada nesta se¢do pode ser encontrada
emn Lasdon,(1970).

procedure linesearch(var n rinteger;

var fO rdouble;

var x0,g0.4,p.q :dvector);
const
tol = 1.0E-0001; { linesearch tolerance: O <= tol <t }
factor = 1.0E+0001; { £(1) is not much greater then £{0) }
maxintpn = 20; { maximum mmber of interpolations }
var
k.intpn rinteger;
a.b.,alpha,fa,fb,f,df0,dfa . dfb,4f ,ul ,u2,delta,maxdf :double;
X.g rdvector;
begin
{ initiate fa }
fa:=f0.

{ initiate fb }
for k:=1 to n do x[k]:=xC[k] + 4{k];
objective(n,fb,x,g);

{ adjust d / update fb }

maxdf :=factor * (abs{fa) + 1.0);

while {(fb - fa) » maxdf do
begin
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for k:=1 %o n do
begin
afk}:=0.5 * dik};
x{k] :=x0{k] + d{k}
and;
objective(n,fb,x.g)
end;

{ initiate: d4f0, &fb, dfa }
afQ:=0.0; afh:=0.0;
for k:=! to n do
begin
df0:=4f0 + df{k] = g0[kl;
dfb:=dfb + dlk] * glk]
end:
dfa:=df0;

{ verify >
if df0 »= 0.0
then begin
closegraph;
writeln(’Line Search Failure');
halt
end;

h:=1.0;

while (dfb < 0.0) and (fb < fa) do
begin
fa:=fh;
dfa;=dfb;

b:=b + b;
for k:=1 to n do x{k}:=x0{k] + b * dlkl:
objective(n,fb.,x,g);

dfb:=0.0;
for k:=1 to n do dfb:=dfb + dlk] * glkl
end;

a:=trunc{0.5 * b);

{ calculate alpha }



ul:=(fa - fb) / (b - a) * 3.0 + dfs + dfb;

uz:=sqrt{sqriul) - dfa * dfb);

if ul < 0.0 then delta:=u?2 -~ ul else delta:=-dfa % dfb / (u2 + ul);
alpha:=b - (dfb + delta) / (dfb - dfa + u2 + u2) * (b - a);

{ calculate f }
for k:#1 to n do x[kl:=x0[k] + alpha * 4[k];
objective(n.f .x,g);

{ calculate df }
af :=0.0;
for k:=1 to n do df:=af + 4[k] » glkl;

{ initiste: maxdf, intpn }
maxdf:=-tol *» 4df0y
intpn:=i.

{ repeat the interpolation if necessary }

while {{fa < £) or {(fb < £) or {abs(df) > maxdf)) and (intpn < maxintpn)} do

begin
intpn:=intpn + 1;

if 4f > 0.0

then begin
b:=alpha;
fh:=f; dfbr=4f
end

else begin
a:=alpha;
fa:=f; dfa:=df
end;

{ calculate alpha }
ul:=(fa - fb) / (b - a) * 3.0 + dfa + dfb;
u2:=sqrt(sqriul) - dfa * dfb);

if pi < 0.0 then delta:=u2 ~ ul else delta:=-dfa * dfb / (w2 + ul);

alpha:=b - (dfb + delta) / (dfb - dfa + u2 + u2) ¥ {b - al);
{ calculate f }

for k:=1 to n do x[k]:=x0[k] + alpha * dlkl;
objective(n,f x,g);
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{ calcunlate 4f }

df :=0.0;

for k:=1 to n do df:=df + d[k] * glk]
end;

{ calculate: p, q }

for k:=1 to n do
begin
plkd =x{k} - x0{x];
qlk] :=glk] - g0kl
end;

{ update: objective, x, gradient >

TO:=f;

for k:=1 to n do
begin
20 1k] =x{k];
golk] :=glk]
end

end;

D.3 Energia Potencial Total.

Apresenta-se, a seguir, a rotina que calcula a Energia Potencial Total para um arranjo
bidimensional de elemenios de cabo e portico.

procedure objective{var n  :integer;
var f rdouble;
var x.g :dvector);

var

i,j.k.node,2 rinteger;

cx,cy,1 :single;
aux(,auxl,aux2,epsilon :double;

o ;array [1..6} of integer:
d.ge rarray {1..8] of double;
begin

{ initiate: cbjective, gradient }

£:=0.0;
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for k:=1 to n do
begin
f:=f - forcelk] * x{k]:
gikl:=-forcelk}
end;

{ truss elements }
for e:=1 to nte de with trussfe] do

begin
CHI=C08X
€Yy.:=CO8Y,

l:=length - cut;

node:=linkl;

ol1] :=neword{i ,nodel;

o{2] :=neword[2,node] :

node 1 =linkZ;

0f{3] :=neward{i,node] ;

ol4] :=neword{2,node) ;

for k:=1 to 4 do if (olk] <= n) then dlk]:=x[o{k]] else dfk]:=0.0;

{ calculate epsilon }

auxi:=(d[3] -~ 41} + cutx) / 1;

aux2:={d[4] - da{2} + cuty) / 1:

auxQ:=auxl * (cx + cx + auxi) + aux2 * {cy + cy + aux2);
epsilon:=aux® / (sqrt(1.0 + aux0) + 1.0);

{ ' if {(epsilon < 0.0) then e;silen:=0.0; }

{ update objective }
f:=f + young * area * 1 * epsilon * epsilon / 2.0;

{ update gradient }

aux0:=epsilon / sqrt{1.0 + aux0) * young * area;

ge[B3]:=aux0 * (auxl + cx);

gel4] :=aux0 * {(aux2 + cy);

gelll:=-gel3];

gel{2):=-geld]; )

for k:=1 to 4 do if (o[k] <= n) then g . {k]}:=glolkl} + gelk]

end;

{ frame elements }
for e:=1 to nfe do with framele]l do
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and;

D.4

begin

node =linkl;

af1] :=neword[1.node];

ol2] :=neword[2,nodel};

ol3] i=neword {3 .node] ;

node:=link2;

of4]) :=newordl! ,node]:

{5} :=neword 2 ,nodel;

oi{B] :=neword{3,.nodel;

for k:=1 to 6 do if (clk] <= n) then d{k]:=x{o[kl] else dlk]:=0.0;

{ update gradient }
for i:=1 to 6 do

begin

auxd:=0.0;

for j:=1 to 6 do awxO:=aux0 + eviff{i,j] = dlil:
geli] :=aux0

end;

for k:=1 to 6 do if (ofk] <= n) then glolkll:=glolkl] + gelkl:

{ update objective }

aux0:=0.0;

for i:=1 to & do auxO:=aux0 + d{il * gelil;
fo=f + aux0 / 2.0

end

Algoritmo implicito.

Apresenta-se, a seguir, a estrutura ¢ algoritmo implicito usado na solugao dos exemplos
do Capitulo 3.

time .=0.0;
assign{ic,outfile); rewrite(io};
{ steps:= trunc(tmax / dt + 0.B); 2}

forcet{time)

{ calculase a0 = (/M) * [ft - g(x0)} &

gradient{n,x0,g);

for k:=1 to n do glkl:= ftlk] - gikl:
solvell(n,.g.m);

for k:=1 to n do a0f{k]:=glk}:
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while (time <= tmax)} and (not keypressed) do
begin
timestep:=timestep + 1,

- 4.0 % {(xO + gt * vO) / dt / 4t - ad

H

{ calculate ¢l

c2 = v0 +dt (a0 + ci} / 2.0 3
for k:=1 to n do cli{k]l:= ~4.0 * (x0[{k] + dt * vO[k1) / dt / 4t - a0[k}
for k:=1 to n do ¢2{k]:= v0lk] + dt * (a0[k] + cifk]) / 2.0:

{ ralculate predictor value of x and v at time {(t + dt) }
for k:=1 to n do

begin

x¥0fk] = x0[k] + dt * vO[kl + 4t = dt * aOfk] / 4.0;
vOf{kl:= vOlk] + dt * a0k}l / 2.0

and;

{ minimize W {x} }
taux:=time + dt;
forcet{taux) ;
guasinewton{iteration,.n,maxerror,f x0.g);

{ calculate value of v and a at (¢t + dt) }
for k:=1 to n do

begin

a0{k]l:= 4.0 * x0[k] / dt / dv + ciik]:
vO{k]:= vO[k] + dt *» aO[k} /7 4.0

end;

{ update time, configuration ¥
time:= time + df;
if {(timestep mod 1) = O then
begin
{ coordinates at tims t }
for node:=1 o nodes do
begin
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aux:=ordxnode];

if aux <= n then xfinallnode]:=xp[necdel + x0laux]
else xfinallnode]:=xoinode]:

aux:=ordy [node] ;

if aux <= n then yfinal{node]:=yol[nodel + x0[aux]
else yfinalinede]:=yo[node]

end;

{ writedata }

{ fer node:=1 to nodes do
writeln{io,xfinallnodel :12:6,yfinal{node] :112:5);}
writeln(io,time,® ,yfinalf{i0]);
writeln(time,’ ’,yfinall10}}

end
end;
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