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Resumo

Costa, Dalmo Inacio Galdez, Andlise Numérica de Falhas em Materiais Compdsitos Lami-
nados Usando um Critério Baseado em Fenomenos Fisicos. Campinas, 2010. Dissertacao de

Mestrado, Faculdade de Engenharia Mecanica, Universidade Estadual de Campinas.

Este trabalho apresenta uma andlise da falha de laminados de materiais compdsitos
através de critérios baseados em fenomenos fisicos. Formulacoes de elasticidade plana ani-
sotrépica do Método dos Elementos de Contorno (MEC) e suas respectivas solugoes funda-
mentais foram utilizados para calcular as deformagoes e as tensoes no contorno e no dominio
de cada uma das laminas que formam o laminado. Os envelopes de falha do critério LaRC03
foram reproduzidos e comparados com os envelopes de falha dos critérios de Puck e Tsai-Wu.
A variagao da resisténcia longitudinal de uma lamina com o angulo de orientacao das fibras
foi analisada. Uma vez que as tensoes foram previamente calculadas com o MEC, o critério
LaRCO03 foi utilizado para avaliar se ha algum dano no laminado. O modo de falha também
¢ analisado e os resultados discutidos. Os resultados para alguns problemas sao apresentados

e discutidos.

Palavras chaves: Materiais Compdsitos, Método dos Elementos de Contorno, Critérios de

Falha, Anisotropia.
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Abstract

Costa, Dalmo Inacio Galdez, Numerical Analysis of Failure of Laminated Composite Ma-
terials Using a Criterion Based on Physical Phenomena. Campinas, 2010. Master Thesis,

Faculty of Mechanical Engineering, State University of Campinas.

This work presents a formulation of failure of laminated composite materials using a
criterion based on physical phenomena. The Boundary Element Method (BEM) for aniso-
tropic plane elasticity and its respective fundamental solutions were used to compute strains
and stresses at the boundary and in the domain of each of the laminae forming the lamina-
ted. The LaRCO03 failure criterion envelope was reproducted and compared with Puck’s and
Tsai-Wu's failure criteria as well as the longitudinal strength variation of laminae with the
fiber orientation angle. Since the stresses were previously computed with BEM, the LaRC03
criterion was used to evaluate if there is any damage in the laminated. Furthermore, failure
modes are observed and results were discussed. Results to some problems are presented and

discussed.

Key words: Composite Materials, Boundary Element Method, Failure Criteria, Anisotropy.
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1 Introducao

1.1 Contextualizacao do Problema

O projeto de componentes estruturais é, sem duvida nenhuma, muito importante para
a Engenharia Mecanica. Toda a base tedrica da formacao de um engenheiro, incluindo
as disciplinas iniciais como Célculo e Fisica, continuando com as disciplinas especificas de
cada Engenharia, serao determinantes para a correta concepcao da forma que atendera a
necessidade de um projeto mecanico. Além de realizar uma determinada funcao em um
equipamento, o componente devera também suportar todos os carregamentos ao qual estara
submetido de forma a manter sua integridade estrutural e nao cessar sua funcionalidade.
Para tal, é muito importante que o material, sua quantidade e forma, sejam dimensionados
de maneira racional. Como uma das variaveis mais importantes, o material deve ser entendido

e suas propriedades conhecidas.

Um dos tipos de materiais que vém encontrando larga aplicacao na area de engenharia
sao os materiais compositos. Os materiais de engenharia convencionais tém sido classifi-
cados em trés grandes grupos: materiais metalicos, ceramicos e poliméricos. Os materiais
compdsitos sao uma espécie de combinacao entre dois ou mais materiais dessas categorias
(NETO; PARDINI, 2006). Em se tratando de compdésitos estruturais, o conceito é um pouco
mais especifico e diz que é um material que consiste de duas ou mais fases em escala ma-
croscopica, cujo desempenho mecanico e propriedades sao projetados para serem superiores
aqueles dos materiais constituintes quando analisados de maneira isolada. Uma dessas fases,
normalmente descontinua, mais rigida e mais resistente, é chamada de reforco. A outra, fase
menos resistente e continua, é chamada de matriz. Em algumas situacoes é possivel que,
devido as interagoes quimicas ou outro efeito do processamento, surja, entre as duas fases,
uma terceira chamada de interfase que, embora possua dimensées reduzidas, pode ser de fun-

damental importancia no controle dos mecanismos de falha, propagacao de falha, tenacidade



a fratura e no comportamento geral da relacao tensao-deformacao do material. As proprie-
dades de um material compodsito dependem das propriedades dos materiais constituintes, da
geometria e da maneira como as fases estao distribuidas. Um dos parametros mais impor-
tantes, determinado pelo processo de fabricagao adotado, é a fracao volumétrica do reforco.
O fato das propriedades serem também diretamente influenciadas pela disposi¢cao do reforgo
possibilita ao engenheiro determinar uma orientagao que seja mais favoravel a determinada

aplicagao, desenvolvendo assim um componente otimizado (DANIEL; ISHAI, 2006).

As aplicacoes de materiais compdsitos sao muitas e aumentam continuamente. Entre estas
se destacam a aeroespacial, automotiva, naval, energia, biomédica e esportes. A alta rigidez,
alta resisténcia mecanica e baixa densidade sao caracteristicas que fazem com que este tipo de
material seja extremamente desejavel em estruturas aeroespaciais, em avioes civis e militares.
Sao exemplos o Boeing 777, o Boeing 787 ”Dreamliner”’e o Airbus A380. No caso do Boeing
787, os materiais compdsitos correspondem a mais de 50% do peso da aeronave. Pequenas
aeronaves nao tripuladas em alguns casos sao feitas inteiramente de materiais compositos
(Figura 1) (AIRFORCE-TECHNOLOGY.COM, 2010). Como exemplo, pode-se citar também um
componente de amortecedor fabricado de compésito de fibra de vidro/resina epdxi que possui
20% do peso de seu original fabricado em ago (DANIEL; ISHAIL, 2006). Na &rea de produgao
de energia, compdésitos de fibra de carbono tém sido usados nas pas de turbinas de geradores
edlicos aumentando de forma significativa a poténcia gerada e reduzindo significativamente
os custos (Figura 2, cortesia de Vestas Wind Systems A/S (VESTAS, 2010)). Na biomedicina,
as aplicagoes incluem préteses e partes artificiais de membros. Produtos esportivos de alto
desempenho também se utilizam deste tipo de material, tais como estrutura de bicicletas de

competicao, raquetes de téenis, esquis etc.

Os materiais compédsitos possuem vantagens exclusivas em relagao aos materiais conven-
cionais, tais como alta resisténcia mecanica especifica, alta rigidez especifica, longa vida em
fadiga, baixa densidade e adaptabilidade a funcao requerida da estrutura. O fundamento para
esse desempenho estrutural superior estd na alta resisténcia especifica (resisténcia por densi-
dade) e na alta rigidez especifica (médulo de elasticidade por densidade) e nas caracteristicas
anisotrépicas e heterogéneas do material. Estas caracteristicas tornam a modelagem do com-
portamento mecanico do material compodsito muito mais trabalhosa. Por outro lado, elas
possibilitam um ajuste na manufatura, dotando-o de propriedades adequadas para atender

a um requisito especifico de projeto (NETO; PARDINI, 2006). A comparacdo entre as propri-



Figura 1: MQ-9 Reaper UAV de vigilancia e ataque (AIRFORCE-TECHNOLOGY.COM, 2010).

edades de dois metais com as de materiais compésitos reforcados com tecido ou arranjos de
fibras a 0° e 90°, ou seja, bidirecionais e com fracoes volumétricas de fibras, Vy, entre 57 e

60% pode ser observada na Tabela 1.

Tabela 1: Propriedades de materiais estruturais convencionais e compésitos fibrosos bidire-
cionais (AGARWAL; BROUTMAN, 1990)

Médulo de  Resisténcia Densidade  Moddulo  Resisténcia

V;  Elasticidade  Mecanica P Especifico  Especifica
Material %  FE (GPa) o, (GPa)  (g/cm?) (E/p) (0u/p)
Ago doce 210 0,45-0,83 7.8 26,9 0,058-0,106
Aluminio
2024-T4 73 0,41 2,7 27 0,152
6061-T6 69 0,26 2,7 25 0,096
E-glass-epoxy 57 21,5 0,57 1,97 10,9 0,26
Kevlar 49-epoxy 60 40 0,65 1,40 29,0 0,46
Carbon fibre-epoxy 58 83 0,38 1,54 53,5 0,24
Boron-epoxy 60 106 0,38 2,00 53,0 0,19

O material compésito estrutural possui um certo grau de anisotropia devido as diferentes
propriedades de seus constituintes e a orientacao das fibras imersas na matriz, o que faz com
que sua analise estrutural seja bem mais complexa. O atraso de mais de dois anos do voo
inaugural do Boeing 787 Dreamliner (Figura 3) é um exemplo de como pode ser complicado

projetar componentes com esse material. Em grande parte, esse atraso foi devido a problemas
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Figura 2: Pds de uma turbina edlica construidas com material compdsito (VESTAS, 2010).

de projeto. Em situacgoes como esta, os métodos numéricos sao largamente utilizados. Dentre
eles estd o Método dos Elementos de Contorno (MEC) que é bastante utilizado por possuir,
entre outras caracteristicas, alta taxa de convergéncia em problemas com altos gradientes

(ALBUQUERQUE, 2001).

E importante para o dimensionamento de um componente que se tenha conhecimento de
suas propriedades. Além disso, é importante também que se tenha um critério para avaliar
se o material vira ou nao a falhar sob a acao de um determinado estado de tensoes. Para
materiais isotropicos, critérios como o critério de Tresca e o de Von Mises podem ser usados.
Para materiais compositos, critérios especificos mais complexos foram desenvolvidos. Teorias
macromecanicas de falha foram propostas através da extensao e adaptacao de teorias de
falha isotrépicas, fazendo com que estas considerem a anisotropia do compdsito (HILL, 1947).
Primeiramente estas foram desenvolvidas com o unico objetivo de identificar a possibilidade
de falha. Porém, logo se percebeu a necessidade de incluir a previsao do modo de falha, ou
seja, como o material compdésito falha sob um estado de tensoes arbitrario. Devido a interacao
matriz-reforgo, esse tipo de material possui varios modos de falha que sao determinantes na
mudanca das propriedades e em uma eventual analise da propagacao de danos no material.

Esse segundo tipo de critério se baseia em fendémenos fisicos para a andlise (DANIEL; ISHAI,



Figura 3: Aeronave civil da Companhia Aérea Boeing, 787 Dreamliner.

2006).

O presente trabalho efetua uma andlise numérica da falha em compdésitos laminados
através da utilizacao de um critério baseado em fenomenos fisicos, além da andalise dos modos

de falha previstos.

1.2 Revisao Bibliografica

Os principais temas abordados nesta dissertacao sao a andlise estrutural numérica de
compositos laminados usando o Método dos Elementos de Contorno (MEC) com a aplicacao
de um critério de falha baseado em fenomenos fisicos, com a posterior analise do modo de
falha gerado. Entre os varios métodos numéricos existentes, o MEC é um método que possui
vantagens no que diz respeito as suas caracteristicas bésicas. Como exemplo, a discretizacao
do problema se torna mais simples tendo em vista que é necessario discretizar apenas o
contorno. O MEC também possui uma alta taxa de convergéncia em problemas com altos
gradientes, que é o caso de estruturas que possuem descontinuidades geométricas ou concen-
tradores de tensao. Também possui algumas desvantagens e a principal delas para problemas

de elasticidade anisotropica é a dificuldade na obtencao de solucbes fundamentais. Ape-



sar desta dificuldade, varias formulagoes para materiais anisotrépicos foram desenvolvidas
utilizando o MEC. Entre as formulagoes de elasticidade plana pode-se citar Sollero e Alia-
badi (1993, 1995), Deb (1996), Albuquerque, Sollero e Aliabadi (2002, 2004) e Albuquerque,
Sollero e Fedelinski (2003a, 2003b).

Para se fazer uma anadlise estrutural de um material compodsito laminado é necessario,
apos o calculo das tensoes, avaliar as falhas e os respectivos danos causados na estrutura.
De maneira geral, um elemento estrutural falha quando deixa de realizar sua funcao ade-
quadamente. Portanto, a definicao de falha pode variar para cada tipo de aplicacao. No
caso dos materiais compdsitos, de acordo com Agarwal e Broutman (1990), a falha pode se
dar das seguintes maneiras: quebra das fibras, microtrincamento da matriz, separacao das
fibras da matriz (descolamento das fibras) e separa¢ao das laminas do laminado compdsito
(delaminagao). Para prever o estado de tensao no qual as falhas irdo ocorrer, sao utiliza-
dos experimentos que mostram os limites de resisténcia do material em carregamentos com
diregoes especificas. Com o conhecimento dos valores limites de tensao do material, deve-se
aplicar um critério de falha para avaliar se a falha do material ocorrerd em um estado de
tensao qualquer. O trabalho de Hill (1947), que sugere uma teoria para descrever em uma
escala macroscépica o escoamento e o fluxo pldstico em um metal anisotrépico (a anisotropia
considerada neste trabalho é aquela resultante de orientagao preferencial), serviu de base
para que Azzi e Tsai (1965) desenvolvessem o conhecido critério Tsai-Hill. Alguns anos de-
pois, Tsai e Wu (1971) desenvolveram o critério Tsai-Wu, largamente utilizado atualmente
mas que, apesar da facil implementagao, nao permite identificar, sozinho, o modo de falha
sofrido pelo material. Este foi desenvolvido a partir de uma funcao escalar de dois tensores
de resisténcia, que satisfaz as condicoes dadas pelos invariantes a transformacao de coorde-
nadas e trata dos termos de interacao como componentes independentes. Este critério leva
em consideracao as diferencas entre as resisténcias em tensoes negativas e positivas e pode
ser especializado para diferentes tipos de simetria do material, espago multi-dimensional e

tensao multi-axial.

Segundo Hashin (1980), um critério de falha ideal para compdsitos fibrosos unidirecionais
é aquele que consegue distinguir entre os varios modos de falha e modelar cada um separada-
mente. A identificagao de cada modo de falha, ainda segundo Hashin (1980), é indispensavel
para modelagem da propagacao de danos. Por exemplo, através de uma analise das tensoes

do laminado ¢é possivel, utilizando-se um critério desta natureza, dizer nao s6 que o material



falhou mas também como o material falhou, se por ruptura da fibra, trincamento da matriz,
delaminacao etc. Neste trabalho, Hashin estabeleceu um critério de falha tridimensional
para compoésitos fibrosos unidirecionais em termos de polinomios quadraticos, os quais sao
expressos em termos dos invariantes do estado de tensao médio aplicado a materiais trans-
versalmente isotrépicos. Quatro diferentes modos de falha (modos de tensao e compressao da
fibra e da matriz) foram modelados separadamente. Isso resultou em uma superficie de falha
suave por partes. Anos antes, Hashin e Rotem (1973) introduziram um método parcialmente
iterativo baseado nos modos de falha. Os modelos desenvolvidos ficaram conhecidos como
critério de Hashin. Por nem sempre se ajustar aos dados experimentais, varios trabalhos su-
geriram mudancas, dentre eles o trabalho de Puck e Schurmann (1998) que sugere um plano
de acao que leva em conta um aumento da resisténcia ao cisalhamento da matriz quando
existe uma tensao normal transversal de compressao moderada. A determinacao do angulo

de fratura é apresentada neste artigo.

Hinton e Soden (1998) realizaram um estudo no qual participaram varios pesquisadores
e que ficou conhecido como World Wide Failure Exercise (WWFE). Este estudo teve como
intencao apresentar uma descricao compreensiva da maioria das teorias de falha disponiveis
até aquele momento e comparar as capacidades preditivas diretamente entre as teorias e
das teorias com dados experimentais. Em trabalho posterior, Puck e Schurmann (2002)
mostraram que seu critério, conhecido como critério de Puck, apresentava boa concordancia
com os dados experimentais do WWFE. Porém, Dévila, Camanho e Rose (2005) afirmam que
a abordagem semi-empirica do critério de Puck usa vérios parametros nao fisicos do material
e que podem ser dificeis de quantificar sem que se tenha um conhecimento aprofundado do

material.

De acordo com Davila, Camanho e Rose (2005), os mecanismos que levam a falha em um
material composito ainda nao estao completamente entendidos, em especial a compressao da
matriz e da fibra. O entendimento inadequado destes mecanismos e a dificuldade no desen-
volvimento de modelos dos modos de falha de facil utilizacao podem explicar as predigoes
imprecisas da maioria dos participantes do WWFE. Os resultados do exercicio indicam que
a predicao da maioria das teorias difere significativamente das observagoes experimentais
ainda que estivessem analisando apenas laminados simples. Déavila, Camanho e Rose (2005)
dizem ainda que a incerteza na predicao da iniciacao e da progressao do dano em compdésitos

sugere a necessidade de rever as teorias de falha existentes, avaliar sua capacidade e de-



senvolver novas teorias se for necessario. Seu trabalho descreve um novo conjunto de seis
critérios fenomenoldgicos para predicao da falha de laminados unidirecionais do tipo FRP

(Fibre Reinforced Polymer), tal trabalho ficou conhecido como LaRCO03.

Em trabalhos posteriores Puck e Mannigel (2007) abordaram o problema do ponto de
vista da andlise das tensoes do laminado, descrevendo a influéncia do carregamento combi-
nado (o9, T91) com a tensao normal o9 atuando na deformagao cisalhante 79, e 791 atuando na
deformagao normal 5. Melhorias nos modelos para o caso de fibras sob compressao também
foram propostas em Pinho, Robinson e Tannucci (2009a, 2009b). Finalmente, trabalhos mais
recentes ((VELMURUGAN; SOLAIMURUGAN, 2007; LAFFAN et al., 2010a, 2010b)) desenvolve-
ram técnicas otimizadas de obtencao das propriedades de tenacidade a fratura intralaminar

e interlaminar.

1.3 Descricao do Presente Trabalho

Neste trabalho sera feita uma andlise das tensoes em laminados de materiais compdsitos
utilizando o Método dos Elementos de Contorno e, de posse desses resultados, sera aplicado
o critério de falha LaRCO03, verificando suas predicoes de falha e dos modos de falha para
laminados sob diferentes carregamentos. Serao feitas também comparagoes entre os dados
experimentais e os valores obtidos com o critério citado, além de sua comparacao com outras

teorias de falha.

No capitulo 2 serao apresentadas as equacoes constitutivas para materiais compositos
e, mais especificamente, para laminados multidirecionais e simétricos. No capitulo 3 sera
apresentada a teoria referente a elasticidade e ao Método dos Elementos de Contorno para
materiais anisotropicos. No capitulo 4 as teorias de falha serao apresentadas, incluindo a
teoria do critério LaRC03. No capitulo 5 os resultados da aplicacao dos critérios Tsai-
Wu, Puck e LaRCO03 serao mostrados. No capitulo 6 serao feitas as consideracoes finais e

conclusoes do trabalho, assim como propostas para trabalhos futuros.



2 FEquacoes Constitutivas para
Materiais Compositos

2.1 Introducao

Os materiais compdsitos, segundo Agarwal e Broutman (1990), podem ser considera-
dos como materiais consistindo de dois ou mais materiais quimicamente distintos, em escala
macroscépica, tendo uma interface que os separa. Comumente sao formados por uma fase
descontinua envolvida por uma fase continua. A primeira, denominada refor¢co ou material
de reforco, é normalmente mais rigida e resistente que a segunda, denominada matriz. Suas
propriedades sao fortemente influenciadas pelos materiais dos quais sao formados, pela dis-
tribuicao destes materiais e pela interacao entre eles. As propriedades do compésito podem
ser ponderadas pelas respectivas fragoes volumétricas de seus constituintes, ou estes podem
interagir de tal maneira que as novas propriedades nao podem ser calculadas desta maneira.
Tendo isso em vista, ao se descrever um material compdsito como um sistema, além de
especificar as propriedades dos materiais constituintes, deve se especificar a geometria e a
orientacao do refor¢o em relagdo a um sistema de referéncia. A geometria do refor¢co pode
ser descrita pela sua forma, tamanho e distribuicao de tamanho. A forma das unidades
do reforco podem ser, as vezes, aproximada por esferas ou cilindros. A forma, o tamanho,
juntamente com a concentracao sao determinantes no nivel de interacao entre o reforco e a

matriz.

2.2 Tipos e Classificacao dos Materiais Compadsitos

Muitos materiais compésitos tem sido fabricados com o intuito de se obter materiais

com melhores propriedades mecanicas, fisicas e quimicas. Dessa forma, uma boa maneira



de classifica-los é agrupando-os pelo mecanismo utilizado para melhorar a sua resisténcia.
Os materiais compositos formados por duas fases sao entao classificados em trés grandes
categorias que dependem do tipo, da geometria e da orientagao do reforgo. Sao os compdsitos
particulados, compésitos descontinuos ou de pequenas fibras e compésitos de fibra continua

(AGARWAL; BROUTMAN, 1990).

Compositos particulados consistem de particulas de véarias formas e tamanhos que estao
aleatoriamente dispersas na matriz. Em virtude destas caracteristicas, este tipo de compdsito
pode ser considerado como sendo quasi-homogéneo e quasi-isotropico em uma escala muito
maior que o tamanho da particula e de seu espacamento. Sao exemplos deste tipo de material:
o concreto, o vidro refor¢cado com flocos de mica, polimeros frageis reforcados com particulas
com propriedades proximas a de borrachas, particulas de chumbo em ligas de cobre para
melhorar a usinabilidade etc. Os compdésitos descontinuos contém pequenas fibras, nanotu-
bos ou "whiskers”como reforco. Essas pequenas fibras, que possuem alta razao de aspecto,
podem ser ou nao aleatoriamente orientadas. Por isso um material deste tipo pode ser quasi-
isotrépico (fibras aleatoriamente orientadas), ou ser anisotrépico ou, mais especificamente,
ortotrépico (fibras orientadas). Nanocompdsitos reforcados com nanotubos de carbono sao
exemplos desta categoria. Os compoésitos do terceiro tipo sao reforcados por fibras longas e
continuas que sao as mais eficiente do ponto de vista de rigidez e resisténcia. Estas fibras po-
dem ser todas paralelas (compdsito fibroso unidirecional), podem ser orientadas em angulos
retos em relagdo umas as outras (compdsito ”cross ply "), ou podem ser orientados em vérias
diregoes (compésito fibroso multidirecional). Este tltimo caso pode ser caracterizado como

um material quasi-isotrépico, dependendo das dire¢oes da fibra e de sua distribuicao.

Além da classificacao pelo tipo de fibra, os compdsitos podem ainda ser classificados pelo
tipo da matriz usada: poliméricas, metalicas, ceramicas e feitas de carbono. Compdsitos de
matriz polimérica incluem as resinas termofixas (epoxy, poliéster), ou termoplésticas (po-
lisulfona) reforgadas com fibras de vidro, carbono, aramida ou aquelas feitas de boro. De
maneira geral, sao usadas em aplicacoes em que as temperaturas sao relativamente baixas.
Compdsitos de matriz metdlica consistem de metais ou ligas (aluminio, magnésio, titanio, co-
bre) reforgados com fibras de boro, carbono ou ceramica. Seu limite maximo de temperatura
é determinado pela temperatura de fusao da matriz metalica. Compdsitos de matriz ceramica
sao formados por uma matriz ceramica que pode ser o 6xido de aluminio, vitroceramicas e

compostos de silicio. Este tipo é reforcado com fibras também de ceramica e se adaptam bem
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em aplicacgoes de altas temperaturas. Compdsitos Carbono/carbono sd@o formados de uma
matrix de carbono ou grafite reforcada com fios ou tramas de fibras de carbono. Eles possuem
propriedades singulares, tais como: relativa alta rigidez e resisténcia a altas temperaturas,
agregado ao baixo coeficiente de expansao térmica e a baixa densidade. Além dos tipos des-
critos até aqui, existem também os compodsitos laminados que consistem de finas camadas
unidas, tais como os bimetais, metais folheados, madeira compensada, féormica e muitos ou-
tros. Neste trabalho estudaremos compdsitos de fibras continuas, mais especificamente os

compdsitos laminados (DANIEL; ISHAI, 2006).

Uma lamina é uma camada plana (ou curva) de fibras unidirecionalmente dispostas ou na
forma de tecidos. A lamina é um material ortotrépico com os eixos principais na direcao das
fibras (longitudinal), normal as fibras no plano da lamina (transversal) e normal ao plano da
lamina. Esses eixos, conforme a Figura 4, sao denominados 1, 2 e 3, respectivamente. Ja um
laminado ¢ feito de duas ou mais laminas unidirecionais empilhadas em varias orientagoes.
As laminas podem ter varias espessuras e consistir de diferentes materiais. Considerando
que a orientagao dos eixos principais varia de lamina para lamina, é mais conveniente ana-
lisar os laminados usando um sistema de coordenadas fixo, como mostrado na Figura 5. A
orientacao de uma lamina é dada pelo angulo entre o eixo de referéncia x e a direcao das
fibras (1) da lamina em questao, medido no plano x —y de referéncia em sentido anti-horario.
Compositos laminados que contém laminas de dois ou mais tipos de material sao conhecidas
como compdésitos hibridos. Laminados compésitos sao designados indicando o ntimero, tipo,

orientacao e sequéncia de empilhamento das varias laminas.
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Figura 4: Lamina ortotrépica no plano (1, 2).
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2.3 Analise Estrutural de Materiais Compdsitos

Materiais compo6sitos podem ser vistos e analisados em diferentes niveis e escalas: na
escala micro, ou seja, da fibra e matriz, na escala meso, ou seja do ponto de vista da lamina e
do laminado, ou na escala macro, considerando o material homogéneo e sob os carregamentos

de projeto (TSAI, 2008).

Na escala micro, a escala de observacao é da ordem do diametro da fibra, do tamanho
da particula ou dos intersticios da matriz entre os refor¢os. A micromecanica é o estudo da
interacao entre os constituintes em um nivel microscopico. Trata dos estados de tensao e
deformacao dos constituintes e de falhas locais, tais como falha da fibra (tracao, flambagem,
quebra), falha da matriz (tragdo, compressao, cisalhamento) e falha interfacial (descolamento
da fibra, matriz e da interface, delaminag@o). A micromecanica é particularmente importante
no estudo das propriedades elasticas e dos mecanismos de falha e resisténcia, tenacidade a
fratura, vida em fadiga, os quais sao fortemente influenciados por caracteristicas locais que
nao podem ser integradas ou tomadas com seu valor médio. A micromecanica também per-
mite a predicao do comportamento médio no nivel da lamina, como funcao das propriedades
dos constituintes e das condicoes locais, bem como a avaliacao da qualidade dos compésitos

através da determinagao da fragdo volumétrica de vazios (DANIEL; ISHAI, 2006).

Na escala meso é normalmente mais rapido e eficiente considerar o material homogéneo,
apesar de anisotrépico, e usar propriedades médias na analise. Esse tipo de andlise é cha-
mada mesomecanica e considera a lamina unidirecional como um material anisotrépico quasi-
homogéneo com suas proprias propriedades médias de rigidez e resisténcia. Critérios de
falha podem ser expressos em termos da tensao média e da resisténcia da lamina sem fa-
zer referéncia a qualquer mecanismo de falha em particular. Esta abordagem, que assume
continuidade do material, é recomendada no estudo geral do comportamento eldstico, vis-
coelastico ou higrotérmico de compdésitos laminados e estruturas. Na escala macro, a andlise
é aplicada na forma da teoria do laminado, com seu comportamento geral descrito como uma
funcao das propriedades da lamina e da sequéncia de empilhamento. Esta é a abordagem
macromecanica, onde métodos como o dos elementos finitos ou dos elementos de contorno,
juntamente com a teoria dos laminados, podem prever o comportamento elastico da estrutura

assim como o estado de tensao em cada lamina.

As propriedades basicas de uma lamina para a utilizacao na abordagem mesomecanica
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necessarias para analise e projeto sao as propriedades médias da lamina. As propriedades e

a convencao adotada estao resumidas na Tabela 2.

Tabela 2: Propriedades mecanicas e de resisténcia utilizadas na abordagem mesomecanica
Notagao Descricao das propriedades
FEy, E,, E3 Modulos de elasticidade nas dire¢oes principais 1,2 e 3
G2, Gag, G153 Modulos de cisalhamento nos planos 1 —2,2—-3e1—3

V12, Va3, V13 Coeficientes de Poisson

Xt yr z7 Resisténcias a tracao nas direcoes principais
X¢ ye z¢ Resisténcias a compressao nas direcoes principais
S12, So3, Si3 Resisténcias ao cisalhamento nas direcoes principais

2.3.1 Comportamento Elastico da Lamina de Compésito

Uma lamina bidimensional no plano (1,2), na qual as fibras estdo imersas numa matriz
e alinhadas unidirecionalmente (Figura 4), é ortotrépica e sua relacao tensao deformagao é

dada por (DANIEL; ISHAI, 2006):

o1 Qu Q12 0 €1
) = | Q12 Q2 0 E2 ) (2-1>
T6 0 0 Qs Ve

onde @);; sao as componentes da matriz de rigidez, ou seja:

Q = [Qi] = [ay] ™" (2.2)

Em termos das constantes de engenharia, as componentes do tensor de rigidez podem ser

escritas como:

Q11 = E1/(1 — viavay), Qa2 = Es/(1 — v1av91),
Qos = G2, Q16 = Q26 = 0, (2.3)
Q12 = vo1 By [ (1 — vya191) = v12 By /(1 — vya19).

Sendo a lamina ortotrépica, esta fica completamente caracterizada com quatro constantes
elasticas independentes: os modulos de elasticidade longitudinais £ e Fy nas direcoes 1 e 2,
respectivamente, o médulo de elasticidade transversal G5 e a razao de Poisson v15. A quinta

constante elastica, 51, pode ser determinada pela relagao constitutiva, devido a simetria da
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matriz Q,

I/21E1 = 1/12E2. (24)

Muitas vezes os eixos principais da lamina (12) ndo sdo coincidentes com os eixos do
laminado (zy). Quando isto ocorre, a relagao constitutiva para cada lamina individual deve
ser transformada para o eixo de referéncia do laminado (Figura 5) para entao se determinar a
relacao constitutiva. Para que esta transformacao seja feita, basta que os tensores de tensao

e deformacao sejam multiplicados pela matriz de transformagao, ou seja:

Oy o1
o, ¢ =T4 o9 ¢, (2.5)
Ts Te6
Ex €1
gy (=T49 e ¢ (2.6)
Vs Ve

onde [o], e [¢],, sdo tensores de tensdo e deformacdo, respectivamente, escritos no sistema

de referéncia do laminado, o;; e €;; sa0 os mesmos tensores escritos no sistema de referéncia

da lamina e T é a matriz de transformagao dada por:

m?  n®  2mn
T=| n2 m?> —2mn |, (2.7)
—mn mn m?—n?
sendo
m = cosb, (2.8)
n = senf. (2.9)

Convém observar que a matriz inversa T~ pode ser obtida pela substituicdo do angulo
positivo 6, conforme Figura 5, pelo angulo negativo —6. A equagao constitutiva pode ser

escrita da forma:
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Figura 5: Sistemas de coordenadas da lamina (12) e do laminado (z y).

o €
o'y = T_1Q<T_1)/ Ey 5
Ts Vs

onde (T™') representa a matriz transposta da matriz inversa de T e

m?2  n? —2mn

T'=T(-0)=| n2 m> 2mn

mn —mn m2—n2

Multiplicando-se as matrizes da equacao (2.10), tem-se:

onde

Qaa
Qyy
Qss
Qas

Oy Qa:ac me Qws Ex
oy (= | Quz Quy Qs Ey (>
Ts Qsz st st Vs

m4Q11 + n4Q22 + 2m2n2Q12 + 4m2n2Q66>
n*Qu1 + m*Qa + 2m*n* Q12 + 4m*n* Qg
m2n2Q11 + m2n2Q22 + (m4 + ”4) Q12 — 4m2n2Q667

m*nQi — mn’Qqe — mn <m2 — nz) Q12 — 2mn (m2 — n2) Qs
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Qus = Mm*nQ1 — mn’Qoy +mn (m2 — n2> Q12 + 2mn (m2 — le) Qs6,
2
Qss = m*n*Qu —m’n’Qa — 2m*n*Q1s + <m2 - n2) Qe6-

(2.13)

A matriz [()],, é completamente preenchida, sendo que das seis constantes eldsticas que
governam o comportamento da lamina, duas, ()5 € ()ys, sa0 combinagoes lineares das outras
quatro. No sistema de coordenadas transformado, a lamina é dita geralmente ortotropica, e
a matriz [Q],, é andloga a matriz Q de laminas totalmente anisotrépicas (Qus # 0, Qys # 0).

Quando se tem (1 = Qo6 = 0 diz-se que o material é especialmente ortotrépico.

2.3.2 Comportamento Elastico de Laminados Multidirecionais

O comportamento geral de um laminado multidirecional é fungao das propriedades, das
espessuras e da sequéncia de empilhamento das camadas individuais. A assim conhecida
Teoria classica de Laminacao preve o comportamento do laminado dentro das suposigoes e
restricoes:

1. Cada lamina é quasi-homogénea, ortotropica para # = 0 e anisotropica pra 6 # 0;

2. O laminado ¢ fino com dimensoes laterais bem maiores que sua espessura e carregado

apenas no seu plano, ou seja, o laminado e as laminas estao em estado plano de tensoes;
3. Todos os deslocamentos sao pequenos quando comparados com a espessura do laminado;
4. Os deslocamentos no plano variam linearmente através da espessura do laminado;

5. Linhas retas normais a superficie média antes da deformacao permanecem retas e nor-

mais apds a deformacao da superficie;
6. As relagoes deformacgao-deslocamento e tensao-deformagao sao lineares;

7. As distancias normais a partir da superficie média permanecem constantes.
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2.3.3 Relagoes Deformacgao-Deslocamento de Laminados Multidi-
recionais

Nesta secao serda demonstrada a relacao deformacao-deslocamento para laminados mul-
tidirecionais. A formulacao aqui apresentada possibilita a andlise de laminados simétricos
e nao simétricos, porém neste trabalho, apenas laminados simétricos com carregamentos no
plano serao analisados. A Figura 6 mostra a sec¢ao de um laminado normal ao eixo y antes e
apoés a deformagao. O plano x —y equidistante das superficies superior e inferior do laminado
é conhecido como plano médio ou plano de referéncia, no qual z = 0. Os deslocamentos no
plano de referéncia ug e vy nas direcoes x e y e o deslocamento fora do plano w na direcao z

sao fungoes apenas de x e y:

B
.

Py

Figura 6: Lamina antes e apds a deformagao (DANIEL; ISHAI, 2006).

uy = up(x,y), (2.14)
vy = (7,y),
w = f(2,y).

As rotacoes das seccoes transversais em relacao aos eixos x e y, respectivamente, sao:
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ow

_ 7% 2.1
o 9 (2.15)
L
y ay .

Os deslocamentos no plano do ponto B de coordenada z,, nas diregoes x e y, respectiva-

mente, Sao0:

Uy = Uy — 2, (2.16)

Uy = Vo — Oyp

e, de maneira geral, para —t/2 < z < t/2 em um laminado de espessura t:

ow

= — 72— 2.17

u Uo Zax, ( )
vV = U —Zaﬂ
- 0 ay?

onde z é a coordenada na espessura do laminado de um ponto genérico da seccao trans-
versal. Para pequenos deslocamentos, as relagoes classicas de deformacgao-deslocamento da

elasticidade produzem:

2
Ou  Jug 0w (2.18)

T 9r " Br  “or
o _on #w
! dy oy oy
. Ju  Ov _ dug vy 9*w

Oy  Or Oy Oz Z@x(‘?y'

Observando que as componentes de deformacao no plano de referéncia sao expressas

CO1mo:
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— 2.19
6:1) ax Y ( )
Y oy’
0 0
oo Ow 0w
oy ox
e as curvaturas do laminado como:
8211}0
8211)0
Ky = —5,
Y ayz
0*w
w = —20—,
iy 0xdy

pode-se relacionar as deformagoes em qualquer ponto no laminado as deformagoes no plano

de referéncia e as curvaturas do laminado da seguinte maneira:

€x gl Ky

_ | .o
Ey | = | & | T#| Ky (2.21)
Es o K

Considere uma camada individual £ no laminado multidirecional cujo plano médio esta a
uma distancia z do plano de referéncia do laminado, de acordo com a Figura 7. As relacoes

tensao deformacao para esta camada em relacao aos eixos do material sao:

o1 Qu Q12 0 €11
gy (= | Q2 Qa 0 €22 (2.22)
T12 0 0 Qs 12

e apos a transformacao para o sistema de coordenadas do laminado,
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Figura 7: Camada k no laminado multidirecional.

Oy (@ Qxy Qs Ex
Ty - Qy:p ny st Ey . (223)
Ts & Qs st Qss & Vs &

Substituindo as expressoes para as deformagoes da Equagao (2.21), obtém-se:

Oz Q;rz Q;ty st 52 Qa:ac wa Qws Ry
Oy = Qyoc ny st 52 +z Qyz ny st Ry : (224)
Ts k st st st k 72 st st st i Rg

Das Equacgoes (2.21) e (2.24) é visto que, apesar das deformagoes terem uma varia¢ao
linear através da espessura, a tensao nao o tem. Devido a variagao da matriz [Q)],,, de camada
para camada, as tensoes também variam de forma descontinua. Porém, em muitas aplicagoes
o gradiente de tensoes entre as camadas é desconsiderado. A tensoes médias em cada lamina
sao determinadas utilizando as deformacoes no plano de referéncia €%, as curvaturas & do
laminado, a localiza¢ao do plano médio na espessura, zj (—t/2 < Z, < t/2), e as matrizes de

rigidez tranformadas [Q)], .

Por causa da variacao descontinua das tensoes de lamina para lamina, é mais conveniente

lidar com o efeito integrado dessas tensoes no laminado. Dessa forma, procura-se relacionar
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as forcas e momentos a deformagao do laminado. As tensoes atuando na camada k dadas
pela Equacao (2.24) podem ser substituidas pelas resultantes das for¢as e momentos, como

mostrado na Figura 8:

~ ~
NN
/j/ \i\ 2
M, M 72
X y
N,
N, M DT s M N,

i t/2
Ny = Oy, d2 (2.25)
’ —tj2 F
i t/2
N, = / oy, dz,
—t/2
i t/2
N; = / Ts, A2,
—t/2
e
i t/2
My = 0,2 d2, (2.26)
x —i/2 k
i t/2
M, = /_t/2 Oy, 2 dz,
i t/2
M; = / Ts 2 dz.
—t/2

No caso de um laminado de varias camadas, as resultantes de tensoes e de momentos sao

obtidas pelo somatorio dos efeitos de todas as camadas. Assim, para um laminado como o

21



da Figura 9 de n laminas, a for¢a e os momentos resultantes sao obtidos como:

N, Oy
n 2k

Ny =X [T Sy e
k=1"%k-1

N s ),

e

M, Oz
n 2k

M, => j o, zdz,
k=1"%k—1

M s ),

(2.27)

(2.28)

onde z; e zx_1 sao as coordenadas das superficies superior e inferior da camada k. Substituindo

T I 1l
~boL

Zn-[

h/2

h/2

Figura 9: Laminado multidirecional com a notacao das coordenadas para as laminas indivi-

duais (DANIEL; ISHAIL, 2006).

a Equacao (2.24) nas Equagoes (2.27) e (2.28), obtém-se:

Ny n sz me st 52
Ny :Z Qyz ny st 52
No) Qe Qu Qe ], L0

Qaa

Zk
/ dz + Qny

Zk—1
QSIE

22

Quy Qus
ny st
st st

Rz

2
Ky / zdz
Zk—1

s (2.29)



M, n Qze me Qs 6% 21 Qe me Qs Ry 2

My = Z ny ny st 58 / zdz + Qy:r ny st Ry / 2% dz
— Zk—1 Zk—1

Ms =t st st st 72 st st st Rs

k
(2.30)

Nas expressoes (2.29) e (2.30) a matriz de rigidez, as deformagoes no plano médio de

referéncia &°

e as curvaturas k podem ser colocados para fora da operacao de integracao pois
nao sao funcao de z. Destas, apenas a matriz de rigidez possui valores diferentes para cada

lamina. Desta forma, as Equagoes (2.29) e (2.30) podem ser escritas como:

Wl = [0k, [ el (@), ¢ [Slak, [ s oo, 2:1)
= [t {2, + [ S @k - 0|

My = [0k - 0| {2),, + [ S0k G- 6, 232)
= [BI{e"}, +[D1{r},,
nas quais:

k=1
1 n
By = 5 > QL (5 =5, (2.33)
k=1
1 n
D;; = 3 Z Q];;y(zl:z 21371)
k=1

Assim, as relagoes resultantes de tensoes-deformagao e resultantes de momento-deformacgao

no plano de referéncia (plano médio), ficam:

23



N, v =1 A, Ay Ay 52 + | Byy By, Bys Ky (s (2.34)
NS Asﬂ? ASy ASS /72 BS:E BSy BSS /QS

M, ¢ =] By. By Bys ey (T | Dy Dyy Dys Ky (- (2.35)
M

Bsr Bsy Bss Y

®w o

DS:D Dsy DSS HS

As relagoes aqui descritas sao expressas em termos de trés matrizes de rigidez do laminado,
[4], [B], e [D], as quais sao fungées da geometria, propriedades do material e sequéncia de
empilhamento das laminas individuais. Elas representam as propriedades elasticas médias
do laminado multidirecional, em relacao ao plano médio de referéncia, com os seguintes

significados:

e A;; ¢ amatriz de rigidez extensional do laminado, que relaciona carregamentos no plano

as deformacgoes no plano;

e [3;; ¢ a matriz de acoplamento do laminado, que relaciona carregamento no plano as
curvaturas e momentos as deformagoes no plano. Desta maneira se B;; # 0 forcas apli-
cadas no plano produzem curvaturas de flexao e torcao além de deformagoes no plano.
Momentos produzem deformacoes extensionais e de cisalhamento, além de curvaturas

de flexao e torgao;

e D;; ¢ a matriz de rigidez flexional do laminado relacionando momentos as curvaturas.

2.3.4 Comportamento Elastico de Laminados Simétricos

Laminados simétricos sao aqueles cujas laminas sao montadas de maneira que haja um
plano médio em relacao ao qual, para cada lamina de um lado deste plano, existe uma outra,
idéntica em propriedade, espessura e orientagao, localizada a mesma distancia porém do
outro lado deste plano médio (Figura 10). Esta simetria ocorre tanto na geometria quanto
em suas propriedades. Devido a isso, os laminados simétricos apresentam uma equacao

constitutiva mais simples, e por serem mais facilmente analisados, sao de utilizagao bastante
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comum em estruturas. Esta facilidade de andlise vem do fato de que, uma vez que B;; = 0,
nao ha acoplamento entre carregamentos no plano e deformagoes (curvaturas) fora deste.

A hipétese inicial sobre a qual os laminados simétricos podem ser tratados pela formulacao

k=n

A

, k
********* =2
=1

k
k

Figura 10: Laminado simétrico com laminas de mesma orientacao e propriedades em coor-
denadas equivalentes k e k'.

aqui apresentada é que as deformacoes, devido a carregamentos no plano, em qualquer reta
perpendicular ao plano x y sejam as mesmas em toda a espessura do laminado. Isto equivale
a dizer que as laminas encontram-se perfeitamente coladas (ndo ha escorregamentos entre

uma lamina e outra).

As relagoes entre as resultantes de tensoes e deformacoes no plano médio em um laminado

simétrico podem ser obtidas a partir da Equac@o (2.34) e observando que B;; = 0, resulta

em:
Ny ¢ =1 Ay Ay Ay |{ &0 (2.36)
NS Asx ASy ASS ’YS
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3 Mcétodo dos Elementos de
Contorno Para Flasticidade
Anisotropica

3.1 Elasticidade Anisotroépica

Considerando um elemento infinitesimal dentro de um dominio 2, o equilibrio de forcas

no sistema de coordenadas ortogonal pode ser expresso por:

0ij.j + bl =0. (31)
Por sua vez, o equilibrio de momentos é expresso por:
045 = Oji, (32)

onde o;; é o tensor de tensoes e b; é o vetor de forgas de corpo.

O vetor de forgas de superficie ¢; em um ponto no contorno I' de um dominio €2 é expresso

na forma;:

ti = 04Ny, (33)
onde n; é o vetor normal do contorno I' no ponto.

Em elasticidade linear, o vetor de deslocamentos e suas derivadas sao assumidos como
infinitesimais. O tensor de deformagao, considerando deslocamentos infinitesimais, pode ser

escrito como:
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—_

Ekl — (UkJ + ul,k) . (34)

2
Para assegurar a unicidade dos deslocamentos, as componentes do tensor de deformacoes

nao podem ser designadas arbitrariamente, devendo satisfazer certas condigoes de compati-

bilidade e integrabilidade. A equagao de compatibilidade é dada por:

€ijkl T Eklij — Eikjl — Ejik = 0, (3.5)

que no caso bidimensional é reduzida a forma:

€11,22 + €22.11 = €12,12- (3.6)

No caso de material elastico linear, a relacao entre o tensor de tensoes com o tensor de

deformacgoes é escrita, na sua forma mais geral, como:

045 = Uijki€kl, (3-7)

sendo o coeficiente de linearidade Cjj; um tensor de quarta ordem (81 elementos) conhecido
como tensor de constantes elasticas. Devido as restrigoes de simetria dos tensores de tensao

0i; € de deformacao €y, tem-se que:

Cijrt = Cjikt, Cijit = Cijik- (3.8)

A condicao para a existéncia de uma funcao energia de deformacao também requer que:

Cijki = Chji- (3.9)

Estas consideragoes reduzem o numero de constantes eldsticas de 81 para 21. Como
as diregoes das tensoes principais nao coincidem necessariamente com as diregoes das de-

formagoes principais, apenas 18, das 21 constantes sao independentes (LEKHNITSKII, 1963).

Considerando as 21 constantes eldsticas, a Equacao (3.7) pode ser escrita na forma ma-

tricial como:
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o1
022
033
023

013

012

C’1111
C11122
(71133
C’1123
C11113
C11112

C’1122

(72222
(72233
(72223

CY2213
(72212

CY1133

(72233
(73333
C’3323

(73313
(73312

(71123

(72223
C’3323
(72323

(72313
(72312

CY1113
(72213

(73313

(72313
(71313

(71312

A Equagao (3.7) também pode ser escrita na forma:

Eij

= SijkiOki,

CV1112
(72212
C13312
C’2312
(71312

(71212

€1
€22
€33
2823
2¢e13

2812

(3.10)

(3.11)

onde Sjji; € um tensor de quarta ordem conhecido como tensor de flexibilidade, que, devido

as mesmas razoes do tensor de constantes elasticas, possui 21 elementos, dos quais apenas

18 sao independentes.

A Equacao (3.11) pode ser escrita na forma matricial como:

€11
€22
€33
2e93

2613

2612

[ Suir Siee Suss 259
Stiza S2222 Sazsz 252223
S1133 S2233  Sszzz 2593323

251123 252223 253323 452323
251113 252913 253313 4592313
| 251112 252212 253310 459312

251113
259213
253313
455313
451313
451312

251112
252912
253312
459312
451312
451212

011
022
033
023
013

012

(3.12)

Usando a notagao tensorial reduzida, proposta por Lekhnitskii (1963), a Equagao (3.12)

pode ser escrita como:

onde

€1
€2
€3
€4

€5

€6

aix G2 13
Q12 Q22 dAg3
a3z G23 0a33
A14 Q24 (34
ais A25 G35
i G2 (36
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Q14
24
34
Q44
Q45

Q46

ais Q16
Q25 A26
azs (36
Q45 Q46
ass5 056
as6 66

01
02
g3
04

J5

06

(3.13)



€1
5]
€3
&4
€5

]

g1
02
03
04
05

06

€11
€22
€
% (3.14)
2e93

2813

2812

011

022

o
% (3.15)

023

013

012

Os coeficientes eldsticos podem ser expressos em termos de constantes de engenharia

como (LEKHNITSKII, 1963):

ail
ai13
ais
22
24
26
Q34
36
Q45
ass

Qg6

— 1/£?17

= —u31 /By = =113/ B3,
= 32,1/ E1 = M1 32/ Gas,

= 1/F,,

= 3,1/ Ba = 1933/ Gos,
= Mo/ B2 = 2,12/ G2,
= 3.3/ B3 = 1323/ Gas,
= 7712,3/E3 = 773712/G12,
= C32,23/G23 = C23,31/G137

== 1/G137
- 1/G127

a1 = Vig/ By = —va [/ Ba,
arg = M23,1/ B = 1,23/ Gas,
aie = 7712,1/E1,

Qo3 = U3z /By = —103/ B3,

Qg5 = 7731,2/E2 = 772,31/G13>

azz = 1/E3, (3.16)
ass = 1311/ Es = 1331/ G113,
agy = 1/Gaga,

Q46 = C12,23/G23 = C23,12/G127
as56 = C12,31/G13 = C31,12/G12,

onde FEj, sao os médulos de elasticidade longitudinais, ou médulos de Young, referindo-se aos

eixos xy, G;; sao os moédulos de elasticidade transversais, ou médulos de Coulomb, para os
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planos definidos pelos eixos x;z;. Os coeficientes v;; sao chamados coeficientes de Poisson. As
constantes 7;;,; sao denominadas de coeficientes de influéncia mitua de primeira espécie que
caracterizam extensoes nas diregoes dos eixos principais, produzidas por tensoes tangenciais
agindo nos planos principais. As constantes 7, j; sao os coeficientes de influéncia mutua de
segunda espécie, que expressam deformagoes tangenciais nos planos principais, causadas pelas
tensoes normais atuantes nos planos principais. Por fim, (;; 1 sao os coeficientes de Chentsov,
que caracterizam as deformacgoes tangenciais em planos paralelos aos planos principais de
elasticidade, causadas por tensoes tangenciais que atuam em outros planos, paralelos aos

planos principais de elasticidade.

Em estado plano de tensao (o3 = 04 = 05 = 0), um material pode ser descrito usando-se
somente seis constantes eldsticas independentes. Desta forma, a Equagao (3.13) pode ser

escrita como:

€1 aix Qa2 Qe 01
€2 = | @12 Q22 Q2 02 . (3'17)
] 16 Q26 Q66 O¢

Substituindo as Equagoes (3.4) e (3.7) na Equacao (3.1) e integrando-se a ao longo da

espessura, obtém-se a equacao de equilibrio escrita em funcao dos deslocamentos:

C’ijkluk,jl + N; = 0. (318)

O tensor tensao pode ser escrito em termos de fungoes F'(x1, z3), chamadas fungdes tensao

de Airy (LEKHNITSKII, 1963), dadas por:

on = Fa+U,
o = Fu+U, (3.19)

012 = —F127

onde U é uma funcao potencial na qual

U; = pi. (3.20)
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Substituindo as Equagoes (3.19) na Equacao constitutiva (3.17) e entao na Equacao de

compatibilidade (3.6), resulta na equagao diferencial para fungoes tensao F'(z1, z5) dada por:

a11F 2900 — 2a16F 1222 + (2012 + a66) F 1122 — 2096 F 1112 + a2 F 1111 =

—(a12 + ag2)U 11 + (@16 + age)U12 — (—air + a12)U 22. (3.21)
No caso da auséncia de forcas de corpo, a Equacao (3.21) pode ser escrita como:
a11F 2900 — 2a16F 1222 + (2012 + a66) F1122 — 2096 F 1112 + a22F 1111 = 0. (3.22)
Criando o operador diferencial

_2 _, 9
_81'2 Mkal’l’

aplicando este operador na fungao tensao F'(x1, z5) na forma

Ay (3.23)

A1A2A3A4F = 0 (324)

e expandindo a Equacao (3.24) tem-se:

F o290 — (papiopispis) Flazoa + (papie + i fiafin fa + popis + flofta
+spa) Faioo — (paplapis + papiopis + pafispia + popispes) 1112
(1 propizpia) i1 = 0. (3.25)

As Equacoes (3.22) e (3.25) serao idénticas se pug, g, i3 e py forem raizes da equagao

CL11/L4 — 2@16M3 + (2(112 + a66),u2 - 2&26/L + Q99 = 0. (326)

As raizes da Equagao (3.26) sdo sempre complexas ou imaginérias puras, ocorrendo aos

pares (puy € fig) conforme mostrado por Lekhnitskii (1968).

Criando-se a varidvel
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Zp = x1 + T k=12, (3.27)

tem-se que:

0 0 d
b ot e 329

Exigindo que a fungao tensao seja real, tem-se:

F(Il, SL’Q) = 2R€[F1<21) —+ FQ(ZQ)]. (329)
Introduzindo a notacao
dF;
;(Zk) = Uy (z), (3.30)
2k

onde a convengao de soma nao é empregada em k, e substituindo a Equacao (3.29) na Equagcao

(3.19), obtém-se as componentes de tensao:

o = 2Re [M%‘Dgl)(%) + Ngq’gl)(zz)} )
o = 2Re|[W{V(z) + U5 (z)], (3.31)

019 = —2Re |:ILL1‘IJ§1)(21) + MZ\Pgl) (22)i| 9

onde \I/S) representa a primeira derivada de Wy.

Substituindo a Equagao (3.31) na Equagao (3.17) e entao na Equacao (3.18), desprezando-

se os movimentos de corpos rigidos e integrando, obtém-se:

up = 2Re [q11V1(21) + q12W2(22)],

Ug = 2R€ [QQI\IJI(ZI) + QQQ\DQ(ZQ)] s (332)
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onde

a 2 + a9 — a
G = 111 12 16k (3.33)
arafti + G2/ [ — Qo6

¢ a matriz de parametros complexos.

Uma vez que as condigoes de contorno sao conhecidas, determina-se a funcao tensao,
dada pelas Equagoes (3.19) com derivadas dadas pela Equagao (3.30), que satisfaga estas
condigoes, determinando assim os campos de deslocamentos, dados pelas Equagoes (3.32), e

tensoes, dadas pelas Equagoes (3.31).

3.2 Formulacao Integral

Assumindo-se uma fungao vetorial continua u?, que representa o deslocamento de um
estado elasto-estatico definido sobre um dominio €2, como sendo uma funcao peso residual
da Equacao de equilibrio (3.18), tem-se:

/ Ny jusd + / butdQ = 0. (3.34)
Q Q

Pela regra de derivacao do produto de duas funcoes, tem-se:

Pode-se escrever ug ; como a soma de um tensor simétrico e um anti-simétrico, da forma:
._1(.+.)+l(._.)_.+ [ ] (336)

Ui = 5 Wiy T Uje) T 5 Uij = Wjq) = &5 T Wij :
sendo que £7; e wy; representam os tensores deformacao (simétrico) e rotagao (anti-simétrico),

respectivamente, do estado elastico ” e ”.

Substituindo (3.36) em (3.35), tem-se:

(Nijui) j = Nijjui + Nigeg; + Nijw; (3.37)

i)
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sendo N;; um tensor simétrico. O produto de um tensor simétrico por um anti-simétrico é

nulo. Desta forma, a Equacao (3.37) torna-se:

o ° °
Nijjui = (Nijug) ; — Niges;.

)

Substituindo a Equagao (3.38) na Equagao (3.34) tem-se:

- /Q Nijet,dQ + /Q (Nyjul) A0 + /Q bauldS = 0.

Pelo teorema de Green, tem-se:

onde:

Substituindo (3.40) em (3.39), tem-se:

/ NjjetydQ = / tauldT + / byl dS.
Q T Q

(3.38)

(3.39)

(3.40)

(3.41)

(3.42)

Se partirmos da Equacao (3.1) como sendo a correspondente ao estado u? e a fungao de

interpolagao da Equagao (3.34) como sendo u;, obtém-se, de forma andloga a anterior:

/ N eydS = / t2u,dD + / buid<2.
Q r Q

(3.43)

Pelo teorema reciproco, dois estados de um mesmo material podem ser relacionados por

Neij = Nyjej;. Desta forma, igualando-se as Equagoes (3.43) e (3.42), tem-se:

/ ftdT + / uhidS) = / 12T + / wbtdQ.
I Q N Q

(3.44)

A Equagao integral (3.44) relaciona dois estados quaisquer de tensoes. Para que se possa

tratar problemas de elasticidade em meio continuo, serda adotado que um destes estados
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é conhecido e o outro se deseja determinar. No caso de elementos de contorno, o estado
conhecido é o chamado estado fundamental que corresponde a resposta de um corpo infinito
a uma carga concentrada unitdria em um ponto x’. A representacao matematica de uma

carga concentrada unitaria é dada pelo delta de Dirac que é definido como:

d(x-x") = 00 se x=x’,
d(x-x’) =0 se X # 2/, (3.45)
20, 6(x-x")dQ =

A razao da escolha do estado fundamental deve-se ao fato que a funcao delta de Dirac

reduz o ntimero de integrais de dominio, pois esta possui a propriedade

/Q F)3(x -x)dQ = f(x) (3.46)
para um dado ponto x’ € .

2

Considerando o estado ” @ ” como sendo o estado fundamental de um problema estatico

livre de forgas de corpo (b3 = 0), a Equacao (3.44) pode ser escrita como:

/ Tpudl + / biUdS) = / t,Usedl" — / Surud (3.47)
T Q T Q

onde Uj;. e Ty, representam, respectivamente, deslocamentos e forcas de superficie na direcao
k, num ponto x, devido a uma forca concentrada unitaria aplicada de forma estatica num
ponto X’ numa direcao i. Por serem solucoes do estado fundamental, U;, e T;, sao chamadas

solucoes fundamentais de deslocamentos e forcas de superficie, respectivamente.

Devido a propriedade (3.46), a Equagao (3.47) pode ser escrita como:

g+ / Tousdl = / UplsdD — / b U, (3.48)
I Iy Q

Considerando que as forcas de corpo b; sao nulas, pode-se escrever:

g+ / Tousdl = / UstdT. (3.49)
I I

35



3.3 Solucoes Fundamentais Anisotropicas

Para se obter as solucoes fundamentais estaticas para problemas bidimensionais em ma-

teriais anisotrépicos, o dominio {2 serda mapeado num plano complexo, usando a seguinte
z/ m/ + x/
R S R H ’ (3.50)
) Ty + pay
z T+ T
g — U 1T H1T2 ’ (3.51)
29 T1 + Moo

onde y, sdo raizes complexas da Equagao (3.26), x] e x, sdo as coordenadas do ponto fonte

mudanca de variavel:

(ponto de aplicagao da carga concentrada unitaria) e z; e xs s@o as coordenadas do ponto

campo (ponto de obtencao da resposta devido a aplicacao da carga unitéria).

Se for considerado um contorno fechado I' ao redor do ponto fonte e se forem usadas as
forgas de superficie definidas pela Equagao (3.3) e as tensoes definidas pela Equagado (3.31),

tem-se:

/Ftldf = 2Re[[p1 V1 + p2Ws],

/F todl = 2Re[[U; + U], (3.52)

onde os colchetes duplos representam o salto na funcao para um contorno fechado ao redor
do ponto fonte. Se o contorno I' engloba z’, entao os resultados das Equagoes (3.52) serao

diferentes de zero.

As solugoes fundamentais em um plano anisotrépico infinito podem ser encontradas
usando-se a funcao tensao de Airy resultante das forcas de superficie fundamentais, dadas
pelas Equagoes (3.52), e a Equagao de equilibrio de forcas (3.1) considerando forgas de corpo

e efeitos de inércia nulos.

A funcao tensao de Airy para um ponto carregado na direcao z; pode ser representada por

V. Como as equagoes integrais de contorno (3.52) possuem sinais opostos a carga aplicada,

36



ela pode ser expressa para um ponto fonte como:

2Re[[11 Vi1 + o)) = —di1,

2Re[[Wi, + Uys]] = o (3.53)

As Equagdes (3.53) podem ser satisfeitas para qualquer contorno fechado z’, tomando

U, = Ay In(z — 2'), (3.54)

onde A;; sao constantes complexas. Usando propriedades de funcoes complexas, pode ser

mostrado que para qualquer contorno fechando o ponto z’

In(z — z') = 2mi. (3.55)

Usando as Equagoes (3.53), (3.54) e (3.55), podem ser obtidas duas equagoes para as

constantes desconhecidas A;x:

A — A+ Ain — Aip = 052/(2m),

1 An — ﬂ1/_1i1 + poAin — ﬂ2/_1i2 = —0;1/(2mi). (3.56)

As duas outras equacoes necessarias para se determinar A;, resultam da exigéncia que os

deslocamentos tenham valores tinicos, ou seja:

[[wi]] = 0. (3.57)

Usando as equagoes de deslocamentos (3.32), a Equagao (3.54) e a Equagao (3.55), a

Equacao (3.57) pode ser expandida como:
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q11 i — G Aa + qraAia — Gz = 0,

g1 An — G Ain + quadia — G2 Ai = 0. (3.58)

Escrevendo as Equagoes (3.56) e (3.58) na forma matricial, tem-se:

1 -1 1 -1 | [ A, 8,0/(2mi)
7 7 A, —551/(2mi
H1 111 H2 fiz 51 _ jl/( ) 7 (3'59>
911 —qu Q12 —Gi2 Ajo 0
| 421 —G21 Q22 —q2 | Zﬂ 0

que ¢é suficiente para encontrar as constantes complexas A;.

As solugoes fundamentais para deslocamentos sao obtidas inserindo a funcao tensao dada

pela Equagao (3.31) nas equagoes de deslocamentos (3.32). Desta forma, tem-se:

Uji(Z/, Z) = 2Re[qi1Aﬂ ln(zl — Zi) + quAjQ hl(ZQ — Zé)] (360)

Similarmente, as solugoes fundamentais para forcas de superficie sao obtida pela subs-
tituigdo da Equagao (3.54) nas Equagoes de tensdo (3.31) e usando a Equagao (3.3). Dai,

obtém-se:

1 1
ﬂ'(Z/, Z) = 2Re 7/)_91'1(/14711 — ng)Aﬂ + mgm(uﬂ”hl — 7”L2)Aj2 s (361)
9 —

(Zl -z 2

onde

-1 -1

l95i] = [ S ] (3.62)

e ng sao as componentes do vetor normal externo.

Note que tanto a solucao fundamental de deslocamentos quanto a de forcas de superficie
sao singulares quando o ponto fonte tende ao ponto campo. No caso da solucao fundamental

de deslocamentos a singularidade é fraca (Inr). J& no caso da solugao fundamental de forgas
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de superficie tem-se uma singularidade forte (1/r). As formas como estas singularidades

serao tratadas é mostrada na secao 3.6.

3.4 Equacoes Integrais Singulares

A Equagao integral (3.49) foi escrita para um ponto fonte no interior do dominio. Uma
vez que o ponto fonte é interno, a equacao contém apenas integrandos regulares. Considere
agora o limite da transicao quando o ponto fonte tende ao contorno. Esta operacao pode
ser implementada colocando o ponto fonte no contorno e diminuindo o dominio do problema
por uma regiao semi-circular, com contorno I'Y e raio €, centrado no ponto fonte, conforme
mostrado na Figura 11. Com esta configuracao, o contorno completo é dividido em duas

partes, na forma:

Figura 11: Ponto fonte localizado no contorno, circundado por uma regiao semi-circular.

I'=lim (T =T, +T7), (3.63)

onde € é o raio do semi-circulo de centro no ponto fonte, pertencendo ao contorno I' (Figura

11). A Equagao (3.49) é, entdo, reescrita como:

€20 JP—D4I¢ =0 Jr—r 4T
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A integral do lado direito da Equagao (3.64) contém um integrando de singularidade fraca
da ordem In(1/7) e é integréavel como uma integral imprépria. A integral do lado esquerdo
tem uma singularidade forte, de ordem 1/r, que pode ser regularizada com o primeiro termo

da expansao de Taylor em torno do ponto fonte, ou seja:

lim [ Ty ui(z) dl' = lim [ Ty [ui(z) — Uz‘(zlﬂ dl' +

e—0 I—T+T% e—0 r:
/ .
u;(z ) hm/Tli dl’ +
e—0 I

lim | Tju;(z) dl. (3.65)
r

e—0 Jr—

€

Assumindo que os deslocamentos sao continuos no ponto fonte, o primeiro termo do lado
direito da Equagao (3.65) é integravel e desaparece no processo de limite. O segundo termo
da equacd@o representa um salto nos deslocamentos dado por A;;(z’)u;(z’), no qual A;;(z")
¢ uma constante que depende da geometria local e das constantes elasticas. Finalmente, o
terceiro termo do lado direito da equagao resulta numa integral imprépria que é calculada
no sentido do valor principal de Cauchy. Portanto, quando ¢ — 0, o ponto fonte tende ao

contorno e, no limite, a Equagao (3.64) pode ser escrita na forma:

r

onde + representa integral no sentido do valor principal de Cauchy e o coeficiente ¢;(z') é

dado por d;; + A;;(z'), no qual d;; representa o delta de Kronecker.

3.5 Formulacao dos Elementos de Contorno Discreti-
zada

Para se obter a solucao do problema elasto-estatico, o contorno é dividido em elementos
de contorno. Nesta etapa do trabalho, serdo utilizados apenas elementos quadréticos (3 nés
por elementos) continuos (elementos cujos nés das extremidades sdo compartilhados pelos

elementos vizinhos).
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Nesta formulacao sera mais conveniente trabalhar com vetores que usar notacao indicial.

Desta forma, tem-se:

t =gt (3.67)

sendo que as variaveis em negrito representam vetores de dimensoes 2N, onde N é o nimero
de nés, u® e t® representam os valores nodais dos deslocamentos e forcas de superficies,
respectivamente, ¢ é o vetor de funcoes de forma, u e t representam os deslocamentos e

tensoes ao longo do elemento, respectivamente.

Considere que o dominio tenha sido dividido em N E elementos de contorno. Substituindo

as Equagodes (3.67) na Equagao (3.66), tem-se

NE ) NE )
cul +3 {ngbdrj} w = {/ U¢drj} . (3.68)
j=1 (T j=1 WL
Chamando
/ Usdl; = G (3.69)
L
(§]
][Tqbdrj — H, (3.70)
L
tem-se
NE o NE o
ST HIW =3 GYY, (3.71)
j=1 j=1
ou, na forma matricial
Hu = Gt. (3.72)
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3.6 Integracao no Espaco

As fungoes de interpolagao no espaco utilizada neste trabalho (fungdes de forma) sao as
funcoes de forma quadraticas. Funcoes de forma quadratica permitem o modelamento de

elementos curvos e sao especialmente indicados para problemas onde se tem altos gradientes.

Os deslocamentos e as forgas de superficies sao representados em um elemento quadratico

padrao, respectivamente, como:

M 0 6® 0 o® o 2)
u:{ . }: V : ’ N O R R &)

Us 0 oM 0 @ 0 4O ul?

¢ W 0 4@ 0 &® 0 +2)
t_{l}_{¢ ¢ ¢ Lot st (3.74)

onde ul(-n) e tl(-n) sao os valores nodais de deslocamentos e forcas de superficies, respectivamente,

e ¢ sdo as funcoes de forma quadraticas definidas por:

o = ee-), (3.75)
o = 1-¢, (3.76)
8 = e+, (3.77)
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onde ¢ representa uma coordenada adimensional ao longo do elemento (Figura 12).

A geometria do elemento pode também ser considerada quadratica (elementos isopara-
métricos) e, neste caso, ser representada pelas coordenadas nodais e as funcoes de forma ¢,

ou seja (Figura 12):

T2 (H @ 6)

iy 3
e

D/
()

>
Xy

Figura 12: Transformacao de coordenadas x; — x5 para &.

1
o)
T W0 6@ 0 6B 0 2%
=l l_|? ¢ ¢ 32) = ¢px™. (3.78)
To 0 ¢(1) 0 ¢(2) 0 ¢(3) s
o
s
Desta forma, as integrais de contorno podem ser escritas como:
. . 1 >
HO — 7[le¢(])dr‘:][le¢(j)|J‘d§ (3.79)
T, -1
e
. . 1 .
GY = /Ulk¢(3)drz/ U | J|dE. (3.80)
T, -1
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onde |J| representa o médulo do Jacobiano da transformacao (x1,z2) — &, e é dado por
Brebbia e Dominguez (1989) e Kane (1993):

ar [ (de\? (de\?
Jl=" =52 =2 3.81
=z {<d£>+<d£>} | &5
onde dxq/d¢ e dxs/dE sdo obtidos derivando-se as equagoes (3.78) em relagao a &.

Integrais singulares da ordem O(Inr) podem ser avaliadas eficientemente pela quadratura
de Gauss com uma transformacdo de varidveis cibica, conforme proposto por Telles (1987),
que cancela exatamente a singularidade logaritmica. Uma outra possibilidade é o uso da
quadratura logaritmica de Gauss, apresentada por Stroud e Secrest (1966). De acordo com

este método, os termos incluindo singularidades logaritmicas podem ser integrados por:

§

onde N é o niimero de pontos de Gauss. A coordenada do ponto de integragao &; e o fator peso

1= ['m (1) FEMES Y wi ) (352)

w; podem ser encontrados na literatura (STROUD; SECREST, 1966; BREBBIA; DOMINGUEZ,
1989).

Neste trabalho, os termos nao singulares das matrizes H e G sao integrados utilizando-se
quadratura de Gauss padrao com 10 pontos de integracao. Os termos singulares de G sao
do tipo In(r) sendo integrados usando quadratura logaritmica de Gauss com 10 pontos de
integragao. J& os termos singulares de H séo do tipo 1/r e precisam ser calculados no sentido
do valor principal de Cauchy. Uma maneira bastante simples de se tratar esta singularidade
é através de consideragoes de corpos rigidos (BREBBIA; DOMINGUEZ, 1989). Assumindo que
um corpo rigido tenha todos os seus pontos do contorno deslocados de um valor unitéario e
que nao existam forgas de corpo (b; = 0) na dire¢do de um dos eixos de coordenadas, as
forcas de superficie em qualquer ponto do contorno deste corpo deve ser zero. Desta forma,

a Equagao (3.72) torna-se
Hv? =0 (3.83)

onde v? é um vetor que para todos os nos tem deslocamentos unitarios ao longo da direcao

q e zero na outra diregao. Para satisfazer a Equagao (3.83) tem-se
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7=1

sendo j par ou impar, dependendo da direcao considerada.

O termo da diagonal da matriz H é igual a soma de todos os outros termos fora da

diagonal correspondentes ao grau de liberdade (diregao) em consideragao.

3.7 Calculo dos Deslocamentos e Densidades de Forcas
em Pontos Internos

O tensor de tensoes para um ponto no interior do dominio 2, obtido derivando-se a

Equagao (3.48) neste ponto e aplicando-se a lei de Hooke, pode ser escrito como:

Nig+ [ Szdl = [ Diat (3.85)
r r
onde Sy;; e Dy;; sao combinagoes lineares das derivadas de T;; e U,;, respectivamente.

O tensor Si;; ¢ dado por:

Sty Qu Q12 Qs T
SQ2j = - Q12 Q22 Q26 T2j,2 ) (3~86)
So1; Qs Q2 Qso T (Thjo + Tojn)

onde j = 1,2. As derivadas de T;; sao obtidas pela equacao

1
Tijr = —2Re|————Rugq; — ny) A
M e[(m—zi)Q i (pin = nz)Aat
1
(o = apy2 T2ty (pams = nz)Az—Q] : (3.87)
T R2
onde
11
Ry = : (3.88)
M1 2
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Da mesma forma Dy;; pode ser calculado como:

Dllj Qll QlZ Q16 Ulj,l
D22j = = Qm QQQ QQG U2j,2 ) (3'89)
Dyy; Q6 Q2 Qes % (Unj2 + Uzjn)

sendo que as derivadas de U;; sao dadas por

1
Uijr = 2Re RiiginAn + ZiszqJQAiz : (3.90)
) —

21— 2 25
3.8 Densidade de Forca no Contorno

Para se calcular o tensor de tensoes em um dado né do contorno, considere um né em
que as direcoes dos vetores tangente e normal ao contorno nao coincidam com as diregoes
dos eixos geométricos (Figura 13). Neste né é criado um novo sistema de referéncia z/jz
possuindo diregoes que coincidam com os vetores tangente e normal ao contorno neste no.

Escrevendo os deslocamentos e as forcas de superficies neste sistema local, tem-se:

u, = lijuj7

onde /;; sao os cossenos diretores.

No sistema local tem-se a seguinte relacao
NéQ = t/27
Ny, = ). (3.92)

A deformagao €}, pode ser calculada, sabendo que
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Figura 13: Tensoes no contorno.

1
en = 5(1/11 u,11> = u/1,1a
duy  du) d€
! 1 1
— = . 3.93
Y11 dz} d¢ dx) ( )

Usando geometria diferencial na Equagao (3.93), pode-se notar que a diregao local z} é

tangente ao comprimento infinitesimal de arco ds dado por:

1\ 2 1\ 2
ou seja

ds

= (3.94)

Um pequeno movimento ao longo de s corresponde a um pequeno movimento em ). Isto

permite com que z} na equagao (3.93) seja substituido pela Equacao (3.94), ou seja,

T du'lﬁ
11 - d§ ds,
d /
&, = dT?Jl. (3.95)

47



Sendo

3
i=1
3 i
dur _ 3 dof )ugi)
dg a1 dg
(3.96)
onde ¢ sdo as funcoes de forma. Pode-se entdo obter a deformacio por:
5 ,
do®
£ =Y. ¢ Wl g (3.97)
n=1 df
Da relacao tensao deformacao, tem-se:
Ny Ay Ay Al €
Ny ¢ = | Al Ay Al Eh [ (3.98)
Ni Alg Ay Agg E1a

onde Aj; sdo as componentes do tensor de rigidez escritas no referencial local.

Na Equagao (3.98) tem-se trés incognitas N7, €5y, €15, que agora podem entao ser calcu-

ladas.

Por 1ltimo, as densidades de forca tem que ser escritas no referencial global z1x5, ou seja:

N1y Ny
Ny ¢ = T Ny ¢ (3.99)
Nig Niy

onde T é a matriz de transformacao de coordenadas.
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4 Critérios de Falha para
Materiais Compositos

4.1 Introducao

Os mecanismos de falha de um material compésito variam bastante com suas proprie-
dades e com o tipo de carregamento. Mesmo que os mecanismos de falha obtidos através
de uma andlise micromecanica sejam conhecidos, a interagao entre os mesmos no caso de
um carregamento genérico pode tornar as predigoes de resisténcia do material nao confiaveis.
Diante disso, uma abordagem macromecanica e principalmente fenomenoldgica é preferivel
para a analise de falha. De um ponto de vista macroscopico, a resisténcia de uma lamina é
uma propriedade anisotrépica, isto é, varia com a orientagao das fibras. Por isso os critérios
de falha procuram relacionar a resisténcia em uma direcao arbitraria com parametros basicos
do material que sao as resisténcias em direcoes especificas. Para o caso de compodsitos lami-
nados, estes parametros sao as resisténcias a compressao e a tragao nas diregoes normal e

perpendicular a fibra, além da resisténcia ao cisalhamento.

4.2 Critério de Falha LaRC03

Para o uso de materiais compositos em aplicagoes estruturais, é necessario o entendi-
mento de como cada modo de falha ocorre. Isto pode ser feito através do desenvolvimento
de modelos fisicos que estabelecam quando ocorre a falha e também descrevam o compor-
tamento apés a falha (PINHO, 2005). De acordo com Dévila, Camanho e Rose (2005), os
mecanismos que levam a falha em um material compdsito ainda nao estao completamente
entendidos, em especial a compressao da matriz e da fibra. O entendimento inadequado des-

tes mecanismos e a dificuldade no desenvolvimento de modelos dos modos de falha de facil
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utilizagao podem explicar os resultados imprecisos da maioria dos participantes do WWFE.
Os resultados do exercicio indicam que a predi¢ao da maioria das teorias difere significativa-
mente das observagoes experimentais ainda que estivessem se analisando apenas laminados
simples. Dévila, Camanho e Rose (2005) dizem ainda que a incerteza na predi¢do da ini-
ciacao e da progressao do dano em compositos sugere a necessidade de rever as teorias de
falha existentes, avaliar sua capacidade e desenvolver novas teorias se for necessario. Seu tra-
balho descreve um novo conjunto de seis critérios fenomenolégicos para predicao da falha de
laminados unidirecionais do tipo FRP (Fiber Reinforced Polymer). Em trabalhos posteriores
Pinho, Robinson e lannucci (2009a, 2009b) propuseram melhorias nos modelos para o caso
de compressao das fibras. Velmurugan e Solaimurugan (2007), Laffan et al. (2010a, 2010Db)
desenvolveram técnicas otimizadas de obtencao das propriedades de tenacidade a fratura

intralaminar e interlaminar, necessarias nos modelos dos critérios.

O critério LaRC03 pode ser resumido em seis indices de falha, cada um baseado em
um diferente tipo de falha micro-estrutural. Uma vez que os modos de falha se devem a
mecanismos diferentes, estes indices de falha nao sao relacionados de maneira explicita entre
si. O nome LaRCO03 é oriundo do centro de pesquisas da National Aeronautics and Space
Administration(NASA) no qual o critério foi desenvolvido, Langley Research Center. Os
indices de falha do critério LaRC03 podem ser divididos nos que prevéem a falha da matriz

(trincamento da matriz) e falha da fibra (quebra da fibra) que serdo detalhados a seguir.

As propriedades que necessitam ser obtidas experimentalmente sao Ep, F», Gia, V19,
XT XC vT ve St Gr.(L) e Gir.(L), onde XT e X sdo, respectivamente, os limites de
resisténcia longitudinais de tracdo e compressao, Y7 e Y sdo, respectivamente, os limites de
resisténcia transversais de tracao e compressao, S* é o limite de resisténcia ao cisalhamento
da matriz no plano do laminado. As tenacidades a fratura em modos I e II, dadas por
Gr.(L) e Gpre(L), respectivamente, podem ser obtidas em ensaios padronizados de mecénica

da fratura (DAVILA; CAMANHO; ROSE, 2005).

4.2.1 Determinacao das Tenacidades a Fratura Interlaminares

A obtencao dos valores de G, e Gy é importante para o critério LaRCO03, pois sao utili-
zados para o calculo de parametros utilizados nas suas formulacoes. Pelo fato dos compdsitos
laminados serem um empilhamento de laminas, a possibilidade destas laminas se separarem

sob a agao de um carregamento deve ser considerada e avaliada. Existem duas principais ma-
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neiras de se avaliar a resisténcia a essa separacao das laminas, conhecida como delaminacao:
uma através da resisténcia a tracao medida na direcao da espessura do laminado e outra
através de conceitos da mecanica da fratura, sendo expressa através da taxa de liberacao de
energia associada a propagacao da trinca promotora da delaminacao. G;. e Gy se referem
a esta segunda forma de avaliacao. Como indicado pela listagem citada acima, apenas os
valores de tenacidade a fratura em modos I e I] sao necessarias para o critério LaRCO03.
Os valores experimentais sao obtidos através de, principalmente, dois ensaios, DCB (Double
Cantilever Beam), para o modo I (normalizado pela American Society for Testing Materials
(2009))e ENF (End Notched Flexure), para o modo I1. Para os ensaios do modo I, é utilizado
um arranjo como o mostrado na Figura 14. O corpo de prova, neste caso, é assumido como
sendo formado por duas vigas em balango de dimensoes idénticas com comprimento igual
ao comprimento inicial da trinca. O valor de (G, nestas condi¢oes e para um carregamento

quasi-estatico é obtido através da Equacao (4.1).

Figura 14: Ensaio para a determinacao de Gy, a partir de um corpo de prova DCB (VELMU-
RUGAN; SOLAIMURUGAN, 2007).

12P2 a 2 El
Gro = 2l [(4Y"y D), i1
™ Eh l n) T 10(;31] (4.1)

Onde P,,.. ¢ a maxima carga aplicada, b é a largura do corpo de prova, h é a espessura da
viga em balango, G'3; é o médulo de cisalhamento transversal e a é o comprimento da trinca.
Para os ensaios do modo 11 é utilizado, principalmente, um corpo de prova como o mostrado

na Figura 15. O valor de GG, para carregamento quasi-estatico é obtido através da Equacao
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(4.2), obtida a partir da teoria de vigas.

. L2 | L2 ,
] ! .,
HJ’J’: 2] ﬁ

oN Xox

Figura 15: Arranjo do ensaio para a determinagao de ;. a partir de um corpo de prova
ENF, onde P, L e H sao, respectivamente, o carregamento aplicado, o comprimento e a
espessura do corpo de prova.

9P2 42 E, [h\?
Grre=—mer_ 114022 (=) |. 4.2
I 16E1b2h3|: + G31 (Cl) ( )

Em situacgoes nas quais a trinca se propaga no sentido da espessura do laminado, a
tenacidade a fratura deve ser aquela correspondente a dissipagao de energia neste sentido
de propagagao. Nao existe, segundo Pinho (2005), Pinho, Robinson e Iannucci (2010) um
ensaio padrao para a determinacao desta propriedade. Como serd mostrado a seguir, o critério
LaRCO03 utiliza os valores interlaminares de G;. ¢ G .. Em Pinho (2005), Pinho, Robinson e
Tannucci (2010) foram testados ensaios para medir a tenacidade a fratura intralaminar, que

¢ importante para a caracterizacao do material e para modelagens numéricas.

4.2.2 Critério para Falha da Matriz sob Compressao Transversal

O critério de falha LaRCO03 é baseado nos conceitos de plano de fratura propostos por

Hashin (1980) e aprimorados por Puck e Schurmann (1998), sendo este um de seus conceitos
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chave. No caso da matriz de um laminado com reforco unidirecional estar sob tensao normal
transversal de tragao, o plano de fratura (Figura 16) é normal a diregao das laminas e paralelo
a direcao das fibras. Para a matriz sob tensao de compressao, o plano de fratura pode
nao ser normal a lamina. O angulo do plano de fratura é entao calculado usando a tensao
efetiva de Morh-Coulomb (M-C). Para laminados de material compdsito sob carregamento de
compressao longitudinal, um angulo tipico para o plano de fratura o é aproximadamente 53°
(PUCK; SCHURMANN, 1998; DAVILA; CAMANHO; ROSE, 2005). O critério M-C ¢é representado
geometricamente na Figura 17 pelo circulo de Mohr para um estado de compressao uniaxial
transversal. A linha AB ¢é tangente ao circulo de Mohr em A e é chamada de linha de fratura
de Coulomb. Este critério diz que em um estado de tensao biaxial normal, a fratura ocorre
para qualquer circulo de Mohr tangente a linha de fratura de Coulomb. A tensao efetiva 7.g

T

é relacionada as tensoes 7° e o, atuando no plano de fratura por:

Tof = T1 + no, (4.3)

Figura 16: Plano de fratura proposto idealizado por Hashin (1980) e aprimorado por Puck e
Schurmann (1998) (DAVILA; CAMANHO; ROSE, 2005).

O arco tangente do termo 7 é chamado de angulo de fricgao interna (DAVILA; CAMANHO;
ROSE, 2005) e é assumido como sendo uma constante do material. De maneira geral, o plano
de fratura pode estar sujeito a tensoes transversais e tensoes no plano. Logo, as tensoes

efetivas devem ser definidas nas duas diregoes de acordo com as Equagoes (4.4):

T T T

Tef = <’7— ‘+77 Un>a
L

Teff

= (7] + 0. (14)

onde os termos 1T e n* sdo os coeficientes de influéncia transversal e longitudinal, respectiva-
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Figura 17: Circulo de Mohr para compressao uniaxial, reproduzido de Davila, Camanho e

Rose (2005).

mente, e o operador (x) = 1/2 (z + |z|). A falha da matriz sob carregamento de compressao
transversal é assumida como sendo resultado da interacao quadratica entre as tensoes efetivas

cisalhantes atuando no plano da falha. O indice de falha para a matriz é:

TT 2 TL 2
Fly = ng n S%f <1, (4.5)

onde ST e SL sdo as resisténcias ao cisalhamento transversal e longitudinal. O subscrito is
indica que para um laminado qualquer, a resisténcia longitudinal in situ ao cisalhamento
deve ser usada no lugar da resisténcia de um laminado unidirecional. A razao para isto é que
o efeito de restricao das camadas adjacentes aumenta a resisténcia efetiva da lamina. Por
outro lado, foi assumido por Davila, Camanho e Rose (2005) que a resisténcia ao cisalhamento
transversal efetiva ST ¢ independente do efeito in situ. As componentes de tensdao atuantes
no plano de fratura podem ser expressas em termos das tensoes no plano e do angulo do

plano de fratura o através de:

Op = 0922 COS2 a,

77 = — g9y sin av cos a,

7t = 15 cosa. (4.6)
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Usando as Equagoes (4.4) e (4.6), as tensoes efetivas para um angulo do plano de fratura

a entre 0° e 90° sao:

Tg;f = <—022 COS & (sina — 77T Cos a>> ,
Th = <cosa (\712] + nPog9 cos a)> : (4.7)

onde n”" e n” sdo obtidos a partir do caso de compressao uniaxial transversal. Na ocorréncia da
falha, a tensdo compressiva no plano é igual & resisténcia da matriz & compressio, (g9 = Y©).

A tensao cisalhante transversal efetiva na falha é:

7k =8T =Y%cosa (sin a—n' cos a) . (4.8)

Sob compressao uniaxial transversal, a fratura ocorre em um angulo de fratura ay que ma-
ximiza o cisalhamento efetivo transversal. Tomando a derivada da expressao (4.8), igualando-

a a zero e resolvendo-a para n’, obtém-se o valor:

T _1

= ) 4.9
tan 2y (4.9)
De acordo com Dévila, Camanho e Rose (2005), pode ser utilizado oy = 531+2°. O coefici-
ente de influéncia longitudinal n*, pode ser estimado a partir das resisténcias ao cisalhamento

longitudinal e transversal, através da equacao:

L
a
O angulo do plano de fratura para um laminado unidirecional carregado em compressao
transversal é facilmente obtido experimentalmente. Para carregamentos combinados, isso
deixa de ser verdade e é necessario calcula-lo. O angulo de fratura é aquele que maximiza
o indice de falha da Equagao (4.5) e pode ser encontrado por uma busca dentro da faixa de

angulos possiveis 0 < a < ag. A Figura 18 mostra o envelope de falha para varios angulos

do plano de falha.

4.2.3 Critério para a Falha da Matriz sob Tracao Transversal

Apesar do trincamento transversal da matriz causar apenas uma pequena reducao na

rigidez da estrutura, ela pode afetar a propagacao do dano. Para prever o trincamento
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Figura 18: Envelope de falha 99 — 715 para vérios angulos do plano de fratura (Reproduzido
de Déavila, Camanho e Rose (2005)).

da matriz em um laminado sujeito a um cisalhamento no plano e a uma tensao de tragao
transversal, um critério deve ser capaz de calcular as resisténcias in situ. O efeito in situ
é caracterizado por uma maior resisténcia a tensao e ao cisalhamento transversais de uma
lamina restringida por laminas de diferentes orientagoes no interior de um laminado, quando
comparado a resisténcia da mesma lamina em um laminado unidirecional. A resisténcia in situ
também depende do nimero de laminas do laminado e da orientacao das laminas adjacentes
aquela analisada. Métodos experimentais para quantificagao do valor da tenacidade a fratura
in situ foram estudados em Laffan et al. (2010a) e os efeitos da espessura e sequéncia de
empilhamento em Laffan et al. (2010b). Dé&vila, Camanho e Rose (2005) calcularam estas
resisténcias utilizando solugoes da mecanica da fratura para a propagacao de uma trinca
aguda em uma lamina restrita, de acordo com Dvorak e Laws (1987). Esta trinca aguda
representa um defeito de fabricacao que é idealizado como estando contido no plano 1 — 3.
A trinca possui um comprimento 2ag na espessura da lamina, t. Fisicamente esta trinca
representa uma distribuicao do descolamento entre a matriz e a fibra que pode estar presente
na lamina como consequéncia de defeitos de fabricacao ou de tensoes residuais resultantes

dos diferentes coeficientes de expansao térmica da fibra e da matriz.

A tensao transversal de tracao g9 é associada com o modo I de solicitacao trinca, en-

quanto a tensao cisalhante 75 é associada com o modo I de solicitagao da trinca. A taxa
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de dissipacao de energia para propagacao da trinca na direcao transversal nos modos [ e 1

sao, respectivamente, dadas por:

en
G(T) = 9 A82‘7227
ma
Gr(T) = 2°A04712, (4.11)

onde os parametros A?j sao calculados como:

A[2)2 =2 ! _V221> )

E,  E
A}, = Glu (4.12)
As tenacidades a fratura correspondentes sao dadas por:
Gro(T) = oA, (Y1),
G11e(T) = ray AL (s5)°, (4.13)

onde Y;I' e SE sdo as resisténcias in situ transversais a tragao e ao cisalhamento, respectiva-
mente. A taxa de dissipacao de energia para a propagacao da trinca na direcao longitudinal

nos modos [ e I sao, respectivamente, dadas por:

xen

GI(L) =

Gr(L) =

0
A22‘722>

m” AT (4.14)

As tenacidades a fratura correspondentes sao dadas por:

Gro(L) = A, (Y1)

Grro(L) = ”“0A24 (st)". (4.15)

Na presenca da tensao de cisalhamento e de tensao normal de tragao, ambos no plano
1 — 2, a taxa de liberacao de energia critica depende dos efeitos combinados de todos os
mecanismos de absorcao de energia microscopicos, entre eles a energia de criacao da nova
superficie de fratura. Hahn e Johannesson (1983) propuseram um critério envolvendo os dois

modos escritos como uma equacao polinomial de primeira ordem nos fatores de concentracao
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de tensao K; e Kj;. Escritos em termos dos modos I e I1 das taxas de liberacao de energia,

esse critério fica como:

Gl(i> Gr(i)  Gr(i)

1— + =+ ~=11=1T,L, 4.16
BT IN G TG0 T Gl (4.16)
onde a constante g é definida como
Gre AY (Y.T>2
= === . 4.17
g GIIC A24 st ( )

O indice de falha pode entao ser expresso em termos da tensao na lamina e das resisténcias

in situ. Substituindo em (4.16) as Equagoes (4.11) e (4.13) ou (4.14) e (4.15), obtém-se:

2 2
FIM=(1—9)23+9<$> - (;}j) <1. (4.18)

Para o calculo das propriedades in situ, o tamanho da trinca em relagao a espessura da
lamina deve ser levado em conta. Uma lamina espessa é definida como aquela na qual o
comprimento da trinca é muito menor do que a espessura da lamina, ou seja, 2ag << t. A
espessura minima de uma lamina espessa depende do material usado. As resisténcias in situ

para laminas espessas que se encontram no interior do laminado podem ser calculadas como

v waghys ’
2G1.(T)

oL — | T 2 4.19

18 WGOAZzl ( )

Para o caso de laminas finas que se encontram no interior do laminado, estas podem ser

sendo:

calculadas por:

' TtAY,
8G (L)
SL — | /e 4.20
18 7TtA24 ( )

Um laminado unidirecional é considerado um caso especial de lamina espessa. Levando-



se em consideracao que nao existem laminas restritivas, a trinca pode estar localizada na
superficie do laminado, o que aumenta a taxa de dissipacao de energia. Os valores para os

modos I e II sao, entao, dados por:

Gr.(T) = 1,12*7ag A9, ( T)Z,
Gire(T) = maghl, (5%)°, (4.21)

onde YT e ST sdo as resisténcias ao cisalhamento e & tracdo medidos em ensaios com lami-
nados unidirecionais. Substituindo as Equagdes (4.21) em (4.19), obtém-se as equagoes para

a resistencia in situ de laminados unidirecionais, que sao dadas por:

v =112v2Y7,
Sk =2st. (4.22)

A razao de tenacidades g pode também ser calculada em termos das propriedades unidi-

recionais, substituindo as Equagdes (4.21) na Equacdo (4.17). Desta forma, obtém-se:

Gre Ay, (YTN?
9= = 1, 122@ = (4.23)

4.2.4 Critério para Falha da Fibra sob Tragao Longitudinal

O critério para falha das fibras sob tracao é baseado nas investigacoes experimentais de
Puck e Schurmann (1998) que recomendam o uso da deformagao efetiva da fibra. Contudo,
Puck e Schurmann (1998) relatam que é possivel também utilizar as tragoes longitudinais
como critério porque isso nao traria diferencas significativas. O indice de falha para tracao
na direcao longitudinal entao é:

Flp =21 <1, (4.24)
€1

onde €1; é a deformacgio do material na dire¢ao da fibra e ¢! ¢ a deformacao em que ocorre

a falha do material quando o mesmo ¢ solicitado na direcao da fibra.
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4.2.5 Critério para Falha da Fibra sob Compressao Longitudinal

A falha de fibras de compdsitos sob compressao ocorre devido ao colapso das fibras
como resultado do cisalhamento originado de sua dobra e do dano a matriz que o suporta.
Este, segundo Pinho, Robinson e Tannucci (2009a), é o modo de falha mais comum para
compositos FRP sob tensao de compressao longitudinal. O dobramento da fibra ocorre como
uma deformacao de cisalhamento, conduzindo a formacao de uma regiao de dobramento, esta
regiao pode ser observada na Figura 19. Para o préoximo indice de falha, é necessario calcular
o angulo de desalinhamento das fibras que poderia causar falha da matriz sob compressao
uniaxial. Esse desalinhamento é idealizado como uma regiao de ondulamento local, de acordo

com a Figura 20. As tensoes nas coordenadas desalinhadas, mostradas na Figura 20, sao:

o' = cos® p oy +sin® ¢ o9y + 2sin ¢ cos ¢ Ty,
oy = sin® ¢ oy1 + cos® ¢ g9 — 28in ¢ cos ¢ Ty,

Tiy = —sin ¢ cos ¢ 011 + sin ¢ cos ¢ g9y + (0082 ¢ — sin? (b) Ti2. (4.25)

Figura 19: Micrografia com a regiao de dobramento das fibras, mostrando (1) a regiao de
dobramento e (2) a quebra das fibras (PINHO; ROBINSON; IANNUCCI, 2006).

Na falha sob compressdo axial, o017 = —X©, e 099 = 712 = 0. Substituindo esse valores na
Equacdo (4.25) obtém-se o5 = —sin? ¢ X e 772 = — sin ¢ cos 9“ X%, onde o angulo ¢° é

o angulo de desalinhamento total para o caso de compressao longitudinal pura.
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Figura 20: Imperfeicio no alinhamento da fibra, idealizado como ondulagao localizada
(DAVILA; CAMANHO; ROSE, 2005).

Para calcular o indice de falha para o dobramento da fibra, as tensoes o e 7{} sao
substituidas no critério para a falha da matriz sob compressao, dado pela Equacao (4.5).
Como o modo de falha é governado pela tensao cisalhante 72, 0 angulo de fratura ¢é igual a

zero e 7. = 0. O critério de falha para a matriz se torna:

k= X¢ (sin ¢C cos ¢© — n* sin? gbc) = Sk (4.26)

Resolvendo para ¢, leva a equacao quadratica:

2 o Sk L c Sk
tan” ¢ F—l—n —tan ¢~ + ~C = 0. (4.27)

A menor das duas raizes da Equagao (4.27) é:

1— /1 - 4(SE/XC + n")(SE/XC)
2(SL/XC 4 nl) '

¢¢ = tan™! ( (4.28)

O angulo de desalinhamento total pode ser decomposto em um angulo de desalinhamento
inicial ¢°, que representa imperfeicdes de fabricacao e uma componente de rotacao adicio-
nal ¢, resultante de carregamento cisalhante. Estes angulos podem ser calculados usando

aproximagoes para angulos pequenos e as Equagoes (4.25):

¢R _ T1o _ — o1 + ¢o2 + |10
G2 G2 ’
0 C R c T 0 X¢
_ _ — _ 12 = 1= 4.29
R T (EF (4.20

onde o valor absoluto da tensao cisalhante || é usado porque o sinal de ¢ é assumido como
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positivo, independente do sinal da tensao de cisalhamento. Lembrando que ¢ = ¢% + ¢f, é

possivel agora resolver as Equagoes (4.29) para ¢ em fungao de ¢, através da equagao:

_ |T12| -+ (Glg — XC) ¢C

Gia + 011 — 022

(4.30)

A falha por compressao da fibra pela formacao de uma regiao em que ha dobra é prevista
usando as tensoes da Equacgao (4.25) juntamente com o critério de falha para tragao ou
compressao da matriz. Para compressao da matriz (03, < 0), o critério da Equagao (4.5),
com a = 0° e 7 = 0 é utilizado. O critério para dobramento da fibra se torna:

m| 4 Lo.m
Flp = ’H’# <1 (4.31)
Sis

Para a compressao da fibra com tragao da matriz, as tensoes transformadas das Equacoes

(4.25) sao substituidas no critério de falha da matriz sob tracao, dado pela Equacao (4.18)

para produzir o critério para dobramento das fibras dado por:
FIp=(1-y9) (ﬁ) - (ﬁ) - (ﬁ) <1 (4.32)

Na presenca de alta compressao transversal combinada com compressao moderada das
fibras, o dano na matriz pode ocorrer sem a formagao de regioes de dobramento ou dano
as fibras. Este modo de dano a matriz é calculado usando as tensoes efetivas no local de

desalinhamento da estrutura no critério de falha da Equacao (4.25), que resulta em:

TmT 2 TmL 2
eff eff
onde
ol = <—0;”2 cos & (sina —n" cos a)> :
i = (conar (15| + ot cos ) w3

4.3 Critério de Falha Tsai-Wu

Tsai e Wu (1971) desenvolveram um critério que tinha como proposta ser operacio-

nalmente simples de maneira que se pudesse caracterizar o material e que fosse facilmente
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utilizavel no projeto de componentes. Este critério nao explica ou prevé os mecanismos reais
da falha, mas se tornou um dos critérios mais populares por ser computacionalmente facil
de ser implementado e por requerer um método relativamente simples para estimar a capaci-
dade de carregamento de uma estrutura. Neste trabalho, o critério de falha de Tsai-Wu sera
utilizado para prever a falha em cada uma das laminas do material compdsito para posterior
comparacao com a previsao de falha do critério LaRC03. A suposicao bésica do critério

Tsai-Wu é que existe uma superficie de falha no espago de tensao na seguinte forma escalar:

in'i + fijO'iO'j = 1, (435)

onde f; ef;; sao tensores de resisténcia de segunda e quarta ordem e i,j=1,2,...,6, ou seja, a
notagao reduzida é usada, conforme a Equacao (3.13). A Equacao (4.35) na forma expandida

é igual a:

f101 + f202 + fs03 4 faos + fs05 + fo06 + f1107 + 2f120105 + 2 fi30103

+2 140104 + 2f150105 + 2f160106 + f2205 + 2 f230203 + 2 fo10204 + 2 fos 0205

+2 fo60206 + [3305 + 2[310304 + 2 f350305 + 2 f360306 + f1405 + 2f1504075
+2f160406 + fs5502 + 2f560506 + feson = 1. (4.36)

Os termos lineares na tensao normal nesta expressao permitem a distin¢ao entre re-
sisténcia a compressao e a tracao. Os coeficientes f1o, fo3 € f13 permitem a interacao entre as
tensoes normais oy, 02 € 03. Os termos quadraticos o;0; definem um elipséide no espago de
tensao. As resisténcias ao cisalhamento de compdsitos unidirecionais, Fy, F5 e Fg, em relagao
aos planos principais do material (material especialmente ortotrépico), sao independentes do
sinal da tensao cisalhante (04, 05, 0g). Por causa disso, todos os termos lineares das tensoes
cisalhantes e todos os termos associados com interagoes entre tensoes normais e cisalhantes

e tensoes cisalhantes atuando em planos diferentes devem desaparecer. Assim,

f4:f5:f6:f14:f15:flﬁ:f24:f25:f26:f34:f35:f36:f45:f46:f5620-
(4.37)

O numero de coeficientes é reduzido ainda mais assumindo isotropia transversa com o

plano 2-3 como plano de isotropia e observando que:

Jo=1Js Jfa2=1Js3 [fs5=Jec Ji2= i3 (4.38)
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Entao, o critério é escrito como:

fio1 + fo(02 + fro3) + frio} + faa(0s + 03) + fuo;
—|—f66(0'§ + O'g) —|— 2f12(0'10'2 + 0'10'3) + 2f230‘20’3 = 1 (439)

Para um estado bidimensional de tensao, onde somente o1, 05 € 04 sao diferentes de zero,

o critério acima é reduzido para:

fio1 + faoo + f11U% + f220§ + f66U§ + 2f100102 =1 (4.40)

Segundo Tsai e Wu (1971), resisténcias de engenharia, assim como constantes de en-
genharia, sao aquelas para as quais hé relativa simplicidade para medi¢ao em laboratorio
e embora nao sejam componentes de um tensor, podem ser relacionadas aos componentes
fi e fij através de carregamentos elementares aplicados a lamina. Para um carregamento

longitudinal (direcao 1) de tensao que leva a falha ot = X7, 0y =03 =04 =05 =06 =0, e

AXT+ X =1, (4.41)
e para carregamento de compressao longitudinal o = — X% oy =03 =04 =05 =05=0¢
—AXC + X =1, (4.42)

Resolvendo as duas equacgoes para f; e fi; encontra-se os valores:

1 1 1

flzﬁ_ﬁ7 fllZXTXc' (44?))
De maneira analoga, é possivel obter:
1 1 1
f2= W_Wa f22:W- (4-44>

Realizando ensaios de carga cisalhante pura até a falha em cada um dos trés planos de

simetria do material, obtém-se:

1
f44 = a9
S35
1
f55 = a9
S
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1

fos = 57 (4.45)

Em uma andlise bidimensional, o termo que resta é o de interagao fi» que deve ser obtido
por alguma forma de teste biaxial. Sob carregamento normal biaxial o = 0y = Sy,

03 = 04 = 05 = 0g = 0, obtém-se:
(fi+ f2)Saz) + (fir + for + 2f12)5'f12} =1, (4.46)

onde Syi2y € a resisténcia determinada experimentalmente para um estado biaxial de tensoes
de tracdo(o; = 03). A Equacao (4.46) ¢ resolvida para fio. O critério de falha de Tsai-Wu
para um estado plano de tensao, apds a substituicao de todos os coeficientes é dado por:

2 2 2
o1 03 T4 0102 1 1 1 1 B
XTXC + YTy C + SL2 - XTXCyTyC + (XT - W) o1+ (Y_T - W) 09 = 1. (4.47)

O critério de Tsai-Wu nao é um critério de falha baseado totalmente em fenémenos fisicos,
por isso ele pode prever a ocorréncia do dano mas nao consegue distinguir entre os diferentes
modos de falha. Tendo em vista que em estudos da propagacao de danos é imprescindivel o
conhecimento do modo de falha. Autores como Zhao e Cho (2007) e Ganapathy e Rao (1998)
utilizaram um critério secundario em conjunto com o critério de Tsai-Wu para identificar os
modos de falha. Como exemplo o critério adicional usado por Ganapathy e Rao (1998) que
considerava apenas dois modos de falha, quebra da matriz e quebra da fibra e desconsiderava

a delaminacao, era baseado nas seguintes condigoes:

Para tensoes de tracgao:

o1 > X7 falha da fibra,
oo > YT falha da matriz,

|og| > S falha da matriz,

e para tensoes de compressao:

loy| > ‘XC’ falha da fibra,

|oa| > ‘Yc) falha da matriz.
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4.4 Critério de Puck

Em seu trabalho Puck e Schurmann (1998) aplicaram modelos fenomenolégicos baseados
em uma solida base fisica. Estes modelos retornam resultados, nao somente dos niveis de
tensao que levam a iniciagao da trinca, como também da sua direcao de propagacao. Este
critério pode ser dividido em um critério para a falha da fibra e outro para a falha da matriz.

Para a falha da fibra, apresenta as seguintes condicoes:

1 Vfi2
— 2 —1 4.48
crr (81 + Eflm f022> ( )
1%
E— (61 + 7]012 mo—f0'22>’ -+ (10’721)2 = 1, (449)
€1c Ep

onde €17 e €1¢ sao as deformacoes longitudinais de ruptura, para tensoes de tragao e com-
pressao, respectivamente. O termo m,s ¢ utilizado para descrever um efeito de “intensi-
ficacao” da tensao e assume o valor de m,y = 1.3 para fibras de vidro e m,; = 1.1 para fibras
de carbono. A Equagao (4.48) é usada quando (51 + lg—flfmgfam) tem valor positivo, caso

contrario, se possuir um valor negativo, a Equacao (4.49) é utilizada.

Para a falha da matriz, este critério é baseado na critério de Mohr-Coulomb e indica que
a falha é criada exclusivamente pelas tensoes que atuam no plano de fratura. Neste caso o
critério é dividido em trés modos de falha, chamados de modo A, modo B e modo C. Os
modos A e B indicam um plano de fratura com angulo de 0°. O modo C apresenta diferentes
angulos do plano de fratura, que aumentam de 0° até &~ 51°. As representacoes destes angulos
de fratura podem ser observados na Figura 21. Para o modo A, a Equagao (4.50) é usada e

é valida para g9y > 0:

Tz1>2 ( (+) YT>2 <022>2 (+) 022
) (1=pmET) (22) +p 22 =1 4.50
J <521 Pirs, ) \vn) TPs, (4.50)

Para o modo B, a condigao é dada por:

1 3
Sor (\/7221 + (pon) + P(L||)U22> =1, (4.51)
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Modo B

Figura 21: Angulos dos planos de fratura para os modos de falha A, B e C do critério de
Puck (PUCK; KOPP; KNOPS, 2002).

valida para g9 < 0 e 0 < % < %. Para o modo C, a condicao é dada por:
2 ) v
=2 + (022) c__q, (4.52)

721

Al < lzzel  Onde p sao parametros de inclinacao, obtidos

- Ry,

valida para g9 < 0 e 0 <
experimentalmente. R, é a resisténcia a fratura no plano de fratura, calculada a partir dos
resultados de ensaios uniaxiais de compressao transversal. Os valores destes parametros de
inclinagao para compdsitos de fibra de vidro/epdxi e de fibra de carbono/epéxi podem ser

encontrados em Puck, Kopp e Knops (2002).

O critério de Puck utiliza também um modelo de degradagao que indica as tensoes aplica-
das as fibras, tanto de compressao quanto de tracao, como causadoras de um enfraquecimento
da matriz. Este enfraquecimento se deve a microtrincas e a descolamentos ocorridos por conta
da solicitagao nas fibras, sendo descritos por um fator de enfraquecimento das resisténcias a
fratura dos planos de falha (R), que é calculado em funcao das tensoes aplicadas nas fibras.

Esta relagao é dada pela Equacao (4.53):

Jw=1- <01) , (4.53)

01d

onde 014 é dado por 1.1X7 para o caso de tensdo de tracao nas fibras e —1.1X¢ para o caso

de tensao de compressao nas fibras.
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5 Resultados Numéricos

5.1 Introducao

Para avaliar o critério de falha LaRCO03, sera adotado um procedimento semelhante aquele
sugerido nos trabalhos de Hinton e Soden (1998), que ficou conhecido como World Wide
Failure Exercise (WWFE). Serao feitas comparagoes entre os envelopes de falha dos critérios
Tsai-Wu, Puck e LaRC03, para trés compésitos laminados formados por laminas com reforgo
unidirecional. As propriedades mecanicas dos materiais que formam os laminados a serem
analisados foram obtidas de Soden, Hinton e Kaddour (1998) e estao agrupados na Tabela 3.
Além disso, o critério LaRC03 também foi comparado com dados experimentais de ensaios
biaxiais obtidos de Soden, Hinton e Kaddour (2002). Utilizando os dados experimentais
de falha para tensoes compressivas em funcao do angulo das fibras para laminados cross-
ply (AGARWAL; BROUTMAN, 1990), foi realizada a comparagao das predigoes de falha dos
critérios Tsai-Wu, Puck e LaRC03. A formulacao do Método dos Elementos de Contorno
para elasticidade anisotropica plana serd aplicada para analise das tensoes em um laminado
multidirecional. De posse dos valores de tensao no contorno e dominio de cada lamina, os
critérios Tsai-Wu, Puck e LaRC03 sao aplicados para verificacao da falha. Foi feita também

uma analise utilizando a predicao dos modos de falha inerente aos critérios LaRC03 e Puck.

5.2 World Wide Failure Exercise (WWFE)

Tendo em vista a utilizagao dos dados experimentais que formaram a base de comparagao
do WWFE, é necesséario explicar de que maneira este exercicio foi organizado. A origem
deste trabalho estd em um encontro de especialistas da drea, ocorrido em St. Alban (Reino
Unido), em 1991. De acordo com Soden e Hinton (1998), como resultado de vérios féruns

e discussoes, duas principais conclusoes foram tiradas: que nao havia uma definicao sobre o
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Tabela 3: Propriedades mecanicas e limites de resisténcia de laminas com reforgo unidireci-
onal analisados neste trabalho (SODEN; HINTON; KADDOUR, 2002).
Tipo da fibra T300 (carbono) E-glass Gevetex Silenka E-glass AS4 (carbono)
Matriz BSL914C epoxi LY556 epoxi MY750 epoxy  3501-6 epoxi

Vi 0.6 0.62 0.6 0.6
E\(GPa) 138 53.48 45.6 126
Ey(G Pa) 11 17.7 16.2 11
G12(GPa) 5.5 5.83 5.83 6.6

Vi 0.28 0.278 0.278 0.28
XT(MPa) 1500 1140 1280 1950
XC(M Pa) 900 570 800 1480
YT (M Pa) 27 35 40 48
YY(M Pa) 200 114 145 200
SE(M Pa) 80 72 73 79
Gre(Jm™) 220 165 165 220

que se constitui falha de um material compdésito e que projetistas nao tinham confianca na

utilizagao dos critérios de falha aquela época.

Desta maneira organizou-se este exercicio, o qual possuia regras gerais de maneira a ga-
rantir a possibilidade de comparacao entre os diversos trabalhos. Os artigos enviados faziam
parte de um estudo coordenado por M.J. Hinton e P.D. Soden, que tinha como intuito promo-
ver uma descrigao compreensivel da capacidade preditiva das teorias de falha, comparando-as
entre si e com os dados experimentais obtido pelos organizadores e apresentados em Soden,
Hinton e Kaddour (2002). Quase todos estes resultados experimentais foram obtidos de
ensaios em corpos de prova tubulares, porque desta maneira sao evitados problemas com
efeitos de borda livre, além disso, uma grande variedade de testes biaxiais e triaxiais podem
ser aplicadas impondo aos espécimes tubulares uma combinacao de pressoes internas, exter-
nas, torcao e carregamento axial. Porém esse tipo de corpo de prova também possui alguns
problemas, entre eles, evitar falhas em funcao das restricoes das extremidades, varias formas
de flambagem que podem aparecer e mudancas de geometria durante o ensaio. Apesar dos
espécimes tubulares poderem falhar em uma variedade de maneiras, os autores do trabalho

consideraram como tendo falhado apenas aqueles que tiveram fratura.
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5.3 Envelopes de Falha para Laminados Unidirecionais

Os dados experimentais para laminados unidirecionais foram apresentados por Soden,
Hinton e Kaddour (2002), como citado anteriormente, fazendo parte da preparagao para o
WWFE.

A Figura 22 mostra os envelopes de falha (092 —712) dos critérios Tsai-Wu, Puck e LaRC03
para um laminado unidirecional do material E-glass/LY556 epoxy, juntamente com os dados
experimentais de falha de um ensaio executado com carregamento transversal e de cisalha-
mento combinados. Para um laminado com refor¢o unidirecional do material T300/BSL914C
(carbono/epoxi), os envelopes de falha (017 — 713) dos critérios Tsai-Wu, Puck e LaRC03 sao
apresentados na Figura 23, juntamente com os dados experimentais de falha de um ensaio no
qual foram combinados carregamentos axiais e cisalhantes. O terceiro material analisado é o
E-glass/MY750. Os envelopes de falha dos mesmos critérios sao comparados com dados ex-
perimentais obtidos em um ensaio biaxial (077 — 092) feitos em tubos formados por laminados

aproximadamente unidirecionais (£85°). A comparagao é mostrada na Figura 24.

1007 R
© —LaRCO03

—Tsai-Wu
—Puck
¢ WWFE

90¢

80r

70¢
60r
50¢

Ty MPa

401
301
207
10¢

-1050

-50 0 50
Oy MPa

100

Figura 22: Envelope de falha 099 — 712 para um laminado unidirecional de E-glass/LY556
epoxy.
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Na Figura 22, no primeiro quadrante, observou-se uma boa concordancia entre os dados
experimentais e os trés critérios. Quando se trata do segundo quadrante, é possivel observar
que os critérios de Puck e LaRCO03 representam melhor a distribuicao dos dados experimentais
com destaque para o critério LaRCO03. Nesta regiao, o indice de falha é dado pela Equacao
(4.5). E possivel observar também que estes dois critérios no segundo quadrante sao menos
conservativos que o critério Tsai-Wu. No primeiro quadrante do gréfico o indice de falha
do critério LaRCO03 é dado pela Equagao (4.18). Os modos de falha neste envelope dizem

respeito somente a matriz tanto para o critério de Puck quanto para o critério LaRCO03.

Os resultados apresentados na Figura 23 nao apresentam uma boa concordancia com os
dados experimentais para nenhum dos critérios implementados. Puck e Schurmann (2002)
quando da avaliacao dos seus resultados, consideraram parte destes dados experimentais
inconsistentes (principalmente aqueles para tensoes cisalhantes superiores a 100 M Pa). E
razoavel assumir que possam ter algum problema devido a dificuldades experimentais, ou
ainda que sejam a representacao de um mecanismo desconhecido de falha. Observa-se também
que no primeiro quadrante o critério Tsai-Wu superestima a falha e no segundo quadrante,
a subestima. Neste caso os critérios mais conservativos foram o Tsai-Wu no primeiro qua-

drante e o LaRC03 no segundo quadrante. Apesar dos dados experimentais da Figura 24 se

140, _
R —LaRCO03 Matriz
LaRCO03 Fibra
120 ~ PUCK
00 —Tsai-Wu
100l o © WWFE
6 0 0
SV SR
o
< | Vel
- g
l—'g GO’f o
“c &
40t
I
20¢
1966 0 1000 2000

611,MPa

Figura 23: Envelope de falha 017 — 72 para um laminado unidirecional de T300/BSL914 C
(Carbono/ep6xi).

concentrarem no primeiro e quarto quadrantes do grafico, é possivel observar uma melhor
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concordancia com o critério Tsai-Wu. Avalia-se que, para uma melhor anélise do compor-
tamento dos critérios, dados experimentais para as situacoes de compressao longitudinal
combinada com compressao transversal e compressao longitudinal combinada com tracao
transversal deveriam ser utilizados. Neste caso a modelagem da falha dos critérios LaRCO03
e Puck superestimaram as maximas tensoes. Os melhores resultados obtidos pelo modelo
de Puck indicam que a inclusao dos efeitos descritos pela Equacao (4.53) podem ser uma
descrigao coerente do fenomeno de enfraquecimento da matriz com as tensoes aplicadas nas

fibras.

507| —LaRC03 Matriz
LaRCO03 Fibra /

—PUCK

—Tsai-Wu

o WWFE

Oy MPa

-100r

-150r

] L L L L L L )
—%%OO -2000 -1500 -1000 -500 0 500 1000 1500
c,,, MPa
11

Figura 24: Envelope de falha 011 — 099 para laminado unidirecional de E-glass/MY750 epoxy.

A Figura 25 mostra a resisténcia a compressao em funcgao da orientagao das fibras para
laminados AS4/3502 (carbono/epdxi) com sequéncia de empilhamento [46],.0 grafico mostra
que houve uma boa concordancia entre o critério LaRC03 e os dados experimentais (SHUART,
1989), quando comparado com o critério Tsai-Wu. Os resultados na regiao do grafico préximo
ao angulo de 70°, segundo Dévila, Camanho e Rose (2005), sdo devidos a inclusao do efeito
de aumento da resisténcia ao cisalhamento causada pela tensao de compressao transversal.
Este efeito nao esta previsto no modelo Tsai-Wu, o que explica o desvio desse critério dos

pontos experimentais, tornando-o neste caso mais conservativo.
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Figura 25: Resisténcia a compressao em funcao da orientacao das fibras para laminados de
AS4-3502 [0/ — 6/ — 0/0)6s.

5.4 Analise de Tensoes em Laminados Simétricos e Ava-
liacao da Falha

Utilizando as propriedades agrupadas na Tabela 3 e uma anélise preliminar das tensoes
através do Método dos Elementos de Contorno (MEC), é possivel também calcular os indices
de falha em cada uma das laminas de um laminado, verificando assim, se havera falha em
alguma delas. Devido a utilizagao de uma formulacao do MEC para elasticidade anisotrépica
plana, apenas a analise de laminados simétricos é possivel, pois caso laminados nao simétricos
fossem analisados, deformagoes fora do plano surgiriam, o que nao esta previsto no modelo
numérico. A rotina utilizada no calculo das tensoes foi feita no ambiente de programacao
do software MATLAB e foi desenvolvida por Eder Lima de Albuquerque durante seu dou-
torado (ALBUQUERQUE, 2001). Esta rotina baseou-se em programas feitos anteriormente
por Frederico Lourenco, Piotr Fedelinsk e Paulo Sollero, respectivamente nos anos de 2000,
1993 e 1994. No presente trabalho, dois laminados diferentes serao analisados. O primeiro

é constituido de Silenka E-glass MY750 epoxy e sera analisado sob um carregamento de
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tragao longitudinal e compressao transversal. Este laminado, “cross-ply”, possui a seguinte
sequéncia de empilhamento [0/90]s, sua geometria é apresentada na Figura 26 com largura
e comprimento iguais a 1m, espessura de cada lamina ¢ = 0,002m onde é possivel observar
que ha um furo central, que torna a variacao das tensoes mais complexa em suas proximida-
des. Apenas carregamentos no contorno foram aplicados e estes podem ser observados, assim

como as restricoes impostas.

1.2r
TR
0.8F : j
0.6f i : ' 1
e | o] @ -
" oal o] : : -
0.2F —
J O TRetteseeates T
0352 0 02 0.4 0.6 08 1 12

x [m] ’

Figura 26: Discretizagao do contorno do laminado e sentido dos carregamentos aplicados.

Para efeito de comparagao, os indices de falha também foram avaliados com o critério
Tsai-Wu e Puck. Sao mostrados apenas os resultados para as laminas 1 (0°) e 2 (90°), tendo
em vista que o laminado é simétrico. A Figura 27 compara os resultados para a lamina 1 e

a Figura 28 para a lamina 2.

De acordo com os resultados mostrados, percebe-se que os critérios identificam, de
maneira semelhante, as regioes onde a falha é mais provavel. Devido a descontinuidade
geométrica do laminado, neste caso, é facil perceber que se trata da regiao central, nas pro-
ximidades do furo. Uma das caracteristicas que torna os critérios LaRC03 e Puck indicados
para analises de propagacao de danos é a identificacao do modo de falha em conjunto com a
predicao da falha. De posse destas informacoes, andlises mais detalhadas sao possiveis, uma
vez que a degradacao das propriedades do material, apds a falha inicial, é diretamente depen-

dente da forma como o material falhou. Neste trabalho, esta caracteristica foi incorporada
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Figura 27: Indices de falha para a lamina de ntimero 1.

na andlise e os resultados sdo mostrados na Figura 29, para a lamina de nimero 2 (fibras a
90°). Atribuiu-se um nuimero representativo para cada modo de falha e a correspondéncia é

dada abaixo. Para o critério LaRCO03:

e Modo de falha = 1: Falha da matriz devido ao trincamento sob compressao transversal.
O indice de falha é dado pela Equagao (4.5).

e Modo de falha = 2: Falha da matriz devido ao trincamento sob tracao transversal. O

indice de falha é dado pela Equagao (4.18).

e Modo de falha = 3: Falha da fibra devido a quebra da fibra sob tragao longitudinal. O
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Figura 28: Indices de falha para a lamina de ntimero 2.

indice de falha é dado pela Equagao (4.24).

e Modo de falha = 4: Falha da fibra devido ao dobramento da fibra sob compressao

longitudinal e compressao transversal. O indice de falha é dado pela Equagao (4.31).

e Modo de falha = 5: Falha da fibra devido ao dobramento da fibra sob compressao

longitudinal e tragao transversal. O indice de falha é dado pela Equagao (4.32).

e Modo de falha = 6: Falha da matriz sob compressao biaxial. O indice de falha é dado

pela Equagao (4.33).

Para o critério de Puck:
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e Modo de falha = 1: Falha da fibra sob carregamento de tracao longitudinal. O indice
de falha é dado pela Equagao (4.48).

e Modo de falha = 2: Falha da fibra sob carregamento de compressao longitudinal. O

indice de falha é dado pela Equagao (4.49).

e Modo de falha = 3: Falha da matriz, modo A, com angulo do plano de fratura igual a
0°, devido a carregamento de tracao transversal. O indice de falha é dado pela Equacao
(4.50).

e Modo de falha = 4: Falha da matriz, modo B, com angulo do plano de fratura igual
a 0°, devido a carregamento de compressao transversal. O indice de falha é dado pela

Equacao (4.51).

e Modo de falha = 5: Falha da matriz, modo C, com angulo do plano de fratura maior
que 0° e menor que ~ 53°, devido a carregamento de compressao transversal. O indice

de falha ¢é dado pela Equagao (4.52).
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Figura 29: Modos de falha para a lamina 2, ponto a ponto.

O modos de falha predominantes na lamina 2 foram de falha da matriz para ambos os

critérios, o modo de falha predominante do critério LaRC03 foi o modo 2, trincamento da
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matriz sob tensao de tracao transversal e, para o critério de Puck, foi o modo 3 (modo A),
indicando também trincamento da matriz sob tensao de tragao transversal com angulo do
plano de fratura igual a 0°. Nas proximidades do furo central o critério LaRC03 indicou o
modo de falha 4, ou seja, falha da fibra por dobramento. O critério de Puck, além da falha
equivalente da fibra sob tensao de compressao longitudinal, também identificou o modo 4

(modo B), falha da matriz sob tensdo de compressao com angulo do plano de fratura igual a
0°.

Para a segunda andlise serd considerado um laminado simétrico, com geometria definida
na Figura 30, formado por quatro laminas [20/50]s com espessura t = 0,002m cada, cujo
material é o Béro-Epoxi. O laminado estd submetido ao carregamento indicado na Figura
30 com valores iguais a N; = 50 MN/m e Ny = 100 MN/m. O contorno do laminado
foi discretizado com 59 elementos quadraticos descontinuos, sendo 45 no contorno externo
e 14 no furo central. Os moddulos de elasticidade transversal e longitudinal, E; e Es, o
modulo de cisalhamento (15, 0 coeficiente de poisson vy, além dos limites de resisténcia a
tracao e compressao longitudinal, X7 e X, dos limites de resisténcia a tracio e compressio

transversal, Y7 e Y, e finalmente o limite de cisalhamento S estdo dispostos na Tabela 4.

Tabela 4: Propriedades mecanicas e limites de resisténcia da lamina de Boéro-Epoxi.
E1 E2 G12 V19 XT YT XC YC SL
(GPa) (GPa) (GPa) (MPa) (MPa) (MPa) (MPa) (MPa)

204 18,5 9,59 0,23 1260 61 2500 202 67

Utilizando o mesmo procedimento adotado anteriormente, é possivel realizar a com-
paragao a partir das Figuras 31 e 32. Pode-se notar que os critérios indicaram as mesmas
regioes como as mais provaveis para a ocorréncia de falha. Além disso para as duas laminas,
pode-se observar através da Tabela 5, os valores méaximos e minimos dos indices de falha

obtidos a partir dos 3 critérios, mostrando razoavel acordo.

Tabela 5: Valores maximos e minimos dos indices de falha no laminado da segunda analise.

LaRC03 Tsai-Wu Puck
Numero da lamina min max min max min max
1 (20°) 0,0168 10,9924 -0,2874 1,0258 0,0221 0,9990
2 (50°) 0,0268 1,1788 -0,3185 1,1436 10,0268 1,1059

A visualizagao dos modos de falha neste segundo problema para a lamina de ntmero 2
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Figura 30: Geometria e carregamento do laminado proposto para a segunda analise.

¢ mostrada na Figura 33. Para uma melhor visualizacao dos modos de falha, a Figura 34
mostra o detalhe do furo central do laminado. Para o critério LaRC03 ha uma predominancia
dos modos 2 e 3, respectivamente, falha da matriz sob tensao de tracao transversal e falha
da fibra sob tensao de tragao longitudinal. Para o critério de Puck a predominancia é dos
modos 1 e 3, respectivamente, falha da fibra sob carregamento de tragao longitudinal e falha
da matriz no modo A, ou seja com angulo do plano de fratura igual a 0°. Desta analise
percebe-se a equivaléncia dos modos de falha dos dois critérios, inclusive nas proximidades

do furo central, com poucas excegoes.
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Figura 31: Indice de falha para a lamina nimero 1 da segunda andlise.
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6 Consideracoes Finais

6.1 Conclusoes

Para geometrias e carregamentos complexos, as técnicas numéricas sao, na maioria dos
casos, a Unica maneira de se obter respostas de uma anélise de tensoes e deformacoes. Neste
trabalho, o Método dos Elementos de Contorno foi utilizado como ponto de partida para
a analise da falha. A formulacao usada foi a de elasticidade plana anisotrépica utilizando

elementos quadraticos continuos para a discretizacao do contorno.

A anélise numérica da falha em materiais compoésitos teve como parte principal a im-
plementacao dos critérios de falha de Tsai-Wu, Puck e LaRC03, os dois tltimos, critérios
baseados em fenomenos fisicos. Em geral os critérios de falha conseguem prever bem as
falhas para os casos onde fibras e matriz encontram-se sob tracao, combinadas ou nao com
cisalhamento. Porém, quando existe compressao, nao ha a concordancia dos critérios de falha
com dados experimentais e também entre os proprios critérios de falha. Isto se deve aos me-
canismos de falha (modos de falha) que ainda nao sdo bem entendidos e demandam bastante
pesquisa. A compreensao destes mecanismos é essencial para o desenvolvimento de modelos
para a propagacao dos danos, uma vez que a falha da matriz ou das fibras e o modo com
que estas falhas ocorrem, influenciam de maneira diferente a degradacao das propriedades
elasticas de uma lamina. A excecao neste caso, esta no critério LaRC03 que conseguiu prever
com razoavel precisao a resisténcia a compressao de um laminado simétrico formado por fi-
bras de carbono e matriz epéxi. O grande apelo dos critérios LaRC03 e Puck é a possibilidade
de identificar a maneira como o material ira falhar, as predigoes deste critério foram verifi-
cadas e se mostraram coerentes com os carregamentos aplicados e entre os préprios critérios.
Apesar disso, uma comparacao com dados experimentais dos modos de falha é necesséria.
Entretanto, essa comparacao é mais complexa, porque a verificagao do inicio da falha para

alguns dos modos é complicada, causando alteracoes quase sempre dificeis de serem iden-

33



tificadas, quer sejam geométricas, quer sejam do comportamento mecanico. Além disso, a
correlagao entre os modos de falha do critério com os modos de falha finais do laminado
ainda necessita ser discutida. O acoplamento da anélise de tensoes com os critérios LaRC03
e Puck mostrou-se eficiente na avaliacao estrutural de um laminado simétrico, sendo possivel

verificar os locais onde é maior a probabilidade de falha, além do préprio modo de falha.

6.2 Propostas de Trabalhos Futuros

Como propostas de trabalhos futuros podem ser citadas:

e Estender o critério LaRC03 para problemas tridimensionais.
e Analisar a falha em placas e cascas utilizando este critério.

e Realizar uma andlise de danos a partir dos modos de falha obtidos com o procedimento

adotado neste trabalho.

84



Referéncias

AGARWAL, B. D.; BROUTMAN, L. J. Analysis of performance of fiber composites. New
York: John Wiley and Sons Inc., 1990.

AIRFORCE-TECHNOLOGY.COM. Predator RQ-1 / MQ-1 / MQ-9 Reaper - Unmanned
Aerial Vehicle (UAV), EUA. [S.1.], 2010. Disponivel em: <http://www.airforce-
technology.com/projects/predator/>.

ALBUQUERQUE, E.; SOLLERO, P.; ALIABADI, M. The boundary element method
applied to time dependent problems in anisotropic material. International Journal of Solid
and Structures, v. 39, p. 1405-1422, 2002.

ALBUQUERQUE, E.; SOLLERO, P.; ALTABADI, M. Dual boundary method for
anisotropic dynamic fracture mechanics. International Journal for Numerical Methods in
Engineering, v. 59, p. 1187-1205, 2004.

ALBUQUERQUE, E.; SOLLERO, P.; FEDELINSKI, P. Dual reciprocity boundary element
method in laplace domain applied to anisotropic dynamic crack problems. Computers and
Structures, v. 81, p. 1703-1713, 2003.

ALBUQUERQUE, E.; SOLLERO, P.; FEDELINSKI, P. Free vibration analysis of
anisotropic material structures using the boundary element method. Enginnering Analysis
with Boundary Elements, v. 27, p. 977-985, 2003.

ALBUQUERQUE, E. L. Numerical analysis of dynamic anisotropic problems using the
boundary element method. Tese (Doutorado) — Unicamp, Dept. Mec. Comput., July 2001.

AMERICAN SOCIETY FOR TESTING MATERIALS. ASTM D5528: Standard test
method for Mode I Interlaminar Fracture Toughness of Unidirectional Fiber-Reinforced
Polymer Matriz Composites plastic and electrical insulating materials. [S.1.], 2009.

AZ71, V.; TSAI, S. Anisotropic strength of composites. Fzperimental Mechanics, v. 9, p.
283-288, 1965.

BREBBIA, C.; DOMINGUEZ, J. Boundary Elements: An Introductory Course. [S.1.]:
Computational Mechanics Publications, 1989.

DANIEL, L.; ISHAIL, O. Engineering Mechanics of Composite Materials. [S.l.]: Oxford
University Press, 2006.

DEB, A. Boundary element analysis of anisotropic bodies under thermomechanical body
force loadings. Computers and Structures, v. 58, p. 715-726, 1996.

85



DAVILA, C.; CAMANHO, P.; ROSE, C. Failure criteria for FRP laminates. Journal of
Composite Materials, v. 39, p. 323-345, 2005.

DVORAK, G.; LAWS, N. Analysis of progressive matrix cracking in composite laminates:
IT first ply failure. Journal of Composite Materials, v. 21, p. 309-329, 1987.

GANAPATHY, S.; RAO, K. Failure analysis of laminated composite cylindrical/spherical
shell panels subjected to low-velocity impact. Computers and Structures, v. 68, p. 627-641,
1998.

HAHN, H.; JOHANNESSON, T. Mechanics of composite materials. ASME AMD, v. 58, p.
135142, 1983.

HASHIN, Z. Failure criteria for unidirectional fiber composites. Journal of Applied
Mechanics, v. 47, p. 329-334, 1980.

HASHIN, Z.; ROTEM, A. A fatigue failure criterion for fiber reinforced materials. Journal
of Composite Materials, v. 7, p. 448-464, 1973.

HILL, R. A theory of the yielding and plastic flow of anisotropic metals. Proceedings of the
Royal Society of London. Series A, Mathematical and Physical Sciences, v. 193, p. 281-297,
1947.

HINTON, M.; SODEN, P. Prediction failure in composite laminates: The background to
the exercise. Composites Science and Technology, v. 58, p. 1001-1010, 1998.

KANE, J. H. Boundary Element Analysis in Engineering Continuum Mechanics. New
Jersey: Prentice Hall, 1993.

LAFFAN, M. et al. Measurement of the in situ ply fracture toughness associated with mode
I fibre tensile failure in FRP. part I: Data reduction. Composites Science and Technology,
v. 70, p. 606-613, 2010.

LAFFAN, M. et al. Measurement of the in situ ply fracture toughness associated with
mode I fibre tensile failure in FRP. part II: Size and lay-up effects. Composites Science and
Technology, v. 70, p. 614-621, 2010.

LEKHNITSKII, S. Theory of Elasticity of an Anisotropic Elastic Body. [S.1.]: Holden-Day,
1963.

LEKHNITSKII, S. Anisotropic Plates. [S.1.]: Gordon and Breach, 1968.

NETO, F. L.; PARDINI, L. C. Compdsitos Estruturais: ciéncia e tecnologia. Sao Paulo:
Edgard Blucher, 2006.

PINHO, S.; ROBINSON, P.; TANNUCCI, L. Fracture toughness of the tensile and
compressive fibre failure modes in laminated composites. Composites Science and
Technology, v. 66, p. 2069-2079, 2006.

36



PINHO, S.; ROBINSON, P.; IANNUCCI, L. A micromechanical model for kink-band
formation: Part I experimental study and numerical modelling. Composites Science and
Technology, v. 69, p. 948-955, 2009.

PINHO, S.; ROBINSON, P.; IANNUCCI, L. A micromechanical model for kink-band
formation: Part II analytical modelling and numerical modelling. Composites Science and
Technology, v. 69, p. 956-964, 2009.

PINHO, S.; ROBINSON, P.; IANNUCCI, L. Developing a four point bend specimen to
measure the mode I intralaminar fracture toughness of unidirectional laminated composites.
Composites Science and Technology, v. 70, p. 614-621, 2010.

PINHO, S. T. Modelling failure of laminated composites using physically-based failure
models. Tese (Doutorado) — Imperial College London, Department of Aeronautics, 2005.

PUCK, A.; KOPP, J.; KNOPS, M. Guidelines for the determination of the parameters in
pucks action plane strength criterion. Composites Science and Technology, v. 62, p. 371-378,
2002.

PUCK, A.; MANNIGEL, M. Physically based non-linear stress-strain relations for the
inter-fibre fracture analysis of FRP laminates. Composites Science and Technology, v. 67, p.
1955-1964, 2007.

PUCK, A.; SCHURMANN, H. Failure analysis of FRP laminates by means of physically
based phenomenological models. Composites Science and Technology, v. 58, p. 1045-1067,
1998.

PUCK, A.; SCHURMANN, H. Failure analysis of FRP laminates by means of physically
based phenomenological models. Composites Science and Technology, v. 62, p. 1633-1662,
2002.

SHUART, M. Failure of compression-loaded multidirectional composite laminates. American
Institute of Aeronautics and Astronautics Journal, v. 27, p. 1274-1279, 1989.

SODEN, P.; HINTON, M. Predicting failure in composite laminates: The background to
the exercise. Composites Science and Technology, v. 58, p. 1001-1010, 1998.

SODEN, P.; HINTON, M.; KADDOUR, A. Lamina properties, lay-up configurations and
loading conditions for a range of fibre-reinforced composite laminates. Composites Science
and Technology, v. 58, p. 1011-1022, 1998.

SODEN, P.; HINTON, M.; KADDOUR, A. Biaxial test results for strength and deformation
of a range of e-glass and carbon fibre reinforced composite laminates: failure exercise
benchmark data. Composites Science and Technology, v. 62, p. 1489-1514, 2002.

SOLLERO, P.; ALIABADI, M. Fracture mechanics analysis of anisotropic plates by the
boundary element method. International Journal of Fracture, v. 64, p. 269-284, 1993.

87



SOLLERO, P.; ALIABADI, M. Anisotropic analysis of composite laminates using the dual
boundary element method. Composite Structures, v. 31, p. 229-234, 1995.

STROUD, A. H.; SECREST, D. Gaussian Quadrature Formulas. New jersey. Englewood
Cliffs: Prentice Hall, 1966.

TELLES, J. C. F. A self adaptative coordinate transformation for efficient numerical
evaluation of general boundary element integrals. Int. J. for Numerical Methods in Engn.,
v. 24, p. 959-973, 1987.

TSAIL S.; WU, E. A general theory of strength test for anisotropic materials. Journal of
Composite Materials, v. 5, p. 5880, 1971.

TSAI, S. W. Strength and Life of Composites. Stanford. Stanford University: JEC
Composites, 2008.

VELMURUGAN, R.; SOLAIMURUGAN;, S. Improvements in mode I interlaminar fracture
toughness and in-plane mechanical properties of stitched glass/polyester composites.
Composites Science and Technology, v. 67, p. 61-69, 2007.

VESTAS. Wind Turbines - VESTAS, Dinamarca. [S.1.], 2010. Disponivel em:
<http://www.vestas.com/en/media/images.aspx>.

ZHAO, G.; CHO, C. Damage initiation and propagation in composite shells subjected to
impact. Composite Structures, v. 78, p. 91-100, 2007.

38



