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RESUMO

Este trabalho apresenta o estudo em uma bancada de engaio de
um rotor com eixo vertical as caugas da variagio dos  autovalares
¢ antoveltores complexos scbre o comportamento dinBmice do mistema.
Desla forma pode-se fazer uma estimativa das velocidades crifticas
& uma avaliac¥o do estado vibratdrio de sisgtema subnetidoe sao
efetto giroscdpico. Analisa-se a quest¥o dos autovetores & direita
e 4 esquerda e procede-se a umaz determinag¥o experimental dos
mesnos . Todos esteg procedimentos s3o acompanhados do
correspondente estudo analftice que permite avaliar a influéncta
sobre os resultados de uma eventual variag¥o dos parSmetros.

Assim o rotor parado & modelado por elementos finitos de um
rotor n%o amortecido e com ele g8c feitas previstes dos
autovalores do sistema rotativo, iste &, quais as veloctdades
erfticag do sistema. Discute-se também o tema de ~“forward e

backward whirl?”



INpIGE

4 Introdug¥o

2 Dadosg Geomébricos e Dimensionais do Rotor Vertical

24 A Faixa de operagBo do Rotor Vertical

3 Formulag¥o Matemdlica de Sistemas ndo Rotatives

34 Equsqlies Diferenciatg para Sistemas Conservabtivos g
guag Solucles

%9 Reasposta em Freqi&ncla de Sistemss Conservativos

4 Formulag%o MHatemdtica de Sistemas rotativos

41 EquacBes Diferenciazis para Sistemasg Congervativos e
guas Solucles

42 Equagles Diferencisie de Sistemas n¥o Congervalivos
e gsuas Solugdes

473 Propriedades de Ortogonalidade de Autovetores &
Direita & 2 Esguerda

44 Desacoplamento das EquagBes do Movimenio

45 Resposta em Frequénctia parsa Sistemas nao
Congarvat ivoe

% Forpulag¥o MHatemdtica de Sistemas nAo-Simstricos

%4 Equaglo Caracterf{etica para Disco n¥o Stwétrico

8o Backuard Bhirl e geus Efeitoz em Rolores Simétricos
e nl¥o Simdtricoe

g lidentificaglo dos Pargmetros Modsiazg do Sistems

fndice — 1



Rotor Vertical indice

£1 Aplicag¥o da ldentifics¢¥%o dos Parfmetros Modats

£ Exigénclae para o Procedimento de Identificac¥c de
Parametros Modaie

3 FResuno dos FMébodos de Medig¥o

.4 Sietemas de Processamento para  ldentificag¥o dos

Parimetros Medais

7 ldentificag¢io dos ParBmetros Modais do Rotor Vertical
714 GSistemas n¥%o Rotativos

741 Freguéncias Habturasie da Bancada

212’ Questdes sobre & Rigidez da Bancada

743 ldentificagBo das TFreqifincias HNaturaie do Eixo
Livre-Livre

714 Freqié&ncias Nasturais do Rotor Livre-livre
748 Definindo og Graus de Liberdade do Rotor Vertical
746 Algumas Consgideragles

747 ldentificagHo dae Fregieéncias Haturaieg no
Flano Y4

718 ldentificaglBo das Frequ&ncias Haturais de Rotor
Vertical

719 Identiftcag¥o dos Modos Naturaig do Rotor
72 Sistema Rotativo

724 Autovalores do Rotor Girando

792 Ahutovetores & Direita de um Rotor Verticsal

7523 Autovetores 3 Esquerda de um Rotor Vertical

% HModelo Matemsdtico do Rotor Vertical
fndice - 2



RBotor VYertical fndice

81
82
83
8.4
85
86

introducio

0 Modelo de Elementos Finttos do Rotor Vertical
Modelanento do Eixe Livre-Livre

Hodelamento do Rotor Livre-Livre

Hodelamento do Robtor Hontado, em Repouso

Liustando o Hodelo de Elementos Finites

4 Sintese do Comportasmento Dindmico do Eixeo Vertical

9.1
9.2
a3

0 RoLor em Repouso

"Baixe Hivel de Amortecimento Interno

Rotor Montado Girando

4y Conclusfo e Perspectivas

fndice - 3



1 = INTRODUCAQ

A temdtica de velocidade crftica em mdguinas rotativas tem

mantido uma constante atualidade. Engenheiros e empresas ligadas
ao  projetao e construgio de turbo~geradores, especificamente
aqueles com eixo vertical, tem se interessado em wmuitos aspectos
deste problema, tende em vista as Lendéncias modernas de
aproveitar mais amplamente as possibilidades de solicitag¥o do
material o dos elementos de projeto. Desta forma hd Interesse ewm
aproveitar regifes onde as amplitudes de vibragles s80 matores e
projetar os parfnetros fisicos e geométricos da maquina de forma
‘tal a manter uma dist8ncia segura as velocidades crifticas { no
caso de magquinas hidrdulicas ) ou atravesséd-las ( como no caso de
turbinas a vapor ou a gds )} de tal forma que ag vibragles se
mantenham em nivelis aceibéveis.

Parece incrfvel gque por tantos anos de uso de maguinag
rotativas este assunto n¥o esteja btotalmente rescolvido [131. Embora
haja vdriag razSes para a falta de informacBSes nesta &rea,
procuraremos abordar apenas aqueles aspectos que enfatizam o lade
tecnoldgico e o lado cientffico.

o campo tecnoldgico tem havido um esforgo maior no
entendimento construtivo de miquinag com eixos horizontais e isto
tem varias raz@es como o hébito & a tend@ncia de utilizar a forga

gravitacional para facilttar a producio, © manuseio e a montagem
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destas miquinas. No final doe anos 70, com a crice de energla e a
iﬁtradugﬁm de fontes alternativas de energis, muitos fabricantes
foram obrigados a mudar os seus hdbitos usuaig de manu?atural e
engenharia procurando solu¢Bes alternativas ou incrementando as
ingtalacBeg hidreoelédiricas e nucleares. Coma oa espagos
digpon{veis em locals densamente povoados sBo multc escasgos, as
maguinsse com eixop verticaie receberam uma atenglio mafor e muitos
projetos tradicionats foram reciclados ou alterades para faixas de
poténctas mais elevadag. As magquinasg verticals pessuen
particularidades préprias que comegaram a ser investigadas 2
partir de modelos tedricos e experimentais. Huitos fendmenos
comecaram a ser investligados com uma certa profundidade nesta
ocasi¥o.

Ko Brasil o esforgo feito pera depender menos das fontes
energéticas externae resultou em um tncentivo grande & construcko
de hidroslétricas e plantag nucleares.

Ha Universidade Estadual de Campinaz com o objetive de formar
peseoal especialmente habilitads para enfrentar ose problemas deaste
tipo de instalagZo, fol iniciado um egforgo cient.Ifico &
tecnoldgico nesta area, com enfoque particular nos problemas
dinBmicos deste tipo de eguipamento.

Desde 198t% o Laboratério de  Projetos  HMechnicos do

Departamento de Engenharia Hecfinica Iniciou uma atividade em
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conjunte com a CESP na medigBo de wvibragSBes emn maguinas
hidroelétricas do tipo Francis tendo, neste campo, feito um
convénio, pera facilitar o intercdmbico clentffico e técnico, coﬁ.a
Universidade de 5Stuttgart. Como resultado deste trabalho comum foi
conskruida uma bancada de ensatog com um roter vertical entre
Setembro 83 e Har¢o 84 que tem um carater de bancads original pera
an4lise de problemas em rotores com eixo vertical.

Esta bancada fol projetads para ginular as vdrias situagles e
estidgios da operagBo de maquinas bhidroelétricas [23, wvisando
principalmente maquinas do tipo Kaplan e Francis. Esta bancada
representa uma tentattva piloneirs de uma abordagem clenbtffica
deste tipo de problema, feita em um pafs em desenvolvimento.

4 bancada, sendo do tipo vertical, tem seu comportamento
din3mico bastante diferente de um rotor horizontal. Temos neste
cagso situacBes novag como 2 falta de uma posigdo de equilfbrio
definida estiticamente através do pese. Na realidade na primeira
montagem utilizada ao longo deste trabalho esta posig¥o & definida
atravéa de um conjunto de molag.

0 obietivo deste trabalho com relaglo s esta bancada esitd en
ident1ftcar oz parf@imetros do roter verttcal enquanto esta em
repousc. Com estes resuliados predizer os pardsetros nmodais en
retacio a3 uma  velocidade 'especificada. 0 mator esforgo deghte

trabalho estd concentrado neste parte expertmental, objetivando
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fornecer ums . fundamentag¥o precisas para outrosge trabslhoes de
pésquisa ng meema bancada, que ge devem suceder a0 longo da
proxime década. |
Come objetivo final estudearemos o problema de COMO
degenvoelver um modelo matemdbtico que corresponda ao  comportamento
dinSmico da bancads de ensalas, iste ¢, do rotor wvertical,
enquanto estd girando. Heste aspecto procedemos a uma investigag3o
de cardter experimental para abordar diversgos agsuntog

{ normalmente polé&micos )} sobre wvelocidades criticas e efeltos

girogcdpicos.



2 - DADOS GEOMETRICOS E DIMENSIONAIS DO ROTOR VERTICAL

Hé multtog anos og eapecialistae que lidam com problemas
dinfmicos em rotores vem tentando obter modelos matemidticos mailg
exatog. Aldm do conceito de modelamento eficaz, o8 engenhetiros
tambdm encontram dificuldades para obter og dados geométricos
exatog dessas maquinag : primeiro, devido & falta de informagfes
relactonadas & fabricag%o; segundo, devido &z modificaglies dos
parinetros geomdtricos e devido & wmontagem e instalag¥o desesas
mAQUINAS.

A& falta de dadoes preclisos torna diffcil congeguir um modelo
exato.

Neste trabalho Com um rotor verticsl projetado
enpecificamente para esta tarefa, nds temosg dados geomélricos Qala
apurados. Alguns trabalhosg [3] foram feitos para medir easges dados
o mais exato possivel e serBo descritos a seguir.

A figura 2.1 mostra o rotor wvertical e a figura 2.2 suas
dimengBes atuais, e estdo Indicedos também outros parimelros
fmportantes do rotor, como magga, inéreta e rigidez na figura 2.3,

nem como Of valeres correspondentesg, na tabela 2.1 .
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21 = A FAXA DE OPERACAD DO ROTOR VERTICAL

0 sistema foi projetado para operar até uma velocidade
nominal de 3000 rpm. Embora haja possibilidade por parte do
actonamento de me atingir até 7200 rpm nominal, a construglc da
bancada pela sua elasticldade e amortecimento n¥o permite um  uso
guperior a 3000 rpm. A inclusZo de amortecedores especiale, &
diminui¢ci3o da ponta em balango na extremidade inferior pode
aumentar este limite. Dadas estas limitagles e a relativa
distfncia entre as frequéncias do rotor e da estrutura da Dbancada
{ estas s¥o superiores a 100 Hz ) limitou-se o presente estudo a

uma faixa de fregii&ncias até 50 H=.
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TABELA 2.1 - As Propriedades do rotor vertical
Hum . Desericio Sinmbolo Valor |DimensZo
1 {Maessa do estator STH 38,786 Kg
¢ {Mze=za do rotor RTHM 10,178 Kg
3 {inédrciz do estator, etxo =z STHLIZ }128,260E-2 Kg-m
4 |ingrcia do rotor, eixe =z RTHIZ {10,505K-2 Kg—m
5 JInégrcia polar do rotor RTHIP |70,628E-4 Kg—m
6 |Masea do disco supertor SDN 16,9875 Kg
7 1lnércia do digco sup., eixo =z SDHIZ [ 8,6R3E~-2 Kg-m
8 |Inédrecia polar do disco sup. SOMIP {19,133E~-2 Kg-m
9 {Maesa das duas plataformas PLNM 7.8 Kg
10 jRigidez da 1s mola, direcBo y 1Ky 3, 16E8 N/m
11 {Rigtdez da 2s mela, diregio ¥y 2Ky 2,86EB HAm
12 iRigidez da 3¢ nela, diregio y 3Ky 2,91E8 H/Am
13 (Rigidez da 1« mela, direglo = iK= 2,47E5 Him
14 (Rigide=z da 2. mola, direglic = 2Kz 2,94E8 N/m
15 |Rigidez da 3- mola, direg¢3o z 3Kz 2,84E5 N/ m
16 |Densidade espectfica do eixo P 7,8E3 Rg/m”
17 |Hsdulo elasticidade do eixo E 2,067E11 N/m®
18 Inércia da secg¥o transversal do I 7, 822E~9 mé
eixo gobre o eixo =z z
19 jInércia polar da secgdo do eixo IP 15,645E-9 m4
20 101 3netro do sixo a 19,4898E-3 %
21 tArea da secgBo transversal A 3,135E~3 e
22 (Magss suporte do mancal inter, BSH 4,988 Kg
23 |Masssz girante do mancal Inter. BRY 2,936 Kg
24 [Inércta do suporte do mancal int] BSNIZ |2,340E-2 Kg-m
25 {Inércia girante do mancal inter.] BRHIZ [|9,B805E-2 Kg-m
26 Plodeica polayr do mancal BHM1F 2,00 -2 Kg-m
27 (Masega do diaco inferior LDM 11,316 Kg
28 linércia do disco inf., eixo = LDRIZ {6,218E-2 Kg~m
23 |iInércia polar do disco inf. LDMIP (12,306E-2 Kg-m
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3 - FGRMULACKO MATEMATICA DE SISTEMAS NKO ROTATIVOS

31 ~ EQUA(}%ES DIFERENCIAIS PARA  SISTEMAS  CONSERVATIVOS

E SUAS sowgﬁ £S

As equagBes diferenciais que governam o wovimento de um
sistema n¥o giroscdpice, n¥o amortecido e sem forgas ciclicos,com
n greaus de liberdade, 2¥:1a) obtidas fazendo-se a matriz
giroscopica [G1, a matriz de amortecimento ([C1 e a matriz de
amortecimento interno n¥c conservative [H1 na equagBo geral que
rege o movimento linear de um sistema meclSnice (3.1) iguais a

Zera.

zm{i&:m} + [czc3+tai>}{:}(t3}+[c£K3+£H3}]{x<m} e {f‘(t.)} {(3.1)

3 resultado &

tm{%‘at:} + txa{mw} 2 {f‘{t)} ,

onde [Ml e [K] s¥o matrizee reais simétricas nxn; a primeira & a
matriz de inércia e a segunda & a mabriz de rigidez. Ainda (x{L)}
é um vetor posigHo com dimensHo n e (f{L)) o vetor de forgsas

generaltzado associado.

A matriz de indrcia [M]l &€ positiva definida assim como a de

rigidez (K1,
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Iremoe obter a sgolugio da equag¥o {(3.1) pela analise modal, o
gque inplica em reduzir s resposta de um sletems de n grasus de
liberdade a uma combine¢Bo linear de n elstemag gimples o
independentes. Para tanto vamos primeiramente verificar a solugHo
da egquagHo diferencial homogénea, fazendo {(f{(t}} nulo na

equagdo (3.2). Assume-se a soluglo geral como

{x(t}} = {u} L (3.3)

onde {(x{t)) = {(w, ,...,% }t e {u}y = {u,,...,u 3t.
1 T 1 n

Primeiramente, iremog determinar os autovalores X
ALHI{uy = {KI{uld P (3.4)

Ha molugBo da equagBo (3.4) pode ser definida a matriz modal

(Y3 = [i{u},ziu},*‘.,n{uil, onde 1{u} s¥o os autovebores do
sigtena, isto &, og vetoreg soluc¥o de (3.4). A matriz diagoenal
dog autovalores & diag AT diag @f ; onde w, (1=1,2,....,n} &80
ag freguéncias naturais do sistena.

Qe autovetores s%o ortogonszis com respeito a [M]l ( e IKD) e
poden ser normalizados para satisf azer

2
EU]L[K]{UJ = 1 [U}tEK}[U] = A , A = disg W, {3.5)
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0 teorema da expans¥o pode ser formulado, também, en termos
de i{u}, Em congequencia estes vetores constituem uma base pars um
espago linear de dimensZo n ; assim, um vetor arbttrdrio (gl no

egpage pode ger escrite como

{q) = ai*iiu} + QE*Q{Q} I o an'n(u} = [UI{e} (3.6}
onde {x) = {ai‘aﬁ"“"an}t & o vetor dos coeeficlentesn.
Nenot.ando s coordenadaes 4o wveltor {xiti)} com rezpeito - base
1{u}, 2(u}, R ,n{u} por niitl), nz(ti), . ’nn(ti}

resgpectivamente, a resposta do gigtema em qualquer instante ti

pode ser expresega por

Tt
(x(t 3} = p, (b fud + it dlud + oL g (L)) ful =1z:;,1<t131{u3
(xft )} = (Ut ) (3.7)
= t
onde (np(t 3y = Ip (b)), mptt ), .., @ (417 & o veter das

coordenadas no tempo. Mas hi & arbitrario, sssim este valor pode
gor mudado so acaszo. Como & equaecBo (3.7) & = mesma pars Jqualseguer
cutros valores de tempo, € como a solugdo é continua, podemos

trocar ti pot t e escrever

{x(t)) = [Ul{nit)] {3.8)
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Pagsando a equagBo (3.8) na eguaglo (3.2) e premultipl {cando

o resultado por [U1% teremos :

€M][UI(5(t)} + [RIEUIn(t2 ) = (f{Ll}

tratemituaeny + tntiRItuIcyy = tuatorce

ugando a equaglo (3.5) teremcs

(n(t))} + A (n(td} = [U}t{f(t)}
definindo :
{plLy} = [U]t{fft)}, (3.9
ent 80 Lteremos
{n(t)y + [ATIn(LY) = (p(td) (3.10)
A equag¥o (3.10) representa un conjunto de equacglies

ordindrias e independentes da forma

Ei(tn + wfni{tJ = p (L) 1=1,2,3,...,n (3.11)
Ag coordenadas n; (i=1,2,...,n? s¥o dezignadas cComo
coordenadas principaie ou coordensdas naturaie. Por serem

coordenadas com respeito a uma base ortogonal, s¥o também chamadas
de coordenadas normais.

Pelo principio da superposi¢lo & soluglo de (3.11) pode ger
escrita na forma de uma combinacBo linear da solug¥o da equag¢Bo

3 - 4
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homogenea ¢ uma solugie particular da equaglo completa, onde a
primeira representa a resposta s excitagles iniciais e a segunda

representa g excitagles externas.

Farendo o degicocamento e 3 velocidade intciais seranm :

7, (0) = 0 {;i{c;;:-,}io ., 1=1,2.3, ... ,n

n gsoluglo serd da forma

t

i .
7 )=l P (L-rlgin{e tidr + 7 Ocoslw )y + 79 ainf{w, t) (3.123
i mz i 1 i i ml i
0
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L

32 -~ RESPOSTA EM FREQUENCIA DE SISTEMAS CONSERVATIVOS

0 comportamento dinSmice de um sistema conservativo &

representado pela equacdo (3.1) do capftulo anterior

[H}{%} + EK]{%} = {f}
Transformande esta equa¢3c no domfnio da fregléncia, e usando
propriedades de transformagfo linear de freqiiéncia , teremos;

- szﬁB{X) + [EILX: = {F} (3,13}

onde « é a freqgiéncia em rad/seg, Xlw} e F{w) donctam as varidvels
de posigdo e forga no domfnio da freqiéneia,
Uzando a eguacgio (3.8), a transformag¢do linear pode ser
Feita 1
{¥) = [UI{R}
onde (Ul & a matriz modal : [U3 = [1{u},2{u),..,,n{u)l.

Subsgtituindo {¥} da equagio anterior em (3.13), teremos :

- WZIMITUI(NY + [KILUIC(N) = (F}
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¢ premultiplicando por (U1t teremos

t i,

2
~— ¢ LUIIHITUILNY + £U}LEKJEU}{R} = {UI"{F2)
Escolhende normalizar [UY de wmodo
{UJtEM}[U] = i

asaim a equedo (3.14) fica

- wZ 1 (N} + wf (NY = [UISC(F)

onde w, & a i~éging frequéncta nabural.

i

F»Q - wEJ {HY = EUIt{F}

t %
) = | e | TIIYFY ou
W, T W
1
1 L
(X} = (U1 | e | CUIVCR)
wl R

A matriz rnodal é egeribta como
EUY = Ii{u},z{u3,..,,n{u}1

onde k{u} = k{ui,uz,,..,un}

Capftulo 3

{3.44)

(3.153
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Para simplificar vamog assumir {wfwwz)_i = ¥ W, . Expandindoe a
equagdo (3.13), ela pode ser escrita :
£ b r - I r A r )
Xl 19 2%1 kM1 2% le G O 0 $9 o (Y, Fl
¢X2 L 1Us Mo U5, U, O sz g Q oMy ere pW F2
Kh 1Y% 2% kYR Atk ¢ O ?wh G LI Fh
hxn ] _1“& 2% kY % © o 0° ?wn ] ntt 7 nta Fn

#X [ T n " ’ F ~
Xl ¥ iulvwi (Mo p iulvwi Y i
2 Fy
4X , = 1 F y £3.16)
ke n n k
bxn ) L 1un9wi et S L iuani iYn { Fn ]

Sg utilizarmors {Flw)) o vetor de forga generalizado ssepociado

em freqiéncia de modo que :

t

{F{w)} = (D,0,F ,0,0)" ,

kl
isto &, apenas a componente de F correspondente & coordenada Xk &

aplicada ao sistema. Resuminde a resposta em freqiéncia por

L

{Xld ) = X, ,X S S R
13

yr¥gs e

de acordo com e equaglo (3.168), iremos identificar a coluna k da
matriz de transferéncia. De modo andlogo se aplicamos {(Flw)l em

todos o pontos de excitagdo, de modo que

_ t
{Flw2) = (Fl’FE"'"Fn3
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& medirmosg a reasposta em fregiéncia no ponto de excitagBo k,
airavés de :
(Xl = £0,0,Xk,ﬂ,03t ;
nds estaremos identificaendo a linha k da matriz de trangferé&ncta.
Agora & fdécil demonstrar da equagBio (3.163 que a fungdo de

resposta em frequéncia {ou fung¥o de transferéncial) relacionando a

excitagBo aplicada no ponto k e o deslocamento medido no ponto I,

& @
/. 'q 2 " ¢ A
Xy Hyy Hyp Hyyp Hyy Fy
xh " Hki Hkk HRE Hkn Fk
1x. i n H H H 1F, | ¢5.473
[A ) ik i in i
an ) i Hni an Hni Hnn it Fn }
ou :
X, = Hpple) Fp oo
[0 3 I S
X
H, (@) = b
i1k Fh
bs equaglo (3.16) podemos conclulr gue !
i
X u u
i i7L 1R
= = (3._183
Hyptw) = —pe— TR
. . (on w3}
: im i
comng s
(43 1 - u 1
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peodemos concluir a partir de (3,167 que

th = th , 1.e.,
a matriz da fungdo de tranzsferéncia & simdtrica para um sistema
congervat ivo n¥o rotacionatl.

£ obvio, que uma uUnica fungfo de transferéncia, relacionando
o ponito de excitaglo com o ponto de medidas, & suliciente para
determinar os autovalores (freguéncias naturais?. J& que a fungdo
de transferéncia tende ap infinito quando w tende a w, -

Para podermes determinar a matriz modal [Ul € necessario
identificar todos os modos. Em outras palavius precisamnos
determinar i(u) » t s#endo o indice da ordem do modo e wvariando
de 1 até 3 ordem do sizstena,

Examinande a equaglo (3.18) podemos reescreve-la como :

Bty = Atk 2% 2% A 0 S
tk ( 2 2 ez e 2_ 2
TASEST A | (.t 7 (s —e 3
b3 Py .
- 2 :2.,.~1 b ~y
(ml AN )z Y s 14
H  {wi={,u u u u ] {wz “ )z 2. -4 zul»
[§3 ITR'ZTRTTTIVR T T axn (mz—w b PR
(e -ty ™t u
b1 ol
" RN nxs

3 - 19
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Vamog observar a matriz nodal [0 .

u u lu1 u

u 1 u g
(Ul = 172 272 172 2
i 1un 2un Eun nong

£ claro que para identificar a matriz modal (U}, € guficlente
fazer 1 variar de 1 até n, e geraremos completamente a matriz

modal, ou geja, & suficiente obter :

{ea, ~w 3

H)
u L
17 17k
ch(w) = 2: gy PArs i = 1,2,3,...,n

i=1 i

Portants ums colunas da matriz da funglie de trasnefersncla &
suficiente para identificar a matriz modal. Podemos repetir o
regmo  procedimente parea provar gue uma linha da matriz de

transferéncia também é suficiente para determinar os parimetros

modais.

3 - 11
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41 - EQUA{;ESES DIFERENCIAIS FARA SISTEMAS CONSERVATIVOS €

SUAS SOLUCOES,

Genertcamente, podemog esgcrever a equac¥o do wovimento de unm

gigtema gliroscépice e conservativo como
[MI{x) + [GIIx} + [KI{x) = {f(L)) (4.1

(Ml e [Kl sHo reats positivas definidas e simétricag e I[G] & a
matriz antigindirica giroscépica.

Chamando

(qeedy = § ¥ L ey = § ROV (4.2)
(L) (0)

s forma da equaglo do movimento &

(M) [OJ %ty |, (Gl [K3 x(ty | _ Joran) (4.33
[01 (K] % (L) ~{K] [0) % () {0}
ou gejs, Leremos

[H1(gity ) + [GIgit) ) = plb) (4.4)

tH] & resl, simétrica, positiva definida com ordem 2n x 2n, e [G]
4 - 1 -
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¥l & real, simétrica, positiva definida com ordem 2n x 2n, & (5]

& uma matriz antigimétrica.

Vamos escrever a equacio (4.4 para a vibrag®o livre

[H3egetyr + [(B3igetIr = 0 (4,5)

A soluclo & da fForma

(gt} = () & (4.6)

onde < ¢ uma constante complexa o {(Q} é um vetor complexo de

dimensdo 2n. Substituindo a equag¥e (4.6 na (4.3}, teremos ;

t

Yo B1e® = 0, ou

s[HI{1e”
sIHIRY + [(G1{Q} = © 4.7)

0s autovalores da equagdo (4.7) s¥o constituidos de parte

imagindria de n pares

de conjugadeos conplexos, 5, = + Jmi {i = 1,2,...,n), pois ©

sistema ¢ conservativo, e pela falta do amortecimento.
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Correspondentenente os autovetores tambdém ocorrem em pares de
complexos conjugados [51 :
i{Q}ai(Y} + Jiiz}

Q)= (Y)Y - 2D

onde i{Y} é a parte real e i(Z} a imagindria.
0 problema de autovalores da equagio {(4.7) tem uma sclugdo
complexa.

Entretanto, podemos transformar este problema de azutovalores
em um gue se escreve em termos de matrizes simédtricas isoladasg, ©
gqual sabe-se que tem solug¥o real (51 . Desde que n¥%o haja
amortecimento, peodemcs introduzir s = je @ (R = {(Y¥ + jtZ3 na

sgquac3o (4.7) e separar as partes imagindria & real. Teremos duas

equacBes em termos de (Y} e {Z) :

stHI(RY + (G1QY = O
s = jw , Q¥ = {Y} + J{Z} , ‘teremos
JIMICYY + J(Z1 + (GIULY) + JLZ3} = 0
GeIEILY) - wI®I{Z) + (CI(Y) + JIGILZY = O

wIAIYI+IGILZ} = O (4.8
~IBI{Y ) +IiNI(2} = O (4,3

Vamos obter (Y} da equac¥o (4.8} e substituir na equagdo (4.2
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WIMI(Y} = ~{GI(Z) . s
_ ou {Yi=— — [H31 "[Giezs
[BIY) = iW1(Z? @
Chegamog & conclusfo que
= o W 2
{6 M3 TIGY {23 = wo (H1(Z)
- t
~IG] =L[G)
entio
w2 tHIzy = 511 Bz (4.10)
vamos assumir
2 st sro cma L erF
W™ = xn e I[GITIHIIGTI = (K3 (4,11
entido
X{MI(ZY = [Ki1(Z)} (4,12
e da mesma forma :
AEI(Yy = EEa(Yy (4.13>
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0 probklema dos autovalores da equaclo (4.7) é transformado em
dois problemas gimples de avtovalores, equagBes (4.12) e (4.13),
que possuem sclugBeg idénticas. Estas mesmas equagles resultam =se

for utilizado o sutovalor e o autovetor complexo conjugado.
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42 - EQUA?%ES DIFEREMCIAIS DE SISTEMAS MAQ COMSERVATIVOS E

SUAS SOLUCOES
ri

Az caracterieticese dinfimicae de um gistema rotacional pedem
ger descritas pelos seus pardmetros modalis : autovalores e modos
naturate; estesg podem ser calculados pelas equacfes do sistema n¥o
congervativo,

A equa¢Bo do movimento livre & dada por

[HI{x(E)Y + [DI{x(LI} + [RKUx(L)) = {O) (4.14)

onde [M1 e LKl &sYo ag matrizes de inércia e de rigide=z,
regpecltivamente, ambag reailg e positivag definidas.
(Dl = [CY + [GY , [C1 é chamada matriz <de amortecimento que &
simdtrica, [G)} ¢ conhecida come matriz giroscdpica que &4
antisiméirica.

A solugBo da equag8oc (4.14) &€ da forma :

AL

{x{t)1 = {ul e (4.15)

A substituil¢Bo gers um problems gquadrédtico de autovalores :
[z.gtm + ALCT + EK}]{uJ = (0) (4.16)

com 2n sutovalores A, e o8 correspondentes modog normale i(u}, ae
1

as matrizes forem de ordem n.
4 - &
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Os autovalores assim como os autovetores ocorrem geralmente

em pares de complexos conjugados [6] ; ento & bom definirmos
A, = a, + je Kk = o, ~ Jjw autovalores (4.173
i i i i i i )
- o X .
Ki = wi(fi g7 ki = wi(gi + 37
) X
i{u} = i(s} + Ji[p} i(u o= i[ﬂ} - Ji{p} autovetor (4.183

coem 0= 1,2,...;:n
A parte da solucdo que € formada por paregs de complexos

conjugadoes, pods ser escrita como
Lule)) = Bie"f“’it’[izs}sen(mit +p + (ploosle b + yi7] (4.19)

gendo @, a fregiifncia circular, o, a constante de

amortecimento, e & o© fator de amortecimento,

A constante de amortecimento a; { parte real de li 2
determina se a solugdo i{u(t)} dacregce ( ai<0 } ou cresce
£ ai>0 } no tempo, No caso do crescimento de i{u{t)) y © gqual

corregponde  a ai}o, obgervamog uma instabilidade no sistema
rotacional.

A constante Bi & o© Bngulc de fape Y, dependem das
condigles iniciais,

Hormalmente todos os pares de complexos conjugadog contribuem
para a solugio das vibrag@es naturais [7]. Para compreendermos oOs
modos naturais vamos imaginar gue, no problema  homogeneo, ae
condicBes inicisis sd¥o escolhidas, de tal maneirs que somente

4 - 7
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p{u{t)} contribua para a solug¥o. 0 sigtema vibra especificamente
éam a frequé&ncia natural wp e geu correspondente modo natural.

NBo & t¥o simples explicar o modo nstural negte caso como foi
para o caso de um sistema congervativo.

Vamos congiderar a expressio entire parénteses da

equagio (4.19)

{E} = i{g}aeniwit + yi} + i(p}cas(wit + yi)

31
T genlpt + ¢ 2
1 1 i

(E) = § TpB80imtb + @0 (4.20)

Tngen(gzt + ¢n)

f oz
com v Y ot

2
4 kK "k

Entic este expresselo pode sger definida COMO modo natural,

repregentando todavia uma curva de posicBes varidveis com o tempo.
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+

43 -~ PROPRIEDADES DE ORTOGONALIDADE DE AUTOVETORES A

DIREITA A ESQUERDA

A squag¥o do movimente para um sistema com n graus de
liberdade (4.14) pode ser convertida para 2Zn equagles diferenciais
de primeira ordem com a varidvel dependente {(r} constituida por um

vetor de estado, de dimensdo 2Zn ;

[HI (0] tx}| _ | ro1rMa (x3| _ jtod
(03 -[KI (%} [M1CD) () (0}

[A(r)} - IBi{r} = {0} (4,21

As matrizes EAY e (Bl g%c reais .

0 problema de autovalor coprrespondente &
[[AJ - kiEB3]{r} = {0} {4.22)

egte tem os mesmos autovalores Ai gque a egquagdo (4.186) ) o8

autovetores B direita s%0 :

»>, .ful
{(r} Pl (4.23)
i(u}

it

o autovetores i(u} g2¥%c obtidog da eguacHo (4.163.

4 ~ 9
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. Pode-se mostrar, que o problema transposto de autovalores
[iA]t - xgcazt]itx} = {0} (4.24)

Lamnbém poseul o8 autovalores Ay mas outros avtovetores

denominadoa de autovelores & esquerda, constitutdos por :

A Lt
NSRS yoa (4._25)

TR
13

Se multiplicarmos as duass diferenteg equagles de autovalores,

{4.22) e (4.24) por J{l}t e iir}t , Ltranspormos a segunda e

subLrairmoe da primeira, obteremce :

antal ey - a, AYIBI Iry = (0D (4.26)
N i i J i
a1y - L Leemdtmat oy = o (4.27%
i J J i J
o -x) £13°0BY (r) = {03 (4.28)
3 My i

4 —- 10
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Desgtas equagles determinamos as propriedades de

bi-ortogonal tdade

N _ 0 pars J=i
A1}Y7IBY {r} = .
J i dJ para =i
N O para j=t
AT}Y'LAY {r} = -
J i cJ para j=i
e teremoz ¢ = X 4.
J JJ
Se repregentarmog os autovetores b esquerda e & direita, na
matriz modal, por [L} e [R]
ERY = titr},zir},...,zn{r}J {(4.31%
L] = Eiil},z{l},...,gn{l}] (4.32)

Ag propriedades de ortogonslidade podem ser egcritas na

gseguinte forma

[L]tihﬂle = diag[ <, J ; IL]ttBE[R] = diag[ d, J

podesos normalizar os autovetores de nodo gue

(L1YeBIIRY = 1 (4,333
e Leremos

(LIYIAICRY = [’*x j (4.34)

4 - 11
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44 ~ DESACOPLAMENTO DAS EQUACOES DO MOVIMENTO
FJ

Az equagles do movimento para vibrag@es forgadas poden ger

degenvolividas em forms de primeira ordem como

(M1 [03 {x} _ [01 LRl {?) - {0} (4 35)
[l [~K] {x} fHl IC] {3 ~£{t}

[A3{r) - [BI(r) = (F(L))

Hovamente expressamos as respostas desconhecidas do sistena
por uma expans¥o em termos deos autovetores & esquerda para um

gitstema nd0 conservativo
{r(t)} = LRI {n{Lt})} {(4.36)

onde {n{t)} e2%0 as fungBes generalizadas do tenpo.
Substituindo {r{t)} da equagho {(4.363 em {(4.35), ;)

multiplicando por EL]t, teremos

t t L,n

[LITTAIIRI{n{t)) - [L1 IBTERI{n{t) )Y = [LITEF(LY) (4.37)

Ae matrizes C[LIT[AI[R] e [L1“IBI1IR] s%o diagonais.

4 - 12
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Normalizando~as de modo a obternog :

Hi

(LIt rAI LR

rLi¥rearr)

dlag[ A, j =

diag 1 = 1

(4.38)

H

0  sistema de equagBes ordindrias (4.22) ¢ reduzido so
con junto de equagfes complexas independentes de primeira orden,

para as coordenadas generalizadas
“ _ t _ t
kini(t} - niit) = iii] {(f(Li) = *i{v] (£t} (4.39)

Az forgag generalizadaz a¥o reprezentadas pelos autovetores 2
esquerda i{i} ou pelos correspondentes autovetores i{v) e o vetor
de forga {f{L)}.

s equagles desacopladas podem ser facilmente solucionadas
para os casos atuais de carregamento ( excita¢3o harmbnica,

tmpulso, etc. ).

A solug¥o geral para as coordenadas generalizadas € dada pela
combinag3o da soluglo complementar { equagBo homogénea 2 e @

solucio particular.

4 - 13
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o

45 -~ RESPOSTA EM FREQUE NCIA FPARA SISTEMAS NAO

COMNSERVATIVOS

Vamos iniciar, novamente, pela equa¢do do nmovimento para um

gigtema n¥o conservativo
THIIR(E) ) + [DI{x{LI} + [KI{x(t)) = {FL(L)) {4,403

Foi mostrado, neos itens anteriores, gue podemcs converter

agta equagHdHo em :
[¥1 [O3 ®x{t? _ {03 M1 ﬁ(t) - {03 (4.41)
£01 —-tK3 x{L) (M1 D3 ®{t) {3
[AZ{r} ~ [BMr} = (-f(L2}
e que a respesta do sistema pode ser expressa por
{(r{t2} = [(RIIniti}
com ag coordenadas generalizadas {(np{(tl) o a matriz modal [R].
Transferindo a sgquagdoc (4.41) para o domfinic da freqlifncia e

upando a transformaclo linear sy fregiéncia, teremos

LAJ(GY - jwlBI{G)} = {-Fi{wd} (4.423

4 - 14
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D

- 1 Yoo
(N} = [WJ [L3I7{-F} (4.50)

Hultiplicando a equago (4.50) por [R1

[RI{N} = [R][ Awi J{L]tf—F} (4.5

Com

Usando novamente a equacg¥o (4.43) podemos escrever ;

®

(6} = ma[ Ao, J (L1 -1 (4,593

Agora & facil mostrar a partir da equagdo (4.52) que a fungdo
de resposta em fregiéncia, relacionando a excitaglo aplicada a0

ponto k e o deglocamento medido no ponto L, & dada por

*x 2n u 2 2n u 2
- L _ it iR it ik
Hy, (@) = F " 2 =g Eww—-——w_)\‘ (4.53)
. i L i
i=1 i=1
2 expressdp (4.53), que S uma fungdo complexa de o, &

constituida pelos autovalores li ® por elsmentos dos autovetores @

gaquerda (ivh) e & direita (iul}'

4 - 16
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Para um sistema rotaclonal com n graus de liberdade, exlsten

nxn fungBeg de respogta de freqguéncia, montada na matriz Hlw} :

Hyy Hyp By Hipn

« _ | Bpy Bop How Hop
Hlwd = | 4™ g H.. H

11 e o Tk Fin

i Hnl Hn? s an Hnn |

E importante nobar que uma Udnica fung¥o de transferéncia,
relacionando um ponto de excitag%o e um ponto de resposta, &
suficiente para identificar os avtovalores. A funcdo de
transferéncia Hlk(w) tende para o méximo quande w tende para a
parte imagindria de Ay

Para identificar todos - os autovetores a direita
i{u) 1=1,2,3...,n , devemos identificar uma coluna da matriz de
resposta em freqiiéncia H{w). Para tanto, aplicemosgs o vetor de
forga {(Flw)} de modo que :

t

{F(w)} = {0,0,F.,0,0)

hl’
e medimos a resposta em frequéncia por (X{w)} = €x1,x2,..,,xn}t.
Da mesma forma, para identificar todeog o8 autovetores 3

ezquerda, devemos simplesmenie identificar uma linha da matriz de

regposta em frequfncia Hi{wl), excitando o gistems em todos o
pontos por {F{wl} = {Fl,Fg,...,Fn}t, e nmedindo a resposta de
frequéncia somente no ponto k, (w2} = {0,0,Xh,...,o}t-

4 -~ 17



* >

5 -~ FORMULACKO MATEMATICA DE SISTEMA NKD""SW‘}ETRICO

51 - EQUACKG CARACTERISTICA PARA ROTOR NAC SMETRICO

Un sigtema tipico de rotor flexivel analisado tem um disco
simples em balango com um elemento de nola. O sistema & mostrado

na fig. 5.1

Fig. 5.1 . 0O Rotor nBo-gimétrico em balango



Rotor Vertical . Caprftuloe B

0 vetor de deslocamento {g) & definido por :

(g) = { & (5.13
Pz

A equagldo diferencial que descreve o comportamento dindmico

do sistema, que ¢ considerada sem amortecimento, porem onde se

tnclui o efeito giroscépico, € :
[MI{g) + [6I{g) + [K1{q} = F() (5.2
onde I[M1l e [Kl s3o matrizes de tnércia e rigidez, e s30c reais e

simétricas. A matriz (G & a matriz giroscdpica que é

antisimétrica. As matrizes podem ser deduzidas como:

-~ 2 z -y
K K o 0
QG OO ;i ;2
o100 ) K2, K3, © O
[KY = e FK] = e
00 m0 o o kY. k¥
00 o1, 11 Kio
Y Y
0 0 Ky Kis
o o 0 ©
1o o o -olp
G116 o0 o0 ©
0 Qip. 0O O

onde n e Ia 280 @ masga  a inércia do disco respectivamente.

(s valores Kil' K;z' K22 dependem de caracteristicas do s8ixo
5 - £
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& da constante de rigidez da mola K. Os mancais neste cago tem

simetria radial © que pe justifica no estudo de um rotor vertical,
Usando o método dos modos complexos ( veja 4.1 ) podemos
reduzir a equagdo (5.2), tomada hemogenea, en

(M1{p} + {Tl{p) = (O} (5.3)

onde

m 0 0 0 0o 0 0 0
6o 1, 0 0 0 0 0 O°
0 0 m 0 0 0 0 ©
©o 0o o 1, 0 0o 0 0©
= =z
[R3 = © 0 0 0 Ki, K, © o© (5.4)
2 =
0o 0 0 0 Ki,Kz, O ©
| Y Y
6 0o o o o o Kj,Ki,
S
©o 0 o 0 o 0-K, K "
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0 0 O Ki, Kip O ©
0 o -nlp Ki, KEQ 0 0
o ©°o o o o 0 K{,7Ki,
0 0
= 0

alp 0 0 0 Ky, Kb,
Gl = K 11“X212 Q 0 0 o 0 (5.5
Kio Koy © O o o0 0 o0
0 0 kY, K}, © ©O0 o0 o
0 0 Ki, Kz O O O ©

Vamos definir ag matrizes [B1, [Cl, [DI e {J1 de modo que

tenhamos
. bt z ]
m Kiy Kyo
(p1 = . . [C} = :
2 K2, K
! 12 Rog |
Y Y -
K<, K
(D1 = ;1 ;2 . g1 = |00
~Kio K3p Onlp

Substituindo eptaz matrizes nas equagBes (5.4 e (5.5

teremos

Bl

(M3 = t81 {(5.63

[cl
LD
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EG)

e podemos calcular 3¢

(W1~

& btambém (K3

a1t~ trai+ren
(01 [J1epa
103
[JILB1

[Ki=

itJl

Conglderandoe que as matrizes [Cl e ID] s%o gimétricas,

t t

1

[01
(M
-{Cl
[0l

it i

LOl

[J3+ID) -CJILBY
[C1EBI1 *rC3
£03

-£C3tBI Yraa

{03

~L{J1
fol
ol
~£D)

AMHI{pY + [R1{p)

{p}

(D3 = (D) e [C1™ = (C}
A equaglo (5.3) fica
ou
[B1
[RB1
A (e
(D1

{C1
{ol
{03
[N

£ol

{0}

Capitulo §

{07
(D]
£O]
Lol

tJace1” Lepi]
[0
(03
IDILBI

1
(el (5.8

Leps

temos que

{5.9)
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(J1LB1 a1+ re) (03 ro3  rJirsr~d
[01 tJ1t81 rg1+1p3 -roite1 tres 03
* {01 —tcite1 Yen reirel " trea 10)
- rgarea s (07 tox  toacsy”t
Subgtituindo p teremos :
Y4
G
‘ 4
(p} = = § #=1
¢y
v
h ¢ZJ

Capitulo

(D1

{pi
(D3

sl

(G}

Podemnos escrever a equagfo (5.9) em duas partes separadag :

. +

A (gl )
(D]

A [R] )
€3

raree1  traered
EDICBIY [J3

rareei”itgy 4+
~-rc1tB1” tras

cairer” tim
(181 Loy

~ta1t81 e

re3esl” o

4

]4

b

-

Podemos reescrever a equagio (5.10) como segue :

(5.103

(5.113
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yA
-1 -t .
. AEB]+{J][B3_1{J]+{C} CJILB] E?] vy o (0} (5 12)
{(DICBY ~LJ] ALDRI+IDICBY TL[DI}Y
u¢zJ

A2 equagdo (5.12) pode ser solucicnada para obter o8

autovalores do disco em balango.

-

Para obter a equagdo cararcteristica do sistema nes temos

o 0
ca1eey gy = 17 (5.13)
7
a i
a
i y 2 Y 42 VAP Y ey ]
(Kig2, Kipd _Kip Ky KioKos
m I m I
(pitB1 tipl = (5.14)
R ¥ oY v .2 g .2
Kiz K11 KooKis (Kypd (Koo)
Lt S : ! -
o 0
3
Jire1 " tpy = i 1 (5.15)
r. K1z r. Kao
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[ 1 .
- P oY
o Q T, Ko
tp1el g = . (5.16)
P pY¥
0 G T, L

Substituindo as equagBes (H5.13), (5.14), (5.1B8) e (B.16} em

{(5.12) teremos

- i st -
“Km+g11 Kzz O 0
z z .2 I; y 215 y
Kip AL K70 — “Kio1- Koo
a a Q. "
¥ Y (= Y ¥
1277, 11 7 o 12| At
) y @p Ki’l ng Kéz (K){z)z
K vy I Y
22T, K12[ ""‘""“““*“‘1“] Kzz[ AT ] i
~ 2 "
P
. L = (0) (5.17)
¥
Pz

& equag¥o polinomial carsteristica para o problema dos
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autovalores da equagBo (5.47) & :
Y ¥y Y 2
Y Y _ewY 82 K K K->
tml [k11K22 Ky? ] [wx+_%i][ aef2) o 28 .
a "l
= 4 z 2
K] Kee| K -
m ! mof
8 2|
2
v it I
- K K 2 _’p =
A [«x+ 11} | .ot 0t —5— o (5.18)
m m i
a
o KV *_K}’
Y y N y _ 11 12
Kis Kop [K:sz] = 0 tpd= & K
i2 22

A matriz (D] & positiva e definida, entBo teremos :

2 2
{%ﬁj;_] [wmg‘ég] K [k&;ﬁ] [__Hxég] KT

m i 1 m I
a a -1 a

2
Y -3 i
- K K 2 p =
A {*H ;1 s ii O —F 0 (5.19)
a

He expandirmos a equacHo (5.11), nds terenos gempre a meswpd
equacHe polinomial caracterfstica. leto mostra que oe autovalores
da equag¥o (5.10) s3o o2 mesmos que os da equaglo (5.11) e =

diferenca ¢ somente nog auvtovetores,
LR |
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>

B2 -~ PRECESSAO RETROOADA E SEUS EFETOS EM ROTORES

SIMETRICOS E NAO SIMETRICOS.

Se congiderarnos gque o rotor & simétrico, ou seja, possui a
mesma rigidez nos planos XZ e YZ , ou sm oulras palavras
K11 Kll Kli y KEZ KEZ KEE ! Ki? K12 KIE

podemos reesgcrever a equacdoe (5.19) da seguinte maneira

2 2
s, Kez) o Kia LT LT LT _
m i m 1 “m I m I
a3 a2 &5 a
2
Y [“’**Kil] [WMK?] a? ,_.;g...... = 0 (5.20
a

R 2 ., 1°
K K K - K 2 P .
3t 11 a4+ 221 _ 12 A et 11 L] 5 6] (5,213
m H m I m 1
a a a
_ 2
gondo X = o , ent¥o
2 2
2 2 H
K Kool Koo 1 _o2f L Kisl 2P o
{_m;+ 11 2, 221 12 A ~w2+ 11 9] = O (5,22)
il Ia m la Ia

5 -~ 10
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Podemos separar a equagHo {(5.22) em duas outras :

H

2 I
{_w;+xil][_wg+K22]m K12 | + o [M 2 Kil] —P_ -0  (s.2®
a

m 1 m
a

2 1
[_wz+xil][;wa+gzz}ﬁ 212 - wa [“m2+K11] Po=0  (5.28)
m
2

m 1
a

Vamog reescrever a eguagdo (5,.23) de ocutra forma ;

<
K K K..K - K 1 K
- 11, fzz | Raifep 12 3, P, M1 p o,
m i m | | m 1
= a k=] a8

oW 5

1 K K K,, 1 Ky Kon - K2
ot B oud- [ 11, 22 ]m3+ SLPon+ ILEE. 12 2o (5.25)

a a2 a3 a

A equagdo (5.25) ¢ a mesma discutida por Gasch £81 : para

rotores simdgtricos.
Lo L

Para poder explicar melhor o precessao direta e o precessac

retrogada , vanos substituir o na equagHo 3.24 por w . Podemosg

escrever a equagdo 5.23 e 5.24 da seguinte maneira:

) ) o . 1
. Ki4 z Koo Kyo +wnl =2 Kig P -0 «5.28
e AR S B Bt VI 4 - by F—
m 1 I s m 1
n - a a ]
T . K . e [ =k 1
«? Ky »? Koo 12 - o » K13 = Q0  (5.27)
e iU 't w T e twT) o
Ny - a a Ny a
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Se considerarmos as equaclesg (5.262 ¢ (5.27) para o constante

2 para uma velocidade de rotagic 0 = const, e se intreduzirmos
_ 0 g 0
& T o, £ =
W *
O

podemos transformar as duass equacles em

m 1 m 1 m i

2
£ 1 K K K, &1 K, Ko — K

&4[1 _ p] «{.)2[ 11, ez R pl , Maifez 12 . o (5.08)
3 3 A

Podemos fazer a mesma coiga com a equagio (D5.277 e teremos

T D B A R w1

* # 2

e 1 K K K,y & 1 K,.K - K

w*% 1+ Pl a2 11 + 22 + il Pi. 119722 12 = 0 (5. 29)
a3 a a a2

Vamos definir os seguintes parimetros:

5 - 12
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1 Iaw - Ol
&% = - E Fator de inércia reduzida
4 o
I = ala Inércia reduzida
4 I w + QI
g = = Fator de indroia elevada
4 P w
»
I = BIa Inércia elsvada
Depoig de introduzir o na equagHo {(5.28) o

equagdo (5.29) temos:

}

I

m

2
%4 %2 [ Kyg Koo } . KiaKap = Kyp o

a

i1 i m I

£
o
!
£
r
gr—,
-
=
+

2
Egg_] . Kaakee " Kyp

' 2
"4 «2 [ Ky Kpp KiiKon = Kyp
@ - W + + = 0
1* m I*

£ oObvia =& similaridade gdeantas duas equacBes

equacHo (5.25) que é a mesma discutida por Gasch (81,

velocidade de rotagdo & 0=0.

5 -13

(5,303

(5,313

(5.32)

(5.33

(5.34)

{5.332

(5,382

(5.372

COom a

quandoe a
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Para verificer as possfveis solugles

Capftulo B

pogitivas destas duas

equagles, vamos primeiramente considerar a2 equagio (5,36},

4 2 [ Kiy
(7 [ R —
n

1

Se & < 3
Pxy i

P

2
K11Kzp ~ Ky

= 0 (5,363

portanto a eguacio {(5,34) tem as soluclss

quais somente intsressam -+t

o _ 'a
PR i
P

Se

equagdo (5.34) nds terenmos:

2
? o Ky1Kpp = Kyo

{4\) _
m Kop

dos gualis interesaa osy > 0

a i

e > za ent 3o

[h

2
KyiiKop = Ky

Mhoed |
2

i+

o]
2

> 0 ou o » Q

o ¢ considerando a

o 1/2
Ki11Kpp ~ ¥Kyp

m Koo

< 0 temos:

<0 e existe uma solugBo positiva para w2 visto que
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Estas tres situagdes s¥c demonstradas na figura 5.2 .

|
\

Fig. 5.2 Freqiuéncias de "Whirl”

agora podemos considerar a equaglo (5.37):

2
K K Ki1Kon — K
R [ 11, Ko 1, KaaKop = Kyo (5 373
m L L
I m 1
para H = ¢ , sempre g ?IQ oy ™ > 0  temcs entdo gquatro
) - » - . ) - »*
soluglen para o (iml,iwz} , dag gqualrs interegsam tw, e o

fluandoe £ -+ o Lemom:

5 - 15
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wa  w2f Kig K L7z
o - 4 [ - ] = 0 ou wzz = 3 ou w: = 0 g “; = i[-m%— ]

A figura 5.3 demonstra estas condi¢Bes:

Wo§
5 Lo
T @’ W, ] )
,-«.-_.._..,,_,.._._._,,.._..'_...___,_z___.. w:(%}"
wh 4
&
,
Sl
/’A'u" '
&
-l
* it AN mmmm— el ALmUpe e Srer——
.6, W
*
Fig. 5.3 Frequéncias de "Whirl”
Podemog observar que as duas equagles (5.26) e (5.27) tem

quatro solugBes positivas com senitide fisico em vibrag3ce. Portanto
dependendo do  valor Q poderfZo existir atd gqguatro velgocdaders

criticas para um disco simétrico em balango.

5 - 1o



6 - IDENTIFICACAOD D03 PARAMETROE MODAIS DO SISTEMA

0 estudo experimental da vibracg®o estrutural sempre forneceu
a2 maior contribuicgdoc ace nossos esforgos para entender e controlar
o muitos fenBmenos de vibracgBp encontrados na prética. As
cbhservacBes experimentais podem ser divididas em tré&a objetivos
principais

1 - Determinar a natureza e ampliar o nivel da regposta da
vibraglo,

2 — Verificar modelos tedricos & progndsticos,

3 -~ Detectar possiveis combinagles dos modos de vibragles qgue
s#o prejudiciais ao sistema.

Hoje, problemas de vibragdo estrutural apreosentam um rigco
maior e esbogam limitagB®es para uma ampla variedade de produtos da
engenharia. Para comegar, existem muitas variedades de estruturas,

palhetas de turbina, linhas de transmiss¥o, pontes suspensas ou
turbo geradores, para os quais & integridade estrutural € a
preccupag¢¥c mais importante e para o quais um preciso
conhecimento da dinSmica estrutural & essencial.

Existe ainda um extenso conjunte de componentes para os
quais a vibrag¥o estd diretamente ligada ac desempenho do sistemna,
ou em virtude de causar um mau funcionamento temporarice durante unm
movimente vibratdério excessgivo, ©u por criar distiurbiogs no sistema
que podem causar sua destruig¥o final,

08 tré8s objetivos indicados acima representans dois tipos de
testes corregpondentes : © primeiro & aquele onde as forgas de

& - 1
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vibragio ou maig usualmente respostas do movimento e%o medidas
dﬁranta a operaglo da miquina ou esbruturs em estudo. Por outro
lado o segundo tipo de teste aparece para o gegundo e © terceiro
objetiveo onde o componente da estrutura é vibrado com uma
excitagBo conhecida, freqientemente fora do s&eu wmeio normal de
2ErVico.

Este segundo Lipo de teste ¢ geralmente feito gob condigles
muito mals rigorosas e controladas do que O ?rimeiro e
congegientemnente fornece dados pals exatos, informagBes detalhadas
e Lambém facllita o prdximo passo de execubtar o primeire tipo de
testes.

Este +tipo de teste inclue aquigtigio de dadom, e suas
subgeqglientes analises é chamada neste trabalho de ”Identificagio
dos Parimetros Hodatis”.

Agqui, como & bancada de enszios com o rotor vertical &
praticamente projetada, temog como simular condigles operacionais,
combinando © primeire e o segundo Lipos de tegten acima
menctonados.

0 nome "identificacio dog Parimetros Hodaisg” & usado neste
trabalho para englobar todo o processo envelivido no teste do rotor
vertical, com o objetivo de obter wuma descrigfio matemstica dos
aeug agultovalores o autovetbres, anguanto ele estiver em repousoc ou
em movimento a uma velocidade egpecffica.

Embora esta designagfo seja relativamentie nova, og principios

da identifica¢8o dos parlmetros modais foram estabelecidos ha
' &~ 2
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multos anoe atrde. Estes princfpiog passaram por vérias fasges com
tais como : "Teste de Ressonfncia”, ”Héiodo da Inpedancia
BeclBnica” ou "Teste Nodal”.

Un dos mais importantes marcos no desenvolvimento do assunto
foi dado em um trabalho de Kennedy e Pancu [S]3 ano 1947. Em 13860
alguns outros trabalhos {10,117 descreveram o enunciado da . teoria
do teste de ressonfncia. A  atual técgnica de identificaclo dos
parimetros modais foi aperfeigoada a partir de 1870 com o
degenvolvimento dos transduteores e da aquisig3o eletr@nica de
dados e sua andlige digital.

Exigte um grande niumerc de titrabalheos que relatam este
perfodo, e atualmente poderiam ser citadas wvarias centenas de

referéncias bibliogréficas [123].
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61 -~ APLECA?KO DA DENTIFICACAG DOS PARAMETROS MODAIS

Antesg de entrarmog no agsunto dos diferentes mélodos de
identificagBo dos parimetros modais, € importante que nds
fevantemos a questBo da razBo de sua utilizagio,

Exigtem muitas aplicagBes para as quais 05 resultados de um
teste modal podem ser utilizados e vdrias dag técnicas sfo de fato
muito poderosas. Entretanto, & importante lembrar que nenhum teste
ou procedimento de andlise \dnico consegue ser © melhor para todos
os cagos. Portanto, antes que qualquer teste seja realizado, &
muito importante gque se defina um objetive claro, para que o8
métodos ou as técnicas mais apropriadas possam zer usadas em cada
Caso.

Este procedimento é melhor conduzide formulando as seguintes
questBes : Qual é o resultado desejade a partir do estudo onde
estd se realizando o teste modal 7 E de que forma os resultados
deven ser apresentados para serem de maximo proveito 7

Agqui, explicaremos a5 aplica¢Bes diretamente relacionadas com
nosso trabalho e aquelas que respondem 3s perguntas acima.

Em todos o8 casos, © particulamente neste caso, ¢ certo dizer
gque o teste de identifica¢3o dos par8metros modais & real izado
para se obter um modelo matemdtico do rotor vertical.

Uma técnica geralmente usada é a medida dos modos de wvibragdo
a fim de compara—-losg com aqueles obtidos por um programa de
elementos finitos ou os cobtidos por um modelo taedrico. Eagta

6 - 4
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fgrramenta é frequentemente Justificasda pela necessidade de
validar o modelo matemdtico antes de usé~lo para predizer a
respeosta 3 excitagBes maie complexas, ou em outros estigios
c&ﬁpiementares da andlise.

£ de prética geral que a corroborago dos principais modos
tedricos de vibra¢3o por testes aumenta a confiabilidade no medelo
gue serd adotado para uso posterior., Para esta aplicag¥o
ezpecifica, tudo o que nog exigimos do teste &

1 - Estimativas precisarg dog autovalores,

2 - Descrig¢io da forma dos modos usando apenas o detalhamento

& precigio necesegériog que permitam sua identificaglo e
comparag¢Boe com  squeles obtidos & partir do modelo
tedrico.

Negte ponto, enquante uma estrutura estiver envaelvida no
teste n¥c slo essenciais os dados exatos do perfil modal. Mas
algung auntores (131 extrapolando o método, vem usgando o nesmo
conceito de identificagio dos parimetros modale egtrubturate para
méquinas rotativas. E outros ainda {141 generalizando este
agpacto, ignoram a importdncia dos dados exatos sobre o perfil
medal da estrutura em questBo. Algumas perguntas relativas 2
existéncia do perfil modal do sistema rotatdrico com ume certa
velocidade de rotag3o, ainda est¥io sem resposta. Entretanto no
caso de sistemae rotatdrios, pode ser necessdric a identificagioe
exata dos autovetoreg, para que seja entendida a natureza do

mecanigno da vibracBo.
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Geralmente n%o € possfvel predizer analtticamente o
amortecimento em cads um dos modos de vibrag3o, a partir do modelo
tedrico, portantoc n¥o existe nada com © gue se possa conmparar as
medidas do amoritecimento modal obtides nos testes. Em alguns casos
em maquinasg rotativas, este amortecimento modal e sua posslivel
dependéncia com a velocidade rotaciconal gervem para se determinar
o nivel de estabilidade do rotor. A identificac¥o do amortecimento
modal também pode dar informagBes sobre o qu3o intensamente o
sistema & amortecido.

Uma outra aplicagBo deste método de identificagBo dog
parf@metros modais é 2 gerag3c de um modelo gque pode ser usado para
predizer os efeitos de modificagfes estruturais do sistema
original. Isto requer fregiéncias e modos 08 maig exatos possivels

g & o cazo do rotor verbtical.
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62 - EXGEMNGIAS PARA O PROCEDIMENTO DE IDENTIFICACAO DE

PARAMETROS MODAIS

A principal exigéncia ne procedimento de identificagdo € uma
total iptegragdc em Lrés dreas:

1 - 0 embasamento tedrice da vibracgio,

2 -~ Medidas exzatas de vibragho,

3 - Andlige realfstica e detalhada dos dados obtidos.

Ho passado havia uma tend@ncia em se congiderar estas Uirés
dreas como especializagles diferentes, com pessoas especializadas
om cada uma delas. Entretanto, este assunto no estigic atual exige
um alto nivel de informa¢¥%o e competéncia em todas as Lrég dreas o
n#c se pode atingir todo ¢ potencial do mdétodo sem uma mistura
criteridsa e adequada dos componentes necessdrios.

Por exemplo, quando temamos medidas de forga de axcitagdo e
dos niveis da resposta, pode ser essencial a informag¥do complela
de como os dados medidos s3c¢ processados, se se pretender uma
decisfo correta em rela¢fo & gqualidade e adequabilidade dogs dados.
Ropetindo, um entendimento cdmpleto dag vdrias formas de curva @
seus limites na representagio gréfica das funcBes de resposta enm
freqiéncia pars um sistema complexe podem evitar os esforgos
indteis de se analisar medidas incorretas. Nestas representagdes
gréficas existem muitas propriedades que sdo facilmente vigiveis &
pessoas conhecedoras das bases tesricas que regen est as

& - 7
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caracter{sticas.

Ao longo deste deste trabalho temos repetido e enfatizado a
necessidade desta integragdo entre o desenvolvimento tedrico & as
mediclies experimentais. Na verdade, o caminho escolhido para
degenvolver e explicar 0L detalhes do procedimento de
identificacgdo nog levaram incialmente a2 realizar uma reviglo
tedrica dos fundamenios necessérios ( capitules anteriores ). Eles
também 830 pré-requisitos necessdrios 8 estudos subsegientes de
Lecnicas de medig3o, processamento de sinais e andlise de dados,
o8 guais procuraremos explicar um pouco mais neste trabalho,

Com 2 apresentag¢ioc da bage tedrica, nds pedemos concenbrar
nossa atengdo para o lado prdtico : para a excitagdo da estrutura
de teste e para a medigBc dos niveis de entrada e da resposta
durante o teste com condi¢Bes controladas para medigc da fungloe
transferéncia.

Também neste caso existem muitos métodoz de ensaio, cono

agqueles gue usam excitagZfo hermdnica, aleatdria ou transiente, que

tentaremos resumir a seguir.
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63 ~ REsUMO DOS METODOS DE MEDICAO

Come gsbemos, nosgo objetive na mediglo do migrtems em questo
¢ identificar as caracterfsticas de sua resposta em freqguéncia.
Degta forma, as técnicas de medig¥o principais a serem esccelhidas
ou desenvolvidas s¥o aquelas que nog permnitir¥io fazer nmedig¢les
diretas das fung@es de transfer@ncia do gistema em teste.

Ho proceseo de identificag¥o de fungBes de transferéncia
egpecificas relacionadas &g posigles especiflicas no roteor, nds
precigsamos ter a resposta em freguéncia dos ginais de entrada e
safda a fim de tidentificar as fungBes de’ traneferéncia
corregpondentes.

Existem casos em que o sistema & excitado em vérias estagles
enquanto que a2 resposta & medida apenas em uma delas.

Heste trabalho, nds nos concentiraremog apenas noe sistema
bdsico de medi¢Bo usado para um unico ponto isolado de excitagio e
tipo de teste conveniente para a medigcdo da fungio de
transferéncias correspondente.

Egssencialmente, existem trés aspectos nosg processos de
medig¥o gue exigem pariticular aten¢¥o a fim de se obter os dados
com a alta qualidade com que s¥o exigidos para o proximo estagio

{ na anédlise de dados }.
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Estes s%o0

1 - Os aspectos meclnices ligados ao suporte e & excitaglo
{ correta > do sistema,

2 ~ A transdu¢lo correta das quantidades a serem medidas,

3 ~ 0O processamento de sinal que 4 apropriado para o tipo de
teste usado.

Ha primeira categoria, nds teremos que responder perguntas,
tais como: a parte testada deveria ser suspensa ou apoiada 7 e
como deve ser acionada 7 Em geral, uma das 3 opgBes & escolhida
para apoio

Aj Livre, Sem restrigfo - o que geralmente significa suspensgo
por malas muito eldsticas,

B) Fixo ~ o que regquer que certos pontos sejam rigidamente
engastados,
Cy "In 5itu” - onde a parte testada & conectada a uma

estrutura ou outros componente, apresentando
uma ligagdo n¥o rfgida.

A escolha sera geralmente feita considerando vdriocs fatores.
Entre estes pode estar o desejo de relacionar os resuitados dos
testes com a teoria e, neste caso, deve-se lembrar gue condigbes
de controno ou fronteiras livres s%o muito mals fdceis de serem
gimuladasg em ensatos do gque as fixasg ou engastadas.

No caso do rotor ~vertical, o5 par8@metros modais foram
identificados em +trés estdgios diferentes. HNo primeiroc e no
segundo estdgioc foram usadas fronteiras livres para o processo de

medigHo,
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A figurs 6.1 moetra como estas fronteiras “livres" foran

simuladas, suspendendo o rotor por uma barra flexfvel de ago.

Fig. 6.1 0 rotor vertical, no segundo estigio
com condigio de contorne livre

A fronteirse fixeg foram considerasdas no cago do rotor
montado na bancada de teste, seja com rotor parado ou em rotaglo

numa certa velocidade.
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Outra questdo que exige cuidado é relativa ao mecanismo de
excitag¥o. Vériop dispositivos estdo disponfveis para excitar uma
gstrutura e muitos deles tem utilizagf®o mais difundida. Eles poden
eggencialmente ser dividides em duas categorias: existindo contato
e sem contato [121,

A primeira delas envolve a conex¥o de um excitador que
permanece ligado & estrutura durante todo o teste. A segunda
inclue dispositivos que nde tem contate diretc com a2 estrutura
durante o ensajio ( por exemplo um eleircim¥ 3 e por outros que
permanecem em contato apenas pelo curto perfodo de tempo, enquanto
a excitac¥o estd sendo aplicada ( tal como um golpe de martelo ).

A escolha da fonte do sinal de excitagdo tambeém dependerad do

tipo de teste a ser feito e pode ser qualquer uma das indicadas a

gseguinr
gencidatl, oktido de um oscilador,
aleatdrio, obtide de um gerador de ruifdo,

transitdrio, obtido por um dispositive de geragfio de pulscs
ou pela aplicagdo de um impacto com um martelo,
periddiceo, obtido por um gerador especial de sinal capaz de

produzir um conteddo de fregqiiéncias especifico.

Neste trabalho, nds temog por escolha usar um oscilador
eletromagnético criando um sinal sencidal, aleatdrio ou periddico
ou entBo aplicando um impulso com um golpe de martelo, simulando

um sinal trangitdric.
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Em ambae as abordagene existem vantageng e desvantagens, e &
muite importante escolher a melhor solug¥o para cada caso. Como a
discuss¥o desses métodos & muite longa, nds nos limitaremos a
explicar algumas razBes simples que influenciam nossa escolha.

Primeiramente, vamoe cobservar a figura 6.2 gue {lustra duas
fungBes de resposta em freqifncia do rotor medidas por:

A} Aplicag¥®o de um impulso,

B) Excitando por um excitador eletromagnético.

6 - 13
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A
4.0 -
1 H
2.0

%) ib[‘.ﬁ Ehi} 3?3[3 4100 ‘500
1g—d HE OLIN

Fig. 6.2 Comparagtic entre as fonites de excitagdo
k) por tapulso , BY por excitador
eletromagnético.

HEo existe nenhumsa diferengs biscia entre ag duas fontes de

excitacdo mencionadas. Porinto, em termos de gqualidade do sinal e
: £ ~ 14
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do nivel de energia de excitag¥o estes dois métodos apresentam o
nesmo resultado.

Enquanto estivermos trabalhando com medidas sobre o rotor sem
girar ou em pontos da estrutura com fronteiras livres, a ligag%o
do excitador com ¢ rotor n%o cria dificuldades, porem deve se
tomar cuidado para que:

A) a conex3c ndo interfira no comportamento. dinGmico do
roter,

BY o nifvel de excitag¥o seja mantido em um wvalor que n3o
afrouxe a base da bancada de teste.

£ o excitador ternha um porte tal que possa ser considerado

como fonte de excitag¥o externa, tasto &, n¥o faz parte do
gigtena dinBmico. '

Porém quande o rotor esta enm movimento, noés teremos
dificuldades para definir uma uni%io com a estrutura de modo &
obter uma excitac¥o adequada, por exemplo nos pontoes A e B do

rotor, como mostrado na figura 6.3,
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Fig. 6.3 A localizgB0 de A e B no rotor,
representando as estagles de excitagio

Lembramos que o ponte correspondente ae ponto & no rotor @&

movel, enguanto o ponto A no excitador ndo ten novimento
rotaciconal. Apesar de n3o ser inpessivel construir ligagOes
adegquada e gue garantam um contato constante, podemos criar uma
rigidez nesta uni%o e, com isto uma possivel interferéncia na

dindmica da unifc com o rotor.

Outras pori¢les de excitagS3o, por exempio no 21ix0, poderiam
ser utilizadas porém as estagles de excitagdo A e B representadas
na figura 6.3, s¥%c indispensdveis psra identificar o autovetor 3

egquerds.

Come foram obtidos resultados satifatdrios urgando o impacto

do martelo, variando o tipo de martelo ( ou da cabega ) para as
& - 16
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-

varias porigler de excitag¥o, nos escolhemos o© impacto com o©
martelo como o mecanisme de excitagBo. Existem virios tipos de
martelo para ajudar a ampliar a taxa de freqgiifnecis ¢ a intesidade
do nivel de forga sobre o rotor,

Ro martelo & colocado um transdutor de forgas gque delteta a
magnitude do impacto sentido pela supsrficie. Este impacto 8
tomado como sendo igual e oposto dquele szentido pelo roteor., U
martelo é suprido de um cabo para "manuseio”.

Baricamente, a magnitude do impacto & determinada pela
quantidade de movimento do martelo com a qual ele se nmove quando
se¢ choca com a esirutura. Neste caso controlamos na realidade a
velocidade e, abravés desta, o nivel da forga. 0 ajuste apropriado

do nivel da forgn ¢ feito pelo uso de martelos com cabegas de

& - 17
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massas diferentes. A figura 6.4 mostra um dos martelos usados no

procesec de medida.

@Cabew

j Pontode Transdutor de Forga
—a——% Tmpocio
Fig. 6.4 Detalhes do martelo.

A faixa de freqi@ncia que & efetivamente excitada por este
tipo de dispogitive & fung¥fo da rigidez dasg superficies de contato
e da massa da cabeca do martelo.

Existe uma ressonlncia do sistema em uma fregliéncia dada por:
3

Rigidez do contato z
Haesa da caebega do marteijo

acima da qual & dificil fornecer energta & estrutura de teste.

& - 18
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Quando & cabeca do martelo se choca com o rotor, este sentirs

um pulsc de forga do tipo mostrado na figura 6.5.

hy

L 1 5 t S —— —
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L 2+ -
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¥ T &Q’F. ¥ r ' " X

- e J o
" s -
~L.34 .
EXT -

T E TN
als

Fig. 6.5 Pulsce de forga tipice de um impacto

Um pulgo de for¢a deste Lipo tem um conteddo de frequénclas
como mostrado na figura 6.6 . Ele ¢ essencialmente constante a
partir de uma freqiZncia (Fs) até uma certa frequéncia (fc} e, &
partir desta, cal com uma Inclinag%o nio determinada.

Certasmente, um impulso degte Lipo ¢ relativamenie ineficiente
para excitar vibragBes numa falxa de freguéncia diferente da que

vai de (FS} 2 (fc}. Para assegurar que nossas freqgiiénecias de
& - 19
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trabalho est¥o na faixa entre {Fs) e (FC), e¥o usgados uma gérie de

diferenteg tLipog de cabegag de martelo e pontas de impacto.

wiy

1L S SIS SR S S S Sutiic I AEMAS SRBEN TN e 1
L¥- 4
L64 4
L4

4 4
Ls

.4 1
a4 K Fe ;
s &

.

N EEEEEEEELELE]

wd iy
Fig. 6.6 Espectro do impacteo do pulssc de forga.

Para medir og parfmetros de interesse na identificag¥o modal,
utiliza~ge uma variedade grande de brensdutores embora zua
descricBo detalhada esteja fora do escope deste trabalho. Hés nos
iimitaremos a mencionar o tipa de transdutor ussado na medig¥o das
grandezas necessirias ao estude do nosso processo de
tdentificac¥e. Usamos em essencla um trensdutor de forga e um

acelerémetro, ambos do tipo piezoeléirico para a medida da
6 — 20
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excitag¥o. A resposta do rotor nas virias estagles de mediglo foi
médida através de um sensor de deslocamento do tipo sensor sen
contato, de corrente de Foucault ( Eddy Current ).

Finalmente, com o dispogitivo de excitag®o e medic3o

apropriados, o ginal de excita¢¥o e a resposta do rotor s¥o
medidos e através de um conversor analdgicoe-digital enviados pars
um anal isador de FFT, que perfaz a Transformada Discreta de

Fourier. A figura 6.7 mostra o principios do processo de medida.

& - 21
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ey :
A
L] ﬁ \ Amplificadores ? Excitachio
Resposta
L I ; D E !

e B Andlisador de Fourter _.

U ] i
Computador

Plo tter
o~ — F -—
; - |
Fig. &.7 Processo de medigl#o para determinar a

funclo de transferéncis.
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64 - SISTEMA DE PROCESSAMENTO PARA  IDENTIFICACAD DOS

PARAMETROS MODAIS

Hog ditimog 5 anos; foram degenvolvidos virios tipos de
"Software e Hardware”, para obteng3oc da Transformada Discreta de
Fourier.

A teoria bésica da anédlice de Fourier & anplamente conhecida
[15,161. Neste trabalho utilizamos o analisador de Fourier
HP 5451C, o qual usa o algoriimo da Transformada Répida de Fourier
{FFTY.
A teécnica, de uma forma geral, & baseada no uso do

processador digital ¢ na Transformada Répida de Fourier para obter

o dados da fung2o de transferéncia. G sistema modsl usando o
Analisador de Fourier compara unma funglio de trangferéncia
analftica z2o08 dadog de uma fungBo de transferé&ncia medidos, ;)

ajustados por um método de minimo erro quadritico e um programa de
ajuste de curvas polinomiais. Durante esle processo, oz parinetros
modais desconhecidos g¥%o identificadogs para cada fungio de
transferéncia medida. Os residuos para todas as estagles de
medidas, sBo obtidos e todes os autovalores identificados numa
fatxa especifica de fregiéncia.

A fungieo de transferénclia medida e ajustada analiticamente
pode ger representada pelo analisador de Fourter HP 5451C no plano
complexo, na forma de amplitude e 8ngulo de fase, ou como parte

real e parte imagindria versus fregléncia. A figura 6.8 mostra a
& - 23
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comparagio entre uma fun¢®o de transferéncis medida de um reotor e

a obLida analiticamente pelo Analisador de Fourier.

&y nty
® Ly

? LY L] ¥ ¥ ¥ ¥ ¥ T L3

kY = 1 b

o - L -

L "

-4 b

k I\

LIS AT W S S A Y I TR T

U LD
Funglo de transferéncia Fung@o de transferéncia
medida snalitics
Fig. 6.8 Compara¢¥o ds Funglo de Transferéncta medida e

analiftica

Como o procedimento usado na Transformada Répida de Fourier ¢
ums aproximagBo digital ( com um nimero espec{fico de pontos 3 de
um sinal anasldgico, isto cria limitagBes e erros.

£ necessdrico tomar cuidado no processo de medigdo e

processamento para evitar o efeito de aliesing, devidoe a um
&~ 24
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intervalo de amostragem finito; e de leoakage devideo ao tempo
ffinito de observacio.

Nos usamnos ndédiodos de médiz para minimizsr erros origindrios

de rufdos de medig3oc da fung¥c de resposta em freqiifncia.

6 - 25
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74 =~ SISTEMA MNAD ROTATIVO

LY

741 ~ FREQUENGIAS NATURAIS DA BANCADA

¥ importante tdentificar as frequinciag naturais da bancads
para ge verificar se algum modo de wvibragio da bancada pode

interferir com og modes naturais do rotor.
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& fotografia da bancada & mogtrada na figura 7.1%.

Fig. 7.1 Fotografia da Bancada

£ 4bvio gue ndg temos ums estrubtura complexa com varios modog
naturais. Para se diminuir o erro no processc de ident.ificaglo,
nos escolhemos 56 estacBes de excitag¥o nas duas diregfes X e Y. A

figura 7.2 mostra as posigles e direcBes dessas estaglesn.

7 -2
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A resposta € medida por um acelerbmetiro na estaglo 35 na

direg8o Y, a faixa de freqiéncia escolhida de até 250 Hz.

‘ f 4
. o I
B
4

- Y

%,

4

y .

% e
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%

PosigBn das EstagBes de Excitaglo e
Resposta na Bancads

A fung®¥o de transferéncia para cada resposta € comparada com
uma fung3o de transferéncia analftica, o resultados deste
processo de identificag¥o %o as freqiibncias naturaie 4da bancada

na faixa de zero até 250 Hz, como relacionado na tabeia 7.1
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TABELA 7.1 Freqiéncias HNaturais da
Bancada na Faixa de 250 Hz

modo Freq. nat, Hz Fat., amort. %
1 24,52 4,67
2 33,03 2,03
3 40,69 ' 3,06
4 55,70 5,30
5 86,83 3,37
& 122,86 0,51
7 189,7 0,61
8 211,32 0,34
9 231,0 6,32

Para a determina¢¥o desta tabela escolhemos a resposta  en
fregiéncia ( fungo de transferéncia ? medida na estag¥o 35 quando
nds aplicamos o imnpulso de excitag3o na estaglo 15 da bancada,
como exenplo.

A figura 7.3 ilustra a fungdo de transferéncia medida

€ a analftica obtida peic Analisador de Fourier ne processoe de
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identificaglo dog modos naturaig da bancada.

ap

xp H

| /\ @— i}

I N1
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~l D

~R 0
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~40p

melhor a sua igualdade. A comparac¢3o propriamente dita &

na figura 7.4 em escala logarftmica para possibilitar

I

L + 1 1]
O ®RA  9Up  SBE  BBD 100D 1BO0 14D0 1u00 1BDD BOD0D REp0 B4PD
et HZ LN

Fig. 7.3 Fun¢fo de Transfer@ncia medida (i) e analftica
{2) da bancada

Desliocamos relativamente estas duag curvas para visiualizar

mogtrada

uma melhor
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vigualiza¢Bo das curvas e suas diferencgas.

‘a L] L] L] ¥ L] L] ¥ L3 * L] ¥ 1

10

R e

—35

i )
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HS SRS T abz  ebu 2pbs 1ubo 1460 1eb6 ishp xobe wubs axbP

1o pE LN

Fig. 7.4 Compara¢¥c das Medidas Analfticas e Praticas
da Fungfo de Transferéncia para a EstacZo de

Excitac¥o 15
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742 =~ QUESTOES SOBRE A RIGIDEZ DA BANCADA

(Jbservando a tabela 7.1 verificamog que nds temom para a
primeira freqiéncia natural o valor de 24,52 Hz. Esta freqgié&ncia
natural n¥o corresponde a nenhum modo da estrutura, mas =30
movimento relative ds bancads enm relagdo ao gsolo. Como o bancada &
montada sobre uma pesada chapa de agoe, a qual por sua vez estd
apolads no solo através de 4 "vibrastops”, isto €, nBo é fixo
rigidamente, ela tem um movimente relative ao solo como corpe
rigido com esta freqiéncia,

As ocutrae frequénciasgs até o sgexto modo representam vér!os
nodog da caluﬁa A, mostrada na figura 7.1, em relagdo a estrutura,.
Como sabemos, se nés temos uma estruturas com quatro pontos em
contato com o solo, cbviamente, um desses pontos de contato pode
egtar um pouco acima do solo, ou n3o tendo contato completo. Aqui
isto acontece com o ponto gque estd abaixo da coluna A.

Por outro lado estas frequiénclas naturéie {1 até 6 3 g%
relativamente mais amortecidag do que as ouiras.

Olhando para a figura 7.5, que mostra as mesmas respostas enm
frequéficia medidas para a estag®o 35, quando o impulso é aplicado
na estaclo 15, nds observamos que o nivel do #inal nas primeiras

seig frequéncias natursis € menor do que 10% das outras,

reforgando a hipdtese destas frequéncias n¥o interferirem na
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identificag%o das freqiuéncias naturais do roter em um trabalho

fatwa de BO Hz.
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Fig. 7.5

Fung%o de Transferéncia Medida na Estaclo
quando ¢ Aplicado um Impulso na EstagBo 15

7
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35,
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0 primeirc modo natural real da estrutura aparece na
?reqﬁéncia de 122,6 Hz. O modo correspondente & nmostrado no

figura 7.6. Outros modos naturais s%o mostrados na figura 7.7.

189,7 H= 122,6 Hz

Fig. 7.6 fls8 Primeiros Dois Hodos Haturais da Bancada
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R

231,0 Hz
Fig. 7.7

214,33 H=z
0s Segundos Deis Modos Naturais da Bancada.
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LI

743 ~ IDENTFICACAC DAS FREQUENCIAS MATURAIS DO EIXO

Livere-Livire

0 eixo vertical representa um corpe rifgido com a parte
superior rigida e a inferior eldstica. Na ﬁarte r{gida & fixado
axialmente o rotor de um motor com 4 Kw de poténcia. A figura 7.8
mostra ¢ eixo vertical. N¥o hd acoplamento entre o rotor e o eixo:
& ligag¥o fol feita através de uma uniZo por interfer@ncia en
condigBes tais que n¥o hé movimenito relativo que, por exemplo,

praopicie amortecimento interno.

Fig 7.8 Conf iguragdo Geomdétrica do Eixo

7 - 11
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Para identificar as freqgUéncias naturais do eixo verticsal,
uma estacBo de excitaglo "A" e uma esta¢¥o de respogia "B” sg¥o
escolhidos. D eixo & excitado atravée de um martelo apropriado e a
resposta é medida por um acelerdmetro. A figura 7.9 mosira as

posicles de excitaglo e de resposta.

]

Fig 7.9 Localizag¥c das Estaqfesgs de Excitagle (A}
e Regposgta (B).

As freqiiéncias naturais tdentificadas na faixa de 500 Hz, s3o

mostradas na tabela 7.2

7 -~ 12
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TABELA 7.2 Fregiiéncias Naturais do Eixo
Livre-Livre

Hodo Fregq, Nat, Hz Fat. Bmort. %

1 36,18 3,38
2 153,89 G,01
3 410,5 a,51

A figura 7.10 mostra a fun¢¥e de transferéncia medida na

pogigio B, e tambdém a ajustads pela fungZo analftica.

rl

i § ¥ ES R -..,'.'.sae'gct:-‘_xnéxi?.‘.‘- »

i
Wk T T t T ¥ T T T ,-_‘,‘

. §
] ‘ l

N

Rz : J.

2§

- o . o T 1 Y t 7 Y 1  —
uls uh lﬂt ldl Bt My !iu Wik B B8 Wi I ME Ul WH
- 1FY HILN

Fig 7.10 Func¢dc de Transferéncia do Ponto B
Medida e Ajustada Analiticamente.
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i A

714 - FREQUENCIAS NATURAIS DO ROTOR LivRe-LiviE

0 rotor livre-livre é constituido por um eixo com um disco
preso na parte guperior, com um disco inferior, e um mancsl]
intermedidrio. Para ldentificar as freqiéncias naturais do rotor,
suspende—se ¢ pesmo por uma mola de ago bem flexivel. "aA* &
escolhido como estagBo de ewcitag¥o e a resposta & medida em  "B“.

& figura 7.11 mostra a localizag8o dos pontos A e B.

.

]

Fig. 7.11 Localizag¥o das estagles de Excitag¥®o e
de Resposta do Rotor Livre~Livra

Ag tré&g freqiéncias naturate na faixa de 100 Hz s%o

identificadas. Og resultados s¥%o mostrados na tahela 7.3.

7 - 14
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TABELA 7.3 Fregiifncias
Rotor Livre-Livre

Capfiulo 7

Haturais do

Hedo Freqg. Nat. Hz Fat., Amort. %
1 14,65 0,53
2 43,81 0,82
3 87,66 1,34
& figura 7.12 mostra fung3o de transferéncia medida no
ponto B
al:]
40 H H T H T T H T 7 T T 1
ED o H
zU - .
10 —
.._..ln_ -
- -
] -]
0T Fe =bo 500 abo  Sbo 600 700 800 800 1060 1100 1200

io—i HZ LIN

Fig. 7.12 Lk Func¥o de Transferé&ncia Medida na Estacgloc B.
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715 ~ DEFININDO OS GRAUS DE LIBERDADE DO ROTOR VERTICAL

A definig¥o cldazica de grau de liberdade ¢ dads como numero
de coordenadas independentes suficientes para dezcrever o
movimento do sistema [171,

0 rotor € cemposto de trés partes a primeira & o motor, o
mancal intermedidrio ¢ a segunda e o disco inferior a terceira. As
primeira e segunda paries sg¥3o ligadas por molas 2 bancadaAlém
dissoc o eixo do rotor liga as trés partes.

Tecoricamente falando, nés necessitamos de um nimero infinito
de coordenadas independentes para descrever o movimento do rotor,

se considerarmos o eixo como um corpo continuc. Entretanto,

asgumindo 0 eixo sem massa e permitindo que cada parte tenhs seis

7 - 16
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possfvels graus de liberdade ( como um corpo rfgido )}, poderemos

encontrar um total de até dezeoito graus de libredade,

PRI e e o i

rd
_ C*D¢ﬁ
ﬁ O

P

Fig. 7.13 0 rotor Vertical e suas Coordenadas

Para determinar os grsueg de liberdade do gistema podemos ir
eliminando aqueles que n¥o apresetam interesse no estudo ou os que
estiverem restritos por vinculos. A faixa de freqiéncia que nos
interessa estd entre Oe 50 Hertz. Vamos tentar determinar as
frequéncias nos planos ou diregBes que est¥o nessa faixa.

Consideraremos primeiramente a direcfio Z do rotor mostrada na
figura 7.13. Podemos ter uma vibraglo tranglacional se

P V4
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| Congiderarenos prim&iramente & direglo Z do rotor mostrada na
figura 7.13. Podemos ter uma vibrag¥o translacional se
congiderarnes o movimenteo longitudinal do eixo. Esta vibrac3o
longitudinal do eixo, congiderando-o como corpo eléstico entre as
massas das partes anteriormente definidas, estd em freqliéncias
maig altas que ag de flex3o do mesmo ; elas estdo portanto bem
ionge da faixa de freqiéncias em que estamos trabalhando. Outra
rossibilidade longitudinal é que © rotor esteja vibrande com as
tr&s partes, se comportando comec um corpo rigido suportado por
molasg verticais na primeira e gegunada partes, o que ¢ mosirado na

figura 7.14.

7 - 18
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-
I

:
i

Fig. 7.14 Hodele Matemdtico para Modo de VibragHo
ne Eixo Z,

Podenmosg tentar identificar este modo de vibrag3o e sua
correspondente freqiiéneia, aplicando um impulso na dire¢dio Z no
ponto & e medindo a resposta do rotorm na mesma diregfio, no ponto
B: como & mostrado na figura 7.14.

g resultado do experimento ¢ mostrado na figura 7.15% enm duas
partes conéecutivas (a) e (b). A parte (a) apresents 2 resposta de
fregqiiénela do impulso aplicado no ponto A, e a parte (b) mostra a
resposta de freqiéncia medida ne ponto B do rotor, na mesma

direcio.
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Podenog afirmar gque exigte vibraglo tranglacional de COrpo
rigido a0 longe de eixo Z. O rotor vibra com a freqiéncia natural
de 11.48 Hz , quando & suspenso na bancada de teste. Ent¥io existe
somente um grau de }iberdade nesta direcio Z

, & o8 outros dois

foram eli]minados‘

aty iy
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Fig. 7.15a Espectro da Entrads Fig. 7.15k Resposta de
Frequéncta na Estagdo B

Agora temos que responder uma ocutra importante questZo, egte
mado de vibraclo estd acoplado ou nBo com os modos de vibragio nas

diregSes X e ¥ 7 Vanmos examinar a figura 7.16 que ¢ =& figura
: 7 - 20
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7.15(b) empliada duas vezes; podemos perceber que n¥o hi nenhum

modo de vibrag¥o significante nesta faixa de frequéncia.

ey
i 1 T 1 t T ¥ ¥
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Fig. 7.16 Ampliag¥o da Resgposta em Freqiéncia da
Estaclo B.

Fara ter certeza do degscoplsmento desse mode de wvibrar com
oz oulros, podemos aplicar um impuleoc na dire¢%o ¥ no ponto C e
medir a resposta em freguéncia no ponto D, na dire¢Bo Z.

A resposta ém fréqﬁéncia do ponto D & nostrads na
figura 7.17. A amplitude de vibrag3o desse modo € mulito peguena ge
comparada com & mostrada na figura 7.15{(b>. Esta amplitude tem umsn
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magnitude de pico na fatxa dos 60 Hz | introduzida por
iﬁ£erferéncia elélrica no nosso sistema de medida. Entretanto isto
ndc moegtra o completo desacoplamento dos modos de vibrar entre as
diregBes Z e Y, mas podemos dizer que este erro &  desprezivel
comparade com 0 Noegee erro maximo. Egta tdnica freqiincia entre os

graus de liberdade na dire¢So Z, serd ignorada.

iy
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Fig. 7.17 Regposta em Freglidncia na Estag¥o D.

0 prdximo pagso é analisar & rotaglo do rotor en trono do
eixe Z. Este modo ¢ basicamente uma combinagBoe da vibragio

torcional do eixe com a massa da tercetra parte e a magss parcial
7 ~ 22
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{ rotor do motor )} da primeirsa parte. Elag tem frequéncia nmais
alta do que ag de flexB8o do eixo. Elas geriam importantes se
coincidirem com a velocidade de rotag3o do rotor. Comoe isto n3o
acorre nido existe interesse no momento em sua identificagBo. Assim
retiram—se mais 3 grausg de liberdade da andlise.

Considerando o eixo Y, existe uma vibragico +transiacional
nesea dire¢fo e uma vibrag8o angular em itorno do eixo X, que
ccorre no plano YZ. Conseqlientemente nds temos dois graue de
liberdade poesfveis para cada estacgHo do eixo ¥, totalizando =sels
graue de liberdade.

Aplicamoe mesma ldégica para determinar os graus de liberdade

no eixe X, sendo geis graus em btorno do eixo X, ocorrendo no
plano XZ.
Chegamos a Lrowe ponsfveis graus de libordude para o sistema

do rotor, o qual nos fornece treze frequéncias naturals para
determinar. Eliminando o grau de liberdade no eixo Z nos ficamos
com doze graug de liberdade.

Tentaremos identificar quantas dessas fregiénciag naturais

estdo em nogsa faiuxe de BO He.
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7168 =~ ALcumMas camsmm;«gﬁss SOBRE A SIMETRIA DO ROTOR

0 sigtema do rotor é projetede para manter a malor simetria
poesivel (21, HNa prética todavia devido (&) & agsimelria
geonédtrica do rotor, (b) no diferente posicionamento das molas a0
longo dos eixes X e Y, e (¢) nos erros de montagem do rotor que
causam assimebtria nos eixos X e Y , isto ndo ocorre.

& quesgt¥o amguil é verificar como estas assimetrias afetam as
freguéncias naturais de flex3o que s#c encentradas nosg planocs XZ e
YZ.

Verificando as trés partes notamos que a massa & 0 momento de
ingdrcia s%o totalmente simdiricos em relacfo acs eixos X e Y.
Congeqlientemente o probliema estd reduzido em verificar a sinmetria
da rigidez dos vérios elementos do rotor, c<om respeito a estes

eiNos.

Vamog olhar a tabela 7.4 que mostra os valores da rigidez do

rotor.

TABELA 7.4 Valores da Rigidez do Rotor.

RIGIDEZ H/N RIGIDEZ NkM RIGIDEZ H/H RIGIDEZ NXN

KY1 KX1 KOY1 EO¥%4 KXz KY2 KOx2 KoYz

&,0PE5]5,54E5] 9854 10971 |2,84E5|2,91E5] 6,39 | &,54

B 47 % 10,4 ¥ 2,41 X 2,46 X
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Nesta tabela, KY1 e KX! sH¥o rigidez tots] da primeira parte
&o rotor no eixo Y e no eixo X. Da mesma forma KX2 e KY2 e3o
rigidez total da segunda parte do rotor no eixno Y ¢ no eixo X.

KOX1 e KOY1 s%o repectivamente rigidez angular da primeira
parte em torno do eixo X e eixo Y. Também KUX2 e KOYZ s¥o rigidez
sngular da segunda parte em torno do eixe X e do eixo Y. A
degpeito da diferenga serd considerado simétrico o rotor nestss

condicBesn.

7 - 25
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n A

717 = IDENTFICACAO DAS FREQUENCIAS NATURAIS NO PLANO YZ

" oS

NA FARA DAS FREQUENCIAS DE TRABALHO

Percebemosg que temog tré&s modos translactionalis na diregBo Y e
também tré&s modos ao longo do eixo X. A quest¥o & determinar quaie
deatas freqiéncias naturais estdo em nossa faixa de trabalho.

Hecessitamos de um ponto de excitag¥@o e um de nmedig¥o. €
importante excitar o rotor e permitir que ele vibre em todos os
seus possivels modos Possivelmente temos que mudar o
posicionamento dos pontos para obter resultados satisfatdrios.

A figura 7.18 moslra @ indicagBo dos graus de liberdade

posefveis e parte dos modos no planc YZ; também mostira as estaqles
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de excitag®o e de respoeta.

Fig. 7.18 A Localizag8o da EstacHBo de Ewxcitagio A
¢ a Resposta B.
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Ezcolhemos a faixa de 280 Hz para verificar a ocorréncia
dosgpas freqiéncias. Os resultados deste expeorimento e3o mostrados

nag figuras 7.18{(a) e 7.18(H).

zrf ' * * ) 13 LN u.i ¥
L) L3 11 1 1] ] ¥ * L ¥ ] i
b : 17 .
Lid T LY L F
N X 54 L
" L ¥+ -
154 :
o %14 -
o H R
p L4 . E
2 r w5 ) L
Y T e v e
*‘ 7 ) -y l
1 e ws ul uk uk P M !
Fig. 7.1%a Espectro de Entrada Fig. 7.19% Resposta en
- Freqiiéncia
Temos quatre freqiéncias naturais ne faixa de trakbalha, até

50 Hz. Uma freqlig#ncia natural de 50 Hz apafeca gomente na faixa de
trabalho atsé 250 Hz; entretantc a amplitude desta frequéncia é
muito pequena comparada com ag demais. Este modo &, também, muito
amortecido © além disso ests fora da faixa de trabalho dos 50 Hz,
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Congeqiéntemente vamoe

considerar somente

ag

quatro

Caprtule 7

primeiras

freqi@ncias naturais., A tabela 7.5 mosira as freqiiéncias naturais

encontradas no plano YZ.

TABELA 7.5 Frequéncias Naturaig de
Rotor no Plano YZ.
Hodo Freq. Hz Fator Amort. %
1 8,376 G, 311
2 12,94 0,778
3 22,10 0,617
4 46,81 0,159
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748 - IDENTIFICAGAO DAS FREGUENCIAS NATURAIS DO

Capftuio 7

ROTOR

Agors sabemog que exlstem quatro freqUéncfas naturaies na

faixa de freqiBnecias que estamos trabalhando, em cada um dos

plance XZ e YZ.

Iremos

tdent.ificar estase

freqliéncias e

regpectivos fatores de amortecimento mais precisamente.

para

geus

Eecolhemos a posig¥o A como de excitag3o e a B de resposta

o experimento,

egtaces no rolor.

Inicialmente aplicaremos simplesmente

A figura 7.18 mostra a

localizagdo

um impuiso,

martelo na posicic A, ¢ mediremos a resposta na posigdo B,

de um ajuste de curva na fung¢@o de Lransferéncia os

dessas

£Lom O

Depois

resultados

convergem para uma freqiiéncia e um fator de amortecimento, em cada

nodo. A experiéncia € repetida vinte vezes. A

meédia &

o

padrio dos resultados s¥o mostrados na tabela 7.6.

desvio

TABELA 7.6 MNédia e Demvio Padrio dag FreqUénciss Haturate e eeus

Reppectivos Fatores de Amortecimento, no Plano YZ, de Vinte
Experimentos

MODOIM méd. Hz|5,desv.pad.| S/B % |M,fat.amor.|S5,desv.pad.|5/H %

1 8,4267 2,776 E-2 |3,28E-1 0,1500 5,8385E-3 3,88

2 12,9663 1,1242E-1 |18,67E~1 1,04293 2,08436E-2 2,44

3 22,1415 &,0988E-2 |3,6BE~1 00,4411 1,31628-2 2,498

4 | 46,7428 | 1,7259E-2 |3,69E-1] 0,2195 9,9979E-3 | 4,55




Rotor Vertical | Capftulo 7

Com o2 resultados mostrados & muito baixo o nfvel de rufdo no
gigtema de medig¥o € o desvio padr¥o ¢ completamente coerente,
exceto para o segundo modo em que o desvio padri3o é maior ( isto
ocorre devido a ligagZo entre o rotor e o estator ). Entretanto o
degvio padr¥o é bem baixo e n¥o necessério para identificar ae
freqincias naturaie com os vinte experimenitos.

Sabemos que aumentando o mimerc de excitagles para calcular a
média, nog aproximamos da média e diminuimos o desvio padr¥o.

Agora, vamos excitar o rotor aplicando 20 impulsos na posi¢Be
A2 & fazer a média da resposta. Depois de fazer a transformada da
resposta com o Analisador de Fourier, conseguimos oS dados da

t.abela 2.7 .

TABELA 7.7 Frequ&nciag Naturails para 20 Médias

ExpiModo| Freq. HzijFat.amo. XlExpiModo}] Freq. Hz|Fat.amo. %
5 &8,4027 0,1342 1 8,4028 0,1359
2 13,0208 | 0 G,7608 2 13,2062 60,7563
i 3 22,1051 0,4055 : 3 22,1066 00,4055
4 46,6005 Q,2379 4 46,6127 0,2404
ﬁ objetivo de tdentificar o rotor enguanto n¥o eatd en

moviments & para facilitar o entendimento e identificac¥o guando
en movimento, neste caso precigamog de un procedimento mats
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répido, excitando~o menos vezes.

Aqui investigaremos a poesibilidade de obter resultados
satisfatdrios excitando o rotor cinco vezes e fazendo a média dag
regpostas. O resultades 5%0 mostrados na tabela 7.8 . Para
garantir que cinco excitacBes ser¥o suficientes para obter bons
resultados excitaremos o rotor da mesma forma que quando foran
feitas ag vinte médias anteriores.

Os resultados da tabela 7.8 mostram que hd ums pequena
variagic nos dades, mas esta diferencga é muito peqguena n¥o
causando grande diferenca na identificac¢do do rotor. Chegamos,
ent¥o, & conclusBo de que podemos identificar o rotor com a média
de ¢cinco excitacﬁes\e ficar certos de que estaremos cometendo um
errc pequenc. Parece dbvio supor gque a segunda freqiiéncia natural
2 seu respectivo fator de amortecimento, com grande desvio padr¥o,

possul alguma n¥o-linearidade ou na conec¢30 do rotor com o

estator ou nas molas que sustentam ¢ estator.

TABELAR 7.8 As Frequénciag Naturats e seus Correaepondentes
Fatoreg de Amortecimento pars ag Médias de Cinco e de Vinte
Excitacles

.} mode| Fregq. Hz} Fat.amo. %| n.} modo Freg. Hz| Fat.amo. %
i 8,3945 0,1389 1 B,4028 ¢,1359
2 12,9953 (,96494 o 13,0252 0,7563
5 20
3 22,1082 0O, 3554 3 22,1051 O,3755
4 46,6043 0,2394 4 45,6127 0,2404
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Conclufmos, ent¥o, que 2 média de cinco excitacBes &
suficiente para a identificagBo das frequéncias naturaigs. A
figura 7.20 mostra a regposta do rotor medida na estacgdo "B” e a
figura 7.21 mostra a curva ajustada anatltiticamente a fun¢¥o de

transferéncia obtida, pela mesma estagio.

134 . .l _
i ! L4 .
L. q ; s )
YT ; . ]
L5 E - |
L4 4 L ]
L& L 454 |
T 4 . ]
LU
AT EEEEE L LR T n A e et
w N P g
Fig 7.20 FungBo de Transferéncia Fig. 7.21 Fung¥o de
Hedida na Estagdo B Transferéncia Ajustada na
Estacdo B :

Com um procedimento idéntice identificamos asg frequéncias

naturais e seus correspondentes amortecimentos no plano XZ. A
7o~ 33
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tabela 7.3 mostra ag freqiénciae naturais para uma média de wvinte
impulsos.

Analisando os resultades verificamos gue h& unma diferenga
significante somente no fator de amortecimento do segunde modo, no
plane XZ, comparando com o fator de amortecimento no plano YZ.
Devemog lembrar que héd uma diferenga de 8% na rigidez linear e 10%
de diferenga na rigidez rotacional ou angular nestes dois planos.
A conclus¥o é que devido 3 menor rigidexz rotacional temos a
segunda, terceira e quarta freqii@ncias naturais levemente menores,
além de uma substancial diminuig3e do fator de amortecimento no

segundo nodo.

TABELA 7.9 Freqiiénecias Naturais e Respective  Fatores de
Amortecimento para um Impulso & para a Média de Vinte Impuleos, no
Flano XZ.

n.{ modo| Freq. Hz{ Fat.amo. %} n.] modo| Freq. Hz| Fat.amo. %
1 8,6165 00,1529 1 8,6184 0, 1669
2 12,2079 0, 3368 2 12,2108 Q, 3307

' 3 21,8416 0, 3094 20 3 21,8390 0,2933
4 45,7710 0,2091 _ 4 45,7751 G,2277

O resultado ds comparagio das diferengas das freqlé&ncias
naturaig e seus correspondentes fatores de amortecimento nas duas

diferentes diregles, X & Y, sdo mostradas na tabela 7.10 .

7 - 34



Rotor Vertical Capftuio 7

TABELA 7.10 Diferenga dag Frequéncias Haturaie e geus
Respectivos Fatores de Amortecimento nas DirecBes X e Y.

Hodo!Freq.X Hz|[Freq.Y Hz|dif. %|Fat.amo.X %|Fat.amo.Y %|dif. %
1 8,6184 &,4028 2,5 0,1669 00,1388 18,6
2 12,2108 13,0252 &,3 0, 33067 0,7563 56,3
3 21,8330 22,1066 3,3 00,2933 0,3755 21,9
4 43,7751 46,6127 1,8 0,2277 0, 2404 5,3
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7189 ~ IDENTFICACAD DOS MODOS NATURAIS DO ROTOR

Exiatem duae maneiras para identificar oeg modos naturals,
identificando-se uma linha ou uma coluna da matriz da fungio de
transferéncia do rotor.

Aqui escolhemos identificar os modoe naturals determinsndo
uma linha da matriz da funcfo de transfer&ncia. A vantagem € que
temos apenas um ponto de excitagBo, o que torna peossfivel ajustar o
zinal de entrada ( impacto com um martelo )} em uma uUnica posgi¢ic

conveniente do rotor. O impacto é aplicado na estag¥o A e a
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resposta medida nas estacg@Bes de 1 ate 5. A figura 7.22 mostra a

}Qeé}izagﬁo das estacles de excitagio e de resposta.

Fig. 7.22 LocalizgBo das EstagSes de ExcitagHo e
de Heeposta

Um acelerdmetro &€ preso ao martelo com um sinal de entrada de
100 mVoite/g e a resposts & medida por um seneor EDDY CURRENT

calibrado na razfo de 2 volts/mm.
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TABELA 7.1t

Regfduce ldentificados da

para cada Modo

Fun¢¥8o de

Capftulo

7

Traneferéncia,

Eata.| Primeiro Meodo 8,40 Hz Segundo Modo 13,02 Hz
medidal Amplitude Fase Amplitude Fage
1 0,1164 356,6 0,3790E-2 344, 4
2 0, 4052E-1 353,3 0, 1685E-2 327,5
3 0,1773E~1 178,89 0,1209E-2 186,6
4 0, 3005E~-2 178, 4 0,1103E-1 4,5
5 0,4438E-2 193,0 0,1615E~-1 10,2
Egta.| Terceil. Modo 22,10 Hz Quarto MNodo 46,64 Hz
medida| Amplitude Fase Ampl ttude Fage
1 Q,3631E-1 186,3 ¢, 5070E~2 182,53
pis 0, 8065BE-1 187,3 0,6932E-2 180,383
3 0,118¢ 186, 6 0, 3626E~-1 179,1
4 G, 8976E~1 10,0 0, 3463E-1 182,1
5 0,3133E~1 i?l,é 0,8039E~2 4,4
Tendo—-se oblido as nedidas doe residuos para todas

as

estaglies em cada fregué&ncia, podemos calcular og modoe naturaie de

vibracio,

Olhando a tabela 7.11

correzpondante a cads fregquéncia natural

. podemos observar que

o auvtovetor

& complexo como esperado.

Hag o amorbtecimento interno € t3o pequenc que o autovetor € sempre

real, oom &

parte

imaginaria tendendo a

7 - 38

zero,

aAassilm

cCOomo

[}



Rotor Vertical

ingulos de fase est¥o muito perto de zero ocu 180 graus.

Capftulo 7

Fortanto,

podemos ilusirar os modos naturais por meio de suas amplitudes em

uma dada estag¥o. Us modos prdéprios de vibragio J4

g30 apresgentados na figura 7.23

Do

Fig 7.23 Modos Naturais do Rotor Montado

Olhando o gquarto modo da figuras 7.23, podemos

digco inferior tem um nmovimento de translagfo

enguanto o movimento angular en torno do

congideravelmente atto. Como o meovimento de

pegueno,

fato & bem caracterizade através dos resultados

nivel de

35

tabela 7.5, 0 quarto modo tem um

7

obgervar
muito
eixo

transliagBo

¢ amoritecimento oriundo deste movimento diminuid.

mosirados

amortecimento

normal izados

que o
pequeno,
Z &
¢ muito
Este
na

muito
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baixo. Existe a pogsibilidade de que este modo possa caugar a

instabilidade, enquanto o eixo mantém seu movimento normal de

rotaglio.
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72 = SIBTEMA ROTATIVO

721 = AUTOVALORES DO ROTOR GIRANMDO

{g auvtovalores g30 fungiic -da velocidade do ratar;
Congequéntenente tentaremoe identificd-los em cinco velocidades
diferentes. Como conhecemos, a principio, as freqiéncias naturais
do rotor, esgcolhemos ag velocidades de modo gue ndoe coincidam  con
suas freqgléncias naturais, A figura 7.24 mostra a posiglc das

estagBes de excita¢do e de resposta, respectivamente A e B.

Fig. 7.24 Estages de Excitago e de Resposts,
Lespectivamente A & B
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VYert.ical

& velocidade do rotor ndo & completamente constante,

Capfitulo’'7

pozaui

uma pequena vartag#io. Para monter s flutuaglo da velocidade dentro

do um limite aceoitdvel, diminuimos o tempo de medicio aplicando
apcnaé cinco impulpog, no ponto A.
A tabela 7.12 mostra oo autovalores do rotor para a
velocidade de 67 rpm.
TABELA 7.4Z2 Autovalorez do Rotor z 67 rpm.
Hodo{Freq. Hz|Fat.amo. % Freq. HziFat.amo. X Freq. Hz!Fat.oamo. ¥
1 8,232 0,548 8, 300 (,472 8,319 0,699
2 12,494 0,664 12,497 0,547 12,98 0,014
3 22,08 0,498 22,10 C, 486 22,10 0,144
L1 46,61 0,444 16,62 0,434 46,62 0,436
Podoemon repetir o meamo experimento para an vweloctidades de

310 rpm e 685 rpm

e 7.14 respectivamente.

Og regultados sfo mostrados na

7 - 42
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TABELA 7.1383 Autovetores do Rotor Vertical com velocidode ns
vizinhanga de 310 rpm

0 = 307 rpm 1 = 310 rpn = 312 rpm
Freq. HziFabt.Amor.X%{Freq. Hz|Fat.Amor . X|[Freq. Hz|Fat.Awor.X%
7,976 1,700 8,008 1,687 7,977 , 302
8,402 1,160 6,399 0,902 8,394 0,503
12,22 0,220 12,19 0,245 12,20 , 226
12,95 0.586 12.99 0,609 12,94 0, 5A3
21,58 0,336 21,58 0,321 21,67 0,300
22,33 0,361 22,36 G,376 22,34 0,360
14,99 0,417 44,92 G, 4414 44,95 0,494
47,01 0,439 47,09 0,427 47,02 Q, 450
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TABELA 7.14 Autovcetoreos do Rotor Vorticasl com velocidade na

vizinhanga do &85 rpm

O - &80 rpm 2 = &85 rpm 0 = 688 rpn
Frog. Hz{Fat.Amor.%jFreq. Hz|Fab.Amor.X|{Freq. Hz|Fat.Amor.%
7,764 G,B43 7,846 0,817 7,750 6,078
n, 5456 G,159 8,554 0,257 8,653 0,104

””;2,18 0,974 12,16 0,874 12,19 0,917
12,84 0.328 13,00 0,077 12,98 0,451
21,74 0,387 21,15 0,315 24,458 0, 3060
22,74 0,076 22,80 0,078 27,84 0,121
43,74 0,417 43.74 0,439 43,74 0,424
47,90 4,479 47,90 0,495 47,90 0,529

Og resultados das tLabelas indicam que o gogundo autovalor

varia muito pouco em baixas velosidades. Exivte dif iculdade om
identificar o primciro autovalor porque a contribuig¢lo do primeiro
modo ¢ muito pequena na estag¢¥o A. Escolbhemos, ent3o, uma nova
ontag¥o do oxecitagBo para melhorar a regposta do primeiro modo. A

figura nosstra a nova posgigio de excitag¥o C ¢ a de recposta B.
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¥
L]
1y
P
B
o
Fig. 7.25 Localizag¥o da Hova estagio de
Fxcitaglo

A oxcitagfo por impacto & aplicada na estag¥o C ¢ a repposta
& modida na estagdo B. Foi processada média de cinco ginais de
entrada e gafda respectivamente. O regultados para quatro
veloctidades na vizinhanga das rotacBes 350, 620, 830 e 1600 rpm |,
%o montradae na tabelag 7.15, 7.16, 7.17 e 7.18

Comc se pode observar nestas tabelasg,podemos verificar que os
autovalores correspondenteg ao ségundo moda natural de vibrag3#o do
rotor nfo conseguiram ser identificados. A raz¥o deste fato & que
a contribuig¢Bo do segunde modo de vibrag¥o nestas eptagtegp &

poqQUena.
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TARELA 7.15 Autovetores do Rotor Vertical com velocidade na
vizinhanga de 350 rpn

2 = 353 rpn i = 356 rpm {3 = 358 rpm
Freq. HziFat,.Amor.X{Freq. Hz|[Fat . Anor %iFreq. Hz|Fat.Amor.¥%
7,995 0,488 7,962 0,597 8,002 1,206
8,412 0,644 8,414 0,632 B,414 0,632
21,56 0,313 21,05 0,308 21,566 0,309
22,41 0,342 22,41 0,340 22,42 0,310
44,88 0,410 44 84 O, 447 44,83 0,434
47,114 0,450 47,12 0,402 47,10 0,447

TABELA 7.16 Autovetores do Rotor Vertical com wvelocidade na

vizinhanga de 620 rpm
2= 623 rpm 2 = 620 rpm 3 = 618 rpm

Freq. Hz|Fat.Amor.%|Freq. Hz|Fat.Amor .¥|Freq. Hx|Fat.Amor.X
7,892 0,711 7,853 ¢,789 7 . Ab1 0,728
8,540 0,138 8,535 0,161 8,541 0,177
21,26 0,272 21,257 0,319 21,26 0,315
22,7058 0,313 22,69 0,344 22,70 0,332
43,96 0,403 43,97 0,384 43,96 0,418
47,76 0,452 47,74 0,433 47,73 0,436
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TABELA 7.17 BAutovetores do Rotor Vertical com velocidade na
wizinhanga de 890 rpm

1 = 890 rpm & = 895 rpmw 2 = 887 rpw
Freq. H=|Fat.Amor.X%{Freq. Hz|[Fabl.Amor %|Freq. He|Fat.Amor.%
7,664 0,648 7,644 0,714 7,663 0,710
8,667 0,127 8,667 0,119 8,660 0,140
20,93 0,333 20,93 0,332 20,93 0,308
22,99 0,331 22,98 0,362 22,98 0,372
43,04 0,392 43,083 0,408 43,03 0,386
48,38 0,376 48,36 0,406 48,35 0,410

TARELA 7.18 Auntovetrores do Rotor Verticsl com velocidade na
vizinhanga de 1615 rpm

= 1612 rpm 0 = 1616 rpm ) = 1618 rpm
Freg. Hz|Fat.Amor.%{Freq. Hz|Fat.Amor.X|Freq. HzjFab.Amor. X
7,244 0,673 7,256 0,614 7,279 0,521
3,088 0,102 8,998 0,188 3,006 0,102
“Eoiui'gﬁ o, 280 20,18 0,768 90,17 0,278
23,82 0,434 23,82 0,435 23,82 0,430
40,60 0,410 40,66 0,516 40,61 0,517
49,97 0,376 49,99 0,386 50,00 0,399

7 — 47
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LY

722 = AUTOVETORES A DIREITA DE UM ROTOR VERTICAL

Para a identificagio dor autovotoren A direiba de um rotor
com umna  velocidade de rotagXo determinada, ndn excitearemoz o
rotor na estag¢Bo & , e mediremos a resposta das estacBes 1 a 10. A

figura 7.26 indica a localizagfio destas estagles no rot.or.

Fig 7.26 Localizagio da Estagio de Excitagfo 5
dan Esta¢Ses de Respopta, no Rotor

Oz auvtovalores ldentificados s¥o mogtradon na tahels 7.19

para uma velocidade de 300 rpm.

7 - 48



Rotor Vert.teal Capfitulo 7

TABELA 7.19 Autovalores Identificados do Rotor, para unma
Velocidade de 300 rpm _

Freq. Hz [B,00218,356112,22{12,92121,54122,29144,88]46,89

Fat.Amor.X| 1,27]0,515]0,220(0,564]0,3520,368{0,466{0,431

Os elementos do autovebor & direita i(u} L onde 1 & 0o indice

do autovalor correspondonte, sdo itdentificados atravésn dos

rogfduos da fungBo de transferéincia Hl& , onde 1 & o Indice da
cub.aclio de medigBo, 2 o fndice da estaglfio de excitaglo, de tal

forma que:

X 2
H 2 2
1k Fk

1Yk

¥
et + 3 = Z2,...,10
Jwﬂki k ¥ 1 1! r 31

R
Cies

valoren dog resfduos da funglic de transferéncia para cada

autovalor e cada ostagBo de modiglo ¢ visto na tabela 7.20, para a

verlocidade de 300 rpm.

7 ~ 44
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TABELA 7.20 Resfduos idontificades da Fung¥o de Trancsferfncia,
para a Velocidade de 300 rpm

Eataclel 8,002 H=z 8,356 Hx 12,22 Rz 12,92 Hx
»
Heggcﬁo Ampli.| Fasc] Ampli.} Fane| Ampli.} Fage| Ampli.} Fane
1 480E-41 70,1} 143E-3] 9,4 A29FE-6) 235 | 360R-D] 6,8
2 1A4E-41 6£3,8] BAPE-4} 2.3 Q35E-71 65,21 140FR-5] 22,7
| .3 | 86?2;5 247 240FE~4| 188 B32E-6] 1,1 255%~-3] 216
4 144E-5] 2993 463k~ 182 342F-6] 205 128F-41 22,9
5 206E~D} 248 | 724E-5} 187 J1PE-6&} 123 226FR-41 24,2
& &54E-4] 118 | 794E-4| 346 231E~-D}] 131 285E-6] 146
7 209E-4] 133 | 344E-4| 318 | 78%E-6] 46,6 16BE-5B| A1,2
8 114E-4| 13¢ i79E~-4} 319 AOBE~7 | 249 6AJR-6H] 314
9 311E~-5] 306 | 361E~-DH| 138 108F-5] 220 109E~5] 310
10 G46R-5] 305 | 674R-5] 125 174E-5} 218 137F~-561 a30
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46,89

Entaglo 21,55 Hz 22,29 Hz 44 B0 H=z Hi

Hegiqﬁo Ampli Fase| Ampli.} Fasael Ampli.! Faae] Anpli.] Faoe
i 120E-4} 192 287E~41 182 168F~-61 40,8 977F-5] 174

_ 2.~ 370F-4] 194 659R-3] 191 2G1F-4] 184 491F-4| 183
3. 572E-4] 196 103E-3] 192 116E-4} 186 | 335BFE-4] 1833
4 240E-4} 16,9} 437E-4] (2,0} 106&FE-4 193 263F~-4} 106
4] 139E-4{ 190 | 278E-4] 134 179F-51 3,40 6h&E-G| 3,50
6 181FK-4| 282 233F-4] 112 260E-5B1 PAEDL | 2ARE-L] 114
7 566E-4| 288 563R-4] 115 3BGE-4] 273 381E-7} 103
8 777E-4} 107 797F~-4] 296 206K-4) 278 214F-4} 105
9 445E~41 107 AGBE-4| 296 206E-4| 278 | 214E-4] 1056
10 162E-4| 287 175F-5] 101 2a7F-5) 97,0 2BOR-B| 274

880 vigtoo abaixo,

diraita,

onde i{u) & o antovetor correspondonte ao 1-dsimo autovalor

rotor.

tambén,

identificados para 300 rpm, como:

tul = [1(u},2(2},...,8(u}]_

7 - 51
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{u}

{ul

3

{u}

{u)

(0,492)+j(~,544)
(0,164)+j(~,228)
(0,083 +j(~,103)
(~,014) +j(0,022)
( 1 d+j¢ O
(0,382)+j(0,102)
(0,171)+3(0,036)
(~,064)+j(0,008)

(~,0873+j(0,348)
(0,0172+j(~,037)
(0,148)+j€0,176)
(0,870)4+3(0,062)
¢ 1 e 0
(0,033 +j(-,0340)
{-,018) +j(0,035)
(0,024)+j(0,700)

(0,013 +3(0, 154
{0,02434¢3(0,476)
(-,0134+3(~,735)
(G,011)+j(~-,657)
(-,232)+j(0,020)
(-, 715)+j(~,012)
¢ 1+ +jCc O 2
€0,182)+3¢C 0 )

(-,0023+5€0,003)
(-,006343(~,648)
(0,016 +j {0, 300)
(0,012)+j¢-, 114

{0,065)+j(-,016)

{ 1 y+3e O )
(-,616)4+j(0,016)
(0,236 +3(~,004)

{ul

{ul

{u}

{1}

-

Capfitulo 7

¢ 1 d+jC 0
(0,3763+j(~,047)
(0,171)+3(0,004)
(-,041)+j(0,000}
(0,331)+j(~,445)
(0,150) +4(~, 180
(G,080)+j(-,096)
(-,018)+j€0,031)

(0,195)+j(~, 05363
(0,079 +j{0,000)
(0,110} +j(0,032)
¢ 1 Yeje o
(~,087)43(0,135)
(0,039)+3(0,0R4)
(0,013 +3{~,034)
(0,032 3¢ -,060)

(0,074 1+j(0,000)
¢ 1 34§jC O )
156 +5( -,003)
(=, 012) +j 10, 000)
(0,007)4j(-,034)
(0,002) +j( -,087)
(-,031)+j€0,117)
(~,009) +j(0,032)

¢ -, 19721 3C-,030}
¢ 1 Y+3C Q )
C,6B2Y13C O )
(0,200 +3(0,008)
(06,0153 +j(-,018)
(G,135)X4§( -, 764
{-,0%62431€0,492)
(01263 ¢5( -, 180
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723 - AUTOVETORFS A FSQUFRDA DE UM ROTOR VERTICAL

Para a fdentificaclo do auvtovetores b eoquorda de um  rotor
com uma volocidade detoerminada, nés oxcitaromen © rotor na cot.agBo

A . A figura 7.27 indica a localizaglo dontas costagfios no rotor.

Z

Fig 7.27 Localizagfio das EstacBee do Fxcitaglio o
da Epotaclo de Reasposta A ., no Rotor.

No procesro de tdentificag¥o, nds obtemos os sutovalores , om
quaic sdo constantes compldéxan o também os roesfdues da  funglo de
tranoferéncia para cada autovalor ¢ cada estaglo, oo - autovaloresn

identificados sHo mostrados na tabola 7.21 para a velocidade do
7 - 53



Rotor VYortiecal
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Capftulo 7
TABELA 7.21 Autovalores fdentificados do  Rotor, para
Velocidade 300 rpm
Freq. sz]7,92& 8,364|12,20112,94{21,56122,24114 ,88]416,88
Fat.Amar.%jO,BB? 0,31811,45010,680{0,342[0,360{0,45310, 140
Na tabela 7.22, abnixo, g%o vinton on rosfducn  idonbificados

corrcapondentoes, da fungdo de bransferénecia.

TABELA 7.22 Reoofduos idontificadon da Funglo do
para cada EgtagHo com 300 rpm.

EatacHo
dx

Ewcita.
.

2

10

Tranasfordncia,

7,924 Hz 8,364 lz 12,20 Hz 12,94 He
hmﬁ?i. Faagc! Ampli.j Fasol Ampli.| Facel Ampli.| Fage
317F-4] 64,7] B76R-4| 74 8] 742R-5l203,3] an9r-s| 32,5
150F-4] 62,61 468R-4] 27,5| 106E-5| 74,5 220R-5| 97,6
998F -5 1274, 1] 203R-4|327,3] 2asr-s| 27,a8] 143m-5{211,6

T335R-5245.9] 333R-5] 16,0] 138F -5|227,3] 130R-4| 39,2
an8E-51061, 1] 49or-5{195,4] 2168 5] 16,0] taor-4| 30,2
533R-4]302,7] 709R-4|279,7] aner-5{195,4] 280R-6] 61,6
p53E-41316,4| 332F-4(152,3| 199m-5|279,2] saam-n| 73,5
1118-41137,5] 16oR-4{a0n.a| 156R-5{235,0| 145R-5{300,4
A9F-5|302 . 6| A93R-5{110,4| 462R-6]308,4] 976%-6|200,5
309% -5{a22,7| 6atr-5|142,6| 1208-5[256,0] 0338 6{337,7

7 - 54




Rolor Vortical Capftuloe 7

Engta« Aupltti .| Faael| Amplt. Fﬁun Ihmpii. Faso hmp{i: Faan
i GOBE -5 QOG;G'.QGQEJQ‘qu,Y AG7R-DIIAG 1 GdﬁE'S 13,5

“2 S?Sﬁ;d 256,3. 654E?4 20?,5 DOBFR--4 iSﬂ;?. 547&14 id?,q

1 | 533E-4 éoi,a 9§7§;4 202,2 $ 2R 197,§ ”555%;4 55?14

4 | 276R-4| 25,0] 514E-4| 24,9| 1138-4|100,3| 2038 -1{190,4

- 5 101E-4|208,7] 210E-4{198,3} 2Z57E-5} 11,4] BEOE-H] 13,5
6 | s14E-5| 97,5| 114E-4297,6| 308E-5[264,2| 471E-6[119,2
."?.'m. 4252-4.168:1.m;d£é:4 Eéé;;"zézgzi _92,8 278E-AI277,3
8 | 751E-4[102,5] 7578-1|290,0] 222R-4| 93,2| 246R-1|282,5)
EN ..édéﬁ;élibé,?. E&égziugaéigﬁ 187K -41271,8 {90F-1 100,4

- QQH"WWWQQEE;g éé}:gnM;é7gg;'1;g:§””;é§§;é'Mgaléﬁwigéﬁ:é é;gjé

Oz clementos do auntovalor & csquerda i{v}, onda 1 & o Indice
do autovalor correspondente, a%c idontificados atravdén dos
rogiduon da fung@o do trangferéngia th , onde 1 & o fndice da
cotagB3e de medigio, 0 ¥ & o {ndicc da estaclo do eoxcitaglo de  tal

forma que:

2n
X u v
i 171 kR
E s e i =+ 3 k= 1,2,3,...,10
U ) e X : ' ‘
' i 1
i clomenton fdentificados dos autovetores & cequerds, para

300 rpm s¥o0:
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:Evl & [ 1{v),2{v3....,8{v} ]

ondo i(v] 4 o autovetor A

aut.ovalor do rotor,

(vl

(v}

{v}

{w)

(~,314)+3(0, 503
(—,139)+j(0.242)
(-,164)+j(0,080)
(0,012)+j(~,049)
1 »+30 0
(0,4612+3(0,112)
(0,2022+3(Q,053)
(~,051)+j(~, 009

¢ 1 )+jC 0 )
{(~,089)+j(~,110)
(0,379)+3(0,030)
(~,059)+{0,056)
(0,514)4j(~,071)
(0,065)+j(0, 260)
(~,173)+j(~, 111
(-,014)+3¢~,093)

(0,022)+j(-,077)
(0,067)+j(—,491)
(~,108)+4(0,701)
(-,021)+3(0,114)
(~,081)+j(0,007)
(~,563)+j(~,055)
¢ 1 440 0 )
(0,231)+4(0,019)

(~,031) +j(~,086)
{~,04B)+j(0,711)
(0,09R)Y+j(~,372)
(~,012)+3(0, 14
(~,1043+3(0,016)
¢ 1 30 0
(-, 761)+j{~,005)
{0,289 +j(-,004)

csquoerda

quo

2

{vd

{v)

{v}

fv)

24

corrosponde  ao

¢ 1 ¥+3C 0
(0,364 +(~,390)
(0,06 +j(0,221)
(-,044)+4(0,008)
(~,731)+j(—,344)
{0,0801+j(0,370)
(0,108)+j(0, 150
(~,03%) +j¢-,053)

(0,217)+5¢-,023)
(0,073)+3(0,121)
(0,031 +J(~,011)
C 1 Yrje 0
(0,011)+j(0,006)
(0,000 +j (0,000}
(0,001 +j(0,093)
(~,002)+j(0,053)

(~,263)+j(0,011)
(—,65%)+j(~,003)
¢ 1 dEge 0 )
(0,152)+3 (0,019
(0,011 4j0~, 11D
(~,020)+ (-, 404>
(0,029 +j(0,75
(0,0023+3(0,161)

(~,063)+j(~,006)
¢ 1 Yrjt 0 2
(~,598) +j{~,004
(0,216 +j(0,067)
(0,003)+j(~,008)
(0,053)+j (0,509
(0,0362+j(~,448)
{~,003)+j(0, 160)

f~Gaimo




8 -~ MODELO MATEMATICO DO ROTOR VERTICAL
81 ~ INTRODUCAO

Ho estudo do comportamento dinfSmice de gistemas meclnicos
rotativos, é importante antecipar com exatid¥c o comportamento
dindmico do rotor, tantoe para se ter umszs informago melhor durante
o estigio do projeto, como para permitir, na nmedida do possivel,
melhor estabilidade, seguranga e desempenho operacionel. Isto
significa gue em geral devem ser c¢alculadas a wvariag3c das
frequéncias naturais em fung¥o da velocidade de rotag¥o, de onde
g2 obtem as velocidades criticas, o desbalancesmento e ag
respostas devido 3 excitacBo de forgas assincronas.

Nog dltimos quinze anos foram apresentados viérios estudos
incivinde modelos matemditicos de rotores e a resolucioc destas
equacles. Pestel [181 e Pilkey [18] , por exemplo, usaram técnicas
de matriz de transferéncia.

Desde 1970 véarios pesquisadores, em geral da drea de =andlise
da din8mica de rotores, Lem estudado e usado o método dos
elementos finitos para modelamento de tais sistemas.

Em 1974, Polk [20] apresentou um estudo sobre velocidade
natural de precess¥oc ( Whirl ) e andlise de wvelocidades criticas
ugando © método de Raylegh. Nelson e Mc.Vaugh £213.apresentaram um
estudo em 1975 no qual wubilizaram o© método de Raylegh para
sistemas mecinicos rotativos similar ap método de Polk., Em ambos

as equagBes de elementos foram desenvolvidas tanto num sistema de
8 -1 ‘ :
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coordenadas fixas como ne gisbema robative. Neleon, om 1980 1221
coitendoew o trabalho de Polk ¢ o secu préprlo trabalho e aprcoentou
o5 rosultados do ostude numerico do clemento finito do eixo
rotativo para determinar a sua exat fd¥o, bascando-pe na teoria da
viga de Timoshenko, consideramdo tambdm o efeito  do cinalhamonto
do clemento de viga do eixo no sistema rotativo. Berthier [13)
eptudou a wveolocidade crftica, desbalancoamento e regpostas
appincronac de uma turbina a gés e um compressor contr(fugo,
usando o método de elementos finitos, reduzindo o numero do graus
de liberdade do sistema, usando os modos de vibracBo do sigtena
parado.Outros pesquisadoros tom cstudado sistemas dinSmicos de

multicorpos, doo quale derivam as cquagSec dinfmicac do movimento
via computador digital. 0 primcire trabalho foi publicado por
Hooker e Margulier (231, ¢ Roberson ¢ Wittenburg [24). Este
formalismo niumerico foi investigado peara sistomas mecinicos
rotativor de corpos rigidos congiderando tré&s configuragBes. Haie
tarde Schiehlen o Krouzer [25]1 propes, em 13977, um wmétodo para
derivacBo das  equagBec do movimento para corpos rfgidos via
computador digital, bascado nas equag@es do Newton ¢ Euler para
cada corpo e nog principion d”Alembert para completar o sistems.
Em 1986 Schichlen ¢ Rauh ([261 apresentam o mCEmo nébodo
estondendo-o para gictemas multicorpos flexiveis. Heste trabalho,
uma comparac3o entre elementos de multicorponr de forma aproximada
¢ o mctodo de elementos finitos ¢ apresentada como um  oxemplo

simplor.
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Para o modelo matemdtice do =sistema fisico nds podemos
mencionar alguns aspectos:

1 ~ A bancada de teste & considerada simétrica, e 28 raszies Jé'

foram digcutidas no capftule 7.

2 - Temog um sistema com pito graus de liberdade com uma faixa de
fregiiéncia especi{fica jé& definida. Enguanto considerarmos a
simetria do rotor, nds podemop usar o modelo com guatro graus

de liberdade.

3 - A bhancada de teste foi montada em wviérios estdigios e seus
parfmetros modais foram identificados nestes estdgios. Também
foi projetada de forma a permitir variag@es nas propriedades
do rotor tais como: massa, indrciz, rigidez, pogicles dos
mancais e dag massgeas. Portanto, existe a necessidade de zge Ler
um modelo matemdtico paras permitir modificag¢es num intervalo

de tempo e esforgo minimos.

4 - Como estamos interessados em obter um modelo matemdtico para
antecipar os pari3metros modais deo rotor, enquanto este estiver
girando, o modelo escolhido deve permitir a inclus%o da mases

e da indrgia de rotacg8e.

0 métode de elementos finites @ escolhido para representar o
modelo matemdtico, tendo as vantagens mencionadas nos ltens 3 e 4
agima. Este mdétodo tem as.mesmas facilidades como as do método de
sigtenas de multicorpos assim come cutros itens considerados. Alen

do mais estava implementado no computador HP modelo 38454,
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0 método dos elementos finitos gue estd sendo usado,
considera;

1) Efeito giroscdépico da massa em rotagio;
23 Wassa do eixo @ inércia devido 2 rotacHdo tansversal;

32 Efeito de cigalhamento sobre o eixo; e

4 A zmimetria do rotor em todes o elementos usados.

0 modelo usado & bassado no paper publicado por HNelson e

Vaugh [21,221.
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82 -~ 0O MODELO DE ELEMENTOS FINITOS DO ROTOR VERTICAL

U modelo ¢ apresentado na figura 8.1, mostrando-se o modelo
do elemento finito do rotor vertical gimétrico, Usou-me quinze

elementos no modelo.
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elemento b

Capitule 8

elemento 4

elemento O

w

glemento 1§

elemento 11

L J

elenente 12

glemento 2

alemoento 15

{1

slemento 3

y |— N 3

8.

1

L No 4

Hodelo de Elementos Finitos do
Vertical

Rotor
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Tem-se, basicamente trés esta¢¥es. Na primeira estacglo,
tem~se & miéquina com o disco superior montado em molas. Ha um
total de 7 elementos nesta estac¥o. 0 quarto elemento representa a
masga @ a inércia da mdgquina incluindo o rotor e o eztator, 0
guinto elemento tem somente indrcia polar e representa a parte
rotativa do rotor com suss prépriass ligagBes. 0 sétimo e o citavo
#lementos 530 a5 massas das plataformas das molas. A conecgo
entre o sébino & o oitave elemento com © guerto elemento é rigida.
Todos estes elementos s%c condensados por seus proprios
sgquivalentes dindmicos no primeiro nd do eixo,.

Na segunda esgta¢do, tem-se o mancal intermediadrio montado nas

molas., O décimo primeiro elemento representa a massa ¢ 8 indrcia

do mancal intermedidrio, enguanto o dédcime segundo elemento
representa somente a indrcia polar do mancal intermediario. G
décimo terceiro elemento € apenas a massa do elemento, que &

ligado rigidamente aoc suporte do mancal intermedidrio. A rigidez

do mancal intermedisrio o das nolas sfo condensadag no décimo

guarto slemento, que ¢ um elemento de rigidez,
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A Lerceira parte consiste do disco inferior que ¢& modelado,
no décimo guinto elemento; pela suz massa, inédrcia e inércia
polar,

Az trés partes sHo conectadas por trés elemenios de viga
representando o eixo.
As freqiiéncias naturais do eixo foram identificadas no
capitulo 7; agui compararemos aqueles dados com os obtidos através
de um moedelamento por elementog finitos, nos geguintes trés

estdgios de identificacHo :

I - Eixo Livre-lLivre,
Z - Rotor Livre-Livre,
2 ~ Rotor montado em repouso,



Rotor Vertical Capftulo B
83 - MoDELAMENTO DO Emxo LIWVRE-LIVRE

Podemos obter um modelo de elementos finitos do eixo
Livre-Livre, através do nodelo mestrado na figura 8.1, fazendo os
elementos 5,7,8,9,10,12,13 e 14 com valor zero; podenes faciimente
obter a matriz de massa [(H] e a de rigidez (K] do modelo,

Tendo resclvido o problema dos autovalores através do método
geral de Jacobi, obtemos as tr&z primeiras freqiéncias naturais do
eixo Livre-Livre.

A tabelz 8.1 mostra os resullados pare op dados da atual

gecmetria do eixo vertical,

TABELA 8.1 Freqi#éncias Naturais do Eixo
Livre-Livre, {alculadas pelo R.E.F

Hodo Freq., Hait. H=z

1 36,82
2 157,5
3 463, b
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B4 - MODELAMENTO DO ROTOR LIVRE-LIVRE

Através do modelo geral, podemos obter um modeleo para o rotor
Livre~Livre; fazendec os elementos 7,8,9,10,13 & 14 assunmirem um
valor nulo; teremos, entdo, as matrizem de massa e rigidez.

Tendo determinado os auvtovalores, obtemos as trés primeiras
frequéncias naturais,
A tabela 8.2 demonstra ag freqii8necias naturais do rotor

Livre-Livre.

TABELA 8.2 Freqgiéncias Naturais do Rotor
Livre~Livre

Rodo Freg. Hat. Hz

1 14,49
2 43,94
3 92,03

a - 10
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85 ~ MODELAMENTO DO ROTOR MONTADO, EM REPOUSO

No modelo gersl, quande a velocidade rotacional © é aspumida

como nula, nos dd a matriz de maessa e rigidez do rotor montado, em

rEpouso.

Ag guatro primeiras freqiéncias naturais, s¥oc wmostiradas

tabela 8.3 , que Y90 as fregilifnecias na faixa escolhida de 50 Hz.

TABELA B.3 Freqifncias Naturais do Hedelo

do Rotor Hontado, em Repouso

Hodo Freg. NHat. H=z
1 7,172
2 13,21
3 21,04
4 46,68
B - 11

Capftulo
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BG - AJUSTANDO O MODELO DF FLEMFNTOS FINITOS

0 objetive de possuir um modele mntométiﬁo ¢ para podor
prodizer o comportamento dinfimico do rotor, nas condiglen dadas,

Aqui nosgo objetive, utilizando ¢ modelamonto por alementon
finitor, ¢ preodizer og par8motrog modaie do rotor om movimento a
velocidados ospecificas. E, tambdm, predizor estes parimcetros para
difoerentes configurages de massa € rigidez do rotor. Entretanto
gqueremos um modelo, que, com peguenas mudangas em gua astrutura,
popsa gsor ugado com alguma variaglo geométirica do rotor.

Por erta razfio néa identificamos o rotor vertical nog
diferontes ectigios

1) Eixo Livre-Livre,

2> Rotor Livre-Livre e, finalmente,
3} Botor montado na bancada

4 - Fixo Livro-livre

A tabcla B.4 mostra a comparag¥o entre oe rosultados obtidos
atravds do modelo por elementos finitos e oz identificados

expnrimentalmente.
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TABELA 8.4 Comparag%o dac Freqlifinctas do Eixo
Livre~Livre

Hodo(Elementono finites{Experimentalmente(Erro %
_______ . 36’87 WWW%EJB_M_,W;:E
- %%_\ Mﬁﬁlg;;s meJhiaé’q .-
. hgm—m'wm%ﬁgarg S 10,5 ___;g”_
Os resultados oxperimentaiag foram consideradop como bhaso da
comparagio.
Devemor, tambéw, moncionar que estamoe comparando o5

romulbtadons todricon do um modelo congorvativo, com on roemuiltados
experimentais de um rotor que € internamonte amortecido.
Primeiramonte introduziremos © ofpito do cigalhanmonto no oixo

o on resultados glo mootrados na tabela 8.5,

TABELA B.5 FEfettos do Cigalhamento no Eixo

com ofeite do cem efeito do
cigalhamento cigathemento
HodolFreq.Nat.. Hz HodojFreq.Nat. Hz
fu B 36,82 | 356,82
.“wéwwwwwiggjgm_m_. _“MEWW_ P
m_gm hmm;gsggwwm“ . o

Como nor obsorvamon o cisalhamonto terd muito pouco efeilto

non rosultados
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Heste estdgio existe a possibilidade de ajuste da massa e das

propriedades de indrcia do rotor ( estator ¢ rotor 3, e também

.pm‘“"'m_w“c"ia
. o
43

-

j‘ ; )
éh B4 & /
\ %
\ '
\ /
\ /
\ {
\ \
\ 4 \
\ N
g8 \ 2 Né\
et \ B~ -
Fig. 8.2 Hodos Ratureis do eixo Livre-livre
ag propriedades do eixo como: mddulo de elasticidade {E},

densiadade eppecifica {(p}, di8metro {d), » © comprimento (i1). O
erro envolvide na medicio de (E), (o) e (d) é muito pequeno, nrag o
erroe na medigdo do cmprimeﬁto ¢ majior devido ao engastamento no

primeiro nd. U comprimento n¥c serd ajustado pois o© erro desta
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dimens¥o sdé terd influénecia nas altas freqiéncias. Quanto 4 massa
dé rotor, ¢ erre maxine avaliade na medig¥8o & da ordem de 1 %, O
erro no c¢édlculo da inércia do rotor €& comperativamente maior
devido a n%o uniformidade da superfficie do rotor, mas n¥o excede
S % .

{thando para os modes naturais mostradeos na figura 8.2,
notamosg que a primeira freqléncia natural é sensivel aAs variagles
de indrcia do rotor; enguante o segundo modo & mais sensfivel 2
variscBo da massga do rotor; e, tambdém, o erro nogtrado na
tabela 8.5 demonsira a possibilidade redurida de medi¢¥do da massa
do rotor jad explicado acima.

Entretanto, aqui, tentamos ajustar apenas © primeiro nmedo
diminuindo 2% 3 inércia do rotor . Estes resultados s¥o mostrados

na tabela 8.6, e comparados com os experimentais.

TABELA 8.6 Freqléncias Naturais do Rotor Livre-Livre,
comparadas com 08 Resultados Experimentais

Bodo Freq.Rat.Nodelo Hz Freg.Nat .Experimental Erro %

1 37,01 36,18 2,2
2 157,65 153,9 2,8
3 4673, 4 410,5 13

Podemos aumentar o numerc de elementos para o modelamento do

oino & veremos que © erro para a terceira freqiiéncia natursal
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diminui, o que & naturalnmente esperado.
Os resultados finais desse estigio de ajuste s30 mostradeg na

tabela 8.7 , ¢ o8 erros s¥%c mais coerentas.

TABELA B.7 Freqiénciag Baturaisg do Rotor Livre-Livre
comparando © modelo ajustado aos dados experimentais

Hodo Freq.Nat.Nodelo Hz Freq.Nat.Experimental Erro %

1 37,01 36,18 2,2
2 157,2 153,9 2,1
3 438,4 410,95 : 6,8

£ — Rotor Livre-Livre

Agora, iremos tentar ajustar os par@metros wmodais para o
proxime estégio do rotor Livre-Livre.

Ubservando o modelo fisico do rotor, figura B.2 , focal izamos
nossa ateng%o na regi¥o A , posigio do mancal intermedidrio; e a

regido B , posic¢g3o do disco inferior.

B - 16



Capftulo B8

Rotor Vertical

Local izacBo-dsB RegiBes A e B no Rotor o




Rotor Vortical Capftulo B

Vamor considerar a panéagam do cixo stravée do mancal
tntermedidrio na regifio €D . Aqui nés notamom que © movimento do
2ixo ¢ restrito pelo mancal o o contato do trecho CD do oixo com o
mancal ¢ somir{gide. Usando o modelo de clementon finitos, non
teremos a magsa do mancal concentrada no seu ceontro de gravidade
Gb . Para congtruirmes um modelo mais reslfsta devemos consziderar
o efeito do eixo paspando nas reogiBos €D o EF .

Extpstem tr&s modos para ce mostirar a papeagem do oixo atravis

deagsas duas regifles:

i - Considerando o eixo mais rigido:
© que em nosso modelo ¢ o mesmo que aumontar o modulo do
clasticidade E.

2 - Restringir o movimento angular do eixo

3 -~ Introduzir uma rigidez angular.
Se introduzirmoe uma rigidez com uma ordem de grandeza  maior
para satisfazer a terceira op¢¥o, nés praticamonte toromons o

rosultados da segunda opglo.

Obviamente nenhum desse caminhos deccreverd o que realmente
estd ccorrendo com o rotor. Mase podemoa.conaegulr uma boa
aproximac¥o disco. Aqui escolhemos aumentar somente a rigtdez do
oixo aumentando o meu mddulo do elasticidade E, nos trechos Ch e
EF, perque esta € a aproximacio maie realfsta do que realimente

ocorre com o rotor.
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A tabela B,7 mostra os resultados para esta variacg3o.

TABELA 8.

Fregiiénecias Haturais

7 Efeito da Variag¥o da Rigidez
do Rotor Livre-Livre.

de Eixo nas

Hodo E*=E E"=1,4E E*=1,58 Experimental
1 14,39 14,71 14,77 14,65
2 49,59 50,18 50,28 49,81
3 91,85 96,69 57,59 97 , 66

a - 19
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A comparagio dos modos naturais oblido pelo modelo matematico

com o8 modos experimentais & mostrada na figura B.4 .

—— —

&

THEY (@Y

/

Experimental
Tedrico

Modos Naturais do Rotor Livre-Livre

Fig 8.4

3 — Rotor montado em repousc

no estdgio final da obteng¥o dos parameirog modais do

Agui
rotor, em repousc, tentaremos ajustar um modelo analftico através
formas dos

de um experimental; concentrando maior atengdo nas
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madon naturats.

A tabela B.3 {lustra as froqi@nciaes naturaie tedricas obtidao
usando um wnodelo ajustado do rotor Livro-Livre, o orn valoraon
originais doo coeficiontes de rigidez ildentificados cotaticamente

na bancada do Lemtom.

TABELA 8.9 FreqU&ncias Naturais do Rotor
Mont.ade Obtidas por F.E.HM

Hodo | Frogqiiéncta Hz
1m» 7,336 -
4 13,24 «
3 | 21,18
4 46, 22
Vamos olhar para ogc modos naturais moestrados na figura 8.5,

Hotamon gue o primeiro ¢ o quarto modos 3o muito prdximos dos
oxparimontais. Agqui tentaremos ajustaar o segundo o o terceiro
modos.

Olhando maip atentamente para o segundo modo, podemos ver na
figura 8.5 que ex1steon diferencars nos angulos no ponto TAr do
mancal intermedtdrio, no terceiro ndé. Para ajustarmoe o modelo
analftico ao experimental, devemos diminuir este &ngulo, o gque no

modelo fisico gignifica a existéncia de uma rigidez angular ativs

8- 21
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ne wmancal e no motor. leto devido & configuragio geoméirica do

pogicionamento das molas no mancal; como é mostradeo na figura 8.6.

113

1L IE}
po R

(MY Cl3Ii

—
T8}

i)
3

=

TAEY EEY

/

)
-
-
s

TEQZILO -
ExpER\M,

Fig. 8.0 0s Modos Naturals do Rotor Hontado
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i "

Fig. B.56 Eguivaléncia do Efeito de Torgdo

GOs resultados deste ajuste g3%0 mosirades na tebela 8.10,
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TABELA 8.10 Freqgii®ncias Naturais do
Rotor Montado

Mado Freq. Hat. Hz Freq. Hat. Hz
1 8,543 8,394
2 13,27 13,02
3 21,60 22,11
4 48,61 46,60
Olhande a forma do segundo modo, figura 8.8, nctamos que

ainda devemos aumenitar a rigidez anguiarik¢x para igualar a forma
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do segundo modo com o experimental.

HRTURAL MODE NO-Z

r—um--ﬁmhﬂw’—w-—-—-«mmmwmm%mm—w_m““w.mm

FREQENCY= +1.32468C+81 (HZ)

BTSN MRS WES  Swmrer

S T A R T AT T sy T o 7 e gt e ey g g

(21 ¢4 (5673 (82

hﬂimmwmmm-m

!
i
~ 5
\.‘___.:
[ !
I A e e e
TeoricO — — —
T pERIM-
Fig 8.8 Comparac¢3o entre a Forma de  Segundo Hodo

obtido através de um Modelo de Elementos
Finitos e Experimentalmente

‘Agui, devemos introduzir uma mola anguliar no primeira ngpara

representar a rigidez angular causgada porix¢x come folmestrade nas

a8 - 25
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Rotor Vertical
figura B.6. Os resultados obtidos através do modelo para ag
freqiiéncias naturais s3o mostrado na tabela 8,11 .
TABELA 8.11 Freqliéncias Naturais do
Modelo ajustado através ds adig¢do de uma
Hola Anguler
Hodo Hodelo Experinental Erro %
1 8,565 8,403 1,9
2 13,52 13,02 3,8
3. 22,73 22,11 2,3
4 49,29 46,61 5.7
Para fazer que 9s erros mostrados na tabela 8.11 se jan mais

coerentes, devemos aumentar a terceira fregiéncia natural. Glhando

para o segundo modo natural, nmostrado na

gque ainda devemos ajustar o segundo modo

aumentamos a terceira fregifncia natural.

devemos aumentar o valor da mela angular

gumentar =z rigidez linear do terceiro no.

8 - 26
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MRTURAL MOTE NGw=2

[ e e e e e o

FREGUENCY= +1,3287881 (M

!
:
i
i

TEORILD e —

Experitt.
Fig. 8.9 0 Segundo Hodo Natural
Us resultados destas modificagfes nas freqiidncias naturais

£%c mostrados na tabela B.1i2 .
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TABELA 8.12 Frequénecian Naturain do
Rotor montado
Modo | Modelo Exporimental Erro %
1 8,675 8,34 3,4
2 13,570 13,02 4,2
3 23,26 22,11 5,2
4 19, 38 16,8 5,5
Oz errons das freqliéncias naturais oot¥o coerentes agora.
Podemon, também, obgervar que o segundo e o terceiro modosn

naturaisg, mogtrados na figura 8,10,

experimentais. Noée esctamos usando 7 estagBes no

identificar o modos naturais,

8 - 28
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Experimental -
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Fig. 8.10 0 Segundo e © Terceiro Nodos Naturais

Como nés estamos ajustando © modelo através dog nodos
naturaig identificados, principalmente o segunde e terceiro modos,
obviamente esteg dois modos naturais ser¥o bem ajustados com oF
modos naturais tedricos obtidog a partir do nosso modelo de
elementos finitos. Ent3e tentaremos comparar os resultados para o

primeiro e guarto modos naturais.
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Ho caso do primeiro modo natural, & forma do modo, que &
méstrada na figura B8.11 , 6 muito prdxima da forma do modo do
disco rigide eﬁgastadw neo primeiro nd.

A forma do modo pode ser aproximada por uma fung¥o cubica e
56 dependera de dois vetores de posig¥o, para dois pontos ao longo
de rotor, que j& identificamos. A forma do modo varia levemente
devido & wvariag¥o nas frequéncias naturais. Ent3o iremos focalizar

somente a quarita freqgiéncis natural.

\
\

[}
l
| |
|
,w_ﬁ!wm-::’"”ﬂf"”1 o U
: cf; (2) (3% (SX&7?) ¢

H
_.....m_.____...._oj.
At

Fig 8.11 Primeirc-Modo Ratural do Rotor montado
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Devemos tentar identificar este modo para og pontos de maior
importincia;

a#} LocalizaegHo do nd: e

b} Localizac8o do pico da fung3o de transferéncia,

Para conseguirmos este objetive posicionamos Lré&s sensores de
desliocanento, na provivel posi¢lo do pico do deslocamento, no
modo, como é mostrado na figura B.12, e identificamos a func3c de

transferdncia nestas trés posigles para o pico deo terceiro modo.

]

Fig 8.12 Posicionamento das sensores de
deslocamento no Rotor montado

0 rotor & excitado na posi¢¥c A e a resposta & medida nas

posigBes 1, 2, 3 . Através da variagHo das posi¢les de medigdo
podemos identificar a localizag3o do nd do quarto modo no rotor. A
figura 8.13 ilustra a fuﬁgﬁo de transferéncia dazs pogigdes 1, 2 &

3 respsectivamente,
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Fig 8.13

A Funcio de Transferéncia medida nas PorigBes 1, 2
e 3 no Rotor montado
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Devemos repetir o mesmo procedimento para identificar a
posig8o de pico no guarto modo. A figura 8.14 ilustra a funcio de
transferéncia para os sensores de deslocamento 1, 2 e 3

respectivamente no rotor.

Com mais estas duas posig¢Bes tragamos ¢ quarto mode natural

na figura 8.15
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A cdmparaéﬁo com a forma do modo tedrico obtido a partir de
F.E.® mostra resultados satisfatdrios, Além disso, aqui nés
atendemnos nosgo objetivo de ajustar a F.E.M. Qaando ag freqléncias
naturais e og modos naturais. A figura 8.16 demonstra o modelo dos
elementos finitos com os parfmetros ajustados. No préximo capftulo
iremos utilizar o modelo ajustade para predizer os autovalores do

rotor a velocidades especificas.

FErRT e G JBERPS 2D WY i
.,
. i M"-\'
.\"-, S
P /
i . ‘/
b a®, T 2R | T Ty
H <12) (3% (5Xgry <8
N P
.
\\ {'
i ¢ i
AN K
~ o
’ ~t -
1
Experimental
Tedrico - — — — —

Fig B.15 Quartoe Modo Hatural do Rotor
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STIMZ=28,459E-2 Kg-m—s
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- Ty "
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& i
|
l 5 - l
}
8 U
Fig 8.16 ¥odelo de Elementog Finitos para QB
Parfnetros ajustados em relagdo &
Figura 2.3
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9 ~ SINTESE DO COMPORTAMENTO DINAMICO DO EIXO VERTICAL

91 -~ O ROTOR EM REPOUSO

Consgiderando ¢ rotor vertical mostrado na figura 8.1, temos
Lr@és partez distintas
1) NMolor com suas molas & o disc¢o superior,

2) Mancal intermedidrio e sus mola de suporte, e
3) Diggo inferior.
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Fig 9.1 O Rotor Vertical e suas Lré&s Partes
distintas

0 wixo & uma conex¥o elédstica entre as partes. HNo caso do

eixo vertical, este & bastante flex{vel comparado com as demals

g9 - 2
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partes.

Para entender o papel do sixo ne comportamento din@mico
glabhal do rotor, vamom considerar as seggintes situagles
hipotéticas

1 - A primeira parte como um mistema de um grau de liberdads.

Podemos imaginar esta situag¢do olhando para a figura 9.2

—

Fig 3.2 Configuragfo de Sistema de Um OCrau de
Liberdade para a Primeira Parte

© Hagsa total do sistema = SDM + RTH + STM + Z2PLM = 63,52 Kg

Rigidez teotal do sigtema =

= Ky, * Ky, = (3,16%10%+ 2,86x10%7 = 6,02x10° N/n°

=4 1.2
cw o [ Fs L[ e0ma0®
Fregiéncia natural = w o -7§;~—* = ( 3, 50 }

= 97,35 rad/seqg - fN = 15,483 Hz

Se compararmos estes resultados com a segunda freqiiéncia

]

natural identificada para o roter montado, descobriremes um erro

de aproximadamente 18%. Portanto podemos assunmir que o segundo
' 89 - 3
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modo  natural do rotor é principalmente devido aoc movimento

translacional da primeira parte.
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2 - A mogunda parte como um sistoma deo um grau do liberdade
Vamoz - repotir o procedimonte antorior, com © auxflio da

figura 9.3, tercmop
Mazsna total do pistoma = BRH + BEM + PLN = 15,524 Kg

Rigidowx total = 2,91ES

Fig 9.3 A Segunda Parte como um Sistema de  Um

Grau do Libordade

FregiiBncia natural = 136,31 rad/aeg = fH = 21,79 H=

Surpreendentemente este resultado ¢ menor que o da tercaira
frogi@éncia natural identificada, o que nos lova a concluir que a
rigidez neste ponto deve ger maior do quoe haviamos congziderado.

A raz¥o para um sistema rigido fei expoata no capftulo 8.6,

com a figura B.6 .
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2 - A terceira parte como um sistema de um grau de liberdade



Rotor Vertical Capftuleo 3B

Eeta parte pode ser representada como um disco em balango como &

mostrado na figura 3.4

ol oo lorklt”

Fig 9.4 A Terceira Parts como um Disco am
Balango
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Neste caso, podemos calcular a freqidncia natural por:

onde m, = L.DM ( massa do disco inferior ), e temos uma expressio

para KB { do capftulo 5 ) come

onde E, J% e 1 s¥o parfmetros do eixo, os quais podemos obler a

partir da tabela 2.1 . Us resultades sd0 ;
m, = 11,382 Kg
K, = 4,24%10% H/m

Fregifncia natural, S / _waﬁ___ = 61,28 rad/seg = fﬁﬁ 9,75 Ha
B

Estes resultadog caugam um erro de 16% em comparagdo com a

primeira fregii@ncia natural identificada.

Estas comparac@es nos possibilitam compreender o

comportamento dindmico do eixo vertical e de mecanismos em rotaglo
em geral. Além disso, ird nos auxiliar a modificar a configuragio
geométrica e as propriedades do rotor para obtermos

caracteristicas especiais
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82 ~ BAMO NIVEL DE AMORTECHMENTC INTERNO

- Nds j& comparamos varias vézes as fregiéncias naturais de um
pistema tedriceo, szem amortecimento, com o5 autovalores de um
sistema levemente amortecido. Esta compara¢®o foi possivel porque
o rotor ¢ levemente amortecido, e além do amortecimento interno
temos outras pogsfveis fontes de amortecimento, tais como fricglo
com © ar, atrito geco, e amortecimento magnético.

Voltamos ao capitulo 7.1.8, que descreve a identificag¢¥o dos
autovaloreg do rotor em repouso; temos fatores de amortecimento
varisvels para diferentes modos; © que significa termos uma
esgtrutura com amortecimento internc desproporcional e também, a
presenga de fontes e seus efeitos em cada modo, que pode neg
fornecer fatores de amortecimento diferentes para modos
diferentes. 0 segundo modo & fortemente amortecido em relagio aos
demais modos, e nos processgos de identificac¥o & o de maior desvio

padrio.
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93 - ROTOR MONTADO GIRANDO

£ importante verificarmos como os autovaleoren do sistoma
figico eatio variando com a velocidade de rotagiio do eixo.
Ji& identificamos estes autovalores para varias rotagfios no

capitulo 7.

Como foi menciondado no capftulo 4, estes autovalores possuenm

parte real o parte imagindria ( xi = aii w, Yo
& parte imagindria do autovalor ( w, ? do rotor VOriaus a
velocidade de rotag¥o O & mostrada no diagrama de Campbell,

figura 9.5 , Na mepma figura, ilustreamos o fator de amortecimento
{i vergus a velocidade de rotaglo 0, que estd dirotamonte
relaciondo 23 constante de amortecimento &y isto &, 2 parto roal

dog aubovalores ki .

9 - 10
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0 fator de amortocimento do segundo modo é consideravelmente

baixo quando o rotor estd girando a 2000 rpm. Isto significa que a
parte real do autovalor, que é negativa, eatd prdxima de zero, O
gue pode induzir uma vibracdo nfo amortecida para o segundo modo,
Feta ¢ uma informacidc importante a ger considerada gquando o rotor
et iver girande a altas velocidades,

¥ dbvio que o diagrama de Campbell para o sistema ¢ moptrado

om relagdo as informagBes esbtimadas em torno daz velocidades
crfticas do reotor. |

Calculamogs também ap freqiincises naturais a partir do BH.E.F.
vergsug a velocidade de rotag¥o, ver figura 9.5 , comparando—as con
a parte imagindria dos autovalorses do rotor versus a velocidade de
rotagdo. Neste diagrama, para relacionar os resultados

sxperinentais com o Ledriceoe, calculamog a variaglo adimensional

P T versus = velocidade do rotaglo. Aqui %0 ¢ a froeqiéncia

L &
i o
natural do i-épimo mode de vibracg3o do M.E.F. numa wvelocidade de

rotacdo egpecfiica e i% & a fregi@éncia natural do i-dsimo modo de

vibragio do rotor parado {( O = 0 3,
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Congiderando gue op resultadeos tedricos em geral apreseontam
um erro de 3% em relac3o aos experimentais, O que significa uam

estimativa razodvel do modelo dos elementos finitos, comparando-se

PR
H

o par3metro adimensional A difereanca, conforme aparecs na

i
fig
ura 9.6, ¢ muitoe pequena, portanto, podemos ver que ¢ pogslvel

predizer, com pequena margem de erroe, o autovalores do rotor para

uma dada rotacBo.

9 - 14



10 =~ CoNCLUSAO E PERSPECTIVAS

Hostramos Bo longe  deste trabalho ag dificuldades
relacionadas com o© entendimento dag velocidader coriticas en
rotores gimétricos e n¥o-gimétricos.

Berthier om um de sgeugs trabsihos maise recentes £2713,
discutindo o modelo matemdblico de turbinasg a gds feito através do
netodo de elementog finitoe, demonstra em um nmodeloc de eixo
"dieimétrico” , que a8 velocidades criticas relaclionadag ao
»backward whirl” e ao "forward whirl” s%o excitadas por forgas
desbal anceadas que provocam a vibrag¥o do rotor. MHas o tirabalho
falha na tentativa de explicar se esta "disimétria” pode ocorrer
em um sistema real ou simplesmente é uma hipdtese de modelo de
simulagdo., O trabalhco também falha em mostrar que a mesma coisa
pode ocorrer com um rotor simétrico.

Hesta teoe, fot depenvolvida a equagido polinomial
caracter{stica para um rotor em balango, n3o simétrico, nS8o
amortecido na tentativa de me ]l hor caracterizar o efeito
giroscdpice em niaquinas rotativas. A& partir dezta andlise
explicamos © “backward whirl” como fendmeno caracterfstico na
dinSmica de rotores.

Ho camo do digeco simétrico em bkalango, como estd demonstrado
pelas figuras 5.2, e 5.3 , as duas equa¢les caracter{sticas (5.26)
e (5.24) tem gquatro solugBes positivas ( dependendo da rotag®io O
y. As duas freqUéncias da preceasgo wy € w, podem ger consideradas
como direta pelo feto gue seus valores aumentam com a rotaglo O,

10 - 1
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X _
1r € w: , por diminuir com a rotag%o tenm

sido chamade precessao retrogada.No casgo de um disco em balanco

& ap duae freqUénciae

com caracterigtica n¥3o simétrica na rigidez, estas freqlénciap
est¥o prepentes no sictema porédm, com a diferenca que seup valores

nio sfo maig iguais para O = O.Portanto no caco da referéncia [271

. enquanto o autor demonstra que a velocidade de rotaglo em uma

turbina com propriedades eldsticas n3o simélricas Cruza a

fregQ&ncia do precessgo retrégada , caugando desta forma =2

amplitude origindria da excitagdo por desbal anceamento, na

realidade este fendmeno ocorre peloe fato da excitacgBo por

degbalanceamento excitar o precess;o direta em sua freqiéncia

natural num plano perpendicular ao primeiro conziderado.

Hostramos também pela figura 10.1 uma andlise de assinatura
de duas estagBes posicionadas com 90° de diferenga no disco
inferior do rotor vertical da bancada de teste demonstira
experimentalimente o que foil mencionado acima.

Este fenbmeno também & aparente nos auvtovetores & direite
identificados no Capftule 7 . Os elementos destes autovalores tem
0 seu valor mdximo nestas duas estagles de mediclo do disco
inferior do rotor vertical.

Portanto consideramos que pela anal ise do polindmio
caracteri{stico e através dos dados experimentais da bancada de
teste fol possivel clarificar esta situaciio <¢ujo tratamentoc na

ifterature ainda & didibio ou errado.
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No Capftulo 8 fot derivado um modelo por elementos finitos,
capaz de predizer os autovalores do rotor com um erro aceitével,
isto foi possfvel utilizando-se métodos de identificagHo de
parametros na bancada e também por serem perfeitamente conhecidos,
o determin;veis, op parSmetros geométricos da mesma ( © gue nem
sempre € possivel em instala¢fes reais jd concluidas ).

Sugere-se uma alterag¢¥o nas propriedades de rigidez das molas
de lamina para modificar a ordem dog modos de vibrag¢3o do rotor em
repouso, de maneira que correspondam  aos de uma magquina
hidroslétrica real. Finalmente queremos mencionar a experiéncia
gue adquirimos quando tentamos definir os problemas de vibrag3o da
bancada por um estudo aproximado da s=sevoridade da vibracgBo. As
trés menores fregqiéncias, que correspondem a vibragdo de
translacfo das trés estagBes de medi¢Ho da bancada, s¥o em geral
mais amortecidas. Elas s¥o factlmente calculadas pela macsa e pela
rigidez de montagem destas estagBes, apresentando um 2rro
aceitivel para uma estimativa preliminar de engenharia, mesmo sem
congiderar a rigidez do eixo. Os nfveis de vibrag¥o destas
ectacBes s%io limitados devido ao amortecimento ¢ & fricglo causada
no movimento de tranglag¢Bo. As freqli®énecias maig elevadas estdo
ligadas a um movimento de rota¢3o, perpendicular aoc eixo de

rotac¥o do rotor, dag estagBes de medig¥o e suas frequénciag

naturais n%o podem ser estimadas “a grosso modo”™ com a mesma
facilidade anterior, sem envoiver uma andlise com um modeio
tedrico. A possibilidade das estagles terem um movimento

10 - 3
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translacional elevado ¢ muito restrita. Conseqiientemente o nfvel
de amortecimento pode ser muito pequeono, eoxceg¥o feita quando
houver presenca de amortecimento especffico neste caso. £ dificil
detetar este movimento angular das estagBes de medi¢¥o por um
sensor convencional de deslocamento. Conclufmos que este movimento
angular no caso de maquinas hidroeléiricas com eixo wvertical &
muito semelhante no seu fundamento fisice ao estudo do movimento
angular de um disco em balango,

Queremos aproveitar para gsugerir algumag peequigas futuras
envolvendo a bancada de teste utilizando para tanto o conhecimento
asdguirido ao longo dos inumeros ensaiop gue fizemog e do egtigio
atual da informag¥o que pe reflete na biblicografias publicada.

4 Andlige do problema de "rubbing”, onde ¢ rotor racpa sobre uma
superffcie lateral e gue foi objeto de trabalhe de Schueitzer e
Czezygielski [281 . HNHeste caso um modelo tedrico deve ser
confrontado com medi¢Bes na bancada, utilizando o disco come se
fosge em balango ( isto é, engastande o motor de acionamento )} e
ut.ilizando o mancal de segurang¢a no extremo inferior para forgar a
situacqo de "rubbing”. C programa de elementos finitog pode gor
factilmente adaptado para os nosos pardmetros, formando um moedelo
matemstico Uti]l nesta gsituagia,

2 Mudangs da configuraglo geométrica para gimular um digce  on
balango com propriedades de rigidez n3dc simétricas ou para estudar
um rotor nfo gimdtrico. Esta alterac%o ¢ facilmente feita na
bancada, cdja versatilidade neste sentido ficou comprovada noeg

i0 - 4
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engaiog 4 realizados.
3 Alteraglio de poesiclo do manca! intermedidrie 20 longo do  rotor
de forma a reduzir a vibrag3o tranglacional e angular do dieco
inferior. Uma posigBo dtima deve ger iniclialmente cimulada em uma
configurag®o do rotor em balango do gistema. Devem ser feitos
estudos no sentido de diminuir o movimento angular evitando que
haja uma tendéncia para o aparecimento de fendmenos de
auto-excitagio { tipicas de turbogeradores ), por exemplo polo
"rubing” { atrito ) nos aneis de desgaste ( ou de limitag¥o do
movimento ) ou nas vedagBes que gfo usadas via de regra para o
controle do movimento tranglacional.

Finalmente sugerimos enrtjecer o suporte da bancada, por
exemplo chumbando—a em uma fundag¥o de concreto, o que permitird a

andlise stdé frequdnclaz mals altas.
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