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Materiais Compósitos Laminados Simétricos

Usando o Método dos Elementos

de Contorno

Dissertação apresentada ao Curso de Mes-

trado da Faculdade de Engenharia Mecânica

da Universidade Estadual de Campinas, como

requisito para a obtenção do t́ıtulo de Mestre

em Engenharia Mecânica.
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- A todos os irmãos da IBN Vinho Novo por todo o apoio e orações.

- Aos amigos da República (Samir, Lenilson, Leonardo, Daniel, Oĺımpio, Arthur
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tivo.
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Resumo

Jesus, Lúıs Jorge Mesquita de, Análise de Cascas Abatidas de Materiais Compósitos Lamina-

dos Simétricos Usando o Método dos Elementos de Contorno. Campinas, 2010. Dissertação

de Mestrado, Faculdade de Engenharia Mecânica, Universidade Estadual de Campinas.

Este trabalho apresenta uma formulação do método dos elementos de contorno para o

cálculo de deslocamentos em cascas abatidas de materiais compósitos laminados simétricos.

A formulação desenvolvida baseia-se no acoplamento da formulação de elasticidade plana

(formulação de membrana) e da formulação de placas finas (placas de Kirchhoff ou teoria

clássica de placas). Os efeitos da curvatura são considerados como forças de corpo nas

duas formulações, gerando integrais de domı́nio. Ambas as formulações utilizam soluções

fundamentais da elasto-estática. As integrais de domı́nio provenientes de forças de corpo

são transformadas em integrais de contorno usando o método da integração radial (MIR).

No MIR duas funções de base radiais são usadas como funções de aproximação nas integrais

de domı́nio ou de força de corpo, neste trabalho. O uso do MIR propicia que apenas o

contorno seja discretizado. É feita uma análise da sensibilidade do MIR em relação ao

número de pontos de integração. Os resultados numéricos apresentaram boa concordância

com os resultados dispońıveis na literatura.

Palavras chaves : Método dos elementos de contorno, método da integração radial, cascas

abatidas, materiais compósitos.
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Abstract

Jesus, Lúıs Jorge Mesquita de, Analysis of Shallow Shells of Symmetric Composite La-

minated Materials Using the Boundary Element Method. Campinas, 2010. Master Thesis,

Faculty of Mechanical Engineering, University of Campinas.

This work presents a formulation of the boundary element method for the analysis of

symmetric laminated composite shallow shells. The formulation developed in this work is

based on the coupling of plane elasticity formulation (membrane formulation) and thin plate

formulation (Kirchhoff plates or classical theory of plates). Curvature effects are conside-

red as body forces in the formulation, generating domain integrals. Both formulations use

elastostatic fundamental solutions. Domain integrals that come from body forces are trans-

formed into boundary integrals using the radial integration method (RIM). In the RIM two

radial basis functions are used as approximation functions in the domain integrals or body

forces, in this research. The use of RIM propitiates just the boundary be discretized. It is

analysed the sensibility of the RIM with the number of integration points. Numerical results

show good agreement with results available in literature.

Key words: Boundary element method, radial integration method, shallow shell, composite

materials.
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Śımbolos

Letras gregas
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ortotrópica com arestas simplesmente apoiadas. . . . . . . . . . . . . . . . . 93

23 Variação do deslocamento transversal para uma casca esférica com sequência

de empilhamento [45o/ − 45o/ − 45o/450]. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 94

xv



Lista de Tabelas

1 Deslocamento transversal do centro da casca abatida de laminado cruzado w̃ =

103wE2h
3/(qoa

4) sob um carregamento distribúıdo uniformemente. Resultados

calculados usando a função de aproximação fm1
. . . . . . . . . . . . . . . . . 87

2 Deslocamento transversal do centro da casca abatida de laminado cruzado w̃ =

103wE2h
3/(qoa

4) sob um carregamento distribúıdo uniformemente. Resultados
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1 Introdução

1.1 Introdução

O presente trabalho trata de três assuntos: os materiais compósitos, as cascas abatidas

e o método dos elementos de contorno. A seguir são apresentadas as razões para a escolha

desses três assuntos como objeto de estudo, bem como um pouco de suas histórias.

1.2 Considerações sobre materiais compósitos

Inúmeras conquistas tecnológicas recentes, principalmente as relacionadas com as

aplicações relevantes em áreas tais como aeronáutica, aeroespacial, petroqúımica, naval, bi-

oengenharia, automobiĺıstica, construção civil, de artigos esportivos, entre outras, somente

se tornaram viáveis após o advento dos materiais compósitos estruturais ou simplesmente

compósitos. Esta classe de materiais é bastante ampla e abrangente, compreendendo os

poĺımeros reforçados com fibras, os materiais h́ıbridos metal/compósito, os concretos estru-

turais e outros compósitos que incorporam matriz metálica ou cerâmica.

Embora a associação do termo compósitos esteja ligada às chamadas tecnologias de ponta,

nas quais peças e dispositivos oriundos desse material são empregados em componentes uti-

lizados em satélites, aeronaves e helicópteros, implantes ortopédicos e odontológicos bio-

compat́ıveis, véıculos de Fórmula 1, plataformas maŕıtimas de petróleo, pontes, telescópios,

instrumentos músicais, e estruturas inteligentes em geral, a origem desta importante classe

de materiais remonta a milhares de anos, uma vez que as madeiras, os ossos e os tecidos mus-

culares são exemplos notáveis em termos de eficiência estrutural dos chamados compósitos

naturais.

As pesquisas por materiais de alta resistência, alta rigidez e baixo peso impuseram ciclos

1



históricos na aplicação de materiais na indústria aeronáutica. Partindo do uso da madeira,

passando pelas ligas de alumı́nio e magnésio, chega-se ao estado atual, no qual a indústria

aeroespacial está, cada vez mais, substituindo o uso de metais pelo uso de compósitos,

como exemplo, pode-se citar o Boeing 787 “Dreamliner”, produzido com 50% de materi-

ais compósitos (Figura 1). A prinćıpio com utilização restrita à aeroespacial, atualmente a

utilização dos materiais compósitos modernos vem se estendendo aos mais diversos ramos

industriais. O motivo desse crescimento é que esses materiais apresentam caracteŕısticas bas-

tante desejavéis para muitas aplicações em engenharia. Devido à sua grande importância, os

materiais compósitos têm sido objeto de muitos estudos, com vários livros publicados sobre

o assunto (AGARWAL; BROUTMAN, 1990; GIBSON, 1994).

Figura 1: Boeing 787-8 Dreamliner (Fonte: http://picasaweb.google.com/lh/photo/ kG-
drqsmgAaGLLHtdFC86eQ).

1.3 Considerações sobre placas anisotrópicas

A adoção de hipóteses simplificadoras, visando analisar a placa como um elemento

bidimensional, fez surgir diferentes teorias para verificar o comportamento geral desta su-

perf́ıcie estrutural. Kirchhoff (1850) estabeleceu as hipóteses fundamentais da teoria de pla-

cas finas, derivando a expressão da energia potencial para uma placa sob flexão e aplicando

2



o prinćıpio dos trabalhos virtuais para obter uma equação diferencial, onde a rigidez à flexão

foi definida em termos do módulo de Young e do coeficiente de Poisson. Adicionalmente, ele

percebeu que as três condições de contorno naturais propostas por Poisson (1829) não eram

compat́ıveis com a natureza de quarta ordem da equação diferencial obtida e mostrou que

estas poderiam ser reduzidas a duas condições de contorno naturais. Esta teoria não leva em

conta o efeito da deformação pelo esforço cortante, assumindo-se que retas normais ao plano

médio da placa permanecem normais após a deformação. As hipóteses apresentadas por

Kirchoff resultaram em uma equação diferencial de quarta ordem, na qual o deslocamento

é dado em função de duas coordenadas no plano médio da placa. Esta equação pode ser

uma representação eficiente do comportamento de placas finas para pequenos deslocamen-

tos, apresentando boa precisão de resultados para uma grande variedade de carregamentos

e geometrias. Entretanto, a teoria desenvolvida por Kirchhoff não apresenta bons resultados

quando são analisadas placas de maior espessura. Mindlin (1951) formulou uma teoria para

analisar placas moderadamente espessas onde, assumindo-se que as distorções que ocorrem

na espessura são constantes, as tensões são obtidas a partir da geometria imposta para as

deformações. O sistema de equações diferenciais obtido é de sexta ordem e também satisfaz

as três condições de contorno requeridas. As formulações apresentadas por Kirchhoff e Min-

dlin podem ser consideradas como expressivas contribuições para o aprimoramento da teoria

bidimensional de placas.

1.4 Considerações sobre cascas abatidas

Define-se como casca um elemento estrutural curvo com uma dimensão, a espessura,

relativamente pequena quando comparada às demais dimensões e ao raio de curvatura (Figura

2). Esta estrutura é, em geral submetida a esforços de membrana (tração e compressão na

superf́ıcie média) e de flexão. Devido à curvatura, há um acoplamento entre os efeitos de

membrana e de flexão. A superf́ıcie média de uma casca é dada por uma equação do tipo

z = z(x, y) (1.1)

Uma casca é considerada como sendo abatida quando as arestas desta casca são peque-

nas quando comparadas com os raios de curvatura (VENTSEL; KRAUTHAMMER, 2001). Na

formulação, esta hipótese implica em
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x1

x2

x3

z = z(x1, x2)

Figura 2: Casca.

(

∂z

∂x

)2

<< 1,

(

∂z

∂y

)2

<< 1, (1.2)

que proporciona uma série de simplificações nas equações de equiĺıbrio e constitutivas. A

teoria de cascas abatidas pode ser também empregada para a análise de cascas que são

localmente abatidas quando as mesmas são divididas em pequenos elementos. Este fato

torna a teoria de cascas abatidas aplicáveis a grande maioria dos problemas que envolvem

estruturas na forma de cascas.

Atualmente, a demanda para a construção de estruturas aeroespaciais, automotivas e

navais avançadas tem aumentado o interesse pelas estruturas na forma de cascas, particu-

larmente pelas cascas de compósitos laminados. Alguns requisitos, como por exemplo a alta

resistência ao peso, boa resistência à corrosão, bem como vida em fadiga longa, não podem

ser obtidos com o uso de materiais metálicos ou quaisquer outros materiais de engenharia,

exceto por compósitos. Outros requisitos, como o perfil aerodinâmico tem boa demanda de

estruturas curvas, cascas ou estruturas semelhantes.

1.5 Evolução do método dos elementos de contorno

Atualmente, a simulação computacional de fenômenos f́ısicos de problemas de en-

genharia tem sido uma das principais ferramentas que auxiliam os engenheiros no desenvolvi-

mento de projetos. Vários fenômenos f́ısicos, nas diversas áreas do conhecimento, podem ser
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representadas por equações diferenciais parciais. Em casos práticos porém, dificilmente essas

equações possuem soluções anaĺıticas. Por isso, métodos numéricos são empregados para

se obter uma solução aproximada das equações que governam o problema. Problemas en-

volvendo análises térmicas, análises de tensões, escoamento de fluidos, eletromagnetismo, só

para citar alguns, podem ser modelados sob as variadas condições de contorno com o objetivo

de simular computacionalmente as condições reais de serviço de um determinado componente

mecânico. Essa prática tem sido cada vez mais utilizada atualmente, pois proporciona uma

significativa economia de tempo e recursos financeiros durante o desenvolvimento de proje-

tos. Vários ensaios práticos e a construção de protótipos, que outrora eram indispensavéis,

podem ser substitúıdos por uma simulação computacional adequada feita por um programa

de análise numérica. Dentre os métodos numéricos que mais se destacam no tratamento de

problemas estruturais estão o método dos elementos finitos (MEF) e o método dos elemen-

tos de contorno (MEC). A obtenção de uma fórmulação de elementos de contorno possui

como atrativo a possibilidade de reduzir o número de dimensões do problema, o que leva a

um conjunto reduzido de equações e a uma quantidade menor de dados requeridos para a

computação. Embora a idéia de redução do número de dimensões do problema pelo uso de

uma formulação integral de contorno seja conhecida desde o final do século XIX, o MEC,

na forma como é apresentado hoje, só se desenvolveu quase 80 anos depois, quando Rizzo e

Shyppy (1970) apresentaram a formulação das equações integrais singulares, com as variáveis

f́ısicas acopladas umas às outras na formulação direta do método. A partir disso, o MEC se

desenvolveu de forma bastante rápida, sendo atualmente um método bem estabelecido, com

vasta bibliografia publicada (BREBBIA; DOMINGUEZ, 1989b; DOMINGUEZ, 1993; KANE, 1994;

PARTRIDGE; BREBBIA; WROBEL, 1992; KOGL; GAUL, 2003). As primeiras aplicações do MEC

em análise de placas anisotrópicas começaram a surgir na década de 80. Wu e Altiero (1981)

apresentaram a solução fundamental anisotrópica para placas numa aplicação do método in-

direto dos elementos de contorno. A mesma solução fundamental foi usada por Shi e Bezine

(1988) e Rajamohan e Raamachandran (1999) na análise de placas anisotrópicas pelo método

direto dos elementos de contorno e pelo método de simulação de carga, respectivamente. Na

mesma linha dos trabalhos anteriores, Albuquerque et al. (2006) apresentaram uma análise

de flexão em compósitos laminados.

Uma alternativa para se tratar problemas com integrais de domı́nio é o método dos

elementos de contorno de reciprocidade dual (NARDINI; BREBBIA, 1983) e o método da inte-

gração radial (GAO, 2002; ALBUQUERQUE; SOLLERO; PAIVA, 2007). Nestes métodos, integrais
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de domı́nio são transformadas em somas de integrais de contorno. A primeira aplicação do

método dos elementos de contorno de reciprocidade dual (DRM) para o tratamento de pro-

blemas estruturais em materiais anisotrópicos foi proposta por Schlar e Partridge (1993) para

problemas estacionários tridimensionais e por Albuquerque, Sollero e Aliabadi (2002a) para

problemas transientes bidimensionais. Além destes trabalhos, o DRM também foi usado

para análise materiais anisotrópicos por Albuquerque, Sollero e Fedelinski (2003a, 2003b),

Albuquerque, Sollero e Aliabadi (2004) e Kogl e Gaul (2003).

O DRM tem se mostrado como uma poderosa técnica para transformar integrais de

domı́nio em integrais de contorno, e tem sido amplamente aplicado em muitas formulações di-

ferentes para esta finalidade. Nesta técnica, os termos do domı́nio são aproximados utilizando

uma expansão de série finita envolvendo funções de aproximação propostas e coeficientes a de-

terminar. A fim de realizar a transformação, é necessário calcular soluções particulares para

a equação diferencial governante, considerando a função de aproximação como um termo

não-homogêneo. Este método é muito adequado para problemas de potenciais, bem como

para estruturas isotrópicas. No entanto, quando é aplicado às estruturas anisotrópicas, de-

vido a complexidade das equações diferenciais constitutivas, torna-se dificultoso, ou mesmo

imposśıvel, calcular as soluções particulares para muitas funções de aproximação escolhidas.

Uma abordagem alternativa para superar a principal desvantagem do DRM, que é a falta de

livre escolha da função de aproximação, é o método de integração radial (RIM), proposto por

Wen, Aliabadi e Rooke (1998), chamado método da integração radial (RIM) por Gao (2002).

Seu uso foi estendido para a formulação clássica de placas anisotrópicas por Albuquerque et

al. (2006), Albuquerque, Sollero e Paiva (2007) e para cascas abatidas isotrópicas por Albu-

querque e Aliabadi (2008, 2010). Como no DRM, o RIM também aproxima os termos de

domı́nio por uma soma de funções de aproximação e coeficientes a determinar. No entanto,

o RIM não demanda o cálculo de qualquer solução particular, o que tornou esta técnica

especialmente apropriada para formulações anisotrópicas.

Embora a grande maioria dos trabalhos sobre a análise numérica de cascas de materiais

compósitos estão relacionados com o método dos elementos finitos, há poucos trabalhos na

literatura que apresentam formulações de elementos de contorno aplicadas para cascas or-

totrópicas e anisotrópicas (WANG; SCHWEIZERHOF, 1995, 1996b, 1996a, 1997). No entanto,

todos estes artigos envolvem soluções fundamentais que precisam ser calculadas numerica-

mente. Uma abordagem alternativa para as formulações anteriores é o acoplamento das
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formulações de elasticidade plana e de flexão de placas, como proposto por Zhang e Atluri

(1986) que apresentaram uma formulação para análise estática e dinâmica de cascas abatidas

isotrópicas clássicas onde as integrais de domı́nio foram calculadas através da discretização

do domı́nio em células. Dirgantara e Aliabadi (1999, 2000) estenderam esta abordagem para

a análise de deformação de cisalhamento de cascas abatidas isotrópicas. Wen, Aliabadi e

Young (2000) utilizaram a formulação proposta por Dirgantara e Aliabadi (1999) e transfor-

maram as integrais de domı́nio em integrais de contorno usando o método da reciprocidade

dual (DRM). Baiz e Aliabadi (2006) apresentaram uma formulação de elementos de contorno

para a análise de flambagem linear de deformação por cisalhamento de cascas abatidas.

1.6 Escopo do presente trabalho

Este trabalho tem como objetivo a análise de problemas de cascas abatidas de materiais

compósitos usando o método dos elementos de contorno. As formulações para a elasticidade

plana e para a teoria clássica de placas (placas de Kirchhoff) são acopladas. Devido à curva-

tura da casca, integrais de domı́nio surgem na formulação. Estas integrais são transformadas

em integrais de contorno usando o método da integração radial. Trata-se de uma sequência

de vários trabalhos já desenvolvido pelos grupos de pesquisa dos professores Eder Lima de

Albuquerque e Paulo Sollero. A formulação do método dos elementos de contorno de elas-

ticidade plana anisotrópica foi desenvolvida por Sollero (1994) para problemas de mecânica

da fratura elasto-estática e estendida para outros problemas nos trabalhos de Albuquerque

(2001) e Gouvêa (2006). A formulação de elementos de contorno para a teoria clássica de

placas anisotrópicas foi desenvolvida por Paiva (2005), Albuquerque et al. (2006) e estendidas

para outros problemas nos trabalhos de Torsani (2007), Santana (2008), Souza (2009), Reis

(2010), Reis et al. (2011). A formulação de cascas abatidas foi apresentada por Albuquerque

e Aliabadi (2008) para cascas isotrópicas e por Albuquerque e Aliabadi (2010) para cascas

anisotrópicas. Estes dois últimos trabalhos utilizaram o método da integração radial para

a transformação de integrais de domı́nio remanescente na formulação em integrais de con-

torno. Entretanto, o custo computacional desta formulação foi alto, principalmente para a

formulação anisotrópica.

A principal contribuição desta dissertação é a análise da sensibilidade do método da in-

tegração radial em relação ao número de pontos de integração para a formulação de cascas
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abatidas anisotrópicas. Conforme citado na literatura, nos trabalhos de Gao (2002) e Je-

sus, Albuquerque e Sollero (2010), o método da integração radial demanda poucos pontos

de integração para a obtenção de uma solução próxima da solução anaĺıtica. Nestes dois

trabalhos, bons resultados são obtidos com 4 pontos de integração. Entretanto, isto não foi

observado no trabalho de Albuquerque e Aliabadi (2008, 2010) onde foram necessários, em

alguns casos, o uso de 32 pontos de integração para a obtenção de uma boa precisão dos

resultados. O principal foco desta dissertação é estudar o número de pontos de integração

necessários para a obtenção de resultados com uma boa precisão. São estudados os mesmos

problemas analisados no trabalho de Albuquerque e Aliabadi (2010).

1.7 Descrição do presente trabalho

Este trabalho apresenta uma formulação de elementos de contorno para a análise de

cascas abatidas de compósitos laminados simétricos, onde apenas o contorno é discretizado.

As formulação clássica de flexão de placas e a formulação de elasticidade plana são acopladas

e os efeitos de curvatura são tratados como forças de corpo. As soluções fundamentais

para as formulações elastostática de placas e de elasticidade plana são usadas e as forças

de corpo são escritas como uma soma de funções aproximação multiplicadas por coeficientes

desconhecidos. Integrais de domı́nio que constam nas formulações são transformadas em

integrais de contorno pelo método de integração radial. Duas funções de aproximação são

utilizadas. Os resultados para as funções de aproximação são comparados e a precisão da

formulação proposta é avaliada através de comparações com resultados da literatura. Foi

mostrado que os resultados obtidos com a função de aproximação, chamada spline de placas

finas aumentada, apresenta melhor concordância com a literatura. A precisão dos resultados

numéricos apresentados no presente trabalho é analisada pela comparação com resultados

anaĺıticos e numéricos obtidos na literatura. O presente trabalho é disposto de 5 caṕıtulos.

No Caṕıtulo 2 serão apresentadas as equações constuitivas para materiais compósitos,

especificamente laminados multidirecionais. No caṕıtulo 3 será apresentada teoria referente

à elasticidade plana anisotrópica e a formulação do método dos elementos de contorno para

esta teoria. No caṕıtulo 4 será apresentada uma formulação do método dos elementos de

contorno para flexão de placas anistrópicas. No caṕıtulo 5 será apresentada a formulação de

elementos de contorno para a análise de cascas abatidas de materiais compósitos laminados
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simétricos, onde integrais de domı́nio são transformadas em integrais de contorno usando

o método da integração radial. No caṕıtulo 6 foram apresentadas conclusões a partir das

análises e resultados citados nos caṕıtulos anteriores.
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2 Equações Constitutivas para

Materiais Compósitos

2.1 Introdução

Este caṕıtulo descreve as equações constitutivas de um laminado compósito. Detalhes

desta formulação podem ser encontrados em livros de materiais compósitos como, por exem-

plo, Daniel e Ishai (2006).

2.2 Comportamento elástico da lâmina de compósito

Considere uma lâmina na qual as fibras imersas numa matriz estão alinhadas unidire-

cionalmente (Figura 3). Esta lâmina é ortotrópica e sua relação tensão deformação é dada

por:
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Q12 Q22 0

0 0 2Q66





























ε11

ε22

ε12



















, (2.1)

onde Qij são as componentes da matriz de rigidez, ou seja:

Q = [Qij] = [aij]
−1. (2.2)

Em termos das constantes de engenharia, as componentes do tensor de rigidez podem ser
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Figura 3: Laminado multidirecional com a notação das coordenadas para as lâminas indivi-
duais.

escritas como

Q11 = E1/(1 − ν12ν21) Q22 = E2/(1 − ν12ν21)

Q66 = G12 Q16 = Q26 = 0

Q12 = ν21E1/(1 − ν12ν21) = ν12E2/(1 − ν12ν21)

(2.3)

Sendo a lâmina ortotrópica, esta fica completamente caracterizada com quatro constantes

elásticas: os módulos de elasticidade longitudinais E1 e E2 nas direções 1 e 2, respectivamente,

o módulo de elasticidade transversal G12 e a razão de Poisson, ν12. A quinta constante elástica,

ν21 pode ser determinada pela relação constitutiva, devido a simetria da matriz Q

ν21E1 = ν12E2 (2.4)

Muitas vezes os eixos principais da lâmina (x1, x2) não são coincidentes com os eixos do

laminado (x̄1, x̄2). Quando isto ocorre, a relação constitutiva para cada lâmina individual

deve ser transformada para o eixo de referência do laminado (Figura 4) para então se deter-
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minar a relação constitutiva. Para que esta transformação seja feita, basta que os tensores

de tensão e deformação sejam multiplicados pela matriz de transformação, ou seja
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(2.6)

onde σ′

ij e ε′ij são tensores de tensão e deformação, respectivamente, escritos no sistema de

referência do laminado, σij e εij são os mesmos tensores escritos no sistema de referência da

lâmina e T a matriz de transformação dada por

T =











m2 n2 2mn

n2 m2 −2mn

−mn mn m2 − n2











(2.7)

sendo

m = cosθ (2.8)

n = senθ (2.9)

Convém observar que a matriz inversa T−1 pode ser obtida pela substituição do ângulo

positivo θ, conforme Figura 4, pelo ângulo negativo −θ. A equação constitutiva pode ser

escrita da forma
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(2.10)

onde (T−1)′ representa a matriz transposta da matriz inversa de T e

12



T−1 = T(−θ) =











m2 n2 −2mn
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(2.11)

Multiplicando-se as matrizes da equação (2.10), tem-se
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(2.12)

onde

Q̄11 = Q11cos4θ + 2(Q12 + 2Q66)sen
2θcos2θ + Q22sen

4θ

Q̄22 = Q11sen
4θ + 2(Q12 + 2Q66)sen

2θcos2θ + Q22cos4θ

Q̄12 = (Q11 + Q22 − 4Q66)sen
2θcos2θ + Q12(sen

4θ + cos4θ)

Q̄26 = (Q11 + Q22 − 2Q12 − 2Q66)sen
2θcos2θ + Q66(sen

4θ + cos4θ)

Q̄16 = (Q11 − Q12 − 2Q66)senθcos3θ + (Q12 − Q22 + 2Q66)(sen
3θcosθ)

Q̄66 = (Q11 − Q12 − 2Q66)senθcos3θ + (Q12 − Q22 + 2Q66)(senθcos3θ)

(2.13)

A matriz Q̄ é completamente preenchida, sendo que das seis constantes elásticas que go-

vernam o comportamento da lâmina, duas, Q̄16 e Q̄26, são combinações lineares das outras

quatro. No sistema de coordenadas transformado, a lâmina é dita geralmente ortotrópica,

e a matriz Q̄ é parecida com a matriz Q dos materiais totalmente anisotrópicos (Q̄16 6= 0,

Q̄26 6= 0). Quando se tem Q16 = Q26 = 0 diz-se que o material é especialmente ortotrópico.
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Figura 4: Sistemas de coordenadas da lâmina (x1, x2) e do laminado (x̄1, x̄2).

2.3 Comportamento elástico de laminados multidireci-

onais

É evidente que o comportamento geral de um laminado multidirecional é função das

propriedades e da sequência de empilhamento das camadas individuais. A assim conhecida

Teoria clássica de Laminação prevê o comportamento do laminado dentro das suposições e

restrições:

1. Cada lâmina é quase-homogênea e ortotrópica

2. O laminado é fino com dimensões laterais bem maiores que sua espessura e é carregado

apenas no seu plano, ou seja o laminado e as lâminas estão em estado plano de tensões

3. Todos os deslocamentos são pequenos comparados com a espessura do laminado

4. Deslocamentos no plano variam linearmente através da espessura do laminado

5. Linhas retas normais à superf́ıcie média permanecem retas e normais após a deformação

da superf́ıcie

6. As relações deformação-deslocamento e tensão-deformação são lineares

7. Distâncias normais a partir da superf́ıcie média permanecem constantes
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2.4 Relações deformação-deslocamento de laminados mul-

tidirecionais

A Figura 5 mostra uma seção infinitesimal de um laminado normal ao eixo y antes e após

a deformação. O plano x − y equidistante das superf́ıcies superior e inferior do laminado é

conhecido como plano médio ou plano de referência. Os deslocamentos no plano de referência

u0 e v0 nas direções x e y e deslocamento fora do plano w na direção z são funções apenas

de x e y:

Figura 5: Deformação em um elemento da placa(DANIEL; ISHAI, 2006).

u0 = u0 (x, y) (2.14)

v0 = v0 (x, y)

w = f (x, y)

As rotações no eixo x e y são
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αx =
∂w

∂x
(2.15)

αy =
∂w

∂y

O deslocamento no plano do ponto b de coordenada zb são:

ub = u0 − αxzb (2.16)

vb = v0 − αyzb

e de maneira geral

u = u0 − z
∂w

∂x
(2.17)

v = v0 − z
∂w

∂y

onde z é a coordenada na espessura do laminado de um ponto genérico da seção transversal.

Para pequenos deslocamentos, as relações clássicas de deformação-deslocamento da elastici-

dade produzem

εx =
∂u

∂x
=

∂u0

∂x
− z

∂2w

∂x2
(2.18)

εy =
∂v

∂y
=

∂v0

∂y
− z

∂2w

∂y2

γxy =
∂u

∂y
+

∂v

∂x
=

∂u0

∂y
+

∂v0

∂x
− 2z

∂2w

∂x∂y

Observando que as componentes de deformação no plano de referência são expressas como

ε0
x =

∂u0

∂x
(2.19)

ε0
y =

∂v0

∂y
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γ0
xy =

∂u0

∂y
+

∂v0

∂x

e a curvatura do laminado como

κx =
∂2w0

∂x2
(2.20)

κy =
∂2w0

∂y2

κxy = −2
∂2w

∂x∂y

pode-se relacionar as deformações em qualquer ponto no laminado às deformações no plano

de referência e às curvaturas do laminado da seguinte maneira:
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(2.21)

Considerando uma camada individual k no laminado multidirecional cujo plano médio

está a uma distância zk do plano de referência do laminado. A partir de uma mudança de

notação para a equação (2.21), as relações tensão deformação para esta camada em relação

aos eixos do material são escritas da seguinte maneira:
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(2.22)

e após a transformação para o sistema de coordenadas do laminado,
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(2.23)

onde o sub-́ındice k indica a camada k no laminado onde a equação (2.22) é válida. Substi-

tuindo as expressões para as deformações da Equação (2.21), obtém-se
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(2.24)

Das equações (2.21) e (2.24) é visto que, apesar das deformações terem uma variação

linear através da espessura, a tensão não o tem. Devido a variação da matriz Q′ de camada

para camada, as tensões variam de forma descont́ınua. As tensões médias em cada lâmina

são determinadas utilizando-se as deformações no plano de referência {ε0}, as curvaturas {κ}

do laminado, a localização do plano médio zk, e as matrizes de rigidez tranformadas [Q′].

Por causa da variação descont́ınua das tensões de lâmina para lâmina, é mais conveniente

lidar com o efeito integrado dessas tensões no laminado. Dessa forma, procura-se expressar

as relações entre as forças e momentos à deformação do laminado. As tensões atuando na

camada k dadas pela Equação (2.24) podem ser substitúıdas pela resultante das forças e

momentos, como:

Nk
11 =

∫ t/2

−t/2
σ11 dz (2.25)

Nk
22 =

∫ t/2

−t/2
σ22 dz

Nk
12 =

∫ t/2

−t/2
σ12 dz

e

Mk
11 =

∫ t/2

−t/2
σ11z dz (2.26)

Mk
22 =

∫ t/2

−t/2
σ22z dz

Mk
12 =

∫ t/2

−t/2
σ12z dz

onde t é a espessura da camada k. No caso de um laminado de várias camadas, a força total

e o momento resultantes são obtidos pelo somatório dos efeitos de todas as camadas. Assim,

para um laminado como o da Figura 3 de n lâminas, as forças e os momentos resultantes são
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obtidos como
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N22

N12



















=
n
∑

k=1

∫ zk

zk−1
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σ12



















k

dz (2.27)

e


















M11

M22

M12



















=
n
∑

k=1

∫ zk

zk−1



















σ11

σ22

σ12



















k

zdz (2.28)

onde zk e zk−1 são as coordenadas das superf́ıcies superior e inferior da camada k.

Substituindo a Equação (2.24) para as tensões na lâmina nas Equações (2.27) e (2.28),

obtém-se
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11 Q′

12 Q′
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31 Q′
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ε′11
0

ε′22
0

ε′12
0



















∫ zk

zk−1

dz (2.29)

+
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zk−1

z dz
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∑
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ε′22
0

ε′12
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∫ zk

zk−1

z dz (2.30)

+
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∫ zk

zk−1

z2 dz























Nas expressões (2.30) e (2.31), a matriz de constantes elásticas [Q]k, deformações no

plano de referência ε0 e as curvaturas κ podem ser tomados fora da operação de integração

pois não são função de z. Destes, apenas a matriz de rigidez possui valores diferentes para

cada lâmina de forma que as equações assumem as formas:
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[N ] =

[

n
∑

k=1

[Q]k
∫ zk

zk−1

dz

]

[

ε0
]

+

[

n
∑

k=1

[Q]k
∫ zk

zk−1

zdz

]

[κ] (2.31)

=

[

n
∑

k=1

[Q]k(zk − zk−1)

]

[

ε0
]

+

[

1

2

n
∑

k=1

[Q]k(z2
k − z2

k−1)

]

[κ]

= [A][ε0] + [B][κ]

e

[M ] =

[

1

2

n
∑

k=1

[Q]k(z2
k − z2

k−1)

]

[

ε0
]

+

[

1

3

n
∑

k=1

[Q]k(z3
k − z3

k−1)

]

[κ] (2.32)

= [B][ε0] + [D][κ]

nas quais

Aij =
n
∑

k=1

Qk
ij(zk − zk−1) (2.33)

Bij =
1

2

n
∑

k=1

Qk
ij(z

2
k − z2

k−1)

Dij =
1

3

n
∑

k=1

Qk
ij(z

3
k − z3

k−1)

Dessa maneira as relações força-deformação e momento-deformação ficam
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A21 A22 A23

A31 A32 A33
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ε′22
0

ε′12
0
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B11 B12 B13

B21 B22 B23

B31 B32 B33
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κ22

κ12



















(2.34)
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B11 B12 B13
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ε′11
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ε′22
0

ε′12
0



















+











D11 D12 D13

D21 D22 D23

D31 D32 D33





























κ11

κ22

κ12



















(2.35)

As relações aqui descritas são expressas em termos de três matrizes de rigidez do laminado,

[A], [B], e [D], os quais são funções da geometria, propriedades do material e sequência de
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empilhamento das lâminas individuais. Elas representam as propriedades elásticas médias

do laminado multidirecional com os seguintes significados:

• Aij é a matriz de rigidez extensional do laminado, que relaciona carregamentos no plano

a deformações no plano.

• Bij é a matriz de rigidez de acoplamento do laminado, que relaciona carregamento no

plano a curvaturas e momentos a deformações no plano. Desta maneira, se Bij 6= 0,

forças aplicadas no plano produzem deformações de flexão e torção além de deformações

no plano. Momentos produzem deformações extensionais e de cisalhamento, além de

deformações de flexão e torção.

• Dij é matriz de rigidez flexional do laminado, relacionando momentos a curvaturas.

Neste trabalho, somente laminados simétricos serão usados. Neste caso, as equações

(2.34) e (2.35) se reduzem a:
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0
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0



















(2.36)
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D11 D12 D13

D21 D22 D23

D31 D32 D33
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κ22

κ12



















(2.37)
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3 Método dos Elementos de

Contorno para Elasticidade

Anisotrópica

3.1 Introdução

Este caṕıtulo descreve a formulação do método dos elementos de contorno para elasti-

cidade plana (formulação de membrana) considerando o material como anisotrópico. Esta

formulação já foi apresentada nos trabalhos de Sollero (1994), Albuquerque (2001), Reis

(2010). Entretanto, para facilitar a compreensão do texto e homogenizar a nomenclatura

utilizada neste trabalho, grande parte da formulação é novamente descrita aqui.

3.2 Elasticidade anisotrópica

Considerando um elemento infinitesimal dentro de um domı́nio Ω, o equiĺıbrio de forças

pode ser expresso por:

σij,j + b′i = 0. (3.1)

Por sua vez, o equiĺıbrio de momentos resulta em:

σij = σji, (3.2)

onde σij é o tensor de tensões e b′i é o vetor de forças de corpo.

O vetor de forças de superf́ıcie ti em um ponto no contorno Γ de um domı́nio Ω é expresso

na forma:
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ti = σijnj, (3.3)

onde nj é o vetor normal do contorno Γ no ponto.

Em elasticidade linear, o vetor de deslocamentos e suas derivadas são assumidos como

infinitesimais. O tensor de deformação, considerando deslocamentos infinitesimais, pode ser

escrito como

εkl =
1

2
(uk,l + ul,k) (3.4)

Para assegurar a unicidade dos deslocamentos, as componentes do tensor de deformações

não podem ser designadas arbitrariamente, devendo satisfazer certas condições de compati-

bilidade e integrabilidade. A equação de compatibilidade é dada por:

εij,kl + εkl,ij − εik,jl − εjl,ik = 0 (3.5)

que no caso bidimensional é reduzida à forma

ε11,22 + ε22,11 = ε12,12. (3.6)

No caso de material elástico linear, a relação entre o tensor de tensões com o tensor de

deformações é escrita, na sua forma mais geral, como

σij = Cijklεkl, (3.7)

sendo o coeficiente de linearidade Cijkl um tensor de quarta ordem (81 elementos) conhecido

como tensor de constantes elásticas. Devido as restrições de simetria tem-se que

Cijkl = Cjikl, Cijkl = Cijlk. (3.8)

A condição para a existência de uma função energia de deformação também requer que

Cijkl = Cklji (3.9)
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Estas considerações reduzem o número de constantes elásticas de 81 para 21. Como a

direção das tensões principais não coincidem necessariamente com a direção das deformações

principais, apenas 18, das 21 constantes são independentes (LEKHNITSKII, 1963).

Considerando as 21 constantes elásticas, a equação (3.7) pode ser reescrita na forma

matricial como



























































σ11

σ22

σ33

σ23

σ13

σ12



























































=































C1111 C1122 C1133 C1123 C1113 C1112

C1122 C2222 C2233 C2223 C2213 C2212

C1133 C2233 C3333 C3323 C3313 C3312

C1123 C2223 C3323 C2323 C2313 C2312

C1113 C2213 C3313 C2313 C1313 C1312
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ε11

ε22

ε33

2ε23

2ε13

2ε12



























































(3.10)

A equação (3.7) também pode ser ainda expressa na forma

εij = Sijklσkl (3.11)

onde Sijkl é um tensor de quarta ordem conhecido como tensor de flexibilidade, que, devido

as mesmas razões do tensor de constantes elásticas, possui 21 elementos, dos quais apenas

18 são independentes.

A equação (3.11) pode ser escrita na forma matricial como
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S1111 S1122 S1133 2S1123 2S1113 2S1112

S1122 S2222 S2233 2S2223 2S2213 2S2212

S1133 S2233 S3333 2S3323 2S3313 2S3312

2S1123 2S2223 2S3323 4S2323 4S2313 4S2312

2S1113 2S2213 2S3313 4S2313 4S1313 4S1312

2S1112 2S2212 2S3312 4S2312 4S1312 4S1212
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(3.12)

Usando a notação tensorial reduzida, proposta por (LEKHNITSKII, 1963), a equação (3.12)

pode ser escrita como
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(3.13)

onde
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(3.14)

e
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(3.15)

Os coeficientes elásticos podem ser expressos em termos de constantes de engenharia

como (LEKHNITSKII, 1963)
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a11 = 1/E1 a12 = ν12/E1 = −ν21/E2

a13 = −ν31/E1 = −ν13/E3 a14 = η23,1/E1 = η1,23/G23

a15 = η32,1/E1 = η1,32/G23 a16 = η12,1/E1

a22 = 1/E2 a23 = ν32/E2 = −ν23/E3

a24 = η23,1/E2 = ν23,3/G23 a25 = η31,2/E2 = η2,31/G13

a26 = η12,2/E2 = η2,12/G12 a33 = 1/E3

a34 = η23,3/E3 = η3,23/G23 a35 = η31,1/E3 = η3,31/G13

a36 = η12,3/E3 = η3,12/G12 a44 = 1/G23

a45 = ζ32,23/G23 = ζ23,31/G13 a46 = ζ12,23/G23 = ζ23,12/G12

a55 = 1/G13 a56 = ζ12,31/G13 = ζ31,12/G12

a66 = 1/G12

(3.16)

onde Ek são os módulos de elasticidade longitudinais, ou módulos de Young, referindo-se aos

eixos xk, Gij são os módulos de elasticidade transversais, ou módulos de Coulomb, para os

planos definidos pelos eixos xixj. Os coeficientes νij são chamados coeficientes de Poisson. As

constantes ηjk,l são denominadas de coeficientes de influência mútua de primeira espécie que

caracterizam extensões nas direções dos eixos principais, produzidas por tensões tangenciais

agindo nos planos principais. As constantes ηl,jk são os coeficientes de influência mútua de

segunda espécie, que expressam deformações tangenciais nos planos principais, causadas pelas

tensões normais atuantes nos planos principais. Por fim, ζij,kl são os coeficientes de Chentsov,

que caracterizam as deformações tangenciais em planos paralelos aos planos principais de

elasticidade, causadas por tensões tangenciais que atuam em outros planos, paralelos aos

planos principais de elasticidade.

Em estado plano de tensão (σ3 = σ4 = σ5 = 0), um material pode ser descrito usando-se

somente seis constantes elásticas independentes. Desta forma, a equação (3.13) pode ser

escrita como
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(3.17)
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Substituindo as equações (3.4), (3.7) na equação (3.1), obtém-se a equação de equiĺıbrio

escrita em função dos deslocamentos

Cijkluk,jl + bi = 0 (3.18)

O tensor tensão pode ser escrito em termos de funções F (x1, x2) chamadas funções tensão

de Airy (LEKHNITSKII, 1963) dadas por

σ11 = F,22 + U

σ22 = F,11 + U (3.19)

σ12 = −F,12,

onde U é uma função potencial na qual

U,i = bi (3.20)

Substituindo as equações (3.19) na equação constitutiva (3.17) e então na equação de

compatibilidade (3.6), resulta na equação diferencial para funções tensão F (x1, x2)

a11F,2222 − 2a16F,1222 + (2a12 + a66)F,1122 − 2a26F,1112 + a22F,1111 =

−(a12 + a22)U,11 + (a16 + a26)U,12 − (−a11 + a12)U,22 (3.21)

No caso da ausência de forças de corpo a equação (3.21) pode ser escrita como

a11F,2222 − 2a16F,1222 + (2a12 + a66)F,1122 − 2a26F,1112 + a22F,1111 = 0

(3.22)

Criando o operador diferencial

∆k =
∂

∂x2

− µk
∂

∂x1

(3.23)

aplicando este operador na função tensão F (x1, x2) na forma
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∆1∆2∆3∆4F = 0 (3.24)

e expandindo a equação (3.24) tem-se

F,2222 − (µ1µ2µ3µ4)F,1222 + (µ1µ2 + µ1µ3µ1µ4 + µ2µ3 + µ2µ4

+µ3µ4)F,1122 − (µ1µ2µ3 + µ1µ2µ4 + µ1µ3µ4 + µ2µ3µ4)F,1112

+(µ1µ2µ3µ4)F,1111 = 0 (3.25)

As equações (3.22) e (3.25) serão idênticas se µ1, µ2, µ3 e µ4 forem ráızes da equação

a11µ
4 − 2a16µ

3 + (2a12 + a66)µ
2 − 2a26µ + a22 = 0 (3.26)

As ráızes da equação (3.26) são sempre complexas ou imaginárias puras, ocorrendo aos

pares (µk e µ̄k) conforme mostrado por Lekhnitskii (1968).

Criando-se a variável

zj = x1 + µjx2 j = 1, 2 (3.27)

tem-se que

∆j =
∂

∂x2

− µj
∂

∂x1

=
d

dzj

(3.28)

Exigindo que a função tensão seja real, tem-se

F (x1, x2) = 2Re[F1(z1) + F2(z2)] (3.29)

Introduzindo a notação

dFj(zj)

dzj

= Ψj(zj), (3.30)

onde a convenção de soma não é empregada em j, e substituindo a equação (3.29) na equação
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(3.19), obtém-se as componentes de tensão

σ11 = 2Re
[

µ2
1Ψ

(1)
1 (z1) + µ2

2Ψ
(1)
2 (z2)

]

σ22 = 2Re
[

Ψ
(1)
1 (z1) + Ψ

(1)
2 (z2)

]

(3.31)

σ12 = −2Re
[

µ1Ψ
(1)
1 (z1) + µ2Ψ

(1)
2 (z2)

]

onde Ψ
(1)
j representa a primeira derivada de Ψj.

Substituindo a equação (3.31) na equação (3.17) e então na equação (3.18), desprezando-

se os movimentos de corpos ŕıgidos e integrando, obtém-se

u1 = 2Re [q11Ψ1(z1) + q12Ψ2(z2)]

u2 = 2Re [q21Ψ1(z1) + q22Ψ2(z2)] (3.32)

onde

qij =





a11µ
2
j + a12 − a16µj

a12µj + a22/µj − a26



 (3.33)

é a matriz de parâmetros complexos.

Uma vez que as condições de contorno sejam conhecidas, determina-se a função tensão,

dada pelas equações (3.19) com derivadas dadas pela equação (3.30), que satisfaça estas

condições, determinando assim os campos de deslocamentos, dados pelas equações (3.32), e

tensões, dados pelas equações (3.31).

3.3 Formulação integral

Integrando a equação (3.1) ao longo da espessura do laminado, as tensões σij se tornam

densidade de força Nij, ou seja:
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Nij,j + bi = 0, (3.34)

onde bi representa a densidade de força aplicada ao longo da espessura.

Assumindo-se uma função vetorial cont́ınua u•

i , que representa o deslocamento de um

estado elasto-estático definido sobre um domı́nio Ω, como sendo uma função peso residual

da equação de equiĺıbrio (3.34), tem-se:

∫

Ω
Nij,ju

•

i dΩ +
∫

Ω
biu

•

i dΩ = 0 (3.35)

Pela regra de derivação do produto de duas funções tem-se:

(Niju
•

i ),k = Nij,ku
•

i + Niju
•

i,k (3.36)

Pode-se escrever u•

i,j como a soma de um tensor simétrico e um anti-simétrico, da forma

u•

i,j =
1

2
(u•

i,j + u•

j,i) +
1

2
(u•

i,j − u•

j,i) = ε•ij + ω•

ij (3.37)

sendo que ε•ij e ω•

ij representam os tensores deformação (simétrico) e rotação (anti-simétrico),

respectivamente, do estado elástico ” • ”.

Substituindo (3.37) em (3.36) tem-se

(Niju
•

i ),j = Nij,ju
•

i + Nijε
•

ij + Nijω
•

ij (3.38)

sendo Nij um tensor simétrico. O produto de um tensor simétrico por um anti-simétrico é

nulo. Desta forma, a equação (3.38) torna-se

Nij,ju
•

i = (Niju
•

i ),j − Nijε
•

ij (3.39)

Substituindo a equação (3.39) na equação (3.35) tem-se

−
∫

Ω
Nijε

•

ijdΩ +
∫

Ω
(Niju

•

i ),jdΩ +
∫

Ω
biu

•

i dΩ = 0 (3.40)
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Pelo teorema de Green tem-se:

∫

Ω
(Niju

•

i ),jdΩ =
∫

Γ
(Niju

•

i )njdΓ =
∫

Γ
tiu

•

i dΓ (3.41)

onde

ti = Nijnj (3.42)

Substituindo (3.41) em (3.40), tem-se

∫

Ω
Nijε

•

ijdΩ =
∫

Γ
tiu

•

i dΓ +
∫

Ω
biu

•

i dΩ (3.43)

Partindo-se da equação (3.1) como sendo a correspondente ao estado u•

i e a função de

interpolação da equação (3.35) como sendo ui, obtém-se, de forma análoga a anterior

∫

Ω
N•

ijεijdΩ =
∫

Γ
t•i uidΓ +

∫

Ω
b•i uidΩ (3.44)

Pelo teorema rećıproco dois estados de um mesmo material podem ser relacionados por

N•

ijεij = Nijε
•

ij. Desta forma, igualando-se as equações (3.44) e (3.43), tem-se

∫

Γ
tiu

•

i dΓ +
∫

Ω
u•

i bidΩ =
∫

Γ
t•i uidΓ +

∫

Ω
uib

•

i dΩ (3.45)

A equação integral (3.45) relaciona dois estados quaisquer de tensões. Para que se possa

tratar problemas de elasticidade em meio cont́ınuo, será adotado que um destes estados é

conhecido, e o outro se deseja determinar. No caso de elementos de contorno, o estado

conhecido é o chamado estado fundamental que corresponde a resposta de um corpo infinito

a uma carga concentrada unitária em um ponto x′. A representação matemática de uma

carga concentrada unitária é dada pelo delta de Dirac que é definido como



















δ(x − x′) = ∞ se x = x′

δ(x − x′) = 0 se x 6= x′

∫

∞

−∞
δ(x − x′)dΩ = 1

(3.46)

A razão da escolha do estado fundamental deve-se ao fato que a função delta de Dirac
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reduz o número de integrais de domı́nio, pois esta possui a propriedade

∫

Ω
f(x)δ(x − x′)dΩ = f(x′) (3.47)

para um dado ponto x′ ∈ Ω.

Considerando o estado ” • ” como sendo o estado fundamental de um problema estático

livre de forças de corpo (b•i = 0), a equação (3.45) pode ser escrita como

∫

Γ
t∗ikuidΓ +

∫

Ω
biu

∗

ikdΩ =
∫

Γ
tiu

∗

ikdΓ −
∫

Ω
δikuidΩ (3.48)

onde u∗

ik e t∗ik representam respectivamente deslocamentos e forças de superf́ıcie na direção

k, num ponto x, devido a uma força concentrada unitária aplicada de forma estática num

ponto x′ numa direção i. Por serem soluções do estado fundamental, u∗

ik e t∗ik são chamadas

soluções fundamentais de deslocamentos e forças de superf́ıcie, respectivamente.

Devido a propriedade (3.47), a equação (3.48) pode ser escrita como

uk +
∫

Γ
t∗ikuidΓ =

∫

Γ
u∗

iktidΓ −
∫

Ω
biu

∗

ikdΩ (3.49)

Considerando que as forças de corpo bi são nulas, pode-se escrever:

uk +
∫

Γ
t∗ikuidΓ =

∫

Γ
u∗

iktidΓ (3.50)

3.4 Soluções fundamentais anisotrópicas

Para se obter as soluções fundamentais estáticas para problemas bidimensionais em ma-

teriais anisotrópicos, o domı́nio Ω será mapeado num plano complexo, usando a seguinte

mudança de variável

z′ =







z′1

z′2







=







x′

1 + µ1x
′

2

x′

1 + µ2x
′

2







(3.51)

e
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z =







z1

z2







=







x1 + µ1x2

x1 + µ2x2







(3.52)

onde µk são ráızes complexas da equação (3.26), x′

1 e x′

2 são as coordenadas do ponto fonte

(ponto de aplicação da carga concentrada unitária) e x1 e x2 são as coordenadas do ponto

campo (ponto de obtenção da resposta devido a aplicação da carga unitária).

Se for considerado um contorno fechado Γ ao redor do ponto fonte e se forem usadas as

forças de superf́ıcie definidas pela equação (3.3) e as tensões definidas pela equação (2.1),

tem-se

∫

Γ
t1dΓ = 2Re[[µ1Ψ1 + µ2Ψ2]],
∫

Γ
t2dΓ = 2Re[[Ψ1 + Ψ2]] (3.53)

onde os colchetes duplos representam o salto na função para um contorno fechado ao redor

do ponto fonte. Se o contorno Γ engloba z′, então o resultado das equações (3.53) serão

diferentes de zero.

As soluções fundamentais em um plano anisotrópico infinito podem ser encontradas

usando-se a função tensão de Airy resultante das forças de superf́ıcie fundamentais, dadas

pelas equações (3.53), e a equação de equiĺıbrio de forças (3.1) considerando forças de corpo

e efeitos de inércia nulos.

A função tensão de Airy para um ponto carregado na direção xi pode ser representada por

Ψik. Como as equações integrais de contorno (3.53) possuem sinais opostos à carga aplicada,

ela pode ser expressa para um ponto fonte como

2Re[[µ1Ψi1 + µ2Ψi2]] = −δi1,

2Re[[Ψi1 + Ψi2]] = δi2. (3.54)

As equações (3.54) podem ser satisfeitas para qualquer contorno fechado z′, tomando
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Ψik = Aik ln(z − z′) (3.55)

onde Aik são constantes complexas. Usando propriedades de funções complexas, pode ser

mostrado que para qualquer contorno fechando o ponto z′

ln(z − z′) = 2πi. (3.56)

Usando as equações (3.54), (3.55) e (3.56), podem ser obtidas duas equações para as

constantes desconhecidas Aik

Ai1 − Āi1 + Ai2 − Āi2 = δi2/(2πi)

µ1Ai1 − µ̄1Āi1 + µ2Ai2 − µ̄2Āi2 = −δi1/(2πi) (3.57)

As duas outras equações necessárias para se determinar Aik resultam da exigência que os

deslocamentos tenham valores únicos, ou seja

[[ui]] = 0 (3.58)

Usando as equações de deslocamentos (3.32), a equação (3.55) e a equação (3.56), a

equação (3.58) pode ser expandida como

q11Ai1 − q̄11Āi1 + q12A12 − q̄12Āi2 = 0

q21Ai1 − q̄21Āi1 + q22A12 − q̄22Āi2 = 0 (3.59)
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Escrevendo as equações (3.57) e (3.59) na forma matricial, tem-se



















1 −1 1 −1

µ1 −µ1 µ2 −µ2

q11 −q11 q12 −q12

q21 −q21 q22 −q22





















































Aj1

Aj1

Aj2

Aj2



































=



































δj2/(2πi)

−δj1/(2πi)

0

0



































(3.60)

que é suficiente para se encontrar as constantes complexas Aik. No caso de materiais

isotrópicos a equação caracteŕıstica (3.26) se torna biquadrada com duas ráızes iguais a i

e duas iguais a −i. Estes valores tornam o sistema de equações (3.60) singular. Por causa

disso não é posśıvel o uso de materiais isotrópicos para comparar esta formulação com a

formulação isotrópica que utiliza a solução fundamental de Kelvin (DOMINGUEZ, 1993) e

(PARTRIDGE; BREBBIA; WROBEL, 1992). Para fazer esta comparação serão usados materiais

quase-isotrópicos, ou seja

E2 = E1 + ǫ ∼= E (3.61)

sendo que

ǫ ≤ 10−2E1 (3.62)

e

G12 =
E1

2(1 + ν12)
(3.63)

As soluções fundamentais para deslocamentos são obtidas inserindo a função tensão dada

pela equação (3.31) nas equações de deslocamentos (3.32). Desta forma, tem-se

u∗

ji(z
′, z) = 2Re[qi1Aj1 ln(z1 − z′1) + qi2Aj2 ln(z2 − z′2)]. (3.64)

Similarmente, as soluções fundamentais para forças de superf́ıcie são obtida pela substi-

tuição da equação (3.55) nas equações de tensão (3.31) e usando a equação (3.3)
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t∗ij(z
′, z) = 2Re

[

1

(z1 − z′1)
gi1(µ1n1 − n2)Aj1 +

1

(z2 − z′2)
gi2(µ2n1 − n2)Aj2

]

(3.65)

onde

[gij] =





µ1 µ2

−1 −1



 (3.66)

e nk são as componentes do vetor normal externo.

Note que tanto a solução fundamental de deslocamentos quanto a de forças de superf́ıcie

são singulares quando o ponto fonte tende ao ponto campo. No caso da solução fundamental

de deslocamentos a singularidade é fraca (lnr). Já no caso da solução fundamental de forças

de superf́ıcie tem-se uma singularidade forte (1/r). As formas como estas singularidades

serão tratadas é mostrada na seção 3.7.

3.5 Equações integrais singulares

A equação integral (3.50) foi escrita para um ponto do interior do domı́nio. Uma vez

que o ponto fonte é interno, a equação contém apenas integrandos regulares. Considere

agora o limite da transição quando o ponto fonte tende ao contorno. Esta operação pode

ser implementada colocando o ponto fonte no contorno e diminuindo o domı́nio do problema

por uma região semi-circular, com contorno Γ∗

ǫ e raio ǫ, centrado no ponto fonte, conforme

mostrado na Figura 6. Com esta configuração, o contorno completo é dividido em duas

partes, na forma

Γ = lim
ǫ→0

(Γ − Γǫ + Γ∗

ǫ) (3.67)

onde ǫ é o raio do semi-ćırculo de centro no ponto fonte, pertencendo ao contorno Γ. A

equação (3.50) é, então, reescrita como:

ul + lim
ǫ→0

∫

Γ−Γǫ+Γ∗

ǫ

t∗liuidΓ = lim
ǫ→0

∫

Γ−Γǫ+Γ∗

ǫ

u∗

litidΓ (3.68)
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Figura 6: Ponto fonte localizado no contorno, circundado por uma região semi-circular.

A integral do lado direito da equação (3.68) contém um integrando de singularidade fraca

da ordem ln(1/r) e é integrável como uma integral imprópria. A integral do lado esquerdo

tem uma singularidade forte, de ordem 1/r, que pode ser regularizada com o primeiro termo

da expansão de Taylor em torno do ponto fonte, ou seja

lim
ǫ→0

∫

Γ−Γǫ+Γ∗

ǫ

t∗li ui(z) dΓ = lim
ǫ→0

∫

Γ∗

ǫ

t∗li [ui(z) − ui(z
′

)] dΓ +

ui(z
′

) lim
ǫ→0

∫

Γ∗

ǫ

t∗li dΓ +

lim
ǫ→0

∫

Γ−Γǫ

t∗liui(z) dΓ (3.69)

Assumindo que os deslocamentos são cont́ınuos no ponto fonte, o primeiro termo do lado

direito da equação (3.69) é integrável e desaparece no processo de limite. O segundo termo

da equação representa um salto nos deslocamentos dado por Aij(z
′)uj(z

′), no qual Aij(z
′)

é uma constante que depende da geometria local e das constantes elásticas. Finalmente, o

terceiro termo do lado direito da equação resulta numa integral imprópria que é calculada

no sentido do valor principal de Cauchy. Portanto, quando ǫ → 0, o ponto fonte tende ao

contorno e, no limite, a equação (3.68) pode ser escrita na forma

cliui +
∫

−t∗liuidΓ =
∫

Γ
u∗

litidΓ (3.70)
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onde
∫

− representa integral no sentido do valor principal de Cauchy e o coeficiente cli(z
′)

é dado por δij + Aij(z
′), no qual δij representa o delta de Kronecker.

3.6 Formulação dos elementos de contorno discretizada

Para se obter a solução do problema elasto-estático, o contorno é dividido em elementos

de contorno. Nesta etapa do trabalho, serão utilizados apenas elementos quadráticos (3 nós

por elementos) cont́ınuos (elementos cujos nós das extremidades são compartilhados com os

elementos vizinhos).

Nesta formulação será mais conveniente trabalhar com vetores do que usar notação indi-

cial. Desta forma tem-se

u = φu(i)

t = φt(i) (3.71)

sendo que as variáveis em negrito representam vetores de dimensões 2N , onde N é o número

de nós, u(i) e t(i) representam os valores nodais dos deslocamentos e forças de superf́ıcies,

respectivamente, φ é o vetor de funções de forma, u e t representam os deslocamentos e

tensões ao longo do elemento, respectivamente.

Considere que o domı́nio tenha sido dividido em NE elementos de contorno. Substituindo

as equações (3.71) na equação (3.70), tem-se

clul +
NE
∑

j=1

{

∫

Γj

−TφdΓ

}

uj =
NE
∑

j=1

{

∫

Γj

UφdΩ

}

tj (3.72)

Chamando

∫

Γ
UφdΓ = G (3.73)

e
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∫

Γj

−TφdΓ = H (3.74)

tem-se

N
∑

j=1

H ljuj =
N
∑

j=1

Gljtj (3.75)

ou, na forma matricial

Hu = Gt (3.76)

3.7 Integração no espaço

As funções de interpolação no espaço utilizada neste trabalho (funções de forma) são as

funções de forma quadráticas. Essas funções permitem o modelamento de elementos curvos

e são especialmente indicadas para problemas onde se tem altos gradientes.

Os deslocamentos e as forças de superf́ıcies são representados em um elemento quadrático

descont́ınuo como:

u =







u1

u2







=





φ
(1)
d 0 φ

(2)
d 0 φ

(3)
d 0

0 φ
(1)
d 0 φ

(2)
d 0 φ

(3)
d































































u
(1)
1

u
(1)
2

u
(2)
1

u
(2)
2

u
(3)
1

u
(3)
2



























































= φu(n) (3.77)

t =







t1

t2







=





φ
(1)
d 0 φ

(2)
d 0 φ

(3)
d 0

0 φ
(1)
d 0 φ

(2)
d 0 φ

(3)
d































































t
(1)
1

t
(1)
2

t
(2)
1

t
(2)
2

t
(3)
1

t
(3)
2



























































= φt(n) (3.78)
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onde u
(n)
i e t

(n)
i são os valores nodais de deslocamentos e forças de superf́ıcies, respectivamente,

e φ(i) são as funções de forma quadráticas descont́ınuas definidas por:

Figura 7: Elemento quadrático descont́ınuo.
(KANE, 1994)

φ
(1)
d = ξ

(

9

8
ξ −

3

4

)

; (3.79)

φ
(2)
d =

(

1 −
3

2
ξ
)(

1 +
3

2
ξ
)

; (3.80)

φ
(3)
d = ξ

(

9

8
ξ +

3

4

)

. (3.81)

onde ξ é a coordenada adimensional ao longo do elemento (Figura 7).

A geometria do elemento também pode ser considerada como quadrática e é representada

por coordenadas nodais na forma:
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x1

x2







=





φ(1)
c 0 φ(2)

c 0 φ(3)
c 0

0 φ(1)
c 0 φ(2)

c 0 φ(3)
c































































x
(1)
1

x
(2)
1

x
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1

x
(1)
2

x
(2)
2

x
(3)
2



























































= φx(n) (3.82)

porém, utilizando as funções de forma para elementos quadráticos cont́ınuos dadas por:

φ(1)
c =

1

2
ξ (ξ − 1) ; (3.83)

φ(2)
c =

(

1 − ξ2
)

; (3.84)

φ(3)
c =

1

2
ξ (ξ + 1) . (3.85)

onde ξ representa uma coordenada adimensional ao longo do elemento.

Desta forma, as integrais de contorno podem ser escritas como:

H(j) =
∫

Γj

−t∗lkφ
(j)dΓ =

∫ 1

−1
−t∗lkφ

(j)|J |dξ (3.86)

G(j) =
∫

Γj

u∗

lkφ
(j)dΓ =

∫ 1

−1
u∗

lkφ
(j)|J |dξ (3.87)

onde |J | representa o módulo do Jacobiano da transformação (x1, x2) → ξ, e é dado por

(BREBBIA; DOMINGUEZ, 1989a) e (KANE, 1993):

|J | =
dΓ

dξ
=







(

dx1

dξ

)2

+

(

dx2

dξ

)2






1/2

(3.88)

onde dx1/dξ e dx2/dξ são obtidos derivando-se as equações (3.82) em relação a ξ.

Integrais singulares da ordem 0(lnr) podem ser avaliadas eficientemente pela quadratura
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de Gauss com uma transformação de variáveis cúbica, conforme proposto por Telles (1987),

que cancela exatamente a singularidade logaŕıtmica. Uma outra possibilidade é o uso da

quadratura logaŕıtmica de Gauss, apresentada por Stroud e Secrest (1966). De acordo com

este método, os termos incluindo singularidades logaŕıtmicas podem ser integrados por

I =
∫ 1

0
ln

(

1

ξ

)

f(ξ)dξ ∼=
N
∑

i=1

wif(ξ) , (3.89)

onde N é o número de pontos de Gauss. A coordenada do ponto de integração ξi e o fator peso

wi podem ser encontrados na literatura (STROUD; SECREST, 1966) e (BREBBIA; DOMINGUEZ,

1989b).

Neste trabalho, os termos não singulares das matrizes H e G são integrados utilizando-se

quadratura de Gauss padrão com 10 pontos de integração. Os termos singulares de G são

do tipo ln(r) sendo integrados usando quadratura logaŕıtmica de Gauss com 10 pontos de

integração. Já os termos singulares de H são do tipo 1/r e precisam ser calculados no sentido

do valor principal de Cauchy. Uma maneira bastante simples de se tratar esta singularidade

é através de considerações de corpos ŕıgidos (BREBBIA; DOMINGUEZ, 1989a). Assumindo que

um corpo ŕıgido tenha todos os seus pontos do contorno deslocados de um valor unitário e

que não existam forças de corpo (bi = 0) na direção de um dos eixos de coordenadas, as

forças de superf́ıcie em qualquer ponto do contorno deste corpo deve ser zero. Desta forma,

a equação (3.76) torna-se

Hvq = 0 (3.90)

onde vq é um vetor que para todos os nós tem deslocamentos unitários ao longo da direção

q e zero na outra direção. Para satisfazer a equação (3.90) tem-se

Hii = −
N
∑

j=1

Hij j 6= i (3.91)

sendo j par ou ı́mpar.

O termo da diagonal da matriz H é igual a soma de todos os outros termos fora da

diagonal correspondentes ao grau de liberdade em consideração.
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3.8 Cálculo dos deslocamentos e densidades de forças

em pontos internos

O tensor de tensões para um ponto no interior do domı́nio Ω, obtido derivando-se a

equação (3.49) neste ponto e aplicando-se a lei de Hooke, pode ser escrito como

Nik +
∫

Γ
SjikujdΓ =

∫

Γ
DjiktjdΓ (3.92)

onde Skij e Dkij são combinações lineares das derivadas de Tij e Uij, respectivamente.

O tensor Skij é dado por
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1
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(
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(3.93)

onde j = 1, 2. As derivadas de t∗ij são obtidas pela equação

t∗ij,k = −2Re

[

1

(z1 − z′1)
2
Rk1qj1(µ1n1 − n2)Ai1+

1

(z2 − z′2)
2
Rk2qj2(µ2n1 − n2)Ai2

]

(3.94)

onde

Rkl =





1 1

µ1 µ2



 (3.95)

Da mesma forma Dkij pode ser calculado como



















D11j

D22j

D21j



















= −













Q11 Q12 Q16

Q12 Q22 Q26

Q16 Q26 Q66































u∗
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u∗

2j,2

1
2

(

u∗

1j,2 + u∗

2j,1

)



















(3.96)

sendo que as derivadas de u∗

ij são dadas por
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u∗

ij,k = 2Re

[

1

z1 − z′1
Rk1qj1Ai1 +

1

z2 − z′2
Rk2qj2Ai2

]

(3.97)
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4 O Método dos Elementos de

Contorno para Flexão em Placas

Anisotrópicas

4.1 Introdução

Este caṕıtulo descreve a formulação clássica do método dos elementos de contorno para

a formulação clássica de flexão de placas anisotrópicas (formulação de placas de Kirchhoff,

ou seja, formulação onde os efeitos da deformação por cisalhamento são desprezados). Esta

formulação já foi apresentada nos trabalhos de Paiva (2005), Torsani (2007), Santana (2008),

Souza (2009), Reis (2010), Reis et al. (2011). Entretanto, da mesma forma que no caṕıtulo 3,

para facilitar a compreensão do texto e homogenizar a formulação utilizada neste trabalho,

grande parte da formulação é novamente descrita aqui.

4.2 Teoria clássica de placas

As placas são elementos estruturais limitados por duas superf́ıcies planas e paralelas

(Figura 8) distanciadas entre si por uma espessura t.

No caso da dimensão da espessura ser muito menor que as dimensões das superf́ıcies pla-

nas limitantes, as placas são designadas por placas finas. O plano equidistante das superf́ıcies

planas externas é designado por plano médio da placa. Considerando as propriedades do ma-

terial, uma placa pode ser anisotrópica, com diferentes propriedades em diferentes direções,

ou isotrópica, com propriedades iguais em todas as direções. Dependendo de sua espessura,

uma placa pode ser considerada fina ou espessa. Neste trabalho, será desenvolvida a for-

mulação do método dos elementos de contorno para placas finas anisotrópicas. A teoria
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Figura 8: Placa Fina.

clássica de flexão de placas anisotrópicas (onde o efeito da deformação por cisalhamento não

é considerado) está baseada nos seguintes pressupostos:

1. A normal ao plano médio da placa antes da deformação permanece normal à superf́ıcie

média após a flexão.

2. A tensão normal σz na direção normal ao plano médio é despreźıvel diante das outras

tensões no plano da placa.

4.3 Relações básicas na teoria clássica de placas

Considere um elemento de placa seguindo os pressupostos já definidos. A Figura 9 mostra

este elemento com um estado de tensões agindo nele e uma força distribúıda aplicada em sua

superf́ıcie.

Integrando as componentes de tensão ao longo da espessura da placa podemos definir os

momentos e forças (Figura 10):

mx =
∫ t/2

−t/2
σxzdz, (4.1)

my =
∫ t/2

−t/2
σyzdz, (4.2)
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Figura 9: Tensões em um elemento de placa

mxy =
∫ t/2

−t/2
τxyzdz, (4.3)

qx =
∫ t/2

−t/2
τxzdz, (4.4)

e

qy =
∫ t/2

−t/2
τyzdz. (4.5)

Do equiĺıbrio de forças e momentos, podemos escrever:

∂qx

∂x
+

∂qy

∂y
+ g = 0, (4.6)

∂mx

∂x
+

∂myx

∂y
− qx = 0, (4.7)

∂my

∂y
+

∂mxy

∂x
− qy = 0. (4.8)

onde as unidades são: força distribúıda g em N/m2, momento m em N.m e esforço cortante
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Figura 10: Forças e momentos em um elemento da placa

q em N .

Resolvendo as equações (4.7) e (4.8) para qx e qy, respectivamente, substituindo a equação

(4.6) e considerando a simetria de momentos (mxy = myx), temos:

∂2mx

∂x2
+ 2

∂2mxy

∂x∂y
+

∂2my

∂y2
= −g. (4.9)

Considere as posições inicial e final de um elemento da placa dado por abcd paralelo ao

plano médio com lados ab e ad paralelos aos eixos x e y, respectivamente, a uma distância z

do plano médio (Figura 5).

Assumindo que, durante a flexão da placa, os pontos a, b, c e d, movem-se para a′, b′, c′ e

d′, chamando as componentes de deslocamento u0 e v0 do ponto a nas direções x e y (Figura

5), respectivamente, o deslocamento do ponto b na direção x é dado por:

b′x − bx = uo +
∂u

∂x
dx. (4.10)

Então, o incremento do comprimento dx na direção x é dado por:

∆dx =
∂u

∂x
dx, (4.11)
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e a deformação na direção x é dada por:

εx =
∆dx

dx
=

∂u

∂x
. (4.12)

Da mesma forma, podemos escrever:

εy =
∂v

∂y
, (4.13)

γxy =
∂u

∂y
+

∂v

∂x
. (4.14)

A Figura 11 mostra as posições inicial e final de uma seção da placa, paralela ao plano

xz, que contém os pontos a, b, n1 e n2. A rotação do elemento an1, inicialmente na posição

vertical, é igual a ∂w
∂x

(Figura 11). Então, o deslocamento do ponto na direção x, a uma

distância z da superf́ıcie média pode ser escrita como:

u = −z
∂w

∂x
. (4.15)

Figura 11: Posições inicial e final de um elemento de placa.

Seguindo um procedimento similar, o deslocamento de um ponto na direção y é dado por:
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v = −z
∂w

∂y
. (4.16)

Substituindo as equações (4.15) e (4.16) nas equações (4.12), (4.13) e (4.14) pode-se

escrever:

εx = −z
∂2w

∂x2
= zκx,

εy = −z
∂2w

∂y2
= zκy,

γxy = −2z
∂2w

∂x∂y
= zκxy. (4.17)

onde κx, κy e κxy são as curvaturas da placa dadas por:
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(4.18)

Integrando ao longo da espessura (Figura 3) as equações (4.1), (4.2), (4.3) e usando a

equação (2.12) obtém-se:
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z dz (4.19)

Usando-se as equações (2.12) e (4.17), a equação (4.19) pode ser escrita para um laminado

como:
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(4.20)

ou
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(4.21)

onde

Dij =
1

3

n
∑

k=1

(

Qij

)

k

(

h3
k − h3

k−1

)

(4.22)

onde hk é a distância do plano médio do laminado até a interface k (Figura 3).

A equação (4.21) também pode ser escrita como:

mx = −

(

D11
∂2w

∂x2
+ D12

∂2w

∂y2
+ 2D16

∂2w

∂x∂y

)

,

my = −

(

D12
∂2w

∂x2
+ D22

∂2w

∂y2
+ 2D26

∂2w

∂x∂y

)

, (4.23)

mxy = −

(

D16
∂2w

∂x2
+ D26

∂2w

∂y2
+ 2D66

∂2w

∂x∂y

)

.

Substituindo as equações (4.23) nas equações (4.7) e (4.8), pode-se escrever:

qx = −

[

D11
∂3w

∂x3
+ 3D16

∂3w

∂x2∂y
+ (D12 + 2D66)

∂3w

∂x∂y2
+ D26

∂3w

∂y3

]

,

qy = −

[

D16
∂3w

∂x3
+ (D12 + 2D66)

∂3w

∂x2∂y
+ 3D26

∂3w

∂x∂y2
+ D22

∂3w

∂y3

]

.

(4.24)

A equação (4.9) pode então ser reescrita usando as equações (4.23) como:

D11
∂4w

∂x4
+ 4D16

∂4w

∂x3∂y
+ 2(D12 + 2D66)

∂4w

∂x2∂y2
+ 4D26

∂4w

∂x∂y3
+ D22

∂4w

∂y4
= g. (4.25)

A equação (4.25) pode ser integrada no plano caracteŕıstico complexo:
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z = x + µy (4.26)

µ = d + ie

onde d e e são as partes real e imaginária de µ, respectivamente. Usando a equação (3.26) e

considerando as forças de corpo nulas, a equação (4.25) pode ser escrita como:

∂4w

∂z4

[

D22µ
4 + 4D26µ

3 + 2(D12 + 2D66)µ
2 + 4D16µ + D11

]

= 0. (4.27)

A solução geral para w na equação (4.25) depende das ráızes µ1, µ2, µ̄1 e µ̄2 da equação

caracteŕıstica dada por:

D22µ
4 + 4D26µ

3 + 2(D12 + 2D66)µ
2 + 4D16µ + D11 = 0. (4.28)

As ráızes desta equação, como mostrado por Lekhnitskii (1968), são sempre complexas

para materiais homogêneos. As ráızes complexas µ1 = d1 + e1i e µ2 = d2 + e2i são conhecidas

como parâmetros complexos de deflexão. Em geral, estas ráızes são números complexos

distintos. Uma expressão geral para a deflexão tem a forma:

1. no caso de parâmetros complexos distintos (µ1 6= µ2):

w = wo + 2Re[w1(z1) + w2(z2)]. (4.29)

2. no caso de parâmetros complexos iguais (µ1 = µ2):

w = wo + 2Re[w1(z1) + z̄1w2(z1)]. (4.30)

onde w0 é uma solução particular da equação (4.25) que depende da força distribúıda g nas

superf́ıcies da placa, w1(z1) e w2(z2) são funções anaĺıticas arbitrárias de variáveis complexas

z1 = x + µ1y e z2 = x + µ2y. Baseada nas equações (4.23) e (4.24), podem ser obtidas

expressões gerais para forças e momentos como (para o caso µ1 6= µ2):

mx = mo
x − 2Re[p1w

′′(z1) + p2w
′′(z2)],
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my = mo
y − 2Re[q1w

′′(z1) + q2w
′′(z2)],

mxy = mo
xy − 2Re[r1w

′′(z1) + r2w
′′(z2)],

qx = qo
x − 2Re[µ1s1w

′′′(z1) + µ2s2w
′′′(z2)],

qy = qo
y − 2Re[s1w

′′′(z1) + s2w
′′′(z2)]. (4.31)

onde m0
x, m0

y, m0
xy, q0

x e q0
y são momentos e forças cisalhantes correspondentes a função w0

calculada pelas equações (4.23) e (4.24). As outras constantes são dadas por:

p1 = D11 + D12µ
2
1 + 2D16µ1, p2 = D11 + D12µ

2
2 + 2D16µ2,

q1 = D12 + D22µ
2
1 + 2D26µ1, q2 = D12 + D22µ

2
2 + 2D26µ2,

r1 = D16 + D26µ
2
1 + 2D66µ1, p2 = D16 + D26µ

2
2 + 2D66µ2,

s1 =
D11

µ1

+ 3D16 + D12 + D66µ1 + D26µ
2
1, (4.32)

s2 =
D11

µ2

+ 3D16 + D12 + D66µ2 + D26µ
2
2,

s1 − r1 =
p1

µ1

, s2 − r2 =
p2

µ2

,

s1 + r1 = −q1µ1, s2 + r2 = −q2µ2.

Expressões similares podem ser obtidas para o caso onde µ1 = µ2. Estes casos ocorrem

quando:
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D11 D22 = (D12 + 2D66)
2 (4.33)

e

D16 = D26 = 0 (4.34)

Contudo este caso não será apresentado neste trabalho (SHI; BEZINE, 1988).

4.4 Transformação de coordenadas para momentos e

forças cortantes

As componentes de tensão σn e τns, tensões normal e cisalhante, respectivamente, estão

relacionadas com as tensões σx, σy e τxy por:

σn = σx cos2 α + σy sin2 α + 2τxy sin α cos α, (4.35)

τns = (σy − σx) sin α cos α + τxy(cos2 α − sin2 α). (4.36)

onde α é o ângulo entre os eixos h e y.

As componentes de momento, inicialmente escritas considerando os eixos x e y, podem

agora ser reescritas em um sistema de coordenadas genérico n, s (PAIVA, 1987). Os momentos

fletores referentes às direções n e s são dados por:

mn = mx cos2 α + my sin2 α + 2mxy sin α cos α, (4.37)

mns = (my − mx) sin α cos α + mxy(cos2 α − sin2 α). (4.38)

Similarmente, qn, a força cisalhante no eixo n, pode ser escrita como:

qnds = qxds cos α + qyds sin α, (4.39)
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ou

qn = qx cos α + qy sin α. (4.40)

Com o objetivo de resolver a equação diferencial da placa dada por (4.25), é necessário

a imposição das condições de contorno para o deslocamento w e sua derivada ∂w
∂n

. Kirchhoff

(1850) mostrou que as condições de contorno da força cisalhante qn e momento volvente mns

podem ser escritas como uma única condição dada por:

Vn = qn +
∂mns

∂s
. (4.41)

A outra condição de carregamento no contorno é o momento mn.

4.5 Formulação integral

Usando o teorema de Betti (KANE, 1994), podemos relacionar dois estados de tensão-

deformação de um material linear como:

∫

Ω
σ∗

ijεijdΩ =
∫

Ω
σijε

∗

ijdΩ. (4.42)

Escrevendo o lado direito da equação (4.42) na notação de von Karman, temos:

∫

Ω
σijε

∗

ijdΩ =
∫

Ω

(

σxε
∗

x + σyε
∗

y + σzε
∗

z + τxyγ
∗

xy + τxzγ
∗

xz + τyzγ
∗

yz

)

dΩ. (4.43)

Desconsiderando as tensões normais à superf́ıcie média da placa, a equação (4.43) é escrita

como:

∫

Ω
σijε

∗

ijdΩ =
∫

Ω

(

σxε
∗

x + σyε
∗

y + τxyγ
∗

xy

)

dΩ. (4.44)

Substituindo as equações (4.16) e (4.17) na equação (4.44), pode-se escrever o primeiro

termo da integral do lado direito da equação (4.44) como:
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∫

Ω
σxε

∗

xdΩ =
∫

Ω

[

∫

z

(

B11
∂2w

∂x2
+ B12

∂2w

∂y2
+ 2B16

∂2w

∂x∂y

)(

z
∂2w∗

∂x2

)

dz

]

dΩ. (4.45)

Integrando (4.45) ao longo da espessura da placa, tem-se:

∫

Ω
σxε

∗

xdΩ =
∫

Ω

(

D11
∂2w

∂x2
+ D12

∂2w

∂y2
+ 2D16

∂2w

∂x∂y

)

∂2w∗

∂x2
dΩ = −

∫

Ω
mx

∂2w∗

∂x2
dΩ. (4.46)

Para obter as equações do método dos elementos de contorno, é necessário transformar

as integrais de domı́nio em integrais de contorno. Considere duas funções f(x) e g(x). A

derivada de seu produto pode ser escrita como:

∂

∂x
[f(x)g(x)] =

∂f(x)

∂x
g(x) +

∂g(x)

∂x
f(x). (4.47)

Usando a propriedade de derivação (4.47) na equação (4.46), pode-se escrever:

∫

Ω
σxε

∗

xdΩ = −
∫

Ω

[

∂

∂x

(

mx
∂w∗

∂x

)

−
∂w∗

∂x

∂mx

∂x

]

dΩ. (4.48)

Usando o teorema de Green (KANE, 1994), a equação (4.48) pode ser reescrita como:

∫

Ω
σxε

∗

xdΩ = −
∫

Γ
mx

∂w∗

∂x
cos αdΓ +

∫

Ω

∂w∗

∂x

∂mx

∂x
dΩ. (4.49)

Aplicando a propriedade de derivação (4.47) no segundo termo do lado direito da equação

(4.49), tem-se:

∫

Ω
σxε

∗

xdΩ = −
∫

Γ
mx

∂w∗

∂x
cos αdΓ +

∫

Ω

[

∂

∂x

(

w∗
∂mx

∂x

)

− w∗
∂2mx

∂x2

]

dΩ. (4.50)

Depois, usando o teorema de Green, pode-se escrever:

∫

Ω
σxε

∗

xdΩ =
∫

Γ

(

−mx
∂w∗

∂x
cos α + w∗

∂mx

∂x
cos α

)

dΓ −
∫

Ω
w∗

∂2mx

∂x2
dΩ. (4.51)
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Seguindo um procedimento similar, podemos mostrar que:

∫

Ω
σyε

∗

ydΩ =
∫

Γ

(

−my
∂w∗

∂y
sin α + w∗

∂my

∂y
sin α

)

dΓ −
∫

Ω
w∗

∂2my

∂y2
dΩ, (4.52)

e

∫

Ω
τxyγ

∗

xydΩ =
∫

Γ

(

−mxy
∂w∗

∂y
cos α − mxy

∂w∗

∂x
sin α + w∗

∂mxy

∂x
sin α+

w∗
∂mxy

∂y
cos α

)

dΓ −
∫

Ω
2w∗

∂2mxy

∂x∂y
dΩ. (4.53)

Assim, a equação (4.44) é escrita como:

∫

Ω
σijε

∗

ijdΩ = −
∫

Γ

(

mx
∂w∗

∂x
cos α + my

∂w∗

∂y
sin α + mxy

∂w∗

∂y
cos α+

mxy
∂w∗

∂x
sin α

)

dΓ +
∫

Γ
w∗

[(

cos α
∂mx

∂x
+

∂mxy

∂y

)(

sin α
∂my

∂y
+

∂mxy

∂x

)]

dΓ −

∫

Ω
w∗

(

∂2mx

∂x2
+ 2

∂2mxy

∂x∂y
+

∂2my

∂y2

)

dΩ. (4.54)

Substituindo as equações (4.7) e (3.9) e usando a equação (4.40), a equação (4.54) pode

ser escrita como:

∫

Ω
σijε

∗

ijdΩ = −
∫

Γ

(

mx
∂w∗

∂x
cos α + my

∂w∗

∂y
sin α + mxy

∂w∗

∂y
cos α+

mxy
∂w∗

∂x
sin α

)

dΓ +
∫

Γ
w∗qndΓ +

∫

Ω
gw∗dΩ. (4.55)

Da relação entre dois sistemas de coordenadas (x, y) e (n, s), tem-se:

∂w∗

∂x
=

∂w∗

∂n
cos α −

∂w∗

∂s
sin α,
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∂w∗

∂y
=

∂w∗

∂n
sin α +

∂w∗

∂s
cos α. (4.56)

Substituindo as equações (4.56) na equação (4.55), tem-se:

∫

Ω
σijε

∗

ijdΩ = −
∫

Γ

[

mx cos α

(

∂w∗

∂n
cos α −

∂w∗

∂s
sin α

)

+

my sin α

(

∂w∗

∂n
sin α +

∂w∗

∂s
cos α

)

+ mxy cos α

(

∂w∗

∂n
sin α +

∂w∗

∂s
cos α

)

+

mxy sin α

(

∂w∗

∂n
cos α −

∂w∗

∂s
sin α

)]

dΓ +
∫

Γ
w∗qndΓ +

∫

Ω
gw∗dΩ. (4.57)

Depois de algumas manipulações algébricas, a equação (4.57) pode ser reescrita como:

∫

Ω
σijε

∗

ijdΩ = −
∫

Γ

{

∂w∗

∂n

(

mx cos2 α + my sin2 α + 2mxy sin α cos α
)

+

∂w∗

∂s

[

mxy

(

cos2 α − sin2 α
)

+ (my − mx) sin α cos α
]

}

dΓ +

∫

Γ
w∗qndΓ +

∫

Ω
gw∗dΩ. (4.58)

Substituindo as equações (4.37) e (4.38) na equação (4.58), tem-se:

∫

Ω
σijε

∗

ijdΩ = −
∫

Γ

(

mn
∂w∗

∂n
+ mns

∂w∗

∂s
− qnw

∗

)

dΓ +
∫

Ω
gw∗dΩ. (4.59)

Calculando o segundo termo da primeira integral do lado direito da equação (4.59), temos:

∫

Γ
mns

∂w∗

∂s
dΓ = mnsw

∗

∣

∣

∣

∣

∣

Γ2

Γ1

−
∫

Γ

∂mns

∂s
w∗dΓ, (4.60)

onde Γ1 e Γ2 são as coordenadas dos extremos do contorno onde a integração está sendo

realizada.

No caso de um contorno fechado sem canto, isto é, a função que descreve a curva de
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contorno e suas derivadas são cont́ınuas e diferenciáveis, o primeiro termo do lado direito da

equação (4.60) desaparece. No caso onde há cantos, a equação (4.60) pode ser escrita como:

∫

Γ
mns

∂w∗

∂s
dΓ = −

Nc
∑

i=1

Rci
w∗

ci
−
∫

Γ

∂mns

∂s
w∗dΓ, (4.61)

onde

Rci
= m+

nsi
− m−

nsi
, (4.62)

e os termos wci
, m+

nsi
, m−

nsi
são, respectivamente, os valores de deslocamentos e momentos

depois e antes do canto i da placa (Figura 12), Nc é o número total de cantos no contorno

(PAIVA, 1987).

s
≡

Γ
s≡Γ

n

n +

nsi
m

−

nsi
m

i

x

z
y

Figura 12: Canto i do contorno da placa.

Das equações (4.59) e (4.61), pode-se escrever:

∫

Ω
σijε

∗

ijdΩ =
∫

Γ

(

qnw
∗ − mn

∂w∗

∂n
+

∂mns

∂s
w∗

)

dΓ +
Nc
∑

i=1

Rci
w∗

ci
+
∫

Ω
gw∗dΩ. (4.63)

Das equações (4.63) e (4.41), tem-se:
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∫

Ω
σijε

∗

ijdΩ =
∫

Γ

(

Vnw∗ − mn
∂w∗

∂n

)

dΓ +
Nc
∑

i=1

Rci
w∗

ci
+
∫

Ω
gw∗dΩ. (4.64)

Seguindo um procedimento similar àquele usado para obter a equação (4.64), o lado

esquerdo da equação (2.10) pode ser escrito como:

∫

Ω
σ∗

ijεijdΩ =
∫

Γ

(

V ∗

n w − m∗

n

∂w

∂n

)

dΓ +
Nc
∑

i=1

R∗

ci
wci

+
∫

Ω
g∗wdΩ. (4.65)

Substituindo as equações (4.64) e (4.65) na equação (2.10), pode-se escrever:

∫

Γ

(

Vnw
∗ − mn

∂w∗

∂n

)

dΓ +
Nc
∑

i=1

Rci
w∗

ci
+
∫

Ω
gw∗dΩ =

∫

Γ

(

V ∗

n w − m∗

n

∂w

∂n

)

dΓ +
Nc
∑

i=1

R∗

ci
wci

+
∫

Ω
g∗wdΩ. (4.66)

A equação (4.66) relaciona dois estados de um material elástico. Para aplicar esta equação

para resolver problemas de flexão, precisamos considerar um dos estados como conhecido e

o outro como o estado que queremos investigar. Para obter a equação integral de contorno,

o estado conhecido é ajustado para que a integral de domı́nio dada por:

∫

Ω
g∗wdΩ (4.67)

desapareça. Usando as propriedades da função delta de Dirac δ(P,Q), de forma que g∗ = δ(P,Q),

a integral (4.67) é escrita como:

∫

Ω
δ(P,Q)w(P )dΩ(P ) = w(Q), (4.68)

onde Q é o ponto onde a carga é aplicada, conhecido como ponto fonte, e P é o ponto onde

o deslocamento é observado, conhecido como ponto campo. O estado correspondente a um

material linear sob carregamento de uma função delta de Dirac é conhecido como um estado

fundamental e as variáveis da equação (4.66) relacionadas a este estado (w∗,V ∗

n e m∗

n) são

conhecidas como soluções fundamentais, as quais são calculadas analiticamente a partir da
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equação (4.25).

Considerando o estado ”*”como o estado fundamental, a equação (4.66) pode ser escrita

como:

Kw(Q) +
∫

Γ

[

V ∗

n (Q,P )w(P ) − m∗

n(Q,P )
∂w(P )

∂n

]

dΓ(P ) +
Nc
∑

i=1

R∗

ci
(Q,P )wci

(P ) =

∫

Γ

[

Vn(P )w∗(Q,P ) − mn(P )
∂w∗

∂n
(Q,P )

]

dΓ(P ) +
Nc
∑

i=1

Rci
(P )w∗

ci
(Q,P ) +

∫

Ω
b(P )w∗(Q,P )dΩ. (4.69)

A equação(4.69) é a equação de placas finas para deslocamentos em pontos do domı́nio

da placa. Esta equação fornece deslocamentos em todos os pontos do domı́nio da placa a

partir das cortantes equivalentes (Vn), momentos de flexão na direção normal (mn), reação

de canto (Rci
), deslocamentos (w) e rotações em relação à normal (∂w/∂n) conhecidos no

contorno.

A constante K é introduzida para se considerar que a função delta de Dirac pode ser

aplicada no domı́nio, no contorno ou fora do domı́nio. Se a função delta de Dirac é aplicada

em um ponto onde o contorno é suave, então K = 1/2. As variáveis da equação (4.69)

são deslocamentos w(P ), rotações ∂w(P )
∂n

, momentos mn(P ), e forças Vn(P ). Para uma dada

condição de contorno, algumas destas variáveis são conhecidas e outras desconhecidas. Para

se ter um número de equações igual ao número de variáveis desconhecidas, é necessário

escrever a equação integral correspondente à derivada do deslocamento w(Q) em relação ao

sistema de coordenadas cartesiano fixo no ponto de origem, isto é, o ponto onde o delta de

Dirac do estado fundamental é aplicado. As direções dos eixos deste sistema de coordenadas

são coincidentes com as direções normal e a tangente ao contorno no ponto de origem. Para

problemas de flexão em placas anisotrópicas tem-se que a equação integral de contorno é

escrita em termos de quatro valores de contorno básicos, isto é, deflexão w, inclinação da

normal ∂w/∂n, força cortante Vn e momento fletor mn. Em um problema bem colocado dois

destes quatro valores são incógnitas do problema e dois são condições de contorno conhecidas.

Pode-se verificar que num problema de flexão em placas anisotrópicas há sempre duas
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incógnitas a serem determinadas em qualquer ponto do contorno e consequentemente, a

solução do problema requer que uma segunda equação seja estabelecida.

A segunda equação integral de contorno é obtida da derivada da equação (4.69) em relação

à direção n1 normal ao contorno no ponto fonte e também corresponde à solução do binário

unitário. Esta equação é dada por:

1

2

∂w(Q)

∂n1

+
∫

Γ

[

∂V ∗

∂n1

(Q,P )w(P ) −
∂m∗

n

∂n1

(Q,P )
∂w

∂n
(P )

]

dΓ(P ) +

Nc
∑

i=1

∂R∗

ci

∂n1

(Q,P )wci
(P ) =

∫

Γ

{

Vn(P )
∂w∗

∂n1

(Q,P ) − mn(P )
∂

∂n1

[

∂w∗

∂n
(Q,P )

]}

dΓ(P ) +

Nc
∑

i=1

Rci
(P )

∂w∗

ci

∂n1

(Q,P ) +
∫

Ω
b(P )

∂w∗

∂n1

(Q,P )dΩ. (4.70)

Encontra-se na literatura formulações de elementos de contorno que usam apenas a

equação (4.69). Neste caso, os pontos fontes são os nós do contorno e um número igual

de pontos externos ao domı́nio do problema (RAJAMOHAN; RAAMACHANDRAN, 1999).

4.6 Solução fundamental de deflexão para uma carga

pontual

A solução fundamental é a resposta à aplicação de um carregamento unitário pontual em

um meio elástico infinito cujas propriedades elásticas são as mesmas do componente que se

quer analisar. No caso particular de placas, a solução fundamental é dada pelo deslocamento

w em um ponto P qualquer do domı́nio, chamado de ponto campo, devido à aplicação de

uma carga unitária q em um ponto Q qualquer, chamado de ponto fonte (Figura 13).

A solução fundamental do deslocamento transversal de placas fletidas é calculado fazendo

o termo não-homogêneo da equação diferencial parcial (4.25) igual a uma força concentrada

dada por uma função delta de Dirac δ(Q,P ), isto é:

∆∆w∗(Q,P ) = δ(Q,P ), (4.71)
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Figura 13: Solução fundamental

onde ∆∆(.) é o operador diferencial:

∆∆(.) =
D11

D22

∂4(.)

∂x4
+ 4

D16

D22

∂4(.)

∂3∂y
+

2(D12 + 2D66)

D22

∂4(.)

∂x2∂y2
+

4
D26

D22

∂4(.)

∂x∂y3
+

∂4(.)

∂y4
. (4.72)

Como mostrado por (SHI; BEZINE, 1988), a solução fundamental do deslocamento trans-

versal é dada por:

w∗(ρ, θ) =
1

8π
{C1R1(ρ, θ) + C2R2(ρ, θ) + C3 [S1(ρ, θ) − S2(ρ, θ)]} , (4.73)

onde

ρ = [(x − xo)
2 + (y − yo)

2]1/2, (4.74)

x e y são as coordenadas do ponto campo P , x0 e y0 são as coordenadas do ponto fonte Q,

θ = arctan
y − yo

x − xo

, (4.75)

C1 =
(d1 − d2)

2 − (e2
1 − e2

2)

GHe1

, (4.76)
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C2 =
(d1 − d2)

2 + (e2
1 − e2

2)

GHe2

, (4.77)

C3 =
4(d1 − d2)

GH
, (4.78)

G = (d1 − d2)
2 + (e1 + e2)

2, (4.79)

H = (d1 − d2)
2 + (e1 − e2)

2, (4.80)

di e ei são respectivamente as partes real e imaginária das ráızes µi da equação caracteŕıstica

(4.28).

Ri = ρ2
[

(cos θ + di sin θ)2 − e2
i sin2 θ

]

×

{

log

[

ρ2

a2

(

(cos θ + di sin θ)2 + e2
i sin2 θ

)

]

− 3

}

−

4ρ2ei sin θ (cos θ + di sin θ) arctan
ei sin θ

cos θ + di sin θ
, (4.81)

e

Si = ρ2ei sin θ (cos θ + di sin θ) ×

{

log

[

ρ2

a2

(

(cos θ + di sin θ)2 + e2
i sin2 θ

)

]

− 3

}

+

ρ2
[

(cos θ + di sin θ)2 − e2
i sin2 θ

]

arctan
ei sin θ

cos θ + di sin θ
. (4.82)

O ı́ndice repetido i nos termos de Ri e Si não implicam em soma. O coeficiente a é

uma constante arbitrária tomada como a = 1. As outras grandezas derivadas da solução

fundamental são dadas por:
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m∗

n = −

(

f1
∂2w∗

∂x2
+ f2

∂2w∗

∂x∂y
+ f3

∂2w∗

∂y2

)

, (4.83)

R∗

ci
= −

(

g1
∂2w∗

∂x2
+ g2

∂2w∗

∂x∂y
+ g3

∂2w∗

∂y2

)

, (4.84)

V ∗

n = −

(

h1
∂3w∗

∂x3
+ h2

∂3w∗

∂x2∂y
+ h3

∂3w∗

∂x∂y2
+ h4

∂3w∗

∂y3

)

−

1

R̄

(

h5
∂2w∗

∂x2
+ h6

∂2w∗

∂x∂y
+ h7

∂2w∗

∂y2

)

. (4.85)

onde R̄ é o raio de curvatura em um ponto suave do contorno Γ. As demais constantes são

definidas como:

f1 = D11n
2
x + 2D16nxny + D12n

2
y, (4.86)

f2 = 2(D16n
2
x + 2D66nxny + D26n

2
y), (4.87)

f3 = D12n
2
x + 2D26nxny + D22n

2
y, (4.88)

g1 = (D12 − D11) cos β sin β + D16(cos2 β − sin2 β), (4.89)

g2 = 2(D26 − D16) cos β sin β + 2D66(cos2 β − sin2 β), (4.90)

g3 = (D22 − D12) cos β sin β + D26(cos2 β − sin2 β), (4.91)

h1 = D11nx(1 + n2
y) + 2D16n

3
y − D12nxn

2
y, (4.92)

h2 = 4D16nx + D12ny(1 + n2
x) + 4D66n

3
y − D11n

2
xny − 2D26nxn

2
y, (4.93)
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h3 = 4D26ny + D12nx(1 + n2
y) + 4D66n

3
x − D22nxn

2
y − 2D16n

2
xny, (4.94)

h4 = D22ny(1 + n2
x) + 2D26n

3
x − D12n

2
xny, (4.95)

h5 = (D12 − D11) cos 2β − 4D16 sin 2β, (4.96)

h6 = 2(D26 − D16) cos 2β − 4D66 sin 2β, (4.97)

h7 = (D22 − D12) cos 2β − 4D26 sin 2β, (4.98)

e β é o ângulo entre o sistema de coordenadas global xy e um sistema de coordenadas ns

o qual tem seus eixos paralelos aos vetores n e s, normal e tangente, respectivamente, ao

contorno no ponto Q. As derivadas da solução fundamental do deslocamento transversal

podem ser expressas pela combinação linear das derivadas das funções Ri e Si. Por exemplo:

∂2w∗

∂y2
=

1

8π

[

C1
∂2R1

∂y2
+ C2

∂2R2

∂y2
+ C3

(

∂2S1

∂y2
−

∂2S2

∂y2

)]

. (4.99)

As derivadas de Ri e Si são dadas por:

∂Ri

∂x
= 2r (cos θ + di sin θ)

{

log

[

r2

a2

(

(cos θ + di sin θ)2 + e2
i sin2 θ

)

]

− 2

}

−

4rei sin θ arctan
ei sin θ

cos θ + di sin θ
, (4.100)

∂Ri

∂y
= 2r

[

di (cos θ + di sin θ) − e2
i sin θ

]

×
{

log

[

r2

a2

(

(cos θ + di sin θ)2 + e2
i sin2 θ

)

]

− 2

}

−

4rei (cos θ + 2di sin θ) arctan
ei sin θ

cos θ + di sin θ
, (4.101)

∂2Ri

∂x2
= 2 log

{

r2

a2

[

(cos θ + di sin θ)2 + e2
i sin2 θ

]

}

(4.102)
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∂2Ri

∂x∂y
= 2di log

{

r2

a2

[

(cos θ + di sin θ)2 + e2
i sin2 θ

]

}

−

4ei arctan
ei sin θ

cos θ + di sin θ
, (4.103)

∂2Ri

∂y2
= 2

(

d2
i − e2

i

)

log

{

r2

a2

[

(cos θ + di sin θ)2 + e2
i sin2 θ

]

}

−

8diei arctan
ei sin θ

cos θ + di sin θ
, (4.104)

∂3Ri

∂x3
=

4 (cos θ + di sin θ)

r
[

(cos θ + di sin θ)2 + e2
i sin2 θ

] , (4.105)

∂3Ri

∂x2∂y
=

4 [di (cos θ + di sin θ) + e2
i sin θ]

r
[

(cos θ + di sin θ)2 + e2
i sin2 θ

] , (4.106)

∂3Ri

∂x∂y2
=

4 [(d2
i − e2

i ) cos θ + (d2
i + e2

i ) di sin θ]

r
[

(cos θ + di sin θ)2 + e2
i sin2 θ

] , (4.107)

∂3Ri

∂y3
=

4 [di (d
2
i − 3e2

i ) cos θ + (d4
i − e4

i ) sin θ]

r
[

(cos θ + di sin θ)2 + e2
i sin2 θ

] , (4.108)

∂4Ri

∂x4
= −

4
[

(cos θ + di sin θ)2 − e2
i sin2 θ

]

r2
[

(cos θ + di sin θ)2 + e2
i sin2 θ

]2 , (4.109)

∂4Ri

∂x3∂y
= −

4

r2

{

di

(cos θ + di sin θ)2 + e2
i sin2 θ

+

2e2
i sin θ cos θ

[

(cos θ + di sin θ)2 + e2
i sin2 θ

]2











, (4.110)

∂4Ri

∂x2∂y2
= −

4

r2







(d2
i + e2

i )
(

(cos θ + di sin θ)2 + e2
i sin2 θ

)−

2e2
i cos2 θ

[

(cos θ + di sin θ)2 + e2
i sin2 θ

]2











, (4.111)

∂4Ri

∂x∂y3
= −

4

r2







di (d
2
i + e2

i )
(

(cos θ + di sin θ)2 + e2
i sin2 θ

)−
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2e2
i cos θ (2di cos θ + (d2

i + e2
i ) sin θ)

[

(cos θ + di sin θ)2 + e2
i sin2 θ

]2











, (4.112)

∂4Ri

∂y4
= −

4

r2

{

(d4
i − e4

i )

(cos θ + di sin θ)2 + e2
i sin2 θ

−

2e2
i cos θ [(3d2

i − e2
i ) cos θ + 2di (d

2
i + e2

i ) sin θ]
[

(cos θ + di sin θ)2 + e2
i sin2 θ

]2











, (4.113)

∂Si

∂x
= rei sin θ

{

log

[

r2

a2

(

(cos θ + di sin θ)2 + e2
i sin2 θ

)

]

− 2

}

+

2r (cos θ + di sin θ) arctan
ei sin θ

cos θ + di sin θ
, (4.114)

∂Si

∂y
= rei (cos θ + 2di sin θ)

{

log

[

r2

a2

(

(cos θ + di sin θ)2 + e2
i sin2 θ

)

]

− 2

}

+

2r
[

di (cos θ + di sin θ) − e2
i sin θ

]

arctan
ei sin θ

cos θ + di sin θ
, (4.115)

∂2Si

∂x2
= 2 arctan

ei sin θ

cos θ + di sin θ
, (4.116)

∂2Si

∂x∂y
= ei log

{

r2

a2

[

(cos θ + di sin θ)2 + e2
i sin2 θ

]

}

+

2di arctan
ei sin θ

cos θ + di sin θ
, (4.117)

∂2Si

∂y2
= 2diei log

{

r2

a2

[

(cos θ + di sin θ)2 + e2
i sin2 θ

]

}

+

2
(

d2
i − e2

i

)

arctan
ei sin θ

cos θ + di sin θ
, (4.118)

∂3Si

∂x3
= −

2ei sin θ

r
[

(cos θ + di sin θ)2 + e2
i sin2 θ

] , (4.119)

∂3Si

∂x2∂y
=

2ei cos θ

r
[

(cos θ + di sin θ)2 + e2
i sin2 θ

] , (4.120)
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∂3Si

∂x∂y2
=

2ei [2di (cos θ + di sin θ) − (d2
i − e2

i ) sin θ)

r
[

(cos θ + di sin θ)2 + e2
i sin2 θ

] , (4.121)

∂3Si

∂y3
=

2ei [(3d
2
i − e2

i ) cos θ + 2di (d
2
i + e2

i ) sin θ]

r
(

(cos θ + di sin θ)2 + e2
i sin2 θ

] , (4.122)

∂4Si

∂x4
=

4ei sin θ (cos θ + di sin θ)

r2
[

(cos θ + di sin θ)2 + e2
i sin2 θ

]2 , (4.123)

∂4Si

∂x3∂y
=

2ei

r2

{

1

(cos θ + di sin θ)2 + e2
i sin2 θ

−

2 cos θ (cos θ + di sin θ)
[

(cos θ + di sin θ)2 + e2
i sin2 θ

]2











, (4.124)

∂4Si

∂x2∂y2
= −

4ei cos θ [di (cos θ + di sin θ) + e2
i sin θ]

r2
[

(cos θ + di sin θ)2 + e2
i sin2 θ

]2 , (4.125)

∂4Si

∂x∂y3
= −

2ei

r2

{

(d2
i + e2

i )

(cos θ + di sin θ)2 + e2
i sin2 θ

+

2 (d2
i + e2

i ) cos θ (cos θ + di sin θ) − 4e2
i cos2 θ

[

(cos θ + di sin θ)2 + e2
i sin2 θ

]2











, (4.126)

∂4Si

∂y4
= −

4ei

r2

{

di (d
2
i + e2

i )

(cos θ + di sin θ)2 + e2
i sin2 θ

+

cos θ [di (d
2
i − 3e2

i ) cos θ + (d4
i − e4

i ) sin θ]
[

(cos θ + di sin θ)2 + e2
i sin2 θ

]2











. (4.127)

Como pode ser visto, as derivadas de Ri e Si apresentam singularidades fracas (logr),

singularidades fortes (1/r), e hipersingularidades (1/r2) que precisam de uma atenção especial

durante sua integração.

4.7 Elementos quadráticos

Nos elementos quadráticos, os deslocamentos e as forças podem ser representados como:
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mn
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φ
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d 0 φ
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d 0 φ

(3)
d 0

0 φ
(1)
d 0 φ
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(3)
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(4.129)

Nos elementos quadráticos descont́ınuos os nós são colocados em ξ = −2/3, ξ = 0 e

ξ = +2/3, como mostrado na Figura 7. As funções de forma são dadas pelas equações:

φ
(1)
d = ξ

(

9

8
ξ −

3

4

)

; (4.130)

φ
(2)
d =

(

1 −
3

2
ξ
)(

1 +
3

2
ξ
)

; (4.131)

φ
(3)
d = ξ

(

9

8
ξ +

3

4

)

. (4.132)

onde ξ é a coordenada adimensional ao longo do elemento (Figura 7).

4.8 Equação matricial

Com o objetivo de calcular as variáveis de contorno desconhecidas, o contorno Γ é dis-

cretizado em Ne elementos de contorno quadráticos e as variáveis de contorno w, ∂w/∂n, mn

e Vn são interpoladas ao longo de cada elemento. Tomando um nó d como o ponto fonte, as

equações (4.69) e (4.70) podem ser escritas na forma matricial como:
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∑
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. (4.133)

Os termos da equação (4.133) são integrais dadas por:

h
(i,d)
11 =

∫

Γi

φ(1)V ∗

n dΓ, h
(i,d)
12 = −

∫

Γi

φ(1)m∗

ndΓ, (4.134)

h
(i,d)
13 =

∫

Γi

φ(2)V ∗

n dΓ, h
(i,d)
14 = −

∫

Γi

φ(2)m∗

ndΓ, (4.135)

h
(i,d)
15 =

∫

Γi

φ(3)V ∗

n dΓ, h
(i,d)
16 = −

∫

Γi

φ(3)m∗

ndΓ, (4.136)

h
(i,d)
21 =

∫

Γi

φ(1) ∂V ∗

n

∂n1

dΓ, h
(i,d)
22 = −

∫

Γi

φ(1) ∂m∗

n

∂n1

dΓ, (4.137)

h
(i,d)
23 =

∫

Γi

φ(2) ∂V ∗

n

∂n1

dΓ, h
(i,d)
24 = −

∫

Γi

φ(2) ∂m∗

n

∂n1

dΓ, (4.138)

h
(i,d)
25 =

∫

Γi

φ(3) ∂V ∗

n

∂n1

dΓ, h
(i,d)
26 = −

∫

Γi

φ(3) ∂m∗

n

∂n1

dΓ, (4.139)
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g
(i,d)
11 =

∫

Γi

φ(1)w∗dΓ, g
(i,d)
12 = −

∫

Γi

φ(1) ∂w∗

∂n
dΓ, (4.140)

g
(i,d)
13 =

∫

Γi

φ(2)w∗dΓ, g
(i,d)
14 = −

∫

Γi

φ(2) ∂w∗

∂n
dΓ, (4.141)

g
(i,d)
15 =

∫

Γi

φ(3)w∗dΓ, g
(i,d)
16 = −

∫

Γi

φ(3) ∂w∗

∂n
dΓ, (4.142)

g
(i,d)
21 =

∫

Γi

φ(1) ∂w∗

∂n1

dΓ, g
(i,d)
22 = −

∫

Γi

φ(1) ∂

∂n1

∂m∗

n

∂n
dΓ, (4.143)

g
(i,d)
23 =

∫

Γi

φ(2) ∂w∗

∂n1

dΓ, g
(i,d)
24 = −

∫

Γi

φ(2) ∂

∂n1

∂m∗

n

∂n
dΓ, (4.144)

g
(i,d)
25 =

∫

Γi

φ(3) ∂w∗

∂n1

dΓ, g
(i,d)
26 = −

∫

Γi

φ(3) ∂

∂n1

∂m∗

n

∂n
dΓ, (4.145)

c
(i,d)
1 = w∗

ci, c
(i,d)
2 =

∂w∗

ci

∂n1

, (4.146)

R
(i,d)
1 = R∗

ci, R
(i,d)
2 =

∂R∗

ci

∂n1

, (4.147)

P
(d)
1 =

∫

Ω
gw∗dΩ, P

(d)
2 =

∫

Ω
g

∂w

∂n1

dΩ. (4.148)

sendo o contorno Γ dado por:

Γ =
Ne
∑

e=1

Γe, (4.149)

onde, Ne é o número de elementos.

O desenvolvimento das integrais ao longo do elemento na equação (4.133) requer o uso do

jacobiano, já que as funções de forma são expressas em termos da coordenada adimensional

e as integrais são resolvidas ao longo do contorno Γe.

A equação matricial (4.133) tem duas equações e 6Ne +Nc variáveis desconhecidas. Para

se obter um sistema linear solucionável, o ponto fonte é colocado sucessivamente em cada nó

do contorno (d = 1, ..., 6Ne) bem como em cada nó de canto (d = 6Ne + 1, ..., 6Ne + Nc). É

importante notar que enquanto ambas as equações, (4.69) e (4.70), são usadas para cada nó
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de contorno (fornecendo as primeiras 6Ne equações), somente a equação (4.69) é usada para

cada canto (fornecendo outras Nc equações). Então, a seguinte equação matricial é obtida:





H′ R′

H′′ R′′











wbn

wc







=





G′ C′

G′′ C′′





{

Vbn Vc

}

+







Pbn

Pc







, (4.150)

onde, wbn contém o deslocamento transversal e a rotação de cada nó de contorno, Vbn

contém a força cisalhante e o momento torsor de cada nó de contorno, Pbn contém a integral

de domı́nio para cada nó de contorno, wc contém o deslocamento transversal de cada canto,

Vc contém a reação de canto para cada canto, Pc contém a integral de domı́nio para cada

canto. Os termos H′, C′, R′ e G′ são matrizes que contém os respectivos termos da equação

(4.133) escritos para os Ne nós de contorno. Os termos H
′′

, C
′′

, R
′′

e G
′′

são matrizes que

contém os respectivos primeiros termos da equação (4.133) escrita para os Nc cantos.

A equação (4.150) pode ser reescrita como:

Hw = GV + P, (4.151)

onde,

H =





H′ R′

H′′ R′′



 , (4.152)

w =







wbn

wc







, (4.153)

G =





G′ C′

G′′ C′′



 , (4.154)

V =







Vbn

Vc







, (4.155)

P =







Pbn

Pc







. (4.156)
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Para resolver a equação (4.151) é necessário levar em conta as condições de contorno.

No caso de formulações dinâmicas, o termo P contém as acelerações (termos de inércia). Na

formulação transiente, esta aceleração é escrita em função dos deslocamentos em passos de

tempo anteriores e no instante atual. Neste trabalho, utiliza-se o método de (HOUBOLT, 1950)

para descrever a aceleração em termos dos deslocamentos. Este procedimento é descrito na

seção 5.3.
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5 O Método dos Elementos de

Contorno para Cascas Abatidas

Anisotrópicas

5.1 Introdução

Este caṕıtulo apresenta a formulação do método dos elementos de contorno para a análise

de cascas abatidas de materiais anisotrópicos. Esta formulação foi apresentada inicialmente

nos trabalhos de Albuquerque e Aliabadi (2008, 2010). Ela se baseia no acoplamento da

formulação de elasticidade plana (membrana), apresentada no caṕıtulo 3, e a formulação de

flexão de placas finas, apresentada no caṕıtulo 4. Devido à curvatura, surgem integrais de

domı́nio nas formulações. Neste trabalho, estas integrais de domı́nio são transformadas em

integrais de contorno usando o método da integração radial. O método da integração radial

apresenta uma grande vantagem sobre o método da reciprocidade dual, que é a ausência de

soluções particulares na formulação. Dada as dificuldades em se obter soluções particulares

para as equações constitutivas anisotrópicas, o método da integração radial é especialmente

indicado para materiais compósitos. Porém, por ser uma formulação inteiramente numérica, o

custo computacional do método da integração radial é mais alto que o custo da reciprocidade

dual.

5.2 Considerações iniciais sobre cascas abatidas

Conforme já mencionado no caṕıtulo 1, a superf́ıcie média de uma casca abatida pode

ser escrita como uma função z = z(x, y) conforme a equação (1.1).

Considere uma casca abatida de um material elástico anisotrópico com a superf́ıcie média
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descrita por z = z(x, y), conforme mostrado na Figura 14. Considere também um elemento

infinitesimal ABCD que é parte da superf́ıcie da casca. A projeção de ABCD no plano xy

é dada por A′B′C ′D′. Conforme mostrado na figura, o comprimento infinitesimal ds1 sobre

a superf́ıcie da casca pode ser escrita como:

A
B

C

D

x

y

z

ds1 ds2

dx
dy

dx

∂z
∂x
dx

ds1

Figura 14: Casca.

ds1 =

√

√

√

√

(

∂z

∂x
dx

)2

+ dx2 = dx

√

√

√

√

(

∂z

∂x

)2

+ 1. (5.1)

Da mesma forma, pode-se escrever:

ds2 =

√

√

√

√

(

∂z

∂y
dy

)2

+ dy2 = dy

√

√

√

√

(

∂z

∂y

)2

+ 1. (5.2)

As expressões (5.1) e (5.2), devido à simplificação da geometria dada pela equação (1.2),

podem ser reescritas da forma:

ds1 = dx (5.3)

e

ds2 = dy. (5.4)

Por sua vez, o inverso dos raios de curvatura podem ser aproximados por:
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κ11 = −
1

R1

= −
∂2z

∂x2
, (5.5)

κ22 = −
1

R2

= −
∂2z

∂y2
, (5.6)

e

κ12 = −
1

R12

= −
∂2z

∂x∂y
. (5.7)

5.3 Equação integral de contorno

Considere uma casca abatida de um material elástico anisotrópico com a superf́ıcie média

descrita por z = z(x1, x2), conforme mostrado na Figura 14. A projeção da casca é definida

por um domı́nio Ω no plano xy, cujo contorno é dado por Γ.

A equação de equiĺıbrio para essa estrutura pode ser escrita como:

Nij,j + bi = 0, (5.8)

D11
∂4ω

∂x4
+ 4D16

∂4ω

∂x3∂y
+ 2 (D12 + D66)

∂4ω

∂x2∂y2
+ 4D26

∂4ω

∂x∂y3
+ D22

∂4ω

∂y4
+

Nij

Rij

= q3,(5.9)

onde i, j, k = 1, 2; Nij são forças de membrana aplicada na casca; D11, D22, D66, D12, D16, e

D26 são a rigidez flexural da placa anisotrópica; w representa o deslocamento na direção x3;

qi são cargas de domı́nio aplicadas nas direções dos eixos x1 e x2, q3 é a carga de domı́nio

aplicada na direção do eixo x3 e, conforme as equações (5.5), (5.6) e (5.7):

Rij =
−1

z,ij

(5.10)

Usando as equações de equiĺıbrio de cascas abatidas isotrópicas, a relação de reciproci-

dade, e o teorema de Green, Zhang e Atluri (1986) obtiveram equações integrais que podem

ser divididas em termos de formulações de elasticidade plana e de flexão de placas. Estas for-
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mulações são acopladas através de integrais de domı́nio que surgem nas equações. Alterando

as equações constitutivas para suas respectivas anisotrópicas, as equações integrais obtidas

por (ZHANG; ATLURI, 1986) podem ser estendidas a cascas abatidas de compósitos laminados

simétricos. Assim, as equações integrais de elasticidade plana (equações de membrana) são

dadas por:

cijuj +
∫

Γ
t∗ik(Q,P )uk(P )dΓ(P ) =

∫

Γ
u∗

ik(Q,P )tk(P )dΓ(P )

+
∫

Ω
κkjwu∗

ik,j(Q,P )dΩ +
∫

Ω
u∗

ik(Q,P )qk(P )dΩ(P ), (5.11)

onde uk é o deslocamento nas direções x1 e x2, ti = Nijnj, P é o ponto campo; Q é o ponto

fonte. A constante cij é introduzida a fim de ter a possibilidade de que o ponto Q possa ser

colocado no domı́nio, no contorno, ou fora do domı́nio. O śımbolo * representa as soluções

fundamentais que podem ser encontradas em Sollero e Aliabadi (1993), Albuquerque, Sollero

e Aliabadi (2002b), Aliabadi (2002). As constantes κkj dependem do raio de curvatura Rkj

da casca abatida e são dadas por:



















κ11

κ22

κ12



















=











A11 A12 A16

A12 A22 A26

A16 A26 A66





























1
R11

1
R22

2
R12



















(5.12)

onde A11, A22, A66, A12, A16, e A26 são a rigidez extensional da placa anisotrópica.

A equação integral de flexão de placa é dada por:

Kw(Q) +
∫

Γ

[

V ∗

n (Q,P )w(P ) − m∗

n(Q,P )
∂w(P )

∂n

]

dΓ(P )

+
Nc
∑

i=1

R∗

ci
(Q,P )wci(P ) =

Nc
∑

i=1

R∗

ci
(P )wci(Q,P ) +

∫

Ω
q3(P )w∗(Q,P ) dΩ

+
∫

Γ

[

Vn(P )w∗(Q,P ) − mn(P )
∂w∗

∂n
(Q,P )

]

dΓ(P ) +
∫

Γ
κijnjui(P )w∗(Q,P ) dΓ(P )

+
∫

Ω

κij

ρij

w∗(Q,P )w(P ) dΩ +
∫

Ω
[κij(P )w∗(Q,P )],j ui(P ) dΩ, (5.13)

onde ∂()
∂n

é a derivada na direção do vetor externo n que é normal ao contorno Γ, e mn e Vn
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são, respectivamente, o momento normal de flexão e a tensão de cisalhamento equivalente

de Kirchhoff sob o contorno Γ, Rc é a reação nos cantos da placa fina; wci é o deslocamento

transversal nos cantos, q3 é a força de domı́nio no sentido transversal; K é uma constante

equivalente a cij da equação (5.11). Soluções fundamentais para placas finas anisotrópicas

podem ser encontradas em Shi e Bezine (1988), Albuquerque et al. (2006). Para se ter um

número igual de equações e incógnitas, é necessário escrever uma equação integral correspon-

dente à derivada do deslocamento w(Q) com relação ao vetor unitário m que é normal ao

contorno no ponto fonte Q. Esta equação é dada por:

K
∂w

∂m
(Q) +

∫

Γ

[

∂V ∗

n (Q,P )

∂m
w(P ) −

∂m∗

n(Q,P )

∂m

∂w(P )

∂n

]

dΓ(P )

+
Nc
∑

i=1

∂R∗

ci
(Q,P )

∂m
wci(P ) =

Nc
∑

i=1

∂Rci
(P )∗

∂m
wci(Q,P ) +

∫

Ω
q3(P )

∂w∗(Q,P )

∂m
dΩ

+
∫

Γ

[

Vn(P )
∂w∗(Q,P )

∂m
− mn(P )

∂2w∗

∂n∂m
(Q,P )

]

dΓ(P ) +
∫

Γ
κijnjui(P )

∂w∗(Q,P )

∂m
dΓ(P )

+
∫

Ω

κij

ρij

∂w∗(Q,P )

∂m
w(P ) dΩ +

∫

Ω

[

κij(P )
∂w∗(Q,P )

∂m

]

,j

ui(P ) dΩ. (5.14)

Como pode ser visto nas equações (5.11), (5.13), e (5.14), integrais de domı́nio surgem

na formulação devido à curvatura da casca. Estas integrais de domı́nio são:

P1(Q) =
∫

Ω
Cκkjwu∗

ik,j(Q,P )dΩ, (5.15)

P2(Q) =
∫

Ω
C

κij

ρij

w∗(Q,P )w(P ) dΩ, (5.16)

P3(Q) =
∫

Ω
[Cκij(P )w∗(Q,P )],j ui(P ) dΩ, (5.17)

P4(Q) =
∫

Ω
C

κij

ρij

∂w∗(Q,P )

∂m
w(P ) dΩ, (5.18)

e
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P5(Q) =
∫

Ω

[

Cκij(P )
∂w∗(Q,P )

∂m

]

,j

ui(P ) dΩ. (5.19)

Caso estas integrais de domı́nio não sejam transformadas em integrais de contorno, torna-

se necessário a discretização do domı́nio em células. Com isso, o método dos elementos de

contorno perde o seu principal atrativo que é a discretização apenas do contorno.

5.4 O método da integração radial

Neste trabalho, o método da integração radial é utilizado para transformar as integrais

de domı́nio, dadas pelas equações (5.15) até (5.19), em integrais de contorno.

Considere-se, em um caso geral, a integral de domı́nio dada por:

P (Q) =
∫

Ω
b(P )v∗(Q,P )dΩ, (5.20)

onde b e v∗ são uma força de corpo genérica e a solução fundamental, respectivamente.

A força de corpo é aproximada sobre o domı́nio Ω como uma soma de M produtos entre

funções de aproximação fm e coeficientes desconhecidos γm, da mesma forma que no método

dos elementos de contorno de reciprocidade dual. Esta aproximação é dada por:

b(P ) =
M
∑

m=1

γmfm (5.21)

para as funções de aproximação baseadas em uma função de base radial pura, ou

b(P ) =
M
∑

m=1

γmfm + ax + by + c (5.22)

com

M
∑

m=1

γmxm =
M
∑

m=1

γmym =
M
∑

m=1

γm = 0 (5.23)

para as funções de aproximação baseadas numa função de base radial aumentada por um

polinômio de primeira ordem.
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Agora, considerando que a força de corpo é aproximada, por simplicidade, pela equação

(5.21), a integral de domı́nio (5.20) pode ser escrita como:

P (Q) =
∫

Ω
b(P )v∗(Q,P )dΩ =

M
∑

m=1

γm

∫

Ω
fmv∗(Q,P )dΩ, (5.24)

ou

P (Q) =
M
∑

m=1

γm

∫

Ω
fmv∗(Q,P )ρdρdθ, (5.25)

ou

P (Q) =
M
∑

m=1

γm

∫

θ

∫ r

0
fmv∗(Q,P )ρdρdθ, (5.26)

onde r é o valor de ρ em um ponto do contorno Γ.

Definindo Fm(Q) como a seguinte integral:

Fm(Q) =
∫ r

0
fmv∗(Q,P )ρdρ, (5.27)

podemos escrever:

P (Q) =
M
∑

m=1

γm

∫

θ
Fm(Q)dθ. (5.28)

Considerando um ângulo infinitesimal dθ (Figure 15), a relação entre o comprimento de

arco rdθ e o comprimento de arco infinitesimal no contorno dΓ, pode ser escrita como:

cos α =
r dθ

2
dΓ
2

, (5.29)

ou

dθ =
cos α

r
dΓ, (5.30)

onde α é o ângulo entre os vetores unitários r e n.

Usando as propriedades do produto interno dos vetores unitários n e r, mostrados na
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Q

Γ

Ω

n

r

α

dθ

rdθ

r

dΓ

I

K

J

K
I

J

rdθ
2

dΓ
2

α

Figura 15: Relação geométrica para as transformações de domı́nio.

Figura 15, podemos escrever:

dθ =
n.r

r
dΓ. (5.31)

Substituindo a equação (5.31) na equação (5.28), a integral de domı́nio (5.20) pode ser

escrita como uma integral de contorno dada por:

P (Q) =
M
∑

m=1

γm

∫

Γ

Fm(Q)

r
n.rdΓ, (5.32)

ou, na forma matricial:

P (Q) =
[

∫

Γ
F1(Q)

r
n.rdΓ

∫

Γ
F2(Q)

r
n.rdΓ ...

∫

Γ
FM (Q)

r
n.rdΓ

]



































γ1

γ2

...

γM



































.

(5.33)
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Para calcular γm, é necessário considerar as forças de corpo em M pontos do domı́nio e

do contorno. No caso deste trabalho, esses pontos são os nós do contorno e alguns pontos

internos. Assim, a equação (5.21) pode ser escrita como:

b = Fγ, (5.34)

e γ podem ser calculados como:

γ = F−1b. (5.35)

Substituindo (5.35) na equação (5.33), temos:

P (Q) =
[

∫

Γ
F1(Q)

r
n.rdΓ

∫

Γ
F2(Q)

r
n.rdΓ ...

∫

Γ
FM (Q)

r
n.rdΓ

]

F−1b.

(5.36)

Escrevendo a equação (5.36) para todos os pontos-fonte, ou seja, todos os nós do contorno

e pontos internos, temos a seguinte equação matricial:

P = RF−1b = Sb, (5.37)

onde S = RF−1, P é um vetor que contém o valor de P (Q) em todos os pontos-fonte Q, e

R é uma matriz que contém os valores das integrais da equação (5.36) quando esta equação

é escrita para todos os pontos-fonte Q.

5.5 Equação matricial

Considerando todas as forças de corpo que aparecem nas equações (5.11), (5.13), e (5.14),

o vetor P para estas equações é dado por:
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P =































0 0 Smc
bb Smc

bi Smc
bc

0 0 Smc
ib Smc

ii Smc
ic

Sp1c
bb Sp1c

bi Sp1
bb Sp1

bi Sp1
bc

Sp2c
bb Sp2c

bi Sp2
bb Sp2

bi Sp2
bc

Sp1c
ib Sp1c

ii Sp1
ib Sp2

ii Sp1
ic

Sp1c
cb Sp1c

ci Sp1
cb Sp1

ci Sp1
cc













































































ub

ui

wb

wi

wc















































(5.38)

onde o ı́ndice sobrescrito da matriz S representa o tipo de equação que está sendo utilizada,

ou seja, m representa a equação da membrana dada pela equação (5.11), p1 representa a

primeira equação da placa, dada pela equação (5.13), e p2 representa a segunda equação

da placa, dada pela equação (5.14). A letra c no ı́ndice sobrescrito significa que estes são

termos de acoplamento. Na matriz S, o primeiro ı́ndice subscrito representa a localização dos

pontos fontes (b, se os pontos fontes estão em uma parte suave do contorno, i se eles estão

no domı́nio e c, se eles estão nos cantos). O segundo ı́ndice subscrito mostra onde estão as

forças de corpo que são multiplicadas pelos termos da matriz de S. Para o segundo ı́ndice,

as mesmas letras do primeiro ı́ndice subscrito são utilizadas com o mesmo significado. O

vetor do lado direito tem valores nodais das forças de corpo que, neste caso são dadas por

deslocamentos (todos os demais termos das integrais de domı́nio são considerados como parte

da solução fundamental v∗). A letra u representa os deslocamentos nas direções x1 e x2 e

w representa o deslocamento na direção transversal. Os ı́ndices subscritos do vetor do lado

direito indicam a localização dos nós, onde os deslocamentos são calculados.

Finalmente, se o contorno Γ é discretizado em elementos de contorno, as equações (5.11),

(5.13), e (5.14) são escritas para todos os pontos-fonte, e a seguinte equação matricial pode

ser obtida:































Hm
bb 0 0 0 0

Hm
ib I 0 0 0

Hp1c
bb 0 Hp1

bb 0 Hp1
bc

Hp2c
bb 0 Hp2

bb 0 Hp2
bc

Hp1c
ib 0 Hp1

ib I Hp1
ic

Hp1c
cb 0 Hp1

cb 0 Hp1
cc













































































ub

ui

vb

wi

wc















































=































Gm
bb 0 0

Gm
ib 0 0

0 Gp1
bb Gp1

bc

0 Gp2
bb Gp2

bc

0 Gp1
ib Gp1

ic

0 Gp1
cb Gp1

cc

















































tb

pb

pc
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+































0 0 Smc
bb Smc

bi Smc
bc

0 0 Smc
ib Smc

ii Smc
ic

Sp1c
bb Sp1c

bi Sp1
bb Sp1

bi Sp1
bc

Sp2c
bb Sp2c

bi Sp2
bb Sp2

bi Sp2
bc

Sp1c
ib Sp1c

ii Sp1
ib Sp2

ii Sp1
ic

Sp1c
cb Sp1c

ci Sp1
cb Sp1

ci Sp1
cc
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(5.39)

onde H e G são as matrizes de influência do método dos elementos de contorno; o vetor v

contém deslocamentos transversais e rotações dos nós (não somente deslocamentos transver-

sais como o vetor w). Os vetores t e p contém reações nos nós de contorno para as equações

da membrana e placa, respectivamente. O vetor q é devido à carga no domı́nio qi. As in-

tegrais de domı́nio devido aos qi’s são transformados exatamente em integrais de contorno

usando o procedimento apresentado em Albuquerque et al. (2006).

A equação (5.39) pode ser escrita em uma forma mais concisa como:

Hv = Gt + Su + q (5.40)

Finalmente, as colunas de matrizes da equação (5.40) podem ser ordenadas em confor-

midade com as condições de contorno, obtendo-se assim um sistema de equações lineares.

5.6 Funções de aproximação

Duas funções de aproximação são usadas neste trabalho. A primeira é uma função de

base radial que tem sido usada extensivamente no DRM e é dada por:

fm1
= 1 + R. (5.41)

A segunda é bem conhecida como spline de placas finas:

fm2
= R2 log(R), (5.42)
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usada com a função de aumento dada pelas equações (5.22) e (5.23). Tem sido demons-

trado em alguns trabalhos da literatura que esta função de aproximação pode dar excelentes

resultados para muitas formulações diferentes (PARTRIDGE, 2000).

O método da integração radial baseia-se em duas integrais que são calculadas numerica-

mente. A primeira é dada pela equação (5.27) que é calculada para cada ponto de integração

do contorno, com ρ variando de zero a r. A segunda é dada pela equação (5.32) que é cal-

culada ao longo do elemento. O número de pontos de integração usado nestas integrais é de

fundamental importância para o método da integração radial. O uso de poucos pontos de

integração torna o método impreciso. Já se muitos pontos forem usados, o custo computacio-

nal fica alto. Alguns trabalhos da literatura indicam que, para problemas isotrópicos, apenas

4 pontos de integração são suficientes para se obter resultados adequados (GAO, 2002; JE-

SUS; ALBUQUERQUE; SOLLERO, 2010). Nesta dissertação é feita uma análise da sensibilidade

do método da integração radial quanto ao número de pontos de integração considerando a

formulação de cascas abatidas de compósitos laminados simétricos.

5.7 Resultados numéricos

5.7.1 Cascas abatidas quadradas esféricas de laminado cruzado

A fim de avaliar a precisão da formulação proposta, considere-se uma casca abatida qua-

drada esférica de um material compósito laminado simétrico com lâminas dispostas paralelas

ou perpendicularmente em relação às vizinhas (laminado cruzado ou cross-ply), como mos-

trado na Figura 16. A geometria e as propriedades do material da casca são: razão entre o

comprimento e a espessura da borda a/h =100, relações entre os módulos elásticos E1/E2

= 25, G12/E2 = 0,5, a razão de Poisson ν12 = 0, 25. O laminado tem quatro camadas com

orientação [0o/90o/90o/00]. Todas as camadas têm espessura igual de h/4. Duas cargas são

consideradas: uma carga uniformemente distribúıda na direção transversal (pressão interna)

q3 = qo (q1 = q2 = 0) e uma carga senoidal q3 = qo sin(πx
a

) sin(πy
a

) (q1 = q2 = 0), onde qo é a

amplitude máxima da carga.

Esse problema foi analisado com diferentes proporções entre o comprimento da aresta e

os raios de curvatura a/R1 = a/R2 = a/R (R12 = R21 = 0). Três malhas foram usadas.

A malha 1 com 12 elementos de contorno quadráticos descont́ınuos e 9 pontos internos, a
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Figura 16: Casca abatida esférica.

malha 2 com 20 elementos de contorno quadráticos descont́ınuos e 25 pontos internos, e a

malha 3 com 28 elementos de contorno quadráticos descont́ınuos e 49 pontos internos. A

malha 3 é mostrada na Figura 17. Todas as malhas têm elementos de igual comprimento e

pontos internos distribúıdos uniformemente. As condições de contorno consideradas para a

casca são t1 = u2 = w = mn = 0 em x1 = 0 e x1 = a, e u1 = t2 = w = mn = 0 em x2 = 0

e x2 = a (REDDY, 1985). As Tabelas 1 e 2 apresentam os resultados obtidos utilizando

funções de aproximação fm1
e fm2

, respectivamente, para as cascas sob carga uniformemente

distribúıda. A Tabela 3 mostra os resultados obtidos com a função de aproximação fm2
para

uma casca sob carga senoidal. Estes resultados foram obtidos usando 32 pontos de integração

na equação (5.27) e 16 pontos de integração na equação (5.32). Os resultados são comparados

com resultados anaĺıticos apresentados por Reddy (1985). A formulação proposta por Reddy

(1985) é para as cascas genéricas (as hipóteses de cascas abatidas não foram consideradas)

com várias razões de R/a .

Tabela 1: Deslocamento transversal do centro da casca abatida de laminado cruzado w̃ =
103wE2h

3/(qoa
4) sob um carregamento distribúıdo uniformemente. Resultados calculados

usando a função de aproximação fm1
.

R/a ∞ 100 50 20 10 5 2 1
Reddy (1985) 6,8331 6,7772 6,6148 5,6618 3,7208 1,5358 0,2844 0,0715
w̃ (malha 1) 6,8100 6,7216 6,4694 5,1162 2,8988 1,0243 0,1728 0,0423
w̃ (malha 2) 6,8014 6,7348 6,5425 5,4488 3,3937 1,3260 0,2425 0,0611
w̃ (malha 3) 6,7991 6,7391 6,5650 5,5563 3,5695 1,4385 0,2657 0,0679

Como pode ser observado nas Tabelas 1 e 2, os resultados obtidos utilizando a função
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Figura 17: Malha de elementos de contorno e pontos internos para uma casca abatida qua-
drada esférica (malha 3: 28 elementos de contorno e 49 pontos internos.)

Tabela 2: Deslocamento transversal do centro da casca abatida de laminado cruzado w̃ =
103wE2h

3/(qoa
4) sob um carregamento distribúıdo uniformemente. Resultados calculados

usando a função de aproximação fm2
.

R/a ∞ 100 50 20 10 5 2 1
Reddy (1985) 6,8331 6,7772 6,6148 5,6618 3,7208 1,5358 0,2844 0,0715
w̃ (malha 1) 6,8100 6,7489 6,5721 5,5495 3,5482 1,4238 0,2620 0,0649
w̃ (malha 2) 6,8014 6,7452 6,5817 5,6238 3,6819 1,5129 0,2800 0,0701
w̃ (malha 3) 6,7991 6,7437 6,5824 5,6352 3,7044 1,5290 0,2833 0,0712

de aproximação fm2
convergem mais rapidamente para a solução anaĺıtica do que aqueles

obtidos utilizando fm1
. Também é posśıvel observar nas Tabelas 1, 2, e 3, que existe uma

boa concordância da formulação proposta com a solução anaĺıtica de Reddy (1985), mesmo

para uma pequena proporção entre o raio de curvatura e o comprimento da aresta (R/a = 1,

por exemplo). Comparando-se a última linha das Tabelas 2 e 3 (resultados obtidos com

a malha mais refinada e função de aproximação fm2
) com a segunda linha destas tabelas

(resultados obtidos por Reddy (1985)), notamos que diferenças são sempre menores que 1

%. Como esta casca é muita fina (a/h =100), o efeito da deformação cisalhante é muito

pequeno. Por causa disso, os resultados obtidos pelo método proposto, que usa a formulação

de Kirchhoff para placas finas, tem uma boa concordância com resultados obtidos usando

uma teoria que considera a deformação por cisalhamento.
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Tabela 3: Deslocamento transversal do centro da casca abatida do tipo cross-ply q3 =
qo sin(πx

a
) sin(πy

a
) sob um carregamento senoidal. Resultados calculados usando a função

de aproximação fm2
.

R/a ∞ 100 50 20 10 5 2 1
Reddy (1985) 4,3368 4,3021 4,2015 3,6104 2,4030 1,0279 0,2054 0,0532
w̃ (malha 1) 4,3191 4,2815 4,1725 3,5412 2,2987 0,9561 0,1879 0,0485
w̃ (malha 2) 4,3136 4,2788 4,1778 3,5852 2,3791 1,0135 0,2018 0,0523
w̃ (malha 3) 4,3128 4,2785 4,1786 3,5919 2,3919 1,0232 0,2043 0,0530

Para avaliar a sensibilidade da formulação quanto ao número de pontos de integração, o

deslocamento transversal foi calculado considerando diferentes números de integração. Para

simplificar a análise, foi sempre usado o mesmo número de integração nas equações (5.32)

e (5.27). A análise foi feita para diferentes razões R/a. As figuras 18, 19 e 20 mostram

o deslocamento do nó central da casca sob carregamento uniformemente distribúıdo para

R/a = 10, 20, 50, respectivamente, juntamente com o resultado anaĺıtico obtido por Reddy

(1985).
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Reddy (1985)

Figura 18: Sensibilidade do deslocamento transversal da casca sob carregamento uniforme-
mente distribúıdo à variação do número de pontos de integração para R/a = 10.
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Figura 19: Sensibilidade do deslocamento transversal da casca sob carregamento uniforme-
mente distribúıdo à variação do número de pontos de integração para R/a = 20.
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Figura 20: Sensibilidade do deslocamento transversal da casca sob carregamento uniforme-
mente distribúıdo à variação do número de pontos de integração para R/a = 50.
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Conforme mostrado nas figuras 18, 19 e 20, os resultados com poucos pontos de integração

(2 ou 4 pontos) apresentam erros elevados, ficando longe do resultado obtido por Reddy

(1985). Entretanto, com o aumento do número de pontos de integração, os resultados do

método dos elementos de contorno convergem rapidamente para o resultado apresentado por

Reddy (1985). Para estes problemas analisados, conclui-se que bons resultados são obtidos

usando 6 pontos de integração. Este resultado torna o método bastante adequado para o

tratamento destes tipos de problemas, uma vez que o custo computacional não é alto e o fato

de não ter que calcular soluções particulares faz com que o método da integração radial seja

vantajoso, dada a facilidade de implementação, quando comparado ao método dos elementos

de contorno de reciprocidade dual.

5.7.2 Cascas abatidas quadradas esféricas ortotrópicas

Agora, considere uma casca abatida quadrada esférica de uma única camada ortotrópica,

como mostrado na Figura 16. A geometria e as propriedades do material da casca são:

comprimento da aresta da casca abatida no domı́nio Ω com a =0,254 m e espessura h = 0,0127

m, módulos elásticos transversal E2 = 6,895 GPa e longitudinal E1 = 2E2, o coeficiente de

Poisson ν12 = 0, 3, e o módulo de cisalhamento Gxy = E2/[2(1−ν12)]. A casca está submetida

a uma carga uniformemente distribúıda na direção transversal (pressão interna) q3 = 2,07

MPa (q1 = q2 = 0). Duas razões de raios de curvatura e comprimento de aresta foram

utilizados (R/a = 5 e R/a = 10).

Esse problema foi analisado considerando dois tipos de condições de contorno, ou seja,

todas as bordas engastadas (u1 = t2 = w = ∂w/∂n = 0 em x1 = 0 e x1 = a, e t1 =

u2 = w = ∂w/∂n = 0 em x2 = 0 e x2 = a) e todas as bordas simplesmente apoiadas

(u1 = t2 = w = mn = 0 em x1 = 0 e x1 = a, e t1 = u2 = w = mn = 0 em x2 = 0 e

x2 = a). Os resultados foram obtidos utilizando-se uma malha de 28 elementos de contorno

quadráticos descont́ınuos e 49 pontos internos (Figura 17). Para esses problemas, apenas a

função de aproximação fm2
é usada.

A variação do deslocamento transversal com a coordenada x1 em x2 = a/2 (linha ao

longo do centro da casca) é mostrado nas Figuras 21 e 22, considerando as bordas engas-

tadas e simplesmente apoiadas, respectivamente. Com a finalidade de avaliar a precisão da

formulação, as Figuras 21 e 22 também apresentam resultados obtidos por um método sem

malha apresentado por Sladek et al. (2007) para os mesmos problemas, mas considerando
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uma formulação onde o efeito de cisalhamento é considerado. Os deslocamentos são nor-

malizados pelo deslocamento central de uma placa isotrópica (E1 = E2 e todas as outras

constantes do material permanecem as mesmas da casca), com o comprimento da aresta e

espessura idênticas, sob a mesma carga. Esse deslocamento é igual ao wo = 8,423 10−3 m

para a casca engastada e igual a wo = 27,01 10−3 m para a casca simplesmente apoiada.
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Figura 21: Variação do deslocamento transversal para a casca abatida quadrada esférica
ortotrópica com arestas engastadas.

Como pode ser visto, há uma boa concordância entre os resultados calculados neste

trabalho e os resultados obtidos por Sladek et al. (2007) usando o método sem malha.

5.7.3 Casca abatida quadrada esférica do tipo angly-ply

Agora, considere uma casca abatida quadrada esférica de um material compósito lami-

nado simétrico cujas lâminas são montadas em ângulos diferentes de 0o e 90o (angly-ply).

A geometria e as propriedades do material da casca são: razão entre o comprimento e a

espessura de uma borda a/h =100, as relações entre os módulos elásticos E1/E2 = 25,

G12/Ey = 0,5, razão de Poisson ν12 = 0, 25. O laminado tem quatro camadas com ori-

entações [45o/−45o/−45o/450]. Todas as camadas têm espessura igual de h/4. A casca está

sob uma carga uniformemente distribúıda na direção transversal (pressão interna) q3 = qo
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Figura 22: Variação do deslocamento transversal para a casca abatida quadrada esférica
ortotrópica com arestas simplesmente apoiadas.

(q1 = q2 = 0). A relação entre o raio de curvatura ao longo do comprimento da borda

é R/a = 5. Esse problema foi analisado, considerando as bordas simplesmente apoiadas

t1 = u2 = w = mn = 0 em x1 = 0 e x1 = a, e u1 = t2 = w = mn = 0 em x2 = 0

e x2 = a (REDDY, 1985). Os resultados foram obtidos utilizando-se 28 elementos de con-

torno quadráticos descont́ınuos e 49 pontos internos (malha 3) e 44 elementos de contorno

quadráticos descont́ınuos (11 elementos por borda) e 121 pontos internos (malha 4). Para

este problema, uma única função de aproximação fm2
foi usada. A variação do deslocamento

transversal com a coordenada x1 em x2 = a/2 (linha ao longo do centro da casca) é mostrado

na Figura 23. Resultados obtidos através de elementos finitos por Ram e Babu (2001) para os

mesmos problemas, mas considerando a casca com deformação de cisalhamento, são também

apresentados. Os deslocamentos são normalizados por w̃ = 103wE2h
3/(qoa

4).

Como pode ser visto, os resultados de ambas as malhas de elementos de contorno estão

em boa concordância. Se comparados com os resultados de elementos finitos, os resultados de

elementos de contorno são ligeiramente superiores para 0, 05 ≤ x1/a ≤ 0, 3. A concordância

é boa próximo ao contorno e ao redor do centro da casca.
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Figura 23: Variação do deslocamento transversal para uma casca esférica com sequência de
empilhamento [45o/ − 45o/ − 45o/450].
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6 Considerações Finais

6.1 Conclusões

Este trabalho apresentou uma formulação do método dos elementos de contorno para o

cálculo de deslocamentos transversais em cascas abatidas de materiais compósitos. A for-

mulação do método dos elementos de contorno para a análise de cascas abatidas de materiais

anisotrópicos foi obtida usando a formulação de elasticidade plana junto com a formulação

de placas finas e considerando os efeitos da curvatura como sendo forças de corpo. Foram

usados elementos de contorno quadráticos descont́ınuos. As integrais de domı́nio provenien-

tes das forças de corpo foram transformadas em integrais de contorno usando o método da

integração radial.

No método da integração radial foi utilizada como função de aproximação a função de

base radial spline de placas finas aumentadas por polinômios que, conforme relatado na

literatura, apresenta um bom desempenho em várias formulações.

A formulação desenvolvida foi aplicada a vários problemas numéricos e mostrou boa

concordância com resultados anaĺıticos e numéricos dispońıveis na literatura. Foram feitas

análises de sensibilidade ao número de pontos internos e número de elementos.

O método se mostrou senśıvel ao número de pontos internos, exigindo, em todos os

problemas um número mı́nimo de pontos internos a partir do qual a resposta apresenta boa

concordância com os resultados da literatura. Quando são usados poucos pontos internos, os

resultados tem maior discordância em relação aos resultados da literatura.

Houve pouca sensibilidade quanto ao número de elementos de contorno da malha, obtendo-

se boa concordância com a literatura mesmo para malhas bastante grosseiras.

No geral, a formulação desenvolvida apresentou um bom desempenho na modelagem
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de cascas abatidas de materiais anisotrópicos, constituindo-se como uma alternativa para a

análise de estruturas de materiais compósitos laminados.

6.2 Sugestões para trabalhos futuros

• Extensão da formulação desenvolvida para o cálculo de momentos e tensões;

• Desenvolvimento de formulações similares que considere o efeito da deformação de

cisalhamento transversal (placas espessas);

• Extensão da formulação desenvolvida para problemas de cascas abatidas sob grandes

deflexões.
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