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Resumo

Jesus, Luis Jorge Mesquita de, Andlise de Cascas Abatidas de Materiais Compdsitos Lamina-
dos Simétricos Usando o Método dos Elementos de Contorno. Campinas, 2010. Dissertacao

de Mestrado, Faculdade de Engenharia Mecanica, Universidade Estadual de Campinas.

Este trabalho apresenta uma formulacao do método dos elementos de contorno para o
calculo de deslocamentos em cascas abatidas de materiais compositos laminados simétricos.
A formulagao desenvolvida baseia-se no acoplamento da formulacao de elasticidade plana
(formulagao de membrana) e da formulagao de placas finas (placas de Kirchhoff ou teoria
classica de placas). Os efeitos da curvatura sao considerados como forgas de corpo nas
duas formulacoes, gerando integrais de dominio. Ambas as formulacoes utilizam solugoes
fundamentais da elasto-estdtica. As integrais de dominio provenientes de forcas de corpo
sdo transformadas em integrais de contorno usando o método da integracdo radial (MIR).
No MIR duas funcoes de base radiais sao usadas como funcoes de aproximacao nas integrais
de dominio ou de forga de corpo, neste trabalho. O uso do MIR propicia que apenas o
contorno seja discretizado. E feita uma andlise da sensibilidade do MIR em relagao ao
numero de pontos de integracao. Os resultados numéricos apresentaram boa concordancia

com os resultados disponiveis na literatura.

Palavras chaves: Método dos elementos de contorno, método da integragao radial, cascas

abatidas, materiais compositos.
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Abstract

Jesus, Luis Jorge Mesquita de, Analysis of Shallow Shells of Symmetric Composite La-
minated Materials Using the Boundary Element Method. Campinas, 2010. Master Thesis,

Faculty of Mechanical Engineering, University of Campinas.

This work presents a formulation of the boundary element method for the analysis of
symmetric laminated composite shallow shells. The formulation developed in this work is
based on the coupling of plane elasticity formulation (membrane formulation) and thin plate
formulation (Kirchhoff plates or classical theory of plates). Curvature effects are conside-
red as body forces in the formulation, generating domain integrals. Both formulations use
elastostatic fundamental solutions. Domain integrals that come from body forces are trans-
formed into boundary integrals using the radial integration method (RIM). In the RIM two
radial basis functions are used as approximation functions in the domain integrals or body
forces, in this research. The use of RIM propitiates just the boundary be discretized. It is
analysed the sensibility of the RIM with the number of integration points. Numerical results

show good agreement with results available in literature.

Key words: Boundary element method, radial integration method, shallow shell, composite

materials.
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Letras gregas

a = Angulo.

¢ = Deformacao normal.
o= Angulo.

I' = Contorno.

v = Deformacao cisalhante.
1t = Raiz do polinomio caracteristico.
v = Razao de Poisson.

2 = Dominio.

0= Angulo.

p = Distancia.

o = Tensao normal.

7 = Tensao cisalhante.

Letras arabicas

b = Forga de corpo.

C, K = Constantes.

D = Matriz de rigidez de flexao.
D’ = Matriz D transformada.
d; = Parte real de p.

E = Moédulo de elasticidade.

e; = Parte imaginéria de p.

g = Forca elementar.

M, m = Momentos.

N = Funcao de interpolacao.
n = Vetor normal ao contorno.
) = Ponto campo.

Q = Matriz de rigidez.
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Q = Matriz de rigidez transformada.
= Forga distribuida.

q
R; = Funcao.

<

i Siy ¢i, p;i = Constantes.

S; = Funcao.

T = Matriz de transformacao.

t = Espessura da placa.

u, v = Deslocamentos no plano.

V' = Forca cortante equivalente de Kirchhoff.
w = Deslocamento transversal.

z = Distancia transversal do plano médio a um ponto.

Subscritos

I' = Contorno.

2 = Dominio.

1, 2, 3 = Direcoes principais.

¢ = Compressao, elemento continuo.
d = Elemento descontinuo.

L = Direcao longitudinal as fibras.
n = Direcao normal.

s = Dire¢ao tangencial.

T = Direcao transversal as fibras.

t = Tragao.

x, Yy, 2 = Eixos do sistema de coordenadas.

Sobrescritos

1, 2, 3 = Nos do elemento.

% = Solugoes fundamentais.
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1 Introducao

1.1 Introducao

O presente trabalho trata de trés assuntos: os materiais compositos, as cascas abatidas
e o método dos elementos de contorno. A seguir sdao apresentadas as razoes para a escolha

desses trés assuntos como objeto de estudo, bem como um pouco de suas historias.

1.2 Consideracoes sobre materiais compdsitos

Inimeras conquistas tecnoldgicas recentes, principalmente as relacionadas com as
aplicacoes relevantes em areas tais como aeronautica, aeroespacial, petroquimica, naval, bi-
oengenharia, automobilistica, construcao civil, de artigos esportivos, entre outras, somente
se tornaram viaveis apds o advento dos materiais compoésitos estruturais ou simplesmente
compésitos. Esta classe de materiais é bastante ampla e abrangente, compreendendo os
polimeros reforgados com fibras, os materiais hibridos metal/compésito, os concretos estru-

turais e outros compédsitos que incorporam matriz metdalica ou ceramica.

Embora a associacao do termo compositos esteja ligada as chamadas tecnologias de ponta,
nas quais pecas e dispositivos oriundos desse material sao empregados em componentes uti-
lizados em satélites, aeronaves e helicopteros, implantes ortopédicos e odontologicos bio-
compativeis, veiculos de Formula 1, plataformas maritimas de petroleo, pontes, telescopios,
instrumentos musicais, e estruturas inteligentes em geral, a origem desta importante classe
de materiais remonta a milhares de anos, uma vez que as madeiras, os 0ssos e os tecidos mus-
culares sao exemplos notaveis em termos de eficiéncia estrutural dos chamados compdsitos

naturais.

As pesquisas por materiais de alta resisténcia, alta rigidez e baixo peso impuseram ciclos



histéricos na aplicacao de materiais na industria aeronautica. Partindo do uso da madeira,
passando pelas ligas de aluminio e magnésio, chega-se ao estado atual, no qual a indtstria
aeroespacial estd, cada vez mais, substituindo o uso de metais pelo uso de compdsitos,
como exemplo, pode-se citar o Boeing 787 “Dreamliner”, produzido com 50% de materi-
ais compésitos (Figura 1). A principio com utilizacdo restrita a aeroespacial, atualmente a
utilizacao dos materiais compositos modernos vem se estendendo aos mais diversos ramos
industriais. O motivo desse crescimento é que esses materiais apresentam caracteristicas bas-
tante desejavéis para muitas aplicacoes em engenharia. Devido a sua grande importancia, os
materiais compositos tém sido objeto de muitos estudos, com varios livros publicados sobre

o assunto (AGARWAL; BROUTMAN, 1990; GIBSON, 1994).

Figura 1: Boeing 787-8 Dreamliner (Fonte: http://picasaweb.google.com/lh/photo/ kG-
drgsmgAaGLLHtdFC86eQ).

1.3 Consideracoes sobre placas anisotrépicas

A adocao de hipoteses simplificadoras, visando analisar a placa como um elemento
bidimensional, fez surgir diferentes teorias para verificar o comportamento geral desta su-
perficie estrutural. Kirchhoff (1850) estabeleceu as hipéteses fundamentais da teoria de pla-

cas finas, derivando a expressao da energia potencial para uma placa sob flexao e aplicando

2



o principio dos trabalhos virtuais para obter uma equagao diferencial, onde a rigidez a flexao
foi definida em termos do médulo de Young e do coeficiente de Poisson. Adicionalmente, ele
percebeu que as trés condigoes de contorno naturais propostas por Poisson (1829) nao eram
compativeis com a natureza de quarta ordem da equagao diferencial obtida e mostrou que
estas poderiam ser reduzidas a duas condig¢oes de contorno naturais. Esta teoria nao leva em
conta o efeito da deformacao pelo esforco cortante, assumindo-se que retas normais ao plano
médio da placa permanecem normais apds a deformacgao. As hipdteses apresentadas por
Kirchoff resultaram em uma equacgao diferencial de quarta ordem, na qual o deslocamento
¢ dado em funcao de duas coordenadas no plano médio da placa. Esta equacao pode ser
uma representacao eficiente do comportamento de placas finas para pequenos deslocamen-
tos, apresentando boa precisao de resultados para uma grande variedade de carregamentos
e geometrias. Entretanto, a teoria desenvolvida por Kirchhoff nao apresenta bons resultados
quando sao analisadas placas de maior espessura. Mindlin (1951) formulou uma teoria para
analisar placas moderadamente espessas onde, assumindo-se que as distorcoes que ocorrem
na espessura sao constantes, as tensoes sao obtidas a partir da geometria imposta para as
deformagoes. O sistema de equacoes diferenciais obtido é de sexta ordem e também satisfaz
as trés condicoes de contorno requeridas. As formulagoes apresentadas por Kirchhoff e Min-
dlin podem ser consideradas como expressivas contribuig¢oes para o aprimoramento da teoria

bidimensional de placas.

1.4 Consideracoes sobre cascas abatidas

Define-se como casca um elemento estrutural curvo com uma dimensao, a espessura,
relativamente pequena quando comparada as demais dimensoes e ao raio de curvatura (Figura
2). Esta estrutura é, em geral submetida a esforgos de membrana (tragdo e compressao na
superficie média) e de flexdo. Devido a curvatura, hd um acoplamento entre os efeitos de

membrana e de flexdo. A superficie média de uma casca é dada por uma equacao do tipo

z = z(z,y) (1.1)

Uma casca é considerada como sendo abatida quando as arestas desta casca sao peque-
nas quando comparadas com os raios de curvatura (VENTSEL; KRAUTHAMMER, 2001). Na

formulacao, esta hipétese implica em
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Figura 2: Casca.
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que proporciona uma série de simplificacoes nas equagoes de equilibrio e constitutivas. A
teoria de cascas abatidas pode ser também empregada para a analise de cascas que sao
localmente abatidas quando as mesmas sao divididas em pequenos elementos. Este fato
torna a teoria de cascas abatidas aplicaveis a grande maioria dos problemas que envolvem

estruturas na forma de cascas.

Atualmente, a demanda para a construcao de estruturas aeroespaciais, automotivas e
navais avancadas tem aumentado o interesse pelas estruturas na forma de cascas, particu-
larmente pelas cascas de compésitos laminados. Alguns requisitos, como por exemplo a alta
resisténcia ao peso, boa resisténcia a corrosao, bem como vida em fadiga longa, ndao podem
ser obtidos com o uso de materiais metdalicos ou quaisquer outros materiais de engenharia,
exceto por compositos. Outros requisitos, como o perfil aerodinamico tem boa demanda de

estruturas curvas, cascas ou estruturas semelhantes.

1.5 Evolucao do método dos elementos de contorno

Atualmente, a simulacdo computacional de fenomenos fisicos de problemas de en-
genharia tem sido uma das principais ferramentas que auxiliam os engenheiros no desenvolvi-

mento de projetos. Varios fenémenos fisicos, nas diversas areas do conhecimento, podem ser



representadas por equacoes diferenciais parciais. Em casos praticos porém, dificilmente essas
equacgoes possuem solugoes analiticas. Por isso, métodos numéricos sao empregados para
se obter uma solucao aproximada das equagoes que governam o problema. Problemas en-
volvendo analises térmicas, analises de tensoes, escoamento de fluidos, eletromagnetismo, s
para citar alguns, podem ser modelados sob as variadas condi¢oes de contorno com o objetivo
de simular computacionalmente as condicoes reais de servico de um determinado componente
mecanico. Essa pratica tem sido cada vez mais utilizada atualmente, pois proporciona uma
significativa economia de tempo e recursos financeiros durante o desenvolvimento de proje-
tos. Varios ensaios praticos e a construcao de prototipos, que outrora eram indispensavéis,
podem ser substituidos por uma simulacao computacional adequada feita por um programa
de andlise numérica. Dentre os métodos numéricos que mais se destacam no tratamento de
problemas estruturais estdo o método dos elementos finitos (MEF) e o método dos elemen-
tos de contorno (MEC). A obtencao de uma férmulagdo de elementos de contorno possui
como atrativo a possibilidade de reduzir o nimero de dimensoes do problema, o que leva a
um conjunto reduzido de equagoes e a uma quantidade menor de dados requeridos para a
computacao. Embora a idéia de reducao do nimero de dimensoes do problema pelo uso de
uma formulacao integral de contorno seja conhecida desde o final do século XIX, o MEC,
na forma como é apresentado hoje, sé se desenvolveu quase 80 anos depois, quando Rizzo e
Shyppy (1970) apresentaram a formulagao das equagoes integrais singulares, com as varidveis
fisicas acopladas umas as outras na formulacao direta do método. A partir disso, o MEC se
desenvolveu de forma bastante rapida, sendo atualmente um método bem estabelecido, com
vasta bibliografia publicada (BREBBIA; DOMINGUEZ, 1989b; DOMINGUEZ, 1993; KANE, 1994;
PARTRIDGE; BREBBIA; WROBEL, 1992; KOGL; GAUL, 2003). As primeiras aplica¢oes do MEC
em andlise de placas anisotropicas comegaram a surgir na década de 80. Wu e Altiero (1981)
apresentaram a solugao fundamental anisotropica para placas numa aplicacao do método in-
direto dos elementos de contorno. A mesma solugao fundamental foi usada por Shi e Bezine
(1988) e Rajamohan e Raamachandran (1999) na andlise de placas anisotrépicas pelo método
direto dos elementos de contorno e pelo método de simulacao de carga, respectivamente. Na
mesma linha dos trabalhos anteriores, Albuquerque et al. (2006) apresentaram uma anélise

de flexdao em compdsitos laminados.

Uma alternativa para se tratar problemas com integrais de dominio é o método dos
elementos de contorno de reciprocidade dual (NARDINT; BREBBIA, 1983) ¢ o método da inte-
gragao radial (GAO, 2002; ALBUQUERQUE; SOLLERO; PAIVA, 2007). Nestes métodos, integrais



de dominio sao transformadas em somas de integrais de contorno. A primeira aplicacao do
método dos elementos de contorno de reciprocidade dual (DRM) para o tratamento de pro-
blemas estruturais em materiais anisotrépicos foi proposta por Schlar e Partridge (1993) para
problemas estacionarios tridimensionais e por Albuquerque, Sollero e Aliabadi (2002a) para
problemas transientes bidimensionais. Além destes trabalhos, o DRM também foi usado
para anélise materiais anisotrépicos por Albuquerque, Sollero e Fedelinski (2003a, 2003b),
Albuquerque, Sollero e Aliabadi (2004) e Kogl e Gaul (2003).

O DRM tem se mostrado como uma poderosa técnica para transformar integrais de
dominio em integrais de contorno, e tem sido amplamente aplicado em muitas formulagoes di-
ferentes para esta finalidade. Nesta técnica, os termos do dominio sao aproximados utilizando
uma expansao de série finita envolvendo funcoes de aproximacao propostas e coeficientes a de-
terminar. A fim de realizar a transformacao, é necessario calcular solugoes particulares para
a equacao diferencial governante, considerando a funcao de aproximacao como um termo
nao-homogéneo. Este método é muito adequado para problemas de potenciais, bem como
para estruturas isotrépicas. No entanto, quando é aplicado as estruturas anisotropicas, de-
vido a complexidade das equacoes diferenciais constitutivas, torna-se dificultoso, ou mesmo
impossivel, calcular as solugoes particulares para muitas fungoes de aproximagao escolhidas.
Uma abordagem alternativa para superar a principal desvantagem do DRM, que ¢ a falta de
livre escolha da funcao de aproximagao, é o método de integracao radial (RIM), proposto por
Wen, Aliabadi e Rooke (1998), chamado método da integragao radial (RIM) por Gao (2002).
Seu uso foi estendido para a formulacao classica de placas anisotrépicas por Albuquerque et
al. (2006), Albuquerque, Sollero e Paiva (2007) e para cascas abatidas isotropicas por Albu-
querque e Aliabadi (2008, 2010). Como no DRM, o RIM também aproxima os termos de
dominio por uma soma de funcoes de aproximacao e coeficientes a determinar. No entanto,
o RIM nao demanda o célculo de qualquer solucao particular, o que tornou esta técnica

especialmente apropriada para formulagoes anisotrépicas.

Embora a grande maioria dos trabalhos sobre a analise numérica de cascas de materiais
compésitos estao relacionados com o método dos elementos finitos, ha poucos trabalhos na
literatura que apresentam formulacoes de elementos de contorno aplicadas para cascas or-
totrépicas e anisotrépicas (WANG; SCHWEIZERHOF, 1995, 1996b, 1996a, 1997). No entanto,
todos estes artigos envolvem solugoes fundamentais que precisam ser calculadas numerica-

mente. Uma abordagem alternativa para as formulagoes anteriores é o acoplamento das



formulacoes de elasticidade plana e de flexao de placas, como proposto por Zhang e Atluri
(1986) que apresentaram uma formulagao para analise estatica e dindmica de cascas abatidas
isotropicas classicas onde as integrais de dominio foram calculadas através da discretizacao
do dominio em células. Dirgantara e Aliabadi (1999, 2000) estenderam esta abordagem para
a andlise de deformacao de cisalhamento de cascas abatidas isotrépicas. Wen, Aliabadi e
Young (2000) utilizaram a formulagao proposta por Dirgantara e Aliabadi (1999) e transfor-
maram as integrais de dominio em integrais de contorno usando o método da reciprocidade
dual (DRM). Baiz e Aliabadi (2006) apresentaram uma formulagao de elementos de contorno

para a andlise de flambagem linear de deformagao por cisalhamento de cascas abatidas.

1.6 Escopo do presente trabalho

Este trabalho tem como objetivo a andlise de problemas de cascas abatidas de materiais
compdsitos usando o método dos elementos de contorno. As formulagoes para a elasticidade
plana e para a teoria classica de placas (placas de Kirchhoff) sao acopladas. Devido a curva-
tura da casca, integrais de dominio surgem na formulacao. Estas integrais sao transformadas
em integrais de contorno usando o método da integragao radial. Trata-se de uma sequéncia
de varios trabalhos ja desenvolvido pelos grupos de pesquisa dos professores Eder Lima de
Albuquerque e Paulo Sollero. A formulacao do método dos elementos de contorno de elas-
ticidade plana anisotrépica foi desenvolvida por Sollero (1994) para problemas de mecénica
da fratura elasto-estatica e estendida para outros problemas nos trabalhos de Albuquerque
(2001) e Gouvéa (2006). A formulagao de elementos de contorno para a teoria cléssica de
placas anisotrdpicas foi desenvolvida por Paiva (2005), Albuquerque et al. (2006) e estendidas
para outros problemas nos trabalhos de Torsani (2007), Santana (2008), Souza (2009), Reis
(2010), Reis et al. (2011). A formulagao de cascas abatidas foi apresentada por Albuquerque
e Aliabadi (2008) para cascas isotrdpicas e por Albuquerque e Aliabadi (2010) para cascas
anisotropicas. Estes dois tltimos trabalhos utilizaram o método da integracao radial para
a transformagao de integrais de dominio remanescente na formulacao em integrais de con-
torno. Entretanto, o custo computacional desta formulacao foi alto, principalmente para a

formulagao anisotrépica.

A principal contribuicao desta dissertacao é a andlise da sensibilidade do método da in-

tegragao radial em relagdo ao numero de pontos de integracao para a formulagao de cascas



abatidas anisotrépicas. Conforme citado na literatura, nos trabalhos de Gao (2002) e Je-
sus, Albuquerque e Sollero (2010), o método da integragao radial demanda poucos pontos
de integracao para a obtencao de uma solugao proxima da solucao analitica. Nestes dois
trabalhos, bons resultados sao obtidos com 4 pontos de integracao. Entretanto, isto nao foi
observado no trabalho de Albuquerque e Aliabadi (2008, 2010) onde foram necessérios, em
alguns casos, o uso de 32 pontos de integragao para a obtencao de uma boa precisao dos
resultados. O principal foco desta dissertacao é estudar o nimero de pontos de integragao
necessarios para a obtencao de resultados com uma boa precisao. Sao estudados os mesmos

problemas analisados no trabalho de Albuquerque e Aliabadi (2010).

1.7 Descricao do presente trabalho

Este trabalho apresenta uma formulacao de elementos de contorno para a andlise de
cascas abatidas de compésitos laminados simétricos, onde apenas o contorno é discretizado.
As formulacao cléssica de flexao de placas e a formulacao de elasticidade plana sao acopladas
e os efeitos de curvatura sao tratados como forcas de corpo. As solugoes fundamentais
para as formulacoes elastostatica de placas e de elasticidade plana sao usadas e as forcas
de corpo sao escritas como uma soma de funcoes aproximacao multiplicadas por coeficientes
desconhecidos. Integrais de dominio que constam nas formulacoes sao transformadas em
integrais de contorno pelo método de integragao radial. Duas funcoes de aproximagao sao
utilizadas. Os resultados para as funcgoes de aproximacao sao comparados e a precisao da
formulagao proposta é avaliada através de comparacoes com resultados da literatura. Foi
mostrado que os resultados obtidos com a funcao de aproximacao, chamada spline de placas
finas aumentada, apresenta melhor concordancia com a literatura. A precisao dos resultados
numéricos apresentados no presente trabalho é analisada pela comparagao com resultados

analiticos e numéricos obtidos na literatura. O presente trabalho é disposto de 5 capitulos.

No Capitulo 2 serao apresentadas as equagcoes constuitivas para materiais compdsitos,
especificamente laminados multidirecionais. No capitulo 3 sera apresentada teoria referente
a elasticidade plana anisotropica e a formulagao do método dos elementos de contorno para
esta teoria. No capitulo 4 sera apresentada uma formulacao do método dos elementos de
contorno para flexao de placas anistrépicas. No capitulo 5 serd apresentada a formulacao de

elementos de contorno para a andlise de cascas abatidas de materiais compositos laminados



simétricos, onde integrais de dominio sao transformadas em integrais de contorno usando
o método da integracao radial. No capitulo 6 foram apresentadas conclusoes a partir das

analises e resultados citados nos capitulos anteriores.



2 FEquacoes Constitutivas para
Materiais Compositos

2.1 Introducao

Este capitulo descreve as equagoes constitutivas de um laminado compdsito. Detalhes
desta formulagao podem ser encontrados em livros de materiais compdsitos como, por exem-

plo, Daniel e Ishai (2006).

2.2 Comportamento elastico da lamina de compésito

Considere uma lamina na qual as fibras imersas numa matriz estao alinhadas unidire-
cionalmente (Figura 3). Esta lamina é ortotrépica e sua relagao tensao deformagao é dada

por:

011 Qn Q12 0 €11
022 = | Q12 Qa2 0 €22 ) (2-1)
O12 0 0 2Qes €12

onde ();; sao as componentes da matriz de rigidez, ou seja:

Q = [Qi] = [ay] ™" (2.2)

Em termos das constantes de engenharia, as componentes do tensor de rigidez podem ser
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Fibras

Matriz

Figura 3: Laminado multidirecional com a notacao das coordenadas para as laminas indivi-
duais.

escritas como

Qu = E1/(1 — v1ov9) Q22 = Es/(1 — v19v9)
Qos = G2 Q6= Q=0 (2.3)
Q12 = V21E1/(1 - V12V21) = V12E2/(1 - V121/21)

Sendo a lamina ortotropica, esta fica completamente caracterizada com quatro constantes
elasticas: os médulos de elasticidade longitudinais E; e F5 nas diregoes 1 e 2, respectivamente,
o modulo de elasticidade transversal (G15 e a razao de Poisson, v15. A quinta constante elastica,

V91 pode ser determinada pela relacao constitutiva, devido a simetria da matriz Q

vor By = vigEsy (2.4)

Muitas vezes os eixos principais da lamina (x, z3) nao sdo coincidentes com os eixos do
laminado (Z1,73). Quando isto ocorre, a relacdo constitutiva para cada lamina individual

deve ser transformada para o eixo de referéncia do laminado (Figura 4) para entao se deter-
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minar a relacao constitutiva. Para que esta transformacao seja feita, basta que os tensores

de tensao e deformacao sejam multiplicados pela matriz de transformacao, ou seja

o1 o1
0y (= Tq 02 (2.5)
01 012
€11 €11
5’22 =T« 99 (2.6)
£ €12

onde ogj e 5;]- sao tensores de tensao e deformacao, respectivamente, escritos no sistema de
referéncia do laminado, 0;; e €;; sao os mesmos tensores escritos no sistema de referéncia da

lamina e T a matriz de transformacao dada por

m n 2mn
T = n? m? —2mn (2.7)
—mn mn m?—n?

sendo

m = cosf (2.8)
n = senf (2.9)

Convém observar que a matriz inversa T~! pode ser obtida pela substituicao do angulo
positivo 6, conforme Figura 4, pelo angulo negativo —f. A equacao constitutiva pode ser

escrita da forma

ol €11
ohy ¢ =TQITY) 1 &by (2.10)
o €19

onde (T~')’ representa a matriz transposta da matriz inversa de T e
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m?  n? —2mn

T'=T(-0)=| n2 m2 2mn (2.11)

mn —mn mQ—n2

Multiplicando-se as matrizes da equacao (2.10), tem-se

onde

QGG

o1 Qu Q12 Qs €
0 (= | Q12 Qa Qu €59 (2.12)
1o Qe Q26 Qoo €19

Q1105 0 + 2(Q12 + 2Qe6 )sen?Acos?d + Qqpsen’d

Quisend + 2(Q12 + 2Qes)sen®0cos®d + Qqacosd

(Q11 + Q22 — 4@66)Sen2960s29 + ng(sen49 + cos*f)

(Qu1 + Qa2 — 2Q12 — 2Q¢6)sen?Pcos?d + Qs (sen*d + cos*0)

(Q11 — Q12 — 2Qgs)senfcos®d + (Q12 — Q2o + 2Q¢s) (sen®Gcosh)

(Q11 — Q12 — 2Qgs)senfcos®d + (Q12 — Q2o + 2Q¢6) (senfcos®d)
(2.13)

A matriz Q é completamente preenchida, sendo que das seis constantes eldsticas que go-

vernam o comportamento da lamina, duas, Q16 € (D26, s80 combinacoes lineares das outras

quatro. No sistema de coordenadas transformado, a lamina é dita geralmente ortotrépica,

e a matriz () é parecida com a matriz () dos materiais totalmente anisotrépicos (Q16 # 0,

Q26 # 0). Quando se tem Q15 = Qo6 = 0 diz-se que o material é especialmente ortotrépico.
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Figura 4: Sistemas de coordenadas da lamina (z1,22) e do laminado (1, Z2).

2.3 Comportamento elastico de laminados multidireci-
onais

E evidente que o comportamento geral de um laminado multidirecional é funcao das
propriedades e da sequéncia de empilhamento das camadas individuais. A assim conhecida
Teoria classica de Laminagao prevé o comportamento do laminado dentro das suposigoes e
restricoes:

1. Cada lamina ¢ quase-homogénea e ortotrépica

2. O laminado ¢ fino com dimensoes laterais bem maiores que sua espessura e ¢é carregado

apenas no seu plano, ou seja o laminado e as laminas estao em estado plano de tensoes
3. Todos os deslocamentos sao pequenos comparados com a espessura do laminado
4. Deslocamentos no plano variam linearmente através da espessura do laminado

5. Linhas retas normais a superficie média permanecem retas e normais apos a deformacao

da superficie
6. As relagoes deformacao-deslocamento e tensao-deformacao sao lineares

7. Distancias normais a partir da superficie média permanecem constantes

14



2.4 Relacoes deformacao-deslocamento de laminados mul-
tidirecionais

A Figura 5 mostra uma sec¢ao infinitesimal de um laminado normal ao eixo y antes e apds
a deformacao. O plano x — y equidistante das superficies superior e inferior do laminado é
conhecido como plano médio ou plano de referéncia. Os deslocamentos no plano de referéncia

ug € vg nas direcoes x e y e deslocamento fora do plano w na direcao z sao fungoes apenas

de x e y:
av
W e dy
Y Al
(4
yA Ltﬂ—l—/ay d_!f
ot 5 o
A d"
v d c
F
bi’
d!?‘ r'y
ai’
HH{}:‘ Vo + ‘W’ dx
‘_:0 f’}[\-
\ b A
a
s dx ol
\ ua+ ou -dx
}

X

Figura 5: Deformagao em um elemento da placa(DANIEL; ISHAT, 2006).

uy = ug (z,9) (2.14)
vo = o (2, )
w =f (l‘, y)

As rotagoes no eixo x e y sao
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ow

= 2.1
A ox (2.15)
oy =

y ay

O deslocamento no plano do ponto b de coordenada z;, sao:

Uy = Uy — Op2p (2.16)
Vp = Vo — Qyzp
e de maneira geral
ow
= —z— 2.17
u uo — 2 (2.17)
ow
Vo= vg— 22—
0 oy

onde z ¢ a coordenada na espessura do laminado de um ponto genérico da segao transversal.
Para pequenos deslocamentos, as relagoes classicas de deformagao-deslocamento da elastici-

dade produzem

du  dug 9*w
9r 0 0x?
dv  Oug 0*w
oy oy op
ou Ov Oug O O*w
T T oy T or Ty o owoy

(2.18)

Observando que as componentes de deformagao no plano de referéncia sao expressas como

ou
0 0
= 2.1
S = 5 (2.19)
ov
0o _ 0
g, = —ay
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Tay = oy T or
e a curvatura do laminado como
82'{1}0
. = 2.20
K 927 (2.20)
82w0
K _—
Y ayQ
0w
Kpy — —
Y 0y

pode-se relacionar as deformacoes em qualquer ponto no laminado as deformacgoes no plano

de referéncia e as curvaturas do laminado da seguinte maneira:

Ex €2 KRy
Yay Yoy Ky

Considerando uma camada individual £ no laminado multidirecional cujo plano médio
estd a uma distancia Z, do plano de referéncia do laminado. A partir de uma mudanca de
notagao para a equacao (2.21), as relagoes tensao deformagao para esta camada em relacao

aos eixos do material sao escritas da seguinte maneira:

o11 Qu Q2 0 €11
022 = | Q12 Q2 0 €22 (2-22)
012 0 0 2@66 €12

e apoOs a transformacao para o sistema de coordenadas do laminado,

/ /

ol 11 12 13 €11
039 = | Qy 5o @3 €99 (2.23)
o1 Q3 3 Q33 €19

k k k

onde o sub-indice k indica a camada k no laminado onde a equagao (2.22) ¢é valida. Substi-

tuindo as expressoes para as deformagoes da Equagao (2.21), obtém-se
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/ / / / 1 0 / / / /
011 11 12 13 € 11 12 13 K1

/ _ / / / 1 0 / / / /
022 - 21 22 23 €92 +z 21 22 23 Koo (2-24)

/ / / / Y / / / /
O12 Q5 Q3 Qs e U E12 51 @3 @ e U F2
Das equagoes (2.21) e (2.24) é visto que, apesar das deformagoes terem uma varia¢ao
linear através da espessura, a tensao nao o tem. Devido a variacao da matriz Q' de camada
para camada, as tensoes variam de forma descontinua. As tensoes médias em cada lamina
sao determinadas utilizando-se as deformagoes no plano de referéncia {e°}, as curvaturas {x}

do laminado, a localizacao do plano médio zj, e as matrizes de rigidez tranformadas [Q'].

Por causa da variacao descontinua das tensoes de lamina para lamina, é mais conveniente
lidar com o efeito integrado dessas tensoes no laminado. Dessa forma, procura-se expressar
as relagoes entre as forcas e momentos a deformacao do laminado. As tensoes atuando na
camada k dadas pela Equagao (2.24) podem ser substituidas pela resultante das forgas e

momentos, como:

t/2

N :/ on dz (2.25)
—t)2
t/2

N§2 = / O'QQdZ
—t/2
t/2

N{CQ = / 0'1de
—t)2

(S

£/2

ME, :/ o1z dz (2.26)
—t/2

onde t é a espessura da camada k. No caso de um laminado de vérias camadas, a forca total
e o momento resultantes sao obtidos pelo somatorio dos efeitos de todas as camadas. Assim,

para um laminado como o da Figura 3 de n laminas, as forgas e os momentos resultantes sao
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obtidos como

Ny 011
n 2L

Noo = / 022
k=1"%k—1

Nia 012

e

My, 011
n 2k

My = Z/ 022
k=1"%k—1

M, 012

onde z; e zp_1 sao as coordenadas das superficies superior e inferior da camada k.

dz

k

zdz

k

(2.27)

(2.28)

Substituindo a Equacao (2.24) para as tensoes na lamina nas Equagoes (2.27) e (2.28),

obtém-se
Ny n /11 ,12 /13
Ny = Z Ql21 ,22 Q/23
k=1
Nio Q3 Q3 Q33
/ / /
11 12 13
T @ @y @
Qy Q@ Qs |
e
My n /11 /12 /13
My, = Z QIZI /22 Q/23
k=1
My Q5 Q3 Qs

/ / /
11 12 13

/ / /
+ 21 QQQ 23

/ / /
31 Q32 33 1

-k

/
€

0

0 -
/
€99 / zdz

Zk—1
;7 0

€12

!
K11
!
Koo

!
K12

Zk
/ 22dz
Zk—1

(2.29)

(2.30)

Nas expressoes (2.30) e (2.31), a matriz de constantes eldsticas [Q]*, deformacdes no

plano de referéncia €° e as curvaturas x podem ser tomados fora da operacao de integracao

pois nao sao funcao de z. Destes, apenas a matriz de rigidez possui valores diferentes para

cada lamina de forma que as equagoes assumem as formas:
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nas quais

Dessa maneira as relacgoes forca-deformacao e momento-deformacao ficam

B kZl Q1 (= — 2,31)] €] + B kzl QF (=3 — z}jl)] (K]
[B] K | + [D][x] -

By

B33

T

1
n

k

NgEN

Wl N

B
Il
—

;7 0
€11

;0
€99 +

;7 0
€12

QZ’(Zk — Zk-1)

3

QZ’(Z/z - 213—1)
1

QZ(Z?Z’ — Z4_1)

B3z K11
Bas K22
B3 K12
D3 K11
Dy K22
D3 K12

(2.31)

(2.32)

(2.33)

(2.34)

(2.35)

As relagoes aqui descritas s@o expressas em termos de trés matrizes de rigidez do laminado,

[4], [B], e [D], os quais sao fungoes da geometria, propriedades do material e sequéncia de
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do laminado multidirecional com os seguintes significados:

empilhamento das laminas individuais. Elas representam as propriedades elasticas médias

e A;; é amatriz de rigidez extensional do laminado, que relaciona carregamentos no plano

a deformagoes no plano.

e B;; ¢ a matriz de rigidez de acoplamento do laminado, que relaciona carregamento no

plano a curvaturas e momentos a deformacoes no plano. Desta maneira, se B;; # 0,

forcas aplicadas no plano produzem deformacoes de flexao e tor¢ao além de deformagoes

no plano. Momentos produzem deformacoes extensionais e de cisalhamento, além de

deformagoes de flexao e torgao.

e D;; ¢ matriz de rigidez flexional do laminado, relacionando momentos a curvaturas.

Neste trabalho, somente laminados simétricos serao usados.

(2.34) e (2.35) se reduzem a:

Nll
N22
N12

M22
M12

All
A21
A31

Dll
D21
D3

A12
A22
A32

D12
D22
D3y
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Aig
A
A33

D13
Do
D33

K11
R22

R12

Neste caso, as equacoes

(2.36)

(2.37)



3 Método dos Elementos de
Contorno para Elasticidade
Anisotropica

3.1 Introducao

Este capitulo descreve a formulacao do método dos elementos de contorno para elasti-
cidade plana (formulacdo de membrana) considerando o material como anisotrépico. Esta
formulacao ja foi apresentada nos trabalhos de Sollero (1994), Albuquerque (2001), Reis
(2010). Entretanto, para facilitar a compreensao do texto e homogenizar a nomenclatura

utilizada neste trabalho, grande parte da formulagao é novamente descrita aqui.

3.2 Elasticidade anisotrépica

Considerando um elemento infinitesimal dentro de um dominio €2, o equilibrio de forcas
pode ser expresso por:
Oij5 + b; =0. (31)
Por sua vez, o equilibrio de momentos resulta em:
Uz’j = O'jl', (32>

onde o;; é o tensor de tensoes e b} é o vetor de forcas de corpo.

O vetor de forgas de superficie t; em um ponto no contorno I' de um dominio 2 é expresso

na forma:
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ti = 0Ny, (33)
onde n; é o vetor normal do contorno I' no ponto.

Em elasticidade linear, o vetor de deslocamentos e suas derivadas sao assumidos como
infinitesimais. O tensor de deformacao, considerando deslocamentos infinitesimais, pode ser

escrito como

e = = (g +upk) (3.4)

1
2
Para assegurar a unicidade dos deslocamentos, as componentes do tensor de deformacoes

nao podem ser designadas arbitrariamente, devendo satisfazer certas condi¢oes de compati-

bilidade e integrabilidade. A equacao de compatibilidade é dada por:

€ij kel + Eklij — €ik,jl — Ejlik = 0 (3.5)

que no caso bidimensional é reduzida a forma

€11,22 + €22.11 = €12,12. (3.6)

No caso de material elastico linear, a relacao entre o tensor de tensoes com o tensor de

deformagoes é escrita, na sua forma mais geral, como

0ij = Cijki€hi, (3.7)

sendo o coeficiente de linearidade Cjj; um tensor de quarta ordem (81 elementos) conhecido

como tensor de constantes elasticas. Devido as restrigoes de simetria tem-se que

Cijrt = Cjikt, Cijit = Cijik- (3.8)

A condicao para a existéncia de uma funcao energia de deformacao também requer que
Cijki = Chuji (3.9)
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Estas consideracoes reduzem o nimero de constantes elasticas de 81 para 21. Como a
diregao das tensoes principais nao coincidem necessariamente com a dire¢ao das deformagoes

principais, apenas 18, das 21 constantes sdo independentes (LEKHNITSKII, 1963).

Considerando as 21 constantes eldsticas, a equacao (3.7) pode ser reescrita na forma

matricial como

011 Ciir Crae Cuss Crioz Ciiz Chiae €11
022 Crioz Cozaz Caazz Uz Choiz Cogpo €22
o33 | | Cuss Cooss Csazs Cszas Csziz Cssio €33 (3.10)
023 Crizz Coz3 Uz Cozaz Chziz Cazin 2e93
013 Ciz Coo1z Czziz Coziz Ciziz Clsio 2e13
012 | Criiz Oz Czz12 Oz Ciziz Choe | | 212
A equagao (3.7) também pode ser ainda expressa na forma
€ij = Sijklakl (311)

onde S;ji; ¢ um tensor de quarta ordem conhecido como tensor de flexibilidade, que, devido
as mesmas razoes do tensor de constantes elasticas, possui 21 elementos, dos quais apenas

18 sao independentes.

A equagao (3.11) pode ser escrita na forma matricial como

el Stir Suze Susz 251123 251113 251112 011
€22 Stize S22z Sozzz 259223 252213 252212 022
€3 | _ Sti3z S2233 S3333 253323 253313 253312 033 (3.12)
2e93 251123 259203 253323 452303 452313 452312 023
2e13 251113 259213 253313 452313 451313 451312 013
2e19 | 251112 289212 2853312 452312 451312 451212 | 012

Usando a notagao tensorial reduzida, proposta por (LEKHNITSKII, 1963), a equagao (3.12)

pode ser escrita como
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€1
€2
€3
€4

€5

€6

onde

an
a2
a3
a4
ais

Q16

12
22
23
24
Q25

Q26

€1
&9
€3
€4
€5

]

01
%)
03
04
05

06

ais
23
33
34
ass

a3e

14
24
34
Q44
Q45

Q46

€11
€22
€33
2823
2e13

2812

o1
022
033
023
013

012

Q15
Q25
aszs
Q45
Q55

56

Q16
26
ase
Q46
Q56

Q66

01
02
03
04
05

06

(3.13)

(3.14)

(3.15)

Os coeficientes eldsticos podem ser expressos em termos de constantes de engenharia

como (LEKHNITSKII, 1963)
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apn =1/E, a1 = via/ By = —v91 /By
a3 = —V31/E1 = —V13/E3 Q14 = 7723,1/E1 = 771,23/G23
ais = 321/ Er = n132/Gas a6 = Mo/ En

as = 1/E; Q93 = V32 / Ey = —13/ E3
A24 = 7723,1/E2 = V23,3/G23 Qo5 = 7731,2/E2 = 772,31/G13
aze = Miz2/E2 = m2,12/Gra azs =1/E;3 (3.16)

ag4 = 7723,3/E3 = 773,23/G23 ass = 7731,1/E3 = 7]3,31/G13
ase = Mia3/Es = n312/G12 agy = 1/Gog

Qg5 = C32,23/G23 = C23,31/G13 46 = C12,23/G23 = C23,12/G12
ass = 1/G13 ass = Ci2,31/G13 = 31,12/ G2
ass = 1/G12

onde Fj, sao os médulos de elasticidade longitudinais, ou médulos de Young, referindo-se aos
eixos xy, G;; sao os moédulos de elasticidade transversais, ou médulos de Coulomb, para os
planos definidos pelos eixos x;z;. Os coeficientes v;; sao chamados coeficientes de Poisson. As
constantes 7;;; sao denominadas de coeficientes de influéncia mitua de primeira espécie que
caracterizam extensoes nas direcoes dos eixos principais, produzidas por tensoes tangenciais
agindo nos planos principais. As constantes 7 j; sao os coeficientes de influéncia mutua de
segunda espécie, que expressam deformagoes tangenciais nos planos principais, causadas pelas
tensoes normais atuantes nos planos principais. Por fim, ¢;; 5, sao os coeficientes de Chentsov,
que caracterizam as deformacoes tangenciais em planos paralelos aos planos principais de
elasticidade, causadas por tensoes tangenciais que atuam em outros planos, paralelos aos

planos principais de elasticidade.

Em estado plano de tensao (o3 = 04 = 05 = 0), um material pode ser descrito usando-se
somente seis constantes eldsticas independentes. Desta forma, a equagao (3.13) pode ser

escrita como

€1 ail aiz aie 01
€2 = | G12 Q22 G2 02 (3-17)
3] Q16 Q26 Q66 ]
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Substituindo as equagoes (3.4), (3.7) na equagao (3.1), obtém-se a equagao de equilibrio
escrita em funcao dos deslocamentos
Cijritg i +b; =0 (3.18)

O tensor tensao pode ser escrito em termos de fungoes F'(z1, x2) chamadas fungdes tensao

de Airy (LEKHNITSKII, 1963) dadas por

on = Fo+U
099 — Ell +U (319)

012 = —F127

onde U ¢é uma fungao potencial na qual

U; = b, (3.20)

Substituindo as equagoes (3.19) na equagao constitutiva (3.17) e entdo na equagao de

compatibilidade (3.6), resulta na equagao diferencial para fungdes tensao F(xy, z5)

a11F 9290 — 2a16F 1920 + (2012 + ae6) Fl1122 — 2026 F 1112 + a2 F 1111 =

—(a12 + ag2)U 11 + (@16 + age)U12 — (—a11 + a12)U 22 (3.21)

No caso da auséncia de forgas de corpo a equagao (3.21) pode ser escrita como

a11F 9220 — 2a16F 1222 + (2012 + a66) F 1122 — 2096 F 1112 + a22F 1111 = 0

(3.22)

Criando o operador diferencial

_9_,9
ke 8.732 'uké)xl

aplicando este operador na fungao tensao F'(x1, z3) na forma

A (3.23)
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A1A2A3A4F = O (324)

e expandindo a equagao (3.24) tem-se

F o999 — (pptaptapea) Froos + (pafie + papispin fra + pofts + fofis
+uspta) Fa1oo — (paplafis + paphopis + o1 fispia + popispta) F 1112
+(paproptspta) Fr11 =0 (3.25)

As equagoes (3.22) e (3.25) serao idénticas se pi1, i, ps € g forem raizes da equacao

CL11/,L4 — 2a16u3 + (2&12 + CL66)M2 - 2a26,u + Q99 = 0 (326)
As raizes da equagao (3.26) sdo sempre complexas ou imaginarias puras, ocorrendo aos
pares (g e fix) conforme mostrado por Lekhnitskii (1968).

Criando-se a varidvel

Zj =X + M52 j = 1, 2 (327)

tem-se que

0 9] d
A; = o Mgy = i (3.28)

Exigindo que a fungao tensao seja real, tem-se

F(I‘l, ZL’Q) = QRG[Fl(Zl) + FQ(ZQ)] (329)
Introduzindo a notacao
dF;(z;)

onde a convengao de soma nao é empregada em 7, e substituindo a equagao (3.29) na equagao
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(3.19), obtém-se as componentes de tensao

o = 2Re[ifW{V(21) + p30L) ()]
o = 2Re[U{V(z1) + UL (2)] (3.31)

O12 = —QRE[MNP$RZD‘+M2W§%Zﬁ]

onde \I/§~1) representa a primeira derivada de ¥;.

Substituindo a equagao (3.31) na equagao (3.17) e entao na equagao (3.18), desprezando-

se os movimentos de corpos rigidos e integrando, obtém-se

up = 2Re [q11V1(21) + q12P2(22)]

Ug = 2Re [q21\I’1(21) + QQQ\DQ(ZQ)] (332)

onde

ayp? + arg — ajgi;
gis = 111 12 165 (3.33)
aiafty + G2/ f1; — 26

¢ a matriz de parametros complexos.

Uma vez que as condig¢oes de contorno sejam conhecidas, determina-se a fungao tensao,
dada pelas equagoes (3.19) com derivadas dadas pela equacao (3.30), que satisfaca estas
condigoes, determinando assim os campos de deslocamentos, dados pelas equagoes (3.32), e

tensoes, dados pelas equagoes (3.31).

3.3 Formulacao integral

Integrando a equagdo (3.1) ao longo da espessura do laminado, as tensoes o;; se tornam

densidade de forca N;;, ou seja:
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Nij,j + bz - 0, (334>

onde b; representa a densidade de forca aplicada ao longo da espessura.

Assumindo-se uma fungao vetorial continua uf, que representa o deslocamento de um
estado elasto-estatico definido sobre um dominio €2, como sendo uma fungao peso residual

da equagao de equilibrio (3.34), tem-se:

| Niguza+ [ burde =0 (3.35)
Q Q

Pela regra de derivacao do produto de duas funcoes tem-se:

(N”U:)Jg = Nimu; —+ Niju;k (336)

Pode-se escrever u; ; como a soma de um tensor simétrico e um anti-simétrico, da forma

[ ] 1 [ ] [ ] 1 [ ] [ ] [ ] [ ]
i = 5(%] +us;) + 5(%] —us,;) = &5 +wy; (3.37)

sendo que £7; e wy; representam os tensores deformacao (simétrico) e rotagao (anti-simétrico),

IS

)

respectivamente, do estado elastico ” e 7.

Substituindo (3.37) em (3.36) tem-se

(Niju7) j = Nijju; + Nijeg; + Nijwy, (3.38)

sendo N;; um tensor simétrico. O produto de um tensor simétrico por um anti-simétrico é

nulo. Desta forma, a equagao (3.38) torna-se

Nimu; = (Niju;),j — NZ“E. (339)

ij

Substituindo a equagao (3.39) na equacao (3.35) tem-se

- /Q Nyt d + /Q (Nyyu?) ;d + /Q buldQ = 0 (3.40)
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Pelo teorema de Green tem-se:

r r

onde

Substituindo (3.41) em (3.40), tem-se

| Nuegyd = [ ttar + [ buzas (3.43)
Q r Q

Partindo-se da equagao (3.1) como sendo a correspondente ao estado uf e a fungao de

interpolagao da equagao (3.35) como sendo u;, obtém-se, de forma anédloga a anterior

/ N2z idQ = / t2u,dl + / bu;dS) (3.44)
Q r Q

Pelo teorema reciproco dois estados de um mesmo material podem ser relacionados por

Neij = Nyjej;. Desta forma, igualando-se as equagdes (3.44) e (3.43), tem-se

/ tauldl + / uhidQ) = / t2u,dT + / bt (3.45)
I Q T Q

A equagao integral (3.45) relaciona dois estados quaisquer de tensoes. Para que se possa
tratar problemas de elasticidade em meio continuo, serd adotado que um destes estados é
conhecido, e o outro se deseja determinar. No caso de elementos de contorno, o estado
conhecido é o chamado estado fundamental que corresponde a resposta de um corpo infinito
a uma carga concentrada unitdria em um ponto x’. A representacdo matemética de uma

carga concentrada unitaria é dada pelo delta de Dirac que é definido como

(x—x') =00 se x =X
d(x—x)=0 se X # x/ (3.46)
[ 0(x—x)dQ =1

A razao da escolha do estado fundamental deve-se ao fato que a funcao delta de Dirac
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reduz o ntimero de integrais de dominio, pois esta possui a propriedade

Af@w@—fmng@q (3.47)
para um dado ponto x’ € Q.

2

Considerando o estado ” ¢ ” como sendo o estado fundamental de um problema estatico

livre de forgas de corpo (b = 0), a equagao (3.45) pode ser escrita como

/mww+/m%m:/mﬁw—/@wﬂz (3.48)
T Q T Q

onde uj;, e t;, representam respectivamente deslocamentos e forgas de superficie na direcao
k, num ponto x, devido a uma forca concentrada unitaria aplicada de forma estdtica num
ponto x’ numa dire¢do i. Por serem solugoes do estado fundamental, u, e tf, sdo chamadas

solucoes fundamentais de deslocamentos e forcas de superficie, respectivamente.

Devido a propriedade (3.47), a equagao (3.48) pode ser escrita como

W+/m%ﬂ:/@wﬂ—/@@mz (3.49)
T I Q

Considerando que as forcas de corpo b; sao nulas, pode-se escrever:

g+ / £ ugdT = / ulitsdT (3.50)
I I

3.4 Solucoes fundamentais anisotrdpicas

Para se obter as solugoes fundamentais estaticas para problemas bidimensionais em ma-

teriais anisotrépicos, o dominio €2 serd mapeado num plano complexo, usando a seguinte

2 xh + !
Z/ _ 1 _ 1 lul 2 (351>
2} T+ poh

mudanca de variavel
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z T+ x
s A L_ ] Tt (3.52)
22 T1 + {22
onde py sdo raizes complexas da equagao (3.26), x| e x4 sdo as coordenadas do ponto fonte

(ponto de aplicagao da carga concentrada unitéria) e x; e x5 sdo as coordenadas do ponto

campo (ponto de obtencao da resposta devido a aplicagdo da carga unitaria).

Se for considerado um contorno fechado I'" ao redor do ponto fonte e se forem usadas as
forgas de superficie definidas pela equacao (3.3) e as tensoes definidas pela equagao (2.1),

tem-se

Atldr = QRe[[,ul\I/l + [1/2\1]2]]’

/F tadD = 2Re([W; + W] (3.53)

onde os colchetes duplos representam o salto na funcao para um contorno fechado ao redor
do ponto fonte. Se o contorno I' engloba z’, entdo o resultado das equagdes (3.53) serao

diferentes de zero.

As solugoes fundamentais em um plano anisotropico infinito podem ser encontradas
usando-se a funcao tensao de Airy resultante das forcas de superficie fundamentais, dadas
pelas equagoes (3.53), e a equagao de equilibrio de forgas (3.1) considerando forcas de corpo

e efeitos de inércia nulos.

A funcao tensao de Airy para um ponto carregado na direcao x; pode ser representada por
U,;,. Como as equagoes integrais de contorno (3.53) possuem sinais opostos a carga aplicada,

ela pode ser expressa para um ponto fonte como

2Re[[p i1 + p2Vio]] = —di1,

As equagoes (3.54) podem ser satisfeitas para qualquer contorno fechado z’, tomando
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U = AipIn(z — 2') (3.55)

onde A;, sao constantes complexas. Usando propriedades de fungoes complexas, pode ser

mostrado que para qualquer contorno fechando o ponto z’

In(z — 2z') = 2mi. (3.56)

Usando as equagoes (3.54), (3.55) e (3.56), podem ser obtidas duas equagoes para as

constantes desconhecidas Aj;;

A —Ag+ A — Ap = din/ (271)

A — i Ag + pgAig — s = =81/ (20) (3.57)

As duas outras equagoes necessarias para se determinar A;;, resultam da exigéncia que os

deslocamentos tenham valores 1inicos, ou seja

[u)] = 0 (3.58)

Usando as equagoes de deslocamentos (3.32), a equagao (3.55) e a equagao (3.56), a

equacao (3.58) pode ser expandida como

quiAin — quAa + @2l — G12Ain =0

@1 An — G Ain + gaaAiz — Q22 Aiz = 0 (3.59)
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Escrevendo as equagoes (3.57) e (3.59) na forma matricial, tem-se

1 —1 1 —1 Ajl 5J2/(27TZ)
—7 —7 A —8:1/(2mi
p1 —Hp M2 —f | 1/ (2mi) (3.60)
qguu —qu Q12 —Gi2 Ajo 0
| @21 —Qa1 Q22 22 | Ajp 0

que é suficiente para se encontrar as constantes complexas A;;. No caso de materiais
isotrépicos a equagdo caracteristica (3.26) se torna biquadrada com duas raizes iguais a i
e duas iguais a —i. Estes valores tornam o sistema de equagoes (3.60) singular. Por causa
disso nao é possivel o uso de materiais isotrépicos para comparar esta formulacao com a
formulagao isotrdpica que utiliza a solugdo fundamental de Kelvin (DOMINGUEZ, 1993) e
(PARTRIDGE; BREBBIA; WROBEL, 1992). Para fazer esta comparagao serdo usados materiais

quase-isotropicos, ou seja

Ey=F+e=FE (3.61)
sendo que
e<107%E, (3.62)
e
Ey
G = —"— 3.63
12 2(1 + V12) ( )

As solugoes fundamentais para deslocamentos sao obtidas inserindo a fungao tensao dada

pela equagao (3.31) nas equagoes de deslocamentos (3.32). Desta forma, tem-se

u;i(z’, z) = 2Re[gin Aj1 In(z1 — 21) + gieAjo In(zo — 23)]. (3.64)

Similarmente, as solucoes fundamentais para forcas de superficie sao obtida pela substi-

tui¢do da equagao (3.55) nas equagoes de tensao (3.31) e usando a equagao (3.3)
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ti;(z',2z) = 2Re

1 1
mgu(ﬂml —n2)Aj + mgiz(uznl —ng)Ajs (3.65)

onde

| M H2
[9i] = [ o ] (3.66)

e ny sao as componentes do vetor normal externo.

Note que tanto a solucao fundamental de deslocamentos quanto a de forgas de superficie
sao singulares quando o ponto fonte tende ao ponto campo. No caso da solucao fundamental
de deslocamentos a singularidade é fraca (Inr). J& no caso da solu¢ao fundamental de forcas
de superficie tem-se uma singularidade forte (1/r). As formas como estas singularidades

serao tratadas é mostrada na secao 3.7.

3.5 Equacoes integrais singulares

A equagao integral (3.50) foi escrita para um ponto do interior do dominio. Uma vez
que o ponto fonte é interno, a equagao contém apenas integrandos regulares. Considere
agora o limite da transicao quando o ponto fonte tende ao contorno. Esta operacao pode
ser implementada colocando o ponto fonte no contorno e diminuindo o dominio do problema
por uma regiao semi-circular, com contorno I'Y e raio €, centrado no ponto fonte, conforme
mostrado na Figura 6. Com esta configuracao, o contorno completo é dividido em duas

partes, na forma
= lir% (=T +17) (3.67)

onde € é o raio do semi-circulo de centro no ponto fonte, pertencendo ao contorno I'. A

equagao (3.50) é, entao, reescrita como:

w +lim [ udl =lim | wjt;dD (3.68)
€=0 Jr T 4T =0 Jr-T 4T
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Figura 6: Ponto fonte localizado no contorno, circundado por uma regiao semi-circular.

A integral do lado direito da equagao (3.68) contém um integrando de singularidade fraca
da ordem In(1/7) e é integréavel como uma integral imprépria. A integral do lado esquerdo
tem uma singularidade forte, de ordem 1/7, que pode ser regularizada com o primeiro termo

da expansao de Taylor em torno do ponto fonte, ou seja

lim | ¢ u(z) dl = lim [ ¢ [ui(z) — ui(z)] dT +
€=0Jr-Te4Ty e=0.Jrx

u;(z') lim/t}"i dal' +
e—0 I

lim tru;(z) dU' (3.69)
e—0 Jp_1,

Assumindo que os deslocamentos sdo continuos no ponto fonte, o primeiro termo do lado
direito da equagao (3.69) ¢é integravel e desaparece no processo de limite. O segundo termo
da equacdo representa um salto nos deslocamentos dado por A;;(z’)u;(z’), no qual A;;(z")
¢ uma constante que depende da geometria local e das constantes elasticas. Finalmente, o
terceiro termo do lado direito da equagao resulta numa integral imprépria que é calculada
no sentido do valor principal de Cauchy. Portanto, quando ¢ — 0, o ponto fonte tende ao

contorno e, no limite, a equacao (3.68) pode ser escrita na forma
cugtti + ][ﬁ‘iuidf - / wlt;dl (3.70)
r
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onde + representa integral no sentido do valor principal de Cauchy e o coeficiente ¢;;(z’)

é dado por dij + A;;(2'), no qual J;; representa o delta de Kronecker.

3.6 Formulacao dos elementos de contorno discretizada

Para se obter a solucao do problema elasto-estatico, o contorno é dividido em elementos
de contorno. Nesta etapa do trabalho, serao utilizados apenas elementos quadréticos (3 nos
por elementos) continuos (elementos cujos nés das extremidades sdo compartilhados com os

elementos vizinhos).

Nesta formulacao sera mais conveniente trabalhar com vetores do que usar notacao indi-

cial. Desta forma tem-se

u = ¢u®
t = gt (3.71)

sendo que as variaveis em negrito representam vetores de dimensoes 2N, onde N é o niimero
de nés, u® e t® representam os valores nodais dos deslocamentos e forcas de superficies,
respectivamente, ¢ é o vetor de funcoes de forma, u e t representam os deslocamentos e

tensoes ao longo do elemento, respectivamente.

Considere que o dominio tenha sido dividido em N F elementos de contorno. Substituindo

as equagoes (3.71) na equacgao (3.70), tem-se

) NE

' +j§ {7[FJT¢dF} w=3" {/F U¢dQ} t7 (3.72)

=1

<

Chamando

/F Ugdl' = G (3.73)
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7[T¢d1“ —H
L

tem-se

N N
S HUy =3 GUY
j=1 j=1

ou, na forma matricial

Hu = Gt

3.7 Integracao no espaco

(3.74)

(3.75)

(3.76)

As fungoes de interpolagdo no espaco utilizada neste trabalho (fungoes de forma) sao as

funcoes de forma quadraticas. Essas funcoes permitem o modelamento de elementos curvos

e sao especialmente indicadas para problemas onde se tem altos gradientes.

Os deslocamentos e as forcas de superficies sao representados em um elemento quadratico

descontinuo como:

D B R R
0 o 0 o o0 o
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() ¢ 4

onde u, sao os valores nodais de deslocamentos e forcas de superficies, respectivamente,

e ¢ sio as funcoes de forma quadriticas descontinuas definidas por:

Elemento
Real

Coordenada Isoparamétrtica ]

1 2 3
® @ ® —

1 7 0 23 1 &

Elemento Intrinseco

Figura 7: Elemento quadratico descontinuo.
(KANE, 1994)

PO §<2§_i>; (3.79)
- (-3 (k)
oP = §<2§+i>_ (3.81)

onde £ ¢é a coordenada adimensional ao longo do elemento (Figura 7).

A geometria do elemento também pode ser considerada como quadratica e é representada

por coordenadas nodais na forma:
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Ly

(1) (2) (3) (3)

T2 0 ngl) 0 425((;2) 0 ¢((;3) L3
e

2

)

porém, utilizando as funcoes de forma para elementos quadraticos continuos dadas por:

H = Jee-); (383)
0P = (1-¢); (3.84)
6 = ). (3.85)

onde & representa uma coordenada adimensional ao longo do elemento.

Desta forma, as integrais de contorno podem ser escritas como:

HO = ﬁﬁ@mdf — ]étlz«kqg(y)uug (3.86)
) . 1 .
G = / u?‘kgb(J)dF — / U7k¢(j)u‘df (3.87)
r; -1

onde |J| representa o médulo do Jacobiano da transformagao (x1,z2) — &, e é dado por

(BREBBIA; DOMINGUEZ, 1989a) e (KANE, 1993):

ar [ (de)\* (d)\?
J=—={(=2 —2 3.88
I {<d£>+<d£>} 359
onde dzx;/d€ e dxy/dE sao obtidos derivando-se as equagoes (3.82) em relagao a &.

Integrais singulares da ordem 0(Inr) podem ser avaliadas eficientemente pela quadratura
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de Gauss com uma transformacao de varidveis cibica, conforme proposto por Telles (1987),
que cancela exatamente a singularidade logaritmica. Uma outra possibilidade ¢ o uso da
quadratura logaritmica de Gauss, apresentada por Stroud e Secrest (1966). De acordo com

este método, os termos incluindo singularidades logaritmicas podem ser integrados por

1= I (2) f(€)de = éwiﬂ&) , (3.89)

onde N é o nimero de pontos de Gauss. A coordenada do ponto de integragao &; e o fator peso
w; podem ser encontrados na literatura (STROUD; SECREST, 1966) e (BREBBIA; DOMINGUEZ,
1989b).

Neste trabalho, os termos nao singulares das matrizes H e G sao integrados utilizando-se
quadratura de Gauss padrao com 10 pontos de integracao. Os termos singulares de G sao
do tipo In(r) sendo integrados usando quadratura logaritmica de Gauss com 10 pontos de
integracao. J& os termos singulares de H séo do tipo 1/r e precisam ser calculados no sentido
do valor principal de Cauchy. Uma maneira bastante simples de se tratar esta singularidade
é através de consideragoes de corpos rigidos (BREBBIA; DOMINGUEZ, 1989a). Assumindo que
um corpo rigido tenha todos os seus pontos do contorno deslocados de um valor unitario e
que nao existam forcas de corpo (b; = 0) na direcdo de um dos eixos de coordenadas, as
forcas de superficie em qualquer ponto do contorno deste corpo deve ser zero. Desta forma,

a equagao (3.76) torna-se

Hv? =0 (3.90)

onde v? é um vetor que para todos os nos tem deslocamentos unitarios ao longo da direcao

q e zero na outra diregao. Para satisfazer a equacao (3.90) tem-se

Hy;=-> Hy; J#i (3.91)

J=1

sendo 7 par ou fmpar.

O termo da diagonal da matriz H é igual a soma de todos os outros termos fora da

diagonal correspondentes ao grau de liberdade em consideracao.
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3.8 Calculo dos deslocamentos e densidades de forcas
em pontos internos

O tensor de tensoes para um ponto no interior do dominio 2, obtido derivando-se a

equagao (3.49) neste ponto e aplicando-se a lei de Hooke, pode ser escrito como

Nig+ [ Sjuuydl = [ Djat;dr (3.92)
r r
onde Sy;; e Dy;; sao combinagoes lineares das derivadas de T;; e U,;, respectivamente.

O tensor Si;; ¢ dado por

Si1; Qu Q2 Qi 151
Sogj (= = | Qiz Q22 Qa6 tje (3.93)
Sﬂj Q16 Q26 Qoo % (f{jﬁ + th,1)

onde j = 1,2. As derivadas de j; sdo obtidas pela equacao

. 1
tij,k = —2Re [MRkIle(Mlnl - n2)Ai1+
1
R _ A, 3.94
(22_25)2 k:2q]2(1u2n1 n2) 2] ( )
onde
1 1
Ry = (3.95)
Hr 2

Da mesma forma Dy;; pode ser calculado como

Dllj Qll Q12 Qlﬁ quJ

Dy ¢ == | Q2 Qa2 (2 Ugj,z (3.96)
1 * *

Do Q6 Q2 Qes 2 (“1j,2 + u2j,1)

sendo que as derivadas de u]; sao dadas por
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Ui, = 2Re RpagpnAn + Ri2qjoAin (3.97)

21— 21 29 — 2b
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4 O Método dos FElementos de
Contorno para Flexao em Placas
Anisotropicas

4.1 Introducao

Este capitulo descreve a formulacao cldssica do método dos elementos de contorno para
a formulagao cldssica de flexdo de placas anisotrépicas (formulagao de placas de Kirchhoff,
ou seja, formulagao onde os efeitos da deformacao por cisalhamento sao desprezados). Esta
formulagao ja foi apresentada nos trabalhos de Paiva (2005), Torsani (2007), Santana (2008),
Souza (2009), Reis (2010), Reis et al. (2011). Entretanto, da mesma forma que no capitulo 3,
para facilitar a compreensao do texto e homogenizar a formulagao utilizada neste trabalho,

grande parte da formulagao ¢ novamente descrita aqui.

4.2 Teoria classica de placas

As placas sao elementos estruturais limitados por duas superficies planas e paralelas

(Figura 8) distanciadas entre si por uma espessura t.

No caso da dimensao da espessura ser muito menor que as dimensoes das superficies pla-
nas limitantes, as placas sao designadas por placas finas. O plano equidistante das superficies
planas externas é designado por plano médio da placa. Considerando as propriedades do ma-
terial, uma placa pode ser anisotrépica, com diferentes propriedades em diferentes diregoes,
ou isotropica, com propriedades iguais em todas as dire¢oes. Dependendo de sua espessura,
uma placa pode ser considerada fina ou espessa. Neste trabalho, serda desenvolvida a for-

mulacao do método dos elementos de contorno para placas finas anisotrépicas. A teoria
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Figura 8: Placa Fina.

classica de flexao de placas anisotrépicas (onde o efeito da deformagao por cisalhamento nao

é considerado) estd baseada nos seguintes pressupostos:
1. A normal ao plano médio da placa antes da deformacao permanece normal a superficie
média apos a flexao.

2. A tensao normal o, na direcao normal ao plano médio é desprezivel diante das outras

tensoes no plano da placa.

4.3 Relacoes basicas na teoria classica de placas

Considere um elemento de placa seguindo os pressupostos ja definidos. A Figura 9 mostra
este elemento com um estado de tensoes agindo nele e uma forga distribuida aplicada em sua

superficie.

Integrando as componentes de tensao ao longo da espessura da placa podemos definir os

momentos e forcas (Figura 10):

t/2

My :/ 0.2dz, (4.1)
—t/2
t/2

My :/ oyzdz, (4.2)
—t/2



Figura 9: Tensoes em um elemento de placa

t/2
My /t/2T y2dz (4.3)

t/2
Gz :/ szdza (44>

—t/2

e

2 d 4.5
qy—/_t/QTyz 2 (4.5)

Do equilibrio de forcas e momentos, podemos escrever:

g Ogy
— =0 4.6
Omy — Omy,
g = 4.
ox + oy 4 =0, (4.7)
om,  Omy, B
3y o W= 0. (4.8)

onde as unidades sao: forca distribuida g em N/m? momento m em N.m e esforco cortante
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Figura 10: Forcas e momentos em um elemento da placa

qgem N.

Resolvendo as equacoes (4.7) e (4.8) para ¢, e ¢y, respectivamente, substituindo a equacao

(4.6) e considerando a simetria de momentos (Mg, = m,,), temos:

0’°m, Pmy,  *m,
+2 = —g.
0x? 0xdy oy?

(4.9)

Considere as posigoes inicial e final de um elemento da placa dado por abed paralelo ao
plano médio com lados ab e ad paralelos aos eixos x e y, respectivamente, a uma distancia z

do plano médio (Figura 5).

Assumindo que, durante a flexdo da placa, os pontos a, b, ¢ e d, movem-se para a’, V', ¢ e
d’', chamando as componentes de deslocamento ug e vy do ponto a nas direcoes x e y (Figura
J

5), respectivamente, o deslocamento do ponto b na diregdo x é dado por:

b — by = uy + g;bdx. (4.10)

Entao, o incremento do comprimento dx na direcao = ¢ dado por:

ou
Adr = — 4.11
dx axd“"’ (4.11)
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e a deformacao na direcao x é dada por:

Adx  Ou
= —— = —. 4.12
c dx Ox (412)
Da mesma forma, podemos escrever:
v

= = 4.13

€y 8y7 ( )

_ Qu v (4.14)

fyzy—aiy %

A Figura 11 mostra as posicoes inicial e final de uma secao da placa, paralela ao plano
xz, que contém os pontos a, b, n; e ny. A rotagao do elemento ani, inicialmente na posicao
vertical, é igual a g—q“x” (Figura 11). Entao, o deslocamento do ponto na dire¢ao x, a uma

distancia z da superficie média pode ser escrita como:

ow
U=—z—. 4.15
e (4.15)
J ﬂ_, g
e RS R R R
o b
z
."I - “'““-»,__H e
."h"%,,__i_r_lf h__"--.,__ﬂ dx
S e e
e || -+, )
.Ir -‘--\--‘""--._\___ iy = In'l
/ N b o
i s
, /
dw _p 0w
dx \j_:_'_ ax

Figura 11: Posicoes inicial e final de um elemento de placa.

Seguindo um procedimento similar, o deslocamento de um ponto na dire¢ao y é dado por:
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V= —2—. (4.16)

Substituindo as equagoes (4.15) e (4.16) nas equagoes (4.12), (4.13) e (4.14) pode-se

escrever:

0w
Ex = —RF—= ZRg,
0x?
0*w
€y = —Zaiyz Z/‘iy,
0w
Yoy = —QZaTay = ZRgy- (417)

onde kg, Ky € Ky sa0 as curvaturas da placa dadas por:

82
Ry o
_ 92
Ry (=1 Zu (4.18)
92w
Ray 261874

Integrando ao longo da espessura (Figura 3) as equagdes (4.1), (4.2), (4.3) e usando a

equagao (2.12) obtém-se:

mx O_I
n hy,

my, = Z/ o, ¢ 2dz (4.19)
k=1 "7k

mzy T:Cy

k

Usando-se as equagoes (2.12) e (4.17), a equagao (4.19) pode ser escrita para um laminado

€como:
Mg N Qn le Qle Rg
hy, i - ‘ )
My (= kZ /hk ) Qiz Qa2 Qo Ky (7 dz (4.20)
=1 - _ _ _
My Qe Q2 Qss & Ray
ou
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My Dy Dis Dis Ry

my = | D12 Day Dy Ry
Mgy Dis Dy Des Ky
onde
1 n
- 1% @), (-0

onde hy é a distancia do plano médio do laminado até a interface k (Figura 3).

A equagao (4.21) também pode ser escrita como:

0*w 0*w 0*w
m, = <D1182+D1262+2D1688>

0*w 0w 0*w
my = <D12a 5 +D228 5 +2D268x8y> ,

0*w 0*w 0*w
Mgy = — (DIGW +D26a 3 +2D6681}8 )

Substituindo as equagoes (4.23) nas equagoes (4.7) e (4.8), pode-se escrever:

Pw Dw PPw OPw]
@@ = — D1183+3D166 ay+(D12+2D66)aa2+D2687y3 ;

Pw Pw PPw PPw]
qQy = — D16 GRe (D12 + 2D66>a ay -+ 3D268T8y2 + D2287y3_ .

A equacao (4.9) pode entao ser reescrita usando as equagoes (4.23) como:

*w 0*w O*w *w *w
Ot + 4D16a 8y + 2(D12 + 2D66)a 28 3 + 4D268 ays + D22

Dll

A equagao (4.25) pode ser integrada no plano caracteristico complexo:

o1

oyt -9

(4.21)

(4.22)

(4.23)

(4.24)

(4.25)



z2=x+ uy (4.26)
1w=d+ e

onde d e e sao as partes real e imagindria de y, respectivamente. Usando a equagao (3.26) e

considerando as forgas de corpo nulas, a equacao (4.25) pode ser escrita como:

64

w
DA Daapi + 4Dogpt® + 2(D1a + 2Dgs ) + 4D1gpt + Dy | = 0. (4.27)

A solugao geral para w na equagao (4.25) depende das raizes pi, us, fi1 € iz da equagao

caracteristica dada por:

D22M4 + 4D26/I,3 + 2(D12 + 2D66)/L2 + 4D16[,L + DH = 0. (428)

As raizes desta equagao, como mostrado por Lekhnitskii (1968), sdo sempre complexas
para materiais homogéneos. As raizes complexas p; = dy +e1i e g = do + €97 sao conhecidas
como parametros complexos de deflexao. Em geral, estas raizes sao ntmeros complexos

distintos. Uma expressao geral para a deflexao tem a forma:

1. no caso de parametros complexos distintos (p # p2):

w = w, + 2Refws (z1) + wa(22)]. (4.29)

2. no caso de parametros complexos iguais (p; = po):

w = w, + 2Re[w1 (1) + Z1wa(21)]. (4.30)

onde wy é uma solucao particular da equagao (4.25) que depende da forga distribuida g nas
superficies da placa, wy(z1) e ws(2z2) s@o fungoes analiticas arbitrarias de varidaveis complexas
21 = x+ [y e 2z = x + upy. Baseada nas equagoes (4.23) e (4.24), podem ser obtidas

expressoes gerais para forgas e momentos como (para o caso iy 7 fi2):

my = mg - QRe[plw”(zl) +p2w/,(z2)]7
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my = my —2Re[qu" (1) + gu"(22)],

Mayy = Mg, — 2Re[r1w" (1) + raw” (22)],

@ = ¢ —2Re[prs1w" (21) + passw™ (29)],

@ = ¢ — 2Re[s1w" (1) + sow” (22)]. (4.31)

0 0 0 0. 0 % : =
onde my, m,, my,, ¢, € ¢, sao momentos e forcas cisalhantes correspondentes a fungao wo

calculada pelas equagoes (4.23) e (4.24). As outras constantes sao dadas por:

p1 = D1 + Digpii + 2D, pa = Di1 + Digpis + 2D1g i,
q1 = D1 + Dagji} + 2Dag i1, qa = Dig + Dagji3 + 2Dog i,
r1 = Dig + D26M% + 2Dgg i1, p2 = Dig + D26M§ + 2Dgg 12,
Dll 2
S = 7 + 3D + D12 + DGGM + DQGILLI, (432)
1
Dll 2
S9 = e + 3D16 + D12 + Deggpio + Dagpis,
2
P P2
S1—Trr=—, S — T = —,
Ha K2
1+ 11 = —qi1i, Sg + T2 = —Qqali2.

Expressoes similares podem ser obtidas para o caso onde 1 = po. Estes casos ocorrem

quando:
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Dyy Dyy = (D12 + 2D66)2 (4.33)

D16 = D26 - O (434)

Contudo este caso nao serd apresentado neste trabalho (SHI; BEZINE, 1988).

4.4 Transformacao de coordenadas para momentos e
forcas cortantes

As componentes de tensao o, e T,s, tensoes normal e cisalhante, respectivamente, estao

relacionadas com as tensoes o, 0, € T, POI:

o, = opcosia+ oy sin? v + 27,y sina cos a, (4.35)

Tns = (0, — 0,)sinacosa + 7, (cos® a — sin® a). (4.36)

onde « é o angulo entre os eixos h e y.

As componentes de momento, inicialmente escritas considerando os eixos = e y, podem
agora ser reescritas em um sistema de coordenadas genérico n, s (PAIVA, 1987). Os momentos
fletores referentes as direcoes n e s sao dados por:

My, = Mg cos®a+ my sin? o + 2my, sin ac cos (4.37)

2a). (4.38)

Mps = (my, —my)sinacosa + mg;y(cos2 o — sin

Similarmente, ¢,, a forca cisalhante no eixo n, pode ser escrita como:

¢nds = g,ds cos o + g,dssin a, (4.39)
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ou

Gn = Gz COS (¢ + @y SIn (. (4,40)

Com o objetivo de resolver a equagao diferencial da placa dada por (4.25), é necessario
a imposicao das condigoes de contorno para o deslocamento w e sua derivada %i’- Kirchhoff
(1850) mostrou que as condigoes de contorno da forga cisalhante ¢, e momento volvente m;,

podem ser escritas como uma tnica condicao dada por:

OMps

VnZQn+ Os

(4.41)

A outra condi¢ao de carregamento no contorno é o momento m,.

4.5 Formulacao integral

Usando o teorema de Betti (KANE, 1994), podemos relacionar dois estados de tensao-

deformagao de um material linear como:

‘/QO';(jgide:/QO'ijéjde. (442)

Escrevendo o lado direito da equagao (4.42) na notagao de von Karman, temos:

/Qaijgjfjdﬂ = /Q (ama?; + 0yEy + 0:EL + TuyVay + TeVae T Tyﬂ;) ds2. (4.43)

Desconsiderando as tensoes normais & superficie média da placa, a equacao (4.43) é escrita

CO1mo.

[ ieid = [ (o2 + 0y + Ty, ) d2 (4.44)

Substituindo as equacoes (4.16) e (4.17) na equagao (4.44), pode-se escrever o primeiro

termo da integral do lado direito da equagao (4.44) como:

95



0w 0*w O*w*
/axe dQ) = / V <BH s+ B+ 2By, ay> (z - ) dz] ). (4.45)

Integrando (4.45) ao longo da espessura da placa, tem-se:

0*w 0w OPw '\ Pw* D*w*
| oucian = | (Dn s+ DG +2D16(%ay> S d=— [ m a0 (4.46)

Para obter as equacoes do método dos elementos de contorno, é necesséario transformar
as integrais de dominio em integrais de contorno. Considere duas fungdes f(x) e g(x). A

derivada de seu produto pode ser escrita como:

2 pwygtar) = 2218 gy 1 29y, (1.47)

Usando a propriedade de derivacao (4.47) na equacao (4.46), pode-se escrever:

.1y 0 ow* ow* Omy
/Q GpetdQ = — /Q [&E <m - ) - ] dQ. (4.48)

Usando o teorema de Green (KANE, 1994), a equagao (4.48) pode ser reescrita como:

ow™* Om,
/ans dQ) = /mx cosadF—i—/ o On ds). (4.49)

Aplicando a propriedade de derivagao (4.47) no segundo termo do lado direito da equagao
(4.49), tem-se:

2
/O’m€ dQ) = /mm Ccos adF+/ [ (w*ag;w> — w*aa::;x] dsd. (4.50)

Depois, usando o teorema de Green, pode-se escrever:

ES 2
Aaﬁid@:é(—mxa;; cosa + w* ag;cosa> dF—/Qw*aaZL;dQ. (4.51)
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Seguindo um procedimento similar, podemos mostrar que:

*

0 0 0?
/QayEZdQ = /F <—my(;; sin o + w* 8"7;7; sin a) dl’ — /Qw*ayﬁ;yd(l, (4.52)

/ *dQ—/ m %COSOA m %sina—i—w*amzysina—i—
o ey @ = oy Y Oox ox

Oy 2*m
« oy ar — [ 20" 40, 4
w By oS a) 2wt By (4.53)

Assim, a equacao (4.44) é escrita como:

* * *

/ *dQ / Ouw +my, o sina + +
oijendQ = — My—— COS O + My——— SIN Q¢ + Mgy —— COS (v
TV r ox Y oy Y oy

mmyég; sina) dI’ —i—/rw* l(cosaag;x + agz;y> (sinaag;y + 8;n;y>] dl' —

9?m 9?m 0?m
* 42 =l Y] dQ. 4.54
/Qw ( Ox? * 0x0y + 0y? )d (454)

Substituindo as equagoes (4.7) e (3.9) e usando a equacao (4.40), a equacdo (4.54) pode

ser escrita como:

/ - 4O / ow* . ow* . n ow* n
oii€5dQ = — My—— COS O + My, ——— Sin & + My, —— CoS &
o 7Y r Ox Y Oy Y oy
ow* . . N
Mgy —— Sin & dF—i—/w qndF—l—/ gw*dS). (4.55)
Ox r Q

Da relacao entre dois sistemas de coordenadas (x,y) e (n,s), tem-se:

ow*  ow* ow*
= cos o —

ox on 0s

sin a,
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ow*  ow* . ow*
= sin o +

Jy on 0s

Cos a. (4.56)

Substituindo as equagoes (4.56) na equagao (4.55), tem-se:

/Uf*dQ——/ ™., COS ( Ow” cosa—aw*sina +
o T r| ° on 0s

M,y Sin o (5;; sin o + s cosa) + Mgy COS & ( o sin o + s cosa) +
ow* ow*

Mgy sina( Y ocosa — 2 sinoz)] dF—I—/w*qndF—i—/ gw™dS). (4.57)
on s r Q

Depois de algumas manipulagoes algébricas, a equagao (4.57) pode ser reescrita como:

* aw* 2 ) .
/Qaijgide = — /1“ { o (mm COs” a + My, SIn” o + 2my,, Sin av cos a) +

ow*

a [mxy (COS2 a — sin2 a) + (my, — my) sin a cos oz} } dl’ +

/w*qndF+/ gw™dS. (4.58)
r Q

Substituindo as equagoes (4.37) e (4.38) na equacgao (4.58), tem-se:

. ow* ow* . .
/QUij&?ide = —/F (mnan + mnsg — W ) dl’ + /ng dsQ. (4.59)
Calculando o segundo termo da primeira integral do lado direito da equagao (4.59), temos:

1)

ow*

/ mnsidr = mnsw* amns
r ds

r Os

w*dr, (4.60)

I

onde I'y e I'y sao as coordenadas dos extremos do contorno onde a integragao estd sendo

realizada.

No caso de um contorno fechado sem canto, isto é, a funcao que descreve a curva de

o8



contorno e suas derivadas sao continuas e diferenciaveis, o primeiro termo do lado direito da

equagao (4.60) desaparece. No caso onde hé cantos, a equagao (4.60) pode ser escrita como:

ow* Ne om
ns I’ = — c; i e *dr, 4.61
/rm Os ;RZU}CZ r s (4.61)
onde
Rci - m;"l_si - mT_LSH (462)

e os termos w,,, m;}., m_ . sdo, respectivamente, os valores de deslocamentos e momentos

ns;’ ns;

depois e antes do canto i da placa (Figura 12), N, é o ntmero total de cantos no contorno

(PAIVA, 1987).

y
Z N
AN
AN
AN
\\
\ % >
N < n
SN\ I = 1/
/ m_
o __J _____ 4 nsi
L Vol
y 4 /4
r +
mnsi
Figura 12: Canto ¢ do contorno da placa.
Das equagoes (4.59) e (4.61), pode-se escrever:
* * aw* amns * e * *
/QUijgide = /r (qnw —Mnp + 55 ) dl’ + ;waci + /ng Q. (4.63)

Das equagoes (4.63) e (4.41), tem-se:
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/amawdQ /(Vw mnaa )dF—l—ZRclw +/gw (4.64)

Seguindo um procedimento similar aquele usado para obter a equacdo (4.64), o lado

esquerdo da equagao (2.10) pode ser escrito como:

/Q o7 i) = / (V*w mng> dr+ZR* We, + / FwdQ. (4.65)
I

Substituindo as equagoes (4.64) e (4.65) na equagao (2.10), pode-se escrever:

/ Vowt — m, 2 dF+§C:R *+/ “d0)
nW — My c; W,.. w =
r on = 07

* a k
/F<V w — m”@) dF—l—ZR W, +/ g wdSQ. (4.66)

A equagao (4.66) relaciona dois estados de um material eldstico. Para aplicar esta equagao
para resolver problemas de flexao, precisamos considerar um dos estados como conhecido e
o outro como o estado que queremos investigar. Para obter a equacao integral de contorno,

o estado conhecido é ajustado para que a integral de dominio dada por:

/Q grwdQ (4.67)

desaparega. Usando as propriedades da fungao delta de Dirac §(P, @), de forma que g* = 4(P, Q),

a integral (4.67) é escrita como:

[ 8(P.Qu(P)a0(P) = w(Q), (4.68)

onde () é o ponto onde a carga é aplicada, conhecido como ponto fonte, e P é o ponto onde
o deslocamento é observado, conhecido como ponto campo. O estado correspondente a um
material linear sob carregamento de uma funcao delta de Dirac é conhecido como um estado
fundamental e as varidveis da equacdo (4.66) relacionadas a este estado (w*,V.* e m?) sé@o

conhecidas como solugoes fundamentais, as quais sao calculadas analiticamente a partir da
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equacao (4.25).

Considerando o estado ”*”como o estado fundamental, a equacao (4.66) pode ser escrita

CO1mo:

+ [ i@ e - mi@.) aﬁlp)]dF<P>+§R;<@,P>wQ<P>=
/F[vnw)w*(c;,m—m( ) (Q P] +ZRCZ (@ P) +

/Q b(P)w*(Q, P)d. (4.69)

A equacgao(4.69) é a equagao de placas finas para deslocamentos em pontos do dominio
da placa. Esta equacao fornece deslocamentos em todos os pontos do dominio da placa a
partir das cortantes equivalentes (V},), momentos de flexdo na diregdo normal (m,,), reacdo
de canto (R,,), deslocamentos (w) e rotagoes em relacao a normal (Ow/0n) conhecidos no

contorno.

A constante K é introduzida para se considerar que a funcao delta de Dirac pode ser
aplicada no dominio, no contorno ou fora do dominio. Se a funcao delta de Dirac é aplicada

em um ponto onde o contorno é suave, entdao K = 1/2. As varidveis da equagao (4.69)

dw(P)
an

condicao de contorno, algumas destas variaveis sao conhecidas e outras desconhecidas. Para

sao deslocamentos w(P), rotagdes , momentos m,(P), e forcas V,,(P). Para uma dada
se ter um numero de equacoes igual ao nimero de variaveis desconhecidas, é necessario
escrever a equagao integral correspondente a derivada do deslocamento w(Q)) em relagao ao
sistema de coordenadas cartesiano fixo no ponto de origem, isto é, o ponto onde o delta de
Dirac do estado fundamental é aplicado. As direcoes dos eixos deste sistema de coordenadas
sao coincidentes com as dire¢coes normal e a tangente ao contorno no ponto de origem. Para
problemas de flexao em placas anisotropicas tem-se que a equacgao integral de contorno é
escrita em termos de quatro valores de contorno basicos, isto é, deflexao w, inclinacao da
normal Jw/0On, forga cortante V,, e momento fletor m,,. Em um problema bem colocado dois

destes quatro valores sao incégnitas do problema e dois sao condicoes de contorno conhecidas.

Pode-se verificar que num problema de flexao em placas anisotrépicas ha sempre duas
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incognitas a serem determinadas em qualquer ponto do contorno e consequentemente, a

solugao do problema requer que uma segunda equacao seja estabelecida.

A segunda equagao integral de contorno é obtida da derivada da equagao (4.69) em relagao
a direcao n; normal ao contorno no ponto fonte e também corresponde a solucao do binario

unitario. Esta equacao ¢ dada por:

SOy [ |t Pelp) - GhQ. PG| ar(e) +
Nca*

ow* 0 |ow*
Za(Qm%@%%{WH&JQH—WW@Mbﬂ@ﬂ”ﬂ@H

ny

)ds2 (4.70)

Ne¢ a
ZRQ( Cl Q P +/
i=1

Encontra-se na literatura formulacoes de elementos de contorno que usam apenas a
equagao (4.69). Neste caso, os pontos fontes sao os nés do contorno e um numero igual

de pontos externos ao dominio do problema (RAJAMOHAN; RAAMACHANDRAN, 1999).

4.6 Solucao fundamental de deflexao para uma carga
pontual

A solucgao fundamental é a resposta a aplicacao de um carregamento unitario pontual em
um meio elastico infinito cujas propriedades elasticas sao as mesmas do componente que se
quer analisar. No caso particular de placas, a solugao fundamental é dada pelo deslocamento
w em um ponto P qualquer do dominio, chamado de ponto campo, devido a aplicacao de

uma carga unitdria ¢ em um ponto ) qualquer, chamado de ponto fonte (Figura 13).

A solucao fundamental do deslocamento transversal de placas fletidas é calculado fazendo
o termo nao-homogéneo da equagao diferencial parcial (4.25) igual a uma forga concentrada

dada por uma funcao delta de Dirac §(Q, P), isto é:

AAw*(Q, P) = §(Q, P), (4.71)
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V .
4 P(JC_, J‘)

Q(xo > Vo )

= /

Figura 13: Solucao fundamental

onde AA(.) é o operador diferencial:

_ Dy 0%(.) +4D16 04() N 2(Dyy + 2Dgs) 0(.)

n D22 8%4 D22 838y D22 8x28y2
Do 0*(.)  0*())
Dyy 0x0y3 Oyt

AA()

(4.72)

Como mostrado por (SHI; BEZINE, 1988), a solucao fundamental do deslocamento trans-

versal é dada por:

W' (0.0) = o ACRi(p,0) + CoRaolp 0) + G [S1(0.0) — Sa(p. O]}, (473)

onde

p =l =)+ (y = 40)]'"2, (4.74)

x e y sao as coordenadas do ponto campo P, xg e yy sao as coordenadas do ponto fonte @),

§ = arctan 2 (4.75)

T — X,

di — d 2 (.2 2
Cl — ( 1 Q)GHefel 62), (476)
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o = (d—do)’ + (e - )
2 GH62 ’

4(dy — dy)
Cs = GH '

G = (dl — d2)2 + (61 + 62)2,

H = (dl — d2)2 + (61 — 62)2,

(4.77)

(4.78)

(4.79)

(4.80)

d; e e; sao respectivamente as partes real e imaginaria das raizes u; da equagao caracteristica

(4.28).
Ri = p {(COSQﬂLd sin ) — 2 sin 9}
p2 2 2 2
{log [a? ((COSH + d;sinf)” + €7 sin 9)] — 3} —
4p%e; sin O (cos @ + d; sin 0) arctan ﬂ
o ' cosO + d;sin@’
e

S; = pe;sinf (cos + d;sinf) x

2
P : 2 2 s 2
{log [(12 ((COSH + d;sinf)” + e; sin 9)] — 3} +

isind
p {(cosé’%— d;sinf)? — €2 sin 9} arctan — 0

cos@ +d;sinf’

(4.81)

(4.82)

O indice repetido ¢ nos termos de R; e S; nao implicam em soma. O coeficiente a é

uma constante arbitraria tomada como a = 1. As outras grandezas derivadas da solucao

fundamental sao dadas por:
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(4.83)

0*w* 0*w* y o*w*
3 ayQ )

(4.84)

B o— _ D*w* N DPw* N OPw*
[ g1 81_2 g2a])ay gs ayQ )

Pw* Pw* Pw* Pw*
= — h h h -
v ox3 + 20x26y * 38$8y2 i oy3 )

= h h
R 0x? * 68x8y+ ! Oy?

2, % 2, % 2. %
1 <h58w 0w 8w> (4.85)

onde R é o raio de curvatura em um ponto suave do contorno I'. As demais constantes sao

definidas como:

fi = Dunl+2Digngny + Dioni, (4.86)
fo = 2(Digni + 2Dggngny, + Dagn)), (4.87)
fa = Dugn} + 2Dsgngn, + Dyyns, (4.88)
g1 = (D1 — Dy1)cos Bsin 3+ Dig(cos® f — sin? 3), (4.89)
g2 = 2(Dgs — Dig) cos Bsin 3 + 2Dgs(cos? B — sin? 3), (4.90)
g3 = (Day — Dyy)cos Bsin 3+ Dog(cos® 3 — sin? 3), (4.91)
hi = Dung(1+ nz) + 2D16n§ — Dlgnxnz, (4.92)
hy = 4Digng + Diany(1 + n2) + 4Dggn; — Dyinin, — 2Doygngny, (4.93)
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hq

= 4D267’Ly + Dlgnx(l + TL;) + 4D66n§, - Dggnxng - 2D16niny, (494)

= Doon, (1 +n2) + 2Dogn> — Diyn’n,, (4.95)
= (D13 — Dy1) cos2( — 4Dqgsin 203, (4.96)
= 2(Das — D1g) cos 23 — 4Dgg sin 23, (4.97)
= (Dag — D13) cos23 — 4Dog sin 23, (4.98)

e 0 é o angulo entre o sistema de coordenadas global xy e um sistema de coordenadas ns

o qual tem seus eixos paralelos aos vetores n e s, normal e tangente, respectivamente, ao

contorno no ponto (). As derivadas da solucao fundamental do deslocamento transversal

podem ser expressas pela combinacao linear das derivadas das funcoes R; e S;. Por exemplo:

8211)* 1 82R1 82R2 8251 825’2
=— |05 +Co—— +C - : 4.99
0y? 8 [ ! 0y? e 0y? T 0y? 0y? (4.99)
As derivadas de R; e .S; sao dadas por:
OR; 2
= 2r (cosf + d; sin ) {log [22 ((cos@ + d;sin0)* + €2 sin? 9)] - 2} —
4re; sin arctan — 580 (4.100)
re;sinf arctan —= I snd’ :
a@zl = 2r {di (cos@ + d;sin ) — e? sin 9] X
{log [TQ ((cos@ + d;sin0)* + e? sin? 9)] - 2} -
a? ’ ‘
4re; (cos 6 + 2d; sin 0) arctan __Gsinb (4.101)
rei iP5l ' cosO + d;sin @’ '
2 2
6852 = 2log {22 {(cos@ + d; sin §)® + €2 sin® 0] } (4.102)

66



62Ri ,,,,2 . 2 2 .. 9
oy 2d; log {a2 [(cos 0+ d;sinf)” + e; sin 9} -
e;sin 6
4e; _— 4.1
i arctan cosf + d;sin6’ (4.103)
O”R; 2 r? M2 2 2
oy = (d —e; ) log { [(COS 0 + d;sinf)” + e; sin 9] —
e;sin 6
€4 —_— 4.104
8d;e; arctan cosf + d; sin§’ (4.104)
PR, 4 (cosf + d; sin0)
ors [(cos 0 + d; sin 0)® + €2 sin’ 6’} 7 (4.105)
PR, 4[d;(cosf + d;sinf) + €7 sin 6] (4.106)
0z20y r [(cos 0 + d; sinf)* + €2 sin? 9} ’ .
PR,  4[(d} —€7)cosh+ (dF + €7) d;sinb)] (4.107)
Oxdy? r [(cos 0+ d;sin0)* + €2 sin 0} ’ '
PR, Ald;(d? —3e?)cosf + (df —ef)sinb)] (4.108)
3 r [(COS 0 + d; sinf)* + €2 sin? 9} 7 '
O*R, 4 { cos 6 + d; sin ) — e? sin® 9} (4.100)
dox* 2 { (cos 0 + d; sin 0)* + €2 sin? 0]2’ .
PR 4 { d )
0x30y 12 | (cosf + d;sinf)® + e2sin® 0
2e? sin 0 cos 0
! (4.110)
[(cos 6 + d;sinf)” + e sin 9}
84Ri . _é (d? + 63) _
0x20y? 72 ((cos 0 + d; sin0)* + €2 sin? 8)
2¢? cos? 0
e el (4.111)
[(0089 + d;sin )" 4 e? sin 9}
Q'R 4 d; (d + €f) _
0zx0y3 72 ((cos 0 + d;sin6)” + €2 sin? 9)
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0S;
ox

0S;

9%S;
Ox?

02S;
0xdy

3S;
ox3

93S;
020y

2 . 2+ e2)si
2¢; cos 6 (2d; cos 0 + (d7 + €7) sin0) } ’ (4.112)

[(cos@ + d; sin 0)® + €2 sin? 6}2
4 { (df — i)

72 | (cosf + d;sin0)° + e2sin? 0

2 2 _ 2 (2 AR
2e; cos 0 [(3d; — e7) cos O + 2d; (dF + €7) sin 6] } 7 (4.113)

{(COS 0+ d; sin0)* + €2 sin? 9}2
2
re; sin 6 {log lrQ ((COS 0 + d; sin 9)2 + e? sin? 0)] - 2} +
a

e; sin @

2 0 + d; sinf) arctan ————
r(cos @ + d; sin §) arctan 050+ d s

(4.114)

2

re; (cos + 2d; sin 6) {log lr ((COSQ + d; sin 9)2 + €2 sin? 9>] _ 2} I

a?
2r {di (cos@ + d;sin ) — e? sin 9} arctan __asind (4.115)
’ cos + d;sin@’
2 arct ¢ sind (4.116)
arctan ———— :
cost +d;sin 6’
7"2 2
e; log {2 [(COS 0 + d;sinf)” + e? sin’ 0} } +
a
2d, arct € 5in 6 (4.117)
;arctanl ————————, .
cos + d; sin 6
T2 2
2d;e; log {2 [(COS 0+ d;sinf)” + e? sin’ 0} } +
a
2 (d2 — €2> arctan __asind (4.118)
E k cos +d;sin@’ '
2e;sin
. SRR : (4.119)
r [(cos 0 + d; sin 0)” + €2 sin® 9}
2e; cos 6
€icos (4.120)

r [(cos @ + d;sin §)? + e2sin? 6|’
It Z
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3S; 2e; [2d; (cos O + d;sin ) — (d? — e?) sin6)

_ , 4121
0x0y? r [(cos 0 + d;sin6)” + €2 sin? 8} ( )
D35, 2¢; [(3d? — e?) cos b + 2d; (d? + e7) sin ]
= SR , (4.122)
Y r ((Cos 0+ d;sinf)” + €7 sin 0}
01S; 4de; sin 6 (cos 0 + d; sin 6)
= A (4.123)
z r2 {(cos 0 + d;sinf)” + €2 sin 9}
s ! )
0x30y 12 | (cosO + d; sin)® + e2sin’ 0
2 cos B (cos @ + d; sin ) i (4.124)
[(cos 0 + d;sin0)* + €2 sin’ 9}
o'S;  _ dejcosf|d; (cosO + d;sinf) + ef sin 6] (4.125)
Ox*0y? r2 [(cos 0 + d;sin6)” + €2 sin? 0}2 7
oS, 2 { (dF + €7)
oxoy3 72 | (cos @ + d; sin 9)2 + €?sin? 0
2 | 2 i ) — 402 e
2(d; + €7) cos (cos + d;sinb) 4621 cos® 7 (4.126)
[(COS 0 + d; sin0)* + €2 sin? 9]
oS e d; (dF + €3)
oyt r? | (cos +d;sinf)® + e2sin® 0
(d?2 — 3e2 4 _ e gi
cos O [d; (d7 — 3e?) cos O + (d; — €] )251n 0] ‘ (4.127)
[(cos 0 + d; sinf)* + €2 sin? 9}

Como pode ser visto, as derivadas de R; e S; apresentam singularidades fracas (logr),
singularidades fortes (1/r), e hipersingularidades (1/r?) que precisam de uma atengao especial

durante sua integracao.

4.7 Elementos quadraticos

Nos elementos quadraticos, os deslocamentos e as forgas podem ser representados como:
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w®

ow (1)
on

{ 20 e 0 e 0] w®

1 2 3 Hw (2)
0 o 0 o 0 o ] g

{ ; } (4.128)
on

w®

ow (3)
on

"o

mgp)

Vo l_[e 0 o o ¢ o ]]ve
0 ¢ 0 ¢ 0 ¢ || m®

n

(4.129)

e

m®

Nos elementos quadraticos descontinuos os nés sao colocados em £ = —2/3, £ = 0 e

¢ = +2/3, como mostrado na Figura 7. As fungoes de forma sao dadas pelas equagoes:

PO 5(25_?1); (4.130)
7 - (39043 o
o9 = 5(25+i>_ (4.132)

onde £ é a coordenada adimensional ao longo do elemento (Figura 7).

4.8 Equacao matricial

Com o objetivo de calcular as varidveis de contorno desconhecidas, o contorno I' é dis-
cretizado em N, elementos de contorno quadraticos e as variaveis de contorno w, dw/dn, m,
e V,, sao interpoladas ao longo de cada elemento. Tomando um né d como o ponto fonte, as

equagoes (4.69) e (4.70) podem ser escritas na forma matricial como:
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@

Y Ne | [ gl

2 2| o
o (4) i=1 21
ony

22 23 24

i,d i,d i,d i,d id
h&>Mme>h&>%w]

id id

hs i

i,d i,d i,d i,d i,d i,d i
%8: [ 9§1 ) 9§2 ) 9%3 ) 9§4 ) 955 ) 956 ) ] Vi 2)
i,d i,d i,d i,d i,d i,d i
i=1 gél ) 952 ) 953 ) 954 ) 955 ) 956 ) m%g)
Vni73)
mli®

%C: Rgi,d)
— Réi,d)
Os termos da equagao (4.133) sao
W = [ oOvar,
Ty
P = / SOV,
p / BV,

mi = |

ovr
M7 T,
¢ 0711 4

9\ P
+ Z (7, o (B |+ P
Co 2

integrais dadas por:

n? =~ [ oWmidr,
r;

_ / ¢(2)m2df‘,
r;

D~ [ oPmiar,
r;

W" = — [ oS mar,

8n1

héid) _ _/ ¢(2)%dn
T, onq

"dF

Rl _ / (3)
26 N, o o,
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WD)

Jw (5,1)

on
w(0:2)

Sw (6:2)

on
w(03)

dw (4,3)

on

(4.133)

(4.134)

(4.135)

(4.136)

(4.137)

(4.138)

(4.139)



i . (9w
9%17[1):/F ¢Mw*dr, 912 = / ¢(1) (4.140)

i

5" = [ o, o == [ 625 ar, (4141)
o5 = [ 6Pwrdr, o’ = 692 ar (4.142)
9? / ¢1>g:1 g =~ /F 1- ¢<1>;m%”:kldr, (4.143)
o4 = [ o (9w s =- [ ¢<2>8i1 ag:f (4.144)
i) /¢ i g — /pfb(g)ailag; dr, (4.145)
A = (T S = 881:;?, (4.146)
R = R*. R{ %Rn? (4.147)
_ /Q gu*dq, P9 = gs’ldg. (4.148)

sendo o contorno I' dado por:

Ne
r=>»r., (4.149)

onde, N, é o nimero de elementos.

O desenvolvimento das integrais ao longo do elemento na equagao (4.133) requer o uso do
jacobiano, ja que as funcgoes de forma sao expressas em termos da coordenada adimensional

e as integrais sao resolvidas ao longo do contorno I'.

A equagao matricial (4.133) tem duas equagoes e 6N, + N, varidveis desconhecidas. Para
se obter um sistema linear solucionavel, o ponto fonte é colocado sucessivamente em cada no
do contorno (d = 1,...,6N,) bem como em cada né de canto (d = 6N, 4+ 1,...,6N, + N,). E

importante notar que enquanto ambas as equagoes, (4.69) e (4.70), sao usadas para cada né
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de contorno (fornecendo as primeiras 6N, equagoes), somente a equagao (4.69) é usada para

cada canto (fornecendo outras N, equagoes). Entao, a seguinte equagao matricial é obtida:

H’ RI Wy . G/ C/
H' R/ W, G’

onde, wy, contém o deslocamento transversal e a rotagao de cada né de contorno, Vy,

{ Vi V. }+{ I;’" } (4.150)

c

contém a forcga cisalhante e o momento torsor de cada né de contorno, Py, contém a integral
de dominio para cada né de contorno, w. contém o deslocamento transversal de cada canto,
V. contém a reagao de canto para cada canto, P. contém a integral de dominio para cada
canto. Os termos H', C’, R’ e G’ sd0 matrizes que contém os respectivos termos da equacao
(4.133) escritos para os N, nés de contorno. Os termos H', C”, R” e G” sdo matrizes que

contém os respectivos primeiros termos da equacao (4.133) escrita para os N, cantos.

A equagao (4.150) pode ser reescrita como:

Hw =GV + P, (4.151)
onde,
H R
H— , (4.152)
H// R//
W= { Won } (4.153)
W,
G C
G- , (4.154)
G_// C//

V= { Vin } (4.155)

an
P:{ b } (4.156)



Para resolver a equagao (4.151) é necessério levar em conta as condigoes de contorno.
No caso de formulagoes dinamicas, o termo P contém as aceleragdes (termos de inércia). Na
formulagao transiente, esta aceleragao é escrita em funcao dos deslocamentos em passos de
tempo anteriores e no instante atual. Neste trabalho, utiliza-se o método de (HOUBOLT, 1950)
para descrever a aceleracao em termos dos deslocamentos. Este procedimento é descrito na

secao 9.3.
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5 O Meétodo dos Elementos de
Contorno para Cascas Abatidas
Anisotropicas

5.1 Introducao

Este capitulo apresenta a formulagao do método dos elementos de contorno para a analise
de cascas abatidas de materiais anisotropicos. Esta formulacao foi apresentada inicialmente
nos trabalhos de Albuquerque e Aliabadi (2008, 2010). Ela se baseia no acoplamento da
formulagao de elasticidade plana (membrana), apresentada no capitulo 3, e a formulagao de
flexao de placas finas, apresentada no capitulo 4. Devido a curvatura, surgem integrais de
dominio nas formulacgoes. Neste trabalho, estas integrais de dominio sao transformadas em
integrais de contorno usando o método da integracao radial. O método da integragao radial
apresenta uma grande vantagem sobre o método da reciprocidade dual, que é a auséncia de
solugoes particulares na formulacao. Dada as dificuldades em se obter solucoes particulares
para as equacgoes constitutivas anisotropicas, o método da integracao radial é especialmente
indicado para materiais compoésitos. Porém, por ser uma formulagao inteiramente numeérica, o
custo computacional do método da integracao radial é mais alto que o custo da reciprocidade
dual.

5.2 Consideracoes iniciais sobre cascas abatidas

Conforme ja mencionado no capitulo 1, a superficie média de uma casca abatida pode

ser escrita como uma funcao z = z(z,y) conforme a equacao (1.1).

Considere uma casca abatida de um material eldstico anisotrépico com a superficie média
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descrita por z = z(x,y), conforme mostrado na Figura 14. Considere também um elemento
infinitesimal ABC'D que é parte da superficie da casca. A projecao de ABC'D no plano zy
é dada por A’B'C'D’. Conforme mostrado na figura, o comprimento infinitesimal ds; sobre

a superficie da casca pode ser escrita como:

0z

Figura 14: Casca.

dsy = %d 2+d?—d %2%—1 (5.1)
= &cx r? = dx 9 . .

Da mesma forma, pode-se escrever:

dsg = %d 2+d2—d %2+1 (5.2)

As expressoes (5.1) e (5.2), devido a simplificagao da geometria dada pela equagao (1.2),

podem ser reescritas da forma:

dsy = dx (5.3)

Por sua vez, o inverso dos raios de curvatura podem ser aproximados por:
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R11 = _E = _@7 (5-5>
1 0%z
Rog = —E = _87312’ (5-6>
e
1 0%z
K12 = _R12 = —axay (57)

5.3 Equacao integral de contorno

Considere uma casca abatida de um material elastico anisotrépico com a superficie média
descrita por z = z(z1, x2), conforme mostrado na Figura 14. A projecdo da casca é definida

por um dominio €2 no plano zy, cujo contorno é dado por I'.

A equagao de equilibrio para essa estrutura pode ser escrita como:

Nij; +b; =0, (5-8)
O'w w 0w 0w 0w | Ny
Dll@ + 4D16m + 2 (D12 + Des) 020y + 4D26W + D2287y4 + R,; = ¢5.9)

onde 4, 7,k = 1,2; N;; sao for¢as de membrana aplicada na casca; D11, Das, Dgs, D12, Dig, €
Dyg sao a rigidez flexural da placa anisotrépica; w representa o deslocamento na diregao xs;
¢; sao cargas de dominio aplicadas nas direcoes dos eixos z1 e x9, g3 € a carga de dominio

aplicada na diregao do eixo x3 e, conforme as equagoes (5.5), (5.6) e (5.7):

-1

<,ij

Usando as equacgoes de equilibrio de cascas abatidas isotropicas, a relacao de reciproci-
dade, e o teorema de Green, Zhang e Atluri (1986) obtiveram equagoes integrais que podem

ser divididas em termos de formulagoes de elasticidade plana e de flexao de placas. Estas for-
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mulacoes sao acopladas através de integrais de dominio que surgem nas equagoes. Alterando
as equacgoes constitutivas para suas respectivas anisotrépicas, as equagoes integrais obtidas
por (ZHANG; ATLURI, 1986) podem ser estendidas a cascas abatidas de compésitos laminados

simétricos. Assim, as equacoes integrais de elasticidade plana (equagdes de membrana) sao

dadas por:
ity + [ 4(@ Pur(PYC(P) = [ w3, (Q. P)tu(P)dr(P)
+ [ g Q. P)A+ [ u(Q. P)au(P)AAP). (5.11)
onde uy é o deslocamento nas diregoes 1 e x9, t; = N;jn;, P é o ponto campo; ) é o ponto

fonte. A constante ¢;; é introduzida a fim de ter a possibilidade de que o ponto () possa ser
colocado no dominio, no contorno, ou fora do dominio. O simbolo * representa as solugoes
fundamentais que podem ser encontradas em Sollero e Aliabadi (1993), Albuquerque, Sollero
e Aliabadi (2002b), Aliabadi (2002). As constantes ki; dependem do raio de curvatura Ry;

da casca abatida e sao dadas por:

R11 An A12 A16 R%l
R22 = A12 A22 A26 R%Q (5- 12)
R12 A Az Ass R%Q

onde Ay, Agg, Ags, A12, Arg, € Agg sao a rigidez extensional da placa anisotrépica.

A equacao integral de flexao de placa é dada por:

dw(P)

w@) + [ [v:@,mw( )—m(.p) 24

] dr(P)

+ZR* (Q, P)we(P ZR* Jwei(Q, P) +/Q3 (@, P)dQ2

+/ [ wH(@Q, P) —mn(P )a(Q,P)] dF(P)—i—/F%ijnjui(P)w*(Q,P) dr'(P)
* Q'; w(Q, Pyw(P)dQ + / ki (P)w*(Q, P)] ; ui(P) S, (5.13)

) 4 . o ,
onde 8—2 ¢ a derivada na direcao do vetor externo n que é normal ao contorno I', e m,, e V,,
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sao, respectivamente, o momento normal de flexao e a tensao de cisalhamento equivalente
de Kirchhoff sob o contorno I', R, é a reacao nos cantos da placa fina; w.; é o deslocamento
transversal nos cantos, g3 é a forga de dominio no sentido transversal; K é uma constante
equivalente a ¢;; da equac@o (5.11). Solugdes fundamentais para placas finas anisotrépicas
podem ser encontradas em Shi e Bezine (1988), Albuquerque et al. (2006). Para se ter um
numero igual de equagoes e incognitas, é necessario escrever uma equagao integral correspon-
dente & derivada do deslocamento w(Q) com relagao ao vetor unitdrio m que é normal ao

contorno no ponto fonte (). Esta equacao é dada por:

8w ov(Q, P) om;(Q, P) Ow(P)
8m am'9) +/r [ om w(P) - om on ] dr(p)
# 3 P = 3 el @) + [P e g

i=1

T Pﬂ )+ [[manup) 2 )

Kij Ow” (Q P ’p)
+ P dQ—i—/ [ L u;(P) dSQ. (5.14)

Como pode ser visto nas equagoes (5.11), (5.13), e (5.14), integrais de dominio surgem

na formulagao devido a curvatura da casca. Estas integrais de dominio sao:

P(Q) = /Q Crpgwily ;(Q, P)dS, (5.15)

- /Q Cpr*(Q,P)w(P) ds), (5.16)

Q) = | [Crig(PYuw(Q. P)] ; us( P) S, (5.17)
/CZ“ O Q P) Py ac, (5.18)
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Py(Q) = /Q [C%(P)am wi(P) dQ. (5.19)

Caso estas integrais de dominio nao sejam transformadas em integrais de contorno, torna-
se necessario a discretizacao do dominio em células. Com isso, o método dos elementos de

contorno perde o seu principal atrativo que é a discretizacao apenas do contorno.

5.4 O método da integracao radial

Neste trabalho, o método da integragao radial é utilizado para transformar as integrais

de dominio, dadas pelas equagdes (5.15) até (5.19), em integrais de contorno.

Considere-se, em um caso geral, a integral de dominio dada por:

P(Q) = /Q b(P)v*(Q, P)dS, (5.20)

onde b e v* sao uma forga de corpo genérica e a solucao fundamental, respectivamente.

A forga de corpo é aproximada sobre o dominio €2 como uma soma de M produtos entre
fungoes de aproximagao f,, e coeficientes desconhecidos 7,,, da mesma forma que no método

dos elementos de contorno de reciprocidade dual. Esta aproximacao ¢ dada por:

b<P) = Z Y Sm (5.21)

para as fungoes de aproximacao baseadas em uma fungao de base radial pura, ou

M
b(P)= > Ymfm+azx+by+c (5.22)
m=1
com
M M M
m=1 m=1 m=1

para as funcoes de aproximacgao baseadas numa funcao de base radial aumentada por um

polinomio de primeira ordem.
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Agora, considerando que a forca de corpo é aproximada, por simplicidade, pela equacao

(5.21), a integral de dominio (5.20) pode ser escrita como:

P(Q) = [ b(PI(Q. P = 3 3 || " (Q. PYA (5.24)
P(Q) = 32 v [ fut"(Q. Ppdpdd, (5.25)
PQ) = 3 [ [ fu" (@, P)odpdt, (5:26)

onde r é o valor de p em um ponto do contorno T'.

Definindo F,,(Q) como a seguinte integral:

Fa(Q) = /0 " fut*(Q, P)pdp, (5.27)
podemos escrever.
M
P@Q) =3 m /9 F, (Q)df. (5.28)
m=1

Considerando um angulo infinitesimal df (Figure 15), a relagao entre o comprimento de

arco rdf e o comprimento de arco infinitesimal no contorno dI', pode ser escrita como:

do
cosa = —=, (5.29)
5l
ou
o = <2, (5.30)

r

onde « é o angulo entre os vetores unitarios r e n.

Usando as propriedades do produto interno dos vetores unitarios n e r, mostrados na
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Figura 15: Relacao geométrica para as transformacoes de dominio.

Figura 15, podemos escrever:

a0 = 21 ar. (5.31)
T

Substituindo a equacao (5.31) na equacao (5.28), a integral de dominio (5.20) pode ser

escrita como uma integral de contorno dada por:

M
Fr
PQ) = Y / ﬁQ)n.rdF, (5.32)
m=1 r
ou, na forma matricial:
gi!
~
PQ) = [ Jr %n.rdf Jr %n.rdlﬂ o Jr F’Mf@)n.rdl“ } .2
M

(5.33)
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Para calcular ~,,, é necessario considerar as forcas de corpo em M pontos do dominio e
do contorno. No caso deste trabalho, esses pontos sao os nés do contorno e alguns pontos

internos. Assim, a equagao (5.21) pode ser escrita como:

b = F#, (5.34)

e v podem ser calculados como:

v =Fb. (5.35)

Substituindo (5.35) na equagao (5.33), temos:

P@Q) =] fp BQurdr [ 2Quydr .. f 2@y rr [F'b,

r T

(5.36)

Escrevendo a equagao (5.36) para todos os pontos-fonte, ou seja, todos os nés do contorno

e pontos internos, temos a seguinte equacao matricial:

P = RF 'b = Sh, (5.37)

onde S = RF™!, P é um vetor que contém o valor de P(Q) em todos os pontos-fonte Q, e
R é uma matriz que contém os valores das integrais da equagao (5.36) quando esta equagao

é escrita para todos os pontos-fonte Q).

5.5 Equacao matricial

Considerando todas as forcas de corpo que aparecem nas equagoes (5.11), (5.13), e (5.14),

o vetor P para estas equacoes é dado por:
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[ me me me |
0 0 bb bi be u
b
me me me
0 0 ib SZZ Sic u
plc plc pl pl pl ’
P S% SM S% SM SM
o p2c p2c p2 p2 p2 Wp <5 38)
Sbb Sbi Sbb Sbi Sbc W
ple ple pl p2 pl i
Sib SZZ Sib Su Sic W
ple ple pl pl pl ¢
_Sm Sd Sw Sd Sm |

onde o indice sobrescrito da matriz S representa o tipo de equacao que esta sendo utilizada,
ou seja, m representa a equagao da membrana dada pela equagao (5.11), pl representa a
primeira equagao da placa, dada pela equacao (5.13), e p2 representa a segunda equagao
da placa, dada pela equagao (5.14). A letra ¢ no indice sobrescrito significa que estes sao
termos de acoplamento. Na matriz S, o primeiro indice subscrito representa a localizagao dos
pontos fontes (b, se os pontos fontes estdo em uma parte suave do contorno, i se eles estao
no dominio e ¢, se eles estdo nos cantos). O segundo indice subscrito mostra onde estao as
forcas de corpo que sao multiplicadas pelos termos da matriz de S. Para o segundo indice,
as mesmas letras do primeiro indice subscrito sao utilizadas com o mesmo significado. O
vetor do lado direito tem valores nodais das forcas de corpo que, neste caso sao dadas por
deslocamentos (todos os demais termos das integrais de dominio sdo considerados como parte
da solu¢do fundamental v*). A letra u representa os deslocamentos nas diregoes x; e x5 €
w representa o deslocamento na direcao transversal. Os indices subscritos do vetor do lado

direito indicam a localizacao dos nés, onde os deslocamentos sao calculados.

Finalmente, se o contorno I' é discretizado em elementos de contorno, as equagoes (5.11),
(5.13), e (5.14) sao escritas para todos os pontos-fonte, e a seguinte equagao matricial pode

ser obtida:

H? 0 0 0 0 mo0 0
u
m T 0 0 0 ’ mog 0
e o gt oo wt || " o o an ||
bb bb be bb be
V — p
HZ 0 HZ 0 HY ’ 0 G G '
e o my o1 omEp || o Gy g | P
(B o Hp o BN [0 anoan
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[ mc mc me |
0 0 bb bi be u
b
mc mc mc
7 i ic
0 0 Spc S § )
ple plc pl pl pl i
+ Sbb Sbi Sbb Sbi Sbc +
SpQC Sp2c Sp2 Sp2 Sp2 Wp q
bb bi bb bi be W
plc plc pl p2 pl i
Sib Su Sib Su Sic W
ple plc pl pl pl ¢
L Scb Sci Scb Sci Scc ]

(5.39)

onde H e G sao as matrizes de influéncia do método dos elementos de contorno; o vetor v
contém deslocamentos transversais e rotagoes dos nés (ndo somente deslocamentos transver-
sais como o vetor w). Os vetores t e p contém reagoes nos nés de contorno para as equagoes
da membrana e placa, respectivamente. O vetor q é devido a carga no dominio ¢;. As in-
tegrais de dominio devido aos ¢;’s sao transformados exatamente em integrais de contorno

usando o procedimento apresentado em Albuquerque et al. (2006).

A equagao (5.39) pode ser escrita em uma forma mais concisa como:

Hv =Gt +Su+q (5.40)

Finalmente, as colunas de matrizes da equagao (5.40) podem ser ordenadas em confor-

midade com as condig¢oes de contorno, obtendo-se assim um sistema de equacgoes lineares.

5.6 Funcoes de aproximacao

Duas funcoes de aproximacao sao usadas neste trabalho. A primeira é uma funcao de

base radial que tem sido usada extensivamente no DRM e é dada por:

fmi =1+ R. (5.41)

A segunda é bem conhecida como spline de placas finas:

finy = R*1og(R), (5.42)
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usada com a fungdo de aumento dada pelas equagoes (5.22) e (5.23). Tem sido demons-
trado em alguns trabalhos da literatura que esta fungao de aproximacao pode dar excelentes

resultados para muitas formulagoes diferentes (PARTRIDGE, 2000).

O método da integragao radial baseia-se em duas integrais que sao calculadas numerica-
mente. A primeira é dada pela equagao (5.27) que é calculada para cada ponto de integragao
do contorno, com p variando de zero a r. A segunda é dada pela equagao (5.32) que é cal-
culada ao longo do elemento. O ntimero de pontos de integracao usado nestas integrais é de
fundamental importancia para o método da integracao radial. O uso de poucos pontos de
integracao torna o método impreciso. Ja se muitos pontos forem usados, o custo computacio-
nal fica alto. Alguns trabalhos da literatura indicam que, para problemas isotrépicos, apenas
4 pontos de integragao sao suficientes para se obter resultados adequados (GAO, 2002; JE-
SUS; ALBUQUERQUE; SOLLERO, 2010). Nesta dissertacao é feita uma andlise da sensibilidade
do método da integracao radial quanto ao ntimero de pontos de integracao considerando a

formulacao de cascas abatidas de compdsitos laminados simétricos.

5.7 Resultados numéricos

5.7.1 Cascas abatidas quadradas esféricas de laminado cruzado

A fim de avaliar a precisao da formulacao proposta, considere-se uma casca abatida qua-
drada esférica de um material compésito laminado simétrico com laminas dispostas paralelas
ou perpendicularmente em relagdo as vizinhas (laminado cruzado ou cross-ply), como mos-
trado na Figura 16. A geometria e as propriedades do material da casca sao: razao entre o
comprimento e a espessura da borda a/h =100, relagoes entre os médulos eldsticos E;/Fs
= 25, G12/FEy = 0,5, a razao de Poisson v15 = 0,25. O laminado tem quatro camadas com
orientagao [0°/90°/90°/0°]. Todas as camadas tém espessura igual de h/4. Duas cargas sao
consideradas: uma carga uniformemente distribuida na direcao transversal (pressao interna)
43 = ¢o (@1 = 2 = 0) e uma carga senoidal g3 = ¢, sin(%*) sin(*¥) (¢1 = g2 = 0), onde ¢, ¢ a

amplitude méxima da carga.

Esse problema foi analisado com diferentes proporcoes entre o comprimento da aresta e
os raios de curvatura a/R; = a/Rs = a/R (R12 = Ry; = 0). Trés malhas foram usadas.

A malha 1 com 12 elementos de contorno quadraticos descontinuos e 9 pontos internos, a
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Figura 16: Casca abatida esférica.

malha 2 com 20 elementos de contorno quadraticos descontinuos e 25 pontos internos, e a
malha 3 com 28 elementos de contorno quadraticos descontinuos e 49 pontos internos. A
malha 3 é mostrada na Figura 17. Todas as malhas tém elementos de igual comprimento e
pontos internos distribuidos uniformemente. As condi¢oes de contorno consideradas para a
cascasaoti =ups=w=m, =0emz; =0ezx;=a,euy =tb=w=m, =0em x5 =0
e r3 = a (REDDY, 1985). As Tabelas 1 e 2 apresentam os resultados obtidos utilizando
fungoes de aproximagao fi,, € fm,, respectivamente, para as cascas sob carga uniformemente
distribuida. A Tabela 3 mostra os resultados obtidos com a funcao de aproximagao f,,, para
uma casca sob carga senoidal. Estes resultados foram obtidos usando 32 pontos de integracao
na equagao (5.27) e 16 pontos de integragao na equagao (5.32). Os resultados sao comparados
com resultados analiticos apresentados por Reddy (1985). A formulagao proposta por Reddy
(1985) é para as cascas genéricas (as hipéteses de cascas abatidas nao foram consideradas)

com varias razoes de R/a .

Tabela 1: Deslocamento transversal do centro da casca abatida de laminado cruzado w =
103w E5h3 /(g,a*) sob um carregamento distribuido uniformemente. Resultados calculados
usando a fungao de aproximacao f,,.

R/a 00 100 50 20 10 5 2 1
Reddy (1985) | 6,8331 | 6,7772 | 6,6148 | 5,6618 | 3,7208 | 1,5358 | 0,2844 | 0,0715
@ (malha 1) | 6,8100 | 6,7216 | 6,4694 | 5,1162 | 2,8088 | 1,0243 | 0,1728 | 0,0423
@ (malha 2) | 6,3014 | 6,7348 | 6,5425 | 5,4488 | 3,3937 | 1,3260 | 0,2425 | 0,0611
@ (malha 3) | 6,7991 | 6,7391 | 6,5650 | 5,5563 | 3,5695 | 1,4385 | 0,2657 | 0,0679

Como pode ser observado nas Tabelas 1 e 2, os resultados obtidos utilizando a funcao
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Figura 17: Malha de elementos de contorno e pontos internos para uma casca abatida qua-
drada esférica (malha 3: 28 elementos de contorno e 49 pontos internos.)

Tabela 2: Deslocamento transversal do centro da casca abatida de laminado cruzado w =
10w Esh?/(g,a*) sob um carregamento distribuido uniformemente. Resultados calculados
usando a fungao de aproximagao f,,.

R/a 00 100 50 20 10 5 2 1
Reddy (1985) | 6,8331 | 6,7772 | 6,6148 | 5,6618 | 3,7208 | 1,5358 | 0,2844 | 0,0715
w (malha 1) | 6,8100 | 6,7489 | 6,5721 | 5,5495 | 3,5482 | 1,4238 | 0,2620 | 0,0649
w (malha 2) | 6,8014 | 6,7452 | 6,5817 | 5,6238 | 3,6819 | 1,5129 | 0,2800 | 0,0701
w (malha 3) | 6,7991 | 6,7437 | 6,5824 | 5,6352 | 3,7044 | 1,5290 | 0,2833 | 0,0712

de aproximagao f,,, convergem mais rapidamente para a solucao analitica do que aqueles
obtidos utilizando f,,,. Também é possivel observar nas Tabelas 1, 2, e 3, que existe uma
boa concordancia da formulagao proposta com a solugao analitica de Reddy (1985), mesmo
para uma pequena propor¢ao entre o raio de curvatura e o comprimento da aresta (R/a = 1,
por exemplo). Comparando-se a tltima linha das Tabelas 2 e 3 (resultados obtidos com
a malha mais refinada e fun¢do de aproximagao f,,,) com a segunda linha destas tabelas
(resultados obtidos por Reddy (1985)), notamos que diferengas sdo sempre menores que 1
%. Como esta casca é muita fina (a/h =100), o efeito da deformacao cisalhante é muito
pequeno. Por causa disso, os resultados obtidos pelo método proposto, que usa a formulacao
de Kirchhoff para placas finas, tem uma boa concordancia com resultados obtidos usando

uma teoria que considera a deformagao por cisalhamento.

38



Tabela 3: Deslocamento transversal do centro da casca abatida do tipo cross-ply ¢z =
¢osin(%) sin(%¥) sob um carregamento senoidal. Resultados calculados usando a fungao
de aproximagao f,,.

R/a 00 100 50 20 10 5 2 1
Reddy (1985) | 4,3368 | 4,3021 | 4,2015 | 3,6104 | 2,4030 | 1,0279 | 0,2054 | 0,0532
w (malha 1) | 4,3191 | 4,2815 | 4,1725 | 3,5412 | 2,2987 | 0,9561 | 0,1879 | 0,0485
w (malha 2) | 4,3136 | 4,2788 | 4,1778 | 3,5852 | 2,3791 | 1,0135 | 0,2018 | 0,0523
w (malha 3) | 4,3128 | 4,2785 | 4,1786 | 3,5919 | 2,3919 | 1,0232 | 0,2043 | 0,0530

Para avaliar a sensibilidade da formulagao quanto ao niimero de pontos de integracao, o
deslocamento transversal foi calculado considerando diferentes nimeros de integracao. Para
simplificar a anélise, foi sempre usado o mesmo numero de integragdo nas equagoes (5.32)
e (5.27). A andlise foi feita para diferentes razdes R/a. As figuras 18, 19 e 20 mostram
o deslocamento do né central da casca sob carregamento uniformemente distribuido para
R/a = 10,20, 50, respectivamente, juntamente com o resultado analitico obtido por Reddy
(1985).

—O6— Malha 1

—<— Malha 2
—=— Malha 3 i
Reddy (1985)
_2 1 1 1 1 1 1 1 1
2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Numero de pontos de integracéo

Figura 18: Sensibilidade do deslocamento transversal da casca sob carregamento uniforme-
mente distribuido a variagdo do ntiimero de pontos de integragao para R/a = 10.
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—6&— Malha 1

4r —&— Malha 2 T
a5l —+&— Malha 3 |

S Reddy (1985)

3 L ,
25} -

2 1 1 1 1 1 1 1 1

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Numero de pontos de integracédo

Figura 19: Sensibilidade do deslocamento transversal da casca sob carregamento uniforme-
mente distribuido a variagao do nimero de pontos de integragao para R/a = 20.

—6— Malha 1

—&— Malha 2 g
—&— Malha 3
Reddy (1985) |-

—6—% & & & & g

6-4 | | | | | | | |
2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Numero de pontos de integragao

<&

Figura 20: Sensibilidade do deslocamento transversal da casca sob carregamento uniforme-
mente distribuido a variagdo do nimero de pontos de integragao para R/a = 50.

90



Conforme mostrado nas figuras 18, 19 e 20, os resultados com poucos pontos de integracao
(2 ou 4 pontos) apresentam erros elevados, ficando longe do resultado obtido por Reddy
(1985). Entretanto, com o aumento do nimero de pontos de integragao, os resultados do
método dos elementos de contorno convergem rapidamente para o resultado apresentado por
Reddy (1985). Para estes problemas analisados, conclui-se que bons resultados sdo obtidos
usando 6 pontos de integragao. Este resultado torna o método bastante adequado para o
tratamento destes tipos de problemas, uma vez que o custo computacional nao é alto e o fato
de nao ter que calcular solugoes particulares faz com que o método da integracao radial seja
vantajoso, dada a facilidade de implementacao, quando comparado ao método dos elementos

de contorno de reciprocidade dual.

5.7.2 Cascas abatidas quadradas esféricas ortotrépicas

Agora, considere uma casca abatida quadrada esférica de uma tnica camada ortotropica,
como mostrado na Figura 16. A geometria e as propriedades do material da casca sao:
comprimento da aresta da casca abatida no dominio {2 com a =0,254 m e espessura h = 0,0127
m, moédulos elasticos transversal Fy = 6,895 GPa e longitudinal £y = 2FE5, o coeficiente de
Poisson v15 = 0, 3, e 0o médulo de cisalhamento G, = E»/[2(1—112)]. A casca estd submetida
a uma carga uniformemente distribuida na direcao transversal (pressao interna) gz = 2,07

MPa (¢3 = g2 = 0). Duas razoes de raios de curvatura e comprimento de aresta foram

utilizados (R/a =5 ¢ R/a = 10).

Esse problema foi analisado considerando dois tipos de condigoes de contorno, ou seja,
todas as bordas engastadas (u; = to = w = Jw/Oon = 0Oem z; = 0 ey = a, e ) =
up = w = dw/On = 0 em x93 = 0 e o = a) e todas as bordas simplesmente apoiadas
(uy =t =w=m, =0emz; =0ex; =a, et =u=w=m, =0emuazy =0e
z9 = a). Os resultados foram obtidos utilizando-se uma malha de 28 elementos de contorno
quadraticos descontinuos e 49 pontos internos (Figura 17). Para esses problemas, apenas a

funcao de aproximacao f,,, € usada.

A variagdo do deslocamento transversal com a coordenada x; em z3 = a/2 (linha ao
longo do centro da casca) é mostrado nas Figuras 21 e 22, considerando as bordas engas-
tadas e simplesmente apoiadas, respectivamente. Com a finalidade de avaliar a precisao da
formulagao, as Figuras 21 e 22 também apresentam resultados obtidos por um método sem

malha apresentado por Sladek et al. (2007) para os mesmos problemas, mas considerando
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uma formulacao onde o efeito de cisalhamento é considerado. Os deslocamentos sao nor-
malizados pelo deslocamento central de uma placa isotrépica (E; = Es e todas as outras
constantes do material permanecem as mesmas da casca), com o comprimento da aresta e
espessura idénticas, sob a mesma carga. Esse deslocamento é igual ao w, = 8,423 1073 m

para a casca engastada e igual a w, = 27,01 1072 m para a casca simplesmente apoiada.

0.8
0.7r
0.6r ]
0.5 i
c 041 i
~
¥ 0.3} .
0.2 —o— Sladek et al. (2007), R/a = 10|
¢ BEM,R/a=10
0.1 —&— Sladek et al. (2007), Rla=5 |-
* BEM,R/a=5

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

x1/a

Figura 21: Variacao do deslocamento transversal para a casca abatida quadrada esférica
ortotropica com arestas engastadas.

Como pode ser visto, ha uma boa concordancia entre os resultados calculados neste

trabalho e os resultados obtidos por Sladek et al. (2007) usando o método sem malha.

5.7.3 Casca abatida quadrada esférica do tipo angly-ply

Agora, considere uma casca abatida quadrada esférica de um material compodsito lami-
nado simétrico cujas laminas sdo montadas em angulos diferentes de 0° e 90° (angly-ply).
A geometria e as propriedades do material da casca sao: razao entre o comprimento e a
espessura de uma borda a/h =100, as relagoes entre os mddulos eldsticos Ei/E, = 25,
Gh2/E, = 0,5, razao de Poisson v15 = 0,25. O laminado tem quatro camadas com ori-
entagoes [45°/ —45°/ —45° /45°]. Todas as camadas tém espessura igual de /4. A casca estd

sob uma carga uniformemente distribuida na dire¢do transversal (pressao interna) gs = ¢,
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Figura 22: Variacao do deslocamento transversal para a casca abatida quadrada esférica
ortotrépica com arestas simplesmente apoiadas.

(1 = ¢ = 0). A relacdo entre o raio de curvatura ao longo do comprimento da borda
é R/a = 5. Esse problema foi analisado, considerando as bordas simplesmente apoiadas
t1 =uy=w=m, =0emzy =0exy =a, eu =ty=w=m, =0emxzy, =0
e £ = a (REDDY, 1985). Os resultados foram obtidos utilizando-se 28 elementos de con-
torno quadraticos descontinuos e 49 pontos internos (malha 3) e 44 elementos de contorno
quadréticos descontinuos (11 elementos por borda) e 121 pontos internos (malha 4). Para
este problema, uma tnica fungao de aproximagao f,,, foi usada. A variacao do deslocamento
transversal com a coordenada 1 em x5 = a/2 (linha ao longo do centro da casca) é mostrado
na Figura 23. Resultados obtidos através de elementos finitos por Ram e Babu (2001) para os
mesmos problemas, mas considerando a casca com deformagao de cisalhamento, sao também

apresentados. Os deslocamentos sao normalizados por w = 103w FEsh?/(g,a?).

Como pode ser visto, os resultados de ambas as malhas de elementos de contorno estao
em boa concordancia. Se comparados com os resultados de elementos finitos, os resultados de
elementos de contorno sao ligeiramente superiores para 0,05 < z7/a < 0,3. A concordancia

é boa proximo ao contorno e ao redor do centro da casca.
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Figura 23: Variacao do deslocamento transversal para uma casca esférica com sequéncia de
empilhamento [45°/ — 45°/ — 45°/45°].
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6 Consideracoes Finais

6.1 Conclusoes

Este trabalho apresentou uma formulacao do método dos elementos de contorno para o
calculo de deslocamentos transversais em cascas abatidas de materiais compositos. A for-
mulacao do método dos elementos de contorno para a andlise de cascas abatidas de materiais
anisotropicos foi obtida usando a formulacao de elasticidade plana junto com a formulacao
de placas finas e considerando os efeitos da curvatura como sendo forcas de corpo. Foram
usados elementos de contorno quadraticos descontinuos. As integrais de dominio provenien-
tes das forcas de corpo foram transformadas em integrais de contorno usando o método da

integracao radial.

No método da integracao radial foi utilizada como funcao de aproximacao a funcao de
base radial spline de placas finas aumentadas por polinomios que, conforme relatado na

literatura, apresenta um bom desempenho em varias formulagoes.

A formulacao desenvolvida foi aplicada a varios problemas numéricos e mostrou boa
concordancia com resultados analiticos e numéricos disponiveis na literatura. Foram feitas

analises de sensibilidade ao nimero de pontos internos e ntimero de elementos.

O método se mostrou sensivel ao nimero de pontos internos, exigindo, em todos os
problemas um nimero minimo de pontos internos a partir do qual a resposta apresenta boa
concordancia com os resultados da literatura. Quando sao usados poucos pontos internos, os

resultados tem maior discordancia em relagao aos resultados da literatura.

Houve pouca sensibilidade quanto ao niimero de elementos de contorno da malha, obtendo-

se boa concordancia com a literatura mesmo para malhas bastante grosseiras.

No geral, a formulacao desenvolvida apresentou um bom desempenho na modelagem
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de cascas abatidas de materiais anisotrépicos, constituindo-se como uma alternativa para a

analise de estruturas de materiais compoésitos laminados.

6.2 Sugestoes para trabalhos futuros

e Extensao da formulacao desenvolvida para o calculo de momentos e tensoes;

e Desenvolvimento de formulacgoes similares que considere o efeito da deformacao de

cisalhamento transversal (placas espessas);

e Extensao da formulagao desenvolvida para problemas de cascas abatidas sob grandes

deflexoes.
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