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Resumo

Este trabalho trata da aplicacdo do Método dos Elementos Finitos nas variantes Galerkin e
Minimos Quadrados com equacdes auxiliares para a solucdo numérica da equacdo diferencial
parcial que modela a conveccao-difusdo-reagdo definida sobre um dominio tridimensional em
regime permanente. Na discretizacdo espacial foram utilizados elementos hexaedrais com oito
(elemento linear) e vinte e sete (elemento quadratico) nds, no qual foram adotadas fungdes de
interpolacdo de Lagrange nas coordenadas locais. Transformando toda a formulagdo do problema
das coordenadas globais para as coordenadas locais, 0 Método da Quadratura de Gauss-Legendre
foi utilizado para integragdo numérica dos coeficientes das matrizes dos elementos.
Adicionalmente, a formulacdo pelos dois métodos, um cddigo computacional foi implementado
para simular o fendmeno proposto. Dispondo de solucdes analiticas, vérias andlises de erro
numérico foram realizadas a partir das normas L, (erro médio no dominio) e L., (maior erro
cometido no dominio), validando assim os resultados numéricos. Um caso real € proposto e
analisado.

Palavras chave: Conveccdo-Difusao-Reacdo, Elementos Finitos, Galerkin, Elementos
Hexaedrais, Minimos Quadrados.
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Abstract

This paper the application of the Finite Element Method in variants Galerkin and Least
Squares with auxiliary equations for the numerical solution of partial differential equation that
models the convection-diffusion-reaction defined over a three-dimensional domain in steady
state. In the spatial discretization were used hexahedrons elements with eight (linear element) and
twenty-seven (quadratic element) nodes, which were adopted Lagrange interpolation functions in
local coordinates. Transforming the problem of global coordinates to local coordinates, the
method of Gauss-Legendre quadrature was used for numerical integration of the coefficients of
the matrices of the elements. Additionally, the formulation by the two methods, a computer code
was implemented to simulate the phenomenon proposed. Offering analytical solutions, several
numerical error analysis were performed from L, norms (average error in the domain) and L
(higher error in the domain), thus validating the numerical results. A real case is proposed and
analyzed.

Key words: Convection-Diffusion-Reaction, Finite Element, Galerkin, Hexaedrons Element,
Least Squares.
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1 INTRODUCAO

1.1 Contexto

As diversas atividades relacionadas a engenharia, e as pesquisas relacionadas a ela, nao sao
motivadas unica e exclusivamente pela curiosidade humana, mas principalmente por
necessidades reais, que muitas vezes precisam ser resolvidas com rapidez e precisao. O estudo da
transferéncia de calor € de grande importancia em varios ramos da engenharia. O interesse de
conhecer os mecanismos da transferéncia de calor pode envolver operacdes de equipamentos,
como por exemplo em caldeiras, condensadores, pré-aquecedores de ar. Em sistemas de
refrigeracdo e de ar condicionado que envolvem trocadores de calor, o estudo da transferéncia de
calor é de suma importancia para a Engenharia Mecanica.

Na Engenharia Elétrica, por sua vez, hd o interesse de conhecer a dissipacao de calor por
chips e dispositivos semicondutores. Na Engenharia Quimica merece destaque os processos de
transferéncia de calor em vdrias reacoes quimica. Também na Engenharia Ambiental em que hd o
interesse em estudar o efeito do calor na dispersdo de poluentes no ar, na difusao de poluentes em
solos e na poluicdo térmica em lagos e mares e seu impacto na vida humana. Além destas,
existem ramos da engenharia.

A grande maioria dos problemas fisicos sdo governados, ou podem ser representados por
Equacgdes Diferenciais Parciais. Alguns métodos matemdticos sdo capazes de produzir solucdes
analiticas de problemas fisicos, mais precisamente de problemas da transferéncia de calor (Arpaci
(1966), Bejan (1996), Carslaw e Jaeger (1986)), mas apenas de alguns, e de problemas muito
simplificados. Por isso, toma-se como ferramenta fundamental para solu¢do de problemas de
transferéncia de calor os métodos numéricos.

Por décadas os métodos numéricos vem sendo utilizados na solug¢do de tais problemas,
dentre eles destacam-se o Método das Diferencas Finitas (Smith, 1971), dos Volumes Finitos
(Chung, 2002) e dos Elementos Finitos (Lewis et al. (2004), Donea e Huerta (2003), Reddy

(1993)). Neste trabalho sera utilizado o Método dos Elementos Finitos em duas de suas variantes,



sendo elas o tdo conhecido Método dos Elementos Finitos de Galerkin (GFEM) e o Método dos

Elementos Finitos dos Minimos Quadrados (LSFEM) com equacdes auxiliares.

1.2 Métodos Numéricos — Uma breve revisao

Desde de o inicio da década de 50 com Turner et al. (1956), Clough (1960), Argyris (1963),
Zienkiewicz e Cheung (1965), Oden e Wellford (1972) o Método dos Elementos Finitos vem
sendo utilizado com grande sucesso em varios ramos da engenharia. Porém, apesar de que neste
trabalho ter sido utilizado o Método dos Elementos Finitos, nessa breve revisao sera destacados
alguns trabalhos com o enfoque na solu¢do de fendmenos convectivos-difusivos-reativos
independente do método utilizado.

Em Donea e Quartapelle (1992) os autores apresentam um Método dos Elementos Finitos
para resolver problemas transientes governados por equagdes lineares ou ndo-lineares com termos
advectivos dominantes. Em razdo das intimeras dificuldades numéricas na simulacdo de
problemas permanentes e transientes com termo advectivo dominante apresentadas na aplicacdo
do método clédssico de Galerkin, os autores utilizam-se de alguns métodos para a solugdo de tais
problemas. O primeiro deles é o Método de Galerkin Generalizado, que fornece excelentes
resultados em razdo de uma correta relagdo entre as variagdes espaciais € temporais expressas por
meio da teoria das caracteristicas. Os autores também citam métodos de discretizacao no tempo,
dentre eles, o Método Explicito de Euler que ndo apresenta bons resultados quando o problema €
avaliado por malhas de elementos finitos nao-estruturados. Entretanto, quando sio utilizados
métodos baseados nas Séries de Taylor no tempo, Método Taylor-Galerkin, sdo apresentadas
vantagens significativas, entre elas uma simples implementacdo e precisdo de terceira ordem em
problemas nao-lineares. Para finalizar, o Método dos Minimos Quadrados utilizado apresenta a
simplicidade do método Taylor-Galerkin e a estabilidade incondicional dos Métodos das
Caracteristicas, no entanto, sua precisao ¢ comprometida para nimeros de Courant maiores que a
unidade.

Winterscheidt e Surana (1993) apresentaram uma versdo-p da formulacdo dos elementos

finitos dos minimos quadrados da equacdo de convecgdo-difusdo bidimensional. A equacdo
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diferencial de segunda ordem que governa o problema convectivo-difusivo é reduzida a um
sistema de equagdes diferenciais de primeira ordem, para o qual a formulacdo dos minimos
quadrados € construida usando a mesma ordem de aproximag¢do para cada varidvel dependente.
Nesse trabalho, os autores utilizam-se da Regra da Quadratura de Gauss para calcular os valores
numéricos dos elementos de matrizes e vetores. Uma das vantagens apresentadas, € o uso de uma
regra de integracdo acurada, Quadratura de Gauss, levando a erros funcionais muito menores
quando comparados com regras de integracio reduzidas.

E importante destacar o trabalho de Burrel et al. (1995), onde os autores apresentam a
solucdo numérica via Método dos Elementos Finitos dos Minimos Quadrados (LSFEM) de um
caso de transporte advectivo de um poluente em um dominio unidimensional. Utilizando na
formulacao o Método de Cranck-Nicolson para a discretiza¢do temporal, 0s autores comparam 0s
resultados obtidos pelo LSFEM com o Método de Galerkin, apresentando bons resultados,
principalmente quando do uso de funcdes de interpolacdo de quarta ordem, fato esse destacado
como fundamental pelos autores.

Howle (1996) faz um estudo da eficiéncia computacional de dois métodos numéricos
baseados na técnica Galerkin/Diferencas Finitas: Galerkin Reduzido e Pseudo-Espectral na
solucdo do problema de conveccdo no regime permanente de Rayleigh-Bénard. O autor, apds
apresentar a formulagdo de ambos os métodos, mostra um teste numérico em que o método
Pseudo-Espectral utiliza um ndmero maior de iteracdes que o de Galerkin Reduzido para a
convergéncia da solucdo.

Bramble et al. (1998), introduzem e analisam dois Métodos dos Minimos Quadrados para
equagdes diferenciais elipticas de segunda-ordem com condi¢des de contorno mistas. A principal
diferenca entre os dois métodos € a utilizacdo ou ndo de uma varidvel adicional ao fluxo de calor.
Os autores analisam a convergéncia de duas solugdes, uma suave e outra singular, apresentando
tabelas e fazendo uma comparacdo entre os refinamentos da malha, o erro discreto L» e a norma
do erro maximo. Esse exemplo € solucionado sem nenhuma variavel adicional.

Em Gupta e Kouatchou (1998), uma andlise de precisao na solu¢do numérica da equacdo de
Poisson tridimensional (Equagdo de Difusdo) € realizada, utilizando-se varias ordens de precisdao
do método das diferencas finitas, sendo elas: esquema de segunda ordem padrdo (7 pontos), trés
esquemas de diferencas finitas de quarta ordem (15, 19 e 21 pontos) e um de sexta ordem (27

pontos). Duas aplicacdes sdo apresentadas, e com o auxilio de suas solucdes analiticas, os
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esquemas sdo validados e comparados. Os autores mostram que os esquemas que apresentam
maiores ordens de precisdo alcancam bons resultados j& com malhas consideradas nao tao
refinadas, enquanto que os esquemas com baixas ordens de precisdo necessitam de altos
refinamentos. Alguns resultados do trabalho de Gupta e Kouatchou sdo utilizados em forma de
comparacdo com os desta tese (Aplicagdo 1).

Codina (1998) compara varios métodos de elementos finitos para a solucdo da equacdo de
difusdo-conveccao-reacdo. Entre eles, o autor mostra que o Método Cldssico de Streamline
Upwind Petrov-Galerkin (SUPG) é similar a versdo explicita do Método de Galerkin
Caracteristico (CG) e que o Método Taylor-Galerkin (TG) tem um efeito de estabiliza¢do similar
ao modelo de Escala Sub-Malha (SGS) e por fim, o autor desenvolve o Método
Galerkin/Minimos Quadrados. Apds descrever os conceitos bdsicos e as formulagdes dos
métodos citados anteriormente e realizar alguns testes numéricos, o autor faz uma comparagdo
entre os métodos e cita conclusdes importantes, como no Método Petrov-Galerkin que, pode
gerar uma modificagdo na matriz massa associada com o Método de Galerkin original, tornando-
a nao-simétrica caso a discretizacao no tempo seja aplicada no residuo R. O mesmo ocorre com 0o
Método Galerkin/Minimos Quadrados.

Gupta e Zhang (2000) utilizam um esquema de diferencas finitas compacto de quarta
ordem explicito para solucionar o caso de conveccdo-difusdo com coeficientes variaveis,
dependentes do espaco. Com o auxilio do Multigrid Method e do Four-color Gauss-Seidel
Relaxation este trabalho apresenta aplicagcdes com nimero de Reynolds médio. A conclusdo
apresentada pelos autores € que para casos difusivos dominantes uma discretizacdo pelos
métodos de diferengas finitas de ordem 1 ou 2, apresentam resultados satisfatérios, porém,
quando o problema se torna convectivo dominante para Reynolds médios, o uso do esquema de
quarta ordem se torna necessario para obtencao de bons resultados.

Camprub et al. (2000) apresentam um estudo de trés formulacdes numéricas de elementos
finitos: Galerkin, Minimos Quadrados e Galerkin/Minimos Quadrados, aplicados a problemas
convectivo-difusivos. Os autores detalham exemplos que implicam nas seguintes conclusoes:
enquanto o Método de Galerkin leva a solugdes oscilaldrias, os Métodos dos Minimos Quadrados
e o Galerkin/Minimos Quadrados atingem a estabilidade. Porém, o LSFEM possui duas notdveis
desvantagens: um alto custo computacional e solu¢des divergentes para malhas menos refinadas.

O Método Galerkin/Minimos Quadrados leva a solucdes estdveis sem notdvel aumento no custo
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computacional e menor divergéncia da solu¢cao numérica. Finalmente, os autores concluem que o
Método dos Minimos Quadrados possui maiores custos computacionais do que os Métodos de
Galerkin e de Galerkin/ Minimos Quadrados.

Pillai (2001) € apresenta a solu¢do numérica da conveccao-difusdo uni e bidimensional em
regime permanente pelo método das diferencas finitas exponencial com precisdo de ordem 4.
Pillai apresenta tabelas de resultados do erro maximo cometido utilizando-se de solugdo analitica
dos casos testes para comparagdo, validando assim seus resultados. Porém, nenhuma comparacdo
com outros métodos numéricos € realizada.

Hon e Chen (2003) apresenta a solu¢cao numérica de problemas de convec¢ao-difusdo em
regime permanente pelo BKM (Boundary Knot Method) em dominios bi e tridimensionais. Os
autores apresentam vdrias aplicacdes, sendo que uma delas é em uma geometria esférica e as
demais sdo em geometrias cartesianas. Os resultados sdo discutidos e validados analisando o erro
cometido em alguns pontos da discretizagc@o, os quais sao comparados com a solug@o analitica do
mesmo. O trabalho apresenta boas aplicagdes (sendo uma delas utilizada neste trabalho,
Aplicagdo 2) apesar da andlise ser pontual e ndo abrangente, além do titulo do trabalho indicar
que o mesmo analisa problemas em geometrias complicadas, sendo que isto ndo acontece nas
aplicacoes.

Vujicic e Brown (2004) apresentam a solucao numérica de um caso de condugdo de calor
tridimensional transiente, no qual véarios métodos de discretizacdo temporal sdo testados, dentre
eles destaque para o Método P onde o valor de B é admitido como 0; 0,5; 0,75 e 1 além da
utilizacdo do Método dos Minimos Quadrados (LSM). Na discretizacio espacial pelo método dos
elementos finitos, sdo utilizados na malha elementos hexaedrais lineares (8 nds) e quadréticos
(vinte nds), no qual sdo feitas compara¢des de malhas com 1000, 8000, 27000, 64000 e 125000
elementos. Resultados importantes sdo apresentados neste trabalho, porém o autor ndo compara
seus resultados nem com uma solucdo analitica e nem com resultados numéricos de outros
trabalhos encontrados na bibliografia aberta.

Wang et al. (2006) utilizaram um esquema de diferencas compacto de ordem 4 para
discretizar a equacdo de Poisson tridimensional. Dois problemas testes sdo utilizados para
demonstrar a efici€éncia do método. O destaque fica na comparagdo feita através da existéncia da
solucdo analitica dos dois problemas teste, os quais sdo solu¢cdes em seno. Com o auxilio do

método dos gradientes conjugados precondicionado na solucdo do sistema linear esparso

5



proveniente da discretizacao espacial, os autores demonstram em seus resultados que o método
apresenta bom resultados para fendmenos fisicos governados pela equacao de Poisson.

Catabriga et al. (2006) apresentam a solu¢ao numérica dos problemas de convecg¢do-difusao
bidimensional linear e ndo linear, ambos em regime permanente. Apesar dos autores utilizarem
neste trabalho os métodos dos elementos finitos e das diferencas finitas para discretizacdo
espacial, o foco principal é o método de solucdo do sistema linear provindo da discretizacao
espacial. A proposta principal € utilizar o LCD (left conjugate direction method), onde para
validar o método, realiza-se uma comparagdo com o conhecido GMRES (Generalized Minimal
Residual). Os autores concluem neste trabalho, que na utilizacio do GMRES o método dos
elementos finitos apresenta uma solugdo “mais rédpida” enquanto que o LCD se apresenta mais
rapido com o método das diferencas finitas.

No mesmo ano, You (2006) apresenta um trabalho voltado a solucionar o caso de
convecc¢do-difusdo transiente 2D através do uso do Cranck-Nicolson Method e do high order
Padé ADI Method para a discretizacdo temporal e de um esquema de quarta ordem para a
discretizacdo espacial. O autor valida sua formulacdo aplicando-a na solu¢do de um caso de
convecg¢do-difusdo transiente de um pulso Gaussiano (Gaussian pulse) em um dominio quadrado
[0,2] x [0,2]. Comparando com outros dois trabalhos, os quais utilizam HOC-ADI scheme (Karaa
and Zhang, 2004) e PR-ADI scheme (Peaceman and Rachford Jr., 1959), o autor mostra que seus
resultados sdo melhores para os mesmos refinamentos no espago e no tempo.

Ainda neste ano, Dag et al. (2006) apresentam a solucdo numérica do problema de
convecc¢ao-difusdo unidimensional transiente pelo Método dos Elementos Finitos dos Minimos
Quadrados utilizando-se de fungdes de interpolacdo lineares e quadrdticas (B-spline). Para
validacdo de seus resultados numéricos, os autores utilizam a norma L, e a norma L, para
comparar seus resultados com uma solucdo analitica. Como era de se esperar, os resultados
numéricos foram melhores quando no uso de fungdes de interpolacdo quadratica, porém os
autores ndo fazem uma comparag¢do precisdo/tempo para que se possa ter uma nogdo exata de
qual caminho € mais aconselhdvel, funcdo de interpolacdo linear ou quadrética.

Asensio et al. (2007) a adveccao-difusdo-reacdo unidimensional transiente € estudada. Os
autores utilizam-se do Método de Crank-Nicolson para a discretizacdo temporal, enquanto que
para a discretizagdo espacial alguns esquemas de elementos finitos sdo utilizados, entre eles o

Streamline-Upwind Petrov-Galerkin (SUPG), DWG Method (inicialmente proposto por Douglas
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e Wang, 1989), o Galerkin-Least Squares (GLS), e em destaque a estratégia de Link-Cutting
Bubble (LCB). Os autores apresentam aplicagdes com adveccao-difusdo-reacdo e dispersao de
poluentes 1D transientes. Os métodos apresentam bons resultados para malhas refinadas, com
especial destaque para o LCB que de modo geral apresenta os melhores resultados.

Em Si et al. (2008), os autores utilizam um método dos elementos finitos semi-discreto
utilizando o elemento P; para resolverem numericamente problemas de conveccdo-difusao
unidimensional transiente, os resultados obtidos sdo comparados com a solucdo analitica do
problema e com o finite difference streamline diffusion method. Excelentes resultados sdo
obtidos, mesmo quanto mais convectivo dominante o problema se apresentar. Neste caso, 0s
autores testam alguns valores para o termo de condutividade, deixando fixo e unitario a constante
que acompanha o termo convectivo.

Em Hannukainen et al. (2010), os autores apresentam a aplicagdo de um esquema de
elementos finitos com superconvergéncia de ordem 4 para solucionar o problema de difusdao
tridimensional em regime permanente. Duas aplicacdes sdo apresentadas, nas quais o erro
maximo € apresentado para alguns tipos de refinamento da malha. A andlise do erro maximo
cometido é possivel devido ao fato de que os dois casos propostos possuem solugdo analitica.
Além de uma andlise conforme alguns tipos de refinamento, os autores também analisam os
refinamentos realizados a partir de certos tipos de elementos, sendo eles o cubo, o tetraedro e o
prisma, onde o ultimo é o que apresenta os melhores resultados em todos os refinamentos
propostos no trabalho.

Em Bruno e Lyon (2010), os autores baseiam seus algoritmos na aproximacdo ADI
(Alternating Direction Implicit) em conjun¢do com o método de continuacdo de Fourier para
resolucdo de problemas convectivo-difusivos. Os autores apresentam aplicacoes bi e
tridimensionais, em regime permanente e transiente obtendo bons resultados.

Em Ma e Ge (2010), um método de diferencas finitas de alta ordem baseado na técnica de
extrapolagdo de Richardson ¢é utilizado para solucionar o caso de conveccado-difusao
tridimensional. Os autores comparam seus resultados com a solucdo analitica e com outro
trabalho numérico, demonstrando excelentes resultados. Os autores propdem esta alternativa para
problemas de escoamentos incompressiveis, visto que apesar do custo computacional, o método

de sexta ordem utilizado € confidvel e apresenta excelentes resultados.



1.3 Objetivos

O objetivo principal deste trabalho € aplicar o Método dos Elementos Finitos nas variantes
GFEM e LSFEM com trés equagdes auxiliares na solugdo numérica de fendmenos convectivos-
difusivos-reativos tridimensionais. Destaque para o LSFEM com trés equagdes auxiliares
proporcionando, ndo somente a solucdo numérica da temperatura, 7, mas também de suas trés
derivadas parciais. Esta proposta visa enriquecer a bibliografia aberta, principalmente no que diz
respeito a aplicacdo do LSFEM, o qual, como foi demonstrado na revisdo bibliografica deste
trabalho, € muito pobre.

Para tal estudo, serdo estudadas nove aplicacdes, sendo elas: Difusdo Pura, Difusdo-
Reacdo, Convecc¢do-Difusao, Convecgdo-Reacdo, Convecgdo-Difusdao-Reacdo, Convecgdo-
Difusdao com convec¢do dominante, Conveccao-Difusdo com coeficientes lineares, Convecgao-
Difusao com coeficientes quadraticos e Conveccao-Difusdo — um caso pratico onde ar escoa em

um canal retangular com um perfil parabdlico de velocidade conhecido.



2 MODELOS NUMERICOS

2.1 Modelo Matematico

O estudo de problemas convectivos, difusivos e reativos s@o de suma importancia na
engenharia. Para tal estudo na area de Transferéncia de Calor, toma-se como ponto de partida a

Equacdo da Energia (Bejan, 1996, pg. 178), como segue:

u +v + +k +k,—+q+ud, 2.1

or or oT oT o°'T o'T o'T
oc + w =k, —; — )
"\ ot ox Oy 0z ox * Oy © 0z

auY (avY (ow)'| (ou ovY (v ow) (ow ou)
onde ®=2|| — | +| — | +|— | [+| —+— | +| —+—| +| —+—| .
ox Oy 0z dy Ox 0z Oy ox 0z

Neste trabalho serdo adotadas as seguintes hipéteses simplificadoras:

- atransferéncia de calor ocorre em regime permanente e, portanto, 07 /0t =0 (pois neste
trabalho ndo objetiva-se estudar métodos de discretizacdo temporal);,

- o campo de velocidades é conhecido (pois neste trabalho ndo serd calculado o campo
de velocidade através das equacoes da conservacdo da massa e da quantidade de movimento;

- o termo de dissipacdo viscosa (u®d) serd desprezado (pois este contém termos ndo
lineares, os quais ndo serdo estudados neste trabalho);

- 0 termo reativo, ou de geragdo de calor, serd modelado na forma: ¢ = BT .

Vamos utilizar, por simplicidade, as seguintes fungdes:
- pcpu = Ax(x’y,Z) 5
- pcpv = Ay(xa yaz);

- pc,w = A (x,9,2).



Com as consideracdes feitas obtemos nosso modelo matemadtico através da seguinte
equacao diferencial,

2 2 2
xa€+k a721+kza72w+Axa—T+A,a—T+A,a—T+BT:O, 2.2)
Ox " Oy 0z ox oy oz

onde a equacdo diferencial parcial acima modela o fendmeno convectivo-difusivo-reativo
tridimensional genérico em regime permanente definida no dominio Q cR’, no qual Q é um

dominio limitado e fechado. Assume-se kx,ky,kz = constantes #0 e B =B(x,y,z) com

x,y,z € R . Para este trabalho serdo adotadas condi¢des de contorno de primeiro e segundo tipos.

2.2 Método dos Residuos Ponderados

Neste trabalho, o objetivo € utilizar o Método dos Residuos Ponderados para obter uma
solucdo aproximada para a equacdo diferencial (2.2).

Para isso serd introduzido, para cada elemento, o seguinte conjunto de funcdes na forma,
_ Nnos
T~T=)TN,, (2.3)
i=1

no qual 7; sdo os valores da funcdo nos nds do elemento e N; sdo as funcdes de interpolacdo
descritas no Anexo B. Tendo em vista que a equagdo (2.3) € uma solucdo aproximada, nota-se
que, substituindo-se a equacao (2.3) na equacdo (2.2), ela ndo satisfaz exatamente a equacdo
diferencial governante. Assim define-se um residuo R como

o’r ,oT , 0T ,or , ol ,of

Rrk,—+k,—5+k —+A —+A —+A —+BT . (2.4)
Ox Y oy 0z Ox oy 0z
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Logo depois, introduz-se um conjunto de fun¢des peso v, (i = 1,2,...,Nn(5s) e define-se um

produto interno (R, v, ) Em seguida determina-se que este produto interno seja igual a zero,
[, RvdQ=0 (2.5)

que € equivalente a forcar o erro de aproximacdo da equagdo diferencial ser igual a zero na
média.
Ha vérios caminhos para se escolher as funcdes peso v,. Neste trabalho serdo utilizadas as

seguintes formulagdes:
(D Método de Galerkin;
2) M¢étodo dos Minimos Quadrados.

Estes dois métodos estdo descritos a seguir.

2.2.1 Método de Galerkin

Para a introducdo desta aproximacdo, € necessario definir a formulacdo variacional do

problema (2.2), como segue: deve-se encontrar T eV’ comV’eH' (Q) tal que,

J.vadQ:O, v eV, i=12,.,N,, (2.6)
o
visto que
J— N’";“ j—
T~T =S NT* (2.7)

no qual N, € o ndmero de nds em cada elemento.
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A equagdo (2.6) serd valida para v, =N,, i=1,2,..,N,, , ou seja, a funcdo peso ¢ igual a

funcdo de interpolagdo. A formulacio pelo Método de Galerkin serd simétrica e positiva-definida

apenas para problemas puramente difusivos.

2.2.2 Método dos Minimos Quadrados

A outra alternativa utilizada neste trabalho para obter a solucdo aproximada do problema
(2.2) é o Método dos Minimos Quadrados, cuja idéia bésica é determinar 7° € V° para a
minimizagao da integral do quadrado do residuo definido pela equagdo (2.4).

Para tal, define-se um funcional quadratico,

2 2 2 2
I(T)=|RD); :IQ‘){kX ‘2 f +k, gyf +k, g f +AX88—T+ A},Z—T+A12—T+BT} dQ, (2.8)
X Z X 'y Z

para todo T € H', no qual H' é o espaco de Hilbert de ordem 1.

A condi¢do necessdria para que 7 € V seja um minimizador do funcional / na equagao (2.8)

€ que na primeira variagdo de 7 resultem,

SI(T)=2[ (SRIRAQ=0 ou | (SRYRAQ=0. (2.9)

Neste método, utiliza-se um artificio para diminuir a ordem do problema e

conseqiientemente das func¢des peso e de interpolacdo envolvidas, da seguinte maneira,

T

_o i=123. 2.10
™ (2.10)

q;

Observa-se que aplicando a equacgdo (2.10) na equacdo (2.2), tem-se que,

12



ZW:
i=1

kx‘%+Aia—T +BT =0,comi=1,3, (2.11)
' Ox, Ox,

1

resultando em um problema representado por um sistema de equacdes diferenciais parciais de

primeira ordem com 4 incognitas, T'e ¢g,, i = 1,3.

Fazendo-se uma analogia com a formulagao (2.6) do Método de Galerkin, a equagdo (2.9)

pode ser reescrita da seguinte maneira,

[, Rvide=0. (2.12)

no qual v =0R. O sistema algébrico gerado pela formulacdo pelo Método dos Minimos

Quadrados € simétrico e positivo-definido para quaisquer valores dos coeficientes da equacdo

(2.2), de acordo com Jiang (1998), pagina 24.
2.3 Integracao Numérica

2.3.1 Quadratura de Gauss-Legendre

A avaliagdo da integral da forma
bped of
L j j F(x,y,z)dxdydz, (2.13)

de modo geral € dificil em razdo da forma complexa do integrando F .
Neste trabalho serd utilizada uma das férmulas de quadraturas numéricas mais comumentes
usadas, a quadratura de Gauss-Legendre. A formula requer que a integral designada seja

avaliada sobre uma regido limitada e fechada [— 1, l]x [— 1, l]x [— 1, 1], visto que neste trabalho serd

utilizado elementos hexaedrais. Isso requer uma transformac¢do do problema de coordenadas x

13



para as coordenadas locais &, das coordenadas y para as coordenadas locais 77 e também das
coordenadas z para as coordenadas locais ¢ .

Os elementos de referéncia e suas respectivas fungdes de interpolacao estdo detalhados no

Anexo B.

2.3.2 Aproximacao da Geometria

Nos itens 2.4 e 2.5, serd mostrado que as formulagdes pelos Métodos dos Minimos
Quadrados e de Galerkin geram um sistema algébrico de equacdes € que em cada coeficiente
dessas matrizes proveniente dessas formulacOes estdo envolvidas integrais nas quais alguns
termos sdo derivados das funcdes de interpolagdo com relacao as coordenadas globais de x, y e z,

para isso serdo necessdarias transformagdes da forma (Reddy, 1993),
x=f,(En.€), y=f(6m.8) e z=f&n) (2.14a-c)

que sdo requeridas a fim de reescrever as integrais em termos de &, 77 € £ (—1 <&n,¢ < 1). As
fungdes f,, f, e f, sdo assumidas sendo transformacdes bijetoras (Lima (1998)).

Aqui, serd aproximada a geometria da mesma maneira que sdo aproximadas as varidveis

dependentes. Esta aproximacao pode ser escrita da seguinte forma

Nnos Nnos Nnos

x_ZxN EnC), Zy, “(&.n.¢) ez—ZzN (&7.¢) (2.15a-c)

na qual x; (y/ e z/) é a coordenada global do i- ésimo né do elemento QQ° e N; sdo as
funcdes interpolantes de Lagrange de grau (a—1), no qual a € igual a quantidade de nés em cada

direcdo no elemento. As equacdes (2.15a-c) mapeiam a forma geométrica do espaco (x,y,z) no

espaco (&£,7n,¢ ), isto é, para qualquer dado &, a equagdo (2.15a) leva ao correspondente x, e
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assim analogamente para y e z. A transformagdo dada por essa equagdo é essencial na avaliacao

das integrais pela Quadratura Gauss-Legendre.

Neste trabalho serdo adotados elementos hexaedrais para a discretizacdo espacial. Devido

as transformacdes das coordenadas globais, x, y e z, para as coordenadas locais, &, 7 e { €

necessdrio definir as transformacdes das derivadas das fungdes de interpolacdo. Pela regra da

cadeia da diferenciacdo parcial, tem-se

ON{ ON/ @+ ON/ Q+ ON/ g
o0& ox o0& oy o0& 0z 08
ON/ 3 ON/ ﬂ+ ON/ 6_y+6Nf ﬁ
on ox 0n Oy On 0z On
ON{ ON/ 8_x+ ON/ Qﬁ_@Nﬁ ﬁ
o¢ ox 0§ oy 0 0Oz OC¢
ou, em nota¢do matricial,
ON/ _@ a_y % ON/
o¢ 0 0 o9& | | Ox
ON/ @ ﬂ ﬁ ON;
on on on 0n y
ON¢| | 9% 9y Oz |aNe
oc og 0¢ 04 | o7

a qual relaciona as derivadas de N, com relacdo as coordenadas globais e locais.

A matriz (2.17) € chamada de matriz Jacobiana da transformacao (2.16a-c)

(2.16a)

(2.16b)

(2.16¢)

(2.17)

15



i ox Oy oz ]
o¢ 0¢ 0¢
ox Oy oz
on 0On On
ox 0Oy 0z
o¢ o¢ o¢

(J) =

No entanto, (2.17) deve ser invertido, da seguinte maneira,

ON? ON;
ox 0g
ON/ . |ON{
oy =) on
ON¢ ON¢
0z o¢

Isto requer que a matriz Jacobiana seja ndo singular.

Entdo, é possivel escrever a relacdo (2.19) da seguinte forma,

ON{ _ON; &  aN{on  aN{ o¢

L

ox 0 ox oOn Ox 04 Ox

ON{ ON/ %+6Nie 8_77+8Nf og
oy o0& oy 0Omn oy 04 Oy

ON{ ON{ 8_§+ ON! 8_77+8Nf g
0z o, 0z 0On 0z 04 0z

no qual,

e

P Nnds ON¢ P Nnds ON ¢ o Nnds ON¢
ox _ X, _yzzyj_f e XL _ 2L
G L Rl =

(2.18)

(2.19)

(2.20a)

(2.20b)

(2.20¢)

(2.21a-¢)
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_NZ ON° NZ NS o N

¥ ==z (2.21d-f)
Yon an "1 on on 57 ony
x Nné. e a Nnés , aNe a Nnds . 6N€ )
X Z =Yyt e =y (2.21g-)
o¢ ‘= o G o ‘I o¢

Para que seja realmente possivel o cdlculo das derivadas das func¢des de interpolacdo, uma
condicdo necessdria e suficiente para que a inversa da matriz Jacobiana exista, é que o

determinante de (J), chamado de Jacobiano, seja nio nulo em todos os pontos (£,7,£) em Q°,

ou seja

dt(J)—ag(ﬂﬁ_ﬁa_y] GXKOZ &y _ 8zj GX(ay oz oz dy

—————————— ] 0 (2.22)
onoc onoc ) on\ocac oEoc) ac\oEan o oy

As equagdes (2.21a-1) expressam as derivadas das fun¢des de interpolagdo em relacio a x, y
e z, nas quais estdo envolvidos os termos 0&/0x, 0&/0y, 0&/0z, onlox, onldy, onloz,

oS /ox, 0§ /0y e 0¢/0z que podem apresentar divisdes por zero, por exemplo da seguinte

maneira
8_§:L, se 2:O,tem-se %:l
ox Ox o0& ox 0

¢

Para evitar este fato, neste trabalho serdo adotadas as seguintes transformacdes,

ONE _ L g ONe g Ny OV (2.23a)
o dewd)| " o¢ on oc

N __1 A, o + A, oN + A o (2.23b)
oy dew(s)| * og an oc
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l

_ 2.2
oz det())| o0& (2230)

AN L[, oNe , oN; aN,}

nos quais

o &y, o xa , _&xdy oy

'“onoc onoc’ Tt ocon ondl’ YT on ol o on

_ 0z 0y 0y 0z A_Ox@z ox 0z A_é‘y@x Oy Ox

Yocac ocas’ T 0EoL o oE ©Tosa¢ og ¢

_ Oz ozdy , _Ox0Oz 0Ozox L _Oxdy oy

Toegon ezon’ Y onoé onag’ P 8gan ono&

Maiores detalhes das equagOes anteriores podem ser encontradas em Dhatt and Touzot

(1984), paginas 43 e 44.
Como j4 foi observado, neste trabalho, os dominios tridimensionais serdo discretizados com

elementos hexaedrais. Por isso, a seguir serdo apresentadas as integracdes para o elemento

hexaedral.

2.3.3 Integracao sobre o Elemento Hexaedral

A férmula da quadratura para integrais definidas sobre um elemento hexaedral §R é

apresentada da seguinte forma:

[, P ands =[ | ([ Feenrag an faé~

M=

~
~

DD F LW w,we (2.24)

P
J=1 K=

~
I
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nos quais M, N e P denotam os ndmeros de pontos da quadratura nas direcdes &, 17 e ¢,
(&¢,.1,,¢ ) denotam os pontos de Gauss, e w,, w, e w, denotam os correspondentes pesos de

Gauss. Os pontos e os pesos de Gauss estdo detalhados no Anexo C.
2.4 Formulac¢ao pelo Método dos Minimos Quadrados

A aplicag¢do do Método dos Minimos Quadrados para fendmenos tridimensionais utilizard a
adicao de trés equacgdes auxiliares, gerando um sistema de quatro equacdes diferenciais parciais

com quatro incognitas, definidas como segue,

oq,
e g Mg 9y g Oy g Oy g 9T gy, (2.25a)

k
Yox Yoy  Coy Ox oy 0z

or oT oT

-—=0. 2.25b-d
oy 1 0z ( )

Fazendo-se as aproximagdes espaciais em cada elemento das fungdes 7', g, , g, € g pelas

fungdes T, g7, g, e q:,da seguinte forma,

Nnos Nnés Nnos Nnos

T=T"=YNI;q,26°=> NG q,2¢ = ;N,.@;,.; q. 2§ = ;N,.é;,

i=1 i=1

(2.26a-d)

com Nnds sendo o nimero de nés em cada elemento.
Depois de definidas as aproximagdes espaciais, podem-se escrever as equagdes residuais

das equagdes (2.25a-d) como segue,

585, 8g, ; ; P
Rrye)y=k, Moy Doy Sy g O g Oy O g (2.272)

ox oy o0z @ Cox oy 0z
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R,(x,y,2)=4, o (2.27b)
. of

Ry (x,y,2)=q, ——, (2.27¢)
Oy
oT

R,(x,y,2) =4, _a_z' (2.27d)

Substituindo-se as aproximagdes (2.26a-d) nas equagdes (2.27a-d), obtém-se

Nnds Nnés Nnos Nnés
Riryn)=k > Dige 1, S Nige (p ST Nioe g S WNije,
i=1 8)(7 i=1 5y i=1 aZ i-1 Oox
Nnés Nnds Nnds
+A, aév +A Zﬂr +BY NI, (2.28)
i=1 i=1
Nnos Nnos
R,(x,y,2) = ZN g - > Nige, (2.28b)
i=l1 ax
Nnés Nnos 8N R
Ry(x,y,2) = ZN g, - > —LT;, (2.28¢)
o Oy
Nnés Nnds
R,(x,y,2) = ZN s - aé—j?T,-" : (2.28d)
i=1

Como este problema é composto por quatro equagdes, o funcional é definido da seguinte

maneira,
IR, Ry, Ry, R) = [ R (6, )dQ+ [ R (x,1)dQ+ [ R} (x,)dQ+ [ R} (x, )dQ,

e sua primeira variacao € escrita da forma
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SI(R,, Ry, Ry, R) =2 (SRR, dQ+2[_ (6R,)R, dQ+

ou

+2[ (GR)R, dQ+2[ (3R,)R, dQ2=0,

[ (ROR dQ+( (SRR, dQ+] (5R)R,dQ+ [ (6R)R,dQ=0,

com as seguintes propriedades,

éRl _ a 15 a 1 5 e
o’ T ag
OR, = R, ST + Ry — 64, +
oT; ogc,
R
&328357;6 a35i1
or’ oqy,
OR, = oR, ST + oR, 54,
T oq°
onde
NnosaN

Nnos
81?1 =A, z%
oT’ i Ox i=1

oR _, NSON,  OR,

o) S ox 0

. OR,
aq}

§q)l

R,
aq;,

5qu

OR,
aqh

dq,, +

6456
86 Y

Nnos

Z

Nnos 8N
L.
b

g o Oy

Nnos

+BY N,
i=1

6R1 B Nno’s%
anl i=1 az ,

(2.29)

(2.30a)

(2.30b)

(2.30c)

(2.30d)

(2.31a)

(2.31b-d)
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8R2 3 _Nmis 8Nl ‘
oTe ~ ox
OR,  N4ON,
af,-e o Oy ’
OR, 40N, |
87? i 02 ’

a R2 Nnds

8qx1

i=1

OR,

[ 0

oR,
&g

6 R3 Nnds

9

g,

OR, _
q¢,

o, “~

i=1

OR,
oq°

Nnos

aR3 —
aq:;

i=1

=>'N,.

Substituindo-se as Egs. (2.30a-d) e (2.31a-p) na Eq. (2.29) tem-se,

Nnos 8N
ax

{43

Nnds

+k, 26—5
y

Nnos aN A
i=1 ay i=

Nnos aNl e
kz Za—z5 C]Z

i=1

Nnés 8 N

“lifeiA
= Ox
B NnosaN

= Ox

Nnos 6N

Dy

i=1 ay

B NnasaN
1By

ilaZ

Nnos aN

Nnos

laz

b {k

Nnés 8 N

i y

i=1

Nnos

|- ’5T“’+2N§qx1

i=1

Nnos

+ZN§qH

i=1

Nnds

+ZN§qyi

i=1

BZN

Nnds 6N
= Ox

}5T€+k

Nnds

Poien, 5004

T Tione

i=1

Nnos

AZ—

[ Nnos

X ZNI q.;

[ Nnés

X quw

[ Nnos

X ZN q:.—

Reorganizando-se a equagdo anterior, pode-se obter,

Nnds a N
2o

ON, p

Nnos

“+BY NT

i=1

,18x

NnmaN
i=1 ay

NnasaN
i=1 81

ST x| (U XU, +U,+U, +UJdQ+5 G5, x | (UgxU,+U, JdQ+

845, %[ (UxU,+U,)dQ+5 G,

x| (U xU,+U, )dQ =0,

LT

i

LT

L

(2.31e-h)

(2.31i-1)

(2.31m-p)

04y +

Nnas

kZ’

}a’Q +

Nnos
ON, } o

ne

dQ +

dQ=0.

(2.32)
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na qual

Nnos 6N Nnos aN Nnos aN Nnos

U =A, Z +BY N, (2.33a)
i=1 ax i=1 i
Nnés Nnds Nnds Nnds
U, =k 35N, o fr aN, .y aN, i SNige
i=1 ax i=1 6)’ i=1 aZ i=1 ax
Nnds a N Nnés Nnos
+A, o +A, Z— ‘+BY NT¢, (2.33b)
i=1 i=1
Nnos aN Nnos Nnos aN n
U, = Z {ZN, G, — > —LT¢ } (2.33c)
i=1 i=1 ax
Nnos aN [ Nnés Nnos 6N
U, =- ix| SNge - ST |, (2.33d)
) ; Oy Z "H oy }
Nnos 6N [~ Nnos Nnos 6N
U.=—) —tx N.g —life , 2.33e
> i=1 aZ _Z i=1 aZ l j| ( )
Nnds
U, =k, N, (2.33f)
o Ox
Nnés Nnos Nnds
U, ZN X{ZM g N, T} (2.33g)
i=1 ax
Nnds
U=k, 3 D (2.33h)
o Oy
Nnos Nnos Nnos N R
U, ZN ><|:ZNZ q5 - aa T } (2.33i)
i=1 y
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Nnds a Ni

U,=k. ,
10 z P aZ
Nnos Nnos e Nm)'saNi AL
UllzzNix[zNiqzi_ a_Ti:|'
i=1 i=1 i=1 0%

Para que a equacao (2.32) seja satisfeita, deve-se ter, simultaneamente,

[ (U xU,+U,+U, +U)d2=0,
[ (WexU,+U, )0 =0,
[ (WU, +U )0 =o0,

Q°

[ WUxU,+U, ) =0.

ouseja, oI5, &g° ., og° . e &g’ . ndo sdo identicamente nulos em todo o dominio.
4 i X1 yi Z1

As equagdes (2.34a-d) geram o seguinte sistema linear matricial

A B C DIl[Te] [0
B E G H|g| |0
¢ 6" 1 Jg o]
D" H" JT K[| |0

(2.33j)

(2.33D)

(2.34a)

(2.34b)

(2.34¢)

(2.34d)

(2.35)
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ON, ON.ON, oN, oN,
vy ¢ D N NI L, 2.36a)
ox Ox 8y oy 07 02
| | | oN . |
B, =] AxaN’+A,8N’+aA28N’+BN[. ik, | Ny L, (2.36b)
v Jo ox ' Oy 07 ox ox 7
| | | oN | |
C, =] AN g Neg N gy Wk, S |-y Laa, (2.36¢)
7o ox ) 0z * Oy oy '
| | | oN . |
D,--=I AX6N1+AVaNl+A,aNl+BN,. x| k, — _N L, (2.36d)
v o ox ' Oy © 0z 0z oz '
ON,
E, =] kf%—’+NiN. dQ, (2.36¢)
T Jor ox Ox !
Gy =] kh,—* LAY (2.36f)
ox
ON, ON .
H,=[ kk LdQ, 2.36
= kk (2369)
0N,
1= e N, ae, (2.36h)
“L 7 dy Oy
oN,
Jy=[ de == oN, : (2.36i)
o0y oz
K, = jge[kzé—z NN, A2 (2.36j)
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A partir das transformacdes de coordenadas globais para locais (x > &, y—>n, z—>¢)

descritas no item 2.3.2, as equagdes (2.36a-]) sdo reescritas da forma:

ACD ACD

b

det(J ) det(J ) det(J)

Ao
"1 det(J)  det(J)

4 4 A,V(I)5 + Azq)6

det(J)

B, = j

+BN, |+ 0,0, ®2®52 ®3®62}det(J)d§,
det(J)*  det(J)>  det(J)
” L AL, N} [k ®, } ®, N}det(J)dﬁ,
det(J ) det(] ) det(J) det(J)| det(J) ’

b
=l
o=l

k
£r=ls {det(])

[ BROO
Todan det(J)

;o J k:D,D,
v det(J)>

kzq)lq)6 dﬁ

HU:jﬁka

D, AD,
2+ +
det(J ) det(] ) det(J)

A D,
det(J ) det(J ) det(J)

KUNO)

b

2

det(J)

BN,.H
BN[H

+N.N, }det(])dﬁ,

>+ NN, }det(]) dQ,

k, D, } D,

N }det(J)dﬁ ,
det(J)| det(J) ’

det(J)

kzq)6 _ q)3
det(J) "’

N . }det(])dﬁ,

(2.37a)

(2.37b)

(2.37¢)

(2.37d)

(2.37e)

(2.371)

(2.37g)

(2.37h)
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k kD0,

J.=|_ 2.371

v=la det(J) 237
kD@ _

K.=| | =——S4+NN. |det(]))dQ, 2.37]

y J-QE|:det(J)2 i ]:| ( ) ( J)

nos quais, dQ = dédndé , Q =[-11]x[-L1]x[-11] e

~+ A L, (2.38a)

L+ A L, (2.38b)

O, =A —+A,—+A—, (2.38¢)

+ A , (2.38d)

L4+ A —L . (2.38¢)

ON ON ON
O, =A, o¢ + Aq on + A, or (2.38f)

nos quais Aj,..., Ag sdo definidos no Capitulo 3.
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2.5 Formulac¢ao pelo Método de Galerkin

Tomando como equacdo residual a equagdo a seguir,

2 2 2
0T OT G OT T O, (2.39)

R ,
toxt oyt o ox 0y 0z

e substituindo (2.39) na equacio (2.6) tem-se a seguinte integral no elemento,

+k +k +A —+A +A,—+BT [N,;dQ=0. (2.40)

I . o°T 0T 0T oT or oT
ol tox® oy Tozr Tox oy 0z

Para a integracdo do trecho

2 2 2
j, k af+k,a Lok 2T N a0 (2.41)
o | ¥ oy y ayz 2 872 J

serd utilizado integracdo por partes conforme o definido na pdgina 153 de Lewis et al. (2004),

assim o trecho descrito na equacao (2.41) pode ser escrito da forma,

2 2 2
J’} kx6 €+k:6 €+k76€ ,N.dQ:—J., kX%a—THc %8_T+k%8_T dQ +
oY Ox Oy © 0z ! o ox ox ' oy 0y 0z 0O

+j Nk T ar +j NAk,a—del“ +j vk T (2.42)
T e T A I PR

Porém, como definido no inicio deste capitulo, serdo consideradas condi¢des de contorno

de primeiro e de segundo tipo, que podem ser escritas matematicamente da seguinte maneira,
T=Ty,emIy (2.43a)
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k. a—Tl k, ar +kza—Tn+q+h(T—Ta):O em [, (2.43b)
ox Y oy 0z

onde I'vuTy=T¢eTIy,nIq=0,T representa o contorno, /, m € n representam 0s COSS€NOs
diretores, h € o coeficiente de transferéncia de calor, T, € a temperatura do meio e ¢ € o fluxo de

calor no contorno. Agora, aplicando (2.43b) em (2.41), teremos,

2 2 2
[ P B N i Yo [ g DL g N Oy N T ey
oy ox Oy 0z ox 0Ox oy Oy 0z 0z

—| N (g+hT-T,)dr,. (2.44)

Aplicando (2.44) em (2.40), temos:

[|- oT N, L oToN;,  oroN, or  or . or
Q

-k, +A,—+A —+A —+BT |[N,dQ=
“ox ox oy oy 0z 0z ox oy oz !

= J. Ny (@+h(T =T,)dr, - (2.45)
Agora, faz-se a aproximacao da funcdo 7 pela funcdo T¢ da seguinte forma,
T (2.46)

com NNés sendo o nimero de nds em cada elemento. Substituindo a equagdo (2.46) na equagdo
(2.45) temos,

ON, oN, 0N, |
[ —kx‘aNl _g, N —k, N, ’AxéN’N.+A N, N+ A, Ny &
Q ox ox 7 9y Oy 0z 0z ox ' Oy oz '
+BN,N, Q7+ = [ Ny(q+h@-T,)ar,, (2.47)

comi,j=1, ..., NNos.
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A equagdo (2.47) gera o seguinte sistema linear,

(2.48)

no qual
oN N, ON
K, =—] k, N g [ g, N N gar s | AiNdQ+
“ox ox 8y ay 8z 07 ox
+j A);%N.detj. A %N.dsuj BN.N dQ, (2.49a)
0° ay j e 2 8z Jj 0° [
F = jr N,(q+h(T ~T,))dT, . (2.49b)

Assim como no Método dos Minimos Quadrados, utiliza-se a transformacdo de

coordenadas globais para locais (x > &, y —>n, z —> ¢ ) descritas no item 2.3.2, reescrevendo

a equacdo (2.49a) da seguinte forma:

_ k _
Ky =-[ ——®®,d0- "0, ®.d0 - [ £, D,0,d0+ [ AD N dQ+
o det(J) o det(J) o det(J)

+ [ A®NAQ+[ ADNIQ+ [ BNNdQ, (2.50)

no qual @;, i = 1,..,6 sdo definidas da mesma forma que o apresentado nas equacdes (2.38a-f),
dQ =ddndé e O =[-11]1x[-11]x[-11].
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3 RESULTADOS NUMERICOS

3.1 Introducao

Os coeficientes das matrizes (2.35) e (2.48) serao obtidos através de integracao numérica de
Gauss (Reddy, 1993) e mapeando os elementos reais através dos elementos de referéncia em
coordenadas locais &, n e € (-1 £ En,L < 1). As funcdes de interpolacdo e suas derivadas estdo
detalhadas no Anexo A e podem ser conferidas em Dhatt et al. (1984).

Os sistemas de equagdes algébricas representados em (2.48) para GFEM e em (2.35) para o
LSFEM serdo resolvidos através do método de Gauss-Seidel e com critério de parada com erro
méximo de Epy < 107°. O cédigo computacional foi desenvolvido em linguagem Fortran em um
computador com as caracteristicas: Intel Corel 2 Duo, 2,19 GHz, 8GB de RAM. As malhas foram
geradas internamente para dominios cartesianos, os elementos reais sdo tomados como prismas
retos e refinadas dentro de um limite de capacidade de memoria computacional disponivel.

Neste capitulo serdao apresentadas varias aplicacdes de problemas convectivos-difusivos-
reativos, sendo que na maioria, serd comparado o resultado numérico com uma solucao analitica.
Para os casos com solu¢do analitica, as condi¢des de contorno serdo adotadas para satisfazerem a
propria solucdo analitica. Com relacdo a andlise do erro cometido na solu¢cdo numérica serdao

utilizados dois tipos de normas, sendo elas a norma L, do erro definido em Zlhmal (1978) como
Nnost 172

||e|| = Zef / Nnost | , com Nnost o numero de nés em toda a malha e e; = Toumyi — Tanyis
i=1

sendo T(uum) o resultado da solugdo numérica e T(,,) o resultado da solucdo analitica. Esta norma
tem como finalidade dar uma nocdo do erro médio cometido em todo o dominio analisado.

Além da norma L, serd utilizada a norma L., definida como: e, =T}, —T,,, |. A norma
i l

L representa o maior erro cometido em toda a malha para cada tipo de refinamento.
Nas aplicacOes a seguir serd adotado que h = Ax = Ay = Az, sendo Ax, Ay, e Az as arestas

do hexaedro.
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3.2 Aplicacao 1 — Difusao Pura.

Nesta aplicag@o os coeficientes Ax, Ay, A, e B na equagdo (2.2) sdao nulos e ky, ky e k,
unitarios. Sendo a aplicagdo realizada em um cubo unitdrio Q = [0,1]3 a equagdo governante para

esta aplicacdo seré:

o'T o*T o°T
+ + =

0.
oyt o7’

As solugdes analiticas da funcdo T e de suas primeiras derivadas parciais nas trés dire¢oes

podem ser escritas como segue,

T(x,y,z) = SMFY)sen(z.2) [2senh(m/§x) + senh(z\2(1- x))],
senh(ﬂ\/i )
OT(x,y,2) _ sen(z.y)sen(z.2) V27 cosh(2x) - V27 cosh(zv2 (1 - ).
ox senh(~2)
OT(x,y,2) _ ZCOS(T-y)sen(z.2) [2senh(y2x) + senh(zA2(1-x)),
Oy senh(ﬂﬁ )
aT()gZy, 2 = sen(ijzz:/);()ﬂ.z) [2senh(7z\/§x) + senh(ﬂ\/i (1- x))].

As condi¢des de contorno sio escolhidas para satisfazer a solucdo analitica proposta neste
problema. Nesta aplicacdo foi escolhida a solu¢do analitica de 7(x,y,z) descrita acima com o
objetivo de compararmos os resultados deste trabalho com os apresentados em Spotz e Carey

(1996) e em Gupta e Kouatchou (1998).
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Tabela 3.1 Norma L, do erro na solu¢ao de 7(x,y,z), Aplicacao 1.

h Spotz e Carey (1996) LSFEM GFEM

CDS HOC4 8 nés 27 noés 8 nés 27 nés
1/4 1,34E-02 3,29E-03 1,76E-02 6,10E-04 1,83E-02 1,97E-04
1/6 6,50E-03 6,77E-04 8,43E-03 1,37E-04 8,78E-03 4,15E-05
1/8 3,84E-03 2,21E-04 4,93E-03 4,64E-05 5,14E-03 1,35E-05
1/10 2,53E-03 9,28E-05 3,24E-03 1,98E-05 3,38E-03 5,67E-06

Na tabela 3.1, comparamos os resultados deste trabalho com os apresentados em Spotz e
Carey (1996), no qual os autores apresentam a andlise da norma L, do erro cometido na solugdo
numérica de T(x,y,z) para malhas com valores de h iguais a 1/4, 1/6, 1/8 e 1/10 pelos métodos
CDS (standard central differencing schemes) e HOC (high-order compact schemes). Os
resultados apresentados pelos GFEM e o LSFEM com 8 n6s apresentaram resultados semelhantes
com o trabalho de Spotz e Carey quando comparados com o CDS, mas em contrapartida, quando
0 GFEM e o LSFEM se utilizaram de hexaedros com 27 nds, os resultados sdo significativamente
melhores (em torno de uma ordem de precisdo a mais) do que os apresentados por Spotz e Carey

no uso do HOC.

Tabela 3.2 Norma L., do erro na solucao de 7T(x,y,z), Aplicacdo 1.

h Gupta e Kouatchou (1998) LSFEM Galerkin

7 pontos 15 pontos | 19 pontos 8 nos 27 nés 8 nos 27 nés
1/4 5,84E-02 7,93E-03 5,13E-03 7,68E-02 2,33E-03 7,06E-02 8,29E-04
1/8 1,55E-02 4,92E-04 3,24E-04 1,75E-02 2,04E-04 1,62E-02 7,00E-05
1/16 | 3,94E-03 3,06E-05 2,04E-05 4,30E-03 1,52E-05 3,99E-03 5,62E-06

Na tabela 3.2 comparamos os resultados deste trabalho com os apresentados por Gupta and
Kouatchou (1998). Os autores deste trabalho apresentam uma andlise da norma L, do erro
cometido na solucdo de T(x,y,z) pelo second-order scheme (7-point) e two fourth-order finite
difference schemes (15-point, 19-point) utilizando malhas com h iguais a 1/4, 1/8 e 1/16. Quando
utilizam-se hexaedros com 8 nds os resultados de GFEM e LSFEM sdo semelhantes aos
apresentados pelo second-order scheme, entretanto, quando analisamos o uso do GFEM e do
LSFEM com hexaedros com 27 nds, os resultados sdo significativamente melhores para os dois

fourth-order finite difference schemes apresentados por Gupta e Kouatchou, com especial
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destaque para o GFEM com hexaedros com 27 nds que para as trés malhas apresenta uma ordem
de precisdo a mais que fourth-order scheme (19-point).

Uma contribui¢do especial deste trabalho € a andlise das normas L, e L., do erro cometido
na solu¢do numérica das derivadas primeiras de 7 nas trés direcOes. Este resultado é de suma
importancia em problemas de transferéncia de calor, pois assim é possivel analisar os fluxos em
qualquer ponto do dominio de andlise. No LSFEM, as derivadas saem imediatamente nas
varidveis denominadas como g¢., g, € g, conforme apresentadas nas equacdes. (2.25b-d). Ao
contrdrio disso, no GFEM serd necessario utilizar algum artificio para que sejam calculadas as
derivadas a partir dos valores encontrados em 7(x,y,z). A alternativa utilizada neste trabalho foi

semelhante a idéia de aproximacgdo apresentada na equagdo (2.3), da seguinte maneira,

e Nnos
N ~
or _of* _R%ON, 4.,

i 9

ox, Ox, ‘I 0x,

onde k=1,20ou3,sendox;=x,x; =yex;=2z.
Nas figuras 3.1 e 3.2, apresentam-se as normas L, e L., da primeira derivada em x,
enquanto que nas figuras 3.3 e 3.4 apresentam-se as mesmas normas, mas para as derivadas
primeiras em y € z, com a observacdo que devido a solu¢do analitica adotada nesta aplicacdo, os

resultados apresentados para as derivadas em y e z sdo iguais.

10"

Galerkin - 8 nos
LSFEM - 8 nos
Jx Galerkin - 27 nos
! LSFEM - 27 nos

2
L

Norma L

107

L aaal

"

10 T T T T T T - T T T T T J T
0 5000 10000 15000 20000 25000 30000 35000
Namero de nos

Figura 3.1 Norma L, de 0T(x,y,z)/0x, Aplicacdo 1.
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10° 4
Galerkin - 8 nds
g LSFEM - 8 nds

: Galerkin - 27 nés
- ~0—__ <— LSFEM - 27 nés

107 o e
s 1 o
=

107

’ I L) T ' I L] T L) I ' T L) 1
0 5000 10000 15000 20000 25000 30000 35000

Namero de nés

Figura 3.2 Norma L., de 0T(x,y,z)/0x, Aplicacao 1.

As figuras que avaliam as normas L, e L, do erro na solu¢cdo numérica apresentadas neste
trabalho, foram dispostas a apresentar no eixo horizontal o refinamento da malha a partir da sua
quantidade de nds, enquanto que no eixo vertical ficou responsdvel pelo norma do erro, assim

quanto mais a curva se aproxima do canto inferior direito do grafico, menor serd o erro.

10" 4
o
|
© 2
£ — 0 — Galerkin - 8 nés
13
2 LSFEM - 8 nos
— O — Galerkin - 27 nés
107 - LSFEM - 27 nés
i —
T T T T T T T T T T T T T
0 5000 10000 15000 20000 25000 30000 35000

Namero de nos

Figura 3.3 Norma L, de 0T(x,y,z)/0y = 0T(x,y,z)/0z, Aplicacdo 1.
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0 5000 10000 15000 20000 25000 30000 35000
Namero de nos

Figura 3.4 — Norma L, de 0T(x,y,z)/0y = 0T(x,y,z)/0z, Aplicagdo 1.

Uma caracteristica importante apresentada nas tabelas 3.1 e 3.2 é que o GFEM de modo
geral, apresenta resultados ligeiramente melhores que o LSFEM na andlise dos resultados
numéricos de T(x,y,z), porém, devido ao fato da utilizacdo de trés equacdes auxiliares pelo
LSFEM, equacdes essas que ja retornam imediatamente os valores das trés derivadas primeiras
em cada n6 do dominio/malha adotada, o LSFEM apresenta resultados expressivamente melhores
que os apresentados pelo GFEM (Figuras 3.1 a 3.4) quando se avalia a solucdo numérica das
derivadas de 7, sendo que em alguns casos, como no uso de hexaedros de 8 nés com h = 1/32 o
LSFEM apresenta duas ordens de precisdo a mais que o GFEM, veja Anexo A, nas Tabelas A3 a
A6.

Na figura 3.5 € possivel visualizar a distribuicdo de temperatura no plano xz com y = 0,5.
Na regido proxima a x = 1 e z = 0,5 a temperatura se aproxima de 7(1;0,5;0,5) = 2, e nas
proximidades de x = 0 e z = 0,5 a temperatura se aproxima de T(0;0,5;0,5) = 1, conforme solucao

analitica. Para este caso foi utilizado o LSFEM para a simulacao numérica.
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Figura 3.5 Distribuicdo de Temperatura no plano xz com y = 0,5 pelo LSFEM a partir de uma
malha com 4913 nés (h=1/16) utilizando-se hexaedros com 8 nds, Aplicacdo 1.

3.3 Aplicacao 2 — Difusao-Reacio

Nesta aplicacdo os coeficientes Ay, Ay, A, na equacdo (2.2) sdo nulos e B, ks, ky € k,
unitdrios. Sendo a aplicagdo realizada em um cubo unitdrio QQ = [O,l]3 a equacao governante para

esta aplicacdo serd:

o°’T 0T 0T
+

e + & + e T=0.

Nesta aplicacdo serd utilizada a solugdo analitica abaixo, a mesma pode ser encontrada em

Hon e Chen (2003),

T(x,y,z) = senx+ seny + senz .
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T (x,y,z2) _ cosx, oT (x,y,z2) —cosy, oT(x,y,2)
Ox Oy 0z

=cosz.

Nas figuras 3.6 e 3.7, uma anélise dos resultados numéricos de 7(x,y,z) € realizada. Nestes
resultados, pode-se constatar que para as duas normas analisadas, 0 GFEM apresenta resultados
melhores que os resultados pelo LSFEM. Para hexaedros com 8 nés os dois métodos apresentam
resultados na mesma ordem de precisao, porém, para hexaedros com 27 nés, o GFEM apresenta

uma ordem de precisdo a mais que o LSFEM, maiores detalhes veja Tabelas A7 e AS.

10'5—: n

2

10° 4 1— Galerkin - 8 nés
LSFEM - 8 nés
Galerkin - 27 nos
LSFEM - 27 nés

Norma L

10-'7—:

g T ) T 4 T & T L T 5 T 5 T
0 5000 10000 15000 20000 25000 30000 35000
Numero de nés

Figura 3.6 Norma L, de T(x,y,z), Aplicacado 2.

Em contrapartida, assim como na aplicacdo 1, o LSFEM apresenta melhores resultados na
andlise do erro das solucdes numéricas das derivadas primeiras de 7(x,y,z) (Figuras 3.8 e 3.9, os
resultados das trés derivadas sdo aproximadamente iguais, novamente devido ao tipo de solucdo
analitica adotada). O que se torna mais expressivo, € que nesta aplicacdo, o LSFEM apresenta em
torno de trés ordens de precisdo a mais que o GFEM na maioria dos valores de h, tanto na norma
L, quanto na norma L.. Pode-se, por exemplo, analisando as Tabelas A9 e A10 constatar que o
LSFEM com hexaedros com 8 nos para h = 1/8 e 729 n6s na malha (tempo computacional =
108s) apresenta um resultado melhor (duas ordens de precisdo a mais) do que o apresentado pelo
GFEM com hexaedros com 8 nds para h = 1/32 e 35937 nds na malha (tempo computacional =

1472s). Algo parecido acontece quando analisado GFEM e LSFEM com hexaedros com 27 n6s,
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respectivamente com h = 1/16 e 35937 nés na malha (tempo computacional = 5290s) e h = 1/4 e

729 nés na malha (tempo computacional = 3525s).

10" 45,

10° —
3
- O Galerkin - 8 nés
g \ X t— LSFEM - 8 nés
E 10°4
o E : o — Galerkin - 27 nés
=2

LSFEM - 27 nés

T

T
0 5000

T T — T —
20000 25000 30000 35000

Namero de nés

T T
10000 15000

Figura 3.7 Norma L., de T(x,y,z), Aplicacdo 2.

1 — Galerkin - 8 nds
10° 4 _ ¢ — LSFEM - 8 nés

] ' > — Galerkin - 27 nés
o] T~ —*— LSFEM - 27 nés

. T . I g T . T L I L I J T
0 5000 10000 15000 20000 25000 30000 35000
Namero de nos

Figura 3.8 Norma L, de 0T(x,y,z)/0x = 0T(x,y,z)/0y = 0T(X,y,z)/0z, Aplicagdo 2.
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Na Fig. 3.10 apresenta-se a distribui¢do de temperatura no plano xz com y = 0,5. Na regido
proxima a x = 1 e z =1 a temperatura se aproxima de 7(1;0,5;1) = 2,16, e nas proximidades de x

= 0 e z = 0 a temperatura se aproxima de T(0;0,5;0) = 0,48, conforme solu¢@o analitica. Neste

caso adotamos o LSFEM para encontrar a solucao numérica.

{on,
—~—
107 5 a
19
] O‘o
10—3 \O-.q___‘q__‘q
i O-_________O
. e
+
E 1041 +‘+
=] ~
= .4 T
A\ Ty
10°4 N
E % — O — Galerkin - 8 nés
] \ —+— LSFEM - 8 nés
10° 4 i —©— Galerkin - 27 nés
] \x — % — LSFEM - 27 nés
o] Ex
10, x T . T : T T T o T . T i T
0 5000 10000 15000 20000 25000 30000 35000

Nimero de noés

Figura 3.9 Norma L, de 0T(x,y,z)/ 0x=0T(x,y,z)/ 0y = 0T(x,y,z)/ Oz, Aplicacdo 2.

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Z

Figura 3.10 Distribuicao de Temperatura no plano xz com y = 0,5 pelo LSFEM a partir de uma
malha com 4913 nés (h =1/16) utilizando-se hexaedros com 8 nds, Aplicacao 2.
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3.4 Aplicacao 3 — Conveccao-Difusao.

Nesta aplicacdo os coeficientes Ay, Ay, A, Ky, ky € k;, na equacdo (2.2) sdo todos unitérios,
sendo nulo somente o coeficiente B. A aplicacdo € realizada em um cubo unitdrio Q= [0,1]3

sendo sua equacio governante:

o°’T 0T 0T or or oT _

st—+t—+—+—+—=0.
ox~ o0y~ 0z ox 0oy 0z

Nesta aplicacdo serd utilizada a solugdo analitica abaixo, a mesma pode ser encontrada em

Hon e Chen (2003),

Z

T(x,y,z)=e " +e  +e°.

oT(x,y,2) _ Lot oT(x,y,2) _ o oT(x,y,2) _ o
ox Oy ’ 0z '

;

Nesta aplicacdo os coeficientes que acompanham os termos difusivos s@o iguais aos que
acompanham os termos convectivos. Se notarmos que os coeficientes ky, ky e k, poderiam ser
analisados como iguais a 1/Pe (Pe € o nimero de Peclet que serd mais detalhado na Aplicagao 9)
e que os coeficientes Ax, Ay e A, sdo as velocidades em cada uma das trés dire¢cdes do espago
cartesiano, seria o mesmo que Pe = 1 e as velocidades = 1 também, ou por exemplo, Pe = 10 e as
velocidades = 0,1, e assim por diante.

Nas aplicagdes 1 e 2, notamos que quando analisado os resultados numéricos de 7(x,y,z) o
GFEM apresentou melhores resultados que o LSFEM, o mesmo j4 ndo acontece nesta aplicacao.
Para o uso de hexaedros com 8 nds, os dois métodos sdo rigorosamente semelhantes em seus
resultados (Figuras 3.11 e 3.12), o mesmo ndo acontece com o uso de hexaedros com 27 nds,
onde o LSFEM apresenta resultados com uma ordem de precisdo a mais que o GFEM (Tabelas

All e Al2).

41



10° 4 -
" 10° 4. O — Galerkin - 8 nos
g 3 LSFEM - 8 nés
5 Galerkin - 27 nés
= B LSFEM - 27 nos

107 o

10° <

T T T T T T T T T T T T T T
0 5000 10000 15000 20000 25000 30000 35000
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Figura 3.11 Norma L, de T(X,y,z), Aplicagdo 3.
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Figura 3.12 — Norma L., de T(x,y,z) , Aplicacao 3.

Para comparar os resultados dos dois métodos, suponha-se que para esta aplicacdo o
objetivo fosse encontrar resultados com precisdo de 10™* (na norma L.). Se o foco for somente a
variavel T(x,y,z), o GFEM com hexaedros com 8 nés e h = 1/8 (tempo computacional = 6s) ja
seria suficiente. Porém, se além de 7(x,y,z) necessita-se que as trés derivadas tenham a mesma
ordem de precisdo, no GFEM seria necessdrio utilizar uma malha com hexaedros com 27 nés e h
= 1/10 (tempo computacional = 598s), enquanto que o LSFEM com hexaedros com 8 nés e h =

1/8 (tempo computacional = 106s) apresenta resultados até um pouco melhores que uma precisao
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de 10 nas quatro varidveis T, gy, ¢. € g., com um tempo computacional muito menor (quase 6
vezes menor).

Como ja havia acontecido nas aplicacdes 1 e 2, o LSFEM novamente apresentou resultados
significativamente melhores que o GFEM na andlise do erro na solugdo numérica das derivadas
(Figuras 3.13 e 3.14), com a ressalva que na maioria dos valores de h, tanto para hexaedros com 8

nés como com 27 néds, a diferenga chegou a ser “quatro” ordens de precisao a mais para este caso.

10" 5
107 -
107 4
o
. | 107 o
£
S 10°4
104‘_; ' O~ Galerkin - 8 nés
E LSFEM - 8 nés
0 Galerkin - 27 nés
03 LSFEM - 27 nés
10°*

x T 1 T X T ¥ T x T . T . T
0 5000 10000 15000 20000 25000 30000 35000
Numero de nos

Figura 3.13 — Norma L, de 0T(x,y,z)/0x = 0T(x,y,z)/0y = 0T(x,y,z)/0z, Aplicagdo 3.
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Figura 3.14 — Norma L., de 0T(x,y,z)/0x = 0T(x,y,z)/0y = 0T(x,y,z)/0z, Aplicacdo 3.
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Na Fig. 3.15 apresenta-se a distribui¢do de temperatura no plano xz com y = 0,5. Na regido
proxima a x = 1 e z =1 a temperatura se aproxima de 7(1;0,5;1) = 1,34, e nas proximidades de x
= 0 e z = 0 a temperatura se aproxima de T(0;0,5;0) = 2,61, conforme solu¢do analitica. Neste

caso adotamos o0 GFEM para encontrar a solucao numérica.

0.8

0.2

0 0.2 0.4 06 08 1

Figura 3.15 Distribui¢do de Temperatura da Aplicagcdo 3 no plano yz com x = 0,5 pelo GFEM a
partir de uma malha com 4913 nés (h =1/16) utilizando-se hexaedros com 8 nos.

3.5 Aplicacao 4 — Conveccao-Reacio.

Nesta aplicag@o os coeficientes Ay, Ay, A, na equacdo (2.2) sdo todos unitarios, ky, ky e k;,

sdo nulos e B = -3. A aplicacdo € realizada em um cubo unitdrio Q2= [0,1]3 sendo sua equacio

governante:
a + or + ar _ 3r=0.
ox 0Oy 0z

Na aplicacdo 1 (T(x, y=0 ou z = 0) = 0 a T(1; 0,5; 0,5) = 2), aplicacdo 2 (T(0,0,0) =0 a
T(1,1,1) = 2,52) e aplicacdo 3 (T(1,1,1) = 1,1 a T(0,0,0) = 3) a diferenca do maior para 0 menor
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valor de T(x,y,z) era muito pequena, nesta aplicacdo serd analisado um caso de convec¢ao-reacao

com uma menor temperatura de T(0,0,0) = 1 e a maior de T(1,1,1) = 20,08. Para isso serd adotada

a seguinte solugdo analitica:

T(x,y,z)=e"""%; Mxy2) et Mxy2) e Mxy2) e
ox Oy 0z

Nesta aplicacdo notou-se algo diferente que nas aplicacdes anteriores. Analisando as
normas do erro para 7(x,y,z) o GFEM com hexaedros com 8 nds apresentou resultados
extremamente melhores que as outras trés situagdes (Figuras 3.16 e 3.17). Entretanto, para uma
malha com h = 1/20 com hexaedros com 8 nds (9261 nds em toda a malha), o erro analisado
através da norma L, é 1,75E-07 (confira nas Tabelas A15 e A16) enquanto que para uma malha
com h = 1/24 com hexaedros com 8 nds (15625 ndés em toda a malha) o erro foi de 4,98E-07, ou

seja, houve um pequeno aumento do erro com o refinamento.

10° 5
-4
10t
£
=]
2 10°+
Galerkin - 8 nés
LSFEM - 8 nés
. Galerkin - 27 nos
107 3 LSFEM - 27 nés
107 . Y — . — . — —
0 2500 5000 7500 10000 12500 15000

Numero de nés

Figura 3.16 Norma L, de T(x,y,z), Aplicacdo 4.
Para analisar mais detalhadamente esta situacdo, rodou-se casos com h = 1/22 (12167 nés

em toda a malha) e h = 1/26 (19683 n6s em toda a malha), e constatou-se as seguintes normas L,

1,92E-07 e 3,76E-06, respectivamente, o que leva-se a concluir que neste caso, a partir de um
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certo refinamento os resultados pelo GFEM alcangam uma eficiéncia maxima a ponto de com um

maior refinamento, comecem a surgir erros de arredondamento.

o0

-
o
E 10
% Galerkin - 8 nés
LSFEM - 8 nés
\ Galerkin - 27 nés
10°4 LSFEM - 27 nés
10° <
¢ T K T P T d T 4 T . T
0 2500 5000 7500 10000 12500 15000

Ndamero de nos

Figura 3.17 Norma L, de T(x,y,z), Aplicacdo 4.

Para a andlise da solu¢do numérica das derivadas de T (Figuras 3.18 e 3.19), novamente o
LSFEM apresentou resultados expressivamente melhores que o GFEM. Porém, para o LSFEM,
os melhores resultados foram apresentados no uso de hexaedros com 8 nds, o que leva a crer,
pelo menos nesta situagdo de conveccdo-reagdo sem difusdo, que os resultados apresentados sdao
de modo geral melhores com hexaedros com 8 nds, o que proporciona também, além de bons

Lo 3 . .
resultados numéricos (erros menores que 107), um baixo tempo computacional quando

comparados com hexaedros com 27 ndés para o mesmo nimero de nés na malha.
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Figura 3.18 Norma L, de 0T(x,y,z)/0x = 0T(x,y,z)/0y = 0T(X,y,z)/0z, Aplicagao 4.

D Galerkin - & nés
LSFEM - & nés

10° 4 - Galerkin - 27 nés
3 LSFEM - 27 nés

oo

104

Norma L

107 4 )

N I M I N T N T N T T
0 2500 5000 7500 10000 12500 15000
Namero de nés

Figura 3.19 Norma L, de 0T(x,y,z)/0x = 0T(x,y,z)/0y = 0T(X,y,z)/0z, Aplicacdo 4.

Na figura 3.20 apresenta-se a solu¢do numérica de 07/0x no plano xz com y = 0,5. Na
regido proxima a X = 1 e z = 1 a derivada em x se aproxima de 07(1;0,5;1)/0x ~ 12,18, e nas
proximidades de x = 0 e z = 0 a temperatura se aproxima de 07(0;0,5;0)/0x = 1,65, conforme

solucdo analitica. Neste caso adotamos o LSFEM para encontrar a solucao numérica.
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Figura 3.20 Distribuicao de 07/0x no plano xz com y = 0,5, pelo LSFEM, com uma malha de
h=1/20, 9261 nés, norma L, = 4,58E-04 e norma L. =3,12E-03, Aplicacao 4.

3.6 Aplicacio 5 — Conveccao-Difusao-Reacio.

Nesta aplicagdo os coeficientes Ay, Ay, A, na equagdo (2.2) sdo iguais a 10, ky, ky e k, sdo
unitdrios e B = 9. A aplicagdo € realizada em um cubo unitdrio Q= [0,1]3 sendo sua equagio
governante:

o°T . o°’T o°T or oT oT

5 5 5 +10—+10—+10—+97T =0
ox Oy 07 ox Oy 0z

Por simplicidade, a solucdo analitica adotada nesta aplicacio é a mesma adotada na
aplicagdo 3.

Nas figuras 3.21 e 3.22 analisam-se as normas L, e L., do erro cometido na solugdo de
T(x,y,z). Nota-se que o GFEM com hexaedros de 27 nés destaca-se com os melhores resultados

dentre as quatro opgdes propostas neste trabalho. Nesta aplicacdo, os coeficientes que
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acompanham os termos convectivos sdo 10 vezes maiores que o que acompanha os termos
difusivos, com isso esperava-se que as solucdes numéricas apresentariam dificuldades por se
tratar de um problema convectivo dominante, porém isto ndo aconteceu. Uma justificativa para
este fato estd na existéncia de um termo reativo com coeficiente B = 9, que acredita-se que
ameniza o fato do caso ser convectivo dominante. Foi esta situacdo que motivou a andlise que

serd feita posteriormente na aplicagdo 6.

10 4 . 0~ Galerkin - 8 nos
3 LSFEM - 8 nos

Galerkin - 27 nés

LSFEM - 27 nés

Norma L

10° 3

107 —
0 5000

T T T T T

T T T
10000 15000 20000

T T T T
25000 30000 35000

Namero de nos

Figura 3.21 Norma L, de T(X,y,z), Aplicagdo 5.

10.3 3

Galerkin - 8 nos
LSFEM - 8 nés
Galerkin - 27 nés
LSFEM - 27 nés

Norma L

J T L T ol Ll . I o I . I . 1
0 5000 10000 15000 20000 25000 30000 35000
Namero de nés

Figura 3.22 Norma L., de T(x,y,z) , Aplicagado 5.
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Pode-se observar que o LSFEM até este momento estd apresentando melhores resultados na
solucdo numérica das derivadas de 7(x,y,z) (Figuras 3.23 e 3.24). Entretanto, nesta aplicacdo o
LSFEM com hexaedros com 8 nés apresenta resultados melhores que o GFEM com 27 nos, e
para mostrar a vantagem, por exemplo, tomando como referéncia uma malha que apresente pelo
menos uma precisdo de 10 (GFEM com hexaedros com 27 nds, h = 1/8, 4913 nds na malha,
norma L, = 7,52E-04, tempo computacional = 244s e LSFEM com hexaedros com 8 nés, h = 1/8,
729 nés na malha, norma L, = 7,08E-04, tempo computacional = 114s) o GFEM utilizou um
tempo computacional mais do que o dobro do LSFEM para alcancar uma norma L,

aproximadamente igual.

Galerkin - 8 nés

LSFEM - 8 nés

3 ] Galerkin - 27 nos
LSFEM - 27 nés

Norma L2

10°*

T T T T T T T T T T T T z T
0 5000 10000 15000 20000 25000 30000 35000
Numero de nés

Figura 3.23 Norma L, de 0T(x,y,z)/0x = 0T(X,y,z)/0y = 0T(x,y,z)/0z, Aplicagdo 5.

A andlise de qual método custa um tempo computacional maior ou menor que o outro, €
relativa, pois para problemas convectivos-difusivos-reativos se o objetivo for apenas o cédlculo de
T(x,y,z), nesta aplicacdo o GFEM com h = 1/8 com hexaedros com 8 nds alcanga uma norma L, =
4,02E-05 com um tempo computacional de 9s enquanto que na mesma situacio o LSFEM
apresenta norma L, = 9,41E-05 com um tempo computacional = 105s, porém o LSFEM tem
nesta anélise, quatro vezes mais graus de liberdade que o GFEM. Para equipara-los no nimero de
graus de liberdade, o GFEM deveria ser utilizado com um h = 1/32 o que custaria um tempo

computacional de 1420s.
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Figura 3.24 Norma L., de 0T(x,y,z)/0x = 0T(x,y,z)/0y = 0T(X,y,z)/0z, Aplicagdo 5.

Na figura 3.25 apresenta-se a solu¢do numérica de 07/0x no plano xz com y = 0,5. Na
regido proxima a x = 1 e z = 1 a derivada em x se aproxima de 07(1;0,5;1)/0x = -0,367, e nas
proximidades de x = 0 e z = 0 a temperatura se aproxima de 07(0;0,5;0)/0x = 1, conforme solugdo

analitica. Neste caso adotamos o LSFEM para encontrar a solu¢do numérica.

0.8

20
Figura 3.25 Distribuicdo de 07/0x no plano xz com y = 0,5, pelo LSFEM, com uma malha de
h=1/20, 9261 nés na malha, norma L, = 1,22E-04 e norma L., = 3,57E-04, Aplicacao 5.
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3.7 Aplicaciao 6 — Conveccao-Difusdao com Conveccao Dominante.

Nesta aplicacdo os coeficientes Ay, Ay, A, na equacdo (2.2) sdo unitarios, Ky, ky € k, sdo

iguais a 1/A, onde “A” serd variado e B é nulo. A aplicacdo € realizada em um cubo unitdrio

Q= [0, 1]3 sendo sua equagdo governante:

10°T 10T 10°T oT oT  oT _

282+282+_ ~+t—+—+—=0.
X y. A0z ox 0Oy 0z

Para solucdo analitica da equacdo acima, serd adotada uma expressdao semelhante a
utilizada na aplicacdo 3, inserindo apenas o termo A, que serd variado com o intuito de tornar a

aplicacdo cada vez mais convectivo dominante, da seguinte forma:

T(x,y,z)=e ™ +e ™ +e*
aT(x, Y, Z) — _Ae—Ax : aT(X, Y Z) — _Ae—Ay : aT(X, Y, Z) — _Ae—Az )
ox Oy 0z

Nas tabelas 3.3 e 3.4, apresenta-se a norma L, do erro cometido na solu¢do numérica de T e
de suas derivadas primeiras. Os valores de A foram adotados como 1, 5, 10, 25, 50, 100, 500 e
1000. Nota-se que na solucdo numérica de T ainda € possivel alcancar para uma malha com h =
1/25 erros na ordem de 107 para o GFEM e o LSFEM para A = 50. A partir de A = 100, os dois
métodos ja comegcam a apresentar resultados nao tdo precisos, fato esperado pois o problema
comega a ficar altamente convectivo. Apesar disso o GFEM ainda é capaz com uma malha com h
= 1/25 e hexaedros com 8 nds obter uma precisio de ordem 10" na solugdo de T quando A =
1000. Isso ndo acontece na andlise do erro da derivadas primeiras de 7, onde erros muito

expressivos sao encontrados para as malhas adotadas.
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Tabela 3.3 Norma L, — Soluc¢do 7'(x,y,z) com hexaedros com 8 nés, Aplicacdo 6.

A GFEM LSFEM

h=1/4 h=1/8 | h=1/16 | h=1/25 | h=1/4 h=1/8 | h=1/16 | h=1/25
1 1,88E-04 | 5,15E-05 | 1,37E-05 | 5,80E-06 | 1,77E-04 | 4,87E-05 | 1,30E-05 | 5,52E-06
5 2,38E-02 | 6,30E-03 | 1,64E-03 | 6,90E-04 | 1,83E-02 | 5,25E-03 | 1,42E-03 | 6,02E-04

10 9,85E-02 | 2,65E-02 | 6,68E-03 | 2,76E-03 | 8,06E-02 | 2,52E-02 | 6,93E-03 | 2,95E-03
25 3,82E-01 | 1,28E-01 | 3,37E-02 | 1,34E-02 | 3,48E-01 | 1,46E-01 | 4,65E-02 | 2,02E-02
50 8,19E-01 | 3,06E-01 | 1,02E-01 | 4,30E-02 | 8,12E-01 | 4,16E-01 | 1,62E-01 | 7,73E-02
100 1,66E-00 | 5,81E-01 | 2,36E-01 | 1,19E-O1 | 1,73E-00 | 9,83E-01 | 4,57E-01 | 2,48E-01
500 | 8,67E-00 | 2,53E-00 | 8,226E-01 | 4,73E-01 | 9,16E-00 | 5,57E-00 | 3,02E-00 | 1,93E-00
1000 | 1,75E+01 | 5,08E-00 | 1,46E-00 | 6,99E-01 | 1,84E+01 | 1,13E+01 | 6,25E-00 | 4,09E-00

Tabela 3.4 Norma L, — Solu¢do 07/0x=0T/0y=0T/0z com hexaedros com 8 nds, Aplicagao 6.

A GFEM LSFEM

h=1/4 h=1/8 | h=1/16 | h=1/25 | h=1/4 h=1/8 | h=1/16 | h=1/25
1 8,70E-02 | 4,28E-02 | 2,10E-02 | 1,33E-02 | 1,62E-04 | 4,31E-05 | 1,14E-05 | 4,68E-06
5 1,15E-00 | 5,90E-01 | 2,84E-01 | 1,76E-O1 | 3,70E-02 | 9,72E-03 | 2,54E-03 | 1,06E-03

10 3,06E-00 | 1,71E-00 | 8,59E-01 | 5,33E-O01 | 1,91E-01 | 5,33E-02 | 1,36E-02 | 5,69E-03
25 9,40E-00 | 6,02E-00 | 3.,43E-00 | 2,24E-00 | 1,18E-00 | 4,70E-01 | 1,24E-01 | 5,06E-02
50 20,35E-00 | 1,38E+01 | 8,67E-00 | 6,10E-00 | 3,12E-00 | 1,80E-00 | 6,40E-01 | 2,64E-01
100 | 4,24E+01 | 3,00E+01 | 18,89E-00 | 14,78E-00 | 6,90E-00 | 4,71E-00 | 2,49E-00 | 1,29E-00
500 | 2,18E+02 | 1,61E+02 | 1,15E+02 | 9,10E+01 | 3,67E+01 | 2,69E+01 | 1,81E+01 | 1,34E+01
1000 | 4,39E+02 | 3,26E+02 | 2,36E+02 | 1,88E+02 | 7,38E+01 | 5,45E+01 | 3,71E+01 | 2,81E+01

Para analisar os altos erros apresentados nas tabelas 3.5 e 3.6, utiliza-se como exemplo, o
LSFEM com hexaedros com 8 nds, h = 1/25 e A = 1000, a norma L, para este caso € igual
1,71E4+01, ou seja, 17,10. Pode parecer um valor muito alto, mas vale ressaltar que este € um
valor absoluto, positivo, e que as derivadas primeiras para um A = 1000, tem seus valores em
moédulo variando de 0 (quando x, y ou z sdo iguais a 1) e 1000 (quando x, y e z sdo iguais a 0), se

for feito a relagao 17,10/1000 = 1,71%.
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Tabela 3.5 Norma L, — Solucdo 7'(x,y,z) com hexaedros com 27 nés, Aplicacdo 6.

A GFEM LSFEM

h=1/4 h=1/6 h=1/8 | h=1/10 | h=1/4 h=1/6 h=1/8 | h=1/10
1 4,14E-06 | 9,23E-07 | 3,10E-07 | 1,31E-07 | 9,03E-07 | 1,97E-07 | 6,69E-08 | 2,79E-08
5 1,19E-03 | 2,87E-04 | 9,93E-05 | 4,27E-05 | 5,60E-04 | 1,27E-04 | 4,31E-05 | 1,83E-05
10 1,02E-02 | 2,88E-03 | 1,06E-03 | 4,72E-04 | 7,07E-03 | 1,91E-03 | 6,92E-04 | 3,04E-04
25 8,32E-02 | 3,50E-02 | 1,63E-02 | 8,36E-03 | 8,22E-02 | 3,42E-02 | 1,60E-02 | 8,28E-03
50 2,11E-01 | 1,21E-01 | 7,17E-02 | 4,42E-02 | 2,76E-01 | 1,53E-01 | 9,02E-02 | 5,60E-02
100 | 3,99E-01 | 2,56E-01 | 1,81E-01 | 1,31E-01 | 6,93E-01 | 4,46E-01 | 3,05E-01 | 2,18E-01
500 | 1,78E-00 | 894E-01 | 5,99E-01 | 4,68E-01 | 4,10E-00 | 2,93E-00 | 2,24E-00 | 1,79E-00
1000 | 3,61E-00 | 1,72E-00 | 1,04E-00 | 7,48E-01 | 8,36E-00 | 6,06E-00 | 4,70E-00 | 3,81E-00

E mais, os valores das derivadas primeiras sdao proximos de —1000 na regido de

(x,y,2)=(0,0,0) e em praticamente todo o restante do dominio préximos de zero, veja que

oT(0,1,0,1;0,1)
ox

oT(0;0,0)

Oox

(Tabelas 3.5 e 3.6).

3,72E - 41

or(0,01:0,0100D) _ s

ox

estao

proximos

de

—1000. O mesmo raciocinio € vélido quando do uso de hexaedros com 27 nds

Tabela 3.6 Norma L, — Solucdo 07/0x=0T/0y=0T/0z com hexaedros com 27 nds, Aplicagado 6.

A GFEM LSFEM

h=1/4 h=1/6 h=1/8 | h=1/10 | h=1/4 h=1/6 h=1/8 | h=1/10
1 2,95E-03 | 1,29E-03 | 7,18E-04 | 4,55E-04 | 2,07E-06 | 4,70E-07 | 2,57E-07 | 6,87E-08
5 1,86E-01 | 8,59E-02 | 4,83E-02 | 3,07E-02 | 2,28E-03 | 5,84E-04 | 2,07E-04 | 9,02E-05
10 8,92E-01 | 4,58E-01 | 2,71E-01 | 1,77E-01 | 2,65E-02 | 9,37E-03 | 3,81E-03 | 1,78E-03
25 4,65E-00 | 2,95E-00 | 2,02E-00 | 1,45E-00 | 1,91E-O01 | I,17E-O1 | 7,71E-02 | 4,92E-02
50 1,23E+01 | 8,80E-00 | 6,67E-00 | 5,25E-00 | 8,14E-01 | 4,11E-01 | 2,60E-01 | 2,10E-01
100 | 2,86E+01 | 2,19E+01 | 17,64E-00 | 1,46E+01 | 2,37E-00 | 1,62E-00 | 1,09E-00 | 7,34E-01
500 | 1,59E+02 | 1,31E+02 | 1,13E+02 | 1,00E+02 | 1,42E+01 | 1,14E+01 | 9,52E-00 | 8,17E-00
1000 | 3,21E+02 | 2,67E+02 | 2,33E+02 | 2,08E+02 | 2,88E+01 | 2,33E+01 | 1,97E+01 | 1,71E+01
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Nas primeiras seis aplicacdes, os coeficientes da equagdao eram todos ‘“constantes”. Nas
aplicacodes 7 e 8, destacaremos duas aplicacdes onde os coeficientes sdo varidveis. Na aplicagcao 7
os coeficientes sao fungdes lineares e na aplicagcdo 8 serdo funcdes quadraticas, para os dois casos
apresentaremos um tipo de solucao analitica para que seja possivel a andlise das normas dos erros

na solucao numérica.

3.8 Aplicacio 7 — Conveccao-Difusao-Reacao com coeficientes variaveis (funcoes lineares).

Como foi dito anteriormente, nesta aplicagdo adotaremos coeficientes varidveis para Ay,
Ay, A, e B, enquanto que ki, ky € k, sdo unitérios. O dominio € um cubo unitédrio € a equagao

governante € a seguinte:

2 2 2
‘ {+a €+a €+10xa—T+10ya—T+1OZa—T‘BT:0’

com B=10(x+y+2z)+3

Para esta aplicacdo serd adotada a solugdo analitica da aplicacdo 4. O mesmo sera feito
posteriormente na aplicacdo 8.

Nas figuras 3.26 e 3.27 sdo apresentados os resultados numéricos de 7(x,y,z). Quando os
coeficientes eram constantes de modo geral os resultados apresentados com hexaedros com 27
nds eram melhores que os com 8 nds para os dois métodos (GFEM e LSFEM). Porém nesta
aplicacdo isso ndo acontece, 0 GFEM apresenta melhores resultados nos dois hexaedros, e de

modo geral apresenta uma precisdo de uma a duas ordens a mais que o LSFEM.
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Figura 3.26 Norma L, de T(x,y,z), Aplicacdo 7.
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Figura 3.27 Norma L., de T(x,y,z), Aplicacdo 7.

Ao contrério de 7(x,y,z), nas derivadas primeiras (Figuras 3.28 e 3.29), o LSFEM continua
apresentado melhores resultados, com o especial destaque que com hexaedros com 8 ou 27 n6s os

resultados sdo semelhantes.
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Figura 3.28 Norma L, de 0T(x,y,z)/0x = 0T(X,y,z)/0y = 0T(x,y,z)/0z, Aplicacdo 7.
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Figura 3.29 Norma L., de 0T (x,y,z)/0x = 0T(x,y,z)/0y = 0T(X,y,z)/0z, Aplicagdo 7.

Um diferencial na solucdo numérica de problemas com coeficientes varidveis, é a
necessidade da resolucdo de todas as matrizes dos elementos, isso ndo acontecia nas primeiras
seis aplicagdes pois sendo os coeficientes constantes, as matrizes dos elementos eram todas
iguais, sendo necessdrio calcular apenas a primeira matriz. Por exemplo, para o GFEM com
hexaedros com 27 ndés e h = 1/8, tem-se matrizes do elemento de ordem 27x27, onde sera

necessdrio construir 512 matrizes do elemento com um tempo computacional de 291s. Se nao
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fosse necessario calcular todas as matrizes, sendo apenas necessario calcular a primeira como nas
seis primeiras aplicagdes, o tempo computacional seria de 246s, em torno de 15,46% a menos.
Para o LSFEM, toma-se como exemplo um caso com hexaedros com 27 nds e h = 1/6, onde
as matrizes do elemento sdo de ordem 104x104 e serdo construidas 216 matrizes do elemento
com um tempo computacional de 2250s, enquanto que se fosse apenas calculada uma matriz do

elemento o tempo computacional seria de 1706s, ou seja, 24,17% mais rapido.

3.9 Aplicacio 8 - Convecciao-Difusdo-Reacdo com coeficientes varidveis (funcoes

quadraticas).

Como ja havia sido previsto, nesta aplicagdo serdo utilizados coeficientes varidveis, sendo
estes funcdes quadraticas, com o intuito de avaliar o comportamento dos dois métodos nesta

situacdo. A equacdo governante proposta nesta aplicacao (em um dominio cubo unitario) é:

o°’T 0T o°T 5 oT 5 oT 5 oT
+ + +100(=x" +x)—+100(-y~ + vy)—+100(-z" +z7)——BT =0,
o "o o ( ) o (=y"+y) o ( ) o

com B=100[(-=x"+x)+(=y* +y)+(—z+2°)]+3.

A solugdo analitica adotada para esta aplicacd@o € igual a das aplicacoes 4 e 7.

Assim como na aplicacdo 7, o GFEM apresenta melhores resultados nos dois hexaedros
adotados neste trabalho (Figuras 3.30 a 3.33), com a ressalva que o LSFEM com hexaedros com
27 nés o refinamento demonstra que os resultados tendem a melhorar, enquanto que com
hexaedros com 8 nds além dos erros serem altos (na ordem de 10'1), os valores comec¢am a ficar
constante. As aplicagdes 7 e 8 nos levam a crer que o LSFEM ndo € adequado para o caso de
coeficientes varidveis do tipo fungdes lineares ou quadraticas, principalmente com o uso de

hexaedros com 8 nds (fungdes de interpolagdo lineares).
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Figura 3.30 Norma L, de T(X,y,z), Aplicagdo 8.
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Figura 3.31 Norma L, de T(x,y,z), Aplicacdo 8.

Até a aplicacdo 7, era repetitivo dizer que o LSFEM fornecia melhores resultados que o
GFEM na anélise do erro na solucdo numérica das derivadas primeiras de 7(x,y,z). Neste caso
isso ndo aconteceu, pois com o uso de hexaedros com 8 nés o GFEM apresentou resultados
melhores que o LSFEM, apesar dos erros estarem na melhor das situa¢des na ordem de 107
(Figuras 3.32 e 3.33). Com o uso de hexaedros com 27 nds, o GFEM também apresentou os

melhores resultados que o LSFEM, chegando a uma ordem de precisio de 10 somente com uma

malha com h = 1/16.
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Figura 3.32 Norma L, de 0T(x,y,z)/0x = 0T(X,y,z)/0y = 0T(x,y,z)/0z, Aplicagdo 8.
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Figura 3.33 Norma L, de dT(x,y,z)/0x = 0T(x,y,z)/0y = 0T(X,y,z)/0z, Aplicacdo 8.

3.10 Aplicacao 9 — Escoamento de Ar em um Canal Retangular.

Nesta aplicacdo serd proposta uma aplicac¢do pratica. Serd considerado um escoamento de
ar em um canal retangular (0 < x < L,, 0 <y <Lye 0 <z <L,). Foi definido um perfil de

velocidades parabdlico, representando um escoamento laminar completamente desenvolvido:
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onde U € a velocidade maxima na linha de centro do escoamento.

Assim apresenta-se a equagdo governante na forma:

1{62T o°T aZTJ oT

sl azt et |~ A =0,
Pel\ 0x~ 0Oy 0z 0z

pU.c,L

onde Pe = , com p a densidade em kg/m3, U a velocidade médxima em m/s, ¢, o calor

especifico em J/kg.K, L a largura do canal em m e k a condutividade térmica em W/m.K.
As condi¢Oes de contorno foram adotadas de tal maneira a representar um problema de

aquecimento ao longo do canal retangular da seguinte maneira:

(Ly.Ly.Ly)
T c

$=0 - o=

=0

yd T =25

T=10 (0.00)

Figura 3.34 Condigoes de contorno, Aplicacao 9.

Facesx=0ex=Ly=> T(x,y,z) =25.

oT(x,y,2) _
Oy

Facesy=0ey=L,= 0.
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Facez=0= T(x,y,z)=10.

Para os valores das propriedades do fluido (ar), utiliza-se dados de Cengel e Cimbala

(2007). Para T = 10°C, e utilizando valores tabelados, temos:

Pey, = 1,246x0,1x1006 x 0,1 51393
0,02439

e para T = 25°C, e também utilizando valores tabelados, temos:

Pe,. = 1,184 x0,1x1007 x 0,1 _ 46738,
0,02551

Como a variacao das propriedades do ar entre as temperaturas 10° e 25°C € pequena, serd

adotado um Peclet médio da seguinte maneira: Pe = 513’93;467’38 =490,65. Os calculos

acima servem apenas como exemplo, visto que para este exemplo foram adotados L = 0,1m e
U =0,1m/s.

A primeira andlise feita nesta aplicacdo foi refinar a malha (no eixo z) até constatar que a
diferenca entre os resultados ficassem abaixo de um erro aceitdvel (para analisar este erro,
comparamos para vdrios refinamentos o valor de T para valores de z = 0,1; 0,2; ..., 0,9; 1,0 e
x =y =0,1 com a solu¢do considerada 6tima). Para isso adotados como malha 6tima, uma malha
com 176841 n6s (Ax=Ay=0,01, Az=1/400, Ly=L,=0,2 ¢ L,=1).

Notou-se que a partir de uma malha com 71001 nés (Ax=Ay=0,01, Az=1/160) o “erro” ja
estava na ordem de 10™ (Figura 3.35), que pode ser considerado um erro aceitavel. Mas vale
ressaltar que neste caso, com uma malha com 18081 ndés (Ax=Ay=0,01, Az=1/40) j& se alcangou
um “erro” na ordem de 107 (erro = 3,57E-03).

Agora, serdo apresentados dois estudos: (a) para uma mesma velocidade maxima qual a
influéncia da largura de entrada do canal; (b) para uma mesma seccao de entrada, qual a

influéncia da velocidade maxima do escoamento ao longo do canal.
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Figura 3.35 Andlise de erro ao longo do eixo z para x=y=0,1 pelo GFEM, hexaedros com 8 nds,

Pe = 981,31, vimax = 0,1m/s, Aplicagdo 9.

Para analisar o caso (a), escolheu-se 0 GFEM com hexaedros com 8 nés e uma malha com

71001 no6s, conforme figuras 3.36, 3.37 e 3.38.

0 0.5 1 715 2 25 3

Figura 3.36 Perfil de Temperatura no plano xz para y = 0,1 pelo GFEM a partir de uma malha
com Ax=Ay=0,01 e Az=1/75 (71001 nds), elementos com 8 nds, sec¢io de entrada de 20cm x
20cm, Pe = 981,33, vimax = 0,1 m/s, Aplicacdo 9.
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Analisando-se as figuras 3.36, 3.37 e 3.38, nota-se a influéncia da sec¢do de entrada no
perfil de temperatura. No caso de uma sec¢do de entrada 20cm x 20cm (Figura 3.35), foi
necessdrio em torno de 1,5m de comprimento de canal (eixo z) para obter uma temperatura de
24.,9°C. Na seccao de entrada 30cm x 30cm (Figura 3.37), por sua vez, foi necessério em torno de
4m de canal, enquanto que na seccao de entrada 40cm x 40cm (Figura 3.38) foi necessdrio quase
10m de comprimento de canal, ou seja, quanto maior a seccdo do canal analisado maior serd o
comprimento para que o fluido seja aquecido até a temperatura desejada, sendo isto um resultado

termicamente ja esperado.

4 Z 6 8 10

Figura 3.37 Perfil de Temperatura no plano xz para 'y = 0,15 pelo GFEM a partir de uma malha
com Ax=Ay=0,015 e Az=1/30 (71001 nés), elementos com 8 nds, sec¢do de entrada de 30cm x
30cm, Pe = 1471,98, vimax = 0,1 m/s, Aplicagdo 9.

Para analisar o caso (b), utilizou-se 0 LSFEM com hexaedros com 8 nds para velocidades
de 0,2 e 0,5m/s. Para a velocidade médxima igual a 0,1m/s, tem-se a figura 3.36 (pelo Método de
Galerkin), que ji foi dito, necessitou de 1,5m de comprimento de canal para alcancar uma
temperatura de 24,9°C, agora para uma velocidade maxima de 0,2m/s utilizou-se 22491 noés
(Figura 3.39) e necessitou-se de um pouco mais que Sm de comprimento de canal para alcancar a
mesma temperatura. Por fim, utilizou-se 25519 nés para analisar um caso com velocidade
mdxima igual a 0,5m/s (Figura 3.40) e o comprimento necessério foi de aproximadamente 30m,

ou seja, quanto maior a velocidade, maior deverd ser o comprimento do canal para alcancar

24,9°C.
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Z 10 15 20
Figura 3.38 Perfil de Temperatura no plano xz para y = 0,2 GFEM a partir de uma malha com
Ax=Ay=0,02 e Az=0,125 (71001 nds), elementos com 8 nds, sec¢ao de entrada de 40cm
x 40cm, Pe = 1962,64, v, = 0,1 m/s, Aplicagdo 9.

4 7 6 8 10

Figura 3.39 Perfil de Temperatura no plano xz para 'y = 0,1 pelo LSFEM a partir de uma malha
com Ax=Ay=0,01 e Az=0,05 (88641 nds), elementos com 8§ nds, sec¢io de entrada de 20cm x

20cm, Pe = 1962,62, viax = 0,2 m/s.
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Figura 3.40 Perfil de Temperatura no plano xz paray = 0,1 pelo LSFEM a partir de uma malha
com Ax=Ay=1/60 e Az=0,4 (25519 nés), elementos com & nds, seccao de entrada de 20cm x

20cm, Pe =4906,55, Vinax = 0,5 m/s.
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Conclusoes e Sugestoes

Neste trabalho o Método dos Elementos Finitos nas variantes Galerkin e Minimos
Quadrados mostrou-se uma poderosa ferramenta na solucdo da equacdo de conveccdo-difusdo-
reacdo tridimensional em regime permanente.

Para problemas de difusdo pura e difusdo-reacdo com coeficientes constantes, os dois
métodos apresentaram resultados semelhantes na andlise da solu¢do de 7(x,y,z), com ligeira
vantagem para o Método de Galerkin. Porém, para estes dois tipos de problemas, o Método dos
Minimos Quadrados, que prove o computo direto das derivadas primeiras de 7(x,y,z), apresenta
resultados expressivamente melhores que o Galerkin na andlise do erro da solu¢do numérica das
derivadas primeiras de 7(x,y,z), chegando em alguns refinamentos a apresentar quatro ordens de
precisdo a mais.

Por sua vez, para problemas de convecc¢do-difusdo com coeficientes constantes, os dois
métodos apresentaram resultados muito semelhantes quando utilizados hexaedros com 8 nds para
solucdo numérica de 7(x,y,z), enquanto que para hexaedros com 27 nés o Método dos Minimos
Quadrados apresentou resultados ligeiramente melhores. Para este problema o Método dos
Minimos Quadrados ndo sé apresentou os resultados mais precisos na solucdo numérica das
derivadas, como para hexaedros com 8 nés o Método dos Minimos Quadrados obteve em torno
de uma ordem de precisdo a mais que o Método de Galerkin com hexaedros com 27 nés.

Para o caso de convecgao-reacdo (para os refinamentos adotados), o Método de Galerkin
com hexaedros com 8 nds apresentou resultados expressivamente melhores. Porém, nota-se que a
partir de um certo refinamento o erro comeca a aumentar em vez de continuar a diminuir, o que
leva a crer que para esse caso, o Método de Galerkin funciona bem apenas com malhas
relativamente grosseiras. Em contrapartida, na andlise da solucdo numérica das derivadas, o
Método dos Minimos Quadrados obteve seus melhores resultados com hexaedros com 8 nos. Isso
nos leva a crer que nos dois métodos, o uso de hexaedros com 8 nés é o mais aconselhdvel para
problemas de conveccado-reagao.

Na conveccdo-difusdo-reacdo, notou-se que o Método de Galerkin na solucdo numérica de
T(x,y,z) obteve os melhores resultados assim como nos casos de difusdo pura e difusdo-reacao.

Acredita-se que o termo reativo ameniza o termo convectivo, responsdvel pelas maiores
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oscilagdes numéricas, ndo tornando o caso convectivo dominante. Em contrapartida, o Método
dos Minimos Quadrados continua apresentando os melhores resultados na solu¢ao das derivadas.

Quando o problema analisado foi de convecg¢do-difusdo-reacio com os coeficientes
variaveis o Método de Galerkin apresentou melhores resultados que o Método dos Minimos
Quadrados na solucdo de T(x,y,z), resultados compativeis na solucdo das derivadas quando os
coeficientes eram funcdes lineares, e melhores resultados na soluc@o das derivadas quando os
coeficientes eram funcdes quadraticas. E importante destacar também, que para coeficientes
varidveis surgird a necessidade de calcular todas as matrizes dos elementos, tornando assim maior
o tempo computacional.

Ap6s os comentdrios gerais dos tipos de problemas envolvidos neste trabalho podemos
fazer as seguintes conclusodes:

- se for necessdrio apenas encontrar a solu¢do de 7(x,y,z), de modo geral sugere-se o
Meétodo de Galerkin, por ser eficiente e apresentar um baixo tempo computacional;

- se for necessdrio encontrar as solu¢des das derivadas primeiras de 7(x,y,z) para problemas
com coeficientes constantes, aconselha-se o Método dos Minimos Quadrados que prove
diretamente esta solucdo e apresenta bons resultados sem a necessidade de malhas muito
refinadas, conseqiientemente com um baixo tempo computacional;

- para casos com coeficientes varidveis, aconselha-se o Método de Galerkin que apresenta
melhores resultados na solucao de 7(x,y,z) e de suas derivadas primeiras.

Uma pergunta importante que surgiu no final deste estudo foi: aplicando-se o Método dos
Minimos Quadrados sem equagdes auxiliares e utilizando-se o mesmo esquema utilizado no
Método de Galerkin para encontrar a solu¢do das derivadas primeiras de 7(x,y,z) como seriam os
resultados? Esta ¢ uma das sugestdes para trabalhos futuros, visando a continuidade deste
trabalho. As sugestoes podem ser resumidas pelos seguintes itens:

- estender este problema para o regime transiente;

- analisar a conducao de calor em meios sélidos em dominios multiplamente conexos;

- utilizar os modelos desenvolvidos para simular problemas de dispersdo de poluentes com
perfis de velocidade conhecidos;

- avaliar o Método dos Minimos Quadrados sem equagdes auxiliares, comparando com os

resultados do presente trabalho.
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ANEXO A - Resultados Numéricos das Aplicacoes

Tabela A.1 — Norma L, do erro cometido em T — Aplicacao 1.

8 nos 27 nos
Nnoés h Galerkin | LSFEM h Galerkin | LSFEM
729 1/8 5,14E-03 | 4,93E-03 1/4 1,97E-04 | 6,10E-04
1331 1/10 3,38E-03 | 3,24E-03 1/5 8,40E-05 | 2,70E-04
2197 1712 2,39E-03 | 2,29E-03 1/6 4,15E-05 | 1,37E-04
4913 1/16 1,38E-03 | 1,31E-03 1/8 1,35E-05 | 4,64E-05
9261 1/20 8,89E-04 | 8,57E-04 1/10 5,67E-06 | 1,98E-05
15625 1/24 6,30E-04 | 6,01E-04 1/12 2,77E-06 | 9,85E-06
35937 1/32 3,59E-04 | 3,42E-04 1/16 8,92E-07 | 3,26E-06

Tabela A.2 — Norma L., do erro cometido em T — Aplicagdo 1.

8 nos 27 nos

Nnés h Galerkin LSFEM h Galerkin LSFEM

729 1/8 1,62E-02 4,93E-03 1/4 8,29E-04 2,33E-03
1331 1/10 1,02E-02 3,24E-03 1/5 3,79E-04 1,14E-03
2197 1/12 7,13E-03 7,65E-03 1/6 1,88E-04 5,76E-04
4913 1/16 3,99E-03 1,31E-03 1/8 7,00E-05 2,04E-04
9261 1/20 2,54E-03 2,75E-03 1/10 3,16E-05 8,98E-05
15625 1724 1,76E-03 1,91E-03 1/12 1,63E-05 4,53E-05
35937 1/32 9,93E-04 1,07E-03 1/16 5,62E-06 1,52E-05

Tabela A.3 — Norma L, do erro cometido em 0T/0x — Aplicagao 1.

8 nos 27 nos

Nnés h Galerkin LSFEM h Galerkin LSFEM

729 1/8 4,33E-01 2,80E-02 1/4 1,13E-01 3,12E-02
1331 1/10 3,55E-01 2,19E-02 1/5 7,59E-02 1,87E-02
2197 1/12 3,00E-01 1,79E-02 1/6 5,40E-02 1,22E-02
4913 1/16 2,29E-01 1,29E-02 1/8 3,12E-02 6,36E-03
9261 1720 1,85E-01 9,77E-03 1/10 2,02E-02 3,87E-03
15625 1/24 1,55E-01 7,67E-03 1/12 1,41E-02 2,60E-03
35937 1/32 1,17E-01 5,07E-03 1/16 8,01E-03 1,41E-03
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Tabela A.4 — Norma L, do erro cometido em 0T/0x — Aplicagdo 1.

8 nos 27 nos
Nnés h Galerkin LSFEM h Galerkin LSFEM
729 1/8 1,96E+00 1,47E-01 1/4 5,93E-01 2,34E-01
1331 1/10 1,63E+00 1,16E-01 1/5 4,08E-01 1,14E-01
2197 1/12 1,40E+00 9,20E-02 1/6 3,02E-01 8,68E-02
4913 1/16 1,09E+00 6,43E-02 1/8 1,82E-01 4,12E-02
9261 120 8,95E-01 4,74E-02 1/10 1,21E-01 2,32E-02
15625 124 7,57E-01 3,62E-02 1/12 8,68E-02 1,42E-02
35937 1/32 5,79E-01 2,28E-02 1/16 5,02E-02 7,49E-03

Tabela A.5 — Norma L, do erro cometido em 0T/0y = 0T/0z — Aplicacdo 1.

8 nos 27 nos

h Galerkin LSFEM h Galerkin LSFEM

729 1/8 2,53E-01 9,99E-03 1/4 6,08E-02 3,18E-02
1331 1/10 2,00E-01 8,79E-03 1/5 3,77E-02 2,25E-02
2197 1/12 1,66E-01 7,79E-03 1/6 2,55E-02 1,65E-02
4913 1/16 1,23E-01 6,19E-03 1/8 1,39E-02 9,82E-03
9261 1/20 9,80E-02 4,98E-03 1/10 8,72E-03 6,42E-03
15625 1/24 8,13E-02 4,07E-03 1/12 5,96E-03 4,50E-03
35937 1/32 6,06E-02 2,83E-03 1/16 3,29E-03 2,55E-03

Tabela A.6 — Norma L., do erro cometido em 0T/0y = 0T/0z — Aplicacio 1.

8 nos 27 nos
Nnés h Galerkin LSFEM h Galerkin LSFEM
729 1/8 1,21E+00 3,71E-02 1/4 3,05E-01 1,56E-01
1331 1/10 9,78E-01 3,36E-02 1/5 1,99E-01 1,15E-01
2197 1/12 8,17E-01 3,16E-02 1/6 1,40E-01 1,02E-01
4913 1/16 6,14E-01 2,46E-02 1/8 7,96E-02 6,27E-02
9261 120 4,92E-01 1,96E-02 1/10 5,12E-02 4,30E-02
15625 1724 4,10E-01 1,70E-02 1/12 3,56E-02 3,07E-02
35937 1/32 3,08E-01 1,26E-02 1/16 2,01E-02 1,81E-02




Tabela A.7 — Norma L, do erro cometido em T — Aplicacao 2.

8 nos 27 nos
Nnés h Galerkin LSFEM h Galerkin LSFEM
729 1/8 4,09E-05 4,39E-05 1/4 7,10E-07 6,14E-06
1331 1/10 2,68E-05 2,88E-05 1/5 3,12E-07 2,69E-06
2197 1/12 1,89E-05 2,04E-05 1/6 1,57E-07 1,36E-06
4913 1/16 1,09E-05 1,17E-05 1/8 5,29E-08 4,59E-07
9261 1/20 7,11E-06 7,67E-06 1/10 2,24E-08 1,95E-07
15625 1/24 4,99E-06 5,38E-06 1/12 1,16E-08 9,64E-08
35937 1/32 2,84E-06 3,07E-06 1/16 3,61E-09 3,14E-08

Tabela A.8 — Norma L., do erro cometido em T — Aplicagdo 2.

8 nos 27 nos
Nnés h Galerkin LSFEM h Galerkin LSFEM
729 1/8 1,10E-04 1,36E-04 1/4 2,72E-06 2,41E-05
1331 1/10 7,08E-05 8,63E-05 1/5 1,12E-06 1,00E-05
2197 1/12 4,95E-05 5,91E-05 1/6 5,45E-07 4,86E-06
4913 1/16 2,79E-05 3,36E-05 1/8 1,74E-07 1,55E-06
9261 1/20 1,78E-05 2,14E-05 1/10 7,17E-08 6,40E-07
15625 1724 1,23E-05 1,49E-05 1/12 3,55E-08 3,10E-07
35937 1/32 6,94E-06 8,38E-06 1/16 1,10E-08 9,89E-08

Tabela A.9 — Norma L, do erro cometido em 0T/0x = 0T/0y = 0T/0z — Aplicagdo 2.

8 nos 27 nos

Nnés h Galerkin LSFEM h Galerkin LSFEM

729 1/8 3,16E-02 8,79E-05 1/4 3,70E-03 7,88E-06
1331 1/10 2,54E-02 5,73E-05 1/5 2,34E-03 3,44E-06
2197 1712 2,12E-02 4,05E-05 1/6 1,60E-03 1,73E-06
4913 1/16 1,60E-02 2,32E-05 1/8 9,04E-04 5,79E-07
9261 1720 1,28E-02 1,50E-05 1/10 5,75E-04 5,60E-07
15625 1724 1,07E-02 1,05E-05 1/12 3,98E-04 1,20E-07
35937 1/32 8,09E-03 5,97E-06 1/16 2,22E-04 3,95E-08
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Tabela A.10 — Norma L., do erro cometido em 0T/0x = 0T/0y = 0T/0z — Aplicagdo 2.

8 nos 27 nos

Nnés h Galerkin LSFEM h Galerkin LSFEM

729 1/8 5,16E-02 1,79E-04 1/4 5,19E-03 2,56E-05
1331 1710 4,14E-02 1,12E-04 1/5 3,32E-03 1,04E-05
2197 1/12 3,46E-02 7,64E-05 1/6 2,31E-03 5,02E-06
4913 1/16 2,60E-02 4,25E-05 1/8 1,30E-03 1,57E-06
9261 1/20 2,08E-02 2,62E-05 1/10 8,33E-04 1,25E-06
15625 1724 1,74E-02 1,73E-05 1/12 5,79E-04 3,08E-07
35937 1/32 1,30E-02 9,50E-06 1/16 3,24E-04 1,37E-07

Tabela A.11 — Norma L, do erro cometido em T — Aplicagdo 3.

8 nos 27 nos
Nnés h Galerkin LSFEM h Galerkin LSFEM
729 1/8 5,15E-05 4,87E-05 1/4 4,14E-06 9,03E-07
1331 1/10 3,38E-05 3,20E-05 1/5 1,82E-06 3,93E-07
2197 1/12 2,39E-05 2,26E-05 1/6 9,23E-07 1,97E-07
4913 1/16 1,37E-05 1,30E-05 1/8 3,10E-07 6,69E-08
9261 1/20 8,95E-06 8,51E-06 1/10 1,31E-07 2,79E-08
15625 1724 6,28E-06 5,98E-06 1/12 6,53E-08 1,38E-08
35937 1/32 3,58E-06 3,41E-06 1/16 2,14E-08 4,49E-09

Tabela A.12 — Norma L., do erro cometido em T — Aplicacao 3.

8 nos 27 nos
Nnés h Galerkin LSFEM h Galerkin LSFEM
729 1/8 1,35E-04 1,28E-04 1/4 1,55E-05 3,18E-06
1331 1/10 8,78E-05 8,18E-05 1/5 6,48E-06 1,31E-06
2197 1712 6,11E-05 5,66E-05 1/6 3,16E-06 6,39E-07
4913 1/16 3,43E-05 3,19E-05 1/8 1,01E-06 4,37E-07
9261 1720 2,18E-05 2,05E-05 1/10 4,18E-07 8,39E-08
15625 1724 1,51E-05 1,42E-05 1/12 2,03E-07 4,06E-08
35937 1/32 8,53E-06 8,04E-06 1/16 2,87E-07 1,29E-08




Tabela A.13 — Norma L, do erro cometido em 0T/0x = 0T/0y = 0T/0z — Aplicacdo 3.

8 nos 27 nos
Nnés h Galerkin LSFEM h Galerkin LSFEM
729 1/8 4,28E-02 4,31E-05 1/4 2,95E-03 2,07E-06
1331 1/10 3,40E-02 2,80E-05 1/5 1,87E-03 9,24E-07
2197 1712 2,87E-02 1,97E-05 1/6 1,29E-03 4,70E-07
4913 1/16 2,10E-02 1,14E-05 1/8 7,18E-04 2,57E-07
9261 1/20 1,67E-02 7,26E-06 1/10 4,55E-04 6,87E-08
15625 1724 1,39E-02 5,07E-06 1/12 3,14E-04 3,74E-08
35937 1/32 1,04E-02 2,87E-06 1/16 1,75E-04 1,92E-08

Tabela A.14 — Norma L,

do erro cometido em 0T/0x =

0T/0y = 0T/0z — Aplicacio 3.

8 nos 27 nos
Nnés h Galerkin LSFEM H Galerkin LSFEM
729 1/8 5,99E-02 9,82E-05 | 1/4 | 4,74E-03 7,45E-06
1331 1/10 | 4,83E-02 6,02E-05 | 1/5 3,09E-03 3,15E-06
2197 | 1/12 | 4,05E-02 4,07E-05 | 1/6 | 2,17E-03 1,55E-06
4913 1/16 | 3,06E-02 2,97E-05 | 1/8 1,24E-03 2,98E-06
9261 1/20 | 2,45E-02 1,38E-05 | 1/10 | 8,02E-04 2,10E-07
15625 | 1/24 |  2,05E-02 943E-06 | 1/12| 5,60E-04 1,66E-07
35937 | 1/32 | 1,54E-02 8,04E-06 | 1/16 | 3,18E-04 1,20E-07
Tabela A.15 — Norma L; do erro cometido em T — Aplicagao 4.
8 nos 27 nos
Nnés h Galerkin LSFEM H Galerkin LSFEM
729 1/8 6,03E-06 6,53E-04 | 1/4 | 3,60E-03 3,19E-04
1331 1/10 | 2,55E-06 4,45E-04 | 1/5 2,45E-03 1,80E-04
2197 | 1/12 | 1,26E-06 323E-04 | 1/6 1,76E-03 1,11E-04
4913 1/16 | 4,34E-07 1,93E-04 | 1/8 1,03E-03 5,06E-05
9261 120 | 1,75E-07 128E-04 | 1/10 | 6,81E-04 2,70E-05
15625 | 1/24 |  4,98E-07 9,11E-05 | 1/12 | 4,80E-04 1,61E-05
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Tabela A.16 — Norma L, do erro cometido em T — Aplicacao 4.

8 nos 27 nos

Nnés h Galerkin LSFEM H Galerkin LSFEM
729 1/8 3,13E-05 2,32E-03 1/4 1,55E-02 1,93E-03
1331 1710 1,29E-05 1,51E-03 1/5 1,03E-02 1,13E-03
2197 1/12 6,31E-06 1,08E-03 1/6 7,33E-03 7,20E-04
4913 1/16 3,12E-06 6,24E-04 1/8 4,09E-03 3,39E-04
9261 1/20 1,12E-06 4,10E-04 1/10 2,71E-03 1,85E-04
15625 1724 1,21E-05 2,89E-04 1/12 1,88E-03 1,12E-04

Tabela A.17 — Norma L, do erro cometido em 0T/0x = 0T/0y = 0T/0z — Aplicacio 4.

8 nos 27 nos

Nnés h Galerkin LSFEM h Galerkin LSFEM

729 1/8 3,63E-01 2,22E-03 1/4 6,75E-02 1,37E-02
1331 1710 2,89E-01 1,54E-03 1/5 5,32E-02 9,86E-03
2197 1/12 2,40E-01 1,13E-03 1/6 4,38E-02 7,37E-03
4913 1/16 1,80E-01 6,85E-04 1/8 3,23E-02 4,53E-03
9261 1720 1,43E-01 4,58E-04 1/10 2,56E-02 3,06E-03
15625 1724 1,19E-01 3,28E-04 1/12 2,12E-02 2,20E-03

Tabela A.18 — Norma L, do erro cometido em 0T/0x = 0T/0y = 0T/0z — Aplicacio 4.

8 nds 27 nés

Nnoés h Galerkin LSFEM h Galerkin LSFEM

729 1/8 1,20E+00 1,26E-02 1/4 2,85E-01 8,35E-02
1331 1/10 9,71E-01 9,18E-03 1/5 2,36E-01 5,89E-02
2197 1/12 8,14E-01 6,91E-03 1/6 1,94E-01 4,36E-02
4913 1/16 6,14E-01 4,46E-03 1/8 1,38E-01 2,65E-02
9261 1/20 4,93E-01 3,13E-03 1710 1,11E-01 1,78E-02
15625 124 4,12E-01 2,29E-03 1/12 9,28E-02 1,27E-02




Tabela A.19 — Norma L, do erro cometido em T — Aplicagdo 5.

8 nos 27 nos
Nnés h Galerkin LSFEM h Galerkin LSFEM
729 1/8 4,02E-05 9,41E-05 1/4 3,38E-05 2,13E-04
1331 1/10 2,61E-05 6,26E-05 1/5 1,48E-05 1,08E-04
2197 1/12 1,83E-05 4,47E-05 1/6 7,47E-06 5,95E-05
4913 1/16 1,04E-05 2,62E-05 1/8 2,50E-06 2,18E-05
9261 1/20 6,79E-06 1,73E-05 1/10 1,06E-06 9,72E-06
15625 1724 4,75E-06 1,22E-05 1/12 5,25E-07 4,93E-06
35937 1/32 2,70E-06 7,12E-06 1/16 1,71E-07 1,65E-06

Tabela A.20 — Norma L, do erro cometido em T — Aplicacao 5.

8 nos 27 nos
Nnés h Galerkin LSFEM h Galerkin LSFEM
729 1/8 1,34E-04 3,27E-04 1/4 1,38E-04 7,38E-04
1331 1/10 8,29E-05 2,07E-04 1/5 5,68E-05 3,74E-04
2197 1/12 5,67E-05 1,44E-04 1/6 2,74E-05 2,04E-04
4913 1/16 3,13E-05 8,29E-05 1/8 8,70E-06 7,33E-05
9261 1/20 1,99E-05 5,43E-05 1/10 3,56E-06 3,15E-05
15625 1/24 1,37E-05 3,84E-05 1/12 1,71E-06 1,57E-05
35937 1/32 7,72E-06 2,22E-05 1/16 5,42E-07 5,14E-06

Tabela A.21 — Norma L,

do erro cometido em 0T/0x = 0T/0y = 0T/0z — Aplicagdo 5.

8 nos 27 nos

Nnés h Galerkin LSFEM h Galerkin LSFEM

729 1/8 4,28E-02 7,08E-04 1/4 3,13E-03 1,92E-03
1331 1/10 3,40E-02 4,65E-04 1/5 1,98E-03 9,80E-04
2197 1/12 2,82E-02 3,28E-04 1/6 1,36E-03 5,40E-04
4913 1/16 2,10E-02 1,88E-04 1/8 7,52E-04 1,99E-04
9261 1/20 1,67E-02 1,22E-04 1/10 4,75E-04 8,84E-05
15625 1/24 1,39E-02 8,60E-05 1/12 3,26E-04 4,48E-05
35937 1/32 1,04E-02 4,92E-05 1/16 1,80E-04 1,50E-05
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Tabela A.22 — Norma L., do erro cometido em 0T/0x = 0T/0y = 0T/0z — Aplicagido 5.

8 nos 27 nos
Nnés h Galerkin LSFEM h Galerkin LSFEM
729 1/8 5,99E-02 3,36E-03 1/4 6,12E-03 6,03E-03
1331 1710 4,83E-02 1,91E-03 1/5 3,79E-03 2,98E-03
2197 1/12 4,05E-02 1,16E-03 1/6 2,57E-03 1,60E-03
4913 1/16 3,06E-02 5,70E-04 1/8 1,40E-03 5,77E-04
9261 1/20 2,45E-02 3,57E-04 1/10 8,88E-04 2,54E-04
15625 1/24 2,05E-02 2,48E-04 1/12 6,10E-04 1,28E-04
35937 1/32 1,54E-02 1,37E-04 1/16 3,38E-04 4,27E-05

Tabela A.23 — Norma L, do erro cometido em T — Aplicagdo 7.

8 nos 27 nos
Nnoés h Galerkin LSFEM h Galerkin LSFEM
729 1/8 2,12E-04 3,35E-03 1/4 1,79E-04 2,82E-03
1331 1/10 1,37E-04 2,22E-03 1/5 8,35E-05 1,50E-03
2197 1/12 9,66E-05 1,59E-03 1/6 4,36E-05 8,65E-04
4913 1/16 5,53E-05 9,30E-04 1/8 1,51E-05 3,35E-04
9261 1/20 3,58E-05 6,09E-04 1/10 6,54E-06 1,54E-04
15625 1/24 2,51E-05 4,29E-04 1/12 3,26E-06 7,99E-05
35937 1/32 1,43E-05 2,46E-04 1/16 1,07E-06 2,76E-05

Tabela A.24 — Norma L, do erro cometido em T — Aplicacao 7.

8 nos 27 nos
Nnés h Galerkin LSFEM h Galerkin LSFEM
729 1/8 5,52E-04 9,46E-03 1/4 1,34E-03 1,66E-02
1331 1/10 3,46E-04 6,23E-03 1/5 6,39E-04 9,00E-03
2197 1/12 2,38E-04 4,37E-03 1/6 3,40E-04 5,16E-03
4913 1/16 1,32E-04 2,47E-03 1/8 1,20E-04 1,98E-03
9261 1/20 8,48E-05 1,58E-03 1/10 5,29E-05 8,87E-04
15625 1/24 5,88E-05 1,10E-03 1/12 2,66E-05 4,68E-04
35937 1/32 3,30E-05 6,24E-04 1/16 8,90E-06 1,71E-04




Tabela A.25 — Norma L, do erro cometido em 0T/0x = 0T/0y = 0T/0z — Aplicacdo 7.

8 nos 27 nos

Nnés h Galerkin LSFEM h Galerkin LSFEM

729 1/8 3,63E-01 1,33E-02 1/4 2,55E-02 1,27E-02
1331 1710 2,89E-01 9,19E-03 1/5 1,62E-02 7,99E-03
2197 1712 2,40E-01 6,69E-03 1/6 1,11E-02 5,69E-03
4913 1/16 1,80E-01 3,97E-03 1/8 6,22E-03 3,58E-03
9261 1/20 1,43E-01 2,61E-03 1/10 3,94E-03 2,53E-03
15625 1724 1,19E-01 1,85E-03 1/12 2,72E-03 1,88E-03
35937 1/32 8,95E-02 1,06E-03 1/16 1,51E-03 1,15E-03

Tabela A.26 — Norma L., do erro cometido em 0T/0x = 0T/0y = 0T/0z — Aplicagdo 7.

8 nos 27 nos
Nnés h Galerkin LSFEM h Galerkin LSFEM
729 1/8 1,20E+00 1,08E-01 1/4 9,53E-02 8,87E-02
1331 1/10 9,71E-01 6,81E-02 1/5 6,24E-02 5,16E-02
2197 1/12 8,14E-01 4,46E-02 1/6 4,43E-02 3,17E-02
4913 1/16 6,14E-01 2,14E-02 1/8 2,55E-02 2,14E-02
9261 1/20 4,93E-01 1,16E-02 1/10 1,65E-02 1,60E-02
15625 124 4,12E-01 7,97E-03 1/12 1,15E-02 1,22E-02
35937 1/32 3,10E-01 4,52E-03 1/16 6,52E-03 7,65E-03

Tabela A.27 — Norma L, do erro cometido em T — Aplicagao 8.

8 nos 27 nos

Nnés h Galerkin LSFEM h Galerkin LSFEM

729 1/8 6,34E-05 6,88E-02 1/4 4,83E-04 4,35E-03
1331 1/10 6,97E-05 6,02E-02 1/5 2,23E-04 2,76E-03
2197 1712 5,29E-05 5,37E-02 1/6 1,16E-04 1,85E-03
4913 1/16 3,64E-05 4,29E-02 1/8 4,03E-05 9,47E-04
9261 1/20 2,49E-05 3,49E-02 1/10 1,72E-05 5,42E-04
15625 1724 1,77E-05 2,87E-02 1/12 8,57E-06 3,35E-04
35937 1/32 1,05E-05 2,00E-02 1/16 2,80E-06 1,49E-04




Tabela A.28 — Norma L, do erro cometido em T — Aplicacao 8.

8 nos 27 nos
Nnés h Galerkin LSFEM h Galerkin LSFEM
729 1/8 1,23E-04 2,37E-01 1/4 2,85E-03 1,82E-02
1331 1710 1,42E-04 2,25E-01 1/5 1,26E-03 9,41E-03
2197 1/12 1,08E-04 2,15E-01 1/6 5,82E-04 5,95E-03
4913 1/16 7,40E-05 1,89E-01 1/8 1,89E-04 3,05E-03
9261 1/20 4,99E-05 1,61E-01 1/10 7,67E-05 1,69E-03
15625 1/24 3,53E-05 1,41E-01 1/12 3,65E-05 1,01E-03
35937 1/32 2,07E-05 1,04E-01 1/16 1,14E-05 4,46E-04

Tabela A.29 — Norma L, do erro cometido em 0T/0x = 0T/0y = 0T/0z — Aplicacdo 8.

8 nos 27 nos
Nnés h Galerkin LSFEM h Galerkin LSFEM
729 1/8 3,63E-01 4,37E-01 1/4 2,82E-02 6,93E-02
1331 1/10 2,89E-01 3,20E-01 1/5 1,77E-02 4,45E-02
2197 1712 2,40E-01 2,45E-01 1/6 1,20E-02 3,06E-02
4913 1/16 1,80E-01 1,55E-01 1/8 6,62E-03 1,68E-02
9261 1720 1,43E-01 1,06E-01 1/10 4,16E-03 1,05E-02
15625 1/24 1,19E-01 7,81E-02 1/12 2,85E-03 7,16E-03
35937 1/32 8,96E-02 4,72E-02 1/16 1,57E-03 3,84E-03

Tabela A.30 — Norma L, do erro cometido em 0T/0x = 0T/0y = 0T/0z — Aplicacdo 8.

8 nos 27 nos
Nnés h Galerkin LSFEM h Galerkin LSFEM
729 1/8 1,20E+00 4,22E+00 1/4 1,12E-01 2,82E-01
1331 1/10 9,71E-01 3,33E+00 1/5 6,72E-02 1,91E-01
2197 1/12 8,14E-01 2,64E+00 1/6 4,48E-02 1,23E-01
4913 1/16 6,14E-01 1,63E+00 1/8 2,49E-02 6,90E-02
9261 1/20 4,93E-01 1,04E+00 1/10 1,61E-02 4,45E-02
15625 1/24 4,12E-01 7,59E-01 1/12 1,12E-02 2,99E-02
35937 1/32 3,10E-01 4,65E-01 1/16 6,38E-03 1,60E-02




ANEXO B - Elementos de Referéncia e suas Funcoes de
Interpolacao

A seguir, apresentam-se os elementos de referéncia (hexaedros) com suas respectivas
fungdes de interpolagdo e as derivadas das fungdes de interpolagcdo para hexaedros com 8 e 27
nos.

B1 - Hexaedro com 8 nos.

E

3 4

Figura B1 — Elemento de Referéncia — Hexaedro com 8 nos.

Ny =1/8)A-S)(1-md-7)
N, =A/8)1A+&)A-md=7)
Ny =1/8)1-S)A+md-g)
N, =1/8)A+)A+m)(1-2)
Ns =1/8)A-&)A-m1+¢)
Ng=(1/8)A+)A-mA+7)
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N, =1/8)A-EA+m)A+ )
Ny =(1/8)1+EA+m)A+ &)
oN, _

oc ==(1/8)A-mA~-¢)

alz; —(1/8)(1-p)1-C)

ON, _ _
e A78)(A+mA-7)

oN, _ )
Y A/8)A+mA-2)

GJZ; ——(/8) -1+ )

ONg B
o T A78)A=mA+<)

aNg - /A + A+ )

aa]? —(U/)(A+ 1+ &)

N _iga-e-¢)
on

Ny 1181+ E1-0)
on

N _118)1-&)1-¢)
on

Na _ 118)1+E)1-0)
on

Ns __1/8)1-&)1+¢)
on

877 © = —(1/8)(1+ )1+ 8)




ajf; = (U8)1-E)1+ )

Ny _1/18)1+E)1+)
on

ON, B B
or A78)(1=&)1=1n)

ON
2:_1 _
o 1/8)(1+ &)1 -7n)

a]ZB /81— &)1+ 1)

%]ZV —UB)A+E1+7)

GNE = U/8)1-EX1—7)

ON
6 _ 1 _
o A78)A+ &)1 =17)

ON, B
o =1/8)(1 =) +17)

a]Zf — (U/8)1+ E)L+ )
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B2 - Hexaedro com 27 noés

an
- =8 0
16 ol7 18
25 206 27
Y *5 “To
14 15
™ * |
13 13
2209
1 L M 73 3 *
g
10 ‘11 & 12
19 20 21

Figura B2 — Elemento de Referéncia — Hexaedro com 27 nés.

N, = (U8)Ens(1-HA-m-¢)
N, =1/ HngA-EHA-ma-¢)
Ny =1/8)éng 1+ &)1 -m(1-¢)
N, =(1/HEA+EHA-77)1-¢)
Ny = (=1/8)éng (1+ &)1+ (11— &)
N = (=1/4HnsA-EH0+m1-¢)
N, =(1/8)éng (- EHA+m)I-¢)
Ny =U/HEA-HA-7")1-¢)
Ny =(1/2)¢1=&*)1-n*)1-¢)
Ny =1/ HEn-EHA-m)(1-¢?)
Ny = (1 2n0=&HA-mA-¢?)
Ny, = (=11 4)én+EA-n1-¢?)
Ny =1/12)EA+EHA-17")1-¢?)

Ny =179+ HA+mA-¢?)
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N5 =1/2)n0-EHA+mA-¢?)
Ny = (=1/4End - o)A +m)1-¢?)
Npp = (11261 - 5HA-n)1-¢?)
Ny =(1=EYA-n*)1-¢7)

Ny = (118)éng (1= &)1 -1 +¢)
Ny = (1 4ns A= EHA-n)1+¢)
Ny = (1/8)éng 1+ EHA-m)(1+¢)
Ny = HECA+EHA-7*)1+ &)
Ny, = (1)ERL A+ EA+m)1+¢)
Ny = 4ng A=A+ +¢)
Ny = (=1/8)éng (1= E)(A+m)(1+¢)
Ny = (U HEA-EHA-77)1+¢)
Ny =12)SA-E)A-7")(1+¢)

%_1? = (-1/8)n¢(1-25)A-mA-¢)
58]\; 2 = (-1/2)En¢ (- =)

861\; L= (/8 (14281 = )1 - )
561? = (/4 1+ 25)A-7")1-¢)
aajfg = (C18)ng(1+28)1+mA-4)

ONg B
o¢ =(1/2)engA+m1-2)

oN, _
o¢

A78)ng(1=25)A+m)(1-¢)
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N,
74
oN,
o
ON

o 1/ -25)1A-mA~¢7)

=(1/HSA-2HA-1")1~&)

=&{(1-n")(1-¢)

ON, B _ 2

E—én(l ma-2-)
%:(_1/4)77(1+2§)(l—77)(1—§2)
o¢

ONy; _ e
o = (1/2)A+ 2851 -7*)A-¢?)
N _ A/ DA +2E)A+n)A-<?)
0§

ON; _ 2

S = Eniami=¢Y)

N _ 12y -28)1+ )1~ C2)
o¢

oN, _ (]t
E_( 1/2)1-2EA-n*)1-¢?)
51\718__ NP

ST 26(1-n")(1-¢7)

aaL; = (/8 (1=28)1—m)(1+ )
a]\']20_ —
a_ég_(1/2)§77§(1 md+4)
aalgﬂ = (/8 1+ 281 - )1+ &)
@éif = (/4 A+28)1A-7")1+¢)
% = (1/8)n¢ (1+28)A+ )1 +¢)
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Nos _ 1/ 2n¢0+ )1+ )
o&
ONys
o&
ONys
o0&
ONy
o0&

=(=1/8nc1-25)A+mA+g)
=(-/4H5A-2H)A-7")1+¢)

=-&A-n")1+¢)

aa]:; Lo (—1/8)E (1= &)1-2m) (1= &)

‘38]\7’72 =1/4HEA-EHA-2mA-C)

5]\7’7 L= (1/8)EC(+E)A-2m) (1= )

N _ (1280404 1)
on

%)
éf; = (-1/8)E(1+ E)A+ 21— )

81\:76 = (-1/4A-EH)A+27)(1 - )

aa]\;; L= (1/8)ES(1- &)1+ 21~ ()

afj]s = (-1/2)én1-6H)1-¢)

N,
on

=n¢(1-&H1-¢)

Mo _ (1141 - )1 - 21 - &)
on

N - C2a-Exi-2pi-¢?)
on
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aaly;z =(—1/HEA+EA-2m)(1-<?)
—B =&+ H1-¢7)

= U/ HEA+EA+2m)(1-C)
=I5 = (1/2)(A - EDA+ 21~ &)

—o = (~1/HEA-EA+ 21 -C7)

N _ gp1-g)1-¢%)

on

N _ opa-eHya-¢?)

on

aal; = (1/B)EC (- EY1-2)(1 + &)

— = (-1/HEA-EHA-2A+ )

=(=1/8)cc(+ o)A =-2mA+¢)

T2 = (1 DERE A+ EA+E)

T8 = (UR)EC 1+ )1+ 21+ )

=/ 4HEA-&HA+2mA+E)

‘%;s = (—1/8)E (1= &)1+ 271 +¢)
Nos _ (112000 (1- )1+ )

on

Ny -1+ 0)

on
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oN,
o¢

aNg = (14— &)1 - )1 -20)

= (=1/8)cn(-)A-n)(1-2)

oN,
¢

oN, (] —
o =(-1/4EA+EHA-n)A1-28)

=1/8)cn(1+S)A-m)1-27)

ON,
o¢
oN,
o¢

= (=1/8)cn(+ o)A +m1-20)

= (-1 4HnA-&)A+m1-24)

oN,
¢

oN,
o¢

=1/8)en(1-)A+m)1-27)

=(1/4HEA-HA-n*)(1-2¢)

ON, B —EANA 21
g_( 1/2)A-EHA-17°)1-2¢)

%o = (-1/2)éns (1= &)1 -1)
%1 =n¢(1-E)(1-1)
aaL; = (/2 (1+EA-1)
aaléf =&+ &A1)
@aL; = (/&g A+ &)1 +7)
@aL; =L (1=-EHA+1)
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ON,, _
e (1/2)Eng - &)1 +1)

ON,; _ 2

Y—f{(l Sa-n)

ONyg _ -1 -n?

S 28(0-&)0-n)

% = (1/8)én(1 - &)1 )1 +2£)
g

ON,, B g2y

?_( 1/ Hnd-EHA-mA+28)

WNo 178y + &)1 -1+ 20)
¢

N _ (1 a)E1+ Y1 - 7?14 20)
o¢

%33 — (1/8)En(+ &)1+ (1 +28)

%:(1/4)n(1—§2)(1+77)(1+24”)
4

Nss _ C1/8)En( - &)1+ )1 +20)
og

Nao _ (11450 - &)1 - )+ 20)
ol

ONy

o =1/2)A-&HA-n")A+27)
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ANEXO C - Pontos e Pesos de Gauss

Nas Tabelas C1 e C2 estdo apresentadas as quantidades de pontos e pesos de Gauss para os
elementos hexaedrais de 8 e 20 nds, e seus respectivos valores a partir de uma extensdao das

tabelas para quadrilateros de 4 e 8 nds apresentadas em Reddy (1993), pagina 431.

Tabela C1 — Pontos e pesos de Gauss para um hexaedro com 8 nés.

n’ do ponto de
Gauss (I,J) Z g Sr | WrXWy X
1 1/+/3 /73 | 1/43 1
2 U3 | =143 | 143 1
3 ~1/3 | U3 | 143 1
4 “1/\3 | —13 | 143 1
5 1/:/3 /43 | 1743 1
6 1/\3 | =1/43 | -1/43 1
7 13 | 1B | —1/43 1
8 B | =143 | —1/43 1
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Tabela C2 — Pontos e pesos de Gauss para o hexaedro com 27 nés.

n’ do ponto de Gauss (1,J) & n Ck Wi XWX Wg
1 A A A 125/729
2 A 0 A 200/729
3 A -A A 125/81
4 0 A A 200/729
5 0 0 A 320/729
6 0 -A A 200/729
7 -A A A 125/729
8 -A 0 A 200/729
9 -A -A A 125/729
10 A A 0 200/729
11 A 0 0 320/729
12 A -A 0 200/729
13 0 A 0 320/729
14 0 0 0 512/729
15 0 -A 0 320/729
16 -A A 0 200/729
17 -A 0 0 320/729
18 -A -A 0 200/729
19 A A -A 125/729

20 A 0 -A 200/729
21 A -A -A 125/729
22 0 A -A 200/729
23 0 0 -A 320/729
24 0 -A -A 200/729
25 -A A -A 125/729
26 -A 0 -A 200/729
27 -A -A -A 125/729

com A=+/3/5.



