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Resumo

AHMIDA, Khaled Mohamed, Andlise Dindmica de Porticos em Médias e Altas Fregiiéncias,

Campinas, Faculdade de Engenharia Mecénica, Universidade Estadual de Campinas, 2001,

270p., tese de Doutorado.

Neste trabalho procurou-se estudar os problemas de vibragio em médias e altas
freqiiéncias. O enfoque deste trabalho concentra-se em revisar, investigar, implementar, e
comparar algumas das metodologias mais utilizadas para a modelagem de vibragGes estruturais
para tais faixas de freqiiéncia. Entre estas, o método dos elementos finitos (FEM), o método dos
elementos espectrais (SEM), o método de andlise estatistica de energia (SEA), e a técnica de
intensidade estrutural (SI}. Procurou-se estabelecer uma conexio entre estas metodologias ¢ fazer
a validacdo através da simulaco numérica e, em alguns casos, a validacdo experimental.
Estruturas treligadas lineares uni-, bi-, e tri-dimensionais foram utilizadas. O enfoque maior é
dado as diversas aplicagbes do método dos elementos espectrais, utilizando a sua caracteristica de
modelagem de estruturas infinitas. Entre estas aplicacGes destacam-se a obtencio dos fatores de
acoplamentos usados na SEA e a andlise dos fendmenos de propagacio de ondas estruturais,

importantes para um entendimento aprofundado de dindmica de estruturas.

Palavras Chave

Meétodo dos elementos espectrais, propagacio de ondas, fluxo de poténcia, energia vibracional,

método dos eiementos finitos.



Abstract

AHMIDA, Khaled Mohamed, Dynamic Analysis of Truss-type Structures at medium and high
frequencies. Campinas, Faculdade de Engenharia Mecanica, Universidade Estadual de Campinas,

2001, 270p.. Ph.D. Thesis.

In this thesis, a study of vibration problems in medium- and high-frequency excitation
ranges has been conducted. This work focuses on revising, investigating, implementing, and
comparing some of the methodologies for modeling structural vibrations in such frequency
ranges. Among those, the Finite Element Method (FEM), the Spectral Element method (SEM),
the Statistical Energy Analysis (SEA), and the Structural Intensity techniques (SI). This work is
ap attempt to establish a connection among these methodologies and to validate them through
numerical simulations and, in some cases, experimental work. Truss-type linear models of uni-,
bi-, and tri-dimensional structures have been used. A large part of the work is focused on the
different applications of the SEM, using its characteristic of modeling infinite wave-guides.
Among these applications, the use of the SEM was highlighted for obtaining the coupling loss
factors used in SEA and for the analysis of structural wave-propagation phenomena. The latter is

important to better conceiving and apprehending the dynamics of vibrating structures.

Kev Words

Spectral elements method, wave propagation, structural intensity, vibrational energy, finite

elements method.
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Capitulo 1

Introducao e revisao bibliografica

Neste capitulo, uma introducdo ao problema de vibracdes em altas fregiiéncias serd
apresentada, e na seqgiiéncia serd apresentada uma revisdo bibliogrdfica dos trabalhos
relacionados a vibragdo em médias e altas fregiiéncias. As justificativas para revisar, investigar,
implementar e comparar as técnicas e metodologias mais recentes para a modelagem de

vibracdes estruturais em médias e altas fregiiéncias serdo apresentadas.

1.1 Introducao e motivacao

Muitas situacdes surgem em que estruturas sfo sujeitas a excitacdes de médias ou altas
freqiiéncias. Estas excitacdes pode ter diferentes formas, mecfinica ou acustica. Estruturas
espaciais, aeronaves veiculos, por exemplo, podem estar sujeitas a estes tipos de excitagdes. Estas
excitagbes podem conduzir a problemas de fadiga, ruidos, e niveis excessivos de vibragBes em
algumas partes da estrutura. A predicio da resposta dinimica em alias freqiiéncias ndo € uma

tarefa facil, e exige a utilizacZo de metodologias especificas para obté-la.

Ferramentas para predi¢do de vibragGes em médias e altas freqiiéncias $30 necessérias para
o controle de ruidos e niveis de vibracdo excessivos. Um dos assuntos mais criticos neste area de
pesquisa € a identificacio dos trajetos de transmissfio de vibragdo (ou energia). Identificando
estes trajetos, o controle de vibracdo e ruido pode ser feito eficientemente. Pode-se, por exempio,

otimizar © peso de uma estrutura aerondutica mantendo-se os niveis de ruido e de vibragio nos
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limites desejados. Os ruidos carregados pelas estruturas, a que se refere como “structure-borne
noise”, normalmente acontecem em altas freqiiéncias, o que torna a analise dindmica de

estruturas em altas freqti€ncias um assunto importante para ser investi gado.

Nio existe um esquema claro e absoluto para definir se a excitacdo € de baixa, média, ou
alta freqii€ncia, mas cada faixa destas ¢ ligada ao tipo de estrutura, e aos seus modos de vibrar
(LANGLEY, 1998). Talvez a melhor maneira para definir estas faixas seja através da densidade
modal (o ndmero de modos por faixa de freqtiéncia). As freqiiéncias baixas podem incluir até os
primeiros dez ou vinte modos naturais, em que a resposta dinimica pode ser conduzida
normalmente via o Método dos Elementos Finitos (FEM). As médias freqiiéncias incluem os
modos de ordem mais elevada, onde o FEM ainda pode ser usado mas com alto custo
computacional, ¢ em altas freqiiéncias o custo computacional é ainda maior, e podem surgir
outros tipos de problemas que serdo discutidos em seguida. Uma forma de definir isto é a partir
da defini¢do de um minimo para a densidade modal. No método de Anélise Estatistica de Energia
(SEA), por exemplo, a minima densidade modal recomendada na literatura varia de seis a dez

modos por banda de 1/3 de oitava, o que € a banda mais utilizada.

Outro problema que também surge em andlise dindmica em médias e altas freqiiéncias é
quando o comprimento de onda na freqiiéncia analisada é pequeno em relagdo a dimensio da
estrutura analisada, o que torna o modelo deterministico (FEM) grande para ser resolvido, com
grande nimero de graus de liberdade. O seguinte exemplo mostra o excessivo ntimero de graus
de liberdade que poderia ser requisitado no modelo de FEM. O ntimero de nds de FEM
necessdrio para a modelagem de uma estrutura de comprimento L e um comprimento de onda
caracteristico 2 € da ordem de (8L/A)', onde o r representa a dimensdo da estrutura, sendo que r=1
para vigas, e r=2 para placas (LANGLEY, 1998). Neste caso foi utilizada a regra tipica (“rule-of-
thumb”™) de que oito elementos por éomprimento de onda sdo suficientes para uma modelagem
dindmica (BATHE, 1996). Desta forma, para uma placa de aluminio de espessura h=2 mm, o
nimero de onda para os modos de flexdo da placa de Kirschoff é k =1.3347+/f com f sendo a

freqiiéncia de vibracdo em Hz. Assim, o comprimento de onda (em metros) é ?L=4.707/\/F.

Considerando uma dimensao L=10 m, o que é uma dimensdo tipica em aeronaves, o nimero de

nos necessdrio para a modelagem desta placa é igual a 289f. Para uma andlise tridimensional
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existern seis graus de liberdade por nd, e desta forma o modelo do FEM envolve o total de 1734f
graus de liberdade, resultando em quase dois milhdes de graus de liberdade para uma andlise em
i kHz. Desta forma as matrizes de rigidez e de massa do FEM t&m a ordem de dois mithdes, o
que torna-se dificil de ser resolvido, mesmo utilizando algoritmos especificos para a resolugdo de

sistemas simétricos, esparsos e com forma de matrizes de banda. ¢ usando métodos de redugdo.

A forma em que o ndmerc de modos naturais. ou a densidade modal. aumenta com &
freqiiéncia depende do tipo da estrutura analisada. Em estruturas simples como. por exemplo.
vigas unidimensionais, o nimero de modos por banda aumenta gradualmente. Por outro lado,
estruturas do tipo pérticos e placas, este ndmero aumenta rapidamente com a fregiincia de
excitacio. Desta forma, wm problema de maior interesse e também de maior dificuldade de ser
resolvido pode surgir, que € a andlise dindmica em médias e alta fregii€ncia de uma placa grande
e fina reforcada com elementos de viga. Este tipo de estrutura pode ser encontrada em. por
exemplo, aeronaves e navios, Neste caso, a dificuldade surge devido a diferenga entre o numero
de modos da placa e o da viga, em uma determinada faixa de freqliéncia. A placa exibe grande
niimero de modos de flex@o, enquanto a viga exibe um nimero de modos muito menor, na
mesma faixa de freqiiéncia. Assim, um grande desafio hoje é conduzir uma andlise dindmica
deste tipo de estruturas em médias e altas faixas de freqiiéncia. Uma das linhas de pesquisa €
realizar o acoplamento entre os elementos de viga, modeladas via FEM ou SEM (Método dos
Elementos Espectrais), com os subsistermnas de placa modelados via SEA, 0 que ¢ adequado para

anilise em médias e altas freqiiéneias. Este tipo de acoplamento € o chamado modelos hibridos.

Talvez um dos grandes problemas em andlise dindmica em altas freqti€ncias € relacionado
as variagbes dos parfimetros estruturais, como por exemplo, a drea de sec¢do, 0 comprimento da
estrutura, propriedades do material, ...etc. Estas variagdes nos parfimetros podem acontecer
devido aos fatores de tempo de uso, mudancas de temperatura, condicdes de uso, ou tambem
devido a variabilidade na fase de produg@io, ou seja, na fabricagio de varios exemplares. De
qualquer modo, ¢ devido a estas variagGes, as matrizes de massa, rigidez, ¢ amortecimento
sofrem mudangas pequenas mas elas sfo significativas para uma andlise dindmica em altas
fregiiéncias, onde o comportamento dindmico da estrutura pode mudar drasticamente. Isto €

mostrado na seguinte figura onde a resposta de uma estrutura do tipo pértico espacial formada de
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16 vigas € analisada. Uma forga periodica ¢ aplicada a estrutura, e a resposta em freqiiéncia ¢
calculada (usando SEM) no ponto de excitacfio. Pequenas variagdes {£1%) nos pardmetros da
estrutura (p, A, E, L) sfo induzidas em forma aleatéria, e a resposta para cada uma destas

variagQes € entdo novamente calculada,

FRF df raf. 1M/m

3 200 400 800 800 100D 120 1400 1800 1R 2000
Fregiéncia, Hz

FRF dB ref. 1N/m

G g 103 15 20 5 30 35
Fregiéncia, HMz{og)

Figura 1.1 — FRFSs de uma estrutura do tipo pdrtice espacial, com variacdes aleatérias nos

pardmetros.

As FRFs slo mostradas em duas escalas de freqiiéncia: linear, em que Awm é constante, ¢
logaritmica, em que Aw/w ¢ constante, para mostrar a densidade modal. Nesta faixa de
freqiiéncia, a estrutura exibe aproximadamente 380 modos naturais. Observa que a linha vertical
mostra a posi¢io onde a densidade modal & igual a 6 modos por banda de 1/3 de oitava. Desta
figura, ¢ em geral, pode-se ressaltar que torna-se intil calcular a resposta dindmica e calcular os
modos naturais se a variagdo de freqgiiéncia natural o, é maior do que o espa§ameato na
freqtiéncia Aw. Uma discretizagdo menor de Aw pode ser usada mas néo seria significativo por
raz0es de aumento de tempo de processamento numeérico. Além deste problema, o modelo modal
pode ser reduzido em relagdo ao modelo espacial, devido ao alto nimero de modos em altas
freqliéncias, mas esta redugfo resultard em numero ainda alto de modos e ndo muito diferente do

numero original. Isto faz com que o processo de reducgido de modelo seja insignificativo.
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Além dos métodos deterministicos, também ndo existe um método experimental modal
apropriado para analizar o comportamento dindmico de uma estrutura complexa em altas faixas
de freqii€ncia. O método de analise modal experimental tem o objetivo de determinar e analizar o
comportamento dindmico de uma estrutura, através da identificacdo das caracteristicas modais
(modos ¢ freqii€ncias naturais). Este método é aplicdvel somente em baixas freqiiéncias de
excitacdo. Em freqli€ncias mais altas, o ndmero de modos aumenta, e os modos tendem a

sobrepdr (“mode overlap™). Assim, a andlise modal experimental comega a produzir resultados

incorretos e enganadores.

1.2 Metodologias para analise em médias e altas freqiiéncias

Os métodos chamados deterministicos, tais como o FEM e o Método dos Elementos de
Contorno (BEM), s&o as técnicas mais utilizadas para predi¢fio de ruidos acisticos e vibracdes
estruturais. Teoricamente, estas técnicas ndo exibem limites para a analise em faixas largas de
freqiiéncia. O Método dos Elementos Espectrais (SEM) é também um método deterministico,
mas com caracteristicas diferentes e € baseado em fungdes de forma exatas, como serd explicado
nos proximos capitulos. O FEM pode ser usado para obter as fungBes de resposta em freqiiéncia

(FRF), as funces de resposta transiente, os autovalores e os autovetores, e que sio calculados

como sendo valores discretos.

O FEM foi implementado em vérios pacotes computacionais comerciais que usam a
chamada versao-h. Em geral, esta versdo é baseada em elementos com baixo grau de polinémio
para descrever as fungdes de deslocamento, onde a convergéncia é requisitada através de
refinamento de malha, ou seja, usar elemento com tamanhos menores (ZIENKIEWICZ, 1977). A
andlise de vibracdo € entdo feita através da construcdo das matrizes globais de massa e rigidez,
resolver o problema de autovalor/autovetor, e em seguida a reposta for¢ada pode ser obtida
(MEROVITCH. 1986). A versdio-h de FEM ¢é adequada para andlise em baixas freqiiéncias mas nao
¢ bem adequada para médias e altas freqliéncias. Durante os anos 70, mais estudos foram feitas
para contornar este problema, e isto resultou em desenvolver a versdo-p de FEM (BABUSKA ET
AL. (1981), MEIROVITCH E BAHRUH (1983), ZIENKIEWICZ ET AL. (1983)). Esta versdo consiste em

usar elementos com grau de polindmio mais alto, sem refinamento de malha, o que tem a
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vantagem de usar a mesma matha sucessivamente. Com a versdo-p, a andlise via FEM pode se
estender para freqii€ncias mais altas, mas assim, levou-se mais de 15 anos para que esta versio
seja reconhecida e aplicada comercialmente. A versdo, relativamente, mais nova é a versio
hibrida h-p. Ela consiste em usar as duas versdes anteriores simultaneamente, e assim, analises de
vibragdo em freqiiéncias mais altas podem ser conduzidas, mas esta versdo ainda estd em fase de

estudos e desenvolvimento (LANGLEY, 1998).

Praticamente, entretanto, o FEM nfo é efetivo em altas freqiiéncias. DE LANGHE (1996)
escreveu: embora o método dos elementos finitos seja efetivo em baixas [regiiéncias para a
predicdo do ruido propagado por via estrutural (“structure-borne noise”) e da vibracdo
estrutural, ndo foi efetivo em altas fregiiéncias mesmo com a crescente velocidade
computacional e o sofisticado desenvolvimento do FEM. Em altas fregiiéncias, o comprimento de
onda tende a diminuir, ¢ 0 tamanho do elemento finito deve ser reduzido da mesma proporcio
para se obter solugbes mais robustas, Isto resulta em sistemas matriciais extremamente grandes
para serem resolvidos. DE LANGHE (1996) mostra um exemplo de um veiculo modelado com o
FEM com resultados aceitdveis até 200 Hz e com densidade modal excessivamente alta além
desta freqliéncia. PERETTI E DOWELL ( 1992) mostraram que a andlise dindmica de um autormnéve]
via o FEM pode ser realizada com eficiéncia na faixa de 0-200 Hz, enquanto o ruido e os

principais problemas de vibragfio aparecem na faixa de 200-1000 Hz.

Grandes estruturas espaciais do tipo portico com dimensdes de dezenas de metros sio ainda
mais dificeis de serem analisadas. As caracteristicas dinfmicas deste tipo de estruturas devem ser
preditas com exatidao suficiente na fase inicial de projeto uma vez que, normalmente, nio podem
ser analisadas experimentalmente na fase de operacdo. LEE E LEE (1996) afirmam que o uso do

FEM para a andlise dindmica deste tipo de estruturas pode ter um custo computacional muito

alto.

KULLA (1997) comenta que o FEM estabeleceu-se como uma Otima técnica para a anilise
estrutural mas os resultados do FEM continuam sendo, em vérios casos, nao satisfatdrios devido
ao fato que os elementos finitos somente aproximam as equacdes diferenciais parciais que

descrevem a estrutura. A qualidade desta aproximagdo depende da malha discretizada. No seu
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artigo, ele propOe a utilizagdo de um método de precisdo mais alta do que o FEM, o que ele
chamou do método de alta precisio de elementos finitos (“High-precision Finite Element
Method”, HPFEM). Este método tem a mesma formulagio do Método do Elemento Espectral
(SEM} a ser apresentado nos préximos capitulos. A tnica diferenca é que os elementos de

HPFEM sao descritos com fungdes de forma do tipo funcdes trigonométricas hiperbolicas.

KIM ET AL. (1997) fizeram o céalculo de mobilidade de uma fundac@o formada de vdrias
placas. Eles usaram o FEM, utilizando o pacote ANSYS, e compararam os resultados numéricos
com outros obtidos experimentalmente. Eles, entdo, afirmam que o FEM apresentou resultados
razoaveis em baixas freqliéncias, até cerca de 300Hz. Oitenta modos foram usados para obter a
mobilidade do modelo, 0 que precisou de aproximadamente dez horas em uma estagio de

trabalho tipo HP-WS-C110. Eles recomendam o uso do método de Analise Estatistica de Energia

(SEA) para freqiliéncias mais elevadas.

CHOI ET AL. (1997) também utilizaram o SEA em formulaciio diferente, o chamado
“Parameter-based SEA (PSEA)”. Eles afirmam que em freqgiiéncias onde comeca a faixa média
de freqiiéncia, os modelos deterministicos comecam a falhar em predizer uma resposta com
exatiddo suficiente. UNGAR (1997) também comentou sobre as limitacdes do FEM nfo somente
em relacdo ao custo computacional mas também em relacdo as detalhadas especificacdes de
condi¢des de inter-conex@o que geralmente ndo sio modeladas de uma forma realistica. Uma
destas condigbes de contomno sao as chamadas terminacfes anecdicas. Um exemplo de condicdo

de contorno deste tipo pode ser encontrado em estacas de construgo civil.

O fluxo de energia em estruturas foi estudado utilizando métodos que combinam o SEA e o
FEM. WILSON (1997) estudou o fluxo de energia em estruturas acopladas e com rigidez
diferentes. Ele afirma que, para estruturas do tipo placas finas, o FEM apresentou resultados
relativamente pobres em fregiiéncias que correspondem & faixa que vai do 107 ao 20° modos de
vibragdo. Os modos aciisticos mais importantes podem chegar até ao 100° modo, e, mesmo com
a utilizacdo dos métodos de reducdo dos modelos numéricos, os resultados obtidos para altas

fregiiéncias ainda ndo seriam satisfatorios.
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SESTIERI E CARCATERRA (1996) escreveram que o FEM foi usado por muito tempo como
sendo o dnico método para fazer este tipo de andlise, mas continua tendo limitagdes em altas
fregliéncias. Em seu trabalho foi feita uma revisio de diferentes técnicas numéricas para a
solucdo de problemas de vibracdo em altas freqiiéncias, entre elas o SEA, a analogia térmica, as
formulagdes alternativas de energia tal como a andlise de intensidade de ondas (“Wave Intensity
Analysis (WIA)”) proposto por LANGLEY (1989), e as formulacdes geral e suave de energia
(“General and Smooth Energy Formulations™) proposto por LE BOT E JEZEQUEL (1994). O SEA
serd apresentado com mais detalhes nos proximos capitulos. A metodologia de analogia térmica,
ou a chamada Analise de Fluxo de Energia por FEM (EFFEA) foi primeiramente apresentada por
BELOV ET AL. (1977) e BUVAILO E IONOV (1980) como sendo uma extensio do SEA. Esta
metodologia envolve a modelagem da energia vibracional em uma estrutura de uma forma
semelhante a propagacdo de calor via conducdo térmica, ou seja, através de uma equacio que
relaciona a densidade de energia de um sistema com a densidade de poténcia injetada no mesmo..
NEFSKE E SUNG (1989) e BOUTHIER ET AL. (1990) mostraram a aplicacio deste método em vigas e
placas. Eles utilizaram o FEM, usando MSC/NASTRAN, para resolver a equagido diferencial.
WOHLEVER E BERNHARD (1992) mostraram as limita¢des da aproximacdo via analogia térmica
para que a energia seja calculada como média espacial e como média na freqiiéncia (BOUTHIER &
BERNHARD (1995A) E BOUTHIER E BERNHARD (1995B)). O célculo destas médias na metodologia
EFFEA foi aplicado em sistemas unidimensionais e sistemas caracterizados pela propagacio de
ondas planas. Para sistemas reverberantes no espaco 1-, 2-. ou 3-D. a aproximaciio de ondas
planas ainda € vélida no campo préximo, onde o BEM pode ser utilizada para resolver as
equacdes diferenciais. Uma revisdo geral deste método, com aplicacio em juntas estruturais, foi
feita no trabalho de BERNHARD E HUFF (1999). A equagdo principal descreve a densidade da
variagdo de energia de um sistema como sendo a diferenca entre a densidade de fluxo de energia
e a poténcia dissipada no mesmo. Esta equacdo € entdo escrita em forma andloga da forma usada

em problema de condugéo de calor.

M¢étodos baseados no FEM, tais como o Galerkin/Minimos Quadrados (GLS) (THOMPSON E
PINSKY (1993), THLENBURG E BABUSKA (1995)) e o Galerkin/Gradiente Minimos Quadrados
(GGLS) (Franca E DUTRA Do CARMD, 1989) também foram pesquisados para obter uma

solucdo da equagio de Heimholtz em ndmeros elevados de onda. Além dos problemas
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computacionais do FEM, existe ainda o problema de andlise de sensitividade da resposta modal
as varia¢es das propriedades do modelo. Isto €, 0 modelo de FEM em altas freqiiéncias torna-se
muito sensivel a qualquer mudanca na estrutura, e assim, um estudo de sensitividade deve ser

conduzido.

Apesar das limitagbes do FEM, mostradas nas publicacdes acima mencionadas, em estudos
de altas freqiiéncias ou elevados niimeros de onda, ele continua sendo o método mais utilizado
para resolver problemas estaticos e dindmicos da engenharia. Pacotes computacionais, tais como
ANSYS ¢ NASTRAN, predominam em vérias dreas de engenharia. Portanto, as técnicas
numéricas, apresentadas neste trabalho para andlise em altas freqiiéncias, podem ser consideradas
como sendo técnicas complementares ao FEM. Por outro lado, 0s métodos de energia vém tendo
aceitacdo crescente na inddstria. Por exemplo, o SEA estd sendo muito utilizado para a andlise
dindmica de estruturas veiculares. Pacotes comerciais foram feitos para a andlise via SEA, entre
eles 0 AUTOSEA, AUTOSEA-X, e SEADS. O SEA ¢ hoje alvo de uma corrida das empresas de

software na drea de vibragdes e acistica devido ao sucesso comercial do software AUTOSEA.
1.3 Métodos investigados neste trabalho

Devido as discussdes acima mostradas em relacdo aos métodos deterministicos mais
conhecidos, foram investigadas nesta tese técnicas de modelagem de estruturas melhor adaptadas
as médias e aitas freqliéncias do que o FEM. Inicialmente foi investigado o Método dos
Elementos Espectrais (SEM) (DoYLE, 1997). Este método € baseado na construcio da matrizes
de rigidez dindmica que relacionam as forcas aplicadas a uma estrutura com os deslocamentos
resultantes. Esta matriz € calculada no dominio de fregiiéncia. Neste método, a estrutura é
dividida em um ndmero de elementos estruturais dependendo das discontinuidades existentes na
estrutura original, e cada elemento destes € entdo modelado com apenas um elemento espectral

para cada tipo de onda.

O outro método que foi investigado ¢ o método de Andlise Estatistica de Energia (SEA)
primeiramente proposto nos anos 60. Um dos primeiros trabalhos feitos usando este método é do

LYON E MAIDANIK {1962). Eles utilizaramn o SEA para estudar o fluxo de energia entre dois sub-
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sistemnas. Desde ent@io, O SEA ¢ usado na solucio de diversos problemas de vibragio e actistica.
Através desta técnica, o sistema é modelado como sendo um conjunto de sub-sistemas. A
vantagem deste meétodo € que a sua formulacio é considerada simples e direta. Cada sub-sistema
exibe um tnico grau de liberdade, o que resulta em baixo custo computacional. A distribuicio da
resposta dindmica do sistema € obtida através da distribuicio de energia entre 0s sub-sistemas
bascando-se nas equacdes de equilibrio de energia destes sub-sisternas. Estas caracteristicas
podem ser muito benéficas para sistemas grandes e complexos quando comparadas com as dos
métodos numéricos tipo FEM e BEM (UNGAR, 1997). A desvantagem deste método é a
deficiéncia nas faixas de baixa fregiiéncia, com resultados nio muito precisos. Além disso,
somente respostas estatisticas podem ser obtidas, o que significa que estas respostas sdo valores
médios aproximados. Isso pode ser menos significativo em sistemas de ordem elevada, e para
superar este tipo de problema, as varidncias sdo também calculadas. E importante lembrar que
existemn CONgressos internacionais para os usudrios do SEA. e que as Ultimas pesquisas

relacionadas ao SEA podem ser encontradas nos anais do recente criado congresso [UTAM.

A outra técnica que também foi investigada neste trabalho é a técnica de fluxo de poténcia
estrutural, ou a intensidade estrutural. A medicio do fluxo de poténcia estrutural foi
primeiramente apresentada por NOISEUX (1970) onde ele descreveu as ondas de flexdo em termos
de vibracbes de superficies, o que facilita o cilculo de fluxo de poténcia utilizando acelerdmetros
lineares e de rotacio considerando a condicdo do campo distante. Além disso, a anilise numérica
de fluxo de poténcia estrutural é considerada relativamente nova (HAMBRIC E TAYLOR, 1994), O
estudo de fluxo de poténcia em estruturas pode ser proveitoso na identificagdo de como a energia
s¢ propaga em estruturas ¢ entdo ajudar a fazer as apropriadas mudancas para diminuir o nivel de
epergia de vibragdo. Vigas e placas podem ser analisadas em médias e altas freqiiéncias
considerando somente a condi¢io de campo distante, o que, ainda, pode resultar numa

aproximacdo bastante razodvel (BOUTHIER ET AL. (1990), CARCATERRA E SESTIERI (19935), e
CARCATERRA E ADAMO (1996)).

Os trabalhos encontrados na literatura mostram como as metodologias para analise
dindmica em médias e altas fregiiéncias tém sido alvo de recentes pesquisas. Pode-se dizer que os

métodos de andlise de vibragdes em médias e altas freqiiéncias é uma das principais éreas de
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pesquisa dos grupos com ftradi¢do na andlise experimental e numérica de vibragdes, o que
justifica a investigacdo conduzida neste trabalho. Em geral, as principais metodologias usadas
para andlise numeérica de estruturas ¢ de sistemas acusticos podem ser classificadas e resumidas
conforme mostrado na Figura 1.2. Nesta figura, adaptada de MULLER (2000), sdo mostradas as
limitacBes de cada metodologia conforme a faixa de freqiiéncia, as condi¢des de contorno, € o
nimero de sistemas que podem ser modelados. Observa que, pode exemplo, a limitacdo em
freqiiéncia do FEM e BEM, por outro lado o SEA exibe uma limitacio em baixas freqiiéncias de

excitacao.

nao-fmitada

sistemas

limitada

Figura 1.2 — A relacdo entre os diferentes métodos para andlise dindmica (MULLER,2000).

O enfoque deste trabalho concentra-se em revisar, investigar, implementar e comparar
algumas das técnicas e metodologias mais recentes para a modelagem de vibracdes estruturais em
médias e altas freqiiéncias, estabelecer uma conexdo entre elas e fazer a validacdo destas
metodologias através da simulagio de casos reais via a implementacdo em estruturas do tipo

pértico, uni-, bi-, e tri-dimensionais. Um enfoque maior € dado as diversas aplicacbes do método
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dos elementos espectrais (SEM), utilizando a sua caracteristica de modelagem de estruturas

infinitas. A relagdo, e possivel ligacdio, entre estas técnicas sio investigadas neste trabalho.

Trés programas foram desenvolvidos neste trabalho, e implementados em ambiente
MATLAB®. O primeiro € um programa para andlise de pérticos espaciais utilizando as
formulagbes de SEM. O programa foi escrito para andlise dindmica através do célculo da resposia
em freqii€ncia, fluxo de poténcia estrutural, as energias potencial e cinética, ¢ o célculo e
animago dos modos operacionais. A analise inclui todos os possiveis tipos de ondas que se
propagam em estruturas do tipo pérticos espaciais. O segundo é um programa para a andlise via
FEM, que também calcula a FRF, o fluxo de poténcia, a energia, e 0s modos operacionais. O

terceiro programa € para a analise via o SEA de estruturas do tipo porticos espaciais.

1.4 Organizacdo da tese

-

E importante ressaltar que uma revisio bibliografica € apresentada no comeco de cada

capitulo que apresenta cada uma das trés metodologias acima mencionadas, o SEM, o SEA, ¢ o

fluxo de poténcia,

O segundo capitulo deste trabalho apresenta as formulacdes do método dos elementos
espectrais para a modelagem de estruturas do tipo porticos espaciais definidas no espaco
tridimensional. O elemento de pértico (ou viga) 3-D com seis graus de liberdade por nd é
estudado. As teorias de Timoshenko e de Bernoulli-Euler para vigas sio usadas. As formulacdes
para a modelagern de membros semi-infinitos, que sao uma vantagem tnica deste método, sio
tambémm mostradas. As funcdes de forma destes elementos, finitos e infinitos, sio também

apresentados.

No terceiro capitulo serfio mostradas as formulagdes do método de Anélise Estatistica de
Energia (SEA). Um estudo da energia de vibragdo em ressonadores modais de um grau e de
varios graus de liberdade é apresentado. Este estudo constitua a base para a formulaco do SEA.
As metodologias adotadas para o cilculo dos fatores de perda por acoplamento para varios tipos

de acoplamentos sdo mostradas. Os coeficientes de transmissdo e de reflexdo em diferentes tipo
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de acoplamento sao mostrados para vérios tipos de ondas incidentes: longitudinais, transversais
em dois planos, e torcionais. Em seguida, as formulacOes bdsicas do SEA sio dadas. A
formulagdo do método de poténcia injetada (PIM), que é a base da SEA experimental, é

apresentada, e as vantagens e desvantagens do SEA s&o discutidas.

No capitlo 4, s&o mostrados os conceitos bdsicos da técnica de fluxo de poténeia
estrutural. Estruturas do tipo p6rtico espacial sdo estudadas. Portanto, as formulagdes para o
célculo de fluxo de poténcia neste tipo de estruturas sdo desenvolvidas. Assim, as formulacdes
para o cédlculo de fluxo de poténcia via o método dos elementos finitos e via o método dos
elementos espectrais sdo desenvolvidas. A fim de fazer a comparagio com outras metodologias
de energia para a andlise dindmica estrutural, o célculo de energia cinética e potencial é
necessdrio. As formulagdes para o cdlculo destas energias em estruturas do tipo pérticos espaciais
sdo desenvolvidas para 0 método dos elementos finitos e para o método dos elementos espectrais.
As formulages para a medigio experimental dos diferentes componentes de fluxo de poténcia;

longitudinais, transversais, & torcionais, sdo mostradas.

Sendo o principal enfoque deste trabalho, algumas aplicagbes do SEM na érea da dindmica
estrutural séo apresentadas. O quinto capitulo apresenta estas aplicagdes. A primeira aplicagio é
relacionada ao estudo de propagacdo de ondas em estruturas do tipo pérticos uni-, bi-, e
tridimensionais. Uma andlise dos modos complexos deste tipo de estrutura é conduzida.
Estruturas com partes infinitas, onde a andlise modal tradicional nfo se aplica, sdo analisadas. Os
modos complexos séo interpretados como sendo fendmenos de propagacdo de ondas estruturais.
Coeficientes para a quantificacdo da complexidade modal sdo apresentados. A outra aplicago do
SEM ¢ relacionada aos fatores de acoplamento entre os diferentes subsistemas utilizados
especificamente no metodo de andlise estatistica de energia (SEA). Estes fatores sdo obtidos via o
SEM para acoplamentos simples, a firn de comparar com fatores obtidos analiticamente. A
terceira aplicacdo € um estudo de dois tipos de condigbes de contorno estrutural. Modelos de
engaste de vigas e vigas com terminacdes anecdicas sdo analisados para a obtengdo das
impedéncias e condi¢bes de contorno experimentais. O FEM é também utilizado para a
caracterizacdo destas condi¢des de contorno a fim de ser comparado com os resultados obtidos

via 0 SEM.
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O capitulo 6 apresenta as conclusdes extraidas do trabalho, os comentdrios gerais, e
algumas sugestes para a continuidade de pesquisa nesta drea. SHo apresentados os artigos
publicados em anais de congressos nacionais e internacionais e em periédicos internacionais. O

apéndice apresenta as vérias etapas de programacéo feitas durante o trabalho.




Capitulo 2

O Método dos Elementos Espectrais

Neste capitulo serdo mostradas as formulacdes exponencials do método dos elementos
espectrais (SEM) para a modelagem de estruturas do tipo portico espacial . Elementos de barra
em tracdo-compressdo, barra em tor¢do, viga de Bernoulli-Euler, e viga de Timoshenko sdo
estudados. As formulagdes para a modelagem de membros semi-infinitos, que sdo wma vantagem
excepcional e poderosa deste método, sdo também wmostradas através da formulacdo de

elementos semi-infinitos. As funcdes de forma destes elementos sdo também estudadas.

2.1 Introducao

Membros estruturais tipo barras, vigas e placas sfo freqiientemente utilizados em sistemas
estruturais. Elementos como barras e vigas s@o normalmente usados em pdérticos espaciais. O
estudo de otimizacdo das vibracbes destas estruturas € importante tanto quando as vibragdes sio
desejaveis, como no caso dos instrumentos musicais, como quando sdo indesejdveis, como no

caso de vibragOes de estruturas espaciais e de automaoveis.

Varias teorias € metodologias numéricas foram utilizadas para estudar as vibracdes destas
estruturas. Um dos métodos mais utilizados na realizacdo destes estudos numéricos é o Método
dos Elementos Finitos (FEM). Neste método as equagdes diferenciais que governam o problema

dindmico sdo transformadas em equagOes integrais e entfo sdo resolvidas, via a técnica de
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residuos ponderados, fazendo uma discretizacdo de estrutura em um ndmero finito de elementos

com tamanhos finitos.

Outras técnicas, como o Método dos Elementos de Contorno (BEM). sic também
utilizadas.  Entretanto, para freqiiéncias médias e  altas estas  técnicas tornam-se
computacionalmente mais caras porque precisam de uma discretizagdo mais refinada para
modelar o comportamento dinémico destas estruturas com exatidio. O Método dos Elementos
Espectrais (SEM) € uma técnica relativamente nova que, de algum modo, combina a flexibilidade
geométrica, as caracteristicas comuns e as vantagens competitivas dos métodos de ordem mais
baixa (FEM) com a exatiddo e a convergéncia répida dos métodos de ordem mais alta (métodos
espectrais). O SEM € semelhante ao método dos elementos finitos em alguns aspectos, mas a
grande diferenca € que no SEM a matriz de rigidez elementar € escrita no dominio de freqiiéncia
(Figura 2.1}. Isso permite que a inércia da massa distribuida seja representada de uma forma
exata. Consequentemente, esta formulacio espectral permite a descriciio exata da dinimica de
propagacdo de ondas nestes elementos. As respostas dinimicas de uma estrutura so entio

obtidas no dominio de freqiiéncia. As respostas no dominio de tempo podem ser obtidas através

de transformada inversa de Fourier.

No. e elementos  wp oo

[

Método dos elementos i Método dos slementos
finitos i | especirais |
K], (4 ; Koyl |

)
)
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b 28008t N0 dominia ] ! Resposta ne dominio ‘4..__,___
de fregiéncia de fregliéncia

(
)
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Ly Rosposta no dominic | [ Bescostanc dominic i IFFT |

(

Figura 2.1 — A relacdo entre os modelos FEM e SEM.
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Uma das vantagens do SEM é que o nimero de elementos a ser usado precisa coincidir
somente com o numero de discontinuidades da estrutura a ser analisada. No caso do método dos
elemnentos finitos, matrizes de massa e de rigidez sd3o normalmente construidas. Através destas
matrizes a solucdo € calculada. A resposta no FEM pode ser obtida no dominio do tempo ou da
freqiiéncia. A diferenca entre o SEM e o FEM € que no FEM precisa-se um ndmero muito
elevado (~infinito)} de elementos para obter a solucdo com a mesma exatiddo do SEM, ou seja,

somente um elemento espectral € equivalente a um ndmero infinito dos elementos finitos

convencionais (DOYLE (1997)).

Outra vantagem significativa deste método € o uso do assim chamado elemento ‘throw-off’.
Este elemento comporta-se no sentido que € um conduto para propagacio de energia para fora do
sistemna. Ele pode ser usado especialmente quando o tempo de interesse é curto e a estrutura €
grande. Cabe notar que, este tipo de elemento ndo pode ser modelado pela rigidez do elemento

finito convencional, fazendo que o comprimento deste elemento seja muito grande.

[

// //f T e
N 7 e
/ 7

7

super-giementc espectra
ISEM~FEM:

Figura 2.2 — Modelo fisico e modelo de elemento espectral de uma estrutura 3-D. -
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A Figura 2.2 mostra um exemplo de modelo fisico de pértico espacial e a malha de
elementos espectrais. Observa-se que somente um elemento espectral € preciso entre cada duas
discontinuidades. Os elementos do tipo “throw-off” s3o utilizados para indicar que 0 membro é
semi-infinito, ou para modelar wm amortecimento muito alto localizado na extremidade. A
discontinuidade ¢ mostrada na Figura 2.2 em duas formas, a primeira é através de um membro
com geometria diferente. A segunda discontinuidade é devido ao furo, e neste caso pode-se usar o
super-elemento espectral, isto é, a regido do furo é modelada via o FEM usando vérios graus de
liberdade (GDLs) e entdo estes GDLs sdo condensados para serem compativeis os GDLs do

elemento espectral utilizado no modelo. O assunto do super-elemento espectral ndo serd tratado

neste trabalho.
2.2 As formulacodes diferenciais

Nesta secdo, as formulagbes do SEM sio desenvolvidas para trés tipos de elementos: barras
em {racdo-compressao, vigas, e barras em torcdo. As matrizes dindmicas destes elementos sio
desenvolvidas separadamente e para dois tipos de “waveguides”, elementos de 2 nés e elementos

“throw-off”. A matriz global para estruturas espaciais 3D é também desenvolvida.
2.2.1 Elemento de barra em tracao-compressao

Hé véarias maneiras para chegar a equaciio de movimento de uma barra em tracdo-
compressao e aqui a teoria elementar de barra sera utilizada. Esta teoria considera uma barra
longa e esbelta que suporia somente uma tensio axial unidimensional, ou sgja, como
“waveguide” esta barra conduz somente as ondas longitudinais. Esta teoria também despreza a
contracdo lateral (o efeito da razdo Poisson). Ela tem Hmite em fregiiéncia, mas é geralmente
satisfatéria na faixa de freqiiéncia de andlise que € objeto de interesse neste trabatho, ou seja, o
que chamamos de alta freqiiéncia se limita a 20kHz. Em freqiiéncias muito mais altas, também
existem deslocamentos transversais, além dos longitudinais. O efeito destes movimentos
transversais quando adicionado aos termos da energia cinética de barra, e desprezando as
mudancas nos termos da energia potencial, resulta na teoria de um modo. chamada a reoria de

barras de Love (DOYLE (1997)). Desta forma, existem somente deslocamentos longitudinais. mas
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a equacdo diferencial € funcdo da razio de Poisson. Existe também a teoria de Mindlin-Herrmann
de barras, que usa a formulacio de Love, mas considerando também os efeitos de cisalhamento,
onde neste caso as deformacdes longitudinais e transversais sdo independentes (teoria de dois
modos). E importante ressaltar que a necessidade de utilizar teorias de ordem alta em vigas

(teoria de Timoshenko) acontece em freqii€éncias bem mais baixas do que em elementos de barra.

eiemento 2-nods etemento "throw-off"

Figura 2.3 — Carregamento nodal e graus de liberdade para o elemento de barra.

Considerando uma forca axial externa g(x,t) aplicada a esta barra, que resulta em um
deslocamento u{x.t) na direcdo x, e fazendo o balanco das forcas atuantes tem-se a seguinte

equacio de movimento (CRAIG (1981)),

EA—I=pA NA —-gq (2.1
ax

J du d’u Ju
...mmm;w-{_
ax at” ot
onde, EA € a rigidez axial. pA € a massa per unidade de comprimento e 1 é o fator de
amortecimento estrutural por unidade de volume. Usando uma representagfio espectral de

deslocamento do tipo,

u(x, 0=y 4,(x,0,)e"" (2.2)

tem-se a equacao homogénea de movimento escrita na forma espectral,

T

d-a

EA——+(0'pA—iomA)i =0 (2.3)

dx?
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Esta equac@o tem uma solugio exponencial harménica do tipo e que resulta na seguinte

representacao geral de deslocamento longitudinal, para um elemento de comprimento L,
G(x)=Ae ™ 4B ™ (2.4)

onde A ¢ B sdo constantes determinadas apés a aplicag@io das condi¢bes de contorno e k é o

nimero de onda dado pela relaciio espectral,
K= }m‘pA—ImnA 2.5)
EA

onde, no caso de sistema ndo amortecido, 1 assume um valor nulo e neste caso esta relacao fica
linear na freqiiéncia, o que resuita em velocidades constantes de fase e de grupo. A combinagio

de solucdo da equagdo (2.4) com a variaciio temporal resulta numa solugo do tipo,
ax,t) =y Ae LY Beiteren (2.6)

que representa dots tipos de ondas: uma que propaga para a direita (sentido de x positivo) e outra

que propaga para a esquerda (sentido de x negativo).

2.2.1.1 A matriz de rigidez dinamica de elemento de barra em tracao-
compressao— 2 nds

Considerando um elemento (“waveguide™) de barra de comprimento L, os deslocamentos

nodais nas extremidades desta barra, ver Fi gura 2.3, sdo dados por,
(0 =0,=A+Be™ | QL)=d,=Ae " +B (2.7

A partir das equacgdes (2.4) e (2.7) o deslocamento em qualquer ponto arbitrario na barra

pode ser calculado através das funcdes de forma utilizando a seguinte expressio,
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a(x) m;l(x}ﬁi +§2(X)ﬁz (2.8)
onde as fungbes g,(x) e g,(x) sdo as funcdes de forma de barra dadas por,

§(x)= (emikx _ewik(?.L-x})/ A 00
&, (x)= (_ gmkLan) éﬁe—ik(L—x))/ A, A=1-eisd )
Estas fun¢des sdo funcdes da freqliéncia e exibem a mesma caracteristica das funcdes de
forma do elemento finito de barra em tragdo-compressdo, onde a fungio de forma no né arbitrério
1 tem valor unitdrio no mesmo e valor nulo no outro né do elemento. Estas funcdes de forma
podem ser usadas para calcular a resposta em qualquer ponto entre os dois nds. As fungdes de
forma g,(x) e g,(x) sdo mostradas na Figura 2.4 para uma barra de aluminio de 10 m, com
secdo de 107 m°, e para a freqiiéncia 900Hz. Somente 2 parte real é mostrada na figura
observando-se que a parte imagindria € nula neste caso. Isto € devido ao valor nulo de 1, ou seja,
estrutura ndo amortecida. Observa-se que g,(x) ¢ uma funcdo espelho de §,(x), isto é,

g,(x)=g,(L-x).

04 05 08 0T 08 08

"o 0t 02z 03 04 0E 08 07 08 08 1
xL

Figura 2.4 - As fungées de forma para um elemento espectral de barra em tracio-compressao

de 2 nos.

Os carregamentos nodais sdo relacionados aos deslocamentos nodais via as seguintes

expressoes,
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£ =-F0) = -EAlg,(0)8, + &,(0)a, )

) | | (2.10)
F:FQJ:EA@gmm+gJLmJ

Escrevendo estas equacdes em uma forma matricial tem-se o seguinte sistema de equacdes,

S . [+e 2 _ou-il 71y X
{ 1| _EA kL JV € e.?/ V‘ll :[kR}{ﬂ} 2.11)
- L

onde [kRj ¢ a matriz elementar de rigidez dinfmica para o elemento de barra. Esta matriz é uma
funcdo dependente de fregiiéncia. Ela é simétrica e geralmente complexa. No caso especial de
uma barra sem amortecimento esta matriz torna-se somente real. Nota-se que estes

amortecimentos estruturais podem ser introduzidos nos membros pela propria modificacio da

relagdo espectral usando-se um nimero de onda K complexo, ou seja,

k — k(I-in,) (2.12)

onde My € o fator de perda ou seja, o fator de amortecimento estrutural. A forma mais utilizada

para introduzir o fator de perda interno ou seja, o amortecimento do material é através de médulo

do Young E. Desta forma, E passa a ser complexo,
E—E(l+m) (2.13)

€. neste caso, M corresponde ao fator de perda, cuja relacdo com o coeficiente de amortecimento

viscoso € dada como M=2£, onde & é definido como a razio de amortecimento critico, & = c/ Con

A matriz dindmica do elemento espectral de 2-nés exibe uma faixa dindmica muito grande,
ou seja, esta matriz para vérios elementos espectrais compridos ou longos seria a mesma para um
s6 elemento espectral. Pode-se provar também que este elemento espectral corresponde a um
nimero infinito de elementos finitos. Nas préximas secdes serd mostrado gue a solugdo obtida

através de uso de um sd elemento espectral é equivalente a soluc@o obtida através de uso de
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véarios elementos espectrais. Isto € valido para todos os elementos, elemento de barra em tragdo-

compressdo, elemento de viga, e elemento de barra em torgio.

E importante ressaltar que o caso de cargas distribuidas num elemento pode ser facilmente

incorporado na formulacdo espectral. Para um elemento de barra com comprimento L e uma

carga distribuida g(x), pode-se escrever a seguinte relacao,

%(X)}@(x)dx = [ﬁR]{ﬁ} (2.14)

2.2.1.2 A matriz de rigidez dinamica de elemento de Barra em Tracao-

Compressao — elemento “throw-off”

Como este tipo de elemento sé exibe ondas propagantes em uma direcdo {sentido de x

positivo), entdo o termo B da equacio (2.7) pode ser desprezado. Desta forma, a condigfo de
deslocamento nodal pode ser escrita como,
GO =14, (2.15)
A partir desta equag@o e da equacio (2.4) o deslocamento em qualquer ponto arbitrdrio na

barra semi-infinita € calculado pela seguinte expressio

i(x) = g,{x)q, (2.16)

onde a fungio §,(x) € a fungio de forma do elemento tipo “throw-off™, que é uma fungfio sempre
complexa, dada por,
gxy=e™ 2.17)
Esta funcdo de forma calculada (normalizada) para um elemento de barra de aluminio, com

~ -2 2 ea . - . .
secdo de 107 m", e para a freqliéncia 1kHz, é mostrada na seguinte figura. Observa-se que a parte

real desta funcio tem um valor unitrio no dnico nd do elemento.
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imaginario §

il
Figura 2.5 — A funcdo de forma de elemento de barra em tracao-compressdo do tipo “throw-

off”.

Através da equacdo (2.13) pode-se atribuir um fator de amortecimento interno de material
da barra. Para, por exemplo, um fator de 10%, as amplitudes das fun¢des de forma tendem-se a
diminuir, e isto € mostrado na figura abaixo para um elemento de barra do tipo “throw-off”. O

efeito de uso de amortecimento interno pode ser visto também nos elementos espetrais de viga e

de barra em torgdo.

imagindno

G g1 0.2 03 o4 &5 08 07 o8 0.9 1
L

Figura 2.6 — A funcdo de forma de elemento de barra em tragao-compresséo do tipo “throw-

off”, para n=10%.
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A forga e o deslocamento nodais sao relacionados via a seguinte expressio,

£ 1=realix]n, )= kJa) (2.18)
onde hﬁ(J € sempre complexa o que implica que este elemento dissipa energia, levando-a para fora

do sistemna.
2.2.2 Elemento de viga — via teoria de Timoshenko

A teoria de Timoshenko para vigas leva em consideracio a deformacio de cisalhamento,
onde a hipdtese de teoria elementar, de que os planos da secfio s3o normais ao eixo neutro, nio é
mais valida, Figura 2.7. Isso implica que a func@o de inclinagdo o(x.t) de qualquer secéo ao longo
de viga ndo pode mais ser obtida via a diferenciacio de deslocamento transversal v(x.t). Os dois

graus de liberdade, deslocamento transversal e rotacdo, sdo independentes.

av/dx- =03

eiXe neytro

Figura 2.7 - Deformacao da se¢do de viga de Timoshenko, incluindo os efeitos de

cisalhamento.



2.12 O METODO DOS ELEMENTOS ESPECTRAIS

glemento 2-nds elemento "throw-off"

Figura 2.8 ~ Carregamento nodal e graus de liberdade para o elemento de viga.

As equagdes de movimento para estes GDL’s, sem a consideragdo do amortecimento

estrutural, sdo definidas por,

d*v 3o o'y
GA —— i=pA—r
K[axz ax} PR5e
- " - (2.19)
v
EIZ 2 Ga & —g|=p1 20
ox” i K[ ox é):l Pl at*

onde GAx € a rigidez de cisalhamento, EI é a rigidez de flex3o e pl € a inércia rotacional, G é o
méduto de cisalhamento e ¥ € uma constante que depende do tipo de secdo e ¢ definida como o
fator de corregio de cisalhamento; por exemplo, para secdo retangular ¥=5/6. Usando uma

representacao espectral dos dois GDL.’s do tipo,

v(x,0) = Y deriten

B(x,1) = Z&)e“i<kX—ms}

que € uma solugdo do sistema de equagdes (2.19), resulta na seguinte representacio espectral dos

GDL’s,

@(X) :;Ae"“ik:x +Be~ik3x +Ce—ik|{L"x)+De*ik3{L—xl‘

V(X)) =P Ae ™M 4P Be P Ce NI _pp i) (221
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onde A, B, C e D sdo coeficientes determinados apds a aplicac@o das condicdes de contorno, Py e

P, sdo as razoes de amplitude entre V e ¢, e k € o nimero de onda que corresponde aos quatro

possiveis modos, dado pela seguinte relacio espectral

f{z 2 \3 | 3 {( 5 p 5y 2 72
L
k() +l{§—~l—w + 25 W+ (_(’i .(__1_ Lw _1_2 lma (2.22)
2 HCS COJ \C(} 4 kCSJ LCO }E |
A
onde,
GAK
CG = .
VPA V PA
il EIM e P
: _GAKQ (R PI(D }PZ M( E“2+GAK plm } £ =k L&, =k, L

2.2.2.1 Rigidez dinamica de elemento de viga de Timoshenko — 2 nés

Considerando um elemento de viga de comprimento L, os deslocamentos e as rotaches

nodais nas extremidades desta viga {Figura 2.8) sdo dados por,
W=9, . o0=6, , WLy=v, . oL)=d, (2.23)

A partir das equagoes (2.21) e (2.23) pode-se calcular as coeficientes A, B, C e D, assim,

"A !_ Pl P, -Pe im

B :§ 1 1 e, €, |0, 7] ]@1 } 22
C l Pe, Pe, -P  -P, ' iez | -
‘DJ L& ©2 : I [&)2 ;{52}
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“*_ Substitvindo novamente na equagdo (2.21), encontram-se expressdes para

onde e, =e
calcular os deslocamentos e as rotagSes em qualquer ponto arbitrario da viga escritas na seguinte

forma matricial compacta,

¥, (x)
5 ! ik x “kax _p ik (tex) ik (L=x) "
f v P e Fee Bre Fse p) ) (2.25)
}‘ He;x ewlkzx e-—ik;(L—x) e—ik:(i_wx) v, (X}
1~
{%(X)J
ou seja,
[¥,(x)
)] &8, &, 8. 8.716,(x
e T DAl (2.26)
o(x) ot 8oz 43 Zgu |1Va(X)
0,(x)
onde,
gw E PO 0 0
g 0 P
= Lz PJ : N 2.27
g\,"x [ ] 0 O P] { } ( )
QWJ 0 0 0 -P
(&
=PI N (2.28)
| E43
&4
onde g, e g, sdo as funces de forma para &(x) e 9(x), respectivamente, e {N} & um vetor

(4x1) definido por,
{N}T _ [e—jk;:c ok o ik LX) e—ik;(va)] (2.29)

Estas funces de forma sdo fungdes da freqiiéncia e exibem também a mesma caracteristica
das funcdes de forma do FEM, como no caso de elemento de barra. As quatro funcdes sao

mostradas nas figuras abaixo para uma viga de aluminio de 1 m de comprimento, com secio de
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- 2 ce - — ~
10~ m’, e calculadas numa freqliéncia de 1kHz. Observa-se que estas funcbes de forma sdo pares
de fungdes, onde g, e §,, sdo fungdes espelhos de g, e §.,, respectivamente, e g3 € 8,4 80

espelhos de &, e §,,, respectivamente.

0 ol ©2 03 G4 05 66 07 08 08 1
X/

Figura 2.9 — Parte real das funcdes de forma R(g ) para uma viga de Timoshenko de 2 nés.

oot w2z 63 04 05 06 o7 08 &5 4
*

Figura 2.10 ~ Parte real das funcées de forma R(g o) para um elemento de viga de

Timoshenko de 2 naos.

~

As forcas de cisalhamento e os momentos de flexdo nodais sdo relacionados aos ¢ e ©

nodais via as seguintes expressies,
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{/(X) = GAK!_? - a):] =~E] a_? + pl——-g-f)
Lox dx t (2.30)
M(x) = EI-@?
ax

Da avaliacdo destas duas equacdes para x=0 e x=L, tem-se que,

V, ==V(0), M, =-NI(0), V, =+V(L), M, = +NM(L) 2an
¥, =%0), 0, =6(0), ¥, =%L), §, =(L) |
Dai resulta a seguinte relacdo entre os carregamentos nodais e os GDL’s,
v g,
M 5110
i =2fe]® (2.32)
2 E E VE ;
I, 6.
ou, simplesmente,
=1 Elf~pl.
= “g[ks]{u} (2.33)

EIl~4] . . . o : : .
onde — k" | ¢ a matriz de rigidez dindmica para o elemento de viga de Timoshenko. Ela é uma

matriz simétrica (4x4) e em geral é complexa. Os termos individuais da matriz [kB J $ao dados

por,
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§11 2(&% —E.nz}(rlzzz T2, )L/A
}233 :[_iai(rlel TIZp }*i‘};i(rlzn —1hZp, )]Lz /A
SES (E.»i2 _E.»; )(r§221 FTI,Z,, )L/A

K, =k,
k,, =(i&,P, —iE,P N1z, —1,2,, L2 /A
L=k,
K, =k,

com as seguintes constantes definidas,

T, :(P] _Pz)zw ) :(Pé "*”Pz)zaw A=y} _r22

1

—iG2 ~ .
52 )’ Z,, = (eﬂc_; —eTi )’ Z,, :(euagz +e ), Z, = (1‘1‘6‘%}";8—{"3)

2.2.2.2 Rigidez dindmica de elemento de viga de Timoshenko - elemento

“throw-off”

Considerando um elemento de viga tipo “throw-off”, Figura 2.8. Como ndo existem
reflexdes neste tipo do elemento. os coeficientes C e D da equagfio (2.21) sdo nulas e entdo os

deslocamentos nodais podem ser escritos da seguinte forma,

&(0) = 6, =A+B

9(0) = ¢, =P,A+P;B (2.34)

A partir destas equagdes e da equacao (2.21), a soluc@io de deslocamentos em qualquer

ponto arbitrdrio deste elemento semi-infinito pode ser calculada pela seguinte expressao
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Vx) =8, ()9, + 8, (x)6,

A - \ (2.35)
Gx) =g (X)¥, + 24000,

onde as fungdes g, (x) sdo as funcdes de forma do elemento de viga do tipo “throw-off”. Elas sdo

dadas por,
g ) [ —ik,x - “”‘:"]/A
&0 =] PPe““"+PP e /A
é ( )2[ew1kx_ mlkle/A (236)
8, (0 =[P 1 pea]/a

onde, A= (P, ~P,).

O comportamento destas funcdes de forma pode ser visto na Figura 2.11 e na Figura 2.12.
Estas fungdes foram calculadas para a mesma viga utilizada para mostrar as funcdes de forma do
elemento de viga de 2 nés. Como as funches de forma sio complexas, as partes reais ¢
imagindrias das mesmas sio mostradas. Nota-se que, para este elemento semi-infinito

RE)=RE, =1, e RE,) = R(&,)) =0 no dnico né do elemento definido no x=0 (Figura

2.11). A parte imagindria é sempre nula em x=0 (Figura 2.12). Nota-se também que as funcgdes de
forma para este elemento (e para todos os elementos espectrais) so fungdes senoidais e, portanto,

elas descrevem o fendmeno de propagacio de onda estrutural,

Figura 2.11 - Parte real das funcées de forma RiEg.) e R(g, ) para um elemento de viga de

Timoshenko do tipo “throw-off.
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Figura 2.12 — Parte imagindria das funcdes de forma 3(g,,) e 3(&,) para um elemento de
viga de Timoshenko do tipo “throw-off”.

Os carregamentos nodais sdo expressados em termos de GDL’s dos deslocamentos através

da equag@o (2.30). Usando uma solucdo do tipo,

o(x,1) =A e ** 4B

Y(x, 1) =P Ae ™ 4P,Be (2.37)

Substituindo na equacdo (2.30) e avaliando estes GDL’s no ponto x=0 resulta na seguinte

relagdo de rigidez,

j (2.38)

ou, simplesmente,

{£}= ek fa) (2.39)

onde EI{kBJ ¢ a matriz dindmica de rigidez para o elemento “throw-off”. Ela € simétrica e sempre

compiexa, o que significa que ela exibe o comportamento de amortecimento. Os termos

individuais desta matriz sio definidos por,
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R K2 12

k,, = Pz_lga

r O i(kE _kz)

kj, =k, = P_p

1“(?7 - i(PIkE ”’“szi}
- P - P,

2.2.3 Elemento de viga - via a teoria de Bernoulli-Euler

A teoria da viga de Bernoulli-Euler pode ser obtida através de simplificagdo da teoria de
Timoshenko. Para isso € necessdrio desprezar a rigidez de cisalhamento (GAx=e) e nio
considerar a inércia rotacional (pI=0). Isso quer dizer que néo ha deformacdo de cisalhamento

mesmo tendo forcas de cisalhamento atuando, Figura 2.13. Aplicando estas condigdes para a

equacdo (2.19) tem-se,

8ix0 neutro

Figura 2.13 — Deformacdo da secio de viga de Bernoulli-Euler.

d’v
+pA——= 2.40
PA=T =4 (2.40)

0’ 9°v
El
aXZ( ax?

S

onde q ¢ a forga externa. Usando a solucdes para v(x,t) da equagdo (2.20) tem-se a seguinte

representagao espectral,

Y(x)=Ae ™ 4B #Ce M 4p iy (2.41)
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~

I v . . . ~ <
com O{x)=—, ¢ a equaclo diferencial homogénea ¢ dada por,

d*$
Y B (2.42)

Solugdes particulares desta equagdo podem ser obtidas através das solugdes particulares das

seguintes equagdes,

Z:’ +3% =0
df” (2.43)
Vo oan.
~B% =0
dx? P
com o nimero de onda dade por,
k=B , k,=Fip e P°= %i}%_ (2.44)

2.2.3.1 Rigidez dindmica de elemento de viga de Bernoulli-Euler— 2 nés

Considerando um elemento de viga de comprimento L, os deslocamentos e as rotagdes

nodais nas extremidades desta viga (ver Figura 2.8) sio dados por,

WO=9, ., o0)=0, , YW=V, , &L)=0, (2.45)

A partir desta equacio e da equacdo (2.41) pode-se calcular os coeficientes A, B, C e D.
Substituindo novamente na equacfo {2.41) encontram-se expressdes para calcular os
deslocamentos e as rotacdes em qualquer ponto arbitrario de viga escritas na seguinte forma,

$(x) = 8, (X)9, + &,(X)0, + E.(x)¥, + &,(x)0, (2.46)
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e com O(x) = a\éix) - As fungdes de forma §; siio definidas por,
8,(x)=lth, (x)w,,ﬁ x))fa
g (x)= rh N A
8,00 =[nh, () + 1,6, (x)] .
g.(x) (rh (x)-}«r,h (x)) A
&0 = [~ rh,(x) —rh,00)/A
com,
A=—1"+1
r =ik, —k )(1—e“"‘*ﬂLe‘*:L)
, =ik, + ko e Ml g7l
(x} =ik, ( e~ik3Lenik;(L-.\))m ik ( ~ikyx __e«wikli.e—ik:{[fx})

:‘a‘>

—ik, —ik. (L _ _ T
(X)—‘—}k( —iksL 1xwelk_{L x)) Ek( ik; L zkx__em‘(l, x))

J(x )_( -ik;x e—zk:Lewik;{.L—m)_(e—,zx +e—xx;Le-lkg{L—x))

:;,T‘)

5 J(x )_( mikal g ke _é_e*ik;(i:x})m(e—ik;Lewikgx _F_e—ik;(lfx))
k,=k
k, =-ik

As funcbes de forma deste elemento dadas pela equacido (2.47) sdo calculadas para a
mesma viga utilizada na secdo anterior. Q comportamento destas fungdes de forma sio mostradas
na Figura 2.14. Nota-se que a parte imagindria das quatro funcdes de forma & nula. De forma
andloga as funcdes de forma de elemento de viga de Timoshenko, as funcdes g, e &, sdo

espelhos das funcBes g, e &, respectivamente.
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Figura 2.14 - Parte real das funcées de forma para o elemento de viga de Bernoulli-Euler de 2

nos.
Os carregamentos nodais € os GDL’s sdo relacionados via as seguintes expressdes,

00 K =+E12® (2.48)
ax” ax

V(x)=~EI

Aplicando as condi¢Ses de contorno para uma viga de comprimento L tem-se a seguinte

equacdo matricial,

\ (9,
M| _Elfe]® (2:49)
% L v
L, 5.
ou seja,
)= %{Rﬂ{a} (2.50)

onde F[kB] € a matnz de rigidez dindmica para o elemento de viga de Bernoulli-Euler. Ela &

uma matriz simétrica (4x4) e em geral € complexa. Os termos individuais da matriz [kgj S0

dados por,
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}Er = (2,255 —12,,25, )5/ A
K, =05(i+1)zf, - 22 EL/A

Ky ={(iz970 — 2,29 B 1A
k, =—{1-i)z,z,&L/A
ko, = (iz),2 232, BLT /A
f(z.% - _f{m

Koy = (20025 —i2,,2,, EL* /A
k., =k,

K, =—k.

gqa; - 1232

com

Z z(l“e_lie;l Zys =(e™" _eél Zy ;(eVii“ﬁe;L Zy

2 2
211*"2;2}

flreses) Aol _
——(l+e e),A— ) . E=kL.

2.23.2 Rigidez dindmica de elemento de viga de Bernoulli-Euler — elemento

“throw-off”

Da mesma forma, pode-se escrever a equacio para a solucéo de deslocamentos em qualquer

ponto arbitrdrio deste elemento da seguinte maneira,

V(%) = 8, ()0, + &,(x)0, (2.51)

onde as fungbes g,(x) sdoc as fungdes de forma deste elemento, que si&o dadas por

Q> U

(X)) = 1~— ke + k]e“i‘i‘fo/A
L0 = fie ™ ~ )|/

(2.52)

onde A=(k, —k,) e ki=k, ko=-ik. Nota-se que, na viga de Bernoulli-Euler as solucdes de

rotagdo podem ser encontradas através da derivada parcial do deslocamento transversal,




AS FORMULACOES DIFERENCIAIS  2.25

av(x)

O(x) = = Para a mesma viga usada anteriormente, as partes reais e imaginarias das funcdes
X

de forma da equacdo (2.52) exibem o comportamento descrito na Figura 2.15.

o o 0.2 03 04 35 C.8 27 08 0.9 1

Figura 2.15 ~ Parte real e imagindria das funcées de forma para o elemento de viga de

Bernoulli-Euler do tipo “throw-off”.

Para um elemento de viga tipo “throw-off”, os carregamentos nodais sdo dados em termos

dos GDL’s dos deslocamentos através da equacio (2.48). Usando uma solugéo do tipo,
V(x,t)=Ae ™ fBe (2.53)

e substituindo na equagdo (2.48) e avaliando estes GDL’s ne ponto x=0 resulta na seguinte

o) [0 Taooe el
j A(O)LE L :EI{(ljl)k lkgﬂfs} 50
v s Lk -kt 18,

)= Exfke |fa) (2.55)

relacdo,

ou simplesmente,
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onde EI!IEBJ ¢ a matriz dindmica de rigidez para o elemento de viga de Bernoulli-Euler tipo

“throw-off”. Ela € simétrica e complexa e exibe o comportamento de amortecimento no dominio

de tempo.

E importante ressaltar que € preciso somente um elemento espectral do tipo 2-nés para
modelar uma viga finita com duas discontinuidades e de qualquer comprimento L. Porém, a tinica
restricao € a limitagio numérica da teoria de Bernoulli-Euler para vigas. Observa-se que a matriz
dindmica do elemento especiral de viga de Bernoulli-Euler contém o termo e*. Numericamente

este termo exibe uma limitagdo computacional para altos valores de nimero de onda k ou grandes

comprimentos L. Neste caso, a inversa da matriz de rigidez dinamica aproxima-se da

singularidade.
2.2.4 Elemento de barra em torcao

Este tipo de elemento, como um guia de ondas (“waveguide™), exibe somente rotaces em
relacao ao eixo longitudinal (principal), veja Figura 2.16. O comportamento deste elemento ¢

muito semelhante ao elemento de barra. A equacdo de movimento pode ser escrita da seguinie
forma (CRAIG (1981)),

elemenio 2-nds elemento *throw-off"

Figura 2.16 ~ Carregamento nodal e graus de liberdade para o elemento de barra em torcdo.

d b a6 .
o | Gl i =] ot 2.36
ax{ BJ P 2:36)

onde GJ € a rigidez rotacional e pl, € a inércia rotacional por unidade de comprimento. Esta

equacao tem uma solucdo harménica do tipo,
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[ 3]
B
=~

O(x) =Ae ™ +B e kLo (2.57)

onde A e B s&o constantes determinadas através da aplicagio das condicdes de contorno ¢ k € o

nimero de onda de for¢8o para um sistema amortecido dado pela seguinte relacio espectral

{(DOYLE (1997)),
j&’pl —ion]
k= w (2.58)
Gl

Nota-se também que, como no caso de elemento de barra, esta relagio espectral é linear na
freqiiéncia, o que resulta em velocidades de fase e de grupo iguais e constantes (propagacio ndo-

dispersiva).
2.2.4.1 Rigidez dindmica de elemento de barra em tor¢do - 2 nés

A matriz de rigidez dindmica ¢ obtida analogamente ao elemento de barra e pode ser escrita

da seguinte forma,

B[ La-e ™o qee |,

FI-E . 1 ~i2kL A kL] A R
L GT KL e 2 %}:@ﬂm} (2.59)

-~

onde {T{ é o vetor dos torques aplicados e a matriz |k®| é a matriz de rizidez dindmica que exibe
q P g g

caracteristicas andlogas as da matriz de rigidez dinfmica do elemento de barra em tracfio-
compressdo. A solucdo em qualquer ponto arbitrdrio neste elemento pode ser calculada pela

seguinte expressao,

O(x) = §,(x)0, + &,(x)0, (2.60)

onde as fungdes g,(x}) e &,{x) sdo as fungdes de forma dadas anteriormente para o elemento de

barra.
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2.2.4.2 Rigidez dindmica de elemento de barra em torcéo — elemento “throw-off”

Como este tipo de elemento também nio exibe reflexdo, ou seja ondas propagantes no
sentido de x negativo. o termo B da equagdo (2.57) pode ser desprezado. Desta forma, a condicio
de rotacdo nodal pode ser escrita como 5}(0) = (E) A partir desta equagio e da equacio (2.57) a
solugdo da rotagdo em qualquer ponto arbitririo neste elemento semi-infinito é calculado pela

seguinte expressio,

d(x) = &, (x)0, (2.61)

onde a fung@o & (x) € a funcdo de forma do elemento tipo “throw-off”, que € uma funcio sempre
complexa, dada por,

—ikx

g (x)=e (2.62)

De uma forma andloga aquela do elemento de barra em tragao-compressio, pode-se

€SCIrever,

i }= cilix ks, } = [k o} (2.63)

onde [ks} € a matriz de rigidez dinmica para o elemento “throw-off”. Ela é sempre complexa, o

que implica que este elemento dissipa energia levando-a para fora do sistema.

2.3 Representacéo do elemento “throw-off” por um sistema
dinamico

O elemento “throw-off” representa a propagacdo de ondas estruturais em somente uma
direcdo, ou seja, sem reflexdes nas extremidades. Este elemento pode ser representado por um

sistema dindmico, conforme mostrado na Figura 2.17.
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Figura 2.17 — Excitacdo de sistema dindmico de rigidez ¢ amortecimento, e de elemento

infinito.

Uma forga harménica € aplicada neste sistema, e a mesma ¢ aplicada a um elemento de
viga do tipo “throw-off”. Os valores de rigidez K=1000 N/m ¢ de amortecimento C=1400 N/m/s
foram escolhidos de tal forma que o sistema esteja altamente amortecido. A resposta de

deslocamento deste sistema foi calculada usando a expressio,

oL (2.64)
F K+imC

Esta resposta € comparada com a resposta de um elemento “throw-off” de viga com as
propriedades; A=0.01x0.01 m®, p=7800 Kg/m®, ¢ E=7x10'® N/m?, conforme mostrado na figura
abaixo. Nota que, neste caso, as duas respostas sdo idénticas, assim, um elemento infinito do tipo

“throw-off” pode, em casos simples, ser representado por um sistema dindmico aliamente

amortecido.

-

Lo SigtemakeC
| Elemento throw-off |

-100

xF 3 ref. 1 N

<20 ¥y

e SR

401 P
¢ 100 200 300 400 500 600 TGO 8OO 800 1000

Fregiéncia, Hz

Figura 2.18 — A comparacdo entre a resposta do sistema dindmico amortecido e do elemento

infinito.
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2.4 Acoplamento entre SEM e FEM

O SEM ¢ baseado na montagem de matriz dindmica da estrutura e ndo na montagem das
matriz de massa e rigidez. Assim, ele pode ser acoplado com outra matriz de rigidez dinimica
construida através da formulagdo do FEM. Isto pode ser benéfico no caso que nao exista um
elemento espectral que representa uma especifica estrutura ou fenbmeno. A ouira possibilidade
seria 0 uso dos elementos espectrais infinitos (“throw-off”) em malhas de elementos finitos,
desde que néo exista um elemento finito que representa o fendmeno de propagacdo de ondas para

o infinito, ou seja, sem reflexdes nas extremidades.

Para demonstrar isto, adotou-se um modelo de duas vigas de aluminio, cada uma tem um

- - - 2 -
comprimento L=1 m e drea da segiio A=0.01x0.001m">, e acopladas com outra viga com o mesmo

comprimento e a mesma 4rea da secio,

elemento 2lemento

especirat \ / finito

FT

Figura 2.19 ~ O modelo das vigas acopladas, modeladas via SEM e F EM.

Cada uma das duas vigas nas extremidades é modelada com um elemento espectral de viga,
¢ a viga do meio € modelada com 10 elementos finitos de viga. Uma forca é aplicada na
extremidade da estrutura, conforme mostrado na figura. Para comparar com uma solucido melhor,
a estrutura ¢ também modelada com um sé elemento espectral de comprimento L=3 m. A

resposta no ponto da excitac@o é entdo calculada e mostrada na seguinte figura.
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Figura 2.20 ~ A resposta calculada com via SEM e via SEM+FEM.

Pode-se observar dessa figura que a resposta do modelo com malha de SEM ¢ FEM ¢
diferente a partir do 15° modo, o que ¢ esperado devido a matha dos elemento finitos, e que
poderia ser methorado com uma malha mais refinada. Assim, os elementos espectrais do SEM
podem ser acoplados com malhas dos elementos finitos. Estruturas complicadas com, por
exemplo, juntas complexas serfio dificeis de serem modeladas com SEM. O chamado super-
elemento espectral pode, neste caso, ser usado. Ele consiste em primeiramente modelar a junta
usando vérios elementos finitos convencionais do FEM. Os graus de liberdade dos nos interiores
sio condensados para os graus de liberdade da fronteira com o elemento espectral. Em seguida,
estes graus de liberdade sfio ainda condensados para o ndmero dos graus de liberdade do

elemento espectral usado.

2.5 Comparagéo de propagacao de onda em vigas de Bernoulli-Euler

e de Timoshenko

A teoria de ordem mais elevada de Timoshenko nfio introduz nenhum modo adicional
quando comparada com a teoria elementar de Bernoulli-Euler; entretanio, o comportamento dos
modos é diferente nas duas teorias. Para freqiiéncias muito baixas nfio hd muita diferenca entre as

duas formulacdes, mas para altas freqiiéncias existe uma grande diferenca. Em problemas de
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propagacdo de onda estrutural existem duas ondas: uma propagando para a direita (sentido de x
positivo) e outra propagando para a esquerda (sentido de x negativo). Através das expressdes de
Bernoulli-Euler (equacéo (2.44)), o nimero de onda para a onda que propaga para a esquerda (kz)
¢ relacionado com o namero de onda para aquela que propaga para a direita (k;). As
caracteristicas destes numeros de onda s3o aqui estudados para uma viga de Aluminic em flexfo
com modulo de Young 7x10" N/m®, segdo 0.1x0.1 m, massa per unidade de volume 2700 Kg/m’,
e comprimento de Im. O fator de perda do material n é considerado nulo. Os nimeros de onda
sdo calculados para as duas ondas (em relacdio ao sentido de propagago) e usando as
formulacSes de Bernoulli-Euler e de Timoshenko. Os resultados obtidos sfioc mostrados nas

figuras a seguir.

—
b
[e=d

o R{KT)
e 3R
e SH2)

-
[
<

s -+ o [a+]
& o e ] L)

Namero de onda §m“1§

(=)

)
=]

40 -

0 0.5 1 1.5 2 25 3 35 4 45 5
Freqiiéncia, Hz x 10

Figura 2.21 — Numere de onda em viga de Bernoulili-Euler.

Observa-se que no caso de viga de Bernoulli-Euler, o niimero de onda para as ondas que
propagam para a direita (k;) € o mesmo (mas com sinal invertido) para as ondas que propagam
para a esquerda (k). Observa-se também que ambos k; e k; exibem uma freqiiéncia de corte
infinita (a freqii€ncia guando o nimero de onda € nulo). Observa também que a parte real de kp ¢

nula ¢ continua assim mesmo com o aumento de freqliéncia. Desta forma, as ondas evanescentes
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continuam evanescentes com o aumento de freqiiéncia, ou que ¢ diferente para a viga de

Timoshenko.

No caso de viga de Timoshenko, os nlimeros de onda, calculados através da equagdo (2.22)
com n=0, sio mostrados na Figura 2.22. Observa nesta figura os niimeros de onda que
representam as ondas que se propagam para a direita e para a esquerda, dados como k: ¢ ka,
respectivamente. Nota-se que as ondas evanescentes tornam-se propaganies a partir de uma
freqiidncia. Esta freqiiéncia de corte, neste caso, ¢ aproximadamente igual a 15 kHz. Esta

freqiiéncia € relacionada aos modos de cisalhamento.

120

1004

o
[a=}

601

405

Nimero de onda [m"i]

20F

0 .5 1 1.5 2- 2.5 3 35 A A4S 5

Fregiiéncia, Hz % 194

Figura 2.22 — Numero de onda em viga de Timoshenko, com r=0.

Em geral, pode-se destacar que a influéncia dos efeitos de cisalhamento e inércia de rotaglo
em analises em baixa freqiiéncia é desprezivel. Entretanto, em anélises em alta freqliéncia estes
efeitos ndo devem ser desprezados. Uma maneira para saber se a teoria de Timoshenko precisa

ser usada € através das curvas de dispersfio acima mostradas.

As diferencas entre os modelos numéricos de viga de Bernoulli-Euler e de viga de

Timoshenko podem ainda ser analisadas no dominio do tempo. Para isso, considerou-se um
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modelo de duas vigas, uma finita e outra infinita. Este modelo € discretizado com dois elementos

espectrais, um do tipo 2-nds e outro do tipo throw-off (Figura 2.23).

tamenio throw-off

o,

Figura 2.23 - Modelo de duas vigas, finita e infinita.

As duas vigas t&m as mesmas propriedades, sendo o médulo de Young E=2.1x10"" N/m~. a
densidade p=7800 Kgin‘ﬂ a razdo de Poisson v=0.3, a area de secio A=0.03x0.03 m". 0 momento
de inércia 1=6.75x10° m®, ¢ o comprimento da viga finita L=0.3 m. Uma forca transitéria ¢
aplicada no né 2 (Figura 2.23}, ¢ consiste de um impulso periédico com tempo de periodizacio
de 0.03 segundos. Foram utilizadas 4096 amostras na transformada de Fourier discreta. A forga

transitdria e seu espectro sdo mostrados na Figura 2,24,
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Figura 2.24 — O impulso periddico e seu espectro.

As repostas em freqiéncia de velocidade sZo calculadas no néd 2 utilizando os modelos de
viga de Bernoulli-Euler e de Timoshenko. A respostas no dominio de tempo sfo obtidas através
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da transformacdo inversa de Fourier. Estas respostas sdo mostradas para o modelo de Bernoulli-

Euler e para o modelo de Timoshenko na Figura 2.25.
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Figura 2.25 — A mobilidade no né 2 calculada usando os modelos de viga de Bernoulli-Euler ¢

de Timoshenko.

A excitagdo aplicada no né 2 gera ondas de flexfio que se propagam para as duas
extremidades, finita ¢ infinita. As ondas incidentes na extremidade finita (nd 1) se refletem, ¢ se
propagam para a extremidade infinita. Apesar de ser um modelo simples de viga, pode-se
observar da Figura 2.25 que o comportamento inicial do modelo de Bernoulli-Euler ¢ igual ao do
modelo de Timoshenko. Apés a reflexfo no n6 1 acontecer, o comportamento temporal nos dois
modelos torna-se diferente. Isto é devido & velocidade de propagacio segundo a teoria de
Bernoulli-Euler que € maior do que aquela da teoria de Timoshenko, o que pode ser visto na

Figura 2.26.
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Frzqigncia, Hz it
Figura 2.26 - A variagdo da velocidade de propagacdo de onda de flexdo com a fregiiéncia.

2.6 Estruturas do tipo pértico espacial

O caso mais geral € quande um membro de uma estruturas do tipo pdrtico espacial é
analisado. Normalmente, este tipo de estruturas contém virios membros rigidamente conectados
nas juntas. Cada membro destes € tratado como sendo um guia de ondas (“waveguide™) que

suporta movimentos longitudinais, rotacionais ¢ também movimentos de flexdo em dois planos.

[

veja a Figura 2.27. O deslocamento de cada nd € definido por 6 GDL’s, 3 translaces ¢
rotagbes. Na andlise dindmica deste tipo de estrutura através do uso do Método dos Elementos
Espectrais {SEM), o problema dindmico € tratado como sendo um grupo de problemas pseudo-

estalicos.

Figura 2.27 — Sistema de coordenadas e os GDL’s de um membro 3-D.
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2.6.1 Montagem da matriz de rigidez dinamica global

Em estruturas 3-D, os seis deslocamentos nodais ¢ 0 vetor de forca nodal sfio definidos

como,

—r—
>
il
iy
>
<
<}
>
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=
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>
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>
=
=
=
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onde o vetor de deslocamentos consiste de trés translacdes e trés rotacSes nas trés direcfes locais
(X,¥.Z) em cada nd e o vetor de forca é formado também pelas trés forgas axiais ¢ trés

momentos nas trés direcdes locais (X,¥,Z) aplicados em cada nd.

Para um membro de dois nés qualquer, o vetor de deslocamentos e o vetor de forcas

aplicadas definidos para cada né sdo relacionados via a seguinte matriz local de rigidez dindmica

”EHE Eﬂh Eaa 'Ead |

k,, k, k, k -

T B S R {ﬁ} - {F} (2.66)
k ca kcb kcc k cd

_£da ’fgdb Edc Edd R

onde a barra implica que o termo refere ac sistema de coordenada local e cada termo k da matriz

de rigidez € uma sub-matriz (3x3). Em uma forma expandida, a primeira quadra da matriz de

rigidez deste sistema € definida por,

k¥ 0 0 0 0 0

0 k& 0 0 0 kP
'k, kK, 10 0 K% 0 k% 0
P = oo (2.67)
ki, kel 10 0 0Kk 0 0

0 0 k% 0 k% 0

0 k% 0 0 0 Kk
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Os subscritos R, S e B referem-se aos elementos de barra em tragao-compressdo, barra em

tor¢ao e viga, respectivamente (do inglés “Rod”, “Shaft” e “Beam”). A matriz de rigidez do

membro (12x12) € dada normalmente no referencial da coordenada Jocal (X,¥,%Z) que deve ser

transformada para o referencial global (x.y,z). Esta transformacéo de coordenadas ¢ feita através

da matriz de transformagio definida como,

{2.68)

onde as translagdes e as rotagdes e o vetor de forga s8o transformados via a seguinte relactes,

{u}=[Tku}

{F}=[THF}

(2.69)

(2.70)

A matriz de transformagfio para transformar um sistema de coordenadas cartesianas €

definida por,

C,

—CNC_v cos(oe) — C_sin{ot)
D
Cnysin(a) - C, cos(t)
D

C

v

Dcos(a)

Dsin(o)

C

Z

e C_VCz cos{o) + C_sin{o)

D
C},Czsin(a) +C, cos(a)

D

(2.71)

onde D=./C]+C! e C,. Cy e C, s#o os cosenos diretores que 0 membro faz com os eixos

globais x,y e z, respectivamente, e o é o dngulo que especifica a rotacdo em torno do eixo

principal do membro (DOYLE (1997)). Assim, a relac@o dos deslocamentos e das forgas no

sistema global de coordenadas pode ser escrita da seguinte forma,
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lk)iay = £} (2.72)

k)= [T []r] (2.73)

~

onde ikJ € uma matriz simétrica complexa de tamanho (12x12). No caso de elemento iipo

“throw-off”, esta matriz ¢ simplesmente completada com zeros.

Para uma estrutura 3-D formada por védrios membros, a matriz de rigidez dindmica global
pode ser consiruida em uma maneira analoga aquela usada no FEM, onde considera-se que a
estrutura esteja em equilibrio dinimico e, portanto, cada né estd em estado do equilibrio e entdo
as forcas nodais para cada membro s3o calculadas em termos das matrizes de rigidez. O vetor

global das forcas aplicadas € também calculado, o que resulta no seguinte sistema matricial,
[& o= £ (2.74)

onde {1}} contém o vetor dos deslocamentos nodais da estrutura, {f:} € o vetor global das forgas

nodais aplicadas e [KJ € a matriz de rigidez dindmica estrutural. Nota-se que esta matriz é

simétrica, tipo matriz banda e geraimente complexa.
2.6.2 Programacao computacional

Assim que a matriz global de rigidez € construida, pode-se calcular a resposta nos nés .
Esta matriz € construida em forma anédloga 4 do FEM. A diferenca principal é que a matriz de
rigidez é calculada para cada freqliéncia desejada. Para cada membro a matriz de rigidez local é
calcuiada e ent@o transformada para o sistema de coordenadas global. A matriz de rigidez global
€ entdo construida e o sistema matricial € resolvido para achar o vetor dos deslocamentos para
cada fregliéncia. Um método préprio de solucio deve ser escolhido para esta matriz simétrica de
banda que normalmente contém muitos zeros. Geralmente, no método SEM, a estrutura contém

poucos nos e entdo a solugdo completa de todos os nds para todas as componentes de freqiiéncia
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pode ser guardada no disco rigido do computador. O pos-processamento destes dados pode ser
realizado facilmente. A resposta em freqiiéncia em qualquer né desejado pode ser obtida. A
possibilidade de calcular a resposta entre dois nés € também possivel usando as funcdes de
forma. Este cdlculo € mais freqiiente no SEM que no FEM pois o comprimente do elemento
espectral pode ser muito grande e entdo torna-se necessario obter a reposta em pontos localizados
entre os noés. O SEM foi implementado em um programa, utilizando o ambiente Matlab®, que
resoive problemas dindmicos de estruturas tri-dimensionais lipo pértico. A comparacio das
solucdes deste método com as de FEM e a soluco analitica também foi feita para validacdo. Para
isto, uma barra de aluminio, com comprimento L=1 m e 4rea de secdo A=0.01x0.0005 mz, fo1
usada. Uma forca periédica foi aplicada na barra nas trés dire¢Oes: longitudinal, ransversal, e
torcional. A barra foi modelada com SEM usando um elemento espectral, e com FEM usando 20
elementos finitos, e as respostas nas trés diregdes foram calculadas. As respostas analiticas foram
calculadas utilizando a superposi¢io modal, e usando 40 modos no célculo destas respostas. Os
autovetores ¢ os autovalores analiticos foram obtidos através da formulagio dada por BLEVINS
(1995). As comparacgdes entre as respostas analiticas e as respostas numéricas {(SEM e FEM) sio
mostradas na Figura 2.28, onde a boa concordancia entre elas pode-se observada. A diferenca
observada na resposta via FEM ¢ devido a malha grossa utilizada, e poderia ser melhorada com
uma malha mais refinada. As diferencas nas anti-ressonancias sio devido ao nimero de modos

usados no cédlculo da resposta analitica via a superposicdo modal.
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Figura 2.28 — Comparacio entre a resposta analitica, via SEM, e via FEM, de uma barra em

tracdo-compressio, em torgdo, ¢ em flexio.



Capitulo 3

A Analise Estatistica de Energia

Neste capitulo serdo mostradas as formulagdes do método de Andlise Estatistica de
Energia (SEA). Primeiramente, sdo estudados a energia modal em ressonadores de um grau de
liberdade e o acoplamento em ressonadores de miiltiplos graus de liberdade. Estes estudos serdo
a base para a formulacdo de fluxo de poténcia na SEA. As metodologias adotadas para o cdlculo
dos fatores de perda por acoplamento para vdrios tipos de acoplamentos sdo mostradas. Os
coeficientes de transmissdo e de reflexiio em diferentes tipos de acoplamento sio mostrados para
varios 1ipos de ondas incidentes, longitudinais, transversais em dois planos, e torcionais. Em
seguida, as formulagdes bdsicas da SEA sdo dadas. O Método de Poténcia Injetada (PIM), para
a avaliagdo dos fatores de perda, é mostrado, e as vantagens e desvantagens da SEA sdo
discutidas. O desenvolvimento tedrico neste capitulo foi feito baseando-se em CREMER ET AL.

(1988}, LYON E DEJONG (1995), e alguns outros artigos citados no texto a seguir.

3.1 Introducao

Nos dltimos anos hd um crescente interesse pelo método de Analise Estatistica de Energia
(SEA), principalmente devido 4 possibilidade de utilizacio em vérios setores da engenharia tais
como civil, autornobilistica, aerondutica, e naval. Uma das principais razdes para o uso crescente
da SEA tem a ver com a limitagdo dos métodos deterministicos como o Método dos Elementos
Finitos (FEM). Para estudar problemas de propagacio de vibracio estrutural em altas freqiiéncias

via 0 FEM, terd que subdividir a estrutura a ser analisada em elementos muito pequenos, o que,
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eventualmente, pode impossibilitar que o calculo seja feito, mesmo em grandes computadores. O
custo computacional via 0 FEM pode ser muito aito. Além deste problema, existem outras
limitacGes relacionados com a descri¢do especifica das condigbes de contorno as quais,

geralmente, ndo sdo perfeitamente conhecidas.

O método de andlise estatistica de energia surgiu primeiramente no infcio dos anos 60,
sendo o primeiro trabatho de LYON E MAIDANIK (1962). Ele surgiu como uma alternativa para a
resolucdo de problemas de vibroacistica na drea de engenharia aeroespacial. Ele ganhou
importdncia na drea militar como uma ferramenta para a predigio dos niveis de ruido aciistico e
da distribuicdo dos niveis de energia de vibracio em grandes estruturas tais como navios e
submarinos, desde a fase inicial de projeto. Na area de engenharia, a SEA pode ser usada para
obter estimativas quantitativas da resposta dindmica média de um sistema. A distribuicdo da
resposta dindmica do sistema € obtida através da distribuicdo de energia entre os sub-sistemnas
que o compdem baseando-se nas equagdes de equilfbrio de energia destes sub-sistemas. A SEA
pode ser usada para tracar o fluxo de energia no sisterna e identificar os principais trajetos de
transmissdo de energia do ponio de fonte ao ponto de dissipacio. Estas caracteristicas podem ser
muito benéficas para sistemas grandes e complexos quando comparadas com as dos métodos

numéricos deterministicos como o FEM e o método dos elementos de contorno (BEM).

O nome Analise Estatistica de Energia foi dado logo depois do trabalho de LYOoN E

MAIDANIK (1962). Os trés termos do nome foram escolhidos na base das seguintes definicdes:

* Andlise, para enfatizar sua utilizacio como uma grande filosofia de calculo, muito mais
0 que um meétodo numérico em particular.
*» Estatistica, para enfatizar que os resultados sio obtidos em termos de valores médios.

» Energia, para enfatizar que a varidvel principal que caracteriza a resposta dindmica do

sistema € a distribuicdo de energia.

Devido & caracteristica estatistica do método, ele é considerado adequado a andlise de
estruturas complexas, com excitagdes aleatdrias de banda larga de freqliéncia. Portanto, nio

haverda preocupacdo com problemas localizados mas sim com o comportamento global do
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sistema. As predic¢des de distribui¢io de energia no sistema analisado sdo mais confidveis quanto

maior for a diversidade e a extensio do sistema real, representado pelo modelo matematico.

Devido ao modelo relativamente pequeno de SEA, quando comparado com os demais
métodos numericos, ele oferece a vantagem de analisar ¢ estudar um sistema mecanico nos
primeiros estdgios de um projeto. Com isso fica mais facil verificar a sensibilidade da
distribuicdio de energia & variacdo dos pardmetros envolvidos. A SEA também pode ser usado

como uma ferramenta para a determinagfo e quantificacio das trajetdrias de propagacéo de

vibracdo (HECKL E LEWIT, 1994).

3.2 Energia de vibracdo em ressonadores modais

Como a energia € a principal varidvel da resposta em SEA, o uso desta varidvel para
descrever a vibragdo de sistemas acoplados é apresentado primeiramente. Maneiras comuns de
analisar tals sistemas empregam osciladores modais ou descricio de movimentos destes sisternas

em termos de propagac@o de ondas de vibragdo.
3.2.1 Sistemas lineares de um grau de liberdade

Para comegar, um estudo de energia de vibraco em ressonador de um grau de liberdade &

realizado. Considere um simples ressonador linear mostrado na Figura 3.1.
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Figura 3.1 - Ressonador linear de 1 GDL.
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No sistema acima mostrado, o amortecedor ou a resisténcia mecanica C produz uma forca
—Cx que atua na direcdo contriria de deslocamento x da massa M. O elemento de rigidez K
produz uma forca —Kx na direcio contriria de deslocamento x. Escrevendo a equacio de

balango de forcas tem-se,

(o)

X+ 0Nk + o) x = —t 3.1)
n M (

onde @, ¢ a freqliéncia natural em rad/seg, e 1 =

€ o fator de perda. Para um sistema ndo

n

amortecido vibrando livremente, esta equagfo pode ser escrita na seguinte forma,
X+wx =0 (3.2)
A solugado geral desta equagio pode ser dada por,
X = Bsin{w,t) + Ccos(m,t) = Asin{m,t +0) 3.3
onde os amplitudes A, B, C e ¢ sdo reais e arbitrérios, e podem ser determinados através de

valores conhecidos de deslocamento x e velocidade . Expressdes para a energia cinética da

massa e a energia potencial no elemento de rigidez podem ser dadas em qualguer instante t como

sendo, respectivamente,

1 2 1 2 * i
E, :EMir ‘—'—Z-MA'CO; Cos (1 + b} 3.4)
. I 2 _ 1 2. 2 . A~
E, MEKX %EKA sin“{m, t+0) (3.5)

A energia total € a soma da energia cinética e a energia potencial. Calculando esta energia

total como sendo a média no tempo, ela pode ser escrita da seguinte forma,

(E,) mijT(E +E,)dt =~ MA’e’ + KA’ = Lra? (3.6)
Vo TR TR Ty "4 2 '
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Assim, as energias cinética e potencial calculadas como médias no tempo sfo iguais, e cada
uma ¢ igual @ metade da energia total do sistemna. Este resultado € considerado importante e serd
utilizado na SEA. A energia total de um sistema pode ser calculada através do célculo somente da

energia cinética, que € geralmente a mais facil a ser calculada. Na presenca de amortecimento,

uma soluc@o diferente pode ser assumida do tipo,

1 :
x=Xe®, com o= ——Emﬂn Tiw, (3.7)

onde i=+-1¢e @ =®,4/1~ %—— . Desta forma, a solucfio ¢ dada por,

x(t) = Ae ™ sin(w,t + ¢) (3.8)

Neste caso, as oscilagdes livres acontecem em freqiiéncias ,, chamadas de freqiiéncias

naturais amortecidas, sendo que a amplitude das oscilages diminuem exponencialmente com

ternpo. A energia cinética € dada por,

1.,.. 1 23 - ) N (
E, :5Mx- :EMA"mge ®em —jcos(mét+@)+5nszn(wdt~+~a)) (3.9)

n
A energia potencial € dada por,

1 T ot - 7
E Z%KXZIEKA'E “sin (,t + §) (3.10)

B

Estas expressdes podem ser escritas de forma simplificada se uma média é calculada sobre
um ciclo de oscilagdes, desconsiderando a pequena mudanca de amplitude neste periodo devido
ao multiplicador exponencial. Com esta hiptese, a energia cinética € igual a energia potencial, e

a energia total pode ser considerada simplesmente como sendo o dobro da energia potencial ou da

energia cinética.
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LYON £ DEJONG (1995) mostraram que, para excitagdes aleatérias, pode-se definir que,

<5{2>i = mi<k2>g (3.11)

0 que mostra que. para excitagdo senoidal ou aleatéria, a relacfio entre a média temporal de
aceleracdo ¢ de velocidade € constante. Esta hipotese ¢ importante na SEA porque ela permite a
transformagdo de uma varidvel para outra sem levar em conta a forma e a natureza da excitacio

utilizada.

Sistemas acoplados mais complexos podem ser desenvolvidos através das equacdes do
sistema simples de ressonador linear apresentado anteriormente. Para estudar a interacdo de
energia entre sistemas acoplados, consideram-se os sistemas de dois ressonadores lineares

acoplados via elementos de rigidez e massa, Figura 3.2.

1 $
A | (1) (8
X4(1) I A x%(t)
‘ M ’——’\A{(\/\/-—— M2
T ‘ | © ’ |
K == Cs K2§ :ﬁ?—scz

Figura 3.2 — Sistema Acoplado de dois Ressonadores lineares.

Da mesma forma descrita anteriormente, a energia cinética e a energia potencial do sistema

podem ser escritas das seguintes formas, respectivamente,
1 .7 i .7 1 . . 2z
E, :;M;X{+5M3X£+§MC(X1+X;) (3.12)

b, o 1, 5 1 2 .
Ep:SK]x;+EK2x5+5KC(x2—X§) (3.13)
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As equagdes de movimento podem ser escritas utilizando o principio de Lagrange. Neste
caso, considerando que as duas forcas f; e f; sdo forcas independentes do tipo ruido branco, e que

sdo independentes do vetor de velocidades, pode-se escrever para cada ressonador i,

4k, OE ok, _ £ (3.14)
drt 9%, dx, ok,

Usando as equagdes {3.12} e (3.13), e levando em conta as forgas de amortecedores CX, e

as forcas do acoplamento, tem-se,

f = {Mi «—%M }(E +§Mcx2 +Cx%, + (K, +K_ )x, - K x, (3.15)

f, = (Mz +%:MC } +-sz;{;s +C,%, +{K, + K, x, - K X, (3.16)

Estas duas equagdes representam o movimento do sistema acoplado. Elas demostram que o
movimento (deslocamento ou velocidade) em um sistema resulta em forca ou poténcia injetada
no outro. Os dois sistemas acoplados podemn ser matematicamente desacoplados de duas
maneiras: considerando deslocamentos, velocidades, e aceleracbes do sistema 2 nulas; ou

atribuindo valores nulos aos pardmetros de acoplamento K e M._.

A poténcia instanténea injetada no sistema pela forca f; é f X, e, entdio, calcula-se esta

poténcia como média no tempo usando as equagdes anteriores como,

(£,%,), m{ME +§MC }(xgxl)i +§MC(5{25{1>‘ +C (%), +{K, +K Kx %), —K (x,%,),

(3.17)
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{f1%,), E[M: T%ML. J(sa.zxz), +%Mc<x!x2>r +Cy (%R0 ) +(K, +K 0%, ) —K (x5,

(3.18)

Nota-se que o termo C‘f(i?{i% representa a poténcia dissipada pelo elemento amortecedor
C;. Para um processo estaciondrio, onde <di;f/dt> 2<dxf/dt>t =, as equagdes (3.17) e (3.18)

podem ser usadas para escrever uma forma de calcular o fluxo de poténcia do sistema 1 para o

sistema 2 dada por (I.YON E DEIONG (1995)),

(Pn), =K (%, (x, -x)), +%MC<X,(X2 —X,)), (3.19)

O fluxo de poténcia do sistema 1 para o sisterna 2 pode ser calculado também como sendo

proporcional & diferenca entre a média temporal de energia total dos sistemas 1 e 2 definidas

anteriormente. Assim, tem-se a seguinte expressio,

{P.), = 2a(E, —E,) (3.20)

Nota-se que E; € a media temporal da energia do sistema i escrita sem ( >[ somente para

simplificar a notagdo das expressdes envolvidas. O pardmetro g1z depende somente das

propriedades do sistema em questo, e dado por LYON E DEJONG (1993},

- g3, +B,) s
En = N -7 N " (.}..ﬁ,l)
(o - 2] + (B, +B, B0} + B
onde, { = ==, B =m0 n—g wz—(—%—i}(’;) A equacdo (3.12) é facil a ser
L~ ij ’ i [t B i Mi H Mi - q 'y -

usada jd que a média temporal da energia total de sistema i pode ser, como foi mostrado
anteriormente, calculada como sendo o dobro de energia cinética ou o dobro de energia potencial.

Nota-se desta expressdo que g € positiva definida e, entdo, a direcio de fluxo de poténcia € do
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sisterma com Imalor energia para © sistema com menor energia, e ela é uma fungio dos pardmetros
de acoplamento e dos fatores de amortecimento dos dois sistemas. Nota-se também que g5 €

simétrica (g;2=g21), ou seja, o fluxo de poténcia neste caso é reciproco.
3.2.2 Sistemas lineares de varios graus de liberdade

A interagdo de dois subsistemas acoplados é analisada. Cada um dos subsistemnas é
representado por varios graus de liberdade. O acoplamento dos dois subsistemas é considerado
ndo-dissipativo. Assume-se que a excitagdo utilizada é do tipo ruido branco dentro da faixa de

frequiéncia Aw, e que dentro desta banda de freqiiéncia existem N, =n,A® modos em cada

subsistema, onde n,() € definido como a densidade modal de subsistema i, veja Figura 3.3.

Subsistema 1 Subsistema 2

Figura 3.3 — Interacdo dos modos de dois subsistemas com vdrios GDLs.

Dentro desta defini¢do, algumnas hipdteses devem ser feitas:

1. Cada modo o de um subsistema i € descrito por uma freqiiéncia natural my que é
definida dentro da faixa Aw. Isto €, cada subsistema é um membro de conjunto de
sistemas que sdo fisicamente similares.

2. Todos os modos de um subsisterna sdo igualmente energéticos e suas respostas modais
sdo incoerentes. Isto €, as energias dentro de cada subsistema sao iguais. Por exemplo,

uma viga exibe quatro grupos de modos: um grupo envolvendo movimentos
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longitudinais, um grupo de movimentos torcionais, e outro grupo que envolve
movimentos de flex&o nos dois planos ortogonais.
3. O valor de amortecimento de cada modo em um subsistema é o mesmo. Isto nio &

essencial, mas tende a simplificar a formulacio.

Estas hipGteses s@o consideradas importantes na formulagdo da SEA. O termo “estatistica”
da SEA pode ser observado através destas hipéteses. Baseando-se na hipétese 2, pode-se

escrever,

. para o subsistemna 1

I
I
s
I
I
i
i
1l
T
!

\ para o subsistema 2

onde, E;| € a energia modal (energia/modo) do modo 1 no subsisterna i. Como foi mencionado
anteriormente, a energia modal € calculada através da média temporal da energia total do
subsistemna (E;) dividida pelo nimero de modos (N;) neste subsistemna. A troca de energia entre os

dois subsistemas € caracterizada pela soma da troca de energia entre os diferentes modos de cada

subsistema.

Da mesma forma feita para os ressonadores de um GDL, pode-se definir o fluxo de

poténcia total de todos os modos N; de um subsistema | para 0 modo ¢ de um subsistema 2,

como sendo,

E E,
P, =(2,)N, N’ ~ (3.22)
H “r2

onde, (g,,) € a média calculada em relagio s freqiéncias Wy & g, e calculada através da

equagdo (3.21). O fluxo total de energia de subsistema 1 para subsistemna 2 é calculada via a soma

de todos os modos N> de subsistema 2, resultando na seguinte eXpressao,

E, E
P,=(g NN, .__‘..._2} 393
iz (c‘:ac> EV_ NI Ng} ( J)




A AVALIACAO DE FATOR DE PERDA POR ACOPLAMENTO 3.11

Nota-se desta equagdo que o fluxo de poté€ncia Py; € proporcional a diferenca das energias modais
dos dois subsistemas, mas nio é proporcional a diferenca das energias totais dos subsistemas.
Substituindo N; pela densidade modal n; definida anteriormente como N, =n,Af, pode-se

escrever Py, como,

P, = an,E, -n,E,) (3.24)

g, Af
onde, foi usada a expressdo T zlm’ com 7); definido como o fator de perda por
0]

acoplamento do subsistema i1 para o subsistema j. Esta expressdo € considerada util jd que ela

permite achar um modo de acoplamento desconhecido de um acoplamento conhecido. Assim,

pode-se escrever a relagéo,

N _(8a)ms (3.25)
Moy <g 21 >n1
e, notando-se a simetria da funcéo (g . > . pode-se escrever que,
oMy, = 0,7y, {3.26)

Esta relacdo basica € conhecida como a relac@o de reciprocidade. Ela originou-se do fato

que a troca de poténcia entre dois subsistemas depende da diferenca entre as energias modais dos

dois subsistemas.

3.3 Aavaliacao de fator de perda por acoplamento

Talvez o fator mais importante na SEA seja o fator de perda via acoplamento m;. Ele
caracteriza 0 comportamento dindmico nas juntas entre dois subsistemas, estruturais ou acusticos.
As juntas podem ser de vérios tipos: juntas via pontos, juntas via linhas, e juntas via superficies.
Este pardmetro € uma medida da taxa de energia que flui fora de um subsistemna para outro via
acoplamento. A avaliacdo deste fator analiticamente e experimentalmente € discutida em seguida.

Neste trabalho, estruturas trelicadas do tipo pdrtico plano e espacial ser@o utilizadas. Contudo,
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estruturas do tipo placas planas s3o também de importancia indiscutivel em problemas de

engenharia. Portanto, formulagbes para acoplamento de placas sdo também mostradas.

3.3.1 Sistemas conectadas via ponto

Teoricamente, a avaliagéo de fator de perda por acoplamento € relacionada a um coeficiente
conhecido como o coeficiente de transmissdo. Existem duas maneiras ou aproximagdes para
achar expressGes para avaliar este coeficiente; a aproximacio modal e a aproximagio via
propagagao de ondas. Neste trabalho, a dltima aproximacio serd utilizada e aplicada em dois
subsistemas conectados via um ponto, e os resultados obtidos serdo usados para obter
formulagdes de fator de acoplamento para outros tipos de conexdo. Para isso, considera-se um

sistema uni-dimensional de duas vigas conectadas, veja Figura 3.4,

g j
Piné/\i"/"& N Ptra
Pref -

Figura 3.4 — Propagacdo de energia para o cilculo de coeficiente de acoplamento.

Na figura acima, a energia reverberante no subsistema i ¢ representada por E;. A velocidade
de grupo da onda correspondente € cg; , € 0 comprimento do subsistemna i € dado por Li. Supondo
que o fluxo de poténcia no subsistemna i for Py, para ondas incidentes, e P.f para ondas refletidas,

€ que estas ondas sdo incoerentes, pode-se definir (hiptese da SEA) que o fluxo de poténcia do

subsistema i para o subsistemna j ¢ dada por,
P, =wnE, (3.27)
A poténcia transmitida para o subsistema j, pela definicio do coeficiente de transmissio Tij

¢ dada por,

P, =1P (3.28)
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A » R 12 . .

e, por outre lado, a poténcia refletida pode ser dada por P, = [r] P,.. onde r € a amplitude do

coeficiente de reflexdo. Considerando que a poténcia ndo estd sendo dissipada na interface dos
. . . .. .. t 12

dois sistemas (acoplamento conservativo), este coeficiente pode ser definido como ;r[ =1-1

it

Para os subsistemas infinitos da Figura 3.4, e igualando as equacdes (3.27) e (3.28), tem-se

o fator de acoplamento dado por,

(3.29)

- ) . . L,
Usando expressdo para a energia no subsistema i dada como E, =—~(P, +P_ }(LYONE
c .

g

DEJONG (1995)), e considerando o caso de acoplamento fraco, que é uma hipétese na SEA, pode-

8¢ esrever gue.,

(3.30)

Nota-se que essa relagdo ndo € simétrica, sendo que 7, € simétrica, ou seja, T, =1 ;- Nas

proximas secdes serfo estudadas formulacOes para avaliar teoricamente o coeficiente Tj. Em

geral, e para m subsistemas conectadas via um ponto, o coeficiente ;2 pode ser calculado através

da seguinte equacio,

_ 4R R,

T Lt (3.31)
]Zl+221'

onde R; ¢ a parte real da impedancia Z; do subsistema i.
3.3.2 Sistemas conectadas ao longo de uma linha

Este tipo de acoplamento pode ser observado em sistema de duas placas (Figura 3.5).
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Figura 3.5 — Duas placas acopladas ao longo de uma linha.

Neste caso especifico, as seguintes hipéteses sio consideradas:

& somente as ondas de flex3o sdo levadas em conta.

* aresposta dindmica de cada placa pode ser representada por uma combinacédo de ondas
planas de flexdo. Esta suposicio requer a presenca de nimero suficiente de modos
naturais em wm subsistema, dentro da largura de banda de freqiiéncia utilizada.

* As ondas de flexfio ndo sfo correlacionadas, o que significaria que a energia total €
igual & soma linear das energias em cada onda. Na pratica, trés argumentos podem ser
levantados através desta hipdtese. O primeiro é que ondas correlacionadas podem
resultar em média na freqiiéncia que poderia ser nula. O segundo tem a ver com a
media espacial, e se baseia no fato que o comprimento de onda de flexio & pequeno em
altas freqti€ncias. Entdo, qualquer correlacio entre esias ondas pode resultar em uma
média espacial nula. O terceiro argumento ¢ relacionado 2 média de vérios registros ou
conjunto de dados (“ensemble averaging”). Para ondas correlaciondas, este tipo de
média pode ser também nulo. Esta hipétese é equivalente a assumir que os modos
naturais ndo sfo correlacionados.

* As ondas de flex3o sdo difundas no sentido que a energia em uma onda € a mesma em

todas as direc¢Oes.

Para ondas de flexdo em placas, a densidade modal pode ser calculada via a seguinte
expressdo (LANGLEY E BARDELL (1998)),
WA
In =
2mee,

(3.32)
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onde, ¢ € a velocidade de fase das ondas de flexdo, c,=2c ¢ a velocidade de grupo, e A € a drea de
placa. Da Figura 3.5, as ondas incidentes de flexao com direcdo entre 6 e 6+d6 na placa 1 exibem

densidade de energia {energia por unidade de drea) dada por (LANGLEY E BARDELL {1998§)),

E
E, =——dé {3.33)
2TA,

A média no tempo do fluxo de energia na direcdo 6 ¢ entdo,

=, 3.34
S omA, 534

A poténcia transmitida por estas onda para a fronteira da placa 2 € entdo dada por,

E
P) = L Lcos(8)do
< L)z Ca 2TA s(9)

1

(3.35)

A poténcia transmitida para a placa 2 pode ser calculada através do coeficiente de

transmissdo T,2(9) da fronteira multiplicado pela poténcia incidente. Deste modo, a poténcia total

transmitida para a placa 2 pode ser escrita na seguinte forma,

(3.36)

= !

: E T, )¢,. L
Pin= J-Cg] ?TE;;—LTQ(Q)COS(G)CIB QJEE{W{.“;H;ZL}

1

SR

com (7,,) == | 7,,(8)cos(6)de.

o | —

2]

v}

A poténcia liquida transmitida entre as duas placas € ento calculada como,
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PIZ = P}—>2 - P2—>§ = mEi <’252>CS]L - COEZ(<FC2;>C£2L (337)
WA, WA,

Usando-se a relagio de reciprocidade da equagio (3.26), e escrevendo-se a equagao (3.37)

na forma da equacio (3.24), tem-se de novo a seguinte relacio,

P, = m(nmEa —nmEz) (3.38)

com o coeficiente de transmisséo definido por,

— <t§2>cgi]_’ 3.329
L yy (339

1

E importante ressaltar que o coeficiente de transmissio é a chave para calcular o fator de
perda por acoplamento na SEA. Virias tipos de juntas estruturais podem ser analisadas para o
célculo deste coeficiente, ¢ podem ser encontradas em trabalhos publicados (LYON E DEIONG
(1995), LANGELY ET AL. {1990)).

3.4 A avaliagdo analitica dos coeficientes de transmissao e de
reflexao

Discontinuidades geométricas podem ser vistas em componentes estruturais que se
encontram em angulos retos como, por exemplo, paredes de uma sala, barras de suporte, e vigas
formando estruturas do tipo pérticos. Outras discontinuidades podem ser encontradas em
estruturas unidimensionais, com materiais ou geometrias diferentes, conectadas no mesmo plano.
Um exemplo destas estruturas unidimensionais é quando duas vigas com dreas de secdo
diferentes s3o conectadas na mesma linha, veja a Figura 3.6 . As estruturas do tipo pértico
espacial, bidimensional e tridimensional, constituem o enfoque central deste trabalho. Em
estruturas deste tipo, as ondas incidentes sio parcialmente refletidas dependendo da

discontinuidade envolvida. Portanto, as energias de propagacdo sdo parcialimente reduzidas e/ou
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transmitidas através desta discontinuidade. Alguns dos diferentes acoplamentos que poderiam

acontecer em estruturas trelicadas sdo mostrados na Figura 3.6.

% _ // & P2l — f) long.-tran.
fong.-iong. / lonig.-ran. tran.sran, L N

&

&
\
‘-\‘-..,

Iy

+

tran.-tran.

tran.ran, tor-tor. tor-tor. tor.-tran,

Figura 3.6 ~ Diferentes acoplamentos em estruturas trelicadas tridimensionais.

Em estruturas tridimensionais as ondas incidentes podem ser no plano da junta ou fora do
plano. Para estudar estes acoplarnentos, os casos de onda incidente longitudinal, onda incidente

torcional, onda incidente transversal no plano, e onda incidente transversal fora do plano serdo

estudados.
3.4.1 Caso de ondas incidentes longitudinais em barras retas

Considera duas barras retas e semi-infinitas com secdes diferentes, e possivelmente com

materiais diferentes, conectadas na forma mostrada na figura abaixo, a chamada “butt joint”.

P — P2
Vi, D Vo @
e o —rrerer——— N

X

Figura 3.7 — Duas barras retas conectadas via um ponto.
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Estas barras séo firmemente conectadas de tal forma que as componentes de velocidade na
discontinuidade podem ser transmitidas de uma barra para a outra. As tensdes nos dois lados da
junta s@o também iguais. Isso resultard nas seguintes condigdes de contorno na junta, ou seja, no
plano imagindrio da junta,

vV, =V,
} (3.40)
F =F,
onde v, € a velocidade da onda longitudinal na viga | devido forca axial Fy, e v, € a velocidade
da onda longitudinal na viga 2 devido & forca axial F,. Tendo em vista que as ondas na barra |

incidentes na barra 2 sfo parcialmente refletidas e parcialmente transmitidas, da segunda

condigdo de contorno pode-se escrever que,
F =F, +F_ mZ}(vavi_)sz =2Z,V,. (341

onde 2, e Z; sdo as impedincias mecinicas nas barras | e 2 respectivamente, v, € o campo de
velocidade das ondas longitudinais incidentes na barra 1, vi_ € o campo de velocidade das ondas
refletidas, e v, € 0 campo de velocidade das ondas transmitidas, Usando a primeira condic@o de
contorno pode-se abter,

27,
N Vld— B L —
Z +7Z,

v,, =

(3.42)

Desta forma, pode-se calcular a eficiéncia de transmissio T, COMO a razdo entre a poténcia

transmitida e a poténcia incidente, e entio,

Do _ZaVa, 4 (3.43)
PH Z;VL

T =

Tendo em vista a defini¢do da amplitude do coeficiente de reflexdo de energia. r, Como a

razao entre a pot€ncia refletida e a poténcia transmitida, tem-se,
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Z,-Z,
[ el (3.44)
Z,+Z,

E, por defini¢do, o coeficiente de reflexdo de energia, também chamado de eficiéncia de

. 2
reflexfio py, € calculada como sendo igual a [r{ e, desta forma,

1 =l-p, =1 (3.45)

Observa-se que neste caso fol considerada a auséncia de absorcio de energia na juncio das
duas barras e, desta forma, a energia que no estd refletida deve ser transmitida. Observa-se
também que, no caso de barras idénticas, com a mesma secio ¢ o0 mesmo material, o coeficiente
de reflexdo € nulo e, portanto, o coeficiente de transmissdo € igual a 1. E importante ressaltar que

os coeficientes 7, € pL sd0 constantes em relagio a freqiiéncia de excitagio.
3.4.2 Caso de ondas incidentes transversais em vigas retas

Consideram-se duas vigas retas e semi-infinitas conectadas na forma mostrada na figura

abaixo.

V,
iVEz1< TFy% @ WT T\’ye ) lez }Mﬂ
R
¥ \Vj; X

Wzo

Figura 3.8 - Duas vigas retas conectadas em um ponto.

Estas vigas, que possivelmente podem ser de diferentes geometrias e materiais, sio

firmemente conectadas de tal forma que os momentos e as componentes de velocidade podem ser
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transmitidas de uma viga para outra. Isso resultara nas seguintes condi¢des de contorno validas na

junta,
V},] = Vyz
F.=F,
o (3.46)
Wzl = WZZ
le - MZZ

onde vy; € a velocidade transversal, Fy; € a forca de cisalhamento, w,; é a velocidade angular, ¢
M. ¢ 0 momento, todos definidos para a viga i. Observe-se da Figura 3.8 que, por exemplo, v, é
a velocidade transversal das ondas na diregdo y definida para x<0, a regifio antes da
discontinuidade, enquanto vy, € definida para x>0, a regido depois da discontinuidade. Observe-
se também que este problema s6 pode ser analisado separando as varidveis dadas como funcdes

do tempo nas suas componentes senoidais. Assim, uma onda incidente senoidal na regido 1 (x<0)
ik, T .- . .
pode ser representada por v,e ", comk; definido como o niimero de onda transversal na vigal,

Nesta regido, esta onda incidente resulta em uma onda refletida definida como,
g1+ 8 ; (3.47)

onde r € uma quantidade complexa definida como a amplitude do coeficiente de reflexdo. As

componentes evanescentes de campo préximo podem ser representadas analogamente como,
(3.48)

onde r; € definida como a amplitude do coeficiente de reflexdo das ondas evanescentes. Desta

forma, a velocidade transversal na regido 1 (x<0) é dada por,
. ~ik X ik x —kyx
V()= v (e 4 et e (3.49)

Da mesma forma, as ondas na regido 2 (x>0) se transmitemn com ndmero de onda K,

diferente, € entdo pode-se escrever que,
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o =v,,te (3.50)
Ve =y e (3.51)
Desta forma, o campo de velocidade transversal na regido 2 € entdo dado por,
- ~ikay ~kay
V0=, fe™ Fre) (3.52)

Tem-se, entdo, quatro incdgnitas - r, 1, 1, € §; - que devem ser resolvidas usando as quatro
condig¢des de contorno acima dadas. Observa-se que a coordenada espacial y foi introduzida para
indicar a dire¢io de propagacio, onde a diregfo positiva de velocidade v, tem a direcio positiva

da coordenada x. Da primeira condi¢do de contorno tem-se a seguinte expressio,
1+ =t+t, (3.33)
Usando a teoria de Bernoulli-Euler para vigas tem-se as seguintes equacbes,

_adv MZ*E——(&V—? .m—@—, N (3.54)

W = -
dx i@ dx dx ioom’

onde m’ € a massa por unidade de comprimento, B ¢ definida como a rigidez de flex@o dada por
B=EIL com E o médulo de Young e I o momento de inércia da area. Assim, as outras trés

equacdes de contorno resultam nas seguintes expressoes, respectivamente,

(i=ir+r)=xW(it-rt)
(=i+ir+r)=y(=it-t) {(3.55%
(—l—r+r)=y{-t+t,)
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Com ) —=—= =i @ \;f:wm-u——

K, A, kiB,
kA :

, onde A ¢é o comprimento de onda. Resolvendo estas equacdes
H

pode-se determinar as incégnitas envolvidas. As duas incégnitas mais importantes s3o dadas por,

o 20y
XA+Y)* + 291+

2wy i - )
KT+ +2y(1+ %)

(3.56)

E. por definicdo, o coeficiente de transmissdo, também chamado de eficiéncia de

. - - . 2
transmissio, g, € calculado como sendo iguala (1- |r} )} e, desta forma,

(3.57)

) _[24§$a+ma+w)J2
-

x(1+v)* + 291 +x7)

Observa-se que o coeficiente de reflexdo pg pode ser determinado por pp=I-Tg, ¢ que 0s

coeficientes T € pp s30 constantes em relacfio & freqiiéncia.
3.4.3 Caso de ondas incidentes torcionais em barras retas

Consideram-se duas vigas retas e semi-infinitas conectadas na forma mostrada na Figura
3.9,

e

Mx‘]'\_ MX2>

= h
@ Wx:) ny @ 2

[ —

i

k i
° )Wﬂ o
+

Figura 3.9 — Duas vigas retas conectadas em um ponto.
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Neste caso, ¢ da mesma forma feita na secdo anterior, existem duas condigdes de contorno
definidas como,
W

=W

(3.58)
M, =M,
onde wy; € a velocidade angular, ¢ My € 0 momento de tor¢do, definidos para viga 1. Assim, as

ondas torcionais na regido 1 e 2 podem ser representadas por,

- —ik!x ik x
wxl(x)—wxf+(e +r.e )

W x7 (X) = th (t[eqkéx )

onde r, é a amplitude do coeficiente de reflex@o, ¢, € a amplitude do coeficiente de transmissdo de
ondas torcionais, e k' é o nimero de onda para ondas torcionais. Aplicando as condi¢cdes de
contorno acima tem-se,
Cr, I~ Cr, I
2¢, I}

t = ’ ’
cp I +eq I

(3.60)
t

onde 1" é o momento de inéreia por unidade de comprimento e ¢t € a velocidade de propagacdo

de ondas torcionais no meio. I” pode ser calculado, por exemplo, para se¢des retangulares, é
dado por I'=p/ 12(!:>h3 + hb’ ) Destas equagdes pode-se escrever, finalmente, os coeficientes de

transmissdo e de reflexdo respectivamente como,

s
_ oL
Ty =

tf (3.61)

'
cT'I,

~

pr =) (3.62)
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onde Tr ¢ o coeficiente de transmissdo de uma onda incidente torcional na viga 1 para uma onda
torcional na viga 2, e pr € o coeficiente de reflexdo. Observa-se que pr também pode ser
calculado simplesmente como pr=I-1r, j4 que por hipdtese nenhuma energia é absorvida na

junta. Observa-se também que Ty ¢ pr sio constantes em retacdo a freqiiéncia.
3.4.4 Caso de ondas incidentes no plano X-y em barras do tipo L (“right angle”)

Consideram-se duas vigas semi-infinitas conectadas em angulo reto (CREMER ET AL.

(1988)). ou seja, as linhas neutras das duas vigas s80 ortogonais, veja a Figura 3.10.

Fxz *‘FyE
o=l

¥

«/_’r

W2

O

/1 =

Mz \Xw?_:l | \ijr @ Vi i Vyt
x1 | i

e

X

Figura 3.10 - Vigas conectadas em dngulo reto. Propagacao no plano x-y.

Estas duas vigas, que possivelmente podem ser de diferentes geometrias e materiais, sio
firmemente conectadas de tal forma que os momentos e as componentes de velocidade podem ser

transmitidas de uma viga para outra. Isso resultard nas seguintes condig¢Bes de contorno validas na

junta,

2l

xi ﬁvx‘l? vyl - V}"?’ Fx! mFxZ’ F)fi 2}‘:}"-_” Wzi = sz= M mI\JZZZ (363>
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onde vy, € a velocidade de propagacio ao longo do €ixo x, vy; € a velocidade ao longo do eixo v,
Fyi € a forga de cisalhamento na viga 1, wy; € a velocidade angular na viga 1. Observe-se da
figura acima que, por exemplo, vy; € a velocidade transversal das ondas na direcio y definida
para x<0, a regido antes da junta, enquanto vy, € definida para x>0, a regifo depois da
discontinuidade. Neste caso de juntas definidas no plano x-y, dois tipos de ondas podem ser
incidentes na junta, na regido da viga 1; onda longitudinal ou onda transversal. A seguir, estas

duas possibilidades serdo estudadas, e os coeficientes de transmissio e de reflexo serfio obtidas.
3.4.4.1 Onda incidente transversal no plano x-y

Primeiramente, a onda inicial incidente serd considerada como sendo uma onda transversal
(flexio) no plano x-y na regido 1. E importante notar também que as ondas longitudinais,
refletidas ou transmitidas, sé podem ser geradas em faixas de freqiiéncia mais elevadas.
Utilizando a mesma metodologia usada na segfo anterior, pode-se definir que as ondas na regio

1 (x<0) se transmitem com velocidade dada por,

ik

v (x) = Vyw(e"ik’x + e 4 e ) (3.64)

Da mesma forma, as ondas na regifo 2 (x>0) se transmitem com velocidade dada por,
— -ik-p}" —kw}' ~ ~
Vx?.(y)—vyié(te ) "btie ) ) ('363}

onde a coordenada espacial y foi introduzida para indicar a direcio diferente de propagacio.
Escothendo a direcdo positiva de velocidade vy, como sendo a mesma direcdo positva da
coordenada x, pode-se escrever a seguinte relacfio entre wyo € Vi, utilizando a teoria simples de

Bernoulli-Euler para vigas,

dvxz
dy

(3.66)

z2

L-—2__x (3.67)
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Usando as condigdes de contorno anteriormente mencionadas, os coeficientes incégnitos r,
i, , e 4 podem ser determinados. Aplicando a primeira condigdo, w,=w,», que € verdadeira na

fronteira das duas vigas (x—0, y—0), tem-se,

Ir+r—igt—yt =i (3.68)
Da mesma forma, a outra condi¢io de contorno, M, =M,,, resultard na seguinte equacio,

—I+r—yt+yt =1 (3.69)
As outras duas condigdes de contorno tém uma caracteristica diferente. A forca de cisalhamento
Fy: na viga I ndo gera ondas transversais na viga 2, mas, do outro lado, gera ondas longitudinais

com a mesma amplitude na viga 2. A forca Fy; pode ser dada através da lei de Newton como,
F, =—iom][v,dx = cpm!(1-r—ir) (3.70)

onde cg; € uma constante definida como a velocidade de propagacao de onda transversal do meio

daregido 1. A amplitude da velocidade vy, ¢ igual a Vy2, € pode ser escrita como,

E,,

¥

- 3.71)
CpoMm,

onde, ¢, € a velocidade de propagacdo de onda longitudinal na regido 2. Assim, na junta pode-se

escrever,

F,=c ,mi(l+r+r) {3.72)

Usando a condic@o de contorno Fy.=F,; tem-se,

l+r+r=B,(1-r—ir) (3.73)
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Um problema similar pode ser analisado em relacfio as ondas longitudinais na regiao 1.
Estas ondas s@o geradas devide as ondas transversais secundédrias na regiio 2 que sdo
relacionadas a forca Fy,. Esta forca € igual a forca Fy; na regido 1, mas com direcdo contréria
(condicdo de contorno 3). Da mesma forma feita anteriormente, a componente longitudinal de

velocidade na regifio I é igual 2 componente transversal de velocidade na regifio 2, isto €,

Vx! == ,Kl = sz (374)

onde o sinal negativo corresponde a transmissao de poténcia na direcio negativa. Usando de novo

a lei de Newton para representar a forga Fy» junto com a condicdo de contorno 2, tem-se,
F,, = ~iom] | v,,dy (3.75)

-t =B (t4it,) (3.76)

?

Cp, MM,

onde f3, =

T
H

¢,,m

Resolvendo as equacdes (3.68), (3.69), (3.73), e (3.76), as expressdes para as amplitudes

das coeficientes de transmissdo r, e de reflex@o t podem ser escritas nas seguintes formas,

= [‘5’(1 —2pB, - 8;[33) + XG +2B, BB, )]"" i[‘i‘(l +B, “B]Bz)"*” X(“‘ 1+B, + B]E’z)]
[W(" - Bx - 252 - {3162)'{'%(_ 1- 25: - ﬁz - E’:ﬁz)]'i' 1[(% + W)(E - BIBZ )}

(3.77)

t = 2(61 + B?.)—iz(l_B]BZ)
[W("l - Bl - 2&2 - Bzgz)+ X(_ 1- 25; "52 - B;Bz)]'é'i[(x* \U)(l - BIB?_ )]

(3.78)

E jmportante notar que a soma destes dois coeficientes definidos desta maneira é diferente
de 1. Essa diferenca € relacionada aos diferentes tipos de ondas transmitidas e refletidas que sdo

levadas em conta, onde ondas longitudinais, transmitidas e refletidas, nfo sdo consideradas até
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este ponto. Da mesma forma feita anteriormente, a razio entre a energia da onda transversal
refletida e a energia de onda transversal incidente é conhecida como a eficiéncia de reflexdo ou

.. . 2 .
coeficiente de reflexdo dado como Irl”. Sendo assim,

2

Pes = 1| (3.79)

onde pgg € a coeficiente de reflexdo de ondas transversais, sendo que a onda incidente é também
uma onda transversal. O outro coeficiente definido como a eficiéncia de transmissdo, ou
coeficiente de transmissdo, € calculado como a razio entre a poténcia de onda transversal

transmitida e a poténcia de onda transversal incidente. Esta eficiéncia, da mesma forma, é dada

por,
2 ; 2 1Vas i
Typ = it i : ]2 (3.80)
2m,cB] Ing
Usando a equagio (3.50), e observando que Xy = Ecsz , tem-se,
i€z
Top = 7YY (3.81)

Em relacdo as ondas Jongitudinais refletidas e transmitidas e is ondas transversais
incidentes, pode-se calcular os coeficientes de reflexio (Pei) € de transmissdo (Tg) através da

razao de poténcias de ondas longitudinais refletidas e transmitidas, ou seja,

L L 2
v (e ey J ¢
p e (3.82)
2¢q

7
mey,

Per = T
m,Cy, IV

(%]

x—30

Correspondentemente, o coeficiente de transmissio TsL € dado por,
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+re'™” +1‘16k‘x)§ﬁ{ :in_;_c_w_l1+r+r.kz (3.83)
gg [ 2micy, 1

ix—0

f -k X

v, (e

— m;_CL2

T =
BL ’
ZIEIICBI E"z

Em uma forma mais simples, este coeficiente pode ser dado como,

Ty =$-ii+r+r§|2 (3.84)

2

Lembra-se que o objetivo agui € achar expressdes para avaliar teoricamente os coeficientes
de acoplamento dos diferentes tipos de onda, especificamente para fazer uma andlise do tipo
Andlise Estatistica de Energia (SEA). Para uma andlise deste tipo, a propagacao de ondas
jongitudinais deve ser levada em conta, As expressdes acima dadas podem ser escritas em forma
mais simplificada para o caso especial de duas barras iguais, em relagdo &s propriedades de
material e de segdo. Neste caso, a hipdtese que deve ser considerada é que as impedéncias de
flexdo nas duas vigas sfo iguais, e portanto, pode-se definir que ¥ =y e P, =B, . Usando esta
hipdtese e as equagdes (3.78) e (3.81), o coeficiente de transmissdo Tps pode ser calculado
através da seguinte expressio,

T, = B* - 2B +1
2B* + 6B + 9B + 6B+ 2

(3.85)

O fato de assumir que B,=P,=P em altas freqiiéncias é importante. Para achar o maior valor
que pode ser atribuido a B, considera-se a regra que limita o comprimento de onda Ap em relagio
4 secdo de viga. Esta regra, que pode ser considerada como impirica (“rule of thumb™) e que ¢
valida para a viga de Bernoulli-Euler, limita Ag a um valor minimo de 6h, ou seja, Ag>6h, onde h
¢ a espessura da viga. Portanto, em altas freqiiéncias, P pode ser determinado através da seguinte
EXPressao,

5:EB_ZE (3.86)
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Da mesma forma, os outros coeficientes podem ser calculados usando as seguintes

expressoes,
B* =B +1
= 3.87
Pas 2B* + 6B +9B% + 6B +2 G87)
?
T+
QBLm 4 ::B B?_ (388}
207 +6B" + 9B + 6B+ 2
58" +8B* +5
TeL = 4 ﬁs B 2 B . (3.89)
287+ 6B +9B% + 6B+ 2

Nota-se que a soma dos coeficientes definidos nas equacoes (3.85), (3.87), (3.88), e (3.89) é

igual a 1, ou seja,

Teg +Ppp TPp + Ty =1 . (3.90)

Utilizando esta férmula, pode-se verificar quaisquer outras diferentes metodologias que podem
ser utilizadas para obter formas analiticas para o célculo dos coeficientes de transmissdo e
reflexdo. As equagdes (3.85), (3.87), {3.88), e (3.89) podem ainda ser escritas em uma forma mais

simples, desprezando as poténcias de B de ordem superior a 2 (CREMER ET AL. (1988)).

A seguinte figura mostra como estes coeficientes variam com a freqiiéncia, calculados para

uma viga do tipo L com as seguintes propriedades: p=1280 Kg/m’, A=0.0017 m*, E=2.62x10’
N/m*, I=1.43x 107 m*,




A AVALIACAQ ANALITICA DOS COEFICIENTES DE TRANSMISSAO E DE REFLEXAD 3.31

Fregiéncia, Hz

Figura 3.11 — Comportamento dos coeficientes de aceplamento com a Sfregiiéncia.

Case de onda incidente transversal.

Observa-se desta figura que, por exemplo, Tp. tende a aumentar com a freqiiéncia. Isso
indica que a energia das ondas longitudinais transmitida devido a uma onda transversal incidente

aumenta com o aumento de freqiiéncia de excitagdo. O mesmo acontece Com Pgy..
3.4.4.2 Onda incidente longitudinal

No caso de uma analise em altas freqiiéncias, ondas incidentes longitudinais podem ter uma
influéneia ndo desprezivel. Por exemplo, em estruturas do tipo portico, uma onda incidente
longitudinal pode gerar na junta outra onda transversal, refletida ou transmitida. Neste caso, 0s
cocficientes de reflexfio e transmissdo devem ser também calculados e levados em conta no
modelo da SEA. Para uma onda incidente longitudinal na regiio 1 com velocidade vy +, as outras

componentes de velocidade geradas na junta podem ser escritas como,

- ~iky k%
va(x)= qu( et )
. g kg
Vy} (X) o Vxl*n(rLBe ™ }LBe o ) . 91
v, (y)=v (t g ke 4t e_k“y) @)
wat¥Y)=Viuds iB

V2 (Y) =V (tLLeqk“y )
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onde k| € o ntimero de onda das ondas longitudinais na viga I, k» é 0 ndmero de onda das ondas

a

by

longitudinais na viga 2, kg, € o ndmero de onda das ondas transversais na viga I, 1
amplitude de coeficiente de reflexdo da onda longitudinal para uma onda incidente longitudinal.
tp © a amplitude de coeficiente de reflexdo da onda longitudinal para uma onda incidente
evanescente transversal, ¢ ¢ a amplitude de coeficiente de transmissdo da onda longitudinal para
uma onda incidente longitudinal, etc. Utilizando estas equagdes junto com as mesma condicdes
de contorno dadas pela equagio (3.63) obtém-se estes coeficientes, respeitando a condicio de

reciprocidade, para duas vigas iguais dados por,

8B* +3
ILBerLzM (3.92)
9B+ 6B+ 2
Pig =PgL ™ B (3.93)

OB + 68 +2

Os outros dois coeficientes podem ser determinados através da definicio de que todos o0

quatro coeficientes somam a . Portanto, pode-se definir,

B*+2

—_— 3.94°
9B° +6B+2 o

T tpy =1-T,=p, =

A hipotese que serd usada em seguida para a estrutura em questio {(Figura 3.10) € que uma
onda fongitudinal poderia ser gerada de uma outra onda longitudinal incidente, e que a energia
desta onda, gerada ou transmitida. € muito menor do que a incidente. De acordo com CREMER ET
AL (1988), esta hipétese tem uma base fisicamente sélida e pode ser provada. Observa-se
também que B3<<2 e, portanto, o coeficiente T p<<p;;. Utilizando estas hipoteses, pode-se

gserever,

£ consequentemente,
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2

. B
LL 2
9B +6B+2

(3.96)
(Observa-se de novo que (tratpratpurtt)™l. A Figura 3.12 mostra como esies

coeficientes variam com a freqiiéncia, calculados para uma viga do tipo L. com as seguintes

propriedades: p=1280 Kg/m’, A=0.0017 m?, F=2.62x10° N/m?, 1=1.43x107 m’,

1 T S
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Figura 3.12 — Comportamento dos coeficientes de acoplamento com a [fregiiéncia.

Caso de onda incidente longitudinal.

Observa-se gue, por exemplo, Tup tende a aumentar com a freqiiéncia. Isso indica que a
energia das ondas transversais transmitidas devido a uma onda longitudinal incidente aumenta
com a freqiiéncia de excitagio. O contrario acontece com prp. Por outro lado, a variagdo dos
coeficientes 1L ¢ pLs com a freqiéncia € relativamente pequena em relagdo ac- Tup € PLi-
Observa-se também que, em baixas freqiiéncia (B0, reflexfio total das ondas longitudinais

incidentes pode ser obtida.

Para estruturas simples ¢ barras conectadas na forma mostrada até agora, os coeficientes de
acoplamento podem ser facilmente calculados utilizando as expressdes simples acima dadas. Para
estruturas ou juntas mais complexas, ndo se encontram ha literatura expressdes tedricas para o

caleulo destes coeficientes. Existem métodos numéricos € experimentais para a avaliagio ‘destes
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coeficientes. Estes métodos geralmente dependem das medidas (ou formulacfes analiticas) da
resposta da estrutura em questdo. Um destes métodos mais utilizados é o método da poténcia
injetada, conhecido como “Power Injection Method™ (PIM). Este e outros serdo explorados nas

proximas secoes.
3.4.5 Caso de ondas incidentes fora do plano x-y

Na segao anterior, o acoplamento de ondas propagando no plano da viga-L for analisada.
Os coeficientes de acoplamento foram mostrades. No caso de propagaciio de ondas em estruturas
trelicadas tridimensionais. a estrutura pode sofrer uma forga transversal atuando em quatquer
diregdo e, portanto, gerando ondas que propagam em qualquer direciio. Assim. os acoplamentos
de ondas torcionais em torno do eixo neutro de um membro tornam-se importantes e devem ser
levadas em conta. Para mostrar estes acoplamentos consideram-se duas vigas conectadas em

angulo reto, Figura 3.13

H
4 M
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I AY RS
| i ><
|/ Ny
Voo i \(f #
Ve ey s 5/ .
A / W‘/ Vs
Va1 4 y/2/ S vF22
4 / / /
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T pd = 1y K
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/ ?/ _MXZ
s Y
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Figura 3.13 - Vigas conectadas em dngulo reto. Propagacio fora do plane x-y.
Serdo considerados também os casos de uma onda incidente transversal que propaga fora
do plano x-y, ¢ o caso de uma onda incidente de torgfo. As condicBes de contorno neste caso sio

dadas por,
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VZI:VZZ’ W =W

¥i ¥y

M 3! mMyEE Mxl meZ’ F ;FZZ

bi 2}

(3.97)

onde v;1, vy2 e Fzy, Fyy sflo as velocidades de translacio fora do plano e as relacionadas forgas,
wyr, Wy € My, Myo slo as velocidades angulares de flex@o e os relacionados momentos de

flexdo, e Wy, Wy2 e My, My sdo as velocidades angulares torcionais e seus momentos

relacionados.

3.4.5.1 Onda incidente transversal fora do plano x-y

Neste caso, as ondas de flex3o nas duas vigas sdo representadas por,

ik T K
v, (x)= vm(e MY ere™ e ”‘) (2.98)
~iky “ks :
v, (y)= Vz]+(tfe e 'y)

ikyx

onde v, r.e™* é a componente refletida na viga I, v, r,e"* € a componente refletida no campo

o . —ilay 2 s - Koy 4
préximo na viga 1, v, t,e™*’ é a componente transmitida na viga 2, v,,.t,¢” ¢ a componente

refletida no campo proximo na viga 2, e k, ka2 s8o os niimeros de onda para as ondas de flexao.
Por outro iado, as ondas de torcfo sdo representadas por,

. iki
W (x) =K v, e

(3.99)

—ikiy

Wy?,(y) ==KV, 0e

onde um sinal negativo € introduzido na segunda equagdo para enfatizar que a rotacdo em torno
do eixo positivo y € no sentido hordrio, k; e k) sdo os nimeros de onda para as ondas de tor¢ao,

e K, e Ko sdo fatores de escala gque serdo definidos em seguida. Da mesma forma feita

anteriormente, pode-se definir que,
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v, (3.100}
= ™

B, dw,,
_—izz)— dx

vl

M ) m___}.‘?’?_ dwxil
10 dy

onde, como foi definido anteriormente, B, ¢ B, sdo a rigidez de flexao nas vigas 1 e 2. Observa-

se que o sinal negativo na primeira equacio ¢ introduzido devido 2 dire¢do negativa do wy;. As

equacdes de movimento torcional podem ser escritas da seguinte forma,

dM, . dw,
dt "odx

3.101
M, _ o dw, (3-10D)
dx dt

onde T=GJ € a rigidez de torgdo, G é o mdédulo de elasticidade torcional, J € o momento de
inércia torcional, e I” é 0 momento de inércia por unidade de comprimento

. Destas equacdes
pode-se calcular os momentos da seguinte forma,

. @

M, = mla)IIwaidx =——Dw_
; "
]

. i @
M,, = ~ol [w dx = —Tw

2

Substituindo as equacdes (3.98), (3.99), (3.100). e (3.102) nas seis condicBes de contorno,

equacao (3.97), e escrevendo as equacdes resuitantes em forma matricial, tem-se,
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1 1 -1 -1 0 0 |fr ~1
0 0 i 1 0 ) t 0
Tt (3.103)
-1 0 0 ia, 0 ty 1
¢ 0 -1t 1 0 —ioy, it 0
-i 1 -8 B O 0 Jir, | |-i
onde foram definidos os seguintes pardmetros,
2(0‘1319
* BkIk]
Bk,
=t 3.104
B Bk ( )
K
’Yij:;

e a equacgdo (3.103) pode ser resolvida para achar os coeficientes 1y, i, tr, tif, &, € It

Para obter os coeficientes de transmissfo e reflex@io serfo usadas as seguintes expressdes da

poténcia das ondas de flex3o e da poténcia de torcéo, respectivamente,

A 2
P, =2c,m]v,|

(3.105)

/ 2
P =c Ilw,|

e como foi definido anteriormente, por exemplo, a razdo entre a energia de onda refletida e a
energia de onda incidente € o coeficiente de reflexfo, sendo assim, pode-se definir os seguintes

coeficientes,

c. I ,
Tyr = =i K2 | (3.106)
2¢g,m,

O
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CT I: 2112
Por = ———xr, (3.107)
2(:BL ; ‘
c,ms
Typ =——t. ] (3.108)
Cx My
Pus =] (3.109)

onde 17 € 0 coeficiente de transmisséo de uma onda incidente transversal na viga | a uma onda
de tor¢do na viga 2, psr € 0 coeficiente de reflexdo de uma onda transversal incidente na vigala
uma onda de tor¢do na viga 2, Tgg € 0 coeficiente de transmissio de uma onda incidente
transversal na viga | que gera uma onda transversal na viga 2, e pes € 0 coeficiente de reflexdoe
de uma onda incidente transversal na viga 1 que gera uma onda reﬂeti.da transversal na viga 2.
Nota-se que estes coeficientes também sfo simétricos. Nota-se, também, que os fatores de escala

K| € X2 podem ser igualados aos ntimeros de onda k; e ks ou k, e ki, respectivamente. SABLIK

(1982) mostrou que estas duas escolhas produzem o mesmo resultado numérico. Da mesma

maneira feita para acoplamento de onda no plano x-y, pode-se provar que a soma deles ¢ igual a

1, isto é,

Tpr TPpr +Tgg TP =1 (3.110)
3.4.5.2 Onda incidente torcional

Da mesma forma, a onda incidente pode ser uma onda de tor¢do. Neste caso, as ondas de

flexdo e de torgdo podem ser representadas por,

- k% kix
Vzl(x)“—wxli—(rfe ‘ +E’1fe )

! s (3.111)
Vz2(y):wxi+(tfe +ie 2})

~ika¥

w}\](x) = KIW}(I" (eAlk;x +rlel}\;x)
- (3.112)
te Ut

xi+ Ty

W (y)=—K,w
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Para as ondas de flex&o as equagdes (3.100) s@o ainda vélidas, mas para os momentos deve-

se definir,

M, = “”(“%1;";"(_ e 4 e }KEW ae)
,1 (3.113)
M, = 0;1;2 (tx T X“szxw)

Substituindo estas equagdes nas equacdes de contorno (equagdo (3.97)) resulta em equagdes

lineares escritas na seguinte forma matricial,

1 1 -1 -1 0 0 |r 0

i 1.0 0 -y, 0 lr, 0

0 0 1 1 | 0 Yoo |t _ -V, 3.114)
-1 0 0 i, 0 Uy 0

0 0 -1 1 0 =—ioy it —io2l

—-i 1 - B O 0 Jir] | 0

Este novo sistema de equagdes pode ser facilmente resolvido para achar os novos
coeficientes It Tir. U, G L, € r. Da mesma maneira feita anteriormente, os coeficientes de

transmissio e de reflexdo podem ser obtidos como sendo,

c. Inx3

Ty = —2 2y (3.115)
cp myK;
2C32m;E 2 .

Trp = ———|t;] (3.116)
CTIIIKI

o (3.117)

Zcﬁtm; 2

Prs m’ﬁtf[ (3.118)
c. I 'x
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onde Trp € 0 coeficiente de transmiss@o de uma onda incidente torcional na vi ga 1 para uma onda
transversal na viga 2, e os outros coeficientes sio definidos de forma analoga. De novo. pode-se

provar que,

Trg TP+ T FPp =1 {(3.119)

Através destas formulagdes, pode-se calcular os coeficientes de transmissio e mostrar que

Tgr domina em baixas freqiiéncias, enquanto T exibe influéncia maior em altas freqiiéncias.

3.5 Os procedimentos gerais de SEA

Nesta sec@o, o procedimento geral para montar um modelo de SEA serd explorado. Em
uma forma simples, a SEA resulta em um procedimento para calcular a distribuicdo de energia
dindmica em um sistema complexo. O procedimento de SEA consiste em trés etapas: definic@o

de modelo, avaliacdo dos pardmetros do modelo, e avaliacio das variaveis de resposta.

O modelo de SEA ¢ baseado no balanco de energia e de fluxo de poténcia entre oS
diferentes grupos de modos em um sistema dinamico. Um sistema complexo pode ser modelado

como um conjunto de grupos modais (subsistemas). Um modelo é definido seguindo os seguintes

procedimentos:

* Duvidir o sistema dinidmico em diferentes subsistemas. Cada subsisterna deve combinar
modos naturais com caracteristicas semelhantes. Por exemplo, modos transversais (flexio)
e modos longitudinais (tracio-compressio) devem ser dois subsistemnas diferentes.

* Definir 0 acoplamento fisico entre estes subsistemas,

» Definir a excitacio externa.

Assim que 0 modelo € definido, os parfimetros dos subsisternas devem ser avaliados. Estes
parametros, em geral, sdo o fator de perda interno (amortecimento interne), os coeficientes de
acoplamento, ¢ a densidade modal. O fator de perda interno estrutural é uma funcdo das
propriedades do material utilizado, e pode ser avaliado através dos métodos experimentais. Ele €

definido como igual a duas vezes o fator de amortecimento viscoso £, Valores tfpicos dos fatores
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de perda podem ser encontrados na literatura. Valores deste fator para os materiais mais usados

sio dados na Tabela 3.1 (CREMER ET AL. (1988)).

Tabela 3.1 - Valores tipicos de fator de perda de alguns materiais.

Material Fator de perda )
Aluminio 10°
Ago 2 x10%-6x10™
Cobre 107
PVC 0.3
Areia 0.02-02
Vidro 0.001

O fator de perda para materiais compostos formados como sanduiches ou com camadas
diferentes pode ser calculado via formulas tedricas. Estas formulagbes ndo sao mostrados neste

trabatho, mas podem ser encontradas em LYON E DEJONG (1995) ou em CREMER ET AL. (1988).

Os coeficientes de acoplamento podem ser avaliados através dos coeficientes de
transmissio e de reflexfio anteriormente discutidos. Assim que todos os parimetros envolvidos

sio obtidos, pode-se montar o sistema matricial do modelo, e entdo resolver para achar a

distribuicio de energia nos diferentes subsistemas.
3.5.1 As equacoes basicas de SEA

A troca de energia entre dois subsistemas (ou ressonadores) foi analisada nas segoes
anteriores, onde foi definida a varidvel Py que enfatiza o fluxo de poténcia do subsistema 1 ac
subsistema 2. Py2 é proporcional a diferenca das energias modais dos dois subsistemas ¢ € dada

por,

P, = (’)c(ﬂrzEl “nmEz) {(3.120)

Observa-se que, nesta equacdo, ¢ foi substituida por . No método de SEA a escala de
freqiéncia utilizada € do tipo banda de oitava ou banda de 1/3 oitava. Entdo, . € definida como

a freqiiéncia central da banda utilizada. Esta troca de poténcia acontece divido a uma excitagdo
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aplicada em um ou mais dos subsistemas envolvidos. A excitagdo € dada pela poténcia injetada

em cada subsistema. Esta poténcia pode ser proveniente de forcas concentradas ou forcas

distribuidas.

Assumindo um sistema em equilibrio dindmico, a poténcia injetada neste sistema é igual 2
poténcia que estd sendo retirada do sistema. A poténcia é injetada em um sistema através de
cargas externas ou através de transmissao de poténcia de outro sistema via acoplamento. Do outro
lado. a poténcia € retirada de um sisterma através de dissipacio interna ou através de transmissio

para outro sistema via acoplamento. Para melhor esclarecer este balanco de poténcias, considere

o seguinte modelo de SEA de dois subsistema,

‘ Pin i Pin
i |
!
Y P ¥
| ! ] ]
i N
subsisterna 1 subsistema 2
<
P ‘ j
i |
; ; i l
Ty 2y
Biss s

Figura 3.14 — Um modelo de SEA de 2 subsistema acoplados.

A equacdo de balango das poténcias para cada subsistema i pode ser escrito na seguinte

forma,

P, =Py, +P,~P, (3.121)

onde P, é a poténcia injetada no subsisterna i, Py, € a poténcia internamente dissipada no
subsistema i, P;; € o fluxo de poténcia do subsisterna i ao subsistema j, e P;; € o fluxo de poténcia

do subsisterna j ao subsistema i. A poténcia dissipada no subsistema i pode ser dada por,

Pi = 01E, (3.122)
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onde M € o fator de perda por dissipac8o interna do subsistema i, e E; € a energia dinimica total

do subsistema i na freqli€ncia @.. A equagfo (3.121), para i=1,2 e j=1,2 pode ser representada na

seguinte maneira,

b ol -
P, =P, +P,~P, = on,E +o,M,E ~n,E,) (3.123)
2 2 .
P =Ps. + Py — B, =0 n,E, + mc(nz;Ez -1,,E,)
Em situacdes praticas, um sistema dindmico pode incluir virios subsistemas, como foi
enfatizado anteriormente. Cada subsistema destes pode ser acoplado a mais de um subsistema.

Neste caso, a equagio de balanco, para o subsistema i acoplado com n subsistemas, pode ser

escrita na seguinte forma,

P, =Py +> P~> P, (3.124)
i=1 i=1

i j=i

Substituindo a equacdo que descreve P, definida anteriormente, a equacio (3.122) e a

equacio de reciprocidade na Gltima equagio resulta em,

len = wcniiEj + io‘)c (ni}Ei _nijj) (3125)

=i

Usando a simplificagdo que segue a baixo, podem-se escrever as equagdes de balanco de

poténcia em uma forma matricial, mais prética, com n equacdes lineares,

Pi Tlf? "“le; '_T!_",; —Tlnl_ ’El
b, =M n’[;z M.z || E2
Pr=ol-n, . . 0 E (3.126)
Pﬁ -1, n;‘;‘ | En
onde,
N =7, +ani (3.127)

i

oll, genericarmente,
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P t= o, gl (3.128)

[OI}

onde [n] € a matriz dos fatores de perda (acoplamento ¢ interna). O vetor das energias {E)

pode ser simplesmente calculado da equacdo matricial anterior. Uma vez calculado, os niveis

médios de velocidades, aceleragdes, ou tensdes na estrutura podern ser estimados.

3.5.2 A avaliacao da poténcia injetada

A poténcia injetada é um parametro importante na SEA e a sua avaliacdo pode ser critica
quando a SEA € usada como uma ferramenta para predizer a resposta de um sistema a uma
poténcia injetada no mesmo. Em alguns cases, a poténcia injetada pode ser calculada via
expressoes tedricas ou pode ser medida experimentalmente. Em outros casos, esta poténcia deve
ser calculada através de uma resposta dindmica (forca ou velocidade). Em estruturas, o caso
especifico neste trabalho, e para excitacio em um ponto da estrutura, a poténcia injetada pode ser

calculada pela defini¢io como sendo a média no tempo do produto de forca F e a velocidade v.

Assim, pode-se escrever que,

P, ={f()v(t)) = m{F(m)v*(m)}m%m{F*{m)v(m)} (3.129)

(SRR

onde (%) representa o conjugado complexo, ¢ F(o) ¢ v(®) sdo as amplitudes complexas das
harmonicas de forga e velocidade. A prova desta equagio ¢ simples e direta. Consideram-se os
harmdnicos x(1) e y(t) descritos no dominio de tempo. Estes harménicos pode ser representados
por"
X = Xcos(ot +y,) = ﬁ{xeéw;em}
R (3.130)
y= YCOS((DT. e wz) = g{{YeW’: eWE}

Calculando a média do produto em um periodo T, tem-se,

1% 1}
(x(y(V) = ;ij(t)y(i)dt = ¥jXYcos(w, -yt =XYeosty, —y,)  (3.131)
o 3]
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ou seja,

(x(y), = %S)%{Xe“’" Ye ¥ }= %ER{X(GJ)Y“ (@)}= —%m{x* @Y@}  (3.132)

Experimentalmente, a poténcia injetada € calculada através de medidas de forca e
velocidade ou acelerac@o de uma estrutura devido a uma excitagdo. Esta excitacéo € normalmente
do tipo aleatério. A vibragio neste caso € do tipo ergddica, estaciondria. Neste caso, uma média
adicional deve ser feita. Esta média € feita em um conjunto de dados ou medidas e chamada

média de conjunto (“ensemble average”). Utilizando este tipo de processo, tem-se,
(X(@)" V(@) =48y, (@) (3.133)

onde S, (@) € o espectro cruzado. Entdo, a poténcia injetada pode ser calculada como sendo,

i -2 4 A
P, =5_-“3?{<F (o»v(co)) }m 2R{S,, (m)}:g;s{sga ()} (3.134)

onde < >e significa a média de conjunto, e Sg, € definido como o espectro da poténcia cruzado

entre a forca e a velocidade. No caso em que acelerdmetros sdo usados para fazer a medida em
uma estrutura, o espectro da poténcia cruzada entre a forca e a aceleragfio, Sg,, pode ser usado,

com Sg, =10S, .

Nota-se, claramente, que medidas de poténcia injetada estrutural requerem a avaliagio da
parte imagindria do espectro da poténcia cruzado. Desta maneira, o conhecimento da fase entre a
forca e a componente de resposta de aceleragiio no ponto de excitagao € vital. Qualquer mudanca
desta fase, usualmente erro de polarizagfio (“bias error”), pode resultar em erro significativo na
medida de poténcia injetada, especialmente em altas freqlincias. A outra causa de ermo na
medida de poténcia injetada pode ser relacionada & mé calibragdo dos transduiores de forga ou
dos acelerdmetros usados. Uma calibracio adequada deve ser feita para evitar este tipo de erro na

medida. Outros parfmetros podem ter influéncia na medida da poténcia injetada, entre eles o
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Em geral, no PIM cada subsistema € excitado e entdo as respostas dindmicas de todos os
subsistemas € medida e transformada em energias de vibracdo. Matematicamente, a técnica do
PIM corresponde a identificagdo da matriz de transformacio que atua no vetor de energia {E}

para produzir o vetor de poténcia injetada {P}, segundo a equaco de SEA (3.126).

3.6.1 Um exemplo de viga-L

Para melhor 1lustrar o PIM, considera-se o seguinte modelo de duas vigas conectadas em

forma L,

Figura 3.15 — Duas vigas conectada na forma L, no plano x-y.

Considera-se que as ondas transversais e longitudinais propagam-se somente no plano x-y.

Neste caso, o modelo ¢ entdo dividido em quatro subsistemas acoplados na forma mostrada na

seguinte figura,

ondas
transversais

ondas
longitudinais

viga 1 viga 2

Figura 3.16 — O modelo de SEA para viga do tipo L. Acoplamento conservativo
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alinhamento do “stinger” (fixacfo entre excitador e a estrutura) e a rigidez do “stinger”. O
“stinger” € usado quando se aplica uma forgca usando um shaker eletrodinémico. e o alinhamento

€ necessario para nao transmitir outro esforgo que nao seja o esforgo desejado.

3.6 O Metodo de Poténcia Injetada (PIM)

Os parfimetros mais importantes na SEA sio os fatores de perda por dissipacio (DLF) ¢ os
fatores de perda por acoplamento (CLF) dos diferentes subsistemas. Para diversas estruturas
complexas, os pardmetros de SEA n3o podem ser determinados via expressdes tedricas,
mostradas anteriormente. Nestes casos, estes parémetros devem ser identificados usando novas
metodologias. Um dos métodos mais utilizados para a determinagdo dos parametros CLF e DLF
¢ conhecido como o Método de Poténcia Injetada (PIM). Ele € baseado na injecao seqiiencial da
poténcia vibracional ou aciistica em cada subsisterna do modelo SEA. A resposta € entdo medida

em varios pontos de cada subsistema e a equacdo (3.126) € usada para resolver o problema

inverso.

O PIM pode ser aplicado baseando-se em resultados de simulacdes numéricas ou baseando-
se em resultados experimentais. No caso de PIM experimental, algumas dificuldades podem
surgir. Uma destas estd relacionada a determinacdo da poténcia injetada experimentalmente, que
pode ser sujeita a varios erros, conhecidos ou desconhecidos. A técnica de PIM experimental
também depende das matrizes das energias dos subsistemas envolvidos. A energia de um
subsistema nao pode ser direitamente medida mas pode ser calculada através de medidas de um

conjunto de varidveis dindmicas deste subsistema. A medida destes varidveis pode estar sujeita a

erros também.

Em geral, outras dificuldades podem surgir. A escolha nfio apropriada dos subsistemas
pode resultar em matriz de energia mal-condicionads. Esta matriz, quando for invertida
numericamente, pode resultar em grandes erros nos pardmetros estimados (DLF e CLF). A
restri¢do numeérica mais relatada na literatura, FAHY E RUIVO (1997), € relacionada ao alto custo

computacional quando o sistema € dividido em grandes ntimeros de subsistemas.
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Observa-se que as ondas de flexdo em cada viga sdo desacoplados das ondas longitudinais
na mesma. Desta forma, os acoplamentos sdo como mostrados com as setas na Figura 3.16.

formando desta forma os quatro subsistemas. A poténcia injetada é medida ou calculada em cada

subsistema por sua vez.

Primeiramente, poténcia é injetada no subsistema 1 e, entdo, as quatro equacdes de balanco

de poténcia podem ser escritas na seguinte forma matricial,

fplln My My My Ny (| E,
40 ca M T M My | Ey (3.135)
Y Mz Mas My Ma | Ey
0 e Mo Ty Mu JLE,,

onde € a freqti€ncia em rad/s {ou pode ser a freqiiéncia central da banda), e E; é a energia de
vibragio (como média no tempo e €spago) do subsistema i quando a poténcia é injetada no
subsistema j. Desta forma. quando a poténcia € injetada nos subsistemas 2.3.e 4, equagdes

matriciais semelhantes podem ser escritas nas seguintes formas,

s( 0 "T’ln Tizl nsl ’%_ Eaz

ii ~ M2 Mz My Ny, [|Es (3.136)
| 0 s Mz M M i Eg,
L0 (M M M Ma]lEL)
{0] My My M n[E

O i 2 7 32 2 E?,

:r=,® T T T M 15 (3.137)
P Mz Mz Maz M || Ess

0 J L The Moz My My Eos

0 M My My M 1(E]

0 _ Nz My M My Eza} (3.138)
[ 0 Mz My Mz My || Ess !

Pxi Tha Mo May My iE.’;_{.J




O METODO DE POTENCIA INJETADA (PIM) 3.49

Estas matrizes podem ser combinadas em uma s6 matriz,

E. E, E, ~-E, ¢ 0 0 0 0 «E;, 0 0] P
¢ -E, 0 E, E, E, E, © 0 0 0 0 0
0 G 0 0 o -E, E, E, E,| 0 -E, ¢ In. 0
0 0 -E, 0 0 0 0 0 -E, E, E, E; |n 0

E, E_. E, -E, 0 0 Q 0 0 ~Ep 0 0 iiny, 0
0 _E;z 0 Ez: E22 Ez: _E,z 0 Q 0 0 0 Ty P:i
0 0 G O 0 -E, E, E, E; 0 -E, 0 |in, 0
0 0 - E;z 0 0 G 0 ¢ - Esz Edz Eaz Esz Thos - 0

“E. B, E, -E, 6 0 0 0 0 =~E, 0 0 |ma| |0
0 -E;, 0 E, E,. E, -E; 0 O 0 Q 0 insy 0
0 G 0 0 0 -E, E, E, Eg 0 —Egs 0 My P;
0 O -E,; 0 0 0 0 0 -E. Eg; E, E,;|n. 0

Et; Em Ez.x '“Eza 0 9 0 0 0 mE4ﬁ 0 0 M 0
¢ -E, 0 E, E, E, -~E, ©0 0 0 0 0 N o
¢ 0 0 & 0 ~E, E, E, E, 0 -8B, 0 ¢ (3139}

0 0 -E,. G 0 0 0 0 -E, E. E, Eu] P'i

O vetor dos fatores de perda por dissipagdo e os fatores de perda por acoplamento dos
diferentes subsistemas podem ser achados através da resolucdo do sistema matricial acima dado.
Observa-se que 0 modelo acima mencionadoe de 4 subsistemas resultou em uma matriz de energia
nio simétrica de tamanho 16x12. Neste caso, existem 16 equagdes para resolver os 12 fatores de
perda. Este sistema matricial pode ser resolvido através da técnica de minimos quadrados. Para
tornar a solugdo numeérica mais robusta pode-se usar a matriz pseudo-inversa baseando-se no
algoritmo da decomposicéo de valores singulares (SVD). Além disso, o sistema matricial acima
dado pode ser escrito em termos da energias dos subsistemas normalizados em relacéo a poténcia
injetada, ou seja,

o=

E; = ?—J (3.140)

in

3.6.2 O PIM em grandes modelos de SEA

Normalmente, um modelo de n subsistemas resultard em matriz das energias dos
R . 22 . . .
subsistemas envolvidos de tamanho n"xn”. A matriz de energia geral, neste caso, tem a seguinte

forma,
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FE:; E, E, —-E, 0 0 ~E, 0 0
0 E, 0 E, E, E,, 0 —E, 0
0 0 E, 0 0 ~E, E, E, E,
E;: E:z E;z ‘“Ezz 0 0 —En7 0 0
O —Eiz O E22 Egg Ez‘_} 0 "“'En? O
0 0 -k, 0 0 E, E., E,., E.,

E, E, E, -E, 0 0 - -E_ 0 0
O Eln 0 EZn Eln E2n O Lo 0

P O 0 .—Eln O 0 “E2n Enn Erm Enn

O sisterna matricial a ser resolvido torna-se grande e, portanto, o custo computacional serd
maior. Além disso, a matriz de energia é nfo simétrica e exibe a tendéncia de ser mal
condicionada. Este mal condicionamento é relacionado 2 singularidade da mesma. Isso é devido

aos grandes valores numéricos fora da diagonal da matriz de energia.

Para mostrar este mal condicionamento da matriz de energia, considera-se um modelo de

SEA que consiste em trés subsistemas conectados (Figura 3.17).

Figura 3.17 - Modelo de SEA com trés subsistemas. Acoplamento conservativo.
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O sistema matricial de equacdes para este modelo pode ser dado por,

—Ell E, E, _EZi 0 0 "E31 0 0] T P:n
0 -E, 0 E, E, E,; 0 -E; 0 i{n, 0
0 0  -E; 0 0 -E, E, E,  Ey M 0
E, E; Exz _Ezz 0 0 "Esz 0 0 T 0
@ 0 -E; 0 E,, E, E,; 0 ~E, 0 kn,r= Pi (3.141)
0 0 - Exz 0 0 -E,; Esz E32 E%z Mas 0
E; E; E, -E; O 0 -Ejg 0 0 ns 0
0 =-Eu 0 En E; Ey 0 -E, 0 |my 0
o0 0 -E, 0 0 -E, E; E; Eu|n, P

O procedimento numérico aqui realizado pode ser descrito da seguinte maneira:

e A poténcia é injetada no subsistema 1, onde a sua energia relativa E; € considerada
igual a 1. As energias Es| e E3; slo consideradas iguais a £ (definido em seguida).

e A poténcia é injetada no subsistema 2, onde a sua energia relativa Ep» € considerada
igual a 1. As energias E|; e Es; sfo consideradas iguals a €.

e A poténcia € injetada no subsistema 3, onde a sua energia relativa Es; € considerada

igual a 1. As energias E3 e Ey3 s80 consideradas iguais a €.

Em todos os casos o valor de € varia de 0.05 a 0.9. O nimero de condicio da matriz de
energia é calculado para cada €. O nimero de condic@o de uma matriz € uma indica¢@o da grau de
singularidade e tem implicag@o na exatiddo dos resultados obtidos através de cilculo da inversa
desta matriz. Ele ¢, geralmente, calculado como sendo a razdo entre o maior valor singular e 0
menor valor singular. Valores de niimero de condigdo préximos de 1 indicam melhor
condicionamento da matriz a ser invertida. Para o modelo acima mostrado, os resultados

mostrados na Tabela 3.2 foram obtidos.

Nota-se que o condicionamento numérico da matriz de energia tende a aumentar com o
aumento da razdo de energia E;/E;. Observa-se também que os menores valores de €

correspondem a0 acoplamento fraco entre os subsistemas, e os altos valores de € correspondem
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ao acoplamento forte. O condicionamento da matriz de energia pode ser relacionado ao grau de

acoplamento dos subsistemas envolvidos no modelo de SEA. A escolha imprépria dos

subsisternas também pode causar o mal condicionamento de matriz de energia.

Tabela 3.2 — Niimero de condicdao da matriz de energia.

No.

Razdo de energia (¢)

Ndmero de condigio

L s W b

0.05
0.10
0.30
0.60
0.90

4.04

4.43

6.97

16.26
82.32

O problema de mal condicionamento da matriz de energia pode ser evitado através da
eliminagdo dos fatores de perda por dissipacdo interna (1};) das equacdes de balango de poténcia.

Desta forma, e para o caso de n subsistemas, pode-se escrever que (DELANGHE (1996)),

r_%_z__Ezi 3 al Em_l | .
E, E; E, E; T | P
ok, : : Dr=d 0t} (3.142)
EAB__EL _E.ﬂ_Eﬂi um P,iJ
E, E, E, i v )

Neste caso. a matriz de energia tem a dimensdo de nxn, e subseqiientemente é uma matriz
melhor condicionada. Isto é devido ao fato de que neste caso os valores numéricos da diagonal
principal desta matriz sio maiores do que os valores fora de diagonal. Este sistema matricial pode
ser resolvido para achar os fatores de perda por acoplamento, e entfo, os fatores de perda por
dissipagdo podem ser calculados através da substituicdo nas equagdes bdsicas de SEA. Desta

forma tem-se,

1 E

P, < E;
Tk _"Q’)gi: ;ni‘j +_}2¢;E-- le:

H

(3.143)
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Observa-se que mesmo com o possivel problema de mal condicionamento da matriz de
energia, segundo a literatura, a equaglio (3.139) continua sendo utilizada. Uma formulacio

semelhante serd demonstrada e utilizada nos préximos capituios como alternativa ao PIM.
3.6.3 Analise de sensitividade dos parametros de SEA

Através do PIM podem-se utilizar os resultados obtidos de distribuicdo de energia dos
diferentes subsistemas e entdo utilizé-los para a identificacio de fontes de poténcia. A
contribuicdo de uma fonte especifica para o nivel de energia ou vibracio em um subsistema
qualquer pode ser estimada. Devido ao pequeno ndmero de pardmetros envolvidos na andlise
PIM ou SEA, uma andlise de sensitividade dos diversos pardmetros pode ser facilmente realizada.
Por outro lado, a mesma andlise poderia ser feita via métodos deterministicos (FEM) mas o custo
computacional € muito maior. Para o PIM, andlise de sensitividade ¢ matematicamente direta. Por
exemplo, a sensitividade de nivel de energia no subsistema i a uma modificagdo do pardmetro N

pode ser calculada através da seguinte expressio,

oE.
g, = — (3.144)
o,

onde Mk € o fator de perda por dissipacio (se j=k) ou por acoplamento (j#k). Sabendo-se que,

para um sistema dindmico formado por n subsistemas,

E =

i

1 ¢ P: l <= m - wEim
—Y -2 =-NE_P" ,com E_ = (3.145)
o [nEH T]:g: W mw=] P‘m

pode-se escrever que, para o caso de fator de perda por dissipacao, j=k,

E _
B mE-—L:—E“Ei (3.146)
-1 anj}‘ | J

¢ para o caso de fator de perda por acoplamento, j#k,
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E. — _
T =L=(Eik -E,E, (3.147)

Observa-se, neste caso, que esta sensitividade depende da energia do subsistema j e da
poténcia injetada no subsistema i. Os resultados que podem ser obtidos das diferentes
sensitividades correspondem em primeiro lugar a0 nosso entendimento fisico do problema

tratado. O pardmetro de sensitividade pode ser utilizado para identificar o graus de acoplamento

entre dois subsistemnas.
3.7 Consideracées gerais de SEA

A formulac3o matricial das equacdes basicas de SEA €, como foi apresentada

anteriormente,

P )= o~ 5=} (3.148)

ou, em fungdo da densidade modal n; de cada subsisterna i e das energias modais, utilizando a

equacdo de reciprocidade,

P nym, “Myly —Mynp o =T,0, El/nl
P, = M;it, nizozinz —7,.0, El/nz
Pt =w|-n.n, : <E./n.; (3.149)
Pn N0, ﬂ:ﬁ;nn | En/ﬂn

Esta equacdo ultima descreve o comportamento de um sistema dindmico descrito através de
médias em tempo e espaco de distribuicio de energia em cada subsistema. Observa-se que esta
equacdo descreve somente um sistema cujos parametros sdo independentes do tempo (SEA
estaciondrio). Por outro lado, problemas transientes, ou sistemas com excitacdes transientes, sao
comuns em vdrias dreas da vibro-actstica, como ruido actstico gerado em problemas de impacto

€ respostas a terremotos. Problemas transientes também podem ser modelados via SEA através de
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formulacdes diferentes (LYON E DEIONG (19953)). Estas formulagbes ndo sdo o objetivo neste

trabalho.

A equacio bésica matricial de SEA deve ser resolvida numericamente para achar a
distribuicdo de energia total (cinética+potencial) nos subsistemas. Ela é formada de um sistema
de equacdes algébricas lineares. A sua resolucfo € direta e simples. A matriz dos fatores de perda
(por acoplamento e por dissipagao) € simétrica, positiva definida, e geralmente esparsa. Estas sao
caracteristicas matematicamente positivas, ou seja, a inversdo desta matriz € estivel. Bandas de
freqiiéncia de 1/3 de oitava sdo normalmente utilizadas em analises de SEA, com a restri¢ao da

densidade modal minima discutida anteriormente.

Mesmo no caso de grandes sistemas, com grande nimero de subsistemas, a resolugéo da
equagio matricial via a inversdo direta exibe ainda baixo custo computacional quando comparado
com métodos deterministicos como o FEM. Além disso, 0 espaco necessario para armazenar as

matrizes na memdria é relativamente pequeno devido & esparsidade da matriz dos fatores de

perda.

Como foi acima mencionado, a variavel principal na SEA € o nivel de energia nos
diferentes subsisternas do modelo analisado. Através desta energia pode-se calcular o fluxo de
poténcia entre os subsistemas envolvidos, e a poténcia dissipada em cada subsisterna. Além disso,
a vetor de nivel de energia nos subsistemas pode ser transformado em outras varidveis como
velocidade, aceleracio, deslocamento, ou entdo em nivel de pressdo actistica no caso de andlise

actstica. Usando a relac@o fundamental,
E=M({v’) (3.150)

onde <v3> =v> & a média quadrada da velocidade, calculada como média na fregiiéncia e no

espaco, de um subsistema com massa M uniformemente distribuida. Se a massa de subsistema
ndo for uniformemente distribuida, a densidade de massa deve ser incluida na média espacial.

Normalmente, 2 varidvel de energia na SEA ¢ calculada como nivel de energia dado por,
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E

L mlOiogm( } {(3.15I
Eref

onde Err € 0 nivel de referéncia (valor normalmente usado € 1071% 1. O nivel de velocidade pode

ser dado como sendo,

E 1 1) E_ )
- }:lOlogiof§W~Z—J:Lg +1010g30{—ﬁj+10]0gm{v§: J(3.152)

sef L Vet

™

I

)

o
oG
=

e
- | =

onde ver € 0 nivel de referéncia de velocidade (valor normalmente usado é lm/s). Em
movimentos harmdnicos em estruturas, a acelerago € relacionada com a velocidade via a=2mfyv.

Desta forma, podem-se escrever formulas para o cilculo dos niveis de aceleracdo e deslocamento

para fregiiéncias centrais de banda f. dados como,

L, =L, +20log,(f }+20 iogm(v—""f—lﬁ—m (3.153)

<

ref

—~16 (3.154)

- - ~ . ~ - - 2 -
onde ar € 0 nivel de referéncia de aceleracdo (valor normaimente usado é 10°° m/s7), e der € O

nivel de referéncia de deslocamento (10™m).
3.8 Desvantagens da SEA

Embora a SEA traga beneficios notaveis na modelagem de estruturas em altas freqiiéncias,
ela ainda sofre de algumas desvantagens. Entre estas, as dificuldades que podem ser encontradas
para ter uma estimativa dos niveis de confianca, particularmente nas respostas obtidas em média

freqii€ncia. Este nivel de confianga depende do nimero de modos naturais {densidade modal) na
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banda de freqliéncia utilizada. Algumas metodologias ainda estdo sendo pesquisadas para a

andlise em médias freqiiéncias via SEA.

Outra desvantagem de SEA € quando aplicada em sistemas pouco reverberantes. A teoria
de SEA ¢ baseada em sistemas reverberantes e, portanto, as equacdes de troca de energia sdo a
principal hipdtese na aplicacdo do método. Em sistemas muito amortecidos, como por exemplo
em fuselagem de avides, as ondas propagantes sdo muito amortecidas, e conseguentemente pouca

energia € transmitida de um sistema para outro e, portanto, as equactes de SEA tomam-se menos

aplicdveis.

Além disso, a escolha dos subsistemas envolvidos no modelo de SEA parece ser muito
critica. N2o existem métodos sistematicos para a escolha apropriada dos subsistemas. Um bom
modelo de SEA depende da experiéncia do programador ou do usudrio dos pacotes comerciais de

SEA. Outras dificuldades podemn ser ainda encontradas na medida de poténcia injetada, como foi

anteriormente mencionado.

A desvantagem mais 6bvia da SEA € que as respostas sfio baseadas em andlise estatistica e,
portanto, sdo sujeitas a incerteza. Esta desvantagem nao é de grande importincia em sistemas de
alta ordem (alta densidade modal). Como um indice de nivel de confianca, a varidncia e a média
podem ser calculados. Em relaco a sensitividade, € mais facil calcular a sensitividade de energia
em relacdo aos parametros de SEA, por exemplo o fator de perda por acoplamento, do que
calcular a sensitividade em relacdo aos pardmetros fisicos do problema (por exempio a
propriedade fisica de uma junta). Isso € relacionado ao fato do que nem sempre existe uma
relacao conhecida entre o fator de perda, neste caso, e as propriedades fisicas de junta (por

exemplo a geometria, as propriedades de materiais, etc).
3.9 Vantagens da SEA

A vantagem deste método € gque a formulacdo dele € considerada simples e direta. O
sistema ¢ modelado como sendo uma interag@o de um conjunto de sub-sisternas. Esta interagdo €

descrita estatisticamente através de valores médios e através de vandncias. Cada subsistema exibe
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um Gnico grau de liberdade, o que resulta em custo computacional baixo. Devido ao pequeno
nimero de graus de liberdade, a modificacio deste modelo e a andlise de sensitividade dos
parametros podem ser diretas e computacionalmente baratos. Desta maneira, a andlise via SEA
pode ser muito prética nas primeiras etapas de um projeto. A outra vantagem da SEA é que ela
pode ser usada para tragar o fluxo de energia no sistema e identificar os principais trajetos de
transmissio de energia do ponto de fonte ao ponto de dissipac&o. Estas caracteristicas podem ser

muito benéficas para sistemas grandes e complexos quando comparadas com as dos métodos

numeéricos do tipo FEM e BEM.
3.10 Evolucao da SEA e estado da arte

Mesmo que a SEA esteja sendo bastante desenvolvida durante os ultimos anos, ela ainda
nao estd sendo utilizada de forma generalizada como no caso do FEM, por exemplo. A razio para
iss0 € clara: enquanto o FEM ¢ baseado nos principios bésicos e bem conhecidas da mecanica
aplicada, a SEA € baseada em hipdteses estatisticas que s&o sujeitas a incertezas. Estas incertezas
sd0 principalmente devidas i hipétese da validade da equagdo P, = co(%’}ijEi ““Ti_i;E_i) e a hipdtese
da relaclo de reciprocidade. Além disso, estabelecer valores apropriados para os fatores de perda

por acoplamento é, em alguns casos, uma tarefa dificil.

Ao longo dos dltimos anos foram desenvolvidos alguns pacotes computacionais comerciais
baseados na SEA. Estes pacotes contém diferentes bibliotecas de dados para o célculo dos fatores
de perda por acoplamento. A empresa “Vibro-Acoustic Sciences, Inc.” esta tendo muito sucesso
com seus produtos: AutoSEA, que € feito para andlise vibro-actstica tedrica, e AutoSEA-X que &
feito para andlise experimental. O AutoSEA ¢é atualmente disponivel para o0 MS\Windows, Unix,
¢ Macintosh. Ele oferece uma interface gréfica e uma biblioteca de dados, além da interface com
outros pacotes computacionais como NASTRAN, [-DEAS, IGES. As outras vantagens do
AutoSEA sdo relacionadas a capacidades de mostrar resultados corn saidas gréaficas e com audio.
O primeiro congresso internacional dos usudrios do AutoSEA foi realizado no ano 2000. Ourras
empresas importantes que desenvolvem software na drea de andlise vibroacdstica, como é o caso

da “Leuven Measurement Systems (LMS)”, Jé estdo também comercializando os produtos para
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SEA (SEADS). Virias instituicdes estido usando estes pacotes, entre elas a “UK Defense and

Evaluation Research Agency (DERA)”, a “NASA”, a “Ford Motor Company” ¢ a “BOEING™.

E importante ressaltar que o uso destes pacotes comerciais de SEA pode ser muito benéfico
no sentido que eles sdo utilizados como uma ferramenta para predizer os diferentes fluxos de
poténcia em um sistema dindmico. Sendo assim, estes pacotes sio usados, junto com dados
experimentais, para identificar os principais trajetos de dissipacdo em uma estrutura,
especialmente grandes estruturas como navios, estruturas aeroespaciais, etc. Os resultados
obtidos através destes pacotes, e através da SEA em geral, dependem da experi€ncia do usuérnioc ¢

da escolha apropriada do modelo.



Capituio 4

Fluxo de poténcia e energia em pérticos tridimensionais

Neste capitulo serdo mostrados conceitos bdsicos da técnica de fluxo de poténcia
estrutural. Estruturas do tipo pértico definidas no espago tridimensional serdo estudadas. As
formulagées para o cdlculo das componentes de fluxo de poténcia neste tipo de estrutura sergo
desenvolvidas para o método dos elementos finitos (FEM) e 0 método dos elementos especirais
(SEM). A fim de fazer a comparacdao com outras metodologias de energia para a andlise
dindmica estrutural, o cdiculo de energia cinética e potencial também serd estudado. As
formulagdes para o cdlculo destas energias nos membros de uma estrutura do tipo pdrtico
tridimensional serdo desenvolvidas para os métodos FEM e SEM. As formulacbes para a
medicdo experimental dos diferentes componentes de fluxo de poténcia, longitudinais,

transversais e forcionals sdo mostradas.
4.1 Conceitos de fluxo de poténcia estrutural

A propagacdo de energia ativa em estruturas pode ser uma alternativa de grande utilidade
em problemas de vibragdo. O fluxo de poténcia estrutural pode ser obtido através de pos-
processamento de medidas de vibragdo. O fluxo de poténcia em continuos eldsticos pode ser
obtido de simulacdes através dos métodos numéricos ou experimentalmente através de medidas
de forca ¢ velocidade (ALVES ET AL., 2000, ALFREDSSON, 1997 & XING E PRICE, 1999). A forca
atuando em uma estrutura e a velocidade em um ponto da estrutura, descritas na mesma

freqliéncia @, podem ser representadas por,
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f(t) = Fcos(mt + o)
V(1) = Vcos(ot + )

4.1
onde F e V slio as magnitudes de forca e velocidade ¢ o e B s#o as suas relativas fases. Os

campos de forga e velocidade podem ser escritos em forma exponencial complexa como sendo,

f(0) = %ﬁ-’e”“’”“} % ‘EK{F(Q))e“‘“ } @)
v(t) = ER{V gl }: 9?{\/’((9)6“‘" } '
onde F(w) e V(w) sfo definidas como as amplitudes complexas de forca e velocidade.

respectivamente.

Dadas estas expressdes, a poténcia estrutural pode ser calculada como sendo o produto de

() e v{t), ou seja,

Pt(t) = f(Ov{t) = FV cos(wt + o) cos(wt +B) (4.3)

Apos algumas simplificacdes algébricas das fungdes trigonométricas envolvidas, a poténcia

estrutural pode ser escrita na seguinte forma compacta,
FvV
Pt(t) = wi—(cos(oc—ﬁ) +cos(20t + oL+ B)) (4.4)

Nota-se que esta expressdo envolve duas partes: uma € constante ¢ a outra ¢ oscilante.
Nota-se, também. que a parte oscilante exibe uma freqiiéncia que é duas vezes a freqgiiéncia da
forga (ou velocidade). Para mostrar isto com mais clareza, considera-se um sinal de forca com
amplitude real F=3 N, e um medido sinal de velocidade com amplitude real V=4 m/s. Os dois
sinais s&0o definidos na freqiiéncia w=1 rad/s, e com diferenca de fase de 60 graus. A relacfio entre

estes sinais e a poténcia € mostrada na Figura 4.1.




CONCEITOS DE FLUX0O DE POTENCIA ESTRUTURAL 4.3

Ampiltude

Figura 4.1 — A relagdo entre forga, velocidade e poténcia.

Calculando a média temporal da poténcia tem-se,

_1 jfE (cos(o — B) + cos(2ot +a + B))dt (4.5)
) T 2
ou seja,
T
{Pt), = %chos(a -;;— gm;f cos(20t + o+ B))dt (4.6)

Observa-se que a primeira parte desta expressio ¢ constante. Esta parte representa a parte

ativa (P, ), da poténcia. A figura abaixo mostra a parte ativa ¢ a parte oscilante da poténcia

(equacdo (4.4)). Nota-se que a amplitude da poténcia ativa ¢ dada por E;cos(oc—ﬁ) , 0 que €

igual a 3 W neste caso.
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Poléncia (Wi

Figura 4.2 — A relagdio entre a parte ativa e a parte oscilante da poténcia,

Utilizando a equagéo (4.6), a poténcia ativa pode ainda ser escrita da seguinte forma.
. FV ] R 1 -
(Bu), = costo-B) = RV (@ }= =R 0 Viw) (4.7)

onde F(w) e V(o) sdo as amplitudes complexas definidas anteriormente, e * representa o
conjugado complexo da varidve! em questio. Desta forma, medidas de campo de forga atuante ¢
de campo de velocidade resultante no dominio de freqiidncia podem ser diretamente utilizadas
para a predicdo de fluxo de potncia, ou seja, a poténeia estrutural ativa {cujo valor per unidade
de drea € a intensidade estrutural). Para simplificacdo das equacdes envolvidas, daqui em diante a

poténcla ativa serd representada como <P>! .

Observa-se, também, que a segunda parte da equacdo (4.6} é relacionada com, mas ndo
representa, a poténeia reativa. Entretanto, ¢ por definigdo, a poténeia estrutural reativa pode ser
simplesmente calculada como sendo a parte imagindria do produto das amplitudes complexas de
forga e velocidade, ou seja,

(P,) :iS{F(m)v‘“(m)}z—E—S{F‘(w)v(m‘;} (4.8)
P2 2 ‘

e assim definida,

P = (e R, @)
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Esta poténcia reativa representa as ondas estaciondrias e, portanto, ela representa a variac&o
de campo de velocidade da estrutura analisada. Desta forma, esta poténcia pode representar os

modos operacionais (“Operational Deflection Shape, ODS™) de uma estrutura (ALVES ET AL..
2000).

O termo fluxo de poténcia, ou a poténcia ativa, é freqlientemente usado para descrever o
fluxo de energia em uma estrutura. Os termos: poténcia, fluxo de poténcia, intensidade estrutural
e fluxo de energia sdo termos relacionados uns ao outros. A intensidade tem partes ativa e reativa,
com unidade de poténcia por unidade de 4rea. Para meios bidimensionais {como placas), a
intensidade € definida como a poténcia por unidade de espessura por unidade de comprimento.
Desta maneira, o fluxo de poténcia em um membro de uma estrutura do tipo pértico pode ser
chamado intensidade estrutural, definida como a poténcia por unidade de drea da secdo deste

membro. O fluxo de poténcia € a poténcia com dire¢do e sentido.

E importante ressaltar que a parte ativa de poténcia é relacionada a dissipacé@o de energia

enquanto a parte reativa € ndo dissipativa. Isto pode ser visto para o caso de um ressonador

simples de um grau de liberdade (Figura 4.3).

Poténcia Reativa Poténcia Ativa & Reativa
F(t l F(t) l
Mo | M
vt} ’ v(t)i
K% K g =ic
St 3

Figura 4.3 — Componentes ativas e reativas de poténcia.
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O fluxo de poténcia estrutural é normalmente ilustrado por um mapa de setas, como
mostrado na Figura 4.4. Nota-se que, devido & dissipag@io interna no sistema dinfmico, o tamanho
das setas, que € proporcional i magnitude do fluxo de poténcia, diminui & medida que nos
afastamos da fonte. De uma forma anéloga ao principio de fluxo térmico, a direcio de fluxo de
poténcia tende a ser da regido de alta energia para a regido de baixa energia. O fendmeno da
circulacio de fluxo de poténcia em algumas regides ¢ conhecido como vértice. Este fendmeno
acontece em estruturas bidimensionais do tipo placas, e est4 relacionado ao fato que, neste tipo de
estruturas a energia se propaga em duas direcdes o que, como combinagio destes, pode resultar
neste tipo de circulagdo. Esta circulacio ndo serd aqui estudada jd que este trabalho tem o

enfoque especial de andlise de elementos estruturais unidimensionais (pdrtico).

Fonte de ensrgia

Um sistema continuo  /
etastice {

Dissipacao de energia

T

Figura 4.4 ~ Mapa de fluxo de poténcia [Hambric e T, aylor, 1994].
A téenica de fluxo de poténcia tem virias utilidades como o uso para a compreensio dos

fendmenos de propagacdo de energia, identificagdo de fontes sorvedouros de energia, estimacio

dos fatores de perda da SEA e Bond Graphs.

4.2 O fluxo de poténcia em estruturas do tipo portico tridimensional

Em estruturas do tipo pértico tridimensional. o fluxo de poténcia € devido & propagacdo de

trés tipos de ondas; ondas longitudinais, ondas transversais nos dois planos de propagacio, e
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ondas de torcdo. Estes tipos de onda propagam-se nos membros do tipo pértico que reunem as
caracteristicas de barras, vigas e elementos de torc3o. As formulagdes tedricas para o célculo de
fluxo de poténcia neste tipo de elemento estrutural sdo discutidas separadamente em seguida e

depois combinadas no elemento pértico 3-D.
4.2.1 Propagacao de energia em barras

Considerando uma forca axial externa F(x,t) (definida por unidade de comprimento)
atuando em uma barra com drea de secdio A, rigidez axial EA, e massa por unidade de
comprimento pA. A aplicacio desta forga resultard em um deslocamento u(x.t) na direcdio x. A
equacdo de movimento desta barra, desprezando o amortecimento interno da barra, pode ser

escrita como,

0 ou d%u
| EA—— | =pA—-xr-F 4.10
ax[ Bx] P de’ *-10)

As forgas axiais sdo relacionadas aos deslocamentos axiais via a seguinte equacao,

F=pA % 4.11)
dx

O fluxo de poténcia nos elementos de barra € unidimensional. Para cada elemento de barra
existem duas componentes de onda; uma relacionada as ondas que propagam para o sentido

positivo da coordenada da barra e outra para o sentido contrério (Figura 4.5).

x=0 Kl
A B
oo . .
— o
¥ F
! )

Figura 4.5 — Componentes de onda em elementos de barra.
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Como visto anteriormente, o fluxo de poténcia ativa {P)[ pode ser escrito como sendo a

média no tempo do produto da forca aplicada e a componente de velocidade em fase. Desta

forma,

T
(P), == [F(yu(na (4.12)
0

kS
T

onde F(t) € a forca e 1 (1) € a velocidade. Para andlise harménica, a componente que propaga na

barra € a componente ativa definida pela parte real da poténcia, ou seja,
1 T
(P.), :—iiﬁﬁzu ] (4.13)

onde * é o conjugado complexo, e U =il . Nota-se que, neste trabalho adotou-se o simbolo

acima das varidveis para identificar que sdo varidveis espectrais. Assim,
u)=REe™ } = a() =Rfoie™ } (4.14)

Usando a equagdo (4.11), tem-se a equagfo para o cdlculo de fluxo de poténcia ativa em barras

dada por,

T du(w
Py ==%R
< R >{ 2 {EA 3x

(iwu(@)"} (4.15)

4.2.2 Propagac¢ao de energia em vigas de Timoshenko

Para uma viga, existem quatro componentes de onda; duas propagantes (A e¢ B) e duas
evanescentes (C e D). As componentes evanescentes t8m um efeito maior no campo proxime das
extremidades da viga. Ao determinar o fluxo de poténcia experimentaimente, as componentes
evanescentes a0 geraimente desprezadas. Isso é feito através de posicionamento dos transdutores

de aceleracdo ou velocidade longe das extremidades da viga em questio.




O FLUXO DE POTENCIA EM ESTRUTURAS DO TIPO PORTICO TRIDIMENSIONAL 4.9

c
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*) ava: N De:
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Figura 4.6 — Componentes de onda em elementos de viga.

As equacdes de movimento para estes GDL’s, sem a consideracdo de amortecimentos

viscosos de material, sdo dadas por {(CRAIG, 1981),

2 2
GAx| 2 f«—i?f"l =pAa J
dx°  ox at”

30 v 3’0
El——+GAX| — -0 | =pl
8x2+ K[ax @:[ P at?

(4.16)

onde GAx € a rigidez de cisalhamento, EI € a rigidez de flexdo e pl € a inércia rotacional, G é o
médulo de elasticidade rotacional e ¥ € um constante dependente da geometria da segéo de viga;

por exemplo, para se¢ao retangular k=5/6.

As forgas de cisalhamento e os momentos de flex&o nodais sio relacionados aos v ¢ ¢

nodais via as seguintes expressoes

V(x) =GAK§ g-\i— A}:”EIS;?*‘PI g?
LAX ’ t (4.17)

M(x) = +EI§3
ax

A poténcia ativa ao longo de uma viga contém dois termos: forgas de flexdo multiplicadas

pela velocidade e os momentos de flexdo multiplicados pela velocidade angular. Desta forma, o

fluxo de poténcia em uma viga € dado por,
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(P,). =<\7(x)€z+z€f(x)§>> (4.18)

i

onde as forgas e os momentos de flexdo sio definidos por,

25 14
\A/’(x)m—-EIi?+pI—a—-§)« (4.19)
ox* ot*
M(x) = EI g‘? (4.20)

Desta forma, a poténcia ativa ao longo da viga de Timoshenko pode ser calculada como

_ ci) a2 ¢ |dv E(t)_ ‘a_(ﬁi:"
<P5*>‘_<[ e Pl ]az {EIBXJBt) @.21)

Para uma solugdo harménica, onde v =iw?, V=—'v, v(t)m%{@ei“"}

sendo,

o(t) = ?}i{ﬁe e },pode—se calcular a poténcia ativa ao longo da viga de Timoshenko como sendo,

(Pg), = {( Elg—q~w pIO)(i?)" +(EI£)(1w@) f (4.22)

4.2.3 Propagacao de energia em vigas de Bernoulli-Euler

A teoria de Timoshenko nio introduz nenhum modo adicional quando comparada com a
teoria elementar; entretanto, o comportamento dos modos € diferente nas duas teorias. Para
freqiiéncias muito baixas nio hd muita diferenca entre as duas formulacdes, o que ocorre para
altas fregii€ncias (veja o capitulo anterior). A teoria da viga de Bernoulli-Euler pode ser obtida
atravées de simplificacdio da teoria de Timoshenko. Para isso é necessario desprezar a rigidez de

cisalhamento (GAK=>=) e néio considerar a inércia rotacional (pl==0). Isso quer dizer que ndo hi
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deformacio de cisalhamento mesmo havendo forcas de cisalhamento atuando. Aplicande estas

condicdes para a equagdo (4.16) tem-se,

9’ a%v a’v
El A = () 23
axz( ox’ j-i—p at’ (4.23)

As forcas de cisalhamento e os momentos de flex@io nodais sao relacionados aos v ¢ ¢

nodais via as seguintes expressoes,

M(x) = +E1%
ax

. . (4.24)
oML _ 9%

V) =- :
®) =5 X

A : : :
onde, Q:m)@:}mé—. Desta forma, o fluxo de poténcia na viga de Bernoulli-Euler pode ser
X

calculado como,

30 & RACRA
P, ), ={| —El=—= |—| EI 425
oo <[ o’ at}( sz)axat>l (4:2)
ou seja,
(Pay 7 s Ea"f(iw\“f}" —-an:’(im@))” (4.26)
2 ox” ax”°

4.2.4 Propagacao de energia por rotacdo em barras

Os elementos de barra em torgdo, e de uma forma anéloga aos elementos de barra em
tracio-compressdo, respeitam uma equagdo diferencial de segunda ordem. Para um torque g(x)
aplicado a uma barra com rigidez torcional GJ e inércia por unidade de comprimento pl, , que
resulta em um deslocamento rotacional 0(x.t) na dire¢do x, a equagio de movimento desta barra,

desprezando o amortecimento interno, ¢ dada por,
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a1 . 9 3% ,
2oL oo 20 42
ax[ ax] Phge 79 (+.27)

« : L g
Os torques sfo relacionados aos deslocamentos torcionais via T =GJ § Desta forma, o
X

fluxo de poténcia ativa para o elemento de rotagio pode ser escrito simplesmente da seguinte

forma,
(Bs), = J< %%%%\) (4.28)
ou em uma forma simplificada,
(Ps), =%%{G§§~<iw@’} (4.29)

4.3 O calculo de fluxo de poténcia total em estruturas do tipo
portico tridimensional

Na aplicac&o numérica das equacdes acima dadas para o caiculo de fluxo de poténcia ativa
no elementos de barra, de viga, e de torgo, precisa-se saber a priori as fungdes de forma destes
elementos para poder calcular as derivadas espaciais. As componentes de fluxo de poténcia sio
fungdes da freqliéncia. Estes componentes serfo numericamente calculados utilizando o método
dos eiementos finitos (FEM) e o método dos elementos espectrais (SEM). A diferenca entre estes
dois modelos para o cdlculo de fluxo de poténcia serd analisada. As funcdes de forma para os
elementos espectrais de barra, viga de Bernoulli-Euler, viga de Timoshenko, e elemento de torgéo
foram dadas nos capitulos anteriores. As fungbes de forma para os elementos finitos
convencionais de barra, viga de Bernoulli-Euler, viga de Timoshenko, e elemento de torcio

utilizadas neste trabalho sdo mostradas nas secdes a seguir.

Para uma estrutura do tipo pértico, definida em espaco tridimensional, o fluxo de poténcia

total € calculado como a soma das contribuicdes de todos os tipos de ondas existentes. Assim, em
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uma estrutura deste tipo o fluxo de poténcia ativa total em uma se¢io arbitraria de um membro €

dado por,

(P, = (Pr), +(Py),

planot * <PB >f

planc2 + <Ps>r (430)

E importante ressaltar que a componente de fluxo de poténcia ativo é existente somente
quando hé dissipa¢io de energia. Esta dissipacdo pode ser introduzida com o uso de elementos
localizados de amortecimento e com a consideracdo do amortecimento interno do material da
estrutura em questdo. O amortecimento interno, como fol mencionado anteriormente, pode ser
introduzido através do valor complexo de mdédulo de Young. Para um sistemna anecdico ou semi-
anecdico, e com amortecimento interno nulo, também existe fluxo de poténcia ativo. Desta
maneira, pode-se verificar o cdlculo de fluxo de poténcia ativo o qual, neste caso, deveria ser

igual & poténcia injetada. Esta idéia € utilizada nos proximos capitulos de resultados para a

comparacio entre os métodos FEM e SEM para o célculo de fluxo de poténcia.
4.4 O calculo de energia em estruturas do tipo pdrtico espacial

No capftulo de resultados sdo calculados as energias cinéticas e potenciais em membros de
pérticos tridimensionais. Estas energias sdo calculadas através das formulagdes do método dos
elementos finitos e do método dos elementos espectrais. Assim, precisam-se desenvolver as
formulagdes necessdrias para realizar estas modelagens, as quais sdo mostradas em seguida.

4.4.1 Energia cinética no elemento de barra em tracao-compressac

A energia cinética em barras € devida & propagagfio de ondas longitudinais (axiais). Esta

energia pode ser calculada através da seguinte expressdo,
1 L
Ex == [pAu‘dx (4.31)
2 0

A epergia calculada como média no tempo € entdo dada por,
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mas,

(a?), =%ER{; ﬁ“}z%m{(imﬁ)(ima)*}:%wzm{a(x)a*(x)}

¢, desta forma, pode-se escrever que,

L
<E§ >E = é (nszJ.SR{ﬁ(x) i (x)}ix
1]

(4.34)

A solugdo de deslocamento Gi(x) em qualquer ponto arbitrdrio ao longo da barra pode ser

calculada através das funces de forma. Desta forma, e para um elemento do tipo 2-nds, tem-se,

U(x) = g,(x)q, +&,(x)4,

Desta maneira tem-se a seguinte férmula para o calculo de energia cinética,

I .2 2a |2 2 A A
(EX), =szpA‘ﬁ{E‘R‘ 6 + B, + Epa,6; +E2600,)

ﬁE

tendo-se as seguintes simplificacdes dos termos envolvidos.,

(4.35)

(4.36)

(4.37)

(4.38)

(4.39)
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L
Ey =g, dx (4.40)
6

onde a estrela representa o conjugado complexo. Nota-se que pode ser provado facilmente que
E =E} . Observa-se que esta simetria € da mesma forma vista na matriz de rigidez dinimica do

elemento espectral de barra. As funcdes de forma para o elemento espectral de barra s3o como

definidas no capitulo anterior.

4.4.2 Energia potencial no elemento de barra

. 1% (duY
E} =—[EA — | dx (4.41)

(E%). =%J-A<Eu'2>rdx (4.42)
mas,

(w?) :%ﬁ{ﬁ'(x) 87 (0} (4.43)

e, desta forma, pode-se escrever que,

L
(EL) x%AJS}T{E 870017 (x) fix (4.44)
¢

Nota-se que o modulo de elasticidade E pode ser complexo e, portanto, deveria ser
calculado dentro dos paréntesis da quantidade calculada como média no tempo. Desta forma, o
amortecimento interno deo material serd levado em conta. Da mesma forma feita anteriormente

para o cdlculo de energia cinética, as fungbes de forma sio utilizadas para calcular as derivadas
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espaciais da equaglo (4.44), assim, a derivada espacial de deslocamento em qualquer ponto x ao

longo da barra € dada por,

G'(x) = g8(x)1, +8,(x), (4.45)

Desta maneira, pode calcular a energia potencial usando a seguinte equacio,

1 A 12 ~ Yo ok 3] A E oA
<E§>‘ =EA91{E(E;; d, +E§§;fu212 +En,8) +E;;u,u2)} (4.46)
sendo que, Eif, = EJ} e,

L .

Ei = [&/8] dx (4.47)
) |
L e

Eq = [8:8) ax (4.48)
0
L e

Eq = [, ax (4.49)
0
L

Eq = 8.8 dx (4.50)
0

As energias cinética e potencial nos membros de um portico definido no espaco
tridimensional podem ser calculadas através da discretizacdo da estrutura. Neste trabalho, a
discretizacdo serd feita usando as formulacdes do FEM e do SEM. As fungbes de forma para o
elemento espectral de barra necessirias para este cdlculo foram mostradas e explicadas nos
capitulos anteriores. Para um elemento finito convencional de barra com comprimento L ao longo

do eixo x, as seguintes funcdes de forma sio utilizadas,

ga(x):I""E“
(4.51)
g, (x)=>
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Nota-se que, neste caso, estas fungdes de forma sdo funcdes independentes da freqgtiéncia.
Portanto, as mesmas formulacdes para o cdlculo das energias cinética e potencial acima dadas s&o

usadas sem a necessidade de calcular o conjugado complexo das fungdes de forma.

Para o calculo das energias cinética e potencial no elemento de barra em torc@o, as mesmas
expressdes dadas para o elemento de barra em tragdo-compressdo podem ser usadas trocando as
constantes pA por pl, e EA por GJ, onde J é o momento de inércia polar e G é o mddulo de
cisalhamento. Nota-se que a constante G torna-se também complexa no caso de amortecimento
interno (histerético). As mesmas funcdes de forma para um elemento finito convencionai de barra
em tragdo-compressdo podem ser usadas para o elemento finito de torglo, mas com o grau de

liberdade de deslocamento definido como deslocamento angular.
4.4.3 Energia cinética no elemento de viga de Bernoulli-Euler

A energia cinética na viga que respeita a teoria elementar de Bernoulli-Euler € somente
devido aos movimentos de translacdo. A inércia de rotacio € desprezada. Desta forma, a energia

cinética para uma viga de comprimento L € dada por,
1 L
By =— | pAvidx (4.52
BTG 2[9 )
A energia calculada como média no tempo € entdo dada por,
1 L
kY _ 1 02
(E5) -—2pA£<v ) dx (4.53)

A soluciio de deslocamento transversal V(x) em qualquer ponto arbitrdrio ao longo da viga

pode ser calculada através das funcdes de forma. Desta forma, e para um elemento do upo 2.nds,

tem-se,
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YO0 = §(0)9, +8,(x)0, +&,(x)%, +8,(x)8, (4.54)

Observa-se que as funcdes de forma g,(x) para um elemento espectral de viga ja foram

dadas num capitulo anterior e sio aqui mostradas novamente de forma resumida. Estas funces

de forma poderm ser escritas como,

[&,(x) r o, 0 07hx

8,(x) _ 100 o h,(x) 1

.0l A L or 0 0 |1h, 00 —X[r]{h(x)} {(4.55)
g, (x)] | 0 -1, - Kh4(x)J

Observa-se que as constantes A, I e rp e as fungdes hj(x) foram definidas no Capitulo 2.

Desta maneira, e substituindo na equagéio acima, tem-se a seguinte férmula para o calculo de

energia cinética no elemento de viga do tipo Bernoulli-Euler,

<E§>[ :%wsz%{Eg[{’llz +E;2§i&)?+Eg{’;{’; +Ei}4{il&); -

EZo, 9, +E7I6, +ENG, ¥, +E®0.6, +
B Y1 B l; BYiV2 B Yi¥2 (456}
Ey 9,9, +EJ0,0, +EV[R, I +EX¥0,6, +
BJ6.9, +E0.0, +E¥6,9, +EL]6.[ )
onde os termos de energia envolvidos sio dados por,
1 LA ~ L/‘E I ®,
E} = [, (08 (0dx = | Lgrﬁh_E —iih; fds 4.57)
0 0

Estes termos podem ser escritos na seguinte forma matricial compacta,
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EEBI EIBZ Ei; Elf(»
Ey Ey EF Ei|_ 17§
R . — h d 4.58
E-gl E;2 E;B E44

ou, em uma forma mais simples,

]E{h}{h}“ax}[rr 50

. . “e N i w .
onde o sobrescrito H representa a matriz hermitiana, ou seja, [r] = [r ]r . Nota-se também que a

matriz [EB] tem as seguintes caracteristicas,

El =B, Viz#] (4.60)
Além disso,
EZ"% __Em
Ey =By (4.61)
By =-Ey
Ey =EY

Observa-se que a simetria (equacgdo (4.60)) e as caracteristicas da equacdo (4.61) sdo as
mesmas vistas anteriormente na matriz de rigidez dindmica do elemento espectral de viga de

Bernoulli-Euler.

4.4.4 Energia potencial no elemento de viga de Bernoulli-Euler

A energia potencial € relacionada a energia de deformacio transversal. Desta forma, a

energia potencial em uma viga de comprimento L é dada por,

E° wlTEicb’ldx wi]:EI &y 2dx (4.62)
o2 24| dx? '
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Esta energia calculada como média no tempo € entdo dada por,

<E‘;>‘ =%IT<E(V")2>[dx (4.63)
4

Da mesma forma feita anteriormente, a segunda derivada da solucdo pode ser encontrada

através das funcdes de forma, sendo que,

Vix)=28 8V, + 7(x)(p,-}-g (x)¥, + 4(x)d) (4.64)

Assim, a energia potencial é calculada através da seguinte expressio,

(E}), =0 REBEL [ +EL0,6; + B 0,9; + B 0,6, +

Ea0%, +ER[B)| +ES05, +EL36, + (4.65)

~

3 oA oA KPS 43 2 oA 0
Epv,v, +E5¥,0, +Eg +ELVv.0, +

)

Para um elemento espectral de viga, os termos envolvidos nesta expressao sao dados como,

QZ

45 0~ parh 2 4370 A 44
Epd,v, +E 0,0, +Eud, v, +E;

P
0,

11 12 13 14
EdB E(EB EdB E

dB
21 22 23 24
E dB E‘CSB E dB E; dB

21 32 33 34

Eg Eg Ej Ep IA‘
4 a2 43 4

Ex Eg E g Eg

Ho Bl o JF ax (4.66)

ou em uma forma mais simples,

E@iﬁﬁﬁW%kaf 67
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Nota-se que a matriz [E, | é simétrica e exibe as mesmas caracteristicas da matriz E.]

(equacido (4.61)) definida para o cdlculo de energia cinética.

No caso de FEM, e para um elemento finito convencional de viga de Bernoulli-Euler, a
mesma equacio (4.56) ¢ usada para o cdlculo da energia cinética, e a equacio (4.63) € usada para

o calculo da energia potencial, tendo em vista que,

E‘ g, (x)g (x)dx (4.68)

o'--—-»ﬂ"'

Bl = | &/(x)87 (x)dx (4.69)

o'-—---—.t“‘

¢ as funcdes de forma gi(x) e i=1,2,3,4 sdo as fungdes de forma do elemento finito de viga de
Bernoulli-Euler, onde a solugfo em ponto arbitrdrio x ao longo da viga € representado, neste
caso, por um polindmio de terceiro grau. Desta maneira, as fungdes de forma utilizadas neste

trabalho para este tipo de elemento sdo dadas por,

g, (x)= 1—3;—;?«1— 2%-1 (4.70)
gz(X)ﬁX-—z-);—z-!-%; (4.71)
&:(x)= 3;_2“2“5“ (4.72)
g:x) = ”“ﬁf“{— (4.73)

E importante ressaltar que as fungdes de forma do elemento finito convencional utilizadas
neste trabalho sdo baseadas em polindmio de grau 3. Solucdes mais precisos podem ser

encontradas utilizando fun¢des de forma de ordem maior.
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4.4.5 Energia cinética no elemento de viga de Timoshenko

A energia cinética na viga que respeita a teoria de ordem mais alta de Timoshenko € devida
aos movimentos de translacdo e & inércia de rotagdo. Desta forma, a energia cinética para uma

viga de comprimento L € dada pela soma de dois termos, ou seja,
1 L 1 L )
Ej == [pA¥idx +~ [p19%dx (4.74)
2 0 2 0
Calculando a média no tempo desta energia tem-se a seguinte expressio,

(Ex) =§pAI<V2>de+%pIJ<¢E>[éx (4.75)
O

A solugdo dos deslocamentos transversais e rotacionais, V(x) e o(x)}, em qualquer ponto
arbitrdrio x ao longo da viga pode ser calculada através das fun¢des de forma. Para um elemento

do tipo 2-nos de viga de Timoshenko, tem-se,

V0 = 8,009, + 8,000, +8,,(x)7, + 8., (x)6, (4.76)
é@)mgwng+&gx@y+gxxﬁf+a4xﬁz (4.77)

As fungbes de forma 3 (x) e g4(X) para um elemento espectral de viga em uma forma

compacta sdo definidas como,

Jévi(x) P, 0 ] 0

g.,(x) _ 0O P, O 0 _

&,5(x) =[PT 0 0 —p o WNOREPINw} (4.78)
.0 looo o -p
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8 ()]
2, 9{ )
;. =[PJ N} (4.79)
o4 (X)

Observa-se que as matrizes [P} e {N} ja foram definidas no Capitulo 2. Substituindo estas

funcdes de forma na equacio (4.75) para o célculo de energia cinética, tem-se,

(E3), =“® DAREL 0, +E29,8) +EE9,01 EF 000 +

E20,%, +E26 +EB“¢’1V +EX(.0, +
Alv e~ o~ 2v o~ REAY 2 R A % :
EN9,9, ~%~E:; v,0, +ED V| +EFV,0, +
3
4y T A 4vi o 43v T A avis 7
Eg 0,V +E57 0,0, +EBV¢2V2+EBV,¢2 +

(4.80)
—Z(B pISKﬁE”‘a 9,7 +ER9,0; +E5*9,9, + E5°0,00 +

E2%¢, ¢, +E"¢]c§>l +E26 9, + EX6,¢, +

Mea o 3~ 33
E};q’vzv} -i-Esq’szg)I +EB¢

’.’

PYEY.0, +

4194 =~ 265 4 4167 2]
E5°0:%, ~E5°0,8, +EJ°0,%, +ES0,| |

onde os termos EJ e EY sdo definidos como,

liv P2y 13v 14v
EB EB E‘E E’B

Iy v 23y 24y
E% EB EB EB

3w 32v 33v 34y
EB EB EB EB

dlv 42v 43v v
EB EB EB EB

= [P]Tﬁ{Nv N, 0 dx}[P*] (4.81)

EIBIC;: Eg-fl? E1;¢ Eléiﬁs
Ez® Ey® EYY EYY :T
S -
116 P 136
BB DB

L
£, (g, (x)dx = [P]T{ j NEOINOF dx}{?ﬂ (4.82)
v
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Nota-se também que as matrizes [E;J € [EEQJ tém as seguintes caracteristicas,

EV =El", Vizij
oo ! (4.83)
EY =E}*, Vi# ]

By __plav 3By __ v 34v 12v Ay e 20y
Ef" =-Ej" EY =BV E EY' EX =EZ

W=
B30 . _pHe EpBe _plle e _ 12120 pdde _ 22
EB = EB ,EB —mEB ,EB ——-EB ,EB —EB

(4.84)

Observa-se que esta simetria e as caracteristicas da equacao (4.84) sdo as mesmas vistas

anteriormente na matriz de rigidez dinamica do elemento espectral de viga de Timoshenko
(Capitulo 2).

4.4.6 Energia potencial no elemento de viga de Timoshenko

A energia potencial na viga de Timoshenko € a soma da energia relacionada com as
deformagbes devidas aos deslocamentos transversais e a energia devida as deformacdes de

cisalhamento. Assim, pode-se escrever que a energia potencial, calculada como média no tempo.

¢ dada por,

2

/EP> mlIT<E®’2> dx +31<AT G q;—éi\ dx (4.85)
VR, AT 2 axJ ‘ ‘
ou seja,

<EP> = lI?R{.TE&&)”dx? +—E~3<'A‘3?{GT (@3 - vX¢ - )jx} =Ql+Q2 (4.86)
), =y TR B8 o+ } - |

4 4]

Usando as funcGes de forma dadas pelas equacdes (4.76) e (4.77), e substituindo na
equacdo acima pode-se obter uma expressdo para o cdlculo de energia potencial. Esta expressio é

extensa €, portanto, serd dividida em vérias partes. Desta forma, a primeira parte da eguacio

(4.86), que chamamos Q1, € definida como,
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L
:mm{j E6'¢"dx }_—j{iﬁﬁs(z«:“{”{vi +ER9,0; +ERV 9, +ER ¢ 00 +
¢

m”(j)lv +E°

& +ER0, %, +ERG0, + (g7

CH YN 328 339 in
Epv,v, +E;] v7¢1+EdB v

2 - ~
—t—Eff@vzé;) +

2
2

)Y

2

EN0,%, +E20,0, +EX,0, +EXig

e a segunda parte, Q2, € dada por,

ou, numa forma mais simplificada,

Q2= é KAR[G( +12 + 13+ 14)] (4.89)

onde os termos 11, 12, I3, e 14 sdo definidos por,

~

VI

L
1= [86 dx = B}
0

{4.90)
EX*90,0, +EF*0,0, + X[,  +EJ9,0, +

EST-SARIPS Pon o 43 44 2
EBQQZVI +E8¢¢zq’1 +EB0¢7 +EL° )

o,

490
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o 12 2¢vgy 13 13gv A~ o~ gy s T
VJ] +EE V0, +EGV T, +Eg ¥,0, +

L
B=[49"dx = (Bl
a

O +EG"0,%, +En0,6, + (4.92)

gy a A ilgva o Bdv]a |2 KETVRN
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Thveg 12w I3y [EY
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Observa-se que as matrizes EY,EY EN ER ER'. e EL® sfo simétricas e respeitam

todas as condi¢Ses dadas na equacdo (4.84).

No caso de modelagem estrutural utilizando o método dos elementos finitos, as energias

cinética e potencial no elemento de viga de Timoshenko podem ainda ser calculadas utilizando as

= : Bes i o BV pie piv pit puo tivo
mesmas expressdes acima dadas. Entretanto, as fungbes integrais E} ,E2* ElL E¥ EX' e E

sfo calculadas em funcdo das fungdes de forma. Neste trabalho serfo utilizadas como fungdes de
forma para o elemento finito (FEM) de viga de Timoshenko polindmios de grau 3, tanto para
relacionar o dngulo de inclinag@o ¢ quanto a deflex@o v com relagdo aos deslocamentos nodais.

Assim,

v(x)=a, +a,X+a,X +a,x
22T ) 1 (4.98)
dx)=Aa, +Aa,Xx+Aa.x"+A,a,x

onde as constantes a; e A; podem ser encontradas através das condi¢des de contorno. Desta

maneira, as solucdes em qualquer ponto x ao longo da viga podem ser calculadas a partir das

seguintes equagdes,
V(X) =g, (X)V, +2, ()9, +g,,(X)v, +g,,(x)0, (4.99)

O0X) =g (XIV, + 84 (XI0, + 843 (X)V, + 2,4 (X)0, (4.100)
e desta forma, as fungdes de forma do elemento de viga de Timoshenko sdo dadas por,

_1-307 4297 +0(1-B)
(1+®)

4.101)

o H
v
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B-28° +9° +%<I>{f}wﬁz)

gvz = L (4.§02)
(1+d)
2 2
g, = 307 -287 + DY (4.103)
' {(1+d)

wﬁzw‘—_;-q)(ﬂwz)

g, = L 4.104
o AL PR (4.105)
(I+d) L
1- 49+ 38° —
o = T+ 387 +D(1—9) (4.106)
' (1+®)
6 - 2
g, =20=09)1 (4.107)
' (i+®) L
—20+38% + PP
= 4.108
=YY (1_%_@) ( )
com, B=2 e @ = uE{ .
L KAGL-

4.4.7 Cuidados que devem ser tomados no calculo das fungoes integrais

E importante ressaltar que as funcdes integrais para os elementos espectrais E.. E; e E:

sdo funcbes complexas. No caso de anilise de estruturas com a consideracio de amortecimento
interno, o médulo de Young e o médulo de elasticidade polar tornam-se complexos. Neste caso,
na obtencdo analitica destes funcdes, que envolve o cdlcuio de coningados complexos, deve-se
levar em conta que o nimero de onda torna-se também complexo. Estas funcdes integrais foram

obtidas analiticamente através do uso de um software para a manipulagdo aigébrica (Map1e®).

A poténcia dissipada em um membro pode ser calculada através da seguinte equagio,
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P,. = on(E* + E") = @nE°™ (4.109)

onde 7} € o fator de perda por amortecimento interno do material do membro. A poténcia em uma
estrutura do tipo poértico tridimensional € calculada como sendo a soma de poténcia dissipada de
cada tipo de onda existente. Desta forma, a poténcia dissipada total pode ser calculada como

sendo,

Pg;;?} — (Dn (E;}m} + E;;zal + E:E:éa} + Ezsoml) (4 l 10)

onde Eg® € a energia total devido as ondas longitudinais, ES® ¢ E & a energia total devido
. . . . . .
&s ondas transversais nos planos 1 € 2, e EJ™ ¢ a energia total devido as ondas propagantes por

torgdo. Para um tipo de onda, a energia total representa a energia de um elemento espectral (um

elemento portico), enquanto ela representa a soma de energias de um conjunto de elementos

finitos que representam um elemento pértico em FEM.

4.5 A medicao de fluxo de poténcia em estruturas do tipo pértico
espacial

O fluxo de poténcia estrutural pode ser calculado através de medidas de vibragio usando uma
aproximagdo para as derivadas espaciais que aparecem nas formulagdes analiticas. No caso de ondas
de flex@o em vigas e usando uma aproximago por diferengas finitas para as derivadas espaciais, o
nimero de medidas de acelerag@o (via acelerbmetros) ou de velocidade (via o vibrémetro laser
Doppler., LDV) varia de duas a cinco medidas, dependendo da aproximacio considerada. A
formulacdo espectral analitica de vigas contém quatro termos, como foi mencionado anteriormente.
Dois destes descrevemn os termos propagantes de ondas transversais e os outros dois descrevem os
termos evanescentes. No caso da condigio de campo distante, 0s terrnos evanescentes sio
desprezados. Se a condi¢éo de campo distante for considerada e a relagfio espectral analitica (relacio
entre 0 nimero de onda e a freqliéncia) for utilizada, duas medidas adjacentes de vibracio sio
suficientes para a determinacio das componentes de fluxo de poténcia. Se a relagio espectral for
estimada, trés medidas s3o necessérias. Se o campo préximo for considerado e a relaciio de

dispersédo for estimada, entdo cinco medidas sio necessdrias.
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Nesta secdo, sfo mostradas as formujages para o cdleulo de fluxo de poténeia através de
medidas das vibragOes transversais em vigas. As medidas sio de campo de velocidade jd que o
vibrometro de laser Doppler serd utilizado nos experimentos mostrados no capitulo de resultados,
Nota-se que a teoria de Bernoulli-Euler para vigas serd utilizada. Esta teoria é de ordem baixa
quando comparada com aquela de Timoshenko. O campo de deslocamento angular em viga de
Bernoulli-Euler € simplesmente representado pela derivada do campo do deslocamento transversal
enquanto na teoria de Timoshenko isto ndo é mais valido. Portanto, na utilizag@o da formulagio de
Bernoulli-Euler para o caso de campo distante, somente duas medidas sio necessarias, por outro
lado, utilizando a formulagéio de Timoshenko no caso de campo distante serdo necessdrias quatro
medidas. Estas medidas envolvem o campo de deslocamento angular, que nfo € medido
diretamente, Nota-se também que, na utilizacio da teoria de Bernoulli-Euler, a deformagio de
cisalhamento € desprezada. Entretanto, para o célculo de fluxo de poténcia, a tensfo de cisalhamento

€ levada em conta como sendo constante ao longo da viga.
4.5.1 A medicao de fiuxo de poténcia em vigas

A equacdo diferencial que representa a viga de Bernoulli-Euler ¢ dada pela equagao (4.23)
€ com o termo da forga definido como F(1)§ (x,), que € uma forga localizada definida em x=xg. A

solu¢@o harmonica desta equacgio €, como foi dada anteriormente,
V(x, ) = A(w)e™ +B(w)e™ + Clw)e™ +D(w)e® (4.111)

onde k € o nimero de onda definido anteriormente para a viga de Bernoulli-Euler. Nesta equacio,
0s dois primeiros termos representam a coniribuigio do campo distante, ¢ os dois dltimos

representam a contribuicdo do campo préximo. Desprezando os termos do campo préximo, a

solugdo para o campo distante é entdo dada por,

v 060 = R{A@e ™ +Bape™ b} 4.112)

Uy (X) = Ae™™ £+ Be (4.113)
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O fluxo de poténcia como média no tempo na viga de Bernoulli-Euler € dado pela equacio

(4.25), onde o primeiro termo desta equacgdo € definido por,

9V, dvy 1. 079, (v, }
OV M) o Lo & V| Fe |
<8X" a > 2 (axﬂ (at) @1

/
de onde, substituindo a expressao (4.112), pode-se chegar facilmente a,

il

83 3 Ly 1 * ] * i - ik N

9V Nu\ _Lom((AA° BB )~k (AB'e —A'Be™ )  @115)
ox* ot 2

Observa-se gque o segundo termo desta equag@o representa uma quantidade complexa do

tipo Riz -2z’ )=0, 0 que resulta em,

<8x3 = >E—2mk9$(AA BB )“2cok QA] ]B[) (4.116)

Pode-se provar da mesma forma que esta equacdo € igual ao segundo termo da equagdo

(4.25) mas com sinal negativo, ou seja,

azvﬁ. 82'\?&. i T 2

—ft BN = —pk*lA ~|B 4.117
<8x2 oxat /| 2 qg H) ( )

Desta maneira, o fluxo de poténcia em vigas dado pela equagdo (4.253) pode ser escrito

COTTIO,

(P, (®)). =Elnk’ (A" ~B[) (4.118)
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4.5.1.1  Determinacao de fluxo de poténcia utilizando as componentes de onda
AeB

Para medidas v, e v, em dois pontos adjacentes x; e x; ao longo de viga, pode-se escrever o

campo de deslocamente em cada ponto da seguinte maneira,

¥, (x,0) = A(@)e ™ + B(@)e™

i i 4.119)
{\FZ(X,Q)) = A(m)e—zhg ‘i“B(Q))ﬁikx-"’ { '

Escrevendo esta equacdo em uma forma matricial e resolvendo-a para achar os parmetros

Al —i e™r el JQ‘} (4.120
B - Al —emikn o X, Eegf - )

com, A=2sin(k(x, -x,)) e Ax =(x, —X, ). Substituindo estes parimetros na equacdo de fluxo

A e B, tem-se,

de poténcia, equacio (4.118), tem-se,

Elk’ {V

2 1
—————e— AWV
@sin(kax) - 01 24

(P, V), =- (4.121)

Esta equacdo pode ser usada para o cilculo de fluxo de poténcia de flexdo em vigas. E
importante ressaltar que, para altos nimeros de onda k, a distdncia Ax deve ser suficientemente

pequena para evitar problemas numéricos.
4.5.1.2 Determinagao de fluxo de poténcia por diferencas finitas

O método das diferengas finitas pode ser utilizado para o cdlculo das derivadas espaciais,
mas deve-se lembrar que este método é aproximado. Usando o fato de que as duas partes da
equacdo (4.25) sdo iguais quando calculadas como média no tempo com hipdtese de campo

distante, o fluxo de poténcia € entdo dado pela seguinte equacio,
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(P (x,0), = ~-~2El<aa :ff %;%> (4.122)

Da equacao (4.112) pode-se escrever também que,

2%
K =—-—1~ M (4.123)
1f aX

onde v, representa, no dominio de fregiiéncia, a primeira derivada no tempo de v, (x,t), ou

seja, o campo de velocidade transversal no ponto x com hipétese de campo distante (“far field”).
Desta forma, a componente transversal de fluxo de poténcia no campo distante da viga,

ignorando o subscrito ff para simplificar, € dada por,

El ./ o%
P(t)) =—25lg? 124
(Po(0), =-2— < = > (4.124)

A derivada espacial é entdo representada pelo método das diferencas finitas. Para medidas

¥, e v, em dois pontos adjacentes ao longo de viga, o fluxo de poténcia € dado por,

EI -, . Ik . n e
(Py(0)), = —2—51( < AX" v}> m—%gm(w v - wm) (4.125)

Observando que o segundo termo desta equagdo ¢ sempre imagindrio, e usando o fato de
que ":'K{\'/z v, }: -3V, VY, } term-se,

(P, (1), = —%—E—;m( 5, )= %%S(@;‘@E) (4.126)

E importante ressaltar que a aproximagfio de campo distante em vigas exige medidas
suficientemente longe de discontinuidades da estrutura analisada. Segundo o NOISEUX (1970)
deve-se respeitar a relacdo de que a distincia entre o ponto de medida e a discontinuidade mais

préxima deve ser maior do que A/ 2, onde A € o comprimento da onda de flexéo.
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4.5.2 A medicéo de fluxo de poténcia em elementos de barra em tracao-
compressao e em torgao

Da mesma forma dada acima, o fluxo de poténcia em uma barra, propagandc

longitudinalmente ao longo da barra, é dado por,

du du
P (D)) = AE{ 2N .
(Pe(t) =A <ax at>t (4.127)

Usando uma solucdo para u(x,t) da mesma forma dada na equacdo (4.112), tem-se,

£

(P (1)) = %AEmki‘K(m AA"+BB" + A'Be™ — AB"c 7 )= _é AEwkR(AA" - BB ") (4.128)

Os pardmetros A e B podem ser calculados através da equacao que descreve a componente
de onda em barras. Esta equacio é simplesmente a mesma definida para vigas com a

aproximacdo de campo distante. Desta forma, o fluxo de poténcia devido aos esforgos

longitudinais em barras é dado por,

(Pe(0), =——2% 5573,

——— 30, u (4.129
© 2wsin(kAx)

onde k € 0 ndmero de onda para ondas longitudinais e 1 € a amplitude complexa da componente
de velocidade axial ao longo da barra, descrita na freqliéncia. Para elementos de tor¢ao, o fluxo

de poténcia € dado em forma ansloga substituindo a rigidez axial AE pela rigidez torcional GJ,

com o k sendo o nimero de onda das ondas torcionais, ou seja,

ij B
P T e 0 .
< S({>>‘ stin(kAx)s((P’(pz) (4.130)

onde (Ap ¢ a amplitude complexa da velocidade angular ao longo da barra. Aproximando a

derivada espacial de primeira ordem na equacao (4.127) por diferencas finitas, o fluxo de

peténcia ativa € dado por,
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du au> _AE

DU AE AE . (i-x
= AE{ —— - 27 = 10 “? = 30 '
(P (1)), <ax o W( i, —a,)u,), —————mAXSK{—lquW} mxﬁ(u!uz) (4.131)

Analogamente, o fluxo de poténcia ativa em elementos de torgio pode ser dado

simplesmente por,

a a GJ P
(P (1)), mGJ<-aif~§i> = 3(6:%,) (4.132)

onde ¢ € o deslocamento anguiar de torgo ao longo da barra. Observe que, para vigas e barras. a
férmula para calcular o fluxo de poténcia ativa via as componentes de onda A e B resulta na

mesma férmula para a estimacio de fluxo de poténcia usando o método de diferencas finitas

quando a distdncia Ax € muito pequena.
4.6 Vibracoes aleatédrias

Em caso de medi¢do de vibrages estruturais excitadas com forgas aleatérias deve-se fazer,
além da média no tempo, mais uma média de amostras (“ensemble average™). Dados aleatdrios
estaciondrios sdo aqueles que tém propriedades estatisticas invariantes no tempo. Se, além disso,
as propriedades estatiticas forem invariantes em cada amostra quando uma média das amostras é
calculada o sinal € dito ergddico (BENDAT, 1986). Portanto, para um sinal estaciondrio, o valor

médio de N amostras calculado no instante t=t, € constante,
l N
toy=lm—>» x, (t,)= 4.133
My (t) WN; () =H, (4.133)
e a fungfo de autocorrelagdo também & constante,

N
R, (1,1, +T)= éﬂ—%zxk(ti)xk(tl +T) =R _ (1) (4.134)
N k=1
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Se os dados sdo ergédicos, a média no tempo e a funclo de autocorrelacio da amostra k sio

constantes, independentes da amostra, ou seja,

1
ux(k)m%%¥£xk(t>dz_ux (4.135)
I T
R, (k) =lim -,fjxk (Ox, (t+Ddt =R _ (1) (4.136)
O

Nota-se que somente 0s processos estacionarios podem ser ergédicos. Para o caleulo de fluxo de

poténcia com dados aleatdrios ergddicos, deve-se definir as seguintes fun¢des de densidade

espectral:

S. ()= R, (e dy
S, (1) = R, (ne™d | (4.137)

S, ()= [R,, (e gy

onde Sy(f) e S, (f) sdo chamadas auto-fungdes da densidade espectral de poténcia, ou
simplesmente auto-espectros, e S,,(f) € chamada fun¢io da densidade espectral cruzada entre os
sinais x(t) e y(t). Nota-se que as funcdes de autocorrelagdo Ry (1) e Ry (1), e a funcio de
correlacdo cruzada R,y (7) podem ser calculadas através da transformagdo inversa de Fourier das
funcbes Sy(f). Syy(f). Sxy(f). Nota-se, também, que as fungdes S, () e Syy(f) sdo chamadas
autoespectros do tipo “two-sided”, e que pode-se definir outras funcdes do tipo “one-sided”,

Gux(f) e Gyy(f), definidas s6 para freqiiéncias positivas, ou seja,

s

0<f<oo
G, (f)=2S_(f), {

- (4.138)
caso contrario
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4.6.1 Fluxo de poténcia em vigas

O fluxo de poténcia pode ser escrito em termos da funcio de densidade espectral cruzada e
do autoespectro. Neste trabalho, adotou-se a formulacio de componentes de onda para o célculo
das medidas dos diferentes componentes de fluxo de poténcia; transversais, longitudinais e

torcionais. Usando a transformada inversa de Fourier nas defini¢Oes das equacdes (4.137), tem-

se,

(n,u,), =R, (x=0)= [s,df = [Rfs,, bf (4.139)
o ¢

Em termos de densidade espectral podemos, portanto, usar S| no lugar de (u,uz)‘. De

outra forma, usando a amplitude complexa, ainda que esta ndo seja rigorosamente definida neste

caso, podemos escrever,

((wus) ) = é‘ﬁ{(ﬁ?ﬁz)e }:%92{4512% RS, } (4.140)

o que nos leva ao mesmo resultado, ja que a amplitude complexa € o dobro da transformada

de Fourier finita ¢ podemos escrever,
(678,) =48, (4.141)

onde ( )E denota a média de amostras.

Em elementos de viga, o fluxo de poténcia € entdo dado por,

2EIK
<(PB>‘>C =m3(8n) (4.142)

onde kg é o nimero de onda para as ondas {ransversais e S;; € a fungdo de densidade espectral
cruzada de poténcia entre as medidas nos pontos 1 e 2. Se as densidades espectrais cruzadas
forem medidas em relacdo a um sinal de referéncia f, a seguinte relacdo pode ser facilmente

estabelecida,
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S!S,
Su(f)m—m—g 2 (4.143)

if

onde Sy € 0 autoespectro do sinal de referéncia e Sir € a funcdo de densidade espectral cruzada de
poténcia entre a medida no ponto i e o sinal de referéncia. Usando a resposta em freqtiéncia (Hg)

medida entre o ponto i e a referéncia f pode-se escrever,

5= SyiHg {4.144)

As relagBes (4.143) e (4.144) sd3o muito tteis na obtencdo experimental do fluxo de
poténcia com sinais aleatérios uma vez que os espectros cruzados tém a propriedade de filtrar o

ruido de medida nfo correlacionado (BENDAT, 1986).
4.6.2 Fluxo de poténcia em elementos de barra

Da mesma forma, nos elementos de barra em tragao-compressio e em torgio. o fluxo de

poténcia € entdo dado por, respectivamente,

AEk
P - R
<< R>{>E 2ain(k, A 3(S,,) (4.145)

Glk
(ERRE— L A
\( s>{>e Sesin(k &%) 3(S),) (4.146)

onde kg e kg séo 0s nimeros de onda para as ondas longitudinais e torcionais respectivamente.

4.6.3 Medicéo de poténcia injetada

Como foi visto anteriormente, a poténcia injetada, como média no tempo, em uma estrutura
¢ dada por,

P =%9?(F(w)v*(w)) (4.147)

<&
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onde F é a amplitude complexa da forca aplicada na estrutura e v € o complexo conjugado da
amplitude complexa da velocidade medida no ponto da excitagdo. Em vibragGes aleatérias para

sinais ergddicos, deve-se fazer a média das amostras que resultard na seguinte expressao,

P, =2%R(S, )=-23(S,, ) (4.148)

comim«/w_l.

4.7 Aplicacao I: comparacao do fluxo de poténcia via FEM e SEM em
vigas — analise unidimensional

Nesta seco, a formulacdo para o célculo da intensidade estrutural em vigas, j4 apresentada
neste capitulo, serd utilizada. A teoria de Timoshenko para vigas serd utilizada. A intensidade
estrutural € calculada via os métodos FEM e SEM para comparacio. Uma estrutura composta de
duas vigas retas diferentes € usada na demonstragdo. Uma das vigas € modelada com um fator de
dissipacdo nulo, e a outra com um fator relativamente grande, para que haja um fluxo de poténcia
ativa e entdo uma poténcia possa ser injetada na estrutura. As duas vigas t&m drea de segdo de
(0.025 m x 0.0034 m). A viga a é de aluminum com comprimento de L=1.1 m, e com as
seguintes propriedades: p=2711 Kg/m®, E=61x10° N/m®, e um fator de dissipagdo nulo (n=0). A
viga b &€ de Lexan com comprimento L=0.4 m, e com as seguintes propriedades: p=1280 Kg/m’,
E=2.62x10° N/m’, e n=10%. Uma carga de excitacio de espectro constante ¢ aplicada na
extremidade livre da viga a, conforme mostrado na Figura 4.7.

V Viga & viga b
g 7 maiha/ FEM

1 56 75

matha / SEM
1 2 3

Figura 4.7 — Discretizacdio da estrutura, via FEM e SEM.
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A viga a € discretizada com 55 elementos finitos de Timoshenko, ¢ a viga b é discretizada
com 20 elemento. Por outro lado, somente dois elementos espectrais sdo usados, um para a viga a
€ outro para a viga b. O fluxo de poténcia ativa € calculado no ponto R localizado a uma distancia
de 0.5 m do ponto da excitagio. Como o fator de dissipacdo na viga a é nulo, eventualmente é
esperado que o fluxo de poténcia ativa seja o mesmo em qualquer ponto ao longo da viga a e
também igual & poténcia injetada na estrutura. Esta comparacdo entre a poténcia injetada e o

fluxo de poténcia ativa pode ser usado como uma ferramenta para a validacfio de predicdes das

diferentes componentes de intensidade estrutural.,

Deve-se aqui mencionar que o elemento espectral do tipo “throw-off” nido foi utilizado
porque ele representa uma condigdo de contorno totalmente anecdica, 0 que redirecionaria toda a
energia injetada, ou seja, a energia se propagard em uma s6 diregfio. Este tipo de modelagem néo
seria possivel ser feito via o FEM em sua forma tradicional. Seria necessario utilizar elementos

infinitos (BATHE, 1996).

Uma faixa de freqiiéncias de 0 a 1 kHz, com uma resolugéio de Af=1 Hz, é primeiramente
analisada. Esta faixa abrange os primeiros 15 modos de flexdo. As FRFs calculadas via FEM sio
computadas pela inversio direta da matriz dindmica [K—-w'M ]. A intensidade estrutural é entéo
calculada a partir destas FRFs. As FRFs calculadas por FEM e SEM nesta faixa de freqgiiéncia sio
mostradas na seguinte figura. Observa-se que as duas FRFs s#io préxirnas, o que indica que a

discretizacdo de FEM foi suficiente nesta faixa de freqiiéncia. Ainda assim a diferénca enire as

curvas chega a ser de até cerca de 3 dB.
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Figura 4.8 — A receptincia da estrutura calculada via FEM ¢ SEM.

A comparacio da poténcia injetada com a intensidade estrutural, calculadas via FEM e

SEM ¢ mostrada nas figuras a seguir.

FEM

i —— Poténcia inetada

g é

=3 55_ é

; %ﬁﬁ ia 5; f\ A
3 L M
: UV AL T
ARV AL AU AR AV
3 L VA ¥ Voo

200 300 400 500 .GGO 700 800 800 1000
Freqiiéncia [Hz]

Figura 4.9 — Comparacio das predicoes do FEM entre a poténcia injetada ¢ a intensidade

estrutural calculada no ponio R.
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Figura 4.10 — Comparacio das prediges do SEM entre a poténcia injetada e a intensidade

estrutural calculada no ponto R.

Observa-se que, as duas curvas de poténeia injetada e a intensidade do modelo de FEM
estrutural parecem ser exatamente iguais, mas existe uma diferenga entre elas. Esta diferenca,
computada como erro percentual, € mostrada na Figura 4.11, observando-se que ela é nula no

caso do modelo de SEM.
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[ e SEB
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Figura 4.11 - O erre absoluto entre a poténcia injetada e a intensidade estrutural, calculado

usando FEM ¢ SEM.
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Anilise em freqiiéncias mais elevadas também € conduzida. Uma faixa de freqiiéncia de
1kHz a 10kHz, com Af=1 Hz, ¢é usada. A comparagio da poténcia injetada com a intensidade

estrutural, calculadas via FEM e SEM é mostrada nas figuras a seguir.

FEM
_25: -
: : — Poténcia injetada
i : Do e Intensidade astrutural |
30 g 2 -
i

35 g: i
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S0 H I
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451

d 1000 2000 3000 4000 5000 8000 7000 8000 000 10000
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Figura 4.12 — Comparagdo das predi¢ées do FEM entre a poténcia injetada e a intensidade

estrutural calculada no ponto R.
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Figura 4.13 — Comparacdo das predicées do SEM entre a poiéncia injetade e a intensidade

estrutural calculada no ponto R.
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Neste caso, o erro do modelo de FEM tende a aumentar significativamente com a
freqii€ncia. Isto € esperado desde que a mesma malha usada anteriormente € também usada para
uma faixa maior de freqliéncia. Por outro lado, o erro no modelo de SEM continua praticamente

nulo, conforme mostrado na Figura 4,14,

]
[

o

larrol%

r

1000 2000 3000 4000 5000 G000 OO0 8000 SU0O 10000
Freqiiéncia {Hz}

Figura 4.14 — O erro absoluto entre a poténcia injetada ¢ a intensidade estrutural, calculado

usando FEM ¢ SEM.

As FRFs calculadas por FEM e SEM nesta faixa de freqiiéncia sio mostradas na Figura
4.15. Pode-se também observar que as ressondncias sdo diferentes nas predices de FEM e de
SEM. Isto ¢ relacionado ao fato que a resposta em fregiiéncia calculada via o SEM é baseada em
fungdes da forma exatas do elemento espectral. Por outro lado, a predicio de FEM ¢ baseada na
ordem do elemento finito utilizado. Em FEM o erro na aproximacio pode ser controlado pelo
refinamento da maiha (versdo-h) e pelo grau do polindmio de elemento {versdo-p). As
aproximacdes de FEM podem ser melhoradas adotando versdes mais elevadas do método {versdo

-p -, -h ou -hp). Entretanto, isto eventualmente resultaria em um custo computacional muito

elevado e indesejavel.
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Figura 4.15 - Receptincia da estrutura caleulada via FEM ¢ SEM.
4,71 Comentérios gerais

Estudos relacionados ao fluxo de poténcia ativa estrutural quando conduzidos via o FEM,
apresentam algumas dificuldades em altas frequéncias devido a alta densidade modal. O SEM,
por outro lado, ¢ formulado no dominio de freqiiéncia e, portanto, apresenta vantagens
consideraveis no tratamento de tais problemas. A diferenga entre a poténcia injetada e a
intensidade estrutural em um ponto da estrutura calculados via FEM e SEM indica a exatiddoe do

SEM quando comparado ac FEM.

4.8 Aplicacao lI: estudo de fluxo de poténcia e energia em uma viga
em configuragio T - analise bidimensional

A andlise da intensidade estrutural e de energia vibracional em estruturas pode ser uma
ferramenta para entender e identificar as fontes dos altos niveis de vibragdo em uma estrutura,
como também as principais trajetorias de propagacio destas energias. Isto pode permitir projetar
e controlar as vibragdes indesejaveis. Por este motivo foi projetada uma estrutura, do tipo “round-

robin”, de vigas que formam um ‘T” no “Naval Surface Warfare Center” em Bethesda, Maryland,
UNICANMP
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.,

sob a orientagcdo do Dr. R, P. SZwerC. O estudo nesta viga foi inicialmente sugerido por
BURROUGHS ET. AL (1994) entre outras estruturas sugeridas para realizar um estudo de rujdo
gerado por vibrag@es carregadas por meio estrutural (“structure-borne”) em freqiiéncias audiveis.
o chamade “Structure-borne Noise”. A viga-T & feita de um material termo-pldstico chamadao
Lexan. Este material € leve e tem um alto fator de dissipacio, o que resulta em reduzir a
amplitude das ondas estaciondrias em relaco as ondas propagantes. Consequentemente, 0$ niveis
de fluxo de pot€ncia em uma viga feita deste material serfio funcdes da posicie ao longo da viga.
Com materiais com baixa dissipacfio, ondas estaciondrias de alta amplitude podem ser geradas e

néo teriamos praticamente fluxo de poténeia.
4.8.1 Descricao da estrutura

A viga-T, conforme mostrado na Figura 4.16, é formada de trés vigas refas. As
propriedades da estrutura s3o : médulo de Young E=2.62x109 N/m® , momento de inéreia I=
1.43x10-7m", Poisson v=0.25, fator de dissipagdo n=0.01, o comprimento das vigas A, B ¢ C
respectivamente La=0.779m, Lg=1.0827m, Lc=0.9303m, 4rea da secio A=0.0317x0.054m". As

seches das vigas A, B e C sdo retangulares.

' X
PFa FPFb
Figura 4.16 - A viga-T.
A viga-T foi modelada usando os métodos FEM, SEM e SEA através dos programas

desenvolvidos nesta tese. Uma forga de excitagio de um espectro constante € aplicada na

extremidade livre da viga A. Esta forca resulta em vibracdes somente no plano x-v da estrutura.

Desta forma, ondas de vibracio do tipo longitudinal e transversal sio geradas. -
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4.8.2 Modelagem via FEM e SEM

A estrutura foi discretizada com 110 elementos finitos. Cada elemento representa
movimentos axlals representados por elementos de barra e movimentos transversais

representados por elementos finitos de viga de Timoshenko. Por outro lado, a malha de SEM

contém somente trés elementos.

N? elementos = 110 N2 elementos = 3

FEM / malha SEM / malha

Figura 4.17 — A viga-T discretizada via FEM e SEM.

A estrutura foi analisada na faixa de freqiiéncia de | Hz a 1 kHz, com uma resolu¢io de
1Hz. A energia total (cinética e potencial) foi calculada em cada uma das vigas A, B e C. Através

desta energia, a poténcia dissipada em cada viga foi computada através da seguinte expressio,

P, = on(EL, +E,) (4.149)

onde Pggs ¢ a poténcia dissipada na viga e EL ,E? ¢ a energia total das ondas vibracionais

longitudinais e transversais, respectivamente. A poténcia injetada também foi computada.

4.8.3 Modelagem via SEA

Para uma modelagem das energias que se propagam no plano desta estrutura, o modelo de
SEA consiste em seis subsisternas {(dois para cada viga). O acoplamento destes subsistemas é

mostrado na Figura 4.18. Nota-se que as setas mostradas na figura indicam o acoplamento entre
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os diferentes subsistemas. Observa-se também que nac hé nenhum acoplamento entre as ondas

longitudinais e transversais do mesmo subsistemna.

1

1 a 2 b 3 c |

onda e py 2 onda —- anda

transversal H transversal ; H iransversal

X AN A

(——

4 a ¥ \—E_%e_'} LI f

onda .‘ > onda .5 » onda
longitudinal y tongitudinal ongitudinal

uwtlzgm_ T Veac _Mﬂ+

Figura 4.18 — O modelo de SEA para a viga-T.

As equacdes de balanco de energia sdo escritas para cada subsistema, e as seis equacdes
resultantes sdo escritas em forma matricial e entdo o sistema matricial & resolvido para obter a
distribuicdo de energia em cada viga da estrutura. A razdo entre a poténcia dissipada e a poténcia
injetada € calculada. Nota-se que a escala de freqiiéncia utilizada no SEA ¢ logarftmica,
normalmente de 1/3 de oitava. Neste estudo, uma escala linear foi utilizada com o objetivo de

poder comparar a distribuicdo de energia nas trés viga com os resultados obtidos por HAMBRIC
{1995).

4.8.4 Modelo de Hambric

HAMBRIC {1995) calculou a distribuicio de poténcia na mesma viga-T usando o método dos
elementos finitos. Ele desenvolveu um pOs-processamento, conhecido mais tarde como McPOW
(Mechanical POWer) feito no ambiente do conhecido pacote comercial MSC/NASTRAN®. Ele
utilizou o elemento BAR do NASTRAN para modelar as trés vigas da estrutura, usando um
tamanho de 0.0254m para cada elemento. Segundo HAMBRIC (1995), esta discretizacio foi

suficiente para resolver as ondas de flex#o até uma freqiiéncia maior do que 1000 Hz. O elemento
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BAR do NASTRAN & um elemento geral de portico que suporta tragfo, tor¢do, flexdo em dois
planos, e cisalhamento em dois planos ortogonais. E um elemento para analise tridimensional de
vigas com seis GDLs por nd. A discrigio matematica deste elemento pode ser encontrada no

manuais de usuario do NASTRAN.
4.8.5 Resultados e comparagoes

As distribuicdes de energia dissipada calculadas via FEM, SEM, SEA, através dos
programas desenvolvidos neste trabalho sfo comparadas com as obtidas por HAMBRIC (1995). A
poténcia dissipada em cada um dos segmentos da viga-T calculada através da equagfo (4.149) ¢

mostrada na Figura 4.19, Figura 4.20 e Figura 4.21.

1t . : : : ‘ s st Sttt

10°t

100"{Poténcia dissipada/Piny - viga A

g 100 200 300 400 500 806G 700 8OO 800 100G
Fregiiéncia [Hz}

Figura 4.19 - Razde de poténcia na viga A por SEM, FEA, SEA computada via Eq. (4.149), ¢

comparada com resultados do Hambric.
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Figura 4.20 - Razdo de poténcia na viga B por SEM, FEA, SEA computada via Eg. (4.149), ¢

compuarada com resultados do Hambric.
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Figura 4.21 — Razdo de poténcia na viga C por SEM, FEA, SEA computada via Eq. (4.149), ¢

comparada com resultados do Hambric.

Nas trés figuras acima mostradas observa-se que os niveis de poténcia dissipada calculados
via FEM e SEM se comparam bem com os niveis estatisticos de SEA e com as estimativas de
HAMBRIC (1995). Observa-se, também, que as estimativas via FEM s3o um pouco diferentes
daquelas do SEM especialmente em altas freqiléncias, o que ¢ esperado desde que o método SEM

oferece uma solucfo exata para a equacgfio de movimento.



APLICACAOQ IT: ESTUDO DE FLUXO DE POTENCIA E ENERGIA EM UMA VIGA EM 4 5]
CONFIGURACAOQ T — ANALISE BIDIMENSIONAL

Um estude experimental foi reatizado para a medigdo de fluxo de poténcia na viga-T, ver
HAMBRIC (1995), CUSCHIERI (1996) ¢ SZWERC E HAMBRIC (1996). A andlise por SEA foi tambeém
feita por CUSCHIERI ET. AL (1996). Os resultados experimentais obtidos por HAMBRIC {19951, ¢
do SEA obtidos por CUSCHIERI (1996) se comparam muito bem com os resultados obtidos neste
trabalho por SEA, SEM, e FEM. Deve-se ressaltar que os resultados experimentais de SZWERC E
HaMBRIC {1996) foram avaliados e validados por CIMERMAN E BURTON (1997) usando o

programa comercial AUTOSEA®

4.8.6 Alternativa para o célculo da poténcia dissipada através de fluxe de

poténcia

A fim de verificar o uso da equacdo (4.149), outra alternativa ¢ adotada para o calculo da
poténcia dissipada em cada membro da estutura. A poténcia dissipada ¢ calculada através de
fluxo de poténcia computado em trés pontos da estrutura préximos da junta-T a uma disténcia de
aproximadamente 0.025m da junta, veja a Figura 4.16. Os componentes de fluxo de poténcia
nestes pontos sfo identificados como PFa, PFb, ¢ PFc. Estes fluxos de poténcia foram calculados
via FEM e SEM. Estes componentes foram entdo usados para calcular a poténcia dissipada em

cada viga como,

P(;?SS == P'm - PFH’
Pl = PFb (4.150)
Pt = PFc

diss

A razdo entre a poténcia dissipada e a poténcia injetada em cada viga ¢ mostrada na Figura
422, Figura 423 e Figura 4.24, Observa-se que estas estimacdes fambém mostram uma
concordincia com as estimagdes de HaMBRIC (1995} e do método SEA. Nota-se que
provaveimente HAMBRIC (1995) usou o fluxe de poténcia para calcular a poténcia dissipada ja
que a concordincia dos resultados € melhor pa Figura 4.22, Figura 423 e Figura 4.24,

principalmente em baixas fregiiéncias.
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Figura 4.22 — Razdo de poténcia na viga 4 por SEM, FEA, SEA computada via Eg. (4.150), ¢

comparada com resultados do Hambric.
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Figura 4.23 - Razfio de poténcia na viga B por SEM, FEA, SEA computada via Eq. (4.150), ¢

comparada com resultados do Hambric.
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Figura 4.24 — Razdo de poténcia na viga C por SEM, FEA, SEA computada via Eq. (4.150), ¢

comparada com resultados do Hambric.

4.8.7 A distribuicio de velocidades via SEM e SEA

A partir das componentes de energia calculadas via SEM, pode-se calcular os niveis de
velocidade nas trés vigas da estrutura. Estes niveis podem ser calculados através das expressdes
mostradas no Capitulo 3, que trata de SEA. Os niveis de velocidade via SEM podem ser vistos na

Figura 4.25.

Nivel de velocidade dB ref. 10°° mis

300 400 500
Fregiéncia [Hz]

Figura 4.25 — Nivel de velocidade por SEM.



4.54 FLUXO DE POTENCIA E ENERGIA EM PORTICOS TRIDIMENSIONAIS

Observa-se que os niveis de velocidade nas vigas A e C $30 superiores ao da viga B. Isto é
devido a poténcia ser injetada transversalmente na viga A, o que causa amplitudes de vibracgio
mais altas na viga C do que na viga B, mesmo que a viga B esteja com comprimento maior. Isso
¢ também devido a forma dos modos vibracionais, € que deve ser claro através de uma analise

modal da estrutura. Estes niveis computados via SEA sfo mostrados na Figura 4.26.

Nivel de velocidade dB ref. 10°% mie
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Figura 4.26 — Nivel de velocidade por SEA.

Observa-se que nesta simulagdo que os niveis de velocidade nas vigas A e C sfio superiores
ao da viga B, de forma andloga ao resultado obtido via SEM. Observa-se também que, devido a
caracteristica de SEA, onde se calcula os niveis de energia como média na freqliéncia e espago, a

Figura 4.26 ndo mostra os picos das ressonancias observadas na Figura 4.25.



Capitulo 5

Outras aplicacoes do método dos elementos espectrais

A andlise modal é uma dtima ferramenta para andlise de modos de vibracdo de estruturas,
entretanto, no caso de alta densidade modal ou em casos de estruturas de grande extensio efou
amortecimento localizado, a andlise modal torna-se menos eficiente. Modos complexos podem
ser interpretados como fendmenos de propagacdo de ondas estruturais. O SEM oferece uma
formulacdo para modelagem de estruturas infinitas e, desta forma, uma das aplicacdes do SEM
serd o estudo dos modos estruturais fortemente complexos. Um coeficiente para guantificar a
complexidade modal serd apresentado. Estruturas uni-, bi-, e tridimensionais do tipo pdrtico
serdo estudados. A outra aplicacdo do SEM é relacionada aos fatores de acoplamento entre os
diferentes subsistemas utilizados especificamente no método de andlise estatistica de energia
(SEA). Estes fatores sdo obtidos via o SEM de forma exata e sem restricdo de fregiiéncia. Assim,
a segunda aplicagdo do SEM apresentada neste trabalho é para a obtencdo dos fatores de
acoplamento da SEA. A terceira aplicacdo é a obtengdo das impedancias e condicoes de
contorno experimentais. Modelos de engaste de vigas e vigas com terminacdes anecdicas séo

apresentados.

5.1 Os modos compiexos e o fendmeno de propagacao de ondas
5.1.1 Introducao

Nos dltiimos anos a comunidade de dinimica estrutural tem se afastado das técnicas

relacionadas ao fendbmeno de propagagio de ondas. O tépico de propagagio de ondas estruturais
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tinha praticamente desaparecido dos livros de dinamica estrutural, sendo substituido pelas teorias
de andlise modal. Com o crescente interesse na dinimica estrutural em altas freqiiéncias, com alta
densidade modal para aplicacdes em vibro-actistica, a andlise de sistemas dindmicos usando as
metodologias de propagagdo de ondas estd voltando a ser utilizada. Em altas fregiiéncias as
condi¢bes de contorno néo podem ser idealmente modeladas como sendo simplesmente apoiadas
ou fixas. Estruturas reais ndo se encontram isoladas do meio. A interag@o com o meio adjacente,
fluido ou sélido, deve ser levada em consideragdo. As ondas estruturais que se propagam para o
meto adjacente representam dissipagdo de energia, e esta dissipag@o é normalmente considerada
em modelos modais com o uso dos coeficientes de amortecimento modal, O amortecimento pode
ser causado pelo fenbmeno de propagacio de ondas em estruturas, assim como existe um
amortecimento devido & geometria da estrutura, chamado © amortecimento geométrico.
Estruturas infinitas também causam o direcionamento de ondas propagantes. Este tipo de
estrulura e 0 amortecimento geométrico sio importantes fontes para a complexidade modal. O
termo complexidade modal representa a disperssio na fase de um autovetor ou modo operacional
(“Operational Deflection Shape (ODS)™"). Virios fatores podem ser responsdveis em gerar modos
complexos entre eles, o amortecimento ndo-proporcional, o comportamento estrutural ndo-linear,
0s efeitos de ruido experimental, os efeitos de aerodinimica, “leakage”, e “aliasing” (IMREGUN E

EWINS (1995), IBRAHIM E SESTIERI (1995), LALLEMENT E [INMAN (1995)).

Modos naturais sfo gerados através da superposi¢o de ondas que refletem nas
extremidades de uma estrutura finita formando ondas estaciondrias, ou reverberantes. Desta
forma, e considerando que o amortecimento é pequeno e bem distribuido na estrutura analisada,
modos reais s&o gerados. Isto significa que, para um sistema discreto, a matriz de amortecimento
€ uma comnbinacdo linear das matrizes de rigidez e de massa, ou, em forma mais geral, as trég
matrizes satisfazem uma relagdo algébrica bem conhecida (Ewins, (1984)). Para uma estrutura
discreta linear representada por estas trés matrizes, os modos complexos podem ser calcuiados
atraves da transformacio do sistema de equagGes algébricas ordindrias de equilibrio de segunda
ordem para um sistemas de equagdes algébricas de primeira ordem mas com tamanho duplicado.
Dependendo da escotha das varidveis de estado, um sistema simétrico ou nio-simétrico & obtido e
entdo o problema de autovalor pode ser resolvido. Os autovalores e autovetores exibem a

propriedade de ortogonalidade e podem ser tratados como modos naturais. Estes autovetores sao
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geralmente complexos. Nesta secdo, a questdio que surge e serd tratada é de como interpretar
fisicamente estes modos complexos. Estruturas semi-infinitas podem exibir modos locais,
definidos somente em uma parte da estrutura. Estruturas deste tipo, semi-infinitas, devem ser
tratadas de uma forma diferente, utilizando a abordagem de propagaciio de ondas ou as

formulacdes espectrais.

Viérias tipos de estruturas lineares, sendo finitas ou infinitas, quando excitadas com uma
forca senoidal com uma certa freqli€ncia gue ndo seja a freqiiéncia natural da estrutura
apresentam uma forma de vibrar. Esta forma de vibragdo é usualmente conhecida como ODS. O
ODS pode ser definido como sendo a distribui¢do espacial da magnitude e da fase da deflexdo da
estrutura em questao em uma freqiiéncia especifica. O ODS pode ser medido experimentalmente
e pode fornecer informagdes importantes para compreender e analisar o comportamento dindmico
de estruturas. Os modos operacionais sdo geralmente quantidades complexas, mesmo no caso de

amortecimentos estruturais proporcionais mas, neste caso, a fase é constante ao longo da

estrutura.

Virios trabalhos foram escritos para tratar do assunto de modos complexos. MITCHELL
(1990) revisou o conceito de modos complexos e descreveu as equacdes no espaco do estado de
um sistemna dindmico ndo-proporcional, e apresentou uma metodologia para resolver o sistema de
equagdes de estado usando um procedimento iterativo. PRATER JR. (1991) apresentou uma anélise
de modos complexos em sistemas com amortecimento ndo-proporcional. Modelos
unidimensionais do tipo barra que exibe propagac@io de ondas longitudinais foram utilizadas
como exemplos. Ele utilizou um amortecimento localizado de tipo viscoso e amortecimento
distribuido ao longo da barra, e mostrou como os autovalores e os autovetores variam com o grau
de proporcionalidade do amortecimento ndo-proporcional. IBRAHIM E SESTIERI (1995) realizarem
mais um estudo sobre os modos complexos gerados em sistemas com amortecimento nio-
proporcional, e mostraram como estes modos complexos podem ser utilizados na atualizagio dos
modelos analiticos. IMREGUN E EWINS (1995) investigaram a origem da complexidade modal, ¢
mostrarem as diversas causas deste lipo de modo, como amortecimentos ndo-proporcionais,
efeitos geroscoOpicos, efeitos aerodindmicos,.etc. Dois parAmetros para quantificar a

complexidade de modos foram apresentados; o fator de complexidade modal em relaciio de fase e
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o fator de complexidade modal em relagio de amplitude dos modos. O célculo dos autovalores e
autovetores em sistemas amortecidos, proporcional e nao-proporcional, ¢ sistemas nio-
amortecidos foram também estudados por LALLEMENT E INMAN (1995). Oliveto et al, (1997)
apresentaram uma metodologia numérica baseada na superposi¢ao modal para a avaliacio das
fregiiéncias e modos complexos de uma viga simplesmente apoiada com amortecimentos

viscosos rotacionais nas suas extremidades. A relagdo entre as componentes reais e imaginarias

foi tratada no trabalho de GARVEY ET AL. (1998).

A seguir serd proposto um coeficiente para quantificar os modos complexos. Serdo
analisados modelos unidimensionais de viga: finita, semi-infinita, e infinita, modelos
bidimensionais de pértico que envolverm a propagaclo de ondas longitudinais e transversais,
modelos tridimensionais do tipo pértico espacial que envolvem todos os tipos de ondas
estruturais e, finalmente, um modelo de placa infinita com uma excitagdio pontual fora do plano.
O método dos elementos espectrais (SEM) oferece uma solug@o exata para os problemas de
propagacdo de ondas e, portanto, ele € uma excelente ferramenta para o estudo de propagacio de
ondas em estruturas. O SEM serd usado na modelagem destas estruturas. Elementos espectrais de

barra, viga de Timoshenko, e de tor¢do serfio usados. Para finalizar este estudo, um experimento

simples de uma viga reta enfiada em uma caixa de areia é conduzido.

5.1.2 O fator de complexidade modal

A quantifica¢do de complexidade de um modo natural ou de um ODS tem o objetivo de
mostrar a relacdo entre as partes reais e imaginarias. Um modo é considerado complexo quando
ele exibe partes imagindrias relativamente significativas em relacdo as partes reais apds uma
normalizagdo fazendo um dos elementos do autovetor ser real.. Neste trabalho adotou-se o
quadrado do coeficiente de correlagdo entre as componentes reais ¢ imagindrios para quantificar a
complexidade modal. Este coeficiente, aqui chamado de fator de compiexidade modal, Bf ,de um

dado modo r ou de um ODS, é calculado como,
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onde X; é a parte real e Y, é a parte imaginaria do r™™ modo (ou ODS), incluidos todos os graus

de liberdade da estrutura analisada. Nota-se que 7 varia de O a 1, onde para modos puramente

reais B € igual a 1. Por outro lado, B? é menor do que 1 para modos complexos. Nos modelos
abaixo analisados serd mostrado que no caso de ODS que exibe o fendmeno de pura propagacio
de ondas o fator B’ tem que ser teoricamente i gual a zero. Este fator exibe valores que variam de
0 a 1. Entretanto, outro fator para a quantificaciio da complexidade modal é também proposto.
Este fator pode ser usado em problemas de vibragdes unidimensionais, ou seja, vibraces
caracterizadas por somente um tipo de onda. Para este tipo de vibragfo, o modo tem normalmente
a forma eliptica quando mostrado no plano complexo. O fator de complexidade € calculado
através de ajuste de curva desta elipse, usando os dois raios da mesma. O ajuste de curva é feito

usando um algoritmo de ajuste de minimos quadrados nfo lineares. Este fator € entdo calculado

como sendo uma medida da abertura desta elipse, ou seja,

onde 1, e 1y, $80 08 raios menor € maior da elipse, respectivamente. Observa que, para =1 a elipse
degenera 4 uma linha (modo puramente real), e para =0 degenera & um circulo (modo
puramente imagindrio). E importante ressaltar que esta forma de elipse pode ser observada

somente em estruturas simples ou quando a andlise é feita para um sé tipo de onda, que se
propaga na estrutura.

5.1.3 l|dentificacao dos modos naturais

Como foi mencionado nos capftulos anteriores, 0 SEM n3o descreve um problema

dindmico como o usual problema de autovalor/autovetor. Em vez disso, ele oferece a resposta em
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freqiiéncia em todos os graus de liberdade envolvidos, A partir da Funcdo de Resposta em
Freqii€ncia (FRF), podem-se identificar os modos naturais, i.e., os autovalores e os autovetores.
Neste trabalho, os parametros modais sio identificados usando o método de polindémios
ortogonais de Chebychev. Este método nio & o objetivo neste trabalho e, portanto, nio vai ser

detalhado aqui podendo ser revisado na referéncia ARRUDA ET AL. (1996).
5.1.4 Modelos de propagacao de onda unidimensionais

Para mostrar 0 comportamento dos sistemas finitos, semi-infinitos, e infinitos, quatro

estruturas simples de vigas sdo modeladas via SEM. Todas as vigas tém as propriedades

mostradas na Tabela 5.1.

Tabela 5.1 - Propriedades das vigas usadas nos maodelo unidimensionais.

Propriedade Valor
Médulo de Young E 2.1x10" N/m?
Densidade p 7800 Kg/m’
Area da secdo A 0.01915 % 0.0031m"
Comprimento finito L. 05 m
Coeficiente de Poisson v 0.30
Amortecimento estrutural 7 O

As vigas sdo definidas na seguinte seqiiéncia: viga finita, semi-infinita, semi-infinita com
descontinuidade e viga infinita. Em todas os modelos de viga € aplicada uma forca pontual de
espectro constante na freqiiéncia conforme mostrado na Figura 5.1. A faixa de freqiiéncia usada
na andlise € de 1 Hz a | kHz, com resolucéo de 0.5 Hz. As FRFs, os modos naturais e os ODSs
sd0 avaiiados com uma resolugéo espacial de 0.01 m, em todos as vigas (usando as funcdes de

interpolacdo do SEM).
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Figura 5.1 ~ Exemplos de vigas retas: (a) engastada-livre; (b) semi-infinita;

(c) semi-infinita com descontinuidade; (d) infinita.

5.1.4.1 Viga engastada-livre (a)

Para investigar o conceito de modo natural e ondas estaciondrias, o exemplo da Figura 5.1
(a) é primeiramente usado. Somente um elemento espectral de viga de Timoshenko € usado na
modelagem numérica. A resposta em freqiiéncia desta viga € mostrada na Figura 5.2. Nota-se que

todas as ressonancias exibem picos afinados devido ao modelo ndo-amortecido aqui considerado.
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Figura 5.2 — FRF da viga engastada-livre da Figura 5.1 (a).

Devido 2 forca aplicada na extremidade da viga, as componentes de velocidade ou de
energia propagam-se ao longo da viga, chegam a outra extremidade ¢ se refletem. As ondas sdo
aprisionadas na estrutura, refletem-se para a frente e para trés formando ondas espacialmente
estacionarias (“standing-wave pattern™). Como resultado disto formam-se os modos naturais na

faixa de fregiiéncia analisada. O comportamento das ondas estaciondrias da terceira ressonancia
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(173 Hz), que € aproximadamente o terceiro modo natural, € mostrado na Figura 5.3. Observa-se

nesta figura como a forma deste modo muda com tempo.

Figura 5.3 - O comportamento das ondas estaciondgrias da terceira ressondncia da viga

engastada-livre,

Com o objetivo de calcular o fator de conmplexidade modal, alguns dos modos naturais
foram identificados usando o método de polindmios ortogonais de Chebychev. O terceiro modo
for identificado na freqiiéncia 173.3 Hz. O modo neste caso € puramente real, e o coeficiente de
correlagdo [ (fator de complexidade modal) € igual a 1. O fator vy é também igual 4 1, desde que o
raio menor r,=0. Isto pode ser claramente visto da figura do autovetor identificado representado
no plano complexo (Nyquist), Figura 5.4. Observa-se que a linha reta mostra que este modo ¢ um
modo real. E importante aqui ressaltar que todas as figuras de Nyquist deste capitulo sio
mostradas com eixos igualmente escalonados (“equal aspect ratio”). O fato do autovetor real ser

representado por coeficientes complexos devem-se a0 método de estimacdo e da normalizacio

utilizados. O modo real €, neste caso, um vetor real multiplicade por uma constante complexa.
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Figura 5.4 — O terceiro modo natural da viga engastada-livre, no plano complexo.

O fendmeno de ondas espacialmente estaciondrias pode também ser visto na figura da fase

do modo identificado, Figura 5.5.
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Figura 5.5 — Amplitude e fase do terceiro modo natural da viga engastada-livre.

5.1.4.2 Viga semi-infinita (b)

Neste exemplo, em vez de ondas estaciondrias hd um padrio de ondas propagantes. A
energia j4 ndo é mais presa na estrutura mas ela se propaga para a extremidade infinita. Neste
caso, nenhum modo natural é formado mas, ao inves disso, somente ODSs que podem ser
excitados. A FRF calculada no ponto da excitagdo € mostrada na Figura 5.6. Somente um

elemento espectral de dois nés e um elemento “throw-off* sio usados na modelagem numérica.
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Figura 5.6 - A resposta em fregiiéncia da viga semi-infinita.

Observa-se que, neste caso, a FRF nfio mostra nenhum pico de ressonéncia e que a
magnitude da resposta diminui exponencialmente com a freqiiéncia. Isto é devido ao fato de que
a energia se propaga sem reflexiao. O ODS na freqiiéncia 173 Hz foi calculado via o SEM., ¢ o

padréo da onda propagando para a extremidade infinita pode ser observado na Figura 5.7.

Figura 5.7 — O padréio de onda propagante na viga semi-infinita para ODS em 173 Hx.

Devido ao fenémeno de propagacio de onda neste modelo, este modo operacional &
complexo. Neste caso, o fator de cd.mplexidade modal B € igual a 0.0114. O fator V. quando
calculado usando os pontos longe da descontinuidade, é aproximadamente nulo. Isto também
pode ser visto da figura de plano complexo deste ODS, Figura 5.8. Observa-se desta figura que o
ODS no plano complexo ndo forma um circulo perfeito. Isto é relacionado ao fato da existéncia

de uma descontinuidade representada pela forca aplicada na extremidade da viga (x=0). Devido a

este fato os fatores de complexidade modal, B* e ., sdo aproximadamente nulos.
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Figura 5.8 — ODS de 173 Hz da viga semi-infinita, no plano complexo.
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Este fendbmeno de propagacdo de ondas pode também ser notado do gréfico da fase deste
ODS, Figura 5.9. Pode-se observar que os angulos da fase variam linearmente com a fregiiéncia
indicando, desta forma, o movimento das ondas de flex@o ao longo da viga. Comparando esta
figura com a Figura 5.5, pode-se observar o efeito de se ter sistemas semi-infinitas na obten¢éo

dos modos operacionais.
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Figura 5.9 — Amplitude e fase do ODS 173 Hz da viga semi-infinita.
5.1.4.3 Viga semi-infinita com descontinuidade (c)
Em estruturas reais, normalmente existern casos em que hd uma combinagdo dos dois tipos

de ondas mostradas acima, ondas estaciondrias e ondas propagantes. Um destes casos ocorre

quando uma descontinuidade é imposta em uma viga reta semi-infinita, como mostrado na Figura
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3.1 (e). A descontinuidade € introduzida através de uma massa concentrada de 0.1 Kg e
elementos de rigidez linear de 1000 N/m. A parte finita da viga tem comprimento de L=0.5 m.
Este tipo de estrutura pode ser considerado semelhante ao caso de uma viga reta enfiada em uma
caixa de areia. Os elementos de rigidez localizados sdo usados para gerar o efeito de reflexiio de
ondas e, portanto, gerar modos locais na parte finita. Por outro lado, em geral, esta

descontinuidade poderia ser, por exemplo. uma variagdo na secfio transversal ou no material da

viga.

Nesta estrutura, as ondas incidentes de flex3o se propagam dispersivamente na viga finita,
chegam & descontinuidade (massa) e, entio, sdo parcialmente refletidas e parcialmente
transmitidas para a parte infinita. A viga foi modelada via o SEM usando somente dois elementos
espectrais, um de dois nds e outro do tipo “throw-off”. A resposta em freqiiéncia foi calculada no

ponto de excitacdo, que € a extremidade livre, e mostrada na Figura 5.10.
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Figura 5.10 — A resposta em fregiiéncia da viga semi-infinita com descontinuidade.

O ODS na freqliéncia 176.4 Hz, que corresponde aproximadamente 4 quarta ressonéncia,

foi caleulado via o SEM, através das funcses de interpolacdo, é mostrada na Figura 5.11.
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Figura 5.11 — O padrio dos modos locais e propagagio de onda na viga semi-infinita com

descontinuidade para ODS em 176.4 Hz.

A Figura 5.12 mostra este ODS no plano complexo para as duas partes da estrutura. A
forma eliptica da parte finita da estrutura (mostrada com *') identifica os modos locais. Estes
modos sio complexos e exibem um padrio similar a um modo real, de tal forma que 08 pontos ao
longo desta parte finita movimentam-s¢ e¢m uma forma quase sincronizada (observe a linha
vertical na Figura 5.11). O fato de ter uma forma eliptica e nfo uma linha reta deve-se ao

acoplamento com uma viga infinita por onde parte da energia ¢ perdida. O fator de complexidade

modal B* da parte finita deste ODS ¢ igual a 0.075. Este valor é pequeno devido & forma da

elipse, que ¢ praticamente normal ao plano real. Assim, o fator B’ ndio representa a complexidade
de forma certa, mas deve ser usado em estruturas tridimensionais analisadas a sequir. Por outro
lado, o fator v ¢ igual a 0.91. A parte infinita exibe um padrdo de propagacho de onda para a
extremidade infinita, o que pode ser observado da forma circular (mostrada com '0") no plano
complexo (observe a linha inclinada na Figura 5.11). O fator de complexidade modal para a parie

infinita deste ODS ¢ igual a 0.01. O fator y € igual a 0.02.
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Figura 5.12 - ODS de 176.4 Hz no plane complexo da viga semi-infinita com descontinnidade.

O fendmeno de propagagio de ondas nesta estrutura pode ser visto também do grafico da

fase, mostrado na Figura 5.13. Nota-se que, a partir da posi¢io da massa (x=0.5), os dngulos de

fase variam linearmente com a posigéo, o que indica a propagacio de ondas de flexfio na direciio

da extremidade infinita.
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Figura 5.13 - Amplitude e fase do ODS em 176.4 Hz da viga semi-infinita com

5.1.4.4 Viga infinita {d)

descontinuidade.

O dltimo exemplo unidimensional a ser investigado ¢ de uma viga infinita excitada com

uma forca em um pomnto arbitrario (x=0), Figura 5.1(d). Somente um elemento espectral do tipo

“throw-0ff” € necessario para a modelagem numérica. A resposta em freqiiéncia no poito de
P q
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excitacio desta viga ndo exibe nenhum pico de ressondncia, sendo semelhante & da viga semu-
infinita, Figura 5.6. Pode-se pensar, neste caso, que o grifico de um ODS no plano complexo
seria um circulo perfeito com fator de complexidade nulo. Isto € o caso para as partes da estrutura
longe do ponto de excitagdo. Como foi mencionado anteriormente, 0 ponto de excitagio € uma

descontinuidade e, por 1sso, o circulo € distorcido nos pontos perto do ponto de excitagdo. A

Figura 5.14 mostra o ODS de 1 kHz no plano complexo.
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Figura 5.14 — ODS de 1 kHz no plano complexo.
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Este ODS ¢é caracterizado pelo fendmeno de propagacdo de ondas, o que pode ser

observado da Figura 3.15, e do gréfico da fase mostrado na Figura 5.16. O fator de complexidade

modal B é igual a 0.0025, enquanto o fator v é aproximadamente nulo.

Bas 'oduiay

Figura 5.15 - Propagacdo de ondas para a esquerda e para a direita no ODS de 1 kHz da viga

infinita.
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Figura 5.16 - Amplitude e fase do ODS em 1 kHz da viga infinita.

Finalmente, com o objetivo de investigar a variagdo do fator de complexidade modal 7,
este fator foi calculado para os quatro modelos das vigas (a), (b), (¢), e (d), ¢ é mostrado na

Figura 5.17 (a-d).
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Figura 5.17 - O fator Bz para as vigas da Figura 5.1 (a), (b), (c), ¢ (d).
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Das figuras acima mostradas, pode-se fazer as seguintes observacdes:

e Para a viga finita engastada-livre, a Figura 5.17 (a) mostra que os modos naturais {as
ressondncias da FRF) so reais. O fator B & igual a | somente nas freqiiéncias naturais
e aproximadamente igual a | nas ressonincias. Os modos operacionais definidos em
fregiiéncias diferentes das fregiiéncias naturais {cu freqii€ncias de ressondncia) sao
complexos e exibem valores de 37 diferentes de !.

e Para as duas vigas semi-infinita e infinita, a Figura 5.17 (b) e (d) mostram que o fator

B tem valores mais altos em baixa freqiiéncia. Em geral, B’

-~ tem valores baixos que
tendem a ser nulos. Isto significa que os modos operacionals sdo completamente
complexos e definidos somente com o fendmeno de propagacio de endas. Os picos que
aparecem nas freqiiéncias mais baixas sdo devido ao efeito de campo préximo. o que
diminu: a medida que a freqii€ncia aumenta.

e Para a viga semi-infinita com a descontinuidade. a parte infinita da viga tem valores de
B2 préximos a zero (devido A propagago de ondas). A parte finita mostrou valores de
B elevados nas freqii€ncias proximas & ressonéncia, mas aproximadamente nulos nas
freqiiéncias de ressondncia. Isto ¢ devido ao fato que, nas ressonfincias o ODS mudard a
sua fase em torno de 180° e, entdo, em alguns pontos a elipse torna-se exatamente
vertical ou horizontal com correlagdo nula ainda que o modo nédo seja puramente real.

Isto resulta em alguma singularidades numéricas no cdleulo do fator [3; .

Devide 4 singularidade numérica mencionada na dltima observacdo, o modelo € analisado
em mais detalhe na faixa de freqiiéncia de 551 Hz a 561 Hz, que inclui a ressondncia 557.7 Hz. O
comportamento desta ressondncia no planc complexo, somente para @ parte {inita da estrutura, ¢
mostrado na Figura 5.18. Observa-se que, com o aumento da freqliéncia, o ODS passa pelo eixo

P
o

imagindrio (na ressonfincia de 557.7 Hz), causando a anulacdo do fator §;
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st angdisdrlo

Roat s

Figura 5.18 — A transicio do ODS passando pela singularidade na ressonincia 557, 7Hz,

somente para a parte finita da estrutura.

O coeficiente de correlagio pode ser calculado, usando médias, como,

Z (Xi - K)(Yi - _Y_)
P, = : (5.3)

DA

onde X ¢ Y sdo os valores médios das distribui¢des X e Y, respectivamente. Este coeficiente de
correlagio exibe valores que variam de ~1 a 1, passando desta forma pelo valor nulo. Os dois

coeficientes foram calculados para a faixa de freqiiéncia analisada como é mostrado na Figura

5.19.
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Figura 5.19 — Us fatores B, e o coeficiente de correlagio na fuixa de 551 Hz a 561 Hz,

passando pela ressonincia de 557.7 Hz,
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E importante notar, das figuras que mostram © plano complexo dos modelo (b), (¢} e (d),
Figura 5.8, Figura 5.12 e Figura 5.14, que o circulo (ou elipse) formado é devido ao fendmeno de
propagacio de ondas, e gue 0 raio do circulo é constante. Isto significa um modelo nio
amortecido geometricamente. O amortecimento geométrico, mencionado anteriormente, serd

mostrado na secdio 5.1.7 para o caso de uma placa infinita.
5.1.5 Modelo de propagacéo de onda bidimensional

Este exemplo é de uma viga do tipo L. Este tipo de estrutura, devido a uma excitagdo em
um ponto conforme mostrado na Figura 5.20, exibe dois tipo de ondas propagando ao longo de
cada viga; ondas longitudinais e ondas de flexdo. Isto ¢ devido ao acoplamento na junta das duas

vigas.

Vv
Viga 1

pt p2

y‘ viga 2

n3

e

Figura 5.20 — Exemplo da viga-L.

Viga I é finita com comprimento L=5 m, e viga 2 é semi-infinita. Um comprimento L=10
m da viga 2 é considerado somente no tragado dos ODSs. As duas vigas tém as mesmas
propriedades da se¢do e do material usados nas estruturas do primeiro modelo, dadas na Tabela
5.1. A faixa de freqiiéncia usada na anilise é de 1 a 500 Hz, com uma resolugdo de 0.5 Hz. Os
comprimentos foram escolhidos de tal forma que as ondas fongitudinais geradas na junta podem
ter comprimentos de onda compativeis com 0s COMPriMentos das vigas I e 2. Por exemplo, na
freqiiéncia f=50 Hz o ndmero de onda (longitudinal) é k=0.064 m’ e, portanto, o comprimento de

onda longitudinal é A=98.8 m. Da mesma forma, na freqiiéncia f=500 Hz, o niimero de onda

1=0.635 m"' e A=9.87 m, o que significa que o comprimento da viga 2 (L=10 m) utilizado na
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obtengdo dos modos operacionais é suficiente para mostrar uma onda longitudinal propagante.

Isto serd mais claro nas figuras de plano complexo de alguns ODSs mostrados em seguida.

A estrutura € excitada com uma forga unitdria pontual de um espectro constante aplicada na
viga I, conforme mostrado na Figura 5.20. A simulagdo numérica € feita usando um elemento de
portico (longitudinal e viga de Timoshenko) do tipo 2-n6s para a modelagem da viga I, e outro
elemento de pértico do tipo “throw-off” para a modelagem da viga 2. Desta forma, somente trés
graus de liberdade sdo considerados em cada né, transversal, axial e torcdo (em torno do eixo
perpendicular ao plano x-y). A FRF e os modos operacionais sio avaliados com uma resolucio

espacial de 0.05 m. A resposta em freqiiéncia no ponto de excitagdo € mostrada na Figura 5.21.

[ gl |

| dereen ch.y

FRF dfs rel. 1nyN

. . : R AL . :
0 20 TG 150 200 250 300 350 400 450 563
FregUéneia, Mz

Figura 5.21 ~ A resposta em fregiiéncia da viga-L calculado no ponto pI para os GDLs

longitudinais e transversais.

Observa-se que os picos demonstram os modos locais (locais pois na viga vertical ha
propagacao pura) na estrutura. As ondas longitudinais que propagam-se axialmente ao longo de
cada viga sfo mais significativas nas altas freqiiéncias. O primeiro ODS a ser analisado & na
freqiiéncia f=5.5 Hz, o que representa a terceira ressonincia na Figura 521. Este modo é
caracterizado por modos locais na viga 7, e pelo fendmeno de propagacio de ondas na viga 2.

Isto pode ser observado claramente da Figura 5.22.
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Figura 5.22 — ODS de 5.5 Hz da viga-L.

Este modo € complexo e tem um valor de B} igual a 0.28797. Os graficos a seguir mostram

este modo operacional no plano complexo (Nyquist), onde podem ser vistos modos locais e

propagacdo de ondas, longitudinais e transversais nas duas vigas, conforme mostrado na Figura
523 e Fagura 5.24.
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Figura 5.23 ~ ODS de 5.5 Hz no plano complexo, na Viga 1 do modelo viga-L.

Os deslocamentos longitudinais em baixas freqiiéncias podem ser considerados

despreziveis em relacdo aos deslocamentos transversais. O efeito da descontinuidade no ponto pl

pode ser observado dos GDLs transversais onde eles sdo representados pela forma eliptica. Por
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outro lado, as componentes longitudinais formam um linha reta 0 que indica as formacio de
ondas espacialmente estacionérias.

x10° x 107
oo . - . 6
3-25; gat longitudinai - gdf transversal
i ;
: A
H +*
3z - 4 * t
; » -
* *
* *
2 * -
*
2 2 . eoan
g = * = Y
k= & 0 * *
=] o -
E £ * -
¥ 3
2 + %
; * *
| % e
; ‘ e
2.8} : :
; Tt
i . ‘ : ©
25 2435 24 235 -0.01 -0.005 o 0.005 oo
Feal x 10" Beal

Figura 5.24 - ODS de 5.5 Hz no plano complexo, na Viga 2 do modelo viga-L.

Nota-se da Figura 5.24 que, a magnitude dos deslocamentos longitudinais na viga 2 € muito
menor do que os na viga /. Pode-se notar também que nesta freqiiéncia as componentes
longitudinais na viga 2, formam uma linha reta. Por outro lado, as componentes transversais na
viga 2 formam um circulo. Isto, por outro lado, si gnifica o fendmeno de propagacio destas ondas

para a extremidade infinita. E importante dizer que as figura de Nyquist das ondas lon gitudinais
na viga 2 mostrada na Figura 5.24 pode ser mal interpretada. De fato, o que estd sendo mostrado
€ um segmento de um circulo, porque o comprimento desta onda longitudinal nesta freqiiéncia é

igual a 898.1m, e somente um segmento de 10m est4 sendo mostrado.

A dindmica desta estrutura foi analisada também em freqliéncia mais alta, onde as

componentes longitudinais tornam-se mais significativas. O ODS de 474.5 Hz foi analisado. As
ondas estaciondrias na viga 1 e o fendmeno de propagacao de ondas na viga 2 podem ser
observados na Figura 5.25.
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Figura 5.25 — ODS de 474.5 Hz da viga-L.

Este modo é complexo. O fator B’ foi calculado usando todos os GDLs da estrutura € €

igual a 0.03578. Os graficos a seguir mostram este modo operacional no plano complexo onde

pode ser visto modos locais e propagagdo de ondas, longitudinais e transversais, nas duas vigas

conforme mostrado na Figura 5.26 e na Figura 5.27.
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Figura 5.26 — ODS de 474.5 Hz no plano complexo. Viga 1 do modelo viga-L.
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Figura 5.27 - ODS de 474.5 Hz no plano complexo. Viga 2 do modelo viga-L.

Observa-se da Figura 5.26 que os ondas longitudinais na viga 7 sdo caracterizados por
ondas estaciondrias formando desta maneira um padréo de modos locais, da mesma forma que foi
mostrada para 0 ODS de 5.5 Hz. Os modos transversais exibem o MEesmo comportamento visto
para 0 ODS de 5.5 Hz. Da Figura 5.27 pode-se notar que, nesta faixa de freqiiéncia, os modos
longitudinais sdo mais significativos. As ondas transversais na viga / incidentes na junta formam
ondas longitudinais na viga 2 (acoplamento). Observe-se também que estas componentes
longitudinais sdo completamente caracterizadas pelo fendmeno de propagacio de ondas, ou seja.
todas as ondas longitudinais transmitidas para a viga 2 se propagam para a extremidade infinita,
Isto pode ser visto do circulo perfeito mostrado no plano complexo deste ODS, Figura 5.27. Este
circulo € quase um circulo fechado devido ao comprimento de onda longitudinal nesta
fregiiéncia, neste caso k=0.604 ¢ A=10.4 m, que € um pouco maior do comprimento da viga 2
utilizado na simulacdo numérica (L=10 m). Observa-se também que as ondas longitudinais sdo

nao-dispersivas e néo ha efeito de campo préximo e, por isso, o circulo é perfeito mesmo com a

descontinuidade.

O fator de complexidade modal B? foi calculado para toda a faixa de freqiiéncias analisada,
conforme mostrado na Figura 5.28. Observa-se que o fator B? tem valores muito pequenos nas

ressondncias, o que indica os modos complexos. Nas ressonancias de fregliéncias mais altas, o

fator B} exibe valores muito pequenos em relagdo aos das baixas freqiiéncias. Estes valores sio
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aproximadamente nulos. Isto € devido ao fato de que, nas ressonéncias, 0 modo mudard a sua fase

em torno de 180° e, entdo, em alguns pontos, torna-se puramente real ou puramente compiexo.
p . . .

Isto resulta em fator 37 nulo. O mesmo fato foi anteriormente observado para o caso da viga reta

com a descontinuidade de massa, ¢ que pode ser observado da Figura 5.19.

BUTGILCH Y IRYERY i
50 100 180 200 280 300 350 400 450 500
Freqigncia, H

Figura 5.28 — O fator B} calculado para a viga-L em toda a faixa de fregiiéncia.

Nota que, o coeficiente de correlagio P deve ser usado para a quantificagdo de
complexidade se o ODS, com todos os GDLs incluidos, for analisado. Neste caso, o ODS exibe
formas mistas de circulos e elipses no plano complexo, o que torna impossivel fazer ajuste de
curva para uma elipse. O outro fator v, deve ser usado se somente um tipo de onda (longitudinal

ou transversal) for analisado.
5.1.6 Modelo de propagacéo em portico tridimensional

O modelo a ser analisado é de uma estrutura do tipo pértico espacial. Todas as barras t€m
comprimento igual, L=5 m, ¢ com as seguintes propriedades: médulo de Young E=2.1x10"
N/m?, densidade p=7800 Kg/m’, 4rea da segio A=0.05x0.05 m’, Poisson v=0.30. Para que haja
um efeito de reflexdo de ondas, foram utilizados massas concentradas de 1 Kg ¢ elementos de
rigidez localizada de 1x10° N/m em alguns nés, conforme mostrado na Figura 5.29. O valor da
rigidez localizada foi escolhido de forma a representar a rigidez de uma caixa de areia. Uma forca

concentrada ¢ aplicada na estrutura conforme mostrado na figura. Esta estrutura pode ser vista




5.26 OuTrAS APLICACOES DO METODO DOS ELEMEN TOS ESPECTRAIS

como sendo uma estrutura do tipo pértico espacial, com suas quatro barras verticais enfiadas na

areia.

i —l
AT L
( : ; ®  Mo1xg
LA ’ e K=1x10° N/
|
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T el P —
L2l

e -

Figura 5.29 - Exemplo de Pértico espacial.

A estrutura foi modelada com um total de somente 16 elementos espectrais de 2-nds, e
quatro elementos do tipo “throw-off”. Isso resulta em um total de 12 nés com seis graus de

liberdade por né (Figura 5.30).

i@ ng

No. elementos 2409 1 16
I No. elementos throw-off - 4
INo. ngs : 12

Figura 5.30 — Malha do SEM utilizada para o portico espacial.

A faixa de freqliéncia utilizada na andlise é de  a 50 Hz, com uma resoluciio de 0.5 Hz, A

resposta em freqii€ncia no ponto de excitagdo para os trés graus de liberdade de translagio ¢é

mostrada na Figura 5.31. Os modos operacionais sio avaliados com uma resolucio espacial de

0.05 m.
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FRF dB ref. i

Fregiiéncia, Hz

Figura 5.31 ~ Resposta em freqiiéncia no ponto de excitacdo, nas 3 direches.

Observa-se que 0s picos demonstram 0s modos da estrutura. Observa-se também que
algumas ressondncias tém a caracteristica de serem mais amortecidas do que as ouiras.
Analisando um ODS numa das primeiras ressonncias, seja o ODS na freqiténcia 2.98 Hz que
corresponde a segunda ressondncia, este ODS se comporta conforme mostrado na Figura 532 ¢

na Figura 5.33.

desipoarento -2

g o 4 deslocamento -

Figura 5.32 -0 ODS na fregiiéncia 2.98 Hz
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Figura 5.33 — ODS na freqiiéncia 2.98 Hz,

Pode-se observar desta figura que o ODS nesta baixa freqii€ncia € caracterizado por ondas
estaciondrias nos membros finitos. Os quatro membros infinitos t8m a funcdo de dissipar a
energia para fora da estrutura, o que praticamente niio acontece nesta freqiiéncia. Isto € devido ao
uso das massas e dos elementos localizadas de rigidez nos nés conforme mostrado na Figura
5.32. O fator B} para este ODS, calculado somente nos membros finitos, € igual a 0.996, o que

indica que este ODS € um modo praticamente real. A Figura 5.34 mostra os trés tipos de ondas,
longitudinal, transversal, e torcional, no plano complexe. Nota-se que a linha reta indica que

nenhuma energia estd se propagando para fora da estrutura.
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Figura 5.34 - O ODS de 2.98 Hz no plano complexo.
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Em freqiiéncias mais altas, por exemplo o ODS proximo da ressondncia 33.17 Hz, o
comportamento da estrutura ¢ diferente em termos de propagacio de ondas. O fator B° para este
ODS, calculado somente nos membros finitos, ¢ igual a 0.557. A forma deste ODS ¢ mostrada na
Figura 5.35 ¢ na Figura 5.36. Observa-se que existe um padrio de propagagio de energia 1nos
quatro membros infinitos da estrutura, o que seria mais facil a ser observado através de uma
animaciio deste ODS. Em freqiiéncias mais altas, a propagagdo de ondas para fora do sistema
dinAmico torna-se mais imporiante. Este fendmeno ¢ responsavel pela formagdo de modos mais

complexos.

desiocaments -z

deslocamenta -y 7 2 gosiocamento -
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Figura 5.35— 0 ODS na freqiiéncia 33.17 Hz.
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Figura 5.36 — ODS na freqgiiéncia 33.17 Hz.

O fato de ter um padrio de propagacdo de ondas pode ser observado no grafico do plano
complexo deste ODS, conforme mostrado na Figura 5.37. Observa-se que a distribuigdo aleatdria

deste ODS identifica a sua complexidade.
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Figura 5.37 — O ODS de 33.17 Hz no plano complexo.
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5.1.7 Modelo de uma placa infinita - amortecimento geométrico

Talvez o modelo mais cldssico de propagacio de ondas para o meio infinito e de
amortecimento por propagaco de onda (amortecimento geomeétrico) seja de flexdo de uma placa

infinita. E considerada uma placa fina infinita com uma forga concentrada conforme mostrado na
Figura 5.38.

Figura 5.38 — Modelo de uma placa infinita com forca pontual.

A resposta de flexdo de uma placa fina pode ser representada pela teoria cldssica de placas

de Kirchhoff. Desprezando o amortecimento interno do material, a equagao de movimento para

uma placa é dada por,

2

2 5 aﬁW
DV (V*w)+ph
(Vi) +p ot?

=F (5.4)

3

onde D = m ¢ a rigidez de flexdo da placa, E € 0 mdduio de Young, w € o deslocamento
...._‘\J""

transversal, e h é a espessura da placa. A forma espectral desta equagio pode ser escrita como,
(DV?V? - pha? v = 0 (5.5)

A solucdo desta equag@io pode ser escrita como sendo a soma linear das solucdes de duas

equagdes espectrais, ou seja, para uma onda plana a equacdo diferencial espectral € entdo dada

como,
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(5.6)

2 hao” | - S . .
onde (-~ :\I P D € uma funcdo de freqiiéncia. Para ondas planas W(x,y) = W(x) e, entdo, os

nimeros de onda para as ondas de flexdo sio dados por, com i=+/—1,

D

ph (.25 h Q.23

k, =24 21 .k, =g P (5.7)
D /

onde k; e k» representando as ondas propagantes e evanescentes. Devido 4 forca concentrada, as

frentes de onda resultantes t8m simetria circular, e os campos de deslocamento (ou velocidade)

sd0 axi-simétricos. Desta forma, o operador diferencial da equagao (5.5) para a variagdo espacial

¢ dado por,

. & 1d
dr- rdr
onde 1 € a distancia radial do ponto de excitacdo. Usando esta distribuicfio espacial, a solugdo axi-

simétrica do deslocamento transversal da equacio (5.5) € entdo dada por (DOYLE, 19973,
w(r) = AJ, +BY, + CK, + DI, (5.9

onde Jg € a funcio de Bessel do 1° tipo, Yo € a funcio do Bessel do 2° tipo, Iy € a funcdo de Bessel
modificada do 1° tipo, ¢ Ky € a funcdo do Besse] do 2° tipo, todas definidas com os argumentos
=Cr e {. Para tratar o modelo de placa infinita considera-se as condigdes que (i) o deslocamento
W transversal é finito em r=0, (i) w — 0 quando r — e . Desta maneira pode-se escrever a

solugdo de seguinte forma,

Wir) = A{Joni‘{o —1231{0\, (5.10)
£

/
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A constante A pode ser determinada através da condicio de contorno da forca. Para isto,
considera-se o caso de equilibrio de uma pequena segao de um cilindro definido na placa e em
torne do ponto de excitagao. A forga de cisalhamento 1o cilindro por unidade de comprimento
pode ser relacionada a forca F, sendo que Q = f?/2m. Por outro lado, a forga de cisathamento
escrita na forma da equacdo de Bessel pode ser relacionada ao deslocamento usando a seguinte

expressao.

Lo [dw rd Law ) f 5
Q=¢'D) ‘.\+—-m¥——:~-}llmA[L~iYg+:—lKg (5.11)
\dz‘“ z dz- oz dz /J k A

Usando as duas definicdes dadas para Q e fazendo que v aproxime-se do zero. pode-se

determinar a constante A, e assim a solugilo espectral fica da seguinte forma.

—iF

\R/(i',ﬂ.}) ::""8“65“}5

2
T, ~iY, =K, (5.12)
i

Esta equagdo oferece a solucdo de deslocamento como fungdo do raio e da fregliéncia. A
placa usada na simulagao numérica tem as seguintes propriedades: médulo de Young E=2.1x10"
N/m?, Poisson v=0.30, densidade p=7800 Kgfm3 e espessura h=1 mm. Uma forca concentrada
unitaria foi apiicada no centro da placa. A resposta em fregliéncia € semelhante a do modelo de
viga semi-infinita mostrada na Figura 5.6. A soluc#o foi calculada para o ODS de 1 kHz em 160
pontos ao longo de raios e com resolucio de 10 cm. Este ODS ¢ mostrado na Figura 3.39 no

plano complexo.
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Figura 5.39 —~ ODS de 1 kHz de uma placa infinita, com forca concentrada.

Observa-se da Figura 5.39 que, na regifio longe da descontinuidade (causada pela forca
concentrada), este ODS forma circulos concéntricos cujos raios diminuem longe do ponte de
excitagdo, e que estes circulos tendem a um ponto quando r se aproxima do infinito. Este fato é

devido ao amortecimento geométrico na placa, isto é, a amplitude de deslocamento decai e tende

a ser zero no infinito.

Figura 5.40— A vibragdo e o amortecimento geométrico na placa infinita.
5.1.8 Experimento de viga enfiada em caixa de areia

Neste ensaio, a estrutura usada ¢ uma viga de aluminio com comprimento total de 1.55 m, e

com édrea de se¢lio A=(0.025x0.0034)m". A viga foi enfiada em uma caixa de areia, onde a parte
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da viga fora da caixa é de comprimento L=1.25m, ¢ uma excitagio aleatéria foi aplicada na
extremidade livre da mesma, através de um excitador eletrodin@mico (“shaker™. A faixa de
fregiiéncias usada no ensaio é de 1 a 800 Hz, com 3200 linhas. Um sistema de aquisi¢do de dados
do tipo HP foi usado, e as resposta em freqiiéncia foi medida em 51 pontos ao longo da viga,
usando um Vibrometro Laser Doppler (ILDV) Polytec OFV330. A resposta medida no ponto de

excitacdo e a fungdo de coeréncia sdo mostradas na Figura 541.
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Figura 5.41 — A FRF e fungéo de coeréncia medidas no ponto de excitagdo.

Nesta estrutura, as ondas de flexdo se propagam na viga em direcdo a caixa de areta, e
entio sdo refletidas ou parcialmente transmitidas para a caixa de areia, dependendo da freqgiiéncia.
Observa-se da Figura 5.41 que a resposta em freqliéncia mostra ressonancias mais amortecidas
em freqiiéncias acima de 200 Hz, quando comparadas com as ressonéncias em freqiiéncias mais
baixas. Isto é devido ao efeito da caixa de areia que atua como amortecimento. O ODS na
freqiiéncia de 43 Hz ¢ primeiramente analisado. A forma deste ODS é mostrada na Figura 5.42,
onde pode-se observar que este ODS € predominado por ondas espacialmente estacionarias,

formando o padrdo do terceiro modo de uma viga engastada.
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Figura 5.42 - O padrdo dos modos locais na viga enfiada em caixa de areia. ODS de 43 Hz.

A Figura 5.43 mostra o mesmo ODS no plano complexo, onde a sua forma indica que este
ODS € real, com pequenas componentes complexas devido ao amortecimento induzido pela caixa
de areia. As partes reais e complexas foram ajustadas para uma elipse-, ¢ o fator de complexidade

Y. foi igual a 0.94608, enquanto o fator B foi igual a 0.7683.
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Figura 5.43 - ODS de 43 Hz no plano complexo da viga enfiada em caixa de areia.

O padrdo deste ODS, que exibe a forma parecida com o quarto modo natural de uma vi ga
engastada-live. pode ser melhor observado no gréfico da fase mostrado na Figura 5.44. Nota-se

que. a amplitude na posi¢do x/L=1 ndo € nula. Isso é devido ao fato de usar material absorvente

na tampa da caixa de areia, o que torna a viga flexivel no ponto da entrada da caixa.
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Figura 5.44 - Amplitude e fase do ODS em 43 Hz da viga enfiada em caixa de areia.

O efeito de propagacio de ondas de flexdo para a caixa de areia foi melhor observado em
freqiiéncias mais altas. Para isso, o ODS em 510 Hz foi também analisado. A forma deste ODS €
mostrada na Figura 5.45, onde € claramente observado que este ODS € predominado por ondas

propagantes para a extremidade x/L=1.

Figura 5.45 — O padrédo dos modos locais na viga enfiada em caixa de areia. ODS de 510 Hz.

Este ODS ¢ altamente complexo, e com fatores de complexidade B e ¥, iguais a 0.24288 ¢
0.26881, respectivamente, 0 que pode ser observado da forma eliptica da Figura 5.46. O grafico

de fase e amplitude deste ODS & mostrado na Figura 5.47.
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Figura 5.46 — O ODS em 510 Hz da viga enfiada em caixa de areia.
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Figura 5.47 — Fase e amplitude normalizada do ODS em 51 0 Hz da viga enfiada em caixa de

areia.

5.2 Obtencao dos fatores de perda por acoplamento da SEA através
de simulacao numérica usando o SEM

5.2.1 Introducao

Os fatores de perda por acoplamento (CLF, do inglés “Coupling Loss Factor”) entre os
diferentes subsisternas utilizados no método de anilise estatistica de energia (SEA) sdo obtidos

analiticamente no caso de acoplamentos simples como por exemplo, o acoplamento de duas

barras que se encontram em forma de ‘L’ (“right-angle”), e acoplamentos simples de placas em
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‘L’ (LyoN E DEJONG (1995)). Para acoplamentos complexos eles podem  ser obtidos
experimentalmente ou através de uma modelagem numérica usando, por exemplo, o método dos
elementos finitos. Até esta data, poucos artigos foram escritos que tratam da obtencdo
experimental dos fatores de perda por acoplamento para estruturas complexas. A otimizagio das
técnicas de identificacdo experimental € cada vez mais necessaria. Neste capitulo, a aplicacao do
SEM para a obtencio destes fatores de acoplamento entre subsistemas do tipo barras (“right-

angle”) serd mostrada.
5.2.1.1 Revisao bibliografica

Virios trabalhos foram escritos e realizados na tentativa de obter uma metodologia simples
e eficaz para obter estes fatores de perda por acoplamento. A maioria destes trabalhos utilizam
duas abordagens; numérica e experimental, nos quais o Método de Injegdo de Poténcia (PIM) €
geralmente utilizado. SATO E LALOR (1994) utilizaram um martelo instrumentado para excitar a
estrutura. As medidas foram feitas em duas placas finas soldadas. Eles calcularem os fatores de
perda internos € oS fatores de perda por acoplamento € compararam cOm outros resultados
obtidos com excitacio harménica com shaker. Eles mostraram que a diferenca entre estes fatores
calculados com as duas metodologias fica na faixa aceitavel de 3 dB. A desvantagem de uso de
martelo instrumentado é que a sua excitagfo € de pouca energia e a energia injetada na estrutura
pode ndo ser suficiente para excitar os subsistemas longe de ponto de excitagdo, particularmente

no caso de estruturas muito amortecidas.

O uso da SEA em estruturas do tipo méquinas rotativas foi realizado no trabalho de
CUSCHIERI E SUN (1994). Neste trabalho, um método baseado em medidas experimentais das
energias € usado para a determinaciio dos fatores de dissipacdo e dos fatores de perda por
acoplamento. Eles mostraram que a sua metodologia, chamada de método das razoes de energia,
pode ser usado para sistemas de acoplamento conservativo (sem dissipagdo de energia na junta) €

ndio conservativo (com dissipacdo na junta). A formulacio do PIM foi utilizada.

A estimacdo dos fatores de perda por acoplamento via PIM em baixas freqliéncias &

considerada ndo correta devido 2 incerteza no processo estatistico. STEEL E CRAIK (1994)
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mostraram um estudo para a obtenc#o dos fatores de perda por acoplamento em andlises de baixa
freqiiéncia. Este estudo se baseia no cdlculo destes fatores através das fungdes de mobilidade do

sistema receptor. O método dos elementos finitos foi utilizado neste trabalho.

SHANKAR E KEANE (1995) estudaram as energias vibracionais em uma estrutura de duas
vigas conectadas via uma linha {paralelamente) e via um ponto (uma viga € ortogonal a outra).
Eles utilizaram o método dos elementos finitos (FEM) e a funcdo de Green dos dois subsisternas.
Eles mostraram a concordancia das duas metodologias em estudar o acoplamento das vigas até
um certo grau de acoplamento. Para o caso de forte acoplamento o niimero de modos
desacoplados usado exibe um efeito significativo nos resultados obtidos pela fungdo de Green. Os
fatores de perda por acoplamento foram calculados via o PIM e via métodos modais

deterministicos.

O fato de que dois subsistemnas sejam fracamente ou fortemente acoplados € importante na
aplicac@o do PIM. Segundo FAHY E JAMES (1996), nao existe nenhuma definicdo clara, definitiva,
¢ mundialmente aceita para o grau de acoplamento, como também nio existe nenhuma medida
pratica para o grau de acoplamento entre dois subsistemnas. No trabalho de FAHY E JAMES (1996
fot apresentada uma maneira para medir este grau de acoplamento através da energia cinética.
Foram estudados trés tipos de acoplamentos; acoplamento barra-barra, via mola, acoplamento
viga-viga via mola, e acoplamento de duas placas. Desta maneira, trés tipos de ondas estio
envolvidos, transversais, longitudinais, e torcionais. Eles mostraram que o grav de acoplamento

pode ser identificado através do calculo das energias cinéticas dos relativos subsisternas.

O acoplamento de ondas vibracionais em estruturas periddicas unidimensionais foi
analisado por LANGLEY (1996). Ele apresentou um estudo sobre o acoplamento em bandas largas
€ estreitas de freqiiéncia, ¢ sobre o efeito de amortecimento interno dos subsistemas, quando o

numero de onda torna-se complexo, em estruturas periddicas na obtencdo dos coeficientes de

acoplamento.

Outros tipos de acoplamento de diferentes subsistemas, i.e., diferentes dos sisternas tratados

neste trabalho. foram analisados na literatura. TSO E HANSEN (1997) apresentaram um estudo
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tedrico e experimental sobre a transmissdo da energia de vibragdo em estrutura acoplada de um
cilindro e uma placa. Os fatores de perda por acoplamento para este sistema ¢é baseado na teoria
de acoplamento de duas placas do tipo L. Eles mostraram que seus resultados tiveram boa
concordancia quando comparados com  0S fatores de perda por acoplamento obtidos

analiticamente. Eles também mostraram que a teoria de reciprocidade neste caso € ainda valida.

FaHY E RUIvo (1997) apresentaram uma metodologia baseada na modulacao da poténcia
injetada em um sistema. Eles mostraram que através desta modulacio é possivel calcular 03
fatores de perda por acoplamento (CLF) e perda por amortecimento (DLF, do inglés “Damping
Loss Factor”) sem a necessidade de quantificar a poténcia injetada, e com a condi¢ao de ter
estimativas confidveis das densidades modais. A modulacgo de poténcia injetada foi feita através
de um circuito analégico elétrico construido para este proposito. Dois modelos foram estudados,
um modelo de duas placas conectadas, ¢ um modelo de duas cavidades acusticas reverberantes
conectadas através de uma abertura (janela). Os CLFs DLFEs foram também calculados via ©
PIM. Os resuitados mostraram muita concorddncia. A desvantagem desta metodologia € a

condi¢io matematica das equacdes envolvidas que dependem dos dados experimentais medidos.

FAHY (1998), apresentou uma outra metodologia para modelar © acoplamento dos
diferentes subsistemas na SEA. Baseado nas equagdes bisicas de SEA, como fol mostrado
anteriormente, a matriz de energia € simétrica quando a relacdo de reciprocidade ¢ usada. Desta
forma, FAHY sugere utilizar o termo Mijzmﬂijnizﬁ)ﬂjiﬂszji onde o novo termo M;; representa o
‘coeficiente de transferéncia de poténcia’. Da mesma forma, ele definiu o termo M=0T;n; que
representa o ‘coeficiente de dissipacdo de poténcia’. Desta maneira, as equacdes de SEA podem
ser escritas em uma forma analoga, mas com matrizes neste caso simétricas. A justificativa de
usar My no lugar de my € que 0 coeficiente M;; ndo depende das propriedades fisicas dos
subsistemas envolvidos (comprimento, area, etc). Por outro lado, a dependéncia de Ty nas
quantidades fisicas dos subsistemas, que ndo influenciam diretamente na transmissdo de energia
entre subsistermas, foi criticada por vérias autores. Para problemas de baixas fregliéncias, 0s
fatores de perda acima apresentados ndo se aplicam. HuciN (1998) apresentou um metodologia
melhorada para calcular os fatores de perda por acoplamento em problemas de baixa densidade

modal, formulados para problemas unidimensionais.
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Na literatura, alguns trabalhos relataram que os fatores de perda estimados via o PIM
podem ser negativos, o que é considerado inconsistente. SHENG ET AL. (1998) mostraram que
esies valores negativos sdo relacionados aos acoplamentos nfo-conservativos dos subsistemas.
Eles sugeriram novos modelos de SEA para este tipo de acoplamento. As perdas de energia nos
elementos de acoplamento sio levados em conta. O efeito dos parimetros de acoplamento,
conservativo e nfio-conservativo, foram estudados. No caso de acoplamento nao-conservativo, o
fluxo de energia entre dois subsistemas nao € somente proporcional is energias modais destes

subsistemas, mas também depende do fator de perda no elemento de conexdo. Neste caso, a

relagdo de reciprocidade ndo € mais vélida,

A transmissdo de energia em estruturas acopladas do tipo placa e viga foi também analisada
por ZALIZNIAK ET AL. (1999). Neste estudo numeérico, os coeficientes de transmissio de reflexfo
foram comparados com os apresentados por LANGLEY E HERON (1990). A andlise via SEA de
duas placas acopladas do tipo L em médias freqiiéncias foi feita por DELANGHE (1996), onde
foram usadas as matrizes de mmpedéncia obtidas via o0 FEM através do pacote NASTRAN®. Os

resultados foram verificados experimentalmente.

Os trabalhos mais recentes para a identificacio dos fatores de perda por acoplamento sio
em seguida apresentados. MAXIT E GUYADER (2001) apresentaram uma metodologia baseada no
FEM para a estimagio dos fatores de perda por acoplamento em estruturas complexas. A sua
aproximacdo ¢ baseada no uso de uma formulacdo modal dual para descrever a vibracfo dos
subsistemas acoplados. Simula¢des numéricas de acoplamentos de duas vigas e duas placas
foram apresentadas. IADEVAIA ET AL, (2000) discutiram o efeito da massa dos transdutores de
forga normalmente usados na obtengdo experimental dos fatores de perda por acoplamento,
principalmente via ¢ PIM. Um sistema de duas placas acopladas foi utilizado neste estudo
numeérico e experimental. Eles mostraram que a massa dindmica usada no transdutor de forca do
shaker pode induzir erros significativos na estimagio dos fatores de perda por acoplamento. Os
resultados obtidos utilizando um excitador eletrodindmico foram comparados com outros usando
um martelo como excitagdo. Os efeitos da escolha dos pontos de medida e do ponto de excitagio
na estimacio dos fatores de acoplamento foi também pesquisado por PARK ET AL. {2000) e

YAMAZAKILET AL. (2000). Qutra aplicagio do FEM ¢ apresentada por BALDANZINIET AL. (2000)
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na obtencdo dos fatores de perda por acoplamento em modelo de trés placas acopladas na

configuracio “T7.

Nos capitulos anteriores fol mostrado como o fator de perda por acoplamento pode ser
calculado através dos coeficientes de transmissao em juntas. Esta relaco esté sendo utilizada na
maioria dos trabalhos relacionados a SEA e nos programas comerciais de SEA. SARRAD] (2000)
mostrou que esta relagio pode ser influenciada por pardmetros como O amortecimento interno e a

topologia ou a forma dos diferentes subsistemas envolvidos.
52.1.2 Objetivos e metodologia

Neste trabalho, o PIM ser4 utilizado para a obtengdo dos fatores de perda por acoplamento
de um modelo de duas vigas que se encontram em um angulo de 90°. Os fatores de perda por
acoplamento para este modelo podem ser calculados analiticamente usando as férmulas dadas por
CREMER (1988). Portanto, este modelo foi escolhido de tal forma que 0s fatores obtidos
sumericamente via o SEM pudessem ser comparados com 0S obtidos analiticamente via a
formulacio de CREMER (1988). Com a metodologia aqui mostrada validada, esta poderd ser

utilizada para obter fatores de perda por acoplamento para diferentes tipos de acoplamento, nao

necessariamente de vigas em configuracdo ‘L.

Quando o PIM ¢ aplicado em sistemas pequenos, com poucos subsistemas, ele pode ser
usado com um certo grau de confiancia e oferece boas estimativas para os fatores de perda por
acoplamento devido ao pequeno tamanho da matriz de energia envolvida. Para sisternas grandes e
complexos, a matriz de energia pode ter problema de mal condicionamento numérico. Além
disso, em sistemas grandes, se¢ O acoplamento entre dois subsistemas for especificamente
estudado, todo o sistema de equagées lineares deve ser resolvido novamente para obter 0s novos
valores destes fatores. Isto acontece, por exemplo, no caso de validagdo de uma modificagdo
estrutural. Este processo é computacionalmente caro. Se esta modificagio é relacionada a um
fator de perda especifico, este novo fator pode ser estimado sem a necessidade de resolver o
sistema inteiro do PIM novamente (STIMPSON E LALOR (1991)). Esta metodologia sera mostrada

em seguida.




5.44 OUTRAS APLICACOES DO METODO DOS ELEMENTOS ESPECTRAIS

5.2.2 Alernativa para o obtencao dos fatores de perda por acoplamento

A fim de mostrar esta alternativa para obter os fatores Mij, consideram-se dois subsistemas
acoplados i e j. Para montar o sistema de equagdes do PIM, poténcia & injetada em cada

subsistema por vez, e a energia total em cada subsistema € entdo calculada. Desta forma, as

quatro equagOes de balango de energia sdo dadas em forma matricial como,

E;lﬁ Elﬂl —Egl 0 N 1}

¢ -E| E; E° ) 0

r nu 2 SRIRLT _ f (5.13)
Eilz Exz “E;z 0 N O;

0 - E?z Egz Egz {nzz 1,]

onde Ej € a poténcia do subsistema i devido 2 uma poténcia injetada no subsistemna J- Esta

poténcia € calculada como média no tempo € normalizada em relacio i poténcia injetada, ou seja,

ok,

By =—+ (5.14)

A equagdo (5.13) representa o sisterna de equacdes do PIM para um modelo de dois
subsistemas, e ela é normalmente utilizada para obter of fatores 1;;. A dependéncia do fator, por
exemplo, Ty n0s outros pardmetros da matriz de energia e nos outros fatores é mostrada em

seguida através de estudo de sensitividade.

Em geral, para uma matriz [A] quadrada de tamanho N, e com x COmO sua varidvel

dependente, a derivada da inversa desta matriz em relagdo & varidvel x é dada por,
d | ;0 ! c
Al =-[a]' Z[a]a} (5.15)
ox Jx

Esta equagdo mostra a sensitividade da matriz [A]' em relagdo a varidvel x. A equacio

(5.13) deve ser resolvida para obter os fatores de perda. Da mesma forma, a sensitividade da
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inversa da matriz de energia em relacao as energias dos diferentes subsistemas pode ser calculada

fazendo,

.16
JE” (>.16)

Para um elemento especifico Ej; da matriz de energia normalizada pode-se escrever que a

sensitividade do elemento E; em relagdo ao elemento Em pode ser dada por,

[ ]=”‘ii[ ]; o L[Enl—u} 5.17)

n
nm p=l g=! aE

onde a contribui¢io das p e q linhas e das p e g colunas da matriz de energia foi encorporada.
Para os fatores de perda m;, uma relagio semelbante pode ser escrita da seguinte maneira

(DELANGHE, 1996),

aEn —EEan8mp nqnpi =i¢j (518)

p

onde §; ¢ delta de Kronecker. Esta relagio ainda pode ser escrita em uma forma mais

simplificada como sendo,

o, L i
Spr =M 17 G-19)

o que poderia ser observado do sistema de equagdes de SEA para estes dois subsistemas, ou seja,
o sistema que ¢ normalmente € resolvido na SEA para obter a distribuic3c de energia nos

diferentes subsistemas, € dado por,
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(My; +1;,) — Ty 0 0 E;}lw (ﬂi
M (Mp+nn) 0 O B0 (5.20)
0 0 (Mn,; +ny,) =Ty, E), 0
0 0 =Tz My +7,) [E;J 1

Desta forma, a contribuicio de um termo de Eqn nos pardmetros Tji € aproximadamente,
om, .
——=E . nmn, .i#]j 5.21)
m in *
oE}

Os fatores de perda interna 1 sd30 normalmente maiores do que os fatores de perda por
acoplamento 1;. Desta forma, a matriz dos fatores de perda da equagdio (5.20) é predominada

pela diagonal principal, e entdo pode-se dizer que a equacdo (5.21) € dominada pelos termos n=j

e m=i, ou seja,
Ang =Emmn, i (5.22)
Portanto. pode-se observar que. por exemplo, a variagdo do fator Ty depende dos

pardmetros My, M2, € B2, mas nio depende no parimetro 1);-. Assim, a equagido (5.13) pode ser

reescrita da seguinte forma,

n _mn (1
{Ei; E?JJT‘”}Z{ $ (523)
Erz "'Ezz mll {O

H
4

ou nia forma genérica,

"_EY [n. )
‘7Eil Eil Jnnl&{gf (524)
Ey =Ejlni (o

n
ij bl
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A matriz da energia na formulacio do PIM ¢ também diagonalmente predominante €,

entiio, a soluciio deste sistema pode ser estimada pela seguinte expressao, com SL indicando a

\ metodologia do STIMPSON E LALOR (1991),

=L (5.25)

Esta aproximagio dos fatores de perda ndo leva em conia 0s termos de energia E; que
poderiam ser Muito Menores do que os termos Ejj, € desta forma o condicionamento da matriz de
energia ndio afeita a estimagio destes fatores. Para sistemas mais complexas € com Varios
subsistemas envolvidos, a estimagéo de fator de acoplamento T); pode ser melhorada levando em
conta a contribuicio de outros termos da matriz de energia. Esta formulacdo simplificada foi
primeiramente mencionada pelo STIMPSON E LALOR (1991), € serd usada em seguida junto com 0

método classico do PIM para obter os fatores de perda por acoplamento de uma estrutura de viga

do tipo L.

5.2.3 Modelo de viga L para a obtencao dos fatores de perda por acoplamento

Na maioria dos trabalhos relacionados 2 andlise de modelos de vigas do tipo ‘L’ por SEA,
os fatores de perda por acoplamento sao calculados analiticamente através dos coeficientes de
{ransmissdo apresentados por CREMER (1988), os quais foram mostrados em forma mais clara no
capitulo que trata do método SEA. Estes fatores de perda via CREMER (1988)serdo usados para a

comparagio com 0s novos fatores obtidos numericamente via SEM.

O modelo numérico aqui usado consiste em duas viga semi-infinitas acopladas em forma L.
O modelo do SEM para esta estrutura consiste de quatro elementos espectrais, nos quais dois

destes sio do tipo 2-nds, e os outros dois sdo do tipo “throw-off”, conforme mostrado na Figura
5.48,
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Figura 5.48 — Modelo de viga-L; (a) modelo do SEM, (b) excitacdo nos diferentes subsisteas,

Esta estrutura ser4 analisada somente no plano x-y e, desta forma, quatro subsistemas sio
considerados neste modelo: dois representando a propagacdo das energias longitudinais nas duas
vigas e dois representando a propagacdo das ondas transversais. Para a utilizagdo do método PIM,
uma poténcia estrutural unitaria & aplicada em cada subsistema por vez. A configuracio dos
subsistemas envolvidos pode ser observada do modelo da SEA para esta estrutura, conforme a

Figura 5.49, onde 0s nimeros 1,2, 3 ¢ 4 representam os niimeros dos subsistemas.
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Figura 5.49 — Modelo para o acoplamento dos subsistemas na viga-L.

Observa-se que a energia das ondas de flexio nio € acoplada com a energia das ondas
longitudinais na mesma viga, conforme mostrado com as setas na Figura 5.49. Por outro lado, a
energia de flexdo de uma viga é linearmente acoplada com a energia das ondas longitudinais da
outra. Os subsistemnas sdo excitadas alternativamente, e quatro equagbes de balanco de energia

sa0 escritas para cada excitacio. O conjunto das equagdes envolvidas pode ser escrito em forma

matricial da seguinte forma (conforme anteriormente mostrado no capitulo 3),
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Esta equagfio matricial € entao resolvida para obter os fatores de perda 1};;. Observa-se que
este sistema pode ter mais equagdes descrevendo o problema do que as incognitas a serem
resolvidas, tornando se um sistema super-determinado cuja solugdo de minimos quadrados pode

ser obtida comn um algoritmo que usa a decomposi¢ao em valores singulares {SVD).

A estrutura foi modelada via o SEM usando a malha mostrada na Figura 5.48 (a). As vigas
usadas tém as seguintes propriedades: drea da secdo A=0.01x0.01m", médulo de Young
E=2.62x10°N/m” e densidade p=1280 Kg/m’. O comprimento L=100 m foi usado para as duas
vigas. O programa de computador desenvolvido neste trabalho para a andlise dinamica de
estruturas trelicadas foi utilizado. A teoria de Timoshenko para vigas foi usada, e a faixa de
freqiiéncia analisada foi de 1 Hz a 5 kHz. As energias transversais ¢ Jongitudinais nas vigas A ¢ B
foram calculadas na faixa de fregii€ncia. A faixa de freqiiéncia utilizada € logaritmica do tipo 1/Q
de oitava, com Q=150 resultando desta forma em 50 linhas de fregiiéncia para cada banda de 1/3
de oitava. Assim, existe um ndmero fixo de linhas de freqiincia para cada banda. As energias
foram calculadas nesta faixa logaritmica e em seguida uma média quadrética (r.m.s.) em bandas
de 1/3 de oitava foi calculada. Isso pode ser visto como um filtro para calcular a média quadratica

de dados representados em escala logaritmica de freqtiéncia.
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Os elementos do tipo “throw-off” foram usados para que nao haja reflex8es na extremidade
livre dos dois membros. Desta forma, as ondas refletidas na junta (né #3 da Figura 5.48 (a)) sdo
completamente transmitidas para a extremidade infinita nos dois membros da estrutura. As
energias longitudinais e transversais nos dois membros finitos foram calculadas para cada

componente de freqiiéncia.

5.2.4 Estimacéo dos n; via PIM

O sistema matricial do PIM. mostrado na equagdo (5.26), foi montado e resoivido, e os
diferentes fatores de perda por acoplamento obtidos sdo mostrados nas figuras seguintes (Figura
5.50), comparado-os com os fatores calculados via a formulacfio analitica de CREMER (1988). A

diferenca entre a estimacio via SEM/PIM e a analitica para cada fator ¢ calculada como sendo,

AT]ij o= \/(ngremer ___T‘SEJ‘\/I-PI.'\J)2 (527)

Nota-se que, nas seguintes figuras, os fatores de perda por acoplamento s3o definidas como:

* T Tepresenta o fator de perda por acoplamento de uma onda incidente transversal na
viga l{viga A) e uma onda transversal transmitida para aviga 2 (viga B),

* T representa o fator de perda por acoplamento de uma onda incidente transversal na
viga [ e uma onda longitudinal transmitida para a viga 2,

*  Teop Tepresenta o fator de perda por acoplamento de uma onda incidente transversal na
viga 2 e uma onda transversal transmitida para a viga ],

* Ty representa o fator de perda por acoplamento de uma onda incidente transversal na
viga 2 e uma onda longitudinal transmitida para a viga /,

* Ty representa o fator de perda por acoplamento de uma onda incidente longitudinal
na viga I € uma onda transversal transmitida para a viga 2,

® T, Tepresenta o fator de perda por acoplamento de uma onda incidente longitudinal

na viga I e uma onda longitudinal transmitida para a viga 2,
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na viga Z e uma onda transversal transmitida para a viga 1,
s W, representa o fator de perda por acoplamento de uma ond

a incidente longitudinal
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Figura 5.56~ Os diferentes futores 175 estimados por SEM/PIM e pela formulacdo analitica de

CREMER ¢ sua diferenca.
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Figura 5.50 (cont.) - 1 estimados por SEM/PIM e pela Jormulacdo analitica de CREMER ¢ sua

diferenca.
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Figura 5.50 (cont.} — i estimados por SEM/PIM e pela formulagiio analitica de CREMER e suda

diferenca.

Observa-se que os fatores de perda por acoplamento relacionados as energias incidentes €
transmitidas de flexdo sdo melhor estimados do que os que incluem as ondas longitudinais. Os

fatores de acoplamento das ondas incidentes longitudinais ¢ as ondas transmitidas longitudinais
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sdo obtidos com uma margem de erro maior. Observa-se também, das figuras que mostram as
diferengas entre os fatores obtidos pelas duas metodologias, que o fator de acoplamento estimado

via SEM/PIM tem a tendéncia de se aproximar do analitico em altas freqiiéncias. Isto pode ser

relacionado ao baixo nivel de energia longitudinal transmitido de um membro para ¢ outro

comparado com o nivel da energia de flexdo. Esta diferenca das energias resulta em mal-

condicionamento da matriz de energia, o que pode ser notado do ndmerc de condigdio da matriz
de energia mostrado na Figura 5.51. O ntmero de condigiio de uma matriz é uma medida da

sensitividade da solucdo de um sistema linear de equacées aos erros nos dados da matriz. O

namero de condigio fornece uma indicagiio da exatiddo dos resultados obtidos através da

inversdo desta matriz. Um ndimero alto indica o mal-condicionamento da matriz a ser resolvida
(STEWART, 1973). Neste caso, o ndmero de condigdo de norma 2 foi usado, ou seja, a razdo entre

0 maior valor singular {norma 2 da matriz} e o menor valor singular {(norma 2 da matriz inversa).

a
i A . o
CRRREERE TR g b ke

Nt der sondipdo
=

300 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000
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Figura 5.51 — O ndmero de condi¢cdo da matriz de energia.

Observa-se que o ntimero de condicdo diminui com a freqiiéncia, o que € implicito na
hipétese do que a SEA é um método para andlise em altas fregiiéncias (e/ou alta densidade
modal). Sempre parece ideal e importante acompanhar o célculo da inversa da matriz e do cdlculo
de ndmero de condi¢do. Segundo LEWIT £ HECKL (1994) ndo ¢é sempre possivel determinar um
limite maximo para o0 ndmero de condicdo, mas & possivel estimar limites de confianca para os

valores identificados. A distribuicdo das energias longitudinais e transversais de vibracdo na

estrutura pode ser observada nas figuras que sequem.
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modelo da Figura 5.48.
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Figura 5.53 — Nivel de energia na viga B quando uma poténcia é injetada no subsistema 1 do

modelo da Figura 5.48.

§.2.5 Estimagdo simplificada dos n; via método de Stimpson e Laior

A formulacdo alternativa de STIMPSON E LALOR (1991) também foi utilizada na obtengédo
dos mesmos fatores de perda (SEM/S&L), e comparados com os fatores calculados via a
formulagiie analitica de CREMER (1988). Os mesmos fatores sao calculados e mostrados nas
figuras que seguem juntamente com a diferenga entre 0s fatores das duas maneiras calculadas

através da equagdo (5.27).
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Figura 5.54 — Os diferentes fatores 1; estimados por SEM/S&L e pela a formulaciio analitica

de CREMER e sua diferenca.
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Figura 5.54 (cont.) — 7jij estimados por SEM/S&L e pela a formulacdo analitica de Cremer e

sua diferenca.
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Figura 5.54 (cont.) — nij estimados por SEM/S&L e pela a formulacio analitica de Cremer ¢

sua diferenga.

Das figuras acima pode-se observar que os fatores obtidos pelo método SEM/S&L mostram
uma melhor estimativa do que os obtidos via SEM/PIM, principalmente os fatores relacionados
ao caso de ondas incidentes longitudinais com ondas transmitidas do mesmo tipo. Este
melhoramento ¢ atribuido ao fato de ndo se resolver o sistema de equagdes completo com uma
simples inversa da matriz de energia. Os termos que podem causar o mal-condicionamento da
matriz de energia nfo estdo considerados na metodologia SEM/S&L., ou seja, o sistema resolvido
¢ um sistema reduzido. A outra vantagem ¢ que o SEM/S&L ¢ um método direto e que, com um
algebrismo mais elaborado, outros termos da matriz de energia podem ser usados para melhorar a

estimativa dos fatores de acoplamento.
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5.2.5.1 Comentarios gerais

Observa-se que as energias transversais ¢ longitudinais foram calculadas somente nos
elementos finitos 2 ¢ 3 do modelo mostrado na Figura 548 {(a) mas com um comprimento de
100m. As energias nos elementos semi-infinitos 1 e 4 ndo foram usadas devido ao comprimento
infinito dos elementos que dificulta a estimacdo dos fatores de perda por acoplamento, isto €, 0s
fatores de perda sdo calculados através da expressio dada por Lyon E DEJONG (1995) como

funcio de comprimento L de subsistema envolvido.

Observa-se também que a formulagiio do elemento espectral de viga de Timoshenko foi
usada na modelagem numérica, e seus resultados sdo comparados com os resultados obtidos via
as expressies dadas por CREMER (1988), que s30 baseadas na teoria simples de Bernoulli-Euler,
conforme mostrado nos capitulos anteriores. Os coeficientes de acoplamento nfo foram
calculados usando o elemento espectral de viga de Bernoulli-Euler pois este inclui um termo
exponencial de kL, onde L ¢ o comprimento do elemento, e este termo fica muito grande quando

k e L sdo elevados, causando problemas numéricos. No nosse caso um L=100m foi usado.

5.2.6 O uso dos fatores n; obtidos via SEM/S&L no modelo da viga-T

A fim de verificar os fatores de perda m; obtidos via SEM/S&L, o modelo, anteriormente
analisado, da viga-T é novamente usado. A viga-T é modelada via a SEA, onde o acoplamento
entre os diferentes subsistemnas é modelado em duas maneiras: (i} através dos fatores obtidos
usando a formulagio analitica de CREMER (1988), e (ii) através dos fatores obtidos via a analise
de energia no modelo usando o SEM e a formulagdo do SIMPSON E LALOR (1991). Uma poténcia
unitdria é injetada na viga-A, e a faixa de freqiiéncia analisada foi de 1 Hz a 5 kHz. Os niveis de

energia nos trés membros da estrutura sdo mostrados nas figuras que seguem.
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Figura 5.55 — O espectro de energia na viga-A, calculado via SEA.
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Figura 5.57 - O espectro de energia na viga-C, calculado via SEA.

Observa-se que a distribuigdo de energia nas vigas A, B, e C, calculada usando os fatores
de CREMER e pelo método SEM/S&L exibem uma boa concordancia. Especificamente, ¢ em
todas as vigas, a distribui¢iio de energia calculada via os fatores do SEM/S&L mostrou uma
melhor concordancia em fregiiéncias acima de 200 Hz, e que tende a melhorar com freqtiéncias

mais altas. E importante notar que este melhoramento ¢ devido a densidade modal que aumenta

com a freqiiéncia.

5.3 Obtencdo de impedancia e condigdes de contorno experimentais
através do SEM

5.3.1 Introducao

Os métodos numéricos baseados em formulagdes matematicas, como por exemplo o FEMe
o BEM, estio sendo cada vez mais utilizados para a analise dindmica de estruturas,
principalmente as mais complexas. Metodologias como estas fornecem uma boa ferramenta para
os estudos relacionados a dindmica estrutural. Entretanto, as vezes estas metodologias produzem
um comportamento diferente do comportamento dindmico experimental (real). Esta discrepéncia

pode surgir devido as diferencas relacionadas a pardmetros de massa, rigidez, e amortecimento e
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as condi¢les de contorno incorporadas no modelo numérico que podem ndo ser realistas. Um
exemplo disto € o de uma viga engastada (ou simplesmente apoiada), observando que um engaste
real ndo € nunca um engaste perfeito, principalmente em freqiiéncias mais altas. Esta viga
engastada € normalmente modelada via FEM como sendo perfeitamente engastada. o que

representa muitas vezes a principal fonte de discrepancia.

Metodologias para caracterizar as condicdes de contorno podem ser conduzidas usando o
método dos elementos finitos. Entretanto, e como foi mostrado anteriormente, o método dos
elementos espectrais € formulado no dominio de freqiiéncia e é baseado em func@es de forma
exatas. Desta forma, o SEM torna-se uma melhor op¢do para caracterizar as condigdes de

contorno.
5.3.2 Metodologia e solugio

Neste trabalho, o SEM € usado para a caracterizaciio da condigdo de engaste de uma viga
através da determinagdo das impeddncias mecinicas {ou rigidez dindmica) do engaste. Qutro
estudo que envolve a caracterizacdo de duas diferentes caixas de areia é conduzido. Elementos
espectrais de viga de Timoshenko sfo utilizados. O SEM & formulado no dominio da freqliéncia e

serd usado junto com medidas experimentais, também no dominio da freqiiéncia.
5.3.2.1 Caracterizagéo de engaste de uma viga

O caso menos complexo € a caracterizagio do engaste de uma viga. Para isto, considera-se
uma viga reta que € engastada em uma das extremidades e livre na outra. Uma excitagfo ¢
aplicada transversalmente em um ponto x ao longo da viga, conforme mostrado né figura abaixo.
Esta forga de excitagdo ¢é representada no modelo de SEM por uma forga de um espectro

constante unitario.
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Figura 5.58 — Configuracdo experimental da viga engastada-livre e seus GDLs.

O modelo de SEM consiste de dois elementos espectrais com condicfio de contorno do tipo
livre-livre. Devido a forca transversal aplicada, dois GDLs por né de deslocamento sao definidos,

v e ¢, ver a Figura 5.59,

Vi Q Vo % Vaiily

1 2 3

‘ 0.3m ca2m

E— =|-.

Y

t
H
i
i

Figura 5.59 — Modelo de SEM, com os 6 GDLs.

A matriz din@mica global destes dois elementos e o vetor dos GDLs s3o montados da

seguinte forma,

K, K., K, K, K Kgiv ~-K,v
Kzz K2,3 K:f,:; Kzs K?.é ¢‘1 - Kq;iﬁ:)l
Ky Ky Ky Ky ) Vai . F (5.28)
Ku K Kl 0
sim. Ko Ki|iv, 0
i Kelios, | O

onde o esforco no no 1 € representado por uma forca dindmica de reacdo a translagdo ~ K v, e
outra de rotagiao —~K, ¢, com K, e K, definidas como as rigidez dindmica de translacio e

rotacdo no nd 1, respectivamente. Os graus de liberdade deste modelo sdo descritos como:
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* vz e v;sdo os GDLs que podem ser facilmente medidos,

* Vie @ sao 0s GDLs do engaste que ndo podem ser medidos.

*  02¢ Q3 s80 0os GDLs que normalmente sio dificeis para serem medidos.

A equagio (5.28) pode ser rearrangada e rescrita na seguinte forma, onde as varidveis

. T . -
conhecidas {v, v}} ¢ desconhecidas {vi 0, 0, ¢3}T 830 separadas,

v
0,

(5.29)

_K,
Kyt
3 F
0
0
0

- ) L I

[Maz {U } {f} )
iNﬂ%ﬁ*&% (5.30)

onde,
_nKis K| *_—K; Ko K, K,
[M”]"‘ _Kz:{ K25~, [Mgz]" _KZI K22 K24 K%
!—K33 KBS* —K3] K32 K'M KB&
K; K K K K K
[Mg_g]: 43 4| [\/I”]-— 41 ) s 48
Ky K Ks; K Ko K,
LKéS Kf’SJ mKﬁl Ksz K@@ Kéﬁ
[V, an I K,v} n:}
LT — 3 ] {}—; "~ | f ¥ 5 f -
=] o Bk
{0,

Usando a segunda equacdo matricial da €quacao (5.30), pode-se resolvé-la para achar as

variaveis {Us} da seguinte forma,
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{Uz}: iMzzyg{fz}”[M-:le[Mm]{Uz} (530

E usando a primeira equagiio matriciai da equagao (5.30) pode-se achar a rigidez dindmica

de wranstacio K, e de rotacio K, que caracterizam a condicio do engaste do nd 1. ou seja,

{fw }: [Mél]{ﬁl}+[zvll'2]{U1} (3.32%
e entao,
f,(1 (2 o e
K\:I :——‘;—(“m}w’ KQi:MM—i—.(_z (33))
Y ' B,

Apbs a determinagiio da rigidez dindmica de translacdo e de rotagdo do engaste (ou de
qualquer condiciio de contorno), as mesmas podem ser utilizadas para modelar uma condigdo de
contorno da mesma caracteristica. Para isso, a viga é modelada via SEM com a condigo de livre-
livie, e o sistemas matricial de rigidez dinamica global é montado, ¢ entdo a rigidez (ou
impedancia) é adicionada a rigidez dindmica do n6, ou do grau de liberdade, onde o engaste (ou

ama outra condicio de contorno) serd considerado.

Para isto. considera-se uma viga reta de aluminio com secio retangular e com as seguintes
propriedades: L=0.685m, Ez’]xl()memz, prSOGKgKm{ A=25.6x3.3mm", momento de indrcia
1=7.666% 10" 'm®, v=0.3, e com um fator de dissipagio ﬂ:TO'(’. Uma excitaciio aleatdria atraves de
am excitador eletrodindmice € aplicada transversalmente num ponto x=0.27m longe do engaste.
conforme mostrado na Figura 5.60. Uma faixa de freqiiéncia de [Hz a 3200Hz. com uma
resolugdo de 3200 linhas de freqiiéncia, foi utilizada. As FRFs foram medidas em dois pPONLOS: 1o
ponto da excitacio e na extremidade livre da viga. As medidas foram feitas na superficie da viga
através de um Vibrometro Laser Doppler (LDV) Polytec OFV330, usando uma sensitividade de

A0V /m/s. O LDV é conectado a um sistermna de aquisicio de dados de HP de 16 canais.
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Figura 5.60 - Configuracio do experimento da viga engastada.

A partir da fungdo de coeréncia mostrada na Figura 5.61, as medidas feitas podem ser
consideradas satisfatorias. As medidas das FRFs sfo usadas nas equagdes (5.30) a (5.33), e entéo
a rigidez dindmica de translagdo e de rotagfio, que caracterizam o engaste, sdo obtidas ¢ sio

mostradas na Figura 5.62.
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Figura 5.61 - A fungdo de coeréncia medida no ponto de excitacio da viga engastada.
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Figura 5.62 — As rigidez dindmicas, de translacio e de rotacdo, que caracterizam o engaste

estimadas por SEM.

A mesma viga foi modelada via SEM com a condi¢do livre-livre, ¢ entfio a rigidez dindmica
do engaste foi adicionada & rigidez dindmica em um dos noés da viga, e a resposta no ponto de
excitacdo foi calculada. A condigfio de contorno da mesma viga também foi modelada como viga
engastada-livre da maneira mais comum ¢ mais usual na analise numérica, ou seja, eliminando as
linhas e colunas dos graus de liberdade do engaste da matriz de rigidez global da vigas livre-livre.
Esta eliminacio representa uma rigidez infinita imposta nos graus de liberdade do engaste. A
comparagiio da FRF no ponto de excitago das trés configuracGes; (i) medida experimentalmente,
(ii) calculada como usual condi¢do de engaste, (iii) e com a condigfio de engaste ajustada com a

rigidez dindmicas identificada, sdo mostradas na Figura 5.63.
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Figura 5.63 — A FRF (GDL:vy no ponto de excitacdo, experimental, engaste numérice, ¢

engaste ajustado da viga engastada-fivre, estimadas por SEM.
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Observa-se que as FRFs experimental e ajustada exibem uma étima concordéncia com uma
diferenga desprezivel. A FRF calculada com a condigio de engaste numérica {simples eliminacio
de linhas e colunas da matriz dindmica) coincide com a FRF experimental somente em baixas
freqti€ncias, até o terceiro modo natural de flexdo da viga. A diferenca comeca a aumentar com a
freqii€neia de excitagiio a partir do quarto modo. Isso mostra claramente a importincia da
caracterizacio das condigdes de contorno para serem usadas nos modelos numéricos a fim de

representar a real condigfio de contorno.
5.3.2.2 Caracterizacao dinamica de caixa de areia

As caixas de areia podem ser usadas em estudos relacionados com a intensidade estrutural.
em estudos de terminagbes anecdicas, ou em modelos de estruturas civis com fundacfes. A
modelagem numérica torna-se mais realista e mais exata quando este tipo de condigdo de
contorno ¢ melhor representada. A mesma metodologia apresentada na secdo anterior, e que fol
utilizada para o caso da viga engastada, foi também usada para o caso da caixa de areia. Para isso,
foram realizados dois experimentos com o objetivo de caracterizar duas caixas de areia

diferentes.

5.2.2.1 Caixa peguena

A primeira caixa de areia consiste em uma caixa pequena de aco cheia de areia fina do tipo
que € normalmente usado em construgdo. Esta caixa tem a secio quadrada de 0.25m de lado. e
uma altura de 0.30m. Uma viga de aluminio com uma secio circular foi enfiada nesta caixa. Esta
viga tem as seguintes propriedades: didmetro externo @l= 11.175mm, didimetro interno 02=
9.375mm, A=1.1620x10"m", E=7x10""N/m®, 0=2800Keg/m’, v=03, e com um fator de
dissipagdo n=10°.0 comprimento total da viga é 0.66m, sendo assim que o comprimento de viga
fora da caixa de areia € [.=0.36m. Uma excitagiio através de um excitador eletrodinimico é
aphcada tansversalmente no ponto x=0.17m longe da caixa de areia. conforme mostradc na

Figura 5.64.
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Figura 5.64 — Configuracio experimental do experimento de caixa de areia pequend.

Uma faixa de freqiiéncias de 1Hz a 3200Hz com uma resolugio de 3200 linhas de
freqiiéncia foi utilizada. As FRFs foram medidas no ponto da excitagio e na extremidade fivre da
viga. As medidas foram feitas na superficie da viga com o LDV. A rigidez dinfmica que
representa a condigdo de contorno na caixa de areia foi calculada usando a mesma formulagio ¢ o
método SEM. Esta rigidez foi adicionada aos graus de liberdade correspondentes da matriz
dindmica da mesma viga modelada como livre-livre. As FRFs medidas e numericamente
ajustadas sdo mostradas nas figura abaixo. Pode se observar das figuras a otima concordancia
entre a FRF medida experimentalmente e a FRF calculada numericamente via SEM com o ajuste

de condi¢io de contorno.
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Figura 5.65 — A fungiio de coeréncin medida no ponto de excitacio da viga com caixa de areia.
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Figura 5.66 - As FRFs (GDL:vy) no ponto de excitag@o, experimental e ajustada, da viga com

caixa de areia pequena. Estimacio por SEM.

5.2.2.2 Caixa grande

Outra caixa de areia maior foi também utilizada com a mesma viga, Figura 5.67. Esta caixa
foi feita de madeira, ¢ ¢ mesmo tipo de areia foi usada. Ela tem a secdo quadrada de 0.30m de
lado, e uma altura de 1.0m. E importante ressaltar que a areia nesta caixa foi colocada em forma
cnica na entrada da viga, diferente da caixa pequena. Isso foi feito para diminuir os efeitos de
reflexo de ondas na entrada da caixa, ou seja, fazer com que a mudanca da impedéncia na
entrada da caixa seja gradual. Os mesmos procedimentos foram feitos a fim de caracterizar esta
caixa de areia, usando o SEM. As FRFs medidas e numericamente ajustadas sdo mostradas nas

figura abaixo.

Figura 5.67 — Configuracio experimental do experimento de caixa de arein grande.
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Figura 5.68 — As FRIS (GDL:vy no ponto de excitacio, experimental e ajustada, da viga com

caixa de areia grande estimada via SEM, juntamente com o erro.

Pode-se observar da Figura 5.68 a Otima concordancia entre a FRF medida
experimentalmente e a FRF calculada numericamente via SEM com o ajuste de condi¢do de

contorno.

5223 Modelo de FEM para a caixa grande

Um modelo de FEM também foi usado para a caracterizaciio da condigfio de engaste da
mesma caixa de areia grande com a mesma viga a fim de mostrar a diferenca entre as estimativas
pelo o FEM e pelo SEM. O modelo foi montado da mesma forma, observando os relativos GDLs,
e usando 50 elementos finitos da viga de Timoshenko. Usando a mesma metodologia, a rigidez
dindmica de translacio e de rotagdo na entrada da caixa foi estimada e utilizada no modelo de
viga livre-livre a ser ajustado. As FRFs medidas e numericamente ajustada sfio mostradas na

Figura 5.69.
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Figura 5.69 — As FRFs (GDL:vy) no ponto de excitacio, experimental e ajustada, da viga com

caixa de areia grande estimada via FEM, juntamente com o erro.

Pode ser observado que existe pequena discrepincia da FRF ajustada via FEM em relacfio a
FRF experimental. Esta diferenga pode ser atribuida ao refinamento da malha e as fungdes de
forma ndo-exatas do método dos elementos finitos. Por outro lado, o SEM fornece uma

metodologia simples, exata, e com uma matha bem menor do que o FEM.

Apesar de ser a mesma viga € mesma caixa de areia, observou-se uma pequena diferenca
entre as rigidez dindmicas estimadas por FEM e por SEM, conforme mostrado na Figura 5.70

na Figura 5.71 para as rigidez dindmicas de translagiio K, e de rotagio Ky
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Figura 5.70 - A rigidez dindmica K,; estimada por FEM ¢ SEM, e a diferenca entre as duas

estimativas. Modelo de caixa grande de areia.
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Figura 5.71 — A rigidez dindimica K 1. estimada por FEM ¢ SEM, e a diferenca entre as duas

estimativas. Modelo de caixa grande de areia.

Observa-se que as rigidez dindmicas obtidas via o modelo de FEM s#o validas para ajustar
um modelo de FEM, ¢ da mesma maneira as rigidez dinimicas obtidas via o modelo de SEM séo
ambém validas somente para um modelo de SEM. Para mostrar estas diferencas usaram-se¢ a
rigidez dinAmica obtida via o FEM no modelo de SEM, e também usaram-se a rigidez dindmica
obtida via 0 SEM no modelo de FEM. As FRI's ajustadas sdo mostradas nas duas figuras a
seguir. Pode-se observar a discrepdncia nas FRFs ajustadas devido a incompatibilidade dos

modelos e dos pardmetros ajustados, principalmente em fregiiéncias acima de 2kHz.
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Figura 5.72 - FRF (GDL:vy) do modelo de SEM ajustado com as rigidez dindmicas obtidas
através do modelo de FEM,




574 OUTRAS APLICACCOES DO METODC DOS ELEMENTOS ESPECTRAIS

FRF [dB ref. 1 m/ij

b

80

a 500 1000 1500 2000 2508 3000 3500
Freqiiéncia, Mz

Figura 5.73 — FRF (GDL:vy) do modelo de FEM ajustado com as rigidez dinémicas obtidas
através do modelo de SEM.

5.3.2.3 Comparagido com o elemento espectral “throw-off”

Como foi mencionada nos capitulos anteriores, o elemento espectral do tipo “throw-o0ff” é
usado para a dissipagdo de energia para fora do sistema dinidmico. Desta forma, este tipo de
elemento pode ser usado para representar uma terminagfio do tipo caixa de areia, com a condi¢do
de que esta caixa seja uma perfeita terminacfio anecéica, ou seja, dissipando toda a energia ou a
poténcia injetada na estrutura. A fim de mostrar estas diferengas, a mesma viga foi também
modelada como sendo um elemento “throw-off* conforme a malha do SEM da Figura 5.74. A

comparagdo destes resultados é mostrada na Figura 5.75.
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Figura 5.74 — Modelo de SEM para a viga enfiada em caixa de areia.
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Figura 5.75 — As FRFs no ponto de excitagdo, usando elemento “throw-off”, e experimental

usando caixa de areia pequena e grande.

Observa-se da Figura 5.75 que existe uma pequena diferenca entre as FRFs medidas com
caixa pequena e as FRFs medidas com caixa grande. Comparando estas duas FRFs com a
resposta do elemento espectral pode-se observar que as medidas das FRFs com caixa de areia
mostram alguns picos enquanto a FRF calculada com o modelo de elemento espectral ndo
apresenta nenhum pico (ou modo). Os picos experimentais sdo divido as reflexfes de ondas pa

entrada das caixas. De um modo geral, as irés respostas podem ser consideradas compativeis.




Capitulo 6

Conclusodes e perspectivas

Estruturas do tipo pértico tridimensional sio normalmente encontradas na pratica em vérias
aplicacbes de engenharia. A vibragdo destas estruturas pode ser representada em modelos de
barra (tragio-compressdo e tor¢do) e viga em torno do eixo neutro de cada membro da estrutura.
A otimizagdo do comportamento dindmico destas estruturas € importante no sentido que algumas
vibracdes sdo indesejaveis gerando ruido, desconforto e falhas por fadiga. Vairias teorias e
metodologias numéricas tém sido utilizadas para estudar as vibracBes destas estruturas. O
Método dos Elementos Finitos (FEM) é um dos métodos mais utilizados na realizacio destes
estudos numéricos. Entretanto, para anélise dindmica em médias e altas freqiéncias, o FEM
torna-se computacionalmente proibido porque precisa de uma discretizagdo muito refinada para
modelar o comportamento dindmico destas estruturas com exatiddo. Além disso ha o problema de
alta sensitividade da resposta as pequenas mudangas nos pardmetros da estrutura em altas

freqiiéncias, que torna supérfluo o célculo preciso de resposta por metodos deterministicos.

Investigaram-se neste trabatho técnicas alternativas para conduzir uma andlise dindmica de
estruturas do tipo pértico espacial, especialmente em médias e altas freqii€ncias. Tr€s
metodologias foram investigadas: o Método dos Elementos Espectrais (SEM), o método de
Anélise Estatistica de Energia (SEA). e a técnica de Intensidade Estrutural (SI). O SEM, de
algum modo, combina a flexibilidade geométrica, as caracteristicas comuns € as vantagens
competitivas dos métodos de ordem mais baixa (FEM) com a exatidio alta ¢ a convergéncia
répida dos métodos de ordermn mais alta (métodos espectrais). O SEM representa a matriz

dinamica de estrutura como funciio de fregiiéncia, e ele, portanto, permite a descric@o exata da
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dindmica de propagacio de ondas de vibragao na estrutura analisada. Desta forma, a dindmica de
estruturas ndo pode ser representada como um problema de autovalor/autovetor, como é o caso
no FEM. Somente a resposta em freqiiéncia é obtida no SEM, e a reposta no dominio de tempo

pode ser calculada em alguns casos através da transformada inversa de Fourier.

Demonstraram-se, neste trabalho, as formulagdes exponenciais e complexas do SEM. As
matrizes dindmicas dos elementos de barra, viga, ¢ elemento de torciio foram demonstradas. Os
elementos de viga de Bernoulli-Euler e de Timoshenko foram apresentados. As formulacdes

necessdrias para a andlise dindmica via o FEM deste tipo de estruturas também foi mostrada.

Desenvolveram-se, nesta tese, dois programas escritos na linguagem do MATLAB para a
analise dindmica estrutural. O primeiro usa os elementos espectrais, e o outro usa os elementos
finitos, além disso, desenvolveu-se um programa para a analise estatistica de energia. Todos os

programas foram feitos para conduzir uma andlise de estruturas de portico definidas no espaco

tridimensional.

Mostrou-se que 0 SEM € mais adequado para conduzir uma andlise dindmica de estruturas
do tipo pérticos espaciais em médias e altas freqiiéncias, com resultados mais precisos € com

matrizes muito mais reduzidas em relacfio ao nimero de graus de liberdade, quando comparado
com o FEM.

Em geral, procurou-se estabelecer uma a relacio entre as diferentes técnicas para a andlise
dinémica de estruturas do tipo pérticos espaciais em médias e altas freqiiéncias. Esta relacdo é
estabelecida principalmente entre o SEM. a SEA ¢ o SI. Observa-se que as etapas acima
mencionadas e concluidas nesta tese podem ser vistas em forma compacta mostrada na seguinte

figura.
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Figura 6.1 — As diferentes metodologias, ¢ a relacdo estabelecida entre elas, e conduzida neste

trabalho.

6.1 Em relacao ao célculo da intensidade estrutural

A técnica de fluxo de poténcia, ou intensidade estrutural, é uma alternativa para estudar
problemas de vibragdo estrutural amortecida. O uso do SEM para o cdlculo de fluxo de poténcia
estrutural mostrou-se mais adequado comparando-o com o FEM. Um modelo de viga reta foi
usado na modelagem numérica. O fluxo de poténcia foi calculado via SEM e via FEM. O SEM
mostrou resultados mais precisos. A diferenga entre a intensidade estrutural (SI) ao longo da viga
e a poténcia injetada no ponto de excitagdo (Pin) foi observada e analisada. Esta diferenca era
significativa no modelo de FEM, mesmo com nimero suficiente de elementos, enquanto ela era
nula no modelo de SEM. Esta diferenca aumenta com a freqiiéncia de excitagdo. Uma outra

andlise numérica semelhante foi feita usando um modelo do tipo viga-T. Esta estrutura fol
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submetida a ensaios em vérios laboratérios de diferentes paises para comparacio de resultados,
no que se chama de operacic "Round Robin". E importante ressaltar que vdrias tentativas foram
feitas para conduzir uma andlise experimental na estrutura aqui nos laboratérios do DMC, mas
nao tivemos sucesso devido as dificuldades burocraticas de importacdo. Algumas medidas feitas
na viga pelo Prof. Dr. Stephen Hambric (Pensilvania State University), foram usadas para
comparagdo. Os resultados numéricos via o SEM mostraram ser melhores quando comparados
com os de FEM. Uma boa concordincia com os resultados obtidos via SEA foi observada. As
diferengas entre o SI ¢ o Pin via SEM foi nula, o que permite concluir do que o SEM ¢ mais
adaptado a anélises de médias e altas freqiiéncias. A principal limitacdo do SEM ¢ a dificuldade

para estende-lo a guias de onda bi- e tri-dimensionais.

O célculo da SI via SEM em estruturas do tipo pértico tridimensional foi também validado
usando uma estrutura do tipo viga-Z em caixa de areia. Esta estrutura, apds a excitagdo, apresenta
todos os tipos de ondas de propagacio propagando-se no sentido da fonte para a caixa de areia. O
SEM mostrou uma boa concordéncia com as medidas do SI. Este estudo n#o foi descrito na tese,

mas foi publicado no congresso InterNoise-98 (AHMIDA ET AL., 1998).
6.2 Em relacao ao calculo da energia mecanica

A formulacdo necessdria para o célculo de energia potencial e cinética em pdrticos
espaciais foi desenvolvida usando os elementos espectrais do SEM e os elementos convencionais
do FEM, e usando o método SEA. Através de exemplos numéricos, foi verificada a concordancia

entre as trés metodologias, mostrando a importincia de usar o SEM e a SEA em andlises de

média e alta fregiiéncia.

O SEM ainda foi usado para obter os fatores de perda por acoplamento usados no método
SEA. Os fatores de acoplamento sdo considerados o ponto critico na formulagio da SEA, sendo
0s pardmetros mais dificeis de serem estimados. Estes fatores foram calculados para modelos
simples de vigas do tipo viga-L, ou seja, vigas que se encontram em angulos de 90°. Estes fatores
foram comparados com outros obtidos analiticamente. O SEM mostrou ser uma ferramenta

efetiva para a obtencao destes fatores de acoplamento.
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6.3 Em relacdao aos modos complexos

Utilizou-se o SEM para esclarecer as idéias sobre os modos reais e complexos, e como
estes dltimos podem ser relacionados ao fendmeno de propagacdo de ondas estruturais. Foi
mostrado como o SEM, que € baseado em formulacdes que descrevem a propagacio de ondas,
pode ser usado para conduzir tais estudos. Desta forma, o SEM pode ser usado no ensino dos
conceitos basicos de propagacdo de ondas e andlise modal, principalmente para estruturas
infinitas, o que seria invidvel fazer usando o FEM em sua forma convencional (mais

recentemente elementos infinitos t8m sido propostos no contexto do FEM (BATHE, 1996)).

Um fator para a quantificacdo da complexidade modal foi apresentado. Ele consiste em
calcular o coeficiente de correlacfo entre as partes reais e imagindrias de um modo natural ou de
um modo operacional (ODS). Hé casos em que nio existe modo, ou seja, ndo existem ondas
espacialmente estaciondrias, mas apenas ondas propagando-se. Neste caso. a vibragdo se
manifesta somente através do fendmeno de propagacdo de ondas. Isto pode ser observado no

plano de Nyquist do ODS, que resultaria em circulos perfeitos.

6.4 Contribuicoes

As demonstracdes maternéticas, as simulacdes numéricas, e 0s ensaios experimentais neste

trabatho resultaram nas seguintes contribuigdes:

+ Desenvolver as equagdes matriciais necessdrias para o cdiculo de fluxo de poténcia em
elementos espectrais, e em elementos finitos, usando elementos de barra em tragdo-
compressdo e tor¢do, viga de Bernoulli-Euler e viga de Timoshenko.

» Desenvolver as equaces matriciais para o cédlculo das energias cinética e potencial,
usando os diferentes elementos espectrais e finitos.

o Desenvolver um programa estruturado no MATLAB® para a andlise dinimica de
pérticos espaciais, incluindo o célculo da resposta em freqiiéncia, fluxo de poténcia,

energia cinética e potencial, e o cdlculo dos modos operacionais com animagao.
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¢ Obtencdo dos fatores de perda por acoplamento, utilizados na SEA. através da
modelagem via o SEM.

» Caracterizagdo da condicio de engaste de vigas, e da condicio de vigas com
terminagdes anecdicas, usando o SEM.

» Utilizagdo do SEM como uma ferramenta para fazer a ligacdo entre os modos
complexos e a abordagem de propagacdo de ondas. Com o SEM torna-se facil modelar
sisternas infinites, e mostrar 0 amortecimento causado por propagacéo de onda, que

pode ser observado em vidrias aplicacdes préticas mas é pouco utilizado.
6.5 Sugestdes para pesquisas futuras

Para que o método dos elementos espectrais venha a se tornar mais atraente para aplicacdes
industriais, a biblioteca dos elementos espectrais deve ser enriquecida através de
desenvolvimento de outros elementos. Precisa-se desenvolver elementos de placa com condicdes
de contorno arbitrarias (o elemento de placa finito-infinito jd pode ser encontrado na literatura) e
elementos espectrais tridimensionais para a andlise de estruturas volumétricas definidas no
espaco 3-D. A associacio de elementos espectrais com macro elementos finitos e com
modelagem via andlise estatistica de energia tendo em vista a obtengéo de modelos hibridos para

baixas e altas freqiiéncias € um tema que merece ser aprofundado.

6.6 Trabalhos publicados

Durante a realizagio desta tese, foram publicados os seguintes artigos em anais de

congressos nacionais e internacionais, e em periddicos internacionais:

6.6.1 Periddicos internacionais

* Abmida. K. M. and Arruda, J. R. F., “Spectral Element-Based Prediction of Active

Power Flow in Timoshenko Beams”, International, Journal of Solids and Structures,

V38, No. 10-13, pp. 1669-1679, 2001.
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Vibration.
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Apéndice A

Programas desenvolvidos

Apresenta-se neste apéndice uma descri¢do dos programas desenvolvidos neste trabalho,
os quais foram utilizados para realizar todas as modelagens numéricas. Todos os programas
foram escritos no conhecido ambiente MATLAB®™ para conduzir uma andlise dindmica de
estruturas do tipo pdrtico espacial. Programas para a andlise dindmica de estruturas usando

trés métodos foram desenvolvidos: andlise via SEM, andlise via FEM e andlise via SEA.
A.1  Programa para analise dindmica usando o SEM

Uma das técnicas de modelagem de estruturas que € melhor adaptada as médias e altas
freqiiéncias € aquela conhecida como o Método dos Elementos Espectrais (SEM). Foi
desenvolvido um programa utilizando o ambiente MATLAB® para a modelagem numérica de
estruturas do tipo portico espacial, baseando-se nas formulages matriciais do SEM.
Aproximadamente 8000 linhas de programac@o foram escritas, somando a 88 fungdes em
linguagem MATLAB™. A seguir é feita uma discricio dos diferentes blocos do programago
desenvolvidos :

e Leitura de arquivo de entrada de dados da estrutura a ser analisada, incluindo a

possibilidade de ter elementos com diferentes propriedades de material e de geometria.

e Reproducfio grafica da estrutura trelicada em espago 2-D ou 3-D e escolha da faixa de

freqliéncia a ser usada na andlise.
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Montagem da matriz dinamica e resolucdio do sistema matricial para cada componente
de freqiiéncia. Foi implementada a opcdo de utilizar elementos de rigidez localizados
em graus de liberdade (GDL) escolhidos. O op¢do de adicionar elementos de massa
concentrada nos nds também foi implementada.

Reprodugio gréfica da resposta em fregiiéncia de um grau de liberdade especifico. Foi
implementado um algoritmo para identificar as freqii€ncias naturais (ndo amortecidas)
usando a resposta em um sé grau de liberdade em um determinado pico da FRF através

da equacdo de um sistema de um grau de liberdade,

A

T

s Al
@ -0) D

onde H; € a FRF no grau de liberdade i, A, é a amplitude da resposta do modo r, @, é a freqiiéncia

natura] complexa domodo r (@, =, (1+in,)), e ® é uma freqliéncia arbitréria. Pelo menos trés

equacdes sdo escritas em (rés linhas de freqiéncia préximas de uma ressonéncia, ¢ entio

resolvidas para achar @, e 1.

Célculo e reproducdo gréfica da funcio de resposta em fregiiéncia, em um grau de
liberdade especifico, de um ponto arbitrario ao longo de um elemento escolhido da
estrutura. Este cdlculo € necessdrio j& que o tamanho dos elementos espectrais €
controlado somente pelo nimero das discontinuidades na estrutura. Ele & feito através
das fung¢des de forma do elemento espectral para cada tipo de onda propagante, ou seja,
elemento de barra para movimentos axiais, clemento de viga para momentos
transversais nos dois planos de propagacao, e elemento de barra em torcio para
movimentos torsionais em torno do eixo principal de membro.

Cédleulo ¢ reproducio grifica de poténcia total injetada na estrutura em toda a faixa de
freqii€ncia analisada. Esta poténcia é calculada como sendo a soma das contribuicBes
das ondas longitudinais, transversais nos dois planos ortogonais, e torcionais.

Célculo e reproducdo grifica de fluxo de poténcia (poténcia ativa) em um ponto
arbitrario a0 longo de um membro da estrutura. O fluxo de poténcia devido &
contribuigio de todos os tipos de propagacdo é calculado, isto €, devido as ondas

longitudinais, transversais nos dois planos ortogonais, e torcionais.
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; Célculo e reproducio grafica das médias numéricas destas poténcias (injetada e ativa)

| como sendo valores r.m.s. e com a opgo de usar escala de oitavas ou 1/3 de oitava.

e Calculo e reproducio grafica da energia potencial e da energia cinética em um ou varios
membros da estrutura, em toda a faixa de freqiiéncia. Estas energias sfo calculadas
através da contribuicio de cada tipo de onda (longitudinal. flex&o, e torsional). Célculo
e reproducdo grafica da poténcia dissipada em um membro da estrutura.

e Cilculo e reproducéio gréifica da média desta energia como sendo valores r.m.s. e com a

opcio de usar escala de oitavas ou 1/3 de oitava.

o Calculo e reprodugio grafica de um modo operacional (“Operational Deflection Shape”

ODS). Para que isso seja feito, e devido ao pequeno niimero de elementos utilizado no
SEM, precisa-se calcular a resposta em vérios pontos ao longo de cada membro da
estrutura. Isso é feito através das funcdes de forma. O programa oferece a opg¢do de
escolher o nimero dos pontos usados para o cdlculo destas respostas. Alguns algoritmos
foram feitos para a criacio da matriz de coordenadas ¢ da matriz de conectividade da
nova malha, iss0 é, a geracdo automdtica da malha.

e Reproducdo grifica deste ODS em forma de animagéo (2-D ou 3-D) para que este modo

seja visto e estudado em forma mais elaborada.

Deve-se enfatizar que a modelagem de vigas pode ser feita utilizando, como op¢ao, a teoria
simples de Bernoulli-Euler, ou a teoria da ordem mais elevada de Timoshenko que leva em conta

a inéreia de rotacio e a deformacio de cisalhamento. Este procedimento de programagao €

mostrado em blocos da seguinte forma:
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montagem das [ I

m matizese | |
I comeco } igitura de dados > resolugic T_’”’"”"’ resposta
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Figura A.1 - Blocos de programacdo usando as formulacées de SEM.

A.2  Programa para analise dindmica usando o FEM

Outro programa semelhante utilizando a formulagdo do Método dos Elementos Finitos
(FEM) também foi desenvolvido. Este programa tem os mesmos objetivos e com blocos de
algoritmos semelhantes aqueles do programa via o SEM mostrados na Figura A.1. A validacio
destes dois programas foi feita através de comparagao de resultados com um modelo de estrutura

do tipo pértico tridimensional usando o pacote comercial ANSYS®.

A.3  Modelo de arquivo de entrada de dados para os programas de SEM e FEM

A seguir € mostrado um modelo de um arquivo de entrada de dados para o programa
desenvolvido para o SEM. Deve-se enfatizar que a estrutura deste arquivo é a mesma usada no
programa semelhante via o FEM. A tnica diferenca é que o tipo do elemento ¢ sempre do tipo 2-

nos (tipo 3), enquanto no SEM o elemento pode ser do tipo 2-n6s (tipo 3) ou “throw-off” (tipos 1

e 2). Um modelo de uma estrutura de pértico tridimensional com 0s ndmeros dos elementos e dos
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nés € mostrado na Figura A.2. Observa-se que o elemento nimero 9 ¢ do tipo “throw-off”, e que
o né namero 9 é um né imagindrio, pois o elemento “throw-off” contém somente um né (#3).
Portanto, o né nimero 9 é usado somente para obter a matriz de transformacéo das coordenadas

relacionada ao elemento.

_.(}l
-~

~1

8

Figura A.2 — Estrutura do tipo pértico tridimensional.
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TITLE

Um deme para o arguivo de entrada de dudos

MODEL

3-D portal frame

GENERAL

5

nelem 9

tnode ¢

ned_cons H

nod_fore I

beam_typ I

MATERIALS

4

gem_typ 2

mat_ typ 2

gem_pann &

wal_parm 4

XArea 1.711800e-3 1.4000e-3

Ipolar 3.634300e-7 2.91%616e-7

Iner_ y 415967427 1.737613e.7

Iner_z 1.433473¢-7 1.737613e-7

Alfaa 0.6 0.0

Kapp (.8333333 0.8333333

Young 2lell 70110

Dens 7800 2700

i1} 033 G.30

Etaa le-6 te-4

COORDINATES

! 0.00000 1.00000 1.00000

2 100000 160000 1.00000

3 1.00000 0.00000 1.00000

3 0.00000 0.00000 1.00000

5 0.00000 1.00000 0.00000

4 1.00C0O  1.0000G 0.00000

7 1.0000C  0.00000 0.00000

8 G.0000G  C.00000 0.00000

9 1.4000C ©.0C000 1.00000

CONECTIVITY

Elern tipo CONEC GEOM MAT
1 3 12 1 H
2 3 2 3 1 ]
3 3 4 3 ] I
4 3 i 4 2 2
5 3 6 2 2 1
G 3 T3 2 i
7 3 g 4 1 2
8 3 5 01 I 2
9 i 5 1 1 ;
CONSTRAINTS

3 | I ] H 1 i
FORCES

i ] ! i i 4] 4] 0

Figura A.3 - Exemplo de arquivo de entrada de dados do programa.
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A analise dindmica, via SEM ou FEM, pode ser feita em escala linear de freqliéncia

(largura de banda fixa), oitava, ou 1/Q de oitava. Esta tiltima ¢ uma escala do tipo percentagem

. . Af
de largura de banda constante com um nuMeEro () de linhas para cada oitava { — = 219y,

E
Eng trequency I o
]

Sentel 1 Fixet banswth 3.Octevelriamaited] 313 Detavelinzatzed] :
&2 Octevs} . .

14
Fraency Mes[FGR FOED-SCALE O]
[pomn

@ value for 113 Gotave-sce(FOR G-BCALE GRLYE
11 50

Figura A.4 — Definicio de linhas de fregiiéncia.

A.4 Programa para analise dindmica usando a SEA

Baseando-se na literatura, pode-se afirmar que a SEA ¢ o tnico método para a predigdo de
vibragdo em altas freqii€ncias de estruturas complexas. Sendo assim, € importanie ressaltar que a
SEA foi primeiramente desenvolvida e apresentada por Dr. R. H. LYON nos anos 60, quando ele
escreveu as primeiras equagdes de balanco de energia (Figura A.5), e deu os primeiros passos

para a formulagdo completa da metodologia.

‘2“‘-'- 2 o X “;"{J”J Jbu..?j’

Figura A.5 — As anotacies do R. I LYON sobre o balanco de energia, 1960. -
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Neste trabalho, a andlise numérica via o método da andlise estatistica de energia (SEA) de
estruturas de tipo porticos espaciais foi feita através de um programa desenvolvido para tal
objetivo. A estrutura do arquivo de entrada de dados para este programa € diferente dos outros
acima mencionados. Este programa tem o objetivo de calcular a energia total em cada membro de
estrutura, calculada como média em bandas de oitava ou 1/3 de oitava. O procedimento de
programa ¢ descrito da seguinte forma:

¢ Leitura de arquivo de dados da estrutura, incluindo a possibilidade de ter membros com

diferentes propricdades de material e de geometria.

s Definiglo da faixa de freqiiéncia a ser analisada ¢ o tipo de banda. linear ou logarftmica.

Figura A4

» Montagem da matriz global dos fatores de perda (interna e por acoplamento), ¢

montagem do vetor de poténcias injetadas na estrutura,

¢ Resolugdo do sistema matricial para obter a distribuicio de energia total, e a poténcia

dissipada em cada membro da estrutura. A resoluciio do sistema de equagdes ¢ feita

através de um algoritmo do Gauss ou de um algoritmo de decomposicio em valores

singulares (SVD), dependendo de nimero de incégnitas e equacdes envolvido.
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Um exemplo de arquivo de entrada de dados para uma estrutura do tipo viga-T, mostrada

na Figura A.6, tem a seguinte forma:

MODEL

Round-Robin T-beam

GENERAL

MNmemb 3

Trode 3

Nod, pin 1

MATERIALS

Gem_typ i

Mut_typ 2

XArea 1.7 HIBOOOe-3

Jpolar 3.6588149¢.7

iner_z 1.43347552-7

Inery 4.1596740e-7

Young 2.4e9  Tell

Dens 7300 2800

Nii .30 0.33

Etaa je-6 le-4

MEMBCON

#memb # de memb conectado a ele

I 2

2 2

3 2

CONTYPE

Mem# geom mat length mem/typel mem/typeZ  mem/typed

I H H 07779 2 a 3 90
2 ] 1.0827 t i} 3 50
3 i 2 0.9303 i ] 2 20
PIN

Mem Pinx Piny Pinz Pinrx

1 O 1 0 4

Figura A.6 — Exemplo de arquivo de entrada de dados do programa SEA.

e 5

marhic 1 mamire 2

b,

in

Figura A.7 - Viga do tipo T.
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Acoplamento em viga-L

Em modelos estruturais de pérticos, pode existir um acoplamento de ondas de vibracio,
dependendo da dire¢dio de carga aplicada. Por exempio, no modelo da viga em configuragio ‘L’
mostrada na Figura B.1, e devido a carga aplicada na viga 1, existe um acoplamento entre as
ondas longitudinais e as ondas transversais no plano da forga aplicada. Por outro lado, isso néo

deve significar a existéncia de acoplamento estético entre as vigas 1 e 2.

S *u,
E
" W
(2}
'»J.(
b"a &
VT L . bﬂs“f
i :z!:—»;:b f E ALl {1
—

Figura B.1 — Excitacdo de viga-L, e seus graus de liberdade.

Para isso, o modelo da Figura B.1 € modelado via SEM e FEM, com uma for¢a aplicada no

né 1. conforme mostrado na figura. Em seguida, os modelos estatico € dindmico sdo analisados.
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B.1 Analise do modelo estatico

A modelagem foi feita via 0 FEM, usando dois elementos para cada viga da estrutura. Cada
elemento foi modelado com matriz de elemento de barra em tragao-compressdo e matriz de
elemento de viga. Desta forma, o modelo contém 9 graus de liberdade, com uma matriz globa) de

tamanho (9x9). A matriz de rigidez do elemento definida na coordenada local ¢ dada por,

Ki K3 0 0 0 0 |u, 1
Kb K, 0 0 0 0 {ju,| |0
0 0 K K} K K& Ju|_Jo B.D)
0 o ki K% K% K%|luf o
0 0 KI K Ki K3, 0
L0 0 K} KL KL KL|lu |0

onde os sobrescritos R e B representam os elementos de barra e de viga, respectivamente., e 0s
seis graus de liberdade de deslocamento sdo definidos conforme mostrado na Figura B.1. Desta

forma, a matriz global da estrutura, apés a transformacio das coordenadas, é dada por,

'KE 0 K& KB 0 K% 0

0 0 jiu, 0]
0 K} o 0 K} 0 0O 0 0 |u, 1
K., 0 K& K%, 0 K2, 0 0 ||lus| 0
Ki 0 K& KE+K] 0 Ko Kip 00 flug jor g,
0 K{ o 0 K5 +K5 K2 6 KZ K2 RKugp=40
K 0 Ki K Ky  KL+K%L 0 K% KBlu| |0
0 0 0 K% 0 0 Ky 0 0 |lu,| |0
0 0 0 0 K?a Kr?z 0 K?s Ki Uy 0
L0 0 0 0 K3, KE 0 K& Kijlu,; 10

Este sistema de equacdes foi resolvido, considerando a condi¢io de engaste no nd 3 (GDLs
7.8,9). Como resultado, o vetor das reagdoes nos GDLs 7. 8, e 9 foi iqual a [0,-1,+1],
respectivamente, o que indica que a reacio no 16 3 na direcdo y € nula. Observou-se que a matriz
de rigidez da equacio (B.2) ndo acopla o grau de liberdade na direcdo x no né 1 (GDL 2) com o

graus de liberdade na direcdo y no né 2 (GDL 4), conforme mostrado na Figura B.2 gue indica a
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distribui¢ao dos valores numéricos, onde 0s pontos mostram as posicdes cujos valores numéricos

sdo diferentes de zero, € 08 pontos restantes t€m valores nulos (matriz esparsa).

Matriz de rigidez (# termes=22)

o
.
.
-
L]

Figura B.2 — Grdfico da matriz esparsa de rigidez estdtica.

Observou-se que, a matriz de flexibilidade (K™*) também nio acopla o grau de liberdade na
direcdo x no n6 1 (GDL 2) com o graus de liberdade na direcdo y no nd 2 (GDL 4), conforme
mostrado na Figura B.3. Como resuitado disso, os deslocamento nos GDLs 1 a 6 sdo mostrados

na Figura B.4, observando-se o nulo deslocamento no GDL 4.

Matiz da fexibifdade # terpnos=28}

Figura B.3 — Grdfico da matriz esparsa de flexibilidade estdtica.
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Figura B.4 - Deslocamentos estdticos nos graus de liberdade.

B.2 Analise do modelo dinamico

Uma andlise dindmica foi conduzida na freqiiéncia 200 Hz via o FEM ¢ o SEM, com a
condigéo de engaste no né 3 (GDLs 7,8.9). Matrizes de massa do tipo distribuida e do tipo
concentrada foram usadas, e produziram os mesmos resultados. A Figura B.7 mostra a
distribuicdo dos valores numéricos na matriz de rigidez dindmica. Observa-se que a matriz de
rigidez dindmica ndo acopla o grau de liberdade na direcdo x no né 1 (GDL 2) com o graus de
liberdade na dire¢do y no né 2 (GDL 4), como foi observado no caso estdtico. Por outro lado, a
matriz de flexibilidade dindmica acopla o grau de liberdade na direcdo x no né 1 (GDL 2) com o

graus de liberdade na dire¢@o y no né 2 (GDL 4), resultando em matriz cheia, conforme mostrado

na Figura B.6.
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Motz dindmica (¥ tammos=22)

t - - L -
2 - -

3 L - L -
4 » - . [
5 - - -
53 - - » - -
7 .

[+] i 2 3 4 i 8 7

Figura B.5 — Grdfico da matriz esparsa de rigidez dindmica.

Matriz de fexibiidade dindmica

1 - . L] [3 . .
2 - » L L] - L
2 - L - L L L -
i 4 L L - - * L]
k3 - L L4 - - -
& . - Ld - - ]
?O 1 2 3 a 3 L] ¥

Figura B.6 — Grdfico da matriz esparsa de flexibilidade dinamica.

Os deslocamento nos GDLs 1 a 6, neste caso, sfo mostrados na Figura B.7, observando-se

a existéncia do todos os deslocamento na direcdo y nos nés 1 e 2 (GDLs 1 a 6).
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Figura B.7 - Deslocamentos dinamicos nos graus de liberdade.

A resposta em freqiiéncia foi calculada em dois graus de liberdade, GDL 1 e GDL 4,

conforme mostrado na Figura B.§.
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<] 2 40 &0 B 100 120 TAG 150 180 200
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Figura B.8 — FRF em duas direcdes.

B.2.1 Observacoes gerais

Desta andlise, pode-se concluir que o acoplamento estatico ndo existe em estruturas de
vigas que se encontram em forma L, com uma excitacio aplicada no GDL acima mostrado.
Qutras formas de excitacio podem gerar reacdes e deslocamento na direcdo y, ou seja, nos GDL

4. Por outro lado, as ondas de vibracdo se propagam ao longo da estrutura formando um esquema
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de ondas espacialmente estaciondrias, e entdo formam-se os modos de vibragho. Isso pode ser
observado da resposta do modelo de viga L mostrado na Figura B.8. Em geral, o acoplamento
estdtico ndo fornece nenhuma informagdo sobre como as interacdes puderamn se comportar no

runtime, por outro lado, o acoplamento dindmico fornece esta informag3o.




Apéndice C

Estimacao dos coeficientes de acoplamento via SEM e a
intensidade estrutural

C.1 O modelo de viga-L

Normalmente, os fatores de perda por acoplamento em modelos de vigas do tipo L sio
calculados analiticamente através dos coeficientes de transmissdo dados por CREMER (1988), os
quais foram mostrados anteriormente. Estes coeficientes sdo aqui obtidos numericamente via
SEM, e comparados com os de Cremer. Tendo estes coeficientes para qualquer tipo de
acoplamento, pode-se calcular os fatores de acoplamento Ty, €, portanto, a modelagem via SEA

fica mais facil a ser conduzida.

O modelo numérico consiste em duas viga semi-infinitas acopladas em forma L. O modelo
do SEM para esta estrutura consiste em quatro elementos: dois sdo do tipo 2-nds e os outros dois
sdo do tipo “throw-off”. Hsta estrutura serd analisada no plano x-y, e desta forma, quatro
subsisternas sdo considerados neste modelo, dos quais dois representam a propagacdo das
energias longitudinais nas duas vigas, e 0s outros representam a propagacdo das ondas
transversais. Uma forca € aplicada em cada subsistema por sua vez, e a poténcia injetada (P;,) e o

fluxo de poténcia sdo calculados em cada viga, considerando as componentes longitudinais e

transversais, conforme mostrado na Figura C.1.
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Figura C.1 - Excitagio e as componentes de fluxo de poténcia no modelo de viga-L.

Nota que, L1 e B1 representam as componentes longitudinal e transversal do fluxo de
poténcia calculadas na parte finita da viga-A, ¢ TL1 e TBI representam as componentes

longitudinal e transversal do fluxo de poténcia calculadas na parte finita da viga-B, todas

calculadas devido a uma poténcia injetada na viga-A (P ). Da mesma forma, as componentes L3,

n

B3, TL3, e TB3 sdo calculadas. Assim, pode-se escrever as seguintes relacdes, com 1Tgp
representa o coeficiente de transmisso das ondas incidentes transversais para ondas transmitidas

transversais, € Typ representa o coeficientes de transmissio das ondas incidentes longitudinais

para ondas transmitidas transversais, etc,

TBl=1y,Bl+1, LI TB3 =1,,B3+7,,L3 5.0
J.
TLl=1, Bl+t,, LI TL3=1, B3+1,, L3
ou em forma matricial,
TBEI Bl LI 0 071,
TL1 0 0 Bl Lljjt,
= (5.2)
TB3| B3 L3 0 0 ||ty
| TL3 0 0 B3 L3ft, |

Para obter estes coeficientes, foi usado um modelo de viga-L discretizado via o SEM. O

sistema foi analisado na faixa de freqiiéncia de 1 a 5kHz, usando uma escala logaritmica de 1/3
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de oitava, com 50 linhas de freqiiéncia por banda, e a média quadrética (r.m.s.) em bandas de 1/3

de oitava foi calculada. Este sistema de equacdes foi resolvido, e os coeficientes T;j foram obtidos

e s80 mostrados e comparados com os de CREMER ( 1988) nas seguintes figuras.
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Figura C.2 - Os diferentes coeficientes de acoplamento v; estimados por fluxo de poténcia via

SEM, e comparados com os de CREMER.

C.2 Comentariose conciusﬁes

E importante ressaltar que, apesar da discrepéncia entre os coeficientes estimados por SEM
via o fluxo de poténcia e os coeficientes obtidos via as formulas analiticas de Cremer, a forma
utilizada poderia ainda ser melhorada para obter coeficientes mais robustos. A obtencio dos

coeficientes de transmissdo (Ty) e em seguida calcular os fatores de acoplamento (Ty) deve ser

melthor o que obter diretamente os fatores ;. Ao obter os coeficientes T;; para elementos de
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pdrtico espacial, o cdlculo dos fatores T torna-se direto através das expressdes emcontradas na

hteratura.
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