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RESUMO

Este trabalho discute o uso da superposicdo modal
come técnica de obtengdo da resposta dindmica de uma coluna de
perfuracdo. S3c apresentadas as formulagbes da resposta a
alguns carregamentos simples, a um carregamento transiente e

é realizada a anadlise no dominio da fregiiéncia.

Um programa de computador, ja existente, foi usado
come base das alteragles feitas, seguindo os objetives da

taege,

Foram simulados alguns exemplos simples e um exemplo
de aproximagdo da resposta ndc linear de uma coluna de
perfuragdo. Os resultados sdo mostrados na forma de tabelas

comparativas e graficos.



ABSTRACT

In this study, the dynamic behavior of a drill
string is analyzed using the modal superposition technigue.
The dynamic responses for simple input loadings, for the
transient loading and a analysis in the frequency domain are

discuszsed,

The final computer program is based on a previous

one, modified according to the objective of this thesis.
Some simple cases and an example of approximation

for the non-linear response of a drillstring are discussed.

Graphics and tables are used to show the final results.
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RESUME

Le travail developé demontre 1’utilisation de 1a
superposition modal comme técnique d’obtention de 1la réponse
dynanigue d’une colonne de forage. Réponses & gquelques forces
simples sont presentées, aussi bien qu’a force générique et

dans le domain de la fréguence.

Un logicel d‘ordinateur d&éja developé a eté

perfectioné, selon le objectives du travail.

Quelques examples ont été executés, aussi bien
lfexample de la aproximation de la réponse non-lineair d&’une
colonne de forage. Tables et graphigues sont wutilisés pour

démontrer les resultats.
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CAPITULO 1 - INTRODUCAO

O projeto de estruturas e eguipamentos para a industria
em geral e, em especial para a petrolifera, baseia-se
geraimente na andlise estatica acrescida de coeficientes de
saguranga, tentande compensar os efeitos dinamicos. Este
gxpediente pode levar ao  superdimensionamento ou &

nado congideracdo de fatores de grande importéncia.

fontude, a descensideragdo do efeito dindmico ¢ um dos
maiz prejudiciais, peis pode causar a falha estrutural com
carregamentos gque, se fossem estdaticos, seriam facilmente
suportados. Um exemplo diste é a diferenga entre o resultado
da aplicagfo lenta e gradual de uma forga e de sua aplicagéo

repentina; a vibragdo resultante pode causaxr a falha.

¥Na industria de equipamentos pesados e petrolifera, entre
cutras, os carregamenteos dindmicos sfo os mais comuns. Un
exemplo é o projeto de colunas de perfuragdo. 0s esforgos séo
muito grandes e muitas situagdes criticas ocorrem, tals como
operagdo de "jarsY (utilizagio de martelos hidraulicos para
retiradas de colunas presas) , "pescaria" e prisdc de coluna,

aumentando ainda mais os esforgos a serem resistidos.

Torna-se entdoc necessario o estudo da resposta dindmica,
aplicado ao projeto e desenveolvimento. A maior dificuldade é
como modelar a estrutura ou componente. A modelagem analitica

geralmente é inadequada, devido & sua complexidade e até



impossibilidade de resolugdo, para sistemas reais. Destacam-se
assim ©s metodos aproximades, onde o sistema real e

discretizado e resolvido mais facilmente.

Esta ¢ a motivagdo desta tese, gque propde uma metodologia
de anadlise dindmica e desenvolve o programa de computador

necessdrio ! o programa ANESDE,

E utilizado o método dos elementos finitos (MEF) para a
montagem e resolugdc da resposta dindmica. Existem outras
técnicas, tais como as diferengas finitas e o método dos
elenentos de contorno, também aplicdveis aos casos estudados,
A idéia de usar o MEF ndo € nova, Como sera visto no item 1.1,

sendo desenvolvida a algumas décadas.

No item seguinte, uma breve apresentacfio das referédncias
consultadas € apresentada, seguida da organizacio dos

capitulos.

1.1 ~ Hiastérico

0 estudo da teoria de vibragbes ¢ bem antigo, havendo
muites livres, teses e artigos a respeito (refs.[01] a [17] ),
assim como sua aplicacgdo ao estudo do comportamento dinadmico

das estruturas ( refs. {18) a [21] ).

Baseando a andlise estrutural, muitos textos contendo as

formulagdes basicas foram escritos, dentre eles as referéncias



{221, [25], {26} e [27}. Alguns trabalhos sioc mais especificos

sem porém isolarem-se ( refs. [23] e {241 ).

Resumindo muitos trabalhos em um s6, alguns autores
criaram formuldrios muito completos, facilitando o uso rapido

das equagles ( refs. [28] e [29] ).

Quantce aoc MEF, s&o muitos os textos ja escritos,
revelando o adiantado desenvolvimento atual. Muitos livros,
desde os béasicos até os mais avangados, foram publicados
{refs. [30] a {34] ), além de varios programas, académicos e
comercialis, serem divulgados (refs. [35] e {361 ). Na A&rea
académica, muitas teses e trabalhos de pesquisa, incluindo-se
esta, foram escritas (refs. [37], [38}, [39] e [41]) )} e varios

cursos lecionados e em andamento (ref. [40] ).

A base natemdtica ndo fol esqguecida, sendo numerosos os

trabalhos nesta drea (refs. [42] a [45] ).

A referéncia {[48] apresenta um histérico bem completo do
estudo do MEF e dos problemas de autovalores, basicos na

técnica de superposigio modal .

Acerca desta técnica, as referéncias possiveis também
sdo inumeras (refs. [46] a [49] ) , pois os 1livros sobre
analise de vibragdes, MEF e analise dinamica de estrutruras

gerailmente a apresentam, variando~se a profundidade do estudo.



Na literatura da engenharia de petréleo, o estudo do
comportamento dinamico de estruturas, principalmente da cocluna
de perfuragio e de plataformas "off-shore", estd bastante
desenvolvido. S&80 cobertas diversas areas, tais como vibracgio
de colunas de perfuragido (refs. [50)} a [52], [57] a [83], [65]
a [70}] ), sistemas rotativos ([53] e (561}, estruturas
estaiadas ( [54] ), estudo de efeitos nic lineares { [55] ) e

de estruturas off-shore { [64] e [71] ).

1.2 -~ Organizac8o do Trabalho

E estudada a resposta dinadmica das estruturas a
excitacbes simples (carga de impacto, subitamente aplicada,
crescente linearmente e harménica), além de carregamentos
transientes, fornecidos discretamente ao programa e da analise

no dominio da fregléncia.

Neste trabalho €& wutilizado o programa  ANESDE,
desenvolvido pelo CENPES. A andlise modal € a formulacéao
utilizada para a obtengio da resposta dindmica, tanto exata
come numérica. Varias opgdes de entrada (sec3c reta, leitura
externa de dados, exclusio de wmodos, etc.} e de analise
dindmica (guatro casos simples, analise transiente e no

dominic da fregiéncia) séo apresentados e implementados.

Este trabalho apresenta primeiramente capitulos
dedicados 4&4s  teorias aqgui utilizadas, sequindo-se a

apresentacao do programa e das alteragdes nele realizadas.



Logo apds, sdo mostrados e comentados os resultados, e sao
feitas as conclusdes. O Bpéndice apresenta uma deducdo mais
completa da integral de Duhamel, basica neste trabalheo, pois a
maloria das referéncias a deduz intuitivamente, sem

aprofundarem~se.

O trabalho € dividide nos sequintes capitulos :

Cap. 1 ' Introducdoc ;

Cap. 2 : Métode dos Elementos Finitos ;

Cap. 3 : Resumo da Teoria da Dinémica ;

Cap. 4 : Métodos de Solugdo dos Problemas de AutoValores:
Cap. 5 : Teoria da Andlise Modal e Formulagido Empregada;
Cap. 6 : O Programa ANESDE ;

Cap. 7 : Implementacado Numérica ;

Cap. 8 : Resultados Obtidos ;
Cap. 9 : Conclusdes ¢ Recomendagdes ;
Referéncias Bibliograficas ;

Apéndice : Integral de Duhamel .



CAPITULO 2 - METODO DOS ELEMENTOS FINITOS

2.1 - O Hetedo

Entre os meétedos de resolucdo da resposta estrutural, foi
usado neste trabalho o método dos elementos finitos (MEF),
devido & j& existéncia de um programa inicial com todos as

rotinas basicas necessérias.

Inicialmente o0 desenvolvimento do MEF foi baseado nas
técnicas de minimizagdo de funcionais, sendo depois expandido
com a utilizagdo de procedimentos de residuos ponderados

{Galerkin, minimos guadrados, etc).

Este método baseia-se na discretizagio de um meio
continuo em divisdes deste meio (2lementos). 0s elementos sio
definidos e unidos por pontos (nds). Assim o espago cque define
o meio continuo € substituido por um espago discreto, formado

pelos espagos de definigdo dos elementos.

& fungao que descreve os deslocamentos dos nés  também &
substituida pelas fungdes de aproximacgio dos elementos

{fun¢des de forma ou interpoladoras), continuas por partes.

Um conceito importante é€ o grau de liberdade. Representa
o numerc de coordenadas independentes necessarias para definir
uma configuragde da estrutura. Cada tipo e direcdc de

movimento permitido representa uma coordenada, que pode ser



cartesiana (deslocamento) ou esférica (rotagdo), recebendo a
denominagdo de coordenada generalizada. Na montagem do sistema
a ser resolvido s8¢ estas coordenadas gue constituirao as

variaveis a serem determinadas.

Sdc também fornecidas as condicSes de contorno, para que
os graus de liberdade restingidos ndo sejam incluidos nas
varidvels a serem calculadas, poupando espago de memndria e

evitando calculo intteis.

A figura 2.1 mostra um elemento finito simples, com os

sistemas de coordenadas usados na sua definigao.

Figura 2.1 - Elemento Finito Simples

A partir da discretizagio em elementos e nds, sao
montadas as matrizes de rigidez, amortecimento e massa, para

andlise dindmica ou 56 a primeira, para andlise estatica.



Estas matrizes sdo montadas primeiramente no sistema de
coordenadas do elemento (sistema local}, sendo depois unidas
na matriz global, ja no sistema de coordenadas da estrutura
(sistema global). Para a montagem das matrizes globais &
necessaria a rotagdo das locais, devido a inclinacéo dos

elementos, quando existente.

Uma vez montadas as matrizes, €& montado o vetor de
carregamentoe, Sua montagemnm é feita considerando-se a
influéncia de cada forga/momento nos graus de liberdade

livres,
No caso da analise estdtica, o sistema a ser resolvido &
[K] (U} = {F} {(2.1)
Ha andlise dindmica, resolve-se :
(M1 (T} + (€] (U) + [K] (U} = (F) (2.2)
Onde : [M] = matriz global de massa

[<}

(K] = matriz global de rigidesz

il

matriz global de amortecimento

{0} = vetor de aceleragdes globais
{0} = vetor de velocidades globais
{U} = vetor de deslocamentos globais

{F} = vetor de carregamentos globais



Resolvido o sistema de equacgdes, tém-se os deslocamentos,
velocidades e aceleragbes globais, que sao transformados para

o sistema local através da matriz:

g = E=- }§a
XX Xy Xz

e =1 % 4% 4 (2.3)
L~ t- -

ix iy 1
Com & - = dngulo entre X € x , e assim por diante.
Esta passagem € necessdria para o calculo das forgas que
agem em cada elemento ( {f} ), para os quais sdo precisos os

deslocamentos locais { {u} ).

Tendo a matriz [¢], definimos outra matriz, [L] por :

(L] = {_Efl_l_.[_fl ] (2.4)

E, a partir dela ;:

{u} = vetor deslocamento local = [L] {U)
{0) = vetor velocidade local = [L] (U} (2.5)
{F} = vetor forga global = [L}t {f}

Falta apenas o calculo das tensdes, usando os
deslocamentos locais :
{c} = [D}] {u} (2.6}

onde [D] € a matriz elastica.



Cabe ressaltar gque os sistemas descritos pelas eguacdes
(2.1} e {2.2) sdo algébricos, e que as matrizes de massa,
amortecimento e rigidez sdo simétricas {para analise

linear}, o que facilita sua solugéo.

Uma técnica auxiliar ¢ a condensaglo estdtica. Consiste
na eliminacdo dos graus de liberdade nio necessarios na
formulagdo global, com diminuicdo na dimens@o do sistema e,

como conseguéncia, do tempo & meméria requeridos.
2.2 - Elementos Utilizados

Os elementos sdo definidos pelos graus de liberdade gue

apresentam e pelos carregamentos quaf_podem suportar (em

relagdo direta com os graus de liberdade)
S&o estes os elementos basicos :

i ) Treliga (Barra) : permite soménte deslocamentos e
carregamentos longitudiniais ﬁﬁs nés de definicao.
Nao tem resisténcia a flexdo. - Pode ser plana ou

espacial;

Viga : permite deslocamento t¥ransversal e rotacéo

e
Jadn
g

dos nos. Suporta cargas transversais e momentos.

Também pode ser plana ou espacial:

10



iii) Viga-coluna : une os dois elementos acima. Pode ser
congiderado o efeito das cargas axiais no
deslocamento transversal, o gque é mais preciso, caso
contrario a forca axial somente afeta o deslocamento

axial. Neste trabalho, € suposto o segundo caso;

iv ) Placa : elemento contido em um planc e formado por
guatro nés. Pode suportar cargas transversais e
momento nas bordas. S3o permitidos seis graus de
liberdade por nd (trés deslocamentos e trés

rotagdes) para o caso espacial e trés para o plano;

v ) Estado Plano de Tensdes s0 permite tensdes no

plano;

vi ) Estado Plano de Deformagdes : s6 permite deformacdes

planas.

viil) 8délido : fatﬁadc por 8 nés e com seis graus de

likerdade por. no.

As figuras 2.2,;i;3 e 2.4 mostram os elementos de

barra, viga e viga-coluna, respectivamente, com os dois

sistemas de eixos.
Neste trabalho, serdo utilizados os elementos de barra,

viga e viga-coluna ({gem influéncia da forca axial o

deslocamento transversal).

11



Figura 2.2 - Elemento de Barra

Figura 2.3 - Elemento de Viga

iz



Figura 2.4 - Elemento de Viga-Coluna
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CAPITULO 3 - ANALISE DINAMICA

3.1 - Introdugdo

Um exemplo simples do efeito das cargas dindmicas
consiste em comparar-se os resultados dos carregamentos lento
e repentino de uma placa. No primeiro caso a deformacdo &
ienta e gradual. Porém, no segundo caso , a deformacgdo inicial
& rapida e bem maior do gque no caso anterior, embora a
deformagido final seja a mesna, supondo-se  gue  haia

amortecimento.

Para estudar casos come este foram desenvolvidas técnicas
de andlise dinédmica, mesmo porque muito poucas forgas reais

s&0 aplicadas suavemente.

A andlise da resposta dindmica das estruturas pode ser
dividida de acordo com diversos parimetros. Um desses é a
modelagem do corpo como discreto ou continuo. Quando
se escolhe o modelo continuo, assume-se que o corpo seja um
meio continuce, levando & formulagio da equaglo de movimento en
forma de equagbes diferenciais parciais. Esta  abordagen
geralmante € inadequada , devido & complexidade e dificuldade
de resolugdo. J& na hipdtese discreta, o corpo ¢ dividido em
elementos e nés, levando & equagdes diferenciais ordinarias.
Assim, € indicado para andlise numérica, como nos métodos das
diferengas finitas e dos elementos finitos. Sua solucioc é mais

facil, embora aproximada.

14



Outro aspecto relacionado com a continuidade ou niao do
sistema é a continuidade no tempo. A maioria dos sistemas 6
coentinuo no tempo, mas ¢ uso de computadores reguer gue sejam
tratades como discretos, com o valor do incremento do tempo

adequado a cada caso.

Outra divisdo & entre sistemas lineares e nio lineares.
Cabe aqui definir alguns termos importantes. As variaveis
dependentes sdc aquelas gue descrevem completamente o
comportamento dinadmico, enguanto que as independentes definen
os coeficientes das equagdes. Se as variaveis dependentes
apareceren elevadas ao expoente 1, o sistema ¢ dite 1linear,
mesmo gue as independentes aparegam com expoentes maicres ou
fracionadrios (sistemas com coeficientes varidveis). WNo caso
contrario o sistema é ndo linear, sendo de solugic mais

trabalhosa.

Qutro modo de diferenciar € usar a definigioc de operador

iineay, aplicada & eguacio do sistema :

f(u) € linear < 1 ) f(u + v} = f(u) + f{v)

ii) f(a u) = a f{u) (3.1)

A definigdo acima representa o principio da superposigdo,
usado para compor a resposta de sistemas lineares partinde das

respostas parciais, simplificando em muite a resclugdo.

Deve-se considerar ainda a faixa de variacgio das

varidveis. Por exemplo, se um péndule realiza peguenas

15



oscilagdes, o sistema é dito linear (sene =« @). Mas para

grandes oscilagbes, é nao linear.

A excitagdo do sistema também representa importante papel
na resposta dindmica. Se for conhecida e equacionada, & dita
deterministica, assim como a resposta correspondente., No caso
contrario ¢ ndo-deterministica, necessitando de técnicas
estatisticas para sua aplicagio (vibragdes randdmicas). Também
deve ser comentade que algumas forgas sdo periddicas, isto =
s&0c representadas por cicles que se repetem, tendo cono
resposta deslocamentos igualmente ciclicos, no c¢aso de nao

haver amortecimento - resposta permanente.

A resposta dindmica ocorre em dois dominios: o do tempo e
¢ da fregiéncia. Usa-se o dominio do tempo quando ¢ desejada
a vesposta ao longo do tempo, como no caso de forgas
transientes. O dominio da freql@éncia ¢ usado gquando se qguer
analisar o comportamento do sistema para um espectre de

freqiéncias, para verificar as ressonincias, por exemplo.

Os sistemas com um grau de liberdade sio os mais simples,
pois sdc formuladoes com apenas uma equacgdo diferencial
ordindria. Embora paregam ser somente uma aproximacdoc inicial,
seu estudo é muito importante. Um sistema linear com mnuitos
graus de liberdade pode ser decomposto em um conjunte de
equagdes diferenciais desacopladas independentes, com um grau
de liberdade cada, através de técnicas tais comoc a analise

modal (principio da superposigdo).

16



3.2 ~ Sistemas com Um Grau de Liberdade

Na andlise de sistemas com um grau de liberdade

discretos, sdo definidos trés elementos basicos (177 :

1) Mola : elemento gue relaciona forga com deslocamento

de forma linear, conforme a figura 3.1. Sua equacio &:

Fm = K { Xz - X1 } {3.2)

P

Figura 3.1 - Elemento de Mola

2} Amortecedor Viscoso : Relaciona forga com velocidade.
Representa um amortecimente do movimento. E suposto
proporcional a velocidade. Seu desenho e curva caracteristica

encontram~se na figura 3.2 e sua equacgdo & :

F =C (X ~X ) (3.3)

17
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Figura 3.2 -~ Elemento de Amortecedor

3) Massa : Relaciona forga com aceleracéao. Representa a
inércia ou resisténcia do sistema a alterar seu estado de
movimento. Seu simbolo é mostrado na figura 3.3 e g regido

pela eguagdo

e |
]
=
s

(3.4)

Figura 3.3 - Elemento de Massa

Qualguer sistema pode ser montado a partir da combinacio
destes elementos (combinaglo em paralelo ou em série de molas,
etc.), e as equagbes resultantes sdo também combinagdes

lineares daz elementares.

18



Outra grandeza importante é a ordem do sistema. ¥ dada
pela mailor ordem de derivagdo presente na equagac. Se em uma
equagdo aparecem termos derivados duas vezes, en relagdoc ao

tempo, © sistema & de segunda orden.

3.3 - Eguacionanpento

De uma maneira geral, a eguagido do mnovimente de um

sistema € dada por:

M X(t) + CX(t) + K X(t) = F(t) (3.5)
Onde M = Massa
C = Amortecimento
K = Rigidez

X(t) = Grau de Liberdade

F{(t) = Forga de Excitacéao

A equagac 3.5 pode ser simplificada considerando F(t)
nula e C=0 (sem amortecimento). Assim tem-se uma equacao
diferencial homogénea, cuja soluglo representa a freqgiéncia
natural e ¢ modo de vibragdo correspondente. Esta solucdo &

obtida colocando como solugdo a funcdo:

X(t) = & (3.6)

19



na eguagac 3.5:

X(t) + wi X(t) = 0 (3.7)
(wn = freguéncia natural)
Chega-se & seguinte solugio final:
X(t) = ae™ + ae it (3.8)

0g expoentes da expressio {3.8) 530 imaginarios,
representando um movimento estdvel, consistindo de

pura
escilagdo. Dai a fregléncia natural e o modo de vibracio.

0 mesmo procedimento pode ser realizado com ¢ nédo nulo,

resultado nas seguintes expressbes:

X(t) + 28w X(t) + o

u% X{ty = 0 {3.9)
Onde 1 £ = "§E26:" = razao de amortecimento
Resultando :
w, = (1-¢g )" © (3.10)
(, =

¢ = fregiéncia natural amortecida)

Quando a excitagdo ndc € nula, pode aparecer como

deslocanentos impostos, aceleracgdes dos suportes e forcas

externas. A solugdo completa é obtida superpondo as respostas

para cada excitagdo (supondo sistema linear) com a homogénea.

20



As forgas externas podem ser : harménicas, permitinde uma
andlise analoga & de freqiéncias naturais; periddicas,
usando-se séries de Fourlier; ou genérica, podendo ainda ser
usadas outras técnicas como a transformada de Laplace, a

integral de convolugdo e a integral de Fourier.

A inteygral de convelugao representa a resposta
correspondente a uma forga gqualquer como uma superposicic de

respostas ao impulso e é expressa por 3

t t

X(t) = J F(t) G(t-t) dr = I F(t-t) G(r) dT  (3.11)

{ G

Na apéndice esta integral é deduzida e explicada.

Cabe ainda ressaltar a importdncia da transformada de
Laplace na anadlise dindmica. O motivo disto é a capacidade de
transformar egquagbes diferenciais lineares en egquacdes
algébricas, de tratamento muito mais facil. O incoveniente é a

volta ac espago real, gue pode ser muito complexa.
Analisando-se por Laplace, chega-se a:
o0

£ [x(t)] = I e *x{t)dt
L (3.12)

X{(s)

1t

X(s) G{s)} F{(s)

onde ¢ X(8) = Grau de Liberdade no Espago de Laplace
G(s) = FPuncgdo de Transferéncia
¥(s) = Forga de Excitacdo

21



Dai:

x{(t) = £'6(s) F(s) (3.13)

A figura 3.4 ilustra graficamente as expressées acima :

»

Excitacdo Fungéo Resposta
Transformada Transferéncia Transformada

Figura 3.4 - Solugdo por Laplace

3.4 - Sistemas com Muitos Graus de Liberdade

Para comegar a estudar os sistemas dindmicos com mnuitos

graug de liberdade, inicia-se com apenas dois graus.

Os sistemas com dois graus de liberdade sdo representados
por equagdes andlogas, porém con dols deslocamentos

generalizados. A figura 3.5 mostra um exemplo disto.

FARRRANENARY
_H
g
™
ANVARARNRAN,

Figura 3.5 - Sistema com Dois Graus de Liberdade
A equagdo geral é:

(M] {X) + [€] (X} + [K] (X} = {F} (3.14}

22



onde os termos entre colchetes sio matrizes 2¥2, e os entre

chaves, vetores con duas componentes ,

Uma consegléncia é gue existem duas freqiéncias naturais
¢ dois modos de vibracio, ortogonais entre si. 2
ortogonalidade implica que um modo nfo pode ser obtido a

partir do outro, e é egquacionada por:

t
(¢}, [M] {¢>}j = 3“. (3.15)

Valem aqui as mesmas consideragdes quanto & superposicido
de resultados e tipos de solugdo c¢itadas no caso de sistemas

com um sé grau de liberdade.

No caso mais geral, o sistema com muitos graus de
liberdade, a expressdc é a mesma de deis graus, com os vetores
contendo mais de dois componentes (analogamente para as
matrizes). Tem-se um numero maximo de modos de vibragido e

frequéncias naturais igual ao numero de graus de liberdade.

OQutra maneira de analisar & atraveés das equagdes
generalizadas de movimento, utilizando a lei de Newton em cada

nd, resultando um sistema de equagdes diferenciais.

Em  cqualguer metodologia, a maior dificuldade ac se
reseolver as equagdes € gque elas estdo acopladas, iste é,
relacionadas entre si, o gue obriga a uma resolugdoc

simulténea. A andlise modal, entre outras técnicas, desacopla
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as equagoes, gerando um conjunto de equagdes independentes,

facilitande a resolugdo.

Um conceito importante é o de coeficientes de influéncia.
Eles representam a influéncia das componentes de uma grandeza

nas componentes de cutra.

Simplificandeo a equagdo geral, tem-sze :

{K] (X} = {F} (3.16)
Dai:

(X) = [K]' (F} = [A] (F) (3.17)

Assin, Aij ¢ ¢ deslocamento generalizado X# devido & uma

forga unitaria E} aplicada em Xf

Para a andlise dinamicade sistemas lineares em
computadores, podem ser citados dois métodos de solugdo
integragdo direta e analise modal. A primeira baseia-se na
integragaoc das equagdes, passo a passo. A segqunda técnica
basela-se na superposigdo dos modos de vibragio para a
montagem da resposta forgada, por esse motive denominada

superposigéo modal. Neste trabalho sera estudada a ultima

técnica, no capitule cinco.
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CAPITULO 4 ~ SOLUCAO DE PROBLEMAS DE AUTOVALORES

4.1 - Introdugdo

Como na superposi¢do modal, a resposta dindmica & obtida

atraves dos modos de vibragdo, a etapa basica é resolver
problema de autovalores e autovetores (autopares), visando
obtengdo destes e dasg frequéncias naturais. 0Os problenmas

autovalores (autoproblemas) g8o assim formulados

i ) Autopreoblema padréo :

[A] {¢} = A {¢} (4.

A equagdc (4.1) pode ser reescrita unindo-se todos
medos de vibracdo (¢} em uma matriz, a wmatriz modal (2],

todos os autovalores em uma matriz diagonal [A]

(Al {%] = [&] [A] (4.

11} Autopreoblema generalizado :

(A1 {¢} = & [B] {9} (4.

ou L

[A] [¢] = [B] [®] [A] (4.

0
a

de

Qs

3)

4)

0 autoproblema generalizado pode ser reduzido ao padrio,

gerando outro problema de autovalores da forma :

[A)] (8} = A (§) (4.

25
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com o8 mesmes autovalores e com os autovetores relacionados.

Neste trabalho, a matriz [A] é a de rigidez [K], e a [B]

€ a matriz de massa [M].

Existem ainda outras formulagdes gque recaem enm egquacdes

andlogas & (4.3). Por exemplo, no estudo da flambagen :

[~K] ($) = A [K] (¢} (4.6)

onde {ng] representa a matriz de rigidez geométrica, {RK1 a
matriz de rigidez linear, (¢} a configuracio depois da

flambagem € A a carga critica.
Qutro exemplo € a obtengdo das "fregiéncias térmicas" :

(K () =2 [C] (4] {(4.7)

t

onde [K 1 € a matriz de condutividade térmica, [, ia de

capacidade térmica e (lt,{¢t}) o Mautopar térmico".

Na pratica, a solugdo de um autoproblema corresponde a

obtengado das raizes do polindmio caracteristico :
p(r) = det ( [K] - a [M] ) =0  (4.8)

0 gue eguivale a resolver:

( [K] =~ A, [M] ) (8}, = (0} (4.9)
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Assim, a solugdo tem gue seguir um algoritmo iterativo,
usando as propriedades dos autovalores e autovetores para

simplificagfes e otimizacdo dos métodos,
4.2 - Propriedades dos Autopares

Supondo~se gue a matriz de vrigidez [K] é simétrica,
definida positiva ou semidefinida positiva, e que a matriz de
nassa [M] é positiva definida e simétrica, os autovalores tém

as seguintes propriedades :

1 ) Ortogonalidade : dois autovetores sdc ortogonais

entre si :

t

(¢} (M) (¢}, =0, i=] (4.10)
ii ) Multiplicidade : caso A seja raiz miltipla, ndo ¢
possivel a determinagdo de um conjunto dudnico de
autovetores correspondentes, ortogonais aos demais
autovetores ( dos outros autovalores) mnas nao

ortogonais entre si.

iii) Mdédulo e direcdo dos autovetores : 86 € possivel
obter-se a diregdc dos autovetores, pois que um
vetor miltiplo dele também.é autovetor. Neste c¢aso
usa-se a normalizagdoc em relagdo & matriz de massa :

t

{9},

%

[M] {¢3; = 3, (4.11)
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vi }

vii}

Ordenagédo dos autovalores : os autovalores {e os

autovetores correspondentes) sio ordenados em ordem

crescente.
Condigdo  necessaria e suficiente para a
caracterizagio de autovetores : um conjunto de p

vetores satisfazendo (4.1) e (4.2), ou (4.3) e {4.4)
s8¢ sdo autovetores ge p = n = dimensio das matrizes

(K] e [M].

Raizes do polindmio caracteristico : oz autovalores

880 raizes do polindémio caracteristico.

Separagdo  dos autovalores : seja o sequinte

autoproblema :

[A] {¢) = 2 (¢} (4.1)

A partir dele sdo montados outros autoproblemas :

[A](E) {¢}(m} - R(m) {¢}(m) (4.12a)

com [A]"™

obtida de {A] eliminande as ultimas m
linhas e colunas. A propriedade estabelece que,
quando [M] = [I], os autovalores de (4.12a) com

1 =m+ 1 separam os de (4.1}, expressa por :

{i) {m)
= A
nem-% n-m-1 n-m

(4.12b)

{m} Ly, (m) (t)ﬁ < 2
A1 = R1 = Az = hz .
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4.3 - Segliéncia de Sturm

A sequéncia de Sturm € uma série de polindémios p.{A)},

1]
nes gquais as raizes de pht(k) separam as de pi(h). Deduz-se
gue o polindmio caracteristico e os dele reduzidos formam uma

seqiéncia de Sturm.
4.4 - Quociente de Rayleigh

Seja {a} um vetor gualquer, o guociente de Rayleigh para

este vetor, no problema de vibragdes livres, € definido por :

(e}t [K) {«}
p{la}) = : (4.13)
(a3 M1 (@)

Quande {a} = {¢} = autovetor, p{{a}} = A = autovalor.

4.5 -~ Aceleragdo da Convergéncia
Una das maneiras de acelerar a convergéncia das iteraces
consiste na substituigdo de varidveis em (4.3). Seja :
| 4
[K] = [K] - p [M] (4.14)

Usando~se (4.14), (4.3) fica :

(K] (¥} = ¢ [M] (7} (4.15)
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Os auntovalores de (4.15) sdo relacicnados com os de (4.3)

da seguinte forma :
A, = pt+og. {(4.16)

4.6 - Métodos de Resolucgido

Os metodos para resolugdo dos autoprolemas podem ser
divididos em guatro grupos principais : 1) usando iteracéc nos
auvtovetores (literagdo vetorial), 2) transformando linearmente
as matrizes , 3) iterando no polinémio caracteristico e 4)
usando as propriedades da seqiéncia de Sturm.

Na primeira clase aparecemﬁ3maﬁueam:

redugaoc de
Rayleigh-Ritz, reducdo de Irvons-Guyan, iteragdo inversa e
iteragdo avante. Na segunda classe, tem-se : método de Jacobi,
Jacobl generalizado e iteragfo inversa de Householder e, na
terceira : método explicito e implicito. Para grandes sistemas

sdao usados métodos mistos, tais como a iteragio de subespacos

e algoritmo de Lanczos,

Nem todos o8 mnétodos acima citados fornecen s
autovalores e autovetores simultaneamente; alguns sé fornecen

um ou outre, necessitando de um método complementar.

Na escolha do método a ser usade na solugéo do

autoproblema, deve-se considerar alguns fatores :

- Dimensdoc do sistema:;
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-~ Preclsdo requerida;

f

Faixa de fregquéncias desejadaj;

i

bisponibilidade de memdria e tempo de execucido:

Calculo prévio dos autovalores ou autovetores:

Rotinas j4 implementadas.

Cada método possul sua caracteristica prépria, sendo

necessario um estudo prévio de cada caso, antes da escolha.

Neste trabalho fol utilizade o método da iteragds no
subespage com esquema de iteragdo baseado no método de Jacobi,
por j& estar implementado na estrutura do programa. Para
trocar de método seriam necessarias muitas mudangas na
estrutura basica do ANESDE, além de que os resultados serem

suficientemente precisos.

4.7 - Metodos de Iteracdo Vetorial

Bagelam~se principalmente em duas afirmacgdes :

i } Qualguer vetor pode ser representado como combinacio

linear dos autovetores, pois compdéem uma base para um

subespage, ne gual a resposta do autoproblema saira;

ii) Apds transformagdes lineares convenientes, um vetor

do subespago dos autovetores pode ser transformado em unm

geles.,
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Partem da relagdo :
{A] {¢}‘ = A {¢}. i= 1,..4n {4.17)

Esta equagdo € derivada de (4.1), somente colocando-se o

indice 1 no vetor {¢}.

Variando-se a matriz [A], tém-se os diferentes nétodos
derivados, alterando o algoritmo utilizado na resolucao do
sistema.

4.7.1 -~ Iteracgdao Inversa
A matriz [A] usada é da forma:

(a] = (K17 [M] 'f (4.18)

Resultando do seguinte autoproblema :

-3

(K17 [M] {8}, = —- (8}, (4.19)

Usa-se o seguinte algoritmo :

Fornece-se um vetor inicial {X}, e, a partir dele :

(Y} = [M] (X} : (4.20)
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A partir de {Y}i, segue-se

Para k=1,2,.....

(K] (X}

..,
PUXY,, )

{Y}k+1

se {Y}, {¢)

5

H

2 0, K= w

(4.21)

A convergéncia € testada comparando-se o valor atual e o©

anterior de A, até que o erro relativo seja menor ou igual gque

a tolerdncia.



4.7.2 - Tteragdo a Frente (Método da Poténcia)

Agora usa-se a matriz [A] da forma:

[a] = M1 [K] (4.23)

Fornece-se um vetor inicial (X} e, a partir dele :

3

{¥y = M} {X}, (4.24)
Para k=1,2,+.¢00.
(M} (X}, = (¥},
3y, ., = [K] (X},
(4.25)
t
_ X3,.,, (N,
pU(Xy, ) = =2,
b o
Xy, Y3,
{?}k+i
{Y}k+1 = -t 172
Xy By, ]
Se () (¥}, =0, k> 3 [{¥} | » [K] (¢}
PUXY, ) = A (4.28)

O critério de convergéncia é o mesmo do método anterior.
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1.8 - Transformago Matricial (Similar e Unitaria)

Neste grupo de metodos, as matrizes sao transformadas
linearmente, para diagenalizé-las. A matriz de massa tende
para a matriz identidade ([I]) e a de rigidez para uma matriz
contendo os autovalores na diagonal principal ( [A] Y« A
matriz de transformagdo torna-se a matriz dos autovetores (%7,

pois s ela pode realizar a diagonalizacdo.

O nome similar provém do uso das relagdes de similaridade
gue baseam esses nétodos e o termo unitiria é usade quando a

matriz de transformagdo é ortogonal.

Esta transformagéo é feita pré e pés multiplicando as

matrizes por uma matriz de transformacgio ( [P}i).

Na pratica, chega-se as matrizes diagonais para [K1,,,

{M}hﬁ, ac invés de {I], [A] e [®]. Com base nas primeiras

pode-se obter os autopares :

Sendo 1 a Ultima iteracido :

+
m(t 1)
L]

KD
[A] = diagonal { — ] (4.27)

1
Ci+1}) ]1R (4.28)

-

(] == [P1, {P}z...{P}1 diagonal { [
m
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4,8.1 - Método de Jacobi

Este metodo é aplicado aos autoproblema do tipe padrao

{4.1} e usa a seguinte matriz [P] :

1
cos(8 ) ~ -sen(8 ) - |- i
[p], = {4.29)
sen(é ) - COS () e | s -
‘ l
A matriz acima zera o elemento Kij e & aplicada do
seguinte modo @
(M1, = (P1° [M], (P]
(4.30)
t
(K}, = [P1' [M]_ [P]
0 angulo ek & obtido da seguinte forma :
2 x5
= (k) (k)
tg (28) = Y G~ para K. ¢ KH
K .7 - K
ii ii
(4.31)
T
8 = para K9 = gt
k 4 11 FF
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A transformagdc pode ser aplicada em todos os elementos
fora da diagonal principal, por linha ou coluna, ou s6 se o
elemento for maior que um valor especificado, poupando

transformar elementos muito pequenos.

4.8.2 ~ Método de Jacobi Generalizado

Agora a matriz ({P] zera os elementos Ki} e Mij

simultaneamente. Para tal, a matriz fica :

- g "
Y
1 o H
(Pl = (4.32)
¥ 1 i
1
Os valores de o e 4 sd80 obtidos em fungdc dos
k k
alementos K:f?, Rjk) p Kﬁ?’, M(I.”, k. M:j’ .

i i i

Uma wvantagem deste nétodo e gue nao reguer &
transformagdo do autoproblema generalizado {4.3) para o padréo

(4.1).
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4.8.3 - Metodo de Givens

Neste caso, obtém-se uma watriz tridiagonal, ao invés de
diagonal, em um numero finito de passos, sem iteracic. ©
método ndo resolve o autoproblema, sendo necessario um método
complementar.

A matriz (P1, utilizada € guase igqual & de Jacobi, conm
excecdo do elemento +sen(8k), que troca de sinal, tornando [P]

simétrica.

0 elemento zerado & o Ku)

o " g =+ 1i,j , zerande o

(k3

aglemento KJ,q

por simetria.

4.8.4 ~ Método de Householder

E andlogo ao anterior, diferindo no fato de que se anula
uma coluna ou linha por vez, ao invés de um elemente. Para tal
a matriz sofre uma reflexdo por um plano, em vez de rotagdes,

isto é exXpresso por @

(K], = [P}, [KI,

(4.33)
= - 1
{P]k = [1] P {V}k {v}k
Os vetores (v} s&o obtidos a partir de Kg_” '
N o
38 i,j?ﬁ%%':&?e‘iw E
% HRLITEDA *f,b%i’ﬁ%:ﬁ&

G AR



4.8.5 ~ HMétodo QR

Baseia-se em relagdes de similaridade gue reduzem uma
matriz, ndo necessariamente simétrica ou real, a uma matriz
triangular. Seu apoio tedrico é o teorema de Algebra, segundo
o qual toda matriz possue uma matriz triangular superior

similar a ela.

4.8.6 - Método HQRI (Householder-QR-Iteracdo Inversa)

Resulta da combinagio do método de Householder para a
tridiagonalizgdo da matriz [K]}, do cdlculo dos autovalores
usande © método QR, e da obtencgio dos autovetores da matriz
tridiagonal (e, conseglentemente, de {X}]), usando a iteracao

inversa.
4.9 - Técnicas de Iteracglo Peolinomial

Esse grupo de métodos resolve a equagdo caracteristica
para cobter os autovalores. Para o calcule dos autovetores,
pode-se usar um métoedo de iteracglo vetorial.

De acordo com a montagem ou ndo dos coeficientes do
polindémio caracteristicos, separam—-se em : 1) explicitos, con

cidlculo dos coeficientes, e 2) implicitos, sem este calculo.

4.9.1 - Métcdos Explicitos
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Consistem de duas etapas: 1) cédlculos dos coeficientes, e
2) resolugdo da equagdo. 86 é adequado para sistemas pequenos,

devido acs acuimulo de erros no calculo dos coeficientes.

4.9.2 - Métodos Implicitos

Neste caso, obtém-se o valor do polindmio caracteristico

sem sua montagem. O procedimento empregado é :

i ) Decompor { [K] - a [M] )} em [L] [S}, sendo ([L] uma
matriz triangular inferior e [8] triangular

superior:

ii )} Usar o método da secante para obter a primeira

aproximagdo de uma raiz do polindmio;

iii}) Calcula-se p{A) para essa aproximagic ate gue se
consiga um valor de A gque torne p{(x) pegquenc o

suficiente.

.10 - Métodos Baseados em Sturm

Usam a propriedade que o polindmio caracteristice e os
dele reduzidos constituem uma seqgiéncia de Sturm. Calculam
somente os autovalores, sendo necessdria outra técnica para

ohterem~se oz aubtovetores.,

Usa a fatorizagde de Gauss para determinar guantos

autovalores sio menores gue um valor b aplica a bissecgdo
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para achar os intervalos onde estdo os autovalores. Logo apds
reduz-se ¢ intervalo até o obtencdo das raizes com a pracisan
desejada, e, finalmente, calculam-se os autovetores usando

iteraglo inversa com aceleragdoc (vide item 4.5) com :

-

p=u

4.11 -~ Métodos Aproximados

Os métodos até aqui citados sdo exatos, isto &, calculam
diretamente os autovalores, obtendo-se todos os autovaliores;
porem, guando é desejado um numero de autopares menor do gue a
dimensdo do sistema, €é possivel a utilizagdo de métodos

aproximados.
4,11.1 - Método de Rayleigh-Ritz

8o escolhidos m vetores (vetores de Ritz), que
constituem uma base para um subespago contido no espago
vetorial da solugdo do autoproblema. Combinando-se linearmente
estes vetores, buscam-ge aproximagdes para os autovetores,
gerando valores sempre superiores aos reais.

Chega-gse entdc a um autoproblema reduzide :

( [K}, - p [M} )} {X} = {0} (4.34)

Neste, as aproximagdes de {¢)., {E}i, s8o obtidas a

partir de ({X} .
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Pode-se ainda chegar a (4.34) usando o principio de

minimo de Rayleigh, segundo o gqual :

A, = minime { p(¢) )}, para gualquer (¢} (4.35)

onde p é o quociente de Rayleigh definido no item 4.4

Assim, busca~se o valor de Xi, componentes de (¥} que

satisfacam :

p({e})
8x

i

= 0, i=1,2,...,n (4.36)

4.11.2 -~ Métode de Lanczos

Analogamente ao métode anterior, sdo definidos vetores
{vetores de Lanczos) para calcular as aproximacdes dos

autovetores. A diferenga & a matriz ¢é tridiagonalizada.
Chega~se ao seguinte autoproblema padréo :
- 1 e
(T] {¢} = — ({9} (4.37)
A

gue, resolvido, fornece os reciprocos dos autovalores e

autovetores gque, transformados por @

(¢} = [X] {($) (4.38)

onde [X] & obtida do vetor de partida.
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4.11.3 - Método da Sintese dos Modos Componentes

Este método € uma extensdo de Rayleigh-Ritz, na gual cada
componente/substrutura é analisada separadamente e analisa-se

a sstrutura toda.

4.12 -~ Meétodos Combinados para Grandes Sistemas

Vigsando suprir as deficiéncias de alguns nétodos e
aproveitando os beneficios de outros, foram criadas técnicas

mistas de obtengdo dos autopares.

A utilizagdo destas técnicas mistas é no processamento de
sistemas gue ndo podem ser resolvidos pelo HQRI (item 4.8.6),
nem por Jacobi generalizado ({4.8.1), considerados grandes

39,31}

sistemas » S&0 apresentados apenas dois desses métodos:

o de busca do determinante e o de iteracgdo no subespaco.

4.12.1 - Busca de Determinante

Combinam-se o seguintes métodos

i )} Iteragdc polinomial para obtencdc de wum autovalor

desejado;

ii )} Sequiéncia de Sturm, para verificar a perda de algum

autovalor no intervalo fornecido:
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i1ii} Iteragdo vetorial inversa com substituicdo, para a
obtencao dos autovetores, usando a ortogonalizacéo
de Gram-Schmidt,

4.12.2 - Iteragado no SubesPaQoﬁmzﬂ

Visando suplantar a deficiéncia do método anterior para
sistemas muitos grandes, Bathe desenvolveu este , que combina

o5 seguintes métodes :

i )} Iteragdoc vetorial inversa sobre g vetores iniciais,
com g < P = numero de autopares desejados, e
analise de Ritz, para extragao das melhores

aproximagdes dos autopares;

frote
fods
Suapr”

Seqiéncia de Sturm, para verificagdo do calculo de
todos os  autopares desejados, contando-se quantos

numerys negativos estdo na diagonal principal.

0 esguema de iteragdo utilizade ¢é o de Jacobi

generalizado, sobre a matriz formada pelos vetores iniciais.
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CAPITULO 5 ~ ANALISE MODAL

5.1 - Introdugao

Continuando a idéia apresentada no capitulo trés,
considere-se uma viga vertical, fixada no solo. A conformacao
final pode ser definida por trés deslocamentos, referenciados

& trés modos de vibracldo, conforme a figuraS.1l.

" iIl

L4 ;:'

s pite skttt ot v
-

ey Y, =8, ¥,

Figura 5.1 ~ Composicdo dos Modos de Vibragio
Como este, gualquer vetor {v} pode ser obtido através da

conveniente superposigdo dos trés modos de vibracdo, assin

gipressa o

(v,} =y, (93, (5.1)
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Esta representagdo € baseada no fato que os modos de
vibragdoc sao ortogonais em relagdo as mnatrizes [M] e [K},
formando um conjunte linearmente independente, e portanto,
podendo—-se constituir em uma base para a representagiao de

qualquer vetor pertencente aquele espago vetorial.
O vetor (v} completo passa a ser expresso por:

(v) =)y, (8}, = (8] (V) (5.2)

Onde @ {Y}

(@]
{v)

]

cocrdenadas no espago dos modos

K

Matriz modal (dos modos de vibracdo)

il

Vetor genérico

As coordenadas Y, ¢ dado © nome de c¢oordenadas modails

{naturais} da estrutura.

A matriz [$] € nao singular, pois é composta de n vetores
linearmente independentes, logo é inversivel. Pode~se entdo
resclver a equagdo geral (3.5), multiplicando-se tcda ela pela

transposta do modo correspondente e pela matriz de massa :
(#); (M1 (v} = {$}; [M] [&] [Y] (5.3)

0 lado direito da equagfo acima pode ser expandido em:

t

{(#); M1 [8] (¥} = ($}} [M] (8}, ¥, + ...
S USE
. . (5.4)
*(O) MM (6}, Y, + ... H B (MI(4), ¥,
e 4 A
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0s termos destacados séc nulos se i # j, obtendo-se:

(¢), M1 (v} = (¢}, [M] (&), v,
Dai:

(), (M1 (v}
(#); (M1 {¢)]

Yy, =

1

5.2 ~ Formulagdoc Enpregada

5.2.1 - Sistemas sem Amortecimento

0 primeiro caso a ser estudado €& © caso

amortecimento. A eguagdo inicial é:

(M] (U} + [K] (U} = {F(t))}

Usando o resultado do item 5.1 {{U} = [$] {¥}} :

(M} [8] {¥} + [K] [®]) {¥Y} = (F(t}} =

(63 (M) (8] (¥} + {83] [K] (8] (¥} = (4)] (F(t))

Simplificande o8 dois  termos destacados

ortogonalidade) tem-se ;

(617 (M1 (9}, ¥, +{¢}; [K] {8}, ¥, = (9} (F(E))

Agrupando termos : = (¢}, [M] (8)
i i i
K, = (¢} Ml (¢},
F (t) = (¢} (F(t))
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Estas novas constantes si8c chamadas massa, rigidez e

cargas modails, respectivamente. Usando-as tem-se :
Mi ?i + K# y, = Fi(t) (5.10)
A qual € uma equagdo andloga & de um sistema com um grau

de liberdade (eq. diferencial ordinaria). Pode~se ainda

relacionar K e M através de:

K = M (5.11)

e resolver da mesma maneira que um sistema de um grau de

liberdade para cada freqiéncia natural,.

No trabalho em curso, a matriz de massa é consistente e,

apts a normalizacdo em relagdo & matriz de massa :

(8] [M] [81° = [I) (5.12)
Dai

X = {(5.13)
Usando (5.12) e (5.13), e trocando a variavel Y, Por W, :
7, + w? 7, = N (t) (5.14)
5.2.2 - Sistemas com Amortecimento

A equacdo inicial é:
(M} {0} + [C] (U} + [K] (U} = {F(t)) (5.15)
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A relagdo de ortogonalidade é wvalida ‘também para as
matrizes de rigidez (K] e de amortecimento [C), logo esta

equagdo, apds tratamento andlogo ao do item 5.1 fica:

MY +c ¥+ K Y = F () (5.16)
Com ¢

C, = (8} [C] (¢), = 2 & w M (5.17)

No termo da direita na eguagdo (5,17}, gié a definicdo da
i-ésima razfec de amortecimento, e o0s demais fatores sao
conhecidos. Assim € mais conveniente e fisicamente razoavel
definir o amortecimento pela variavel £ gque calcular os
elementos da matriz [C]. O fator gi representa a razdo entre o
amortecimento real e o critico e, neste trabalho, € menor do

gue 1 e maior ou igual a zero.

Na derivagdo das equagdes deste caso, foi suposto que as
transformagdes que desacoplam o© sistema sem amortecimento,
também o fazem para o amortecido.

Isto ocorre, segundo Rayleigh, se [C] é da forma'®%!

[C] = a, [M] + a [K] (5.18)

]

Outra forma de [C] gque também satisfaz a ortogonalidade

{mals genérica) & w
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_ n - b 2]
el = ) a7 x )" = Y ey (5.189)

b= 1 1

com a_ obtidos de :
- 1 ¢ 2
& = 2w, ziab“’i (5.20)
Zﬁ_wi

g, = wmmgl_——~ (5.21)

Hovamente, normalizando em relagdo & matriz de massa,

fica~-se com a seguinte equagdo, semelhante a (5.14)

- - 2

not 2 € W on ey = N () (5.22)
5.3 - Sumario do Procedimento da Superposicgidoc Modal [09]

a)} Equacgdo do movimento
(M} (0} + (€] {U) + [K] (U) = {F(t)} {5.23)

b} Obtengdo das freqiiéncias naturais/modos de vibraciao :

Resolugdo de :

( (K] - (M} ) (U} = (0} (5.24)

C) Massa e cargas generalizadas:

Para cada {q&}i obtido :

¢
o= (8] (M1 (9),

(8}, {F(t))

M

i

(5.25)
F

f
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d} Neormalizagdo da matriz modal

(23 (M) (21 = [I] (5.26)

e} Equagles desacopladas para cada fregléncia natural

)

g)

- . 2 "
ni‘+ 2 gﬁﬁni-+ wivg = Ni(t) {5.27)

Respousta modal para carga : utiliza-se a solugdo geral
proposta por Duhamel em forma de integral (para cada

nodo)

i -£.0 (t-T)
J N (t) e ' senfw, (t~T)] dtT
o (5.28)

1

e
gi

n.(t) =

onde @, ¢ a freqiéncia natural amortecida

Se a wveleocidade inicial (ﬁi(O)) e/ou deslocamento
inicial (ni(O)) nio s8o nulos, uma resposta de
vibragdoc livre deve ser adicionada para cada modo, na

forma genérica:

7, (t) =
(5.29)
g0t [ 7,(0) + 1 (0)€,0,
e wdi sen(wdit) + ni(O)cos(wdi)
(#);[M](U(0)) , {(#);[M1¢0(0))
7, (0) = i ;M (0) = M

i j
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h}) Resposta nas coordenadas geométricas

Tendo a resposta nas coordenadas modais {n}), cobtem-se:

{U{t)} = {5.30)

[2] (M(Y)) = (), M (£) + ... + () m (t)

i) Resposta de forga elastica
A forga eldstica pode ser obtida a partir de :

(F) = [K] (U(t)} =

[K] [2] (m,(£)) = [M] [%] ( & 7 (t)) (5.31)

Chserva-se das expressdes encontradas, que o termo @,
aparece ao quadrado, logo os modos de maior ordem s&o de nmaior
importéncia na definigdo das forcas do gque na definicdoc dos
deslocamentos, supondo-se que todos os modos tenham igual
peso. Conseguentemente, € necessaric colocar mais modos se &
desejada uma melhor precisdo. Na pratica, porém, os pesos sio
diferentes, o que implica em buscar um numero de modos que

permita um céalculo preciso sem agarretar erros numéricos

exagerados.
5.4 - Eguacionamento da Resposta Dindmica

E apresentadec a seguir o equacionamento utilizado na
obtengae das expressdes do programa, para as seis forcgas de

excitacdo consideradas.
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5.4.1 -~ Solugao Homogénea (Regime Transiente)

A solugdc homogénea consiste na expressdo apresentada no

sub-item g) do item 5.4 :

n,, (t) =
{5.32)

= 8

ugiwit[ ﬁs(a) t (08 e,

w, sen(wdit)+ni(0)coscwdi)}

Derivando em relacdo ao tempo, tem-se a velocidade :

i
5 Eiwi+ni(0)wdi}sen(wdit)

m, () = "

: -siw,.t[[ 7,(0) + 7 (0)€.w
-e

+ﬁi(0)cos(mdi)] (5.33)

Novamente derivande, chega-se a aceleracéo :

) ~E @t 1,001+, (0)E 0, :
w,; (Tl =e W o (G, £0,7m (0w,

di

{(5.34)

sen(w, t) - gzgiwiﬁi(0)+zgfwfni(0)— w?“i(D)j cos(w,,) }

5.4.2 - Carregamento Subitamente Aplicado

Seja uma forga de mddulo P0 subitamente aplicada.

Utilizando Duhamel, tem-se :
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1 - W (t~1)
P e sen[wﬁ(t-t)} dt {5.3%)

gque, resolvida :

_ P ~get
niét) = “-;-***;}—2—* W, {wdicus(wdit) + giwisen(wdit)] e
di (5.36)
Dai a velocidade e a aceleracdo:
P -fwt
. 5] i 5-37
7,(t) = =2 sen(u tie ' (5.37)
di
- Pg -{;'iwit
1%{t) == —aw-[wﬁcos(wﬁt)—gﬁﬂsen(wmt)} e (5.38}

di

5.4.3 -~ Impacto

0 carregamento de impacto é definido como um carregamento

tipo pulso con duragdc tendendo a zero {13].

Sua formulagdo comega com 3

t

1
I= J‘Ni{t) at (5.39)
G

A forga Ni(t) = P é assumida constante durante o pulso,

entdc, para t = tg:
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n{t)) = 1 - cos(wt )] {(5.40)
K

sen(wﬂti} (5.41)

Tomo ta< t1, wn‘l:1 << 2" = cos(wntz) = 1 @ sen(mﬂti)m wnt1

i

Assim : ni(t1) 0 { t1~»-> o)

(5.42)
* o B _ P
T}i(t‘!) - K wn wn t‘l - M t‘I
Dai :
I="Pt, (5.43)
Finalmente :
. _ I
‘ﬂi(t) = W (5.44)

Usando as equagdes (5.42) e (5.44) em (5.32), {5.33) e

{5.34), chega-se &s expressées do deslocamento, velocidade e

aceleragdoc (com K = wi e M= 1).

I ~£E Wt
7 (t) = sen(w _t) e ' (5.45)
di
. I _ -£wt
ni(t) = _"E [wdicos(wdit} - giwisen(mdit)] e {(5.46)
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5.4.4 - Carregamento Crescendo Linearmente {Rampa)

Colocando-se Ni(t) = a-x na integral de Duhamel e,

resolvendo—-a, tem~se :

)= a 5 2 “Eiwt
ni{ . W, W [£ Eimdicas(wdit) + wifzgi"ljsen(wdit)} e
¢ (5.47)
4 wdi(wit - zgi) ]
Calculando a primeira e segundas derivadas :
R - & —Eﬁﬁt
H;{t)= s {mdicos(wdit)+£iwisen(wd‘,t}] e - W
W, W
i
(5.48)
. a -fut
n.(t) = sen(w t) e b (5.49)

di

5.4.5% ~ Relagioc Entre Formulacgdes

Observando-se 05 termos da direita das equagdes (5.37),
{5.45) e (5.49), nota-se que s&c iguais, © mesmo ocorrendo com
{5.36) e (5.48), (5.38) e (5.46), sendo necessdaric apenas
mudar Po’ a e I. Isto €&, o deslocamento do impacto, a
velocidade do degrau e a aceleragao da rampa tém a nesnma
formulagao, como também ocorre com o deslocamento do degrau e
a velocidade da rampa , e gcom velocidade do impacto e a

aceleragdo do degrau.
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0 motivo fica clarce quando se lembra gue as equacdes gque
definem o carregamento N. (T} em Duhamel s&oc relacionadas por
derivagdo : derivando-se Ni(r) = a t (rampa), tem-se Ni(t} = a
= P, {(degrau}, gue novamente derivado, gera Nty = I = &

{delta de Dirac -~ impacto).
5.4.6 - Excitacgfo Harmdnica

Seja N (t) = A, sen(vw_t) na integral de Duhamel. Dai

2
Aa / W,

(1 -85)% + (26.8)°

2, (t)= [2§,Bcos(w, t) +7 (2£° - 1+ B

{5.50)
“g,w,t 2
sen{&%{t 1 e - [zﬁiﬁicos(we t) - (1 ~ Bi)sen(uztjj
© w
Com B,= we e 7, =5

Na expressdo implementada, os termos em w,,  foram

desprezados, para que ficasse apenas a solugdo permanente :

Ao / W,

(1-85)° + (26,8))°

n{t)= {zgigiccs(met)—»(l-ﬁf) sen(wet)]

(5.51)

Derivando~ze a expressdo acima, tem-se a velocidade e a

aceleragio.
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5.4.7 = Solucgdo Numérica

Neste caso ndo se tem Ni(r} como uma fungdo definida, mas
fornecida em forma de um conjunte de pontos (t,Ni(t)), ou

guando a solugde analitica ndo for conhecida.

E necessdrio, entdoc, 7realizar a integral de Duhanel
numericamente (detalhes da implementagdo numérica no capitulo

sete).

Para mnelhor compreensac repete-se a eXpressac da

integral de Duhamel :

n (L) = N (T)e vt

4

o sen{u%i(twr)] ar {5.28)

1 j‘ -£ @ (t-T)

Para derivar a equagdo acima, € necessdrio usar a regra

de Leibnitz™

"
M
1A
o
o
o
1A
ot
A
tw

Para a

-
*

a B B
—| Fex,tyat = | SEOGY) gp o £ (x,B)-3o- - f(x,A)é—‘i‘ (5.52)
dx 8%

A

Fazendo Lt =1 e ®» =2 t, tem-se :
d t t
By = —| f(e,myar = | BELET) grapce,039p(e, 0028 (5.53)
i o ” 3t It
¢ 4] L od L.pd
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Aplicando em Duhamel :

T R - W, (t-T)
ns{t;m Bmma:?w[wdicos[wdi(t-r)}-giwisen[wdi(t-t))]e dt
{5.54)

Abrindo em duas integrais, aparece novamente a integral

initcial, resultandoc em :

t

. -§.w (t-T)
n{t)=-f oM (t)+] N (t)cos[w, (t-t)] e ' at
0 {5.55)
Reaplicando Leibnitz
| 1 Il
- = ' “Eiwi{t"'{?)
7, (B)= - 0 7 (L) - N (1) cosfw, {t-1)] e dr -
0
(5.56)
i 1 12
AN N¢9 -£,0, (t-T)
=Wy o sen[udi(t-t)] e dt + Ni(t}
di
0
Nota-se que a primeira integral j4 apareceu na obtencio
da velocidade, logo :
I1 = 3,(t) + o, (t) (5.57)

Também observa-se due I2 é a integral do deslocamento :

ot =

(5.58)
“giwi%i(t) - £, £ﬁi(t}+§iwini€t)3 - &ﬁini(t) N ()
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Como Ry ™ W, (1*52}”2

, Ltem~-ge

n(t) = -zsiwi%i(t) - mfni(t) + N (t) ' (5.59)

A expresséo (5.59) pode ser obtida de um modo ben mais

facil, pois é a prépria equacdo diferencial do movimento:

Nt} + 28w (L) + wfni(t) = N_(t) (5.22)
5.4.8 - Resposta no Dominio da Fregiéncia

A resposta em frequéncia implementada consiste na

selugdo da equagdo geral para Ni(t} = Aesen (wet), ou seia:
- L] 2 _
L# + 2 gi W, ni-+ W = Aa sen(wet} (5.60)

A solugdo na forma adimensional fica

Xo 1 _
C =5 = - | (5.61)
e 1(1-8%) 2+ (268)°
2EB
tg(¢) = 5 (5.62)
1 -8
onde @ Xe = Deflexic estatica
Xo = Resposta dindmica
C
£ = Razdo de Amortecimento = o
@, ¢
B = o

n
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5.5 - Comentdrios Finais

As expressbes para o deslocamento, velocidade e
aceleracdo obtidas foram comparadas com as encontradas na
. W1iai2ty . . . .
Literatura ¢+ inclusive nos casos mais simples, sen
amortecimento ou en regime permanente, nao havendo

discrepéncias.

Cabe, finalmente, definir algumas grandezas :

i } Fregiiéncia Natural (sem e com amortecimento) : Uma

propriedade do sistena.

W (5.63)

“a = /«%—— - [—2-5——}2 | (5.64)

ii )} Frequéncia de Ressondncia : Freqgiiéncia onde ocorre a

maior amplitude :

2
W = X C
‘ /“ﬁ" - 2["‘2‘&"‘“} (5.63)

Percebe-se que a frequaéncia de ressondncia é um  pouco

renor do que a natural amortecida.
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CAPITULO 6 - O PROGRAMA ANESDE

6.1 - HISTORICO

0 programa ANESDE teve sua origem naquele iniciado na
Universidade de Berkeley, resultando no SAP IV. Apds extenso
aperfeigoamento no Instituto Militar de Engenharia (IME), foi

ievado para o CENPES.

Na UNICAMP, fol base para duas teses de mestrado : uma
implementando o elemento de viga-coluna, com consideracgido do
efeito da carga axial nas deflexdes transversaisﬁm, e esta

tese, implantando a resposta dindmica.

Seu desenveolvimento no IME foi no ambiente BURRQUGHS
B6800, sendo depols transportade para o CDC (no CENPES). Neste
transporte necessitou-se de algumas alteracdes, explicadas no

préximo item. Atualmente é executado no fortran 77, pois este

& de uso comum e j& apresenta alguma estruturacao.

Atualmente esta implementadco em micro-computador, sendo
utilizado o compilador MICROSOFT FORTRAN 5.0, embora tambén
possa ser executado na placa MOTOROLA 60820 20 MHz (compilador
VS FORTRAN-77), na estacgdo de trabalho S8UN SPARK STATION 1+
{compilador ¥77) e no IBM 3090 {compilador FORTVS2). A estacioc
5UH fol ¢ ambiente mais utilizade, devido a sua velocidade,
recursos graficos, capacidade de meméria e ambiente de

trabalho SUNVIEW (estilo WINDOWS}, permitindo em wuma mnesnma
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tela (e simultaneamente) editar um ou mais arguivos e executar

um caso, além da possibilidade de usar outras maguinas da rede

da UNICAMP,.

A compilagfic é realizada nos quatro ambientes citadocs no
paragrafo anterior, para gque os$ erros nio detetados por cada
compilador sejam localizados por ocutro. Para a execugdo ou
compilaglo de pequenas alteragdes, preferiu~se a estacdo de
trabalho e, em segunda opgdo, a placa. A versdo instalada no
IBM 3090 ¢ a final, visando o uso do progama para casos mnais

complexos no CENPES.

Cabe aqui explicar que o uso da estagio de trabalho SUN,
do IBM e da placa MOTOROLA é necessario apenas para casos mais
complexos (resposta transiente ou no dominio da fregiiéncia com
muitos graus de liberdade), podendo-se executar casos simples
no microcomputador. Isto devido ao dimensionamento dos vetores
Ge trabalho, que gera um arquivo executadvel gue o sistema
operacional DOS da  MICROSOFT ndo consegue acessar

completamente.

O ANESDE conta atualmente com as opgdes de andlise
estdtica linear e ndo linear (elemento de viga-~coluna), e
dindmica linear. Os elementos disponiveis sfo : treliga plana
e espacial, viga plana e espacial de dois e trés nés, placa
retangular de gquatro ndés e a viga-coluna (com e sem
consideragdo do efeito da carga  axial nas deflexdes

transversais).
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Na analise dindmica existem as alternativas : integragéo
direta (Newmark)}, obtencgdo dos autovalores e autovetores,
superposigdo modal com forgas de excitagdo simples , analise
nunérica {para carrsgamentos transientes) e andlise

no dominio da freqiéncia.

6.2 - Estrutura do Programa

Sua estrutura € dividida em rotinas e usa um vetor de
alocagdo dindmica para o armazenamento das suas varidveis,
intermediarias ou ndo. Este vetor de trabalho (vetor dindmico)
esta armazenado em um bloco COMMON, para sua passagem para as

rotinas.

Esta caracteristica permite um melhor aproveitamento da
meméria, pois ndc é precisc redimensionar todas as variaveis
vetoriais e matriciails para se poder aumentar sua capacidade
de noés & elementos. Basta aumentar o tamanho do vetor

dinamico suficientemente para comportar o caso desejado.

Outra caracteristica importante ¢ o dimensionamento
dindmico dos vetores e matrizes armazenados no vetor de
trabalho. Para isto passa-se o vetor e sua dimensdoc para a
rotina, 86 criando o numerc de elementos necessarios. Uma
outra maneira € dimensionar com "*¥, ficando o vetor ou matriz

dimensionado com o tamanho anterior & chamada da rotina.

64



Tambénm € muito utilizado a especificagao COMMON para
passagem dag variavels simples (inteiras e reais), assim como
para a passagem do vetor dindmico para as rotinas, gquando
necessario. Assim diminue~se ¢ numero de parimetros passados
para as rotinas, resultandec em uma listagem mais facil de ser

entendida.

As caracteristicas acima, além de ocutras consegilentes da
estrutura modular, permitem que qualguer alteracio seja
realizada sem grandes problemas, desde que nédo se altere a
alocagao dos vetores e matrizes no vetor de trabalho, na
posigdo em que ¢ inserida a alterac¢dio. Especial cuidado deve
ser tomade ao inserir ou retirar varidveis do vetor dindmico,

gvitando invasdo de area.

Quando fol transportade para o CDC preciscu~se alterar
algumas definig¢bes e formatos, visando a sua execugdo. Tanmbénm
fol necessario a separagdo do vetor de trabalho em dois : A
(para varidveis reais) e IA (para inteiras), pois o CDC néo
permite gue sejam armazenadas no mesmo vetor. Esta mudanca foi
mantida apdés a passagem das variavels reais para dupla
preciséo, pois ndo é preciso definir as wvaridveis inteiras

desta maneira.

Visto que algumas rotinas necessitam de grande precisao
nos cédlculog, as variaveis reais foram definidas como dupla
precisgo. No CDC e no BURROUGHS ndo foi preciso fazer esta

alteragio, pois os nimeros reais ocupam 14 bits, mas no micro
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¢ na estagdo SUN, a definigdo com precisdc dupla &
imprescindivel pois os reais ocupam apenas 8 bits, passando a
ocupar 16 bits. 0 resultado do uso da preciééo simples ¢é a
restrigdo do nimero de modos de vibraglo em relacdo ao numero
total de graus de liberdade, naoc permitindd serem iguais, se

o numerc de elementos for maior gque 30,

Devido ao método de obtengdo dos autovalores-autovetores,
¢ necessario aumentar o nimero de elementos quando é desejado
um maiocr numero de modeos de vibragdo. Deve-se respeitar a
relagdo de pelo nmencs oito graus de liberdade para um modo
desejado, conforme os resultados dos testes realizados pelo
autor.

Outro aspecto importante € o uso de.”arquivos para ©
armazenamento temporario de variéveis., © vetor dinamico é
limpo algumas vezes para gue outras variaveis ocupam seu
espago. Se alguns valores sdo importantes para uma fase
posterior, estes sdo armazenados em arquivos, e lidos cquando
necessdric. Como exemplos cita-se as matrizes de massa e
rigidez, o vetor {ou matriz) de carregamento; os auto-pares,

oz dados dos nés e elementos.

Um recurso importante & a possibiliﬁade de executar
varios casos de carregamento seguidos. -¢om isso pode-se
simular carregamentos diversos e somar os resultados de cada
um, desde gue somente sejam usadas so1u¢6es-iineares, valendo

o principio da superposicgéo.
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No programa alteradc para este trabalho, varias opgdes

foram criadas :

- Leitura das matrizes de massa e rigidez externas;

- Leitura dos auto-pares externos;

- Consideracdo ou ndo do amortecimento:

- Leitura das razdes de amortecimento modais;

- Escolha entre 4 fungdes excitadoras simples;

- Bliminacdo pelo usudric de modos de vibragdo no
calculo da resposta dinédmica;

- Entrada das caracteristicas do material e da segdo reta
de trés modos diferentes: segdo retangular, tubular ou
genérica;

- Possibilidade de fornecimento da excitagdo por pontos
discretos no tempo (analise transiente):;

- Analise no dominio da fregiiéncia;

- Impressioc selecionada dos resultados de alguns noés e
elementos;

- Criagéo de um arquivo de saida contendo os resultados

de um grau de liberdade especificado, para plotagem.

Para isto foram criadas novas rotinas, sem que
interferissem com as anteriores, e novos arguives foram

criados.

Destaca~ge, na sua atual versdo, a sua transportabilidade
entre a estacdoc de trabalho, o MICROSOFT FORTRAN e a placa

MOTOROLA, sem nenhuma medificagdo e, com poucas alteracgodes,
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sua implementagdo no IBM 3090, ja que ndo foi utilizado nenhum
comando ou fungdo especifica deste ou daguele ambiente. A
intalagdo em outro ambiente também & facil, apenas

atentando-se para alguma caracteristica particular.

0 programa esta dividido nos seguintes arquivos :

-~ ELFIN.FOR : contém o programa principal e a maioria das
rotinas béasicas de leitura e manipulacgdo dos dados;

- BARRA.FOR : contém as rotinas referentes & formulacdo
do elemento de barra;

- VIGA.FOR : analogamente para o elemento de viga;

- QUAD,.FOR : idem para o elemento de quadrilatero;

~ GENER.FOR : contém as rotinas referentes a leitura dos
dados, sua manipulagdc e resolugdo para ¢ caso dindmico
transiente;

- FREQ.FOR : andloga & anterior, para a andlise no

dominio da freqguéncia.

Os dados de entrada estdo no arguivo BATEIN e sao :

- Titule;

- Cartao de controle, com o numero de ndés, de grupos de
elenentos, de casos de carregamento, andlise desejada,
modo de execugdo, fungdo excitadora e opgdo de leitura
das matrizes de massa e rigidez externa;

- Dados dos noés (casc sem leitura externa das matrizes):;
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- Dados do(s) carregamento(s);
- Dados dos elementos (anialoga aocs dados dos nosj ;

- Dados da solugdo dindmica;

Obviamente o contetido do arquivoe de dados varia de
acorde com a andlise desejada. Deve~se também atentar para o
fornecimente dos arguives contendo as matrizes de massa e

rigidez, e os auto~pares, se assim for necessario.

O argquivo de saida (BATEOUT) contém os dados de entrada
repetidos e os gerados (guando a geragdoc de nds e elementos &
usada), a numeragdo das equagdes a serem resolvidas, os
valores intermedidrios (largura wédia e maxima de banda,etc),
os autopares (quando pedidos) e a resposta dindmica ou
estdtica. Além deste outros arquivos sdo criados contendo as
matrizes de massa e rigidez, o carregamento, os dados dos ndés
e elementos e 08 resultados de um grau de liberdade

especificado, conforme apresentado no item 6.3.

6.3 - Arguivos Manipulados

0s arquivos criados e/ou 1lidos durante a execugio do

programa sio

- BATEIN : arquivo de dados de entrada;

~ BATEQUT : arquivo do relatério de saida;

- IELMNT : contém os dados j& manipulados dos elementos:
- ILOAD + armazena os valores do carregamento;

69



-~ IMASS ¢ contém o5 valores das massas concentradas
{ainda nac utilizadas);

~ IMTUM ! armazena os dados dos momentos localizados
{ainda ndo utilizados);

~ NSTIF : contém a matriz de rigidez global e a matriz

ID (identificacdo dos graus de liberdade);

~ NSTR 1 armazena a matriz para o cdlculo das tensdes:
- NMASS » armazena a matriz de massa global;

- IFREQ t contém os auto-pares;

- INODE ! armazena os dados manipulados dos nés;

- ICONTR : contém as variaveis necessarias para a opgdo

de leitura de matrizes externas:
- GRAF ! guarda os tempos, deslocamentos, velocidades

e aceleragdes de um determinado grau de liberdade para

posterior plotagen.

Além dos arguivos acima descritos, foram criados alguns
arguivos, formando um "ambiente de trabalho®. Sdc arquivos de
processamento em lote (.BAT) que simplificam em muito a
edigdo, compilagdo, execugdo e manipulagido dos arquivos de
entrada e saida. S30 eles :

- EDIN.BAT chama o editor de textos para o arguivo

s

de entrada;

-~ EDOUT.BAT : andlogo para o argquivo de saida;
- EDFOR.BAT i analogo para ELFIN.FOR;
~ EDBAR.BAT : andlogo para BARRA.FOR:;
- EDGEN.BAT ¢t andalogo para GENER.FOR;
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- EDVIG.BAT

analoge para VIGA.FOR;

~ COMP. BAT : compilagdo no MICROSOFT FORTRAN 5.0;:

- RUN.BAT ! execugdo neste anmbiente;

- COMPL. BAT : compilagdo na placa MOTOROLA;

~ RUNPL.BAT : execugdo neste ambiente;

- DELBAK.BAT : apaga os arquivos de backup;

- DELET.BAT ! apaga o0s arquivos de saida antes de nova
execugdo;

- DATA.BAT ! preserva o arguivo GRAF c¢om outro nome

contra a agao de DELET.BAT:
- IN.QLD : ultimo arquive de dados (cépia backup);

-~ COP.BAT

copia IN.OLD para BATEIN.

Programas analogos foram criados para a estagdc de

trabalho SUN, devido ao sistema operacional diferente.

Com este "ambiente de trabalho™ é facil e rapido alterar
ou rodar o programa, em qualquer ambiente dos citados, a
excegdo do IBM 3090, onde apenas foi criado um arquivo para

gxecugdo do programa.
6.4 - Comentarios Finais
Para finalizar este capitule. ressalta-se ags  boas

qualidades do programa e do ambiente c¢riade, permitinde que

sejam feitas alteracdes sem grande esforgo.
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O programa permite grande reducgdoc do tempo de execugio,
atraveés da leitura das matrizes de massa e rigidez, e dos

auto-pares externos.,

E, finalmente, destaca~se a grande potencialidade do

programa, com a implementacgao de novas rotinas.

No capitulo seguinte é analisada & implementacio

nunérica da formulacdo analitica.
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CAPILTULO 7 - IMPLEMENTACAO NUMERICA

7.1 = Intredugido

Neste capituloe, descreven~se oS procedimentos
implementados na confecgdo do programa final da tese e um

breve histérico das modificagdes no cdéddigo.

7.2 = Histdérico do Trabalho

Quandoe o programa inicial fol entregue, possuia as
rotinas bdsicas de leitura dos dados e montagem das matrizes,

além dos elementos de barra, viga e quadrilatero.

A andlise dinémica s6 abrangia a integragdo passo a passo
{método de Newmark} para cargas subitamente aplicadas e
superposicdo modal para ¢ mesmo carregamento, com um algoritmo
acumulativo que usava a resposta no tempo anterior para

cadlcoculo no instante em estudo.

Nao havia leitura externa das matrizes nem dos autopares,
além de alguns erros na analise dinamica, corrigideos no

decorrer do trabalho.

A primeira etapa do trabalho foi o estudoe do programa,
principalmente do uso do vetor de trabalho. Foram realizados
alguns testes para melhor entendimento, visande o intensivo

esforgo de modificacgdo posterior.
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Finda esta etapa, as rotinas de resposta dinamica para
casos simples (impacte, degrau, rampa e harmdnica) foranm
instaladas, seguidas das relacionadas a leitura das matrizes

de massa ¢ rigidez, e dos autopares externos,

A terceira etapa consistiu na revisio das rotinas de
calculo dos autopares e a implantacdo da resposta numeérica

{(excitagdo transiente).

Logo apos as rotinas de andlise no dominio da fregliéncia
foram criadas e testadas, seguidas da préxima etapa : a
revisdo dos elementos de barra e viga, e instalagio do
elemento de viga-coluna com deslocamentos axial e transversal

independentes.

Na ultima etapa, o programa foi todo revisto e as ultimas
opgdes (citadas no item 6.2) foram instaladas, assim como a
eliminagdo de linhas de comentaric nio necessariasg foi

realizada, visando dimunuir o tamanho do arquivo~fonte.

Finalmente, destaca~se que a analise estatica ndo foi
alterada, melhor ainda, também ganhou a opgidoc da leitura
externa da matriz de rigidez.

7.3 - Metodologia Empregada

Na analise dinémica, foi usada a formulagdo apresentada

no capitulo 5. A metodologia utilizada ¢ descrita a seguir.
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O algoritmo programado foi a tradicional na andlise
dindmica : primeiramente, sdoc lidos os dados de entrada, de
acordo com as opgdes desejadas; em seguida montam-se as
matrizes de massa, amortecimento e rigidez "globais, ou sdo

lidas de arquivos.

Utilizando as matrizes de massa e rigidez e os vetores e
matrizes auxiliares (definindo o carregamento, graus de
liberdade, posigfes dos elementos da diagonal principal, etc),
os autopares séoc obtidos {ou lidos) e sdo enviados para a

rotina da resposta dindmica adequada.

Nesta é obtide o comportamento dindmico no sistema Qe
cocordenadas modais (vide capitulo 5). O préximo passo & a
obtengao do vetor deslocamento nas coordenadas originais ou
geométricas. Finalmente as tensbdes, momentos e/ou forgas
axiais sdo calculadas e os resultados sdo gravados de acordo

com as opgbes escolhidas pelo usuirio.

Este procedimento & realizado por todos os pacotes para
cédlculos estruturais, como o COSMOS, o ANSYS e o SAP IV/80/90,
que oferecem a mais um pré-processador (interface amigével com
o usuario facilitando a entrada dos dados) e um pos-
-processador, gque trata os resultados e os mostra em forma de
graficos comuns {deslocamento x tempo, por exemplo) ou mais
sofisticados (animagdo, curvas ou regides coloridas com

egcalas de tensaoc, etc).
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7.4 ~ Procedimentos Implementados

E apresentade a seguir um resumo dos procedimentos

instalados para concretizar a metodologia supra citada.

Na implementagdo da leitura das matrizes de massa e
rigidez externas, fol necessdrio identificar que rotinas podemn
ser evitadas e qual deve ser a organizacéo do vetor dinamico
em cada fase analisada. As rotinas nio foram alteradas em sua
estrutura, apenas Iinseriram-se algumas 1linhas visando a

andlise numérica,

Este mesmo procedimento foi realizado na implementacio da
leitura dos autovalores e autovetores. Foi necessaria uma
anédlise detalhada da estrutura do programa para evitar-se unm
erro na montagenm do vetor dindmico e, com isso, invasio de

Area.

Para os casos de forgas de excitagdo simples (degrau,
impacto, rampa e harménica), a rotina original de superposigéio
modal foi guase totalmente aproveitada, com exce¢lo do trecho
de calculos dos coeficientes de influéneia (solugido das
equagdes no espaco modal). Esta teve que ser refeita, deixando
de ser acumulativa para calcular os coeficientes em valores de

tempo exatos, configurando uma solugdo fechada ou exata.

Ja para a andlise numérica, foi necessdria a confecgdo de

rotinas proprias e redefinicdo do vetor dindmico, visto gque
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sao armazenados valores de carregamento no espago (nos noés) e
no  tempe, configurande uma wmatriz, ao invés do vetor
anteriormente usado. Foi criada uma rotina para leitura,
preparagao e gravagido dos dados do carregamento em arquivo, o
mesmo usado anteriormente. Também desenvolveu-se uma rotina

para leitura dos dados do arquive, guando da chamada da rotina

dindmica.

O processamento da matriz de carregamento c¢onsiste na
transformagio da matriz lida em termos dos nds em outra en
termos dos graus de liberdade, através da analise da
influéncia de cada forga em cada grau. Forcas relacionadas a

um certo grau de liberdade sdc somadas.

Para a resclugéo da resposta dindmica tra#siente, foram
criadas duas rotinas: SIMPSON ,calculando o valor da integral
@ GENER, realizando o calculo da resposta. A fotina SIMPSON
permite 0 uso de um numero par de pontos, pois, neste caso,
repete-se o ultimo ponto e depois retira da drea calculada o

retingulo incluido (fn- At).

A rotina GENER recebe os dados basicos: do principal
{numero de nés, graus de liberdade e outras varisveis de
controle, a matriz de cargas e as matrizes de massa e rigidez)
e o8 processa. 0 calculo dos autovalores e autovetores =6 é

feito se desejado, havendo a opgdo da leitura externa.
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Com os autovalores e autovetores, a matriz de cargas &
passada para o espago modal e cada c¢oluna (representando um
tempo} € processada. Apds o calculo dos deslocamentos,
velocidades e aceleracgdes, obtém-se as tensdes, com base nos

primeiros.

Na solugdo das excitagles simples como na andlise
numérica, a segiéncia geral é a mesma : calcular o efeite das
condigdes inicials - solugfo homogénea; de acorde com a opgao
fornecida, calcular a solugdo particular - regime permanente;
unir as duas e passar para o espago real; calcular as tensdes,
¢ repetir até que o nGmero de iteragdes chegue ao maximo
pedido. Cabe ressaltar que a impressidoc dos resultados e o
caleule das tens@es sd sdo realizadas quando dos intervalos de
impressio, definidos pelo usuario.

Ha solugdo no dominic de frediiéncia, o procedimento £
andlogo, porém sdo calculadas a amplitude dindmica, a
estdtica, a razdo entre elas e a defasagem para cada

freqaéncia. O carregamento € dado por pares [w, Fl{w)] .

0 processo de calculo pode ser assim resumide : 1) séo
calculadas a amplitude e defasagem para cada freqiéncia/modo
natural; 2) os componentes real e imagindrio sd3c obtidos
através da amplitude e defasagem, e armazenados em vetores: 3)
estes vetores 840 transportados do sistema modal para o
geométrico e as amplitudes e defasagens finais sdoc calculadas

& gravadas,
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A gravagdo dos resultades de um grau de liberdade
especificado pelo usuario € realizada usando a matriz que
define os graus de liberdade (no caso ID (6,numerc de nas} ).
S840 fornecidos o© nuimero do né e a diregéo desejados e
localiza~se gual o nimero da eguagio correspondente ao grau de

liberdade, gravando-se os resultados desta equacaoc,

Neste trabalho, sdo calculadas duas respostas dinadnmicas
diferentes : a exata e a numérica. E necessdrio diferencia-las
para melhor entendimento dos resultados apresentados no
préximo  capitulo. A diferenga consiste na  obtencio da
resposta: integragfo numérica scbre os pontos de carregamento
na numérica, e usc das expressdes obtidas através de Duhanmel

na exata.

Também foram obtidos  resultados aqui  denominados
analiticos, calculados usando~se a  formulacgio analitica
relativa a cada exemplo executado, retirada da 1literatura e

programada & parte, ou sdo consultados os valores numéricos.
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CAPITULO 8 ~ RESULTADOS

8.1 - Introducdo

Nes capitulos anteriores, os conceitos Dbasicos, a
formulagdo enpregada e a implementagdoc numérica foram
apresentados. Neste, sdc mostrados os resultados até agora

obtidos.

Cada item seguinte apresenta um teste realizado,
explicando o problema, sua formulagdo, a simulagio realizada e
os resultados alcancados, seguido de wuma breve andlise do

L8850,

Cabe aqui relembrar as respostas dindmicas consideradas :

1 )} Analitica : calculada por expressdes ou algoritmos

ndo instalados no programa fonte e baseados nas

formulagdes analiticas propostas na literatura;

e
[
st

Exata : obtida através das expressdes resultantes da
integragfio analitica de Duhamel para os casos
simples e 1instaladas no programa., Constitue uma

solugdo fechada (pontual);

iii) Numérica : calculada através da integracdo numérica

por Simpson pelo programa da tese.
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Foram executades exemplos com elementos de barra, viga e
arbos combinados. Em  alguns, somente os autopares foram
ocbtides. No ultimo exemplo, uma aproximagdo da andlise néo

linear ¢ apresentado, aplicado a uma coluna de perfuragéo.
8.2 - Teste 1: Barra Subitamente Tracionada

Este exemplo consta na referéncia {02}, na pagina 342
(exemplo 8.1). Consiste em uma barra horizontal engastada em
uma extremidade e tracionada na outra. £ suposta homogénea e -
uniforme, com os valores da Area transversal & do wmédulo de

Young constantes. A figura 8.1 ilustra o explicado.

Figura 8.1 - Barra Engastada com Carga Axial

0s valores do médulo de Young (E), da 4&rea transversal
(&}, comprimento (L) e da massa especifica linear (m) sio

iguais aum (E = A = L=m = 1.0} .

A equagdo gue rege a deformacgdo axial é

Fux,t)  _ _r du,t) (5.1)
ax*® et at?
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com g

c = E A - / E (8.2)
m 4

Onde m = massa especifica linear
e = massa especifica volumétrica
As condigdes de contorno sdo : u(0,t) = 0
(8.3)
du{x,t) -
EA Sk P(t)
x= |
As condigdes inicials sio : u({x,0} = 0
(8.4)
gu(x,t) -
5t °
t=0

Este sistema pode ser resolvido através de trés nmeios

"

transformada finita em seno, solugloc da onda estacionaria e

onda itnerante por Laplace.

Os dois primeiros meios fornecem o mesmo resultado, visto
assunirem as mesmas hipdteses, 44 o terceiro devolve um
resultado muito complexo e de dificil programagdo. Neste
estudo ¢ usada a solugiio gerada pelos dois primeiros meios,

gque é
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od n-1
u{x,t)= ggg E:: Ay senf {2n-1) gi ki
= 2n-1
. (8.5)
J F(T)sen{ (2n-1) gg (t-1)] dt
o
Fazendo P{t) = Po :
u(x,t}=w§§-x - (8.6)
2 way -
mﬁgﬁiméw i_il_m? sen[(zn-ljm%%~] cos[{2n~1} g; ]

n EA " {2n—1)

Esta série foi derivada uma e duas vezes, para ter-se a
velocidade e a aceleragio. As expressdes resultantes e a
inicial foram programadas a parte e serviram como padrio de

comparagaoe (solucdo analitica).
Na simulagdo numérica foram utilizadas as opg¢des de carga
subitamente aplicada ({solugdo exata) e analise numérica,

colocando-se F(t) = 1.0 para todos os pontos de carregamento.

0 valor do incremento de tempo (At) utilizado foi obtido

através da sequinte expresséo 139,301 .
Tmi
At = — 20 (8.7}
20

onde T = periodo da maior freqiéncia natural considerada.
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Q célculo analitico dos autovalores foi realizado de

acordo com [02], {04] e [29], que propdem a seguinte férmula :

(2n-1) m
2 L

{8.8)

A precisé@o do calcule das fregiiéncias naturais depende,
entre outros fatores, do numero de graus de liberdade do
sistema (neste exemplo, havia dois graus por elemente). E
recomendada a relagdo de olto graus por cada fregiiéneia

desejada ou malor ainda, como ja& comentado no item 6.2.

Cabe resgaltar que ndo é necessdrio incluir muitos mnodos
de wvibragdo. Deve-se usar o mnminimo que forneca um bonm
resultado, pois 08 modos superiores podem interferir
negativamente nos valores de saida. Isto devido & sua elevada
frequéncia, aumentando oscilagdes indesejaveis, acumulando
erros, e & influéneia de modos de torgde, gquando nio forem

desejados.

Assim, para poder-se calcular 40 modos com boa precisdo,
fol necessdrio wutilizar 200 elementos, conforme a tabela
8.1, onde sdc comparados os resultados com oitenta, cenm e
duzentos elementos. Neste e er todos os testes foram usados 12

modos de vibragdo, por serem suficientes.
Como pode-se obgervar, o aumento do nimero de elementos
melhorou em muito a precisdo, resultando em resultados ben

mais préximos.
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' Analit 80 Elementos 100 Elementos 200 Elementos
Wi

{ra/ss) wi(rd/s) Erro % ui(rdjs)iErro % wi(rd/s) Erro %

1 1,571 1,571f 0,002 1,571] 0,001 1,571] 0,000
2 4,712 4,713] 0,014 4,713{ 0,009 4,712{ 0,002
3 7,854 7,887 0,040 77,8561 0,028 7,854 0,008
4| 10,996 11,004 0,079{ 11,001| 0,050| 10,997| 0,013
5 314,137 14,156} 0,130 14,1481 0,083 14,140} 0,021
& 17,279 17,312 0,194 17,300 0,124 17,284| 0,031
7 20,420 20,476 0,272 20,456} 0,174 20,429 0,043
8! 23,562] 23,647 0,362 23,616| 0,231]1 23,576 0,058
2 26,704 26,828 0,465 26,783 0,297 26,7231 0,074
10 29,845 30,018 0,581 29,956 0,372 29,8731 0,093
i1 32,8987 33,221 0,710 33,136 0,454 33,024 0,113
12 36,128 36,436 0,882 36,325 0,545 36,177 0,136
13 38,270 19,665 1,007 39,523 0,644 39,333 0,161
14 42,412 42,910 1,178 42,7301 0,751 42,4931 0,187
15| 45,5531 46,171| 1,356 45,948] 0,867 45,652 0,216
16 48,695 49,449 1,550 49,177 0,991 48,8151 0,247
17 51,836 B2,74%) 1,757 52,4181 1,123 51,981 0,280
18 54,978 56,065 1,978 55,673 1,284 55,151 0,315
19| 58,11%] 59,405| 2,211| 58,941 1,413| 58,324 0,352
20 61,261 62,767 2,458 62,2231 1,570 61,501 0,391
21 64,403 66,1531 2,717 65,5211 1,738 64,681 0,433
22 67,544 69,564 2,990 68,8341 1,910 67,866 0,476
23| 70,686 73,002| 3,276| 72,165] 2,093| 71,054| 0,521
24 73,827 76,4671 3,575 75,513 2,284 74,247 0,589
25 76,969 79,9611 3,887 78,8801 2,483 77,445 0,618
26 80,111 83,485 4,212 82,2661 2,691 BQ,647| 0,670
27 83,252 87,040 4,550 85,672 2,907 83,854 0,723
28 86,394 90,627 4,900 89,089 3,132 B7,0687| 0,779
29 85,5835 94,248 5,263 62,548 3,364 90,285 06,837
30 92,677 87,8031 5,639 86,019 3,608 93,5081 0,897
31 95,819 101,594 6,027 99,513 3,855 96,7371 0,959
32 98,960 105,320¢1 66,4271 103,031 4,113 99,9737 1,023
33y 102,102| 109,084] 6,839] 106,573} 4,379} 103,214 1,089
34 105,243%F 112,887} 7,262¢ 110,141 4,654 106,461} 1,157
35] 108,385| 116,727 7,697] 113,735 4,936} 109,716] 1,228
36 111,527} 120,607 8,142 117,356} 5,227} 112,977] 1,300
377 114,668¢ 124,527 8,598 121,004] 5,525] 116,244] 1,375
38){ 117,810] 128,487| 9,063| 124,680]| 5,832] 119,520] 1,451
3%f 120,951 132,488} 9,538} 128,385| 6,146| 122,802 1,530
401 124,093 136,529110,021 132,119 6,468 126,092| 1,611

Tabela 8.1 - Fregliéncias Naturais dos Modos Longitudinais

calculadas pelo programa. Consiste na geragao

Foi tambénm criado um programa para teste das
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Fourier que representa a velocidade da extremidade livre (sem
amortecimento) resultante do carregamento consgiderado. Esta

série apresenta a seqguinte expressio :

«
L 2 senf(2n-ljw t]
v{t) — E (371 {8.9)
n=%
Com & = 2Tn ;i T sendo o periodo de v(t).

2 figura 8.2 compara os valores da série (8.9} obtidos
com as fregléncias analiticas e com as calculadas pelo
programa. Nota-se a perfeita superposi¢io no inicio, com erros

crescentes ao longo do tempo, comportamento ja esperado.

TESTE DAS FREQUENCIAS NATURAIS
1.50 -
 ERRER i)
$.00 %@Mﬁf M ) ;
o~ 3
v
0.50 4
S
g g . o =
= 000 % % ]
S | ‘ :
& 3
=3 ]
B _050 3
g o Ui;% &‘i
~1.00 7 M ;%m%\ i i
] —— SERIE COM ﬂmg UENCIAS ANALITICAS o 0
3 00000 SERIE COM Pﬁsgvﬁw‘ms CALCULADAS 12 FREQUENCIAS
“1,50 ”[i['Il]!kl{lIII|§!IIi'lI}llIllt[[!lllklkIEK}lllii‘iiiiPIiiiiI]!iflflil{i!!lliii[!ll
0.00 2.00 4.00 6.00 8.00 10.00 12.00 14.00 16.00
TEMPO (S)

Figura 8.2 -~ Série de Teste das Fregiéncias Naturais
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Somente fol encontrada uma solugdoc analitica para o c¢aso

sem amortecimento, limitando as comparacdes. As solugdes

analitica, exata e numérica foram calculadas com duzentos

elementos.

Os graficos das figuras 8.3, 8.4 e 8.5 ilustram a

comparagdo entre os valores do deslocamento, velocidade e

aceleragac, respectivamente, analiticos, exatos e numéricosz.

Hota~se a desprezivel diferenca entre os valores exatos e os

numéricos e, ainda, o0 peguenc erro entre os dois anteriores e

os analiticos. Comprova-se assim a eficdcia do programa.

DESLOCAMENTO DA EXTREMIDADE LIVRE
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E
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Figura 8.3 ~ Deslocamento ao Degrau Unitéario
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VELOCIDADE DA EXTREMIDADE LIVRE

RESPOSTA AQ DEGRAU UNITARIO
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Figura 8.4 - Velocidade ao Degrau Unitario
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Figura 8.5 =~ Aceleragdo ac Degrau Unitario’
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E na vibragdo livre (£ = 0) gque mede~se realmente a

precisio e eficacia do programa, poeis guando ¢ amortecimento é
incluido, os pices que diferenciam as solugdes sdoc anulados,

come pode ser notado na figura 8.86. Nesta, varia-se o fator de

amortecimento (£} . Os valores plotados sao obtidos

via
sclugdo exata e uma curva da solugdo numérica 6 apresentada
{£ = 0.10), mostrando a sobreposicdo das curvas.
DESLOCAMENTO DA EXTREMIDADE LIVRE
RESPOSTA A0 DEGRAU UNITARIO
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Figura 8.6 -~ Influéncia do Amortecimento ao Degrau Unitario

Pode-gse afirmar que os resultados sdo plenamente

aceitavels, principalmente considerando o amortecimento.
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Nas figuras 8.2 a 8.6, observa-se uma oscilagido mais
forte perto das descontinuidades. Este comportamento chama-se
fendmeno de Gibbs, e ocorre com gqualguer série de senos e
cossenos. O intervalo de perturbacgdo é denominado intervalo de
Gibbs. N8o pode ser evitado, pois 86 com infinitos termos é

gue desaparece.
8.3 - Teste 2: Carregamento Impulsivo.

E a mesma geometria  anterior, apenas pudandc o
carregamento. 0s valores analitices 880 retirados da
velocidade da resposta ao degrau unitdrio, pois a formulagio
do impacto pode ser obtida derivando-se a do degrau, conforme

apresentado no item 5.4.5 .

A solugéo nunérica  pode ser obtida facilmente
colocando~se uma forga gque, multiplicada pelo intervalo de
tempeo desejado, resulte em 3, em t=0 e F(t) = 0 nos tenpos
restantes. Isto porque, primeiramente, tem que resultar em 1,

para configurar o impulso unitdrio, ou seja :

t
T = J F(t)at = 1 (8.10)
4]

E, como o método de integracgdo (Simpson) usa um fator

1/3, deve-se multiplicar por 3, resultando no prdprioc valor 3.

5&0 montados entdo os graficos das figuras 8.7 e 8.8. &

figura 8.7 compara os trés deslocamentos e a 8.8 as trés
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velocidades, repetindo-se o resultado do teste 1, ou seja,
gquase superposicdo das sclugdes exata e numérica e e peguenos
srro de ambas em relagdo a analitica. Ndo fol considerado

o amortecinmanto.

DESLOCAMENTO DA EXTREMIDADE LIVRE
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Figura 8.7 - Deslocamento ao Impacto

J& a figura 8.9 ilustra a influéncia do amortecimente na
resposta dindmica. Novamente sdo plotadas duas curvas com ©
mesmoe fator de amortecimento, uma exata e outra numérica, para

mostrar a perfeita superposicio.
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VELOCIDADE DA EXTREMIDADE LIVRE
RESPOSTA A0 IMPULS0O UNITARIO
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Finalmente

extremidade livre obtido pelo programa ANESDE

a filgura 8.10 compara

o  deslocamento da

e pela série

{8.9} com as freqiéncias calculadas analiticamente,
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Figura 8.10 - Comparagido de Resultados

8.4 -~ Teste 3: Carregamento Rampa

Usande a

mesma geometria, aplicando um carregamento

crescendo linearmente, do tipo :

F{t) = a t
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Nao fol encontrada uma solugdc analitica, limitando a

comparagéo entre as analises exata e numérica. A figura &.11

apresenta os resultados.

DESLOCAMENTO DA EXTREMIDADE LIVRE
$6.00 RESPOSTA A RAMPA UNITARIA

14 010

) ar
o )
< &

DESLOCAMENTO (M)
o
8

4,00 - EXATA
- EYAT4
- NUMERICS
EX4TA
EiATH

[ 3 L [}
LoEnS
1 Ly o = L3
Eniata

2.00

Q.00

LA AL AL UL N L BN C LS SN 0 LIS O 4 o B 1 e |

O 2.00 4.00 &.00 8.00 10.00 12.00 14.00 18.00
TEMPO (5)

el

o

oo

j]
;:}ﬂaiiiixliii}i:liiuliil;t(l:;l:iixliljti:k

Figura 8.11 - Deslocamento & Rampa Unitaria

Nota~-se a superposicgdo das curvas exata e numérica para
£=0.10, e a proximidade do comportamento das curvas com o
previsto pela teoria. Isto é, oscilagdoc em torno de uma reta
inclinada de 45 graus e uma defasagem inicial, devido ao

awortecimento,
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8.5 -~ Teste 4: Comparagdo entre Métodos de Calculo

Analisando as formulagdes da resposta & rampa, degrau e
impacto, nota~se uma relagfc com base nas derivadas : a

-

velocidade da rampa é o deslocamento do degrau; a aceleracgdo
da rampa € o deslocamento 4o impacto, e a velocidade do degrau
€ o deslocamento do impacto, como ja citado em 5.4.5

Esta relagdo estd clara na fiqgura 8.12, onde sao rlotadas
as curvas referentes ao deslocamento do impacto, velocidade do

degrau e a aceleracido da rampa. Nota-se a perfeita

superposigdo, ratificando as formulages empregadas.
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Figura 8.12 - Comparag¢do das Formulacgdes
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8.6 ~ Teste 5: Carregamento Harmdnico

Novamente a unica alteracdc & o carregamentoe. Neste caso

F{t) = AO sen(uﬁ t) {(8.12)

Foram obtidoes apenas o1 resultados exatos para
comparagado. A figura 8.13 mostra as curvas para w =2 rd/s com

trés fatores de amortecimento, sendo plotados apenas o=

valores exatos.
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Figura 8.13 ~ Deslocamento & Forga Harmédnica
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Pode ser observado tque a curva de § = 0 apresenta-se como

esperado, ou seja, uma sendide: porém asg curvas com

amortecimento, além da menor amplitude, comecam com una

defasagem crescente com £. Isto J& era esperade, devide ao

aparecimento desta defasagem na equacdo da resposta,

Na figura 8.14 € ilustrada o efeito de regsondncia,

quando a fregléncia de excitacio {w ) se aproxima de uma
4

natural (no caso a primeira -~ u%). Matematicamente a causa

reside nas variavels 3i e 7 em (5.50), qgue sdoc razdes entre a
freguénecia de excitacdo (me) & a natural {w.), e a amortecida
¥

(wdi}, respectivamente.
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8.7 - Teste 6: Fregiéncias da viga Engastada

Usando a mesma geometria até agora utilizada,

muda-se

simulagfo para elemento de viga, com o calculo das fregiiéncias

dos modos transversais. Foi usada a rotina de viga,

que néo permite a rotagdo no plano, s6 funcionando
elementos estdo alinhados com oz eixos. Os valores obtidos sédo

organizados e

comparados

na takela

correspondente estd na figura 8.15.

8.2

e o

quando

eriginal,

grafico

Analit 80 Elementos 100 Elenmentos 200 Elementos
i Wi

{rd/s) wi(rdjs) Erro % wi(rd/s) Erro % wi(rd/s) Erro %

i 1,015 1,015 0,000 1,015 0,000 1,015( 0,000

P &,361 6,361 0,000 6,381 0,000 6,361 0,000

3 17,810 17,810 0,000 17,810] 0,000 17,8101 6,000

4 34,901 34,801 0,000 34,901! 0,000 34,9011 0,000

5 57,694 57,695 0,000 57,6941 0,000 h7,6841 0,000

& 86,185 86,186 0,000 86,1867 0,000 86,186 0,000

71 120,375 120,378%( G,000 120,375} 0,000} 120,375( 0,000

81 160,262) 160,263| 0,001] 160,263 0,000} 160,262 0,000

91 205,848} 205,850) 0,001 205,849 0,001| 205,848| 0,000

10} 257,132} 257,136{ 0,002 - 257,134 0,001 257,132 0,000
11 314,114) 314,121} 0,002 314,117{ 0,001) 314,114 0,000
121 376,794 376,806 0,003 376,795] 0,001} 378,795 6,000
13 445,172 445,191 0,004 445,181 0,002] 445,174 G,000
144 519,249 518,278| 0,006] 518,262} 0,002] 519,251] 0,000
151 599,024 599,088 0,007 589,043¢ 0,003} 599,026] 0,000
16 684,497| 684,563| 0,010} 684,525 G,004: 684,500] 0,000

Percebe~se gue os erros sido despreziveis,

guando comparados aos

da

dos modoes longitudinais,

tabela

a8

8.1,

para

as

Tabela 8.2 - Freqguénecias Naturais dos Modos Transversais

principalmente

freghéncias
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i ‘ CQMEMRACAO DAS FREQUENCIAS
7000~ NATURAIS DOS MODOS TRANSVERSAIS o
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Figura 8.15 -~ Freglénclias Naturais dos Modos Transversais

8.8 -~ Teste 7: Freguéncias da Viga-Coluna

Faz-se agora um teste do elemento de viga-coluna,
calculando~se as freqiéncias dos wmodos longitudinais., As
dos transversais sio as mesmas, peis ni&o hda influéncia entre

cs graus de liberdade axial e transversal.

Para tal, os graus de liberdade transversal e rotacional
foram restringidos, no caso de alinhamento com um eixo, ou sé
o tltime, quando a viga é rodada no plano. Outro modo de

gvitar ¢ calculo das frequéncias transversals € usar a opgao
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de fornecer a drea e © momento de inércia, e coelocar unm
memento grande, mantendo todos os deslocamentos e rotagdes

planos livres, elevando as tranversais para fora da faixa

analisada.

Os valores das fregiiéncias dos nodos longitudinais
obtidos s&o muito proximos dos da tabela 8.1, nio necessitando

gerem repetidos, sendo plotados na figura 8.16,

COMPARACAO DAS FREQUENUCIAS
400~ NATURAIS DOS MODGS LONGITUDINAIS
- (BARRA ENGASTADA) Y
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Figura 8,16 -~ Fregiiéncias Naturais da viga-Coluna

Qutro teste realizado feol o efeito da rotaclo no calculo

das fregiéncias. A viga-coluna foi rodada de 30 graus e o
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contorno foi refeito

compara o8 resultados da viga

na horizontal,

segunde j& explicado.

A figura 8

inclinada

»17

sem

rotagdo e inclinada com grande momento de inércia, e a tabela

B.3 apresenta os valores.

Analit, Horizontal Inel. s/ Rot.| Incl. ¢/ I w

i Wi
{rd/s) (wi(rd/s) | Erro%|wi(rd/s) Erro% wif{rd/s) |Erro%
i 1,5708( 1,5708i0,000| 1,5708{0,002] 1,5708|0,002
2| 4,7124| 4,7125{0,002] 4,7126[0,005| 4,7126|0,005
3 7.8540 7,854510,006 77,8547 (0,009 7,854710,009
4| 10,9956} 10,9970{0,013| 10,9972]0,015]| 10,997210,015
5| 14,1372} 14,1401]0,021| 14,1404/0,023] 14,14040,023
&) 17,2788 17,284110,031] 17,2845 0,033 17,2845(0,033
71 20,4204 20,4292{0,043 20,4297 0,046 20,4297|0,046
8{ 23,5619 23,5756{0,058] 23,5761|0,060 23,576110,060
51 26,7035; 26,723410,074] 26,7240!0,076 26,724010,077
10} 29,8451} 29,8728(0,093| 29,8735/0,095| 29,8735|0,005
11] 32,9867 33,0241]0,113| 33,0249 0,116 33,0248(0,116
12} 36,1283} 36,177510,136] 36,1783 0,138 36,1783|0,138
137 39,2699 39,3330(0,161} 39,3339 0,163] 39,32339!0,163
14] 42,4115 42,49100,187) 42,4919{0,190 42,491910,190
151 45,5531 45,6516|0,216| 45,6526 0,218 45,652610,218
161 48,6547 48,815010,247| 48,8161]0,249| 48,8161{0,249
17} 51,8363 51,981510,280| 51,9826 0,282 51,9826(0,282
18} 54,9779} 55,151110,315] 55,1523[0,317| 55,1523|0,317
191 58,1185 58,324210,352] 58,3255[0,354| 58,3255]0,354
201 61,2611| 61,5008|0,391] 61,5022i0,394 61,5022!10,3924

devidos
resclvidas. Os resultados para viga inclinada

com grande momento de inércia sdo iguais,

Tabela 8.3 - Freqgléncias Naturais da Viga-Coluna

inclusive

pois o

ao malor nidmero de equagdes

sem rotagdo

aumentar as frequéncias dos modos transversais para

faixa estudada permite a mesma precisio.
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TESTE DO ELEMENTO DE VICA-COLUNA
FREQUENCIAS DOS MODOS LONCITUDINALS
(VIGA ENGASTADA)
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Figura 8.17 - Influéncia da Inclinacdo

8.9 - Teste 8: Viga Engastada com Pulso Harménico

Considere~se a viga anterior com um pulso harménico
aplicado na sua extremidade (ref {21], pégina 138), expressado

per :

z‘-s.{:t sen({nt/T) 0=t s 7T

F(t) = (8.13)
) t>»>T

onde T € o periedo da freqliéncia fundamental da viga.
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A forga fol fornecida por pontos de carregamento e
utilizou-se a andlise numérica para obter-se a resposta
dindmica. O valor de At foi obtido segundo  (8.7), o que
regquereu muitos pontos, sendo necessarioc aumentar a dimensio

dos vetores dinfmicos para 240000 elementos.

A figura 8.18 ilustra a geometria.

Figura 8.18 - Viga com Pulso Harmdnico

A expressdo analitica final é :

A L
vi{L,t)

il

[ 0.441 sen(mt/T)} - 0.216 cos{Znt/T) } (8.14)
EI

para 0 st =T e vibraglo livre depois.
A figura 8.19 apresenta as curvas analitica e calculada.

Cbserva-se gque hd perfeita sobreposicioe, confirmando a

eficiéncia do progranma.

103



VICA ENGASTADA COM PULSQ SENOIDAL
DESLOCAMENTO DA EXTREMIDADE LIVRE
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Figura 8.1% -~ Deslocamento ao Pulso Harmdnico
8.10 ~ Teste 9: Frequéncias da Viga Biapoiada

A geometria ¢ a mesma anterior, alterando-se as condicdes
de contorno para : deslocamente horizontal e vertical
restringidos em uma extremidade e, na outra, somente ¢é

contido o vertical. A figura 8.20 mostra o dito.

Figura 8.20 - Viga Biapoiada
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Usou-se o elemento de viga-coluna, por ser mais versatil.

Na definigdo dos nds restringiram-se os graus de liberdade

axiais, para evitar o céalcule das fregiéncias dos modos

longitudinais. A tabela 8.4 apresenta e compara os valcres

obtidos.
Analit.| 80 Elementos 100 Elementos 200 Elementos
i Wi

{rd/s) ui(rd/s) Erro % wi(rd/s) Erro % wi(rd/s) Erro %

1 2,849 2,849 0,000 2,849 0,000 2,848} 0,000
2 11,396 11,397 0,001 11,396 0,000 11,396| 0,000
3 25,642 25,645% 0,010 26,642 0,000 25,642] 0,000
4 45,586 45,608 0,049 45,586 0,000 45,586 0,000
5 71,228 T1,337) 0,154 71,228 0,000 71,228% 0,000
61 102,568 102,940 0,362{ 102,568{ 0,000 102,568 0,000
71 139,606 140,569| 0,690; 139,607 0,000{ 139,606 0,000
8; 182,343| 184,378] 1,116| 182,344| 0,000 182,343 0,000
9| 230,778) 234,444} 1,589 230,779] 0,000 230,7781 0,000
10| 284,911] 290,722 2,040} 284,913! 0,001] 284,911| 0,000
11} 344,742 352,998| 2,395] 344,746| 0,001 344,742| 0,000
127 410,272} 420,895 2,589, 410,277{ 0,001] 410,272 0,000
131 481,499 493,984 2,593] 481,509 0,002 481,500 G, 000
14] 558,425} 572,116| 2,452 558,440| 0,003 558,426 0,000
151 641,050 655,840 2,307 641,071 0,003 641,051 ¢,000
iel 729,372, 746,313 2,323 729,404 0,004 729,374 g,000

Tabela 8.4 - Frequéncias Naturails da Viga Biapoiada

Novamente, o©s erros sdo muito pequenos,

MeEsmo

para

elementos. A figura 8.21 mostra o grafico correspondente.
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) COMPARACAO DAS FREQUENCIAS _
B0L o NATURAIS DPOS MODOS LONGITUDINAIS
: (VICA BIAPOIADA) i
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Figura 8.21 - Fregiliéncias Naturais da Viga

8.11 - Teste 10: Viga Engastada Apoiada em Mola

Este exemplo, retirado das referéncias

congiste de uma viga homogénea engastada em uma

apoiada em mola na outra. A figura 8.22 ilustra

Biapeciada

[02] e [2571,
extremidade e

0 descrito.

Figura 8.22 ~ Viga Engastada Apoiada em Mola
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A mola € simulada por uma barra, onde o valor de
K# = Eb&bbe ¢ igual ao valor da constante de mola desejado.

Os valores dos paridmetros sio:

= 0,20 m = comprimento da viga

00,0009 o’ = Area transversal da viga

fl

i
i

L
¥

A
E 2,1 x 16" Pa = modulo de Young da viga

p, = T,743 x 10" Kg/mﬁ = massa especifica da viga
T

, = 2,250 x 10°® n' = momento de inércia da viga

I% = Lm = 0,3 m = comprimento da mola
Eb = Ev = médulo de Young da barra da mola
Ah = 3.3746 x 10{ ma = area transversal da barra da mola

A expressdc das frequéncias naturais & :

2 EVIV e
&)n A An [W ] (3.15)
Y v

0 parédmetro A é obtido de :

E, I, (2L)°

¥ \d

3 [ T + cos(AL }-ccsh(hLv)} +
L v (8.16)

[ Sen(kLv}*cosh(hLv) - Gos(ALv)-senh(ALv) }] = 0

A tabela 8.5 mostra e compara 0s resultados obtidos e a

figura 8.23 apresenta o grafice corregpondente.
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’ Horizon. |Horizon. [Horizon.! Inclin.| Inclin.
i} Analit. com com com com com
jBarra(l) 1viga (2)|viga (3)[Viga (2) Viga (3)

L 188,06 388,89 3E8,89 388,89 388,89 388,380

2 928,48 927,15 927,31 G27,32 927,21 927,58

3| 2248,61| 2246,45] 2246,868 2246,69) 2246,33] 2246,86

41 4334,87( 4334,78| 4335,00 4335,01| 4334,127 4334,13

5! 7140,46] 7153,50| 7153,71 7183,72] 7150,00| 7143,72

Obs.: (1) Barra de apoio modelada com elemento de barra

(2) Barra de apeio modelada com elemento de viga com
geometria fornecida pela base e altura.

(3} Barra de apoioc modelada com elemento de viga com
geometria fornecida pela area e momento de inércia
(Valores das freqiiéncias em rd/s)

Tabela 8.5 -~ Fregliéncias Naturais do Teste 10
COMPARACAQ DAS FREQUENCIAS NATURAIS
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Figura 8.23 -« Fregliéncias Naturais do Teste 10
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8.12 - Teste 11: Resposta em Frequéncia

Este exemplo ¢ baseado no item 2.6 da referéncia [04)

e no item 5.4.8, Consiste na soluglo da equagdo :
mMX+Ccx+kx= A, sen(w t) (8.17)

Definindo os par8metros :

A

X = - = deflexdo estatica ,

® k
c

£ = = razdo de amortecimento, (8.18)
CC
)

g = we = razdo de freqliéncia ,

chega-se as sequintes expressdes :

X 1
%o [ (1-89° + (268)° ) 2
2 €8
tg(e) = ; (8.20)
1-8

As figuras 8.24 e 8.25 mostram os graficos analiticos
para { = ¢, Ppara alguns valores de §. Os valores
calculados pelo programa sd&¢ comparados aos analiticos nas

figuras 8.26 e B.27.
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AMPLIFICACAO DINAMICA (X0/Xe}

COMPARACAO DE RESULTADOS EM FREQUENCIA
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Observando-se as figuras 8.26 e 8.27, nota-se a perfeita

sochreposigdo das curvas, atestando a precisdoc do calculo.

Finalmente foi montado um grafico mostrando a
determinagéo das freqiéncias naturais dos modos longitudinais
através da consideragdo de mais modog na simulagdo, ao invés
de apenas um. Na figura 8.28 os picos indicam a ocorréncia dos

harménicos, localizando as fregiéncias onde aparecem,

RESPOSTA EM FREQUENCIA
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50.00
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Figura 8.28 - Localizagdo dos Harmdnicos

.13 - Teste 12: Aproximacdo da Resposta Nioc Linear

Este exemplo fol montado com base na referéncia [50], mas

nao fol possivel conseguir os mesmos resultados devido a falta
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de dados para tal. Nesta referéncia, algumas configuracgdes de

equipamentos de fundo {egquipamentos da coluna de perfuragdo
2ntre a broca e os tubos leves - "drill pipes™ } -~ BHA,
simulados com base em pogos reais. E realizada uma analise
estatica ndo linear e a configuracdo estatica final é
inicial para a andlise dinémica.

Primeiramente, fol simulade o© exenmplo de cCamnpo
discretizando a estrutura em treze grupos de elementos, cada
um correspondentes aos propostos pelo autor., A  tabela
descreve os elementos utilizados e suas caracteristicas,

arqgquivo de dados assim criado foi

executado e montou-se

figura 8.29.
Compri Didm. Didm. Limina Compr.
Elem.| Home InterncjExterno{Didm. Ext.|{Acumulado

(pes) | (pols.) | (pols.)| (pols.) {pés)
1 Broeca 1,07 12,28 | eescce | cxmeeoe 1,0
2 Ferxr.| 40,8 7,75 2,81 1 meeeaw 41,8
3 X0 0,71 8,00 2,81 | meme——— 42,5
4 Shock 7,6 7,94 2,37 1 eewm— 50,1
5 X0 1,0 7,50 2,81 § wwsmee— 51,1
6 Estab| 4,0] 7,00 2,37 12,125 55,1
7 xO 1,4 7,00 2,37 | ~mewew-—- 56,5
8 Ferr.| 29,3 7,00 1,82 1 —eweow 85,8
S X0 1,8 T:.12 2,81 [ = 87,3
10 MWD 46,1 7,00 5,00 | ===——- 133,3
11 PRS 2,71 7,00 3,25 | wem——— 136,0
12 X0 1,41 7,50 2,81 | meme——— 137,4
13 e (353,1] 5,87 2,81 | e 490,5

Tabela 8.6 ~ Coluna do Exemplo de Campo 1
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Us nomes representam ferramentas tipicas da rerfuracéo,
come O MWD, gque permite a chbtengdo da inclinaglo do poco, do
dngulo de azimute e de outras grandezas durante a perfuracio.
Us estabilizadores foram considerados como dois elementos, e o

nd comum dos elementos fol restrito na diregéo transversal

EXEMPLO DE UCAMPO 1 - BURGESS

i
ih
-
F

e W

£
o
<
o

Ny
o
o
w2

200.0

by
o
o

1000

AMPLIFICACAQ [DHNAMICA {X6-Xe}

500

RSl = 0.0

o
.=

f?lfrifl[!l}]]!i{'liil'[i'l!][[illiiIlil'l]!'lii[[lll]!lilllf L4 ]

10.00 20.00 30.00 40.00 50.00 80.00
RAZAQ DE FREQUENCIA (We/Wn)

crfiatrersaeleag e daiab it dadai bbb i i d v raa s bpyabaggald

o¥

Figura 8,29 - Exemplo de Campo 1 - Burgess

A figura 8.29 pode ser refeita, alterando~se a abcissa
para a rotagdo da coluna. Assim tem-se um grafico onde poden
ser obtidas as rotagdes que provocam a ressondncia e que deven

ser evitadas. A figura 8.30 ilustra o explicado.
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EXEMPLO DE CAMPO 1 ~ BURGESS %
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Figura 8.30 - Exemplo de Campo 1 -~ Burgess (Rotagbes)

Embora os valores das fregiéncias naturais ndo sejan
proximos, o comportamento da curva € o mesmo obtido no
artigo: a primeira fregiiéncia nuito baixa e as seguintes

separando-se cada vez mails,

En seguida, fol selecionado ¢ exemplo de campo 3, por ter
todos os grupos de elementos com iguais didmetros internos e
externos, o gue facilita em muito sua simulagdo. A figura 8.31

nostra um escquena basico deste exenmplo.

115



¢ao

Eotabilzadores
Broesa {rotulada)

A e ]
» e b KL N R W e L B R g e e e R, 08 )
e e s e T e e e e et et T Tt St S e s e tated.

A ]

S0 I A I WIS TR 3 e BN K S RIS H R R0 X K S
R e e a Tty
e e T e e T T T N N N N N T N T T e T T T T TN TN

{;Za de Perfura

.

Paéede
Pogo

do Exemplo de Campo 3

*

dsico

Figura 8.31 - Esquema B

statica ndo linear foi

como feito no artigeo, uma andlise e

do programa

—-coiuna

»

viga

com © elemento de

realizada,

(393

nG

1

a carga aXlia

d

efeito

Q

{considerando

ANENLE

foram

analise n&co linear,

Na

deslocamento transversal).

através mnolas

consideradas as restrigdes da parede do pogo,

ate

hilineares (com dois valores de rigidez, uma baixa

A matriz

to).

.

15

sncostar na parede e outra muito alta apds
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final de rigidez fol gravada e usada como dado de entrada de
uma andlise dindmica linear, pelo ANESDE, com a opcio de

leitura externa das natrizes.

Para a anélise ndo linear, foi escolhido o caso em que a
traglc média ¢ nula, ou seja, o médulo da forga axial na
extrenidade inferior € igual ao da superior, mas os sinais

sdo contradrios. Com isso, aproxima-se da andlise linear.

Na obteng¢do da solugido linear aproximada, fez-se @

i )} Executou~se o ANENLE, para uma anadlise n&o linear e

igentificaram~se os pontos onde a ¢oluna tocou o

POCO;

ii )} Montou-se um arguivo de dados para andlise dindmica
linear, no gual os pontos citados no passo anterior
tiveram seu movimento transversal restringido:

iii} Executou-se este arguivo e conmpararam-se os dols

resultadoes, criando-se o grafico da figura 8.32, com

os valores numéricos na tabela 8.7.

Percebe-se a otima concordéncia dos resultades, atestando
a possibilidade de simular outros casos comn igual

procedinmento, desde gue ndo se afaste demais da linearidade.
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‘ NAO LIKEAR LIKEAR

’ wi(rﬁ/s) REM wi(rd/ﬁ} REM

1] 0,21%31 2,0560861 0,17570 1,67783
2| 0,24183 2,30831] 0,28623 2,44682
3 0,40338 3,85180! 0,42426 4,05138
41 0,63702 6,08309] 0,58813 5,61623
51 0,81210 7,75498| 0,82632 7,89077
61 1,186591 11,33110 1,21696] 11,62111
Jl 1,38248| 13,29720] 1,34573] 12,85077
8| 1,70822| 16,31230} 1,72385] 16,46251
9] 2,1158%9] 20,20526} 2,081831 1%,88001
10} 2,11920] 20,23687 2,15662{ 20,59420
il} 2,64159; 25,22533| 2,67133| 25,50032
12} 2,75045] 26,26486| 2,75045( 26,264886
13} 2,91153} 27,80306| 2,8B8167| 27,517%2
14} 3,00283; 28,67481| 3,01181] 28,76067
A8} 3,33182; 31,81367 3,322501 31,72754
16| 3,94867; 37,70702| 3,96131] 37,82772
177 4,02890) 38,47216] 4,05426} 38,71533
18| 4,43035( 42,30672{ 4,45578} 42,54956
19| 4,6969%( 44,85219! 4,69159! 44,80138
20| 5,20038| 49,65%997| 5,19144| 49,57460

Tabela 8.7 - Freguéncias Naturais do Teste 12

Ha tabela 8.7 também sdo0 mostradas as rotagdes

correspondentes aos harmbnicos, servindo de orientaglo para as

rotagdes a serem evitadas, no campo.

Finalizando este teste, phserva-se nao fol

que
possivel aprofundar~se mals e validar outras grandezas, devido

a falta de dados no artigo para tal.
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COMPARACAO DAS ANALISES NAO LINEAR
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Figura 8.32 - Aproximacdo da Resposta Nio Linear

8.14 -~ Comentariocs Finais

Foram apresentados alguns exemplos de aplicacgdo do
programa, utilizando guase todos 0% recursos atuais. Qutros
testes foram feitos, incluindo até a andlise estatica, nao
sendo mostrados por serem apenas etapas intermedidrias ou para

confirmar valores.
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CAPITULO 9 - CONCLUSGES / RECOMENDACGES

Os resultados obtides atestam a precisidoc e eficiéncia do
método dos elementos finitos e da superposicic modal para a
obtengdo da resposta dindmica. Também o programa ANESDE
mostrou-se suficiente, mesmo requerendo alguns ajustes e

pecgquenas modificagdes,

Os casos de carregamento implementados abrangem grande
parte da necessidade comum da engenharia, destacando-se a
anadlise numérica pela sua versatilidade e precisdc. Foram
realizados testes mais do gue suficientes para comprovar a

eficiéncia do programa, abrangendo gquase todos os recursos

atualis.

A andlise linear aproximada (item 8.12) demonstrou ser
possivel a aproximagdc linear, com resultados muito bons, do
estudo da vibragédo de uma coluna de perfuragdo. Quanto a
andlise n&c linear, também & plenamente viavel, bkastando
executar-ge um programa estdtico ndo linear e usar suas

matrizes.
A mwetodologia de  andlise, utilizande as  rotinas
implementadas, mostrou~se precisa e eficiente, podendo ser

estendida para outros casos.

Assim pode-se dizer gue a tese alcangou pleno éxito,

cumprindo todos os objetives propostos.
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Como aperfelgoamento do programa pode-ge sugerir :

i)

iii)

Para

il

iii)

Reorganizagdo do vetor dindmico inteiro, pouco

preenchido durante a execugio;

Formatagdo dos arquivos intermedidrios e daqueles
usados na leitura externa, possibilitando o uso de

arquiveos criados em ambientes diferentes;
Inplementagdo de rotinas para andlise no dominio da

freqiéncia mais completas.

a continuaclo da tese, como pesquisa, sugere-se :

Passagem dos elementos para o espago tridimensional,
permitindo o estudo mais realistico de estruturas en

trés dimensbes;

Incluséo do efeito giroscédpico da andlise dindmica,
para o estudo de mancais e outros sistemas com

altas rotacgdes;

Inplementagéo da andlise dindmica ndo linear, usando

algum método ja& desenvolvido na literatura;

Criacdo de pré e poés-processadores, para tornar
amigdvel a interagdo com o usuario e a anéalise dos

resultados mals pratica e féacil:

Instalag&o de novos elementos.
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APENDICE ~ INTEGRAL DE DUHAMEL

Neste apéndice é estudada e deduzida a integral de
buhamel, gque expressa a resposta dinémica de um sistema como a
superpogsicio da resposta a infinitos impulsos, gue representam

os pontos de carreganentos. Sua equagio &

t

1 -fw(t-1)
x(t) J f(r) e s5en [&%(t—r)} gt {A.1)
0

H

“y

Pode ser deduzida heuristicamente (intuitivamente), a

+

partir da figura a1,
)
o}
A%
' T
¢ T, T T=t

't..
Figura A.1 - Grafico de £(t) x T

Nota-se que a resposta dindmica pode ser aproximada por
uma sucessdo de retédngulos de lados Af(T) = f(ré) - f(tbi} e

. : 1
ﬁ«ri, caracterizando um carregamento do tipo degrauraz' 81
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Fisicamente, a resposta dinémica em T. € a superposigdo

da resposta & aplicacgio de Af(r) em t = T,s Ou seja
x (t) = {f(ti) - f(tvs)3 w{t-t.}, i=1, ... (A.2)
cnde w(t~ti) & a resposta ao degrau em t - T
Para uma forcga inicial f& = £(0} :

X, = resposta a fa = £(0)-w{t) (A.3)

A resposta total fica :

n-1 m-t

x{t) =x, + Z X, = x + Z{f(ti} - £(t. )} w(t-T )

i=1 = (A.4)

0 somatdorio pode ser reescrito como :

o £(r,) ~ £(, )
Z - : w(t-T.) AT, (A.5)
AT

i=t i

Quando At — 0 , (A.5) fica :

T
I £(t) w{t-T) dt {A.6)
a

Substituindo (A.6) em (A.4)
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t
x(t) = F(O)w(t) + J £(r) wit-t) dt (2.7)
4]

outro modo de obter-se (A.7), mais detalhada, comega conm

a definicédo da convolugdo

t
${frgl] = j f{t-t) g{tr) dr
0

H]

F(s)G(s) (A.8)

com F{s) e G(s8) as transformadas de Laplace de f{t) e g(t}),

respectivamente,.
Prova-se gue @
t

t
Lrf*xg] = [ fit-t) g{zr) dtr = [ f{r) g(t-t) dv = £[g*f]
0 0 {A.9)

Sendo wi{t) a resposta ao degrau unitério, tem-se:
. T | -
Wis) = E[wi{t)] = - g H{s}) = H(s8) = 5 W(s) (A.10)

com : H{s) = resposta ac impulsc unitario no campo de Laplace

il

W{s) resposta ao degrau unitdrio em Laplace.
Derivando w(t) em relagdc ao tempo (t)

e{w(t)] = sW(s) - W(0) =» H(s) = £[w(t)] + w(0} (A.11)
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Assim

h(t) = £ [H(s)] = w(t) + w(0) £(t) (&

onde h{t) € a resposta ao impulsc unitdrio no tempo e f(t)

valeor do carregamento no instante t.

Para sistemas iniclalmente em repouso :

X(s) = H(s) F(s) = s ((1/s) H{s) F(s)] =

(A.
= 8 [W{s}) F(s)] = & R(s) ==
4
= r(t) = £ [R(5)] = J wit-t) £(t) dT (A.
1]
£ [r(t)] = 8 R(8) = r(0) = s R(s) =~
byl
Y (&,
= X{t) = ¢! [X(s)] = ¥(t) = g% J w{t-t) f({tr) dt
3]
Agrupandoe termos em {(A.13)
X(s) = W(s) [s F(s8)] (A
Dai :
£ (s F(s)] = £ { [s F(s) - £(0)] + £(0)) = (
A,

= £ [Fr(s) + £(0)] = E(t) + £(0)&(t)

onde §(t) @€ a fungdo delta de Dirac e F’(s) é a derivada

relacgdoc a s.
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17)
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Aasim x{t) fica :

t
x(t) = J wit=t) [E(T) + £(0)8(L)] dT ==
1]

L4
= %(t) = F(O)wW(t) + J £{t) w{t-T) dt (A.18)
0

Percebe~se que (A.18) e (A.7) sdo iguais.

Reagrupando termos em (A.13) e apsés consideracdes

andlogas:
X(s) = F(s) [8 W(s}] ==

t
= X(t) = W{O)F(t) + J f(t-t) w(t) dr (A.19)
6

Usando (A.9)

£ t

[ fl{t~T) w(t) dtr = J f(T) wit-1) dr (A.20)
1] 1]
Finalmente :
t
x(t) = w({OYf(t) + J f(r) wit-t) dt {A.21)

g

A equagao (A.21) ¢ usada para cbter-se a equagdo A.1),

basica nas formulagdes deste trabalho.
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A expressdo de w(t) & obtida resolvendo-se a eguagao

geral da dindmica:
MK+ CN+ KX = £{t) (Ar.22)
fazendo f{t} = PB = gonstante.
Na solugdo, usa~se

x{t} = A sen{w} + B cos(w) (A.23)

& determina~se A o B.

1251

Supondo-se x{0}) = 0, tem~se a outra condigdo de
contornoe
£(0) at = m %(0) = x(0) = LAt (A.24)

Adaptando-se a eguagdo (A.22) para © uso neste trabalho:

£{t) = f(t)/m, m = 1, ¢ = 26w e k = w: , chegando & seguinte

equagdo
PG ~£wnt
®ity = —— v, - (wd oS (wdt) + Ew sen(wdt)] e
(AR
4 (A.25)
Aplicando t=0 em {A.25)
w(0} = x{Q)} = 0 {A.26)
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Usando (A.26) em {A.21)

t
x{t) = Jf(t) w(t-t) dt (A.27)
[

Derivando w({t) = x(t}), tem-se :

1 t

-gw (t-1)
x{t} = e f{t) e sen [&%(t~r)} 4t {(A.28)
4
0

A expressdo (A.28) & idéntica a (A.1), e semelhante &
{5.28), bastando colocar os indices 1, substituir x{t) por

?%(t} e £(r) por Ni(t).
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