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UM ELEMENTO FINITO HIERARQUICO PARA ANAL ISE DINAMICA

P-ADAPTATIVA DE PLACAS ESPESSAS

RESUMOC

Este trabalho tem por objetivo apresentar um pProcesso
adaptativo de refinamento hierdrguico, baseado na formulagac
parametrica, versac p, do Metodo dos Elementos Finitos‘ 0
pProcesse e aplicado na resolugac do problema dinamico de
autovalor generalizado de placas espessas na elasticidade

linear.

0 primeiro nivel de aproximagao da solucac & obtido atraves
do elemento isoparametrico 2D de dezessels nos, proposto
neste trapalho, utilizando-se funcoes de interpolagao do
tipo standard da familia Serendipity. Para outros niveis de
aproximagac, SA0 realizados sucessivos refinamentos
hierarquicos, conforme as informagoes adguiridas na analise
de erros a-posteriori. A distribuicdo seletiva de novos
graus de Lliberdade, nos elementos mais carentes de
refinamento, se processa  eRm funcao da utilizacao de um
indicador de erro. Fara avaliar o erro global de uma
solugao, considera-se um estimador de erroc, O gual serve
rambem como criterio principal de parada do processo de
refinamento hierarguico. E mostrado dque a implemantaqéo do
elemento 3D no processo p*adaptativo adotado produz solugoes

com altas taxas de convergencia.

os resultados muméricos obtidos nos exemplos de aplicagdo

sio comparados com solugoes analiticas e por outras tecnicas

nuper icas.



A HIERARCHICAL FINITE ELEMENT FOR P-ADAPTIVE

DYNAMIC ANALYSIS OF THICK PLATES

ABSTRACT

The purpose of this vresearch iz to present an adaptive
process of hierarchical refinement, based on the p-version
parametric formulation from the Finite Element Method. The
process is applied on the resolution of generalized dynamic
eigenvalue problem of thick plates in the linear elasticity
mode.

The first level of approximation of the solution is obtained
through the isoparametric 3D element of sixteen nodes,
proposed in this work, using functions of interpolation from
the standard type derived from the Serendipity family. For
other approximation levels, successive hierarchical
refinements are usad, according to the information acguired
fyom the a-posteriori errox analysis. The selective
distribution of new degrees of freedom in +the elements in
need of refinement is processed according to the utilization
of an error indicator. TO evaluate the global error of a
soclution, an error estimator is considered and it also
works as a main criterion for the stopping of the process of
hierarchical ref inement. It is showed that the
implementation of the 3D element in the adopted p-adaptive

process produces solutions with high rate of convergence.

The numerical results obtained in the application examples

are compared with analytical solutions and other numerical

technigques.
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CAPITULO 1

|NTRODUCAQ

1.1. CONSIDERAGOES GERAIS

o metodo dos Elementos Finitos (MEF) tem demonstrado ser una
das técnicas numéricas mals wutilizadas para a solugao de
problemas de engenharia. No antanto, um nodelo imprdprio de
elementos finitos pede produzir erros significantes na
solugho. Nos ultimos anes, mnuitas pesquisas teém  sido
realizadas com o cobjetivo de se desenvolver novos elementos
que se adaptem melhor na solugao de tais problemas, como, por
exemplo, no campo de engenharia estrutural. Além do mais, €
necessarioc muita experiencia e conhecimento para avaliar a
eficiéncia da solucio obtida. Nesse sentido, um grande esforgo
tem sido dedicado no desenvolvimento de novos elementos dJue
possam ser utilizados, por exemplo, na analise dinamica de

placas espessas. Um estudo deste tipo de problema e

reconhecideo, atualmente, COMO uma importante area de pesqguisa.

Elementos de placas considerados no MEF, geralmente, 80
corpos tridimensionais caracterizados pelo fato de uma das
dimensoes ser relativamente menor do que as cutras duas.

0 tratamento convencional para elementos de placas & baseado
nas hipoteses de Kirchhoff [51] gque, em uma delas, linhas
retas originalmente normais a superficie media do elemento,
permanecen retas & normais a esta superficie, durante o©
processo de deformacdo. Neste caso, 2 formulacao torna-se
simplificada, mas, normalménte, sAp introduzidos @rYros na
solucdo, desde gue nao sic consideradas as deformagoes devido

ao cisalhamento transversal.

MINDLIN [52] apresentou, postericrmente, uma teoria para
placas espessas, que considera os efeitos do cisalhamento

rransversal e também a inércia de rotacdoc. Nessa teoria, as



linhas retas normais a superficie media da placa permanecen
retas durante a deformagdo e sao seguidas de rotagoes en
relaci&o ao plano médio. A formulagao dessa teoria no MEF
considera os nods situados na superficie media do elemento que
tém seus graus de liberdade como sendo as rotacdes relativas e
os deslocamentos verticais. No entanto, uma grande dificuldade
encontrada nesta formulagdao, esta em se obter fungoes de
interpolagdo para as varidveis fisicas do elemento de placa,
gque satisfagam a necessaria continuidade da derivada primeira
dos deslocamentos nas interfaces do elemento. Por cutreo lado,
a solucdo exata das equagdes, considerando a teoria de
Mindlin, para o problema de vibragoes livres com geometria
retangular, e conhecida apenas para os casos onde dois ladoes
opostos da placa sdoc simplesmente apoiados (DAWE and ROUFAEIL
[50}). Para outros casos, tem-se utilizado o metodo de energia
de Rayleigh-Ritz (DAWE and ROUFAERIL [50]).

Neste trabalho, propoe-se um elemento tridimensional com um
procedimento de refinamento cue pode ser utilizado, de maneira
efetiva, na solugao do problema de autovalor generalizado,
especialmente, na computagao das fregquencias naturais de

estruturas de placas espessas.

1.2. O ELEMENTO 3D PROPOSTO

0 incentivo substancial em propor um novo elemento, esta na
contribuicido em melhorar a eficiéncia do metodo dos elementos

finitos na analise de vibragoes livres de placas espessas.

0 elemento proposto e derivado do elemento solido
tridimensional isoparametrico (figura 1.1), por razoes gue

serio mencionadas a seguir.

para se obter o elemento proposto, foram excluidos todos ©0S
nos do meio, na diregéo da espessura do elemento in
isoparametrico original, mostrado na figura 1.la. Esta omissao
ae faz necessaria, devido o fato que, para placas espessas, as




linhas retas normais a superficie media devem permanecer

praticamente retas durante a deformagao. O elemento 3D

resultante e mostrade na figura 1.1b, com um total de
dezessels nos.

Figura 1.1, Elementos 3D isoparamétricos (a) na forma original
e (b) na forma final proposta, com 16 nos.

0 campo de deslocamentos do elemento & constituide por
deslocamentos lineares u, v e w de cada no, totalizando 48
graus de liberdade. O campo, assim especificado, torna a
formulagio independente de distorgoes (embora venham a
ocorrer) e de deslocamentos dos pontos da superficie media do
elemento. Nesse sentido, o© alemento proposto rnostra-se
atrativo devido a sua simplicidade, e tambem, pele fato de
poder reproduzir deformagoes de cisalhamento, que SA0
importantes no caso de placas espessas.

A matriz de rigidez do elemento é obtida usando a guadratura
de Gauss, na forma consistente, utilizande 2 pontos de
integracic na diregdo t da espessura e 3 pontos de integragao
em cada uma das direcdes r e s do elemento (figura 1.1.b).



1.3. PROCESS0S DE REFINAMENTO h e p

Processos de refinamento na analise por elementos finites tem
sido utilizados, atualmente, para estudar a canvergéncia da
solucdc de muitos problemas de engenharia. O desenvolvimento
destes processos consiste, basicamente, em elaborar rotinas
computacionais para refinamentos, de preferencia, automaticos
ne MEF. Em geral, tais processes, guando aplicados numa
formulagac, produzem solugbes com aproximagao melhorada.

No processo de refinamente convencional de MEF, o qual e
chamade de refinamentc h, a malha de ealementos e refinada
atraves da diminuicac sucessiva do tamanho h dos elementos.
Neste processo, o numero e o tipo de fungoes de interpolacac
sobre cada elemento mantém-se fixos. Esta e a pratica comum na
analise por elementos finitos, gue consiste em resolver um
problema varias vezes. Normalmente, a utilizagao deste tipo de
refinamentec tende a aumentar o custe da analise, bem como
produzir erros devide a arredondamentos, associades  as

supdivisoes demasiadamente refinadas dos elementos da malha.

No segundo processo de refinamento, conhecido como refinamento
p, O numerc e a distribuicac de elementos sobre a malha
discretizada permanecem fixos. No entanto, o numers € © Jrau
das funcoes de interpolagao, as gquais devem ser polinomios
completos de ordem p, s3o aumentados progressivamente.

0 refinamento do tipe h tem sido extensivamente examinado na
1iteratura matematica e utilizado, por muitos anos, nas
aplicagoes de engenharia. Recentemente, muitas pesguisas tem
sido realizadas para o desenvolvimento de processos de
refinamento p. Tem-se observado gue a gqualidade de aproximagao
da solugdo e o custo computacional s30 vantagens gue a vVersao

p de refinamento oferece em relacac a versao h.

0 processo convencional de refinamento tipo p do MEF se baseia
na discretizacdo do sistema em elementos, cuja ordem é
dependente das fungdes de interpolacao. Neste casc, Se novas

variaveis fisicas devem ser introduzidas nos elementeos, novas



fungbes de interpolagdao devem ser obtidas no lugar das
anteriores. Desta forma, embora o numere de elementos da
discretizacao original permanega fixo, © nimero total de nos
deve ser aumentado progressivamente. Geralmente, esta técnica
produz dificuldades devido a necessidade da geragaoc de novas
malhas de elementos.

1.4. PROCESSOS DE REFINAMENTO HIERARQUICO VERSAO p

para superar as dificuldades mencionadas anteriormente, nos
dltimos anos, tem-se estudado alguns procedimentos adaptativoes
de refinamento p, paseados na  formulacac  paramétrica
hierargquica do MEF, proposta por ZIENKIEWICZ et al. [53] e
examinada por PEANC [13]. Nesses procedimentos, a introdugao
nos elementos, de novas funcoes de interpolagac de grau
variavel, se faz censervando inalteradas as fungoes de
interpolagao anteriores. Esta & a caracteristica de
importancia fundamental notada em processos de refinamento
hierarquico, versao p, do MEF. Fungbes de interpolagao gque
apresentam esta caracteristica sio chamadas de fungoes de
interpolacdo hierarguicas e os elementos cujas variaveis
f{isicas sao interpoladas por estas fungoes, de elementos

hierarguicos.

Nos processos de refinamento hierargquico, as matrizes do
elemento sio expandidas guande novas funcdes de interpolagao,
de grau superior s anteriores, sao inseridas. Portanto,
durante o procedimento, a matriz do elemento correspondente a
wna aproximaqéo polinomial de ordem p torna-se uma submatriz
da matriz correspondente a aproximagdo pelinomial de ordem p+l
do elemento. Neste case, ©O esforgo numerico consunide na
triangularizagédo da matriz de rigidez do sistema referente a
uma solugao, pode ser inteiramente economizado em solugoes

subsequentes.

elementos  finitos  hierarquicos tam sido  considerados
ferramentas indispensaveis para se estudar a convergencia de
uma solugaoc com respeito ao aumento da ordem polinomial das



funcdes de interpolagdo. As condigdes de continuidade entre
alementos vizinhos sao satisfeitas, enmbora a ordem do
polinomio das fungoes de interpolagao possa variar de elemento
para elemento (SZABO et al. [24]).

Processos adaptativos de refinamento hierarquico, versao p,
sao caracterizados, também, pelo fato de se poder estimar e
controlar os erros provenientes da discretizagao da malha. O
procedimento proposto neste trabalho e implementado no MEF,
tem a capacidade de fazer uma estimativa de errc a-posteriori,
com base em informacdes obtidas em solugbes anteriores. Alem
do mais, com a utilizagdo de elementos hierarquicos, é
possivel definir estimadores de erro a-posteriori. Estes
estimadores consistem de um estimador de erro global, gue
serve para avaliar a precisao global da solucac e de um
indicador de erro gue tem a finalidade de indicar as regides
da malha para as quais €& necessario fazer refinamentos. O
procedimento proposto e automatico em todos os seus detalhes,

resultando dessa forma, em uma analise bastante eficiente.

Neste trabalho, a convergencia da solugao do problema dinamico
de autovalor generalizado de placas espessas ¢ examinada
numericamente, com a utilizacdo de elementos hierarquicos. A
solucio basica do problema e obtida considerando-se fungoes de
interpolagcao da familia  Serendipity. Para solugoes
posteriores, refinadas hierargquicamente, SA0 utilizadas

fungbes de interpolagao de grau p, variavel entre 3 & 5.



CAP{TULO 2

FORMULAGAO PARAMETRICA DO METODO DOS ELEMENTOS FINITOS

2.1, INTRODUGAQO

0 metodo dos elementos finitos consiste basicamente em apro-
wimar numericamente uma fungdo ¢, em uma determinada equagac
diferencial, aplicavel em um dominio Q e gque atenda a certas
condigdes no contorno T do dominio (ZIENKIEWICZ [11).

Inicialmente, deseja~se obter uma solucio aproximada ¢ para
o dominie discretizade (figura 2.1), na seguinte forma
(ZIENKIEWICZ e MORGAN (2]},

n
¢ = ¢ =2 N a (2.1)

onde a (i =1, 2, ..., n) sao as incdgnitas do problema e
1
N, sfo as funcdes de interpolagac para n pentos nedais do

elemento.

subdominio §°

Figura 2.1. Dominio discretizado em elementos finitos.



as fungdes de interpolagdae N  sac aplicadas em  cada
i
& L - 3
subdominico (elementos finiteos) e deven satisfazer as

seguintes condic¢oes:

Noo= 1} guande o né i = j (2.2a)

N = 0; gquandc © no i = j {(2.2b}

igto e, as fungoes de interpolagao Ni deven ser numericanente
jiguais a 1 no né i e zero para os demais nes.

Levande as propriedades das equacdes (2.2) na equagao (2.1},
pode~-se concluir que éi = a,  para 1= 1, 2, «aa; .
Fisicamente, 1isto significa que 08 valores da fungao
aproximada ¢ nos nos 1 representam exatamente os valores

numéricos das incégnitas fisicas a .

Para definir a geometria do elemento, também se usam fungoes
de interpolacac que, neste caso, elas sao chamadas de fungoes

de forma do elemento.

Um dos obljetivos deste capitulc é apresentar algumas fungoes
de interpclagao N, que serio utilizadas no presente trabalho
para estudar uma classe de problemas regidos por eguagoes
diferenciais lineares como, por exemplo, no casc de problemas

de elasticidade linear.

2.2. ELEMENTOS IBO, SUPER E SUBPARAMETRICOS

A formulacao do metodo dos elementos finites para um dado
problema (elasticidade linear, transferencia de calor, etg)
pode ser elaborada, admitindo-se conhecidas as fungoes de
interpolacao dos elementos a serem utilizados na aplicagac do

método a um estudo especifico.



As fungoes de interpeolagao poden ser estudadas
independentemente do problema que esta sendo formulado.
Atraves dessas fungles pode-se determinar a variagao de uma
grandeza fisica ¢ no interior de um elemento. Essa grandeza ¢
pode ser deslocamento, temperatura, etc. Neste trabkalho, sera
atribuido & grandeza ¢ o significado fisico de deslocamentos.

nDs pontos nodais servem para definir a forma geometrica do
elemento e também para definir os pontos onde a variavel
fisica devera ser calculada. Uma importante caracteristica da
formulacdo paramétrica do MEF & que nao ha necessidade de se
usar os mesmos pontos nodais de um elemento para atender a
estas duas finalidades. BAlguns nos do elemento podem ser
usados para definir a sua geometria e outros nos para definir

a variacdo da incdgnita fisica ¢ (figura 2.2).

Um elemento & chamado ITSOPARAMETRICC, guando as fungoes de
forma usadas para definir a geometria saoc as mesmas para
gefinir a variagaoc da fungdo fisica. Neste caso, 0s mesmos nos
do elemento sao usados para satisfazer estas duas finalidades

(Figura 2.2a).

Se usar um numero maior de nés para definir a geometria do gue
para a variavel £f{sica, o elementc €& chamado de
SUPERPARAMETRICO (figura 2.2b).

similarmente se, para definir a geometria, introduzir menos
nés que os empregados para a variavel fisica, o elemento
resultante é chamado de SUBPARAMETRICO. (figura 2.2¢).

Algumas consideracdes tedricas sobre elementos paramétricos
distorcidos pedem ser encontradas no trabalhe de MOREIRA [54].
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(a) (b}

{c)

Figura 2.2. Elementus (a) Iso, (b} Super e (c) Subparamétrico,
» Pontos para definicao das coordenadas
n Pontos para definigaoc dos parametros da funcao ¢

A formulacio isoparametrica do MEF cera vista no proximo item,
a gual servirid de base para a implementagao do elemento sub-
paramétrico, fundamento da formulacgac hierargquica do MEF.

Z.3. ELEMENTOS ISOPARAMETRICOS 2D

0s elementos isoparametricos foram estudados primeiramente por
TATIG [3]1, que propés a definiciac de um sistema local de
coordenadas (r, $) para unm elemento quadrilateral generico

{figura 2.3). Mais tarde IRONS [4] generalizou essa ideia para

outros elementos.

As coordenadas globals do elemento podem ser expressas pelas

seguintes funcoes de transformagao:

X = & N X {2.3)

n
¥ =i§ N ¥y, (2.4}



i1

onde X e vy sao as coordenadas globais de um ponto gualgquer do

elemento e X e Yy, as cocrdenadas globais do i-ésimo né do

elemento.

Figura 2.3. Elemento 2D isoparamétrico de Taig.

As fungoes de forma N, sao definidas num sistema de
coordenadas naturais do elemento cujas variaveis r e s do
sistema local variam de ~1 a 1.

pPara um elemento de guatro nos do tipo mostrado na figura 2.3,
as fungoes de forma (ZIENKIEWICZ {11, BATHE e WILSON [3]) sao

dadas por

ot - -
N =7 (1L-1(1 -8 {2.5)
- 1 -
No=3 (3 +x)(1-8 (2.6)
1
Noo=3 (1 +1)(l+s) (2.7)

N n%(l-r)(lJps} (2.8)
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0s deslocamentos globais dos pontos do elemento podem ser
definidos da mesma maneira como para as coordenadas globais,
ou sela,

Fol
u =% Nl u (2.9)
v (2.10)

Como a base da formulacgao isoparamétrica do metodo dos

clementos finitos consiste em usar as fungdes de interpolagao

N; das variaveis fisicas as mesmas fungoes de forma N das
1

coordenadas nodais do elemento, tem-se que
N’ = N (2.11)

Um elemento, geralmente utilizado na soiugao de problemas de

elasticidade plana, €& mostrado na figura 2.4.

Figura 2.4. Elemento plane guadrilateral quadratico

As funcdes de interpolagao standard da familia Serendipity
para o elemento quadratico de oito nés (ZIENKIEWICZ (1]), sao

dadas por
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Ho 1:
N :...}.". 1 -
3 4 r_ 1 =-s8]|-r ~ 85 = 1] (2.12)
No 2:
N = L 1 4+ r|lt - si|r ~ -1
2 4 s {2.13)
HO 3
N o= X (1 + r][l + s)[r + 5 - 1} '
3 4 (2.14)
NO 4:
R R (R
s 4 (2.15)
No S
l 21f A
N == 11 -r"{i1 -
5 2( FAAN S, {2.156}
Ho 6:
1 2) 3
N =% {1 -s8°[|1+
5 2( \ x (2.17)
No 7:
1 2
N_o= oz ~ 1+
=3 (- :) (2.18)
No 8:
= - g -
Ny 2[1 S][l r] (2.19)
analisando as equaqées (2.16) a (2.19), observa-se due as

funcoes de interpolagao N (i = 5, 6, 7, 8) para o no do meio
dos lados sao obtidas dlretamente pelo produto de uma fungao
de segunda ordem, em uma direcao, por uma fungao linear na
sutra. Para os nos do canto (L = 1, 2, 3, 4}, © produte de
rres fungoes lineares apropriadas resulta na fungao quadratica
desejada. A condigac gque a fungao de lnterpolagao agssociada &
um no particular, deve tomar ¢ valor da unidade neste né e
zero em bodos os outros nds & automaticamente satisfeita.
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as figuras 2.5 a 2.8 ilustram as fungoes de interpoclagao

quadraticas, associadas acs  nes do elemento plano

guadrilateral.

Figura 2.5. Funcoes de interpoiaqéo quadréticas standard
(a) para o no 1 (N ) e (b) para © né 2 (N_).



(b}

Figura 2. 6. Funcoes de interpolagao quadraticas standard

(a) para o no 3 (N,) e (b) para o no 4 (N, .
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s
S 7 Y72 W

(b)

Figura 2.?.Fun¢6e5 de interpolagao gquadraticas standard
(a) para o no 5 (N_) e (b) para o né 6 (N_).

156



{b)

Figura 2.8.Fungbes de interpolacdo quadraticas standard
(a) para o n6 7 (N_} e (b) para o no 8 (N_).
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2.4. MATRIZ DE RIGIDEZ DO ELEMENTO

A matriz de rigidez do elemento correspondente aos graus de
liberdade globais (ZIENKIEWICZ [1]) e dada por

-]

(K]° = jv (B}  [D][{B] dvol (2.20)

o ealcule da matriz de rigidez envolve inicialmente a
determinagdo da matriz [B] que, por sua vez, necessita dos
valores da derivada das fungoes de interpolagao relativa ao
sistema global (x, y). [D] & a matriz de elasticidade do

material.

A matriz ([B] e a matriz de transformagidc deformagoes-
deslocamentos do elemento. Cchamando de {g} o vetor de
deformacgcoes e de {U} © vetor de deslocamentos nodais do

elemento, a transformagao é feita pela seguinte relagaoc,
{e} = [B] {U} (2.21)

considerando uma analise no estado planoc de tensoes e

deformacdes, tem-se gue

£
¥ K
= 2.2
{e} ey { 2)
xYy
e, usandoc as equagoes (2.9) @ (2.10) na formulagao
isoparamétrica, tem-se gue
n
L. N u
u {=1 i i
{uy = {v} = n (2.23)
N v,
é: i i

onde n é o nimero de pontos nodais do elemento.
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As deformacoes do elemento, dadas pela equagao (2.22), poden

ser reescrifas como

{e} =4 5y & (2.24)

¢ a n
Ei( Z Nouy
i=1 /
8 7 n N
{8} ] - *a"'?l 131 Ni Vi | L {2.25)
8 by n
5—[ X N1 u, ] + 8 Z N v ]
L LA Fx s 1=1 b
ou
- ax -
- )
X
n 4,
aN
{e} = I, [ G ek ] (2.26)
3y
v
1
aN 8N
i {
Ay ax |

logo, comparando a equagao (2.26) com a equagao (2.21), a

matriz [B] tera a forma,

[B] = [[81] [B,] ... {B“]] (2.27)

onde
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o .
ax 0
GR;
[B,] = 0 i : i=1,2, ... , n (2.28)
ay
oN 8N
— L
8y x|
por outro lado, as tensodes no elemento sao dadas por
T
{g}y = { T ayy txy } {2.29)

considerande um material elastico linear e isoctropico, tem-se

que
{c} = [D] {&} (2.30)

¢ ainda, no caso da distribuicdoc plana de tensces (TIMOSHENKO
e GOODIER [6]), as deformacdes do elemento sao dadas por

- L - )
€ T E { Ty VUYY | {2.31)
e = % [ o - voe | (2.32)
vy E ¥y XX .
¥ =2 i1 +v T (2.33)
xy E zy

onde E & o moédulo de elasticidade de Young e v e o coeficiente

de Poisson.

usando agora a equagao (2.22), as equagoes (2.31) a ({2.33)
poden ser colocadas na forma,

XX

wK E
Yy 1 - v
Yy

(2.34)

H]
ey
Q
et
I
PO O

¥y

i

Xy
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Ccomparando a equagac (2.34) com a equagao (2.30), a matriz de
propriedades elasticas [D], pode ser escrita como

(2.35)

;.,.4
H
<
pay
SO I L e S
<

Para avaliar a matriz de rigidez de um elemento, & preciso
determinar a matriz [B] de transformacaoc deformagoes-
deslocamentos da equacdc (2.27). Usando a equagac (2.28), @
matriz [B] tera a forma,

aN AN aN
— 0 —= o o 0

8x ax ax
aN1 8N aN
_ _ n

[B1={ O 3y 0 57 0 57 (2.36)

8N 8N dN AN 3N N
1 i 2 2 n n
ay ax ay 3% ay ax

Em alguns problemas de elasticidade, como no caso considerado,
a matriz [B] &, por conseguinte, funcao das derivadas
primeiras de N em relacdo as coordenadas globais. Como as
fungoes de interpolacao N, sdo em fungace das coordenadas
naturais (r, s} do elemento, € necessario, portantc, expressar
as derivadas globais das fungoes de interpolagac em fungao de
suas derivadas locais.
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Mediante a utilizagdo dos conceitos de derivagao parcial,

tem-se gque, para 1 = 1, 2, «..;, N
N, N, o . N 5y
ax ax ar 3y dr (2.37)
M _Miex gy
as dx &8s ay 38s (2.38)

fon b B b IS
oNi a3 QX aul
ar ar ar ax

< = 4 > {2.39)
aNi 5x ay SNi

L s | | ds 08 | | gy |

Us termos aﬂifar e BHi/Ss do lado esquerdo da expressao
anterior podem ser facilmente calculades, ja gue as fungoes Ha
sao definidas em coordenadas naturais (r, sj, bem como 0S8
elementos da matriz gue relaciona as derivadas das coordenadas
no sistema global com o local atraves das equagoes {2.3) e
(2.4). Portanto, as incognitas, que sdo os valores de dN /dx e
8N /8y, sao obtidas pela solugdo do sistema de equacgoes dado

pela equagac (2.39).

A equacdo (2.39) pode ser reescrita como,

N aN
3r ax

= [J] (2.40)
aN oW

1
58 3y
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onde [J] e a matriz jacobiana de transformacao, formada pelas
derivadas das coordenadas globais em relagao as coordenadas
naturais, ou seja

ax oy
ar Br

[J1] = {(2.41)
ox 5y
ds EE

para encontrar as derivadas globais, basta inverter a matriz
[T]. Desta forma, a equagao {(2.40) torna-se

8N 8N
3% ar
. = (2.42)
GNi [J] ﬁNi
ay [ ds

A matriz Jjacobiana [J] deve ser determinada através da
derivada das eguagdes (2.3) e {2.4) enm relagac as coordenadas

naturais r e s, ou seja

bor
joby
=

9% Loy (2.43)

o
H
™
%
4

n ay
9y o S
ar igi ar 7y (2.44)
=1
ax n aNi
38 RN e (2.45)
sy . 3 o
3s 1=1 &s 7, (2.486)
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(J] se torna,

Degta forma, a matriz
i L) n &N 1
151 Ar xi 1§1 8y Yi
[J1 = (2.47)
n &8N n dN
Loy, 5 i
L i=1 as i iz1 48 YI

transformagac € valide independentemente do
com n noés, a

de
Para um elemento

Este tipo
mimero de nos utilizado.
expressdo (2.47) pode ser reescrita como

- a1 [
SN, 8N, aN X, Y,
ar g ar
%a Y
(3] = (2.48)
aN 8N aN :
i 2 n : :
| 08 a8 s | | X, Y,
como os elementos da matriz  [B] estdo em  fungao  das
coordenadas naturais r e s, © elemento de +volume dvo:i da
equagdo (2.20) deve ser tampbém colocade em fungao dessas
coordenadas (ZIENKIEWICZ [1]). Logo,
(2.49)

dver = © dx dy = det.[J] t dr ds

onde t € a espessura do elemento.
se toma as

Para problemas de elasticidade no plano, guando
interpolagao no sistema local de coordenadas
conforme a  equagao (2.20), se

fungoes de
(r, s}, a matriz de rigidez,

torna
1 1
T
(2.50)

e ——

(K1° = f j ‘B(r, )17 [D] [B(r, s)] det.[J] t dr ds

-1 =1
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2.5%. MATRIZ DE MASSA DO BELEMENTO

A matriz de massa do elementp (ZIENKIEWICZ (1] , BATHE e
WILSON [5]1), e dada por,

M1° = jv p [H]' [H] dvol (2.51)

onde p € a densidade de massa do elemento e [H] e a matriz

formada pelas funcoes de interpolagac e tem a forma,

(4] = [N1 0 Nz 0 e Nn 01 (2.52)
Assim, a matriz de massa do elemento quando se considera as

funcdes de interpolagao no sistema de coordenadas locais sera,

1 i
M1° = J J p [H{r, s)]® [H(r, s)] det.(J] t dr ds
11 2%
(2.53)

2.6, ELEMENTO ISOPARAMETRICO 3D DE DEZESSEIS NOS

Neste trabalho sera usado o elemento basico tridimensicnal de
dezesseis nos (figura 2.9) gue, para o qual, serac considera-

dos tres deslocamentos lineares, u, Vv, W por no.

t

Figura 2.9. Elemento 3D de dezessels nos.



86

As fungoes de interpolagac utilizadas  sao  da familia
Serendipity (ZIENKIEWICZ {1]). Estas fungoes sao obtidas
através da corregac das fungSes dos nos dos cantos do elemento
linear de guatro nos e das funcoes dos nos 4o meio dos lados

do elemento guadratico.

para simplificar as expressdes das fungoes de interpolacao,
pode~se definir as seguintes variaveis:

r’ = rr, s’ = S8 e o tt1 {2.54)
onde r., s, e tl sho as coordenadas locais do no i.

As funcdes de interpolagac NY (L =1, 2, .+., 8) do elemento

linear sao dadas por,

N = 5 (14 1) (1)1t (2.585)

0 3

para os nog do meioc de cada lado, tem-se gque

N, = % (L = s®)(1L +r)(1 +t); i=9, 11, 13, 15  (2.586)
e
No= % (L - £y (1 + ') (1 + t7); i = 10, 12, 14, 16 (2.57)

A correcidc das fungdes deve ser feita simplesmente por uma
combinacio apropriada das fungoes dos nos adjacentes, ou seja

N, o= N - % [Ng + le] (2.58)

N, =N -3 [ﬁg + Nlo} (2.59)
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= 1 . E
N3 N; 5 NIO + NII {(2.60}
1
= " oW
N4 N4 3 [N11 + sz] (2.61)
1
= oo
N, = NY -3 [Nl3 + Nm] (2.62)
1
= LI —
N, = N' -3 [Nw + NH} (2.63)
l b
= LR oot
N, = N" - 3 [NH + N, ] (2.64)
1
= o
N, o= NU -3 (le FH (2.65)

cono o elemento de dezesseis nés e tridimensional, a matriz de
elasticidade do material [D] a ser utilizada na expressac da
matriz de rigidez do elemento (ZIENKIEWICZ i1 e, agora, dada

por
- % v -
1 s T 0 0 0
4 1
T 1 T 0 o 0
v v
= T 1 0 0 0
(D] = C
1 - 2p
1 - 2v
1 - 2V
" 0 0 0 0 0 ST =)

{2.686)
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ongde,

_ El{l - v}
€= Ty (2w (2.67)

0 vetor de deformacoes do elemento, neste caso, & dado por,

r 8
E Bx
C}C'J{
AL
o Sy
vy
Sn
€ 8z
gy =4 FF oy o= s (2.68)
4 8e , By
®Y dy = Ox
vz Gv dw
8z * &y
ZE J
fu , 8w
\ dx Oz
onde, agora, n = 16 e
n

Tnserindo as equacgdes (2.9), (2.10) e (2.68) na equacac {2.68)

tem-se, para a formulagdo isoparametrica (N, = N[}, que
L ]
5 0 °
5Ni
0 FIa 0
0 D BNi ui
az
n v
= I e 0
8y ax “,
a 3”: BNl
dz ay
8N aN
t 0 5
4z ax ]
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A matriz [B ], no caso, e dada por

8N
P 0 9
&N,
¢ 57 0
0 O aNi
Az .
(B, 1~= - . ;i=1, 2, oo, n {(2.71)
o]
i i
3y 5% 0
BN 8N
0 L —
dz ay
3N aN
i 8 i
Bz 8% |

0 jacobiano da transformagao €, agora, dado por,

aNi 8N2 8N3 aNn X, Y, z,
ar ar gr """ ér
*, ¥y %5
aH aN 8N dN
J] = —= S L X z
( as as gs """ @8s 3 Y 3
aN 3N oN éN ‘ '
2 3 n 2
3¢ 7t 8 FE | s Ya Tn
(2.72)
A matriz [H] das fungoes de interpolagao se torna,
(H] = [N, 0 0 K © 0 ... N 0 0] (2.73)

1 2 n

como a analise é tridimensional, a matriz de rigidez do

eiemento, neste caso, e dada por

1 1 1
(K} = f J J [B(r,s,t)]  [D] B(r,s,t] det.[J]) dr ds dt
N S
(2.74)
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e a matriz de massa do elemento, por

r
| op (H(r,s,t}]’ [H{r,s,t)] det.[J] dr ds dt

{2.75)

come o campo de deslocamentos do elemento considerado é dado
por tree deslocamentos lineares {u, v € W) por no, ou seia,
trés graus de liberdade por no, as matrizes de rigidez e de
massa do elemento serac da ordem de 48 x 48,

Por ser muito trabalhoso, o calculo analitico das integrais
dessas matrizes ndoc é conveniente, devendo-se, portanto,

recorrer a processos de integragdo numérica.

2.7. INTEGRACAO NUMERICA

Encontram-se na literatura (ZIENKIEWICZ (1], BATHE e WILSON
[5]) varias técnicas de integracio numérica para calculo de
matrizes do tipo dado pelas egquagoes (2.74) e (2.75). Neste
trabalho sera aplicado o metodo da gquadratura de Gauss por Ser
o de maior receptividade no campo da analise por elementos

finitos.

o elemento mostrado na figura 2.9 € quadratico nas diregces r
e & e linear em t. Para esse tipo de elemento, optou-se em
usar (PAWSEY e CLOUGH (7], IRONS (8}, HELLEN [9]) 1x3x2 = 18
pontos de integracac, distribuidos da seguinte forma: tres
pontos de integragao na diregdo da variavel local r, pO¥ tres
pontos na direcao de s e por dois pontos na diregac t da
espessura do elenmento. Vale salientar que estes pontos de
integragao correspondem aos nés gaussianos classicos.



CAP{TULO 3

FORMUL ACAO PARAMETR ICA HIERARQUICA

DC METODO DOS ELEMENTOS FINITOS

3.1. INTRODUGAO

como viste no capitulo 2, o procedimento normal do MEF esta
em definir as fungoes de interpolagao N, para a apreximagaoc
de ¢, de maneira gue as incognitas a, representem os valores
nodais da variavel fisica. Este tipo de procedimentc traz
desvantagens guando se desela auymentar a ordem da
aproximagac do elemento peis, neste caso, as fungoes de
interpolagao deveriam ser modificadas conpletamente. Para
evitar este tipo de problema é possivel definir fungoes de
interpolagao de ordem variavel que, quando introduzidas na
aproximagac ¢ da equagdo (2.1), nao alterem as fungbes N
(i =1, 2, --., n) anteriormente definidas, da formulagao
convencional. Por adquirir esta importante caracteristica,
esgas funcoes de interpolagao N, (i > n} de ordem variavel,
que Sao introduzidas na aproximagao de #, sao chamadas de
fungoes de interpolagdo hierargquicas. Desta forma, para i»n,
as incognitas a, deixardo de ter o significado de varidvel
f{sica nodal da fungao aproximada, cono serao mostradas

posteriormente.

A formulacdo paramétrica hierarquica do netode dos elementos
finitos difere, portanto, da formulagio convencional, devido
ao emprego de fungoes de interpolagaoc hierarguicas de grau
variavel (PEANO et al.[10], ZIENKIEWICZ [11]). Essas fungoes
sic intreduzidas nos elementos, principalilmente, c<con o
objetive de se fazer refinamentos na solucgac obtida pelo
nétodo convencional dos elementos finitos. ¥a literatura
(BABUSKA e RHEINBOLDT ([12], PEANO [13], BABUSCA et al. [14])
esse procedimento & denominado de versao p do nmétodo dos ele
mentos finitos. Em problemas de elasticidade, 2 formulagao
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hierarguica consiste na introdugdc de novoes modos de
deformagdo, através do aumento do numero de parametros
hierarquicos usados na interpolagao da variavel fisica
(ZIENKIEWICZ et al [11], DORR [15]).

Este capitulo consiste an apresentar as fungoes de
interpolacio hierarquicas, gue serao utilizadas neste trabalho
e, de um modo geral, como elas serac implementadas no metodo
dos elementos finitos.

3.2. FORMULAGCAO PARAMETRICA HIERARQUICA

Na formulacdo paramétrica hierarguica do MEF, uma solugdo com
n graus de liberdade é refinada hierargquicamente atraves da
introdugdo de novas variaveis a (n< i = n+m no elemento,

onde m € o numerc de parametros hierargquicos inseridos.

No contexto dos métodos numéricos, a versic p-adaptativa do
MEF tem-se mostrado bastante eficiente (GUPTA [16], BABUSKA e
MILLER [17,18,19], WIBERG e MOBLLER [201). Uma das grandes
vantagens do refinamento hierarguico esta no fato de que ©
esforgo computacional torna-se R®enor na obtengado de novas
solucbes (ROSSOW e KATZ (21]). Isto faz sentido, pois as
fungdes de interpolagac utilizadas em um nivel de aproximagao
de ordsn p permanecenm inalteradas, quando tenta-se obter uma
aproximagﬁo de ordem mais alta, com a introducac de novas

funcoes de ordem p + k, ou seja

R nf,!..mf
o = Z Nl a, {3.1}
i=1

através das gquais, por exemple, em problemas de vibragoes

1ivres se obtém o seguinte sistema de equagoes,
({K}n-r-m,n-rm - A IM}n*-m,n-rm} {X}n+m = {0} (3.2}

oy seia,
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- - e —_

{ (K] (K] (M] (] } {X},

n, n n, m n,n n, o

o (K] My, M ) l{:{}mj
’ (3.3)

onde, as matrizes [K]n L e {Mjn ., eno vetor {X} corresponden
¥ ¥ n
a solugao em um nivel de aproximacao anterior, nao precisando,

portanto, seren recalculados.

A estrutura hierdrquica desta equag@ic € evidente, podendo-se
identificar submatrizes assocladas as solucces correspondentes

a graus de liberdade em aproximacoes de ordem inferior.

A formulacho paramétrica hierarguica do MEF permite grande
flexibilidade no posicionamento dos novos graus de liberdade
(EZABO [22]). Isto sera visto no capitulo 4, guando sera

estudado um indicador de erro.

3.3. FUNCOES DE INTERPOLAGAO HIERARQUICAS PARA ELEMENTOS 1D

A seguir, serao apresentadas algumas fungées de interpolagéo
hierarquicas e também serdo mostradas que realmente elas, como
muitas outras, serdo bastante eficazes A implementagac na
formulagdo p-adaptativa no MEF. As funcdes de interpolagao
hierarguicas utilizadas neste trabalho, para a solucado de
problemas de elasticidade linear, sao de continuidade C° entre
elementos (TAYLOR (23], SZABO et al [24]).

Algumas  fungOes de interpolagao hierarguicas serao
apresentadas, primeiramente para um elemento unidimensional e
extendidas posteriormente para um elemento plano guadrilateral

e para o elemento tridimensional proposto.

A figura 3.1 mostra um gonjunte de elementos unidimensionais e
a forma das fungoes de interpolagao para aproximagao linear
(figura 3.1la), quadratica (figura 3.1Db) e cubica {(figura 3.1c)
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Fungoes deste tipo sAo conhecidas como fungoes standard pelo
fato de dependerem do numerc de nos utilizados em um certo
nivel de aproximagac (ZIENKIEWICZ ({11), ou seja, elas toman

formas totalmente diferentes guando se deseja passar de um

grau para outro subsedquente.

N No
‘ .--"’"EM"""}. ‘ /’?ﬂh
i | e N - : S
ey, s t
l ] . R /,r" i
(a) 1 | Tl i
[ | - -, i
- “"‘\u, H
* 1 - - H'*-.
o =
1 5 - 2
r==1 r=1
N3
1 /ﬁ\, :
| / ; .
v ~
{b) 1 |
t P
"‘“-._ E ”;,
[ HW* ,,--'3:"--..., — [
1 iy i 3 o — 2
r=-~-1 r =0 ro= 1
(c) 1

Figura 3.1. Elementos unidimensionais e funcoes de inter-

polacac do tipo standard na forma (a) linear,

(b) quadratica e (¢) cubica.
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Fungdes do tipo standard para elementos unidimensionais, em
fungao da coordenada natural r, podem ser dadas por,

a) aproximagdo linear (figura 3.1a):

$= T N a =N a + N a (3.4)

onde,
N =L CE (3.5)
1 2
@
1l + r
H2 w 5 (3.86)

p) aproximacdo guadratica (figura 3.1ibj:

$ = N, a + N, a, +N a (3.7)
onde,

¥r? - r

2

. r 4+ r
N2 = 5 {3.9)

2
N =1 -7 {3.10)

¢) aproximagidc cubica (figura 3.1c)

= N a +N a +N a + N a {3.11)
1 1 2 2 3 3 4 4

onde,
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N, =?_—6 [ra -%}[1-r] (3.12)
N, = %—6— {rz ~ %«][1 + r] | (3.13)
N, = i—;— [r2 -~ 1] [r - §] (3.14)
N4xi?l% (1 -rz][r+%—] (3.15)

Nota-se, portanto, que a dificuldade ¢ evidente gquando se
deseia construir fungoes de interpolagdo do tipo standard de
alta ordem. Para evitar este tipo de problema, pode~se usar
funcbes de interpolagao hierdrquicas N (i > n) que, de certa
forma, sao independentes do nimero de nos usades na definigao
da geometria do elemento (MEIROVITCH e BARUH ([25}), pois
N, =0, na posigdo dos n pontos nodais.

Na formulacdo paramétrica hierarquica do MEF, fungoes de
interpolagao do tipo standard sao utilizadas apenas em um
primeiro nivel de aproximagdo da solugao. Para outros niveis
de aproximagaoc, as demals fungodes do tipo standard podem ser
substituidas por fungoes de interpolacdc hierarquicas.

para o caso considerado de elemento unidimensional, uma

aproximagao guadratica hierarquica do elemento sera dada por,
= N a +N_ a_ +N_a (3.16)

onde N e N, s3o as funcdes de interpolagao lineares dadas
pelas equagbes (3.5) e (3.6) e N, é uma funciaoc de interpolagao
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hierargquica do segundo grau que satisfacga a condicao NB = 0 em
r = * 1, Desta forma & mantida a continuidade C* entre
elementos. Assim, uma funcdc de interpeolagac hierarguica
quadratica, como mostrado na figura 3.2b, pode ser escrita

coms,

N_oo= (1 - ®) (3.17)

Esta funcgdo quando inserida na equagdc (3.16), nao modifica o
nivel de aproximagac do elemento, no caso de se utilizar as
fungoes standard dadas pelas equagoes (3.8) a {3.10). Mas, no
entanto, a incdgnita a_ deixa de ter o significade fisico de
variavel nodal. Na realidade ela é um parametro dependente das

incognitas nodais a_ e a_.

i}

por exemplo, para relacicnar a incognita hierarguica em
fungdo de a e a,, leva-se as equagdes (3.5), (3.6) e (3.17)

em {3.16), para obter

¢ = (l ; r] a, + [l ; r) a, + [1 - rz] a, (3.18)

Como N, = O para r = 0, entac de (3.18)

3}
vl

3 = o + =
$__, =3t ta, (3.19)

logo, a incdgnita hierarquica a, sera,
a, = -1 a + a (3.20)
= 2 1 2

Ne manelira similar, para se obter uma aproximagdo hierarquica
ciibica, deve-se usar a equacdo (3.18) acrescida do termo

N a , ou seija
-4 4
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onde N, deve ser uma fungio de interpolagdoc hierarquica cubica
gue satisfaga a condigao N, = 0 em v = % 1. Como existe uma
infinidade dessas fungoes, pode~se selecionar uma fungao
ctibica da forma mostrada na figura 3.2c¢, a gqual se anula no
coantro deo elemento e para a qual dN4[dr = 1 no mesmoc ponto.

Logo, pode-se ter

N =r -~r (3.22)

a funcio cubica com as propriedades deseijadas.

Derivando a egquagao (3.21) e considerando a equagao ({3.22),

tem-se que, no ponto r = O,

dr |r=0 2 4 {3.23)

- % {aa - ai] (3.24}

A figura 3.2 mostra as fungoes de interpclagao hierarquicas
para elementos unidimensionais e a interpretagac geometrica
das incégnitas hierarquicas a, (1 = 3,4), associadas a essas

funcoes.

observa-se, através das figuras 3.2b e 3.2¢, gue nao 2

necessario associar nos as funcgoes hierarquicas.
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{a)

el +
G
[

=
il
£
5...-]
[
H
famek

0
F g

his
P

Figura 3.2. Fungoes de interpolagido e variaveis  para
aproximagdo  (a) linear, (b) hierarquica

gquadratica e (c) hierarqguica cubica.

deve-se proceder de maneira similar para
ordem mais

intuitivamente,
definir funcoes de interpolagao hierarguicas de

elevada. Por exemplo, uma fungao de guarta ordem pode ser
escrita como

N, = r® - ¢t (3.25)
que satisfaca as condigoes N, = 0 para r = + 1, dNS/dr w0

ara r = 0 e a*n /dr2 =2 para r = 0. A identificagdo fisica
P 5
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dc parametrc a  associado a esta fungac hierarquica torna-se

agora dificil, mas no entanto, esta identificagdo nao e
necessaria.

Uma forma alternativa para definir fungdes de interpolagao
hierdrquicas é usar os polinomios de Legendre Pj(r}
(ZIENKIEWICZ e MORGAN [2]). As funcoes de  interpolagac
hierarquicas podem ser encontradas em termos das integrais
desses polinomios. Os polinomios de Legendre de grau J sho,

aqui, definides por

1 1 a’ 2 .
g [[r - 1] ] (3.26)
e as fungoes de interpolagdo hierarquicas Nj+2, de ordem

p (p =73 + 1), definidas por

N = J P (mar ; 3 =1,2, .- (3.27)

Logo, integrando oS polinomios, por exemplo, para i =1, 2, 3,

4, tem-se

N, = r® -1 (3.28)
N, = 2(r® - r) (3.29)
N, = % {151‘4 -~ 18r° + 3} (3-30)

(3.31)
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Partindo-se de uma aproximagac linear, as fungoes de
interpolagac hierarquicas dadas pelas equagoes (3.28) a
(3.31), provenientes da integragio dos polinomics de Legendre,
apresentam a importante propriedade de ortogonalidade que,
geralmente, conduz a sistemas de equacoes melhor

condicionados, sendo muito util em termos de computagao.

1. 4. FUNCOES DE INTERPOLAGAO HIERARQUICAS PARA ELEMENTOS 2D

De maneira similar ao caso de elemento unidimensional, podem-~
se definir funcoes de interpolagac hierarquicas para O
elemento plano guadrilateral de oito nés (figura 2.4) de
coordenadas naturais r e S, do capitulo 2. No entanto,
considerou-se para este elemento as fungoes de interpolagao
gquadraticas standard da familia Serendipity, para definir o
primeiro nivel de aproxima¢§o da solugaoc. A partir deste
nivel, portanto, sac geradas as funcdes de interpolagao

nierarquicas de grau p (3 = p = 35).

Usando, portanto, as fungoes de interpolagao standard N, (i =
1, 2, ..., B8), dadas pelas eguagoes (2.12) a (2.19), a
aproximagao basica sera quadratica, sendo dada por,

(3.323

A partir da aproximagao quadratica, egquagdo (3.32), pretende-
se agora, definir funcoes de interpolagac hierarquicas de grau

p (3 = P s 5) para © elemento considerado.

Uma vez estabelecidas as funcbes de interpolagao hierarguicas
para o elemento unidimensional, a geracao de fungoes de

interpolagao nierarquicas para elementos planos guadrilaterais

rorna-se mais simples.

Uma aproximacac cubica para $ é obtida atraves da introdugac
de funcces de interpolagio hierarguicas N (i = 9, 10, 11,
12}, associadas ao0s tados do elemento, na aproximagao
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quadrética anterior, dada pela eguacac (3.32). Assim

$= =T N a + % N a (3.33)

sendo N (i =1, 2, ..., 8) as fungoes de interpolagac
gquadraticas standard da familia Serendipity, dadas pelas
equacdes (2.12) a (2.19). As fungoes de interpolagao
nierarquicas cdbicas N (i =9, 10, 11, 12), usadas neste
trabalho, sao definidas por,

lado 1-2, N = 2(r® - r)(1 - s) (3.34)
lado 2-3, N = 2(s” - 8)(1 + 1) (3.35)
lado 3-4, N, = 2(r® - £y (1 + 8) (3.36)
lade 1-4 N, = 2(s® - s)(1 = 1) (3.37)

As figuras 3.3 e 3.4 mostram as funcbes de interpolagao
hierarquicas do terceire grau, associadas a0s iados do

elemento plano quadrilateral.
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{a}

\

\\\\\\\

{b}

rigura 3.3. Fungoes de interpolagao hierdrquicas do terceiro
grau (a) associada ao lado 1-2 (Ng) e
(b) associada ao lado 2-3 (NiO).
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{a}

LS A e,

(b}

Figura 3.4. Fungoes de interpolacio hierarquicas do terceiro
grau (a) associada ao lado 3-4 (N11) e
(b) associada ao lado 1-4 (le).
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Convém ressaltar gque pela expansao cubica, dadas pelas
equacbes (3.34) a (3.37), adicionadas a aproximagao gquadratica
anterior se obtém um polinomio completo do terceiro grau. Isto
pode ser comprovado atraves do triangulo de Fascal
(ZIENKIEWICZ ({1] e TAYLOR [23]) gue € mostrado na figura 3.5,
o gual & construido de forma a mostrar guais termos de uma

expansac, sio necessarios para se obter um polinomio completo.

1
r S varsearsssevsae 17 grau
2 2
r rs s ceesrerxass 29 grau
3 2 2 3

r r's rs 87 iiievase.s 37 grau

3 3 2 .2 3 4 o
r rs s s B ceesse 47 grau

5 3_ 2 < 4 5 o
r r s rs rs rs & .+ 57 grau

Figura 3.5. Triangulc de Pascal e termos para polinomios
completos até quinto grau.

para a aproximagdo cibica adotada, verifica-se a presenga de

. P 3 3
dois termos parasiticos: r s e IS .
0s parametros hierdrquicos a (i =2, 10, 11, 12} podem ser
definidos em funcdo das varidveis fisicas de maneira similar

ap caso de elemento unidimensional. Por exemplo, para o lado

1~=2 do elemento, tem-se

(3.38)

ou,
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-+ 2[r3— r][l - s} a, {3.39)

¢ _ 1 - + s} a + i[l - S]KZr - s] a_ +
3r z[l S] [2” : F 7 k ,
1 + 2r + 8| &, + E2 i+ s '2r - s} a -+
* 4 3 S 3 4 { 4
1 1 L wZ
+ Z[- zr}[l - s} a5 + 4{1 s ] aé +

1 2 _ 2
+ %[— Zr)[l + s] a, - E[l -8 ] a, + 2[1 s][ﬁr 1} a,
{3.40)
No ponte r = 0 do lado 1-2 do elemento (s = -1}, tem-se
dg R * + X - 4 a (3.41)
dr|r=0 =~ 2 2 5 By g
5 -
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portanto, o parametro hierarguico a, sera

r
=)

a:—;;i
g 4 |8r

1
o, 72 [a1 ) ag]} (3.42)

Para se obter uma aproximacgac de guarta ordem deve-se incluir
funcdes de interpolagdo hierarquicas do gquarto  grau,
associadas a cada um dos lados do elemento e uma fungao fipo

wolha, a aproximacdo cubica dada pela equagao (3.33), ou seja

. 8 1z 16
¢ = 1§1 Nz 2, * 1§9 Ni a, * z§13 ﬁi 2, * Ni? 27 (3.43)
sendo N (i = 13, 14, 15, 16) funches de interpolagaoc

hierarquicas do guarto grau gue deven ser associadas aos lados

do elemento. Neste trabalhe, foram utilizadas as seguintes

funcoes:
lado 1-2:

N, = r?(1 - r3) (1 - 8) (3.44)
lado 2-3:

N, = s(1 - s7) (L + 1) (3.45)
lado 3-4:

N o= r(1 - r’)(1 + s) (3.46)
lado 1-4:

N = sz{l - sz)(l - r} {3.47)

16

As figuras 3.6 e 3.7 llustyram as funcoes de interpolagao

hierarguicas do quarto grau aszociadas aos lados do elemento.
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{b)

Figura 3.6.Fungoes de interpolagiao hierarquicas do quarto

grau (a) associada ac lado 1-2 (N13) e
(b) associada ao lado 2-3 (N, J.
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Figura 3. 7. Funcgoes de interpolaqéo hierarquicas do quarto

grau (a) associada ao lade 3-4 (N _) e
(b) associada ao lado 1-4 (N )
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A fungae tipo bolha, N __, sera uma funcao de interpolagao
hierarguica gue contenha o termo quadratice r®s?, para que a
expansadoc de quarta ordem se transforme em um polinomio
completo do quarto drau {veja figura 3.5). A fungao de
interpolacio hierarquica do tipeo bolha deve-se anular nos nés

do elemento. Assim, por exemplo

N _ o= (1- r?y (1 - 8%y (3.48)

A figura 3.8 ilustra a fungao de interpolagao hierarguica
guadratica do tipo bolha, associada ao centro do elemento.

Figura 3.8. Fungao de interpolagao hierarquica gquadratica

tipo bolha (N_,) -

A introducio das fungoes de interpolagao hierarquicas, dadas
pelas equagdes (3.44) a (3.48) na aproximagao cubica anterior,
{equagdo (3.33)) produz uma aproximagdo (equagao (3.43)) cujo
polinomio sera do guarto grau completo, com excesso de dois

. Fan 4 4
termos parisiticos: r s & IS .

De maneira senelhante, umna aproximacdc de gquinta ordem Sse
obtém acrescentando a aproximagdo de gquarta ordem (equagao
1,43} fungoes de interpolagac hierarguicas 4o quinto
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grau, assocliadas aos lados do elemento e duas fungoes de
interpolacace hieradrquicas deo tipo bolha mista. Logo, tem-se

A B 12 16
¢ = 1§1 Ni a, * 1§9 Na a, + 1§13 Nz a, ¥ Nz? T
21 23
+ z§13 Ni a, *+ i§22 Ni 2, (3.49)

sendo N (i = 18, 13, 20, 21} fungoes de interpolacado do
gquinto grau, associadas acs lados do elemento, definidas por

lado 1-2:

N = (7% - 102 + 3ry(1 - ) (3.50a)
ou

Nro= (2r® - r® - r)@a - s) {3.50D)
lado 2-3:

N o= (785 - 10s® + 38)(1 + 1) (3.51a)
Q1

NI = (28° - 8° - 8)(1 + T) (3.51b)
iado 3-~4:

N, = (7r® - 10r® + 3r)(1 + s) {3.52a)
ou

N/ = (2r° - r - r)(l + 8) (3.52b)

20
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lado 1-4:
N o= (78" - 108 + 3s)(1 - r) (3.53a)

oy

LS (28° - s° - 8)(1 - 1) (3.53b)

As figuras 3.9 e 3.10 mostram as fungoes de interpolagéo
hierarquicas do guinte grau dadas pelas equagoes (3.50a) a
(3.53a), associadas aos lados do elemento.

As figuras 3.11 e 3.12 mostram as funcoes de interpolagao
nierarguicas, também do guintoe grau, dadas pelas equacoes
(3.50b) a (3.53b).

Analisando novamente o triangulo de Pascal (figura 3.5) nota-
se que para se ter uma aproximagac completa de guinta orden, &
necessario ainda, incluir duas fungoes de interpolagao
hierargquicas N (i = 22, 23) do tipo bolha mista: uma fungao
N+ contendo o termo r°s® e outra contendo o termo r’s®. Tais

funcdes sdo definidas por,

N, = (¥ - 231 - %) (3.54)

i

N (s - 8% y (1 - %) (3.55)

23

0 elementc quadrilateral C° tem, para p = 4, % (p - 2¥(p -~ 3)
modos internos. A forma geral para a p-ésima ordem deo modo
interno (KARDESTUNCER [26]) e dada por

N(r,s) = (1 - r)(1 - s%) Py, ,(¥) P _,(5) (3.56)

para i = 1, 2, »ees P~ 3» PJ(X) é o polinomic de Legendre de
grauw 3, agora, definido por
1 a?

Py(x) = - -’ ]

i

0,1,2, «.., P -4 (3.57)
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Figura 3.3.Fungoes de interpolacgao hierarquicas do quinto
grau (a) associada ao lado 1-2 (Nla) e
(b) associada ao lado 2-3 (ng).
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Figura 3.10.Fungdes de interpolagao hierargquicas do gquinto
grau (a) associada ao lado 3-4 (Nao) e

{b) associada ao lado 1-4 (Malj.
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Figura 3.11.Funcoes de interpolagao hierarquicas do quinto
grau (a) associada ao lado 1-2 (N;Q) e
(b) associada ao lado 2-3 (N;g).
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Figura 3.12.Fungoes de interpolacao hierarquicas do quinto
grau (a) associada ac lado 3-4 (N;O) e
(b) associada ao lado 1-4 (N;lj.
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A figura 3.13 mostra as fungoes de interpolagac hierarquicas
do tipo bolha, sz e sz,
{3.55), incluidas na aproximagaoc de gquinta ordem do elemento.

dadas pelas equacgoes {3.54) e

ey ot M

(b)

Figura 3.13. Fungoes de interpolacao hierarquicas do tipo

bolha (a) Naz e (b) st.
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As fungdes de interpolacio hierarquicas N (i =18, 19, 20, 21)
do quinto grau e as fungoes tipo bolha N {i = 22, 23)
completam o polinomio da aproximagao de quinta ordem. Observa-
se, mais uma vez, a presenga de dols termos parasiticos: r's e

5
Sr L

Cconvém relembrar que, segundo os critérios de convergencia
(ZIENKIEWICZ [1]), toda fungdo de interpolagao tem gque ser
tal, que os deslocamentos nodais devam ser compativeis com um
estado de deformacdo constante (1¢ e 2?2 criterios: condigao de
derivada primeira constante) e dque as deformagoes -que se
produzem nos limites de separagac entre elementos sejanm
finitas (3° critério: condigdo de continuidade C°). As fungoes
de interpolagdo hierarquicas do terceiro grau, dadas pelas
equacoes (3.34) a (3.37), as do quartoc grau, mencionadas nas
equacoes (3.44) a (3.48) e as do quinto grau, definidas nas
equacbes (3.50) a (3.55) sao apenas adicicnadas a aproximagao
kasica do segundo grau, nao modificando, portanto, as fungoes
de interpolagao quadraticas standard. Como essas fungoes
quadraticas sao da familia Serendipity e satisfazem os
critérios de convergencia, entao todas as fungoes de
interpolagac hierarquicas apresentadas anteriormente, que
poden produzir aproximagdes seja da terceira, quarta ou gquinta
ordem, satisfazem tambem os critérios de convergencia (SZABO
et al. [24]).

3.5. FUNGOES DE INTERPOLAGAO HIERARQUICAS PARA ELEMENTOS 3D

NMeste trabalho foram testadas algumas fungoes de interpolacao
hierarquicas implementadas no nétode dos elementos finitos
para a solugdo de problemas de vibragoes livres de placas
espessas. O elemento utilizado ¢ tridimensional degenerado de
dezegseis nos, ou seija, gquadratico nas diregées r e s € linear

em t {veja figura 2.9).

As funcoes de interpolagdo quadraticas standard utilizadas
para se obter a primeira aproximagiao da solugao, foram
apresentadas no capitulo 2 pelas equagoes (2.56) a (2.65).
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Com os resultados da aproximagdo quadratica, pretende-se
agora, obter solugdes para o] problema tridimensional,
considerando aproximagoes da terceira, guarta e guinta
ordem, utilizando fungdes de  interpolagao hierargquicas

correspondentes a ordem do nivel de aproximacao desejada.

Uma aproximagao de terceira ordem ¢ obtida por,
¢ =S N a + £ _N a (3.58)

sendo N (1 =1, 2, ...y 16) as fungoes de intefpolaqéo
quadraticas standard dadas pelas equagdes (2.56) a (2.65),
usadas para a solugdo do primeirc nivel de aproximagao e
N (L= 17,18, ..., 24) fungbes de interpolagdc hierarguicas
do terceirc grau definidas , agora, por

aresta 1-2:

N17 = 2{(s” - 8){(1 + r)(lL + tj {3.59)
aresta 2-3:

N18=2(r3 - ) (1 + s) (L + t) (3.60)
aresta 3-4:

N, = 2(s® - ) (1 - r)(1 + t) (3.61)
aresta 1-4:

N, o= 2(x® - ) (1 - 85) (1 + t) (3.62)
aresta 5-6:

N, = 2(s® - 8)(1 + ) (1 - t) (3.63)
aresta 6-7:

N, = a(r® - )1 + s) (1 - t) (3.64}
aresta 7-8:

N o= 2(s - 8)(1 - 1r)(1 - t) (3.65)

23
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aresta 5-8:

3
N, = 2(r’ =) (1 - s8)(1 - ¢t) (3.66)

As incégnitas hierarquicas a (i = 17, 18, ..., 24) da
aproximagao cubica, podem ser determinadas de maneira similar
ao caso de expansao cubica usada enm elementos planocs
quadrilaterais. Por exemple, para a aresta 2-3 do elemento 3D,

mostrado na figura 2.9, tem-se
4= S N a + N _a (3.67)

Tnserindo as equagdes (2.54) a (2.65) do capitulo 2 e a
equagdo (3.60) coms =+ let =+ 1 (coordenadas locais da
aresta 2-3 do elemento) na equagao (3.67) e derivando ¢ com
relagioc a variavel local r, tem-se no ponto r = 0,

8¢ 1 1
ar P=0 3 8, T3 3 8 a5, (3.68)
P=1
portanto, a incognita hierarguica a sera
1 fa¢ 1 _
318 = ""'g [‘g‘f ;f? + '5 [33 az] (3.69}
=l

Para se obter uma aproximagao hierarguica de guarta ordem para
o elemento, deve-se adicionar  fungces de interpolagao
hierarguicas do quarto grau, assocliadas a cada uma das arestas
do elemento e duas fungdes tipo bolha & aproximagac cubica

anterior, dada pela equagac (3.58), que resulta em

$= £ N a + £ N a + Z N a +Z N a (3.70)

sendo N (i = 25, 26, ..., 32} fungdes de interpolacaoc
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hierarquicas do quarto grau associadas as arestas do elemento,
gque agui, sao definidas por:

aresta i~2:

N, o= s°(1=-s°)(1+ 1)1+ t) (3.71)

aresta 2-3:
N, = 21 - 31 + 8) (1 + t) (3.72)

aresta 3~4:
N, =s°(1~s%)(1 -1+ ¢  (3.73)

aresta 1-4:
N = rf(1 ~ r3)y(1 -~ s) {1 + &) (3.74)

aresta 5-6;
N, = s(1 - s5)(1L + ) (1 - t) (3.75)

aresta 6-7T:
N = r2¢1 - r2)(1 + s) (1 - t) (3.76)

aresta 7~8:
N, o= s?(1 - s%)(1 -~ r)(1 - t) (3.77)

aresta 5-8:
N, = r?(1r - r¥)(1 - s)(1 - t) (3.78)

Ne entanto, para que a aproximacac desejada seja representada
por um polinomio completo de guarto grau, duas funcoes
hierdrquicas do tipo bolha devem ser ainda consideradas: uma
fungao N, , que sera associada a face 1-2-3-4 do elemento e
outra N_, 3 face 5-6-7-8 do elemento. As  fungoes de

interpolacic hierarquicas do tipo bolha sao definidas por,

=
il

L= - -shHha+t (3.79)

(1 - r)(1 - s%)(1 - t) {3.80)

=
il

34
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Finalmente, para se obter uma aproximacao de quinta ordem,
fungoes de interpolacao hierarguicas do quintoc grau e fungoes
nierarquicas do tipo bolha deven ser introduzidas a
aproximagac de ordem imediatamente inferior dada pela eguagao
(3.70), ou seja

) 34 a2 16
¢ = lgi Nl ai + i§35 Nl ai + i§43 Ni al (3‘81)
sendo N (1 = 35, 36, ..., 42) fungoes de interpolagao

hierarquicas do guinto grau, associadas as arestas do elemento

& dadas per:

aresta 1-2:

N, = (78® - 10s8° + 38) (1 + ) (L + t) (3.82a)
[u 141

N = (28° - 8% -~ s)(1 + r){1 + %) (3.82b)
aresta 2-3:

N, = (765 - 10r° + 3r) (3 + s)(1l + t) (3.83a)
[=1%]

Nf = (25 = r° ~ ¥)(1 + 8) (1L + t) (3.83b)
aresta 3-A:

N, = (78% - 108 + 38) (2 - ¥I(1 + ©) (3.84a)
ol

N, = (28% - s - 8)(1 - ) (1 + t) (3.84b)
aresta 1-4:

N, = (7¢° - 10r® + 3r) (1 = s){1 + t) (3.85a)
o011

Nl = (2r% - ¥ - 1)1 =~ s)(1 + ©) (3.85b)
aresta bt -

N, = (78° -~ 10s8° + 38)(1 + 1) (1 - &) (3.86a)
ou

wr o= (28° - s ~8)(1+x)(1 - %) (3.86b)

39



63

aresta 6-7:

N, = (7r° - 10r® + 3r)(1 + s)(1 - t) (3.87a)
[a15]

N = (2r° = r® -~ ry(1 + s)(1 - t) (3.87b)
aresta T-8:

N, o= (78 - 108> + 38)(1 - r)(1 - t) (3.88a)
Ol

N = (28 - s° - s)(1 - ) {1 - &) {3.88b)
aresta 5-8:

N, = (7r° - 10 + 3r)(1 - s) (1 - t) (3.89a)
ona

Nf = (2r® = r® - ry(1 - s)(1 - t) (3.89b)

Entfao, para que a aproximagio desejada represente uma expansao
polinomial completa de guinta ordem, deve-se considerar, alem
das fungoes anteriores, mais quatro fungdes de interpolagao
nierarguicas do tipo bolha: duas fungdes N, e N _  associadas
5 face 1-2-~3-4 do elemento e outras duas, N e N a face

44 is
5-6-7-8 do elemento. Egtas fungoes podem ser dadas por

N, o= (r - @ - sy + 1) (3.90)
N, = (x =~ r)y@ - sy -t (3.91)
N_ = (s - )1 -y + t) (3.92)
N, = (s - s¥)(L - r)y(1 ~ t) (3.93)

No proéximo capitulo serd visto gue, realmente, fungoes de
interpolagdc hierarquicas  podem ser utilizadas no
desenvolvimento de estimadores de erro de uma solugaoc em
relacdo a um certo nivel de aproximagac. As informagdes sobre
o erro de uma solugao seraoc uteis na implementagaoc das fungoes
de interpolagdc hierarguicas no Pprocesso de refinamento

p~adaptativo.



CAP{TULO 4

ESTIMADORES DE ERRO

4,1. INTRODUGAO

Um assunto de grande interesse encontrado na solugac de
problemas por métodos numericos, que geralmente causa
discussdes, esta na avaliacac dos resultados.

Nos trabalhos de BABUSKA e RHEINBOLDT [27,28,29%9] encontram-se
sugestoes para medidas e estimativas de erro a~posteriori
para elementos bilineares, as dquais tem sido consideradas
suficientemente capazes para indicar com certa seguranga oS
resultados de uma solugao. Com base neste trabalho, outros
estimadores de erro, usados em esdquemnas adaptativos, ten sido
testados em malhas de elementos finitos para gerar resultados
mais confiaveis (KELLY et al. {30}, GAGO et al. [31],
ERIKSSON [32], ZIENKIEWICZ e ZHU {33]).

o objetivo deste capitulo é apresentar um indicador local e
um estimador global como estimadores de erro a-posteriori.
Estes estimadores foram implementados em um programa
computacional e testados neste trabalho em varias aplicagoes

nupericas.

Ac empregar um método numerico tal como ©O método dos
eclementos finitos (MEF) na resolugap de um problema fisico,
tres tipos de erros podem oCOorrer (RIBEIRO [341). O prineiro
e o mais importante e o erro devido A discretizacac, dque se
traduz ne naoc cumprimento das equagoes diferenciais gue regenm
o problema. O segundo corresponde aos erros de truncamento,
ocorridos durante o calculo computacional, os guais podem ser
minimizados, utilizando-se computadores de alta precisac. O
terceiro tipo de erro € causade pelas simplificacoes
envolvidas na construgaoc do modelo matematico representativo
do problema. Trata-se, neste capitulo, do primeiro tipo de
errc, ou seja, do erro proveniente da discretizagao do modelo
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matematico. Este é o erro gue tenta-se minimizar atraves de
refinamentos adaptativos. Para um estudo mais detalhado da
gquestdo, recomenda-se a leitura dos trabalhos de ZIENKIEWICZ
et al. [11}, BABUSKA et al. [147, XELLY {35}, S5ZABO e SAHRMARN
(367.

4.2. ESTIMADORES DE ERRO

Como mencionado no capitule 2, o© netodo dos elementos finitos

congiste em determinar uma solugdc aproximada na forma
p = 5 N a (4.1)

0 erro associado a uma aproximagao deste tipo & uma fungac e
definida como sendo a diferenca entre a solugao exata e a

solugao aproximada,
e=9¢ -9 (4.2)

geralmente, procuram-se determinar limites superiores das
estimativas de erro. Isto significa que, dade o dominio
discretizado por uma malha de elementos finitos de tamanhes
jguais a h, estabelece-se uma inequagao, valida para valores
pequenos de h (BECKER et al. [371), do tipo

i e ] = cn (4.3)

onde C e uma constante dependente dos dados do problema, e k @
um inteiro gue depende da fungac de jinterpolagao utilizada. O
expoente k & chamado de taxa de convergéncia com relagdo a
norma empregada. Na literatura Sao encontradas varias

estimativas utilizando-se diferentes normas.

rstimadores de errc de caracteristicas apresentadas pela
equagao (4.3) sho chamados de estimadores de erro a~priori,
ama vez que podem Ser determinados antes de se obter a

solugao do problema. Por outro lade, gquando o8
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estimadores de erro sao calculados a partir de informagodes
fornecidas por uma solugac  aproximada, denominam~se
estimadores de erroc a-posteriori.

A obtencao de estimativas de erro a-posteriori tem-se mostrado
um importante todpico na analise por elementos finitos e
recentemente, muitas pesquisas tem sido voltadas para esta
area.

BABUSKA e RHEINBOLDT {12,28] avaliaram o erro utilizandoc
residuos da eguacdo de equilibrio e também a descontinuidade
na derivada normal ao longe do contorno dos elementos. Eles
concluiram que os residuos sac fatores dominantes para a
estimativa de erro em problemas unidimensionais, enguanto a
descontinuidade & mais importante em problemas bidimensionais.
KELLY et al. [30] usaram um conjunto incompleto de fungoes de
alta ordem, istoe &, fungdes de interpolagido hierarquicas,
examinadas por ZIENKIEWICZ et al. [11], para expressar a
distribuicado de erros em uma solucao (OHTSUBCO e XITAMURA

[387).

Neste capitulo & deduzido um indicador de erro comoe sendo um
estimador de errc local a-posteriori na analise de vibragoes
ilivres, que pode ser usado em elementos de forma arbitraria e
aplicado a gualquer especie de problema linear (FRIBERG [391).

4.3. ESTIMADORES DE ERRQ A~POSTERIORI

como definido na secao 4.2, estimadores de erro a~posteriori
sho agueles obtidos com base em informacdes da propria solugao

cujo erro deseja-se estimar.

Utilizande a formulagao parametrica hierdrguica do método dos
elementos finitos é possivel obter estimadores de erro a-
posteriori (FRIBERG et al. [40]), os gquais poden ser aplicados
em processos de refinamento na solugdao de problemas de

autovalor generalizado.

A solugao de problemas de autovalor generalizado gque aparece,
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por exemplo, em vibragtes livres e transferencia de calor,
torna~se multas vezZes um procedimento que consome grande
esforgo computacional. Em tais problemas, geralmente, deseja«
se estimar um numero de autovalores relevantes em um intervalo
de frequencia de interesse. Normalmente os autovalores sao
obtidos em uma unica solucdc para uma dada discretizagao
{(BATHE ¢ WILSON [5]).

Além do mais, desde gue os menores autovalores exigem um menor
grau de discretizagao, pode ser desejavel usar refinamentos
adaptativos na solugao, gquando  altas freguéncias sdo
investigadas. Para tais refinamentos, é necessario que se
disponha de estimadores de erro a serem aplicados nos
resultados da solugdo, obtendo-se, conseguentemente, uma
possivel melhora nos autovalores calculados.

Conhecendo~se duas solugoes sucessivas, com n e n + m graus de
liberdade, o erro associade pode ser estimade come sendo a

diferenca entre estas duas aproximagoes,

e=6 - @& (4.4a)
onde
R n
$ = EZ N a {4.4b)
]
N n n+m
¢ = &, N a -+ P N a (4.4c)

No entanto, uma aproximagéo do erro pode ser determinada sem o

recurso de se obter a segunda solugao.

A seguir, sera deduzida uma expressao para um indicador de
erro, o gual poderé ser ugado como um estimador de erro a-
posteriori, dentro do conceito hierdrquico do método dos

elementos finitos.

Um indicador de erro, sugerido por FRIBERG [39], & derivade a
partir das propriedades do coeficiente de Rayleigh,
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B[MW

(4.5a)

-

onde A, é o i-ésimo autovalor (igual ao guadrado da
frequencia angular W),k é o coeficiente de rigidez modal e

m, é o coeficiente de massa modal.

os coeficientes de rigidez modal e de massa modal sao

definidos, respectivamente, por

k, = {o,} mife,} (a.5b)
n, = {s,} oo} (4.5¢)

onde [K] e [M] sdo as matrizes de rigidez e de massa globais,
respectivamente. O vetor coluna {¢ } é o i-ésimo modo proprio
de vibracac do sistema a ser refinado. Nesse ponto, portanto,
é assumido que os autopares, isto €, os autovalores e os
correspondentes autovetores ( Ai(n}, {¢1}n ) do intervalo
de fregquencia de interesse, ja tenham sido encontrados em uma
primeira solugaoc para uma certa discretizagdo. A notagac (n)
indica o ntimero de graus de liberdade para esta primeira

aproximacao. Assim,

T
) 0 o)
3 _ kl(n) — { ! a i fn
i{n) moo - T
{o.} o, {o}

n

RS

(4.6a)

onde i pode assumir um dos numeros 1, 2, ..., 7.

Procedendo-~se um refinamento hierarquico com a introducac de m
graus de liberdade, tem-se, analogamente,

T
{wj}n+m {K}n+m,n+m {W}}ném

k
- i{n+m) - (4.6}3)

m
3{n+m)
{wj}n+m {M}n+m,n+m {wj}n+m

jin+m}
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onde h}(n+m} corresponde ao Jj-ésimo autovalor, com modo
proprio {wj}ném’ obtidos com o refinamento hierarquico e 3
podendo assumir um dos valores 1, 2, ..., (n+m). As matrizes

globais correspondentes apresentam as seguintes formas,

R . 2.9 I

{K}n+m,n+m = (4.7a)
(K], . (K1, 4
(M1, . Ml

(M) o nem = (4.70)
Ml . Ml .

0 vetor {wj}n+m pode ser separado da mesma forma em,

.}
{wj}n+m = e {4.7C)

),

A estimativa do erro relativo e para o i-eésimo autovalor para

um possivel refinamento e dada por,

A A
i ) ,
e = i(“)i fntm)l i=1, 2, «.., n. (4.8)
i{n}

Interpretando um autovalor A  como sendo uma fungaoc de duas

varidveis independentes k, e m , 2a expansao da seérie de Taylor

da eguagaoc (4.5a) e dada por

a
Rl(ki+ﬁki, mi+ﬁmi) = hi(ki, mi) + Akigi:ai(ki, mi) +

a
ﬁmsﬁﬁ?ax(Ki' mi) s (4.93)
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Fazendo
&Ai = Ai(ki+&ki, mi+ﬁmi) - ai(ki, mi) (4.9b)

e tendo-se que

k
A - b
1(ks’ ms) m, {(4.9¢c}
a equacao (4.9a) torna-se
ﬁkt klﬁm&
AL = - (4.94)
i mi ma

Pelo uso da equagao (4.5a), uma aproximagao para a relativa
+roca de um autcovalor pode ser escrita como,

AX Ak, - x Am
tog 4 £ (4.10)

A k
1 1

Usando as equacgoes (4.8) e (4.10), uma aproximagao para o erro

relativo a um autovalor em um refinamento hierarquico &

ﬁkz - Ai( , ﬁmi
e = 2 (4.11)
tin)

Fazendo

J&kl - ki{n) - ki{n+m} (4.12a)
e

&ms S0y T Migaen (4.12b)
o assumindo~se que as matrizes [K] e (M) 30

n+m, n+m n+m, n+m

simétricas, vem que, usando as equagoes (4.6a, b) e (4.7a, Db,

C) s
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T T
Aki = {¢i}n i:K}nﬁn {éi}n - {wi} [K}n+m,n+m {wi}
T T
= {¢1} [R}n,n {tf)l} - {wi} {K]n,n {wi}

-2 {wl}: X1, {wi}n - {wi}i S {wi}m

{4.313a)
e por outro lado,
T T
= {o,} o, {o] - AR T I
T T
= {qﬁi} [M}n,n {qbi} - {wi} [M]n,n {wi}
T T
-2 {$i} {M}m,n {wi} - {wi} [M]m,m {wi}
{(4.13Db)

para encontrar um indicador de erro que possa Ser usado como
estimador de erro a=-posteriori, algumas hipoteses devem ser

consideradas. Por exemplo, assume-se due

), o,

com esta aproximagao, os dois primeiros termos do lade direito

de ambas as equacdes (4.13a) e (4.13b) se cancelam. pai

T T
i - 2 {wl}m 1:K]m,n {¢1} - {wi} [K}m,m {wi}

it

Ak
{4.15a)
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M - 2 {wi}: o, {4} - {wi}: {4}

Além disso, e preciso fazer uma estimativa do vetor {¥ } .
i'm

(4.15b)

Em um refinamento hierarquico, o problema de autovalor
generalizado torna-se

(K1, , [KI m, oo, ) (e

n, m

- Ai{n-fm) = {O}
[K] [K] My, . (M {w }
H

m, n M, m m, m
(4.16)

Usando a aproximagao da equagao (4.14) e considerando-se a
hipotese gue

hi(n+m) = PL1(n} (4'17)

a segunda das equagoes em {(4.16) resulta na seguinte

aproximagdo de ¥y ..

{wi} &= [{K}m’m - 0 [1»13%’%]_1 x

m

{F[{K]m,n A £M]m,n] {¢i}n] (4.18)

[M] nao resulte em uma matriz
1i{n} m, "

desde gue {K]; .
singular.

Um indicador de erros gque fornece uma estimativa de uma
possivel variacao em um autovalor pode, agora, ser obtido
uzando as equagoes (4.11), (4.15a, b) e (4.18), pela
introdugac de um simples grau de liberdade hierarquico

(m = 1). Ap6s simplificagdes, tem-se
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2
_q{n+1} _ 1 [[ n+i,n i(n)[ }nd-l,n ¢1 .

3 Tk =
fin] Kn+1,n+1 kiin) n+i,n+l

{4.19)

¥stimadores como este sao chamados de indicadores de erro e
podem ser avaliados para cada possivel novo grau de liberdade
hierarguice introduzido. Em Processoes de refinamentos
adaptativos, os indicadores de erro localizam os pontos da
malha onde as corregdes saoc mais desejaveis.

Na expressdc do indicador de erro, equagao (4.19), tem-se que

(K] .,
n+i,n
linha (n + 1) das matrizes de rigidez e de massa,

e (M} . devem conter os n primeiros elementos da
Y

respectivamente, linhas estas formadas pela introdugao de um

novo grau de liberdade hierarquico e K e M deven
n+l,n+l n+l, n+l

ser os correspondentes elementos da diagonal dessas matrizes.

vale salientar que o coeficiente de rigidez modal ki(n} na
equacio (4.19), que foi definido pela equagac (4.5b), pode
resultar ne valor de Aita} se o autovetor {¢1}n for

normalizado de maneira gue {¢1}n (M3 n{¢i}n = 1,

A figura 4.1 mostra a principal variagaoc do indicador de exro

com respeito ao autovalor A ..

L ni(n+1)

o~ li {n)

Figura 4.1. Variagao do indicador de erro
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Nota-se que as duas curvas tracejadas, tragadas entre pontos
discretos, nao sao necessariamente monotonicas. Uma razdo para
isto esta no fato de gue diferentes autovetores estao
envolvidos na equagao (4.19).

Pode ser observado gue para valores de A

/M

n+i,n+l n+1,n+1'
Para ki( maior que K

Con proximos do valor

o indicador de erro torna-~se infinito.

nl n+1,n+1lﬁn+1,n+1
x g 0 Y T " -
e, em principio, diminui em modulo com o aumento do valor de

o indicador € negativo

X, n,+ O valor negativo do indicador de erro é de menor
interesse. FRIGERG [39] recomenda gue nao ha necessidade de se
fazer um refinamento hierarguico guando o Iindicador de erro
torna-se negativo. Neste c¢aso, pelo menos uma vantagen
computacional € observada, no sentido gue o8 n primeiros

elementos de linha (n + 1) das matrizes [KI_, (M1 ., na

i.n n

equagac (4.19) ndo precisam ser armazenados.

Como critéric de parada do processo de  refinamento
hierarquico, é também interessante estimar a precisac global
dos autovalores para uma certa solugdo. BEssa estimativa global
é definida por um estimador de erros, o qual é computado
durante o caleulo dos indicadores de erro. Geralmente, essa
estimativa é cbtida em fungao dos valores positivos desses
indicadores. FRIBERG et al [40] propoem um estimador de erro o
qual € economico computacionalmente e facil de  ser
implementadoc em um programa adaptative, dado por

g = X [n:“+1} positivos] (4.20)

Un dos objetivos deste trabalho é analisar o comportamento do
indicador e do estimador de erros dados pelas equagdes (4.19)
e (4.20) respectivamente, em varias aplicagdes numericas.

No capitulo seguinte sera visto como o indicador e o estimador
de erros, adotados neste trabalho, poderac ser utilizados en
processos adaptativos usando refinamentos hierarguices, ben

como suas implementagdes computacionais.



CAP{TULO 5

PROCESSO P-ADAPTATIVO HIERARQUICO

5.1. INTRODUCAO

Este capitulo trata de um problema muito importante na
engenharia, gque é o de se obter uma solugao, para uma dada

precisao, com um ninimo de custo operacional.

com a utilizagdoc freguente do metodo dos elementos finitos,
muito esforco tem sido dedicado no sentido de se obter malhas
Stimas e minimizar o errc de uma solugdo para um dado numero
de graus de liberdade. Sendo geralmente alto o custo
computacional da otimizagdo, muitas vezes sdc estabelecidas
algumas regras gerais usadas na pratica, para obter assin
malhas mais eficientes. De gualgquer maneira, o problema
basico de se obter uma especifica precisdo tem conduzido a
varias pesquisas na area. O objetivo deste capitulo e
apresentar um processo de refinamento cuja técnica utilizada
fornecera malhas bastante eficientes.

Sendo disponivel alguma experiéncia anterior na solugao de
alguns problemas similares, uma malha deve ser definida, e
entao, estima-se o erro na splucao., Se este erro estimado
excede a sua tolerancia, um refinamento se processaré de
acordo com os erros estimados. Dependendo da malha escolhida,
algumas questoes podem surgir imediatamente. Se por um lado,
atraves de experiéncias anteriores, a malha original e bemn
escolhida, a tolerancia do erro pode ser satisfeita
imediatamente e consequentemente nao serao necessarios novos
refinamentos. Por outro lade, um grande nimero de iteragoes
sera necessario para satisfazer a to;eréncia do erro pré-
especificado. CGeralmente, um fator importante para ajudar a
evitar situacdes indesejdveis € usar as experiencias de
estudos anteriores. A tendencia no futuro é surgir processos
completamente automaticos, e desta forma, o& problemas
poderao ser resclvidos com maior simplicidade.
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5,2. PROCESS0OS ADAPTATIVOS

Pelo fato da apresentagac anterior ser completamente geral,
nao fol especificadc o tipo de refinamento que possa ser
utilizado. No entanto ha, basicamente, dois tipos de
refinamentos: a vers3o h e a versao p do metodo dos elementos
finitos. A versao h do método dos elementos finitos € definida
como um refinamento feito por subdivisdo dos elementos ja
existentes em elementos do mesmo tipo, e a versaoc p como O
refinamento que se obtém através da introdugac nos elementos
de sucessivos aumentos na ordem dos polinomios de interpolagac
das variaveis fisicas. As taxas de convergencia para as
versbes tipo h e p em termos do nimere de graus de liberdade
tém sido identificadas e quantificadas por BABUSKA e SZABO
[417.

Obviamente, ao refinar uma malha de elementos finitos pelas
versoes h ou p, outras possibilidades de refinamentos podem
surgir. Por exemplo, pode-se afirmar, intuitivamente, gue uma
combinagio simultanea dos dois tipos h e p de refinamentos
proporcionaré uma melhor convergencia do gque no caso de um
simples refinamento na versao h ou na versaoc p, como definido
antes. A analise de erros a-priori feita por BABUSKA e DORR
r42] comprova, de fato, que esta combinagao proporciona

melhores taxas de convergencia.

Segundo GAGO et al. [31], estes processoes de refinamento sao
chamados de processos adaptativos, por apresentarem algoritmos
que sdo capazes de minimizar os erros associados a uma
soluqéo. Eles diferem das tecnicas usuais do MEF por possuirem
rotinas dgue fazem estimativas de  erros, normalmente
estimativas de erros a-posteriori, e rotinas de refinamento

seletivo, baseadas na distribuigdo de erros.

0s programas que utilizam estes processos sao chamados de
programas adaptativoes. Eles possuen a importante
caracteristica de se poder empregar estimadores de erro locais
e globais. Os estimadores de erro locais sao os indicadores
de erro, que servem para  apontar as regioes na




malha de elementos finitos mais carentes de refinamento; ja os
estimadores de erro globais saoc os estimadores de erro que
poden fornecer informagdes a respeito da necessidade ou nao de
se fagzer um refinamentc na solugao.

vale salientar que estes dois estimadores sao independentes um
do outro. Isto significa que pode-se ter um  programa
adaptativo sem gqualquer estimativa de erro e vice-versa. No
entanto, geralmente, a combinacae de ambas as técnicas torna a

analise mais eficiente.

0 fluxograma de um programna adaptativo pelo MEF & mostrado na
figura 5.1.

Ccomo mencionado anteriormente, foli adotade neste trabalho o
processo de refinamento adaptativo segundo a versao p do MEF.
Esta versao consiste, basicamente, na introdugac de novos
graus de liberdade através da utilizacde de fungoes de
interpolagac hierarquicas. Este processo também € conhecido
como processo de refinamento p-adaptativo hierarguice, e seu
procedimento, conforme fol utilizado neste  trabalho, é
descrito a seguir.

Uma vez obtida a primeira solugdo para © problema analisado,
aio introduzidos, nos elementos, noves graus de liberdade
hierarquicos, através do aumento do mimero e conseguentemente
do grau das fungoes de interpolacao hierarquicas das variaveis
fisicas. A partir dai, faz~se uma estimativa de erros atraves
do célculo dos indicadores n?*i do erro para cada grau de
1iberdade hierarquico possivel de introdugdo. Determina-se
entio o estimador ¢ do erroc COmo um estimativa global de erro
para OS I nNOVos graus de 1liberdade hierargquicos. Se esta
estimativa de erro se encontrar fora da tolerancia T
Fornecida como dado de entrada, processa-se entao o]
refinamento seletivo hierdrguico da solucao. Se ¢ erro total
estimade for menor ou igual a tolerancia pré-especificada, a
solugao € considerada satisfatéria e conseguentemente ndoc se

realiza novo refinamento.
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Entrada de dados
do problema

|

Geragao da malha
para a 15 analise

.

Geragém da malha para a Resolugao numerlca do
reanalise (processce de (—— sistema de eguagoes
refinamento seletivo) algebricas resultante

~ l

caleule dos indicadores de erxo
{a-posteriori) baseado nos
resultados correntes

!

calculo da estimativa
do erro

!

Estimativa do erro
dentro da tolerancia
pre~especificada

l

saida de resultados

!

Fim do processo

Estlmatlva Qo erro
superior a tolerancia B
pre-especificada

Figura 5.1. Fluxograma de um programa para processos
adaptativos de refinamento seletivo,

Decidido a processar um refinamento hierargquico, deve-se,

1
neste caso, comparar todos os valores de nT* calculados

anteriornente com O maxims valor positive de n?+1 dos
indicadoeres. Considercu-se, CORMC no trabalho de FRIBERG et al.
(407, gue o valores dos indicadores n *l gevem ser comparados
com uma fragac 7, tambén premespe01f1cada, do maximo valor dos

indicadores, e sac refinados todos 05 pontos da malha, isto e,
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sio considerados todos os m possiveis graus de liberdade

hierarquicos para os guais n?+1 z 7 n?&éx.

A constante 7 controla, desta forma, o numers de graus de
1iberdade hierarquices introduzidos a cada solucao., Para y = 0
ocorre refinamento completo, isto &, considera~se todos OS
graus de liberdade hierargquicos dos elementos para a malha
completa. Com isto, consequentemente, o procedimento perdera
a caracteristica auto-adaptativa da solugac. A taxa de
convergéncia para este caso e otima, porem o  esforge
computacional para a solucaco usando um grande mimerc de graus
de liberdade peode tornar-se excessivo. Para ¥ = 1 e vrefinado

apenas o elemento que possuir o maior indicador de erro.

0 valor ideal para ¥ é¢ dependente do problema estudado
(WILLMERSDORF [43]). No entanto, seu valor nic €& critico no
sentido de gue poderia influenciar sensivelmente na precisao
da solugac do problema. Atualmente, mesmo adotando O vailor de
¥ situado dentro de uma larga faixa, tem-se obtidoe boas taxas
de convergencia (FRIBERG et al. [40]).

Uma vez escolhidos e introduzidos os novos graus de liberdade
hierarquicos, novas equacdes sao montadas. A5 equacgoes
correspondentes a solugdo do nivel de aproximacao = anterior
permanecen inalteradas. Assim, as matrizes referentes ao nivel
de aproximagac anterior rornar-se-ao sempre sub-matrizes das
matrizes relativas A nova solugdo. A razdo disto esta no fato
de que os novos graus de liberdade hierarguicos, introduzidos
pelas fungoes de interpolagao hierarguicas, nac modificam os
valores dos coeficientes das variaveis que foram determinados
anteriormente. Para a solucdo do novo sistema de equagoes, a
triangularizagao da sub-matriz de rigidez ¢ reaproveitada
fotalmente. Isto traz uma grande economia em termos de custo

computacional.

Este procedimento e repetido varias vezes, até gue se obtenha
ama estimativa global do erro € menor ou igual a tolerancia
£ fornecida ao programa. Neste estagic os resultados sao

tal
considerados satisfatorios.
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As principals caracteristicas do programa p-adaptativo
utilizado neste trabalho é descrito a segulr.

5.3, UM PROGRAMA ADAPTATIVO VERSAC P DO MEF

com os conceitos apresentados anteriormente, desenvolveu-se
neste trabalho, em linguagem FORTRAN, um programa adaptative
versao p do MEF para analise de problemas de vibragoes livres
de chapag e placas espessas, considerando as hipoteses da
elasticidade linear.

para a estimativa do erro, o programa utiliza o indicador e
estimador de erros apresentados no capitulo 4 (equagoes 4.1% e
4,20, respectivamente) e segue exatamente o fluxograma da

figura 5.1.

A seguir, serao apresentados alguns detalhes da estrutura do
programa adaptativo implementado, considerando a versac p do
MEF. Uma listagem do programa completo é mostrada no apendice
Bl

5.3.1. ENTRADA DE DADOS

Dependendo da programagac, a introducao de dados em uml
programa de elementos finitos pode trazer grandes dificuldades
ao usuario. Procurou-se elaborar, na implementagéo
computacional, uma maneira bastante simples para a entrada de

dados.

payra a execugac do programa, cria-se um arguivo com 08

sequintes dados:

1S0H, IPRIF

NX, NY, NTIP, NREAN
LCON(I), I = 1, 4
TERRO, TOLEST

NRMIN, NROOT, GAMA, IDD
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DATA (1, J3, 3 =1, 3
DATA (2, J), J =1, 3

a
+

*

DATA(NTIP, J), 3 = 1, 3

MAEL(I), I = 1, NX * NY se NTIP > 1
IXY

CX, Y, CZ se IXY =

0
XYz (1, 1), X¥2 (1, 2}, X¥Z (1, 3) )
se IXY = O onde

. L NNOS é o© numers
° total de nos.
XYZ (NNOS, 1), XYZ(NNOS, 2), XYZ(NNOS, 3) |

Os dados acima mencionados sao interpretados por:

TSOH escolhe o tipo de analise, isto é, para ISOH = 0, ©
programna nao executa o refinamento hierarquico. Neste caso,
calculam-se os autovalores apenas para a discretizagao
original, ou seja, considerando  apenas a formulacao
isoparamétrica do MEF. Para ISOH = 0, o programa calcula os
autovalores para a formulagao isoparamétrica, e en sequida,
processa—se o refinaments hierarguico p~adaptative do MEF

naseado na estimativa de erros.

IPRIF serve para imprimir (= 0) ou nao imprimir (= 0} as
posigdes na malha dos graus de liberdade hierarquicos.

NX e NY sao os numeros de elementos para a discretizagao da

malha nas diregbdes dos eixos dos X e Y, respectivamente.

NTIP é o numero de tTipos diferentes de materials. Para

NTIP = 1, tem-se uma malha nomogenea.

NREAN & o numero de reandlises. E © critério secundario de
parada do processo de refinamento. Ele pode ser util, quando
for escolhido um valor muitc peguenc para a tolerancia

£ ; do erro.

to
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LCON(I), I = 1, 4: sdo as condigbes de contorno do problema,
sendo I o indice do lado. A figura 5.2 mostra a Convengao
adotada para a enumeragac dos lados com diferentes tipos de

condigoes de contorno e também serve de exemplo para uma viga
engastada~apoiada.

Para LCON(I)
Para LCON(I)
Para LCON{(I)

il

0, o contorno e engastado;

It

1, o contorno € simplesmente apoiado;
2, o contorno € livre.

i

7=l

Lado 1

Figura 5. 2. Convengao para a enumeracao dos lados do elemento.

Para o exemplo da figura 5.2, as condigdes de contorno para a
viga engastada-apoiada sio identificadas atraves dos seguintes

dadaos:

LCON (1) = 2
LCON (2) = 1
LCON (3) = 2
LCON (4) = ©

Fates valores saoc importantes para se determinar a incidencia

das variaveis nulas do problema.

TERRO & o tipo de indicader de erro a Ser utilizado ne
processo de refinamento hierarqguice. Para IERRO = 1, ©
indicador de erro a ser usado pelo programa & aguele dado pela
eguagao (4.19). Para IERRO = 2, © indicador sera do tipo dado
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pela equagao (4.8}, ou maig precisamente pox

oo m n+im+l
n+m+l Ai - Ai
= {5.1)

i nEn

cendo n o numero de graus de liberdade na analise
isoparamétrica da malha original e m o numero total de graus
de liberdade hierarguicos introduzidos na malha ate o

refinamento seletivo da ultima reanalise,

A estimativa de erro obtida pela eguagao (5.1} sera definida
como ERRO CALCULADO e aguela obtida pela egquagao (4.19) como
FRRO ESTIMADC. Para gualguer caso, & egtimativa de erro &
determinada em fungao da nova equagdo que se obtém pela
introducac de apenas um grau de liberdade hierarguico. No
sntanto, na determinacgadc da estimativa do erro nota-se,
considerando um caso e outro, uma grande diferenca emn termcs
de esforge computacional. A explicacao disto esta no fate que
para obter o ERRO CALCULADO é necessario resolver inteiramente
o novo sistema de equagoes de ordem n+m+l. ror outro lado,
isto nio ocorre guando se determina o ERRO ESTIMADO, pois
neste case, as operagdbes sao realizadas em funcac apenas dos
coeficientes das variaveis da nova egquagao. Em decorrencia
desta wvantagem, adotou-se neste trabalho o emprego do ERRO
£STIMADO come indicador de erro no Pprocesso de refinamento

p~adaptativo hierargquico.

TOLEST é a tolerancia £, ., do erro global. E o principal
parametro comparativo da estimativa global do erro para O
critério de parada ne processo de refinamentoc seletivo. O
valor a ser usado para a tolerancia depende do problema

estudado e da experiéncia do usuario.

NRMIN & o indice do menor autovalor da faixa de antovalores de

interesse.
NROOT € © indice do maior autovalor de interesse.

GAMA € o parémetro gue define o campe de graus de liberdade

hierarquices a ser refinado. Yaria de 0 a 1. Indica um valor



84

percentual do maximo indicador de erro e depende tampbem do

problema estudado. Neste trabalho adotou-se GAMA = (0,20, Para

este valor, isto significa gque serao considerados no

refinamento todos os graus de liberdade hierarguicos cujos
n+m+ 1

indicadores de erro sao maiores ou iguais a 0,20 7 )
) max .

IDD representa o tipo de analise nierarguica. Para IDD igual a
1 faz-se a analise considerando um autovalor de cada vez. Para
IDD igual a 2, processa~se o refinamento hierarquico
levando-gse enm consideracao todos o8 autovalores
simultaneamente. |

DATA (I, J), 3 =1, 3: sdo as caracteristicas fisicas do
problema estudado, sendo gque para

J = 1 ... modulo de elasticidade
T = 2 ... coeficiente de Poisson

3 ... densidade de massa

ey
i

Estes dados 820 fornecidos para cada valor de I,

separadamente, gue varia de 1 a NTIP.

MAEL(I} = 1, NE: corresponde ao tipe de material de cada
elemento. Recebe o valor dque varia de 1 a NTIP para NE

slenentos.

1xy indica a forma da geometria da malha de elementos finitos.
Usa-se TXY igual a zerco para malha simétrica. Caso contrario,

adota-se um valor diferente de zero.

CX, CY e CZ sao as dimensdes da malha nas direcdes dos eixos
dos %, v e z respectivamente. Entram-se com estes valores

apenas guando IXY for igual a zero.

XYz (I, 1), XY¥Z (I, 2) e XY¥Z (I, 3) sao as coordenadas X, ¥ @
7z dos nos, respectivamente, gue a6 devem ser fornecidas ao
arquivo de dados, no caso de IXY ser diferente de zeroc. &
variavel T assume o valor 1 a NNGS (ndmero total de nos).
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5.3.2. GERAGCAO DA MALHA DE ELEMENTOS FINITOS

Faz parte do programa desenvolvido neste trabalho, uma rotina
computacional - MALHA.FOR - gue gera automaticamente a malha
de elementos finitos. Uma vez fornecidos ac programa as
dimensdbes, o numero de elementos em cada direcdo e as
condicbes de contorno para © caso de malha simetrica, esta

sub-rotina determina:

. o mimero total de nods;

. as coordenadas X, Y & Z dos nos dos elementos;
. as incidéncias nodals dos elementos;

. as posicdes das variavels nulas;

. o numero total de graus de liberdade e

. as incidéncias das variaveis dos elementos.

5.3.3. ARMAZENAMENTO "SKYLINE" DAS MATRIZES

Definida a malha de elementos finitos, ¢ possivel determinar o
perfil das matrizes do sistema. Isto é obtido atraves da
sub-rotina SKY.FOR. Ela calcula a altura das colunas das
natrizes através da conectividade dos nos dos elementos & do
acoplamento dos graus de liberdade do sistema (AKIN [441]).

Devido a presenga de varios zeros nas matrizes, elas tomam uma
forma conhecida por "skyline® (THOMPSON e SHIMAZAKI [45]) e
poden ser armazenadas de maneira compacta. £ conveniente
armazenar a parte superior - ou inferior - das matrizes a

partir dos elementos da diagonal, Jja gue as matrizes sao

simetricas.

A figura 5.3 mositra uma matriz simétrica com © respectivo

armazenamento em forma de skyline.

para localizar o dltimo elemento de cada coluna, determina-se
um conjunte MAXA, o qual armazena O8 enderecos dos elementos
da diagonal de [K] em [A]. portanto, define-se um vetor

MAXA(I) que assume o enderego do i~ésimo elemento K = da

diagonal da matriz [K}.
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. Skyline
K:a Kiz c Kza 0 0 0 0
22 Kas 0 0 Q 0 0
33 K34 J K36 0 0
K44 qu qu 0 0
Kss Kss Q Kss i
. K66 Ké? 0
Simetrica R K
77 78
K
L 88 -
[ eieu_aento
(a) matriz [K] original X .
58 °©
armazenado
e m A
- - 21
gl Ag Ag
A A A
2 5 B
A4 A7 Als
A& Ail Ald
10 leﬁ A21 ¢
A A A
12 17 20
Y
16 19
A
b 18 ol

(b) conjunte A contendo o= elementos de [K]

Figura 5.3. Esquema de armazenamento de uma maltriz em

forma de skyline.

para o exemplo considerado na figura 5.3, o vetor MAXA &

MAXA(L) = {1+ 2 4 & 10 12 18 18 223} (5.2)

onde T varia de 1 a n + 1, sendo n a ordem da matriz

original.

pDefinida a altura das colunas da matriz, os elementos abaixo
do skyline de [K] podem, agora, Ser armazenados em um conjunto

unidimensional em {A}, ou seja,
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BETY = { A1) a(2) A(3) ... ALN) - (5.3}
onde N = MAXA{n+1) - 1 ¢ a dimensao do conjunto {A}.

0 esquema descrito acima e usado neste trabalho para armazenar
as matrizes de rigidez e de massa globais. Usando este tipo de
armazenamento, ganha-se rapidez no processamento e economia de
memoria computacional.

5.3.4. MATRIZ DE RIGIDEZ DOS ELEMENTOS

¢ procedimento geral para calcular a matriz de rigidez 4os
elementos fol apresentado no capitulco 2. © elemento iD, com
dezesseis nos, utilizado na analise isoparamétrica de placas
gspessas, e aguele mostrado na figura 2.9. A matriz de rigidez
do elementc é determinada pela sub-rotina KEL.FOR, atraves da
equagao (2.74), considerando as funcdes de interpolagac dadas
pelas equagOes (2.56) a (2.65).

0 valor das funcbes de interpolagac lineares nos cantos do
slemento & calculado pela sub-rotina SHAPE.FOR, corrigido por
SHAPEZ.FOR. Para os nos do meio do elemente, o valor das
funcdes de interpolagac quadraticas também e calculado pela
sub=-rotina SHAPE2.FOR.

tm SHAPE.FOR determinam-se tambem & matriz jacobiana da
transformacao [J], dada pela equacao (2.72), a sua linversa e
as derivadas glcbais das fungoes de interpolagao. Essas
derivadas servirao para calcular, juntamente com & equacan
(2.71), a matriz [B1 de transformagaoc  deformagdes-

deslocamentos, dada pela equagao (2.27).

para avaliar numericamente a matriz de rigidez dos elementos,
adotou-se o esguema de integragao numérica c¢onhecido na
literatura por guadratura de Gauss (ZIENKIEWICZ [1], BATHE e
WILSON [5]).

A sub-rotina PGAUSS.FOR se encarrega ge determinar as
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coordenadas dos pontos de integragdo e suas ponderagoes
correspondantes. Apos sucessivos testes, concluin-se gque O©
menor numerc de pontos de integragdo a ser utilizado na
analise isoparamétrica, para o elemento 3D de dezesseis nos,
foi de 3 x 3 x 2 pontos, distribuidos na forma de trés pontos
de integracao nas diregoes r e s e dois pontos na diregao da
espessura do elemento totalizando, portanto, dezoite pontos

de integragao.

5.3.5. MATRIZ DE MASSA DOS ELEMENTOS

No capitulo 2, apresentou-se também o procedimento geral para
calcular a matriz de massa dos elementos. Esta matriz e
determinada no programa pela sup-rotina MASS.FOR, usando &
equagio (2.75). Na determinacio da matriz ([H] dada pela
equagac (2.73) utilizam-se as mesmas funcoes de interpolagao
polinomiais citadas anteriormente. As sub~rotinas SHAPE.FOR,
CHAPEZ.FOR e PGAUSS.FOR tambem sao utilizadas para calcular o
valor das fungoes de interpolagdc nos pontos de integragac dos
alementos, tomando-se 0S MESMOS dezolito pontos de integragao

como na matriz de rigidez.

5.3.6. MATRIZES GLOBAIS DO SISTEMA

As matrizes globails sao determinadas pela sub=-rotina
KGLOB.FOR. As matrizes sao montadas por partes, considerando-
se am cada pagso o calcule das matrizes do elemento. Assim, as
matrizes de rigidez e de massa globais sé se completam apos ©
céaloulo das matrizes de rigidez e de massa do ultimo elemento.
Desta forma, o armazenamente das matrizes de cada elemento S
tempcrério econonizando~se, conseguentemente, espago de

memoria computacional.

5.3.7. ©O PROBLEMA DE AUTOVALOR GENERALIZADO

Uma vez determinadas as matrizes globais do sistema, estuda-se
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em seguida, a solugaoc do problema dinamico de autovalor
generalizado (ZIENKIEWICZ [1], BATHE e WILSON [5], FRIBERG
(381) que tem a forma

([K] = a[M}) {¢} = {0} (5.4)

onde [K] e [M] sdo as matrizes de rigidez e de massa do
sistema, {¢#} & o vetor de deslocamentos nodais e A £ o©
guadrado da frequéncia angular. A solugdo da equagao (5.4)
fornece, portanto, os autovalores e seus correspondentes modos

préprios de vibragdo do sistema.

5.3.8. RESOLUCAO DO SISTEMA DE EQUACOES

o metodo utilizado neste itrabalho para a resolucao do sistema
de equagoes do tipo dado pela equacdo (5.4) € o da iteragao no
subespage por ser considerado um dos mais eficientes na
analise por elementos finites. O método tem sido usado
extensivamente em varios programas de elementos finitos para
cdlculo de autovalores e autovetores (BATHE e WILSON [31).
Enguanto muitos métodos determinam todos os autovalores e
autovetores simultaneamente - o gue torna-se excessivo o custo
computacional - 0O método de iteragac no subespago determina
apenas os autovalores e 08 correspondentes autovetores no
intervalo de frequéncia de interesse. Este metode mostra-se
pastante eficliente mesmo em situagoes em dque se tenha grandes

sistemas, isto &, em sistemas cuja ordem das matrizes & muito
alta.

para a solugdo da equagac (5.4}, © netodo da iteragao no sub-
espago utiliza um processo derivado do metodo da eliminagao de
Gauss para fazer a fatorizagao da matriz de rigidez [K] em
L] (D] {L}T, sendo [L] uma matriz triangular aupericr ou
inferior e [D] uma matriz diagonal. Este procedimento & tambem

conhecido por triangularizagao da matriz [K] {Apendice A).

A resclugac do sistema de equacoes do problema de autovalor
generalizado & obtida atraves da sub-rotina SPACE. FOR.
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Esta sub-rotina, publicada em BATHE e WILSON (53], foi
implementada ne programa deste trabalho com algumas
importantes modificagdes. Elas foram necessarias com 0O
obietivo de se alcangar um bom nivel de otimizagao do programa

computacional implementado. Isto justifica o fato de se

conseguir, per exemplo, 0 total reaproveitamento da
triangularizagao da matriz de rigidez enm solucoes
subsequentes.

Detalhes sobre a triangularizagac  de matrizes serao

apresentados na proxima secdo deste capitulo, e também no

apendice A.

Nezte momentso, tém-se calculados oS menores autovalores e seus
correspondentes autovetores para a analise isoparametrica
representando, portanto, a primeira solugao do proplema
estudado. outras solugdes podem ser possivels, gquando se adota
um processo de refinamento do tipo hierarquico. A sequir, sera
apresentada a analise hierarguica a ser utilizada no processo
de refinamento adotado neste trabalho, para a solugac de

alguns problemas de autovalor generalizado.

5. 3.9, ANALISE HIERARQUICA

A partir desse estdagio inicia-se o processo de ref inamento
adaptativo hierarquico versac p do MEF. A analise hierarquica
pode ser feita considerando autovalores isoladamente ou todos

oz autovalores simultaneamente.

para determinar a posigao dos possiveis mnovos graus de
1liperdade hierarguicos, a analise de erros deve ser feita pela
introducac, em cada elemento, das funcbes de interpolagao

hierarguicas, definidas no capitulo 3.

para identificar os elementos da malha que necessitam de
refinamentos, é necessaric considerar  cada elemento
separadamente. Pela intredugac das funcoes de interpolacéa

polinomiais hierarquicas em cada lado do elemento cbtém-se uma
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aproximagaoc ¢ das variaveis fisicas do elemento, na seguinte

forma
, 4t 5.5a)
g = T H a (5.5a)
i=1 i i
onde N, (i =1, 2, ..., g) sdo as fungOes de interpolagaoc para
Qs g nés do elemento na formulagao isoparamétrica e N oy
q

funcio de interpolagdo hierarquica para o lado considerado.
Por exemplo, se ¢ representar a variavel fisica come sendo o©
deslocamento u em uma dada diregao, a aproximagac para esta

variavel em um ponto gualquer do elemento, sera dada por

u = [NI N, ... N Nq*l] ’ : \ (5.5b)
1,g+1

u
q+1

Nota-se, através da equagao (5.5b), que devido a presenga de
uma fungdc de interpolagac nierargquica na aproximagdo da
variavel fisica u, introduziu-se no elemento mais um grau de
iiberdade., Graus de liberdade como este sao chamados de
graus de liberdade hierarquicos e as correspondentes variaveis
{no exemplo, u ), como variaveis hierarquicas ou parametros
hierarguicos que, noe  entanto, nao apresentam  nenhuma
interpretagéo fisica. Outros detalhes sobre ©8 Jraus de
liberdade e parametros hierargquicos podem ser encontrados nos
trabalhos de PEANO et al [10] e ZIENKIEWICZ et al [113.

A eguagao (5.5b) pode ser reescrita como,

Is5Q {ul}q
u{r,s,t) = [Ni(r,s,t}]q Nq+1(r,s,t}HIER QQ+1 {8.5C)
onde N {r,s.t). .. sera a funcio de interpolagao nierargquica
para o lado considerado; {ug}q (1 = 1, 2, R g}

representaréo os deslocamentos dos g nos do elementc naguela
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dada diregac e ULy ¢ correspondente parametro hierarguico,
mas com nenhum significado fisico.

Neste trabalho, ¢ campo de deformagoes para o elementc 3D
conziderado (veja capitule 2) e dado em funcido  dos
deslocamentos nodais lineares u, v e Ww. Portanto, Serao
acregscentados, no elemento, tres graus de liberdade
nierdrquicos para cada fungdo de interpolagao hierarguica
introduzida. Neste c¢aso, ao intreduzir uma fungao de
interpolagao hierarguica em algum lado do elemento, a aquagac
da aproximagdo ¢ das variaveis fisicas U, Vv e v passara a ter

a seguinte forma,

N u(r,s,t) 150 HIER
{9} = v(r,s,t) = [Ni(r,s,t)] [NQ+1(r,s,t)] {0}
W{I’,S,t) 3,39 3,3
(5.6a)
onde
‘N 0 0 i N, O O fN 0
IS0 i 1 2 : q
[Ni(r,s,t)]g 3 =0 N o 0 N, 0 - o N
=9 f' 9 ©o N 1O 0O N o0
1 2 q
(5.6b)
com N (i = 1, 2, ..., 9) representando as funcoes de
3

interpolacdo para os ¢ nos do elemento na formulacao

isoparametrica e,

0 0
HIER g+l
= 5.6C
[Nqﬂ(r,s,t)] ) . . . (5.6c)
3,3 q+ 1
O O N
g+ i

onde N_ . sera a funcdo de interpolagao nierdrquica
q+ ”
introduzida no lade considerado. O vetor {U} da eguagac {5.64a)

sera dado por
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T
Uy = 113 V. W ... 0 vV
{ } [ 1 1 3 a q Wq uq+1 Vq+1 wq+1] (E'Gd}

Q+1,vq*1 e Wq+1 representando o8 tres parametros

nierdrquices correspondentes aos trés graus de liberdade

Com U

hierargquicos, introduzidos nas diregoes r, s & t do alenento,

regpectivamente,

considerande uma aproximagac de tipe dado pela equagao (5.6a),
ou seja, introduzindc apenas uma fungac de interpolagac
hierarguica no elemento, as natrizes de rigidez e de massa do

elemento passarac a ter ordenm igual a 3(g+l) (para cada no,

ram-se tres graus de liberdade) e terao o seguinte aspecto,

'K K K 1K K
: 1,1 1,2 PR 1,n i,n+l 1, n+2 1, n+3
PR K K ¥
: 2,1 2,2 P 2, n Z,n+1 2,n*2 2,n+3
¢ K K K : K
: n, 1 n, & - n, n : n,n+1l n, n+2 n, n+3
L A
X X
n+i,1 n+ 1,2 +a4 n+l,n n+1,n+1l n+l,n+2 n+l1,n+3
n+2, 1 n+r 2, 2 woans n+2,n n+2,n+1l n+2,n+2 n+2,n+3
K K
n+3,1 n+3,2 wae n+3,n n+3,n+1l n+3,n+2 n+3,n+3

{(5.7)

A eubmatriz de ordem n = 3g, indicada entre colchetes, e a
matriz do elemento correspondente 3 analise isoparametrica.
seus elementos nao sao alterades com & introdugac da nova
funcio de interpolagao hierarquica. Nota-se gue a ordem da
matriz foi aumentada de n para n + 3, devido a presenga dos
tres graus de liberdade hierarquices introduzidos no elemnento.
Na analise de errcs, o indicador de erro a-posteriori e
determinado em fungao da introducao de apenas um simples grau
de liberdade hierarguico (ver equagac 4.19). Neste caso, as

1inhas acrescentadas as submatrizes devem ser utilizadas
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gseparadamente, ou seja, consideram-se apenas os elementos da
linha das matrizes ampliadas, correspondentes a cada grau de
libsrdade hierarquico introduzide. Portanto, para cada nova
funcio de interpclagdo hierarguica inserida na aproximagac das
varisveis fisicas do elemento, pode-se determinar tres
indicadores de erro, cada um correspondente ao grau de
liberdade hierarguiceo introduzido nas diregdes r, s e 1 do

elemento no sistema local de coordenadas, respectivamente.

W

Na analise de erros, calcula-se ¢ indicador de erro devido
introdugao do primeirc grau de liberdade hierarquice, em um
iado do elemento, na direcao da coordenada 1local r. Para o
caso considerado, o indicador é calculade em fungao dos n
primeiros elementos da linha n + 1 das matrizes de rigidez e
de massa globais e em fungao do elemento da diagonal de indice
{(n + 1, n+ 1) dessas matrizes. Em sequida, determina-se o
indicador de erro, gquando é introduzido um grau de liberdade
hierarquico na diregdo s, de acordo com o sistema local de
coordenadas. Para isso, tomam~se os n primeiros elementos da
linha {(n + 2) das matrizes globais e o elemento {(n + 2, n + 2}
da diagonal dessas matrizes. Analogamente, o outro indicador
de erro, correspondente a introdugdo de um grau de liberdade
hierarquico na diregao t do elemento, & calculade em termos
dos n primeiros elementos da linha (n + 3) das matrizes de
rigidez e de massa globais e do elemento de enderego

(n + 3, n + 3) dessas matrizes.

vale relembrar gque estes tres indicadores de erro a0
calculados devido A introducio de apenas uma fungaoc de
interpolagac hierarguica em um lado do elemento e seus valores

dependen do grau p do paiinémio dessa fungao.

para dar continuidade a analise hierarquica, considera-se,
dessa vez, uma funcao de interpolagao hierargquica cujo
polinomio € ainda de grau p mas, agora, introduzida em um
outroe lade do elemento. Conforme explicagdo anterior, mais
tras indicadores de erro sado determinados em fungao dos tres

novos graus de liberdade hierarguicos.
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Este procedimento continua para outres lados do elemento, ate
atingir o ultimo lado do dltimo elemento da wmalba original
discretizada.

Uma vez calculados todos os indicadores de erro em funcac da
introdugao dos novoes possiveis graus de liberdade
hierarguicos, para uma dada fungao de interpolagao hierarguica
de grau p, um erro global da solucaoc atual deve, neste

momento, ser estimado.

No processc de refinamento adaptativo ha a necessidade de se
definir uma estimativa de erro global €, gue devera ser usado
como critério principal de parada. Neste trabalhe, utilizou-se
o somatdério dos indicadores positivos de erro, calculados para
rodos os elementos como sendo a estimativa de erro global,

isto e,
™+ i . N
£ = & [ni positivos (5.8}

como ja mencicnado na secao 5.2, se esta estimativa for menor
ou igual a tolerancia ¢ | pré-estipulada pelo usuario, a
solugac atual e considerada satisfatdria, caso contrario,
realiza-se o refinamento seletivo hierarquico. Neste <Caso,
para determinar guals elementos sio carventes de refinamento, e
necessarioc comparar todos os indicadores n?+1 com uma fragao ¥
do maximo valor positivo dos indicaderes de erro. Portanto,
serfo considerados, no processo de refinamente, todos os graus

de liberdade hierarguicos para os guais

i

Pty oy Tt 0y = 1 (5.9)
1 1 max

onde

1 - B ' R s
n?* é o indicador de erro assoclado a um grau de liberdade
hisrarquico.
ot é o maior indicador positivo de erxo relacionado a

i ™ a X

solugao atual.

¥ & uma constante fornecida pelo usuario.
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pPortanto, com este procedimento adotade, podem-se identificar
os elementos, os lados e o correspondente grau p do polinomio
das fungoes de interpolagdo hierarguicas gque devan ser

considerados no processo de refinamento hierarguico.

O programa desenvelvido neste trabalho tambemn gera
automaticamente a nova malha de elementos finitos contendo os
novos graus de liberdade hierarquicos.

A geragao desta malha segue as sequintes etapas:

. introdugao, nos lados dos elementos, das novas fungoes de

interpolagac hierarguicas de grau pj

. colocagao, nas faces dos elementos, da fungage  de

interpolagac hieradrguica quadratica tipe bolha quando p=4;

. colocacho nas faces dos elementos, da funcio de interpolagao

hierarguica guadratica tipo bolha mista quando p=5;
. calculo das incidéncias "nodais" hierarquicas;
. cdlculo das incidéncias das variaveis hierarquicas.

Para completar o pProcesso adaptativo hierarguico, fazen-se:

. o calculo do fskyline" das matrizes globals ampliadas

hisrarguicamente;

o calculp dos novos elementos das matrizes de rigidez e de

massa dos elementos carentes de refinamento;
. a montagem da parte hierarquica das matrizes globais;

. a determinacao dos novos autovalores e o5 correspondentes

autovetores da malha refinada hierarguicamente.

yale salientar gue, neste ponto, termina a primeira reanalise

do processo de refinamento hierarquico.
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outras reanalises hierarguicas podem ser possiveis, quando se
adota este tipe de refinamento. Neste caso, para cada nova
reanalise repete-se o processoc da analise de erros descrito
anteriormente. Para isto determinam-se os novos indicadores de
erro em fungac da introdugao de outras funcbes de interpolagao
hierarguicas nos elementos da malha considerada. No entanto, 0
grau do polinomio destas funcoes deve ser aumentado agora, en

alguns elementos, de p para p + 1.

ro final de cada reanalise, deve-se armazenar o grau da fungaoc
de interpolagao hierarquica que realmente foil introduzida en
cada lado dos elementos da malha original. Como exemplo, a
figura 5.4 mostra um elemento com © grau das funcgoes de
interpolagio hierdrguicas introduzidas em cada lado apos a

primeira reanalise.

Lado 3 n=3 p=3
| | 3
! Lado 7 p=i I p=l
T — - /L— ____________ —
iy ,"/ s
< y, - - rd
> P & i s
~ /:{; e, “:. v bnt
by rd - o & &
A y & 4y X
g e o £ -
’ ';é \_‘: © I3 :f
L™ Ladge top=2 o s n=}
[/ i p
/ tado & pEl s n=?
{a} {b}

Figura 5.4. Elemento com funcoes (a) de ordem quadratica
igoparamétrica e (b) de ordem yvariavel apos

a primeira reanalise.

Para o exemplo acima, a analise de erros identificou, na
primeira reanalise, os lados do elemento mais carentes de
refinamento como sendo os lados de numercs 1, 3, 6 & 7, para
os gquals foram introduzidas funcoes de interpclagac
hierarguicas de grau p = 3. Para o calcule dos indicadores de
errc na segunda reanalise, deve-se aumentar a ordem do
polindmio das fungbes hierarquicas de p para p + 1. Para o

exemplo acima, de acordo com a figura (5.4b), o drau das
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funcoes de interpolagdc hierarguicas deve ser agora, aumentado

para 4, 3, 4, 3, 3, 4, 4, 3 a seren inseridas nos lados
enumerados de 1 a 8, respectivamente.

Logo, o processo de refinamento hierarquico s6 se completa,
para uma dada precisao global, guando for obedecide © criterio
principal de parada adotado, a menos gue o grau das fungoes de
interpolagao hierarquicas, introduzidas nos elementos, tenha
atingidoc o 1limite maxime estipulado. Como mencionado no
capitulo 3, sao consideradas, neste trabalho, funcdes de
interpolagdo hierarquicas cujo grau dos polinomios pode variar
de p=3ap=5,

5.4. OUTRAS CONSIDERAGOES
Serao apresentados nesta seglo alguns detalhes relevantes ao
processo de refinamento hierarguico.

5.4,1. ELEMENTOS VIZINHOS

Ma analise de erros, & necessario identificar a posigao do
elemento vizinho ao lado do elemento considerado, para o gual
esta sendo determinado ¢ indicader de erro. A figura 5.5

mostra, como exemplo, uma malha com guatro elementos planocs.

Ladoe 3 Lado 3
o ] -1
~
= =8 = -
Y @ 1 © o ¢
Lado 1 Lado 1
ooy
Lads 3 Lade 3
T ™ = ™
£y ) £ 2 = 3
) ® @ EHE ® :
Lado 1 Lado 1

S
s

FPigura 5.5, Identificagao dos lados dos elementos vizinhos.
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Neste caso, ao se introduzir, para calculo do indicador de
erro, uma fungdoc de interpolagdo hierarquica de grau p, Ppor
exemplo, no lado 2 do elemento 1, deve-se também considerar
uma fungao de interpolagao hierarguica de mesmo grau ne lado 4
do elemento 2, e assim sucessivamente.

Desta forma, os elementos tornam-se compativeis completando,

portanto, a parte hierarquica das matrizes globais.

5,4.2. INTEGRACAO NUMERICA

comoe ja mencionado anteriormente, as matrizes dos elementos
sao integradas usando a técnica da quadratura de Gauss. varios
restes foram feitos no sentido de se obter O menor numero ds
pontos de integragao necessaric para o calculo das matrizes
dos elementos. Concluiu-se gue sAo necessarios (pr+ 1)(pS + 1)
(pt + 1} pontos de integragaoc, onde cada um doS valores P,
P_ 2P, s3o numeros correspondentes ac grau mais elevado de
polinomio das fungoes de interpolacao hierarguicas, gue foram
introduzidas nas  diregdes ' r, 8 € t do elemento,

respectivamente,.

Assim, para o <calculo das matrizes do elemento de placa
egpessa na formulacao isoparametrica, foram utilizados 3 x 3 x
2 pontos de integragac, pols as funcdes de interpolagac usadas
sio do tipo serendipity, quadrdticas nas direcboes r e 5 e

linear em t.

As fungoes de interpolagado hierarquicas utilizadas neste
trabalhoc sic polinomios até guinta ordem, no maximo. Portanto,
gquando for necessario intreduzir, nas direcoes r e s de algum
clemento, funcbes de interpolagdo hierarquicas do guinto grau,
deve-se utilizar, neste caso, 6 x 6 x 2 pontos de integragac

nesse elemento.

A sub-rotina PGAUSS.FOR, implementada no programa, fol
elaborada, portantoc, para determinar tambem as coordenadas e
suas correspondentes ponderagbes no sistema local, para ate
& x 6 x 2 = 72 pontos de integragao.



100

5.5, RESOLUCAC DO SISTEMA DE EQUAGOES AMPLIADO

Decidido a fazer um refinamente incluindo m graus de liberdade
hierargquicos, a nova malha de elementos finitos e, portanto,
gerada. Assin obtém~se um nove sistema de equagoes para o
problema de autovalor generalizado. Neste caso, por exemple, a

matriz de rigidez global apresentara a seguinte forma,

K K K :
1,1 1,2 s i.m 1,n+1 1:,n+2 [ 1, n+m
K X X i K K K
2,1 2,2 “ew 2.,n 2,n+1 2, n+2 PR 2,n+m
K K X :
n, 1 n, 2 PR n,n : n,n+1 n,n+2 . n,n+m
K i ¥
n+l, 1 ntl, 2 +es n+dl,n; n+l,n+l n+l,n42 +a4n n+l,n+mn
nenm, 1 NHM, 2 »e« n+m, nc n+m, n+1l N4B, 0D+2 »es n+m, n+m

{5.10a}

onde 1 é o nimere de graus de liberdade correspondente a

configuragac inicial da malha.

A matriz ampliada dada pela eguagac {5.10a) pode ser reescrita

acomoe

(X3 (X1
[K] = (5.10Db)
(Xl,. . [X]

™, i

Uma solucao refinada do problema de autovalor generalizado &

representada pela resolugdo do seguinte sistema de eguagoes

ampliado,
£K]n,n [K}n,m {M}n,n {M}n,m {¢}n
- A = {0}
(K1, . Kl R e S FR . T {9},

(5.11)
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Para a resglugac do sistema de aquagoes ampliado

hierarquicamente, e novamente utilizado o método de iteracgao
no subespago.

para economizar esforcos computacionais, pode-se reaproveitar
integralmente a triangularizagao da submatriz de rigidez
(Kl . que foi computada na solugac anterior do problema, ao
se considerar n graus de liberdade.

£ apresentado no apendice A o método da eliminacao gaussiana,
para a triangularizagido da matriz de rigidez e como pode ser
reaproveitada, inteiramente, na solucao de sistemas de

egquacoes ampliados por processos de refinamento hierarquico.

Além da triangularizacaoc das matrizes, outros resultados poden
ser reaproveitados em solucoes posteriores. £ importante, a
medida do possivel, reduzir o numero de iteragoes em métodos
iterativos a fim de se obter uma convergéncia mais rapida da
solugao. A réenica utilizada no programa deste trabalho
consiste em usar os proprios autovetores que foram obtidos na
solucao anterior como sendo subvetores dos vetores de partida
para as iteracgoes da nova solugac. Por exemplo, para um dado
autovalor que foli determinado atraves da solugao de um
siztema com n graus de liberdade, Q correspondente autovetor

{¢} pode ser representado por,
T
{¢} = {@1 @, .- @n} (5.12)

o vetor inicial de partida para as jteracoes na solugao de um
sistema ampliado com n + W graus de liberdade pode ser dado

por,

{¢,:} = { n {5.13a)
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Portantoe, o reaproveitamento de calculos prévios de
autovetores para se obter unma convergencia mais rapida,
consiste em se fazer

(-

e, por exemplo,

(- B,

Logo, levando os vetores dados pelas equagoes (5.13b e 5.13¢)
na eguagao (5.13a), chega-se ao segquinte vetor de partida para

as iteracdes da nova solugao,

T
{“"}Mm: {9”1 p, .- 6. 1 1 ... 1} (5.14)

Com esta técnica implementada constatou-se, apés  varios
testes, uma sensivel redugdo no mimero de iteragoes e,

conseguentemente, malor velocidade na convergencia da solugao.

Este procedimento deve ser repetido para todos o©OS cutros
autovalores quando determinados iscladamente ou em conjuntes

deles, quando calculados simultaneamente.

vale salientar gque a resolucio do sistema de equacoes dado
pela equagac (5.11) pode, ainda, nao representar a solugao
final refinada do problema estudado. Dependendo da estimativa
global do erro, outras reanilises podem ser necessarias para
se obter uma solugac com resultados finais satisfatorios.
Neste caso, a analise de erros indicarda, novamente, ©S noves
graus de liberdade hierarguicos a serenm introduzidos nos
slementos da malha que feoi usada na solugao da aproximagéo
anterior. Assim, novas equagoes serao obtidas e, portanto, o
nove sistema de equagoes devera ser resolvido. Por exemplo, se
para esta nova reanalise for necessario introduzir mals ¢
graus de liberdade hierarguicos na malha anterior, as matrizes

de rigidez e de massa globais terado, agora, a seguinte forma,
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K K K K K K 3
1,1 s 1,n ; ,n+l ... 1,n+m 1,n+1} Ca s 1,n+m+3
K K : < )
n, voas n,n : n,n+i P n, +m Tr, B L C n.n+m+3
n+l.1 ...« n+l.,n i n+l.n+l .. n+ i, n+m nel, ,n+m+l L., n+1,n+m+£
n+#m,l ... @m,n I n+m,ntl ... nEm, Nn+m n+m,n+m+l ... ner, neme £
n+m+l, 1 .. nEmylL.n n+m+l,n+l .. n+m+l . 0+m n+m+l,nem+1 .. n+m+1,n+m+€
K K
2
nemed, 1. n+m+£,n n+m+£,n+l . n+m+£,n+m n+m+£,n+rn+1 e n+m+£,n+m+£

(5.15a}

onde m e { sfo os numeros de graus de liberdade hierarguicos
introduzidos no sistema para a primeira e segunda reanalises,

respectivamente.

As matrizes ampliadas de ordem totaln + m + £ podem sSer

reescritas, por exemplo, como

[K] [X]

n+m, nL+m n+m, £

[K] = (5.15b)
(KYg em [Klg e

Agera, o sistema de equacoes ampliado +ara ordem ntm+l e ©

problema de autovalor generalizado passa a Ser

[M]n+m,n+m [M}n-ﬂn,g {¢}n+m
-3 : m{Q}
n+m,

e, nen Blee M3y aew Mg e (Pl

[K] (K]

nem, nTm nem, &

(5.16)

Nota-se atraves das aguagoes (5.10a) e {5.15a} gque & estrutura

nierarquica das matrizes e evidente.
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0 procedimento descrito anteriormente deve-se repetir ate gue
a estimativa de erro global estiver dentro da tolerancia pre~
especificada pelo usuarioc e neste casec, a resolugao do sistema
de egquagoes  ampliadoe  referente a ultima reanalise
representara, portanto, a solucdc final refinada do problema

de autovalor generalizado.



CAP{TULO 6

APL ICACOES

6.1. INTRODUGAO

As formulagdes paramétricas convencional e hierarguica do
método dos elementos finitos, estudadas nos capitulos 2 e 3
regpectivamente, juntamente com © elemento 3D proposto, 880
aqui empregados para determinar as fregquencias naturais de
vibracao de placas espessas, considerando as hipoteses da

elasticidade linear.

0 programa computacional apresentado no apendice B foi
desenvolvido tomando-se, COmO base, a formulagao paramétrica
hierarquica, versac p, do MEF. o processo adaptativo
implementado no programa, COmMO descrito no capitulo 5, €
utilizado para estudar a convergencia da solugac em varios
exemples do problema dinamico de autovalor generalizado. 0
refinamento p da malha para cada reanalise € processado cCon
pase nos estimadores de erro, COmMO apresentados no capitulo
4, e segue exatamente O procedinento descrito no capitule 5.

ng resultados dos exemplos apresentados sao comparados Ccon
solucbes obtidas atraves de outros métodos numérices e guando
possivel, +ambem comparados com as respectivas solugoes

analiticas.

6.72. EXEMPLC DE PROBLEMA USANDO ELEMENTOS 2D
Exemplo 1
Foi escolhido um exemplo classico, na elasticidade plana, para

estudar o problema dinamice de autovalor generalizado, gue

consiste em uma viga em balango, COmO mnostra a figura 5.1.
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Figura 6.1, Viga 2D em balanco do exemplo 1.

0 problema examinado tem por finalidade determinar as guinze
menores freguéncias naturais da viga em balanco. Para isso, e
utilizada a formulagao parametrica hierarquica do  MEF,
considerando-se como base o elemento plano guadrilateral
isoparamétrico de oito nos, que foi nostrade na figura 2.4.
Este problema também sera analisado no exemplo 2, utilizando
elementos 3D de dezessels noés. Os resultados das respectivas

solucdes poderéo, consequentemente, ser comparados.

A discretizagadoc basica para a primeira solugao consiste,
portanto, de elementos cujas fungoes de interpolagio Sac
gquadraticas do tipo serendipity dadas pelas equagoes {(2.12) a
(2.18) e, para solucoes subsequentes, as fungoes hierarquicas
de ordem crescente definidas pelas equacoes (3.34) & {3.37},
(3.44) a (3.48) e (3.50) a (3.55).

As matrizes deos elementos foram integradas usando a técnica da

guadratura nao reduzida de Gauss. A matriz de massa &

consistente.

s3o assumidas as condigoes do estado plano de tensoes. Dados:

I =20 (m}; H=4 [m]; £t = 0,1 [m}; E= 10 [(N/m°1; v = 0,3 e
3

p =1 [kg/m 1.

1

A viga fol modelada em cinco maneiras diferentes:

(aj uma malha uniforme com 5 x 1 elementos 2D isoparametricos
de oito nés ( 3 x 3 pontos de integragac) ;

(b) uma malha uniforme com 5 x 1 elementos 2D hierarguicos;

{c} uma malha uniforme com 40 x 8 elementos 2D isoparametri-
COS;

{d) pela tecria de viga de Fuler-Bernoulll e
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(e) pela teoria de viga de Rayleigh-Timoshenko (incluidos
os efeitos da inércia de rotagao e da deformagac devido
ao cisalhamento) usande k = 5/6 © coeficiente de
cisalhamento (TIMOSHENKO et al [46]) -

A figura 6.2 mostra a discretizacao basica da viga com 5 x 1

clementos isoparamétricos de oito nos.

3>»:Z 7 212 + 17 22 $27

Figura 6.2, piscretizacac da viga do exemple 1 em <€inco
elementos 1soparametr1cos de oito nos.

A tabela 6.1 apresenta as gquinze menores frequencias naturais

da viga considerada no exenplo 1.

os resultados apresentados para a nodelagem tipc (a) foram
obtidos usando a discretizacao dada pela figura 6.2 com cinco
elementos planos gquadrilaterais rsrandard” da familia

serendipity.

para a modelagem tipo (b}, as frequen01as apresentadas foram
obtidas wutilizando © pProcesso de refinamento hierarguico
consideramnde, como primeira solucao, 0s resultados da
modelagem do tipo {a). A analise de erros fol processada
utilizando o indicador de erros dado pela egquagao (4.19}. Ro
processo  de refinamento hierarquico considerou-se cada
autovalor separadanmente. O numero gue aparece entre parenteses
na tabela 6.1 corresponde ao nimero de reanalises para cada
autovalor, tal gue a solugao da Gltima reanalise satisfizesse
o criterio de parada do processo de refinamento do autovalor

em Questao.

A figura 6.3 mostra, para cada reanalise, a representagao dos
graus ae liperdade hierarguicos iptroduzidos nog elementos e

os correspondentes Jraus dos pollnomlcs das fungoes de




interpolagio hierarguicas considerando-se

frequéncia. Para esta frequencia, o

satisfeito apos

gsels

reanalises

frequéncia convergiu para 1,5728 [Hz].
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apenas a primeira
critérico de parada foil
hierarquicas. 0 valor da

T M i =1 1= 2 1 =3
a) malha 5x1 elem. 2D
(@) * , 0,2'| 50 1,590 | 8,707 | 12,54
isop. de 8 nos
{b} malha 5x1 elementos|3%,37] 70 a 1,573 8,501 12,583
2D hierarguicos 172 (6} (7) C3)
(c) malha 40x8 elem. 2Di;5 5.1 3080 | 1,571 | 8,486 | 12,53
isop. de 8 nos
(d) tecria de viga . . 1,615 |10,12 12,50
Euler-Bernoulli
(e) teoria de viga - - 1,567 | 8,437 | 12,50
Rayleigh-Timoshenko
i = 4 i=5 i=686 = 7 i =8 i =9
(a) 21,11 35,93 37,55 53,05 62,40 69,50
(b} 20,31 33,84 37,48 48,27 61,99 63,01
(8) {9} (5) (10} (4) (7}
(c) 20,27 33,76 37,47 48,12 §1,97 62,54
{d} 28,35 37,50 55,85 62,50 87,50 31,82
(e) 20,08 33,34 17,50 47,41 61,53 62,50
i = 10 i = 311 i = 12 = 13 i= 14 i =15
{a) 87,16 89,11 92,18 | 104,2 111,8 112,8
(b) 76,77 81,82 85,18 90,57 95,49 | 104,2
(8} (7} (8) (8) (8) {8}
(c) 76,19 81,64 85,14 89,82 94,73 | 104,1
(d) 112,5 137,2 137,58 162,5 187,5 191,6
(e) 75,07 81,88 87,50 89,43 94,45 | 104,8
Tabela 6.1, Frequéncias natyrais fi [Hz] da viga do exemplo 1
N = numero de graus de liberdade; T = L1empo de

c.E.U.; £

te

= 10
1

..6(

;¥ =

0, 20
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Figura 6.3.Representacao dos graus de liberdade
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Reanallse
= 11,5848 Hz

Reanalise
= 1,5838 Hz

Reanallise
= 1,5756 Hz

Reanalise
= 1,5731 Hz

a Reanalise

= 1,5728 Hz

Reanalise
= 1,5728 H=z

hierarquicos

para a primeira frequencia da viga do exemplo 1.
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A figura 6.4. ilustra os novos graus de liberdade hierarguicos
para as sete primeiras reanalises da décima quinta freguencia
natural da viga do problema estudado. Nota-se, portanto, due

diferentes frequéencias exigem diferentes refinamentos.

obeserva-se, ainda, atraves da figura 6.4 que © valor da decima
guinta frequéncia convergiu para 104,19 ([Hz], na setima
reandlise, embora o criterio de parada «6 tenha sido
satisfeito na oitava reanalise.

A modelagem do tipo (k) do problema estudado serviu tambem
para testar o indicador de erros no processo de refinamento
hierdrguice adaptativo no caso de se considerar, na analise de
erros, todos os autovalores simultaneanente. Observou-se gue,
para este caso, foram necessarias somente quatro reanalises
para gue a solugac satisfizesse o critério de parada. Os
valores obtidos para as frequencias naturais usande esse tipo
de analise foram exatamente iguais aos apresentados na tabela
6.1 da modelagem (b). Verificou-se, também, gque o esforgo
computacional passou a ser en torno de onze vezes menor do gue
no casoc anterior. A vantagem de eceonomia computacional
justifica a utilizagao desse tipo de analise. A figura 6.5
mostra a posigac, nos elementos, dos novos graus de liberdade
hierarguicos para cada reanalise, no caso de se considerar, na
analise de erycos, Lodos os autovalores da faixa de frequéncia

de interesse.

para verificar os resultados cobtidos para a modelagen tipo (b)
do problema estudade considerou-se, desta vez, un outro
indicador de erros no processc de refinamento, como aguele
definido pela eguagao (4.8) do capitulo 4. 0Os valores das
frequéncias naturais, usando esse tipo de indicador de errcs,
foram computados como sendo, mais uma vez, exatamente iguais
acs mostrados na tabela 6.1. RO entanto, como era de se
asperar, o tempo de processamento aumentou sensivelmente, em
torno de treze vezes ao usar na analise de erros, cada
autovalor, iscladamente, e em torno de dez vezes, no Caso de

se considerar todos os autovalores simultaneamente.
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Figura 6,4.Representa(;éo dos graus de liberdade hierarg. para
a decima quinta frequencia da viga do exemplo 1.
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Figura &.5.Representacac dos graus de liberdade hierarquicos
para as frequéncias 1-15 da viga do exemplo 1.
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§.3., EXEMPLOS DE PROBLEMAS USANDO ELEMENTOS 3D

As funghes de interpolagac hierarquicas e o elemento 3D,
propostos neste trabalho, foram testados no estudo do problema
dinamico de autovalor generalizado de vigas, nos exemplos 2 &
3 g de placas espessas, NosS exemplos 4, 5, 6 e 7 .

o elementc 3D basico é aguele apresentado no capitule 2 pela
figura 2.9. A discretizacio basica para a primeira solugao
consiste desses elementos cujas funcoes de interpolagao sao do
tipo standard da familia serendipity, quadréticas~lineér dadas
pelas equaqées (2.%6) a (2.65}. Para as solucoes subsequentes
sao utilizadas as fungoes de interpolagac hierarguicas de
ordem crescente, apresentadas no capitulo 3. As fungoes de
interpolagaoc nierargquicas do terceiro grau foram definidas
pelas equagoes (3.59) a (3.66), as do gquarto grau pelas
equacbes (3.71) a (3.78), para as gquais se devem tambem
considerar as fungoes hierarguicas do tipo bolha, associadas
s faces do elemento, dadas pelas equagbes (3.79) & (3.80) e
as fungotes hierarguicas do gquinto grau, pelas equacoes (3.82)
a (3.89), com as funcoes do tipo bolha, definidas pelas
eguagdes (3.90) a (3.93).

Em todas aplicagdes numéricas foram consideradas as condigodes
da elasticidade linear tridimensional. As matrizes dos
elementos foram integradas usando tamnbeém a tecnica da
quadratura ngo reduzida de Gauss. As solucdes subseguentes no
processoc de refinamento hierarquico foram obtidas conforme OS

procedimentos apresentados nos capitulos 3, 4 e 5 deste

trabalho.

Exemplo 2

Neste exemplo, fol wutilizada a mesna viga em balango do
exemplo 1. O problema examinado teve por finalidade determinar
as gquinze menores fregquencias naturais da viga em balango, due
é mostrada na figura 6.6, utilizando agora, elementos 3D

hierarquicos para placa espessa.
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Figura 6.6. Viga 3D em balanco do exemplo 2.

A discretizacdo basica para a primeira solucae consistiu de
elementos 3D isoparametricos de dezesseis nos.
Dados: L = 20 [m}; H=4 [m}; t=0,1 [m]; E = 10°  N/m°1;

0,3 ep =1 [kg/m’]

H

v

A viga em balango fol nodelada em cinco maneiras diferentes:

{a) uma malha uniforme com 5 x 1 elementos 3D igoparametricos
de dezesseis noés (3 x 3 x 2 pontos de integracao);

(b} uma malha uniforme com 5 x 1 elementos 3D hierarguicos;

(¢} uma malha uniforme Com 20 x 4 elementos 3D isoparametricos;

(4) pela tecria de viga de Euler-Bernoulll e

(e} pela teoria de viga de Rayleigh-Timoshenko (X = 5/6%,

A figura 6.7 mostra a discretizacdc basica da viga com 3 = 1

elementos 3D isoparametricos de dezesseis noés.

3 10 16 20 36 30 3% 4D 46 50 56
: 1 t _/’! N 1
1
31 g 13| 1 18 3f g 28 33, 380 booug 53
Dt 5 +15 435 435 445 55
> 124 1 224 329 428 528
: i 3 | t
[+ | 19 03 IRTH 14k Fys]
ﬁrm-,,-w_F;3f__§i., 931__*‘m4_:ﬂ__fi_Wwﬁfia;Lu-..fa
& ’, -~ 4 -
1 i 11 17 ) i1 37 al &7 51

Figura &.7. piscretizacido da viga do exemplo 2 enm cinco

elementos isoparamétricos de dezesseis nos.
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A tabela 6.2 apresenta as guinze menores frequencias naturais

para a viga em balango, em fungio do tipo de modelagem usado.

T i=1 i= 2 i = 3
alha 5 .
(2) malha Sx1 elem. 3D 4 4 g/) 128 | 1,590 & 8,707 | 12,54
isop. de 16 nos
alha e
(b) malha 5x1 elementos| ,;,i 43¢ | 1,573 | 8,501 | 12,53
3D hierarguicos
{c) malha 20x4 elemen- ,
tos 3D isoparamé- i1 14097 1,571 85,493 12,53
trices de 16 nds
(d) teoria de viga - 1,615 |10,12 | 12,50
Euler-Bernoulli
(e)  teoria de viga - 1,567 | 8,437 | 12,50
Rayleigh-Timoshenko
i =4 i=5 i=6 i=7 i=28 i =9
(a) 21,11 35,95 37,58 53,11 62,41 69,84
(k) 20,31 13,84 37,48 48,27 61,99 63,03
() 20,29 33,79 37,48 48,18 61,98 62,64
{(d) 28,35 37,50 55,55 62,50 87,50 91,82
(e} 20,08 33,34 37,50 47,41 61,53 62,50
i = 10 i = 1l i= 12 i= 13 i o= 14 i = 15
=3 87,30 89,19 82,31 104,36 112,31 112,97
(b) 76,80 81,83 85,18 90,61 95,53 | 104,2
(c) 76,33 81,70 85,16 89,98 94,89 | 104,1
(d) 112,5 137,2 137,5 162,5 187,5 191,6
(e} 75,07 81,88 87,50 89,43 94,45 | 104,8
Tahela 6. 2. Freguencias naturais fi [Hz] da viga do exemplo 2.

N =

C.E. U, ; £
Lta

i

= 10"

,
I

¥ = 0,20

numero de graus de liberdade; T =

tempo de
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0 resultados apresentados para a modelagem tipo (a} foram
obtidos usande a discretizacao dada pela figura 6.7 com 5
elementos tridimensiocnais de dezesseis nds, com fungoes de

interpolagado "standard" da familia serendipity.

para a modelagem tipo (b}, as frequéncias apresentadas foranm
obtidas utilizande cinco elementos 3D no Processo de
refinamente hierarguico, considerando na primeira solugao, O©S
resultados referentes 3 modelagem do tipo (a}. A analise de
erros foi processada utilizando © indicador de erros dado pela
equacao (4.19). No processo de refinamento hierarguico. foram
considerados todos os gquinze autovalores simultaneamente. O
critério de parada do processo foi satisfeito apés quatro

reanalises,

A figura 6.8 mostra a representagac dos Jgraus de liberdade

hierarguicos introduzidos nos elementos para cada reanalise.
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Exenplo 3

Uma viga biapoiada foi utilizada neste exemplo para estudar ©
problema de autovalor generalizado., Foram determinadas as seis
primeiras fregquencias naturais da viga para cinco tipos

diferentes de modelagen:

(a) uma malha uniforme com 4 « 1 elementos 3D isoparametricos;

(b} uma malha uniforme com 4 = 1 elementos 3D hierarguicos;

(c) uma malha uniforme com 16 x 4 elementos 3D isoparamétricos;

{d) pela teoria de viga de Euler-Rernoulli e

(e) pela teoria de.viga de Rayleigh-Timoshenko (K = 5/6).

Dados: L = & [m]; H =2 [m}; t=0,2[m]; ES= 1019 [N/m°1;
p = 0,3 e p = 5000 [ka/m’].

A tabela 6.3 apresenta as frequencias naturais da viga bi-

apoiada em fungdo do tipo de modelaygemn.

Na modelagem tipce (b) foram utilizados todos os autovalores de
interesse na analise de erros do pProcesso de refinamento
hierarqgquico. As frequéncias convergiram para OS valores
apresentados na guarta reandlise, embora o critério de parada

+enha gido satisfeito apenas na sexta reanalise,

para verificar os resultados da modelagem (b) foil utilizado
também, na analise de erros, cada autovalor separadamente. AS
fregquencias assim obtidas foram exatamente iguais as
frequencias determinadas no caso anterior. No entanto, ©

esforgo computacional fol em torno de guatro vezes malor.

A tabela 6.3 rambem mostra a diferenga percentual & das
frequencias em relagao s obtidas pela teoria de viga de

Rayleigh-Timoshenko.
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{a) (b} (<) (d) (e)
r_i N=109 £ N=342§ & Hm1159% > - E £ -
| |
1 | 18,5i 1,65| 18,3 0,55 18,01~1,10 20,0! 9,89| 18,2
> | 41,80 - | 33,20 - 12,90 - | 44,20 - -
3| 62,7} 6,81 59,2 0,85 57,6{-1,87 80,2: 16,63| 58,7
4 {120,5] - 101,3i =- | 102,5 - 132,6, - -
5 |125,2:19,12|106,5 1,33 105,8 0,67]180,4% 71,65[105,1
6 184,9%21,9? 155,0% 2,24 144,5%*4,68 320,5%111,43 151,6

Tabela 6.3. Frequéncias naturais f. [Hz] da viga do

exemplo 3, € = 107%; ¥ = 0,20

N = numerc de graus de liberdade

Exemplo 4.

A figura 6.9 mostra os gquatro primeiros modos proprios de
vibracac de uma placa retangular grossa am balango,

representada por dois elementos 3D de dezesseis nos .

sados: E = 30 = 10° [N/m°1; £=0,1 [m]; L =2 [m]; b =1 (1]
v o=0,3; p =733 x 10°° [ka/m° 7.

A tabela 6.4 mostra oS valores  das quatro primeiras

frequéncias naturais da placa em balango para:

fa) uma malha com 2 x 1 elementos 3D isoparamétriacs de
dezesseis nos;

{p) uma malha com 2 x 1 elementos 3D hierarquicos;

(¢} uma malha com 10 x 5 elementos 3D isoparamétricos de
dezesseis nos;

(d) solugdc exata dada por BARTON [47] e

(e} uma walha de dezessels elementos triangulares de

ZTENKIEWICZ ([1].
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N i =1l 1i=2 | 1= 3 i= 4
-
{a} malha 2x1 elementos 60 o5 3ERG 73873 16175
ip isop. de 16 nds
(b) malha 2x1 elementos) .5, | go4 | 3544 5525 | 11587
3D hierarguicos
{c) malha 10x5 elem. 1020 897 15138 5513 11537
3D isop. de 16 noés
(d) solugdo exata de - 846 | 3638 5266 | 11870
Barton
{¢) malha 16 elementos 16 825 4537 5185 11734
triangulares

Tabela 6. 4. Frequencias naturais fi[sz da placa do exemplo 4
N = numero de graus de liberdade;
—n ‘“S. Fred
€ .1 = 16 7; 7 0.20
observa~se gue com apenas dois elementos hierarguicos, as
frequéncias obtidas tendem para oS valores das freguencias

determinadas atraves de outras +ecnicas.

A figura 6.10 mostra os graus de liberdade hierarguicos
introduzidos nos elementos para as quatro reanalises no

processo de refinamento hierarguico da placa em balango.
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Figura 6.9.Modos de vibracdo da placa do exemplo 4, dividida
em dois elementos 3D de dezesseis nos.
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12 Reanalise

[
P

; [Hz ]
924
3602
5652

11927

£ [Hz]
910
3580
5568
11743

£, [Hz]

904
3570
5525
11649

£, (Hz]

504
3544
5525
11587

Figura 6.10‘Representa¢éo dos graus de liberdade hierarquicos

para as quatro reanalises da placa do exemplo 4.
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Exemplo 5.

A tabela 6.5 mostra as frequéncias naturais de placas grossas,
con dois tipos diferentes de condictes de contornc, para duas

diferentes espessuras. Foram considerados os seguintes cases:

{a) malha com 2 = 2 elementos 3D isoparametricos de 16 nos;

{b) malha com 2 x 2 elementos 3D hierarquicos;

(c} malha com 7 x 7 elementos 3D isoparametricos de 16 nos;

(d) malha com cinco camadas pelo metodo das faixas finitas
(CHEUNG [48]) e em

{e) aplicou-se a teoria de placa fina (CHEUNG [48]).

Na modelagem tipo (b) os resultados foram obtidos apods tres
reanalises hierarguicas considerando, na analise de erros,
4

+rodos os autovalores simultaneamente QO stoi = 10 =

Dados: a = b = 1 [m]; E = 10° (N/m?1; v = 0,3; p = 1 (kg/m’].

Observa-se, através da tabela 6.5, que para h= 0,10 [m] ou
w = 0,20 [m], as freguencias obtidas no <caso de se usar
apenas guatro elementos 3D hierarquicos, aproximam-se dos
valores das frequencias guando se usam 7«7 elementos 3D

isoparamétricos ou guando se aplica o método das faixas

finitas. No entanto, para h = 0,20 [m], a aproxinagac das
frequéncias e relativamente maior do que para h = 0,10 [m].
Notam-se também gue as frequéncias para h = 0,10 {m] tendem

para aguelas dadas pela teoria de placa fina, enguante as
frequéncias para h = 0,20 [m] tendem a ser de valores menores.

n figura 6.11 llustra os graus de liberdade hierarguicos
introduzidos nos elementos da placa totalmente engastada, para
cada uma das trés reanalises nierarquicas; ja a figura 6.12
mostra os graus de liberdade hierarguicos para a placa com unl
lade livre tambem para cada uma das tres reanalises

hierargquicas.
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£, [Hz] h = 0,10 [m]

1
(a) (b) (c) (d) (e)
$ malha 2x2{malha 2x2{malha 7x7| método teoria
elem. 3D lelem. 3D elem. 3D das de
isop. de|hierarquijisop. de faixas | placa
16 nbs Cos 16 nods finitas| fina
1 245,7 173,4 173,4 | 166,2 174,0
2 546,8 331,6 332,4 | 322,0 355, 2
\:}>===,\ 1 ¢ ¥ ¥ [
3 N 3 546,8 331,86 332,4 | 322,0 | 355,2
S 4 745, 2 555,5 558,1 | 454,7 | 524,0
5 | 1021,0 597, 4 597,2 | 516,6 | 638,1
1 171,7 115,8 115,8 | 113,4 116,7
. 2 246,8 188,0 187,8 | 181,98 195, 3
R § 3 395, 5 285,8 287,1 | 283,4 308, 1
] |
e 4 431,8 348,4 347,9 | 333,4 | 372,35
5 514,3 355,7 355,1 | 349,1 | 395,5
fi {Hz] h = 0,20 [m]
i (a) (b) (c) (&} (e)
1 316, 2 281,5 281,6 274,4 348,0
3 \ 2 602,1 490,9 490, 8 498,1 | 710,4
: R} 3 602, 1 490,9 450,8 498,1 | 710,4
Lol 4 | 45,2 672,8 658,1 | 674,1 |1048,0
5 | 1021,0 708,0 707,73 724,5 |1276,3
1 221,4 194,8 194,5 193,0 | 233,4
2 331,7 302,8 302,4 208,1 | 390,5
i I 3 502,3 429,7 429,8 445%,1 | 616,2
Lol | & s53,0 523, 1 s22,2 | 520,7 | 744,9
5 623,5 533,6 533,5 534,6 | 791,0 1

Tabela 6.5, Frequéncias naturais I, [Hz ] para as placas do
exemplo 5.
engastado; livre.

ool
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132 Reanalise

d el

GG LT AT AT

£, [Hz]
281,5
490, 9
490,9
672,8

708,0

Figura s.ll.Representac;éa dos graus de liberdade hierarquicos
para a placa totalmente engastada com h=0,20 [m]
do exemplo 5.
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12 Reanalisse

K o L £ ot o % toss ot 2o stet £y {Hz!]
196,9
308,8
447,3
540,5

595,4

/, a’

3
"
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Fr i iy r s TR
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s

£, [Hz]
194,8
302,8
429,7
523,1
533,6

Figura 6.12.Representa¢éc dos graus de liberdade hierarguicos
para a placa com um lado livre e h = 0,20 [m] do

exemplo 5.
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Exemplo &.

Atraves da tabela 6.6 podem-se comparar os resultados obtidos
para o parametro w da freguencia fundamental, sendo ® = W
(E/[12¢1 - v®)p]} *"%, de uma placa quadrada, simplesmente
apoiada, wutilizando elementos 3D hierarquicos, Com 0S8
resultados exatos obtidos por LEVINSON [49], usando a teoria
da elasticidade tridimensional. Como mostrade na tabela, a
relacao da espessura da placa h/a varia de h/a = 0,05 (placa
fina) a h/fa = 0,4 (placa espessa). Os resultados exatos da
teoria classica de placa fina (TIMOSHENKO et al [46]) e da
teoria de placa de Mindlin, obtidos por LEVINSON [49] sao
também mostrados na tabela, assim como a diferenga percentual
¢ dos valores do parametro da frequencia fundamental em

relacdo aos obtidos pelo método da elasticidade.

Dados: a = b = 2; v = 0,3.

maltha 2x2 elem. |método da| teoria de placa teoria de
h 3D hierarg. elast., 30| de Mindlin [49} placa fina
FO Ea - - m—
o] 1 £ 2] 5] £ 5] [ £
! ‘ !
0,05 | 0,534 | 9,87% | 0,486 | 0,491 | 1,03% | 0,493 | 1,44%
0,10 | 1,018 | 7,05% | 0,951 | 0,953 | 0,21% | 0,987 | 3,7%%
0,20 | 1,75 | 0,23% | 1,752 | 1,742 | -0,57% | 1,974 | 12,67%
0,30 | 2,213 | - - - - 2,961 | -
0,40 | 2,426 | -12,98% | 2,788 | 2,749 | -1,40% | 3,948 | 41,61%
| i i

Tabela 6.6. Valores do parametro o da frequencia fundamental

da placa do exemplo 6. ¢ = 10" %; ¥ = 0,20

tol

Nota~se, atraveées da tabela 6.6, gue para hja = 0,05 (placa
fina) e para 0,05 < h/a < 0,10 (placa moderadamente grossa),
os valores do parametro da freguencia fundamental obtidos pela
versdo p do MEF sao malores do que aqueles sncontrados pelo
método da elasticidade tridimensional. Para h/a = 0,20 (placa
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grossa), se obtém a menor diferenca percentual entre os
valores do parametrc da fregquéncia. Para h/a > 0,20 (placa
muite grossa), os valores do parametro determinados peia
formulagac hierarquica dininuem sensivelmente com relagao
agqueles calculados pelo método da elasticidade.

Através da figura 6.13, podem-se comparar graficamente os
valores do parametro © da frequéncia fundamental da placa em
funcio da relagao da espessura h/a.

i
o elementos hisrarquicos
B0 fe O méfodo da elasricidade
Teoria de
R -
placa fina
3.0
._: ju]
T s
= 3
Z o
3
B 1.0 |-
5:‘5 n
2
- 1.5
&
Z 1.0
3.5 b=
{ s | ! i ] | h/a
? 0,05 210 3,20 3,30 RPEE

Figura 6.13. Grafico 5 x hs/a para a placa gquadrada
simplesmente apoiada do exemplo 6.



i22

Exemplo 7.

0s resultades da vibragac livre de uma placa guadrada com tres
lados apoiados e um engastado sa0 mostrados na tabela 6.7.
puas relacoes de espessura, h/a = 0,01 (placa fina) e h/a =
0,1 (placa grossa} sao consideradas. O0s cinco primeiroes
parametros adimensionais de freguencia w a®/4 (p h/ymyt’?
sepdo, D = Eh3112(1~v2), obtidos pelas formulagoes isoparamé~
tricas e hierarguicas do MEF sao comparados com o©s valores

obtidos por DAWE e ROUFAEIL [50].

0s valores do parématra de frequéncia, ancontrados pela
formulagao hierarquica, podem ser conslderados de boa

aproximaQEO guande a placa se torna espessa.

Dades:y a = b = 2; v = 0,3; h=0,02 ¢ 0,2.

h/a Método M i=1! i=2] i=3] i=4 i=5

{a)} malha 2x2 elem.
3D izoparamet. 80 |34,4(56,1,98,3{132,6{144,5
de 16 nods

0,01 | {(b) malha 2x2
elementos 3D 122 6,6/14,7116,8] 26,2 30,8
hierarguicos

{c)} teoria de
Rayleigh-Ritz
[50]

{a} Malha 2x2 elem.
3D isoparamet.
de 16 nds

0,1 {b) malha 2x2
elementos 3D 112 5,5112,8113,1{ 20,4} 23,1
hierarguicoes

- 5,9112,9114,6] 21,51 25,1

840 5,6{13,3115,0] 24,0] 26,3

{c) teoria de
Rayleigh—Ritz - 5,6/11,8113,0] 18,5 21,5
[50]

Tabela 6.7. Valores do parametro adimensional de frequencia
para a placa do exemplo 7.

N = numero de graus de liberdade;

£ = 10"%; y = 0,20.

taol



CAP{TULO 7

COMENTART0S £ CONCLUSOES

7.1. INTRODUGAO

Este capitulo trata de alguns comentarios sobre o elemento 3D
proposte e, de modo geral, do processo de refinamento hierar-
guico que foi implementado no MEF e tambeém das conclusCes a
respeito dos resultados numéricos obtidos neste trabalho. Na
4ltima secdo, sdo sugeridos alguns temas para futuras pesqui-

sas,

7.%2. SOBRE O ELEMENTO PROPOSTO

Foi escolhido o elemento 3D de dezesseis nos pela sua simpli-
cidade e por se tratar de um elementoc gue ainda nac havia sido
testado na versao p do MEF para a analise de vibragoes livres
de placas espessas. Foran utilizadas para este elemento, a fim
de se obter o primeiro nivel de aproximacio da solugdo, as
conhecidas funcoes de interpolagao standard guadraticas-linear
da  familia  Serendipity. Nos exemplos  de aplicagao

considerados, o elemento se mostrou efigciente.

7.3. SOBRE AS FUNCOES DE INTERPOLAGAOC

2 classe de elementos da familia Serendipity produz polinonios
incompletos guando O grau das fungoes de interpclacac
ultrapassa trés. Mostrou-se, neste trabalho, gue esse problemna
pode ser evitado no caso de se incluir funcoes de interpolagao
hierarguicas na aproximacao das funcoes Serendipity,
regsultando em aproximaQSes polinomials completas de p-esima
ordem, sem a necessidade de se acrescentar nos no elemento. A
introdugao éessas funcgoes torna oS elementos da familia
serendipity muite mais eficientes, computacionalmente, do que

elementos da familia Lagrangeana ou elementos triangulares.
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A propriedade de ortogonalidade que, geralmente, produz
sistemas de equagdes melhor condicionados, nac e observada
entre as funcoes de interpolagdo hierarquicas de graup = 3,
utilizadas neste trabalho e implementadas na formulagao
hierargquica do MEF. No entanto, as correspondentes fungoes de
interpolacio guadraticas da familia Serendipity utilizadas na
formulagao isoparametrica apresentan, peloc menos, duas
vantagens. A primeira esta relacionada com a possibilidade de
se definir melhor a geometria dos elementos em malhas cujo
contorno é mais complexo. A segunda vantagem € notada guanto
ac numero necessaric de reanalises no processo de refinamento
hierarquice, para gue os resultados finais da solugac possam
atingir uma dada precisao. Verificou-se, entre os exemplos
numericos apresentados e 0s nao incluidos neste trabalho, gue
esse numerc se reduz sensivelmente gquando se usam fungoes de
interpolacao hierarguicas de grau p = 3. A explicagdo disto
esta no fato gue a diferenca entre os resultados obtidos pela
soluclo basica de problema e agueles obtidos atraves da ultima
reandlise do processo de refinamento hierargquice torna-se
menor guande p = 3. Assim, consequentemente, a taxa de

convergencia da solugao torna-se malor.

7.4, SOBRE A DISCRETIZAGAC DA MALHA

Um incentivo substancial para o desenvolvimente de programas
computacionais em processos p-adaptativos esta na possibilida-
de de se usar malhas com pequeno numero de elementes. O uso de
poucos elementos na discretizagac da malha original, como
considerado nos exemplos numéricos deste trabalho, simplifica,
consideravelmente, a entrada de dados e a interpretagao dos
resultados. Neste caso, a reducgao do esforgo na preparaqéo de
dados conduz, conseguentemente, a consideravel economia de

Lempo.

outra vantagem do processo p-adaptativo adotado e que a dis-
cretizacio da malha permanece fixa até a solugao final do

problema analisado.
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7.5, SOBRE 08 ESTIMADORES DE ERRO

O processo adaptativo de elementos hierarguicos proposto neste
t+rabalhe é combinado com um conjunto de deois estimadores de
errc a~posteriori. Esses estimadores consistem de um indicador
e de um estimador glcocbal de erros. Eles proporcionan
informagoes sobre onde se deve refinar uma dada malha e guando
se deve parar O DProcesse  de refinamento hierarquico,

respectivamente.

A andlise de erros a-posteriori tem como objetive indicar
guals graus de liberdade poden ser intreoduzidos noe elementos,
a fim de diminuir o erro de discretizacao da malha e, tambemn,
estimar o erro global dos resultados em cada reanaligse da
solucdo. Se o erro de discretizagao relativo a um nivel de
aproximacao, para um modelo de elementos finitos, for inacei-
tavel, a precisdo global da solugao pode ser melhorada atraveés
de cutras reanalises. Isto =e consegue pela introdugao em
todos os elementos ou apenas naqueles mais carentes de refina-
mento, de fun¢des de interpolacaoc hierarguicas de grau mais
elevado. Dessa forma, © grau dessas fungoes pode variar uni-

formemente ou seletivamente sobre o8 elementos da malha.

com base nas informagoes obtidas pelos indicador Jlocal e
estimador global de erros, a malha de elementos em cada
reanalise &, portanto, regenerada. Assim a aproximagaoc do erro
global pode ser controlada eficientemente. A solugao final e
obtida até gue uma estimativa global pré~especificada seja
encontrada. Os resultados dos exemplos numeéricos apresentados
neste trabalho mostram a eficiéncia da analise hierarguica

paseada nesses estimadores de erro a~posteriori.

vale salientar gue o tempo de processamento se reduz,
zensivelmente, no caso de se utilizar, na analise hierarquica,
+odos os autovalores simultaneamente da faixa de frequencia de
interesse do gque autovalores isoladamente e com a grande
vantagem de se obter, praticamente, o©s mNesSROS regsultades

numericos.
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7.6. SOBRE O PROCESSO P-ADAPTATIVCO PROPOSTO

Pode ser verificade como, por exemplc, nos trabalhos de
BABUSKA e RHEINBOLDT [12], DORR [18], GAGO et al. [31],
FRIBERG at al. [40] e neste trabalho, gque as vantagens em Se
empregar processos p-adaptativos no MEF sao evidentes.

Verificou~se gue a versao p~adaptativa do MEF facilita a in-
troducdo de fungoes de interpolacac hierarguicas de diferentes
graus ao longo dos lados de cada elemente da malha. Com isso,
novos modos de deformacao dos elementos podem ser definidos.

F também mostrado nos exemplos numericos deste trabalho gue o
processo adaptativoe proposto, usande a versao p do MEF, conduz
a reanalises bastante eficientes. Isso ¢ possivel devido ao
processo facilitar o cdlculo de estimativas de erro a-poste-
riori. Com a utilizacao de um indicador de erros, observou-se
gue os graus de liberdade hierarquicos podem ser distribuidos
nos elementos, com eficiencia e sem muito esforgo computacio-
nal, Essa distribuicdc faz com gue um numero reduzido de graus
de liberdade hierarguicos seja suficiente para que os resulta-
dos da solucdo final satisfagam o nivel de precisac desejado.
A obtencado de solugdes com estimativas de erros dentro de
tolerancias pré-~especificadas tem sido considerada um dos

malores atrativos dos processos adaptativos.

outra vantagen em utilizar processos p-adaptativos & observada
na execucao dos programas computacionais. No processo de refi-
namento p-adaptativo nota~se, também, que a cada nova reanali-
se, um conjunto de funcgdes de interpolagac hierarguicas asso-
ciado a um elemento torna-se um sub~conjuntoe do conjunto de
fungoes de interpolagao hierarguicas associado ao elemento de
ordem mais alta. Assim, consequentemente, as matrizes do ele-
mento tornam-se submatrizes das matrizes do elemento nas rea-
nalises posteriores. Isso conduz a sistemas bastante eficien~
tes devido a cada matriz ampliada conter a matriz correspon-
dente ao nivel de aproximacac anterior. Com isso, o esforgo
numerico consumido na triangularizagac da matriz de rigidez,
correspondente a um nivel de aproximagdc da sclugac, pode ser

sempre economizado em solugoes subsequentes.
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7.7. SOBRE 0S RESULTADOS DAS APLICAGOES

0z tres primeiros exemplos apresentados neste trabalhe se
referem ao problema de vibracdes livres de vigas. Nota-se
atraves dos resultados desses exemplos, gque os valores das
fregquencias naturais obtidos pelo processo hierarguico do MEF,
usando elementos 3D, podem ser considerados de otima aproxima-
cao, se comparados com os valores encontrados pela teoria de

viga de Rayleigh-Timoshenko.

Nos guatro ultimos exemplos (exemplos 4, 5, 6 e 7) e conside-
rado o problema dinamico de autovalor generalizado de placas

com diversas condicoes de contorno e relagoes de espessura.

No exemplo 4, os valores obtidos para as frequencias naturais,
usando o elementc 3D proposto na versao p do MEF, sao compara-
dos com os resultados encontrados pela solucaoc exata de BARTON
[47] e por elementos triangulares de ZIERKIEWICZ [1]; no exem-
plo 5, por faixas finitas (CHEUNG [48}); noc exemplo 6, pela
reoria da elasticidade tridimensional (LEVINSON [49%] e 1o
exemplo 7, pela teoria de Rayleigh-Ritz (DAWE e ROUFAEIL [507).
Atraves dessas comparagdes, conclui-se gue 0s valores das fre-
gquencias podem ser considerados de boa aproximagac guando a
placa & grossa ou meoderadamente grossa (0,05 < t/a = 0,10}.
05 resultados dos exemplos 5 e 6 mostram, também, gue para
tja = 0,20 {placas grossas) a aproximagao das frequéncias
torna-se ainda naior. No exemplo 6, para t/a > 0,20 {placa
muito grossa), os resultados nao sao confiaveis.

7.8. OUTRAS CONCLUSOES

Face ao tempo de processamento e ao nivel de precisac 4os
resultados numéricos obtidos neste trabalhe, o criterio de
refinamento proposto pode ser considerado economico e efi-

ciente do ponto de vista adaptativo.

A experiéncia numérica adguirida estimula o desenvolvimento
de outros elementos gque poderiam ser utilizados no MEF atraves
de processos adaptativos de refinamento hierarquico.



135

Pesquisas voltadas para o desenvolvimento de novas técnicas
adaptativas, objetivando o controle do erro de discretizacao,
poderiam ser consideradas de alta prioridade. O processc pro-
posto neste trabalho nao exigiu qualgquer comportamentc carac-
teristico dos problemas analisados, sendo possivel, portanto,
estender sua aplicagido na solugac de outros tipos de proble-
mas. Todas estas vantagens despertam grande interesse no sen-
tido de se utilizar com mais frequencia a formulagio parame-

trica hierarguica do MEF.

conclui~se, atraves da analise dos resultados obtidos neste
trabalho, que é realmente viavel o desenvolvimentc de novos
slementos e de processos adaptativos, a serenm implementados na

versao p do MEF.

7.9. SUGESTOES PARA FUTURAS PESQUISAS

o desenvolvimento de novoes elementos em procedimentos
adaptativos, come O apresentado neste trabalho, pode ser
reconhecido como uma importante area de pesguisa. MNesse
sentido, sdc sugeridos alguns temas para futuras pesguisas,
utilizando a formulacdo paramétrica hierarquica do  MEF:
pesquisas sobre elementos distorcidos para a solugao do
problema de autovalor generalizade de placas e cascas espessas
e, também, de placas finas; desenvolvimento e analise do
comportamento de indicadores e estimadores de erros en
processos adaptatives hierarquicos; utilizacho de fungoes de
interpolagaoc hierargquicas trigonométricas no MEF e comparagao
dos resultados da solugao do  problena de autovalor

generalizado, atraves da implementacao das versbes h e p do

MEF .
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APENDICE A

DECOMPOSICAD DA MATRIZ [K! EM [LIIDIILIT

0 métode da iteragdo no subespage, aplicado na resolugao de
sistemas de eguagées para calculo de autovalores e
autovetores, utiliza a deconmposigao da matriz de rigidez [K]
emn {L}{D]{L}T, sendo (L] uma matriz triangular inferior e
[D] uma matriz diagonal. Esta decomposigao, derivada do
método da eliminagac  gaussiana, € conhecida por
triangularizacac da matriz de rigidez e torna o metodo mais

efetive computacionalmente.

Com O desenvolvimento de  processos adaptativos de
refinamento hierarquico, em analige por elementos finitos, o
reaproveitamento da triangularizagao da matriz de rigidez en
sclugoes subsequentes, torna-se um procedimento muito
importante no sentido de se gconomizar esforgos

computacicnais.

Este apendice tem como objetive apresentar o procedimento da
decomposicao da matriz de rigidez em [L}[I}][L]T e mostrar
gue © processo  da triangularizagdo pode, realmente, ser
reaproveitado na resolugao de sistemas de equagdes ampliados

hierarguicanente.
A decomposicac da matriz de rigidez consiste em se fazer
(K] = [LI[D}{L}’ (A.1)

A matriz triangular inferior [L] tem a forma,

1 0 ..
0
21
L] = | far fse 1 ST (A.2)
¢ ¢ ¢ ee. 1
L nl n2. n3 ]




143

e a matriz diagonal [D] definida por

0 0 © o 0
1
0 .an o
2
{D] - 0 O da LI ] 0 (A‘B)
0 0 0 LI B d
= n_

T d 0 0 v.s O
1
'£ d O LK I ) O
2171 2
(LI{D] = 83161 Eazdz 63 . 0 {A.4)
¢ d ¢ . 4 ... 4
i ni 1 nZ 2 n3 3 n |

o produto da matriz [L][D] dada por (A.4) pela matriz {L]T

resulta na matriz final {L}[D][L]T, dada por

”ctJE SIMETRICA

2 4 2% d +d

21 1 21 1 2

¢ 4 £ d+f d 0" d +8° 4 +d

31 1 Zt 31 1 32 2 3t 1 32 2 3

i d ¢t d+t d 6P A+l £ d+b d ... bE 4 427 a e d ... +d
L nl 1 21 nI 1 nZ2 2 21 nt 1 32 n2 2 n3 3 nl 1 nz2 2 n3 3 n_

{A.5)

Usando a equacac (A.1l), os elementos de cada coluna da matriz

[K] podem ser identificados, atraves de (A.5), como sendo:
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Elementos da 1? colunas

K = d
11 1
K = { d
21 211
Ky £31d1
K = ¢ 4

Elementos da 2? coluna:

2

K = £~ d +d

22 21 1 2
K = ¢ £ d + 4
32 21 31 1 32 2
X = { & 4da + L
na 21 ni 1 ne 2

Elementos da 3? coluna:

Y 2
Kia ™ ESldl + Eaadz + ds

3

=
]

¢ F 4 + ¢ & 4 + & a
n3 31 nil 1 32 n2 2 n3 3

Elementos da n-esima coluna:

K =12 + @°

4 +°a + ... +4d
nn ni 1 n2 2 n3d 3

2]

Logo, para determinar os elementos de cada coluna da matriz
triangular inferior [L] e os elementos da matriz diagonal [D]

calculamn—-se
d =K

1 11
£ = ¥K__/d



145

231 = K31/d1

€n1 = Knl"di

d = K - § d

2 22 1 1

Ea ™ Ky ™ £,,85,9,0/4,

ERE = (Kn2 B EElgnldl}/dE

a =K _ - (¢4 £ 4.

3 33 31 01 32 2

E:1.'3 = EKHS - {2318111(:11 + 232£n2d2)1/d3

e

a =K - (¢2a +12°4 L. P )
n nn n2 2 n3 3 n,n=-1 n-~1

Notam-se que os elementos finals das matrizes (D] e [L] S80
calculados por colunas. O algeritimo para © calculo dos

elementos ¢ e d na j-ésima coluna € dado por:

¥

para 7 = 1,
da = K (A.6]

i =K /4 ; para i = 2, ..., n (A.7)

4 =%x - T P a ; e (A.8)

se 3 + 1 = n, calcula~se tamben

¢ = (kK - §1 Rj‘k ﬁa,kdk}fdj; para i = J + 1, ...y Do
(A.9}
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Desta forma, a decomposicao em [L}[D}[L]T da matriz {K] pode
ser obtida efetivamente considerande cada coluna por vez, ou
seja, os elementos finails da celuna j das matrizes [D] e [L]
podem ser determinados independentemente dos valores d4os
elementos da coluna j + k da matriz [X], (k=1 + 1, ..., n).
Usualmente, os elementos di (i =1, ..., n) da matriz [D] sac
armazenados nas posigoes Eii da diagonal da matriz [L]. Assim,
uma matriz [K’] substituird a matriz [K] original na
seqguinte forma triangularizada,

d, 0 o ]
d 0 * A ¥
21 2
k] = | fse fsp & eee O (A.10)
: ¢ ¢ a
R nl na n3 n

Em processos de refinamento hierarquico, matrizes referentes a
um certo nivel de aproximagao tornam-se submatrizes de
matrizes correspondentes ao nivel de aproximacao subsequente.
Como a decomposicio de matrizes em [L][D][L]’ € feita por
coluna, ficam evidentes, portanto, a possibilidade e a
importancia do reaproveitamento da triangularizagac da matriz
de rigidez na forma dada por (A.10) na resolugao de sistemas
de equagoes ampliades hierarguicamente.



APENDICE B

LISTAGEM DO PROGRAMA COMPUTACIONAL

Neste apeéndice, ¢ apresentada a listagem completa do
programa computacional que foil utilizado, neste trabalho,
para estudar a convergencia da solugac do problema dinamico
de autovalor generalizado. © elementc 3D proposto para
placas espessas foi implementadc em um Rrocesso de

refinamente hierarguico, versao p, do MEF.

O programa, escrito em linguagem FORTRAN, fol executado no
computador de marca CYBER, modelo §30/31 de 3 MIPS, da
Escola Federal de Engenharia de Itajuba.

o programa principal HSDIN.FOR e contituido pelas seguintes

subrotinas:

MALHA.FOR ... gera a malha de elementos finitos
SKY.FOR ... determina o skyline das matrizes

KEL.FOR ... calcula a matriz de rigidez do elemento
MASS.FOR ... calcula a matriz de massa do elemento
KGLOB.FOR ... monta as matrizes globais do sistema

SPACE.FOR ... determina os menores autovalores de interesse
50.FOR ... recrganiza os pontos de integragao
ETA.TFOR ... talcula os indicadores de erro.



(1]

(2}

31

(4]

£51

(61

[7]

(8]

(2]

CAPITULD 8

REFERENCIAS BIBL |OGRAF ICAS

ZIENKIEWICZ, ©0.C. The Finite Element Method, 3rd. ed.,
McGraw-H1ll, New York, 1977.

ZIENKIEWICZ, 0.C. and MORGAN, K. Finite Elements and
Approximation, John Wiley & Sons, New York, 1983.

TAIG, I.C. Structural Analysis by the Matrix
Displacement Method, Engl. Electric Aviation Report
N? 8017, 1%61.

IRONS, B.M. Engineering Application of Numerical
Integration in Stiffness Method, J,A4.1.4.4.,
14: 2035-2037, 1966,

BATHE, K.J. and WILSON, E. Numerical Methods In Finite
Element Analysis, Prentice-Hall, Inc., Englewood
Cliffs, New Jersey, 1976.

TIMOSHENKG, &. and GOODIER, J.N. Theory of Elasticity,
2rd, ed., McGraw-Hill, 1951.

PAWSEY, S.F. and CLOUGH, R.W. Improved Numerical
Integration of Thick Shell Finite Elements,
International Journal for Numerical Methods in
Engineering, 3: 275-586, 1971.

IRONS, B.M. Quadrature Rules for Brick based Finite
Elements, International Journal for Numerical Methods
in Engineering, 3: 293-2%94, 1971.

HELLEN, T.K. Effective Quadrature Rules for Quadratic
Splid Isoparametric Finite Elements, International
Journal for Numerical Methods in Engineering, 4:
597-600, 1972.



Rl v BN I S W I R W B o

ﬂﬂﬂﬁl"}nﬂt"!ﬂl"‘&ﬁﬂﬂnﬁﬂﬂﬁﬁﬂf‘)ﬂﬂﬁn(“!("!ﬁ!")ﬂnﬂl“}ﬁﬂl"i!"!t"‘iﬂﬂt‘?ﬁf‘}{"!t“}ﬁﬁﬂﬂﬁﬁﬁﬂﬂﬁnﬁﬂﬁﬁﬂﬁﬁﬁﬂﬁnﬂﬂ

PROGRAM HSDIN(INPUT,QUTPUT)

FPROGRAMA PRINCIPAL

WA T T e T it o e e e s e e e e e e i

OBJETIVO: CALCULAR 08 MENORES AUTOVALO-
RES E OS5 CORRESPONDENTES AUTOVETORES DE
PLACAS ESPESSAS TONSIDERANDO AS .
HIPOTESES DA ELASTICIDADE LINEAR.

RETODO UTILIZADG: VERSAO p HIERARGUICA .
00 METO00 DOS ELEMENTOS FINITOS .

TIPO DE ELEMENTO: ELEMENTC 3D DEGERERADC .
COM 16 KOS

weRde DADOS DE ENTRADA *wkse .

TIT = NOME DO ARQUIVG DE DADOS .

ISOH £Q.0 CALCULA O5 AUTOVALORES SOMENTE .

PARA ANALISE ISOPARAMETRICA .

NE.D CALCULA 05 AUTOVALCORES PARA .

ANALISE ISOPARAMETRICA E PARA .

ANALISE HIERARQUICA .

IPRIF  EG.0  HAD IMPRIME AS POSICOES BOS .
G.D.L. HIERARQUICOS

IMPRIME AS POSICOES DOS .

G.D.L. HIERARQUICOS .

ELEMENTCS NA DIRECAD X .

KE.O

L3 = NUMERD DE

HY = NUMERQ DE ELEMENTOS NA DIRECAD Y .

KE = NUMERD DE ELEMENTOS .

NTIP = NUMERC DE TIPOS DIFERENTES DE MA-.
TERIAIS .

NNOS = NUMERO DE HOS DO SISTEMA .

LSONCTY, I=%,4 ~-> CONDICOES DE CONTORND: .
EG.0 CONTORKNG ENGASTADO .
Ea.t & SIMPLESMENTE APCIADOQ.
£Q.2 " LIVRE
1ERRG = TIPO {0 ERRD
EQ.Y -~+> ERRC ESTIMADD
EQ.2 ---> ERRG CALCULABOD .
TOLEST= TOLERANCIA NO ESTIHADOR DE ERROS
NRMIN = LIMITE INFERIOR DDS AUTOVALORES
NROOT = LIMITE SUPERIOR DOS AUTOVALCGRES
IDDLER.T ~~-> ANALISE CONSIDERAMDO
UM AUTO-VALOR POR VEZ
IDD.EQ.2 ~--» ANALISE CONSIDERANDO
TODGS 05 AUTQ-VALORES .
VALOR PERCENTUAL DG ERRD MAXINMO .

GAMA =
( 0. LT. GAMA .LE. 1.} .
IXY = GEOMETRIA DA MALKA DE EL. FINITOS.
EQ.0 ---> MALHA SIMETRICA
NE.(Q ~--> MALHA NAD SIMETRICA
CX = COMPRIMENTO DA MALHA NA DIRECAD X .
C‘!' = Ll L] 1 i n Y
L2 = ESPESSURA DA MALHA

NREAN = NUMERD MAXIMO DE REANALISES
XYZ{NNOS NDM) = COORDENADAS DOS MO5 .
DATALHTIP,3) -->PROPRIEDADES BO ELEMENTO .
DATACNTIP, 1} --» MODULD DE ELASTICIDADE.
DATACNTIP,2) --> HOBULD DE POISSOK
DATACHTIP,3) --> DENSIDADE DE MASSA
IVANC{KNOR  NDH) = TIPD COND. DE CONTORNG .
Q.0 ~--» COM RESTRICAQ
0.t ~~-> SEM RESTRICAD
MAEL(I) = TIPD DO MATERIAL DO ELEMENTD

. FwRRE CATRA DF RESULTADQS wewnw

RESHTIT = ARQUIVO DA POSICAD, NA MALHA, .

109
114
11
112
13
114
115
116
17
118
1y
120
121
122
123
124
125
126
127
128
129
130
13
132
133
134
135
136
137
138
139
140
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DOS GRAUS DE L1B. HIERARQ, .
EIGVINED) = AUTOVALORES MAS REANALISES .
FI(NVLT HC) = AUTOVETORES NAS REANALISES |

dxk CONSTANTES INTEIRAS i+

HOLD=156, NDM=3 K LI=8, L¥i=4, RDF=3,
NLADMAX=8  NOELT=46, NVELT=138, 1i=2,
IGHMAX=2

AS CONSTANTES HWK,NWM o HC DEFINIDAS HA .
SUBROTINA SPACE.FUR DEPENDEM DO PROBLEMA
ESTUBADG. .

*Exh DIMENSAO DAS VARIAVEIG wweds .
* VARIAVELS na declaracan DIMENSION: .
DATARTIP NGAD ), XLIECNOLG, KOM),
XLVI{ROLG, HDM), IELADOCNE, L1 NEVI{RE),
ITHCVI(NE,LVI ) NGH{NE RLADMAX), .
IELANG{NE ,NLADMAX+& NDF ) NHXY(NE, IT), .
RHACHE, RLADHAX+5) NVEL(ME) MAEL(NE],
EIGYANT{NROOT Y  ETAEC(NRDOT, IGHMAX , HDF),
RRIE{NE,2) .

* VARIAVEIS nas declaracoes COMMOH: .
XYZ{NNOS, NDM)  ROEL{NE) ,NOELH(NE), .
HRONE  HLADMAX+G NREANY REGUNWK) RMG(RWN), .
RKCHWK Y, RES(NWKY,FI(HVLY HC) EIGVING),
TRC{NE, NOELT), IVNO(RE NVELT),
IVANGONNOS KDF ), DAT(NE  NDAD ), LL{NDM),
MAXACNVLT+1) LCONLLVID .

REAL TI,TF,SECOND

DIMENSION MAELC108),XL1E{18,3) MAEL(108)
1,1ELADOC 108, 8)  NEVI(108), INCVI(108,4)
1,NGH(108,8), LELANGC 108, 14,33, NHXY (108, 2)
1, NHACIO08, 14),XLVI (16,3),DATAC 108,3)
1,E1GVANT(15 ), ETAECC15,5,3) , NHIEC108,2)

COMMON /BXYZ/ XY2(750,3)

COMMON /BNOEL/  NOEL{108)

COMMON /BNOELH/ HOELH{108)

COMMON  /BNE/ NRC108, 14,20}

COMMON  /BKM/ RKGI34600003  RMG{340000)
COMMON /BRX/ RK({340000) ,RKS(340000)
COMMON /BF1/ FI{2810,23)

COMMON /BEIGY/ EIGV{23)

COMMON /BINC/ INCLT08,46)

COMMON 7BIVNO/  TVND(T08, 138)

COMMON /BIVAND/  IVAND(?50,3)

COMMON /BDAT/ DAT{108,3)

{.OMMON /BLL/ LL{3y

COMMON /BMAXA/  MAXA(Z811)

COMMON /BLCON/  LCON(4)

CHARACTER*12 TIT
CHARACTER*1G DIA,DATE
CHARACTER*E HORA,TIME

WRITE(*, 3000}
READ(*, 3010y TIT

INICIO DA CONTAGEM DO TEWPO DE C.P.U.

T1=8SECOND{)
DIA=DATE()
HORASTIME()

UPEN{5, FILE=TIT,STATUS=TOLD )

OPER{SG, FILE="SLOCAL MAT1//TIT STATUS=
TYUNKHOWN )

OPENLT, FILE='SLOCAL . MAZ!//TIT, STATUS=
T'UNKNOWN ')




141
142
142
144
143
146
47
148

185
187

189
190
191
19
193
194

196
197
198

268
201
202
203
204
203
208
207
208
0%
219

[ I A I

3

1 £ O

14

74

7
73

30

OPEN{8, FILE="$LOCAL HAS' //TIT  5TATUS=
T2UNKNOMN )

OPENLY FILE='RER//TIT STATUS=
THUNENOWN )

REWIND 5
REWIND 9

GRAVACAS DA DATA E HORA DO INICIO DA
EXECULAC

WRITE(®,3020) DIA HORA
WRITE(9, 3030} TIY
ENTRADA DE DADOS

REABLS,”) ISOM,IPRIF

READLS,*) NX, NY,NTIP, NREAN
NE=NX*NY

NI F=3

NDAD=3

HDM=3

WRITE(S,3040) NX,NY,NTIP, HREAN
READ(S,*) (LCONCDY,1=1,4)
WRITEC?,3050) (LCON(E),1=1,4)
READ(S,*) 1ERRQ,TOLEST
WRITE(D,3060) TERRO, TOLEST
1FE{1ERRG.EQ.1).OR. {IERRD.EQ.2}) 60 7O 10
WRITE{9,3070) JERRD

S10P

READ(S,*) HRMIN, NROOT,GAMA, IDD
WRITECD, 30809 NRMIN,NROGT GAMA, 10D

Bo 70 1=1,MTIP
READ(S,*) (DATA(I,J),d=1,NDAD)
WRITE(D,3090) (DATACI,d),d=1,HDAD)

IFEHTIRLGT.TY BO TO T
DO 72 1E=1,NE
MAEL(IE)=1

IF{NTIP.GT.1} READ{S,*> {(MAEL(IE}, IE=1 NE)

IBENTIFICACAD DQ TIPO DE MALHA

READ(S,*) IXY
TF{IXY.EG.0) READ(S,*) CX,LCY,C2
TFCINY.EQ.DY WRITE(S,3100) CX,CY, C2

IF(IERRO.EQ. 1)} WRITE(S, 3110}
TF(IERRO.EQ.2 WRITE(?,3120)
RVLO=0

WRITE(®,3130)

REWIND 6

po 50 1E=1,NE

NOEL (J1E)=16
HVELC1E)=NDF*NOEL ( IE)
NOELH(IE)=0

GERACAD AUTOMATICA DA MALHA DE ELEMENTOS
FIRETOS

CALL MALHACNDF NX,NY,CX,LY,EZ,NE, MNUS
1,NVL0, IXY)

WRITE(*,3140) NE
WRITE(Y 31403 NE
WRITE(*,3150) NTIP

211
212
213
214
215
214
217
218
219
220
221
222
ze3
224
25
226
227
248
229
230
231
232
233
234
235
234
237
238
239
240
261
LY
243
244
245
24b
247
248
28
250
251
232
253
254
233
236

€3 M 7

oy Y

O30y 8

3 & B

56
55

&0

130

160

180

190

149

WRITEC*® , 2160) NNOS
WRITE(S,3160) HHOS

TFOYXY.EQ.0) 60 TO 53

DO 56 {=1,NNDS

READ(S,*) XYZ(I 13, XYZ(L, 23, XYZ{L .3}
PO &0 I=1,NNDS

WRITE(*,3170) 1,XYZ(1,13,1,XY2(1,2),

11,.4Y7{1,3>

CONT {HUE

DO 130 IE=%,NE

WRITE(*,3180) 1E

WRITE(*,3190) (INC{IE,J},J=1,NOEL{IED)
WRITE(*, 32003 (IVNOCIE,d),d=1,NVELLIEY)
CONT INUE

NVLA=D

CALCULD DO SKYLINE DAS MATRIZES GLOBAIS:
MAXA{HWKD)

CALL SKY(NDF,MVLA, NVLD, NWKO,KE)

NUMERD DE PONTOS DE INTEGRACAG/DIRECAD MA
ANALISE ISDPARAMETRICA : LL{HOM)

LEg1y=3
LL{2)=3
LE{3)=2

DO 166 I=1,NWKD
RKG(1)=0.0
RMG(13=0.0

NOEL T=1
WVELI=1
1GH=0
LADD=0
1L=123
MAE={)
MAH=]

CALCULD DAS MATRIZES NA ANALISE
1SOPARAMETRICA: RKG(NWKD) & HMGINWKD?

BO 170 1E=1,NE

NOELT=NOEL(IE)

NVELT=NVEL(1E)

DO 180 J=1,16

NN=INCCIE, )

KLIECS, TI=XYZENN, 1)

KLIE (I, 2)=XYZENN, 2)
ALIEC(J,3)=XYZLNN, 3D

DO 190 J4=1,NDAD

DAT{IE, J)=DATA(MAEL(IEY, 4}

CONT INUE

WRITE(*,3210) 1B, (DAT(IE,1),1=1,3},
1LLCD), 121, %) :

CALCHLG DA MATRIZ DE RIGIDEZ DO ELEMENTO
CALL KELCNDF,NDM, NOELT, NOELY NVELI NVELT
1, I6H, LADO, XLIE, TL, TE  NAE  MAH)

MK=1

CALL KGLOB{MK,NVELI NVELT,IE)

CALTULD DA MATRIZ DE MASSA DO ELEMENTO

CALL MASS{NDF, NOM, NOELT NOELTY NVEL!



307
308
309
310
n
3z
313
114
315
316
37
318
319
50
321
322
32
124
325
326
227
328
329
330
KLY

333
33
335
336
357
338
339
348
34
342
3463
344
345
346
347
348
349
350

Lo BN I o B o 3 Dy

2 M

170

280

320

in

310

250

1, HVELT, 16H,LADG, XLIE, IL, 1E, MAE  MAH)
MK=0

CALL XKGLOBIMK,NVELI,NVELT,1E)

CONT INUE

DG 28D 1=1,NWKO
RK(I =RKG(1)

KITEM=15
1Fss=1
1FPR=0
RTOL=1.E-10

NC=HING(MINO(2*NROOT, 8+NROGT ), KVLG)
NMC=RO{NC+1) /2

NVLA=HVLD

NWMO=NUKD

HNM=HVL O+ 1

WRITE(*,3220)

CALCULG DOS AUTOVALORES € AUTOVETORES
NA ANALISE ISOPARAMETRICA :
EIGY(NROOT ) ¢ FI{NVLD NRDOT)

CALL SPACE{NVLA NVLO,NNM, XWKD, HWHO

1,NH007 , RTOL NG, BNC, NITEM, TF5S, IFPR MAHY

WRITE(%,3230) NROOT

Do 320 NR=KRMIN NRCOT
WRITE (9,3240) RR,EIGV(NR)
WRITE(9,3250) KVLD, NWKD

CALCULD DO TEMPO DE C.P.U. PARA
ANALISE ISOPARAMETRICA

Tr=SECOND{}

TF=TF-T1

WRITE(S 32603 TF
WRITE(®, 3270
IF(ISOH.GT.0) 60 TO 3N
DIA=DATEL)

HORA=TIME()
WRITE(D,3280) DIA HORA
S5TOP

GRAVACAD DOS AUTOVALORES £ AUTOVETORES
DA AMALISE ISOPARAMETRICA

DO 310 NR=HRMIN NROGT
WRITECH, 32905 MR
WRITE(&, 33007 EIGVINR}
Do 310 J4=1,4VL0
WRIYE(6,3300) FI{J,NR)

pQ 230 1E=1,HE
Do Z30 tADD=1.8
IELADD(1E,LADD)=0

IDENTIFICACAC DOS ELEMENTOS VIZINHOS

DO 240 1E=1,NE-1

HEVILIE =0

0 250 I=1E+1,NE

DO 260 JIE=9,12

DO 270 J=9,12

IFCINCCIE, JIEY.NELINC(I, )} 60 1O 270
HEVI{TEY=NEVI(IE )+

INCVICIE, HEVI(IE)I=]

TELARD(!  4-8)=IE

351

385

387

389
390
3w
392
393
394
395
396
397
398

400
401
502
403
404
405
406
487
408
409
410
41
412
413
414
415
416
417
418
419
420

303

[ - M |

T
260
250
240

350

370

380

363

340

390

150

TELADD{T, J-4)=1F
GO TO 230
CORTINUE
CONTINUE
CONTINUE
CONTINUE

HOMAX=46
HLADMAX=8
[GHMAX=S
NVARMAX=HOHAXYNDF

ANALISE RYERARGQUICA CONSIDERANDD :
2} IDRT.EQ.1 --» UK AUTO-VALOR POR VEZ
by IDRT.EQ.Z --» TDDOS AUTD-VALORES

o 325 IDRT=1, 1BD
TI=SECOND(}

{F(IDRY.EQ. 3} IDROOT=1
IF{IDRT.EQ.25 1DROOT=HROOT
NPA=(HROOT ~-NRMER+1) fIDROCT

REWIND &

DO 330 INPA=1,NPA
HRMA= § NPA* IDROOT
NRMI=NRMA - IDROGT+1
WRITE(*,3310) NRMI,NRMA
DO 350 NR=NRMI ,NEMA

READ(S,3250% NRL
TF{NR.NE.HRL) STOP
READCG,3300) EIGVINRS
DO 350 J=1,NVLO
READ(6,3300) FI{d4,HR)

NOELI=1T

HVEL 1 =HDF*HOEL] -2

DO 380 1E=1,ME

PG 370 J=NOELT, NOMAX
INECIE, 4)=0

DG 380 J=NVELI , NVARMAX
IVHOLIE, $)=0

NOEL{IE}=16
NVELCIE y=HDF*NOEL(IE}
NOELHCIE)=0
NHIECIE, 1)=0
HHIE(TE,2)=0
HHXY(IE, 1)=2
RHXY(IE,2)=2

DG 365 LADG=Y, 14
NHACIE, LADO)=1
DO 360 LADD=1,8
RHACIE,LADD)=2

MAR=0

NVLT=NVLO
HWKT=NWKD
INCH=KNOS
* &k % ok
*  RE
* H1E

L I A

*
*

* A 3 %
L I -4
X = o
* 0O %
* =~ A &
* 3 o4
¥ B o #
¥ 2

3 % % %

* oo %

MAH=MAR+1

TFMAR.EQ.1) WRITEL9,3310) MRMI,NRMA
TF(MAB.EG.NREANFYY WRITE(S,3320)
LF(MAK . EQNREAK+T) G0 TQ 330

po 400 [E=1,KE

DG 405 LADO=9, 14



421
422
423
484 L
4725
426
427
428
42%
430
431
432
433
434
435 ©
436
537
538
43%
440
447
432 C
643
4kl
445 C
445 C
w7
448
448
450
451
452
453
454
455
456
437 C
458
459 ¢
450
441
462
463
464
L55
466
A&7
468
169
&70
47
472
473
474
475
476 C
477 ¢
478 ¢
479
480
481
482
483
484
485
486
487
488
489 C
490 C

L]

405 NKCIE,LADD, MAH)=1
B0 400 LADO=1,8
400 NH{IE,LARD BAH)=Z

REWING 7

RVLA=RVLY

HWKA=NRKY
WRITE{™,3330) MAH
MAE=1

U0 401 NR=NRHI, NRMA
ETGVANT(NR)=EIGV{NR)
ETAHAX=0.0

EST=0.0

NETANEG=D

401

DO 418 fE=1,KE
NOELKLTE ) =0

DO 420 1=1,NDF

TYNOLTE  NVEL{TE )+ JeNVLA+ I
50 410 LADO=1,NLADMAX
NGHCIE, LADG)=0

420
410

NYLT=NVLA+NDF
NETA=0

LDOP SOBRE 0S5 ELEMENTOS DA MALHA

DO 430 IEs1,ME
ROELKCTE Y=
WRITEC®,3340) 1E
DO 440 NO=1,16
{=INC(1E,NO)
NLIELNO, 1)=XY2¢1, 1)
XLIELHO, 2I=KYZ(T,2)
XLIECNO, 3)=XYZ(1,3)
440 CONTINUE
LOOP SOBRE DS LADOS DE CADA ELEMENTO

00 450 LADD=1,NLADHAX

IF{NHAZIE, LADOY.EQ. IGHMAX )Y GO TO 450
ETAM=0,0

HET=0

F=1

J={LADCHB YYRDF

TECIVROCIE, J3.HE Q) GO TO 48D
[FCLLEQUNDF)Y GO TO 450

[=¥+1%

d=d-1

680 YO 470

IF(IELEQ. 1y GO TQ 460
IFCIELADOLIE, LADOY.NE.U) GO TO 450
1EF=0

WRITE(™,3350) LADD

HO=LADOME

470

480
460
VERIFICACAG SE HA' ELEMENTO VIZINHO

00 500 1EVI=1,NEVICIE)
OO SO0 KOVI=Z, 16

IF(INCCIE NDY.HE. INCOINCVELLE, TEVI) NOVI))

160 7O 300
TEF=1
NOELHC INCVICIE, IEVED Y=Y
LDI=RHXY L INCVICIE, TEVE) 1)+
LB2=RRXY{INCVICIE, TEVEY, 20+
G0 10 490
500 CONTINUE

CALCULQ DD SKYLINE INCLUINDD O

491
492
493
494
495
496
497
458
499
300
501
502
303
504
505
506
=07
508
509
210
511
512

514
515
516
517
518
519
520
521
522
523
524
525
526
527
528
529
530
53
532
533
534
535
536
5337
538
53¢
540
541
542
543
244
545
S48
547
548
549
550
351
552
533
554
555
556
55V
558
559
5460

1 3 036

0D

(s e eyl

490

320
530

540

568

i51

LADG CONSIDERADG

CALL SKY{RDF NVLA NVLT, NWKY,RE}
{FCIEF, HE.DY NOELHCINCVI(IE, IEVI) =0
L1=NHXY(IE, 13+%

L2=NHXY(1E,2)+1

IGHMIN=NHA{IE, LADO)Y+}

TESTE MO GRAU DAS FUNCOES DE
INTERPOLACAC HIERARQUICAS

DO 310 IGH=IGHMIN, I GHMAX
TFLLIGH-NHACLE, LADOYY.BE.2) 6O 10 515
WRITE(*,3360) 1GH

WRITE(*,3570) NRHI,NRMA,MAK, IE,LADO
IF{(LADD.EQ.1).0R.{LADO.EQ.3).0R. ¢LADO.
1EQ,5}.0R, (LADG.EQ. 7))} GO TO 520
IFCIGH. 6T NHXY(IE, 133 L1=L1+1

£0 T0 530

IF{EGH.GT. NHXYLIE,2)) LE2=l2+t
LLCH)=L)

LL{2)y=L2

DO S40 T=NWKA+1,NWKT

RKG(1)=0.0

RMG(13=0.0

VERIFICACAO DA SEQUENCIA DOS PONTOS
DE IMTEGRACAC

CALL SQQiL)
NOEL T=MOEL{[E 3+
NCGELT=NOEL ]
NVEL J=NVEL(TE}+!
NVELT=NOELT*NDF

CALLULG DOS ROVOS ELEMENTOS DAS MATRIZES

WRITE(*,3380) 11,12,LL(3),LL{1},LL(2}
1,LE(3)

CALL KEL{NDF,NDM NOELI NOELT, NVEL]
1,NVELT, 1GH,LADD, XLIE, IL, 1€, MAE  MAK)
HK=1

CALL KGLOBEMK,HVELT,NVELT,IE)
WRITE(*,3390) 11,L2,LL(3),LLCTY, LL(2)
1,Lh43)

CALL MASSNDE,NDM, NOEL1,HOELT, NVEL!
1, NVELT, IGH,LADD, XLIE, IL, 1, MAE, MAH)
MK=0

CALL KGLOBCMK, NVELI,NVELT,1E}

IFCIEF.EQ.0) GO TO 550

CONTRIBUICAC NAS MATRIZES PELO
ELEMENTO VIZINHO

WRITE(*,3400) INCVICIE, IEVI)

NOEL I=NOEL{ INCVE(IE, IEVI))#1
HOELT=NCEL 1

NVELI=RVEL{INCVI(IE, JEVI))+1
NVELT=NOELT*NDF

po 560 J=1,16
T=INCCINEVICIE, TIEVE) i)

XLVICd, 1I=RYZ(T, 1)
XLVI(d,23=XY2(1,2)
XLVICS,3)=XYZ(1,3)

LD=NOVI -8

IFC(LD.EQ.1).0R. (1D.EQ.3).0R. (LD .EQ,5)
1.0R.(LDLEQ.7Y) GO TO 570
TFCIGH.GT.HHEXY{INCVILIE, IEVI), 1))
1 Lp1=L0 4]



596
5T
598

600
&0

502
603
&04
&%
606
07
408
409
810
611
612
813
£14
815
416
817
618
419
420
£2%
Hed
4623
&E4
&25
626
827
428
625
630

Fr I o I 2 §

3 0 0

©3 O

570

380

550

HED

£50

&4}

550

570

GO T 580

TFCIGH.GT.RHXY (INCVICLE, TEVI), 20D

1 LDZ=LD2+

LL{T)=tD

LL{Z)=LD2

CALL SQ{IL)

WRITE{* 24703 LD

WRITEL* 3380) LD1,LB2, LLC3Y, ELLTY, L)
1,LL{3)

CALL KELCNOF, NDM, NOELT NOELT, NVELI NVELT
1,ZGR,LD,XLVI,1L,INCVI(IE,ZE?IJ,M#E,HAH)
=1

CALL KGLOBCME,MVELT NVELT, INCVELIE,IEVI))
WRITELY, 3390) LD, LD2, ELCEY LLety L2
{NERE)]

CALL MASS(NDE NDM ROELI NOELY NVELI RVELY
1,1GH,4D,XLV1, TL, IRCVI{IE, TEVI) MAE  MA)
HE=0

CALL KGLOB{MK NVELI NVELT,IRLVI(IE,IEVIY)

CALDULD GO ERRO EW CADA DIRECAC DO GRAU
DE LIBERDADE DA FUNCAQ HIERARQUICA

DO 590 NR=NRMI, NRMA

BG 600 NG=1,NDF
ETAEC(NR, IGH, NG)=-1.0
J=(LADO+B)Y¥NDF+NG~NDF
LF(IVNGLIE, J).EQ.0) GO TO 600
{F(IERRD.EQ.2) GO TO 620

VERIFICACAG BO SINAL DO ERRO
(ESTIMADO DU CALEULADD)

IF{EIGVENR} . GT. (RKGIMAXA(NVLANG))
1 /RMGEMAXACRVLASNG) Y)Y WRITE(S,3420)
GG 10 630
IF{EIGVENRY.GT . (RKG(MAXACNVLA+NG))
1/RMGCMAXACKVLATNG) ) )) WRITE(S, 343D

ANALISE PARA ERRC CALUULARG

SEMAXA(NVLA+T)

LF(NG.EQ.1) GO TO 640

RKG{ J JRKGCMAKACNVLATNG ) )
RMG(J 3=RMGIMAXA(NVLA+NG))
DO 650 1=MAXACNVLANG)+NG, MAXATNVLA+NGH1)- )
J=det

RKGEJ)=RKGL 1)

RMG{J)=RMG(1)

CONT [NUE

MAXACNVLASZ)=J+1
TFONGLEQ.TY J=MAXACNYLA+Z)-
HN=NVL A1

NNM=N+T

JKT=

IHT=dKT

DG 660 T=NWKA+1,JKT
RK(1)=RKG(1}
NC=HMINOLMINOLZ*NR, BHNR ), KD
HNC=NT* (NC+13/2

1F$8=0

DO 470 J=1,NC

RO 670 T=NVLA+T NVLY

FICI, d¥=1.

WRITE(* 34400 NG

CALCULD DODS MOVOS AUTOVALORES CONSIDERANRO
APENAS UM GRAYU DE LIBERDADE WIERARQUILO

CALL SPACE{NVLA KM, NNM_JKT, JNT KR,

631
&3z
£33

63%
536
637
&38
639
H40
641
G642
543
B4k
665
H4b
&47
548
649
550
£51

633
654
653
556
457
658
65%

687

689
450
591
692
693
694
695
696
697
498
£9%
700

fel

m 38 O

o080

152

TRTOL,NC,NNC, NITEM, 1FES, IFPR, MAK)
CALL SKY(NDF,NVLA,NVLT,NWKT,NE)

DETERMIKACAD DO ERRC CALCULARO : ETACAL

ETACAL=CEIGVART(NR)-EIGV{NR Y }/EIGVANT(NR)
ETAECKNR, IGH NG)=ETACAL

TF(ETACAL.GE.D.0) 40 TD 58
WRITE(*,3430)

HETANEG=NETANEG+T

GO TO 600

584 EST-EST+ETACAL

IF{ETACAL.LE.ETAM} GO TO 400
NRM=HNR

ETAM=ETACAL

IGHM=1GH

NET=1

50 TO &00

DETERMINACAQ DO ERRC ESTIMADC CONSIDERANDO
APEMAS UM GRAU DE LIBERDADE HIERARQUICD

530 CALL ETACNVLA NR NG,ETAEST)

ETAECNR , 1GH, NG)=ETAEST
IF(ETAEST.GE.0.0) GO TO 585
WRITE(*,3420)
NETANEG=NETAREG+1

G0 10 600

585 EST=EST+ETAEST

IFCETAEST.LE.ETAM) G0 TO 600
MRM=NR

ETAM=ETAEST

IGHM=1GH

NET=1

600 CONTINUE
590 CONTINUE
51G CONTIRUE

515 IFCNET.EQ.O) GO TO 450

CALCULO DO ERRO MAXIMG OBTIDO NA MALHA

TFCETAM.GT.ETAMAX) ETAMAX=ETAM

DO 511 NG=1,NDF

IECEYALL(NRM, 1GHM,NG).LE.0.0) 6O TO 511
NETA=NETA+1

WRITE(7,3450) 1E,LADO, IGHM,NG
1,ETAECLNRM, 1GHM, NG)

511 CONTINUE
450 CONTINUE

NOELHCIE)=0

430 CONTINUE

IF(NETA.EQ.D} GO TO 330
WRITE(D,3460) MAH NRMI NRMA
ETAMAX=GAMATETAMAX

REWIND 7
REWIND 8
HETAP=0

GRAVACAO DA POSICAD, GRAU, DIRECAD E
VALOR DO ERRG PARA CADA GRAU DE
LIBERDADE HIERARQUILO

DO 700 IETA=1,NETA

READC7,3470) IE,LADD, IGH,NG,ERRO
1F(ERRO.LT.ETAMAX} GO TO 700
NGHC E, LADO)=NGH(1E LADD)+1
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701 WRITE(S,34803 1E,LADD, IGH,NG, ERRO 77 LAD=11

702 {RLIPRIF.HE.O) WRITE(D,3480) 1E,LADO e KHIE{IE,1)=3

703 1, IGH NG, ERRQ 773 GO TO 834

704 NETAP=NETAP+! 774 833 IF(NHIE(IE,Z2).EQ.3) GO 10 832

705 OO CONTINUE 775 LaD=12

706 C 776 HHIE(1E,2)=3

70?7 IFCNETAP.EQ.0) GO TO 330 777 B34 NOELM(IE)=NOELH{IE)+Z

708 REWIND 8 778 NH{ IE,LAR, MAH)=2

708 NNOSH=0 779 NE{ LE  LADH2 , MAK)=2

710 po 720 1E=1,KE 780 DO BA7 HG=1,NDF

711 DO 720 LADD=1,NLADMAX+G 781 1ELANGC1E, LAD NG 3=NG

712 DO 720 Ni=1,NDF 782 B37 IELANGCLE,LAD+Z NG)=NG

743 720 IELANG(IE,LADO, NGI=0 783 832 CONTINUE

Tk KGHR=0 784 831 CONTIMUE

715 ¢ 785 C

76 € GERACAD DA MALNA HIERARGUICA 786 DO 770 1E=1,NE

rAYERY 787 DO 770 LADD=1,NLABMAX

718 0O 730 IETA=1,RETAP 788 TE{(LADG.EQ.13.0R, (LADD,EQ.3).0R,
719 READ(B,3470) 1E,LADD, IGH NG, ERRD 759 1(LADO.EQ.5).0R. (LADD.EG.7)} GO TO 780
720 BO 736 M=t NDF 790 TFCNHCIE, LADG, MAH) BT NKXYLIE, 1))
724 736 1ELANG(IE, LADO,NGI=NG ik 1 NHXY(IE, 1)=NH{IE,LADD MAH)

7oz KGHN=NGHN+1 792 60 10 770

723 TFONGHN LT RGHCIE, LADO)) GO TO 730 725 780 IF{NHCIE,LADD, MAH).GT.NHXY(IE,2))
724 HGHE=( 794 1 NHXY(IE,2)=NH(1E,LADO,MAK)

725 HKOSH=NNOSH+1 795 770 CONTINUE

726 NOELHE 1E)=NOELK{IE}+1 798 C

727 BH{IE, LADD, MAH Y =1GH 79T € CALCULO DAS INCIDENCIAS

728 {F¢IELADOLIE, LADOY.NE. D) GO TO 730 758 € NODAIS HIERARGUICAS

729 HO=LADD+B 799 ¢

730 oo 756 1EVI=1, NEVI(JE) 860 DO 790 TE=1,NE

731 B0 768 ROVI=P, 16 801 HOH=NDEL{1E)

732 TECINCCIE NO), HE. INCCIRCVICIE, TEVI), ROVIYY  BO2 DO 800 LADO=1,NLADMAX+S

733 160 10 760 80% TECNH{IE, LADO, MAH) . LE  NHACTE, LRDDY)
734 LD=NOVI -8 804 1 60 TO 800

735 NOELRCENCYILIE, IEVI) )= 805 HOH=NEH+ 1

7i8 THOELHCINCVICIE, JEVI) I+ 806 TF(LADD.GT.8) GO TO 810

737 NHCINCVECIE, TEVIY, LD MAH)=GH 807 PF{IELADOCIE, LADD) .HE.O) GO TO BOO
738 40 10 730 808 810 INCH=INCH#]

739 760 CONTINUE 809 ITHECTE, MOK)=TNCH

740 750 CONTINUE 810 TF(LABD.GT.8) GO TO 800

741 T30 CONTINUE 541 HO=LADO#E

742 C 812 DO 820 1EVI=%,NEVICIE)

T3 E COLOCACAC DA BOLHA QUADRATICA HIERARQUICA  B13 00 B3O NOVI=?,16

Tih € 814 LFCINCOIE, NO) . NE. INCOINCVI{IE, IEVIY NOVID)
745 po 731 16=1,NE 815 1 GO 10 830

T4t BO 732 LADD=1, NLADMAX §1é LO=NOV] -8

747 [FCNHEIE, LADD, MAH) LLE.3) GO TO 732 817 J=0

748 TECLADD.GE.S) GO TO 733 818 DO 8B40 i=1,LD

749 IF(NRIECIE, 1).GE.2) GO TO 732 819 TFENHOINCYI(IE, 1BV, 1 MAK) 16,
750 LAD=Q 820 1 MMACINGVICIE, IEVIL, 1)) GO TO 840
751 NHIECIE, 1)=2 821 Jmd+i

752 6O TO 734 822 B840 CONTINUE

5% 73% IF(NHIE(I®,2).GE.2) GO0 7O 732 823 INCCINCVICIE, JEVI) HOEL{INCVI{IE, IEVI))
754 LAD=10 824 1 y=IRCH

7354 RHIECIE,2)=2 825 6o TO BOO

786 734 NOELH(IE)=NOELH(IE¥H 826 830 CONTINUE

757 HUCIE , LAD MANH3=2 827  BEO CONTIRUE

758 00 737 KG=1,NDF #8728 80O CONTINUE

759 737 LELANG(IE,LAD NGI=NG 829 790 COMTIMUE

760 732 GCONTINUE 830 C

761 731 CONTINUE 831 NULT=NVLA

76E € 832 ¢

763 € COLOCATAC DA BOLHA 833 ¢ CALCULO DAS INCIDENCIAS DAS

764 € QUADRATICA HIERARQUICA MISTA 834 ¢ VARTAVEIS HIERARQLICAS

765 ¢ 835 €

766 bo 831 IE=1,KE 836 oo B58 1E=1,NE

767 b 832 LADD=1, NLADMAX 837 NOH=NOEL( [E)

768 IF(NHCIE, LADO MAH).LE, &) G0 TO 832 g8 00 B850 LADD=T,NLADMAX+6

T8Y TECLADD.GE.5) 60 TO 833 B39 IFCNH{IE,LADO,MAH) .LE  NHA(LE LADO))

70 TF(NHIECIE, 13.50.3) GO TO 832 840 1 GO To B&O



83
ag2
823
834
895
896
B2Y
898

SO0
i
02
03
04
P05
ke
P07
908
o5%
910

£ Y

3247 3 0

HOH=N{OH+1

IF(LADC.GT.BY GO TO 870
TFCIELADODLIE, LADG).NE. Q) GO TO B&D
KH=HON*KDF -NDF

K={LADD+BY*NDF

HG=0

DG BAY I=K-RDF+1,K

HG=NG+1

KH=KH+1

IF(LADG-83 920,920,930
920 IFCCIVNQCIE, ). NE.G}.AND.
1CTELANG(IE, LADD, RGY.NE.O)) GO T0 900
ITYNOLTE, KK)=D

G0 TO 2880
IFCIELANG(IE, LADQ, NGY.NE.O} 6D TO 200
IWHD{ IE KH)=D

G0 1O 880

NVLT=NVLT+1

IVNO{IE , XH)=NVLT

CONTINLE

IF(LADDLGT.8) GO 7O 860

NO=LADOHS

B 9460 IEVI=T, NEVI(IE)

bo 950 NOVI=%,16

870

230

Y00

aa0

EFCINGEIE NOY.NE INCOINCVICIE, TEVI ) NOVI D)

160 10 950

LB=NOVI-B

J={

DO 960 1=1,LD
TFENBCINCVICIE, LEVID, T HAH) LE.

1 NHATINOVICIE,IEVI), 1)) GO T4 960
dEdr]

CONTINUE

KHVI=(NOEL CINCVICIE, IEVEX Xt d)SRDF
LH=KH-KDF

Do 970 I=KHVI-NDF+1 KHVI

KK=Ki+1

IVROL INCVICHE  LEVEY, 13=IVNOCIE, KH)
CONTINUE

GO TD B&0

CONTIRUE

CONTINUE

CORTINUE

CONT [KUE

260

g70

290
Y40
860
850

CALCULD DO SKYLINE DAS
MATRIZES HIERARGQUICAS

CALL SKY(NDF NVLA,NVLT NWKT NE}

00 980 I=NWEA+T, HWKT
RKG(I¥=0.0
Q80 RMG(1)=0.0
MAE=()

LOOP SOBRE 0% ELEMENTOS QUE PUSSUEM
GRAUS DE LIBERDADE HIERARQUICOS

Do 1600 TE=1 ME
IFCHOELHCTE}.EQ.0) 60 TO 1000
NOEL I=NOEL{ IE)+1
HOELT=NOEL{ IE}+NOELH{IED
NVEL [=NVEL{JE)+1
NVELT=NDELT*¥DF
oo 1010 Ne=1,16
I={NCCIE MDY
XLIE(NRD, 12=RYI(1, 1)
XLIE{ND, 2)=XY2(1, 2]

1010 KLIE(NG, 33=4Y2(]1, 3}

AR

912
13
914
915

6 L

7
918

Ne
g0 o
@1 c
22 C

923
924
925
926
27
28
o2¢
930
931
932
933
Q34
933
936
937
38
939
F40
4t
KLY
943
Pl
G945
946
§47
F48
Pay
250
951
952
953
954
955
956
957
958
459
960
261
P62
P63
964
965
266
987
268
S
P70
71
972
73
974
97
¢76
977
978
97y
280

C

C

R B B ]

t
C

1000

102C

1030

1040

C

€

£

154

L{=NEXY(1E,13+1
L2=NHXYL1E, 2)+)
LECTY=L1
LL{2)=L2

WRITEC® 3690} MAH, IE,NRMI,NRMA
CALL SA(iL)

CALCULG DOS NOVOS ELEMENTOS DAS
MATRIZES GLOBAIS

WRITEC*,3500) L1,12,LL(3),1L013,LL(2)
1,1L65)

CALL KEL{NDF  NDM, NOELI,NOELT,NVELI,KVELT
1,164, LADG, XLIE, IL, TE  MAE , MAH)

MK=1

CALL KGLOB{MK, NVELI NVELT,IE)

HK=0 '
WRITECY,3510) L1,L2,LL¢3),LLC1,LLC2)
1,LL(3)

CALL MASS(NDF,NDM NOELI,NOELT NVELD NVELT
1,1GH,LADO, XLIE, 1L, 1E, MAE  MAK)

CALL KGLOBUMK NVELI,NVELT,IE)

CONTINGE

WRITE(*, 35203 MAH NRMI NRMA

NC=MINO(MINO 2XNRMA , B+NRMAY  NVLT)
HNC=HC*{NC+1)/2

1F88=1

NWMT=NWKT

HHM=HVLT+1

DO 1020 T=NWKA+T, KWKT
RK(1)=RKG()

pe 1030 J=1,NC

DO 1030 I=NVLA+T NVLT

FI(I,d)2t.

CALCULD DOS NOVOS AUTOVALORES E AUTOVE-
TORES DA MALHA REFINADA HIERARQUICAMENTE

CALL SPACECNVLA, HVLT NNM, HWKT,NWMT,NRMA,
1RTOL NG, NNE, NITEM, [FSS, IFPR, MAK)

po 1040 1E=1,KE

NOEL ( 1E)=NGEL ( LE ) +NOELH{IE)

NVEL { 1E )=NOEL{ JE)*NDF

DO 1040 LADRO=1,NLADMAX+S
IFCNHACIE,LADD) LT . NH{IE, LADG, MAH))
1 NBALIE,LADOO=NH{IE,LADO, MAH)
CONTINUE

SAIDA DOS RESULTADDS

ETAMAX=ETAMAX/GAMA

WRITE(9,3530)

WRITE(CD,3540) MAH, NVLT,NWKT, ETAMAX
1, NETANEG,EST,NRM] NRMA

DO 1042 NR=HRMI ,NRMA

1042 WRITECS,35350) NR,EIGV(NR)

IF(EST.GT.TOLEST) GO TO 390
WRITE(R,3560)

330 CONTINUE

TF=SECOND( )
TF=TF~TI
WRITE(9,3570) IDROOT,TF



325 CONTINUE

GRAVACAD DA DATA E HORA DO TERMING
DA EXECUCAD

0

DiA=DATE()
HORA=TIME(}
WRITE(Z 3280} DIA,HORA

CLOSE(S)
CLOSECS)
CLOSE(?)
CLOSE(8)
CLOSEC)
¢
3000 FORMATC//SX, ARGUIVD DE DADOS: ')
3010 FORMAT(A12}
3020 FORMAT(/5X, 'INICIO DA EXECUCAC :
1 DATA =',A10," HORA =',AB)
3030 FORMAT(///5X,'< ARQUIVO DE DADOS :
1 OLALR, Y YD
3060 FORMAT(/ZIX,'RX = 1,13,0 NY = ¢,13,
TUNTIP = f,12,* NREAN = ,12)
2050 FORMAT(1X, 'COND. de CONTORND = 7,413)
3060 FORMATC/IX, FIERRD = *,11,' TOLEST =
1t E10.4)
I070 FORMAT(/1X, T*¥** ERRO, IERRQ =',12)
3080 FORMAT(TX, 'NRMIN = ¢,12,' NROOT =
T +,12,0 GAWA = ',G7.2,
110 = 1,12)
3090 FORMAT(IN,'E, XWU e RO = ¢, 3(2%,E10.4))
100 FORMAYCTX,'CX, CY, €2 = ¢, 3(2X,E10.4))
3110 FORMAT(/1X, '*** PARA CADA GRAU DE
1 LIBERDADE ~--> ERRO ESTIMADO')
3120 FORMAT(/1X, '™ PARA CADA GRAU DE
1 LIBERDADE --~> ERRO CALTULADO')
3130 FORMAT(/1X,70¢'=1),/1X, 700 =13}

3140 FORMAT(/1X, 'NUMERD DE  ELEMENTOS =
k3
31501Fﬂééi$(1x,'ﬁo. DE TIPGS DE MATERIAIS =
t
31691F0§;i${1x,'NUHER0 TQTAL  DE NOZ =
1
317O1F0§;:;(/1X,‘X(‘,13,‘) = ¢ F10.4, 7T ¥{
1,015,005 VL F10.4, Y 200,13, = £ FI0LA)

I180 FORMAT(/1SX, P**ELEMENTO No, =¢,13,1%%7)
3190 FORMAY(/1X,'INCIDENCIA NODAL =',1814)
3200 FORMAT(1X,'INC. DAS VAR, =',5415)
3210 FORMAT(//
1 10X, *ELEMENTO LINEAR DE CASCA @ No.
1,137/
1 10X, 'MODULD DE ELASTICIDADE ....
15, £10.5/
1 10X, 'COEF, DE POISSON v..vuuc.s. =
11,810.5/
1 10X, "MASSA ESPECIFICA veenrrrers =
11,810.5/
1 10X, 'PONTOS DE GAUSS/DIRECAC ...
11,3(2X,12))
3220 FORMAT(///1X,'CALCULANDG AUTOVALORES
1 PARA ANALISE ISOPARAMETRICA')
T230 FORMATC/Z1X, 7001 %), /1%, 700 %"y, //
192X, 'MALHA COM ELEMENTOS QUADRATICOS

H

1 1SOPARAMETRICOS!,/12X,*  NUMERO DE
1 AUTQVALORES CONSIDERADOS = ', 12)
3240 FORMAYCI3X, 'AUTOVALOR (7,12,') =

1 t,622.16)
3250 FORMATCAX, '** NVLO = ' 14t NWKO = ',18)
3260 FORMATC/SX,'»> TEMPQ DE L.P.U. p/ ANALISE
TISOPARAMETRICA', /78X, CPU = ¥ ,F10.2)

1051
1052
1053
1054
1835
1055
1057
1058
1059
1860
1061

1662
1063
1064
1045
1066
1047
1068
1069
1070
1071
1072
1073
1974
07
1076
1077
1078
iove
1080
1081

1082
1083
1084
1085
1086
1087
1088
1089
1090
1091

1092
1093
1094
1095
1098
1097
1098
1095
1160
1101
1102
1163
1104
1108
1106
1107
1108
1109
1110
1
1112
1113
1114
1113
1116
1117
1118
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IZ70 FORMAT(/UX, TQLy™Y Y, FIX, 7001%1 Y}
Z280 FORMAT{/SX,*TERMIND DA EXECUCAD : DATA =
11,410, HORA =',AB)
32%0 FORMAT(IS)
3300 FORMAT(IX,G22.15)
3310 FORMATL//2X, 350 <>/
12%," REANALISES PARA O AUTOVALOR Mo, =
1 1,12,% a0 1,12 £2X,25( <> )
3320 FORMAT(IX, PWwksw MAH = NREAH %wwhwer)
230 FORH#T(///1BX,’*************************
peRrEr 10K 0 MALHA G/ ELEM. HIERARQUICOS
1 No o ) R I 2 y [‘ 1 BX R & o e e e e W e e e e e e e e
LAl PR
3340 FORMATL//, 1, 75¢P% 1, 7, 31X, "ELEMENTO No.
IS R TR ) ST
3350 FORMAT(//,IX, 60 %Y, " LADO No. ', 12}
3340 FORMATL/,BX,5(1%*}, ' GRAL HIERARQUICO °f
§,12)
3370 FORMAT(BX *NR=',12,' ao *,I2,* Reanalise
T 54,124, Elemento :*,13,', lLado ', 12}
I380 FORMAT(/
114X, 460 %), na K] do elem,
1 com Ptos GAUSS/DIR. = *,313,
1 /39%,'Ptos arrumadeos = !,313)
3390 FORMATL/
1 14X, 40*'3, % na IM] do elem.
1 com Pros GAUSS/DIR., = *,313,
1 /39%,'Ptas arrumados = *,315)
3400 FORMAT(/, 19X, 1¥¥* £IEMENTO VIZINHO No.
14,15
3410 FORMATC/, 234, '™ LADO ADJACENTE No, 7,12)
3420 FORMAT(1X,'¥%%** EQRO. »>»»> ETAEST <

18,0 *tit*l}

3430 FORMAT (1), vvwwk® ERRG, »>»>»> ETACAL «
10.0 *****l)

3440 FORMAT(/3X, *Catculando novo auto-valor
1 p/ NG =, 12}

3450 FORMATCIX,'IE=* 13,0 LABD=',12,' GRAU=
11,12, KG=’,I12,' ETA=',G22.16)

3460 FORMATL/T2X, 'REANALISE No.=',12,' pf NR=

14,12, ao ', 12)
3470 FORMAT(4X,13,7X,12,7X,12,5%,12,6%,622.16)
3480 FORMAT(IX,¢1E=',13,' LADO=',12,' GRAU=
$1,12,7 NG=',12,% ERRO=',G22.1&)
3490 FORMAT(/2X,'**% REANALISE No. =,12,',
1 ELEMENTD No. =%,]3, 1%%%1
LI *xw 07! o auto-valor No, =%, 12
1’2 BO ‘,IZ,' ***I)
3500 FORMATL/,26X, "% ¥A [K] giobal
icom Pros GAUSS/DIR. = ¢, 313,
1 /46X, 'Pros arrumados = 4,313}
3510 FORMAT(/, 28K, '™ NA Ml glebal
Jeom Ptos GAUSS/DIR. = !,3I3,
1 746X, 'Ptos arrumados = ®,313)
520 FORMATC//2X, 'CALCULANDO KOVOS AUTOVALORES
1{Reanalise :',1Z,%)",
4 f2X,' P/ o auto-valor Ho. ', 12,' a0 ', 12}
E530 FORMATCIX, TMAHY  3X, 'NVLYS X, 'NWKT1, 3X,
TUETAMAX® , 2X, 'No.NEG', 3X, 'ESTIMA®, 7, 'NRMI
13X, EINRMA ')
3540 FORMAT(1X,13,2X,75,2X,18,2X,G7.2,2X,13,2%,
1614.8,3%,12,5%,12)
3550 FORMAT(SX, 'AUTO-VALOR(',I2,%) = ', G22.1&)
3540 FORMAT(1X,'>» (ESTIMADOR .LE. TOLEST) <<%}
3570 FORMAT(//5X, f== TEMPO DE L£.P.U. (DELTARGOT
=t 12,1)¢, /8X, ' CPU = ', F10.2)
[
EMD
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270

280

260
240

290
300

304
310
320
200

400

410

SUBRDUTINE DECOMPINVLA VLT, ISH, MAH)

noe e R 4 e oA w

FROGRAM
10 CALCULATE {L)Y®DY*{L¥{T) FACTORI-
ZATION OF BYIFFNESS MATRIX

DIMENSAG DAS VARIAVEIS:
RKCNWK D, RKS CHWK ), MAXACNVLT 13
COMMON 78RK/  RK(340000), RKS(3400003
COMMON /BMAXA/ MAXA(2811)

IF{RVLY.EQ. %} RETURN
Ji=1

TF(MAH.NE.D) JJ=NVLA+1
DO 200 N=dd NVLT
KN=MAXACN )

KL=kp+1

KU=MANA(N+7)-1
KH=KU-KL

1F (XK} 304,240,210
K=N-KH

16=0

KLT=KU

Bo 260 4=1,KH

1C=1CH

KLT=KLT-1

KI=MAXACK)
HD=MAXA(K+1) KT~ 1

IF (ND} 260,260,270
KK=MINOC1C,ND)

£=0,

Do 280 L=1,KK
C=CHRKCKT+LY*RK(KLT+L Y
RE(KLT 3=RK(KLT 3-8
Kak+1

Ky

g=0,

Do 306 KK=KL, K}

K=K-1

KT=MAXAL{K)
C=RE (KK} FRKCKT)
LE{ABS(C).LT.1.D+07) GO TO 290
WRITE(Y,410) K,C

STOP

B=B+CRK(KK)

RE(KK3=C
RKCKNI=RK{KN ) -B

Y OERKCKNY) 310,340,200
IF {ISH.EQ.0) GO 1O 320
1F (RKCKND.EQ.0.) RK(KH)=-1.D-16
g0 TO 200
WRITE(S,400) N, RKCKN)
STOR

CONTINUE

FORMAT(//1X,'STOP - STIFENESS MATRIX NOT
1 POSITIVE DEFINITE!//
1 1X, 'NONPOSITIVE PIVOT FOR EQUATIONT,
114,77
2 1, PIVOT =1,E20.12)
FORMAT (/4 1, '8TOP - STURM SEQUENCE CHECK
1 FAILED BECAUSE OF1/

1 1%, "MULTIPLIER GROWTH FOR COLUMN
1 NUMBER®,14,//
1 1%, SMULTIPLIER=! E20.8)

RETURN
END

R R I R e
CFOF OO0 Y

&1

&3
14
&5
66
&7

.

210

270

280

260
240

290
300

304
310
320
200

400

410

156

SUBRCUTINE DECS{NVLY, ISH)

....... L R T . T T R

PROGRAMN
TG CALCULATE {L)*{BY"{L)(T) FALTORL-
ZATION OF STIFFRESS MATRIX

DIMENSAQ DAS VARIAVELS:
RE{NWK) , RES(RWK) MAXA(RVLT+1)
COMMON /BRK/  RX(3400003,RKS{340000)
COMMON /BMAXAS MAXACZEI1T)

TR{NVLT.ER. 13 RETURN

00 200 N=1,NVLT
KN=MAXA(N)

KL=KN+1

KU=MAXAL{N+T)~1

KR=Ki-KL

IF (KK} 304,240,210
X=h-KH

1C=0

KLT=KyU

Bo 26G Jd=1,KH

jtding|

KET=KLT-1

KI=MAXA(K)
ND=MAXACK+13-KI-1

IF (ND) 260,260,270
KE=MINOCIL, NDD

=0,

DO 280 L=1,KK
C=C+RKS{KI+L )P RKS(KLT+L)
RES{KLT)Y=RKS(XLT}-LC
K=K+1

K=K

B=0.

DO 300 KK=KL KU

K=K-1

KI=MANALK)
CRRKS{KK}/RKS(KI)
TFCABSCCI.LY.1.0+07) GO TQ 290
WRITE(S,410) K, C

sTOP

B=8+LAAKS (KK

RES{KK)=C
RKS(KNI=RKS{XN)-8

IF (RXSCKH) 310,310,200
IF (ISH.EQ.0) GO TO 320
IF (RES{KNY.EC.D.) RXSOQN)=-1.D-16
GG 10 200

WRITE{?,$00) N,RKS(XN)
STOP

CONT ITNUE

FORMATL /71X, "$TOP - STIFFNESS MATRIX NOT
1 POSITIVE DEFINITE®//

11X, *NONPOSITIVE PIVOT FOR EQUATION!
1,14, 470X, FRIVOY = E20.12)

FORMATC(//F1X, 'STOP - STURM SEQUENCE CHECK
1 FAILED BECAUSE OF*/

1 1%, "MULTIPLIER GROWTH FOR COLUMN
1 NUMBER®,14,//

1 1%, "MULTIPLIER="' E20.8)

RETURN

ED
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SUBROUT IHE ETA(NVL NR,NG,ETAEST)

L

FROGRAMA

PARA CALCULAR O INDICADOR DE ERROS PARA

M GRAU DE LIBERDADE HIERARGUICD

DIMEHSAD DAS VARIAVEIS:

RKG{NWK)  RMGINWMY ETGY(HC)Y  FI{NVLT NC3,
MAXACNVLT+1)

COMMON /BKM/  RKG(340000),RMG(340000)
COMMON FBEIGY/S EIGV{Z3)

COMMON /BFI/  FL{2810,23}

COMMON 7BHAXA/ MAXA(Z2811)

ETAKU=0.D
J=RVLH]

CALOCULG DO NUMERADOR DA EQUACAG DD
INDITADOR DE ERROS

BO A0 I=MAXACNVLANG NG, MAXALNVLANGHT) -1
J=d-1
ETARUSETARU+{RKG{ 1)~ EIGV{NR }*RMG( L 3 )™

TFICd, HR)

10 CONTINUE

-y

« 4 % B = £ = n *

ETANU=ETANU*ETANU
T=MAXA(HVL+HG)

CALCULD DO DENOMINADOR DA EQUACAD BO
INDICADOR DE ERROS

ETADE=EIGVINR)*{RKG{1}-ETGY(NR)"RMG(I})
CALCULO DO INDICADOR DE ERROS
ETAEST=ETARU/ETADE

RETURN
END

FURCTION ITRAD(IP,IQ)

FROGRAMA
PARA CALCULAR A POSICAD DOS ELEMENTOS
DAS MATRIZES (Kjetem. E [Mielem.

P T L

IFCIQ-1PY 1,1,2
ITRAD=IR*{1P-13/2+10
RETURN

ITRAD=IQ®(1G-1)/2+1P

RETURN
END

SUBROUTINE JACOBIIN,RTOL NSMAX LFPR}

PROGRAMN
TQ SOLVE THE GENERALIZED EIGENPROBLEM
USING THE GENERALIZED JACOR] ITERATION

DIMENSAQ DAS VARIAVEIS:
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ARCNNC)  BRCNNC) , VECCNG, NG, EIGVING),
WENVLT)

E N L e

COMMON /BAR/  AR(Z76)
COMMON /BBR/  BR(276)
COMMON /BVEC/ VER(23,25)
COMMOR /BEIGY/ ELGV(23)
COMMON /BW/ W{2810}

IRITIALIZE ETGENVALUE AND EIGENVECTOR
MATRICES

=N+

11=1

Do 10 i=1,¥

TF(ARCIIN.GT.O. LAND. BR{}1}.GT.0.)
160 T4

WRITE(?,520% II1,ARLIL}, BR{IL}
STOP .
W{I)=ARCII)/BR(IL}
EIGV(I=W{I)

FISTi4NY-

0o 30 I=1,%

Do 20 J=1,M

VEC(], J)=0.0

VECLI, 1)=1.0

IF{N.EQ.1) RETURN

INITIALIZE SWEEP COUNTER AND
BEGIN [TERATION

HSWEEP=0

NR=N-1

NSWEEP=NSWEEP+1

(F{IFPR.EQ.T) WRITE(*,500) NSWEEF

CHECK IF PRESENT CFF-DIAGONAL ELEMENT
18 LARGE ENCUGH TO REQUIRE ZERODING

EPS={ 0. Q1X*NSWEER ¥+

DD 210 J=1,NR

JPi=g+1

IMizd-1

LKW N - M T* 2/ 2

B T L]

pO 210 K=J4P1,¥

KP1=K+1

KM1=K-1

JK=LJK+K

KK=KMA*H-XKMT*K /24K
EPTOLA={ARCIK PFARCIK )/ {ARCII I*ARLKK) )
EPTOLB={BR{JK}*BR{JK I}/ {BRUJJI'BR{XX))
TF({EPTOLA.LT.EPS) . AMD.(EPTOLB.LT . EPS))
1 60 10 210

I¥ ZEROING 15 REQUIRED, CALCULATE THE
ROTATION MATRIX ELEMENTS CA AND CG

AKK=AR (KK ) *BR{JK - BRKKY*ARCJK)
AJIRARCJIY¥BREIK) -BREJIYFAR(IK)
AB=AR( 4 Y*BRUKK)-ARCKKY¥BRCJJ)
CHECK=(ABTAB¥4 , *AKK*AJJ) 6,
LF(CHELK) 50,680,460

WRITE(®,520)

s70P

SQCH=SORT (CHECK)

DA=AR/2 +SQCH

D2=AB/2.-SOCH

DEN=D1

IF(ABS(D2).GT.ABS(D1)) DEN=D2
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e [F{DEN) 80,70,80 149 ¢

80 70 Casf. 150 € UPDATE THE EIGEXVALUES AFTER EACH SWEEP
81 Co=-AR{JKI/ARERK) 151 ¢

82 GO TO %0 152 11=1

B3 30 CA=AXK/DEN 153 Do 220 1=1,8

B4 CG=-AdJ/DEN 154 IFCARCITDLGT.OL LAND. BRCIIDLGT.O.)
BS ¢ 155 1 60 TH 215

84 C PERFORM THE GENERALIZED ROTATION 1O 156 WRITE(D, 5200 11,AR{ILY,BRCITY

87 ¢ ZERD THE PRESEMT OFF-DIAGONAL ELEMENT 157 STOP

88 ¢ 158 215 EIGV(II=AR(INI/BR(IL)

a8 PO YF(N-2) 100,190,100 159 220 1i=1l+N1-]

20 100 1F(JM1-1) 130,110,110 160 FF{IFPR.EQ.J) GO 1O 230

ka 110 DG 120 I=1,4M1 161 WRITE(™,530)

92 IM1=3~1 162 WRITEC®,510) (BIGVL1),1=1,H)

&% PAeEMIRN-TMI*T 2+ %3 C

1A IK=IMI*N~IMI*1 /724K 164 € CHECK FOR CONVERGENCE

Q5 AJ=AR{1.13 165 €

96 BJ=BR{I4) 166 230 DQ 240 I=1,N

&7 AK=ARCIK) 167 TOL=RTOLYW( )

g8 BK=HR{IK} 163 BIF=EIGVY(I¥-W{I)

90 AR{ T Y=AJHCGYAK 169 BIF=ABS(DIF)

104 BR{IJ)=BJ+CE*BK 176 IF(DIF.GT.TOL) GO TD 280

01 ARETK J=AK+CAYAY) 1M 240 CONTIRUE

102 120 BR{IK)=BK+CA*B! 172 ¢
12 130 IE(KPTI-N} 140,140, 160 173 ¢ CHECK ALL OFF-DIAGONAL ELEMENTS TD SEE
106 140 LJI=JMT*N-gMiegs2 174 ¢ IF ANOTHER SWEEP 1S REQUIRED
105 LK =KMT*N-EM1*K/2 175 ¢
106 DI 450 I=KP1, M 176 EPS=RTOL**2
107 JisbJi+] 177 00 250 J=1,NR
108 KI=LKI+] 178 JMind-1
104 AJ=ARC(JI) 179 JPY=ge
116 Bd=BR{JI) 180 LJK=iMIx-gM1x /2
111 AK=ARCKI) 181 =L JK+d
112 BK=BR(K]) 182 B0 250 K=J4P1.H
113 AR{ITISAJHEGHAK 183 KM1=K-1
114 BR(JI3=BJ+CE*BX 184 JE=L S+
115 ARCKI)=AK+CA*AS 185 KKTKMI*N-KM1*K /24K
116 150 BR¢KI)=BK+CA*B 186 EPSA={ARCIK)™AR(JE ) /(AR LS Y*FAR(KK)D
117 160 IFCJPT-KM1Y 170,170,190 187 EPSB={BR{JK)*BR{JK) )/ {BROSIBR{KK))
T8 170 LJdI=JRI*N-gN1%/2 188 1F¢CEPSA. LT EPS) . AND . (EPSS.LT .EPS))
1% DO 180 I=4P1,KM1 189 1 GO TO 250
126 Ji=Ldl+l 190 GG TO P80
129 IHi=1-1 191 250 CONYIHUE
127 IX=IMIYH-[M1%] /24K 192 ¢
123 AJ=AR(ID) 193 ¢ FILL OUT BOTTOM TRIANGLE OF RESULTANT
124 BJ=BRCJT) 194 € WMATRICES AND SCALE EIGENVECTORS
125 A=ARLTK) %5 €
126 BX=HR{IK) 196 255 11=t%
127 AR{J L ¥=A+LGYAK 197 Do 275 f=1,N
128 BR{ I )=BJ+LEEK 198 EB=SART(RR(IID}
128 ARCHIO=AR+CAYA 199 50 270 K=1,4
130 180 BReIK)=BK+DCA*RY 200 270 VECCK, I=VEL(K,1)/88
13 190 AK=AR(KK) 201 275 ii=ti+N1-t
132 BK=BR(KK) 202 ¢
133 BREKK ISAKH2 FCAYARCIKI+TARCATARC 44 203 RETURK
134 BREKXI2BK+2, *CAXER{ JKILCAXCARER( 4d) 204 ¢
135 ARC IS I=ARC I I+ 2 *CERARE JKI4+CHEYCE AKX 05 ¢ UPBATE D MATRIX AND START NEW SWEEF
136 BR{JJ)=BR{JJ +2. *CEYBR{ JK)+CECE*BK 206 ¢

137 ARCIK3=0.0 207 280 DO 290 [=1,M

138 BR{JKY=0.0 208 290 M{I)=EIGV(I)
13% ¢ 209 IFCNSWEEP.LT.RSMAX)Y GO TO 40
140 ¢ UPHATE THE EIGENVECTOR MATRIX AFTER 210 GO TD 285

161 C EACH ROTATION 21 ¢
142 ¢ 212 500 FORMAT(1X,'SWEEP NUMBER IM *JALOBI™ =
143 DO 200 I=1,4 213 11,14)
164 RJ=VECLT ) 214 510 FORMAT(IX,30G22.16)
145 KE=VECLT XD 215 520 FORMATUIX, '*** ERROR SOLUTION STOP'/
146 VEC( T, J)=XJ+LEYXK ' 214 11X, tMATRICES NOT POSITIVE DEFINITE!/
147 200 VEC(I,K)=NK+CA®XJ 217 21%, 1=, T4, 'RKGC )=, G220 16, *RMG{ 11 )=!

128 210 CONTINUE 218 3,622,163
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219 530 FORMAT(IX, ‘CURRENT EIGENVALUES IN 65 232 CALL SHAPE(RGCL),TG(L),S5G{L),X5J,NDH
220 1 *JACOBE™ ARE,'/) &6 1,NOELT NOELY, LGH, LADD XL LE, MAE MAH)
21 c &7 GO 10 4D
222 ERD 4B C
&9 313 CALL SHAPE¢SGEL), RG{L),TGCL),XSJ NDM
70 1,NOELT ,HOELT, 1GH, LADO, XL, TE, MAE  MAH}
1 SUBROUTINE KELCNDF NDM,NOELI,NOELT,NVEL] 71 G0 7O 40
2 1,NVELT , IGH,LADD, XL, IL, IE, MAE, MAK) TR
S P e e e e 73 331 CALL SHAPE{SG(L),TGCLY,RGCLY,XSJ, NDH
4C . X 74 1,HOELL NOELT, 1GH,LADD, XL, [E, MAE  MAH)
5. PROGRAMA . Ii-] GO TO 40
6 C . PARA CALCULAR A MATRIZ DE RIGIDEZ DO . 7%
7C . ELEMENTO . 77 412 CALL SHAPE(TGIL) RG(L),SG(L), XSJ NDH
BC. . 78 1,NOELI,NOELT, IGH,LADD, XL, IE  HAE MAK)
L . DIMENSAC DAS VARIAVEIS: ; 79 GO TG 40
10 €. DE3),XLINOELD, NOM), S(NW),RG(216), ) B0 C
1€ . SBL216),TGC216) MG(214),SHP(A NOELT), . 81 4217 CALL SHAPECTG(L),SG(L),RE(LY,XSJ NDM
12 € . DAT(NE,NDAD) ,LL(NDM), . a2 1,NCELI  NQELT, 1GH, LADO, XL, 1E MAE MAH)
13 ¢ . NH{NE,NLADMAX NREAN) NOEL{NE} . 8¢ :
S B4 40 DV=XSJ*WGIL)
15 DIMENSION B{3),XL{18,3) 85 Di=DL1I DV
16 COMMON /BS/  S{9591) 86 DE=b(2)"DV
17 COMMON /BRSTH/ RG(Z16),86(214),T6L216) 87 DI=D(IIDV
18 1, WG{216} B8 ¢
1% COMMON /HSHP/ SHR(4G,46) B9 ¢ CALCULO DA MATRIZ DE RIGIDEZ
20 COMMON /8DAT/ DAT(108,3) Lt
z1 COMMOR /BLL/  LLLD) 91 D0 30 J=NGELI,NDELT
22 COMMON /BKH/  NH{108,14,207% 92 Q11=0175HPC1, )
23 COMMON /BNQEL/ NOEL(108) 93 Q12=D2*SHP{2,d)
24 C A QIA=D2*SHP(3, 4
25 E=DAT(IE, 1) ] Q21=DRTSHP(T, )
26 WNU=DATIIE,2) %6 QZ2=D1FSHPZ, 0D
27 ROSDATCIE,3) 97 G23=B2*SHP(3F, )
ez o 98 Q31=P2*SHP(1,d)
2 CALCULD DA MATR1Z DE PROPRIEDADES 99 Q32=D2%SHP (2,45
nc 100 Q33=01*SHP(S, )
%1 DOTYRE*( T, - XN /(L LRI 0T, - 2% XL} 1 QAt=03*SHP(2, )
32 D{2Y=EAHUL (T W XNUY ¢, -2, XN ) 102 Q42=03*SHP(T, )
33 B(3y=EF L2701, +ANLEY ) 103 Q52=03*SHPCS, J)
34 c 104 Q53=DI*EHE(Z, d)
35 pG 10 1-1,3 105 Q61=DI*SHP (T, 43
34 10 LLCII=MINGLS, MAXO(E, LLCTIN) 108 QE3=N3*SHP(Y, &)
7L 107 11=NDF*$-(NDF-1)
38 DG 20 I=HVELI NVELT 108 12=11+1
39 pG 20 J4=1,1 109 T3=12+1
40 IJ=3 TRAD(I, 1) 110 ¢
&1 20 5¢1dy=0.0 111 bo 30 1=1,4
42 C 112 JT=NDF®I-(NDF- 1}
P CALCULO DOS PONTOS DE INTEGRACAC DE cAuss 113 Ja= g1+l
& O 114 JA= 421
&5 CALL PBAUSS{LINT) 115 1431=ITRADCIT,41)
46 ¢ 116 1ZJ1=1TRADCIZ, 41}
&7 po X0 L=1,LINT 117 13JI=1TRADCIZ, 4 1)
e 118 S{I1313=8CI1J1I+SHPET, 1301 148HP(2, 1)
4% c AVAL TACAC DA SEQUENCIA DOS PONTOS DE GAyss 119 1*QA1+SHP(3, 1)*081
50 ¢ 120 S(I241)=SCIZI1HSHPL T, 1 1*Q12+8KP(2, 1)
51 TF{IL.EQ,123) 80 T0 223 121 F*Q4Z
52 TE{IL.EQ.1323 60 TO 232 122 S{I3J1I=S{I341 I+SHPL T, DIFQI34SHP(E, 1)
53 1F(1L.EQ.213) GO TD 313 123 %063
54 1F{IL.EQ. 231 GO TO 331 124 11J2=1TRAD(EYT,42)
] TFCIL.EC.312) 60 TO 412 125 IZJ2=1TRADCIZ, 42D
56 TFCIL.EQL321) 6O TO 421 126 13J2=ITRADC 13,427
57 ¢ 127 TRLILHE. &) SCI1423=5¢1 1J2I+SHP(Z, 13%0Q21
58 ¢ CALCULD DOS VALORES DAS FUNCOES DE INTER- 128 T+SHP(1, 1y*041
59 POLADAQ HOS PONTOS RGC(L),SG(L),TG(L) 129 SCI2I2)=8(2J2I+GHP(2, 1I*Q22+SHP{1, 1)
&0 € 130 1*GL245HP(3, 1)*Q52
&1 223 CALL SHAPE(RG(L),SGEL),TGUL}, XS ND¥ 131 SCIIIZI=E(IBJ24SHP (2, D)*R23+5HP(S, 1)
&2 1,HOEL1,NOELT, TGH,LADD, KL, IE, MAE  HAR) 132 1*053
&3 GO TO &0 133 11431 TRADLIT, 433

&4 C 134 12J3=1TRAD(12,J3)
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I3J3=1TRADCIS, §3)

TF(I.RE.J) SCIT3)=8(11J3)+3HP(S, [ %031

THSHELY, 1) G6Y

IFCLLNEL) S{I243)=8(12J3)+8HP(3, 17032

1+8HPL2, 13*0%2
30 S{13d3)=8(13J3+8HP (3, [ P*Q33+8HP(R, 1)
1*Q53+8HP(T, 1 y*ab3

RETURH
END

SUBROUTINE KGLOB{MKX NVELI WYELT,IE)

PROGRAMA

PARA CALCULAR AS MATRIZES GLOBAIS:
[RKG] £ [RMGI

. DIMENSAD DAS VARIAVEIS:

. NW=RVEL*¢(NVEL+1)/2

. S(NW), TVNOCNE NVEL) RKGONWK) , RMGCHWMY,
MARALNVLT+1)

..... L T

COMMON /BS/ (5912

COMMOR /BIVHO/ TVNOC1DB, 138}
COMMON /BKH/  RKG{340000), RMG(340000)
COMMON /BHAXA/ MAXA{Z2811)

DO 10 [=NVELI,HVELT
ILIN=IVROLTE, 1)
IF(ILIN.LE.DY GO TO 10
bo 20 J=1,¢
JCOL=IVHOCIE, 1)
IFCJCOL.LE.03 GO TO 20
IFJCOL-1L1IM) 30,30,40
30 ILINJCOL=MAXACILIN)+ILIN-JCOL
Gg TO 50
40 ILINJEOL=MAXALJCOL }+dCOL- FLIN
50 TJ=ITRAD(I. )

MONTAGEM DA MATRIZ DE RIGIDEZ GLORAL

TFEMELNE . DY REGCILINJCOL)=REG(ILINJCOL 3+

18018

MONTAGEM DA MATRIZ DE MASSA GLOBAL

IF(MK . EQ.D) RME(ILINJICOL }=RMGUILINJCOL 3+

15¢10)

20 CONTINUE
10 CONTINUE

RETURN
END

SUBROUTINE MALHALNDF NN, NY,CX,CY,C2Z
1,HE,NNOS, RVLQ, IXY)

FPROGRAMA

FARA GERAR A MALHA DE ELEMERTOS FINITOS

WX
NY
CX
Cy
£z

o K o

KUMERD DE ELEMENTOS NA DIRECAG X
NUMERD DE ELEMENTRS NA DIRECAC Y
COMPRIMENTC DA MALHA HA DIRECAD ¥
COMPRIMENTO DA MALHA NA GIRECAQ Y
EOMPRIMENTO DA MALHA NA DIRECAO I

N

3¢
1%L
53¢
16 ¢

i60

DIMENSAG DAS VARIAVEIS:
XYZONNOS, NDM 3, INCENE, 68) , TVNO(NE, 138),

40

50

3G

&0

aQ

o0

NOEL{NE}, IVANGINEOS  NDH ) LCONCG)

------- I T

COMMON /BXYZ/  XYZ(750,3
COMMON /BINC/  INC(308,46)
COMMON /BIVNO/  [¥NO(108,138)
COMMON /BNOEL/ NOEL(108)
COMMON /BIVAND/ TVARG(TSD,3}
COMMON /BLCON/  LEON(4)

NNOSI=1

FOEXYLNE.Q) GO TO 10
DLX=CX/(27NX )
DLY=CY/(2*NY)
DLYY=-DLY

K=1

CALCULD DAS COORDENADAS DOS KOS
PARA MALHA REGULAR

DU 30 L=1,NY
PLYY=DLYY+DLY
X¥Z(K,23=DLYY
KYZL2*NNHK+T, 23=DLYY
XYZ(K,13=0.0
XYZ(2*HX+K+1,13=0.0

D0 40 I=K+1,2%NX+K
XYZ({1,2)=DLYY
XYZ(1,13=XYZ¢1-1,134DLX
JETH2*NX+ T

XYZ2(4,2)¥=DLYY

XYZ¢J, 1¥=XY2€3-1, 13+DLX
DLYY=DLYY+DLY

KN ZLL*NNHKS2, 2)=DLYY
KYZLS*NX+K+3, 2)=DLYY
XYZ{G*NX+K+2,13=0.0
RYZ{S*NX+K+3,13=0.0

DO 50 I=6PNKHK+S SHNXTKe2
X¥2L0, 23=DLYY

KYZ(E, 1=KYZ(I-1,1342%D1LX
NEIRTT) £

HYZ{J, 2)=DLYY

¥YZLS, 1)=8YZ04-1, 10 +2*DLX
K=K+E*RR+4

CONTINUE

DLYY=BLYY+DLY

XYZ2(K, 2¥=DLYY
KYZ(2¥NX+K+1,2)=DLYY
AYZ{K,13=0.0
ATZ(2*RX+K+1,1)=0.0

DO A0 I=K+, 2%NN+K
XYZ{),2)=DLYY

XYZLE, 1=XYZ201-7,1+DLX
dm 12NN+

KYZL{d, 2¥=DLYY

KYZ0J, 13=6Y 2081, 1 p4DLX
K=1

DG 70 L=1,NY

00 80 1=K, 2¥NX+K
JEEH2PNN+]

XY2¢J4,3¥=0.0

X¥YZ{1,3)=CL

DO PO T=4%NX+K+Z, S*HK+K+2
J=l+NX+1

XYZ(4,3)=0.0

X201, 3¥=02

K=K+ E*NX+4
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70 CONTINUE
DO 100 P=K,K+2%NY
J=2%RXN+1
XYE(S,3)=0.0

100 ¥¥241,3)=02

CALCULG BAS INCIDENCIAS
RODAIS DOS ELEMENTOS

10 IHCCT, 1953
INCC1, 2)=6%HY+7
INCCT,3)=INC(, 202
INC(Y,4)=1
INCLT,5)=2%HX+4
IRCC1,6)=B¥NK+8
IRECT, TI=INCCY, 602
INCC T, By=2*Ni+Z
INCE1, 9)=6PNR+4
INGCT, 10)=ING(T, 231
INCEY, TD=INECT, 931
INCCT, 12)=1NECT, 1)1
INCLT, 13)=1NECT, DIHNNH
INC{T, 14)=INGCT, 631
INCCT, 153=1NCCT, 13)-1
INCCT,163=1NECY, 8)+1

HD=INC(1,33-1
BO 180 IE=NX+1,NE-NX+1,HX
[=1E-NX
DO 180 J=1,16

180 INCCTE, JI=INCCT,J 3D

5O 190 IEX=2,NE,NX
NIEX=1EX+HX -2
DO 190 1E=18X,NIEX
I=1E-1
Bo 200 J=1,8

200 INCCIE,J)=INCCI, J3+2
PO 210 4=9,15,2

210 INCLIE,J)=IHC(D, 3+
D0 220 J=10,16,2

220 INCCIE,J)=INGCT, $)+2

190 CONTINUE

NNDS=INCCNE,6)
6O 230 1=NNOSI,NNOS
PG 230 Jd=1,H0F

230 IVANGLI, 3=t

CALCULO DA% POSICOES DAS

VARIAVEIS HULAS (CONDICOES DE

CONTORNG DO PROBLEMA)

DO 250 LADO=1,4
IFCLADO.ER. 1) GO TO 260
4o 70 270
60

TG 280

IF(LADO.EQ.2)
IF(LADD.EQ. 3}

CONTORND = 4

IFCLOCON(S).EQ.2) 60 TO 250
IFCLCON{S} . EQ.0) GO TO 290
IVANGCINECT,8),3)=0
DO 360 IE=1,NX
DO 300 1=5,16,11

300 IVANGCING(IE,1),3)=0
60 10 250

290 0O 310 1=1,NDF
IVANGCING(T,4),1)=0

310 IVANOCINCCY,B3,1)=0

—h
(=
—n
[}

187

192
193
194
195
196
197
198

200
e
202 ¢
203 €
204
205
206
207
208
209
210
21
212
213
214
215
216
217
218
219
220
221
222 ¢

320

260

350
340

340

370

270

390
3g0

400

410

280

430
420

440

450
250

DO 520 IE=1,MX

DO 320 I=1,HDF
IVANOCINCCIE, 1), 1320
IVANO( INGCIE, ), 1)=0
TVANGCINGCIE, 120, 19=0
IVANOUINCCIE, 167, 1)=0
GO TO 330

CONYORHG = 1

TFLLCOMETY.EQ.2) GO TO 250
IF(LEONCT).EQ.0) GO TO 340
IVANOC INCENX,53,3)=0

DG 350 IE=NX,NE,NX

00 350 1=6,13,7
IVAROCINCCIE, 13,3)=0

Go TO 250

DB 360 1=3,NOF

TVANOC INC(NX, 1), 1)=0
IVANOC IRCCNK, 53, 13=0

DG 37C 1E=NX,NE,NX

DO 370 1=1,NDF

IVANOL INCCIE, 2),1)=0
IVANOCINCCIE, 63, 13%0
TVANO( INC(IE,9), 1)=0
IVARDC INC{TE, 13),1)=0

GO TO 250

CONTORND = 2

IF(LOONCZ).EQ.2) 6D 7O 250
J=NE~HX+1

1F(LCON(Z) . EQ.0) GO TO 380
IVANGCINGCJ,T3,3)=0

DO 390 1E=J,NE

po 360 1=6,14,8
[VANGCINGCIE, 13,33=0

50 TO 250

DO 408 1=1,NDF
IVAROCING,3), 1)=0
TVAND(INGC S, 7),10=0

DG 410 IE=d,NE

DG 410 Is1,MOF

TVANOC INCLIE,2), 1)=0
IVANDCINGLTE,6),1)=0
IVANOCINCETE, 103, 1320
IVANGCIHTLIE, 143, 13=0

GO 1O 250

CONTORHG = 3

{FCLCONC3) . EQ.2) GO TD 250
JENE-NX+1

TF(LCON(3) .EQ.0) GO TO 420
IVAND(ING(T,8),3)=0

DO 430 IE=1,,NX

DO 430 1=7,15,8
IVANOCINGCEE, 1), 3)=0

60 TO 250

DO 440 1=1,NDF
IVANGINGLT, 40, D=0
IVANDCINGCT, 83, 1350

DO 450 1E=1,d,NX

DO 450 {=1,NBF
IVANOGUING(IE,3),1)=0
IVANOCINCCIE, 7Y, 1)=0
IVANOCING{IE, 11),1)=0
TVANO( INCCIE, 15), 1020
CONTINUE
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223
224
225
225
227

229
230
231
232
233
234

£36
237
238

240
241
242
243
244
245
24
247
248

Ea ke -REVEEs SR R PO R N e

Far I o B e I o T o o TR - O o O o O o I IO

LI A B ]

330

470
460

480

.

CALCULD PO NUMERD TOTAL DE
GRAUS DE LIBERDADE

K=HVLO4 Y

GO 4560 [=NNOS], NNUOS

DO 470 J=1,NDE

IF{IVANGCE, 33.EQ.0) GO TO 470
TVANOCE , J)=K

K+

CONTINUDE

CONTINUE

NVLO=K-1

CALCULG DAS INCIDERCIAS DAS
VARTAVELS DOS ELEMENTOS

DO LB 1E=1,ME

Ll

60 480 J=1 NOEL{IE)
T=INELEE, )

po 480 ¥=1,KDF
IVNQ(LE, L= VANDCY KD
Leb 4l

RETURN
ENp

SUBROUTINRE MASS(HDF NDM, NOELT NOELT

1, HVELT  NVELT, TGH, LADD, XL, IL, [E,HAE  RAH)

PROGRAMGR
PARA CALCULAR A MATRIZ DE MASSA OO0
ELEMENTC

DIMENSAG DAS VARIAVEDS )
XL{NOELD, NOM) , S{NM)  RG(216), SG{218},
TG(216),WEL216),$HP (4, NOELT ),
DATCNE RDAD)  LL(NDH),

NHNE , NLADMAY,, NREAN) , KOEL (NE )

DIMENSION XL(1e,5

COMMON /BS/ 5(9591)

COMMON /BRSYW/ RG(216),8G(214), TH{Z16)
1, WG(218)

COMMON /BSHP/  SHP(4,48)
COMMON /BDAT/ DAT(108,3)
COMMON /BLL/  LLLD)

COMMON /BNR/  NH(108,14,20)
COMMON /BNOEL/ NOEL(108)

00 10 1-1,3

10 LLCII=MIND(6 HAXOCY,LLCT) D)

DO 20 I=NVELI,NVELY
B0 20 J=1,1
LJ=1TRAD(T, J)

20 s¢14¥=0.0

CALOULD DDS PONTOS DE INTEGRACAD DE GAUSS
CALL PBAUSS(LINT)

DO 30 L=1,LINT

AVALIACAC DA SEGUENCIA DOS PONTDS DE GAUSS

IF{TL.EQ.L123Y GO TO 223
IFCIL.EQ.132) GO TO 232

43
44
45
46
47
48
49
50
51
52
53

5
56
57
58
59
60
&1

63
54
&5

&7

Rl Rt i+ SRS s A
OO0

Lo B B ]

[

c

¢

€

¢

162

IF(ILLEQ.213) 60 TO 313
IFCIL.EQ.2313 G0 T 331
IF(IL.EQ.312) GO TO 412
IFCIL.EQ.3Z1Y GO TO 421

CALCULO DOS VALCRES LAS FUKCOES DE INTER-
POLACAD NOS PONTOS RG(L),BG{L),TH{L)

223 CALL SHAPE(RGCLY,SG(L)Y,TGLLY,XSJ,NOM
1,NOELL  MOELT, 1GH,LADO, XL, 1E , MAE , MAK)
G0 TO 40

232 CALL SHAPE(RG(LY, TG{L),5G{L) XSJ, NDM
1,ROELT NOELT, 1GH,LADD, XL, IE , MAE  MAK}
GO 1O 40

313 CALL SEBAPE{SGI{L) RGLLY,TG(L) X5 40N
1,NOELT NOELT, IGH,LADQ XL, IE MAE  BAH)
GO O 40 ’

331 CALL SHAPECSG{L) TG{L)Y RG(L) X8I, NDM
1,NOELL ROELT, 1GH,LADG XL, [E , MAE HAH)
GO T0 40

412 CALL SHAPECTG(L),RG(L),SG(L),XSJ, NBH
1,NOELI,NOELT, 1GH,LADO, XL , [E  MAE , MAH)
GO TO 40

421 CALL SHAPECTG(L},SG{L),RG(L) X5 NOH
1,80ELT HOELT, 1GH, LADO, XL, [E  HAE  MAH)

40 DV=WG(L Y*XSJ*DAT(IE,3)
CALTULO DA MATRIZ DE MASSA

DO 30 J=HOELI NOELT
WH1=SHP (4, JY*DY
1H=HDF*d~(NDF-1}

oD 30 =14
J1SHDF*1-{NDF-1)
11J1=ITRABC I, J1)
20 SCE1J12=S{1Td1)+SHP (4, I "1
DO 850 I=HVELI NVELT,NDF
Hi=l+1
12=i+2

BO 50 J=1,1,NDF
Jl=d+1
J2= 42
[31=1TRADCYT, 1)
12J2=]1TRADLIZ,J2)
LJ=ITRAD(I, 4}
S{I1d1I=8(1d)

50 s{i2J2)=8(1.h)

RETURN

END

SUBROUT INE MULTK(J, HVLY)

[ B T

I A

. PROGRAM
. TO EVALUATE PRODUCY OF RKG TIHES FI
. AND STORE RESULT IN TT

. DIMENSAC DAS VARTAVEIS:
RKGONWK) , RMGONWM Y  MAXALNVLT+1),



L g]

[n N ale e el leleNe]

&0

1060

218

220

200

4

08

210

220

TTCNVLT)Y, FI{NVLT NC)

L )

COMMON /BXM/  RRG(340000) RMG(340000)
CONMDN  /BMAXA/ MAXA(Z2811)

COMMON /BIT/  TT(2810)

COMMON /BFI/  F1{2810,23;

DO 48 1=1,RVLT
TT{I3=0.

PG 100 T=1,NVLT
KL=MAKACT)
KU=HAXA (I +13-1

[1=l+1

CE=FICT, d)

DO 100 KK=KL,KU
IEISES
TTCIII=TTLI1)+RKG(KKI*CC
TF{NVLT.EG.1) RETURN
DO 200 [=2,MVLY
KL=MANA (1341

KU=HAKAC T+1)- 1

1F (RU-KL) 200,210,210
1=t

AA=0.

DO 220 KK=KL KU
11=t-1
AASAASRKGCKKIPFICIL, )
TTCI=TT(I +AA
CONTINUE

RETURM
END

SUBROUT INE MULTH{J RVLT}

&4 %+ M % &2 w = w = o % 3 s ¥ a4 & s o+ oa

FPROGRAM

TO EVALUATE PRODUCT OF RMG TIRES FI AND .

STORE RESULT IN T7

DIMENSAD DAS VARIAVEIS:
RKGCNWK ), RMGONWM) , MAXACNVLT+1),
TTCNVLT), FECRVLT RE)

COMMON /BKM/  RKGC340000), RMG(3A0000)
COMMON /BMAXA/ MAXAL2811)

COMMON /BTT/  TT(2810)

COMMON /BFI/  FI(2810,23)

DO 40 1s1 VLT
TTC1Y=0.

Do 100 I=1,NVLT
KL=MAXA(T)
KUsMAXA{T+1)~1

fl=1+1

CO=FI(I, )

PO 1060 KK=KL K
11=11-1
TTCIEI=TTC I I#RMGKK)*CC
TFCNVLT.EQ. 1) RETURN
DO 200 I=2 NVLT
KL=MAXA (1)+1
KU=MAXA (1 +1)~1

TF (K¥-KL} 200,210,210
11=1

AA=(.

DO 220 KK=KL KU
1i=11-1
ARZAALRMGIKEI*FICI], 4}

[N Bt N I T B B o B B e B

200

163

TTCD=TTI AR
CONTEINUE

RETURN
END

SUBROUTIME PLAUSS(LINT)

L T

PROGRAMA .
PARA CALCULAR AS POSICOES E (OS PESOS DOS.
PONTOS DE GAUSS PARA TRES DIMENSOES,

USANDD ATE Sx6x6 PONTDS DE INTEGRACAQ

DIMENSAD DAS VARIAVEIS: .
WI216),WB(216),RE(216),86(216), TE(2163, .
HELZ16),LL3) .
DIMENSION WAJ(215),WB{216)

COMMON /BRSTM/ RG(216),S6{216),T6{216)

1,WG¢2163

COMMON /BLL/  LL{3}

LINT=LLOIYRELC2Y*LL{3)}

C11=0.0
C21=5773502.69189626D-07
CI1=77459566, 69241483007
£32=0.0

C41=8611363. 11594053067
C42=339%810, 43584856007
CH1=P061798. 459386640 - 07
C52=5384603 101056830 -07
L53=0.0
C6Y=93246695 . 142031520-07
L62=6612093 . BE4 662650 -0F
£43=2386191.860831970-07
Ali=2.0

A21=1.0
A31=5555555.55555555D-07
A32=BABBAEE.BRB8ERBAGD -0
AL1=34T7B348.45157454D-07
A42=6321451, 54862546007
AS1=236%268 85056189007
A32=47BA2BS , TOL9936ED 07
AS3=5688880 . BABBRAAGD-07
AGI=1T13244 ,92379170D-07
A62=3607615, 73048139007
ASI=LETPIER 34572691007
IFCLLCYY.GY.YY GO TO 2

1x1x7 mzxsanze
RE{1 =011
sG{1y=C11
TECTH=CN
WECEI=ATTRAYI*ANY
RETURN
2 IFLL{N.GT.2Y GO TD 3
2xIx7 mmzz=x
RG{1)=-£21
RG{2)=C21
0o 10 i=1,2
10 Wi y=A2Y
TFCLL{R2Y.GT.1) GO TO 22
------------------------- 2xix? ------

LI T T T T S T T




tos
jprrg
108
109
110
119
112
113
114
115
116
17
118
119
12t
12t
1e2
123
124
125
126
127
128
129
130
134
132
133

80

po 20 1=1,2
SGU1 =011
WBLI)=WIC ] ¥FAYY

DO 30 11,2

TG =019
WG(1)=WB{ 1)*ATY
RETURN

Do 40 I=1,2
§6{1)=-L21
WBLTy=WU( ] 3*A2Y
DO 50 13,4
S&{1)=C21

4=i-2
RG{I)=RGLT)
WBCI=WB{J)

IF(LL(3).6T.1) 60 TO 222

bG 60 I=1,4
TGLI=C1Y
WG{L)=WB({1*AY1
RETURN

PO 70 1=1,4
TGC1)=C2
WGC1)=WB( 1 )*A21
po 80 1=5,8
TG(1)=-C2
d=l-4
RGE1I=RG(S)
$EC1I=86L4)
WG{1)=hGEd)
RETURN

2x2%1

IFCLLLTY.E6T.3) GO TO &

%0

120

RGL1=-031
RG{2)=C31
RG(31=C32
Do 90 i=1,2
WU{Iy=A31
WU{3 =432

TF{LLL{2).GY. 15 60 TO 32

po G =13
$G(I=01
WB{I=WU{E AT

b 110 [=1,3
TG{I)=C1}
WE{LI=WB(I)*AY
RETURNM

Ixix?

IFCLLC2Y.6T.23 GO 7O 33

0o 120 1=1,3
S6(13=-52)
WBCLI=WUC ] 1*AZ1
DO 136 1=4,6
$GCIy=C21

J=1-3
RGCII=RGL)
WELDY=WEC

Ix2x7?

IF{LEI3).67.15 G0 TG 322

po 140 1=1,6

3udx?

134 TE{I)=C11

135 1450 WGELT=WB(I)*A1Y

136 RETLRN

157 Crvmvomvemenmusr oo Ix2x2 ------
138 322 DO 150 I1=1,6

139 TE(1)=C2Y

140 150 WG(Iy=WaCIY*aZ1

141 Do 160 =712

142 TG =-£21

143 J=l-é

164 RGCY y=RGS}

145 S6(1=80G(J4)

146 150 WGlIy=WG(d)

147 RETLIRN

V4B Lrwuvmsmsnr s ssncsaaaman FXBXT wwwnes
L e S PEEC TP EEE RS
150 33 00 170 1=1,3

151 S6(1)=-C31

152 170 WB(I)=WU(] y*a31

153 Do 180 I=4,6

154 $6¢1y=C32

155 d=1-3

156 RG(II=RG()

157 180 WB(L)=WU(43*AS2

158 Do 190 1=7.9

159 S6(1)=CH

160 J=I-6

13 RG(I=RGLJ)

162 190 WBLI)I=WB{J)

163 IFELLL3Y.6T.1) GO TO 332

A R R R L R FABxT oo
165 no 200 1=1,9

1585 TG{1)=CN

167 200 MG(I=WB(T YAl

168 RETURN

169 332 IFCLL{3).6T.2) 6D TD 333

Y70 Cormmrmmmmmm s m e In3xg ------
171 oo 210 1=1,9

172 TG(13=C21

173 210 WG(1=WR(] ¥ A2

174 DO 220 1=10,18

175 TG y=-TR1

176 J=f-9

17 RGCIY=RGC)

178 SG(I)=8G()

179 280 WG(E=Wa))Y

180 RETURN

T8 Cr-mvvvvsvminnmrsear o 3T v-----
182 333 po 230 1=1,9

183 TRCIY=L31

184 230 WG{I)=WB(I)*A31

185 DG 240 1=10,18

186 THEy=C32

187 J=1-9

188 RGECII=RGLLY

189 SG(1)=5GLJ}

190 240 WG{I)=WB{J)¥AZZ

191 oD 250 1=19,27

192 1641 =031

193 4=1-18

194 RGCIY=RG{J)

195 SGLY=5G()

196 250 WGLI=RGHI)

187 RETURN

198 LOPF{LL{13.GT.4) GO TO 5

199 L

200 ¢C = 4x7X7 mmmaas
Ik

202 RG{1)=-C41

203 RG{2)=L41

is4



204
208
206
207
208
209
210
211
212
213
214
213
216
217
218
219
220
221
222
223
224
225
226
227
228
229
234
23
23

234
255
£36
237
238
239
240
241
242
243
244
245
248
247
248

258
251
252
é33
254
235
256
257
208

260
261
262
263
bk
263
264
257
248
269
270
27

273

RG(3)=-C42
RELG =042
oG 260 1=1,2
260 WU(1)=A41
Do 270 1=3,4
270 WU(1)=A42
IFILLL2).GT.1) GO TO &2
~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~ AXAIR? -----n
bo 280 1=1,4
8601 »=017
280 WBLIy=WUi I YA

b 290 I=},4
TG{1 =011
290 WGEIY=WBCI Y AN
RETURN
42 TFCLL{2).GT.2) B0 TO 43
------------------------- GAZXT ===
oo 300 i=1,4
SG{1)y=-c21
300 WB(I)=W{ I3%421
DG 31D 1=5,8
8G(I1)=C21
d=i-4
RG{II=RGLS)
310 WB{I)=WB{J}
TFLLLCSY.GTL 1) GO TO 422
------------------------- AXZRT ------
DO 328 1=1.8
TG{1)=C11
320 WG{I)=WB{1)*A1
RETLRN

422 DO 330 1=1,8
TG(1)=C21
330 WG{IX=WB(I)*AZY
bo 340 1=%,16
TGLEy=-L2Y
J=l-8
RG(1)=RG()
BG(T1)=86(J4)
340 WGL1)=WGTL3
RETURK
&% IFCLL(23.GT.3) GO TD 44
------------------------- LXFX? wwwm-
Do 358 [=1,4
SGELYy=-C31
350 WB(1)=WICT Y*A3Y
0o 360 1=3,8
SG(I3=C32
=14
RG(TY=RG(D)
360 WB(IX=WU(dI*A3E
DO 370 1=9,12
SG¢I)=C3Y
J=1-8
RE(II=RGL)
370 WAL y=WB)
TF(LL{3}.67.1y GO TO 432

------------------------- AX3xY ------
B0 380 1=1,12
TR{1)=C11
380 WG(1)=wB{I)*A1l
RETURN
432 TF{LL(32.6T.2) 60 T0 433
------------------------- 4RIRE mewmne

Do 390 i=1,12

274
273
276

278
279

281
252
283

285
284
287
288
289
290
291
292
293
294
295
296
297
298

300
m
0z
303
304
305
306
307
308
309

31

312
313
314

35

né
317
318
319
320
321

322
323
324
325
326
327
328
329
330
KX
332
333
334
335
334
337
338
339
340
341

342
343

- YG(Iy=021

390

420

450

460G

490

WGLT)=WRET J*ARY
0o 400 1=13,24
161 )=~C21
J=[-12
RGLIIZRELY)
$6¢1)=86(J)
WECT YWG( )
RETURN

DO 410 i=1,12
TG{1}=031
WGLTy=WR{II*ASY
BO 420 i= 13,24
TG(1)=C32
J=1-12
RG(II=RG()
SGETI=BG{S)
WGLI)=WB(J)*A32
00 430 1=235,34
TGC1)=-£31
dml-2h
RGCII=RGCL
SG{1)=8GLJ)
WGLTy=WE( )
RETURH

DO 440 1=1,4
§G{1)=-L41

WBL T I=WLICT YR ALY
po 450 1=5,8
5G{1)=C41

NEI LS
RE(1I=RG(S)
WH(II=WB(J)

DO 450 =912
SG{1)=-Lh2
RETEY:!
RG(II=RGTSD

WBL T y=WU{SI"ALZ
DO 470 1=13,14
SG(1 =042

NEILTA
RGLEISRGL)D

WR{I3=WB(d)

IFCLLE3).6T.1) GO TO 442
-------------------- URART e
0o 480 1=1,16

16{1)=C11

WG 3=WB{ I YA

RETURN

FRCLLER)LGT.2) GO TO 443
-------------------- GRGRE v

Do 490 1=1,18
TG( =021
WGLI)=WR(1)*AZY
Do 500 1=17,32
TG(I)=-C2%
J=I-16
RGLIISRGLL)
SE{1I=364J)
WEL{I3=WE{J)
RETURN
TFCLLE3)LGT.3) GO TO Gid

------------------------- bxbxF ------

510

oo 5140 1=1,16
161 I=C3T

WG y=hB(13*AT1
Do 320 I1=17,32
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344
k2
346
347
368

392
393
394
395
395
397
8

400
401
402
403
404
405
406

408
4019
410
A1
412
413

520

550

560

570

TGL1)=032
J=i-18
RG{13=RG{J)
SG{EI=SGLd)
WG Y=MBE RS2
DO 530 1=33.48
TG(1)=-C31
J=1~32
RG(ID=RG()
SG(I)=5aG04)
WREE)=WG(d)
RETURKR

D0 540 i=1,16
TG{1)y=041
WGEII=WB( I 3*AL)
bo 550 1=17,32
T6{1)=C42

4=l =16
RG{TY=RG()
SG{I)=856(4}
WG{ 1) =UB(J }*AGE
bo 360 1=33,48
TG{1}=~L42
d=i-16
RG{I=RGLJ)
SG(13=564d)
WG{DI=WGE()

DO 570 1=49,64
TG(1)=-C41
J=i-48
RGLII=RGL)
SG{1¥=864J)
WG(TI=WGE{d)
RETURN

IFCLLL1Y.GT.5) GO TO &

c

5X?x?

C==

620

RG{1y=-C51
RG(23=C51
RG{IY=-C32
RG{43=C52
RG(33=CH3
bo 580 1=1,2
WO I)=A%]

bo 590 I=3,4
Wl y=A52
W5 =53

IF(LL{2).GT.1) GO TO 52

Do 400 1=1,5
SGLIY=CT1
WBLT S =ICT )% AT

Bo 610 1=1,5
TGC1 =01

WGCT J=WBL YA
RETURN

Sxix?

IFCLL(23.6T.2) GO TO 53

Do 420 11,3
SG¢1y=-C21
WE{I)=WU(L)
NG &30 1=6,10
S6(1y=02
J=i-5
RG{II=RGLD

Sxex?

414
415
416
17
418
419
420
21
422
423
424
425
426
427
428
429
430
431

432
433
434
435

436
437
&38
439
440

&4

442

443

4b44&

4h5

446
4&T
448

443
450
451

452
453
454
455
456
457
458
45Q
460

&30 WB{1)=WB(J}
TFCLLCIY.GT.1) GO TO S22
------------------------- Sxdxl wvvwws
DO 640 1=1,10
TG(I¥=014
GA0 WGCE 3=WB{TITAT)
RETURN

322 DO 635G I=7,10
Ta{1)=C21
G50 WGlI)=WB{I)*A21
DO 6580 1=11,20
TG(E y=-C21
J=l-10
RG{IY=RG(4)
SGCII=8G(d)
BAG WGEL1I=WG(S)
RETURN
53 IF(LL(23.67.3) GO T0 5%
------------------------- Sx3Ix? ------
DG 470 1=1,5
$G(1y=-C3}
&70 WB(I=WULTY*AST
po &80 125,10
$G{1)=CH
J=1-5
RE{1)=RG(J)
&80 WB{1)=WB(J)
DO 690G I=11,15
6{1)=C32
d=1-10
RGLII=RGLAD
690 WB{I)=WU{JI*A32
IF{LL¢33.6T7.1) 60 TO 532
------------------------- SXBRT oo
0o 700 1=1,15
TG(I=CHY
700 WELII=WBLTITATY
RETLIRN
532 IF{LL{3}.67.2) GG TO 533
------------------------- Sx3xe ------
DO 710 =115
T6¢1)=C21
710 WG Y=WB{1)*A21Y
D0 720 1=15,30
TR{Ty=-C21
J=i-15
RGLII=RGLI Y
SG{1)=85(4
F20 WG{1I=WG0d)
RETURM

5933 DO 730 1=1,13
TG{1)=L31

730 WG(1)=WB(1)*AS]
Do 740 1=14,30
TG(1)=C32
J=i~15
RG{1)=RG(J}
SGLII=86(4)

TL0 WGL1I=WB{JY*ASZ
DO 750 1=31,45
TG(1)=-C31
J=i-30
RGCII=RGL{d)
SG{I =860}

730 WG{I)=WG(d)
RETURN

54 TF¢LLC2Y.GT.4) GO TO 55
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510
S c

5158
516
517
518
51%
520
521
522

524
525
526
527
328
529
530
331
532
533
534
535
536
557

750

770

780

830

B4T

B7G

DO 760 1=1,5
Sl y=-C41
WBEY Y= T IRAGY
DO 770 126,10
SG{1)=04)

d=1-5
RG{LI=RGL)
WRCE)=WB(J}

DG 780 i=11,15
SG(1y=-C42
J=1-10
RGLII=RGLJ)
WBLT) =ML d ) *AG2
BQ 790 1=16,20
SG(1)=042

J=1-%
RGLII=REN)
WB{1)=WB(J)

IF(LLE3).G6T.1) GO TO 542

DG B00 1=1,20
TR{I=C1Y
WG{1ysWB{E3*A1Y
RETURN

Sxbxl

IF(LLC3).6T.2) GO TO 543

p0 810 1=1,20
TGE( T 3=C2Y
WG{1}=WR{T J*A21
Do 820 I=21,40
TEC1y=-C21
J=i-20
RG{I=RE(J)
SGI=SG(J4)
WG I=WE(L)
RETURN

Sxbx2

TFEELERY.GTLS) GO TO 544

Do B30 1=1,20
TG{I}=E£31

WG{ I )=WB{I}*AST
DO B4O i=21,40
TG(I)=C32
d=1-20
RELII=RGLY
S6{1)=86{d)
WG(T ¥=WB{JY*AZZ
bg 850 1=41,40
T6¢1)=-CN
J=1-40
RGCY=RG{I)
SG{I¥=8G(4>

WG =NG{dS
RETURN

Do B4 =120
TG =041

WG E Y=BC ] I¥AL)
DO B7O 121,40
TG{13=C42
J=1-20
RG(EI=RE()
$GC1I=56(J)

WG 1 Y=WB () *AG2
DG 880 1=41,50
TGLT Y= Th2
g=1-20
RGLTI=RGLI)

Sxéx3

5354

580
581
582
583

585
585
587

589
590
541
582
593
594
595
596
597
398
59¢
600
601
&02
603
&04
605
606
607
408
0%
610
&1
612
613
&14
815
816
617
618
819
620
621
622
623

880

10

920

P30

P60

980

290

1000

3G{1)=86{d}
WG{TX=MG(d)

DO 890 1=61,80
TG 3=-C41
J=1-60
RG{1}=RG(S)
SG{IY=86(J)
WGLI=WGE(d)
REYURM

DO 900 I=1,5
SG(1)=-C51
WB(1I=WUC1I%ASY
pe 910 1=6,10
$G{1)=051

4=1~5
RGLI=RG(S)
WB(IY=WB()

DO 920 1=11,15
SG(1)=-L52
d=1-10
RG(TI=RG(LD
WR(T )= (J I¥AS2
DO P30 I=14,20
SG{E)=(52

J=1-5
RE(II=RGLI)
WBCI)=WB(J )

DO 940 §=21,25
SG(13=C53
J=1-20
RGCIY=RG{)

WE( I =W JIVASS

IF(LL{3).067.1) GO TO 552

b 950 1=1,25
TG(L=CTT
WGCI¥=WB(I)*ATY
RETURN

TFCLL(3).GT.2) GO TO 353

Do 9560 i=1,25
TG =21

HGUI }=WB(I)*A2Y
oG 970 1=26.50
TG y=-C21
J=1-25
RGUII=RGL{J)
36{1)=86{J)

WO =WG(J)
RETURN

TF¢LL(33.6T.3) GO TO 554

DO 980 1=1,25
TG¢1)=C31
WGL1)=WB( 1 1*A3
DO 990 1=26,50
TG )=C32
J=1-25
RECIY=RGLI)
$GC1)=86¢J)

WG =B () I*A32
DO 1000 1=51,75
T6¢1)=-C3
J=1450
RECIY=RG()
S6(1)=$G(J)
NG(TIRWG()
RETURN
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24 554 TF(LL{3}.GT.4) GO TO 555
825 [esawwwnmrrrararsrramnnaoe Ex5xh ------
&26 Do 1610 1=1,25

827 TG{1y=C41%

£28 1010 WEUIy=WBLI YR ALY

629 DO 1020 1=28,50

&30 Taliy=042

£31 J=1-25

&32 RE(TI=RG(J)

633 BG(13=8G(J}

&34 1020 WG )y=MB{JIYALZ

635 0o 1030 I=51,75

436 TGEE y=-Ch2

637 J=i-25

5638 RG(1)=RG(J)

439 S6(1¥=8G{J)

A40 1030 WELE I =WG(])

H41 oo 1040 1=76,100

642 TG{I=-L&1

H43 =175

H4d RGLIY=RG(J)

445 SG{I=8G{0)

&46 1040 WE{II=WHG{d)

847 RETURN

HEB Lrevrmmmmemm e e DxBXS -
£49 555 DD 1050 1=1,25

650 TR{1)=C51

651 1050 WGL1)=WB(1)*AS]

652 DO 1060 [=26,50

653 TG{1)=C52

&54 d=]-25

655 RE(I)=RG(S3

654 SGLI)=8G(J}

657 1060 WECI)=WB(IY*ASZ

558 po 1870 1=51,75

659 TG(1)=C53

B60 J=1-50

861 RGCII=RE(S

662 SG¢I3=8G{J)

&63 1070 WBLI }=WB{JY* AR

&bb DO 1080 1=76,100

H6H5 TE(I»=-C52

666 J=i-%0

667 RG{I)=RG{J)

668 SG{1)=56(d4)

669 1080 WGLI1Y=WG(JY

670 no 1090 1=161,12%

4671 TG y=-051

&7¢ J=§-100

673 RECT 3=RG(J)

a7 SG{II=56(J)

&7% 1090 WE{1)=WG(d)

&76 RETURM

&77 © =
478 C HAPRT
&£7¢ L

580 & RGL13=-£61

681 RG(2I=CE1

&82 RG{IV=-C82

683 RGE4I=CH2

&84 RE¢5)=-C63

685 RG(S)=CE3

&85 oo 1100 1=1,2

687 1100 WU(Id=ART

6A8 be 1110 1=3,4

£89 1110 WU(YHI=AS2

&90 Do 1120 1=%,4

a9t 1120 WU I=AS3

&% IF(LL{2).CT.1) 6D TO &2
AUT [ememmmervuuvtmamnme e GXIX? --mmo-

720 ¢
(3

783

B 1130 1=1,6
$6(1)=C1

1130 UBCLI=WUCT)*AT

B0 1140 1=1,6

T6C1)=CT1

WGCT)SWBCT)*ATY

RETURN

62 IF(LL{2).67T.2) GO 1D 63

Hx2x?

oo 1150 i=1,6
S6(1)=-¢
WE{I)=WU(D)

oo 1180 1=7,12
SG{1)=C21
J=l-&
RG(I)=RG(J)
WB(IY=W8(J)

1150

IF(LL(3).GT.1} GO TO 622

po 176 1=1,12
TG¢1)=C11
WELTI=WR(TI*AT]
RETURN

Do 1180 1=1,12
TG(1)=C21

1180 WG(1)=WB ] )*AZ
Do 1190 1=13,24
TECTy=-C21
J=l-12
RGCII=RG(L)
BG(I)=8G(dJ)
WGETI=HGE(S)
RETURN

&udxnl

63 TF(LLCZY.GT.3) GO TO 64

&x3x7

DO 1200 1=1,6
SGC1)=-C31
WB(T)=WU(1)*A3Y
o0 1210 1=7,12
5G(1)=C31

J=i-&
RG{I)=RG{J)
1210 WBCI)WB(d)

bo 1220 1=13,18
B6(1)=032
J=1-12
RG{TI=RG{JI
WHLT)=WUCJI*A32

1200

TFCLL{33.GT. 1) 60 TO 632

bG 1230 1=1,18
TE(E=0N

1230 WG{I)=WB(I)*A11
RETURN

DO 1240 1=1,18
TG{ =021
WGLEy=WR (T I*AZY
B0 1250 1=19,36
TG{ ) y=-L21
J=i-18
RG(IY=RG(J)
SGE(IY=SG(4)
1220 WG(I=WG{J)

1240

6x3x1

TFELLCBY.GT.2) GO TO 633
Sx3x2
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807
208
209
810
81
812
a3
B4
515
816
317
818
g1e
820
821
822
82%
824
B25
826
B27
f28
829
&30
831
832
833

1270

RETURN

O 1250 1=1,18
TE{1)=C31

WE{ T yenR{ Y ASY
DO 1270 1=19,38
TG{ =032
d=f-18
RG{I)=RG(J)
SG{1)=8G(d)
WELT)=MBLJ1*FASE
bBo 1280 [=37,54
JE(1)=-£31
J=1-35
RGLII=RGLI)
SEL1)=8G{J)
WEL I y=WG{d}
RETURN

TF{LL{2}.BT.4) GO TQ &5

EXAXY

1300

1310

1340

O 1360 1=1,24

1360

1370

no 1290 I1=1,8
$G(1)=-041
WRL{I)=WUCT Y RASY
Bo 1300 1=7,12
S6(1 =041

Jmi-6
RG(II=RE{ 4}
WB(1=WB (.}

Do 1310 1=13,18
SG{13=-C42
d=i-12
RG{]»=RG{J}

WB{ 1 2=WU{JI1*AL2
bo 1320 1=1%,24
SGLI)=C4Z

d=l-&
RGLII=REG0)D
WE(II=WB{J)

IF(LL{3).6T.1) GO TD 642

DG 1330 1s1,24
TG s=C1Y
HGL1Y=WBC I Y*AYY
RETURM

Hrdxt

IF¢LL(33.67.2) GO TO 643

pO 1340 1=1,24
T6(13=C21
WGCTY=WBC] Y AZY
DO 1350 1=25,48
16¢1)=-C21
J=1=24
RG{1I=REL)
SGCI)=8G(d)
WGE(T YNG4
RETURN

Hxhx

TF{LL{3).GT.3) GO TO 844

TGET =031
WG{T)=WB( 1 I*A3
DG 1370 1=25,48
T6{1)=£32
J=1-24
RG{II=RGLS)
8G(1=56(J)

WG( T }=WB () *AZ2
DO 1380 1=4%,72
T6(1)=-C31

£16Xx3

892
893
894
B95
896
BeY
898
899
o900
iy
202
P03

1400

1410

=148
RG{1}=RE{J)
56{1)=8G(J}
WG{T3=WE(d)
RETURN

DO 1390 11,26
TELE)=C4T
WGC1I=WB(1)*AGT
DO 1400 122548
TE(1)=042
3=1-24
RG(T)=RG()
86¢1)=5G(J)

WG T )=WBLJI7AG2
DO 1410 1=49,72
T6{1)=-C42
J=1-24
RGCI3=RG(J)
SG(1)5G(d)
UG(1)=NG(S)

DO 1420 1=73,96
T6{1)=-C41
J=1-72
RGLII=RG(J)
56(1)=86(4)
WGC1)=RG(S)
RETURN

IF(LL2).GT.5) G0 TO 66

G6xSx?

1430

1440

1450

1460

1490

0D 1430 1=1,4
SG{1y=-C51

WB (I 3=WU(1)*AS
Do 1440 1=7,12
SG{1)=C51

J=l-6
RG{II=RGLJ)
WRB{I)=WB()

DO 1450 1=13,18
BG(1)=-C52
J=l«12
RG(Ty=RG(SY

WE{ I )=WU(J3*ASE
DO A0 121924
$G(1)=052

J=1-4
RG{II=RGLY)
WB{I)=WB{J)

po 1470 1=25,30
56(1)=053
Jul-24
RG{I3=RG{J)
WB{1)=Wii{JI*ASS

IF(LLCEYLET.Y) GO TO 652

oo 1480 1=1,30
TG{E¥=011
WG{1I=WB T I*AT
RETURN

&x5x1

IFCLLEBY.GT. 20 GO TO 653

BC 1490 1=1,30
T6{1y=C21
WGLI)=WB (1)%A21
pO 1500 1=31,80
TR(1)=-C21
J=1-30
RECT)=RGOS)
S6C1)=8GCD

HX5x%2
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904
905
906
907
308
204
910
919
912
913%
Ptk
$15
916
917
918
919
920
321
922
923
924
y25
926
527
928
929
930
931
¥32
933
934
935
%36
937
938
939
940
941
942
943
944
945
S48
947
48
949
950
951
952
953
954
955
56
957
558
959
960
961

1500

1520

1548

1930

1560

1590

1600

1610

WGLI)=WE(d)
RETURM

FF(LL{3).6T.3) GO TO 454

BO 1530 1=1,30
TE(1=CH

WG{ I y=WB{1)*A3Y
oo 1520 1=31,60
TG(1)=C32
J=1-50
RE(T3=RG(4)
56138604
WG(E =WB( S a%2
Do 1530 i=61,90
TG{1 p=-L31
J=1-6{
RG{1I=RG(J)
S6(1)=86{J)
WE()=WE(D)
RETURN

Hx5x3

IFCLL{3).GT.4) GO TO 455

PO 1540 1=1,30
TG y=C41

WG EI=NBC T *AGT
DO 1550 1=31,60
16135042
J=I-30
RGCEISRG(S)
§G{II%SG(J)

WGC I=WB{J)*A42
DO 1560 1561,90
T6C1)=~C42
J={-30
RGUII=RE{L)
SGCTISG(Y)

WG T 1=HGLS)

pe 1570 1=91,120
16{1)=-C4t
J=1-90
RGLII=RGEJ)
$60EI=860))

WG I=UG(D
RETURN

Do 1580 1=1,30
TG =051
WG(13=WR(1*AST
DO 1590 123140
TG{E=052
J=i-30
RBLII=RGLY)
SGLI2=8G{J}
WG(HY=WRLY*AD2
DG 1600 {=461,90
TG(1¥=C53
J=i-&0
RG{II=RG{J}
S6{11=86043

Wil 3=WRLJ)I*AS3
Do 1510 1=91,120
TG(I¥=-£52

J= 60
RGLII=RG(J}
SGT =860
WG{II=WGLJ)

B0 1620 1=121,150
TG(I)=-C3
J=1-120
RECII=RGLLD

BSR4

974
975
976

SGLTI=86(4)
WE{1)=HG(d3
RETURN
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1640

1650

1660

1670

1700

1730

1740

50 1630 1=1,6
$G¢1)%~C61

WBL 1) =RUCT Y%A
D0 1840 1=7,12
$G(1)=C61

3=1-6
RGC1I=RG(S)
WB{1)=HB(S)

DO 1650 1=13,18
SG(1)=-£62
$21-12
RE(1)=RG(J)
WB(1 ) #WICT I*AB2
DO 1860 1=19,24
SG(1)=C62

J=1-6
RG(1)=RECS)
WB(1)=WB(4)

B0 1670 1=25,30
SG(1)=-L63
J=1-24
RGCII=RG(J)
WB(1)=RUC S )*AG3
DO 1680 131,36
SG¢1)%C63

J=1-6
RGCT)=RE(S)
WBCIYHBC)

IFCLL{3).GT. 1) GO TO 862

po 146990 1=1,36
TG(I)=C11
WG(1)=WB(I)*ATY
RETURN

Axbxl

IF(LL{3Y.0T.2) GO TO 643

Do 1700 §=1,36
Ta( =023

WG E)y=WRE 1) AZY
po 1710 1=37,72
TG{I)=~C21
4=-36
RGLII=RGLL)
SG(1)=86(4}
WG(TI=W6(d3
RETURN

hrbx2

TF(LLEZY.GT.3Y G0 TO 684

Do 1720 1=1,36
TG{ 1 y=C31
WGEE=WB{TI*AS]
DO 1730 1=37,72
TE{1)=C32
J=1-34
RG{I)=RE(J}
SG(T ¥=5644)
WGCIY=WB(J3*AS2
po 1740 [=73,108
TG(])=-C31
J=1-72
RGLII=RG(J)
SGLII=6604)
WHETI=MGL D
RETURN

Hx6xE

IF{LL(3I.G6T.4) GO TO 663




Do 1750 121,36
TG(1)=C41
WECTY=WB T I¥ASY
Bg 1760 1=37,72
TH{1 y=042

d=]-36

RG(IM=RG(J)

SE(CI)=8G(J)

1760 WELT)=WB(JI%A%2
oo 1770 1=73,108
TR )=-C42
J=I~34
RG{TI=RE(ID
56{1)=5G{J>

1770 WG{ly=Whied)

B0 178D 1=%0%, 144
TB{1 y=-C41
J=1~108
RGEEY=RG{E}
SGLI¥=R6L{d)

1780 WG{I)=WE{d}

RETURK

IFELEE3.6T.5 60 T0
Do 1780 1=1,36
TELT =51

1790 WG{I)=WR(TI*ASY
Do 1808 {=37,72
TG{13=C52
Jel-36
RGL{TI=RG{J D
5G{1)=SG(J)

180D WELI)WR{JI*AS2
po 1810 1=73,108
TG{1)=CE3
d=i-72
RGCII=RELI)
S6(1)=86(d)

T8I0 WEOT)=WB{J¥YAS3
B 1820 I=109, 144
TG{i=-c52
J=1-T2
RG{I)=RG(J)
SG{I=5GJD

1820 WEL1I=WE(Y)

B 1830 1=145,180
TG(E)=-£51
J=i-1hd

RG(T I=RGLLD
SE{I¥=EG(d)

1830 WG{1y=WG(J)
RETURN

465 DO 1840 1=1,38
TG¢1y=Ca1

1840 WG{II=WR(IY*ASY

b 1830 1=37,72

TG(1=082

J=1-36

RGCIY=RG(J2

SGET)=8GE{J)

WRLT)=WBEI YRAL2

B 1860 1=73,108

TaL1=063

J=l-72

RGOIISRG(ID

SGC1Y=8644)

WG 1 =WB(JI*AS3

B0 1870 I=109,144

1750

1850

1840

bbb
HXEXD

1114
1115
1116
m?
1118
1119
1120
1121

1122
1123
1124
1125
1126
17
1128
1129
1130
131

1132
1133

300 D W P BT
IO OO N D

1870

1880

18%0

COMMON /BRK/

20

30

10

(At

&l

70
30

TELII=- 063

d=1-34
RG{TI=RG{S)
S6{1)=8R{J}
WGELTI=WGE )

BO 1880 1=145,380
TG{1)=-L62
J=1-108
RG{13=RG{J}
S3G{1)=8G6{J)
WG{1)=WG{J)

Do 1890 i=181,21%
TG )=-C61
J=1-180
RG{1I=RG{J)
SGCIY=SELJY

WG )=WGE{J)

RETURN
END

SUBROUTINE REDBAK({NVLT)

PROGRAM

171

TO REDUCE AND BACK-SUBSTITUTE ITERATION .

VECTORS

DIMEMSAD DAS VARIAVEIS:

RE(NWKY RKSONWK) MAXA(RVET+1), TT{NVLT)

e R R

COMMON /BMAXA/ MAXA(2811)
COMMON /BTT/  TT(2B10)

DO 10 N=1, NVLT
KL=MAXACN)+1
KU=MAXA(N+13 -}

IF (KU-KL} 10,2020
K=K

C=0,

00 30 KK=KL, KU
K=K+ 1
CC+RK(KRI*TTLK)
TTCNY=TTONY-C
CONTINUE

DO 40 N=1,NVLT
K=MAXA{N)
TT{R)=TT{N) /RE(KS
TFEMVLT.EQ. 1) RETURK
N=NVLT

DG B0 L=2,HVLT
KL=MAXA LN+
KUSMAXALN+1)-1

1F {KU-KL) 50,60,60
=4

DG 7O KK=KL KU

K=K-1

TTE) =TT -RE(KKITTTI(N)
KN=N-1

RETURN
END

ERCE )

RK(340000)  RKS{340000)

SUBROUTINE SUHECK(NG,NE!,RTOL,BHIFT)




73

3 I}

[ o]

03 LY Y0 i

16

k{s
40

50

70

ag

%0

&0

1080

120
130

R L 2 S |

PROGRAM
TO EVALUATE SRIFT FOR .
STURM SEQUENCE CHECK .

[IMENSAD DAS VARIAVEIS: .
DEHC) RTOLVORC)  BUPCNC ), BLOCNLY, .
BUPC(RL) HEIVINC , EIGV(ND) .
CUMMON /BSCH/ D233, RTOLV(23:,BUP(Z3),
1BLOLE3) , BUPC(23)  NEIV{ZZ)

COMMON /BEIGY/ EIGV(Z3)

Froe=0.01

DG 10 I=1,NC
BUPCI)=E1GVLT Y {1.+FTOL)
BLOCI}=EIEV{ 1Y% (1.-FTOL)

HRDOT=(

po 20 I=1,NC

TF{RTOLV(I).LT.RTOL) NROOT=NROOT+1
1F (NROOT.GE,1) GO TO 30

WRITE(S, 200}

STOP

FIND UPPER BOUNDS ON EIGENVALUE CLUSTERS

PO 40 1=%,NROOT

MEIV(E)=Y

IF (NROOT.NE.1) 60 TO 50
BUPC(1)=BURP(Y)

(M=

L=1

i=2

GO TO &0

L=1

1=2

IF¢BUPLI-1).LE.BLD(]Y) GO TO 80
REIVIL¥=NEIV{L)}+1

T=i+d

IF¢T.LE.NROOT)Y GO TO 70
BURL(L)=BUP{1-17}
IFLLLGT.NROOTY GO TO 90

L=l 41

J=1+1

IF(I.LE.NROOTY GO TO 70

BUBCIL y=BUP(I-1)

LMarf

1F{NROOT.EQ.NC} GO TO 0D
TREBUPCT-1).LE.BLO{L}} GO YO 100
[FLRTOLVCL}.GT.RTOLY GO 1O 100
BUPC(L)=BUP(]}
NEIV{LI=NEIV(L )+
KROOT=NROGT+1

TF{NRODT.EQ.NC} GO TO 10Q
I=l+d

GG TO &f

FIND SHIFT

CONTINUE

WRITE(*,210)

WRITE(*,220) (BUPC(I},1=1,LM)
WRITE(Y, 230}

WRITE(®,240) (NEIV(I1),1=1,LM)
LL=LM1

IF(LM.EG.1} GO YO 110

BO 130 1=1,LL

REIVELI=HETV{L HHEIVIY

petet

Li=ti-1

Y £ 03 L0 OO T

110

140
150
200
210

220
230

248
250

10

172

IF{L.NE. 1) GO TO 120

CONTINUE

WRITE(®,250)

WRITEC®, 2403 (HEIV(D), I=1,LM)
L=0

DO 148 1=1,LH

L=+

IF(NEIV{I ). GE.NRDOOT) GO YO 150
LONT I HLE

SHIFT=BUPCI{L)

KET=REIV(L)

FORMATC1X, "***ERROR SOLUTION STOP IN
1 *GCHECK®, ' /1X, 'NO EIGENVALUES FOUND., ')
FORMAT{ £7/1%, 'UPPER BOUNDS ON

1 EIGENVALUE CLUSTERS')

FORMAT{ 1X,30622.16)

FORMAT{1X, *No. OF EIGENVALUES IN
1 EACH CLUSTER?) '

FORMAT (1%,30122)

EORMAT(1X, 'No. OF EIGENVALUES LESS THAR
1 UPPER BOUNDS')

RETURNK
END

SUBROUTINE SHAPE(RR,SS,TT,XS$d,NDM,HOEL]
1 NOELT, 1GH,LADD, XL, [E  MAE  MAH)

" W W e = x m ¥ & 4 o m 4 & o & T A & =

PROGRAMA
PARA CALCULAR AS FUNCDES DE INTERPOLACAO
E SUAS DERIVADAS GLOBARIS .

DIMENSAQ DAS VARIAVEIS: .
REBY,S(8Y, T(B), XS{NDM NOM)  SKCNDM NDH:,
XLCNOELD, NDM)  SHP (4 HOELT), .
NHONE , NLADMAX , NREAN) , NOEL (NE} .

DIMENSION R(B),S(BY,T(8),XS(3,3),5%(3,3)
1,%L16,3)

COMMON /BSHP/  SHE(4,46)
COMMON 7BNH/  NH(108,14,20)
COMMON /BNOEL / MOEL(TOB)

BATA R/T.,ta,=ta o Teyte,1e,~1
DATA $/-1..1.,1.,-1.,~ 1.,1.,1

1l
ARV
pATA T/1.,1., 0., 1., -10, 01,711

+

CALCULD DAS FUNCOES LINEARES

oo 16 1=1,8

SHP (4, 11201 #RUT YRR (T 45C1IMESI=(T,+
1TCI*TTI/8.

SHP(, [I=R(ID*(1.+SL1IRES ™1, +T(1)*TT)/8,
SHP(Z, 13=( 1. +RCIRROFS (I ATLI*TTI/S.
SHP(E, 1)=CE+RETIMRRY* (1, +8{1)*88)*T(1)/8.

CALCULO DAS FUNCOES QUADRATICAS

CALL SHAPE2(RR,SS,TT,NOELI NOELT,IGH,LADG
1,18, MAE, HAH)

CALCULO DD JACOBIANG £ SUA TNVERSA

Do 20 I=1,NDH
Do 20 J=1,NDM

20 Xs¢1,d)=0.0

00 30 I=1,HDM




& DO 30 J=1,NDM
45 B3 30 K=1,16

46 30 X8I, 2K, IIXLIK, 1I*SHP(J,K)
L

48 ASJ=X8C1, 1I*XSL2, 208 (3, 3)+X58¢(1, 20>

49 1XS{2, 3I*XS(3, 1IHASCT, IPNAS(E, 1I™N8(3,2)

50 1-XS¢3, 1I7XS(2,25*%S(1,3)-X8(3, 21"

51 1XSE2,3Y%AS 0L, 13RS5, 3IAAS (2, 1IMXE(L, D)

52 ¢

53 SX{1, 13=(XS{2, 22453, 3)-X8(3, 22

54 1H8(2,33)/%8]

55 SX{1,2)=- (X581, 2)%XS(3, 50453, 2)*

56 1X801,30)/%84

57 SXCT,33=¢080), 21%R842,3)-XS(2, )

58 1XS(1,30)/%8d

50 $XL2,13=-(O(5{2, 1I*NS(3,35-X8L3, 1

50 IASCE,30)/%8d

81 SKCZ,2I=(XSE1, TYR5(3,3)-25(3, 1>

&2 1%8€1,39) /%84

6% SX(2,3)=- (X501, 1082, 3)-X5(2, 1+

&6 1X8¢1,5)/%8)

&5 EX(3, 1)=0802, 1I%KS(3, 21~ X5(3,1*

&6 1X8(2,2))/%8d

&7 8XC3, 2= (A5¢T, 1 PHS(3,2)-KS(3,

58 IXSCT, 230084

69 SH(3, 3 =K1, TI"E(2, 2)-X5(2, )"

70 IXS(1,23 /454

7t C

72 L CALCULO DAS DERIVADAS GLOBAIS

B C

74 DO 40 I=1,NOELY

73 TEMPA=SHP LT, [I*SX 1, T3+8HPL2, 1I*8X(2, 1)

74 1+8HP(S, 1I¥SX(3, 1)

77 TEHP2=SHP( T, 11PSX{1, 2)+SHPL2, F1*5K(2,2)

78 +EHP(3, 11*8K(3,2)

79 SHECE, 1)=SHP(Y, [ I*SKOT, 3I+8HPLZ, 1Y

80 1SH{Z,3)+$HP (3, 1%8X(3,3)

a1 SHP(1, 1)=TEHP

8z SHP(Z, 1)=TEMP2

83 &40 CONTINUE

84 C

85 RETURN

86 END
1 SUBROUTINE SHAPEH{RR,SS,7T,IGH,LADQ, 4}

- O
3¢C. .
AL, PROGRAMA .
5 ¢ . PARA CALCULAR AS FUNCOES DE INTERPOLACAD.
4 C . RIERARGUICAS (DO Zo. AD So. GRAU) .
Fe. .
8 £ . DIMENSAD DA VARIAVEL:
$C . SHP(4,NOELT)

TOE v v v v omowa e m st s s nas .
11 DIMENSION R(¢8)Y,5(B),T(10)

12 COMMON /BSHP/ SHP(4,46)

1 DATA R/%.,0.,-1.,0.,1.,0.,-1.,0./

14 DATA §/8.,1.,0.,-1.,0.,1.,0.,-1.¢

1% DATA T71.,%1., 1., 1., -1 -1 -1, -y
1 0

7 1FCIGH,GT.2) GO TO 300

18 C

19 ¢ FUNCAQ HIERARQUICA DO 2o, GRAU

20 ¢

21 1FCLADO,GT.10) GO TO 310

22 FR=1, ~RR*RR

23 DFR=-2.*RR

24 F§=1.-$8%83

5 DF§=-2.%58

(n]

310

315

300

10

20

30

40

30

80

173

GO YO &8

IFCLADGLGT.12) GO TO 315
FR=RR-RR*RE¥RR
BFR=1.-3.*%RR*RR
F3=1,-85%5%

DFg=-2.%8%

GO 10 &G

FR=1.-RR*RR
UFR=-2.*RR
F8=55-58*55%58
BFS=1.-3.%55*5S
GO T0 80

FUNCAQ HIERARQUICA £0 3o. GRAU

TF(IGH.GT.3) GO TO 10
FR=Z.*{RR™RR¥RR -8R}
DFR=2.%{3.*RR*RR-1.}
F8=2.*({BE*55%55-85)
DF8=2.*{3.*55%85-1.)
GG TO 30

FUNCAC HIERARQUICA DO 4o. GRAU

TF{EGH.GT.4) GO TD 20
FR=RR*RE*{1.-RR}*{1.+RR)
DFR=Z.,*RR -4 . *RR*AR*AR
FS=55%S8%{1.-853%(1.+5%)
DFE=2, %554, ¥SE*EEVSE
GO T0 30

FUNCAC HIERARQUICA DO So. GRAU

FR=Z. *RR*RR*RA*RR*RR -RR*RA*RR-RR
DFR=10.*RR¥RR*RA¥RA -3, YAR*RA- 1.
F§=2. *S5*SE*S5¥55*55- 55585558
DFS=10 . *S8*SS*ES*ER-5,.%58*838- 1.

DG 40 1=1,7,2

TF(LADD.NE 1) GO TO 40

SHP(A, dy=FE*CT SRODI*RRY* (YL ATLLTT)
SHP{1, J3=FE¥ROII*(ILAT(IITT)

SHE(Z, JI=DFS* {1 +R{II*RRI* (1. +T(1I*TT)
SHP(3, Jy=FS* (1. +R{1Y*RR)*T(I)

RETURY

CONTINGE

bo 80 1=2,8,2

IFCLADD.NE.1) G0 YO 50

SEP (4, J}=FR*¥CT4SLI*SSI%(1.+T{II™T)
SHPLT, J y=DFR* (], +5 (1 3*55% () +T{I*TT)
SHPE(2, J)=FR*S(II*(1 +T{II*IT)

SHP(3, J)=FR* (1. +S{IYYES)*T(1)

RETURN

CONT TNUE

FURCAG HIERARQUICA DO TIPO BOLEA

I=10

IF{LADG.LE.13) [=LADO
IF{{LADO.EG. T1).0R. (LADD.EG.13)) =9
SHP(S, J)SFR¥FS* (1. +T(IX'TTY)

SHPCT, Ja=DFRAFE*{ 1. +T{1I¥*TT)

SHP(Z, J3=DFSYFR*( 1. +T{1)*TT)

SHP(3, Jy=FR*FS*T(])

RETURN
END
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SUBROUTINE SHAPE2(RR,$S,VT NOELI NDELY

1, 1GH, LADC, [E MAE MAH)

-

14

20

50
40

4 a4 m w4 % M m & % = 4 4 & & 4 2 r o aon

PROGRAMA .
PARA CALCULAR AS FUNCOES QUADHATICAS DE .
INTERPOLACAD .

DIMENSAD DAS VARIAVEIS: .
SHP (G NOELT) NHLNE  WLADMAX NREAN), .
KOEL{NE) .

4 R % T 4+ ¥ & = 3 A ¥ & w4 m m m ok w W w W

DIMENSION R(B),5(8),7¢(8)
COMMON /BSHE/ SHP(4 46)
COMMON /BNH/  NH(108,14,20)
COMMON /BNOEL/ NOEL.(108)
DATA R/1.,0.,-1.,0.,1.,0.,-1.,0.
BATA §/0.,1.,0.,-1.,0.,1.,0.,-1
BATA T/1., 1., 1., %1 - te, -1,

!
i
1./
FR={1.-RR*RR}/4,

DFR=-RR/2.

FS=(1,-85%88)/4.
DFS=-$8/2.

NOS DO MEID DO LARG (SERENDIPITY)

oo 10 4=9,15,2

{=-8

SHP (L, J3=FS* (T HRCIRRI* (T ATLII*TT)
SHPLY, HI=FSPRELI*(T4T(ITT)

SHRL2, JI=DFE¥ (1. 4RCTYMRRY*CL.AT{IITS
SRP(3, JI=EE* (1 +R{II*RRYFTLE)

pG 20 J=10,16,2

1=4-8

SHPLA, J3=FR¥CT A4S YRS (1.+T{IVTTY
SHP(, $Y=DFR* (1. 4S( DRSS (1. 411D
SHPLR, JI=FR*S(IIF{ L TLI*TTS

SHP(3, JI=FR*(1,+8(1 %8S T(1)

CORRECAD DAS FUNDOES LINEARES

=12

Do 48 I=1,4

L=1+8

50 50 J=1.4

SHP(J, LI=SHPLS, 1)-0.S*(SHP (U, K3H+8HR(J, 1))
sl

K=16&

Do 60 i=5,8

L=1+8

[l L

SHPC S, 13=SHP(J, 13 -0.5%¢(SHP{J, K)+SHP(J ,L)3
K=t

IF{NQELY.EQ, 16) RETURN
TF{{MAH.EQ.1}.AND. (MAE.NE.0)) GO TO 80

4=16

MART=MAH

TFCOMAH.GT. 1) AND, (MAE NE.0)) MAHT=NAH-1
RLADMAX= 14

0O 100 IMAH=,MAKT

DO 100 LAD=1,NLADMAX

i=2

TF(LAD.GT.B) I=1
TFCNNCIE, LAD, IMAH).LE. 1) GO TO 108
IG=NHC IE, LAD, THAK)

g NaNsINeleloleellsl

174

NENTN

CALL SHAPEK(RR,SS,TT,15,LAD,
100 CONTINUE
IF(MAE NE.D) GO TO 110

TF{4-NOELT) 120,130,720
WRITEL®,200) TE,MAH,J NCELT
STOP

120

118
140

IF(J-{NOELT-13) 140,80, 140
WRITECD,210) TE,MAH,J NOELT-1
STOP

130 RETURH

80 J=RDELI

TE{J-(NOELCIED+1)) 150,160,150
WRITE{9,220) 1E,MAH HOELI NOEL(IE)
STOP

156

160 CALL SHAPEH(RR,SS,TT,IGH,LADD,d)

200 FORMAT(1X, 1%%% ERRO 1E=',13,% MAN=',13,
1% 4=',13,' NOELT=',I13)

210 FORMAT(1X, '*** ERRO IE=',13,* MAW=',13,
1% J4=',13,1 NOELT-1=%,13)

220 FORMAT(1X, '*%* ERRO IE=Y,[3, 'MAN=',13,
1t NOELI=?, I3, 'NOEL{IE)=¢,13}

RETURN
END

SUBROUTINE SKY(NDF NVLA, NVLT NWKT NE}

. PROGRANA
. PARA CALCULAR A POSICAC DOS ELEMENTOS
« DA DIAGONAL DA MATRIZ DE RIGIDEZ

. DIMENSAC DAS VARIAVEIS:

LSIS{NVLT) LEL{NOELT) MAXA(NVLT+1),
IVRO(KE  HOELT) NOBL{NE} NOELH{NE)
UIMENSION
COMMON /BMAXA/
COMMON /BIVNO/
COMMON 7BNCEL/
COMMCN /BHGELR/

LRI . AW

LS18{2810), LELL138)
HAXA(Z2811)

IVNG( 108, 138}
NOEL(108)
KOELH¢108)

08 10 I=NVLAT,NVLT
10 L5IS(1320
DO 20 1E=1,NE
TF{NVLA.EG.D} &0 TO 30
TF(NOELHCIE), LT, 1) GO TO 20
30 NVEL=(NGELCIEY+NOELH{IE)Y Y*NDF
DG 40 1=1,WVEL
IFCIVNOCIE, 1) .HE.QY GO TG 50
40 COMTINUE

50 MIN=]YNOCIE, D)

DO 60 I=1,NVEL
LEL(1)=0
NDX=IVNOCIE, 1)
TECHDX.LT.1) GO TO 60
TECHDX.LT.MIND MIN=NDX

Ao
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&0

HY,

ag

20

40

CONTINUE
HMIN=MIN-1

Do 70 I=1,NVEL
NDX=IVNO(IE, 13
IF(RDX.LT.T) GD TC 70
LEL(ID=HDX-MIN
CONTINUE

DO B0 I=1,NVEL

NDX=1VNOCIE, 1)

TE¢HDX.LT.1) GO 7O 80
TF{LSISCNDXY.LT.LELLI)) LSIS(NDX)=LEL(T)
CONT INUE

CONTIRUE
MAXAL1)=1

DG 90 I=NVLA+Z, BVLT+]
d=1-1
HAXAL DY =MAXALJI+LSIS(S)

HEKT=MANA(RVLT+1)-1

RETURN
END

SUBROUT INE SPACE(NVLA WVLT NNM, HWK, NWH
1,HROOT,RTUL,MC,NNC,HITEH,IFSS,IFPR,H&H}

P L e L

PROGRAM .
TG SOLVE FOR THE SMALLEST EIGENVALLES

ANG CORRESPUMDING EIGENVECTORS IN THE
GENERAL{ZED EIGENPROBLEM UBING THE
SUBSPACE ITERATION METROD

#uwkn HPUT VARTABLES wwves .
STIFFNESS MATRIX IN COMPACYED .

REG(NWK) =
FORM ASSUMED POSITIVE DEFINITE.
RK(NWK) = WORKING VECTOR .
RMGLNWM) = MASS MATRIX IM COMPACTED FORM .
MAXA{NNM) = VECTOR CONTAINING ADDRESBES .
OF DIAGONAL ELEMENTS OF
STIFFNESS MATRIX RXG .
FI(NVLT,NC) = EIGENVECTORS ON EXIY .
EJGY{ND) = F]GERVALUES ON EXLT
TT{RVLT} = WORKING VECTOR
WNVLTY = WORKING VECTOR .
ARCNNC) = WORKING BATRIX STORING .
PROJECTION OF RKG .
BR(NNC) = WORKING MATRIX STORING .
PROJECTION OF RMG .
VECIHC,NECY = WORKING MATRIX .
DINCY = WORKINGE VECTOR .
RTOLVING) = WORKING VECTOR .
BUPLNC) = WORKING VECTOR
BLOCNC) = WORKING VEUTOR
BUPC(NCT) = WDRKING VECTOR
NVLT = QRDER OF 1K) AND [M]
NKM = NVLT + 1
HWK = WUMBER OF ELEMENTS BELOW
SKYLINE OF STIFFNESS MATRIX.
HuM = HUMBER OF ELEMENTS BELOW
SKYLINE OF MASS MATRIX: -
NWM=NWK FOR CONSISTENT MASS MATRIX
HWMoHN  FOR LUMPED MASS MATRIX

103
106
107
108
169
110

T OO DOOOCOOoO oo DoDoenToo0n

&0

18

20

175

NRDOT = NUMBER OF REQUIRED EIGENVALUES .
AND EIGENVECTORS
CONVERGENCE TOLERANCE ON
EIGENVALUES { 1.E-06 DR SMALLER)
NUMBER QF ITERATION VECTORS USED
CUSUALLY = MIN(Z*NROCGT ,NROOT+B),
BUT NC CANMOT BE LARGER THAN THE
KUMBER OF MASS DEGREES OF FREEDOM .
= NC*{NC+1)/2 DIMEKSION OF
STORAGE VELTORS AR, BR
NITEM = MAXIMUM NUMBER OF SUBSPACE
ITERATIONS PERMITTED .
{USUALLY = 16) THE PARAMETERS NC .
AND/OR NITEM MUST BE INCREASED
IF A SOLUTION KAS ROT COWVERGED .

RTOL

#

LN

¥

HRC

IFS5 = FLAG FOR STURM SEQUENCE CHECK
EG.0  NO CHECK
EQ.1 CHECK

IFPR=FLAG FOR PRINTING DURING ITERATION
EQ.0 NG PRINTING
E2.1  PRINT

Lot ol OUTPUT Jok

ETGV{NROOT) = EIGENVALUES .
FI{NVYLT NRDOT) = EIGENVECTORS -

P T 2. R R B P T )

COMMON FBSCH/  D(23) RYOLV(ZE),BUP(23)
1,BLOC23),BUPC(23) NEIV(Z3)

COMMON /BARS  AR{Z276)

COMMON /BSR/  BR(Z76}

COMMON /BEIGY/ EIGV(23}

COMMOR /BFI/  FI(2B10,23)

COMMON /BKM/  RKG{340000),RMG(3400003
COMMON /BRK/  RK{340000),RKS§(340000)
COMMON /BVEC/ VEC(23,23)

COMMON /BMAXA/ MAXA({2811)

COMMOK BTT/  TT(2810)

COMMOK /BW/ W(2810)

SET TOLERANCE FOR JACORI ITERATION
TOL4=1.D-12

INITIALIZATION

1 CONV=D)
HSCH=D
HSMAX=12
Ni=HC+1
HCT1=NC-1

Do &0 1=1,NC
D(ii=0.

ESTABLISH STARTING ITERATION VECTORS

TE(NVLA.NE.NVLT) B0 TO 3
HE=NVLT/NC

oG 10 I=1, VLT
TI=MAXA{I)
FI{I,1y=RMG(LID

WO IISRMGEITY/RKG(ITD

Do 20 J=2,80

DO 20 1=1,NVLY
FI{I,d)=0.

L=NVLT-ND

PG 30 4=2,NC
RT=0.

po 40 1=1,1




Y
112
113
114

AL
i

114
"7
18
119
124
121
122

124
125
126
127
128
129
130
131
132
133
1354
135
134
137
138
134
140
141
142
143
44
145
46
147
148
149
158G
151
152
153

L] [w]

oo

3 3 (72 3

[l iy

48

50

30

160

o4

120

140
130

150
110

190

180

200
160

350

IFCWCE).LT.RTY GO TO &0
RT=W{I}

td=1

CONTINUE

0o 50 [=L MVLT
TF{W(13.LE.RT) GO 19 50
RT=W(1)

fd=i

CONTINUE
TTCL)=FLOAT{1J)
Wildp=l.

L=l -ND

FI{14,d)=1.

FACTORIZE MATRIN [K] INTO [LI*IDI%{L{TH]

18H=0

CALL DECOMPONVLA, NVLT, ISH, MAH)
START OF ITERATION Loor
HITE=D

NITE=NR]TE+)

FE¢1FPR.EQ.0) GO TO 90
WRITE(¥, 1000) WITE

CALCULATE THE PROJECTIONS COF IKI e [M

1.0

po 110 J4=1,%C

DO 120 K=1,MWLT
TTCKS=FI{K, 3}

CALL REDRAK(RVLT}

5O 130 I=d,NC

ARY=0.

DO 140 K=1,NVLT
ART=ARTHFI(K,1)*TTEK)
=14+

AR(1J)=ART

DO 150 K=1,NVLT

FI(K, =TT

CONT INUE

1=0

Do 160 J=1,NC

CALL MULTM{J,NVLT)
0o 180 I=d,NC

BRT=0,

DO 190 K=1,NVLY
BRY=BRT+FT{K, 13*TT(K)
fhel et

BRIJ)=BRY _
1F(ICONY.GT.0) 60 TO 160
pO 200 K=1,MVLT
FI(K,d)=TT(K)

CONT INUE

SOLVE FOR EIGENSYSTEM OF
SUBSPACE DPERATORS

CALL JACORI(NC,TOLJ, HSMAX, IFPR}

ARRANGE EIGENVALUES IM ASCENDING ORDER

15=0

Pi=1

DO 360 1=1,KC1

ITEMP=T 1+N1-1
PECEIGVCE+1).GELEIGVCLY) GO TO 360
I§=§8+1

EIGVT=EIGV(I+T)

195
198
197
198

-
=
015

200
2
202
203
204
205
206
207
208 ¢
209 ¢
Faltigs
24
212
213
214
215 ¢
216
217
218
219
224
22t
282
283
224
225
226 C
227
278
229
230 T

32
233
254
233
236
237
238
239
240
241
242
243
244
245
246
247
248 C
24% C
250 C

370
360

422

430
424
420

380

390

400

410
221

2030

590

400

380

178

EIGV(1+1)=EIGV(1)
EIGV{I=EIGVT
BT=BR(ITEMP)
BR¢ITEMP )=BR(IT)
BR{T]}=RT

b 370 K=1,NC
RT=VEC{K, I+1)
VEC(K, I+1)=VECLK, 1)
VEC(K, I)=RT

11={ TEKP
1F(18.67.0) GO TO 350

CALCULAYE IRMG) TIMES APPROXIMATE

EIGENVECTORS CICONV.EQ.O) OR FINAL

EIGENVELCTOR APPROXIMATIONS
{ICONV.GY.0)

BO 420 1=1,NVLT

PO 422 4=1,NC
TTC=FICE, B

0O 424 K=1,NC

#7=0.

DO 430 L=1,NC
RT=RT+TTLY*VEC(L,K)
F1¢1,K)}=RY

CONT INUE

IF{ICORV.GT.0) GO TO 500

CHEEK FOR CONVERGENCE OF ETGEMVALUES

Do 380 I=1,NC
DIF=EIGV(I3-D(1)
DIF=ABS(DIF)
RTOLVCE)=DIF/EIGVCD)

B0 390 1=1,NROCT
TF(RTOLV(I).GT.RTOL) GO TO 400
CONT INUE

1COKYV=1

&0 TO 100

TF(NITE.LT.NITEM) 6O TO 410
WRITECY, 10103

TCONVEZ

iIF55=0

60 10 100

DO 440 §=1NC
D1 y=EIGYCDD
G TC 100
-EHWD OF ITERATION LgovF
DO 580 L=1,HROOT

RT=EIGV{L)

CALL MULTK(L NVLT)

VNORM=0.

on 590 I=%,NVLT
VNORM=VNORMSTT{L)*TT(D)

CALL MULTM(L, NVLT)

NHORM=0.

DO 600G T=1,NVLT

TI{=TT{L}-RT*W( 1)
WHORM=WHORMATT LI *TT)

VNORM=SGRT (VNORM)

WNORM=SQRT (WNORM )

DL I=WNORM/VNORM

CONTTNUE

APPLY STURM SEQUENCE CHECK




251

283

287
288
289
290
M
292
243
256
295
296

w3 PR g O W e dad P —
O30 Y £ 0y

gl ]

3t

Py

C

¢

850

674

s

IF{IFSS.EQ.0Y GO TO 700
CALL SCHECK(NC WEL,RTOL,SHIFT)

WRITE(*, 10203 SHIFT
SHIFT MATRIX RKG

00 650 I=1,RHK
RKSCIY=RKGCI ) -RMGLI)*SHIFT

FACTORIZE SHIFT MATRIX

ESH=1
CALL DECS(NVLT,ISH}

COUNT HUMBER OF NEGATIVE
DIAGONAL ELEMERTS

NSCR=0
DO 666 1=1,8VLT

TI=MAXACT)

TFCRKSCI).LT.0.) NSCHeNSCH+1
CORTINUE

TFCNSCH.EQ.NET) 6O TO 670
NMIS=NSCH-NET

WRITE(*,1030) NMIS

50 TO 700

CONT INUE

WRITE(*, 1060 NSCH

RETURN

1000 FORMAT(IX,'ITERATION NUMBER' 14)

1010 FORMAT{1X, V% MO CONVERGENCE 1N MAXTMUM
1 HUMBER OF ITERATIONS PERMITTED?/
11%, "WE ACCEPT CURRENT I1TERATION VALUES:/
21x%, STHE STURM SEQUENCE CHECK IS
1 NOT PERFORMED')

1020 FORMAT(///VX, 'CHECK APPL1ED AT SHIFT!
1,622,187

1030 EORMAT{ //1X, VTHERE ARE', 14,
1*EIGENVALUES MISSING')

1040 FORMAT{//1X,'WE FOUND THE LOWEST',l4,
14 E1GENVALUES )

C

10

END

SUBROUTINE SQ(IL)

PREOGRAMA .
PARA SEGUENCIAR OS5 PONTOS DE GAUSS -

DIMENSAQ DR VARIAVEL:
LLCHNDMD

COMMON /BLL/ LL(3)

PRI

po 10 1=1,3
LLCT 3=MING(S MAXOLE LLCI2D

IL=123

PFCCLLOTY.GELLL(23 ). AND . {LL(R) . GE.LL(3I)}
1 RETURNM

=132

PFCCLLETF.GE.LLL3IY.AND. (LL(BD.GE.LL(2) N
1 60 TO 132

IL=213

TEELLLLZY. 0B, LLLYY I AND CLLUT)LEE.LL(B) )

25

23

G
132

213

231

3z

321

1 60 TQ 213

1L=231
TFCLLL () GE.LLEID ) JANDL (LLEBY.LBELLLLT D

1 60 7D 231

=312
TRCCLLCEYLGELLLLT 3D AND  (ELC1)LGE L2

1 60 YO 312

1L=321
TFCLL(3) LGELLL(2) 2. AND . (LL{2Y.GE.LLCT) )

1 60 TO 321

L=LLL2)
LL{2)=LL(3)
LL(3=L
RETURN

b=LL(Y)
LE{YI=LLL2)
LL{2y=L
RETURN

L=Lt{h
LLOIsLLE)
L0
LL(3¥=L
RETURN

L=LL(3)
LL{3)=LL(2
LLEZ)=LL(Ys
LL{TY=L
RETURN

L=LL{3)
LLE3I=LLLT)
LLeta=t

RETURN
END



