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RESUMO

Identificar comportamentos com caracteristicas cadticas em sistemas mecanicos é
um desafio recente da engenharia. Este trabalho apresenta a analise de sinais medidos em
um rotor vertical no qual o problema de rubbing est4 presente. A partir da observacio de
algumas medi¢des suspeitou-se da ocorréncia de comportamento cadtico. A investigacao,
na tentativa de avaliar esta possibilidade, comega com a observagio de transformadas de
Fourier, e evolui para a utilizagao da técnica de reconstrugao do espaco estado através
do método de Takens, para possibilitar uma andlise nio linear. Sio analisados retratos
de fase e diagramas de Poincaré dos diversos sinais medidos. Dimensdes de capacidade,
correlagéo e informacio, e expoentes e dimensées de Lypunov sio calculados diretamente a
partir das medigdes experimentais. Sao discutidos varios aspectos envolvidos na utilizagio
dos métodos empregados. K também apresentada uma tentativa de encontrar um modelo
matemdtico que represente o fendmeno e que mantenha as mesmas caracteristicas nio
lineares encontradas nos sinais medidos.



ABSTRACT

A new challenge in engineering is to identify chaotic behavior in mechanical sys-
tems. This work presents an analysis of measured signals of a vertical rotor with rubbing.
The occurrence of chaotic behavior came from some measurements observed in the begin-
ning of the work. The investigation of these measured signals begins with the observation
of Fourier transforms and, for a nonlinear analysis, the reconstruction of state space with
Taken’s method is used. Phase portraits and Poincaré diagrams are constructed and
analised. Capacity, correlation and information dimensions and Lyapunov exponents and
dimensions are computed directly from the measured signals. Some questions arising
when using these methods are discussed in the work. It is also presented a first approach
to find a mathematical model fér the phenomenon preserving the nonlinear characteristics
found in the measured signals.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Apresentacao Geral - Motivagao

Este trabalho originou-se de uma tentativa de explicar o fendmeno do rubbing ! entre
um rotor vertical e um mancal situado em sua extremidade inferior. O estudo deste pro-
blema é sugerido na tese de doutorado de Dana [25], que realizou uma analise dinamica
da bancada de rotagdo a qual pertence o rotor presentemente estudado. As observacGes
experimentais iniciais do movimento do rotor tocando o mancal mostraram que algo de
diferente, nfo explicado pela teoria dos sistemas dinamicos lineares, estava acontecendo.
Isto, de uma certa forma, surpreendeu, uma vez que o comportamento esperado era o
de um sistema com caracteristica bi-linear cujo movimento divide-se em duas etapas,
uma com contato e outra sem contato, ambas lineares, com comportamento global néo-
linear. A partir das observagbes iniciais de alguns espectros obtidos do sinal medido e,
reportando alguns autores que, estudando fenémenos de mesma natureza, sugeriam a
possibilidade de comportamento de natureza cadtica, resolveu-se investigar esta possi-
bilidade como tema central do trabalho. E importante salientar que esta investigacao
concentrou-se na busca por evidéncias cadticas nos sinais experimentais medidos, repre-
sentativos do comportamento dindmico deste sistema, procurando-se abordar o problema
de uma forma objetiva a fim de encontrar aplicacoes efetivas na engenharia mecéanica.
Esta investigacdo é, portanto, uma tentativa de encontrar uma linha de procedimento
claro a ser percorrida quando se pretenda procurar por caracteristicas cadticas em um
evento fisico real, trazendo & luz vantagens e desvantagens, aplicabilidade e eventuais di-
ficuldades na aplicagdo dos métodos atualmente disponiveis para se realizar este tipo de
trabalho. Os métodos que permitem a determinagio de caracteristicas cadticas a partir
da medi¢io de sinals experimentais ndo puderam se desenvolver até meados da década
de 80 uma vez que a quantidade de cdlculos a serem efetuados é muito elevada. Somente
a possibilidade do uso de computadores de alta velocidade viabilizou o desenvolvimento
destes métodos e a evolucdo das miquinas de computagio, bem como dos processos de
célculo, permite vislumbrar em um future préximo, a utilizacio dos mesmos com tempos

! Rubbing, delay coordinales, time delay e bor counting so termos que serio mantidos em inglés por
nao se conhecer uma tradugio técnica corrente uniforme,
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de processamento razoiveis para aplicagdes na engenharia. Acredita-se que a aplicacio
destes métodos se constitua procedimento auxiliar 35 técnicas atuais de processamento de
sinais para aplica¢io em sistemas n#o-lineares. Aplicagbes nos campos da identificacdo e
diagnose em sistemas mecanicos j4 podem ser vislumbradas com realismo e, ja existem
trabalhos na literatura que utilizam os expoentes de Lyapunov, por exemplo, para iden-
tificar fraturas em materiais [56]. O campo, entretanto, que se apresenta com maiores
horizontes € o da indentificacio de parametros em sistemas nio-lineares. O problema da
reconstrucdo das equagdes que governam o comportamento dinimico dos sistemas no-
lineares a partir de observagdes de varidveis representativas deste comportamento tem sido
objeto de alguns estudos [62, 32, 1, 13, 2, 38, 24, 43] e, em muitos casos o uso da técnica
da reconstrugio do espago de estado com o uso das deley coordinates'tem representado
um avango importante, principalmente quando se dispde de poucas informagdes a respeito
do sistema dindmico a ser estudado (a possibilidade de medigio de uma tinica variavel,
por exemplo). A principal dificuldade do estudo dos sistemas mecinicos por meio destes
métodos estd em nio se dispor mais das equagdes diferenciais ordinarias para descrever
o comportamento do sistema mas sim de mapas que s50 equagdes por diferencas e que
relacionam o estado atual do sistema com seus estados passados. O dominio mudou. As
técnicas de anélise modal, tio fiteis para a andlise de sistemas lineares, ndo mais podem
ser utilizadas integralmente. Por outro lado est3o em pleno desenvolvimento investigacoes
que procuram substitutos para os modos naturais lineares na teoria nio linear [65, 5. A
utilizacdo destes novos métodos s6 se justifica, pelo seu alto custo computacional, no es-
tudo de sistemas altamente nio lineares, quando apresentam comportamento tal que, sob
determinadas combinagdes de pardmetros, seja impossivel de ser compreendido com as
ferramentas de andlise linear disponiveis.

O objetivo principal deste trabalho é, portanto, mostrar como podem ser aplicados
os métodos de anélise nio linear que buscam investigar caracteristicas caéticas em sistemas
dindmicos a partir de observacées experimentais e que beneficios 0s mesmos podem trazer
na analise de sinais de origem mecanica, bem como identificar deficiéncias ou dificuldades
que deverdo ser objeto de pesquisa posterior para a sua possivel superacio. O problema do
rubbing, embora j bastante estudado na literatura ainda pode apresentar peculiaridades
que permitem a sua utilizacdo como um bom tipo de problema para se estudar o caos
em sistemas mecanicos. Deve-se acrescentar a isto o fato de que um sistema mecanico
como um rotor vertical, apresenta, por si s6, a possibilidade de uma combinagio de
efeitos que podem contribuir para a natureza critica do fendmeno cadtico. As conclusdes
apresentadas com base nesta andlise ndo tém a pretensio de serem definitivas para o
fenémeno do rubbing, mas sim de servirem como elementos de contribui¢do na formacio
de um conhecimento bésico para a compreensio completa do fendmeno no futuro.

1.2 Metodologia

No presente trabalho sio empregadas duas metodologias distintas. A primeira é a
metodologia de andlise de urm sinal com suspeita de comportamento caético e a segunda



¢ a metodologia de desenvolvimento do préprio trabalho. A primeira serd descrita no
capitulo 3, enquanto a segunda é apresentada a seguir.

Antes de se enfocar aquele que acabou sendo o tema central do trabalho, a meto-
dologia planejada foi a da observagio experimental de um fenémeno fisico e sua posterior
andlise. A partir da observagio de caracteristicas nio perfeitamente compreendidas nos
sinais medidos foi necessirio um completo procedimento alternativo de anilise que, em si
mesmo, requer uma metodologia prépria. Para atender ao objetivo principal do trabalho
foi necessdrio conhecer os métodos de anilise de comportamentos cadticos e selecionar
aqueles que permitiam sua identificacio a partir de sinais experimentais, Uma vez seleci-
onados, estudados e conhecidos estes métodos a etapa seguinte é a da implementacio com-
putacional dos algoritmos que permitem os c4lculos dos pardmetros utilizados na analise.
A seguir deve ser efetuada a validagio destes algoritmos com dados cujos parimetros sio
conhecidos na literatura. A decisio por uma anslise niio linear tornou os sinais medi-
dos inicialmente insuficientes e até mesmo inadequados para a nova analise, o que exigiu
uma nova sessao de aquisicio de sinais experimentais, adequados as exigéncias dos novos
métodos. O préximo passo é, entéo o cilculo dos parametros escolhidos para avaliar os
sinais medidos e a sua subseqliente anilise. O cilculo dos pardmetros exige a definicio de
algumas varidveis que devem ser testadas para verificagao de sua influéncia nos resulta-
dos. A parte final do trabalho compreende a an4lise dos resultados e sua comparagio com
sinais obtidos de simulacio para a devida comprovagao da validade ou ndo da aplicagio
dos métodos para o tipo de problema em estudo.

1.3 Revisao Bibliografica

O mecanismo do rubbing j4 foi descrito por Den Hartog na década de 30 (ver Ehrich
[29]). A procura por um modelo matematico que descreva o fenémeno, entretanto, sé
despertou interesse concreto na década de 60 quandoe Johnson em 1962, (citado por Black
[9]) analisou a interacfio entre um rotor e urm estator, considerado rigido e sem considerar
o atrito, utilizando receptancias polares. Em 1965, Black (citado por Black [9]), apresen-
tou uma investigacio analitica e experimental da interagio de um rotor com um estator
suportado por uma simples mola, considerando os efeitos do atrito seco. A introdugao
do amortecimento no estator, em um modelo simples que também incluia inércia e rigi-
dez, deve-se a Ehrich em 1966 {citado por Black [9]). A redugdo da primeira velocidade
critica como efeito da folga entre rotor e mancal é observada analiticamente por Ehrich e
O’Connor [28] em 1967 em trabalho onde é feita uma. pequena analise de estabilidade do
movimento. Em 1968, Black [9] investiga o surgimento de precessio retrograda excitada
pelo atrito em um modelo que também incluia amortecimento, utilizando funcdes de re-
ceptancia mecinica. Um modelo experimental simples é usado por Ehrich em 1969 [29]
para analisar estabilidade do movimento. Em 1974, Bently [8] mostra resultados experi-
mentais onde s4o observadas frequéncias harménicas e sub-harmoénicas, apresentando um
modelo néo-linear com base na equagao de Mathieu para explicar o fenémeno associado 3
variacao de rigidez do sistema. Childs, em 1982 [17], estuda os efeitos de folgas entre rotor
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€ mancal, separando o fenéméno em duas fages com comportamentos caracteristicamente
distintos. As frequéncias sub-harménicas sio explicadas pela excitacio paramétrica. A
anélise, com comprovagio experimental de um rotor tocando um obstaculo uma vez por
volta, feita por Muszynska [57] comprova o surgimento de frequéncias sub-harménicas
através de um modelo com excitagio paramétrica e periédica. Szczygielski e Schweitzer
(68, 67] analisando um giro-péndulo batendo em uma parede rigida apresenta uma des-
cri¢io das formas de movimento possiveis ¢ acena com a possibilidade de comportamento
com caracteristicas cadticas em tal tipo de problema. Beatty [6) observa o caso de rub-
bing em uma turbo-bomba apresentando uma proposta de critérios de identificagio do
fenémeno para diagnéstico. Choi e Noah [18, 19] propdem um método numérico usando
transformada discreta de Fourier e transformada, inversa discreta de Fourier para calcular
a resposta nao-linear de regime do sistema rotor-suportes com folga e rubbing. Choy e
Padovan [20] [21] usando simulagio com modelo do rotor de Jeffcott separam o movi-
mento em duas fases lineares, com e sem contato, onde os movimentos de rotor e estator
estao relacionados pelas forcas atuantes no contato. Fm 1989, Muszynska [58] apresenta
uma revisdo bibliogrifica das investigagbes realizadas dos fendmenos fisicos relacionados
a0 fendmeno do rubbing. Lingener [53] (experimental) e Crandall [23] (modelo tedrico)
investigaram conjuntamente a possibilidade de excitar precessao retrégrada no contato
rotor-estator. Em 1991, um trabalho de Kim e Noah [46], apresenta um algoritmo uti-
lizando o método do balango harménico com redugao do niimero de graus de liberdade
na posi¢ao da folga com auxilio de um método de impedéancia, analisando estabilidade do
movimento de uma turbo-bomba. O método & estendido posteriormente para rotores com
vérios discos. No mesmo periodo, alguns trabalhos sio apresentados [42, 64] tratanto do
comportamento dindmico de mancais magnéticos aterrisando nos mancais de emergéncia.

Em 1990 comecam a surgir trabalhos investigando possibilidade de caos em proble-
mas de contato rotor-estator. Choy, Padovan e Yu [22] mostram possibilidade de 6rbitas
quase-cadticas em um modelo do rotor de Jeffcott com seu eixo tocando um estator. Kime
Noah [46] com seu método baseado no balango harménice, apresentam uma anilise de es-
tabilidade e bifurcagio no rotor de Jeffcott. Ehrich [30] também observou comportamento
cadtico em rotores.

Em todos os casos apresentados no parédgrafo anterior, o caos é investigado a partir
de modelos tedricos sem medigio experimental direta de caracteristicas cadticas mesmo
nos modelos experimentais simples estudados. A medi¢o direta de caracteristicas que
permitem a andlise de comportamento cadtico, como dimensdes fractais e expoentes de
Lyapunov, tornou-se possvel a partir dos trabalhos de Takens [69) e Packard et al. [61] que
permitem a reconstrugdo de um espago de estado com equivaléncia topolégica ao espaco
de estado real do sistema dinimico estudado.

Os expoentes de Lyapunov, por sua vez foram definidos originalmente por Oseledec
[60] em seu famoso Teorema Ergédico Multiplicativo. Qs trabalhos simultineos de Shi-
mada e Nagashima [66] e Benettin ef al. [7] tornaram possivel o conhecimento do espectro
completo dos expoentes de Lyapunov a partir das equagdes diferenciais que governam o
comportamento do sistema dinamico. Em 1985 Wolf ef al. [70) apresentam pela primeira
vez um algoritmo que permite calcular o major expoente de Lyapunov de uma série tem-



poral, desde que positivo, através da observagio da separagio de trajetérias vizinhas no
espago tangente ao espago de estado reconstruido pelo método de Takens. No mesmo
ano, Sano e Sawada [63] apresentam a possibilidade de obtengio do espectro completo a
partir da mesma reconstrugio do espago de estado, construindo a matriz de Oseledec a
partir de reconstrugdes locais da dinimica por meio de ajustes lineares locais. Eckmann e
Ruelle [27] em artigo de revisio da Teoria Ergédica do Caos desenvolvem um algoritmo,
apresentado com mais detalhes em Eckmann et al. [26], que calcula o espectro completo
de Lyapunov com base também no cilculo dos autovalores da matriz de Oseledec cons-
truida por meio de ajustes locais lineares no espago de estado reconstruide. Este trabalho
apresenta uma adaptacio do método QR em virtude do mal condicionamento da matriz
de Oseledec. A partir destes trabalhos foram feitas varias tentativas de obtencio dos ex-
poentes de Lyapunov diretamente de sinais temporais com base no calculo dos aufovalores
da matriz de Oseledec. Fspecial atencio merecem os trabalhos desenvolvidos pelo grupo
do INLS da Universidade da Califérnia em San Diego [12, 11] no sentido de calcular o
espectro de Lyapunov com ajustes locais polinomiais. Em trabalho recente, Nychka et
al. [59] apresentam um algoritmo que usa um modelo regressivo de redes neurais para
construir o mapa que governa a evolugio dinimica no espago de estado reconstruido. A
mafriz de Oseledec é obtida a partir das matrizes jacobianas deste mapa.

Para a reconstrucio do espaco de estado é necessiria a obten¢ao dos chamados
- pardmetros de mergulho, particularmente o fime delay'e a dimensio de mergulho. O
célculo do time delay tem side realizado na ampla maioria dos casos pelo método de-
senvolvido por Fraser ,[35, 34, 33] que estabelece que o melhor {ime delay é o menor
valor para o qual a Informacio Miitua Média apresenta um minimo local. Quanto 3
dimensao de mergulho, por sua vez, existe um nimero grande de trabalhos para a sua
prévia determinagio. A primeira aproximagdo da dimenio é dada pela prépria condicao
de Takens para o mergulho em que a dimensio de mergutho deve ser superior ao dobro da
dimenséo do atrator para que se obtenha uma boa reconstrucao (Maié [54]). Para isto,
entretanto, é necessirio conhecer a dimensfio do atrator. Buscando uma determinagio
direta da dimenséo de mergulho Froehling et al, [37] e mais tarde, Broomhead e King [10]
apresentam métodos que procuram a dimensio para a qual o atrator reconstruido pode
ser aproximado localmente pelo seu espago tangente. Eckmann e Ruelle [27] sugerem a
selecio da dimensdo para a qual se consegue um bom ajuste linear na divergéncia de
6rbitas préximas. Aleksic [4] advoga a menor dimensio para a qual a dinimica recons-
truida pode ser descrita como um mapa continuo. O método da saturacao de invariantes
[3] calcula algum invariante do sistema (expoente de Lyapunov, por exemplo) para di-
mensoes crescentes e define a dimensio de mergulho como a menor dimensio para a qual
nao ocorre mais nenhuma mudanga na medida invariante. O método dos falsos vizinhos,
apresentado por Kennel et al. [45] procura a menor dimensio para a qual a trajetoria no
espago de estado nio apresenta falsos dobramentos. Cheng e Tong [16] também apresen-
tam um método que estima a dimensio usando o método de validagio cruzada com uma
auto-regressio nio-linear.

A dimens3o do atrator pode por si s6 ser um instrumento importante para a inves-
tigagdo do caos. A primeira definigio de uma dimensio fracta] data de 1919 e se deve a
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Hausdorff, citado por Farmer et al. [31], quando o préprio termo fractal ainda nio tinha
sido infroduzido, o que foi feito muito posteriormente por Mandelbrot (também citado
por Farmer et al. [31]). O trabalho de Farmer et al. [31} é uma excelente revisao de
dimensbes de atratores. A dimenséo de capacidade foi definida por Kolmogorov [31], em
1958, como uma versio simplificada da dimensio de informaggo, introduzida por Balatoni
e Renyi [31] em 1956, e de correlagéo, apresentada por Grassberger e Procaccia em 1983
[39, 40]. Medem também a intensidade da ocupacio das diversas regides do espago de
estado pelo atrator, usando informacSes estatisticas para serem definidas. O célculo de
dimensbes diretamente de uma série temporal tem como ponto de referéncia o trabalho de
Grassberger e Procaccia [40] que apresentaram um algoritmo para o clculo da dimensio
de correlagdo. O célculo da dimensio de capacidade é direto a partir de um algoritmo
de boz counting'. A dimensio de informagio também pode ser calculada com o mesmo
procedimento. A dimensio de Lyapunov foi definida por Frederickson et al. [36] sendo
calculada a partir do espectro de Lyapunov através da conjectura de Kaplan e Yorke [44].

1.4 Descrigao

O trabalho se divide em sete capitulos cuja apresentagio é feita a seguir.

O capitulo 1 ¢ introdutério apresentando os objetivos do trabalho, a metodologia
adotada e uma descrigio resumida dos capitulos deste trabalho.

O capitulo 2 apresenta a descrigio do fenémeno do rubbing seguida do modelo
matematico do rotor vertical com a apresentacio das matrizes bisicas que formario seu
modelo estrutural quando da simulagio. A seguir é feita a apresentagio de um modelo
matematico do fendmeno do rubbing para se associar a0 modelo matemaético do rotor para
a simulagdo. Sado apresentados também alguns resultados de simulagbes computacionais
realizadas com os modelos construidos.

O capitulo 3 apresenta uma revisio de conceitos bésicos da teoria dos sistemas
dindmicos ndo-lineares com énfase em comportamento cadtico. Neste capitulo sio também
apresentados os instrumentos utilizados na anslise dos sinais experimentais partindo da
reconstrugao do espago de estado por meio das delay coordinates que permitiu a construgo
de retratos de fase, diagramas de Poincaré e o célculo de dimensdes fractais e expoentes
de Lyapunov. Sao também apresentados critérios para selegéo ¢ métodos de determinagio
dos parametros de mergulho, time delay e dimensio de mergulho, previamente necessarios
para a reconstrugio do espago de estado.

O capitulo 4 contém os algoritmos utilizados nos célculos de parimetros de mer-
gulho, dimensdes fractais e expoentes de Lyapunov.

O capitulo 5 se constitui em uma descricio da aquisicio dos sinais experimentais
incluindo uma descri¢do dos equipamentos utilizados e as diferentes etapas de aquisigao.

O capitulo 6 contém a anélise dos sinais obtidos experimentalmente partindo de
uma analise das transformadas de Fourier dos mesmos, seguindo com a observacao de
retratos de fase e diagramas de Poincaré e concluindo com a andlise dos resultados da
aplicacio dos algoritmos descritos no capfitulo 4.



O capitulo 7 apresenta consideragdes conclusivas gioba.is do desenvolvimento do
trabalho, uma avaliacio da aplicagio dos métodos descritos no capitulo 3 do ponto de vista

de engenharia e apresenta pontos que devem ser melhor investigados para a viabilizagio
de aplicagio dos mesmos métodos



Capitulo 2

Rubbing e Rotor Vertical - Modelos
Matematicos

2.1 O Fenomeno do Rubbing

Como ja fol explicado no capitulo 1, rubbing é o fenomeno que ocorre quando um
elemento rotativo entra em contato eventual com uma parte estaciondria do sistema (a
guia interna de um mancal de rolamento, por exemplo). Como contato eventual se deseja
caracterizar que no funcionamento normal do sistema nac se prevé este contato. Ele
tanto pode ser intermitente (o sistema entra em contato e em seguida o mesmo contato
se desfaz) como permanente (o contato permanece depois de estabelecido).

O rubbing pode ter varias causas: desbalanceamento, desalinhamento de origem
térmica ou por defeito de montagem, movimento relativo entre rotor e estator, forgas
fluido-dinamicas produzindo instabilidade e vibrages auto-excitadas.

O rubbing pode ocorrer em uma série de casos quando as folgas sdo, por exigéncia
de projeto, pequenas como é o caso dos selos, originado por um mal funcionamento ou
também em situagbes mais extremas, sempre que as vibragbes do rotor forem tais que
partes do mesmo atinjam o estator, como é o caso, por exemplo de uma p4 de um venti-
lador tocando a carcaga. Especialmente em mancais magnéticos a ocorréncia do rubbing
pode ser originada por uma falha no sistema magnético de suspensio do rotor e este vem
a tocar os mancais de emergeéncia (isto é particularmente conhecido como aterrisagem).
QOutra possibilidade é quando amortecedores por atrito ou limitadores de amplitude sao
colocados para limitar o crescimento de amplitudes de vibragao (passagem por velocidades
criticas ou ressonéncias).

A analise do rubbing envolve diversos aspectos:

e o problema da entrada em contato, se com impacto ou nao;

¢ as questoes envolvidas com a elasticidade da situagio de contato;

¢ a influéncia do atrito;



* og eleitos de natureza térmica originados pelo rubbing;

¢ a dindmica do contato.

Algumas consideragées sobre cada um destes aspectos serao tragadas na secio se-
guinte, porém neste trabalho se pretende realizar uma anslise sob o enfoque da dinamica
do contato, buscando informagcoes que possam ser iiteis para que este tipo de problema
possa ser diagnosticado em méquinas rotativas. Sob este angulo o rubbing é interpre-
tado como um problema n#o-linear cujas caracteristicas devem estar presentes em sinais
medidos no rotor.

2.1.1 Aspectos Associados ao Rubbing

Impacto

O impacto ocorre quando a forga normal de contato entre rotor e estator atua repen-
tinamente com alta velocidade relativa entre as partes. O grande problema do impacto é
que ele gera forcas excitadoras com um largo espectro de frequéncia. Impactos periodicos
repetitivos podem resultar em uma excitacdo periédica de espectro definido resultando
em respostas periddicas do sistema. O impacto também cria uma resposta transiente ins-
tantanea onde frequentemente ocorre a repentina separagio entre rotor e estator (repique).
A direcio do movimento resultante depende da dire¢io inicial do movimento relativo, das
condigdes de impacto (coeficiente de restituicdo) e das velocidades tangenciais relativas
no momento do impacto.

Em rotores de alta velocidade sob determinadas condigbes de elasticidade e atrito
alto nas superficies de contato pode ser gerada uma adesio superficial criando condigbes
para o surgimento de um efeito "super ball” [58]. Durante o impacto a velocidade de
precessao do eixo é menos importante do que a velocidade de rotagio. Em um pequeno
tempo de contato por adesio (sem movimento relativo), a energia rotativa se transfere
para a energia vibratéria do movimento de repique {movimento de precessac). A direcio
e a velocidade do movimento de repique depende da quantidade de momento tangencial
gerada pela rotacio do eixo.

Atrito

Durante o contato ocorre naturalmente atrito entre rotor/estator. Sdo entio produ-
zidos os efeitos normalmente produzidos pelo atrito: desgaste das superficies e geragio
de calor. Os efeitos do aquecimento local serdo discutidos a seguir, nesta segio. Fre-
quentemente, a velocidade tangencial relativa quando ocorre o contato é alta e as forgas
normais s3o significativas. Os efeitos destrutivos do atrito podem, portanto ser graves,
Inesmo que em um curto espago de tempo. Devido ao desgaste, as condiges de rub-
bing das superficies mudam muito rapidamente. Isto pode levar tanto ac aumento das
folgas e consequente eliminagio do contato rotor/estator quanto ao alargamento da area
da superficie de contato. Portanto, em um tempo limitado ou o rubbing para (causando



condi¢des transientes de pequena duragio para o sistema}, ou o rubbing continua com
novas modificagdes acontecendo nas condigbes do movimento e na resposta dindmica,

Efeitos Térmicos

As primeiras publicacdes sobre o fendmeno do rubbing se referem a um efeito térmico
do rubbing em turbomiquinas. O fendmeno & frequentemente chamado de efeito Newkirk.
Newkirk (citado por Muszynska [58]) mostrou que quando um rotor com rubbing estd
girando abaixo de sua primeira velocidade critica, as vibragdes induzidas pelo rubbing
tendem a aumentar com o tempo. Mais tarde este efeito foi estudado por varios autores
que confirmaram que as vibragbes podem crescer em amplitude e fase, resultando em
vibrages espirais (ver Muszynska [58]). Quando um rotor desbalanceado gira em uma
velocidade levemente menor que sua primeira velocidade critica, o rubbing normalmente
acontece no selo com menor folga e localizado mais préximeo da posi¢do antinodal do eixo.
O rubbing ocorre na posigio radial do eixo com a maior tensio de tracao. Para uma
velocidade de rotagio continua, em um modo de vibragio predominantemente sincrono
com uma érbita circular ou levemente eliptica, o rubbing no ponto de tensio maxima pode
ocorrer sempre na mesma posi¢éo do rotor. O rubbing causa entéc aquecimento poT causa
do atrito e expansao térmica. Devido & presenga normal ou acidental de fluidos nas folgas
entre rotor e estator, o calor gerado pelo rubbing pode ser transferido pelo fluxo de fluido,
de forma que o aquecimento do eixo e a expansao térmica podem ser relativamente lentos.
Em virtude da expanséo local o eixo se curva, causando desbalanceamento adicional ao
sistema. Em uma velocidade de rotagio menor que a primeira velocidade critica, o angulo
de fase entre a posi¢io de tensdo méxima e a direcdo do desbalanceamento é menor que
90°. O desbalanceamento relacionado com a curvatura adicional se soma portanto ao
desbalanceamento ji existente. O resultado é um avmento nas vibragdes sincronas do
rotor aumentando o rubbing e gerando mais calor. Q sistema entra em um ciclo que
termina quando o limite eldstico das tensbes é atingido e a curvatura do eixo se torna
permanente devido as deformgdes plasticas. Neste estigio o rotor estd irremediavelmente
danificado e deve ser substituido.

Os efeitos térmicos do rubbing sio particularmente importantes para maquinaria
pesada com alta inércia térmica. Alguns trabalhos foram apresentados mostrando ex-
periéncia de campo com observagio de efeitos vibratérios induzidos por efeitos térmicos
relacionados ao rubbing [58]. Qutros propuseram modelos para relacionar as vibragdes is
causas de origem térmica [58]. O assunto ¢, entretanto, extremamente amplo e se extender
mais fugiria ao cardter deste trabalho que é o de observar caracteristicas dinamicas do
rubbing.

2.2 Modelos Matematicos

Para a obtengio de um modelo matemético que fosse capaz de reproduzir os fendémenos
que acontecem no rotor quando atuando sob a acio do contato intermitente no mancal
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inferior é necesshrio primeiro obter um meodelo estrutural do rotor € entao construir um
modelo matemdtico para o problema do contato.

2.2.1 Rotor Vertical

O movimento lateral do rotor pode ser tratado linearmente e é regido pela equacao

diferencial [50]

Mii(t) + (OGIR + C)i(t) + Kn(t) = F(t) (2.1)

onde M € a matriz de massa, GIR é a matriz giroscépica, C é a matriz de amortecimento,
K é a matriz de rigidez, 5(%) é o vetor de deslocamentos do rotor, dependente do tempo
t e F(t) é o vetor em que so introduzidas as forgas externas atuantes que podem ser ou
ndo dependentes do tempo, e 2 é a velocidade de rotagao do rotor. Os pontos colocados
em cima das varidveis representam as suas derivadas em relacdo ao tempo i.

As matrizes M, GIR, C e K sao obtidas por meio da construcdo de um modelo
com o uso do Método dos Elementos Finitos (MEF), que tem se mostrado eficiente nas
diversas utilizagGes realizadas. Os vetores 5 s3o constituidos pelos deslocamentos dos nés.
A seguir sera apresentado o desenvolvimento cléssico da construgiao de um modelo por
elementos finitos.

Para a construcdo do modelo serdo utilizados elementos dos tipos disco, eixo e
mancais. Cada n6 possui quatro graus de liberdade, dois deslocamentos e duas rotacdes,
conforme ilustra a figura 2.1.

Elemento disco

As matrizes constitutivas do elemento disco sio obtidas por meio da aplicacio das
equagdes de Lagrange [50].
A energia cinética E¢ de um elemento do tipo disco situado em um né genérico
como ilustra a figura 2.2 é igual a

1
2
onde Mp é a massa do disco, Ip,, Ip, e Ip, sdo os momentos de inércia em relagio aos
eixos X, y e z respectivamente.

Os termos da Equacio de Lagrange que envolvem a energia cinética sio utilizados
para a determinagéo da matriz de massa do elemento. Em forma matricial estes termos
podem ser escritos como

d (agc) _ BEo

1 1 . 1 PO | :
Ec = 5Mpi® + s Mpi® + 510" + SIn, @ + SIn.(@" +2060) (2.2)

“&E Sw ow = MdiscoW + QGIRgiscoW (23)

onde
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Figura 2.1: Modelo por elementos finitos do rotor.



Figura 2.2: Modelo do elemento do tipo disco.

M, O 0 0
0 Mp o 0
0 0 Ip. 0
0 0 0 Ip,

Magisco =

¢ a matriz de massa do elemento,

00 0 ¢
00 0 o
GIRgisco = 00 0 —Ip,
00 Ip, 0

€ a matriz giroscépica do elemento, e

oo o@

¢ o vetor das variiveis que descrevem o movimento do ng.

Elemento eixo

O elemento eixo é modelado como uma viga de Timoshenko com a inclusio do efeito
giroscdpico a partir do modelo mostrado na figura 2.3.
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Figura 2.3: Modelo do elemento do tipo eixo (viga de Timoshenko).

Da teoria da elasticidade obtém-se a relagio entre os deslocamentos e as rotagdes
na forma

Ov

(= 5 (2.5)

O vetor de deslocamentos nodais inclui os deslocamentos e rotagdes dos nds que
compoem o elemento na forma

W= [w,v,-,ﬁ,-,{,-,w,v_,-, BJ-’EJ-]T_ (26)

Os vetores de deslocamentos nodais nos planos x-z e y-z s30, respectivamente

éu = [ui:Ei:ujﬁgj]T
bv = o003, 051 21)

Os deslocamentos no interior do elemento estio relacionados com os deslocamentos
nodais através das fungdes de forma Ny(2) e Ny(z) de forma que

u = N1(z)6u
v = Na(z)év.

Estas fungdes sao polinémios obtidos de forma a respeitar as condigdes de contorno
nos nés do elemento. Para o elemento do tipo viga de Timoshenko estas fungdes sio

2 3 T 2 T
i 1-3% 422
"‘Z+z—‘g‘;‘ z_lz.i..*_i
Ni(z) = ggi_fgl N2z(z) = a2 | a” ,  (2.8)
iz F] =" T T
2 _ g fz=_|_‘zs
{ [ 1 2

14



onde ! é o comprimento do elemento e 7 representa a transposta da matriz.

Se o elemento possui distribuigio uniforme de massa com p sendo a massa por
unidade de comprimento ¢ § a 4rea da sechio transversal, constante ao longo de seu
comprimento, a energia cinética do elemento pode ser calculada por meio de

Eo= & [pl66"N1"N16it + 6v"N2TNo6V]dz +
T
% i S B 4 637 2 Mg
2010 3 667NN 00, 4 p1ic2, (2.9)

onde I € o momento de inércia da seio transversal do elemento.
Aplicando as fungbes de forma 2.8 e efetuando as integrais chega-se 4 seguinte
€Xpressao para a energia cinética

1. .1, .1, A . .
Ey = §5uTM15u+EJVTM25v+§5uTM35u+EavTM46v+n5uTM55v+pm’*, (2.10)
onde as matrizes M1 e M5 sio matrizes de massa generalizadas, M3 e M4 s&0 matrizes que
incluem o efeito da inéreia rotativa e M3 é uma matriz que introduz o efeito giroscopico.
O termo pII2? desaparecerd quando se efetuarem as derjvadas da equagio de Lagrange
uma vez que nao depende dos deslocamentos, podendo ser desconsiderado.

Calculando novamente os termos da equagao de Lagrange que envolvem a energia
cinética e aglutinando os deslocamentos no vetor definido em 2.6 chega-se a
d {3F¢ oE - ;
d_t ( 86 ) - 350 = Megixo6 + Q(;I]:{-eim:o‘ss (2-11)
em que Mgixo = Mp+Msg. A matriz Mp é obtida de M, e M2, enquanto que Mg resulta

de M3 e M4. A matriz GIRgix, vem diretamente de M. Estas matrizes elementares
estdo detalhadas a seguir.

[ 156 0 0 —220 54 0 0 130 7
0 156 9221 0 0 5 131 0

0 220 42 9 0 13 -3
_pSl| =22t o 0 42 —131 ¢ 0 -3

P=4201 54 0 0 -131 156 0 0 2%

0 54 131 0 0 156 —2201 0

0 131 -3 o 0 221 47

| 131 0 0 -3 20 0 0 4 |

(212)
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(3 0 0 +3/ -3 0 0 -3
0 36 3 0 0 -3 3 ¢
0 3 4 0 o0 -3 - o
pli =8 0 0 472 3 0 o -p

Ms=30i|-36 0 o % 36 o o a (2.13)
0 -3 -3 0 0 36 -3 0
0 3 - 0 0 -3 42 ¢
| =3 0 0o - 3 o0 o 47|
[ 0 —36 —31 0 0 36 -3 0
3 0 0 -3 -3 0 0 -3
33 0 0 4P -3 o o0 P
2 _ 12
GIR,, - P@| 0 3 4 o o -3 2 o (2.14)

150 0 36 3 0 0 -3 3 0
-3 0 0 3 3 0 0 8
3 0 0 P -3 0 0 —4pr
0 3 -2 0 0 -3 4° o0 |

A matriz de rigidez é determinada a partir da energia de deformagio do elemento,
dada por

T T
U= 521 fé[&uT—J—dﬂi\; 71dZN ¢5u+.5\:"1‘—3--"!2552 —ldzg Svidz 4

5 folbuT -t u + 6T D2 sy, (2.15)

que, ap6s a aplicagio das fungdes de forma 2.8 resulta em

U= %6uTK16u + %JVTKzﬁu + %au” Kséu + %—5VTK45V, (2.16)

onde as matrizes K; e K2 sio matrizes de rigidez generalizadas e K3 e K4 sio matrizes
que incluem o efeito das forcas axiais.
Se for considerado o efeito do cizalhamento inclui-se o fator

_ 12EI
“Tase
com G = 2—(1% em que ¥ é o coeficiente de Poisson e S, & § é a 4rea reduzida da secao
transversal.
O termo da equagio de Lagrange que inclui a energia de deformacao é
aUu
- =K¢é 2.

com K = K¢ + KF em que a matriz K¢ é obtida de Ki, K2 e Kg, enquanto que Ky é
a matriz de rigidez relacionada com a direciio axial. Estas matrizes estio mostradas em
detalhe para um elemento, a seguir
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Figura 2.4: Modelo do elemento do tipo mancal.
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-6l
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6
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0
12
61
0
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~12
6l
0

0
6!
(44 a)l?
¢
0
—61
(2—a)l?
0

—61
0
0
(4 + a)i®
6!
0
0
(2—a)?

—12
0
0

6l

12

0
0
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0 0
—12 6!
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0 0

0 0
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—6l (4+a)l?
0 0

O efeito do cizalhamento nio é considerado fazendo a = Q.

Elemento mancal

[ 36
0
0

—3!

—36
0
0

=

0 0
36 3
3 4P
0 0
0 0

-36 -3
3 -2
0 0

-31 -3 0 0 -—31]
0 o6 -3 3 0
0 0 -3 -1 90
4 3 0 0 -p
3 36 0 o0 3
0 0 3 -3 o
0 0 -3 4%
- 3 0 0 4r |
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Para um mancal modelado na forma ilustrada na figura 2.4, as forgas atuantes nos
mancais podem ser escritas como

F. = —kpu—rkyv— C:z‘l:t — c,,.,? , (2.20)
Fy = —kyu— kv — i — ¢, 0
em que kyg, kyy, kzy € ky, sio constantes de rigidez e ¢, €y, €2y € €, 530 constantes de
amortecimento e de onde podem ser extraidas as matrizes de rigidez e amortecimento
elementares

koo ks 0 0
ky ky 000
Kmuncal = 0 0 00 (221)
60 0 60
€
_|Cw G 00
Cmancal - 0 0 ¢ 0/ (222)
0 0 00
de forma que o vetor de forgas atuantes no mancal é dade por
Fmancﬂ.f = _Kmanoal'w - Cmancalfvo (2—23)

2.2.2 Modelo do Rotor

Para o presente estudo um modelo por elementos finitos do rotor com os mancais,
com 4 nés, estd esquematizado na figura 2.5. No né 1 estao concentradas as propriedades
do disco superior, motor e molas que o ligam & estrutura. No né 2 foram incluidas as
propriedades do mancal intermedidrio e das molas que o ligam 3 estrutura. O né 3 estd
localizado na posigio do disco inferior. O né 4 est4 posicionado onde ocorre contato entre
rotor e mancal, de forma que, quando ocorre contato as propriedades do mancal inferior
atuam neste né.

2.2.3 Modelo Matematico do Rubbing

O modelo do rubbing para a determinacio de caracteristicas cadticas requer uma boa
determinagio das diversas influéncias presentes. Uma perfeita descrigio das condigdes de
impacto, do atrito e efeitos térmicos, principalmente, assim como uma. correta descrigio do
tipo de movimento que se desenvolve apés o contato (se impacto, trepidacio, deslizamento
ou rolamento) sdo fundamentais para que as caracterfsticas nao lineares sejam correta-
mente estabelecidas. Previamente, entretanto, para o calculo dos expoentes de Lyapunov
é necessdrio que o movimento acontega com descrigio por varidveis cujas derivadas sejam
continuas. Para isto decidiu-se utilizar o processo desenvolvido por Miiller [55] que cria
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Figura 2.5: Esquema do modelo por elementos finitos do rotor com os mancais.
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i .
fungdes de transigio para a entrada e saida do contato. Inicialmente é necessirio escrever
as equagdes do movimento 2.1 na forma de estado

9 = Dgd + F, (2.24)

onde
-{7)
q 2
{ M-(C 4+ GIR) MK ]
Ds -
~1 0
L]

-1
Fs:{ M UF(t) }
sendo I a matriz identidade, 0 uma matriz com todos os seus elementos nulos,

Para construir um modelo que permita o cilculo dos expoentes de Lyapunov deve
ser garantida a suavidade da dinamica, ou seja a continuidade das derivadas. A transigao,
portanto, entre os dois tipos dg comportamento existentes, com e sem contato, deve ser
suavizada. Assumindo que o movimento esteja sendo desenvolvido no espago de estado de
acordo com a equagio 2.24 e que inicialmente o rotor est4 em movimento sem contato e,
a partir de um tempo ¢; entra em contato com o mancal, c movimento pode ser dividido
trés etapas: pré-contato, transigao e pds-contato.

Antes do contato o sistema tem um comportamento definido pela equagio 2.24
com as matrizes constifutivas sendo construidas sem a inclusio das propriedades (inércia,
amortecimentio e rigidez) do mancal. Durante a entrada em contato ocorre uma situagao
de transigéio e depois do contato o sistema volta a ser regido pela mesma equacgio 2.24
com as matrizes incluindo as propriedades do mancal. Por simplicidade, a equagio 2.24,
antes do contato pode ser escrita na forma,

3(t) = 11 (9(2), (2.25)

vilida para tp < ¢ < t;, com condi¢do inicial #(fn) = ¥ € a fungio matricial f1(¥) =
D9 4 F; sendo obtida para o rofor sem o mancal inferior.
Em t = #;, chamada transigdo, o rotor entra em contato. Define-se, entio uma

funcio indicadora h(¥} que identificard o contato, escrevendo-se a seguinte equacio

h(9(t:)) = . (2.26)

Uma transi¢io suave exige que uma funcao com derivada continua relacione os
vetores ¥ antes e depois do contato:

¥(try) = g(P(t1-))- (2.27)
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Apés entrar em contato o sistema volta a ser regﬁdo pela equagio 2.24 escrita agora
na forma ’

I(t) = f2(9(¢)), (2.28)

valida para f > #;, com condigdio inicial ¥(t;} = #(t1+) e a fungio matricial f2(9) =
D¢?? + F; sendo obtida para o rotor com o mancal inferior.

Admita-se agora que o movimento seja inicialmente perturbado de forma que
'5(1&0) = Yo + 69¢. Este sinal perturbado encontrari a condigio de descontinuidade nio
mais no tempo ¢; e sim no tempo #; = t; 4 6. A figura 2.6 ilustra os dois movimentos,
Para a trajetdria perturbada, as equagdes do movimento serdo:

I(t) = £1.(3(t)), (2.29)

vélida para tp < ¢t < §;, com condigdo inicial 9(¢y) = 9y + 69, A funcio indicadora é
dada por

h(9(t, + 6t) = 0; (2.30)
a fungdo de transigio é
It + 6t,) = g(I(t, + 6t_) (2.31)
€, apls ¢ contato
I(t) = £2(9(1)), (2.32)

valida para £ > I;, com condigdo inicial J(ty + 6t) = I, + 6ty ).
Para a suavizagio, o interesse se volta para a analise do comportamento de peque-
nas perturbagdes com o tempo
69(t) = I(t) — 9(¢), (2.33)

com 6 — 0 no intervalo critico dado pela figura 2.6.
Em primeiro lugar, assume sge que 6% < 0. Antes da descontinuidade as equagoes
linearizadas do movimento originam-se de 2.25 formando

§9(t) = Fy(2)59(2), (2.34)
com condigdo inicial §9(¢y) = §d, e
of
Fi(t) = Wlﬂ(t)

Como 6t < 0 a trajetéria perturbada alcanca primeiro o ponto de descontinuidade
e satisfaz a equacio 2.26. De acordo com a figura 2.6
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Figura 2.6: Trajetéria de referéncia e trajetoria perturbada atingindo um obsticulo.

Bty + 62_) = 9(ty + 6t_) + d(ty_), (2.35)

que pode se aproximada para

Dty + 6t) ~ 3(t_) + fi (9(t1-))6t + 89(¢,_). o (2.36)
A fungao indicadora, dada por 2.26 se torna

h(d(t, + 6t_)) = h(d(t;) + f1(9(t1-))8t + 69(t:-)) = 0. (2.37)

Utilizando o desenvolviment9 em série de Taylor com os termos de ordem superior
desprezados e considerando que h(¥(t:)) = 0 devido a 2.26 chega-se a

H(3(t1-)) - [f2(9(t2-))6% + 68(t,..)] = 0, (2.38)

com H(9(¢;..)) = a—f‘(%r'g(t).
A partir desta expressdo se pode obter o valor de §i.
Na transicio ¢ = #; tem-se

Bt +6t) = g3t +6t.))
= g(0(t1_) + 1 (¥(t:-)) + 69(t._))
~ g0(h-) + GI(h)) - (L))ot + 69(t)], (239
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onde G(9(t:-)) = ﬁ%‘rld(t
A perturba.gao em i, + 6t €

89(ty + 6ty)) = O(ty + 6ty) — (¢ + 6t,)
= g(I(t1-)) + G(I(01-)) - [1(I(81-))8t + 60(t1-)] — (I(ta-) + Ta (I (t1-))61)
= I(ty) = I(ts-) + G(I(41-))60 (1) + [G(I(11-)) + Dfa(I(ta-))6t. (2.40)

Para t = ¢,

§9(t:-) = I(ts-) —I(ts-)

Ity + 8t ) — Fo (Dt + 61))68 — I(t1-)

G(9(t1-)) - [fa(9(12-))8¢ + 89(1r)]

~f2(@(3(81-)) + F2(9(t14))G(9(t14)) - [f1(9(t2-))6t + 69(t1-)] — H(t2-)
= B(try) — 9(tr=) + GI(t1-))[Fa(9(12-))8¢ + 69(t:)] — Fa(B(ts)) + 0b2.41)

com F2(d(1:-)) = 619T(t) 39T (e}
Finalmente, considerando-se o tempo ¢t = #,, tem-se

519(t1+) = lﬁ(f].g.) - ﬂ(t1+) (242)
Sendo 9(t14) = 9(t1_) + 69(¢;-) e usando 2.41 chega-se a

§9(t14) = G(I(11-))69(t1-) + [G(H(t1- D (9(ts-)) — F2(9(t14))]60. (2.43)

Para t > t; o comportamento seri entdo regido por

59(t) = Fo(2)68(1), (2.44)

com F2 = 55#25|9() € consicdes iniciais 69(f1) = 69(t1.).

As equagbes 2.34, 2.43 e 2.44 descrevem uma linearizacio generalizada no caso de
sisternas com descontinuidades. A utilizacio destas equagdes suaviza o sistema dindmico
o que permite o calculo dos expoentes de Lyapunov.

Nas equagbes 2.34, 2.43 e 2.44 a grande dificuldade fica exatamente em obter uma
fungdo de transicio g que descreva com precisio o fenémeno do rubbing. Em um exercicio
preliminar tentou-se utilizar a teoria do impacto com a utilizagio de um coeficiente de
restituigdo. Ou seja, o sistema antes e depois da descontinuidade tinha o mesmo com-
portamento descrito pela mesma equacio. Durante a descontinuidade era utilizado o
coeficiente de restituicdo atuando nas coordenadas do né correspondente 2 posi¢io do im-
pacto. Mesmo variando o coeficiente de restituicio entre 0 e 1 nio foi possivel encontrar
um modelo de impacto que representasse de forma adequada o fendmeno medido tanto
no que se refere ao célculo dos expoentes de Lyapunov quanto e uma andlise linear com
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1
o auxilio das transformadas de Fourier, Entende-se que é necessrio construir um modelo
de comportamento mais real considerando-se a transicdo entre o sistema sem contato e o
sistema com contato levando-se em conta também o atrito e a influéncia da variagio da
rigidez na configuragéo do sistema.

2.3 Simulacgao

Neste apéndice sio apresentados alguns resultados da simulagio do problema do rub-
bing no modelo do rotor, construido com o método dos elementos finitos.

Na figura 2.7 (a), é mostrada a 6rbita (z versus y) medida para a velocidade de
rotagao de 11,4 Hz com folga de 0,574 mm. A érbita é representativa de um movimento
bastante irregular e corresponde 2 um sinal com expoente de Lyapunov positivo. As
transformadas de Fourier dos deslocamentos nas direcdes z e y estao mostrados nas figuras
2.7 (b) e (c), respectivamente,

A figura 2.8 (a) por sua vez, mostra a érbita obtida por simulacio do movimento
considerando-se, exclusivamente, a variagao da rigidez do né 4. Neste caso o rubbing
¢ simulado separando-se o movimento em duas fases: sem contato e com contato. O
movimento na primeira fase é o do rotor girando com a sua extremidade inferior livre e
a precessao é provocada por desbalanceamento. Na segunda fase, o rotor gira com sua
extremidade inferior em contato com o mancal, simulado por um acréscimo de rigidez e
amortecimento no né 4. Este movimento é obtido do deslocamento do né 3 que é o né
que contém o disco, do qual foram medidos os deslocamentos nos ensaios experimentais.
As transformadas de Fourier dos deslocamentos nas dire¢bes = e y estio mostradas nas
figuras 2.8 (b) e (c).

Na figura 2.9 (a) é mostrada a 6rbita com o rubbing simulado através do modelo
matematico da secio 2.2.3. As figuras 2.9 (b) e {c) mostram as transformadas de Fourier
dos deslocamentos nas diregdes z e y. As equagoes 2.34, 2.43 e 2.44 devem ser aplica-
das ao problema do rubbing. A forma mais simples de representar matematicamente o
fenémeno é consideri-lo como um impacto na diregio radial, descrito por um coeficiente
de restituicio ¢,. Assim, o movimento é separado em trés fases. Na primeira fase o com-
portamento é descrito pela equagao 2.34, onde as matrizes Dy e Fy sdo escritas para o
rotor em movimento com a extremidade inferior livre, Na segunda fase ocorre o contato
e a suavizagio da descontinuidade é obtida com a utilizacio da equagio 2.43. Na terceira
fase 0 movimento volta a ser descrito por 2.34 com o rotor novamente solto.

A aplicacio da equacio 2.34 se resume em um processo de integracao. Esta in-
tegracéo foi realizada através de um algoritmo da famiflia de Newmark para sistemas
lineares.

A solugio da equagdo 2.43, entretanto, requer que os seus termos sejam adequada-
mente escritos para o problema ao qual a mesma est4 sendo aplicada. Em primeiro lugar é
necessério definir a fungéo indicadora h(# (£)) que cumpre o papel de identificar o contato.
No caso presente o contato ocorre quando a amplitude do movimento na extremidade do
erxo atinge o valor da folga. Chamando, stmplificadamente, ¥_ = 9(¢;._) tem-se
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Figura 2.7: (a) Orbita do disco inferior do rotor medida experimentalmente {rotagio de
11,4 Hz e folga de 0,574 mm); (b) e (¢) transformadas de Fourier dos sinais medidos nas
direcées z e y.
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Figura 2.9: (a) Orbita do né 3 do modelo por elementos finitos do rotor, obtida
por simulagao do movimento com impacto representado por coeficiente de restituicdo
¢ > 0,295; (b} e (¢} transformadas de Fourier do movimento simulado nas direcdes z e

.
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ITCH_ -y =0

em que ¢ € o valor da folga e C; é uma matriz com zeros em todos os elementos
exceto naqueles da diagonal principal com indices correspondentes aos deslocamentos do
né correspondente ao ponto de contato (no caso, né 4).
A fungio H(9_) = 528xs_ ¢

H(ﬂ_) - 2Cc'9~
Combinando 2.24 e 2.25, tem-se
f]_('l?_) = Dsﬂ_ + Fs

Pode-se, entdo, calcular 6t através de 2.38, resultando

(Ced_)T69_

bt = (Ced_)T(Dd_ + Fy)

com §_ = 519(t1..)
Em seguida obtém-se 3 fun¢io de transigio g(?-). Com o impacto representado
pelo coeficiente de restituicao ¢, representa-se

g(ﬂ_):Utﬂ,
onde Uy é uma matriz da forma
(1.0 - 0 0 o 0 0]
01 .- 0 0 . 00
U.=(00 ~c,cos8’wt + sen®wt  —(1 + ¢, )senwicoswt --- 0 0
*“lo o —(1 + ¢ )senwicoswt —c,sen®wt + cos*wt -+ 0 0
¢ 0 .- 0 0 -+ 1.0
00 - 0 0 e 01

Como a matriz G(¥..) = Uy, a equaciio 2.43 pode ser escrita como

89, = Uebd_ + [Uy(Ded_ + Fa) — (Dyd- + Fs)|61
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Figura 2.10: (a) Orbita do né 3 do modelo por elementos finitos do rotor, obtida
por simulagio do movimento com impacto representado por coeficiente de restituicao
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Os resultados apresentados na figura 2.9 sio obtidos com coeficientes de restituigo
maiores do que 0,295. Para valores iguais ou menores que 0,295 o sistema mostrou um
comportamento diferente, mostrado na figura 2.10.. Para coeficientes menores que o valor
limite o movimento sempre converge para érbita préxima & mostrada na figura 2.10 (a). Se
o coeficiente de restitui¢do for aumentado, quando ultrapassa 0,295 a érbita subitamente
converge para a mostrada na figura 2.9 (a). H4 portanto, uma dependéncia da solugdo
no valor do coeficiente de restitui¢io. Para uma completa avaliagio da dependéncia
entre a solugdo e os pardmetros serd necessirio uma completa avaliagio de influéncia
dos diversos parametros envolvidos na equagio, principalmente coeficiente de restituicao,
amortecimento e magnitude da forca de desbalanceamento que poderdo influenciar na
estabilidade da solugio.

Como o8 resultados apresentados nao sao satisfatorios decidiu-se nao realizar a
comparagao dos expoentes de Lyapunov calculados para cada um dos casos com os cal-
culados para o sinal obtidos experimentalmente. O objetivo de se utilizar uma fungio
de suavizagdo da descontinuidade representada pela entrada em contato é poder calcular
o expoente de Lyapunov a partir das equagdes que descrevem o movimento e permitir
uma comparagao com o obtido das medigGes. Para que isto seja valido é necessiria uma
boa representacio do movimento com as equagGes suavizadas o que nio foi conseguido.
Em se tratando de um problema nio linear o modelo matemético deve ser extremamente
preciso e incluir efeitos aqui nio-considerados como, por exemplo, o atrito. A existéncia
de forgas excitadoras nio consideradas como forgas de natureza eletro-magnitica introdu-
zidas pelo motor e forgas originadas por possiveis folgas existentes nos mancais do motor
e no mancal intermedidrio também é um fator de introducdo de imperfeicdes no modelo.
A obten¢io de um modelo matemitico que represente o rubbing preservando os expoentes
de Lyapunov é uma proposta de continuagio deste trabalho.
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Capitulo 3

Métodos de Andlise Nao-Linear

3.1 Sistema dinamico diferenciivel

Um sistema dinémico diferenciével é qualquer evolugdo no tempo definida por

dv(t)
20 _ o), 5.1)

quando o tempo for contfnuo, ou por um mapa

s(n+1) = F(s(n)), (3.2)
sendo n inteiro, quando o tempo for discreto, onde f e F séo fungbes diferencisveis. Em
outras palavras, f ou F tém derivadas continuas. A diferenciabilidade & também conhe-
cida como suavidade e a classe de suavidade define até que ordem a funcéio é diferencidvel.
Como o objetivo do trabalho é o tratamento de sinais experimentais sera dado um enfo-
que maior aos sistemas discretos pois esta é a forma como se encontram operacionalmente
estes sinais depois de medidos e convertidos em séries numéricas.

A continuada aplicagio do mapa F permite que se remonte ao estado inicial através

de

s(n) = F(s(0)), (3.3)

onde as fungbes F atuam como operadores nio-lineares de evolu¢do no tempo, com as
propriedades F° = identidade, FiFF = Fi+i,

A varidvel s evolui em uma variedade M, que estéd definida em um espago RY.
Se M é um espago linear, define-se o operador linear DF™ que representa as derivadas
parciais de F em relagdo a s. Escrevendo F! = F , tem-se

DF*(s(0)) = DF*YDF . .. DF(s(0))---)) (3.4)

pela regra da derivacio em cadeia.
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Figura 3.1: Atrator e sua bacia de atragao obtidos de um sinal experimental.

3.1.1 Atratores e bacias de atracao

Para um sistema conservativo (evolugio Hamiltoniana), o teorema de Liouville [27] diz
que o volume na variedade M se conserva com a evolugdo no tempo. Os sistemas fisicos
reais, em sua maioria, sio sistemas dissipativos, para os quais o volume est4 normalmente
se contraindo. Assume-se que existe um conjunto aberto! & em M que se contrai assin-
toticamente para um conjunto compacto'C com a evolugio do tempo. Diz-se que C é uma
bacia de atracéo com vizinhanga fundamental Zf se

1. para qualquer conjunto aberto V 5 € tem-se U C V quando n é suficientemente
grande, ou seja, a aplicacio continuada da fun¢io F em qualquer ponto pertencente
ao conjunto aberto

U o levard ao conjunto compacto C depois de um niimero suficientemente grande de
iteragdes, e

2. F*C = C para qualquer valor de n, significando que depois de levado ao conjunto C
0 ponto permanece ali (figura 3.1).

O conjunto aberto U(F™)~1 ¢ a base de atragdo de C. Se a base de atragio de C
é todo o conjunto M, € ¢ chamado de atrator universal.

1Se para qualquer ponto pertencente a um conjunto pode ser definida uma vizinhaga este conjunto é
chamado aberto ¢ um conjunto é chamado compacto se de qualquer sequéncia de elementos pertencentes
a0 conjunto se pode escolher uma sub-sequéncia convergente no mesmo conjunto com os elementos Limites
das sub-sequéncias também pertencentes ao conjunto.
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Experiéncias fisicas e simulagées computacionais com sistemas dinimicos normal-
mente exibem comportamento transiente seguido por um regime assintético. Portanto
o ponto F7s(0) que representa o sistema deveria eventualmente cair em uma bacia de
atracao. Entretanto, na realidade o sistema evoluju para conjutos menores, chamados
atratores.

Ao invés de tentar dar uma definigio matemadtica precisa de um atrator, talvez
seja mais claro resumir dizendo que um atrator é um conjunto no qual pontos F"s(0) se
acumulam para n muito grande.

A seguir s3o apresentados alguns atratores caracteristicos de sistemas dinimicos:

* Atrator de ponto fixo. Um ponto fixo P para o sistema dinamico é definido por
F™P = P para qualquer n. A derivada DF'P no ponto fixo é uma matriz d x d,
sendo d a dimenséo do espago M, se o seu espectro estd em um disco {¢: K] < a}
com a < 1, entdo P é um atrator de ponto fixo. O atrator de ponto fixo é um
conjunto atrator e um atrator. Quando a evolugao no tempo € definida pela equacio
3.2 em R?, a condigio de atragao ¢ que todos os autovalores de DF! P tenham parte
real negativa.

® Atrator periddico. Para um sistema dinimico discreto no tempo, supde-se que existe
um ponto A e um N > 0 tal que F¥A = A mas 7”4 # A quando 0 < n < N.
Entdo A é um ponto periédico de perfodo N, e I' = {F?A:0<n < N} éa érbita
periédica correspondentt (ou rbita fechada). A derivada DFN A tem um autovalor
1 correspondente 3 diregio tangente a I' em A. Se o resto do espectro estd em
{¢: K] < @} com a < 1, entdo I' é um atrator de Srbita periédica. E também
um conjunto atrator e um atrator. O carater atrator de uma drbita periddica pode
também ser estudado com a ajuda de uma secdo de Poincaré (ver secio 3.3).

® Atrator quasi-periédico. Uma érbita periédica para um sistema continuo & realmente
um circulo, € o movimento nele (por escolha adequada da coordenada ) pode ser
escrito como

o(1) = p(0) +wt, (3.5)

com (%) limitado em 27 onde w = 27 /T. Isto pode ser pensado como a evolugio no
tempo de um simples oscilador. Considere-se agora k osciladores com frequéncias
Wiy -+, wi (sem relages racionais entre os w;). O movimento dos osciladores &
descrito por

‘,Og(t) = ‘:95(0) +wit, t=1,--- K, (36)

com ;(t) limitado em 27. Este movimento tem lugar no produto de k circulos,
(k > 1), formando um toro Q* de dimensio k. O toro Q% é um atrator quasi-
periédico se estiver merguthado em R*, d > k e for um conjunto atrator. O sistema
dindmico em tempo continuo é entio descrito por
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»x1

Figura 3.2: Atrator de Hénon.

@(t) = flo = ®h(t), -, (1)) = W(wt,- -, wit), (3.7)
onde ¥ é periédico, de periodo 27, em cada argumento. Uma fungdo da forma
t — W(wit, - ,wit) é conhecida como uma fungio quasiperiédica (com k diferen-

tes periodos). Atratores quasiperiédicos sio uma generalizacio natural de drbitas
peribdicas, e eles ocorrem muito frequentemente na descrigio de sistemas fisicos
moderadamente excitados.

3.1.2 Atratores Cadticos

Os atratores discutidos na se¢io 3.1.1 sio variedades bem definidas (ponto, circulo,
toro). Nestes atratores, se uma pequena variagao é feita nas condigGes iniciais, ela perma-
nece pequena quando ocorre a evolugio no tempo. Existem, entretanto, outros tipos de
atratores que apresentarn um comportamento mais complexo. Nestes atratores, chama-
dos atratores cadticos uma pequena variagio feita nas condigbes iniciais ndo permanece
pequena com o decorrer do tempo.

Para melhor ilustrar um atrator cadtico pode-se utilizar o conhecido Atrator de
Hénon [70]. Considere-se o sistema dinamico discreto no tempo, definido por

[ .i‘i:ﬁ’ii’ 3 } = [ o mg:z(;)mg(n)

e o correspondente atrator, para a = 1,4, b = 0,3 (ver figura 3.2). Neste atrator se
forem tomados dois pontos iniciais muito préximos a diferenga entre estes dois pontos
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crescera indefinidamente na razio e* com A = 0,42, Este é o fendmeno da sensibilidade
ds condigdes iniciais. Uma das definigdes mais aceitas de caos baseia-se justamente nesta
sensibilidade &s condigGes iniciais, isto é, diz-se que o sistema é cadtico quando 2 natureza
do seu comportamento dinimico tem forte sensibilidade s condigbes iniciais.

3.2 Reconstrugio da Dindmica a partir de um Sinal
Experimental

Quando se simula numericamente um sistema dinadmico se conhece perfeitamente todas
as d dimensdes que o constituem e as varidveis associadas aos comportamentos em cada
uma destas dimensées podem ser facilmente monitoradas. Quando se trata de um resul-
tado experimental, entretanto, freqiientemente niio se conhece perfeitamente a dimensao
do sistema (que, sendo sistemas reais, podem se desenvolver em um espago de dimenséo
infinita) sendo possivel a medigio de apenas algumas varidveis ou, em casos mais extre-
mos, somente uma variavel escalar. Compreender o sistema de dimens3o infinita a partir
da anélise de um iinico sinal escalar pode parecer uma tarefa impossivel. Se, entretanto, a
atencdo se concentrar em estudar a dindmica de um atrator de dimensio finita esta tarefa
pode se tornar viavel. Isto é conseguido por meio da reconstrugéo do espago de estado.

A reconstrucio do espaco de estado foi introduzida na teoria dos sistemas dinimicos
por Packard et al.[61], Ruelle (citado por Casdagli et al.[14]) e Takens [69] a partir de
uma idéia ja difundida em anilise de séries temporais, apresentado por Yule [citado por
Casdagli et al.[14]). Uma contribuigio importante & teoria dos sistema dinamicos foi a
demonstragio de que é possivel preservar invariantes geométricos do atrator como, por
exemplo, a dimensao fractal ou os expoentes de Lyapunov, por Packard ef al. [61] e por
Takens [69]. Packard et al. implementaram o método em uma tentativa de reconstruir as
derivadas temporais do sinal. A idéia central é que nio se necessita das derivadas para
formar um sistema coordenado no qual se pode capturar a estrutura das érbitas no espago
de estado mas se pode usar diretamente a varidvel medida.

Atualmente a reconstrucéo do espago de estado pode ser realizada por meio de delay
coordinates, coordenadas derivadas e decomposi¢io em valor principal, que, algumas vezes
podem ser realizadas junto com filtragem. A experiéncia diz que o método de reconstrugio
pode representar uma grande influéncia na qualidade das coordenadas resultantes, mas
néo ha clareza sobre qual dos métodos é 0. melhor.

As delay coordinates sio atualmente as mais usadas. Elas tém a agradavel propri-
edade de que a relagdo sinal-ruido de cada componente é a mesma. Por outro lado, elas
tém a desagraddvel propriedade de que para usi-las é necessario escolher o parametro T,
chamado #ime delay. Se  for muito pequeno cada coordenada é quase a mesma e as tra-
Jetérias do espago reconstruido se aglutinam ao longo de uma linha de inclinag@o unitaria.
Se 7 for muito grande, na presenca de caos e ruido, a dindmica em um determinado ins-
tante de tempo se torna desconectada da dindmica em um tempo posterior, de forma que,
mesmo trajetérias com formas geométricas simples parecem extremamente complicadas.
O principal problema, na reconstrugio do espaco de estado com as delay coordinates é
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a escolha adequada de 7 e d. Na segho 3.2.1, sio apresentados alguns métodos para a
determinacio destes parimetros,

A idéia basica por tris da reconstrugio do espago de estado é que o passado e o
futuro de uma série temporal contém informagio sobre variaveis de estado nio observadas
que podem ser usadas para previsio de um estado atual. As informagdes sobre passado
e futuro presentes em uma série temporal podem ser armazenadas em um vetor, onde,
por conveniéncia, se assume que o tempo de amostragem é uniforme. FEste vetor, de
dimensdo d que é a dimensao do atrator no espaco de estado reconstruido, é constituido
por valores retirados exclusivamente da série observada em intervalos de tempo defasados
por 7. A evolugdo deste vetor formari a trajetéria no espago de estado reconstruido
com equivaléncia topoldgica ao espago de estado do sistema real. Desta forma, em um
determinado instante de tempo correspondente & n-ésima iteragio do mapa 3.3 um ponto
na trajetoria reconstruida é dado por

y(n) = {s(n),s(n +7),...,s(n + (d ~ 1))}, (3.8)

onde o expoente T representa a transposta da matriz, e 7, por simplicidade, é um miltiplo
do tempo de amostragem. A série temporal s(n) possui um total de N pontos amostrados.

Takens mostrou que esta reconstrugdo é um difeomorfismo (transformagio de co-
ordenadas diferencidvel, um para um, com inversa, diferencidvel) se d > 2d4 + 1, onde d4
é a dimensédo do atrator. |

Outro método em uso é a decomposicio em valor principal, tammbém chamada de
decomposi¢do de Karhunen-Loeve. Ele foi originalmente proposto por Broomhead and
King [10]. Este procedimento pode ser implementado através do cilculo da matriz de
covariancia COV, d x d, cujos elementos sao obtidos de médias cov;; = {s(n)s(n +
(¢ — j)7)), realizadas ao longo de todo a amostra para n = 1,...,N. A seguir sio
calculados os autovalores de COV. Qs autovetores-de COV definem um novo sistema
de coordenadas, que é uma rotagio do sistema coordenado original. Os autovalores sio
a projecdo da média RMS da série temporal em deley coordinates d-dimensionais sobre
os autovetores. Ordenando-os de acordo com seu tamanho, o primeiro autovetor tem a
maijor projecao, o segundo tem a maior projecio entre os vetores ortogonais ao primeiro,
etc. A dimensio pode ser reduzida utilizando somente os antovetores correspondentes a
autovalores grandes.

Outro método de reconstrugio do espago de de estado é o método das derivadas,
numericamente investigado por Packard et al.[61]. Neste método as co rdenadas séo
derivadas de ordens sucessivamente maiores

y(n) = {(s(n),s0(n),..., sS4 Dm)), (3.9)

onde s)(n) é uma aproximacio numérica da j-ésima derivada de s(n). Takens [69]
também provou que desde que d seja suficientemente grande, as derivadas definem um
difeomorfismo.

Até agora nio existem claras evidéncias sobre a superioridade de um método sobre
os demais. A literatura apresenta casos onde um ou outro método se comporta melhor
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porém nao estao claras as causas destas superioridades. !

Com a reconstrugio do espago de estado o mapa 3.2 é estendido para os vetores
¥(n) na forma :

y(n +1) = Fly(n)), | (3-10)

onde F: R? — R? é uma fungéo vetorial diferencidvel.

3.2.1 Escolha dos Parametros de Mergulho

As principais dificuldades de aplicar o método das delay coordinates recai na necessi-
dade de escolher os pardmetros de mergulho 7 e d, chamados time deloy e dimensdo de
mergulho. Maiié [54] e Takens [69] sugeriram originalmente que o valor de 7 néo influencia
na qualidade da reconstrugio e que uma condicéo suficiente para a escolha de d depende
da dimens3o do atrator d4, afirmando que se d, for maior que 2d,, entio o atrator recons-
truido esti suavemente relacionado (é um difeomorfismo) ao atrator quando observado
nas coordenadas fisicas originais (que néo sio conhecidas). Na pritica, o que foi afirmade
¢ que se d for escolhido suficientemente grande, as propriedades fisicas do atrator que se
deseja extrair das medigbes serdo as mesmas quando calculadas tanto nas coordenadas
fisicas originais quanto nas coordenadas reconstruidas. O processo de escolher d suficien-
temente grande é formalmente conhecido como mergulho e qualquer dimensao que atenda
a condigdo é chamada de dimensio de mergulho dy. Quando se atingiu uma dimensio
suficientemente grande d = dps, qualquer d > dpy produzird um bom mergulho. O mer-
gulho através do time delay é, talvez, o 1inico método sistematico de ir diretamente de
dados escalares para espago de estado multi-dimensional, e tem sido o mais explorado na
literatura.

Time Delay

Ao contrario do afirmado originalmente por Takens, a escolha do time delay é decisiva
para uma boa reconstrucio do espago de estado. Se 7 for escolhido muito pequeno, as
coordenadas s{i+77) e s(i + (f +1)7) estario numéricamente tio préximas uma da outra,
provavelmente em uma ordem de grandeza menor que o nivel de ruido presente normal-
mente em sinais obtidos experimentalmente, nio sendo, certamente, duas coordenadas
independentes. Se T for muito grande s(z + j7) e s(¢ + (j + 1)7) serfio completamente
independentes entre si em sentido estatistico e as projegdes de uma Srbita do atrator nas
duas diregdes nao estardo relacionadas entre si. A origem desta independéncia estatistica é
a instabilidade que sempre existe nos sistemas cadticos e que resulta de uma amplificagdo
exponencial no tempo de pequenos erros numéricos ou de medida. E entio necessirio
escolher um valor intermediario, que nao pode resuliar do teorema do mergulho, ji que o
mesmo vale para qualquer valor de 7

A primeira estimativa do {ime delay pode vir da fun¢do de autocorrelagdo
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% Zamals(n + 7) = lls(n) - 3]
Ci(r) = 1N <2 '
¥ Ln=1(8(n) — 3]
onde § = LN | 5(n). O procedimento consistiria em procurar o valor de 7 para o qual
Ci(7) passa por zero pela primeira vez. O problema é que este procedimento d4 uma
informagio acerca da dependéncia linear entre as coordenadas.

Como se estd procurando uma nova condigao, além do teorema do mergulho, para
.a escolha do time deley, a dependéncia linear entre as coordenadas pode servir como uma
primetra estimativa. Uma nogéo de uma dependéncia ndo linear, entretanto, seria mais
efetiva, uma vez que se estd tratando com comportamentos de natureza caética. Isto se
consegue através de conceitos da teoria de informagdo.

A idéia central é a de tentar identificar o quanto de informagio se pode ter de uma
medida realizada em um determinado tempo ¢ quando se observa uma medida em um
tempo {;. Parte-se de dois sistemas S4 e Sp, e s4; € sp; 530 medidas de uma varidvel
de cada um destes sistemas. Considera-se que existe uma distribui¢do probabilistica que
governa as possibilidades de medigfes em cada sistema. A quantidade de informagao (em
bits) que se aprende acerca de uma medigdo s4; através de uma medigdo sp; é dada por

[35]

(3.11)

Pip(sai,sm;)
PA(SA;)PB(SBJ)]’ (3.12)

onde a probabilidade de medir s4 no conjunto S4 é P4(s4), e analogamente, a proba-
bilidade de medir sp no conjunto Sz é Pg(sg), € a probabilidade de medir 54 e sp é
P4p(s4,58). Iap, dado na expressio 3.12 é chamada de informagdo mitua das medigoes
84i € 8p; e € simétrica ({4p = Ipa). A informagdo mitua média é a média sobre todas
as possiveis medi¢des de I4p(s4i, 38;), dada por

I4B(s4i,585) = logy]

Isp = Y. Pag(sai,s8;) Las(s4i, s8;)- (3.13)
) L FPLE- 1
No caso presente o interesse é, partindo da medicio fisica s(n}, encontrar a in-
formagio miitua média entre esta medigio em uma outra medigio s(n + 7) efetuada um
tempo T mais tarde. Aplicando 3.13

N s(n),s(n+7 '
1(r)= Y. P(s(n),s(n + 7)) logs| P’;i(rg)));((s e )T)))]. (3.14)

n=1

A informagdo mitua média representa, para os fenémenos nao lineares, o mesmo
que a funcdo de correlagio representa para os fenémenos lineares. Quando as medigdes sio
completamente independentes, a infomagéo miitua é nula e infinita quando uma medicio
se correlaciona consigo mesmo (sistema periédico, por exemplo).

A questio agora é como calcular J(7) de um sinal no tempo. P(s(n)) e P(s(n+7))
sao obtidos através de um histograma construido projetando-se o sinal (s(n) e s(n + 7))
no eixo s representando o nimero de vezes com que cada valor de s aparece. Se o sinal
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Informacas mutua madia

Timea deloay
Figura 3.3: Informagidc Mitua Média com minimo local bem determinado.

for longo e estaciondrio, P(s(n)) e P(s(n + 7)) sdo iguais. P(s(n),s(n + 7)) é calculado
contando-se o mimero de vezes que uma irea no plano s(n) versus s(n+7) € ocupada. Esta
distribui¢do é depois normalizada. No capitulo 4 é apresentado um algoritmo recursivo
desenvolvido por Fraser [34] para o cilculo da informagao mitua.

Obtida a informacdo mitua média, pode-se voltar para o problema central que é
a escolha de 7. Fraser ¢ Swinney [35] sugerem que o 7 escolhido é aquele correspondente
ao primeiro minimo local de I(7). A figura 3.3 mostra uma curva tipica de I(r) versus
T, construida a partir de dados experimentais onde o primeiro minimo é evidente. Em
alguns casos, como o ilustrado na figura 3.4, obtida também de medicdes experimentais,
nao existe claramente um primeiro minimo local. Isto nio significa que a I{7) perde o
seu valor como instrumento de selecio de 7 mas apenas que o critério do primeiro minimo
local deve ser substituido por um outro. Uma curva I(r) versus v sem minimo local é
caracteristica de mapas em sistemas dinidmicos n3o lineares. Abarbanel, et al [3] sugerem
que nestes casos se escolha 7= 1 ou 2 se 0s dados vém de um mapa ou 7 deve ser escolhido
de form_a que %%} R -;- Os autores ndo apresentam uma sustentagio para esta sugestio,
apenas Intuigao.

Uma questdo final é com relagio & escolha do primeiro minimo local e nio de um
outro qualquer (segundo, terceiro, ...). A dnica alusdo a isto vem de Liebert e Schus-
ter, citados por Abarbanel ef al. [3], que examinaram o critério do primeiro minimo
adicionando outro critério, chamado da integral de correlagio, e concluiram que o time
delay correspondente ao primeiro minimo da informagio mitua média é o mesme que
corresponde a uma integral de correlagio bem estabelecida numericamente.
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jnmfermacae mutua media

Time delay

Figura 3.4: Informagéo Mitua Média com minimo local mal determinado.

Dimensido de Mergulho

O objetivo do teorema do mergulho é produzir um espago euclidiano R? suficiente-
mente grande de forma que um conjunto de pontos na dimensao d4 (dimensao do atra-
tor) possa se desenvolver sem ambiguidades (a inibigao de uma dimensao pode fazer com
que um determinado ponto possa ser interpretado como localizado em uma determinada
posicio que na realidade é apenas uma projegao de sua posigao real).

Um caminho equivalente de olbar para o teorema do mergulho é pensar no atrator
constitu{do de 6rbitas de um sistema de dimensao muito alta. O atrator, que tem dimensao
finita da, se desenvolve em uma pequena parte do espago de estado completo e se pode
pretender obter uma projecao do espago de estado completo na qual o atrator possa ser
capturado com toda a seguranca. Se esta projecdo € um espago demasiadamente pequeno a
evolugao do atrator apresentard pontos com vizinhangas incorretas, a aparéncia da orbita
parecerd complicada (com cruzamentos, alongamentos e dobras acentuados), e muitas
vezes se pode interpretar como comportamento caético um sistema observado no espago
de estado errado. Um bom exemplo disto é mostrado na figura 3.5 que mostra uma érbita
de um sistema d-dimensional observada em um espago de dimensao 2.

A aparéncia do atrator quando completamente desdobrado em um espago sufi-
cientemente grande é mais regular que quando projetado em um espago de dimensao
insuficiente. O teorema do mergulho estabelece como condigio suficiente para a escolha
da dimensio de mergulho da, a partir de consideragdes geométricas, que Rao OCOrram
cruzamentos de 6rbitas de dimensdo um, dois, ... , dy — 1. A condigdo suficiente mui-
tas vezes nio & mecessaria. Muitas vezes sio conseguidas boas reconstrugdes em uma
dimensio menor. Deve-se também tomar cuidado para ndo analisar o atrator em uma
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Figura 3.5: Atrator observado em espago com d < dps.

dimensio muito superior & necessaria. Isto, embora absolutamente correto do ponto de
vista matemaético apresenta algumas inconveniéncias fisicas:

e muitos dos calculos realizados para extrair propriedades dos dados requerem pro-
curas e outras operacdes em R? cujo custo computacional cresce exponencialmente
com d; e

e na presenca de ruido as dimensdes adicionais nio estio ocupadas pela dinamica e
sim pela contaminagao do sinal, influenciando diretamente os calculos realizados.

Assim foi necessaria a procura por ferramentas de analise que identificassem uma
dimensdo de mergulho necessdria para cada conjunto de dados. Existem alguns métodos
que realizam esta tarefa, como o da decomposicio em valor singular (SVD) da matriz
de covaridncia da amostra, saturagio com a dimensio de algum invariante do sistema,
o método dos campos vetoriais verdadeiros, o método dos falsos vizinhos, o método da
validagio cruzada. Serdo apresentados a seguir o método da saturagio, o método dos
falsos vizinhos e o método da validagao cruzada que serdo empregados na analise dos
resultados experimentais realizada no capitulo 6, para os outros métodos remete-se o
leitor & referéncia [3] que apresenta uma descri¢do dos mesmos.

Método da Saturacio de Invariantes
Se a dimensdo de mergulho escolhida for suficientemente grande, qualquer invari-
ante associado ao atrator que dependa das distincias entre pontos no espago de estado

deve se tornar independente da dimensio de mergulho. Um aumento subsequente de dpy
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nao deverd afetar estes invariantes. Pode-se entio encontrar a dimensio de mergulho
apropriada calculando um destes invariantes (expoentes de Lyapunov, por exemplo) para
valores crescentes da dimensio e observar para que valor esta propriedade deixa de variar.

Outra propriedade que é comumente utilizada para determinar a dimensio é a
integral de correlagio que estd associada & dimensso de correlagao que sers apresentada
na secao 3.5.

Método dos Falsos Vizinhos

Este método se baseia na busca de uma dimenséo em que nao ocorram cruzamentos
da érbita consigo mesma em virtude de ter havido uma projecao do atrator em um espago
de dimensao muito baixa. Em outras palavras o método procura determinar quando
pontos em uma dimenséo d sio vizinhos apenas em virtude da projecao em uma dimensao
demasiado baixa. Examinando esta questao na dimensio um, dimensao dois, etc. até
que nio existam vizinhos falsos ou incorretos remanescentes, se deveria ser capaz de
estabelecer, apenas por consideragbes geométricas, um valor para a dimensio de mergulho
necessaria. Aqui seré mostrada a implementagio de Kennel, et al [45].

Na dimensao d cada vetor y(n) obtido pela expressio 3.8 tem um vizinho majs
PréxXimo yyi,(n). A vizinhanga aqui é definida em termos euclidianos. A distincia enchi-
diana entre y(n) e Yviz(n) é

ra(n)? = (s(n)~ 8viz(n))’ + (s(n + 1) — Sviz(n + 7)) +
+.-+(s(n+7(d—1)) - sviz(n + 7(d — 1)))% (3.15)

Para um conjunto com N pontos, a distincia ra(n) é da ordem de N_}ﬁ‘ Na
dimensdo d + 1 esta distincia ao vizinho majs préximo é alterada devido As novas coor-
denadas s(n 4 7d) e s,i;(n + 7d) para

rén(n) =ri(n) + (s(n + 7d) — s,5.(n + rd))?. (3-16)

Se a proximidade dos pontos que estio sendo comparados for devida & projecio de
uin atrator de uma dimensio maior entio ra+1(n) serd grande. Aumentando progressiva-
mente a dimenso, estes ponto} irdo inevitavelmente se separar. Quando ndo houverem
mais vizinhos falsos o atrator encontrou a sua dimensio necessaria.

A condigéio para decidir se os vizinhos sio falsos é dada por

[s(n + 7d) — 545, (n + rd)]

ra(n)
Abarbanel et al {3] afirmam que na faixa 10 € R,;.(7) < 50 o mimero de vizi-
nhos falsos identificados por este critério é constante o que o torna um bom critério. O
critério entretanto pode apresentar um defeito nio desejado. Se ele for aplicado a dados
provenientes de um gerador de mimeros aleatérios de alta dimenséo, ele indica que estes
dados podem ser mergulhados em uma dimensio pequena. Aumentando o niimero de

> Ry (7). (3.17)
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pontos dos dados esta dimensdo de mergulho cresce. O problema é que quando se tenta
preencher uniformemente (rufdo) um objeto em d dimensdes com um wimero finito de
pontos, os pontos se afastam quando d aumenta pois a maior parte do volume do objeto
esta nas dimensdes majores. Quando pontos sio os vizinhos mais préximos nao significa
que eles estio préximos em uma escala de distincia estabelecida pelo tamanho aproxi-
mado do atrator r4 (média das distancias entre os pontos e o ponto médio do atrator).
Se o vizinho mais préximo de y(n) ndo est4 proximo, entdo ry(n) é da mesma ordem de
ra, € a distancia entre eles na dimensio d + 1 serd cerca de ret1{n}). Nestas condigdes
0s vizinhos mais préximos, se forem falsos, serdo afastados para as extremidades do atra-
tor. Um segundo critério, para quando r—"f_;—ml 2 2 é usar o valor RMS das medicBes

ri = ?{7 Zf:x (s(n) -5, 5= }“{;‘ Eanl s(n).
Método da Validagao Cruzada

Um outro critério para a escolha dos parimetros de mergulho ¢ maximizar a pre-
cisao da capacidade de predi¢io do modelo. Um método utilizado a partir deste critério
€ o da validagdo cruzada que consiste em retirar um ponto da série, ajustar o modelo ao
conjunto de dados reduzido e usar 0 modelo ajustado para prever o ponto retirado.

A validagio cruzada é um método padrao para selegio de pardmetros em regressio
nao-paramétrica, tendo sido originalmente sugerido para calcular a dimenséo de mergulho.
Uma completa descri¢io pode ser encontrada em Cheng e Tong, 1992 [16).

O método da validagio cruzada apresenta frequentemente muita influéncia de ruido
provocando uma subestimacgao dos pardmetros com bastante frequéncia. Nychka et al.
[59] propbem uma técnica que atenua esta dificuldade do método. Com um modelo
ajustado para N pontos, sendo p o nimero de parametros, e RMS o erro de predicio
médio quadratico, a fungdo generalizada de validagdo cruzada modificada é dada por

RMS
1-pg

No método original da validagio cruzada tem-se ¢ = 1. O método modificado
sugere que o0 uso de ¢ = 2 é mais adequado a dados nio-lineares.

Vo= (o (3.18)

3.3 Retratos de Fase e Diagramas de Poincaré

O processo de reconstrucio descrito na secac 3.2 produz uma trajetéria no espago
Tase como a mostrada na figura 3.6. Estas trajetérias podem, em alguns casos se tornam
de tal forma entremeadas que se torna impossivel realizar qualquer anilise ulilizando-
as. E frequentemente possivel e 1til fazer um corte transversal {como o mostrado na
figura 3.6), de forma que ao invés de uma curva longa em d dirnensées tem-se agora um
conjunto de pontos em d — ! dimensdces (segao de Poincaré. A figura 3.7 d4 um exeruplo
correspondente a uma trajetoria medida no processo experimental deste trabalho. O
diagrama da figura 3.7 é obtido pelas intersecges da trajeidria mostrada na figura 3.6
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Figura 3.6: Retrato de fase - com s(n) representado no eixo horizontal e s(n + 7} repre-
sentado no eixo vertical.

com a secio de Poincaré. A-se¢io de Poincaré estd em um plano formado por s(n) e
s(n+27) e o diagrama ¢ construido para s(rn) < 0. Dado um ponto da secido de Poincaré,
a primeira aplicagdo de retorno o trara de volta & mesma posigao ocupada anteriormente,
que esta novamente na secio de Poincaré. Quando um bom modelo de diagrama pode
ser extraido do experimento, entendeu-se essencialmente o sistema dinadmico. Isto é,
entretanto, possivel somente para atratores de baixa dimensio.

Deve-se observar que o tempo do retorno para a secio de Poincaré & varidvel {e tem
que ser determinado numericamente por inlerpolacéo). Algumas vezes, quando existem
movimentos quasiperiddicos, existe uma frequéncia natural (ou virias) que estabilizarao
a imagem, mas geralmente este nio é o caso.

3.4 Medidas Invariantes

Por causa da sensibilidade a pequenas variaches nas condigdes inic als, Ndo € apropriado
comparar diretamente duas érbitas de um sistema nio-linear ja que elas nio estarao
relacionadas entre si. Um atrator possuird entretanto algumas medidas que nio sio
sensivels as variagbes nas condigbes iniciais. Para definir estes chamados invariantes sio
pecessarias algumas nogbes da medida invarianie do atrator. Esta medida, assitn como o
proprio atrator, caracterizam o comportamento dinAmico do sistema. Uma destas medidas
descreve, por exemplo, a frequéncia com que as diversas partes do atrator sao visitadas
pela orbita.

A medida é invariante sob o sistema dinamico, isto ¢, invariante sob a evolugio no
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Figura 3.7: Diagrama de Poincaré - com 5(n) representado no eixo horizontal e s{n + 27)
representado no eixo vertical.

tempo mas assume valores diferentes para diferentes regides do atrator,

FErgodicidade. Se o sistema dinamico possul uma medida invariante p que n&o pode
ser escrita como a soma de outras medidas invariantes, na forma Sp+ P2, onde py, py sho
vovamente medidas invariantes e p; # p,, entio a medida invarante p é chamada inde-
componivel ou ergddica. O sistema dinamico que possui uma medida invariante ergédica
é chamado de sistema ergddico.

O teorema ergddico estabelece que se o sistema ¢ ergédico a média p sera indepen-
dente das condigdes iniciais. Um resultado do teorema do ponto fixo de Markov-Kakutani
[27] diz que se um conjunto compacto (atrator) é invariante sob o sistema dinamico F*,
entao existe uma medida invariante p em F” e com suporte contido no atrator. Existem,
entao, medidas invariantes (ergédicas) definidas por médias no tempo. Em um atrator
estranho pode-se encontrar muitas medidas ergédicas distintas. Nas se¢des 3.5 e 3.6 sao
apresentadas algumas destas medidas para permitir que se escolha uma (ov mais de uma)
para caracterizar o atrator. :

3.5 Dimensoes de Atratores

A dimensio de um atrator pode ser considerada como a quantidade de informagao
necessaria para especificar a posicio de um ponto no atrator dentro de uma determinada
precisao. A dimensao é também um limite inferior para o numero de vVariaveis necessaras
para descrever a sua dinamica.

Atratores que possuem uma estrutura regular normalmente possuem dimensdes
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inteiras. Desta forma um atrator de ponto fixo (equilibrio estaciondrio) possui dimensao
zero, um atrator de ciclo limite {oscilagio periddica) possui dimensio um, um atrator
toroidal (bi-periédico) possui dimensdo 2. Atratores estranhos por sua vez, n3o possuem
uma estrutura simples tendo, frequentemente, uma estrura fractal. Estes atratores, tipi-
camente, possuem dimensées nao inteiras.

Para um completo entendimento das propriedades de um atrator cadtico deve-se
levar em conta a distribuicio dos pontos no atrator, o que pode ser investigado através
da medida natural associada ao atrator. A medida natural dé uma nogio da frequéncia
relativa com que uma érbita visita diferentes regices do atrator. Como atratores cadticos
podem ter propriedades muito complicadas, as medidas naturais associadas aos mesmos
também podem ter propriedades complicadas o que faz com que a determinacgio da di-
mensao nao seja um problema trivial,

Embora existam vérias defini¢oes diferentes de dimensao, as definicdes relevantes
sao de dois tipos: aquelas que dependem somente das propriedades métricas e aquelas
que dependem das propriedades métricas e probabilisticas {envolvem a medida natural).
Na literatura [31] ha evidéncias que as dimensdes métricas assumem o mesmo valor e as
dimensdes dependentes da frequéncia assumem outro valor comum, normalmente menor.
A dimensao da medida natural pode ser obtida a partir do conhecimento de propriedades
de estabilidade de trajetérias no atrator (a partir do conhecimento dos expoentes de
Lyapunov). As dimensbes métricas, sdo também conhecidas como dimenses fractais,

Neste trabalho serao apresentadas duas dimensées métricas, dimensao de Hausdorff
e dimensao de capacidade, e trés dimensoes naturais, dimensao de informacao, dirmensao
de correlagao e dimensio de Lyapunov, que serdo calculadas a partir de dados obtjdos

experimentalmente.
A seguir sao apresentadas algumas definicées das dimensdes citadas acima.

Dimensio de Hausdorff. Originalmente apresentada por Hausdorff em 1919 (ver
Farmer et al. [31]) a dimensio de Hausdorff de um conjunto pertencente a um espago Eu-
chidiano d-dimensional ¢ definida considerando-se uma cobertura do espaco por elementos
d-dimensionais com aresta de comprimento variivel ¢i. Define-se a quantidade I;{¢) por

la(e) = infz €, {3.19)

onde o infimum se estende sobre todas as coberturas possiveis sujeito & restrigio de que
€ <e Se

e = limlue), (3.20)

Hausdorfl mostrou que existe um valor eritico de d abaixo do qual {3 = 0 e aciina do qual
lg = oo. Este valor critico, d = dy é a dimensao de Hausdorfl. (Precisamente, em d = dy,
{4 pode ser tanto 0, oo, ou qualquer nimero posiiivo finito.

Dimenséo de capucidade. A dimensio de capacidade de um conjunto, que pode ser
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vista como uma versio simplificada da dimensso de H ausdorff, foi definida por Kolmogorov
(ver Farmer et al. [31]) em 1958, como

dc = lim (3.21)

b
0 log(})

onde log, quando néo acompanhado de indice, representa Jogaritmo na base decimal. Se o
conjunto em questio é um subconjunto limitado de um espago Euclidiano d-dimensional
R?, entao N(€) é o minimo mimero de elementos d-dimensionais de lado ¢ necessérios para
cobrir o conjunto. Para um ponto tem-se N{e) = 1 e dpp = 0, para uma linha N{¢) = ¢!
e dc =1, e para uma drea N(¢) = ¢ 2 e dp = 2. Para conjuntos mais gerais dc pode ser
fracionario. Também podem ser construfdos conjuntos para os quais o limite da eq. 3.21
nao exista: para estes conjuntos a dimensio de capacidade nio é definida,

Pode-se mostrar que a dimensio de capacidade e a dimensio de Hausdorfl S&0
geralmente iguais mas rigorosamente dg > dp.

Dimensio de informagdo. A dimensio de informagio é uma generalizacio da
dimensao de capacidade que Jeva em conta a probalilidade relativa dos elementos vsados
para cobrir o conjunto. Foi introduzida por Balatoni e Renyi em 1956 (ver Abarbanel ef
al. {3]) como

. I(e)
d; = ZI_I}& log(%) , (3.22)
onde
N(e) 1
I{e)= > Pilog B (3.23)
i=1 '

e F; € a probabilidade associada ao i-ésimo elemento. Chamando o i-ésimo elemento de
lado € de ¢;, Pi = p(c;). Observe-se que se todos os elementos tém igual probabilidade
entao Z(e) = log N(¢), ¢ portando d; = d. Entretanto, para probabilidades desiguais
I{€) < log N(¢). Entéo, em geral, d; > dp.

Em teoria da informacao a quantidade I(¢) definida na eq. 3.23 tem um significado
especifico: € a quantidade de informagao necessaria para especificar urn estado do sistema
dentro de uma precisao €. Como para ¢ pequeno, Z(e} = drlog(l), o conhecimento de
d; permite que, indiretamente, se possa. saber ¢ quao rapidamente cresce a tnformagao
necessaria para especificar um ponto dentro do airator quando ¢ decresce.

Dimensio de Correla¢do. A dimensao de correlagdo foi apresentada por Grassber-
ger e Procaccia {39, 40} em 1983 e é definida comno

1 |
doy = lim 28 (2.24)
-0 Joge '

onde
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oy 2 Cie)

Figura 3.8: Curva do logaritmo da funcio de correlagdo wersus logaritmo de ¢ cuja in-
clinagdo € a dimensio de correlacio.

N
Cle) = Ah_rrxgc NT (3.25)
em que N ¢é o nimero de pontos da série temporal s1,$;,..., 85 € Np € 0 niimero de pares

(si,8;) com |s; — s;] < ¢

O procedimento usual para estimar a dimensio de correlagdo € tracar a curva da
funcio de correlacio C(e) versus € em um gréfico log-log. No limite, a inclinagio desta
curva € uma estimativa da dimensao de correlagao. O gréfico obtido tem a forma da curva
mostrada na figura 3.8. Este grifico tipico apresenta uma tendéncia a C(€) constante para
grandes valores de €, em virtude do tamanho finito da amostra, enquanto tem uma forma
irregular para valores pequenos de ¢ devido & pequena quantidade de dados (vizinhos) que
estd sendo processada que corrompe o comportamento estatistico. Somente para valores
médios de ¢ o gréfico apresenta um comportamento linear formando a regido 4ti} para a
determinacio de correlagio. O método de Grassberger e Procaccia consiste em ajustar
uina reta a esta regido e determinar a dimensio pela inclinagio desta r-ta.

LDimensdo de Lyapunov. Como a dimensio de Lyapunov estd diretamenie ligada
aos expoentes de Lyapunov (na realidade é definida em funcao deles) seréd definida na
se¢ao 3.6, apos a apresentacio dos expoenies,



3.6 Expoentes de Lyapunov

A presente se¢ao ¢ dedicada aos expoentes caracteristicos associados a uma medida
invariante, também chamados ezpoentes de Lyapunov. Eles sao bastante utilizados como
quantificadores de caos, uma vez que qualquer sistema que possua um expoente de Lya-
punov positivo tem comportamento cadtico. Eles também tem a vantagem de estar asso-
ciados diretamente ao mapa 3.2 sendo titeis para predigao.

3.6.1 Teorema Ergédico Multiplicative de Oseledec

Assume-se que o espago de estado pode ser decomposto em cada ponto em sub-espagos
locais estaveis € instaveis, com uma base que contém as direcOes que se expandem e as gue
se contraem. Os expoentes de Lyapunov sao as taxas com que estas expansdes {expoenies
positivos) ou contragdes {expoentes negativos) ocorrem.

Os expoentes de Lyapunov também sao fisicamente definidos como a taxa expo-
nencial com que uma determinada perturbagao no estado inicial de um sistemna dinamico
aumenta ou diminui com o tempo.

A origem dos expoentes de Lyapunov estd no teorema ergddico multiplicativo de
Oseledec. Oseledec provon matematicamente que, conhecida uma evoluco no espago de
estado dada pelo mapa 3.10, os expoentes de Lyapunov sao os logaritmos dos autovalores
da matriz

A = lim (DF"(y(0))DE"(y(0))7)"/*" (3.26)

conhecida como mairiz de Oseledec. Na expressao 3.26 D é um operador diferencial
de forma que DF{y(0)) é a matriz jacobiapa calculada em n, e DF*(y(0)} = DF(y(n)) -
DF(y(n —1))--- DF(y(0)).

Os logaritmos dos autovalores de A sdo chamados erpoenies caracierisiicos ou ez-
poentes de Lyapunov. Como os maiores expoentes sdo, normalmente os mais importantes
pelo fato da caoticidade do movimento estar associada ao seu sinal, os expoentes de Lya-
punov sdo costumeiramente representados em ordem decrescente: Ay > Ap > ---. Eles sao
invariantes sempre que a ergodicidade for mantida.

Se aq,az, -+ sao os autovalores da matriz A, em ordem decrescente de valores ab-
solulos, e repetidos de acorde com a multiplicidade, entao, os expoentes de Lyapunov

580

A; = logloa|, dp = log |aaf, - - . (3.27)

O teorema de Osecledec € importante porque torna operacional o calcule dos ex-
poentes de Lyvapunov a partir do conhecimento do comportamento dindrmico do sisiena.
Como serd visto no seguimento desta secdo a maioria dos métodos que calculam os expo-
entes de Lyapunov se concentram na determinacae da mainz jacobiana e, a partin dela
os expoentes sao calculados.

Este marcante teorema € recente, data de 1968, quandc a prova de urna versac um

pouco diferente foi publicada por Oseledec (1968) [60].
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3.6.2 Dimensao de Lyapunov

A conjectura de Kaplan e Yorke [44] apresenta uma conexio entre as dimensdes fractais
¢ as propriedades de estabilidade da dinamica do sistema.,

Constdere-se um fracionamento do espago de estado com elementos d-dimensionais
com lados de comprimento ¢ (0 niimero de elementos necessirios para cobrir um elemento
unitario de dimensio d é e!). N, serd o nimero de elementos necessarios para cobrir
completamente o atrator. Um destes elementos considerado como um volume de referéncia
evolui de acordo com a dindmica do sistema. Nesta evolugao, cada eixo do volume de
referéncia serd ponderado por um fator proporcional ao chamado nimero de Lyapunov L;
da dire¢do correspondente. As direcdes com um ndmero de Lyvapunov menor que 1 irdo
se contrair e as com um ndmero de Lyapunov maior gue 1 irao se expandir.

Considerando que os expoentes de Lyapunov sio os logaritmos dos ntneros de
Lyapunov, Kaplan e Yorke [44) demonstram que a dimensio de Lyapunov estd relacionada
aos expoentes de Lyapunov por meio de

SR
D =K, +7=— (3.28)

gzl

onde Ky é tal que Y54 X > 0, e 0K+ ). g,

3.6.3 Espectro de Lyapunov

Observando-se a evolugio de uma hiper-esfera de confianca na dinamica do sistema,
quando ocorre comportamento cadtico esta hiper-esfera evolui para formas bastante com-
plexas com alongamentos em algumas dire¢des e contragbes em outras. Nas direcoes em
que ocorrem alongamentos. é evidente a existéncia de instabilidade enquanto que o com-
portamento € estavel nas direghes em que o eixo diminui seu comprinento. Os expoentes
de Lyapunov medirao a razao com que estas diregbes se contraem ou se expandem. O
Malor expoente corresponderd a diregao em que ocorre a maior instabilidade. Tomando-
se um volume inicial com raio infinitesimal {(0) e chamando /() o comprimento do eixo
principal correspondente & direcio 7, o expoente de Lyapunov correspondente pode ser
definido por {27]

A; = lim llog _Z.ﬁl : (3.29)
t~ro0 {(0)

Por convencéo os expoentes sio ordenados de forma decrescente Ay > Ap > Xa. . .
Os expoentes de Lyapunov também podem ser interpretados como a razao de cres-
cimento (ou diminuigao) de sub-espagos no espaco de estado. A; mede o quao rapidamente
distancias lincares crescem: a disténcia entre dojs pontos micialmente separados por uma
distancia infinitesimal ¢, crescerd em média ee™'. A soma A1 + X2 é a razio de crescimento
de uma area definida pelos maiores eixos principais. Generalizando, E_‘:-’ﬂ Aj, descreve o

comportamento de sub-espacos d-dimensionais evoluindo no tempe.
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i
Sistemas Din&micos Discretos no Tempo em R?

Sendo a evolugao no tempo dada pelo niapa 3.10, chama-se de DF(y) a matriz 8.F;/dy;
das derivadas parciais das matrizes componentes F; em y. Para a n-ésima iteracio F"
de F, a matriz das derivadas parciais correspondente é dada pela regra da cadeia:

377/8y; = DF* ... DF(y(0)). (3.30)

Se existe uma medida ergédica para F', as condigbes do teorema ergédico multiph-
cativo sdo todas satisfeitas e os expoentes de Lyapunov sdo entiao definidos.

Em particular, se Ay(0) é uma variagao infinitesimalmente pequena nas condigbes
inicials, a variagdo no tempo n ¢ dada por

Ay(n) = DF"Ay(0) (3.31)
= DF"...DFAy(0).

Para a maioria de Ay{0) tem-se Ay(n) =~ Ay(0)e™, e a scnsibilidade a peguenas
variagbes nas condigdes iniciais corresponde a A, > 0. Notar que se Ay(0) € finito, o
crescimento de Ay({n} pode ndo prosseguir indefinidamente: se ¥(0) esté em um atrator
Iimitado, Ay(n) nio pode ser maior que o didmetro do atrator.

3.6.4 Movimentos Constantes, Periédicos e Quasi-Peridicos

Um estado conslanie de uma evolugao fisica no tempo esta associado com um atrator
de ponto fixo do sistema dinimico correspondente. Um estado constante estavel associado
a um atrator de ponto fixo tem expoentes de Lyapunov negativos.

Um esiade periddico de uma evolugdo fisica no tempo estd associade com um
atrator de érbita periddica, ou eiclo kmite do sistema dinamico correspondente {endo um
expoente de Lyapunov 1gual a zero e os outros negativos.

Um estado quasi-periédico com k frequéncias, estavel para simplificar a analise é,
representado por um atrator quasi-periddico, isto €, um atrator do tipo toro invariante.
Aqui, k expoentes de Lyapunov sio iguais a zero, € os outros sio negativos.

3.6.5 Célculo dos Expoentes de Lyapunov

A maneira de determinar o espectro dos expoentes de Lyapunov passa por uma ob-
servacao da evolugio de pequenas perturbagdes em urna érbita. Ocorre, entdo uma line-
arizacao local da dindmica do sisterns como & que {oi efetuada na secéo 3.6.3.

Pelo teorema de Oseledec (secao 3.6.1) sabe-se que os expoentes de Lyapunov sao
os logaritmos dos auto-valores ¢x matriz obtida pela expressdo 3.26 onde as matrizes ja-
cobianas podem ser obtidas por meio das linearizacoes locais. Deata maneira os expnentles
podem ser calculados a partir das aproximacgoes locais.

O cdlculo dos cxpoentes de Lyapunov ¢ direto se as OguACOes que governam a
dinamica sdo conhecidas. Os vinicos problemas que podem surgir sho de carater TUINGTICO,

31



relacionados 20 calculo dos autovalores da matriz 3.26 que, normalmente, ¢ mal condi-
cionado fazendo com que o método QR nao funcione muito bem. Eckmann et al. [26}
propuscramn uma variagao da decomposigao QR que mostrou-se eficiente.

O problema, entretanto, centraliza-se na obtengdo dos expoentes de Lyapunov a
pariir de um conjunto de dados escalares obtidos seja por simulagao computacional, seja
por medicio de alguma varidve} representativa de algum fenbmeno fisico. A dificuldade
aqu estd em estimar numericamente as matrizes jacobianas DF"(y). Todos os métodos
conhecidos atualmente partem da reconstrucdo do espago de estado, descrita na $eCa0
3.9. O passo seguinte é obter as matrizes jacobianas do mapa F"(y) o que pode ser feito
de diferentes formas. A seguir sao apresentados os fundamentos dos principais métodos
conhecidos para obter os expoentes de Lyapunov diretamente de uma série de valores
escalares. O primeiro método, apresentado originalmente por Wolf ef al. {70] estima o ex-
poente dominante por meio da observagio da evolugao de trajeidrias {ou areas, para obler
os dois maiores expoentes) no espaco tangente, calculando-0 como a razdo de afastamento
ou aproximacio de trajetdrias vizinhas, sem a necessaria construgao das matrizes jacobi-
anas. O segundo método obtém as matrizes jacobianas através de estimativa numérica na
vizinhanca de cada ponto da érbiia reconstruida no espage de estado. O terceiro mélodo
obtém o mapa F(y) através de um modelo recursivo de redes neurais.

Métode das Trajetorias

O método fundamenta-se na observagho de divergéncia ou convergéncia de trajetorias
(4reas, volumes, etc) evoluindo no espago tangente. O méiodo €, entretanto confidvel
apenas para o cdlculo do expoente dominante, uma vez gue os €1T0S numéricos crescem
bastante quando se tenta calcular os outros expoentes.

Depois de reconstruide o espago de estado por meio do mélodo descrito na segao
3.2 escolhe-se dois pontos inicialmente muito préximos y1(0) e yz(0) e se observa a sua
evolugio por um determinado tempo (pode ser um intervalo fixo ou nao, ou entac mo-
nitorar a distancia entre os pontos e ver quando ela atinge um valor limite). Calcula-se
entéo

1 nj — yi{n

1 fiya(n) = ya() a3
n {ly2(0) — y2(0)|

¢ observa-se um novo par de pontos vizinhos. Repetindo o procedimento um mimero muito

grande de vezes (idealmente n — oo}, 0 expoente de Lyapunov dominante ¢ calculado por

1 ZN llya{n} — yi(n)l]
/\1 = 10 . -t
N & 1h200) = y:(0)]] (3.33)

Convém delxar claro que vy € ya sao redefinidos a cada passo.

Métodos de Determinagao do Jacobiano

O métade estima a matriz de Oseledec 3.26 por meic de determinagao das matrr
zes jacobianas BF™(y). O método centraliza-se na obtengio das derivadas no espago de
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estado estimadas numericamente na vizinhanga de cada ponto da érbita. A idéia, origi-
nalmente apresentada por Eckmann et al [27] é construir mapas locais de todos os pontos
da vizinhanga de y{n) com imagem na vizinhanga de y{n + 1). Este mapa foi original-
mente proposto como localmente linear mas posteriormente Brown et al {11] mostraram
que resultados mais precisos embora com maior custo computacional sio conseguidos com
ajuste polinomial.

Na vizinhanga do ponto y{n) a dindmica do sistema é aproximada Jocalmente pelo
mapa

K
F(z) =) Cudr(z), (3.34)

k=1
onde z sao os vetores que definem as posicoes dos vizinhos em relaciao ao ponto de re-
feréncia, ¢r(z) € um conjunto de fungées de base, C,; sao coeficientes determinados por
ajuste local tomando a vizinhanga de y{n} e mapeando para y(n + 1), usando algum pro-
cesso de mintmizagao corno, por exemplo, minimos quadrados ou SVD. Na realidade, os
métodos jacobianos se fundamentam na obtencio de F, expressiao 3.34, diferenciando-se
pela escolha das funcgbes de base usadas. Fungdes lineares foram originalmente propos-
tas por Eckmann ef al [27], enquanto que Brown et al [11] propdem fungdes polinomiais.
Varias outras fungbes de base tem sido propostas na literatura, entre elas as fungdes sig-
moide utilizadas em modelos de redes peurais. No capitulo 4 serdo apresentados estes
métodos em detalhe juntamette com os algoritmos utilizados para a sua implementagao
computacional.

3.7 Entropia

A entropia de Kolmogorov-Sinai é mais uma quantidade invariante que é introduzida.
O objetivo é de apenas apresentd-la e relaciond-la com os expoentes de Lyapunov.

A entropia de Kolmogorov-Sinai é definida como a taxa média de criacdo de in-
formagao de um sistema cuja dinamica ¢ sensivel a variacbes nas condigdes iniciais {(uma
das definigbes de sistema cadtico).

O relacionamento da entropia & com os expoentes de Lyapunov X é apresentada
por Ruelle (citado por Eckmann e Ruelle [27]) como uma desigualdade

h <3\ positivos. (3.35) |

E de interesse considerdvel que a igualdade parece valer frequentemente [27] para
as medidas invariantes fisicas. Esta igualdade é chamada de identidade de Pesin:

h =7\ positivos. (3.36)
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3.8 Caos e Ruido

O principal problema encontrado quando se pretende realizar uma andlise ndo linear
baseando-se na reconstrugio do espago de estado apresentada na segio 3.2 é que o si-
nal experimental sempre est4 contaminado com uma determinada parcela de ruido, seja
ele originado por outras fontes que nio estio relacionadas com o comportamento que se
deseja observar, ou resultade do processo de medigao. Também quando o sinal é resul-
tado de simulagao experimental existem erros de arredondamento que cumprem um papel
semelhante ao ruido presente nos sistemas fisicos.

Na anilise linear o ruido é separado do sinal por meio de filtros que operam utili-
zando a transformada de Fourier para separar as regides de frequéncia de interesse. J4 na
anélise ndo linear isto ndo é imediatamente possivel primeiro porque a propria utilizacao
da transformada de Fourier exige que o sinal tenha caracterfsticas lineares e acima de tudo
porque os comportamentos cadticos apresentam um espectre semelhante ao apresentado
pelo rufdo sendo, em muitos casos, necessirio separa-los. O sinal ters entio que ser impo
diretamente no dominio do tempo.

Suponha-se que o sinal medido s(n) é composto do sinal real si(n) (limpo) e de
uma parcela de ruido s,(n)

s(n) = si(n) + s.(n) (3.37)

€ que o problema ¢ identificar caracteristicas de (expoentes de Lyapunov, dimensdes)
de si{n), conhecido s(n) e com s,(n) desconhecido. Nio sendo conhecida a dinimica do
sistema no espago de estado e sem se ter um sinal limpo de referéncia, existem alguns
métodos que cumprem com algum sucesso a tarefa de separar sinal caético de rufdo. Fstes
métodos se dividem em dois grupos:
(1) Landa e Rosenblum [51], Cawley e Hsu [15), Sauer (ver Casdagli et al. [14])
e Pikovski (ver Casdagli et al. [14]) usam filtros lineares MA (Moving Average) ou FIR
(Finite Impulse Response) diretamente e consideram que os dados assim filtrados repre-
sentam uma 6rbita mais limpa. Filtros HR (Infinite Impulse Response) nio devem ser
usados pois alteram a estrutura do espaco de estado. Estes métodos nio se ocupam dire-
tamente com a dinamica mas usam a intuicio de que o sinal estd associade aos majores
valores singulares da matriz de covariincia da amostragem enquanto que o ruido estd
associado 20s menores. O valor singular mede a quantidade de dados que estd associ-
ada a direcao correspondente a ele. Desta forma é de se esperar que o ruido contribua
uniformemente com todos os valores singulares enquanto que a dindmica do sistema esta
associada a diregdes definidas. Forma-se a matriz de covarifncia da amostragem em uma
dimenséo d > dys e projeta-se os dados nos primeiros ds valores singulares. Os dados sio
entao tomados como novos dados e um novo mergutho, com novo time delay é feilo e o
processo repetido até que se atinja um conjunto de dados suficientemente Iimpo.
A projecio em valores singulares é, na realidade um filtro linear. O fato de o sinal
passar por varios filtros diferentes é que torna o processo globalmente nao Linear.
(2) Kostelich e Yorke [48, 49] e Farmer e Sidorowich {32] apresentaram original-
mente a idéia de usar mapas Jocais usando informagio de vizinhangas. Os pontos sao

o4



' ajustados a0 mapa determinado por uma vizinhanca. Os pontos sdo entao realinhados
~ para que o mapa tenha um comportamento mais deterministico. Abarbane! et al [1] esten- -
- deu a idéia original usando mapas polinomiais. A estrutura do método (2) baseia-se na
determinagdo de uma vizinhanga ao redor de cada ponto y(n), constituida de N,;, pontos
yi(n), com i = 1,2,..., N,;,. Com a evolucgio constréi-se um mapa local polinomial de
yi(n) para y;(n 4 1), na forma

Yi{n4+1)=g(y)=Co+ C1-yi(n) + C; - yvi(n)yi(n) +---. (3.38)

Os coeficientes Cy, Cy, Cs, ... 330 determinados por uma minimizagdo dos residuos
do mapa local utilizando minimos quadrados. A seguir observa-se os pontos de referéncia
y(n) e y(n +1) e calcula-se pequenos ajustes Ay(n) e Ay(n + 1) que minimizam

lly(n+1) + Ay(n + 1) ~ g(y(n) + Ay(n))}}, (3.39)

em cada ponto da érbita. A érbita limpa serd construida com os pontos assim ajustados.
O uso de mapas polinomiais é uma generalizagio que apresenta alguns aspectos de
vantagem sobre o ajuste linear pois capturam mais eficazmente a dinamica local.
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Capitulo 4

Calculo de dimensoes e expoentes
de Lyapunov

4.1 Introducgao

Depois de feita uma revisdo dos conceitos e definigdes que introduzem a teoria dos
sistemas dindmicos nao-lineares com comportamento cadtico e algumas medidas que per-
mitem a sua caracterizagdo diretamente a partir de sinais obtidos experimentalmente a
questdo se concentra na determinacio destas medidas, a saber, dimensdes e expoentes
de Lyapunov. Neste capitulo serdo descritos métodos que permitem esta determinagio.
Serao discutidos, também, aspectos ligados 4 sua implementacio computacional e aspectos
que surgem ao se ultrapassar o limiar que existe entre a aplicacio da teoria matemdtica
a problemas ideais e a problemas reais, como, por exemplo, questdes como a precisao
numérica dos cilculos e a eficiéncia computacional.

4.2 Determinacao dos Paridmetros de Mergulho

4.2.1 Informacio Mitua Média

O algoritmo que é descrito a seguir foi desenvolvido por Fraser [34] e calcula a in-
formagao muitua média, baseada na equagdo 3.14, para a escolha do time delay. Quando
se pretende calcular a informagéo mitua a partir de uma série temporal deve-se calcular
a densidade de probabilidade P(s(n),s(n + 7)) a partir de histogramas. Desta forma a
dificuldade estd no grande custo computacional de percorrer o espaco de estado em ele-
mentos pequenos e obtendo o niimero de pontos que ocupam cada elemento. Para ilustrar,
considere-se o plano (z,y} onde se passa a dinamica do sisterna em questio, sendo seu
estado representado por N ponios neste plano. Um elemento de drea AzAy é ocupado
por N, pontos. Estima-se P(z,y) como sendo igual a 'N'g?ﬂ? uniforme no interior do
elemento. O tamanho do elemento pode ser fator importante para uma boa estimativa
da densidade de probabilidade. Elementos maiores recebem um nimero maior de pon-
tos o que faz com que o calculo da densidade de probabilidade média seja mais preciso
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mas, por outro lado, como tomam médias em regides mais amplas, possiveis flutuacGes da
densidade de probabilidade néo s30 observadas o que ira subestimar a informacio miitua
média. J4 elementos muito pequenos permitem erros devidos a flutuagdes da densidade
de probabilidade que sio interpretados como estruturas de escala pequena (ruido, por
exemplo) o que ira superestimar a informagio mitua média.

O algoritmo de Fraser tem a grande virtude de superar estas dificuldades cons-
truindo partigdes do espago de estado cujo tamanho se adapta as condigdes locais. Ele
nao usa os elementos demasiadamente pequenos, tais que os resultados sejam influenci-
ados por flutuagdes estatisticas. Isto, entretanto, também significa que se o tamanho da
amostragem for suficiente para se produzir uma boa média a estimativa da informacao
mitua média serd boa, mas se o tamanho da amostra for insuficiente certamente alguns
aspectos nao estardo presentes o que subestimard a mesma informagio mitua média.
Por isto convém salientar que o método obtém uma aproximacio da informacio miitua
média que sempre serd menor que o real (valor que somente seria atingido se a série fosse
infinita).

Para que o algoritmo seja entendido com mais clareza se mantera aqui o exemplo do
plano (z,y) e se indicar4 as modificagdes a serem efetuadas quando a dimenséo do espaco
de estado for maior. O primeiro passo é efetuar uma transformago das coordenadas {z,y)
em coordenadas (z,,y,) de igual probabilidade, definidas por

oz, = /; P(z)dz

Yo = j:oP(y)dy- (4.1)

A seguir, divide-se o plano em quartos e conta-se o niimero de pontos que ocupam
cada quarto. Se a distribui¢io das observagdes nio é uniforme, com um nivel de variagao
inferior a 20 por cento, os quartos sio novamente divididos em quartos e o procedimento
se repete até se encontrar uma distribui¢io uniforme. O tamanho da particio que se
chegou quando se encontrou uma distribuicio uniforme é o tamanho da partigdo que sera
utilizado para a determinacio da densidade de probabilidade.

Para o caso geral de d varidveis escalares (resultantes, por exemplo, da reconstrugio
do espago de estado descrita na segio 3.2 o processo consiste em dividir uma, regiao em
2¢ sub-regides. Quando d > 3 convém tomar muito cuidado com os resultados obtidos,
uma vez que pode ser necesséria uma série muito grande de pontos {da ordem de milhGes)
para que ocorra convergéncia até se encontrar um elemento com distribuicio uniforme. A
partir das densidades de probabilidade calculadas pelo procedimento relatado acima, I,
pode ser calculado pela equagio 3.14 para o valor de 7 com que foi reconstruido o espaco
de estado para a determinacgio das densidades de probabilidade. Portanto o algoritmo se
resume em calcular as densidades de probabilidade P(s(n), s(n+7)}, P(s(n)) e P(s(n+7))
com o processo descrito acima e depois calculando I (7) com a equagdo 3.14. A figura 4.1
mostra a informagdo mitua média calculada para diferentes tamanhos de amostragem
para um sinal medido experimentalmente. Pode-se observar que ocorre uma estabilizagio
do valor para tamanhos de amostras grandes.
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Figura 4.1: Efeito do tamanho da série no célculo de I(7).
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4.3 Determinacao dé Dimensoes

4.3.1 Algoritmo de Grassberger e Procaccia

A fungéo de correlagio de N, vetores y(n),n =1,...,N, é definida pela expressao
3.25 e a dimensao de correlagio é dada pela expressdo 3.24. Para a determinagio da
dimensio de correlagio, entretanto o procedimento adotado por Grassberger e Procaccia
[39) se baseia na determinagao da inclinagio da curva log C(€) versus log € diretamente dos
vetores obtidos pela reconstrucéio do espago de estado descrita na segao 3.2. Basicamente
a técnica se constitui em construir os vetores y(n) por meio da reconstrugdo do espago
de estado e a seguir calcular a dimensao de correlagdo para vérios valores da dimensao
de mergulho. A dimensdo de correlagio d.,, deverd tender para um valor constante com
o aumento da dimensio de mergulho dys. Isto, na verdade, pode ser utilizado como um
método para obter a dimensdo de mergutho uma vez que pode ser considerada como o
minimo valor para o qual a dimenséo de correlagdo satura. A presenga de ruido, bastante
comum em dados de origem experimetal aumenta a dimensao em que ocorre a saturagao.
Na presenga do ruido os graficos sio divididos em duas regides correspondentes a dife-
rentes escalas. A regido correspondente aos menores valores de e é interpretada como
dominada pelo ruido o que faz com que a dimensao calculada com base nos seus valores
seja relacionada ao ruido. A regiso correspondente aos maiores valores de ¢ é apropriada
para calcular a dimensionalidade do atrator. Um ruido escessivo pode impossibilitar o
cslculo da dimensio de correlagdo ou da dimensdo de informagao.

Assim sendo o cilculo da dimensio de correlacio se resume em determinar a fungao
de correlacdo, o que, entretanto, nem sempre é uma tarefa das mais simples pois exige
que o atrator seja completamente percorrido para a procura da vizinhanga do ponto de
referéncia. Como o ponto de referéncia também é variado percorrendo todo o atrator,
isto implica em um processo extremamente longo. Por esta razao, um procedimento
decisivo estd na contagem dos vizinhos. O método comumente utilizado é o do boz coun-
ting(contagem de elementos). Grassberger e Procaccia propuseram um método alternativo
que consiste em uma sphere counting (contagem de esferas). Os tamanhos das esferas uti-
lizadas dependem do tamanho do atrator. O tamanho da maior esfera é da ordem do
tamanho do atrator, ou seja o seu expoente binério é determinado por

m = ini{log,(Da)) + 1, (4.2)

onde D4 é o didmetro do atrator. O nimero de esferas ¢ calculado por

Nosferas = 20 x 272171, (4.3)

Para r.,; = 1 (raio da esfera), 20 esferas cobrem o atrator e os seus ralos $a0
reduzidos pelo fator 2. Entdo o menor tamanho de esfera é 20°° = 10° vezes menor que
o tamanho do atrator. Isto é normalmente suficiente para abranger a menor estrutura
presente no atrator, que é obtido de uma série temporal de tamanho finito.

Cada ponto do atrator é tomado como um ponto de referéncia para o qual sio cal-
culadas as distancias a todos os outros pontos no atrator exceto para aqueles pontos que
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estio correlacionados com ele, ou seja, aqueles pontos que estio em trajetorias vizinhas,
Esta excegao procura evitar os efeitos da autocorrelagio que pode alterar sensivelmente os
resultados da integral de correlagio, especialmente para maiores dimenstes de mergutho.
O que acontece é que quando ocorrem mergulhos de altas dimenses os vizinhos sao em
majoria aqueles pontos que estio correlacionados no tempo: seus componentes represen-
tam pontos préximos na série temporal. Nesta escala a estrutura nao mais mantém as
caracteristicas originais ¢ os célculos de dimensdes se tornam extremamente imprecisos.
A solugio para isto € ndo considerar os pontos cujas componentes estdo dentro de um
limite temporal que os torna correlacionados. O nimero de pontos rejeitados N,.; deve
corresponder a pelo menos 3 a 5 érbitas em torno da érbita de referéncia. O numero
de pontos, N,.s para o célculo da fungdo de correlagao deve ser entio reduzido para
Nyey = N, — 2N, — L.

O ponto chave no cilculo da fungiio de correlagio C/(€) estd no cdlculo das distancias
entre pontos vizinhos. O que ocorre é que o numero de operagoes requeridas para calcular
as distancias entre os pontos é da ordem de N? o que aumenta consideravelmente o tempo
computacional. Para superar esta dificuldade o primeiro passo consiste em utilizar uma
norma adequada na escolha dos vizinhos. O presente algoritmo utiliza a norma

() - ()l = mex (i)~ wi(m)l (44)

O uso desta norma em detrimento da tradicional norma euclidiana traz uma evi-
dente economia de operages, como elevagdes ao quadrado e extragoes de raizes, que

consomem urma consideravel parcela do tempo de computagao.
O ponto é entio escolhido dentro de uma esfera genérica de indice t. dado por

iﬂ = 2r3‘f_1 logz d + Nﬂ’fﬂrﬂ.s — Zch.f_lm_ (4-5)

A funcio de correlagio é obtida pela soma em todas as esferas
Cn(€) = ZN,ef(iB), (4.6)

que é a funcio de correlagdo individual para o ponto de referencia y(n). A integral de
correlagéo é calculada, entao, por

1 Nres
o) = 7, 32 049 (4.7

e a dimensao de correlacio é calculada pela expressio 3.24.
O cileulo da dimensio de informacio também é obtido através da média

Nyey
(log3 Ci)) = 7. 3. ot Gi(9) (4.8)

por



Dimensao | Nimero minimo de pontos
1 200
2 256
3 4096
4 65536
5 1048576

Tabela 4.1: Nimero minimo de pontos necessarios para uma boa reconstrugao, em funcao
da dimensao do atrator.

dr= Lm lim 222 (4.9)

Uma precisa determinagio das dimensoes de correlagio e informagio depende da
natureza do atrator. Um fator que influencia decisivamente € o tamanho da amostra
no tempo. Enquanto que para atratores cadticos obtidos de mapas iterativos (mapa de
Hénon, por exemplo) 100 pontos podem ser suficientes, para fluxos (sistemas de equagdes
diferenciais) sao requeridos 200 periodos orbitais médios, cada um deles com pelo menos
50 pontos. Outros atratores mais complicados requerem normalmente um niimero ainda
maior de pontos, chegando a valores extremamente elevados para atratores cadticos. A
tabela 4.1 apresenta o nimero minimo de pontos sugeridos para uma boa reconstrucao,
em funcio da dimenséio do atrator.

O niimero de pontos de referéncia escolhidos aleatoriamente (em relagdo aos quais
as integrais de correlagio sao calculadas) devem ser limitados para diminuir o tempo
computacional.

4.3.2 Algoritmo de Liebovitch e Toth

O calculo da dimensio de capacidade, descrita na segdo 3.5, pela expressao 3.21 apre-
senta alguns inconvenientes sérios que fazem com que a mesma nao seja calculada por
este caminho. Estes inconvenientes sio diretamente ligados a pecessidade de um namero
muito grande de pontos para se conseguir resultados confidveis. O célculo sendo feito por
um algoritmo de boz counting, tem um custo computacional muito alto por requerer uma
meméria elevada e usar muito tempo de computago. Liebovitch e Toth {52], entretanto,
propdem um método que contorna estas limitagbes além de nio requerer decisdes sobre
ajustes de curvas que dependem de detalthes de cada conjunto de dados, o que é necessario
quando da aplicacdo do método de Grassberger e Procaccia para o cadlculo da dimensao
de correlagao.

Como uma estrutura fractal se repete indefinidamente qualquer que seja a escala
em que seja observada, o limite da expressao 3.21, que exige um numero extremamente
elevado de pontos segundo Greenside et al [41], néo precisa ser necessariamente atingido
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"para que se obtenha uma boa estimativa da dimensdo de capacidade. Isto pode ser
conseguido pela comparacio de propriedades em duas escalas diferentes. A dimensao de
capacidade pode ser obtida por :

4. = d(log N(¢))
©7 d(log(1))

Fundamentados na expressio 4.10 Liebovitch e Toth [52] apresentam um algoritmo
que requer apenas Ndy posigbes de meméria (das é a dimensdo de mergulho) e tem tempo
de execugao proporcional a Nlog N. O método requer também um niimero de pontos nio
infertor a 10%™ o que o torna um método que pode ser aplicado com facilidade a sistemas
de baixa dimensdo, mas para altas dimensdes o tamanho da série pode ser excessivamente
grande. Esta é entretanto uma limitagao que acompanha a maioria dos métodos que
determinam invariantes diretamente de séries temporais.

O célculo de do se realiza contando o mimero de células em uma cobertura minima
que contenha pelo menos um elemento do conjunto. Este processo se repete para tamanhos
decrescentes de células. Isto pode ser feito codificando todos os pontos que estao dentro
de uma célula com um mesmo ndmero e depois contando o nimero de indices diferentes
existentes na cobertura.

A série temporal é inicialmente mergulhada em um espago dy-dimensional através
da reconstrucéo do espago de estado {segao 3.2). Os vetores y(n) assim reconstruidos sao
normalizados para ficarem na faixa (0,2 —1). O conjuto é dividido em elementos de
dimensio dys e lado 2™, 0 < m < k, chamados células. Para cada coordenada forma-se
Zn = (yn AND Npg) em que AND é uma operagao de conjungio bindria entre os bits
que compdes y, € Ng e Ng é um mimero bindrio constituido por 1 nas primeiras k — m
posicdes e 0 nas restantes. Todos os pontos que estao dentro da mesma célula de tamanho
9™ terio coordenadas com os mesmos digitos binirios nas primeiras k — m posigoes 0 que
faz com que todos os pontos que estio dentro de uma mesma. célula tenham o mesmo Z,.
A seguir é realizada a contagem de Z,’s diferentes ordenando-os usando quicksort [47]
e percorre-se toda a lista formada contando-se o niimero de vezes que trocam de valor.
Repete-se o procedimento para diferentes tamanhos de células 2™, m =k, k—1,...,0. A
dimenséao de capacidade é determinada conforme expressao 4.10 pela inclinagao da curva
formada por N(¢) versus 1 como a mostrada na figura 4.2.

A memoria requerida pelo algoritmo acima descrito é determinada pelo numero de
pontos, N, e ndo pelo nimero de células. Sendo os dados inteiros de 2 bytes, a memdria
total requerida é aproximadamente 2Ndp bytes. O tempo computacional depende muito
pouco da dimensio de mergulho mas esta iltima dependéncia estd muito ligada ao hard-
ware utilizado.

A resolucio limitada devida ao mimero finito de pontos é alcan¢ada quando ¢ é
sufientemente pequeno de forma que todos os pontos ocupam células distintas, oun seja
N(e) = N. Para este valor de ¢ a fungao satura o que faz com que se descarte valores de
N(¢) préximos da saturagdo. Como um critério que pretende garantir a integridade dos
resultados estabelece-se um limite para N(e) < &,

(4.10)
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toga N (8)

tng; (1)
Figura 4.2: Curva de N(¢) versus e de cuja inclinago é medida a dimensio de capacidade.

4.4 Expoentes de Lyapunov

4.4.1 Determinacao do Espectro de Lyapunov

Os métodos de determinagio do espectro de Lyapunov (por espectro se entende o
conjunto de todos os expoentes associados ao sistema dinimico estudado) se fundamentam
na determinagao dos autovalores da matriz de Oseledec (equagdo 3.26). Para isto todos
eles iniciam pela reconstrugao do espago de estado utilizando a expressao 3.8. Assume-se
que a evolugao do vetor reconstruido y no espaco de estado também reconstruido é regida
pelo mapa 3.10. O passo da iteragao pode ser escolhido independentemente do time delay
7 ¢ isto pode ter uma considerével influéncia na precisao dos resultados.

Aproximagao local

A seguir serd apresentado o método proposto inicialmente por Eckmann et al [27]
e posteriormente modificado por Brown et al [11] de determinagdo dos expoentes de
Lyapunov através da estimativa das matrizes jacobianas que formam o mapa F, por
meio de aproximagoes locais. Inicialmente, é sugerida a transformagio da série temporal
s(n),n = 1,..., N em uma sequéncia de inteiros para melhorar a eficiéncia computacio-
nal. At o intervalo de tempo entre medigdes € fixo sendo o tempo total de duragao da
série ignal a NAt. Apds a transformagdo em inteiros é reconstruida a dinamica no espago
de estado por meio de 3.8. Serao definidos, entao N — dys + | vetores no espago de estado
reconstruido. £ conveniente lembrar novamente que ¢ processo de reconstrugao implica
na cscolha dos pardmetros de mergulho que podem ser obtidos dos métodos descritos na
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segao 4.2. "

Apéds a reconstrugao da dinamica o restante do procedimento se relaciona com a
obtencio de mapas tangentes a dinimica reconstruida através de um ajuste por minimos
quadrados. Isto comeca com a escolha de um ponto na trajetéria no espago de estado,
y(n), e a determinagao de uma vizinhanga deste ponto. A vizinhanca é constituida de
outros pontos y(j), {j é o indice do vizinho correspondente) da trajetéria que estdo
contidos em uma bola de raio € com centro em y(n), de forma que

ly() ~y(n)ll < e (4.11)

O presente algoritmo utilizou como norma a méxima distancia entre as coordena-
das dos pontos y(j) e y(n) obtida pela expressédo 4.4 mas qualquer outra norma poderia
ser utilizada sem qualquer prejuizo sensivel para o método. Esta norma, entretanto per-
mite uma escolha mais rapida dos vizinhos, tarefa que é, talvez, a principal responsavel
pelo custo computacional desta implementagio. A escolha dos vizinhos é feita usando o
algoritmo de quicksort [47] em que procura pelos vizinhos de y(n) é feita inicialmente na
primeira dimenséo, com o seguinte procedimento: toma-se a componente da primeira di-
mensio, y(n), e procura-se pelos vetores cujas componentes nesta direcéo estejam dentro
da vizinhanca. Com isto seleciona-se aqueles vetores nos quais sera realizada a procura
na segunda dimenséo e assim sucessivamente até que sejam encontrados todos os vetores
que estiao dentro da vizinhanga escolhida. '

O passo seguinte é determinar a matriz jacobiana DF que descreve como a dinamica
relaciona, no espaco tangente, pequenos vetores que estio na vizinhanca de y(n) com
pequenos vetores que estdo na vizinhanga de y(n +1). A matriz DF é construida através
da evolugéo da distancia entre o ponto y(n) e seus vizinhos y(j). Brown et al{11] propoem
que a matriz DF,, seja relacionada com as evolucbes das distincias entre pontos vizinhos
por meio do seguinte desenvolvimento em série de Taylor

y(5 +1) - y(n +1) = DF(y(j) - y(n)) + D’F(y(j) — y(n))" (¥y(}) = y(n)) + -+~ (4.12)

onde j é o indice correspondente ao ponto vizinho, e

aF
DFy = —
Yy Ay
¢ a matriz jacobiana e
O*F
DFy = —.

e Apromimagées Linerares

O método de Eckmann ¢l al [27] usa apenas o primeiro termo da série, reduzindo a
aproximacao local ao seu termo linear. A matriz DF pode nao ser completamente
determinada uma vez que o atrator pode nio ocupar algumas dimensdes do espago
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de estado reconstruido, o que acontece quando o atrator foi mergulhado Lem um
espago de dimensio dp superior & necessiria. Para o cilculo dos expoentes de
Lyapunov isto implica na presenga de expoentes que 86 tém significado numérico
sendo tratados na literatura como parasitas ou espirios. Uma maneira de superar
isto € construir uma matriz DF, dg x dp em que dg < dp é a dimensio em que
ocorre evolugio entre os pontos de ordem n e n + ¢ (Ou seja, a evolugao entre dois
pontos vizinhos ndo ocorre necessariamente na dimensio completa do espago de
estado e sim em uma dimensao reduzida).

Assume-se que existe um inteiro ¢ > 1 tal que

dy = (dQ - l)q +1 (413)

e associa-se a y(n) um vetor de dimensio dg na forma

y(n) = {s(n),s(n+4q),...,s(n+ (do — )g)}*
= {s(n),s(r+4q),...,s(n +dpy — 1)}". (4.14)

Este passo, na realidade corresponde a tomar um #ime delay adequado. Se o time
delay foi escolhido por meio de algum processo descrito na se¢do 3.2.1 e é diferente
de 1, entdo a equagio 4.14 pode ser desconsiderada.

Sendo, entdo ¢ > 1 a expressdo 4.12 é substituida por

DF(y(j) — y(n)) = y(j + ¢) —y(n + g), (4.15)

que & obtida por aproximagio utilizando minimos quadrados.

A minimizagdo por minimos quadrados é a parte mais demorada do algoritmo e
depende diretamente do niumero de vizinhos utilizados. Por outro lade, com um
niimero de vizinhos insuficiente (V,(¢) < dg) o algoritmo pode falhar por razdes
numéricas. Concluindo € deve ser escolhido de forma que o mimero de vizinhos seja
suficienternente grande para néo ocorrerem problemas numéricos e, nio tio grande
que torne o custo computacional excessive. Um procedimento de escolha do mimero
de vizinhos pode ser o seguinte: conta-se o nimero de vizinhos de y(n) correspon-
dentes a valores crescentes de ¢ previamente selecionados e para-se quando o mimero
de vizinhos chega a0 menor valor entre 2dg e dg +4. Calcula-se entio a matriz DF,
e verifica-se se a mesma € singular ou se tem um rank minimo previamente definido.
Em caso negativo aumenta-se novamente ¢ até se encontrar uma matriz que passe
pelos critérios de escolha. Eckmann et al {26] afirmam que se a matriz for singular
ainda assim poderd ser utilizada para o cdlculo dos expoentes de Lyapunov desde
que possua um rank minimo igual ao ndmero de expoentes de interesse uma vez que
estes nao sao afetados pela singularidade da matriz.
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O procedimento subseqiiente é uma adaptagio do método QR, proposta por Eck-
mann et al. Obtida uma sequéncia de matrizes DF,,, DF g, DFy4g,. .. obtém-se
matrizes ortogonais Q; e matrizes triangulares superiores Rjcom elementos diago-
nais positivos, sendo Qo a matriz unitria e

DF,Q, = QiR
DF;,; Q1 = Q:R;
DF14;4Q; = QiuRin,
(4.16)

A partir de sua definigio na se¢fio 3.6 como os autovalores da matriz de Oseledec,
descrita na expressio 3.26 os expoentes de Lyapunov sio entio calculados por

= wi—}{i:llnR”‘ (4.17)
KAt o3 777 ‘

Ak
onde K < ¥¥=20¢71) ¢ , niimero disponivel de matrizes, Rf" é o elemento diagonal de
ordem k da matriz R;. Enquanto um pequeno mimero de matrizes encurta o custo
computacional, um nimero grande melhora a qualidade estatistica dos resultados,
portanto, também aqui hé wm compromisso entre qualidade ¢ tempo de computag3o.

Aprozimagdo polinomial

O método da aproximacio local polinomial tem a mesma estrutura do método da
aproximagio linear. Como a aproximagio local resulta no desenvolvimento em série
de Taylor apresentado na expressao 4.12, dois novos problemas surgem no desenvol-
vimento do método. O primeiro se refere a escolha do mimero de termos da série
a serem utilizados (decisdo sobre o truncamento da série) e o segundo relaciona-se
com a expressao 4.12 pois a matriz jacobiana nio esta explicitada neste caso.

Antes de se discutir a solucio dos problemas anteriormente apresentados convém
abordar a questao: Porque aproximagbes polinomiais € ndo aproximagdes lineares?
A construgio da matriz de Oseledec 3.26 requer que o procedimento de aproximagao
local seja repetido indmeras vezes ao longo do desenvolvimento da trajetdria no
espaco de estado para que se obtenha uma matriz que ¢ resultado do produto de
véarias matrizes jacobianas obtidas em cada iteragdo. Esta matriz, que ird compor
a matriz de Oseledec é frequentemente mal condicionada. Em uma matriz mal
condicionada, pequenas diferencas em seus termos produzem grandes diferengas nos
autovalores. O truncamento da série de Taylor em seu primeire termo pode f{azer
com que as matrizes jacobianas sejam construidas com um erro maior que quando
ae utilime nwm numere meior do tormea, Iste, wntrotento, néo 6 uma afirmagao
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definitiva pois, o importante € que a dindmica local sé'ja reproduzida o mais fielmente
possivel. Em outras palavras, muitas vezes utilizar um mimero grande de termos do
desenvolvimento em série nio produz melhorias sensiveis no resultado ou até mesmo
podem introduzir erros quando a dinamica local for mais simples do que se espera.

O exposto acima reforca a necessidade de se ter um critério para escolher o termo
de truncamento da série. O niimero de parametros, Np, a serem determinados no
processo de minimizagdo por minimos quadrados estd relacionado ao nimero de
termos da série de Taylor utilizados, Ny pela expressao

Mrd+k

Np = H—:;;——_l . (4.18)
k=1 )

Para que a minimizagfo por minimos quadrados seja determinada é necessario que se

tenha um nimero de vizinhos igual ao nimero de parametros a serem determinados,

ou seja Np.

A obtengao da matriz jacobiana DF quando se usa aproximagao polinomial é rea-
lizada de forma semelhante & anterior. Para ilustrar o procedimento fome-se como
exemplo um truncamento no segundo termo da série de Taylor da expressao 4.12
que se torna

Ll

(i + 1) —y(r+1) = DRy(j) - y(n)) + D’F(y(§) —y(»)) (¥ (5) — ¥(n)). (4.19)

Chama-se Ay o vetor diferenca

Ay =y(i+1) ~y(r+1) (4.20)

Define-se o vetor a, € a matriz B onde a, é constituido das a-ésimas coordenadas
de Ay(n + 1) para cada um dos Ny vizinhos, na forma

[ Ayp(n+1) ]
Ayi(n +1)
a, = o, (4.21)

| Aylv(n+1) ]
e B é construida a partir das matrizes B; e B; na forma

B = [B,B3] (4.22)
onde
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C Agi(n), And(n),-+ Ava(n) ]
Ayf(n)? Ayg(n)? Tt Ay%(n)

L Ay{\'v(n), Ayévv(n)a R | Ayivv(n) ;

Ayl (n)AyH(r), Ayt (n)Ayi(n), -+, Ayi () Ayy(n)
Ay (n)Ayi(n), Ay(n)Ayd(n),- -+, Ayi(n)Ayg(n)

| Ay () A (n), Ay (YA (), -+, AR () By (n)
O vetor a, e a matriz B sio conhecidos. Definindo-se o vetor ¢ como

[ DF,; |
DFO‘2

_ DFad
Ca = D2Fa1 1 (4'23)
D?*F,»

| D2F., |

resolve-se o problema de minimizacao por minimos quadrados da equagio a, = Bc,.

Repetindo o processo para as d dimensdes obtém-se as matrizes jacobjanas e suas
derivadas sendo possivel o cdlculo dos expoentes de Lyapunov pelo método QR
modificado j4 descrito nesta mesma segao.

Aproximacao por Redes Neurais

Para séries temporais de duragdo finita e sistemas com ruido, um dos métodos que
vem apresentando melhores resultados no cilculo dos expoentes de Lyapunov € o que
estima o mapa JF através de uma regressdo nao linear global usando redes neurais. Redes
neurais s3o wma classe de modelos ndo lineares inspirados na arquitetura cerebral. As
redes neurais foram primeiramente utilizadas por McCulloch e Pitt em 1943 (citados por
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BAIDA DA EEDE

UNIDADE DE RATDA

caMaba
ESCONINDA

Figura 4.3: Esquema de uma rede neural com N unidades de entrada, uma camada
escondida com N, unidades (neurdnios) ¢ uma unidade de saida.

Nychka et al [59]) na andlise de célculos 16gicos que deveriam ser efetuados por redes ade-
quadamente configuradas de mecanismos entrada-saida a0 modelar neurdnios individuais.
Recentemente, o interesse pelas redes neurais cresceu bastante pela sua comprovada ha-
bilidade de simular computacionalmente sistemas de dificil modelagem ou sistemas que
operam com dados imperfeitos. A capacidade das redes neurais de aproximar mapas
continuos arbitrarios em espacos de dimensio finita permitindo o uso de regressio nio
linear é o que as tornam indicadas para calcular os expoentes de Lyapunov de séries
temporais.

Para o cdlculo dos expoentes de Lyapunov sio usadas redes nio recursivas, de uma
unica camada escondida e com uma inica saida, que sao o5 modelos predominantemente
utilizados em aplicacSes estatisticas.

Neste modelo, cujo esquema est4 mostrado na figura 4.3 o mapa F é estimado por

Ny
Fly(n)) = Bo+ 3 Bib(y(n — 1)75 + vio)s (4.24)
i=t
onde By e B;,7 = 1,..., N, sao coeficientes escalares, v; = (Y51, %15~ --,7%4)7 é um vetor

de coeficientes, ) é chamada de fungdo de ativagdo e as chamadas unidades de enirada
sao constituidas pelas componentes do vetor y{n-1) obtido pela reconstru¢io no espago
de estado. Os chamados parémetros da redefo, B; e v; sao estimados através de um
processo de minimiza¢do da funcio objetivo. Esta nio é uma tarefa ficil pois, devido
ao paralelismo da rede a fungio objetivo passa por diversos minimos locais. Nychka, et
al [59) mostraram que os resultados mais eficientes e confidveis foram conseguidos com o
método de gradiente BFGS.
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A fun¢do de ativagio utilizada aqui foi )

ooy = FOHIED

24|+ 5

Apés a determinagao do mapa F a determinagéo dos expoentes de Lyapunov se
d4 através do calculo dos autovalores da matriz de Oseledec (equagdes 3.26 ¢ 3.27) sendo
uma média a0 longo de toda a duragio da série temporal. A determinacao das matrizes
jacobianas é feita por derivagio numérica e exige apenas que o mapa JF seja suave.

O ajuste de um modelo de redes neurais envolve a escotha de varios parametros
que controlam a complexidade do mesmo. Os principais, uma vez que se parte de uma
rede com uma vinica camada escondjda, sio o nimero de unidades escondidas (neurénios)
e os pardmetros de mergulho: fime delay e dimensio de mergulho. A discussio sobre
os pardmetros de mergulho tem as mesmas nuances ja apresentadas na segdo 4.2.Para a
escolha do nimero de unidades escondidas, é utilizado o método da validagio cruzada,
descrito na segéo 3.2.1.

(4.25)
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Capitulo 5

Ensaios Experimentais

5.1 Introducao

Os ensaios experimentais foram realizados com objetivos distintos em duas etapas:
na primeira foram medidos o deslocamento do disco inferior e a forga atuante no mancal
para a verificagio preliminar do rubbing, na segunda foi medido apenas o deslocamento
do disco inferior para adquirir dados para a anélise nao-linear.

5.2 Bancada de Ensaios

Os dados experimentais obtidos para a andlise do fenémeno do rubbing foram obtidos
de uma bancada de rotacio existente no Departamento de Projeto Mecénico. A bancada
foi construida com o objetivo de simular o comportamento dinamico de uma turbina
Lidréulica. A bancada foi objeto de uma anélise dinamica, realizada por Dana [25), de
onde foram retirados os dados fundamentais para a realizagao do presente trabalho.

A bancada é constitufda de uma estrutura que suporta um rotor vertical. A figura
5.1 apresenta uma vista geral da mesma. A estrutura esta rigidamenta fixada a uma
base inercial de grande massa. O rotor esta ligado & estrutura por meio de lAminas que
atuam como molas, permitindo o ajuste de sua rigidez. O sistema rotor-mancais-motor é
constituido de um eixo, dois discos (superior e inferior), um mancal de guia e um motor
de aciopamento. As dimensdes do sistema rotor-motor estao mostradas na figura 5.2

A tabela 5.1 apresenta as caracteristicas e dimensées dos diversos elementos com-
ponentes do sistema em estudo, pecessarios & construcio do seu modelo dinamico.

5.3 Primeira Etapa

Na primeira etapa, realizada para andlise preliminar do problema do rubbing, a ten-
tativa foi de observar as 6rbitas do rotor quando em contato com o mancal. Para tanto
foram medidos os deslocamentos do disco inferior em duas direcdes transversais ortogo-
nais x e y. Também foram medidas as for¢as no mancal inferior nas mesmas diregoes para
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Figura 5.1: Bancada de ensaios - esquema geral com a bancada de rotagao e sua estrutura.
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Figura 5.2: DimensGes do rotor, mancal de gma e sistema de acionamento.
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Disco superior

Grupo Elemento Valor
Massa do estator 38,8 Kg
Massa do rotor 10,2 Kg
Motor Momento de inércia do estator 203 x10~? Kg.m*
Momento de inércia do rotor 10,5 x10~% Kg.m*
Momento de inéraia polar do rotor | 70,6 x10~* Kg.m”
Massa especifica 7800 Kg/m®
Eixo Médulo de Young 2,067 x10™ N/m*
Diametro 20,0 mm
Massa 17,0 Kg

Momento de inércia

9,68 x10~2 Kg.m*

momento de inércia polar

19,1 x10~% Kg.m*

Disco inferior

Massa

11,3 Kg

* Momento de inércia

6,22 x10~? Kg.m"*

momento de inércia polar

12,3 x10~% Kg.m?

Massa do suporte 499 Kg
Mancal Massa rotativa 2,94 Kg
Intermediario Momento de mércia do suporte 2,34 x107% Kg.m?
Momento de mércia da parte rotativa | 2,51 x10~% Kg.m*
Momento de inércia polar 9,81 x10~? Kg.m*
Massa das plataformas superiores 78 Kg
Mola 1 Rigidez - diregao x 2,47 x10° N/m
Superior Rigidez - direcao y 3,16 x10° N/m
Mola 2 Rigidez - dire¢ao x 2,94 x10° N/m
Superior Rigidez - direcdo y 2,86 x10° N/m
Mola Rigidez - diregdo x 2,84 x10° N/m
Mancal Rigidez - diregdo y 2,91 x10° N/m

Tabela 5.1: Dados estruturais do rotor, mancal de guia e sistema de acionamento.

74




ROTOR

N

ANALISADOR
PONTE

1 CONDICONADOR

e

DE CARGA
Figura 5.3: Esquema da montagem experimental utilizada na primeira etapa de medigoes.

verificacio das condigbes de contato. Um esquema da montagem experimental utilizada
nesta etapa estd mostrada na figura 5.3.

Nesta montagem o deslocamento do disco foi medido por dois sensores de proximi-
dade eddy current IWA/A 11 da DORNIER com faixa de medicao linear de 0 a 5 mm e
sensibilidade de 2V/mm. Os sinais provenientes do sensor sio levados a um condicionador
que realiza a sua amplificagao para serem levados ao filtro.

A ponte amplificadora utilizada foi o modelo PR9330 da PHILIPS de quatro canais.

Os sinais provenientes das células de carga e dos condicionadores dos sensores
de proximidades séo levados a um filtro passa-baixas para que 0 mecanismo do contato
pudesse ser observado sem a presenga de frequéncias altas que implicam em 4rbitas dificets
de serem interpretadas. Para a filtragem foi utilizado um filtro varidvel de dois canais
KEMO - VBF/8 com modos de operagao passa-altas, passa-baixas, passa-banda e rejeita-
banda, frequéncia de corte de 0,01 Hz a 100 kHz.

Apés filtragem os sinais sao enviados a um analisador para observagio dos mesmos,
de seus espectros e das érbitas do disco inferior. O analisador de sinais utilizado foi o
modelo SD380Z da Scientific Atlanta com quatro canais e saidas para video, ploter e

unidade de disco.
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Figura 5.4: Esquema da montagem experimental utilizada na segunda etapa de medigoes.

5.4 Segunda Etapa

A segunda etapa experimental fol orientada para a obtencdo de sinais que fossem itels
para a verificagho da possibilidade de comportamento cadtico no sistema. Desta maneira
os sinais obtidos deveriam ser de longa duragao e os mesmos deveriam ser adquiridos €
convertidos para dados digitais a fim de serem utilizados como arquivos de dados para
os programas de célculo das caracteristicas n3o-lineares dos mesmos. Para isto foi feita a
aquisi¢io direta somente do deslocamento medido do disco inferior. A figura 5.4 mostra
um esquema da montagem experimental utilizada nesta etapa.

O sinal foi medido da mesma maneira que na primeira etapa, por meio dos mesmos
dois sensores de proximidade. Apds passar pelo condicionador, o sinal nao foi filtrado indo
diretamente para a placa do computador onde foi convertido de analégico para digital €
gravado em disco. O controle da folga foi feito por meio de um sistema de elevacao do
mancal constituido de um sistema coroa-corrente-pinhdo. Uma manivela manual acoplada
ao pinhio permitia que o mesmo fosse girado com o consequente giro do mancal com uma
relagao de transmissdo de 5:2 . O mancal, com a sua parte externa rosqueada gira dentro
de uma armagio fixa, com rosca interna.

Como a guia interna do mancal é cénica, como mostra o esquema da figura 5.5, a
cada volta da manivela, efetuada manualmente, 0 mancal se move verticalmente alterando

76



37,0 mm

g

Figura 5.5: Esquema do mancal inferior destacando um corte da guia interna conica e
suas dimensoes.

a distancia entre sua guia interna e a extremidade do eixo.
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Capitulo 6

Analise dos Sinais Experimentais

6.1 Introducgao

A anilise dos sinais experimentais comega com uma verificagdo dos conteidos de
frequéncia dos mesmos. Esta parte tem como finalidade a observagio de caracteristicas
que possam ser relacionadas diretamente com as nao linearidades introduzidas no sistema
comparadas com o comportamento normal. Com o surgimento de fendmenos n3o explica-
dos pela teoria linear foi necessaria uma andlise mais cuidadosa dos sinais com o auxilio
de ferramentas utilizadas na anélise ndo linear tais como a andlise dos retratos de fase € os
diagramas de Poincaré. As anélises dos retratos de fase e diagramas de Poincaré apresen-
tam limitagdes sérias que podem conduzir a conclusdes equivocadas quando nio aplicados
adequadamente. Por este motivo é importante a utilizagio de outras ferramentas para
proporcionar uma analise mais completa. Para isto sao calculados os expoentes de Lya-
punov para aqueles sinais que, a partir da anilise das transformadas de Fourier e dos
diagramas de Poincaré, existe suspeita de comportamento com caracteristicas cadticas.
Além dos expoentes de Lyapunov foram também calculadas dimensées fractais dos sinais
experimentais. Para o cilculo dos expoentes e das dimensdes fractais é necessério previ-
amente a reconstrugdo do espago de estado por meio do método das delay coordinates.
Isto, por sua vez, requer o cdlculo das chamadas varidveis de mergulho, a saber, dimensio
de mergulho e time delay. Entao, este capitulo apresenta a anilise dos resultados de todos
estes cdlculos permitindo a andlise global nio linear dos sinais experimentais. Mais uma
vez os sinais 580 obtidos de medigdes do deslocamento do disco inferior do rotor vertical
descrito no capitulo 5 para diferentes posigdes do mancal inferior o que equivale a variar a
folga nesta posigio. Os sinais foram obtidos em quatro velocidades de rotagio diferentes
do rotor: 5,6 Hz, 7,4 Hz, 11,4 Hz e 16,5 Hz. Estas velocidades foram escothidas por
representarem o comportamento do rotor abaixo de 20 Hz regido em que se concentram
seis frequéncias naturais do conjunto (trés em cada diregio do movimento lateral). Desta
maneira 5,6 Hz estd bem abaixo das duas primeiras frequéncias naturais do rotor e do
conjunto (sdo frequéncias naturais do disco inferior) e mostra um sinal com comporta-
mento completamente linear, 7,4 Hz estd abaixo da primeira frequéncia natural mas muito
préxima dela, 11,4 Hz estd acima da primeira e abaixo da segunda (que é uma frequéncia
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natural associada a0 movimento do motor colocado na extremidade superior do rotor), €
16,5 Hz est acima desta segunda e abaixo da terceira do conjunto (segunda do rotor).
Os sinais provenientes destas medigGes serdo entao analisados a seguir.

6.2 Andlise das Transformadas de Fourier

A anilise das transformadas de Fourier dos sinais foram as primeiras realizadas e a
partir delas foram feitas outras analises para buscar explicagdes sobre pontos obscuros
que se apresentavam quando da tentativa de explicar o fenomeno.

Inicialmente, foram feitas algumas observagoes experimentais com o dnico objetivo
de tomar um contato inicial com o fendmeno do rubbing, objeto inicial do estudo.

Um exemplo de uma érbita do disco inferior medida e da forca atuante no mancal
quando ocorre contato uma vez a cada duas voltas do rotor é mostrado na figura 6.1 para
efeito ilustrativo.

Dentre os sinais observados alguns apresentaram um comportamento particular-
mente inesperado para o tipo de problema que estava sendo analisado. Este comporta-
mento consistia em um crescimento de uma larga faixa de frequéncias quando o rotor
passava a entrar em contato com o mancal. A figura 6.2 ilustra isto com bastante clareza.
Nas figuras 6.2(a) sio mostrados os espectros (nas diregoes x y) do sinal do rotor girando
com velocidade de rotacio de 15,874 Hz com a sua extremidade inferior completamente
livre. J4 na figura 6.2(b) sio ‘apresentados os espectros do movimento do rotor com con-
tato na extremidade inferior. Observando-se os dois espectros pode-se notar que ocorre
um crescimento das amplitudes em uma larga faixa de frequéncia sem uma consideravel
modificagio dos picos existentes. Estes espectros proporcioparam a primeira suspetta de
comportamento cadtico.

Como esta fol apenas uma observagao esporadica decidiu-se, entdo, obter as trans-
formadas de Fourier para uma variedade de sinais obtidos em velocidades de rotacao
diferentes e em condicdes diferentes de aproximagao entre a extremidade do eixo e mancal
inferior (folga). As velocidades de rotagao escolhidas foram as enumeradas na introdugao
deste capitulo: 5,6 Hz, 7,4 Hz, 11,4 Hz ¢ 16,5 Hz. Para estas velocidades foram feitas
medigdes do deslocamento transversal do disco inferior para diferentes folgas partindo de
uma posigao de contato pleno entre rotor e mancal {folga nula) até a completa liberacao
da extremidade do rotor. Para cada velocidade de rotagdo e cada valor da folga foi me-
dido o deslocamento do disco inferior em duas diregbes ortogonais. Girando a 5,6 Hz
o comportamento apresentado fol exatamente linear com as transformadas de Fourier,
correspondentes a duas dire¢es ortogonais, chamadas x e y, apresentadas em cascata na
figura 6.3. A cascata é formada pela justaposicio dos diversos espectros obtidos com
variagao da folga. O primeiro espectro da sequéncia é obtido do sinal medido com folga
nula (contato completo) e o iltimo é obtido do sinal medido com a extremidade com-
pletamente livre, sem nenhum contato com o mancal inferior. Nesta figura pode-se ver
que para a maior parte dos valores da folga a frequéncia predominante é a da rotagao o
que evidencia uma pequena influéncia da folga comparativamente & excitacao sincrona,
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Figura 6.3: Transformadas de Fourier dos sinais medidos com velocidade de rotagio 5,6
Hz, para folgas {12 valores) variando entre 0 {contato pleno) e 0,277 mm (sem contato);
(2) diregao z; (b) direcdo y.

constituida de desbalanceamentos e desalinhamentos do rotor.

Nesta velocidade o comportamento dinamico do rotor nio apresentou instabihda-
des fortes. As transformadas de Fourier nao apresentam evidencias de caos mas, por
outro lado, existem caracteristicas que podem ser analisadas pela observacio destas mes-
mas transformadas. Na figura 6.4 sio mostrados algumas transformadas individuais que
permitem visualisar com maior clareza as caractearisticas do fenémeno no dominio da
frequéncia. A figura 6.4 (a) mostra as transformadas nas direces = e y do sinal obtido
com o rotor com a extremidade inferior completamente presa enqnanto que a figura 6.4 (b)
apresenta as transformadas do sinal obtide com o rotor solto. Ao se fazer crescer a folga,
iniclalmente nao acontecem mudangas expressivas nas transformadas pois a exiremidade
do rotor permanece em contato com a guia interna do mancal durante todo o movimento.
Quando a folga atinge o valor de 0,184 mm comegam a surgir frequéncias nao diretamente
relacionadas com a frequéncia excitadora. Isto estd associado ac comego da migragio da
primeira frequéncia natural do rotor que, quando o mesmo estd em contato com o man-
cal é de 8,375 Hz na direcio z e 8,625 Hz na direcio y e, quando o mesmo estd solto é
de 21,25 Hz na dire¢do z e 21,50 Hz na diregido y. Esta migragio traz consigo algumas
{requéncias sub-harmoénicas que sdo excitadas pela frequéncia sincrona com a rotagio. As
figuras 6.5 (a), (b}, e (¢} ( folgas 0,184 mm, 0,230 mm e 0,277 mm) mostram a passagem
desta frequéncia migrante pela segunda harmdrica da frequéncia de rotagio. Na figura
6.6 (2}, (b) e (c) (folgas 0,368 mm, 0,414 mm e 0,459 mm) esta frequéncia migrante est4
passando por uma regido onde além da proximidade da primeira harménica da frequéncia
de rotagao existe a frequéncia natural do conjunto formado pelo motor de acionamento e
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as molas que o ligam a estrutura. _

A seguir s30 analisados os sinais obtidos com uma velocidade de rotagio de 7,4 Hz.
Na figura 6.7 sdo vistas as transformadas de Fourier destes ginais reunidas em cascata.
Nesta figura também se pode observar a migracéo da primeira frequéncia natural. Este
fendmeno, verificado também nas outras velocidades de rotagio, consiste na evolugao da
primeira frequéncia natural do rotor (ndo estd incluida a frequéncia natural do motor)
quando cresce a folga na extremidade inferior. Quando o rotor estd com a extremidade
presa, s6 sendo permitida a sua rotagio, a primeira frequéncia natural estd em 21,25
Hz (z)/ 21,50 Hz (y). Quando o rotor é progressivamente solto a frequéncia natural vai
evoluindo para a primeira frequéncia natural do rotor com a exiremidade inferior solta.

Na figura 6.7 pode-se observar que uma instabilidade maior comega a surgir quando
a frequéncia migrante se aproxima da frequéncia de rotacio. Isto acontece com ¢ entre
0,620 mm e 0,781 mm. Esta instabilidade também aparece na primeira harmoénica da
rotacio que Cresce No Mesmo intervalo o que faz crescer a suspeita de que um Mecanismo
nao linear seja o responsavel por este efeito. A transformadas de Fourier (z e y) de um
dos sinais pertencentes a este grupo é mostrada na figura 6.8(b) com um leve, quase im-
percepti'vel quando observado graficamente, crescimento das amplitudes correspondentes
3s frequéncia préximas a frequéncia sincrona quando se compara com as transformadas
dos sinais (z e y) obtido com o rotor girando com a extremidade inferior livre, mostrado
na figura 6.8(a).

Nas figuras 6.8 ¢ 6.9 também é possivel a observagdo de frequéncias inferiores a
frequéncia sincrona, evidenciadas com maior clareza na figura 6.9(a), que apresentam uma
evolugio semelhante & da frequéncia natural migrante. Nesta figura também é possivel
observar um crescimento das amplitudes em frequéncias préximas & primeira harméonica.

A figura 6.9(b) mostra uma transformada correspondente a um sinal medido com
folga muito grande em que é possivel observar um leve crescimento das amplitudes de
frequéncias préximas & frequéncia sincrona. Este também é um sinal que deve ser inves-
tjgado com maior rigor.

Qirando com uma velocidade de rotagdo de 11,4 Hz o rotor apresentou as situagoes
mais criticas uma vez que a frequéncia migrante cruza com a frequéncia de rotacao e,
além disso, a frequéncia de rotago jé estd préxima de uma frequéncia natural do motor.
Esta dupla ressondneia crion a situagéo mais formidével das que foram encontradas em
todos os sinais medidos. A figura 6.10 mostra uma regiao (com ¢ entre 0,414 mm e
0,597 mm) com o crescimento de amplitudes em uma larga faixa de frequéncias gue se
estende além da primeira harménica. Este grupo de sinais apresenta uma forte evidéncia
de comportamento néo linear que devera ser investigado mais adiante.

A figura 6.11(a) mostra a transformada de Fourier do sinal medido com a extremi-
dade inferior livre com o rotor girando com 11,4 Hz. Na figura 6.11(b) é mostrada a trans-
formada do sinal que apresenta amplitudes clevadas em uma larga faixa de frequéncias,
correspondente a ¢ = 0,574 mm. Na figura 6.11(c) estio mais claras as frequéncias ex-
citadas abaixo da frequéncia de rotagdo que se comportam com a mesma evolugio da
frequéncia natural migrante.

O rotor girando com velocidade de rotagao de 16,5 Hz mostrou a mesma migragao
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{a) direcao z; {b) diregio y.
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Figura 6.12: Transformadas de Fourier dos sinais medidos com velocidade de rotacio 16,5
Hz, para folgas (35 valores) variands entre 0 {contato pleno) e 0,781 mm {sem contato);
{a) diregdo z; (b) direcao .

da frequéncia natural. As situagdes mais criticas, como mosira a figura 6.12, ocorrem
no cruzamento da frequéncia nafural com a frequéncia de rotagio e quando a frequéncia
natural migrante atinge a metade da frequéncia de rotagao. Neste tltinio caso vcorre win
tipico exemplo de excitagao sub-harménica, tipica deste tipo de problema [58].

A figura 6.13(a) apresenta a transformada de Fourier do sinal obtida com a ex{remi-
dade inferior do rotor livre enquanto as figuras 6.13(b} e 6.13(c} coniém as transfornadas
dos sinais correspondentes a ¢ = 0,345 mm e ¢ = 0,643 mm.

As transformadas de Fourier sio instrumentos de extrema utilidade em ideniificar
caracleristicas lineares dos sinais obtidos experimentalmente. Elas, entretanto, alguinas
vezes nao apresentam uma resposta definitiva quando o sinal tem caracieristicas {orte-
mente ndo lineares. O crescimento das amplitndes em wma larga faiva de frequéncias
tem estado associadc a uma série de causas, dentre elas 2 possibilidade de ¢visiéncia de
comportamento cadtico. Este tipo de comportamento é que val ser tnvesligudo a seguir
para os sinais cujas transformadas apresentarem alguma evidéndia.

6.3 Parametros de Mergulho

Antes de se caleular analisar as caracterisiicas ndo lineares dos sinajs medidos é ne-
cessario garantiv uma boa reconsirugio do espaco de estado o (U se CONnSCgue Coim uma
boa escolha dos parametros de mergulho. Nesta secio seric ~presentados os resullados
dos calculos do fime delay e da dimensio de mergulho atravic dos métodos descritos na
sovao 4.2
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6.3.1 Determinacao do time delay |

Para calcular o time delay o método amplamente utilizado na literatura e também
utilizado aqui é o da Informagio Mdtua Média (também chamada de redunddncia) que
foi apresentado na segdo 4.2.1. O problema a ser resolvido aqui é obter o primeiro minimo
da curva da informagao mitua média em funcio do time delay para cada sinal medido.
Na maiorta dos casos a identificagio é facil permitindo uma precisa determinacio do time
delay. Entretanto, para sinais cuja magnitude é pequena em relagio ao seu nivel de
ruido as curvas se deterioram nao apresentando nm primeiro minimo claro. Por outro
lado também existe uma relacio eptre o tamanho da série e a dimensio de mergulho.
Para os sinais medidos {30000 pontos} observou-se que umn bom célcule da informacio
miitua média ndo deve ser efetuado para dimensdes superiores 2 3. Em tal caso a curva
apresenta uma reglao plana de minimo onde é também dificil identificar um minimo bem
determinado.

Os time deloys para os calculos dos expoentes de Lyvapunov estao apreseniados nas
figuras 6.14, 6.14, 6.16, 6.17 e 6.18 para aquecles grupos de sinais com possibilidade de
caos com velocidades de rotacio iguais a 7,4 He, 11,4 Hz e 16,5 Hz. Nestas figuras podem
ser identificadas as dificuldades relacionadas acima.

Os time delays utilizados para as reconsirugdes realizadas estao mostrados na ta-
bela 6.1.

Uma outra maneira de determinar o fime delay é airavés do método da validagao
cruzada apresentado na se¢ao3.2.1. Os time delay obtidos por este mélodo apresentaram-
se caracteristicamente muito pequenos. A Tabela 6.2 misiza os fime delays calculados
para os mmesmos sinals selecionados para serem investigados. Deve-se ressaltar que o
método da validacao cruzada nio foi apresentado com o objetivo de determinar o fime
delay ¢ sim a dimensio de mergulho. O que foi feito aqui foi utilizar © mesmo critério
de selecao utilizado para a escolha da dimensdo de mergulho (validagio cruzada) para
escollier o time delay.

Os valores apresentados na tabela 6.2 mostram que em alguns sinais a tendéncia é
do método estimar um valor muito baixo para o time delay. Qutra observacio é que ocorre
em alguns casos uma variagho muito grande do time delry estimado para atratores com
comportamento muilo semelhante quando observadas as suas transformadas de Fourier
e scus diagramas de Poincaré (caso, por exemplo, do sina) ubtido com rotacio 7.4 Hz e
folga 0,666 mm, para o gual ¢ {ime delay estimnado é 2, e o sinal oblido com a mesma
rotagao mas com folga 0,688 mm, com fime delay estimado emn 15). Lembrando semipre
que 0 método foi originalmente apresentado para estimar a dimensao de mergulho, csta
tentaliva de utiliza-lo para determinar o time delay nao apresentou resultados conclusivos.
A decisao com relacdo a escolhs do fime delay ficard exchusivamente por conta do métado

da Jrformacac Mitua Mdidia.

1 I R L T P b LA - b M D 4
Uma hoa estimeativa da cimensio de mergulho é também decisiva na qualidade dos re-
1

sneira forma de estingar a
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folga(mm) Time delay
74 Hz {114 Hz | 16,5 Hz
0,230 - - (f
0,253 - - 7
0,277 - - 7
0,299 - - 7
0,322 - - 7
0,345 - - 7
0,368 - - 7
0,414 . 14 .
0,463 . 10 -
0,459 . 10 -
0,482 - 10 -
0,505 - 10 -
0,528 . 10 -
0,551 : 0| -
0,674 - 10 -
0,597 - 8 -
0,620 1 - 5
0,643 11 - 15
0,666 i1 : 5
0,689 13 - 15
0,712 14 - 15
0,735 14 - 15
0,758 11 - 15
0,781 - - 12
1,034 18 - ;
1057 18 : -
1,080 18 : -
1103 16 : X
1,126 16 - :
1,149 17 : :

Tabela 6.1: Time delays calculados pelo método da Informagio Miitua Média para sipais
medidos na dire¢do z.
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folga(mm) Time delay
7,4 Hz | 11,4 Hz | 16,5 Hz
0,230 . . 3
0,253 3 :
0,277 - -
0,299 - -
0,322 - -
0,345 - -
0,368 -
0,414 -
0,463 B
0,459 -
0,482 -
0,505 i
0,528 -
0,551 :
0574 :
0,597 - -
{0,620 2 - 2
0,643 1 . 2
0,666 ) ; 3
0,689 15 i 2
2
2
2
2

LY RV L ST L I )

et
-]
!

B B B b = B B2 BN
'

0,712 15 -
0,735 22 .
0,758 4 -
0,781 ) -
1,034
1,057
1,680
1,103
1,126
1,149 i

[T g
I
)

[
=3
1
1

[
1
b

(=2
|
1

Tabela 6.2: Time delays calculados pelo método da validagio cruzada para sinais medidos
na diregio z.
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Figura 6.19: Dimensbes de mergulho calculadas com o critério da saturagao do expoente
de Lyapunov dominante para os sinais medidos na diregdo z com as seguintes velocidades
de rotagdo e folgas: sinal 1 - =74 Hze ¢ = 0,689 mm;sinal 2- Q =74 Hze c = 1,034
mm,; sinal 3 - § = 11,4 Hz e ¢ = 0,574 mm; sinal 4 - = 16,5 Hz e ¢ = (,345 mm; sinal
5 - £ = 16,56 Hz e extremidade inferior do rotor lLivre.

dimensao de mergulho é calcular o maior expoente de Lyapunov para diversas dimensdes
e vertficar quando o mesmo atinge uma estacionaridade. Este critério, apesar de eficiente,
pode representar um alto custo computacional uma vez que o nimero de expoentes cal-
culado é maior do que o necessario. Por outro lado existe também a possibilidade que a
convergéncia ocorra em dimensdes muito altas, principalmente para sinais com nivel de
ruido alto. :

A figura 6.19 mostra os expoentes de Lyapunov dominantes calculados para os
cinco sinais selecionados onde se pode ver que a convergéncia ocorre para altas dimensdes
pois o ruido presente predomina nas altas dimensdes.

Um outro critério para a escotha da dimensio de mergulho é o dos falsos vizinhos,
apresentado na segio 3.2.1. As dimensbes de mergulho calculadas por este critério estio
mostradas na tabela 6.3 para os mesmos sinais escolhidos anteriormente.,

Em alguns casos, nado diretamente associados a um nivel excessivo de rufdo ou a
um sinal de dura¢do muito curta o critério pode falhar. O critério de escolha da dimensao
de mergulho € o da escolha da dimenso para a qual o ndmero de falsos vizinhos cai a
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folga(mm)

Dimensio de mergulho

7,4 Hz

11,4 Hz

16,5 Hz

0,230

7

0,253

8

0,277

7

0,299

8

0,322

10

0,345

10

0,368

10

0,414

0,463

0,459

0,482

0,505

0,528

0,551

0,374

0,597

OV =3 =J| S| O | O en| Q| @

0,620

0,643

0,666

0,689

0,712

0,735

0,758

| Ot S an| el e | an

0,781

-J| T G| Cn| o) | =3] |

1,034

1,057

1,080

1,103

1,126

1,149

S D | | Ox| L

Tabela 6.3: Dimensdes de mergulho calculadas para sinais medidos na direcio z pelo
método dos falsos vizinhos.

103



o = O,25% mm — = c = 0,733 mm — =

8 - : -
L3 B
b o
] ?
{
ok 05 —
0 0
- -
“O “D
0§ — o0
£ £t
C C
H L
>g >2 |
° f T i — ° T T | I T | I [
1 3 - Ed 0 ] 20
DIimensoo de margulhe Clmeansoe de mergulhe

(a) (b)

Figura 6.20: Curva de percentual de falsos vizinhos versus dimensio de mergulho para
sinais medidos na na dire¢ao = com velocidade de rotagdo de 16,5 Hz: (a) com folga de
0,253; (b) com folga de 0,735 mm.

zero. A figura 6.20(a) mostra uma curva em que isto acontece sem problemas o que se
verificou na grande maioria dos sinais analisados. J4 a figura 6.20(b) mostra uma curva
em que o nimero de falsos ndo cal a zero passando entretanto por um minimo. Isto se
deve & presenca do rufdo que influencia bastante neste sinal fazendo que a dinamica seja
de alta dimensdo. O minimo por que passa a curva esta relacionado com a dimenséo real
do atrator.

Finalmente a dimensio de mergulho pode ser obtida a partir da dimensio do
atrator. A dimens3o de mergulho deve ser maior que o dobro da dimensio do atrator
{ver secdo 3.2). Na segio 6.6, sao apresentados os resultados das dimensdes fractais que
sa0 uma aproximagio da dimensio do atrator. A dimenso do atrator é o menor inteiro
maior que a dimenséo fractal.

Para a escolha da dimensdo de mergulho estabeleceu-se o seguinte critério: a di-
mensao foi deterrninada inicialmente pelo método dos falsos vizinhos. A dimensio local
foi determinada a partir da dimensio do atrator obtida das dimensdes fractais, sendo o
menor Inteiro superior a maior dimensao fractal. A seguir foi garantida a regra de Ta-
kens e Mafié que exige que a dimensao de mergulho seja maior que o dobro da dimensio
do atrator. Esta exigéncia pareceu necessiria, embora alguns autores afirmem que ela
¢ apenas suficiente [11, 27], pois em vérios testes onde nao foi respeitada os resultados
foram desastrosos. O método da saturacio apresentou caracteristicamente uma tendéncia
a convergéncia do invariante em altas dimensées 0 que aumenta a influéncia do rufdo nos
resultados, ndo sendo utilizado.
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6.4 Retratos de Fase

A investigagio de caracterfsticas cadticas nos sinais experimentais comega pela cons-
trugao de vetores no espago de estado reconstrufdo utilizando o método das delay coord:-
nates descrito na se¢ao 3.2. Um primeiro passo na andlise de sistemas nao lineares pode
ser dado através da visualizagio direta da trajetéria no espago de estado reconstruido.

A figura 6.21 mostra alguns exemplos de retratos de fase bi-dimensionais retirados
dos sinais medidos com velocidade de rotagio de 11,4 Hz com folga entre 0,414 mm e 0,597
mm. Estes sinais correspondem aos deslocamentos na diregao z e sao aqueles com maior
evidéncia de comportamento cadtico dentre aqueles cujas transformadas de Fourier foram
apresentadas na segdo 6.2. Pode-se ver que caracteristicas de atratores estranhos como
dobramentos (foldings) estio presentes em alguns sinais (¢ = 0,459 mm a 0,505 mm), mas
estas caracteristicas podem estar associadas a uma maé observagao do atrator (dimensao
de mergulho demasiadamente pequena).

As geometrias destas trajetérias podem trazer informagdes importantes na analise
mas também podem levar a enganos quando esta mesma trajetéria ndo € observada ade-
quadamente (particularmente quando o time delay e a dimensdo de mergulho néo sdo
adequados). Na figura 6.22 s30 mostrados retratos de fase correspondentes a um mesmo
sinal mas obtidos com diferentes #ime delays. Pode-se ver que o efeito de variar o fime
delay é o de observar projegbes diferentes do mesmo atrator. Pode-se intuir com isto que
as consequéncias de uma ma4, escolha do fime delay podem ser drasticas se o atrator for
observado em um espaco de dimensdo insuficiente para representar a dinamica presente.

Um dos exemplos em que o atrator é observado através de uma janela de dimensao
insuficiente é o mostrado pelo retrato de fase da figura 6.23. Este retrato de fase foi obtido
de um sina! adquirido em uma sessio de ensaios anterior & dos dernais sinais analisados
neste capftulo. A peculiaridade do sinal, entretanto, fez com que o mesmo fosse utilizado
para mostrar a influéncia da dimensdo na observagio geométrica do atrator. O sinal foi
medido com o rotor girando com velocidade de 5,9 Hz e a folga existente era de 0,184 mm.
Neste retrato de fase o atrator tem uma dimensao malor do que a observada e embora
tenha uma aparéncia complexa se trata de um atrator periédico com varias harmonicas e
sub-harménicas influenciando significativamente no movimento.

O atrator mostrado na figura 6.23 poderia, 4 primeira vista, ser interpretado como
um atrator cadtico devido aos alongamentos e dobramentos aparentes na trajetéria. A
figura 6.24, entretanto, mostra a transformada de Fourier deste sinal com comportamento
absolutamente periédico com frequéncias harménicas e subharmonicas muito bem defini-

das.

6.5 Diagramas de Poincaré

Os retratos de fase, pelas suas limitagoes intrinsicas, podem esconder algumas carac-
teristicas importantes do atrator observado. Pode-se, entretanto, a partir deles, construir
os diagramas de Poincaré que, por sua vez podem trazer informagdes preciosas sobre a
natureza do atrator como ja foi visto em 3.3. A seguir serdo apresentados os diagramas
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Figura 6.24: Transformada de.Fourier do sinal do qual foi obtido o atrator mostrado na
figura anterior. A velocidade de rotagio € 5,9 Ha.
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de Poincaré dos grupos de sinais comn suspeita de comportamento cadtico identificado na
scga0 6.2, Para a obtengéo dos diagramas foram feitas reconstrugdes tridimensionais do
espago de estado com time delay escolhido aquele que proporcione uma melhor visua-
lizagao do atrator no retrato de fase. A reconstrugio tridimensional foi escolhida pois o
nfimero de pontos disponiveis, apesar de elevado (90000 em cada amostra), cra pequeno
para se obter curvas da informagio miltua com minimo local bem identificével.

Inicialmente a figura 6.25 mostra os diagramas de Poincaré dos sinais gerados com
velocidade de rotagio de 7,4 Hz e com folgas entre 0,620 mm e 0,758 mm, enquanto a
figura 6.26 mostira os diagramas dos sinais com a mesma velocidade de rotagdo € com
folgas entre 1,033 mm e 1,149 mm.

Os diagramas de Poincaré mostrados na figura 6.25 apresentam um comportamento
que evolui de um movimento periédico para bi-periédico e o retorno para o movimento
periddico o que se caracteriza em uma bifurcagio. Neste conjunto de diagramas nao existe
uma evidéncia clara de comportamento caético.

A figura 6.27 mostra uma sequéncia de diagramas de Poincaré correspondentes
aos smais gerados com velocidade de rotagio de 11,4 Hz e folgas entre 0,414 mm e 0,597
mm. Pode-se observar com clareza a formacio de um atrator com caracter{sticas nio
periédicas. O primeiro diagrama mostra os pontos aglutinados ao redor de uma posigio,
sendo o seu espalhamento gerado pelo rufdo presente no sinal. Este diagrama tem uma
caracteristica fortemente periddica. A partir do segundo diagrama comega a ser percebida
a formagio de um atrator que se alonga, quebrando 2 periodicidade. Esta evolugio chega
a0 seu maximo quando ¢ = 0,574 mm onde, associada a esta forma alongada, existe uma
aglutinacio periédica. Para uma folga um pouco maior (¢ = 0,597 mm) o atrator torna-se
novamente periédico.

A figura 6.28 mostra os diagramas de Poincaré do grupo de sinais gerados com
velocidade de rotagio de 16,5 Hz e folgas entre 0,230 mm e 0,368 mm. Estes diagramas
mostram um alongamento do atrator, que embora suave é bem definido e pode signifi-
car ou um comportamento multi-periddico aproximando-se de um movimento cadtico ou,
simplesmente, que o atrator foi reconstruido com um fime delay associado ao periodo
fundamental do atrator, o que niio é o caso j& que o time delay usado para estas recons-
trucbes foi 7 (calculado pela informagio mitua média) o que equivale a 0,231 vezes o
periodo fundamental, nio sendo, portanto nenhuma relagio inteira.

O conjunto de diagramas,de Poincaré mostrado na figura 6.30 evidencia a formagao
de um atrator com forma estranha. Particularmente o diagrama correspondente ao ro-
tor solto apresenta uma forma que faria suspeitar de que existe algum comportamento
diferente do comportamento harménico esperado. '

A anélise dos diagramas de Poincaré & 1til na investigagio de caracteristicas
cadticas mas deixa algumas conclusdes ao sabor da subjetividade. O que se precisa para
identificar os atratores estranhos é uma resposta afirmativa o que deve ser conseguido
com os calculos de invariantes.

A andlise dos diagramas de Poincaré, embora torne um pouco mais claras as in-
formagdes contidas no retrato de fase ainda depende muito dos parametros de mergulho
utilizados e se limita a atratores de dimensio muito baixa. Por outro lado a andlise &
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Figura 6.30: Diagramas de Poincaré - 16,5 Hz
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apenas qualitativa uma vez que, em situagdes limites nio é possivel afirmar 86 um de-
terminado sinal tem ou nio comportamento caético. Para superar estas dificuldades é
necessario quantificar o caos, ou seja, saber o guanto um sinal apresenta comportamento
cabtico ou se 0 mesmo tem apenas um atrator com aparéncia geométrica complicada em
virtude de uma mé reconstrugio.E entfio, necessirio calcular invariantes como os expo-
entes de Lyapunov ou dimensdes fractais que, por si s6, caracterizam o comportamento
apresentado.

6.6 Determinacao das dimensoes fractais

Apds a escolha dos pardmetros de mergulho podem ser determinadas as dimensdes de
capacidade, correlagéo e informagio descritas na secao 3.5. Estes resultados, mostrados
a seguir, podem ser utilizados para a caracterizacio do atrator ou como estimativa para
a dimensdo do atrator.

Os resultados dos calculos das dimensdes de capacidade, correlagio e informagao
estao apresentados nas figuras 6.31 a 6.35 para os sinais previamente selecionados. Fstas
dimensbes mantém-se sempre dentro de limites préximos mostrando que os atratores
presentes possuem dimensdes muito préximas. H4 também uma proximidade razoivel
entre as trés dimensdes calculadas.

A principal dificuldade encontrada no cilculo da dimenséo foi o nimero insuficiente
de pontos adquiridos. Como’ utilizou-se 0 método da saturagio para se delerminar a
dimensao de mergulho, em alguns casos a convergéncia ndo havia sido atingida para uma
dimensdo de mergulho igual a 7. Nestes casos foi escothido o valor mais alto verificando-
se sempre se havia tendéncia & convergéncia, o que acontecen em todos os casos cujos
resultados foram apresentados. Verificou-se também que o compromisso entre o nimero
de pontos adquiridos e a dimensio de mergulbo néo é constante para todos os atratores:
o pumero total de pontos utilizado foi sempre o mesmo (90000) e em algumas vezes o
programa falhava ao calcular a dimensao fractal com dimenséo de mergulho igual a 7 e
outras vezes igual a 8. Nao foi possivel observar nenhuma tendéncia que possibilitasse uma
explicagao para isto. Os graficos mostrados nas figuras 6.31 a 6.35 evidenciam também
a dificuldade em utilizar o célculo da dimensdo para tentar identificar comportamento
com caracteristica de sinais experimentais. Nio parece evidente um critério que possa
ser utilizado para classificar sinals em caéticos ou nao a partir do célculo das dimensdes
iractais. Elas serviram, entretanto, para estabelecer um limite inferior na djmensio dos
atratores analisados.

6.7 Expoentes de Lyapunov

Os expoentes de Lyapunov foram calculados de duas formas diferentes: utilizando o
ajuste polinomial local, e com utilizagdo de modelos de redes neurais, descritos na S€Ca0
44.1.
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Figura 6.31: Dimensdes de capacidade, correlagio e informagao calculadas para os sinais
medidos na direcao z com velocidade de rotagao de 7,4 Hz e folgas variando entre 0,620
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Figura 6.32: Dimensdes de capacidade, correlacao e informacao calculadas para os sinais
medidos na diregdo z com velocidade de rotagio de 7,4 Hz e folgas variando entre 1,034
mm e 1,149 mm (sem contato}.
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Figura 6.33: Dimensdes de capacidade, correlagao e informacao calculadas para os sinais
mwedidos na direcio x com velocidade de rotagio de 11,4 Hz e folgas variando entre 0,414
mm e $,597 mm.
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6.7.1 Expoentes de Lyapunov - Ajuste polinomial

O método de cdlculo dos expoentes de Lyapunov com ajuste polinomial local per-
mite o calculo do espectro completo dos expoentes. Entretanto o cdlculo exige a escolha
de alguns outros parimetros, inerentes exclusivamente ao método, que influenciam no
resultado. O procedimento, entdo para estes calculos foi determinar os parimetros de
mergulho previamente e depois tentar descobrir a influéncia da variagio de alguns destes
pardmetros. Para estes testes foram escolhidos 5 sinais diferentes com comportamentos
tarmmbém diferentes de forma que pudessem se constituir em uma amostra abrangente. Os
sinais selecionados foram os seguintes:

e Sinal 1 - Deslocamento x medido com velocidade de rotagio de 7,4 Hz e folga de

0,680 mm.
e Sinal 2 - Deslocamento x medido com velocidade de rotagio de 7,4 Hz e folga de
1,034 mm.
¢ Sinal 3 - Deslocamento x medido com velocidade de rotacio de 11,4 Hz e folga de
0,574 mm.
¢ Sinal 4 - Deslocamento x medido com velocidade de rotagio de 16,5 Hz e folga de
(0,345 mm.
s Sinal 5 - Deslocamento x medido com velocidade de rotacio de 16,5 Hz e rotor solto.

Numero de termos da série de Taylor

Em todos os sinais testados a utilizagio ou ndo do primeiro termo {constante) da série
de Taylor nao representou qualquer influéncia nos resultados. Entretanto, o ndmero de
termos utilizados mostrou-se decisivo na obtenciao de uma estimativa valida. Nos sinais
analisados ficou evidente que a aproximacao local linear subestima o expoente de Lyapu-
nov dominante enquanto que uma aproximagao polinomial de terceiro grau o superestima
por ajustar o ruido ac mapa. Uma estimativa razoivel sé é obtida com aproximacio
quadratica. A figura 6.36 mostra curvas do maior expoente de Lyapunov em funcio do
numero de termos da série de Taylor utilizados para os cinco sinais previamente seleciona-
dos. Em todos os casos pode-se ver claramente que o expoente apresentia sempre um valor
negativo excessivamente alto para série de Taylor com um unico termo e, normalmente
um expoente positivo também alto para séries com trés termes. Os tinicos valores gue se
apresentam dentro de valores razoaveis sao quando se utiliza dois termos na série. Alguns
testes foram realizados com quatro termos e também foram obtidos expoentes altos.

Duracae do sinal experimental

O maior expoente de Lyapunov tende a estacionar para um niimero clevado de pontos
observados. Resultados absolutamente precisos s6 seriam obtidos com sinais de duracao
mfinita. A utilizagéo de sinais de curta duragéo normalmente implica em uma imprecisio

122



-
Eal
L]
M.
L]
- T
— P
3 ¢4}
R A N S
o 3
c
J
o
2]
=
- |4
N
i 1
no . T ___i—__ " -1 I—
[} ’ {
+ &
£ |
; ¢
8 X
X ; ;
L b
[ ¥ :
! i I i
+] 5 -] k3 a
Moumero de ftermos
0 oG Siral A r oA STnal 2 & & ¢ Sinal 3 & & A Sinal &

¥ XK ¥ Sinal 5

Figura 6.36: Influéncia do nimero de termos da série de Taylor no cdlculo do expocnte
de Lyapunov dominante com ajuste local.

123



-]

(B1tn/9)
z.0
Pad

vapunowv
-]
/ /.ﬂ

o 3 \}\EQ

. L
.U:_ N dh -

r
-

L

ve S
oo *

13

X
s

¢ r '

.0 0.z o,4 (=3} 1.0

- D-a
MNumereo da pontes {(10e5)

o8 Stnal 1 A~ Sinat 2 +——+ Sinal 3 w3 Sinal 4
A Sinal &

Figura 6.37: Influéncia da duragao do sinal no cdlculo do expoente de Lyapunov dominante
com ajuste local.

nos resultados. Na figura 6.37 estao apresentadas curvas do maior expoente de Lyapunov
em fungao do nimero de pontos da amostra empregada. Pode-se observar que n3o hi
nenhuma tendéncia razodvel da qual se possa inferir qualquer conclusio para um pequeno
mimero de pontos. Pode-se ver que para os sinais 1, 3 e 4 0s expoentes sdo muito elevados
para um pequeno nimero de pontos, entretanto, para o sinal 5 acontece o contrario, o
expoente para 20000 pontos é muito pequeno e para o sinal 2 o expoente se mantém dentro
de uma faixa préxima da regiao estacionaria mesmo com um nimero pequeno de pontos.
Para um mimero de pontos alto o expoente, para todos os sinais, tende & estacionaridade.

Nimero de vizinhos

0 uso de um mimero elevado de vizinhos tende a subestimar drasticamente o valor do
maior expoente de Lyapunov. As curvas da figura 6.38 mostram a tendéncia sisteinalica
do maior expoente para um valor negativo clevado. Isto se deve ao use de um ndmero
elevado de vizinhos que faz com que a vizinhanga se estenda a regides demasiadamente
extensas do atralor, o que faz com que o nimero de termos da série de Tavlor nao scja
mais suficiente. Isto refor¢a a conclusio de que um ntdmero pequeno de termos na série
de Taylor subestima o major cxpoente.
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Uso de filtros !

Para analisar os efeitos de filtros lineares foram calculados os expoentes de Lyapunov
dos cinco sinais selecionados utilizando-se um filtro digital linear IIR, passa-baixas. A
primeira dificuldade em analisar os sinais filtrados foi encontrada quando da tentativa de
determinar o time delay pelo método da informagdo miitua média. A figura 6.39 mostra
as curvas obtidas para os cinco sinais com o sinal filirado em 150 Hz. As oscilagbes nas
curvas impedem decisivamente a determinagio do time delay por este método.

Apesar desta dificuldade foi, mesmo assim, determinado o expoente de Lyapunov
com o time delay e a dimenséo de mergulho determinados com o sinal sem filtragem o que,
a rigor, nao estd correto pois o processo de filtragem pode ter retirado do sinal alguma
dimensao associada ao comportamento cadtico. A figura 6.40 mostra uma comparagao
entre os expoenies dominanies calculados para os sinais selecionados sem filiragem e
filtrados com filtros passa-baixas com frequéncias de corte de 50 Hz ¢ 150 Hz. Os expoentes
de Lyapunov estdo apresentados em fungio da dimensao de inergulho para que se possa
ter uma idéia clara da influéncia dos filtros.

A figura 6.40 mostra que a utilizacdo do filtro de 150 Hz influi pouco no expoente
dominante calculado pelo método dos ajustes polinomiais locais e esta influéncia € irre-
gualar, ou seja, dependendo da dimensao de mergulho utilizada o mesmo pode reduzir ou
aumentar o expoente dominante. Como se espera que o filtro reduza o expoente domi-
nante por retirar a influéncia de uma ampla faixa de frequéncias presentes no sinal €, com
isto, reduzir o ruido presente, estes resultados nio permitem conclusdes concretas quanto
a utilidade ou nao do referido filiro. Quanto ac filtro de 50 Hz, o mesmo aumentou o
expoente dominante em quatro dos sinais medidos (sinais 1, 2, 3 e 4). Apenas o sinal 5 é
que apresentou uma redugao nos expoentes dominantes calculados com filtragem.

Uma outra observagdo que deve ser feita a partir dos resultados apresentados na
figura 6.40 é que hd uma tendéncia dos sinais de dimensdo de mergulho mais alta em
apresentarem expoentes de Lyapunov mais altos nos sinais filtrados, quando comparados
com os sipais sem filtragem. Isto € indicativo de uma ineficiéncia deste tipo de filiro em
separar o ruido do sinal pots o ruido se aloja, rormalmente nas dimensdes mais altas. Se
esperaria uma forte reducao do expoente dominante nestas dimensdes mais altas.

Os expoentes de Lyapunov dos sinais filtrados foram calculados pelo método do
ajuste polinomial local

Dimensao de Lyapunov

Como este método permite o cédlculo do especiro de Lyapunov é possivel determinar a
dimensao de Laypunov a partir dos expoentes calculados pela equacio 3.28. Os resnltados
estao apresentados na figura 6.41 '

A dimensao de Lyapunov acrescenta a informagao sobre o miimero de expoentes de
Lyapunov positivos. A figura 6.41 mosira que os sinais analisados apresentam no m#aximo
um expoente positivo.
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Conclusao

Finalmente sdo apresentados na figura 6.39 os expoentes calculados para todos os
conjuntos de sinais selecionados.

Uma anahse do célculo dos expoentes de Lyapunov a partir de um sinal de carac-
teristicas inicialmente desconhecidas deve se utilizar de outros instrumentos que permitam
uma comparagdo, até que se tenha seguranca para apresentar afirmacées conclusivas. Por
isto esta andlise deve utilizar as transformadas de Fourier e os diagramas de Poincaré dos
mesmos sinais.

A anilise do primeiro sinal, cujos expoentes estio mostrados na figura 6.42 (a),
permite que se observe que o caos (expoente maior que zero} pode ser evidenciado em
folgas entre 0,712 mm e 0,758 mm. Os valores obtidos utilizando ajuste polinomial com
s¢ries de Taylor truncadas a partir do terceiro termo (incluidos até o termo quadratico)
foram pequenos (menores que 0,25 bits/s) o que, se comparado com os diagramas de Poin-
caré destes sinals, mosirados na figura 6.25, faz sentido, pois os atralores mals parecem
atratores mulliperiddicos com uma ténue espectativa de caos no nicleo principal do atra-
tor. O dnico ponto divergente, que requer uma maior investigacio, diz respeito aos sinais
obtidos com folgas de 0,643 mm e 0,689 mm. quanto ao primeiro esperava-se um expoente
menor do que o calculado enquanto que para o segundo era esperado um expoente maior.
E interessante notar que, para uma analise comparativa entre os sinais em concordancia
com os diagramas de Poincaré os expoentes de Lyapunov calculados com ajuste local
linear parecem ser mais eficientes. Fles entretanto apresentam expoentes extremamente
baixos o que contradiz uma condigao basica da andlise que € a de que um atrator periédico
tem pelo menos um expoente de Lyapunov igual a zero. As transformadas de Fourier de
todos os sinais analisados confirmam que sernpre existe uma periodicidade presente nestes
sinails, associada ou nae a comportamentos mais complexos.

A figura 6.42 (b) mostra os maiores expoentes calculados em todos os sinais analisa-
dos. A comparagdo com os diagramas de Poincaré mostrados na figura 6.26 é plenamente
concordante. A formagdo do atrator é evidente nestes sinais. O valor do expoente ainda
permanece pequeno (menor que 1) com excessdo para o sinal obtido com rotor solto.
Aqui, o desacordo acontece com a transformada de Fourier mostrada na figura 6.8 (a) que
apresenta uma frequéncia dominante mostrando um sinal quase barménico de amplitude
alta. Uma possivel causa disso € que a n3o linearidade deste sinal nio é causada por um
mecanismo que a transformada de Fourier seja incapaz de captar. Este é tamnbdém um
caso que deve ser mais investigado. '

A figura 6.42 (c) apresenta os expoentes de Lyapunov do conjunto com maior con-
cordancia entre as translormadas de Fourier, diagramas de Poincaré e expoentes de Lya-
punov calculados. As transformadas de Fourier (figura 6.10 mostram uma forte evidéncia
ae caos se analisadas isoladamente. A figura 6.27 mostra uma sequénacia de diagramas de
Pomncaré que deixa clara a formagao do atrator (entre folgas de 0,414 mm a 0.574 mm).
Para o sinal obtido com folga de (1,597 mm ocorre um repentine retorno & periodicidade,
Os expoentes de Lyapunov calculados estdo concordando com estas observagdes. Eles se
mantém abalxo de zcro entre 0,414 mm e 0,505 mm:. s¢ aproximam de zcro em 0,528 min,
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sao maiores que zero em 9,551 mm e 0,574 mm, retornando a valores negativos em 0,597
mim.

A figura 6.42 (d) mostra a formagdo de um atrator com fracas caracteristicas
cadticas. Os diagramas de Poincaré da figura 6.28 confirmam esta conclusio.

A figura 6.42 (e) apresenta um passeio dos expoentes de Lyapunov pelo dominio
positivo. A observagao das iransformadas de Fourier mostradas na figura 6.12 mostra
um comportamento com caracteristicas cadticas. A formagio do atrator também pode
ser vista, embora nao com muita clareza, nos diagramas de Poincaré da figura 6.30.
O diagrama do sinal medido com o rotor solto é bastante interessante permitindo uma
suspeita de comportamento cadtico. O expoente calculado para este sinal ndo é conclusivo
sugerindo uma maior investigacao, também deste sinal.

6.7.2 Expoentes de Lyapunov - Modelo de redes neurais

Os expoentes calculados por este mélodo foram sistematicamente menores que os
calculados com ajuste polinomial local. Em primeiro lugar, isto pode estar relacionado
com a construgao do modelo do mapa de evolu¢ao no espaco de estado dado pela equagio
4.24 que estima o ruido como ruido branco, o que resulta em que o modele alenua o
comportamento caotico. Um outro problema diz respeito a consirucio do modelo de redes
neurais que envolve um alto custo em tempo computacional. O alto custo computacional
exigiu que se hmitasse em 0ito o ndmero de unidades da camada escondida da rede
(neurdnios). Este mimero muitas vezes foi suficiente com o modelo sendo ajustado com
boa precisdo (critério da validagao cruzada) para poucas unidades. Entretanto, em muitos
casos pode-se perceber que melhores resultados seriam conseguidos com um mimero maior
de unidades. Verificou-se, também uma tendéncia ao crescimento do expoente com o
niumero de unidades. O tempo computacional também cresce com o niimero de pontos
utilizados no sinal e como a precisdo decresce hd uma necessidade imperiosa em se verificar
a infiuéncia do numero de pontos utilizados nos resultados. Esta influéncia estd expressa
na figura 6.44 para os mesmos cinco sinats definidos na secao 6.7.1.

Os graficos da figura 6.44 mostram que os expoentes calculados sofrem uma pe-
quena influéncia do ntimero de pontos utilizados quando o niimero de pontos utilizados é
superior a 2000. Decidiu-se, entao usar amostras de 2300 pontos para calcular o expoente
de Lyapunov dominante pelo método que uiiliza o modelo de redes ncurais. Convém
sahentar que o niimero de pontos escolhidos ja fo1 extremamente alio do ponto de vista
do custo computacional.

6.8 Conclusao

Os resultados apresentados neste caprtulo mosiram as potencialidades e limitacdes do
calculo de invarianies como dimensodes fractais e expoentes de Lyapunov bem como as
dificuldades encontradas no calculo destes invariantcs. A potencialidade dos expocnies
de Lyapunov em identificar comportamentos cadlicos a parlir de wn sinal experimen-
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i
tal obtido diretamente de um sistema mecanico, sem nenhum tratamento prévio, esta
evidenciada.
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Capitulo 7

Conclusoes

O presente trabalho apresentou uma andlise do comportamento dindmico nio linear de
um rotor vertical utilizando métodos de andlise que permitem a reconstrucio da dinimica
a partir da observagdo de uma vnica varidvel representativa deste sistema. O principal
enfoque se concentrou na busca por caracteristicas de natureza caética a partir de medicdes
experimentais. Esta busca se justifica por ser a natureza cadtica do comportamento
dindmico nma caracteristica que poderd permitir a identificagio de problemas nao lineares
do tipo do rubbing no funcionamento de rotores e também para auxiliar a construgao de
modelos matematicos adequados para simular o comportamento dindmico do sistema.

O trabalho iniciou com a observagiao experimental do fenémeno do rubbing e a
tentativa de encontrar caracteristicas deste tipo de fenémeno. A observacio de algumas
transformadas de Fourier de alguns sinais medidos originou a suspeita de que algum com-
portamento de natureza cadtica poderia estar presente. Como o sistema estudado era um
sistema real apresentaram-se dois caminhos distintos que poderiam ser seguidos, a saber: a
construgio de um modelo matematico do problema do rubbing atuando no rotor existente
ou, a tentativa de observagéo das caracteristicas cadticas a partir de sinais extraidos dire-
tamente da bancada. Optou-se por seguir o segundo caminho pois havia a perspectiva de
se conhecer novas técnicas que poderiam ser importadas para utilizagdo em diagndstico
de problemas em maquinas. O primeiro caminho, no qual foram dados alguns passos
iniciais, deve ser percorrido com maior profundidade em trabalhos futuros. QO modelo
matematico do rubbing tem sido investigado por alguns autores relacionados no capitulo
1 e algumas propostas foram mostradas no capitulo 2. A possibilidade de comportamento
cadtico traz ac pesquisador que tenta construir o modelo um novo elemento que pode,
inclusive, mudar completamente a sua linha de trabalho. Alguns sistemas podem ter um
comportamento tao complicado que a construcido de equagdes diferenciais ordindrias se
torna impraticivel. Se, apesar disso, se pretender construir um modelo com base nas
equagdes diferenciais ordindrias (como, por exemplo, o modelo com base em elementos
finitos cldssico apresentado no capitulo 2), é necessirio tomar um cuidado especial em mo-
delar todas as possiveis influéncias. Algumas destas infludncias, que em um sistema com
comportamento linear ou fracamente nao-linear poderiam ser desprezives, nesta aplicacio
podem se tornar extremamente importantes quando a natureza cadtica esté presente. Um
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exemplo disso é apresentado a seguir. O mancal inferior do rotor vertical tem uma guia
interna que estd colocada dentro de um rolamento. Pode-se, a principio, pensar que a
influéncia da for¢a de atrito é pequena pois a atuagio de uma for¢a tangencial recebe
uma reagac pequena pois o movimento estd praticamente liberado nesta direcio. Em se
tratando de um sistema com comportamento linear a introdugio desta hipétese poderia
ser valida. Em um sistema com comportamento altamente nfio linear, como é o caso dos
sistemas com comportamento cadtico, uma pequena forga de atrito pode fazer com que
o comportamento dindmico entre em uma regido de forte instabilidade quando analisado
no espago dos parametros. O mesmo acontece com os outros efeitos associados ao rubbing
descritos no capitulo 2.

Uma das grandes dificuldades em encontrar um modelo adequado para o rubbing
estd em construir um bom modelo matemético para o impacto. Modelos simples, com a
utilizagio de coeficiente de restituigio por exemplo, podem nao traduzir completamente
o modelo fisico para a linguagem matemética. Ou seja, a descrigdo do impacto no tempo,
certamente ndo pode ser vista como de duragio instantinea, quando se observa o fenémeno
na realidade. Isto, inclusive, requer um trabalho experimental particular para que seja en-
contrada uma boa descrigdo matematica da dindmica do impacto. Para o rotor estudado,
particularmente, o fato da guia interna do mancal ter sido construida com um material
altamente deformavel aumenta a importancia desta descrigao. Mais uma vez, o compor-
tamento altamente nao linear faz crescer ainda mais a importancia deste aspecto. Efeitos
térmicos também devem ser considerados com extremo cuidado pelos mesmos motivos j4
enunciados {ver secdo 2.1.1).

A construcio de um modelo matematico adequado permitiria uma investigagio do
caos mais completa com construgio de diagramas de bifurcacdo e observagio de compor-
tamentos estaveis e instdveis no espago dos parametros com definigdo das rotas para o
caos. O calculo de invariantes também seria mais facilitado pois haveria um conhecimento
completo do espag¢o em que se desenvolve a dinamica do sistema.

Por outro Jado, percorrer o caminho da determinacio de caracterfsticas cadticas
diretamente da observagio experimental do sistema apresenta algumas vantagens mas
também vérias dificuldades. Todo o procedimento fundamenta-se na reconstrucio do
espago de estado apresentado na secao 3.2. A reconstrucio em si é um processo de ex-
trema simplicidade mas depende de pariametros que devem ser escolhidos previamente
que sdo decisivos para que o espago de estado tenha equivaléncia topolégica com o ori-
ginal do sistema. Estes pardmetros se tornam decisivos por se tratar de um sinal obtido
de um sistema real com as limitages naturais deste tipo de sinal. Destas limitagdes as
mais importantes sdo a presenga do ruido e impossibilidade de se medir um sinal com
duragdo infinita. Ou seja, o tempo de duragio da aquisi¢io deve ser o maior possivel.
Nao foi possivel sistematizar um procedimento que estabelecesse um critério de escolha
do tamanho adequado da série medida mas foram mostrados efeitos de tamanho da série
influenciando decisivamente os expoentes de Lyapunov calculados. Quanto ao ruido foi
apenas testado o uso de um filtro linear passa-baixo que mostrou-se ineficiente em separar
o ruido do sinal, o que ji era esperado. A razio da ineficiéncia dos filiros lineares em
separar o ruido do sinal com caos é que os mesmos interferem na fase do sinal modifi-
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cando assim uma caracteristica sem que se saiba qual influéncia que isto pode resultar
no comportamento nao linear. A utilizagio de filiros de Wiener podem trazer beneficios
em virtude dos mesmos ndo interferirem na fase. S3o também apresentadas algumas
propostas de filtragem do sinal no espago de estado reconstruido, relacionadas na segio
3.8 que devem ser investigadas para aplicagio em problemas de origem mecénica como o
apresentado neste trabalho.

A andlise de caracteristicas geométricas dos atratores a partir da reconstrugio do
espago de estado mostrou-se insuficiente para uma completa identificagio de comporta-
mento cadtico. Os retratos de fase sdo o que se chamaria de uma caricatura do atrator pois
s&o uma visualizacdo de um equivalente topolégico do mesmo. Eles mostram a trajetéria
percorrida no espago de estado reconstruido mas podem facilmente permitir interpretacdes
equivocadas a um observador menos acostumado. A reconstrugio requer, para a sua equi-
valéncia topolégica, que a dimensdo de mergulho seja superior & dimenséo do atrator, é
frequente a construgdo do retrato de fase em uma dimensio menor do que a real o que,
na realidade, ndo permite a visualizagdo do atrator e sim de uma projecio do mesmo. O
mesmo s¢ aplica aos diagramas de Poincaré. Isto reforcou a decisio de utilizar o cilculo
de invariantes como elemento de investigacio do caos no sistema estudado.

Dentre os 1nvariantes, os escothidos foram aqueles para os quais existiam algoritmos
disponiveis para a sua determinagio a partir da reconstrugio do espaco de estado. Foram
entao calculadas as dimensoes de capacidade, correlacio e informagio, os expoentes de
Lyapunov e as dimenses de Lyapunov.

Os resultados obtidos com os célculos das dimensées de capacidade, correlagio
e informagio, ndo mostraram muita eficiéncia em identificar o caos. E dificil acreditar
que seja possivel obter dimensdes inteiras a partir de sinais experimentais. Imprecisdes na
medigio, presenca de ruido e o fato de sempre se ter uma série de duragio finita produzirao
dimensoes fracionarias que nio estarao necessariamente associadas a um atrator caético.
A utihdade do cdlculo dessas dimensdes foi a de colocar um limite inferior na dimensao
do atrator (e, por conseguinte, na dimenséo de mergulho). O célculo destas dimensdes foi
duramente influenciado pela limitagio do comprimento dos sinais no tempo. Em muitos
casos nao foi conseguida uma convergéncia definitiva dos valores calculados em virtude
do nimero de pontos adquiridos ter sido insuficiente.

O calculo dos expoentes de Lyapunov, apesar de influenciado pela presenca de ruido
no sinal mostrou-se uma importante ferramenta para tentar identificar caracteristicas
cadticas nos sinajs experimentais. Os resultados obtidos com o método dos ajustes poli-
nomiais locais mostraram que um esfor¢o maior pode ser concentrado na sua utilizacio
como elemento de analise no diagndstico de problemas de natureza cadtica em sistemas
mecénicos. O método que utiliza um modelo de redes neurais para estimar o mapa que
descreve o comportamento do sistema no espago de estado também parece que deve ser
melhor investigado a despeito do seu alto custo computacional. A sua habilidade de cal-
cular expoentes de Lyapunov em sinais de curta duragéo fazem com que o método merega
uma maior atengao. E possivel que este método seja bastante 1itil na construgio de mode-
los quando a rede ndo precisa ser reconstruida indmeras vezes como é o caso da presente
utilizagao. A utilizagdo de computadores de alta velocidade {os célculos foram realizados
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predominantemente em estagbes SUN-SPARC 2 e IBM-RISC 6000} pode permitir o uso
de redes com um nimero maior de unidades e até mesmo de camadas que possam permitir
um melhor ajuste do mapa no espago de estado.

Com base na analise realizada no capitulo 6 conclui-se que a identificagdo do caos
em sinais experimentais de natureza similar aos sinais analisados neste trabalho é bem
determinada pela presenga de expoentes de Lyapunov positivos, calculados pelo método
do ajuste local. O método que utiliza o modelo de redes neurais precisa de muito traba-
lho ainda para que possa ser eficiente operacionalmente. A investigagdo do caos em sinais
experimentais através do cdlculo de dimensdes fractais, como ja foi considerado anteri-
ormente, n3o apresenta bons resultados pois é praticamente impossivel obter dimensGes
inteiras a partir de dados experimentais.

Finalmente algumas palavras sobre a tentativa de construcao de um modelo ma-
tematico para descrever o comportamento dindmico do sistema. Alguns meétodos sao
apresentados na literatura baseados na construgao de mapas locais de evolugao no espago
de estado. Entende-se que estes métodos devem ser melhor investigados pois o potencial é
grande para auxiliar a analise de tendéncia de comportamento de sistemas mecanicos. Em
virtude da complexidade do fendmeno e da dificuldade em construir um modelo completo
envolvendo todas as possivels causas existentes, capaz de reproduzir o comportamento
dinimico altamente nao linear, a criagio de modelos que nio requerem uma completa
descrigao fisica dos elementos estruturais, pode ser de grande utilidade. Nesta classe
estdo os métodos citados que, constroem mapas de evolucdo do espago de estado recons-
trujdo e também podem ser objeto de futuras investigacdes o uso de métodos baseados
em modelos de redes neurais.
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