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DESENVOLVIMENTO TEORICO E VERIFICAGAO EXPERIMENTAL DE
MODELOS PARA A SOLIDIFICAGCAO EM GEOMETRIA ESFERICA

RESUMO

O objetivo deste trabalho € a analise tedrica e experi-
mental do processo de solidificacdo em geometria esférica, em ter
mos da posigdo da interface no tempo, da velocidade de avanco da
frente de fusao, do perfil de temperatura e da taxa de transferén
cia de calor na superficie da esfera. Inicialmente foi feita uma
revisdo bibliografica detalhada dos trabalhos existentes sobre S0
lidificagao em esferas. Este trabalho foi desenvolvido em duas
etapas distintas: tratamento tedrico e verificacio experimental
Na parte teorica foi dedicada atencdo especial ao método simplifi
cado de London § Seban por fornecer uma solugdo fechada, e ao mé-
todo numérico de Tao para geometrias circulares. Um método numéri
co que utiliza malhas mOveis, originalmente desenvolvido por Mur-
ray & Landis para o plano, foi aplicado para a esfera. O meétodo
integral para a solugdo de problemas de mudanca de fase foi anali
sado e aplicado a geometria esférica. A partir de uma solugdo exa
ta para o processo de mudanga de fase no plano foi considerado um
fator de correcdo geométrico para a obtencdo de uma solucdo apro-
ximada bastante simples para a esfera. Na parte experimental, foi
projetada e construida uma montagem para permitir a verificacao
experimental do processo de solidificagao em esferas e a validade
dos modelos tedricos desenvolvidos.



THEORETICAL INVESTIGATION AND EXPERIMENTAL VERIFICATION OF MODELS
FOR THE FREEZING PROCESS IN SPHERICAL GEOMETRY

SUMMARY

The objective of the present study is to investigate
theoretically and experimentally the solidification process
in spherical geometry and its major parameters such as the
instantaneous position of solid liquid interface, temperature
profile and heat transfer rate. A detailed 1literature inves
tigation on the matter was conducted. The study is divided into
two main parts; theoretical and numerical investigation and
experimental verification. In the theoretical part, London §
Seban's simplified model and the numerical model due to Tao were
analised, numerical model due to Murray § Landis and the integral
method were applied to spherical geometry, and finally a corrected
method. These models were analised and compared one to other.
Experimental testing rig was designed, installed and instru-
mented. Extensive testing programme was done to verify the models,
establish their validity and to obtain a good insight in the

problem.
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CAPITULO 1

CONSIDERACOES GERAIS SOBRE 0O PROCESSQ DE SOLIDIFICACAO

1.1. INTRODUCAO

Problemas de transferencia de calor em regime transien
te envolvendo fusao e solidificacfo s3o importantes em muitas
aplicagoes na engenharia tais como na fabricacgio do gelo, conge-
lamento de alimentos, solidificagao de metais na fundigdo, arma-
zenamento de energia na forma de calor latente, etc. A solugao
destes problemas & dificil porque a interface entre as fases 1i-
quida e s6lida move-se a medida que o calor latente esta  sendo
absorvido ou liberado. Na solidificacdo de substancias puras, co
mo a dgua, a solidificagdo ocorre numa temperatura definida, e
as fases liquida e solida sdo separadas por uma fronteira movel
identificada. Na solidificacac de misturas, ligas e materiais im
puros a solidificagao pode ocorrer ao longo de uma faixa de tem-
peratura e as fases liquida e sdlida podem estar separadas por
uma regido movel de duas fases.

As primeiras solugdes analiticas foram obtidas por La-
mé G Clapeyron [34] em 1831 e por Stefan [78] em 1891 para o pro
blema da formagao do gelo. Embora estessejam os trabalhos mais
antigos, a solugdo exata de um problema mais geral de mudanca de
fase foi discutida por Franz Neumann em suas aulas em 1860, po-
rém suas anotagées somente foram publicadas em 1912. Franz Neu-
mann, ao que parece, foi o primeiro a mostrar que uma expressio
envolvendo a funcdo erro de Gauss era a solugio da equagdo dife
rencial da condugao de calor com solidificagao numa geometria
plana semi-infinita. Esta solugdo de Neumann relaciona a distri
buigﬁo de temperatura e a espessura do gelo em fungdo do tempo,
quando a superficie de uma grande quantidade de 3gua tem sua tem
peratura baixada para valores inferiores ao ponto de congelamen-
to. Esta solugao mostra que para um congelamento unidirecional,a
espessura do gelo ¢ proporcional a raiz quadrada do tempo. Usan-
do esta relagao juntamente com dados observados na formagao do
gelo, Neumann obteve um valor para a condutividade do gelo den-

tro de uma precisao de 10%.



A solucao de Neumann foi desenvolvida de uma forma di-
ferente por Lightfoot [41) que foi o primeiro a utilizar este es
tudo para a analise da solidificaco de lingotes de ago. No mode
lo de Lightfoot, a frente de solidificagao era considerada uma
fonte movel de calor e o molde era considerado como tendo as me s
mas propriedades do ago solidificado. Schwarz [70] generalizou a
forma da solugao para levar em conta as diferengas de proprieda-
des entre o metal e o molde. Esta solucdo considera o crescimen-
to unidimensional da camada de metal solido a partir de uma pare
de plana do molde em condigdes de regiao semi-infinita. Nao sao
disponiveis solugoes analiticas para a solidificagao em moldes

cilindricos e esfericos.

1.2. RESUMO DOS PRINCIPAIS ESTUDOS EM GEOMETRIAS ESFERICAS

Um dos primeiros trabalheos para analisar o processo de
solidificagdo em geometrias esféricas foi desenvolvido por Lon-
don § Seban [42] em 1943. Este modelo & de certa forma muito sim
plificado pois considera desprezivel o sub resfriamento da cama-
da solidificada em relacao ao calor latente de fusao. Em outras
palavras, nao leva em consideragao a variaciao da energia interna
da calota esferica solidificada a medida que a frente de solidi-
ficagdo vai se deslocando para o centro da esfera. Esta simplifi
cacao fornece bons resultados para nimeros de Stefan relativamen
te baixos. O nimero de Stefan e uma relagao entre o calor sensi-
vel e o calor latente do material. A simplificagao proposta por
London § Seban produz bons resultados para numeros de Stefan me-
nores que a unidade, porque nestes casos, o calor sensivel (ener
gia interna) sendo menor que o calor latente de fusao reforga a
hipotese simplificadora. Um caso tipico onde esta simplificacio
se mostra adequada & no processo de fusido e formacao do ge-
lo. Em 1945, Seban & London [43] realizaram medidas experimen-
tais em tomates (95% de agua) considerados como esfera de 6 0mm
de diametro e o tempo de solidificacdo medido através da inser-
¢do de termopares diferiu em 11% dos seus resultados tedricos.

Em 1948 Paschkis [57] desenvolveu um método analdgico
para o estudo da solidificagdo em esferas de ago. Num método ana
16gico o sistema térmico & substituido por um circuito elétrico



analogo composto de resistores e capacitores, em regime transien
te. Paschkis dividiu o sistema em vidrias partes iguais, cada uma
representada por uma resistencia elétrica e um capacitor. As re-
sistencias elétricas simulam a resisténcia térmica ao fluxo de
calor e os capacitores simulam o efeito do calor especifico. A
precisao do método esta diretamente ligada ao conhecimento preci
so das propriedades térmicas dos meios envolvidos e da sua varia
¢ao durante o processo. Paschkis concluiu que erros nos valores
do calor especifico e do calor latente influem sensivelmente nos
resultados, ao passo que erros na condutividade térmica tém in-

fluencia bem menor [56].

Em 1954, Kreith § Romie [33] apresentaram uma solugdo
para a determinagdo da posicdo da interface sdlido 1iquido e pa-
ra a temperatura superficial em geometrias esféricas. O modelo
desenvolvido admite por hipéteses que o material tem uma tempera
tura de fusdo definida, que inicialmente toda a fase 17quida es-
ta na temperatura de fusio e que todas as propriedades do mate-
rial sdo uniformes e constantes. Além destas hipoteses, foi admi
tido que o gradiente de temperatura da fase solidificada na in-
terface ¢ constante, o que equivale a admitir que a velocidade
da frente de fusdo € constante. Estas hipdteses resultanm numa
equagdo cuja solugdo para a distribuicao da temperatura é obtida
por um metodo de aproximacdes sucessivas, onde a temperatura é
expressa por meio de uma série. Entretanto os autores verifica-
ram que nao era possivel um processo de solidificagdo com as hi-
poteses admitidas, ou seja, com a velocidade da frente de fusio
mantida constante durante todo o processo. A medida que a inter-
face vai se aproximando do centro da esfera no processo de soli-
dificag3o, a temperatura superficial da esfera necessaria para
manter esta condigdo € maior que a temperatura de fusio do mate-

rial.

Em 1958 Longwell [44] utilizou uma técnica grafica pa-
ra obter valores numéricos para problemas unidimensionais de so-
lidificagao, incluindo geometrias esféricas. Para fronteiras es-
taciondrias as equagdes diferenciais para cada fase sao facilmen
te resolvidas pelo método grafico de Schmidt. Entretanto, para
uma interface movel €& necessario considerar uma série de posi-
¢O0es fixas da interface, expressando o balango de energia nesta
interface na forma de diferengas finitas. Este método considera
0 superaquecimento da fase liquida do material a ser solidifica-



do. Para o desenvolvimento do seu mctodo, o autor considercu que
a transferéncia de calor no sdlido e no liquido se di por condu-

cdo apenas.

Em 1966 Langford [37] apresentou uma solugao fechada pa
ra o processo de solidificagao no interior de esferas. Neste tra
balho foi considerado que a solidificacdo ocorre numa temperatu-
ra definida, que todo o liquido se encontra nesta temperatura de
fusdo e ainda que a velocidade da frente de fusao é mantida cons
tante durante todo o processo. Num trabalho posterior [36] o
mesmo Langford obteve outra solugao fechada para o problema mas
para uma condicao de contorno diferente na interface. Neste caso
foi considerada uma relagao ndo linear entre as derivadas de or-
dem um ¢ de ordem dois da posigao da frente de fusdo no tempo

para geometrias esféricas.

Dos métodos numéricos desenvolvidos para a anilise da
solidificagao em geometrias circulares, o mais conhecido & o de
Tao [81] publicado em 1967. O método analisa o processo de soli-
dificagao em cilindros e esferas considerando um coeficiente de
transferencia de calor médio e constante entre a superficie ex-
terna do material que se solidifica e o fluido refrigerante. Tao
empregando um sistema de malhas fixas, determinou a posigao da
interface so0lido liquido em fung3o do tempo e o perfil de tenpe-
ratura no so6lido no instante final da solidificacgao para casos
genéricos, sem considerar algum caso especifico aplicado.

Em 1968 Megerlin [45] obteve uma solucdo por meio de
série para a equagao da conducio com mudanca de fase para geome
tria esférica admitindo um perfil polinomial para a temperatura.

A técnica da colocagdo do sistema de coordenadas esfé-
ricas na forma de um sistema retangular pela utilizacdo do produ
to raio~-temperatura como variavel foi utilizada em 1970 por Cho
§ Sunderland [9 ] para obter uma correcdo a ser aplicada a geo-
metria plana a fim de produzir resultados aproveitiveis para a
geometria esferica. Desta forma foi obtido um fator aproximado
de corregao para a geometria esférica que €& bastante valido no
inicio do processo de solidificagao mas que se desvia a medida
que a interface se aproxima do centro da esfera. A precisio do
método & melhor para nimeros de Stefan pequenos.

Em 1971 Shih & Chou propuseram um método iterativo de



aproximagoes sucessivas [76] para o estudo da solidificagao em es
feras. Os resultados, comparados com métodos numéricos, se mostra
ram satisfatorios exceto para valores de Stefan altos e Biot bai-
xos. Uma aproximagao até terceira ordem se mostrou suficiente. Os
autores também observaram que nesta técnica de resolugdo, a trans
formacao convencional do sistema de coordenadas esféricas na for-
ma de um sistema retangular nao porduzia resultados convergentes.

Em 1973 Pedroso e Domoto [61] aplicaram a técnica da
perturbagao para o estudo da solidificacao no interior de esferas.
Foi considerada a situagao onde a temperatura da superficie esfé-
rica era mantida constante e além disso, as propriedades do mate-
rial ja solidificado foram consideradas constantes. Foi aplicada
uma transformacao nao linear na sequencia das somas parciais na
solucdo da perturbagao para aumentar o campo de aplicagao.  Para
a solidificagdo no interior de esferas a solugao regular da per-
turbacao diverge para posigOes da interface proximas do centro da
esfera. Para solucionar este problema da divergencia da  solugido
nas posigbes proximas do centro, os autores apresentaram ainda em
1973 um outro trabalho onde a solucao na forma de série foi modi-

ficada para garantir a convergéncia [60].

Um estudo analitico para a solidificagdo no interior
de esferas e cilindros foi apresentado em 1974 por Riley, Smith e
Poots [64]. Entre outras hipéteses, este tratamento considera

propriedades térmicas constantes para o material e numero de Ste-
fan menor que a2 unidade. As solugdes obtidas sdo na forma de sé-
ries sendo efetuada uma analise para acomodar a variagao brusca

que ocorre no perfil de temperatura um pouco antes da solidifica-
gao do centro da esfera. Embora a teoria seja de natureza estrita
mente assintotica, os resultados obtidos estaoc razoavelmente pro-
ximos das solugdes numéricas para numero de Stefan igual a 0,1.

Em 1977 Kern § Wells apresentaram um artigo [31] tratan
do da solidificagdo em geometrias cilindricas e esféricas descre
vendo um modelo fisico que pode ser resolvido para coeficiente de
transferéncia de calor finito ou infinito, sendo que este {ltimo
equivale a uma temperatura de parede especificada. O modelo € ba-
seado na hipdtese de um perfil linear de temperatura na camada so
lidificada associado a um termo que corresponde a remogao da ener
gia interna desta camada. Como resultado sao obtidas expressoes
simplificadas para o tempo de solidificag¢do em funcdo da variavel



espacial. Os resultados obtidos através desta técnica apresentanm
erros inferiores a 10% quando comparados com resultados numéri-
cos, Este trabalho admite a possibilidade do 1liquido estar numa
temperatura acima da temperatura de fusao (superaquecimento) .Nes
te caso, o calor sensivel do superaquecimento & adicionado ao ca
lor latente do material sendo este valor corrigido do calor 1a-
tente utilizado nas formulas propostas.

1.3. APLICACOES

1.3.1, Difusao

A analogia entre os fendomenos da transferéncia de ca
lor e da transferencia de massa permite que os resultados desen
volvidos neste trabalho também sejam validos para fendmenos de

difusao [13].

Difusdo € o fenomeno pelo qual a matéria é transpor-
tada de uma parte do sistema para outra, como resultado do movi-
mente irregular das moléculas - ndo ha diregdo preferencial des-

te movimento.

A teoria matemitica da difusdo em substancias isotrg
picas baseia-se na hipotese que a transferencia de massa da subs
tancia em difusdo, por unidade de area de uma se¢ao, € proporcio
nal ao gradiente de concentragao medido normalmente a secdo. Es-
te fator de proporcionalidade € a difusividade de massa, também
conhecida como coeficiente de difusdo. Esta relacdo € conhecida
como lei de Fick. Portanto na difusio, um gradiente de concentra

gao provoca um fluxo de massa.

Na transferencia de calor por condugido, o fluxo de
calor por unidade de area de uma seg¢ao é proporcional ao gradien
te de temperatura medido normalmente a secao. Este fator de pro-
porcionalidade e a condutividade térmica. Esta relagdo & conheci
da como Lel de Fourier da condugao. Portanto na transferéncia de
calor por condugdo, um gradiente de temperatura provoca um fluxo
de calor. A Lei de Fourier pode ainda ser colocada de outra for-
ma. Dividindo-se a condutividade térmica pela densidade e pelo
calor especifico e multiplicando-se a temperatura por estas mes-
mas quantidades de modo a nao se alterar a expressido, o fluxo de



calor fica sendo dado pelo produto da difusividade térmica pelo
gradiente de concentracao térmica. A concentracio térmica & uma
grandeza fisica definida como o produto da temperatura pela den-

sidade pelo calor especifico.

Portanto, um exame da Lei de Fick da difusao e da Lei
de Fourier da condugac, mostra que estas duas leis sao analogas,

dadas por expressoes da forma

fluxo = {difusividade) x (gradiente de concentragao)

Isto significa que na difusao, um fluxo de massa & da-
do pelo produto da difusividade de massa pelo gradiente de con-
centragao de massa. Na conduczo de calor, um fluxo de calor &
dado pelo produto da difusividade térmica pelo gradiente de con-
centragao térmica. As duas difusividades, a de massa e a teérmica,

tem as mesmas dimensoes.

Da mesma maneira, a equagao geral da difusao € analoga
a equagao geral da condugao. A equagao geral da difusdo diz que
a variacdo da concentragao de massa no tempo € igual ao produto
da difusividade de massa pelo laplaciano da concentragao de mas-
sa. Analogamente, a equagao geral da condugdo diz que a variagio
da concentrag¢ao térmica no tempo € igual ao produto da difusivi-
dade térmica pelo laplaciano da concentragao térmica.

Problemas de difusfo com fronteiras moveis:

Uma classe geral de problemas de difusao ocorre quando
algumas moléculas ficam imobilizadas e ni3o podem prosseguir no
processo de difusao. Isto pode ocorrer devido a uma reagao quimi
ca quando as moleculas em difusdao ou sao precipitadas ou formam
um novo composto quimico imdvel. Também podem ocorrer tipos me-
nos especificos de adsorgao em posigdes localizadas. Estes pro-
cessos de imobilizagdo considerados s3o irreversiveis e tiao rapi
dos comparadcs com a taxa de difusdo, que podem ser considerados
instantaneos. Somente um numero limitado de moléculas pode ser
imobilizado num determinado volume do meio. Exemplos desta situa
gdo sdo a difus@o do oxigénio no miasculo, onde o oxigénio se com
bina com o acido litico; a reagdo de ions Cu’ com grupos Ccs, a
medida que se difundem em xantato de celulose; e a difusio de



fons de periodato em fibras de celulose e a sua remocdo pela com-
binacdo com grupos glucose da celulose. Uma caracteristica essen-
cial do problema idealizado da difusao acompanhada da imobiliza-

¢do instantanea e irreversivel de um nimero limitado de moléculas
em difusao € que existe uma fronteira definida movendo-se atra-
vés do meio. Ela separa a regiso onde todas as posicoes estdo ocu
pada. Na frente da fronteira movel, a concentracdo das moléculas
em difusdao livre € zero e atras dela, a imobilizagdo € completa.

Este problema matematico & o mesmo da transferencia de calor num
meio que sofre mudan¢ca de fase numa temperatura determinada num
processo de absorgdo ou liberagao de calor latente. A Figura 1.1

ilustra esta situagao.

Caracteristicas da difusao:

Enquanto que formalmente a matematica da transferéncia
de calor e da difusao seja a mesma, duas propriedades importantes
nos sistemas praticos tendem a ser diferentes para os dois fenome
nos. Enquanto o coeficiente de transferencia de calor (condutivi-
dade} pode variar com a temperatura, em geral o campo de variagao
€ muito menor que o correspondente coeficiente de difusio que po-
de variar ate 100 vezes ou mais numa experieéncia. O coeficiente de
difusdo frequentemente cresce linearmente ou exponencialmente com
o aumento da concentracio e desta forma & preferivel uma solugdo
numérica em vez da tentativa de uma solucdo analitica baseada na
hipdtese de coeficiente de difusdo constante. A segunda diferenca
€ que a reagdo de imobilizagdo geralmente provoca uma variacgio de
volume em um dos lados da fronteira movel. Este fenomeno provoca
um movimento relativo do meio muito mais significativo do que no
fenomeno analogo de transferéncia de calor com mudanca de fase.

1.3.2. Solidificacao de Metais em Processos de Fundicao

Os processos de fabricagdo de pegas metalicas utili-
zando a solidificagao s3ao conhecidos e aplicados de forma empiri-
ca ha milhares de anos. Como em geral acontece com processos mui-
to antigos e tradicionais a fundicao se desenvolveu tecnologica-
mente por tentativas nio havendo a preocupagao de uma anélisecjsg
tifica do processo de solidificacdo. Entretanto, a intensificacio
de processos que envolvem a fusao e a solidificacao na produgao de
pecas desde as mais simples até aquelas que exigem alto grau de



precisao tornou necessaric um estudo cientifico do fenomeno.

Praticamente todas as pecas metalicas, com excecao da-
quelas obtidas pelo processo de sinterizagdo, passam por um pro-
cesso de fusdo e solidificacido em alguma etapa de sua fabrica-
¢do. Isto pode ocorrer tanto diretamente, na fundicao de pecas
utilizando moldes com o formato desejado, quanto indiretamente
na obtengao de lingotes para posterior fabricacdo de pegas atra-
vés de algum processo de conformacao (usinagem, forjamento, etc).

Em geral a velocidade de propagacgao da interface sdli-
do-1iquide durante a solidificacdo & controlada pela taxa de re-
mogao de calor nesta interface. Em muitos casos de interesse pra
tico a Ginica maneira do calor ser removido & por condugdo atra
vés do metal ja solidificado. Portanto a taxa de solidificagao
somente pode ser obtida pela andlise das variacOes térmicas e
das distribuigoes de temperatura no solido. Estes efeitos entre-
tanto devem ser compativeis com a condu¢do de calor no molde. O
primeiro passo para a compreensao do fenomeno & isolar o metal do
molde e considerar o fluxo de calor no metal separadamente usan-
do a mais simples das condigbes de contorno: temperatura de su-

perficie constante.

Se uma massa semi-infinita de metal liquido, inicial
mente a uma temperatura uniforme pouco acima do ponto de fusao
tem sua superficie repentinamente resfriada e mantida abaixo da
temperatura de fusao vai ocorrer a solidificagao de acordo com a
relagdo parabdlica desenvolvida por Neumann. Em qualquer geome -
tria finita, o superaquecimento € dissipado logo no inicio do
processo sendo que quase toda a solidificagio ocorre com o liqui
do substancialmente na temperatura de fusdo [5]. Portanto é ana
liticamente mais simples considerar o metal liquido inicialmente
na sua temperatura de fusao, introduzindo depois uma corregdo pa
ra o superaquecimento de tal refinamento se fizer necessario. De
qualquer maneira, o efeito do superaquecimento € em geral muito
pequeno para metals pois calorificamente o superaquecimento e
apenas uma pequena parte do calor a ser removido durante a soli-

dificagao.

1.3.3. Armazenamento de Energia

As aplicagoes de energia solar em grande escala, tanto
para produgdao de poténcia quanto para processos industriais de-
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pendem fundameptalmente de um sistema de armazenamento capaz de
fornecer e absorver calor nas quantidades necessarias. Um siste-
ma de armazenamento eficiente & uma pega vital de um equipamento
de conservacao de energia. Os problemas tipicos envolvidos nos
sistemas convencionais de armazenamento sio a capacidade de arma
zenamento e a taxa de calor transferido pelo sistema. 0 proble-
ma da capacidade de armazenamento pode ser resolvido pela utili-
zagao de um material que muda de fase durante o processo, e o
problema da taxa de calor transferido pode ser solucionado pelo
emprego de um leito fixo ou até mesmo um leito fluidizado.

Baseados nestas observagoes, Milanez § Ismail [47] pro
puseram um armazenador de calor latente com fluidizacdo. Neste
sistema, um material que armazena energia na forma de calor la-
tente estia contido em pequenas cipsulas cilindricas, ou preferi-
velmente esféricas, de aluminio fluidizadas num meio 1iquido. Es
te equipamento pode ser utilizado inicialmente como leito fixo,
0 que por si sd ja representa uma elevada taxa de transferéncia
de calor em relacao aos sistemas convencionais. Nos instantes on
de houver necessidade de uma maior taxa de transferencia de ca-
lor, a descarga do fluido pode ser aumentada até valores acima
da velocidade minima de fluidizagdo quando entio ocorre a fluidi
zagdo e o coeficiente de transmissio de calor chega a ser de duas
a quatro vezes maior que o coeficiente de transmissao de calor
no leito fixo. A quantidade de calor transferida pode ser aumen
tada ainda mais através de agitacgdes periddicas de todo o siste-
ma [20]. Tal equipamento esta mostrado na Figura 1.2.

1.3.4, IndUstria do Vidro

Quando se consideram os problemas de fronteira movel
na indistria do vidro [22], e também em outras inddstrias, deve-
se determinar o que se deseja da analise. Uma solucao exata de
um problema bem definido raramente € a prioridade maior. Una

- -, - -
solugao numerica parece ser preferivel a um tratamento analfiti-

co aproximado.

O primeiro problema a ser considerado & a fusio da mis
tura, a base da fabricagdao do vidro. A mistura que & constitui-
da de areia, cal, cinza e outros constituintes em menores propor
g0es € aquecida juntamente com residuos de vidro provenientes de
perdas durante o processamento. A condutividade térmica da mistu
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ra ¢ baixa e desta forma o interior da mistura ndo é afetado an-
tes que a superficie comece a se fundir, e a interface entre 0
vidro fundido e a mistura fria move-se através da mistura, carac-
terizando uma fronteira movel. Todas as reagdes quimicas ocorrem
a uma temperatura bem definida (850°C) com uma taxa de transferen
cia de calor conhecida. A mistura & aquecida principalmente por
cima, ¢ embora as principais reagGes ocorram por volta de 850°C a
areia ndo se dissolve imediatamente no liquido resultante até que
a mistura atinja 1450°C. Um aumento rdpido na condutividade tér-
mica com a temperatura, € a incerteza com relagdo aos valores
reais da condutividade, sao os unicos fatores que complicam a ana

lise deste processo.

1.3.5. Geofisica

Problemas que envolvem fronteiras moveis com mudanga de
fase com transferencia de calor e difusao ocorrem em quase todos
os campos da geofisica [82]. O congelamento de corpos aquosos &

um exemplo.

Fronteiras de mudanga de fase sao muito importantes na
meteorologia. A fronteira inferior de uma nuvem representa um ca-
so de convecgdo através de uma fronteira de fase.

Estudos mais complexos da fisica das nuvens necessitam
de estimativas do transporte turbulento e s3ao semi-quantitativos.
A falta de compreensao dos processos de nucleagao e formagdo de
gotas dificulta uma andlise quantitativa.

1.3.6. Astrofisica

Ha cerca de 50 anos vem sendo estudado o interior das
estrelas, e sua evolugao com o tempo. Estes estudos explicam ra-
zoavelmente bem as poucas propriedades medidas diretamente na ma-
ioria das estrelas [16]. A compreensido de certos fendmenos s0 foi
aprimorada de 20 anos para ca com o aparccimento de computadores
mais eficientes. As equagoes supostas adequadas sao poucas e sim-
ples, pelo menos se considerarmos uma simetria esférica (irrota-

cional, nao magnetica, isolada) para as estrelas .
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1.4. OBJETIVOS DESTE TRABALHO

Na anilise dos processos de fusdo e solidificacdo as
dificuldades sao tanto maiores quanto mais complexa a geometria.
Desta forma, a geometria plana tem sido a mais estudada, tanto
analitica como experimentalmente, para a qual ja foram obtidas
algumas solugfes exatas. Para geometrias cilindricas e esféri-
cas, as poucas solugoes desenvolvidas sao quase todas  baseadas
em aproximagdes matemiticas para a solugdo das equagoes diferen
ciais que descrevem o fenOmeno ou numéricas.

Os objetivos do presente trabalho sao:

1.4.1. Analise completa de um método simplificado que nao
considera a variacao da ecnergia interna da calota es-
ferica ja solidificada.

1.4.2. Desenvolvimento de um método numérico para a analise
da cinética e das distribuigées de temperatura no pro
cesso de solidificacdo em geometrias esféricas. Na
auséncia de um método exato para esta geometria, este
método sera adotado como referencia para  comparagio
com os demais métodos desenvolvidos neste trabalho.

1.4.3. Revisdo biografica e analise de um método integral a-
proximado para o estudo do fenomeno da solidificacgado.
Aplicagdo deste método para geometrias esféricas.

1.4.4. Andlise de um método exato ja existente para geome-
trias planas. A partir deste estudo e juntamente con
os resultados obtidos numericamente, obtencao de um
fator de correcao que aplicado aos parametros desen-
volvidos para o plano, fornega resultados que sejam
validos para a esfera, dentro de uma faixa de preci-

sao aceitavel na engenharia.

1.4.5. Projeto e construgao de um dispositivo para simular a
solidificagao radial utilizando um molde refrigerado
a agua e a ar com formato conveniente para simular a
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geometria esférica e a0 mesmo tempo permitir a medi-
da da cinética de solidificac3o e dos perfis de tempe

ratura no material.

1.4.6. Determinagao experimental da cinética e das distribui
¢oes de temperatura durante o processo de solidifica-
cao para o chumbo e o estanho, solidificados em mol-
des esfericos refrigerados, para duas condigdes de
resfriamento: agua e ar.

1.4.7. Comparagao dos métodos desenvolvidos recomendando o
melhor método e o mais vidvel para cada aplicacio.
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CAPITULO 2

0 MODELO SIMPLIFICADO

2.1. DESCRICAO DO MODELO

O modelo simplificado a ser analisado neste capitulo pa
ra o processo de solidificagao em geometrias esféricas foi ideali
zado por London § Seban [42].

Seria analisado aqui o processo de solidificagao com as
equagdes valendo igualmente para o processo de fusdo. 0 sistema
a ser estudado estd esquematizado na Figura 2.1.

Consideremos uma esfera de raio R inicialmente cheia de
material liquido na temperatura de fusio Te. A esfera & resfriada
por um fluido a temperatura constante T,. A transferéncia de ca-
lor entre a parede da esfera e o fluido € controlada pelo coefi-
ciente de pelicula h considerado constante. As propriedades térmi
cas do material como a densidade p calor especifico c e a conduti
vidade k sao consideradas constantes durante todo o processo.

O calor e transferido da frente de fusio até o fluido
de resfriamento, no processo de solidificacdo. Consideremos este
fluxo de calor controlado por duas resisténcias térmicas: a resis
tencia oferecida pela casca esférica solidificada e a resisténcia
convectiva do lado externo da esfera. Se a resistencia térmica o-
ferecida pela parede da esfera (idealmente metalica) for signifi-
cativa em relagao a resisténcia convectiva, também deverd ser con
siderada na analise. Esta resistencia pode ser inclulda numa re-
sistencia externa global que seria a soma da resistencia convec-
tiva do fluido de resfriamento com a resisténcia térmica de condu

gao da parede da esfera.

A hipotese simplificadora fundamental deste modelo e
que o calor sensivel devido ao sub resfriamento da parede solidi-
ficada & desprezivel em relagdo ao calor latente de fusio L, ou

seja,

L

<< 1 (2.1)
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2.2. CIRCUITO TERMICO DO SISTEMA

A suposigao de que o calor sensivel do material solidi-
ficado € muito menor que o calor latente de fusdo tem como impli~
cagao que a calota esférica solidificada transfere calor como se
estivesse em equilibrio. Desta forma, a resistencia térmica de
condugdo desta calota esférica pode ser escrita como

R - rf
R, ®= ——m (2.2)
417erf

A resisténcia térmica de conveccdo no contorno  exter-

no da esfera pode ser expressa por

1

Ry = (2.3)

41R%h

Assim, o fluxo de calor que esta sendo removido do inte-

rior da esfera & dada por

Q = ——— (2.4)

O circuito termico equivalente deste modelo esta repre
sentado na Figura Z.Z. Neste circuito, a corrente térmica Q (flu-
xo de calor) necessaria ao processo de solidificagdo passa atra-
vés da resisténcia de condugio da camada solidificada Ry que € va
ridvel de acordo com a espessura desta camada, € a seguir passa
pela resistencia de conveccao Rh no contorno externo da esfera.
Desta forma o calor & transferido desde o material liquido que por
hipOtese se encontra na temperatura de fusio Te, ate o ambiente en

volvido por um fluido na temperatura T..
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2.3, ANALISE DO PROCESSO DE SOLIDIFICAGAO

0 fluxo de calor necessario para solidificar um volume
45r?dr num tempo dt &

2 dre
Qf = 47 p L rf —d'Tt— (2'5)

Como neste modelo simplificado este fluxo de calor Qf e
igual ao fluxo de calor Qo que esta sendo removido do interior da

esfera, igualando os fluxos

dr T, - T
47 p L 1o —L = £ (2.6)
i dt R ~-r 1
f +
4nkRry 4n R*h

dr.| R-r 1
-p L r; £ £ . 1 =Tg - T, (2.7)
dt Jx R rf R%h |

Integrando,
1 k [ ro s | re,o[1 11 To-T
f2 f "=
—_— _£) - 1{-(—=) |- - H(Hﬁ) = kt (2.8)
6 3Rh] R R 2 3 R p L R?

E conveniente que a solugdo obtida esteja na forma adi-
mensional. Introduzindo as variaveis adimensionais

r r
X =1 - — g:]_-.._.f.
R R
(2.9)
at T-T,
T:...; P B ——
R Te-T,

0 sistema descrito por estas novas variiveis esta esque

matizado na Figura 2.3.
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Por conveniencia, sejam os parametros

C(Tf"‘Tm) .
Ste = ————  numero de Stefan (2.10)
L
hR .
Bi = — numero de Biot (2.11)
k

ApOs estas definicdes, a equacao (2.7) pode ser utiliza
da para fornecer a velocidade de avanco da frente de fusio na for
ma adimensional.

de Ste Bi

dt  Bi e(l-eg) + (l-£)?2

A integral desta expressao fornece a relagao entre a po
sigdo da frente de fusdo e o tempo de solidificacio.

1] |

1 1 (1- e) 1
T=—K == — = (1~ e) - - —_— (2.13)
Ste ] 3 Bi 2 3 ,r
Ou rearranjando,
1| e? g8 1 e?
T=—j(—-—)+— (e-e? + —) (2.14)
Stej 2 3 Bi 3

O tempo de solidificacao completa pode ser obtido fazen

do e=1, e assim

1 1 1

T = —— (— +

Ste 6 3 Bi

(2.15)

O perfil de temperatura pode ser obtido através da com-
paragdo do fluxo de calor retirado na frente de fusdo com o fluxo
de calor numa posig¢do genérica da calota solidificada.
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Tf - Too T - Tm
= (2.16)
R-rg 1 R-r 1
+ +
4m k Rre  4m R*h 4w k Rr  4m R*h
Simplificando, rearranjando e adimensionalizando
X 1
+ —
1-X  Bi
o = (2.17)
€
—_—t —
l-e  Bi

Esta claro portanto que os numeros de Stefan e Biot vao
determinar o comportamento do sistema. Isto porque o nimero de
Stefan fornece um balango das energias na forma sensivel e laten-
te que o sistema pode entregar e o numero de Biot caracteriza a
relagdo entre a resistencia térmica interna e a superficial.

2.4. COEFICIENTE DE TRANSFERENCIA DE CALOR INFINITO

Podemos agora considerar o caso particular onde o coe-
ficiente de transfereéncia de calor por convecgdo € muito grande,
ou seja, um numero de Biot tendendo ao infinito. Esta condigao de
contorno & equivalente a uma temperatura superficial constante
no contorno da esfera. Com esta nova hipotese simplificadora, as
expressoes ja desenvolvidas podem ser novamente escritas para

Bi + = como:

de Ste
—_— = (2.18)
dt g(l=-c)
1 [e2 g?
T = — fom = — (2.19)
Ste | 2 3
X 1l-¢
8= (—)(—) (2.20)
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2.5. TAXAS DE TRANSFLRENCIA DE CALOR

Para o estudo de armazenadores de energia que wutilizam
material que muda de fase durante o processo, o que interessa sao
as taxas de transferéncia de calor. As equagles até aqui desenvol
vidas nio fornecem uma relagdo explicita do fluxo de calor em fun
cdo do tempo, mas do fluxo de calor em fungdo da varidvel espa-

cial. Assinm,

Q, = . (2.21)
R"I'f 1
+
4 k Rrp 4w R2h

Esta expressdo pode ser adimensionalizada [30] definin-

do-se um fluxo de calor adimensional:

o 44
?0 = ;—Z7E—E (2.22)
onde
Q
0
q. = (2.23)
© 41 R?
Desta forma,
Q
v, * 2 (2.24)
4t R k L/c
Introduzindo (2.21) em (2.24)
Ste
?o - .. (2.25)
£ 1

1l-¢ Bi
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Considerando-se ainda que neste modelo

2
Ae Tp = 4, R? (2.26)

pode~-se calcular o calor adimensional entregue na frente de fusao

1 Ste Ste Bi
= = (2.27)
?f (1-g)? £ 1 Bi (1-g)+(1-¢)?

2.6. RESULTADOS E DISCUSSOES

A hipotese simplificadora fundamental deste modelo e
que o calor sensivel devido ao sub resfriamento da parede solidi-
ficada & desprezivel em relagdo ao calor latente de fusdo. Portan
to este método & adequado para materiais que apresentem niimeros de

Stefan pequenos, da ordem de 10~% ou menores.

As expressoes aqui desenvolvidas foram calculadas para
um niimero de Stefan igual a 0,1 que & um valor significativo para
que se estabele¢a um parametro de comparagao com resultados mais
elaborados. Na auséncia de um método exato para o estudo da soli-
dificacao em geometrias esféricas, o padrdo para comparagiao sera
o resultado obtido através de um meétodo numérico. Este método es-
ta desenvolvido no proximo capitulo mas os resultados para Ste=0,1
ja sdo utilizados neste capitulo sendo representados nos graficos

pelas linhas cheias.

A Figura 2.4 representa a posigio da frente de fusao no
tempo para Ste=0,1 e para diversos valores do numero de Biot, a
saber 1, 2, 5, 10 e ». Os resultados obtidos segundo o modelo sim
plificado estdao representados pelas linhas tracejadas. Para o nu-
mero de Stefan considerado, o tempo de solidificacao calculado se
gundo o modelo simplificado apresenta boa concordancia com os re~
sultados numéricos. No inicio do processo de solidificagdo os re-
sultados simplificado e numérico sao praticamente coincidentes. A
medida que a frente de solidificagao se aproxima do centro da es-
fera, o tempo de solidificagao de uma determinada espessura Ssegun
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do o modelo simplificado tende a ser menor que o tempo calculado
segundo o método numérico. Isto & explicado pela hipdtese do mo-
delo simplificado que despreza o calor sensivel devido ao sub
resfriamento da parede solidificada, e portanto o tempo de soli-
dificagdo sera menor do que o calculado segundo o método numéri
co que inclui este calor. A diferenga entre os tempos de solidi-
ficagdo aumenta a medida que a frente de solidificacgdo se dirige
para o centro da esfera porque no inicio do processo a espessura
solidificada & pequena e o calor sensivel devido ao sub resfria-
mento € também pequeno. A medida que a espessura solidificada au
menta, aumenta a influencia do calor sensivel.

As Figuras 2.5 e 2.6 mostram a velocidade de avango da
frente de fusao em fungao da posigao para Ste=0,1 e para nimeros
de Biot iguais a 1,10 e ». 0 ponto minimo de velocidade da fren-
te de fusao da solugac simplificada pode ser calculada a partir

da eqdagéo (2.12) com a condicao

d de
de dT

0 que resulta en

2 - Bi
£ = —— (2.29)

2 - 2Bi

As linhas tracejadas representam os resultados simplifi
cados e as linhas cheias os resultados numericos. Novamente pode
mos perceber nestes graficos o efeito da hipdtese simplificadora
deste modelo que despreza o calor sensivel do material solidifi-
cado, Neste modelo simplificado, a medida que a frente de solidi
ficagao se aproxima do centro da esfera sua velocidade tende a
ser um pouco maior do que a calculada através do método numérico,
pois ndo levando em conta o sub resfriamento do material ja soli
dificado, a quantidade de calor a ser removida da esfera e menor.
A medida que aumenta a espessura solidificada, aumenta a influén

cia do calor sensivel.

A Figura 2.7 representa o fluxo de calor adimensional
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P, na borda da esfera em fungao do tempo adimensional t. 0 fluxo
de calor calculado pelo modelo simplificado tende a ser menor que
o resultado numerico pois nao esta incluido neste fluxo o calor
sensivel do material solidificado. As diferencas sio acentuadas
com o aumento da espessura solidificada, o que evidencia a in-
fluencia do sub resfriamento.

Finalmente as Figuras 2.8 a 2.10 apresentam os perfis
de temperatura na fase solidificada para nimero de Stefan igual
a 0,1 e nimeros de Biot iguais a 1,10 e ». As pequenas diferen-
gas existentes entre os perfis de temperatura simplificados e os
perfis numéricos sdo devidos & hipotese do modelo simplificado
que a calota esférica solidificada transfere calor como se esti-
vesse em equilibrio, ou seja, o perfil de temperatura para uma
determinada espessura solidificada é igual a uma distribuigao em
Tegime permanente.

Pode-se notar entao que para Ste=0,1 a concordancia en
tre os resultados obtidos segundo o modelo simplificado e os re-
sultados numéricos € boa. Esta concordincia tende a aumentar pa~
ra nimeros de Stefan menores. Para valores do nimero de Stefan atd
a unidade, os resultados ainda apresentam uma aproximagao razoa

vel.

Como ja foi mencionado anteriormente, ndo existe um mé
todo analitico exato para o processo de mudanga de fase em geome
trias esféricas. Entretanto, € necessario que seja adotado um mé
todo para servir de referencia e padrao de comparagdo para os mé
todos simplificados e aproximados desenvolvidos para geometrias
esfericas. 0 método simplificado de London § Seban revisado aqui
neste capitulo teve de ser comparado com um método mais geral pa
ra ser avaliado. Este método deve ser o mais geral possivel e o
que mais se aproxime do comportamento real. Neste sentido, o me-
todo numérico & o que se enquadra nestas condigdes e por este mo

tivo este método ser3a considerado no proximo capitulo.
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Representacdo esquematica do modelo.

Fig. 2.1
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para Ste =0
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CAPITULO 3

0 METODO NUMERICO

3.1. INTRODUGAO

_ Os métodos numeéricos sao extremamente uteis para a solu
¢ao de problemas que envolvem nao-linearidades, geometrias comple
xas, condigdes de contorno complicadas ou um sistema de equagoes
diferenciais parciais acopladas. Uma técnica comum para a solugdo
de equagdes diferenciais parciais € a técnica das diferengas fini
tas. A técnica das diferengas finitas para a solugdo de um conjun
to de equacSes diferenciais consiste em converter diferenciais em
diferengas, escolhendo uma relagao adequada entre os incrementos
do parametro independente para a conveniencia da computagio, e
dai entio efetuar um calculo iterativo para a obtencdo da solugao.

Seja uma esfera de raio R inicialmente contendo mate-
rial liquido na temperatura de fusao Tf resfriada externamente por
um fluido numa temperatura constante T, com coeficiente de pelicu
la h. Sera analisado o processo de solidificagao com as equagoes
valendo igualmente para o processo de fusao. 0 sistema a ser ana-
lisado € o mesmo esquematizado na Figura 2.1.

As equagdes que descrevem o problema sao:

3T k |2 3T 32T

3t pc |r Or ar? Teg < T <R (5.1)

dr k T
—_— e — r =T (3.2)
dt pl. or
aT h
- — =— (T - Tw) r =R (3.3)
ar k
para t=0 em 0<r<R
T = Tf (3.4)

para t>0 em O¢rer,
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3.2. 0 METODO DAS MALHAS FIXAS

A solucdo numérica pelo método das malhas fixas mais
conhecida é a apresentada por Tao [81]. Para sua solugdo Tao con-
siderou as variaveis adimensionais:

T T
A — E = _....:E
R R
(3.5)
ot T =-T
T = ._2. 0 = __._....._‘.’;
R T, -T,

0 sistema descrito por estas variaveis esta apresentado
na Figura 3.1.
Consideremos também os niimeros de Biot e Stefan ja defi

nidos anteriormente.

Podemos agora reescrever as equagoes:

99 429 2 30
- = + - — E < Z <1 (3.6)

3T 22 Z 3L

dZ 30
— = Ste — Z = £ (3.7)
dt 0Z
26
- — = BiO Z =1 (3.8)
9z

para t = 0 0<Zx¢1
g =1 (3.9)
para t > 0  0<ZI<E

O modelo das malhas fixas de Tao esta representado na

Figura 3.2.

Seja para este modelo:

n = nimero de incrementos radiais
m = nimero de incrementos no tempo
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Segundo a técnica das diferencas finitas, podemos escre

ver

20 en,m+l i 9n,m (3.10)

9T AT

(n+l) AZ + (n-1) AZ

= =n AL (3.11)
2
30 e - 0
= _n-1l,m n+l,.m (3.12)
9z 202
ale © - 20 + 0
. n-1l,m n,m n+l,m (3.13)

9zZ2 (aZ)?

Substituindo estes valores na equagao (3.6)

6 - 0 1 1 1
n,m+l n,m _ = _ -
[(l + ) 0 20 m*-(l n)0n+1’m

AT (AZ)? n m-l.m n,

(3.14)

Empregando-se uma formulagao modificada de Binder-Schmidt

& possivel determinar a condigdo de estabilidade [31]:

AT 1
< (3.15)

(a2y* 2

A equacio (3.16) pode entdo ser escrita como

1 1 1

0 = — |(1+=)} O _ + (1--=) @ (3.16)
n,m+l 2 n n-1.,m n n+l,m

Sendo M o niimero de incrementos AT necessarios para que
a frente de fusdo se movimente uma distancia AZ, a equagao (3.7)

pode ser colocada na forma
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mn+M
AZ il(en-l,m - en,m)
— = Ste (3.17)
AT AZ

Considerando-se a condicao de estabilidade (3.15) a e-
quagao (3.17)} se transforma em

m+M 2
z (o_._ -0 ) = — (3.18)
m n~1l,m n,m Ste

Temos também a condig@o de contorno (3.8)

(O = Oyoy.m) = Oy,p 4% Bi (3.19)
ou reordenando
6 _
N-1,m
0y _ = 2 (3.20)
Nom o1 4 Biaz
onde
N = 1/AZ (3.21)
Para iniciar a computagao, Tao utilizou a equagao da

solugdo exata para o caso plano semi-infinito. Com isto, calcula-
se o tempo necessario para que a interface chegue ao ponto 1-AZ,
e a temperatura eN,O‘ Considerando 6N~2,0=1 e com o auxilio da
equacao (3.16) calcula-se eN—l,l para um incremento de tempo pos-
terior. A equagao (3.20) permite o calculo de @N,l’ Esta iteracgdo
prossegue até que a condig@ao da equagdo (3.18) seja satisfeita ,
quando & entdo obtido MAT que & o tempo necessario para que a in-
terface se movimente desde 1-AZ até 1-ZAZ. Fazendo Oy-3,1°1 Tei-
nicia-se o ciclo iterando (3.16) e (3.17) ate satisfazer (3.18)
novamente. O processo & repetido ate £ atingir ‘o centro da esfera,
onde £=0. No caso do ultimo incremento de tempo no ajuste iterati
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vo para obter M ser fracionario, € considerado um ajuste proporcio

nal dos ultimos incrementos de temperatura.

Alguns dos resultados obtidos por Tao estao listados no
Apéndice A.2 no final deste trabalho [80].

3.3. O METODO DAS MALHAS MOVEIS

0 meétodo das malhas fixas acima descrito apresenta o in-
conveniente do Ultimo incremento de tempo no ajuste iterativo ser
fracionario para coincidir com o incremento espacial. Murray e Lan
dis [50] propuseram um sistema de malhas moveis onde o primeiro
ponto da malha estd situado na superficie externa e o ultimo pon-
to da malha estda situado na propria frente de solidificagio. A me-
dida que a frente de solidificagao vai se deslocando no tempo, a
malha vai se distendendo ficando os pontos da malha cada vez mais
distantes uma vez que o numero de divisdes € fixo e a espessura da

camada solidificada vai aumentando.

0 método das malhas moveis desenvolvido por Murray e Lan
dis para a geometria plana foi desenvolvido por Nebra e Ismail [52]
para a geometria cilindrica. No presente trabalho este método se-

ra desenvolvido para geometria esférica [48].

As equacgdes gerais que descrevem o problema sao as equa-
¢des (3.1) a (3.4) que ja foram definidas no inicio deste capitulo.
£ conveniente que a solugdo obtida esteja na forma adimensional.Pa
ra tanto vamos utilizar as mesmas variaveis adimensionais defini-
das por {2.9) e os mesmos parametros (2.10) e (2.11). Este sistema

adimensionalizado ja foi representado na Figura 2.3.

Reescrevendo as equagoes incluindo as variaveis adimen-

sionais:
30 2 90 5%0
e = —— e+ 0<X<e (3.22)
aT X~1 38X ax?
30 dX
Ste ~— = — X=¢ (3.23)

X dt
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20
— = Bi © X=0 (3.24)
aX
0 =1 para 1=0 em 0<X«1l (3.25)

para 1>0 em e<X<1

Aqui cabe observar que se o calor sensivel devido ao
sub-resfriamento da parede solidificada da esfera for significa-
tivamente menor que o calor latente de fusao (Ste<<l), a equagao
(3.22) se transforma numa equagdo em regime permanente, que pode
ser resolvida com o auxilio da condig¢do de contorno (3.24) e com
a condic3o (3.25). Assim, a solucao encontrada para a temperatu-

3

Ta ¢

(1-€)

(1-X)
6 =1 - (3.26)
1 _ ,
1+ (— = 1)(1-¢)
Bi

Esta equacdo & a mesma equagao (2.17). Substituindo es
te valor em (3.23) e utilizando a condigao inicial e=0 para t1=0

encontramos

1 1 - (1-e)” . Bi-1
- [i - (1-¢) } (3.27)
Ste 2 3 Bi

~
n

que € a mesma equagao (2.13) ou (2.14).

Retornando ao método numérico, o método a ser aqui de-
senvolvido baseia-se no método proposto por Murray § Landis para
o caso plano, adaptado para a geometria esférica.

Seja também para este modelo:

n = numerc de incrementos radiails

m = numero de incrementos no tempo
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0 modelo adotado & um sistema de malhas moveis onde o
ponto n=0 esta situado em X=0 e o ponto n=N esta em X=e, ou se-
ja, na frente de fusdo. A medida que a frente de fusdo vai se
deslocando no tempo, a malha vai se distendendo ficando os pon-
tos cada vez mais distanciados entre si, jd que N & fixo. Em re-
sumo, a regiao soélida (X<g) ¢ dividida em N intervalos igualmen-

te espacados de espessura e/N. Ver Figura 3.3.

Este método concentra sua atencao na derivada substan-

tiva da temperatura de cada ponto interno:

de 30 dX 30
— -] — = (3.28)
dt 38X dt ot
n n n
Um ponto qualquer da malha sera dado por
n
X = — ¢ (3.29)
n N

A diferencial desta expressio em relagio ao tempo &

_mo. (3.30)

Dividindo (3.30) por (3.29) encontramos uma exXpressao
que relaciona a velocidade de deslocamento de cada ponto da ma-
1ha com a velocidade de avanco da frente de fusdao para um espaga

mento uniforme no solido:

X /dt  de/dt
- (3.31)

Xn £

Combinando a equacgio geral (3.22) com as equagoes
(3.28) e (3.31) resulta
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3%0
+_....-

3x?2
n 11

30 X de 2 96

dé

ax 1 g drt X~1 3X

drt n

que apds um arranjo conveniente fica

d6 X de 2 30 320
(3.32)

" o — — +

— - -
dt n £ drt 1-X| 38X n X

n

@

Introduzindo a equacido (3.29) em (3.32) e aplicando
equagdo obtida a técnica das diferengas finitas:

de 1 (de 2 N 30 Ni2 320
= — . _ —————— — — T - I
N dr) 1 - ne/N | n 3¢ (n

dt
n

Usando o conjunto de equagdes de (3.10) a (3.13) as di-
ferenciais podem ser substituidas por diferengas. Aléem disso, lem

brando que e=Xy podemos escrever

O m+1 " ®h.m |t (dXN) . 2 ] %n+1,m” %h-1,m
At N \dt /m 1 - (XN,m)n/N Z(XN,m)/N
Gn+l,m j 26n,m * On-l,m
2
[XN,m/N]

Portanto o valor explicito da temperatura & dado por

2

n dXN N 1
Oh me1 * ( ) 1 - ————1/%1,m At +
' 2Xgm 19T o \Xnm N/Xy,m D
N \? 1 n de' 1
+ j 1+ - ( Ohey m 27 F
\XN,m N/XN,m"n 2 X\ dt nJ ’

2
+ 1 -2 / N ) At J o (3.33)
K n,m
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Colocando a equacao (3.23) na forma de diferencas fini-

tas, ficamos com

dx 0 - 40 + 30
( N) - ste | N-2,m N-1,m N,m (3.34)
2(Xg /N

A condicao (3.25) € simplesmente
o, =1 (3.35)

A posicgdo da frente de fus3do € determinada pela  equa-
cao (3.34):

6] -~ 40 + 3
= N-2,m N-1,m
XN,m+1 = XN,m + Ste AT (3.36)
ZXN m/N

A equacdo (3.24) na forma de diferengas finitas pode ser

dada por

-30 + 40 - g
0,m l,m Z2,m _ Bi O

0,m
ZXN,m/N

e sera utilizada para calcular Oy p DA forma
L]

40 - 9
N - 1,m 2,m (3.37)

0,m .
YA Bl(XN’m)/N + 3

A condicdo de estabilidade para estas equagoes e dada

por

AT N2 1
(3.38)

]
N
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Como neste método das malhas moveis o passo no espago &
variavel, calcula-se um passo também varidvel no tempo para cada
iteragao, segundo a equagao (3.38). Tomando-se a igualdade nesta
equacio e adotando-se este valor variavel para At, a expressao
(3.33) pode ser reduzida da seguinte maneira:

CnQy ) Xy 1 1
Oh.m+1 T -l Onel,m *
’ 4N? dtv /p 2 N/(Xy o) -1 ’
s
1 1 n(X, ) /dX
4= L1 s - —N.m ( N) 0 _, (3.39)
2 N/(Xy o) - 4N?2 dt n=Li.m

Ainda de acordo com o critério de estabilidade definido,
a equagao (3.36) fica:

0 -4 + 3

©)
X = X + Ste N"Z ,II'l N—l,m
N.,m

(3.40}

0 compute numérico parte de valores iniciais de Xy g ©
en,O para l<n<N. Pela forma das equagoes, este método ndo permi-
te que 0 processo iterativo se inicie com o valor XN,0=0' Assim
sendo, o valor inicial adotado pode ser calculado através do mode
lo simplificado de London § Seban, desenvolvido no capitulo ante-
rior. Este procedimento fornece uma boa aproximagdo para o inicio

do processo iterativo [52].

Para calcular o perfil inicial da temperatura, adota-se
segundo a hipdtese inicial que todo liIquido contide no  interior
da esfera se encontra na temperatura de fusao 8, =1 para l1<n<N

»

sendo 80 0 calculado a partir da equacgao (3.37).

0 proximo passo & o calculo de (dXy/dt), através da
equagio (3.34). Com a igualdade da equagdo (3.38) calcula-se Ar.
Calculado o valor de At, juntamente com XN,O e (dXg/dt), através
da equagao (3.39) calcula~se o novo perfil de temperatura e pela
equacdo (3.40) fica determinada a nova posicdo da frente de fusao
apds um intervalo de tempo At. Esta sequéncia € repetida até

AN,1
que se obtenha o valer XN=1.
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A taxa de transfereéncia de calor na superficie da esfe
ra pode ser calculada atraves de

oT

= - k —_— = h(T - T ) 3.41
9 (arLR o~ Te (3.41)

Esta expressao pode ser adimensionalizada lembrando que
0 calor pode ser colocado na forma adimensional.

Y90 Q
%o kL/cR  4m R kL/c
sendo Q, = 4m R® q,- Assim,
30 _
Po = Ste ;£~ = Ste.Bi.® X=20 : (3.42)

0 fluxo de calor entregue ao s0lido na frente de fusao

e dada por

a0 dX
(Pf = Ste g = -;1-- X =& (3'43)
T

Para a comparagao com o método simplificado, & convenien
te calcular a relacao

n e (1-¢)? (3.44)
0

H

pois no modelo simplificado, n=1 para qualquer posicio da frente

de solidificacgao.
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3.4, RESULTADOS DO MODELO DE MALHAS MOVEIS

Para os resultados apresentados neste trabalho foi uti-
lizado um incremento Ac=0,02 no espago. Portanto, para iniciar o
processo de iteracao, a solucao simplificada de London § Seban foi
empregada entre e=0 e €=0,02. Foram utilizadas malhas espaciais
com 20 divisGes, isto &, N=20. Este ndmero de divisdes & suficien
te para a convergéncia da solucdo em termos de precisdo, ou seja,
a utilizagao de mais de 20 divisdes ndao fornece um resultado mais

refinadg.

Foram obtidos resultados numéricos para alguns valores
do nimero de Stefan (Ste=0,1; 0,5; 1,0; 2,0; 3,0) sendo que para
cada niumero de Stefan correspondem diferentes valores do niimero de
Biot (Bi=1; 2; 5; 10; «). O programa de computador em linguagem
FORTRAN IV utilizado para a obtengao destes resultados esta deta-
lhado no Apendice A.1l.

A Tabela 3.1 fornece o nimero de iteracgdes para a solu-
¢ao pelo método numérico segundo o modelo de malhas moveis, para
8e=0,02 e N=20. Segundo esta tabela pode-se observar que quanto me
nor o numero de Biot e quantoc menor o nuimero de Stefan, maior o
nimero de iteragdes e portantco maior o tempo de computag¢ao. Para
se evitar um tempo de computagao muito longo para nimerocs de
Stefan e Biot pequenos, pode-se utilizar um nimero menor de divi-

soes da malha.

As Figuras 3.4 a 3.8 sao graficos que mostram a posicio
da frente de fusao no tempo. Observar que os tempos de solidifica
¢do sdo maiores para nimeros de Stefan e Biot pequenos. Um nimero
de Stefan pequeno representa um calor latente grande em relacgio ao
calor sensivel. Um numero de Biot pequeno representa uma resistén
cia térmica grande na superficie da esfera; portanto, quanto me=-
nor o niimero de Biot, maior a resisténcia térmica superficial que
resulta numa menor taxa de transferencia de calor e num tempo maior

de solidificagao.

As figuras 3.9 a 3.13 sao graficos que representam a ve
locidade de avango da frente de solidificagao em funcgao da posi-
¢ao. Para e=0, de/dtr=Ste.Bi. Novamente podemos observar a influég
cia do nimero de Stefan e do niimero de Biot .sobre as curvas da ve
locidade de avango da interface. Pela analise dos graficos & evi-
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dente que as velocidades de avanco da interface sao maiores para
valores do numero de Biot maiores, ja que nestes casos as resis-
tencias térmicas superficiais ao fluxo de calor sao menores.

As Fjguras 3.14 a 3.23 mostram os perfis de temperatu-
ra para diferentes valores do nimero de Stefan e Biot. E interes
sante observar como estes niimeros de Stefan e Biot influem de ma
neira decisiva sobre os perfis de temperatura. Quando o numero
de Biot € muito grande, a temperatura da superficie da esferaten
de a ser igual 2 temperatura do fluido refrigerante.

As Figuras 3.24 a 3.36 mostram a relacdo entre os calo
res entregues na frente de fusdo e na superficie da esfera en
fungao da posigao da frente de fusao. Para o modelo simplificado
de London § Seban esta relagdo € sempre igual & unidade pois nes
te caso e desprezado o calor sensivel do material ja solidifica-
do. Portanto & de se esperar que para nimeros de Stefan menores
que a unidade esta relagdo seja proxima da unidade para boa par-
te da esfera. Também € importante observar que esta relagdo embo
ra seja fortemente dependente do nimero de Stefan n3o varia sig-
nificativamente com o niimero de Biot. Isto porque este parametro
€ uma relagao entre as taxas de transferencia de calor: se o nl-
mero de Biot for alto ou baixo vai facilitar ou dificultar oS
dois fluxos de calor ao mesmo tempo.

Finalmente as Figuras 3.27 a 3.31 mostram o fluxo de
calor adimensional na superficie da esfera (X=0) em fungao do tem
po adimensional. Este parametro, a taxa de calor liberado, € de
muita importancia no projeto de armazenadores de energia. Mais
uma vez pode-se observar a influéncia do nimero de Biot. Quanto
menor o numero de Biot, maior a resisténcia térmica superficial
e portanto maior sera o tempo necessario para transferir a ener
gia térmica contida no interior da esfera.

Como observacao final podemos dizer que o método numé-
rico, apesar de ser o que mais se aproxima do comportamento real
do processo considerado, apresenta o inconveniente da necessida-
de da utilizacado de um computador. Para alguns valores do numero
de Stefan e do nimero de Biot, o tempo de computagao pode sermui
to grande. Portanto & desejavel que se disponha de um método a-
proximado mais abrangente que o método simplificado de London §&
Seban e que nao exija necessariamente o uso de um computador.Com
este proposito, um método aproximado, o método integral, sera de
senvolvido no préximo capitulo.
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Fig. 3.1 Representagdo do modelo adimensional proposto por Tao



Fig. 3.2 O modelo dos malhas fixas

axe mplificado
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N=zS
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a) Situagdo no instante Z,

b) Situagdo no instants Z2

Fig. 3.3 O modelo dos malhas mdveis exemplificodo para N=5
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Bi= o

0.8
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04-
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o oad

0 0.2 04 06 08 10 ¢

Fig. 3.9 Velocidode de ovango da frente de fusdo em funclo da

posicdo para Ste = 0.1
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Bi= 0o

5.01

3.04

2.0

1.0-

)

0 0.2 0.4 06 08 10 €

Fig. 3.10 Velocidade de aoavanco dao frente de fusdo em funcdo da

posigGo para Ste=0.5
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Fig. 3.11 Velocidade de avanco da frente de fusdo em  funcdo da
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Fig. 3.12 Velocidade de avongo da frente de fusdo em fungcdo da

posicdo para Ste= 2.0
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posicdo para Ste= 3.0
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CAPITULO 4

0 METODO INTEGRAL

4.1. DESCRICAC DO METODO

0 método integral para a solugdo de equagdes diferen
ciais parciais foi wutilizado inicialmente por von Karman e
Pohlhausen para a solugao aproximada das equagdes da quantidade
de movimento e da energia respectivamente {69]. Landahl empre-
gou o método no campo da biofisica para resolver a equagao da
difusdo para a analise do espalhamento de um concentrado [35].
Merk utilizou este método para um processo de fusio bidimensio-
nal em regime permanente [46] e Goodman [23] aplicou-o para a so
lugao do problema da fusao unidimensional em regime transiente.
Desde entio este método vem sendo aplicado na solugdo de varios
tipos de problemas de condugao de calor unidimensional em regime

transitorio.

Quando a equacao diferencial da condugao de calor e
resolvida por um método exato numa dada regiao submetida a condi
¢oes de contorno e condicao inicial especificadas, a solugao re-
sultante € satisfeita para todos os pontos da regido considerada.
Com o método integral a solugdo & satisfeita somente na media pa

ra a regido analisada [54].

A sequéncia basica para a analise atraves do metodo in
tegral do problema da condugdc unidimensional em regime transien
te sem geracao de calor estd descrita abaixo.

1. A equagdo diferencial da condugdo de calor & inte-
grada ao longo de uma distancia fenomenoldgica 6(t), chamada de
espessura termica, a fim de remover da equagao diferencial a de-
rivada em relagao ao espago. A espessura térmica € definida como
a distancia além da qual nao existe fluxo de calor. Desta forma
a distribuigao inicial de temperatura permanece a mesma a partir
de §(t). A equagdo resultante & chamada "equagdo integral da emer

gia".

2. Um perfil adequado & escolhido para a distribuigio
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da temperatura ao longo da espessura teérmica. Um perfil polino~
mial € em geral escolhido para este propdsito e a experiencia mos
tra que nao ha ganho significativo na precisdo para polinomios de
grau superior a 4. Os coeficientes do polinomio sdo determinados
em fungao da espessura térmica §(t) pela aplicagdo das condigdes

de contorno reais.

3. Quando o perfil de temperatura assim obtido & intro-
duzido na equagao integral da energia e sao executadas as opera-
¢oes indicadas, obtém-se uma equacdo diferencial ordinaria para a
espéssura térmica 6(t) com o tempo come a variavel independente .
A solugido desta equagao diferencial sujeita a uma condigao  ini-
cial apropriada fornece 6(t) em funcao do tempo. Neste caso, a

condicao inicial apropriada € §(t)=0 para t=0.

4, Uma vez conhecida §(t), a distribuicao de temperatu-

ra € obtida em fungao do tempo e da posicao no meio.

0 método integral na solugao de problemas de mudanca de
fase admite por hipotese que o liquido tem uma temperatura de fu-
sao definida. Pode-se admitir também por simplicidade, que todo o
liquido se encontre inicialmente na temperatura de fusao e ainda
qde as propriedades termofisicas sejam uniformes e constantes,ndo
variando com a temperatura. Estas hipoteses simplificadoras nao
sdo necessarias, ndo se constituindo portanto numa limitagac ao

emprego do método [84].

0 perfil de temperatura adotado neste método deve ser
escolhido com muito cuidado. Esta influéncia na escolha do perfil
esta demonstrada nos resultados apresentados por Langford [38] pa

ra 0 caso simples da geometria plana num meio semi-infinito. 0
resultado obtido de um perfil clbico pode ser menos preciso que o
resultado de um perfil quadratico. A aplicagao de condigdes de

contorno adicionais para a construgido de aproximagdes de ordem su
perior pode inibir a precisfio do mé€todo.Noble [53] sugere que a
melhor maneira de melhorar sistematicamente a precisao do método
integral & pela subdivisdo espacial usando perfis quadraticos em
cada sub-regifo, como num método de diferengas finitas. Bell [3]
em lugar de subdividir a variavel independente, o espago, subdivi
diu a varidvel dependente, a temperatura. Volkov & Li-Orlov [83]
propuseram um outro tipo de refinamento para o método integral. A
técnica empregada baseia-se na integragao dupla da equagao da con
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dugdo de calor em relagdo a variavel espacial. Os autores emprega
ram esta técnica para o aquecimento de uma placa com propriedades
termofisicas variando com a temperatura. Em seu trabalho mais
abrangente sobre o método integral, Goodman [27]) devota todo um
capitulo analisando as maneiras de se melhorar a precisao deste

metodo.

4.2. 0 PROCESSO DE SOLIDIFICACAO EM GEOMETRIA ESFERICA

0 problema considerado € a solidificagdo de um 1liquido
confinado numa esfera de raio R inicialmente na temperatura de fu
sdo Tg. A esfera € resfriada por um fluido i temperatura constan-
te Tw. A transferéncia de calor entre a parede da esfera e o flui
do & controlada pelo coeficiente de pelicula h considerado cons-
tante. 0 modelo assim descrito esta mostrado na Figura 2.1.

A distribuigdo da temperatura na fase solidificada ¢ da

da por:

1 9 aT aT
R [rz —-} = — (4.1)

r? 3r ar

As condigdes de contorno sdo dadas pelas equagoes (3.2),
(3.3) e (3.4).
Estas equagoes podem ser colocadas na forma adimensio-

nal recorrendo-se aos parametros (2.9), (2.10) e (Z.11). Tal mode

lo encontra-se esquematizado na Figura 2.3.

As equagdes (4.1), (3.2), (3.3) e (3.4) ficam respecti-

vamente:
2 a0 a0
— | (1-X)? —— | = (1-X)% — 0<X<e (4.2)
axX 3X 2T
30 1 dX

—_— T — —— X=€ (4'3)
aX Ste drt
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36

— = Bi © X=0 (4.4)
3X

0 =1 X=¢ (4.5)

Inicialmente deve-se definir uma espessura térmica além
da qual o gradiente de temperatura & considerado zero. Pode-se
notar que a localizagdo da interface solido-liquido X=¢ & idénti-
ca da definigao da espessura térmica, uma vez que o gradiente de
temperatura € zero para X>e. Portanto a regido 0<X<e & escolhida
como a espessura térmica apropriada para este problema.

A equagdo integral para a fase solidificada, desde X=0
até X=e & obtida da integracio de (4.2).

, 907]F J‘E , 30
1-x7 — | =| @g-x* —dax (4.6)

aX aT

0 )

Aplicando-se a condigao de contorno (4.3) resulta

€

(1-e)? de 30 20
. - (.._.) = J (1-X)%2 — d&X (4.7)
Ste dr aX X=0 o T

Esta € a equagao integral da transferencia de calor com

mudanga de fase para geometria esférica.

4.3. 0 PERFIL DE TEMPERATURA PARA GEOMETRIA ESFERICA

Uma das primeiras tentativas de solugao da equagao(4.7)
foi feita por Poots [62] seguindo a orientagdo de Goodman [23]que
foi quem primeiro utilizou a técnica do método integral para a so
lugao de problemas de mudanga de fase em regime transiente. Poots
considerou para esta equacdo um perfil linear de temperatura, e
obteve resultados muito aquém dos resultados esperados. Isto & ex
plicado pelo fato que o volume onde o calor se propaga nac perma-



83

nece o mesmo para incrementos iguais do raio (como no caso do pla
no) e torna-se necessaria uma modificagao no perfil adotado.

Uma indicagdo da forma do perfil indicado pode ser de-
terminada da equacdo da condugdo em coordenadas esféricas (4.1).
Fazendo u=T.r, a equacgdo da condugao em coordenadas esféricas fi-

ca na forma

@ —— = — (4.8)

que € uma equacgao semelhante ao caso plano. Como o método inte=-
gral & adequado para um perfil polinomial quando a equacao e

jgual ao caso plano, a transformagao

T=u ) | (4.9)

onde u & um polindmio em r, torna-se evidente para o caso esféri~

co.

4.4. SOLUCAO SIMPLIFICADA

Seja o perfil de temperatura dado pela expressao

1

0 = [A + B (X -€)] (4.10)

1 -X

Aplicando as condigdes de contorno (4.4) e (4.5) pode-

se calcular os coeficientes do polinomio acima:

A=1-c¢ (4.11)

(1-€) (Bi-1)
B = (4.12)

l1-¢ + Bi e
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Portanto o perfil de temperatura ¢ dado por

X .1
l-¢ BiX + 1 - X I-X  B1
g = = (4.13)
1-X Bie + 1 - ¢ £ . 1
i-¢ = Bi

Substituindo este valor na condigao de contorno (4.3)

resulta
de Bi Ste
—_—= (4.14)
dt (1-e) (Bie + 1 - €)
A integragdo de (4.14) permite o calculo do tempo de

solidificagao

1 e? /1 1 1 €
T = —m— — - Ez — = —— + — (4.15)
Ste 3 \B1 Bi 2 Bi

Estes valores sao exatamente os mesmos encontrades por

London § Seban [42].

4.5. SOLUCAO INTEGRAL

Seja o perfil de temperatura dado pela expressaoc

1
6= — [.A + B(X-g) + C(X-e)z] (4.16)
1-X

As equagles a serem consideradas sdo as equagoes (4.2),
(4.3), (4,4) e (4.5).

S3o necessarias trés condicdoes de contorno para a deter
minac3o dos trés coeficientes. As equagoes (4.4) e (4.5) formecem
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duas condigdes. Porem a relagido dada pela equagdo (4.3) nido e
adequada para esta finalidade, porque se utilizada, o perfil de
temperatura resultante tera um termo com de/dt. Quando este per-
fil & introduzidonna equag@o integral da energia, resulta uma
equacao diferencial ordinaria segunda ordem em vez de uma equa-
¢ao usual de primeira ordem. Para contornar este problema, uma

alternativa e diferenciar (4.5):

a0 3G
d9 = | - dX + — d7r =0 (4.17)
aX 3t X=¢
que também pode ser colocada na forma
30 dX a0
—_ — 4+ — =10 para X=¢ (4.18)
83X dr aT
0 termo de/dtr &€ eliminado entre (4.3) e (4.18) resultando
50 1 30/35T
X Ste 026/93X
ou ainda
90\? 1 29
__> S e — para X=¢ (4.19)
X Ste art
A aplicac@o da condigao de contorno (4.5) na equacao
(4.16) do perfil de temperatura resulta
A=1-c¢ | (4.20)

Eliminando 306/31 entre (4.2) e (4.19) ficamos conm
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30\ ? 1 ? 30
(——) + ——— — [ (1-X)}% —| = 0 X=¢ (4.21)
axX Ste(1-X)?2 33X aXx

Substituindo na equagdao (4.21) o valor do perfil de tem

peratura ¢ da sua derivada,

(B*'l)2 2C(1-¢)
—— 4 ————
1-¢ Ste(l-¢)?

Multiplicando-se todos os membros por (l-¢)?

. 2C(1-¢)
(B+1)* 4+ ——— = para e # 1 (4.22)
Ste

Da aplicagdo da condigdo de contorno (4.4) em (4.16) resulta

B[1+e(Bi-1)] ~ (1-€)(Bi-1)
c = (4.23)
e?(Bi-1) + 2¢

A substituigao do valor de C dado por (4.23) em (4.22)
resulta numa expressdao do segundo grau para B:

B? + Bl2 +

2(1l-¢) e(Bi=1}+1 2(1-¢)? (Bi-1)
+ 1 -
€ Ste e?(Bi-1)+2¢

Ste e?(Bi-1) + 2

Portanto,
l-¢ e£(Bi-1}+1
B =~ 11+
Ste €2(Bi-1)+2¢

1-g £(Bi~-1) + 12 2(1-€}2  Bi-1
1+ - |1 -

1+

Ste e2(Bi-1)+2¢e Ste e2(Bi-1)+2¢

=0
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A escolha do sinal positivo na expressdo para B & justificada por

30 B+l

— > 0 (4.24)
aX X=¢ 17E

Finalmente o valor de B & dado por

1-¢  e(Bi=1)+1 2Ste.Bi[e?(Bi-1)+2¢] 1
B = -1+ 1+ -1
Ste e2(Bi-1)+2¢ (1~¢) [e(Bi-1)+1]?

(4325)

A equacao integral a ser considerada é a (4.7) onde o
termo a direita do sinal da igualdade pode ser desenvolvido re-

sultando
(1-e)2? de 30 d [° - de
—_—— — = S C - (1-X)%0dX - (l-e)? — (4.26)
Ste drt aX X=0 dt o dt

Para facilitar o calculo, cada termo sera avaliado separadamente.

Assim,
K1 2(1-€) - ¢B
(—- = Bi . (4.27)
X Jyeg e(Bi-1)+2
€ 1 2 13 5
(1-X)20dX = ————— ¢ (Bi-1) | — g% ~« —— g% + — e* | +
o e{Bi~1)+2 3 12 12
et ¢? g?d 2
+ (2e=-3c2+c3)+B (--——~) (Bi-1) + | — = - g2 (4.28)
12 6 4 3

Para o desenvolvimento da expressao (4.28) que deve ser
diferenciada em relagdo ao tempo adimensional, torna-se necessa-

rio conhecer o valor de
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dB dB de
—_—=— (4.29)
drt de dt

Diferenciando B da equacdao (4.25) em relac3o a £ encontramos

dB Bi

. 2 . !
de _Jl , 25te Bi [e?(Bi~1) + 2¢]

(1-¢) [e(Bi-1) + 1]?2

2 2(Bi-1) 1
+ +

[e2(Bi~1)+2¢] ) [e(Bi-1)+1]%  (1-¢) [e(Bi-1)+1]

1 _J 2Ste Bi [e?(Bi-1) + 2¢]
1+ -1 .
(1-¢) [e(Bi-1)+1]?

J' (Bi-1) | EABi-D#2 1

: _ (4.30)
[[52(31-1)+25] [e2(Bi-1)+2¢)2 J

Substituindo todos estes valores na equagao integral da condugao
(4.26) resulta uma expressaco para a velocidade de avanco da fren-

te de fusao:

de 2(1-¢)=-eB -(1-g)? 1
— = - Bi - * + .
dr e(Bi-1)+2 Ste [e(Bi-1)+2]
4e 13 5
(Bi-1) [ — - g2+ _¢? ] + (2-6e+3c?) +
3 4 3

e* €3 e¥ 2 dB
- (Bi-1) + | — - — g? —
12 6 4 3 de
g? g2 2e¢? 4 2¢* 13 5
+ B| (— - — | (Bi-1) + -] = <(Bi-1){ —— - —e¥ + —*|+
3 2 4 3 3 12 12

. -1 -
Bi-1
B (1-5)2‘L (4.31)
[e(Bi-1)+2]2 -J
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A relagao entre o tempo de solidificacgao e a posigao da
frente de fusao pode ser estabelecida integrando-se a expressao
(4.31). Esta integracgao pode ser efetuada pela técnica de Simpson:

e+2Ae

drt
Tev2ae ~ e 7 (;)de -

Ae dt dt dt
= — =] + 4 — + | — (4.32)
3 de . de c+Ae de e+2Ae

0 calculo de de/dr para £=0 nao podé ser obtido da ex-
pressao (4.31) pois existe e no denominador de alguns termos des-
ta expressao. Entretanto este valor pode ser obtido da combinagao
de (4.3), (4,4) e (4.5) para €=0 resultando em

de
-— = Ste Bi para e=0 (4.33)

dr

A taxa de transferencia de calor na superficie da esfe~

ra €, segundo a equagao (3.42),

20
P = Ste | — Ste Bi 0
X Sx=0 X=0

Substituindo nesta equacao o valor da temperatura em X=0

= Ste Bi (A-Be+Ce?) (4.34)

A hipotese de temperatura constante na superficie da
esfera & equivalente a considerar um coeficiente de transferéncia
de calor muito grande, ou seja, um nimero de Biot tendendo a infi
nito (Bi + »)., E também equivalente a dizer que a temperatura su-
perficial da esfera ¢ To, ou seja, a condigdo de contorno (4.6)
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@ =20 para X=0 (4.35)
Para Bi + « 0s coeficientes da equagdo (4.16) ficam
A= l-¢ (4.36)
1l-¢ 2Ste
B=-1¢+ +1-1 (4.37)
Ste € 1-¢
Be =(1-¢)
Cm o (4.38)
e?
Com estes valores, a expressao para a velocidade de avango da

frente de fusao fica

—_— = - 1 +

25te 2(l-¢)
+ 1 -1 -
dr St l-¢ £
e(e-2) 1 25te \
+ + 1 - 1|(~2+6e-3¢*) +
25te ' 125te 1-¢
12(1l-¢)

- - (4.39)

de l1-¢
eg

Duck § Riley [14] propuseram uma extensao do método inte
gral desenvolvido inicialmente para geometrias esféricas para sua
aplicagdo em elipsdides através de uma modificagio no tempo adi-

mensional.
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4.,6. RESULTADOS

As Figuras 4.1 a 4.10 sdo graficos que representam o0s
perfis de temperatura dados pela equacao (4.16) com os coeficien-
tes obtidos das equagoes (4.20), (4.23) e (4.25). Estao calcula-
dos os perfis de temperatura para os seguintes valores do nimero
de Stefan: 0,1; 0,5; 1,0; 2,0; 3,0. Para cada nimero de Stefan
estao mostradas as solucoes para numeros de Biot iguais a 1, 2, S
e ». As solugdes em todos os graficos sao para e=0,2; e=0,4;
e=0,6 ¢ £=0,8. Nao estao computados os resultados para €=1,0 por
que a equacgao (4.16) n3o pode ser utilizada para este valor. Até
e=0,9 a equagao (4.16) pode ser utilizada com seguranga. As  1li-
nhas tracejadas representam os resultados obtidos pelo método in-
tegral e as linhas cheias, os resultados numéricos.

As Figuras 4.11 a 4.20 sao graficos que representam a
velocidade de avango da frente de fusao dada pela equagao (4.31).
A velocidade de avango esta calculada para os seguintes valoresdo
numero de Stefan: 0,1; 0,5; 1,0; 2,0; 3,0. Para cada numero de
Stefan estio mostradas as solugOes para numeros de Biot iguais a
1, 2, 5, 10 e ». Pode-se observar que os resultados concordam mui
to bem desde e=0 até e¢=0,8. Esta € uma concordancia bastante sig-
nificativa pois quando €=0,8 o volume da esfera ja solidificado &
99,2%, ou seja, resta apenas 0,8% do volume da esfera para ser
solidificado. A Figura 4.28 mostra a percentagem do volume da es
fera que resta para ser solidificade em funcao da posicdo da fren

te de fusao adimensional.

A integragdo da equagao (4.31) fornece a posigao da
frente de fusio no tempo. As Figuras 4.21 a 4.25 mostram os resul
tados desta integragao para os seguintes valores do numero de
Stefan: 0,1; 0,5; 1,0; 2,0; 3,0. Para cada valor do numero de
Stefan est3o computadas solugdes para niimeros de Biot iguais a

1, 2, 5, 10 e «. Novamente convem salientar que os resultados des
de €=0 ate e=0,8 sio bastante concordantes e mais uma vez podemos
recorrer a Figura 4.28 para assegurar que até este ponto 99,2% do

volume da esfera ja se encontra solidificado.

A taxa de transferéncia de calor na superficie da esfe-
ra calculada pelo método integral € dada pela equagao (4.34). A
Figura 4.26 mostra o fluxo de calor adimensional na borda da esfe
ra em funcao da posicac da interface sdlido-liquido para valores
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do numero de Stefan 0,1 e 0,5, A Figura 4.27 mostra o mesmo para

numeros de Stefan 1,0 e 2,0. Pode-se observar que a concordancia

& muito boa.

As expressoes desenvolvidas pelo metodo integral para o
estudo do processo de solidificagao em esferas dispensam a utili-
zagao de computadores. A expressao do perfil de temperatura nio &
muito complexa e fornece resultados bastante precisos. Porém a ex
pressao para a velocidade de avango da frente de fusdo, apesar de
poder ser resolvida sem o auxilio de um computador, & muito ex-
tensa. Da mesma forma, a posigao da frente de fusdo no tempo pode
ser determinada pela integragao da expressao da velocidade de
avango dispensando a utilizacao do computador. Entretanto, devido
a complexidade das equagdes nestes dois Gltimos casos mencionados,
ou seja, para a determinacgao da velocidade de avango da frente de
fusdao e para a determinagao da posicao desta frente no tempo, ¢&
desejidvel que se disponha de um método aproximado mais imediato ,
ainda que em prejuizo de alguma precisio. Por este motivo esta
proposto no proximo capitulo um fator de corregdo aplicado na so-
lugao exata de uma geometria plana semi-infinita a fim de que es-
ta solugao corrigida possa ser utilizada na geometria esférica.
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Fig. 4.28 Percentagem do volume da esferac que resto para ser
solidificado
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CAPITULO 5

0 METODO CORRIGIDO

5.1. INTRODUCAO

Para o fendémeno da transferéncia de calor com mudancga
de fase s0 sdo conhecidas solugles analiticas (exatas) para a geo
metria plana semi-infinita. Para as geometrias circulares (cilin-
dros e esferas) nao sao conhecidas solugoes exatas. Particularmen
te para a geometria esférica, até aqui foram estudados o método
simplificado, o método numérico e o método integral. O método
simplificado apresenta bons resultados somente quando o numero de
Stefan é menor que a unidade, o que & um fator limitante do méto-
do. O método numérico € o que apresenta melhores resultados e o©
que mais se aproxima da situagdo real, porém apresenta o inconve-
niente da necessidade da utilizagdo de um computador. O método in
tegral & um método aproximado bem mais generalizado que o método
simplificado pois pode ser aplicado para qualquer numero de Ste-
fan, incluindo portanto os niimeros de Stefan maiores que a unida-
de. Porém, as equacdes obtidas para o método integral sic muito
extensas, principalmente para a determinagao da velocidade - de
avango da frente de fusdo e por consequéncia a posigdo da frente
de fusdc no tempo. O objetivo deste capitulo € o desenvolvimento
de um método aproximado mais imediato, porém confidvel, para a de
terminagao da posicdo da frente de fusdo no tempo e da velocidade
de avanco da frente de fusao. Isto sera obtido através do desen-
volvimento de um fator de corregdo que aplicado a solugdo  exata
de uma geometria plana semi-infinita formega uma solugdo que seja
valida para a geometria esférica. Os resultados exatos obtidos pa
ra o plano sao comparados com os resultados numéricos obtidos pa-
ra a esfera nas mesmas condigoes, ou seja, mesmo valor do niimero
de Stefan e mesmo valor do niimero de Biot. A partir destas compa-
ragdes sdo determinados os fatores de correcao.
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5.2. PROPOSICAO DE UMA SOLUGAO PARA A CINETICA DE SOLIDIFICAGAO
EM GEOMETRIA ESFERICA

A solugao exata para a geometria plana semi-infinita
utilizada neste trabalho € a obtida segundo o modelo do sistema
virtual. O método do sistema virtual [19] substitui a resisténcia
térmica de convecgdo entre o material e o fluido de resfriamento
por uma resisténcia térmica proporcionada por uma espessura de
material solidificado. Desta forma fica definido um novo sistema
termico, denominado sistema virtual, submetido somente a transfe-
réncia de calor por condugdo cuja solugdo exata ja & bem conheci-
da [8]. Tal modelamento esta esquematizado na Figura 5-1. O de-
senvolvimento analitico deste método esta apresentado no Apéndice
A.3.

De acordo com o modelo do sistema virtual para a geome-
tria plana, o tempo de solidificacao t em funcdo da espessura so-
lidificada S & dado por

52 LpS
t = + (5.1)
40¢®  h(Tg-T,)

onde ¢ € a constante de solidificagao, definida por

f;1¢ erf(¢) exp(4?) = Ste (5.2)

A constante de solidificagio pode ser calculada através de méto-
dos iterativos ou graficos. A Figura 5-2 mostra a variagéo da
constante de solidificacdo ¢ com o nimero de Stefan.

Inicialmente & conveniente reconsiderar os parametros
adimensionais (2.9), (2.10), (2.11) e ainda

S re
c = = ] - — ' (5.3)
R R .

Substituindo estes valores em (5.1) e rearranjando,
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g? £

T = + (5.4)
442 Ste Bi

Para a obtencdo do fator de corregdo a ser aplicado a
esta equacdo (5.4) para torna-la valida para a geometria esféri-
ca, inicialmente ela & resolvida para alguns nGmeros de Stefan
(0,1; 0,5; 1,0; 2,0; 3,0) e alguns numeros de Biot (1, 2, 5, 10,
para cada nimero de Stefan. A seguir siao obtidos os resultados nu
méricos para os mesmos numeros de Stefan e Biot para a eg-
fera. Na Tabela 5.1 estdo os resultados da razao entre o tempo de
solidificacdo total para a esfera obtido do método numérico  das
malhas moveis e o tempo de solidificag@o para S=R obtido da solu-
c3o exata do método do Sistema virtual.

Da Tabela 5.1 pode-se observar que a relacao entre 0s
tempos de solidificagao aumenta com o aumento do nimero de Stefan.
Entretanto, deve-se notar que esta relacgao varia muito pouco com
o nlimero de Biot. Isto fornece uma indicagao que o fator de cor-
recao a ser desenvolvido pode ser fungao apenas do nlimero de Ste-
fan, independente do numero de Biot. Pode-se obter entao, de ime-
diato, um fator de corregdo para o tempo total de solidificagao

(e=1) na forma

Te
A=—=20,35+ 0,12(Ste) - 0,02(Ste)? (5.5)

P
onde Te & o tempo de solidificag@o total para a esfera e tp € o

tempo de solidificagao no plano dado por (5.4) com e=1l. Os resul-
tados desta equacgdo para os numeros de Stefan considerados neste

trabalho estdo incluidos na Tabela 5.1.

Foram tentadas algumas expressoOoes para a obtengao de um

fator de corregdo para a equagdo (5.4) do tipo

2 . _
T = £ + (5.6}
4¢% Ste Bi . .
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A expressao para o fator de corregao f que produziu me-

lhores resultados foi a corregao do tipo polinomial dada por

f =1+ ag + be? (5.7)

onde a,b s2o os coeficientes do polinomio do segundo grau. Nao
ha aumento significativo na precisao do método ao se considerar
polinomios de ordem superior a dois, pois os coeficientes destes
termos sdo proximos de zero. Desta forma, o tempo de solidifica-

c3o para a geometria esférica pode ser dada por

c? € ;
T = (1 + ae + be?) + ) (5.8)
46% Ste Bi

Para a determinagio dos coeficientes a,b foram conside-~
rados os tempos de solidificaczo para a esfera e o plano desde
=0 ate =1 em intervalos regulares de Ae=0,05, Os resultados
nas duas geometrias para um determinado nimero de Stefan e todos
os nimeros de Biot considerados foram comparados e relacionados
atraves do método dos minimos quadrados. Desta forma, foram obti-

dos os valores de a,b:

-0,803 + 0,309(Ste) - 0,036(Ste)? (5.9)

o
[

= 0,160 - 0,210(Ste) + 0,022(Ste)? (5.10)

or
H

Derivando a equagao (5.8) resulta:

dt 2¢e 1 € €
— = (1l+ac+be?) + + + (a+Zbe)
de 442 Ste Bi 4¢?2 Ste Bi

(5.11)

Rearranjando, pode~se obter a velocidade de avango da

frente de fusao:
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de € 1 -t
—_ = (2+2ac+4be?)+ —— (1+2ae+3be?) (5.12)
dt 442 Ste Bi

Desta forma, o método proposto baseia-se na correcao

do tempo de solidificagdo por meio de um fator de corregao polino
mial. Esta foi a melhor solugao encontrada conciliando simplicida
de e precisao. Em vez da corre¢ado da expresSac do tempo de solidi
ficagdo como um todo, pode-se também tentar uma solugdo que corri
ge a variavel espacial, embora com uma precisdo menor no resulta-
do final [9]. Para esta solugao, seja a equagdo da condugio

@ — = — 0<X<e (5.13)
ax? AT
onde
T T-To
u = {(5.14)
R Tf-T0

sendo T0 a temperatura da superficie da esfera.

As condigoes de contorno sao

u=1-¢ para X = ¢ (5.15)
u = { para X=20 (5.16)
au 1 +p de
—_—= — _ (5.17)
3X  Ste  dr para X = ¢
onde

p = -¢ para solidificagao no interior de esferas

(5.18)

0 para solidificacao no plano

=]
L]
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Para a obtengao de uma solugZo aproximada, admite-se que
a distribuicio de temperatura u(X,t) seja analoga ao caso plano,ou

seja,

erfloX/e] >0
u(X,1) = ——— (5.19)
erf ¢ 0<X<e

Substituindo-se (5.19) em (5.17) obtém-se

de 2¢ Ste
g(1+p) — = , (5.20)
dr /7 exp(¢?) erf ¢

Para tempos pequenos, a esfera se comporta como no caso
do planoc e portanto a constante de solidificagao ¢ da equagio
(5.20) pode ser considerada aproximadamente igual a do caso plano
que € a solugdo de (5.2). Feita esta hipdtese, a integragao de
{(5.20) resulta em

1

2
e |1l +—~p = 2¢ Jr (5.21)
3
Observar que a equacao (5.21) € uma solugdo exata de

(5.20) para uma placa plana onde p=0 e e=2¢v/71. Portanto, basta
substituir o valor de ¢ na equagao (5.4) por e', dado por

2
et =e |1 -—c¢ (5.22)
3

onde Vl-Zc/eipode ser considerado um "fator de correcao aproxima=
do" para a variavel espacial da geometria esférica. Como este
fator de correcdo espacial foi desenvolvido baseado na hipotese
que a constante de solidificagio da esfera & aproximadamente igual
a do plano, o que & verdade apenas para tempos pequenos, esta
corregac ¢ mais precisa para tempos pequenos.
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5.3. RESULTADOS

Inicialmente foram calculados os fatores de COTTEGAO
para os numeros de Stefan considerados neste trabalho, segundo
(5.7), (5.9) e (5.10):

Ste = 0,1 f=1=-0,773c + 0,139¢?2
Ste = 0,5 f=1-0,658: + 0,061c?
Ste = 1,0 f=1-0,530e - 0,028e?
Ste = 2,0 f=1-0,329¢ - 0,173¢?
Ste = 3,0 f=1-10,198¢c - 0,275¢2

A equagao (5.8) foi entdo resolvida para cada um dos nl
meros de Stefan mencionados, sendo que para cada niumero de Stefan
foram considerados os seguintes numeros de Biot: 1, 2, 5, 10, <.
Estes resultados estdo comparados com os resultados numéricos do
sistema de malhas moveis nas Figuras 5,3 a 5.7. Pode-se observar
que a concordancia & muito boa. A Tabela 5.2 mostra o erro percen
tual médio para cada numero de Biot e Stefan calculado segundo

3 = (5.23)

para n=20, ou seja, desde =0 até =1 em intervalos Ae=0,05. Se-
gundo esta tabela, os tempos de solidificacao dados pela expres-

s3o corrigida proposta apresentam desvios nao superiores a 5%
quando comparados com os tempos de solidificagao dado pelo resul-

tado numérico.

As Figuras 5.8 a 5.17 representam os graficos da veloci
dade de avanco da frente de fusao em fungao da posigao espacial.
A velocidade de avango da frente de fusdo € calculada segundo a
equagdo (5.12). Pode-se notar que existe uma boa concordancia en-
tre o método corrigido proposto, representado pelas linhas trace-
jadas, e o método numérico, representado pelas linhas cheias. Os
resultados concordam muito bem desde €=0 até aproximadamente e=0,8
quando resta apenas 0,8% do volume da esfera para ser solidifica~-

do.
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Os resultados obtidos segundo a outra corregao proposta,
a equacao (5.22) que corrige tdo somente a variavel espacial, sido
mais grosseiros. Para valores dos numeros de Stefan e Biot consi-
derados neste trabalho, os desvios desta corregao em relagdo ao
método numérico ficam abaixo dos 30% considerando-se o intervalo
de variagdo de £ desde 0 até 1. Considerando-se o intervalo somen
te entre 0 e 0,5 os desvios maximos ja ficam abaixo dos 10%. A Fi
gura 5.18 mostra a posicao da frente de fusao no tempo para um
nimero de Stefan igual 3 unidade e para nimeros de Biot iguais a
1, 2, 5, 10 e =, calculada segundo a corregao proposta pela equa-
cao (5.22). Observar que realmente para tempos pequenos a concor-
dancia pode ser considerada boa.
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CAPITULO 6

ANALISE EXPERIMENTAL

6.1. INTRODUGAO

0 objetivo desta analise experimental € o projeto e a
construgdo de um dispositivo para simular o processo de solidifi-
cacdo radial, utilizando um molde refrigerado a dgua e a ar com
formato conveniente para representar a geometria esferica e permi
tir a medida do avanco da interface solido-liquido em fungao  do
tempo bem como os perfis de temperatura na fase solidificada.

A primeira, e aparentemente Unica tentativa de uma ana-
lise experimental do processo de solidificagao em esferas foi
feita em 1945 por London § Seban [43]. O objetivo destes autores
foi a determinacgdo do tempo de solidificacao total para cilindros
e esferas. Para representar a esfera foi considerado um tomate,cu
jo teor de Agua & cerca de 95%, de didmetro aproximadamente 60mm.
Um termopar do tipo ferro~constantan foi inserido numa posicao
tdo proxima quanto possivel do centro do tomate. O conjunto foi
colocado num sistema de refrigeracao e a temperatura do centro do
tomate registrada. Quando a frente de solidificag¢ao atingia o cen
tro do tomate, a curva registrada da temperatura sofria uma des=-
continuidade devido a mudanca de fase e desta forma podia ser de-
terminado o tempo de solidificagao total. O tempo total de solidi
ficacdo obtido nesta experiéncia foi cerca de 11% maior que o re-
sultado tedrico aproximado desenvolvido pelos mesmos autores [42].
Esta discrepancia foi debitada ao fato da geometria do tomate nao
ser exatamente esférica e também aoc fato do resultado tedrico ter
sido calculado com base nas propriedades da agua pura.

6.2. EQUIPAMENTO

Para a tomada de medidas experimentais foi projetado e
construido um dispositivo simulador do processo de solidificacao
em geometrias esféricas. Os componentes de tal dispositivo estdo
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descritps abaixo.

6.2.1. Forno de Resisténcia Elétrica

0 forno de resisténcia eletrica € composto de dois tu-
bos concéntricos de amianto como mostrado na Figura 6.1. Na pare-
de convexa do tubo interno foi usinado um sulco em forma de rosca
espiral onde foi enrolada uma resisténcia eletrica. 0 controle da
poténcia dissipada por esta resisténcia & feito por meio de um va
riador de voltagem 0-110V que permite dissipar uma poténcia maxi-
ma de 1200W, suficiente para fundir os materiais escolhidos.

0 espaco anular entre os dois cilindros foi preenchido
com um material isolante (vermiculita) de condutividade termica
muito baixa. Alem disso, para reforgar o isolamento, as paredes
laterais do forno foram recobertas por uma camada de manta de 1la
de vidro com espessura de uma polegada. Este ultimo detalhe foi
omitido nos desenhos para maior clareza dos mesmos.

0 conjunto dos dois tubos concéntricos de amianto, Te-
sisténcia elétrica e isolante, € assentado numa chapa de ago 1020
de S5mm de espessura onde 4 posicionadores alinham o conjunto com
o sistema de refrigeracdo. Uma outra chapa, de mesmas dimensdes
laterais da chapa que & utilizada como base, & colocada na outra
extremidade dos tubos de amianto. Um anel de latdo parafusado so-
bre uma abertura circular no centro da chapa superior ao mesmo
tempo alinha o molde no interior do forno e pressiona-o sobre 0
canal de refrigeracdo mantendo-o fixo nesta posicao. Quatro pinos
sio responsaveis pela fixagdo de todo o conjunto. Estes pinos sao
soldados na chapa inferior, um em cada canto. A outra extremidade
dos pinos € rosqueada permitindo a fixacdo na chapa superior atra

vés de um sistema de porca e borboleta.

6.2.2. Molde

Foi projetado e construido um molde com formato conve-
niente para simular a solidificagao numa geometria esférica que
permitisse a tomada de medidas do avango da frente de solidifica-
cdo e as medidas dos perfis de temperatura.

0 molde proposto, de formato conico, representa um ﬁngg
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lo sdlido dc uma esfera de 0,1lm de raio como mostrado na Figura
6.2. 0 molde & composto de duas partes independentes que se en-
caixam perfeitamente: as paredes laterais de formato coénico e a
calota esférica que serve de base. Estas duas partes sao encaixa-
das sob uma leve pressdo e a fixagdo & assegurada por meio de
quatro parafusos, como pode ser visto nas Figuras 6.3 e 6.4.

0 formato conico das paredes laterais & interrompido
proximo do vertice do cone para permitir que uma abertura torne
possivel a introdugdo dos dispositivos de medida.

0 material utilizado na fabricacao do molde foi o  ago
inoxidivel para evitar a oxidagdo ja que este molde deve suportar
temperaturas relativamente altas estando também sujeito a agdo dos

fluidos refrigerantes, mo caso a agua e o ar.

6.2.3. Sistema de Refrigeracao

0 sistema de refrigerac¢ao, mostrado na Figura 6.5, per-
mite uma refrigeracdo uniforme e radial na parte inferior do mol-
de.

Na chapa inferior, que serve de base para todo o siste-
ma, existe uma abertura onde € encaixado um tubo, tambem de  ago
inoxidavel, que serve de assento para o molde que fica no inte-
rior do forno elétrico. Este tubo € também o canal de escoamento
do fluido de resfriamento. O molde e ajustado neste tubo sob pres
sio para evitar vazamento do fluido refrigerante no interior do
forno. A tubulacao do fluido de resfriamento € centralizada no
interior deste canal por meio de um anel posicionador.

Foram utilizados dois fluidos refrigerantes neste traba
lho: a dgua e o ar. O sistema de agua era constituido de uma cai-
xa de 500 litros cujo nivel era mantido constante atraves de uma
linha de alimentacdo continua e de um ladrdo. Havia um desnivelen
tre o0 sistema a ser resfriado e o nivel da agua da caixa de 2 me-
tros, desta forma sendo garantida no sistema de resfriamento uma
vazdo constante. A agua, antes de penetrar no canal de resfriamen
to devia passar por duas valvulas: inicialmente por uma valvulade
controle de fluxo ¢ logo a seguir por uma valvula de esfera.

0 sistema de resfriamento a ar era garantido por um con
junto de dois compressores juntamente com um tanque armazenador
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ajustado para descarregar 0 ar numa pressdo constante de 800 kN/m?
durante todo o processo de resfriamento. O ar também devia passar
inicialmente por uma valvula de controle de fluxo seguida de wuma

valvula de esfera.

0 conjunto completo do equipamento juntamente com 0s

dois sistemas de resfriamento esta mostrado na Figura 6.6.

6.2.4. Dispositivo para Medida do Avanco da Frente de Solidifica-

¢ao

Sobre a chapa superior do conjunto do forno elétrico &
mostrado um conjunto para a medida do avango da frente de solidi-
ficacdo. Faz parte deste conjunto uma vareta de metal que € o
elemento de acompanhamento de avangco da interface sélido-1liquido.
Um ponteiro preso & esta varcta por meio de um parafuso de fixa-
cdo, desliza sobre uma escala graduada em milimetros. O fato des-
te ponteiro poder ser deslocado aoc longo da vareta por meio do
parafuso de fixagdo, permite que o zero da escala graduada  seja
ajustado na posi¢do em que a extremidade da vareta toca a calota
do molde. A Figura 6.7 ilustra este dispositivo. A Figura 6.8 in-
dica as posigdes no molde onde foram tomadas as medidas.

6.2.5. Sistema de Medida de Temperaturas

Para a determinacdo experimental da posicao da frente de
fusdo no tempo pela técnica da termometria e também para a deter-
minacdo dos perfis de temperatura, foi utilizado um registrador
ECB RB-103 de 3 canais.

As tomadas de temperatura foram efetuadas através de
trés termopares tipo k (cromel-Alumel).

6.2.6. Materiais Utilizados

0s materiais utilizados nas medidas experimentais fo~
ram o chumbo e o estanho, que sdo metais ndo ferrosos bastante em
pregados na priatica. Estes materials tém suas propriedades fisi-~
cas bem conhecidas e possuem pontos de fusdo relativamente baixos,
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facilitando a experimentacao. As composicoes quimicas do chumbo e
do estanho estdo mostradas na Tabela 6.1 e foram fornecidas pela
METAL LEVE ¢ pela CESBRA respectivamente. As propriedades fisicas
estao mostradas na Tabela 6.2 e foram obtidas de "Propriedades e
Usos de Metais Nao Ferrosos' 1 ed. SP, Ed. ABM (1976) p. 104 e
p. 210, de autoria de BRESCIANI FILHO, E. § GOMES, M.R.

6.3. PROCEDIMENTO

Inicialmente o material era fundido e vazado no molde.
Para facilitar o processo de desmoldagem e também para dificultar
as trocas laterais de calor indesejaveis, as paredes cdnicas do
molde foram revestidas interna e externamente com uma pintura iso
lante @ base de alumina. Somente a base do molde ficava livre des

ta pintura isclante.

Depois de resfriado, o molde era assentado sobre o canal
de refrigeragdo no interior do forno elétrico e fixado nesta posi

Gao por meio do anel posicionador da chapa superior do forno.

0 forno elétrico do dispositivo era ligado e mantido
algum tempo com poténcia elevada para permitir a fusdo do mate-
rial. Quando todo o material ja se encontrava no estado 1iquido ,
a poténcia era reduzida gradativamente enquanto o material era
agitado manualmente para que se obtivesse uma temperatura unifor-
me. A agitagao era feita por meio de um termopar ao tipoc k ( Cro-
mel-Alumel ) com o formato de uma vareta acoplado a um termometro
digital de modo a se ter o conhecimento da temperatura do mate-
rial no interior do molde. Quando a temperatura do material fundi
do atingia uma temperatura proxima da temperatura de fusdo (cerca
de 3 a 4°C de superaquecimento) o forno era desligado e aberta a
valvula de esfera da linha do fluido de resfriamento para que fos

se iniciado o processo de solidificacgdo.

0 fato do molde estar em equilibrio termico com o forno
no inicio do processo de solidificacio evita trocas laterais de
calor permitindo que a extragao do calor seja feita apenas pela
parte inferior do molde que entra em contato com o fluide de res-
friamento. Desta forma o fluxo de calor se da apenas na direcdo

radial.
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A medida do avanco da interface s6lido-liquido foi fei-
ta através de duas técnicas distintas: dipstick e termometria. A
t8cnica do dipstick consiste em mergulhar uma vareta no metal 1i-
quido e acompanhar o avango da interface através de leves toques
com a ponta da vareta. A medida da espessura solidificada e efe-
tuada por um ponteiro solidario com a vareta, que desliza  sobre
uma escala graduada em milimetros. Neste caso, a medida do avango
da interface foi feita cronometrando-se o tempo de solidificacgao
a cada 5mm de espessura solidificada. A técnica da termometria con
siste em se colocar termopares ao longo da espessura a ser solidi
ficada no molde e registrar o sinal. Nesta montagem oS termopares

foram posicionados em intervalos de 10mm.

Apesar do molde simular uma esfera de 100mm de raio foi
necessario manter uma regido ndo efetiva de aproximadamente um
terco do raio para permitir a insergao do dipstick e dos termopa-
res. Assim, as medidas foram tomadas ate a espessura solidificada
de 60mm quando o molde deixa de representar a geometria esferica.

Sendo a precisao da técnica do dipstick dependente da
habilidade do operador, as medidas foram tomadas cinco vezes nas

mesmas condicdes, adotando-se os valores médios.

Com relacdo a termometria, foram registradas medidas em
sete posigOes com espagamento de 10mm a partir da superficie da
base do molde. Como o registrador utilizado dispunha somente de
3 canais, a tomada de medidas para uma experiéncia compreendia a
execugdo do procedimento por trés vezes. Na primeira vez eram re-
gistrados os perfis de temperatura em trés posigées distintas (Omm
30mm, 60mm). Na segunda vez, o termopar da posigao Omm era manti-
do e os outros dois termopares posicionados em 20mm e 50mm. Na
terceira vez, ainda com o termopar da posigao Omm mantido em sua
posi¢ao original, os outros dois termopares eram deslocados para
10mm e 40mm. Assim os trés conjuntos de curvas eram superpostos e
a repetibilidade do teste verificada pela coincidencia das tres
curvas referentes i posicdo Omm. Caso a coincidencia ndo se veri-
ficasse, indicando que as trés tomadas de medidas ndo foram efe-
tuadas exatamente nas mesmas condigOes, a experiéncia era repeti-
da até que fosse verificada esta concordancia.
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6.4. RESULTADOS

Inicialmente foi feita a determinagdo experimental  do
avanco da interface so6lido-1iquido em fungdo do tempo por meio da
técnica do dipstick. Foram tomadas medidas desde 0 até 60mm em in
tervalos de 5mm. Estes pontos de medida estao mostrados na Figura
6.8. A partir destes pontos pode-se tragar a curva experimental.

0 niimero de Biot pode ser obtido da expressao

1 de
Bi = e — para e=0 (6.1)
Ste dt

0 nimero de Biot & dado por hR/k e caracteriza uma rela
cdo entre a resisténcia térmica interna (de conducao) e a resis-
téncia térmica superficial (de convecgdo). Na expressdo do nimero
de Biot, R & o raio externo da esfera, k & a condutividade térmi-
ca do material solidificado e h & o coeficiente de transferéncia
de calor. Nesta analise experimental o coeficiente de transferen-
cia de calor h incorpora todas as resistencias termicas desde a
superficie externa da esfera (X=0) até o fluido de resfriamento.
Portanto o coeficiente h engloba a resisténcia térmica de convec-
cdo entre o fluido de resfriamento e a parede externa da calotaes
f3rica, a resisténcia térmica de condugdo da espessura da calota
esfiérica do molde e a resisténcia térmica de contato entre o mate
rial solidificado e a parede interna da calota esférica do molde.

As Figuras 6.10, 6.11, 6.12 e 6.13 representam as medi-
das tomadas para o chumbo, resfriado a agua e a ar, € para o esta
nho, resfriado a agua e a ar. Estas curvas experimentais foram ob
tidas da técnica do dipstick e representam a média de cinco medi-
das, efetuadas nas mesmas condigdes. O desvio padrao observado nes
tas cinco medidas ficou sempre inferior a 5%. Tragando-se a tan-
gente a estas curvas em ¢=0, obtém-se o valor de de/dt para €=0.
Este resultado substituido na equagdo (6.1) permite calcular o nu
mero de Biot. Os calculos dos numeros de Biot estac indicados nas

proprias figuras.

As Figuras 6.14, 6.15, 6.16 e 6.17 comparam estes resul

tados experimentais (pontos) com os resultados numéricos (linhas
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cheias) calculados segundo os numeros de Biot obtidos experimen-
talmente. DPode-se observar que a concordincia € boa, o que evi-
dencia a validade do molde proposto para simular o processo de so

lidificacdo em geometrias esféricas.

Os graficos das Figuras 6.18, 6.19, 6.20 e 6.21 sao 0s
perfis de temperatura no interior do molde obtidos atraves de um
registrador de temperaturas. Foram registradas temperaturas desde
0 até 60mm em intervalos de 10mm.

_ A partir destes graficos pode-se determinar novamente 0
avango da interface solido-liquido em fungdo do tempo. Inicialmen
te todo o material fundido se encontra no estado liquido numa tem
peratura ligeiramente superior a2 temperatura de fusao. Assim, 0
termopar acusa uma temperatura aproximadamente constante até ser
alcangado pela frente de solidificacdo, quando a temperatura re-
gistrada sofre uma queda repentina. Desta forma pode-se relacio-
nar a posicdo da frente de fusdo com o tempo. Estes resultados es
tio mostrados nas Figuras 6.22, 6.23, 6.24 ¢ 6.25 para o chumbo
e o estanho, resfriado a agua € a ar. Estes resultados nao depen-
dem da habilidade do operador como os resultados obtidos atraves
da técnica do dipstick, porém apresentam uma certa incerteza qual
to a posigdo exata da junta quente do termopar. Nestas figuras o0s
pontos representam os resultados obtidos pela técnica termometri-

ca e as linhas cheias representam os resultados numéricos.

As Figuras 6.26, 6.27, 6.28 4 6.29 sao curvas que repre
sentam a variag¢do da temperatura na superficie externa da esfera
(X=0). A curva experimental registrada atraves do termopar esta
representada pela linha tracejada e a curva obtida numericamente

estd tragada em linha cheia.

Desta analise pode-se constatar a boa concordancia que
existe entre os resultados obtides pelo método numérico e os re-
sultados obtidos experimentalmente atraves do molde proposto para
simular a geometria esferica. Em alguns casos nota-se uma tendén-
cia dos tempos de solidificacdo experimentais serem ligeiramente
superiores aos resultades numdricos, para posigdes mais distantes
da superficie da esfera. Isto pode ser explicado pelo ligeiro su-
peraquecimento presente na fase liquida, que tende a aumentar OS
tempos de solidificacgao. Além disso, essas medidas mais afastadas
ja sdo efetuadas nas proximidades do gargalo do molde e alguma in
terferéncia da variacdo da geometria pode estar presente. Convem
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ressaltar também que existe uma diferenga entre a densidade do ma
terial 1iquido e a densidade do material sdlido. A densidade do
chumbo iiquido & 5,5% menor que a do solide e a densidade do estg

nho liquido & 2,8% menor que a do solido.

6.5. ANALISE DE ERROS

Como a técnica do acompanhamento do avango da freate de
solidificagao através de uma vareta onde se enceontra preso um pon
teiro que desliza sobre uma escala graduada depende, como ja foi
observado, da habilidade do operador, as experiencias realizadas
foram repetidas cinco vezes nas mesmas condigoes. A Tabela 6.3
ilustra a forma em que os resultados foram considerados, Esta ta-
bela apresenta, como exemplo, os resultados do tempo de solidifi-
cagao em fungao da espessura solidificada obtidos para o chumbo
resfriado a igua. Esta tabela também apresenta a média aritmetica

(¥) e o desvio padrao (o) dos resultados obtidos, atraves das
equagoes
5
X ti
=izt © (6.2)
5
ro(t.-D)?
o 1
o= X (6.2)
5

As medidas do tempo foram obtidas através de unm crondme
tro ILONA de 30 segundos por volta do ponteiro, com precisao de
+ 0,05s.

Um termopar do tipo K (Cromel=-Alumel) com o formato de
uma vareta acoplado a um termometro digital FLUKE 2100A com preci
sao de * 0, 4°C para termopares de cromel- alumel era responsavel
ao mesmo tempo pela aﬂltagao do material e pela determinacao da

temperatura do liquido no interior do molde.

_ A temperatura do fluido refrigerante foi obtida atra-
ves de um termometro de mercurio SLEBERT & KUHN KAUFUNGEN-KASSEL
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com escala de 0 a 100°C com precisdo de + 0,05°C.

Os erros porventura introduzidos na leitura das tempera
turas do material solidificado no interior do molde e do fluido
refrigerante ndo exercem muita influéncia sobre os resultados ob-
tidos. Isto porque o parimetro que interessa & o namero de Stefan
que ¢ fungao da diferenga de temperatura entre o material solidi-
ficando e o fluido refrigerante. Um erro de 1°C nesta diferenca de
temperatura causa um erro de 0,30% no numero de Stefan para 0
chumbo e um erro de 0,43% no numero de Stefan para o estanho.

Nas temperaturas registradas atraves de um registrador
ECB RB-103 a precisdo foi de * 1°C para as experiéncias realiza-
das com o estanho e de # 2°C para as realizadas com o chumbo. Co-
mo todos os resultados sdo colocados na forma adimensional
6 = (T~T,)}/(T§Te) um exrro de + 1°C nas medidas para o estanho re
presentam um erro de 0,47% na temperatura adimensional e um €rro
de + 2°C nas medidas para o chumbo representam um erro de 0,65%m

temperatura adimensional.

6.6. O EFEITO DA RADIACAO

Quando ocorre solidificagdo em temperaturas elevadas,
convecgao e radiagdo s3ao modos de transferencia de calor igualmen
te significativos. Goodling & Khader [28] determinaram em quais
condicdes a radiagdo pode ser desprezada para o processo de soli-
dificagdo. Isto foi feito comparando-se O tempo total de solidifi
cacdo para o caso de convecgao e radiacdo, com o tempo total de
solidificacdo para o caso de convecgao somente. De uma maneira ge

ral, se

< Bi? (6.4)

o tempo total de solidificagio levando-se em consideracao a radia
cao esta dentro de 10% dos valores obtidos desprezando-se a radia
cdo. Para nlmeros de Biot grandes, que correspondem a coeficien-

tes de transferéncia de calor por convecgdo grandes, a contribui
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¢ao da radiagio ¢ muito pequena na reducdo do tempo de solidifica
¢do. Ji para Bi<l o mecanismo de transferéncia de calor por radia

cao pode ser significativo.

Para as medidas experimentais tomadas com © chumbo e
o estanho, foi sempre satisfeita a condigdo da equagdo (6.4). Des
ta forma, a comparagao destes resultados com oS resultados teori-
cos obtidos da técnica numérica das diferengas finitas onde nao
foi considerada a perda de calor poTr radiacdo, praticamente  nao

incorre em erro significativo.



Composigdo quimica: percentagem em peso

TABELA 6.1

CHUMBO ESTANHO

Pb 99,741 0,028
Fe 0,002 0,003
Ni 0,003 0,001
Sn 0,250 99,925
Zn 0,004 -

As - 0,006
Bi - 0,003
Cu - 0,013
Sb - 0,021
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TABELA 6.2

Propriedades fisicas do solido na temperatura de

fusao

CHUMRO ESTANHO
Cp (J/kg.X) 138 260
p (kg/m?) 11,3x10° 7,2x10°
L (i/kg) 24x10° 60x10°
k (W/m.X) 29,7 46,0
Te (K) 600 505
a (m?/s) 1,905x10"° 2,457x10" %
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CAPITULO 7

CONCLUSOES

7.1. O MODELO SIMPLIFICADO

0 método simplificado proposto por London & Seban [42]
foi revisado neste trabalho pela sua importancia histGrica. A hi-
potese simplificadora fundamental deste modelo & que o calor sen-
sivel devido devido ao sub-resfriamento da parede solidificada &
desprezivel em relagao ao calor latente de fusio. Portanto este
método & adequado para materiais que apresentem nimeros de Stefan
pequenos, da ordem de 10°' ou menores. Um caso tipico de utiliza-
¢ao do método simplificado € para a formagdo do gelo. O nimerode
Stefan para a formacao do gelo & 6,1x107° (-T,)} onde T, € a tempe
ratura do meio refrigerante em graus centigrados, o que garan-
te uma boa aproximagdo do método simplificado para este caso. Es-
te método nao € adequado para metais, pois nesses casos os nume-
ros de Stefan sao maiores. Os resultados deste modelo simplifica-
do para esferas ja sdao bem conhecidos e serio mencionados aqui

para completar o quadro desta analise.

A velocidade de avango da frente de fusdo € dada pela

equagao (2.7):

de Ste Bi

E? Bi & (1-¢)} + (l-g)?

A relagao entre a posicao da interface e ¢ tempo de so-

lidificagao € dada pela equacao (2.14):

1 g? g3 1 e? 4]
T =& - —_— = e + —— g—gz-l-__.
Ste 2 3 Bi 3

0 perfil de temperatura é dado pela equacio (2.17)
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1 1
A —
1 - X Bi
B =
£ 1
L ——
l - ¢ Bi

A taxa de transferéncia de calor na superficie da esfera € dada pe

la equagao (2.25):

Ste

$o ©

L J—

7.2. 0 METODO NUMERICO

Um método numérico que utiliza malhas moveis originalmen
te desenvolvido por Murray § Landis [50] para o plano, foi aplica-
do para a esfera. Este método numérico proposto de malhas moveis
apresentou boa concordancia com os resultados experimentais. O me-
todo numérico proposto pode ser aplicado para qualquer valor do
nimero de Stefan e gqualquer valor do nimero de Biot, porém para va
lores pequenos dos. numeros de Stefan e Biot, o tempo de computagao
pode ser muito grande. Foram utilizadas malhas espaciais com 20 di
visdes. Este nlmero de divisdes € suficiente para a convergéncia
da solucdo em termos de precisdo, ou seja, a utilizagao de mais
de 20 divisdes ndo fornece um resultadc mais refinado. Para nime-
ros de Stefan e Biot muito pequenos, pode-se utilizar um nimeroc me
nor de divisfes para evitar um tempo de computagao muito longo, em

prejuizo de alguma precisao.

7.3. 0 METODO INTEGRAL

0 método integral de Goodman foi aplicado i geometria
esférica, apesar de alguns autores [62, 65] terem manifestado seu
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ceticismo quanto a aplicacao deste modelo para o problema da soli
dificagdo em geometrias esféricas mesmo para a condigao unidimen-

sional.

0 metodo integral pode ser aplicado para qualquer valor
do nimero de Stefan e qualquer valor do nimero de Biot. Este méto
do apresenta boa correlagdo com o método numérico até as proximi-
dades do centro da esfera {(e=0,8) quando praticamente todo o volu

me do material ji se encontra solidificado (99,2%).

Segundo o metodo integral, o perfil de temperatura  no

material solidificado no interior de uma esfera é& dado pela equa-

cao (4.16}):

l_x[A+B(X—E)+C(X-s)2:|

onde A, B e C sdo dados pelas equagoes (4.20), (4.25) e (4.23). A
velocidade de avango da frente de solidificagdo € dada pela equa
¢do (4.31). A integragdo desta equagdo fornece a relagdo entre o
tempo de solidificagdo e a posicao da frente de solidificacao.

A taxa de transferéncia de calor na superficie da esfe-

ra & dada pela equagdo (4.34):

¢, = Ste Bi (A - Be + Ce?)

7.4. 0 METODO CORRIGIDO

0 método corrigido € um metodo aproximado de utilizacdo
mais imediata para a determinacgdo da posigao da frente de solidi-
ficacdo e da sua velocidade. Este método consta de um fator de
correcac que aplicado a solucdo exata de uma geometria plana semi
-infinita fornega uma solugdo que seja valida para a geometria es
ferica. Segundo este método, o tempo de solidificagldo & dado pela

equagdo (5.6).
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g? €
T =(1 + ag + be?) +
4$*  Ste Bi

onde os coeficientes a ¢ b sao dados pelas equacoes (5.9) e (5.10).
A velocidade de avanco da interface & dada pela equagdo (5.22):

de £ 1 -1
— (2 + 2ac + 4be?) + ———— (1 + 2aec + 3be?)
dr 492 Ste Bi

Este método foi desenvolvido entre os intervalos Bi > 1
e 0,1 <Ste3,0. 0 erro médio abscluto percentual dos tempos de
solidificagao calculados segundo este método quando comparados com

os resultados numericos e inferior a 5%.

7.5. ANALISE EXPERIMENTAL

Aparentemente, a Unica medida experimental em esferas
conhecidas € a de London e Seban [43] que em 1945 determinaram tio
somente o tempo de solidificagao total, utilizando um tomate para

simular uma esfera.

Para esta analise experimental, foi projetado e cons-
truido um dispositivo simulador do processo de solidificagdo em
esferas. Este dispositivo permitiu a determinacao experimental do
avango da interface solido-1liquido no tempo e do perfil de tempe-
ratura na fase solidificada. As medidas foram tomadas desde a su-
perficie externa da esfera até uma posigdo igual a 60% do raio
em diregao ao centro da esfera. Os resultados experimentais obti-
dos apresentaram boa concordancia com os resultados desenvolvidos

neste trabalho (numérico, integral e corrigido).
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APENDICE A.1

ECTURD HMUHERTTD D6 SOLIDIFLCACAD EM GECHETRIAS ESFERYCAS
MEYDRDO RS HALHBE MOVELS

TOLRAT AT VORIDVYELS BECTRO SEIMENSYOMRLT CRDAS
HzWUHERDE DE LIVILUES OR HRHLHH

ETE=HUMERD ©E STEFAN

EI=HUNERO DL BIOT

M=HUMERD bE ITERRLOES

TETA=TEMPERRT URA

KIG=p0ST0AG DA FRENTE [BE FUSAQ
VELF=VELOUIDARDE DA FRENTE DE FULAD
TAU=INTERVALD DE TEMFO

TEMFO=TENFO TOTRL

CHLOR=FLUXD LE CHLOR NA SUPERFICIE OA ESFERA
RELCA=ERZAD EHMTRE © CALOR WA FEENTE DE FUSARO E NA SUPERFICIE

DIMENSTON TETACSE, 43
H=2 0

STE=1.

ETUT =4

{16, @
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vl
E-
o

[ER B

R A
P

1=1
P =41

HH=H+1

EHE=H

DL I=4, HH

Al=1-1

bel AT RRISSEHE

TETHOL, Ex=cl, FBIOT+L S¥-1. 200l ZERIOT+L. S2-10 0

VELF=1. #C8eZn+STEACL, ABIGT+4. A2-2. 2
CALOR=STE#RIOTHTETHOL, £

FELUCH=YELF+Z/CHLLOR

THU=CL, A6 —02efed-1 070 wBTAT o -2x 0% G-1, 72 %220 /5TE
TEMFOG=THU

MEETECS, 44 2STE, BLOT, H
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FORHBTCASA, 38, 7 ITEFRCQESS, L4, "WIS , 2k, "YELOC. FRENWTE" >
HEITECSR: 120

FORMATOLY, < INMTER. TEMPOT, ZE, " TEWFD TOTAL, 8K, "CALOR",
SRy CREL. CRALODE" D

HEITECS, 142

FORHATCEK, "TETH H o, &4, “TETH H+L1", &k, "TETH N+,

Ex, "VETH WN+Z7, &, "TETH N+d” 2

=
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FORMHT S D2, 2o, FLe, fon
BT VRO, T HEL TR0, CRLDE, FELCH

FOREMOV d0ndd B mmaoa

MPITECS, SR TETHCT, K, T=1, Ha
FORMATCSOELD. €. 2o

Brzcpt, f12

[FCE -1 0681, 801, R

k=g

=1

GO Y0 VA

F.=1

THU=HISHK]IS /02, vEHE®ENE >

TEMPO=TEMPO+TAHU

DO BB T=1, NI

I1=1+1

[e=1+¢

MI=i
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B=1 FCENE/MIG-¥ID
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APENDICE A.Z

Resuitados obtidos por L.C. Tao para o processo de soli

dificag3o em geometria esférica utilizando uma solucdo numérica.

A solugao esta desenvolvida em:

TAO, L.C. - "Generalized Numerical Solutions of Freezing
a Saturated Liquid in Cylinders and Spheres”
AICHE Journal, vol. 13(1) p. 165-16% (1967).

Os resultados obtidos atravées da solugao numérica propos

ta estao apresentados em:

TAQ, L.C. - "Tabulation of Numerical Solutions of
Freezing a Saturated Liquid in a Cylinder or
a Sphere", Dept. Chem. Eng. University of
Nebraska (1966). Document 9159, American
Documentation Institute, Library of Congress
Washington 25 DC.



A.2.1 - Tempo adimensional t em fungdo da posigao adimensional

0,025
0,050
0,075
0,100
0,125
0,150
6,175
0,200
0,225
0,250
0,275
0,300
0,325
0,350
0,375
0,400
0,425
0,450
0,475
0,500
0,525
0,550
0,575
0,600
0,625
0,650
0,675
0,700
0,725
0,750
0,775
0,800
0,825
0,850
0,875
0,900
0,925
0,950
0,975
1,000

para Ste =

0,1

Bi = 1

0,2535
0,5035
0,7479
0,9863
1,2189
1,4455
1,6663
1,8812
2,0802
2,2933
2,4506
2,6820
2,8675
3,0472
3,2209
3,3888
3,5507
3,7067
35,8568
4,0009
4,1390
4,2712
4,3974
4,5176
4,6318
4,7399
14,8419

4,9337"

5,0275
5,1109
5,1880
5,2587
5,3229
5,3804
5,4311
5,4748
5,5113
5,5401
5,5607
5.5724

Bl 10
0,0299
0,0659
0,1070
60,1525
0,2022
0,2557
0,3127
0,3729
0,4361
0,5020
0,5702
0,6406
0,7127
0,7864
0,8613
0,9372
1,0138
1,0808
1,1679
1,2448
1,3213
1,3970
1,4717
1,5452
1,6170
1,68690
1,7547
1,8201
1,8827
1,9422
1,9984
2,0510
2,0855
2,1439
2,1836
2,2183
2,2476
2,2711
2,2882
2,2979

0,0032
0,0154
60,0334
0,0570
0.0857
0,1194
0,1576
0,2001
0,2466
0,2967
0,3501
0,4066
0,4657
0,5273
0,55009
0,6563
0,7232
0,7912
0,8600
0,9293
0,9988
1,0682
1,1372
1,2054
1,2725
1,3383
1,4023
1,4644
1,5240
1,5810
1,6350
1,6857
1,7327
1,7756
1,8142
1,8481
1,8767
1,8997
1,9164
1,9259
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A.2.2 - Tempo adimensional 1 em fungao da posigao adimensional

para Ste = 0,50

0,025
0,050
0,075
0,100
0,125
0,150
0,175
0,200
0,225
0,250
0,275
0,300
0,325
0,350
0,375
0,400
0,425
0,450
0,475
0,500
0,525
0,550
0,575
0,600
0,625
0,650
0,675
0,700
0,725
0,750
0,775
0,800
0,825
0,850
0,875
0,900
0,925
0,950
0,975
1,000

Bi=1

0,65096
0,10120
0,15108
0,20028
0,24880
0,29662
0,34372
0,359006
0,43560
0,48032
0,52422
0,56722
0,60940
0,65068
0,69102
0,73046
0,76894
0,80648
0,84302
0,87854
0,91308
0,94654
0,97894
1,01022
1,04032
1,06923
1,09690
1,12330
1,14842
1,17214
1,19452
1,21544
1,23482
1,25258
1,26860
1,28270
1,29494
1,30490
1,31238
1,31688

0,02600
0,05246
0,07972
0,10740
0,13546
0,16378
0,19228
0,22092
0,24966
0,27842
0,30714
0,33582
0,36440
0,39284
0,42106
0,44902
0,47670
0,50404
0,53102
0,55754
0,58360
0,60918
0,034290
0,65854
0,68226
0,70528
0,72754
0,74896
0,76946
0,78904
0,80756
0,82502
0,84130
0,85626
0,86950
0,88204
0,89252
0,90116
0,90772
0,91166

Bi=10

0,00666
0,01386
0,02270
0,03266
0,04362
0,05554
0,06830
0,08188
0,00622
0,11126
0,12690
0,14312
0,15986
0,17704
0,19462
0,21246
0,23060
0,24890
0,26734
0,28590
0,30450
0,32306
0,34152
0,35980
0,37782
0,39556
0,41290
0,42982
0,44618
0,46192
0,47698
0,49126
0,50476
0,51732
0,52878
0,53904
0,54802
0,55544
0,56114
0,56456

Bi=w

0,00072
0,00316
0,00692
0,01196
0,01820
0,02558
0,03404
0,04350
0,05390
0,06518
0,07724
0,09006
0,10360
0,11776
0,13246
0,14766
0,16326
0,17926
0,19554
0,21198
0,22860
0,24532
0,26210
0,27882
0,29544
0,31186
G,32798
0,34378
0,35914
0,37400
0,38832
0,40198
0,41486
0,42690
0.43790
0,44782
0,45648
0,46372
0,46924
0,47266
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A.2.3 - Tempo adimensional t em funcao da posicao adimensional

para Ste = 1,0

0,025
0,050
0,075
0,100
0,125
0,150
0,175
0,200
0,225
0,250
0,275
0,300
¢, 325
0,350
0,375
0,400
0,425
0,450
0,475
0,500
0,525
0,550
0,575
0,600
0,625
0,650
0,675
0,700
0,725
0,750
0,775
6,800
6,825
0,850
0,875
0,900
0,925
0,950
0,975
1,000

Bi=1

0,02565
0,05092
0,07648
0,10202
0,12750
0,15285
0,17803
0,20299
0,22775
0,25227
0,27650
0,30048
0,32415
0,34753
0,37056
0,39326
0,41556
0,43748
0,45892
0,47993
0,50051
0,52063
0,54020
0,55923
0,57770
0,59560
0,61290
0,62954
0,64549
0,66071
0,67513
0,68865
0,70133
0,71302
0,72372
0,73322
0,74147
0,74829
0,75354
0,75675

Bi=2

0,01319
0,02655
0,04076
0,05543
0,07046
0,08576
0,10132
0,11710
0,13302
0,14910
0,16531
0,18162
0,19791
0,21418
0,23041
0,24668
0,26283
0,27854
0,29494
0,310890
0,32645
0,34182
0,3569%
0,37185
0,38644
0,400065
0,41451
0,42789
0,44082
0,45327
0,46519
0,476472
0,48704
0,49695
0,50606
0,51426
0,52136
0,52730
0,53189
0,53472

Bi=10

0,00302
0,00691
0,01175
0,01720
0,02326
0,02989
0,03705
0.04470
0,05278
0,06133
0,07029
0,07957
0,08921
0,09913
0,10934
0,11974
0,13036
0,14117
0,15207
0.16306
0,17413
0,18524
0,19635
0,20743
0,21841
0,22927
0,23993
0,25032
0.26050
0,27035
0,27990
0,28900
0,29766
0,30583
0,31331
0,32015
0,32623
0,33137
0,33530
0,33775

Bj =

0,00040
0,00162
0,00361
0,00631
0,00970
0,01376
0,01844
0,02371
0,02954
0,03587
0.04265
0,04994
0,05767
0,06575
0,07422
0.08301
0,09200
0,10125
0,11075
0,12038
0,13016
0,14007
0,15006
0,16010
0,17002
0,17995
0,18975
0,19949
0,20899%
0,21815
0,22714
0,23571
0,24390
0,25154
0,25861
0,26505
0,27075
0,27552
0,27928
0,28158

€



A.2.4 - Tempo adimensional v em funcao da posicao adimensional

0,025
0,050
0,075
0,100
0,125
0,150
0,175
0,200
0,225
0,250
0,275
0,300
¢,325
0,350
0,375
0,400
0,425
0,450
0,475
0,500
0,525
0,550
0,375
0,600
0,625
0,650
0,675
0,700
06,725
6,750
0,775
0,800
0,825
0,850
0,875
0,900
0,925
0,950
0,975
1,000

para Ste = 2,0

Bi=1

0,01301
0,02578
0,03919
0,05284
0,06665
0,08053
0,09447
0,10847
0,12251
0,13658
0,15065
0,16476
0,17873
0,19267
0,20651
0,22020
0,23384
0,24738
0,26076
0,27397
0,28692
0,29971
0,31226
0,32450
0,33651
0,34818
0,35957
0,37057
0,38123
0,39140
0,40112
0,41040
0,41519
0,42730
0,43484
0,44158
0,44756
0,45261
0,45645
0,45883

Bi=2

0,00681
0,01361
0,02127
0,02931
0,03769
0,04632
0,05524
0,06432
0,07364
0,08317
0,09278
0,10253
0,11241
0,12241
0,13250
0,14255
0,15258
0,16257
0,17264
0,18261
0,19259
0,20254
0,21242
0,22219
0,23181
0,24123
0,25038
0,25936
0,26807
0,27654
0,28471
0,29242
0,29974
0,30666
0,31239
0,31872
0,32376
0,328060
0,33138
0,33352

Bi=10

0,00160
0,00380
0,00659
0,00972
0,01328
0,01721
0,02142
0,02601
0,03087
0,03606
0,04148
0,04717
0,05302
0,05908
0,06540
0,07180
0,07835
0,08509
0,09198
0,09887
0,10578
0,11273
0,11969
0,12666
0,13362
0,14052
0,14733
0,15416
0,16083
0,16757
0,17404
0,18024
0,18623
0,19190
0,19711
0,20100
0,20622
0,20996
0,21295
0,21489

Bi=w

0,00024
0,00085
6,00193
0,00346
0,00541
0,00769
0,01044
0,01354
0,01706
0,02090
0,02496
0,02936
0,03395
0,03883
0,04402
0,04939
0,05499
0,06082
0,06676
0,07285
0,07909
0,08545
0,09179
0,09813
0,10446
0,11076
0,11701
0,12331
0,12945
0,13556
0,14155
0,14737
0,15292
0,15824
0,106323
0,16787
0,17200
0,17556
0,17941
0,18025
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A.2.5 - Tempo adimensional 1t em funcao da posicao adimensional

0,025
0,050
0,075
0,100
0,125
0,150
0,175
0,200
0,225
0,250
0,275
0,300
¢, 325
0,350
0,375
0,400
0,425
0,450
0,475
0,500
0,525
0,550
0,575
0,600
0,625
0,650
0,675
0,700
0,725
0,750
0,775
0,800
0,825
0,850
0,875
0,900
0,925
0,950
0,975
1,000

para Ste = 3,0

Bi=1

0,00880
0,01741
0,02675
0,03637
0,04618
0,05618
0,06634
¢,07656
0,08688
0,09731
0,10782
0,11841
0,12904
0,13957
0,15015
0,16075
0,17133
0,18187
0,19235
0,20274
0,21302
0,22316
0,23310
0,24292
0,25258
0,26203
0,27118
0,28012
0,28877
0,29716
0,30520
0,31292
0,32019
0,32704
0,33341
0,33725
0,34414
0,34833
0,35167
0,35376

Bi=2

0,00469
0,00930
0,01473
0,02051
0,02654
0,03288
0,03940
0,04616
0,05316
0,06028
0,06757
0,07502
0,08264
0,09028
0,098798
0,10575
0,11359
0,12149
0,12944
0,13707
0,14538
0,15334
0,16125
0,16910
0,17686
0,18448
0,19191
0,19924
0,20642
0,21339
0,22005
0,22648
0,23258
0,23837
0,24373
0,24865
0,25309
0,25678
0,25975
0,26169

Bi=10

0,00113
0,00274
0,00481
¢,00709
0,00974
0,01262
0.01585
0,01825
0,02296
0,026096
0,03116
0,03561
0,04013
0,04481
0,04972
0,05482
0,05998
0,06523
0,07062
0,07614
0,08178
0,08735
0,08305
0,08869
0,10427
0,10995
0,11550
0,12109
0,12666
0,13214
0,13751
0,14270
0,14764
0,15240
0,15687
0,16091
0,16456
0,16777
0,17023
0,17190

Bl =ca

0,00019
0,00059
0,00135
0,00237
0,00382
0,00554
0,00764
0,00999
0,01267
0,01554
0,01872
0,02203
0,02556
0,02938
0,03331
0,03743
0,04178
0,04635
0,05700
0,05578
0,06070
0,06575
0,07075
0,07589
0,08099
0,08606
0,09108
0,09603
0,10105
0,10590
0,11075
0,11550
0,12011
0,12448
0,12867
0,13255
0,13598
0,13897
0,14141
0,14303

203

£



204

A.2.6 - Perfil de temperatura adimensional € em fungao da distan-

cia adimensional X para solidificagao completa da esfera

(e=1).

P

= O OSSO OoODOD
“ u w w ow M W ou oW e o=
COWoo 3O B O

b

Hoooooo Qoo O
e u u w w ou oW e W w
OWE -1 b - O

e

MOOCOCOoOOOOD QS

L L T T R

W mo~IOhU s e O

Bi=}1

0,1888
0,2075
0,2269
0,2471
00,2683
00,2909
0,3150
0,3406
0,3658
0,3856
1,0000

Bi=1

00,3252
0,3572
G,3898
0,4233
0,4579
0,4939
0,5317
0,5720
0,6150
0,65601
1,0006

Ste =

Bi=2

0,0943
0,1133
0,1337
0,1558
0,1797
0,2058
0,2343
0,2654
0.2972
0,3231
1,0000

Ste =
Bi=2

0,1864
0,2237
0,2629
0,3042
0,3476
0,3935
0,4421
0,4940
0,5498
0,6045
1,0000

Ste
Bi =2

0,2345
0,2810
0,3292
0,3788
0,4298
6,4820
0,5355
0,5903
0,6461
0,6964
1,0000

g,1

0,5

Bi=10

0,01158
0,0325
0,0516
0,0734
0,0981
0,1259
0,1571
0,1916
0,2272
0,2564
1,0000

Bi=10

0,0354
0,0724
0,1143
0,1611
0,2125
60,2687
0,3296
0,3955
0,4670
00,5399
1,0000

Bi=10

0,0483
0,0985
0,1546
0,2160
0,2819
0,3516
0,4245
0,4999
00,5773
0,65206
1,0000

Bi=w

0,0000
0,0154
0,0338
0,0552
0,0799
0,1083
0,1406
0,1772
0,2161
0,2492
1,0000

Bi =o

0,0000
0,0354
0,0771
0,1249
0,1787
0,2383
0,3037
0,3751
00,4529
0,5316
1,0000

B =o

0,0000
0,0469
0,1016
0,1634
0,2312
0,3042
60,3812
0,4613
0,5433
0,6204
1,0000
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A.2.7 - Perfil de temperatura adimensional & em fungdo da distan-

)

FOoOOoOo oo Do o oD
W oW W A W W W W W o W
O WO~ U fa b~ O

-

HOoOCOOOOoODOoOOoO QO
W w W W oW W w w ow
OUW 10U B ladd -

cia adimensional X para solidificagao completa da esfera

(e=1).

Bi=1

0,4458
0,4891
0,5320
0,5745
0,6165
0,6581
0,6993
0,7401
0,7807
0,8188
1,0000

Bi=1
0,4815
0,5281
0,5737
0,6183
0,6618
0, 7040
0,7450
0,7851
0,8245
0,8631
1,0000

Ste=2

Bi=2

0,2858
0,3421
0,3993
0,4569
0,5146
0,5720
0,6290
0,6857
0,7426
0,7990
1,0000

Ste=3

0,3188
0,3813
0,4440
0,5063
0,5675
0,6271
0,6847
60,7402
0,7938
0,8442
1,0000

, 0

Bi=10

0,0637
0,1296
0,2021
0,2797
0,3607
0,4435
0,5267
0,6093
06,6903
0,7666
1,0000

Bi=10

0,0733
0,1488
0,2310
0,3174
0,4056
0,4933
0,5785
0,6595
0,7351
0,8009
1,0000

Bi=ow

0,0000
0,0636
0,1371
0,2186
0,3058
0,3964
0,4881
,5791
0,6675
0,7493
1,0000

Biz=e

0,0000
0,0730
0,1569
0,2488
0.3453
0,4432
0,5394
0,6315
0,7173
0,7901
1,0000
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APENDICE A.3

SOLUCAO EXATA PARA O PLANO PELO SISTEMA VIRTUAL

0 modelo a ser desenvolvido admite por hipoteses que:

a) 0 fluxo térmico e unidirecional durante o processo de
solidificagao;
b) O material tem uma temperatura definida de fusao;

¢} Todo o material liquido se encontra na temperatura de

fusdo, sem superaquecimento;

d}) A transferencia de calor entre o material e o fluido
de resfriamento & controlada por um coeficiente de
transmissfdo de calor por convecgdo que permanece CONs
tante durante a solidificacgao.

0 sistema virtual substitui a resisténcia térmica de con
vecgao entre o material e o fluido de resfriamento por uma resis-
téncia teérmica proporcionada por uma espessura de material solidi-
ficado. Tal modelamento esta esquematizado na Figura 5.1.

As relacgoes entre as dimensGes nos dois sistemas sao:

x' = 5, + x (A.3.1)
S' =5, +S (A.3,2)
tho=t 4t (A.3.3)

onde tO € 0 tempo necessario para que a espessuraf%)seja formada no
sistema virtual.

No sistema virtual a condugao de calor ma espessura soli

dificada & representada pela equagdo

0gx'<S" (A.3.4)
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As condicdes de contorno no sistema virtual sao

para x' = 8§' {A.3.5)

T=T para x' =0 (A.3.6)

A solugdo da equagdo (A.3.4) &

xi

(A.3.7)
2/E€?)

=3
li

a +berf (

onde a, b sdo constantes. Das equagdes (A.3.5) e (A.3.7)

S!

= constante = ¢ (A.3.8)

——)

2Vat!

onde ¢ & definida como a constante de solidificacao.

A equagao (A.3.8) pode ser colocada na forma

SIZ
£ = (A.3.9)
4o ¢2
e em particular para x' = S e t! = tos
S 2
0
t = (A.3.10)
©  4q 92
Das equacdes (A.3.1), (A.3.2), (A.3.3) e (A.3.9):
(§ + So)z 52 S0 S s ?
t+t = = + +r -2 (A.3.11)
da ¢? da ¢? 20 02 4o ¢?

que juntamente com (A.3.10) fica
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S*? SO S
t = + (A.3.12)
4o ¢? 200 92

As condigoes de contorno (A.3.5) e (A.3.6) permitem

calcular as constantes a, b:

a =T (A.3.13)

Tf - Tm
b & — (A.3.14)
erf ¢

A equagao {A.3.8) pode ser escrita como

x'! x! S0 + X
S WU S . (A.3.15)
2Vat’? S S + 8

8]

0 perfil de temperatura dado pela equagao (A.3.7) pode

ser escrito na forma

Tf - T, S + x
T=T_ +-—+——"erf ($ ——) (A.3.16)
erf ¢ 5 + 8§

o
A temperatura T ¢ dada por

Te- T, ¢ S,
T =T + -2 2 erf (——29) (A.3.17)

o Lee]
erf ¢ S0 + 5

Torna-se necessario o conhecimento do valor de ¢ e S .

0
Um balanco térmico na interface sdlido liquido da Figura 5.1.b
fornece
ds’ 3T
Lp — -k — =10 {(A.3.18)

dt! ax!



As derivadas de (A.3.9) e (A.3.16) sao respectivamente

ds’ o 200 ¢2
— = [ = (A.3.19)
dt’ t! S!
EE_ 2¢(Tf B Tm)
o ° (A.3.20)
/r s' erfe exp(d?)
Combinando (A.3.19) e (A.S.ZU) com (A.3.18) resulta
c(Tf - T.)
/T ¢ erfo exp(s®) = = Ste (A.3.21)
L

de onde a constante de solidificagao ¢ pode ser calculada atra-
vés de métodos iterativos ou graficos. A Figura 5.2 mostra a va-

riacdo da constante de solidificagao ¢ com o nimero de Stefan.

Para a determinagao de S, deve-se considerar o balango

209

do fluxo de calor no instante inicial no sistema real (t=0, S$=0).

Isto equivale a considerar o fluxo de calor na interface sdlido
liguido no sistema virtual quando t'=to e 5'=5, (Figura 5.1.a).

0 balango do fluxo de calor nesta posigao vale

aT
h(Tf - Tm) = %k (——H) x' = 8§ (A.3.22)
ax!' g
0

onde pelas hipdteses feitas inicialmente, h & admitido constante

durante o processo de solidificagao.

A equagdo (A.3.20) pode ser escrita agora para x'=S

3T 26(T; = T.)
___) _ — x' =8 (A.3.23)
<8x‘ 5 /'S, erfe exp(4?)

o



Combinando (A.3.22} e (A.3.23),

2 ko? _
= V1 ¢ erfy exp(¢?)

h S,

que juntamente com (A.3.21) resulta

2a ¢% Lp 2ko?
S = =
0 h(T.~Tw) h Ste
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(A.3.24)

(A.3.25)

Considerando a equagao (A.3.12) o tempo de solidifica-

¢do € dado por

52 Lp
= + g
4o 2 h(T(-T,)

t

(A.3.26)
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SIMBOLOGIA UTILIZADA

1. Parametros dimensionais

coeficiente do polinomio do perfil de temperatura
coeficiente do polindmio do perfil de temperatura
coeficiente do polindmio do perfil de temperatura
calor especifico

calor especifico do material liquido superaquecido
coeficiente de transmissdoc de calor por convecgao
condutividade térmica

calor latente de fusao

calor latente de fusao corrigido para considerar o efei-
to do superaquecimento

numero de incrementos no tempo

numero de incrementos radiais

nimero de divisGes da malha

fluxo de calor

fluxo de calor na borda da esfera

fluxo de calor na frente de fus&o

fluxo de calor por unidade de area

raio da esfera

resisténcia térmica de convecgao

resistencia termica de condugao

distancia radial a partir do centro da esfera
raio da interface solido-liquide

espessura solidificada no plano

espessura solidificada no sistema virtual

tempo

tempo no sistema virtual

temperatura

temperatura da superficie da esfera

temperatura de fusao do material

temperatura do meio

distancia no plano

distancia no plano no sistema virtual

difusividade térmica

densidade
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5(t) distincia fenomenoldogica no método integral

A incremento

¢ constante de solidificagao

o constante de Stefan-Boltzmann (5,6697x10—8W/m2K4)
€ emissividade

Parametros adimensionais

Bi = %? nilmero de Biot

T -Tm -
Ste = EL_%———l numero de Stefan
Z =r1r/R
E = 1g/R
X = 1-r/R
[ 1'I'£/R
_ ot

TR

T"Tm
e =

Tf-Tm

q Q

¢ = =

kL/cR 4nRkL/cC
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