UNIVERSIDADE ESTADUAL DE CAMPINAS
FACULDADE DE ENGENHARIA MECANICA
DEPARTAMENTO DE ENGENHARIA DE PETROLEG

Dissertacdo Apresentada &
Faculdade de Engenharia Mecanica
Como Requisito Parcial & Obtencio do
Titulo de Mestre em Engenharia de Petréleo

ESQUEMAS DE ALTA RESOLUGAO
PARA CONTROLE DA DISPERSAO NUMERICA
EM SIMULAGCAO DE RESERVATORIOS

& s ol 3 ‘ '-\. & '%‘@,&SZ»
e wremlac @ﬁﬁmsgz@w@ @, m;is Y‘Mxﬁﬁé @‘i&@ |
. Reulios @ﬂi{ze@@ew Vo

Dot adn @aaz Attondo € |
&%%Q.‘i\&@ﬁu Xg‘@ 4 ok el ot ey ﬁﬁxfi@"/ﬁi%-
, o (BUASRTD. QUK f7
ﬁi@%@mm&mwym&J-f 3 o
' ’ HOLEC AL D o B
Pl . Betooit Clgudio de Frvapa Lexvea
Autor : Antonio Carlos Capeleiro Pinto v
Orientador : Antonio Claudio de Franca Corréa £

3

SCREE!

novembro de 1991

[ERCRRWE R
BIRLITRC S CERTRAL




UNIVERSIDADE ESTADUAL DE CAMPINAS
FACULDADE DE ENGENHARIA MECANICA ’
DEPARTAMENTO DE ENGENHARIA DE PETROLEQO

A dissertagiio “Esquemas de Alta Resolugio para Controle da Dispersio Numé-
rica em Simulagéo de Reservatorios”, elaborada por Antonio Carlos Capeleiro Pinto e
aprovada por todos os membros da Banca Examinadora foi aceita pela Sub-Comissio de
Pés-Graduagio em Engenharia de Petrdleo como requisito parcial 4 obtengio do Titulo
de Mestre em Engenharia de Petrdleo.

Campinas, 12 de novembro de 1991.

Banca Examinadora

s

Antonio Cliudio de Franca Cgréa, Ph.D.

(00 wd ol

Maria Cristina de Castro Cunha, Ph.D.

Fd L 4 /

Paulo Jorge Serpa Paes Leme, Ph.D).

ii




A minha esposa Marcia

a meus pais

11




AGRADECIMENTOS

Ao Prof. Dr. Antonio Cléudio de Franga Corréa pela sugestio do tema, orientagaa,
dedicacdo e incentivo a realizagio do trabalho.

A Prof. Dra. Maria Cristina de Castro Cunha um agradecimento especial pela
dedicacdo e interesse no esclarecimento de nossas tantas duvidas, tendo proporcionado
um auxilio inestimdvel & fundamentagdo matematica do {rabalho.

Ao Prof. Dr. Fernando Rodriguez de La Garza, pelas sugestes e frutiferas discussdes.
Ao Analista de Sistemas Carlos Eduardo Pereira, pela colaboragdo e sugestoes.

Ao Engenheiro Walter Petrone Lemos, pela valiosa colaboragao.

Aos colegas do curso de mestrado, pela amizade e companhelnismo.

Aos professores e funciondrios do Departamento de Engenharia de Petréleo da
UNICAMP, pela dedicagéo.

A PETROBRAS, pela oportunidade e suporte & realizacio desse trabalho.
A UNICAMP, pelo suporte tecnoldgico.

iv



Sumsdrio

O esquema tradicional de simula¢@o de reservatérios por diferencas finitas utiliza
o método de ponderacdo a montante para aproximar os componentes do termo
de fluxo convectivo nas interfaces entre os blocos. Esse procedimento estabiliza a
solugdo numérica, mas introduz graves erros de dispersio numérica, dificultando a
correta interpretagio dos resultados simnilados.

Os esquemas exponenciais sio alternativas razodveis quande o termo difusivo
domina. No entanto, conforme demonstramos neste trabalho, tendem para o método
de ponderagdo a montante quandoe o fluxe é muito convectivo.

s métodos de  diferencas finitas de ordem mais alta, como o esquema
de Leonard, reduzem a dispersio numérica, mas podem produzir solugdes fisica-
mente incorretas quando a equagio de conservacdo assume a forma hiperbdlica.
Demonstramos, através da solugio de algumas equa¢Bes nio-lineares classicas, que
isto ocorre porque a condigdo de entropia néo ¢ obedecida. A condicio de entropia
& urmn critério matematico que permite selecionar a solugdo correta entre as solugbes
fracas do problema.

Qs esquemas de Diminui¢io das Variagbes Totais (TVD) possuem a notdvel
propriedade de produzirem solucBes de alta resoluco que obedecem ao principio da
entropia e, consequentemente, sio fisicamente corretas.

Apresentamos uma comparagio do desempenho de diversos métodos de dife-
rencas finitas para resolver alguns problemas de engenharia de reservatérios, como:
equacao da convecgdo-difusio em 1D, equagdo de Buckley-Leverett e fluxo de tra-
cador em 2D. Os esquemas TVD foram também implementados em um modelo
“black-oil® bifdsico, e os resultados sio discutidos para véarias formulagdes, como
IMPES, semi-implicite e totalmente implicito. Incluimos no modelo a opg¢io de
injecdo de tragadores na fase agua, considerando o tensor dispersdo completo e
adsorgho com a rocha.

S3p {eitas comparagbes com as solucdes obtidas com o método de ponderagio a
montante e malha refinada e, sempre que possivel, com solugdes analiticas. O efeito
de orientagio de maltha é estudado. 830 incluidos diversos exemplos praticos.



Absiract

Standard finite-diference reservoir simulation normally uses single-point ups-
tream weighting to approximate the components of the convective flow term at the
interfaces between blocks. This procedure stabilizes the numerical solution, but
introduces high levels of numerical dispersion, difficulting the correct interpretation
of the simulated results.

Exponential schemes are reasonable when diffusion dominates, but, as we show
in this work, reduce to single-point uspstream when the flow is too convective.

Higher-order finite-difference methods, like Leonard’s scheme, are, in general,
able to reduce the numerical dispersion, but may produce non-physical solutions
when the conservation equation assnmes 2 hyperbolic form. We demonstrate,
through the numerical solution of some classical non-linear equations, that this
occurs because the entropy condition is violated. The entropy condition is a mathe-
matical criteria to select the correct solution among weak solutions of the problem.

Total Variation Diminishing (TVD) methods have the remarkable property of
producing high resolution solutions which obey the entropy condition, and, conse-
gquently, are physically consistent.

A comparison of the performance of the various methods is presented for some
reservoir engineering problems: 1D convection-diffusion equation, Buckley-Leverett
equation and 2D single-phase tracer flow, TVD schemes were also implemented
on a two-phase black-oil model, and results are discussed for various formulations,
such as IMPES, semi-implicit and fully-implicit. We also included options of tracer
injection in the water phase, considering full dispersion tensor and adsorption with
the rock,

Comparisons are made with refined grid single-point upstream solutions and,
whenever possible, with analytical solutions. Grid orienfation effect is investigated.
Practical examples are also included.
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1 INTRODUCAO

Neste trabalho apresentamos uma investigacio dos métodos numéricos de di-
ferencas finitas para resolver problemas de escoamento de fuidos em meios POrosos.

O estudo foi motivado porque o método tradicionalmente usado na engenharia
de reservatérios, de ponderagio a montante, conduz a solugdes com uma grande dispersio
artificial, conhecida como dispersdo numérica, que inviabiliza a correta simulagio da dis-
persao fisica, principalmente em escoamentos convectivos.

Na engenharia mecanica, na drea de transferéncia de calor, sio bastante uti-
lizados 0s métodos exponenciais de Patankar [33] e Allen [3], [4]. Na 4rea de engenharia
de reservatdrios esses esquernas tém sido empregados para estudar o deslocamento de
tragadores {42]. Com relagdo ao método de Allen, estaremos considerando uma aborda-
gem semelhante & proposta por Figueiredo [15], e por isso empregaremos a denominacio
Allen-Figueiredo. Mostramos que tais métodos fornecem resultados razodveis quande o
termo de fluxo difusivo é significativo, porém se reduzem ao método de ponderagio a mon-
tante quando o escoamento é muito convectivo, produzindo nesses casos grande dispersio
numérica. Apresentamos também uma nova forma de escrever a equacio de conservagio
linear ern 11} discretizada pelos esquemas exponencials.

Alguns métodos de diferencas finitas de ordem mais alta foram propostos na
literatura para reduzir a dispersdo numérica e o efeito de orientagdo de malha [49], [26],
[41], [17]. Tais métodos sdo efetivos em controlar a dispersio numérica. No entanto,
podem produzir solugdes fisicamente incorretas quando o termo de fluxo convective pre-
domina e a equagdo de conservagdo assume um carater hiperbdlico. Embora ndo tenha
sido notado pelos pesqnisadores da area, tal fendmeno ocorre porque esses métodos nem
sempre obedecem ao principio matematico da entropia. A obediéncia ao principio da
entropia, aliado a convergéncia, é suficiente para garantir que a solugdo obtida é a tnica
solugdo correta do problema.

Os métodos de Redugio das Variagbes Totais (TVD - “Total Variation Dimi-
nishing”) foram introduzidos pelo matemdtico Harten [20] em 1983, e comegaram a ser
empregados na engenharia de reservatorios em 1990. Esses métodos apresentam a grande
vantagem de permitirem o uso de aproximacdes de ordem mais alta para o termo de fluxo
convectivo, produzindo sempre solugbes coerentes, pois obedecem ao principio da entro-
pia. Analisamos esquemas TVD de segunda ordem {20}, [46], {50], [40] e de terceira ordem
[18}, {27].

A condicdo de entropia é investigada através da solugfio numeérica de algumas
equacdes nio-lineares cldssicas, como as equagbes propostas por Burgers {7] e Harten et
alii {19], utilizando-se os diversos métodos de diferengas finitas.



Sdo estudados alguns problemas de engenharia de reservatérios, a saber:

» equagao da convecgo - difusao linear, em 1D.
» cquagdo de Buckley-Leverett, 1D.

¢ deslocamento de um tragador monofisico em 2D.

A estabilidade dos métodos no esquema explicito é analisada com detalhes
utilizando-se a equacio da convecgao-difusao em 11,

Os métodos TVD foram implementados em um simulador de reservatérios
dleo-dgua bidimensional. Analisamos o desempenho obtido pelos métodos, utilizando
as formulagdes IMPES, semi-implicita e totalmente implicita. No esquema totalmente
implicito avaliamos diversas formas de implantagdo quanto a precisio e nimeroe médio de
iteraghes por passo de tempo. Utilizamos formulacio geral, prevendo o uso de malhas
nio-uniformes.

Introduzimos no simulador élec-dgua a opgio de injecio de tragadores conser-
vativos na fase dgua, considerando o tensor dispersio completo e adsorcdo do tracador na
rocha. As solugbes podem ser obtidas com esquemas explicito ou totalmente implicito.

Sempre que possivel utilizamos como referéncia sohigbes semi-analiticas, No
caso Oleo-agua em 2D desenvolvemos um programa de computador para gerar a solucio
serni-analitica com base nas idéias de LeBlanc e Caudle {24]. Os resultados sio também
eomparados com as solugdes numéricas obtidas com o método de ponderagio a montante
corn malha refinada.

Além da dispersdo numérica, o efeito de orientacdo de malha é também anali-
sado.

Incluimos estudos de diversos casos praticos de deslocamento dleo-agua, em
reservatdrios homogéneos e heterogéneos. 8o também simulados e interpretados virios
casos de injecio de tragadores.

Para desenvolvimento e teste dos diversos programas de computador utilizamos
os seguintes equipamentos :

» Micro-computador PROQCEDA 5370-CAD, PC/XT com 8 MHz e placa MOTO-
ROLA 68020, com 20 MHz e 4 Mbytes de meméria RAM.

o Computador IBM 3090 modelo 150 VF - XA, da UNICAMP.



2 REVISAO BIBLIOGRAFICA

O transporte de um fluido no meio poroso geralmente compreende duas par-
celas: transporte convectivo e transporte difusivo, O transporte convectivo ocorre devido
aos gradientes de pressdo, enquanto a difusio estd associada 4 mistura provocada pelos
gradientes de concentragdo (difusio molecular) e pela agitacio do meio poroso (dispersdo
hidrodinamica).

O maior problema encontrado na simulagio numérica do fluxo no meio poroso
tem origem na discretizacio do termo de fluxo convectivo. O método de ponderacio a
montante sempre produz solugdes fisicamente corretas, porém introduz altos niveis de
dispersdo numérica, o que tende a dar um cardter muito dissipativo ao fluxo.

A seguir discutimos, de forma breve, os métodos de diferencas finitas propostos
na literatura para tentar controlar a dispersdo numérica. Alguns desses métodos sio
apresentados com mais detathes no capitulo 4.

Em 1971 Chaudhari {10] propés um método que consistia em adicionar, na
equagho diferencial, termos com sinais contrarios aqueles introduzidos artificialmente pelo
meétodo de 1 ponto a montante. Embora tenha sido bastante utilizado em simuladores
de métodos misciveis de recuperagio do petrdleo [16], [36], hoje em dia é pouco utilizado
por estar limitado a2 malhas uniformes {41} e por apresentar, em alguns casos, solucbes
oscilatérias [41].

Em 1972, Todd et alii {49] propuseram o método de 2 pontos a montante
para aproximar melhor as propriedades calculadas nas interfaces dos blocos de simulacéo.
O método é de segunda ordem no espago, e reduz os efeitos de dispersiio numérica e
orientacdo de malha, No entanto, quando a equagdo de conservagao é linear, € necessario
introduzir restrigbes para controlar as oscilagdes, no esquema explicito. Nos casos nao-
lineares ndo é garantido que as solugdes fisicamente corretas sejam sempre obtidas.

Os métodos exponenciais de Patankar [33] e Allen-Figueiredo [3], {4], [15] séo
bastante utilizados na area de transmissio de calor, e se baselam nas mesmas 1déias: a
equagio diferencial é admitida localmente linear e resolvida analiticamente considerando-
se termo transitério nulo (Patankar) ou constante {Allen-Figueiredo). A solucio fica em
termos de constantes que sdo determinadas aplicando-se a pontos adjacentes da maltha.
Fm 1990, Santos [42] apresentou um estudo de deslocamento de tracador monofésico
em 2D utilizando o método de Patankar para discretizar o termo de fluxo convective. Os
resultados tedricos foram bem préximos dos obtidos em laboratdrio, provavelmente porque
os niveis de dispersédo fisica eram significatives. O maior problema com esses métodos é
que, conforme demonstramos no capitulo 4, se reduzem ao método de 1 ponto a montante
guando o escoamento é muito convectivo, apresentando nesse caso 0s mesmos problemas
de dispersio numérica elevada.



Em 1979 o matemdtico Leonard {26] propés a aplicacio de um método de ter-
ceira ordem para discretizagio do termo convectivo. Tal método é uma aproximagio exata
para um polinémio de terceiro grau e, portanto, compativel com o esquema de diferencas
centrais utilizado tradicionalmente para discretizar o termo de transporte difusivo. Se-
gundo Leonard [26], a discretizacio de terceira ordem para o termo convectivo & étima em
termos de precisio, estabilidade e simplicidade. A aplicagéio do método 6 é simples com
o esquema explicito. No esquema implicito o método conduz a um aumento do ndmero de
diagonais ¢ da banda da matziz Jacobiana, o que acarreta grande incremento no esforgo
computacional e na area de memdria necessarios 4 solugio do problema.

Em 1990, Saad et alii [41] e Gupta [17] propuseram métodos baseados nas
idéias de Leonard. Os métodos foram aplicados para estudar o fluxe de tragador em 1D e
2D e para a equagdo de Buckley-Leverett, utilizando sempre esquemas explicitos. Foram
apresentadas também algumas sugestdes de ordem prética para eliminar as oscilagdes
e aumentar a estabilidade dos métodos no esquema explicito. Esses métodos corrigem
adequadamente o problema de dispersdo numeérica. Entretanto, os autores observaram
que solucbes fisicamente incorretas podem ser obtidas quando o fluxo é muito convectivo
£ & equacao assume um carater hiperbélico.

Embora os pesquisadores acima néo tenham percebido, esses problemas ocor-
rem porque os métodos propostos nem sempre obedecem ao principio matemético da
entropia. Tal principio foi enunciado por QOleinik [30] em 1957 e tem sido utilizado em
varios trabalhos da area de matematica aplicada sobre métodos numéricos para soluco
de equacbes de conservagao {31}, {32], {46], [44]. O principio consiste em uma condicio
adicional que deve ser satisfeita pela solucio correta do problema, garantindo assim a
unicidade da solucdo para problemas que ndo sio bem postos. A aplicacio desse e de
outros principios, demonstrados nos referidos trabalhos, permite compreender ¢ analisar
corretamente as solugdes obtidas com os diversos métodos de diferengas finitas propostos
na literatura.

Também em 1990, Chang [9] apresentou sua tese de doutoramento, onde uti-
lizou o esquema de Leonard em um simulador composicional de reservatdrios que con-
siderava os termos de dispersdo hidrodindmica. Foi utilizada a formulagio IMPES. Os
resultados foram bons, quando os termos de dispersio fisica eram significativos.

Em 1983, Harten et alii [20] introduziram o conceito de métodos TVD (“Total
Variation Diminishing”). Tais métodos consistem, basicamente, em acoplar um termo
de fluxo anti-difusive, com um limitador de fluxo, ao tradicional esquema de 1 ponto
a montante. Harten [20] e Sweby [46] demonstram os critérios algébricos que devem
ser obedecidos pelo limitador para que o esquema final conduza a reducgio das variagdes
totais ao longo do tempo. Para deduzir esses critérios é conveniente definir um parimetro,
chamado de razdo de fluxo, como a relagio entre os fluxos nas fronteiras de cada bloco
de simulacio, em cada diregdo. A aplicagido dos critérios determina uma regido no plano
definido pelo limitador de fluxo versus razao de fluxo; a regido mais utilizada é a regido



TVD de Sweby [46]. Diversos limitadores de fluxe sio propostos na literatura, entre eles
o de Van Leer [50] e o de terceira ordem {18}[27]. Esses limitadores devem estar sempre
confinados a0 interior de uma regizo TVD. Embora nio exista até hoje uma demonstracio
formal, as evidéncias numéricas indicam que os métodos TVD obedecern ao principio da
entropia e, portanto, se convergentes, produzem solugdes fisicamente corretas.

Em 1990, Rubin e Blunt [40] introduziram os esquemas TVD na engenharia
de reservatérios. Foi utilizado o limitador de Van Leer {50] para definir um esquema TVD
de aproximagao de segunda ordem para os termos de fluxo nas equacbes de conservagio
em um modelo de simulagio numérica de reservatérios. Os resultados foram animadores
em termos de controle da dispersio numérica. Os casos analisados, no entanto, eram
particulares, por admitirem curvas de permeabilidade relativas como linhas retas e razio
de mobilidades unitaria. Os autores consideraram as formulactes IMPES e totalmente
implicita.

Gupta et alii [18], também em 1990, definiram um limitador que conduz, em
regides suaves, a um esquema de terceira ordem para o fluxo convectivo. Nas regides onde
o limitador fica restrito pela regido TVD, o esquema passa a ser de segunda ordem no
espago. Jianchun Liu [27] utilizou o mesmo limitador e propds uma ampliacic na regiso
TVD, Os dois autores aplicaram o esquema para o problema de Buckley-Leverett em 1D
e para a equacio da convecgio - difusio em 1D e 2D, sempre com esquemas explicitos.

Nas fronteiras do reservatério os métodos de ordem mais alta, inclusive os
métodos TVD, nao podem ser empregados, pois exigiriam pontos fora do dominio. Os
diversos autores citados sugerem utilizar, em tals casos, o método de ponderagio a mon-
tante.



3 DISPERSAO NUMERICA E ORIENTACAO DE
MALHA - MOTIVACAO

Nesse capitulo apresentamos uma discussio da dispersio numérica introduzida
pelo método de 1 ponto a montante, através da andlise da equacgio da conveccio - difusio
linear, em 1D, na sua forma adimensional:

9Cp 1 &FCp  0Cp

Jzp Pe 0z% + Otp

0 . (3.1)

A dedugdo dessa equagdo é apresentada no capitulo 6.  parametro Pe é
conhecido como nimero de Peclet, e representa uma relagio entre as forgas convectivas
(viscosas) e difusivas. Quanto maior o niimero de Peclet, mais convectivo é o fluxo.

3.1 Dispersaoc Numeérica

Por enguanto vamos nos ater a discretizagio do termo convectivo. Omitiremos,
doravante, os indices de adimensionalizagio de (3.1} por simplificagio.

Considerando a abordagem tradicional de diferengas finitas, e utilizando ex-
pansdo em série de Taylor, obtemos, para fluxo no sentido ¢ ~1 ~— ¢ — 1+ 1;

oC Cipy — Ci Az (3C
(3:::). = +12A3; - - ( 6 ) (8:1:3) y Fie1 SRS Tigy - (3.2)
! 7

A aproximacio acima é a discretizagdo central do termo convectivo, de segunda
ordem no espago. Infelizmente, quando se resolve numericamente a equagéo (3.1) usando
essa aproximac¢ao, a solugio apresenta oscilagdes espirias ou € fisicamente incorreta {6].

A aproximacao por um ponto a montante é também obtida pela expansioc em
série de Taylor:

bz FREE 6 \ 8

66 —~ C,' hae C,'._y‘ + A:r 320 . !}..’52 330
P ¥ 2 ;

) y Tip T S8 - (3.3)
7

Assim,
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Portanto, quando substituimos (%C;) por
X ~ i
outra equago, a saber:

—~—==l | estamos de fato resolvendo
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Nessa equagio a dispersio total é
1
Krorar = ot Kyom. , (3.6)
onde :
KNUM. = Aa:/Q . (37)

Ou seja, a discretizagio por um ponto a montante introduz, nesse caso, uma
dispersio artificial igual 2 Az /2. Quando a equagiio de conservagio é hiperbélica, isto é,
nao ha dispersio fisica, a dispersio artificial estabiliza o método de diferengas finitas, mas
o erro numérico introduzido é grande. No apéndide A discutimos, com base nas idéias de
Farlow {14], porque o termo difusivo estabiliza a solugio da equagio da conservagao.

Em processos de recuperacio secundaria do petréleo, onde uma. frente estreifa
pode se formar na interface dos fluidos deslocado e deslocante, o método de 1 ponto a
montante atenua a forma da frente, causando irrupcio mais rdpida do fluido deslocante.
Em processos onde a dispersdo fisica é alta (Peclet baixo), a dispersio numérica nao influi
tanto na solugao,

Naturalmente, a dispersio numérica depende do tamanho das células. Por esse
motivo o refinamento local acompanhando a frente de avango é um método vidvel para
controlar a dispers@o numérica.

3.2 Orientacao de Malha

Outro fendémeno que resulta da aplicagio do método de 1 ponto a montante é
a dependéncia da orientagio de malha. Se essa discretizagio for usada nas trés diregdes
dos eixos cartesianos, o termo adicional introduzido na equagio da convecglo-difusio
adimensional é:



_B28C _AyPC  A:0°C
207 2 Oy 2 92 (38)
e esse termo depende da orientacio da malha.

Normalmente trabalhamos com dois tipos de malhas: paralela e diagonal. A
figura 3.1 mostra as duas malhas para o padrio “five-spot”.

O O
& O
DIAGONAL PARALELA

Figura 3.1: Comparagio entre malhas - geometria “five-spot”.

Sabe-se que a malha paralela produz irrupgio mais rapida do fluido injetado,
& a malha diagonal resulta em maior eficiéncia de varrido,

O esguema de discretizagdo por 9 pontos em duas dimensbes produz uma
melthor distribuicao do fluxo, mas ndo elimina a orientecio de malha, uma vez que o erro
introduzido pela ponderacio a montante ainda existe e nio é rotacionalmente invariante.

Em processos onde a dispersao fisica esta presente, esta ¢ suficiente para es-
tabilizar o processo numérico. A modelagem ¢€ feita através de um tensor dispersio que
& rotacionalmente nvariante, ndo causando efeitos de orientagdo de malha. Conforme
verernos nos itens seguintes, nesses casos podemos utilizar métodos de ordem mais alta
na discretizacao do termo convectivo com a garantia de que solugdes fisicamente coerentes
serfic obtidas.

Podemos entender melhor o efeito de orientagio de malha analisando a equacgdo
da convecgho-difusio em sua forma dimensional, para duas dimensdes:

¢%§- - (c;sf?m.\‘:?c - ac) =0, (3.9)



onde K prs € 6 tensor dispersio e @ a velocidade de Darcy.

Nao considerando o termo difusivo, discretizamos a equagao (3.9), no esquermna
explicito, como:

il on O ey O n n — n
¢Q£; C;J+”s+1gzjcs+1;23 uz—lfzgciwlfizj+u£j+1f20£j+1f2 u;’j—}ﬂc{j-—]ﬂ

At Az Ay; =0
(3.10}
No esquema de ponderagio com 1 ponto a montante, temos:
cn 164 Uit1/2i =0
n g =4 o o SEUR/2 2
i+1/21 { Chii )8 tipajag < 0 (3.11)

Para Cf},, 1, a definigio é similar.

=
Considerando # constante (V.4 = 0 , regime permanente] e ¢ constante, es-
Creveimos:

oc o
dx ”*‘ay'

Por analogia com a equagio da convecgdo-difusio em 1D, concluimos que a
ponderagdo a montante introduz o seguinte termo de disperséo numérica:

V.(IC) = 4.V = u, (3.12)

e

= - Az &*C Ay 0*C
—V(KNUMVC) - — 'ﬂxl hd y——'"“

2 o Tl g g (313)

Podemos notar que a inica forma de minimizar a dispersao numérica introdu-
zida pela ponderagio a montante é refinar a malha.

QOutra idéia seria determinar um espagamento de malha tal que a dispersio
numérica obtida fosse igual & dispersao fisica do sisterna. Russel e Wheeler [48] analisam
essa 1déias

Supondo Az = Ay = h podemos escrever, a partir de (3.13):

= hiflu) 0
K = = g . 3.14
NUM. = ( 0 Juy ) (3.14)

O tensor de dispersdo fisica j& multiplicado por ¢ {termo t;zﬁl? Fi1s, em (3.9) é
apresentado por Lake [22], [23]:

Baz Koy ) , (3.15)

Rpps =
¢K prs. ( K, K,



ap — o i
K, = ( 7l 0 ul + o il = ] —fan? -i-atu:] . (3.16)
1
K,y = I—a[a;uz + aul] | (3.17)
£
Koy = Ko = (9700 oty (3.18)

onde oy, &y 830 as dispersividades longitudmai e transversal do meio.

Nas equagbes acima desprezamos a difusio molecular, consideramos apenas a
dispersac hidrodindmica do meio.

Assim, podemos escrever :

3 o Z 2 -
6K prs = = ( Uy |Ux7;zf| ) + f} ( ug |u§uy| ) _

!Z_L'I }u-‘ﬁuyl uy - !uzuyi Uy

cos?*f  cosbsenf . sen’f —cosfsend
= ay | + ay ]

cosfsend  sen?d —coslsend  cosih ), (3.19)

onde o dngulo @ € formado entre a velocidade i e o eixo cartesiano x.

Para uma certa malha (h conhecido}, podemos tentar obter o; e o, para cal-
cular a dispersio fisica que corresponde & dispersio numérica. Para o caso geral 1sso nio
¢ possivel, pois igualando (3.18) a (3.14) temos 3 equagdes e 2 incdgnitas.

Esses valores podem ser obtidos para alguns casos particulares [48}:

i) Se 8 = 0,727, ... (malha paralela):

)= el — el = 3 sl > 0= 3 (3.20)
como u, = {, segue que o =0 . (3.21)
Os mesmos resultados séo obtidos se § = £, &,
ii) Se ¢ = I, .. (malha diagonal) :
h
g = oy = 2—\/72. o~ 0,354h . {3.22)

Portanto, dependendo da orientagio da malha, a dispersdo numérica acarreta
coeficientes de dispersio fisica diferentes. Isto é, para o mesmo &, os valores de oy, o
associados & dispersao numérica, dependem da orientacio da malha.
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No caso de malha diagonal para um padrao “five-spot” {figura 3.1}, 2 dispersio
numerica transversal, o, = 0,3544, é significativa e tende a dificultar o fluxo do pogco
injetor para o produtor. J4 no caso de malha paralela, nio existe dispersdo numérica
transversal (o, = 0}, apenas dispersio longitudinal, maior que a dispersio longitudinal
para a malha diagonal. Isso explica porque a irrupgio do fluido deslocante é mais rapida
no caso de malha paralela,

Podemos concluir que a dispersio numérica explica em parte a discrepincia
entre os resultados de simulagoes numéricas usando malhas com orientacio distintas. A
redugio da dispersio numérica tende a aproximar os resultados obtidos. A outra parcela
responsavel pela diferenca dos resultados ¢ a tendéncia do fluxo se dar preferencialmente
ao longo das linhas da malha; essa parcela nao é afetada quando reduzimos a dispersio
numérica,

No caso da equagho da convecglio - difusio linear em 1D, conforme veremos
no capitulo 6, o niimero de Peclet é definido como:

Pe= Loy {3.23)
onde L é a distdncia entre o pogo injetor e o produtor.

Se ndo ha dispersio fisica, ja demonstramos que, no caso de malha paralela, a
dispersao numérica acarreta oy = h/2. Assim,

Pe = 3}? =N , (3.24)

onde AN € o nimero de células da malha em 1D.

Isso significa que, por exemplo, se Pe == 1000, devemos utilizar N=500 nds
e resolver numericamente a equagdo de conservacio na forma hiperbélica. A dispersio
numérica introduzida pelo método de ponderagio a montante para discretizagio do termo
convectivo serd equivalente a dispersao fisica que desejamos simular.

3.3 Discretizacio do Termo Temporal

Tedas as conclusdes acima s6 sio validas se as simulagdes s&o feitas com Af
muito pequenc de forma a tornar desprezivel a dispersio numérica introduzida pela dis-
cretizacao do termo temporal, pois:

8C\ Crl-Cr  AtdC
(:f;?)‘_ Y (3:28)
ntl _om

quando substituimos &2 por 5—3—;—‘- em (3.5} estamos de fato resolvendo:
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L0010 aiC  MoC

gt dr  Pe 82F 2 gz 2 o
ou seja, a discretizagdo de primeira ordem do termo temporal introduz uma dispersio
numeérica com sinal contrdrio & dispersio fisica.

=0, (3.26)

Se o escoamento ¢ puramente convectivo, a equagao (3.5) fica:

oc  ac
o + i 0, (3.27)
e, com algum algebrismo, chegamos a:
>;FC HC
Frrr (3.28)

Substituindo-se em (3.26), e considerando fluxo convectivo, resulta que:

oC 8¢ Ar r At 8
"é?*“é&”*"’é"(&“)?‘“’ (3.29)

iz
ou seja, a dispersao numérica se anula quando %j; = 1.

. Para a formulagio explicita, isso significa que a dispersio numérica é pula
~ quando utilizamos o métode de ponderagio a montante com o maior At estdvel (Af/Az =
1). Maiores detalhes podem ser encontrados em Peacemnan [34].

A discussdo acima demonstra a importincia da dispersio numérica na si-
mulacdo de reservatorios. No préximo capftulo discurimos alguns métodos apresentados
na literatura para minimizar este problema.



4 METOQOS NUMERICOS PARA DISCRE-
TIZACAO DO TERMO CONVECTIVO EM
EQUACOES DE CONSERVACAO

No capitulo anterior vimos que o tradicional método de diferencas finitas de
ponderagao a montante (ou 1 ponto a montante) para o termo convectivo da equagio de
conservacao introduz uma grande dispersdo numérica artificial. Neste capftulo discutimos
os métodos alternativos propostos na hiteratura para controle da dispersio numérica. As
analises serdo feitas tomando-se por base a equacdo da conveccio-difusdo linear em 11,
que é deduzida no capitulo 6:

9Cp + o0Cp _ LBECD _
aﬁp 3@; Pe 83:% -

0. (4.1)

Qs indices de adimensionalizacio serdo omitidos a partir de agora por simpli-
ficagdo.

Em nossa analise ndo nos preocuparemos com a discussdo entre esquermnas
implicitos ou explicitos. Quase sempre estaremos tratando com esquemas explicitos; a
estabilidade serd medida pelo ntimero de Courant, que no caso da equagio (4.1} é definido
por:

At

Neo= %= - (4.2)

Doravante, se nada for dito em contrario, estaremos trabalhando, por simpli-
ficacao, com fluxo no sentido ¢ ~1 — ¢ — ¢+ 1.

4.1 O Método de Ponderacao a Montante

E o método tradicionalmente empregado nos modelos de engenharia de reser-
vatérios. Pelo desenvolvimento em série de Taylor, obtemos:

oC C,—~Ciy Az (§C
("a;),,-““rx *3"(“5.;5); ~ (43)

0 método é, portanto, de primeira ordem o espago.

Partindo-se da forma geral de discretizagao do termo convectivo:

i3
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ocC Civrjz — Cicipa
(81:)‘. = A ; (4.4}
podermnos escrever;
Para fluxo no sentido 1 —1 — ¢ — {41,
Coivrz=Cy , Cilypp=Cig (4.5)
Para fluxo no sentido contrario,
Cisip=Cip1 , Cimpa =0 . {4.6)

ot ac Ci=Cin e :
Quando substituimos (g;)i por === em (4.1), ja vimos que estamos intro-

duzindo uma dispersio numérica dada por:

A
Knum, = "';‘ ‘ (4.7}

Essa disperséo numérica artificial é o grande problema do método de pon-
deracio a montante.

A equacdo (4.1} discretizada pelo esquema explicito, método de ponderacéo a
montante para o termo convectivo e diferencas centrais para o termo difusivo, fica :

(4.8)

G?H"‘C?_}_C?” F»lmj_w ?+1_2C?+C?—1 e )
TaY: Az Pe Lz? T

A analise de estabilidade para {4.8) é apresentada no Apéndice B, tendo sido
obtido o seguinte resultado :

: 1
)\ZNCOS_T_—_

Pecp. +1
onde Af e Az sao grandezas adimensionais e Pegpr. € o nimero de Peclet celular
{Pecpr, = Pelx).

Quando o fluxo é totalmente convectivo {Pe — o), temos:

) (4.9)

N,<1. (4.10)

O método de ponderacdo a montante sempre produz solugbes fisicamente co-
erentes porque, conforme veremos no capitulo 5, obedece ao principio matematico da
entropia [19], [20]. Quando a malha é bem refinada, a solugdo numérica converge para a
solucgdo correta.
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4.2 0O Método de Chaudhari

No artigo original [10], o método é apresentado tomando-se como exemplo uma
equagao de conservagao ndo-linear. Por simplificagio discutiremos o método aplicado a
equagao {4.1), com um coeficiente de dispersio Krys. no lugar de 1/ Pe.

Ja vimos que:

9C\ _ Ci-Cpy  A2dC .
(a$)£ = ST e +0(A) (4.11)
aC Crv_Cr ALOC , |
("53}"), = S 20 o) (4.12)

sy s e crl.or
Quando substituimos %g por %%‘*4 e & por =L em (4.1), estamos de

At
fato resolvendo:

aCc  aC 8°C Az Aty §*°C
-B—t--i--é-g-—fi’ms,‘é;g"‘“i“( —‘1;_\:,;)"5;“2’“0 - (4.13)
Isto é, estamos resolvendo:
oc  ac g
5 + y {(Kris. + Kyum.) Fie 0, (4.14)
onde;
oy o A2 (At
Knom = 5 (1 &3:) . {4.13)

Para eliminar a dispersio artificial, Chaudhari {10] sugeriu somar o termo
KHUM%?— a equagao original. Desta forma, pela analise acima, quando resolvermos
numericamente a equagio:

aCc  aC i 8 C
"g{‘ 4 "”é“‘“x” — (.K}:'Ig_ — NUM.) ”é;g =0, (4.16}

4 -~ 2 ’ . - e
pelo método de ponderacio a montante, o termo K NUM%;% anulard a dispersao numérica

artificial e estaremos com a solucgdo correta.

Os problemas inerentes ao método sao:

» Por considerar uma aproximacio de segunda ordem no termo convectivo, a solugio
numérica apresenta oscilagdes, fato j4 observado nos testes realizados por Saad et

alit [41].
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v Estd limitado a malhas uniformes [41].

Em virtude das limita¢des acima, nio nos aprofundaremos na analise do mé-
todo.

4.3 O Método de Allen-Figueiredo

Uma discussao geral do método de Allen [3],[4] é apresentada por Figueiredo
[15]. Nesse item aplicamos o método para obier uma nova forma para a discretizacio
da equagho (4.1), discutimos a estabilidade, ¢ demonstramos que o método se reduz a
ponderacio a montante no caso de fluxo convective,

Os principais passos que devem ser seguidos para obter a forma discretizada
da equagdo {4.1} pelo método de Allen-Figueiredo séo:
e Assumir o termo transiente de (4.1) como localmente constante e uniforme (3§ =
Ky = constante }.

» Resolver analiticamente a equagdo. A solugdo fica em funglo de trés constantes,
Ay, Ag e o préprio K.

e Para obter as constantes, aplicar a solugdo a trés pontos nodais consecutivos:
i—1,4, 11

No apéndice C, apés um longo desenvolvimento matemadtico, chegamos & ex-
pressio final do método de Allen-Figueiredo para a equagdo (4.1), com malha uniforme,
no esquema explicito:

cri_Cr Cr-Cr, Az %~ 20T + CF,
At + Ar (epeﬁ‘—' - 1) Ax? =0 (4.17)
Comparando-se com a discretizagao por 1 ponto a montante:
crtl-cp or-Cr, 1 (Ch, =20} +CL,y
T 1 [, 1 1 ¥ - U , 4.18
At T Az Pe Az? (4.18)

conchuimos que a diferenca entre os dois métodos estd apenas na discretizagio do termo
difusivo,

Com base em (4.18) podemos chegar a uma importante conclusio:
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*Quando o escoamento é muito convectivo (Peclet alto}, o0 método de Allen -
Figueiredo se reduz ao método de ponderacdo a montante.”

Naturalmente, essa é uma grande limitacio do método.

A vantagemn do método de Allen-Figueiredo é que, por se reduzir ao método
de ponderacdo a montante quando a equagao de conservagio é hiperbélica, o principio
da entropia é obedecido e, consequentemente, as solugbes numéricas obtidas sio sempre
fisicamente coerentes.

O critério de estabilidade para o método de Allen-Figueiredo explicito é dedu-
zido no Apéndice E. (btemos :

, eFecer ..
A= N, < m) , {(4.19)

onde At e Az sdo adimensionais e Pecgy é o nimero de Peclet celular (= PeAx).

Quando o nimero de Peclet é muito alto, a equagéo {4.19) fornece N, < 1,
resultado idéntico ao obtido com o método 1 ponto a montante.

No apéndice E também demonstramos que o limite de estabilidade para o
método de Allen-Figueiredo é sempre maior que o limite para o método de ponderacio a
montante.

4.4 O Método de Patankar

O método de Patankar [33] é muito semelhante ao método de Allen-Figueiredo.
A dedugdo completa do método, aplicado a equagdo (4.1}, é apresentada no apéndice D.
A seguir descrevemos as principals idéias do método:

» A equagdo da convecgio-difusdo linear ¢ resolvida analiticamente considerando-se
regime permanente (%2 = 0). A solucdo fica em termos de duas constantes, A, e

As.

o Para determinacdo das constantes aplicamos a solugdo analitica a dois pontos ad-
jacentes da malha. Desta forma, obtemos a expressao para a concentragio em um
ponteo qualquer da malha.

s O fluxo total J é obtido por: J = C — P{e %g‘

¢ Os fluxos nas interfaces, Jig1ps € Jio1/2, podem entdo ser calculados. Consequen-

tementfz ;J)odemos avaliar 0 termo de fluxo total da equacio de conservacgio:
l 1 2 v} f2
d:z:
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A expressio final obtida no apéndice D ¢ a mesma do método de Allen-
Figueiredo, isto €, no esquema explicito:

et or Cer-CF Az A _orm g gm
+ Iﬁ_( T )( i+l : ‘{"G,.,]) =0 . (420)

At Az gfedr g Az?
Portanto, valem os mesmos comentirios que fizemos no ftem anterior.

Santos [42] aplicou o método de Patankar para resolver numericamente o pro-
blema de fluxo monofasico de tracador em duas dimensoes.

4.5 O Método de Dois Pontos a Montante

Foi introduzido na engenharia de reservatorios por Todd, ’Dell e Hirasaki em
1872 [49]. O método for aplicado para obter uma melhor aproximacio das permeabilidades
relativas nas mterfaces dos blocos, em um simulador “black-oil”.

Em um modelo “black-0il” o termo de fluxo de um componente (oleo, agua ou
gas) € modelado por:

d Op
2 (ng)i , (4.21)

sem considerar os efeitos gravitacionais e de capilaridade.

A discretizacio desse termo € normalmente feita como:

- Portanto, é necessirio avaliar as transmissibilidades nas interfaces entre os
blacos. Dentre os parAmetros que compdem a transmissibilidade, apenas a permeabilidade
relativa é capaz de mudar rapidamente de um bloco para o outro, dificultando a solucio
numérica [49]. Com base nessa idéia, os autores aplicaram a aproximacéo por dois pontos
& montante apenas nas permeabilidades relativas nas interfaces entre os blocos.

A seguir apresentamos a analise do método aplicado & equagdo da convecgao-
difuséo linear {4.1). Consideraremos fluxo no sentido ¢ —1 — ¢ - 141, e malha
uniforme. Desenvolvendo em série de Taylor, obtemos as aproximagoes:

) +0(8d%),  (4.23)

2 2 Axd 3
ol - CgmAx(?-Q) | Ae (50) Az (ac

oz 2 \ Oz 5 \ gz
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aC 2 2 .3
Cioy = Ci~2Az (%) + 425 (%g) _ghe (Qaﬁ) +0(AzY) . (424)

Combinando-se as equagdes,

4Ci . — Ciy = 3C; — 2402 (?__C_)_) 4

Jz Hx?

2A 73 (536'
3

Qu seja:

@2 2 + 30 - 405 4 N Az? (PC
oz / - 20z 3 dz°

)‘_ + O(Az?%) .

Evidentemente, o esquema € de segunda ordem no espago.

Podemos também escrever:

((’?C') — Ci-l—l,/? - Ct'«~1,~"2

bz Az ’
onde:
3 1
Ciyipg = "Q“C's - §C;‘—1 ,
3 1
Cicypz = 301 “2“01'—2 :
Se a malha € nio-uniforme,
Am;
Cipipg = Ci+ m (C; — Cia)
Axyy
Cicrjz = Ciat Ar i A (Cimy ~ Cizg) .
Definindo-se:
_ Z}i.?,',f
N Arit Az
Ve

Cisyaz = Cit oy (Ci — Civs)
Ci»—-lﬁ = Cioy + iy {Cioy — Cing)

'""“"') ‘ + O(AzY) .

(4.25)

(4.26)

(4.27)

(4.28)

(4.29)
(4.30)
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Evidentemente, Ciyq72, Ci.yy2 nio podem assumir valores negativos. Todd et
alil [49] propdem limitar:

Civip 2 0,
Civrz £ max {C,Cina} .

A implantagao dessas corregbes s0 € simples no esquema explicito de discre-
t1zagA0.
Os autores também discutem as limitacdes que devem ser impostas ao tama-

nho de cada passo de tempoe quando se utiliza o esquema explicito, para controlar a
estabilidade, “overshoois” e erros de truncamento.

No capitule 5 demonstramos que as solugdes obtidas com o método de dois
pontos a montante nem sempre obedecem ao principio da entropia e, por esse motivo,
podem ser fisicamente incorretas.

4.6 O Método de Saad-Leonard

Em 1979, Leonard [26] apresentou uma interessante revisio dos métodos de
diferencas finitas para solugdo de equagdes de conservagao e propés um novo método para
discretizacio do termo convectivo. O método é uma aproximacio de terceira ordem no
espago €, segundo Leonard, é compativel com o método de diferengas cenfrais tradicio-
nalmente usado para discretizar o termo difusivo.

Tomando-se por base a equagio (4.1}, o método de diferengas centrais para o
termo difusivo € escrito como:

(320) _ Ciq — 20+ Ciy

1
—é}? A - I“Z“OEIVA;C? 4+ ... (4.31)

Segundo Leonard, o método acima € incorretamente chamado de método de
segunda ordem; o jargao surge de uma confuséo entre o erro de discretizagao na expansio
em série de Taylor e ¢ erro de truncamento global na solucdo. A precisio de segunda ordem
se refere & precisio do operador, e nio 3 precisdo do algoritmo que usa esse operador para
resolver numéricamente uma equagdo diferencial. A ordem de um algoritmo numeérico
é definida como ¢ maior grau de um polindmio para o qual o algorifmo ¢ exato. Com
base na equagao (4.31), podemos ver que o esquema acima gera um algoritmo de terceira
ordemn para o termo difusivo.

Com base nessas idéias, Leonard propds um esquema que também produz um
algoritmo de terceira ordem para a discretizagao do termo convectivo. A dedugio das
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expressoes a seguir € apresentada no apéndice F. Em seu artigo, Leonard mostra apenas
o8 resultados finais.

Para fluxo no sentido1 —1 — { — i+ 1, obtemos:

clV 4 ... (4.32)

_6_{.2 . QCH-I -+ 38, - GC,'__] + C'_.g Z:&.’L‘S
oz ), 6Az 12

Assim,

Ciyipg = “éa‘-x + 'Z“Ci + %C’eu , (4.33)

Cicipz = "'é i-2 “2"@—1 + ‘{I);Oi . (4.34)
Para fluxo no sentido contrario,

o = L+ S s

Cirpp = -—% ot + 2—0,- + %0,-_1 . (4.36)

0 método de Leonard fol introduzido na drea de engenharia de reservatdrios
por Taggart et alii [47], em 1987. Os autores apenas comentaram sobre a utilizagdo do
método em problemas 1D, Andlises mais cuidadosas foram apresentadas em 1990, por
Saad et alii {41] e por Gupta [17]. Nesse item vamos discutir com alguns detalhes as
idéias de Saad et alii [41]; o método de Gupta consiste apenas em introduzir um termo
para melthorar a estabilidade, e € discutido no préximo item.

A partir da publicacio dos trabalhos de Saad et alii [41} e Gupta {17}, alguns
pesquisadores da Universidade do Texas em Austin comegaram a aplicar o método para
estudar o fluxo de tragadores [2], [5] e também para modelagem composicional de reser-
vatdrios considerando efeitos de difusdo [8], [9]. Nesses estudos, o método de Leonard foi
utilizado sempre com o esquema explicito de discretizagio.

Para solucdo de um problema em 1D pelo esquema implicito, o método tradi-
cional de 1 ponto a montante conduz a uma matriz Jacobiana com 3 diagonais, enquanto
o método de Saad-Leonard leva a uma matriz Jacobiana com 5 diagonais, considerando-se
gue, em alguns blocos, o fluxo pode ser convergente. Para um problema em 2D a matriz
Jacobiana passa a ter 9 diagonais, com largura de banda 2N X (numeragio da malha
na direcio X), em lugar da tradicional matriz pentadiagonal com largura de banda NX.
Portanto, para resolver ¢ problema com o esquema implicito , serd necessario um grande
aumento da area de memdria e também do fempo de processamento. Evidentemente,
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essa ¢ uma forte desvantagem em relagio aoc método tradicional. No esquema explicito a
aplicagao do método de Saad-Leonard praticamente nao gera sobrecarga computacional,

Uma caracterfstica comum aos métodos de ordem mais alta é que ndo po-
dem ser empregados nas bordas da malha, por exigirem pontos fora do deminio. Nessas
sitnagdes os autores sugerem mudar para o método de ponderacio a montante. Aper-
feigoamos essa idéia verificando o sentido do fluxe em cada bloco préximo s bordas, e
permitindo o uso do método de ordem mais alta sempre que nio houverem pontos fora
da malha.

Para evitar erros de balango de materiais é importante garantir que a mesma
expressao para uma propriedade na interface seja utilizada nas equacdes dos blocos ad-
jacentes. Por exemplo, se (417 € calculada pela equagdo (4.33), essa relagio deve ser
smpregada nas equagdes dos blocos 1 e 14 1.

Outra conclusio interessante, que demonstramos no apéndice F, é que o mé-
todo de terceira ordem de Saad-Leonard pode ser escrito como uma combinacio linear
entre o8 métodos de diferenca central e dois pontos a montante. Para fluxe no sentido
i—1 — 7 — 2+ 1 e malha uniforme, temos:

Az Cips = G

€y _ o
La(C; — C;

(2PM) oy BT il
C£+If2 - C‘ + 9 Az y (4‘38)

sL 2 (¢ 1 o apm
Ci{ﬂ}z = 3 a’{-z-l)[? + gca'{+1;2) . (4.39)

(O, equivalentemente,
w1

Cl 58 %C; e LA (4.40)

Saad et alii [41] também sugerem expressdes para o caso da malha nao-uniforme.
Definindo-se:

Az Az,
= = e 441
i Az; + Aziq Z Az + Az ( )
os seguintes resultados foram obtidos:
CEB, = it B (Cim i)+ 22 (Cia ~ C) (4.42)
i+1f i+ 3 ( T p—} 3 41 i 3 .
§ 2,8,?..
}ff% == Oy + ﬁé‘“!‘ (Cicq =~ Cisa) + *”*:“3“"'1" (Ci — Cir) {4.43)
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No apéndice F comentamos que essas expressdes sio aproximagses, e por esse
motivo, quando o método é aplicado para malhas ndo-uniformes, a precisio passa a ser
de segunda ordem mno espago. Mesmo nesses casos, Saad et alii [41] verificaram que
os resultados obtidos com o método sio bem melhores que os obtidos com o método
tradicional.

Gupta {17] fornece equagbes mais precisas para o caso de malhas nao-uniformes,
mas também observa que, para esses casos, o método passa a ser de segunda ordem no
e5pace.

A estabilidade do método de Saad-Leonard é analisada no apéndice I Com
base nas expressbes deduzidas para os métodos de 1 ponto a montante, Allen-Figueiredo
& Saad-Leonard para a equagao (4.1} no esquema explicito, construimos a figura 4.1.

Para facilitar a apresentacao, definimos:

No=A= -‘-Aéf- (zdmero de Courant} , {4.44}
x
P
Pecpr. = Pelz = ?\“’E {ndmero de Peclet celular) , (4.45)

onde N ¢ o nimero de nés da malha.

A dedugdo matematica desses critérios de estabilidade néo foi encontrada nos
artigos que pesquisamos,

Podemos observar que, para fiuxo convectivo (Peclet alto), o limite de estabi-
lidade do método de Saad-Leonard é muito restrito. Uma vez que os autores utilizam o
método sempre com esquemas explicitos, algumas corregbes foram propostas para eliminar
as oscilacses.

Saad et alii {41] sugerenm:

fap € max {CP,Ch,} (4.46)
Clyy < max {CFCF,} . (4.47)

Gupta [17] sugere que O deve obedecer:

min {C7,C2,} <O < max {CP,CL, } (4.48)

No capitulo 5 mostramos que o método de Saad-Leonard nem sempre obedece
ao principio da entropia, e, consequentemente, solugbes incoerentes podem ser obtidas.
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Figura 4.1: Limites de estabilidade, esquema explicito.

4.7 O Método de Gupta-Leonard

O método de Gupta [17] consiste em introduzir um termo corretivo, que me-
thora a estabilidade, no esquema de Leonard. Como ja vimos, a utilizacdo do método de
terceira ordem com a formulagdo implicita é problemética devido ao aumento do niimero
de diagonais e da largura de banda da matriz Jacobiana. Por isso, justifica-se a preo-
cupacdo de Gupta em aumentar a estabilidade do método no esquema explicito.

No apéndice F discutimos a dedug¢io do método, que ndo é apresentada por
Gupta. Demonstramos que a introdugdo dos termos corretivos corresponde a avaliar o
termo convectivo em um passo de tempo intermediario {n+1/2), ao invés do tempo (n). As
expressOes para as concentracdes nas interfaces, para fluxo no sentidoi—1 — 1« 341,
880!
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GL sy, Neo
C§+1;]:z = Cfﬁj}z‘?mﬁ (Ciy + Ci — 201} {4.49)
¥l NCQ Al
c}f;g - c}f;’}g_;. : (Cicg + Cioy = 2C4) (4.50)

onde N, € o nitmero de Courant.

Conforme demonstramos no apéndice ¥, a obtencio das expressdes acima exige
supor que a equacio de conservagio é hiperbélica, isto é, que o termo difusivo é nulo. Os
testes realizados mostraram, no entanto, que bons resultados sdo obtidos mesmo quando
o termo difusivo estd presente.

O aumento da estabilidade do método de terceira ordem quando adicionamos
o termo corretivo é mostrada, de forma muito clara, na figura 4 do artigo de Gupta [17].
Sem o termo corretivo, o método de terceira ordem fica cada vez malis instavel & medida
que o nimero de Peclet aumenta. A corregdo permite que sejam usados passos de tempo
maiores no esquema explicito, para essa faixa de fluxo muito convectivo,

4.8 O Meétodo de Leonard Modificado

Uma proposta natural de um método de terceira ordem para o termo convectivo
¢ aproximéa-lo considerando todos os termos a montante do fluxo. Denominamos esse
método de Leonard modificado. A deducgio das equacbes é apresentada no apéndice G.
Considerando fluxo no sentido: —1 — ¢ — i+ 1, obtemos:

Ciin = % (2Cig ~ TCis + 11C3) (4.51)
1 .
‘(ffﬁ = 5 (2C;3 = TCiq + 110524 . (4.52)

Podemos concluir que a aplicagio do método é simples no esquema explicito.
No esquema implicito € problematica devido ao aumento do namero de diagonais ¢ da
largura de banda da matriz Jacobiana.

No capitulo 5 mostramos que esse método nem sempre obedece ao principio
da entropia, e, consequentemente, as solugbes obtidas podem ser fisicamente incorretas.



4.9 A Correcao de Segunda Ordem no Tempo

Ainda com a preocupacio de melhorar a estabilidade dos métodos de terceira
ordem no esquema explicito, Jianchun Liu [27] propds adotar um esquema semelhante
ao de Lax-Wendroff [47] para obter uma discretizagio de segunda ordem para o termo
temporal da equagdo de conservagho.

A dedugio da expressio para (%%'-) ¢ apresentada no Apéndice H. O resultado

¥

abtido foi

AN crtt o AL (O Crt O At (CR, -207 +CF, 5
Bt At 2 \ 9z? At 2 Ag? (4:53)

Em seu trabalho, Liu {27] mostra, através de exernplos praticos, que o emprego
da discretizacdo de segunda ordem no termo temporal methora muito a estabilidade do
método de terceira ordem, na faixa de altos nimeros de Peclet.

%

Da equac3o {4.53) vemos que a correcio introduz um termo de disperso arti-
ficial, com Pe = 2/Al, que tende a estabilizar a solu¢do numérica e aumentar o limite de
estabilidade do esquema explicito. Se o valor de Al néo for grande, a dispersio numérica
adicional ndo altera muito a forma da frente de avanco.

Embora néo tenha sido discutido por Liu {27], demonstramos, no apéndice H,
gue a deducgio da expressdo acima exige supor que a equagao de conservagao tem a forma
hiperbélica e, portanto, ndo é rigorosamente vilido quando o termo difusivo estd presente.

4.10 Esquemas TVD (“Total Variation Diminishing”)

Nos {tens anteriores comentamos gue 08 esquemas de ordem mais alta para dis-
cretizacio do termo convectivo podem conduzir a solugdes fisicamente incorretas quando
a equacio de conservagio assume a forma hiperbélica (fluxo muito convectivo). Tal ocorre
porque a equagao de conservagio nessa forma, com as condigdes de contorno normalmente
utilizadas, nfio caracteriza um problema matematicamente bem-posto. ¥ necessiria uma.
coudicio adicional que permita selecionar a solugio correta entre as solugdes fracas do
problema. Conforme discutiremos no capitulo 5, essa condigio é conhecida na matematica
como condicio de entropia, e foi introduzida por Oleinik {30] em 1957.

No capitule 5 mostramos que os métodos de ordem mais alta nem sempre
obedecem a condicio de entropia. O método de ponderagio a montante, ao contrério,
sempre obedece. Com base nessas idéias, em 1983, Harten {20] propos acoplar um termo de
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correcao anti-difusivo ao tradicional esquema de ponderagao a montante. O método serd
discutido tomando-se como exemplo a equagao de Buckley-Leverett, na forma hiperbdlica:

05, , 8. _
Gt =0 (4.54)

A discretizagio do termo convectivo é escrita como:

Ofu  Fiap— Fiap
= = . (4.55)

0 esquema de Harten {20} , considerando fluxo no sentido i —1 — ¢ — 141,
define uma aproximagao de segunda ordem :

Az; Fiq—F
K e . :
2 P T(Ag + Az

= F+ i (Fipn— F) {4.56)

onde o parametro ; ¢ conhecido como limitador de fluxo.

O conceito de variagdo total, introduzido per Harten {20} corresponde a:

Tve =3 lsn,, - Sn| = lasz] (4.57)

onde n indica o nivel de tempo e 7 o nimero do bloco de simulagio.

Um esquema numérico para solucdo da equagio da conservagio € dito TVD
{“Total Variation Diminishing”} se:

TV < TV™ . (4.58)

Segundo Sweby [46], um esquema TVD tem a notdvel propriedade de produzir
soluges que obedecem ao principio da entropia, e que, portanto, sao as solugbes corretas
do problema. Nao existe uma demonstragio matemdtica formal dessa afirmativa, apenas
evidéncias de resultados numéricos.

Rubin e Blunt [40] afirmam que esquemas TVD possuem duas propriedades
que, nos casos praticos de simulagdo de reservatdrios, sho suficientes para produzir solugdes
corretas e convergentes:

¢ Um esquema TVD nio permite o aparecimento de oscilagbes nao - {isicas. Por
exemplo, um perfil monotdnico de saturagbes permanece monoténico. Ou seja, o
esquema TVD preserva a monotonicidade.

o Um esquema TVD ¢ limitado, o que implica em estabilidade.
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No capitule 5 discutimos melhor estas propriedades.

Partindo-se da equagdo {4.56) e substituindo-se na forma discretizada de (4.54),
pode-se provar que os limitadores ¢; devem obedecer a alguns critérios algébricos para
que o esquema final seja TVD. O primeiro a demonstrar matematicamente esses critérios
foi Harten [20]. No apéndice J discutimos os detalhes da demonstracio.

Para estabelecer os critérios TVD, é conveniente definir os parametros r;, que
fornecem a relagdo entre os fluxos nas interfaces dos blocos de simulagio. Para a equagio
de Buckley-Leverett, e fluxo no sentido : ~ 1 ~» ¢ — i+ 1, r; é definido como:

Az Ar\ (F, - F.. F;~ F;_
o (fRetde) (Bofu) o (Biofia) (4.59)
Ariy + A&x ) \Fiypy —~ F 51 Fiyy — F
Os limitadores de fluxo séo expressos em funcéo dos pardmetros r. Os critérios
TVD definem regides no plano ¢(r) versus r, no interior das quais os limitadores ¢

devem estar contidos, para garaniir redugio das variagbes totais. Conforme mostramos
no apéndice K, as regides de Sweby [46] e de Lin sdo exemplos de regides TVD.

A seguir descrevemos os limitadores que utilizaremos nesse trabalho.
a) Limitador de Sweby [46]

A regido TVD de Sweby [46] resulta basicamente da aplicacio dos critérios
algébricos deduzidos no apéndice J sobre os limitadores ;. A demonsiracio é apresentada
no apéndice K, nos itens K.3 e K.4, para malthas uniformes e ndo-uniformes. O diagrama
w{r} versus r é mostrado na figura K.1.

O limitador de Sweby ¢ definido como o limite superior dessa regido, ou seja,
para malha uniforme:

0 < p{r)<2
O S (T) ﬁ ,
F
r < (r}<1 ,paral<r<1,
1 € @(r)<r ,parar>1. (4.60)

Essa é a regifo TVD correta, e os limitadores TVD devem estar contidos no
interior da mesma.

b) Limitador de Van Leer [50]
E definido por:

_r+ir
plr) = 1+ i

(4.61)
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Na figura K.1 podemos observar que o limitador de Van-Leer [50] esta contido
1o interjor da regido TVD de Sweby. Quando o fluxo é convergente ou divergente em um
bloco de simulagio (r < 0), temos que ¢ = 0 ¢, de acordo com {4.56), 0 esquema se reduz
auntomaticamente ao esquema de ponderacio a moniante.

No apéndice K apresentamos uma interpretagio original para o limitador de
Van-Leer: comparando (4.56) com o desenvolvimento em série de Taylor para Fivin

A T oy
Fipz = F + —;"R ) (4.62)

demonstramos que o limitador de Van-Leer corresponde a calcular F como a média
harménica das derivadas do fluxo em i+ 1/2 e £ — 1/2. Como a média harménica sempre
tende para o menor valor, quando a frente de avango é abrupta teremos 7, ~ 0, e a
aproximagao sera feita por F}, reduzindo-se ao esquema de ponderacgio a montante. Dessa
forma sdo evitadas as oscilagbes comuns aos métodos de ordem mais alta junto a frente

de avanco.

Também no apéndice K, demonstramos que o limitador de Van-Leer tem a
mesma forma quando a malha ndo é uniforme. Tais consideragbes ndo sio feitas pelos
autores que utilizam o limitador de Van-Leer [50], [46], [40].

¢} Limitador de Terceira Ordem [18], [27]

(O limitador de terceira ordem foi originalmente proposto por Gupta et alii
[18], e utilizado por Liu [27].

De acordo com (4.56), para fluxo no sentido 2~ 1 — 1 — i+ 1, temos:
Fip=Fi+efiFipn ~F) . (4.63)

Utilizando-se para Fi,;;9 a expressdo correspondente ao método de terceira

ordem, de Saad-Leonard,

£ 2 i
Farp=Fit B (= Fo) + 2 (Fun - F) | (4.64)
e igualando-se as duas expressbes € possivel obter (vide apéendice K}:
o (F—-F,\ 2
| = e b e 4.65
%= 35 (meﬂ)*a (4:65)

Pela definigio de r;, temos:

@i = %(2 +r) - (4.66)



30

Da mesma forma, é possivel demonstrar que, para diferengas centrais,

c)!
V=1, (4.67)
e, para dois pontos a montante,
PM
{p? Ve ry . (4.68)
Portanto, o limitador de terceira ordem pode ser escrito como:

2 1

pi= 50 el (4.69)

No apéndice K demonstramos que a mesma equagio {4.65) pode ser obtida
considerando-se fluxo em sentido contrario.

Ainda no apéndice K mostramos como Jianchun Liu {27] obteve uma am-
pliagio na regido TVD de Sweby. Liu [27] ndo comenta, mas precisou admitir algumas
simplificacBes, com as quais nao concordamos, para definir a nova regidgo TVD. A regiéo
ampliada de Liu é mostrada na figura K.2, no mesmo apéndice.

Analisando as figuras K.1 e K.2 do apéndice K, notamos que, em certos trechos,
o limitador de terceira ordem, que corresponde ao método de Saad-Leonard, sai fora da
regizo TVD de Sweby. Isso mostra que o método de Saad-Leonard ndo é T VD. Para
obrigar que o limitador de terceira ordem produza um esquema TVD & preciso restringi-
lo aos limites da regio de Sweby. Dessa forma, o método é de terceira ordem em regides
suaves; quando o limitador fica restrito pelas bordas da regifo de Sweby é facil provar
que 0 esquema passa a ser de segunda ordem.

Em nossos testes praticos {capitulos 6, 7, 8, 9, 10), mostramos que a regiao
TVD de Liu ndo é muito adequada, confirmando nossa discussdo tedrica do apéndice K.
A regido TVD de Sweby conduziu a resultados sempre melhores.

4.11 O Método TVD de Rubin e Blunt

Rubin e Blunt {40] introduziram os esquemas TVD pa simulacio de reser-
vatérios em 1990, Foi utilizado o limitador de Van Leer [50}], definindo um esquema de
segunda ordem no espago. Conforme detalharemos no capitulo 9, o0 método fol empregado
para discretizar o termo de fluxo total em um modelo de simulagao de reservatorios.

Tomando-se como exemplo a equagio de Buckley-Leverett, o método de Rubin
e Blunt para discretizacio do termo convectivo pode ser escrifo como:
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8fw . F:‘H,f? = Fz’«—ljz
or Ax; ' (4.70)

Para fluxo no sentido 2 ~ 1 — 7 — 1+ 1, temos:

Fiap=Fi+eibi(Fip - F) (4.71)

onde ; é o limitador de Van-Leer:

i 4 il
P T (4.72)

4.12 O Método TVD de Terceira Ordem

Utilizamos as mesmas definigdes do item anterior, com o limitador de terceira

ordem {18], [27}:

1
vi=3 (2+41) . {4.73)
Para a regidgo TVD trabalhamos com duas alternativas:

# Regio TVD de Sweby (figura K.1, apéndice K)
¢ Regiio TVD de Liu (figura K.2, apéndice K)



5 LEIS DE CONSERVACAO - PRINCIPIOS
MATEMATICOS

Nesse capitule discutimos os principais fundamentos matematicos sobre leis de
conservagio hiperbdlicas, bem come as condicdes que devem ser obedecidas pelas solucdes
numéricas. Posteriormente, utilizamos esses principios para analisar os métodos numéricos
de diferencas finitas apresentados no capitulo anterior.

Essa anélise matematica ndo foi feita pelos diversos autores que propuseram
métodos de difrencas finitas de ordem mais alta para aplicacio na engenharia de reser-
vatorios.

5.1 Solugoes Fracas

Seja um problema de valor inicial definido pela lei de conservagéo:

Ou  Of(u)

5 T és =0, (5.1)
com a condigio inicial:

u{z,0) = uolz} . (5.2)

Chamando a(u) = f (u) , podemos escrever (5.1) como:

du Ou
— talu)— =0 . 5.3
=+ afu) (5.3)
Equagdes diferenciais desse tipo apresentam descontinuidades na solugdo, mes-
mo que ug{z) seja uma fungdo bem comportada [44], Para permitir que solu¢des des-
continuas sejam obtidas, (5.1} deve ser escrita na forma fraca.

Seja #(z,1) uma fungdo escalar suave de suporte compacto [a,b] , ou seja, que
tende a zero para z fora desse intervalo.

Multiplicando-se (5.1) por ¢(z,1) € integrando-se para ~c0o <z < et 20,
segue:

f: /OT‘f’(‘”sf)[%%-i-gg"]dtdmxﬂ , (5.4)

32
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Integrando-se (5.4) por partes, resulta:

/ ] { + J{ “) } didz + /: ¢, D upla)dr =0 . (5.5)

A equagao (5.5} é a forma fraca de {5.1).

Uma fungio u(x,t) que satisfaz (5.5) para qualquer fungio ¢{z,!) suave de
suporie compacto € chamada solugio fraca da lei de conservagdo (5.1).

O problema é que a equagio (5.1) pode admitir vérias solugdes fracas. Qutras
condigbes devem ser impostas para que a solugdo fisicamente correta seja obtida.

5.2 O Principio de Rankine-Hugoniot

Nesse ftem analisamos a solu¢do na descontinuidade, y(t). Chamaremos de L
um ponto 4 esquerda da descontinuidade e R um ponto a direita. A figura 5.1 mostra a
solugio na descontinuidade em um diagrama 1 — 7.

1.06
q CURVA TARACTERISTICA AQ LOKGD [A DESCONTINUIDADE
0.8¢
é ya)",.r"
0,50 3 -~
x. b
g e
3 A el B
EO.&G - [ -9 %- <«
~ R
J/"
0.20 = s
3 v
] E
D00 Jparmrrrrs R——— T gy P
0.00 0.20 0.4 0.80 %] 1.00
DiSTANGIA (x)

Figura 5.1: Solugao na descontinuidade.
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Seja :

I= /:u(z,f,)dx:[judx—}-f:udm 4 {5.6)

Derivando-se e usando-se a regra de Leibnitz resulta:

dl v 0u dy b Ju dy
7=/ dr + uy, 7 -{—/ "é}-éx u;g-&" . (5.7}
Mas, usando-se (5.1} ,
du mf_?_}i
at bz
Logo,
dl d
(a) = Fluz) +u Y F0) + flun) ~ unL (5.8)

a dt

Por outro lado, & representa a acumulagio no intervalo de tempo Af . Assim,

s

di
dat

Substituindo-se (5.9) em (5.8), segue:

fla) - f(8) . (5.9)

fﬁ{ - Hug) ~ fug) .

Smdt Uy - Uy

(5.10)

Essa relacdo fornece a velocidade de propagacio da descontinuidade e é conhe-
cida como condi¢io de Rankine-Hugoniot {44}

A classe de solugdes fracas que obedecem (5.10) ¢ ainda muito grande de forma
que em geral ndo hd unicidade. E necessirio impor mais uma condicio, conhecida como
principio da entropia, para garantir a unicidade.

5.3 O Principio da Entropia

J4 vimos que é necessario um critério adicional para a escolha da solugdo fisica-
mente correta de (5.1). Tal critério, conhecide como condigio de entropia, foi introduzido
por Olemik [30] em 1957. Existem 3 enunciados distintes para esse principio, conforme
discutimos a seguir:
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¢ Enunciado 1

A solucdo correta de (5.1) € aquela obtida resolvendo-se:

du 8f Fu

i +§;W€é§ s (5.11)
com um valor de ¢ suficientemente pequeno. Ou seja, se introduz na equagio um
termo difusivo, ou de viscosidade elastica artificial.

Tal enunciado ndo € muito prafico, pois nunca sabemos qual o menor valor de ¢
capaz de estabilizar a solugdo numérica.

¢ Enunciado 2

Seja U{u) uma funcéo convexa (U (u) > 0) chamada funcdo de entropia. Seja G{u)
uma funcdo tal que %g = %5%% chamada funcdo fluxo de entropia. Multiplicando
{5.11) por %%, usando a convexidade de U e tomando o limite quando ¢ — 0,

podemos mostrar que a solugdo correta de (5.1) deve satisfazer:

w9

ot 8z T

A igualdade em {5.12) vale para solugbes suaves u{x,t}, e a desigualdade vale nas
descontinuidades.

0. (5.12)

No caso de f{u) convexa, Osher et alii [31] afirmam que basta verificar (5.12) para
uma tdnica funcio de entropia. Para f{u) nfo-convexa, (5.12) deve ser verificada
para todas as fungdes U(u) = |u — ¢|, onde ¢ é uma constante.

Embora explorado por alguns matematicos, o enunciado 2 nao é utilizado na pratica.

s Enunciado 3

Sejam uz € up os estados A esquerda e & direita da descontinuidade. Para todo u
no intervalo (ug,ug), a solugio correta deve obedecer:

F) = flu) oo S = flun) (5.13)

Ho— Uy H—ug
onde 5 é a velocidade de propagacio da descontinuidade.

Esse enunciado é o original de Oleinik [30], e o mais pratico de ser aplicado. A
solucio fraca que obedece (5.13)} é a tnica solugdo fisicamente correta de (5.1).

Com base na definigio da velocidade,

a{u) = Fu) (5.14)

temos:
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al{uy) = g—-{- l,, = lim Ju) = f(u) (5.15)
u N T
TR IS S
Portanto:
afur) > § > alup) . (5.17)

0 teorema que liga o principio da entropia & solugdo tnica de (5.1) foi formal-
mente introduzido por Le Roux [38] em 1977:

“Se um esquema numeérico € convergente e satizfaz ao principio da entropia,
entdo converge para a solucdo fisicamente correta.”

5.4 Problemas de Riemann - Tipos de Choques

A equacao de conservagio hiperbdlica (5.1} , com condigdes iniciais dadas pela
fungao degrau:

ur, , ¢ <9

up, >0 ' (5.18)

u(z0) = w(e) = |

define um problema de Riemann.

Uma propriedade de um problema de Riemaun € a auto-similaridade, isto &, a
solucio pode ser escrita como u(z,t) = h{z/t), onde h é uma funcio continua por partes.

Seja S a velocidade de propagacdo dada por (5.10). Se up e up sdo estados
que obedecem ao principio da entropia { a(uz) = § > a(ug) ), a solugdo de (5.1} com as
condigdes (5.18) tem a forma de uma onda de choque se propagando com velocidade S,
isto é:

ug , zft < 8

ug, zft> 8 (5.19)

u{x,t) = ug(z — St} = {
A figura 5.2 mostra a solugdo num diagrama ¢ — .

Vemos que, nesse caso, a descontinuidade corresponde a uma onda de choque
que se propaga com velocidade S.
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Figura 5.2: Onda de choque.

Se uz, e ug ndo obedecem ac principio da entropia, ou seja, a(u) < a{ug), a
solucho &

ug, ¢/t < alug)
u{z, ) = wlzft) = hla/t), a(uy) < z/t <a{ur) , {5.20)
UR m/t 2 Q(ER)
onde h € tal que h{a{z)}) ==z .
O trecho a{uy) € z/1 < a{upr) é chamado leque de rarefagio.

5.5 Esquemas Conservativos

Um esquema de diferencas finitas para solugde de (5.1) é chamado conservativo
quando pode ser escrito na forma:

i =} =M (Flap = Flap) (5.21)

onde Fli, = F (u}:w, s eer u};‘w) é uma fungdo de fluxo numérico consistente, isto €,

Fuuu, ... ,u)= flu) . (5.22)
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O pardmetro X é definido como:

A= At/Az . (5.23)

Pode ser demonstrado que, se um esquema escrito na forma conservativa con-
verge quando Az — {, com J fixo, entdo converge para uma solugao {raca de (5.1).

5.6 Esquemas Mondétonos

Um esquema de diferengas finitas escrito na forma:

ntl _ n n n
utt = H (u,-“, y Ufpp1 s ee s ?££+,) : (5.24)
é mondtono se H € uma fungio mondtona crescente de cada um de seus 2r 41 argumentos,
isto é,

o ol

Jzau?_jzﬂ,pammrgjgr. (5.25)

Se a funcio H é consistente e pode ser escrita na forma conservativa, diz-se
que 0 esquema de diferencas finitas estd na forma conservativa.

Dois importantes resultados podem ser demonstrados [44]:
» Seja um esquema de diferengas finitas mondtono escrito na forma conservativa. Se
a solucho é convergente quando At e Az tendem a zero com A = At/Az fixo, entéo

u{x,1) é uma solugdo fraca e o principio da entropia (5.13) é obedecido em todas as
descontinuidades.

s Um esquema de diferengas finitas mondtono escrito na forma conservativa tem pre-
ciséo de primeira ordem.

Podemos provar que o esquema de ponderagdo com 1 ponto a montante é
mondtono:

Considerando fluxo no sentido sentidot —1 — 1 ~— 141, temos:

uftt = WA (Fr-FL) (5.26)
oH aFr gFr

ALEN T bk M ) Ll NS | 5.27
Ju? ! kau? 20— Sur — 7 (5.27)

oH \ oFy, S

Sul 4 oul .y

0. (5.28)
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A condigdo (5.27) € o proprio limite de estabilidade do método. A condicio
{5.28) é sempre obedecida, pois a velocidade € positiva.

Logo, o método de ponderagio a montante € mondtono e, quando convergente,
obedece ac principio da entropia.

Quanto aos esquemas TVD, Sod [44] demonstra que preservam a monoto-
nicidade, mas ndo ha prova formal de que obedecem ao principio da entropia, apenas
constataches praticas.

Nos itens seguintes resolvemos algumas equagdes cldssicas da matemadtica u-
sando os métodos apresentados no capitulo 4.

5.7 Equacao de Burgers

A equagio de Burgers [7], bastante usada na matematica, € uma equagio de
conservacao hiperbdlica:

du Of
= TR T 5.29
ot bz 0, (5:29)
Com: )
fluy=gu* (5.30)
e a condigao inicial:
~1, 2 <
o) =wle) ={ 71175 631)
Temos entao que a{u) = f (u) = u. Logo, a{ur) = —1 e aug) = 1.

A velocidade na descontinuidade é :

g fur) = flu) 12-12

g — Ur, 1+1

Como a{uz) < S < a{ugr), a solugdo da equagio compreende uma onda de
rarefagao:

—], z<~t
u{z, )= z/t, t<z <t . (5.32)
l,i<x

Pode ser mostrado [31] que (5.31) é também uma solugio fraca da equagio.



SOLUCAD (L)

SOLUCAD (W)

1.20

1 EQUACAG DE BURGERS oo
1ap ] SOLUCAD NUMERICA gt o n
el ¥E§p§1 NO3S, DELTAT = 0.001 TIRE HEetbaesey
0.80 3 =02
0.60 -
0.40
0.20 3
0.00
~0.20
—(.40
—0.60 3 ———— SOLUCAQ ANALITICA
LOZ ol 1 PONTO A MONTANTE
] — ~ 2 PONTOS A MONTANTE
—0.8C 00000 SAAD-LEONARD
. ) sunco LEONARD MODIFICADO
~1.60 8 QWG
= °o b
"'?-2& !!IliIill;511II'!T'I'I[l!llll!l!]i’lli{lt!!
-1.00 ~0.50 0.00 0.50 1.0D
DISTANCIA ADIMENSIONAL
Figura 5.3: Equagéo de Burgers - Solugae Numérica.
1.20 4 EQUACAG DE BURGERS
';Q{’_}: SOLUCAD NUMERICA Rl - OO O SO G- - S e
AV TN = 31 NOS, DELTAT = 0.001
1 OTEMPO = 0.2
8,80 3
0.8¢
0.40 -
0.20 -
0.00
~0.20
0,40
—0.60
e SOLUCAQ  ANALITICA
o803 M e SAAD—LEONARD
: — — TVD RUBIN £ BLUNT
—1.00 Se0a06000-0FTO S GRS 00000 TvD TERC. ORDEM { SWEBY
-1-20 Y 1 1 F 1 b3 7 ¥ T 1 ¢ a 1 ¥ 71774 ™1 r 11 ¥F1 YY1 ¥ 17T 1T ¥ 1T ¥ %
Z1.00 ~0.50 0.00 0.50 1.00

DISTANCIA ADIMENSIONAL

Figura 5.4: Equagdo de Burgers - Solu¢do Numeérica.



43

Para resolver a equagio de Burgers com os métodos descritos no Capitulo 4,
utilizamos os seguintes parametros:

* nvmero de néds: 31

*

Delta T : 0,001

Os resultados sdo apresentados nas figuras 5.3 e 5.4. Observamos que:

» Todos os métodos convergem para a solugao fisicamente correta.
. . . . - ‘s
» O método um ponto a montante é o que apresenta malor dispersao numérica.

» Os métodos de dois pontos a moniante e Leonard modificado oscilam nas proximi-
dades das descontinuidades.

Qs métodos TVD apresentam excelente solugio,

5.8 Eqguacao proposta por Harten et alii

Nesse {tem resolvemos numéricamente a equacio proposta por Harten et alil
[19], com os métodos discutidos no capitulo 4. Essa equagao é também discutida por Gary
Sod, & pagina 301 de seu livro {44].

A equacio de conservagio € idéntica a (5.29), com:

Flu) = u — 3¢/B3uP(u ~ 1)? | (5.33)
e condigao inicial:
Le<0,5
u(m’(}) = uﬁ(z) = { 0,z>05 (5.34)

Temos:

o a(u) = f(u) =1 —6/3u(u—1){2u~1),
o alury=all)=1,¢

¢ alug) =a(0)=1.
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A velocidade de propagagio da descontinuidade é:

o Jlu) = f(un)

Uy — Ugp

=1 .

Como a(ur) = S = a(up), a solugio correta de {5.29) compreende uma onda
de chogue:

Lz <0,041

u(:{:,t)xua(:c-—-st)x{o £ >0.541

(5.35)

A equacao (5.29) com as condicoes {5.33) € (5.34) foi resolvida com os métodos
numéricos descritos no Capitulo 4.

Os resultados, para f = 0,1 e £ = 0,2 | encontram-se nas figuras 5.5 a 5.14,
Consideramos N = 50 nds e At = 0,001.

{Observamos que os métodos de um ponto a montante e TVD de terceira ordem
com regido TVD de Sweby convergem para a solugdo fisicamente correta do problema.
Essa é mais uma evidéncia que os esquemas TVD obedecem ao principio da entropia.

A qualidade da solugho obtida com o TVD foi melhor que a obtida com o
método um ponto a montante, ou seja, a dispersio numérica foi menor. Embora nio
tenhamos incluido os graficos, a solugio obtida com o método TVD de Rubin e Blunt
(limitador de Van Leer) foi praticamente idéntica 3 obtida corm o TVD de terceira ordem.

Os demais métodos convergiram para solugbes fracas que sdo fisicamente in-
corretas. Vamos analisar, por exemplo, a solugio obtida com o método de Saad-Leonard
(figuras 5.9 e 5.10). Analises semelhantes podem ser feitas para as solugdes obtidas com
os demais métodos.

a) Método de Saad-Leonard : andlise da condigio de Rankine--
Hugoniot.

Analisando as figuras 5.9 ¢ 5.10 observamos quatro patamares:

e uy = 1,000 , Plug)=1,000
® Uy = 1,338 3 F(Ul) = G, 275
® Uqg = 0157? y F'(‘U.g) = 0,267

o up =0,000 , F{ug)=0,000

De acordo com Rankine-Hugoniot, as velocidades das descontinuidades devem



2.00
1 EQUACAO DE HARTEN - SOLUCAD NUMERICA
1 TEMPO = 0.1, N = 50 NOS DELTAT = £.001
175 7 METGDO 1 PONTO A MONTANTE
1.50 -
1.25
o~ .
2100 4
g
o 0.75 - \
‘:} = ]
g : i
# 0.50 = .
0.25 3 :
000 3~ SOLUCAQ ANALITICA
R 1 PONTO A MONTANTE
~0.25 3
"'0.50‘“Il'll{)"li{jl&!l!IIi'li}1il¥¥l‘fl|{li!l!ll¥il‘Il‘{l![‘b’
0.00 0.20 D.40 0.60 0.80 1.00
DISTANCIA ADIMENSIONAL
Figura 5.5: Equagao de Harten - Método 1 ponto a montante.
2.00
1 EQUACAD DE HARTEN - SOLUCAD NUMERICA
4 YEMPO = 0.2, N = 50 NDS, DELTAT = D.001
175 4 METODO 1 PONTD A MONTANTE
1.50
1.25
2 100 ]
Q : ‘l‘
S 075 2
= |
& 0.50 4 ‘
0.25 '
-0.00 3 — SOLUCAC ANALITICA
Rl IS 1 PONTO A MONTANTE
-0.25 3
MO-5G-i!'l7"!‘IJ|}IIl?i?iI;'iii'!lll‘li‘l!l?lll'ﬁlli?lil'i!i
0.00 6.20 0.40 0.60 0.80 1.00

DISTANCIA ADUSENSIONAL

Figura 5.6: Equagio de Harten - Método 1 ponto a montante.

43



2.00
1 EQUACAD DE HARTEN - SOLUCAD NUMERICA
4 TEMPO = 0.1, N = 50 NOS, DELTAT = 0.001
1.75 3 METODO 2 PONTOS A MONTANTE
1.50 2
1.25
= 1.00 3
o 3 %
S 0787 ;
:} - +
i - i
& 050 3 ;
0.25 3 ;
_0.00d — SOLUCAQ ANALITICA
Sl BEERRERS 2 PONTOS A MONTANTE
~0.25 3 B
“0.58”'IiilIl‘lI}Il(l?l'['ll})lI(il!!I;llilil!l{]!lll?)?i!
0.00 0,20 0.40 0.60 C.80 1.00
DISTANCIA ADIMENSIONAL
Figura 5.7: Equagio de Harten - Método 2 pontos a montante.
2.00 -
1 EQUACAG DE HARTEN - SOLUGAD NUMERICA
3 TEMPD = 0.2, N = 50 NOS, DELTAT = 0.001
175 3 METODO 2 PONTOS A MONTANTE
1.50 2
1.25
2 100
o 3 ‘|‘
& a7s y
= w 1
% 0503 ';
0.25 3
000 3 —— SOLUCAQ ANALITICA
Rl R 2 PONTOS A MONTANTE
—0.25 3
"’*&.5{}—11115|tzi!;nlr{l1tt|1lilrtnae|;zt‘fi!lll{lf!ii:l}t
0. 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00

DISTANCiA ADIMENSIONAL

Pigura 5.8: Equagio de Harten - Método 2 pontos a montante,

44



2.0
3 EQUACAO DE HARTEN ~ SOLUCAD NUMERICA
3 TEMPO = 01, N = 50 NOS, DFELTAT = 0.00%
1.75 4 METODO DE SAAD-LEONARD
1.50
1.25 5
e E !: :r.
= 1.00 4 . .
i 3 :
5 0753 :
s o %
ol 3 3
& 0.50 3 '
0.25 3 '
~000 3 — SOLUCAQ ANALITICA 1%
s BIERRERS SAAD-LEONARD
-0.25 3
ma-ﬁﬁ"l'i![(l?'!ll?ll?!iii‘{l'{l'(Tlf'lI}!!(l‘(\'ll?[!l"!!!l‘i
0.00 0.20 0.40 0.60 0.E0 1.00
DISTANCIA ADIMENSIONAL
Figura 5.9: Equagio de Harten - Método Saad-Leonard.
2.00 7
1 EQUACAO DE HARTEN — SOLUGAD NUMERICA
4 TEMPG = 0.2, N = 50 NOS, DELTAT = 0.001
1.75 4 METODO DE SAAD—LEONARD
1.50 -
1254
S 100 34—
o 3 '
& o075 :
= 3 '
P . Ly ,‘\
G 050 3 \
0.25 = !
_0.00 3 ——— SOLUCAC ANALITICA
A QSR SAAD — LEONARD
—0.25
*ﬂusﬁ_"171?1I$i|Illf'i'l[l?]?ll!l)l!‘il?ll]'lll[l?lIII!I}
0.00 0.20 0.40 8.60 0.80 1.60

DISTANCIA ADIMENSIONAL

Figura 5.10: Equagio de Harten - Método Saad-Leonard.



200

3 EQUACAOC DE HARTEN ~ SOLUCAD NUMERICA
1 TEMPO = 0.1, N = 50 NOS, DELTAT = 0.001
1.75 4 METODO DE LEONARD MODIFICADO
1.50
1.25 -
P .
3100 - -
o . K
& 075 3 \
= ] 5
a 3 '
B 0.50 '
0.25 3
6003 — SOLUCAD ANALITICA ; A
i B LEGNARD MODIFICADO 1
~0.25 e /
—Q>SG—1TTIII|{lIIl!l'ﬁlllIIliill!'lfl[Fi!i?illl!i!lfi?il(
0.00 0.20 D.40 .60 £.50 1.00
DISTANCIA ADIMENSIONAL
Figura 5.11: Equagdo de Harten - Método Leonard modificado.
2.00
1 EQUACAC DE HARTEN — SOLUCAD NUMERICA
4 TEMPO = 0.2, N = 50 NOS, DELTAT = D.001
1.75 3 METODO DE LEONARD MODIFICADD
1.50
1.25 5
S 100 7
o 7
S nrs '
o - i
@ 050 3 ;
0.25 3 '
0003 = SOLUCAG ANALITICA |
R LEONARD RODIFICADG \ !
-0.25 3
wﬁ-ﬁa”‘;!]’liII3!|l"|1Ilil(illllf'l[!lii(il!l(i!{liliilfll
0,00 0.20 0. 40 0.80 0.80 1.00

DISTANCIA ADIMENSIONAL

Figura 5.12: Equagdo de Harten - Método Leonard modificado.




2.00
3 EQUACAC DE HARTEN — SOLUCAD MUMERICA
3 TEMPO = 0.1, N = 50 NOS, DELTAT = 0.001
1.75 1 MEJODO TVD DE TERCEIRA ORDEM, REGIAG DE SWEBY
1.50
1.25 ~
2 1.60 4 -
o .
5 075 3 ‘.
3 " b
o -
# 0503
0.25 4
—000 3~ SOLUCAD ANALITICA
AT VD TERC. ORD. / SWEBY
-0.25 3
“ﬂ;ﬁc-‘I[I‘flI!I|'|lf)]l[5‘]1?7;1[({!}!!3]'11!1IIf'lf'l‘l'l_f
0.00 0.20 D.40 0.60 0.80 1.00
DISTANCIA ADIMENSIONAL
Figura 5.13: Equacéo de Harten - Método TVD terceira ordem / Sweby.
2.00 - -
1 EQUACAQ DE HARTEN ~ SOLUCAD NUMERICA
1 TEMPC = 0.2, N = 50 NOS, DELTAT = 0.001
1.75 3 METODO TVD DE TERCEIRA ORDEM, REGIAG DE SWEBY
1.50 3
1.25 3
2 1.00 7 k\
e . \
S 075 3 !
3 . i
= .
R 0.50 3 _
0.25 - '
—0.00 1 —— SOLUCAQ ANALITICA s
A I TVD TERC. ORD. / SWEBY
—~0.25 =
”&-50“1i]!l‘lilllllf!lIllllt)lIll!l{f[f'll\'llilf'll!l\'ll}
0. 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00
DISTANCiA ADIMENSIONAL

Figura 5.14: Equacéo de Harten - Método TVD terceira ordem / Sweby.




48

5 = Flug) — flwy) 1,000 - 0,275

ur, —w; 1,000 — 1,338 =215,

_ flwy) = f{ug) 0,275 - 0,267
52 = u —us 1,338 — 0,577 0,01,
S, = fluz) — f(up) _ 0,267 0,000 0.46

Uy — UR 3,577 - 0,000

Com as posigdes nos tempos 0,1 e 0, 2, podemos caleular as velocidades obtidas
com ¢ métode numérico. Os resultados sdo apresentados na tabela 5.8.

xemT=01 xemT=02 v=Ax/At
Primeiro choque 0,293 0,090 -2,03
Segundo chogue 0,500 0,500 0,00
Terceiro choque 0,565 0,610 0,45

Tabela 5.1: Posicées das descontinuidades. Método de Saad-Leonard.

Podemos concluir entdo que a condigdo de Rankine-Hugoniot € obedecida nas
trés descontinuidades. Resta analisar a entropia.

b) Método de Saad-Leonard : andlise da Condigéo de Entropia.

Na primeira descontinuidade:

Sy = f(ur) = f(1,000) = 1,00 ,

Sr = f(u) = f(1,338) > ~6,88 .

Logo, como 8 = —2,15, temos : Sy, > 8y > Sp, e o principio da entropia €
obedecido na primeira descontinuidade,

Na segunda descontinuidade:

Sy = f'(uy) = f(1,338) > —6,88 ,

Sa= f(ug) = f(0,577) =~ 1,39 .

Logo, como Sy = 0,01, temos : Sy < 5z < Sgr, € o principio da entropia néo ¢
obedecido na segunda descontinuidade.
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Na terceira descontinuidade:

Sy = f(uz) = f(0,577) ~ 1,39 ,

Sp = f{ug) = £{0,000) ~ 1,00 .

Logo, coma 53 = 0,46, temos : St > 53 < SR, e o principio da entropia nio é
obedecido na terceira descontinuidade,

Portanto, como o principio da entropia nao é obedecido na segunda e terceira
descontinuidades, concluimos que a solugio fraca obtida com o método de Saad-Leonard
nao é a solucho fisicamente correta do problema.

Qs métodos de dois pontos a montante e Leonard modificado {que utiliza {rés
pontos a montante) apresentaram solugbes muito parecidas entre si, que também nio
obedecem ao principio da entropia.




6 ANALISE DA EQUAGAO DA CONVECGAO -
DIFUSAO LINEAR, EM 1D

Neste capitulo analisamos o emprego dos diversos métodos descritos no capi-
tulo 4 para solugao numérica da equagio da convecgio-difusao linear em 1D.

6.1 Dedugao da Equagao e Solugao Semi-Analitica

A equacio da conservagdo por componente é, para fluxo em 1D, na diregdo x,
é fornecida por Lake [23]:

5 5 9 (. ac\
2(40) + 5-(u:C) — 2 (sz@g) —0, (6.1)

onde ¢ é a porosidade, u, a velocidade de Darcy, K, o coeficiente de dispersao e ()}
a concentragao volumétrica do componente [ {massa do componente ¢ por unidade de
volume da fase). A equagho acima considera constante a densidade da fase.

Para fluxo permanente {u, constante), porosidade constante ¢ coeficiente de
dispersdo constante, a equagio (6.1) sem o indice do componente [ fica:

oCc  oC *C
"é'i- 4 u'ar- - ‘;5}{&“5:;; =0, (62)

As seguintes varidveis adimensionais podem ser definidas:

¢

zp==zf[L - {6.3)
t udi
to= | 57 (6.4)

_C-C _C-0 _C
O -0 Cy-0 Oy

onde (7 é a concentracdo inicial e Cy a concentragio de injegao.

Co

Substituindo-se, vem:

u:0Cp  us 8Cp Kz 0°Cp _
L dtp ' ¢LOzp L? Oz

0,
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oCp , 0Cp _K:45°Cp _

dtp  drp w,l B2k 0 (6:6)
O nimero de Peclet é definido como:
Uy L

Pe = 3K, (6.7)

e traduz uma relagio entre as for¢as viscosas (fluxo convectivo) e difusivas .

Normalmente o termo K, € modelado considerando-se apenas a dispersdo hi-
drodinidmica no meio poroso, de forma que:

o
: (59
onde o é a dispersividade do meio .
Substituindo-se em {6.7):
L
Pe= o (6.9}
Substituindo-se (6.8) ¢ (6.9) em (6.6):
oCp dCp 1 3*Cp =0 (6.10)

dtp | Oxp Pe dzh

que é a equagio da convecgdo-difusdo na sua forma adimensional. As condigbes inicials e
de contorno escolhidas foram:

CD(:ED?G) =0 s D 20
Cp(l,tg))we 3 f;_)? 0 ) (611)
CI)(O:! tD) =1 3 ip Z 0

Ao longo deste capitulo ndo utilizaremos os indices de adimensionalizagéo em
(6.10) por simplicidade.

A solucio semi-analitica dessa equagéo foi obtida utilizando-se transformada
de Laplace e invertendo-se numericamente para o campo real com auxilio do algoritmo
de Crump [12] aperfeicoado por Corréa et alii {11]. Conforme se pode observar na figura
6.1, o algoritmo de inversio de Stehfest [45] ndo consegue representar adequadamente a
forma da frente.

A deducdo completa da solugdo semi-analitica é apresentada no apéndice L.
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6.2 Solucao Numérica

Para resolver numericamente a equacéo (6.10) com as condigdes de contorno
{6.11) escrevemos um programa de computador em linguagem FORTRAN, que admite os
esquemas explicito, implicito e Crank-Nicolson.

A discretizagio de (6.10) com o esquema explicito fornece:

crtt - Cr + Chapp~Clap 1
At Sz PeAzx?

(Cny — 207+ CEy) =0 . (6.12)

Para obter Cf,,, e C[. ), utilizamos os diversos métodos apresentados no
capitulo 4, Conforme vimos, quando empregamos o método de Allen-Figueiredo ou Pa-
tankar a discretizagdo de (6.10) assume forma particular, diferente de (6.12), pois os
termos convectivo e difusivo séo tratados em conjunto.

Para o esquema explicito estao disponiveis os métodos:

1 ponto a montante,

¢ Saad-Leonard,

&

Gupta-Leonard,

Allen-Figueiredo (idéntico a Patankar),

s TVD de Rubin e Blunt,

s TVD de terceira ordem, regido TVD de Lin,

s TVD de terceira ordem, regido TVD de Liu, 2% ordem no tempo, e

» TVD de terceira ordem, regido TVD de Sweby.

Utilizando o esquema implicito, obtemos:

wtl _ s CRAL, - CZY
Cg v C, + 1+1{2A$ -1 /2 _ Peiw‘? ( :;}il __20?41-1 _I_Ce:z_-kll) =10, (5}_3)
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No esquema de Crank-Nicolson [34], temos

C?H - Cfl + 1C?+erl,f? o Cﬁilfz 4 }_C?H;Q B CF—-}{Q
At 2 Az 2 Az

.

2PeAx?

Para os métodos de Allen-Figueiredo ou Patankar valem os mesmos comentd-
rios que fizemos acima.

+

1

- ?1+i _ 'vgr:+1 RS
2Peig? (C’“ 207+ 00 )

1

L —20r 0 ) =0, (6.14)
( )

Os métodos de Gupta-Leonard e TVD com corregio no tempo, que aurmentam
s estabilidade, ndo tém muito sentido de serem aplicados nos casos implicito e Crank-
Nicolson.

Evidentemente, os métodos implicito e Crank-Nicolson exigem, em cada passo
de tempo, a solugdo de um sistema de equagdes lineares cuja matriz é tridiagonal para
0s métodos 1 ponto a montante, Allen-Figueiredo e Patankar e pentadiagonal para os
métodos de Saad-Leonard e TVD.

Para os esquemas implicito e Crank-Nicolson estdo disponiveis os métodos:

s 1 ponto a montante,

Saad-Leonard,

¢ Gupta-Leonard, e

Allen-Figueiredo (ou Patankar).

£.3 Discussao dos Resultados

A seguir apresentamos, em forma grafica, os resultados numéricos obtidos para
& equagdo da convecgho - difusio em 1D, sob diversas sifuagles.

Nas figuras 6.2 a 6.6 analisamos os limites de estabilidade no esquema explicito
para os varios métodos. Utilizamos Pe = 1000 e N = 100 , ou seja, nimero de Peclet
celalar igual a 10. Verificamos que:

¢ Para o método 1 ponto a montante o limite de estabilidade é At < 00,0083, calculado
com a equacio (4.9). Esse valor é consistente com os resultados observados na figura
6.2 : para At = §,0079 o método ainda é estivel, enquanto para At = 0,0087 jd
ocorrem oscilagoes. Podemos verificar também a propriedade de cancelamento dos
erros de truncamento: a menor dispersao numeérica ocorre quando utilizamos o maior
At estdvel.
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Figura 6.3: Conveccio-Difusdo, 1D, analise de estabilidade.
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Figura 6.4: Convecgio-Difusio, 1D, andlise de estabilidade.
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Figura 6.5: Convecgio-Difusio, 1D, analise de estabilidade.
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Figura 6.6: Convecgio-Difuséo, 1D, analise de estabilidade.
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 Para o método de Allen-Figueiredo, o maior At estavel é 0,00999, calculado pela
equacdo {4.19) Notamos que esse valor é coerente com os resultados apresentados na
figura 6.3. Observamos também que o erro de truncamento causado pelo Af nito
grande distorce um pouco a forma da frente de avanco.

o Para 1/Pecpr. = 0,1 a figura 4.1 indica que o maior At estivel para o método de
Saad - Leonard é 0,0020, valor compativel com os resultados mostrados na figura
6.4.

s A figura 6.5 mostra que as corregbes introduzidas por Gupta no método de Leonard
realmente melhoram muito a estabilidade.

¢ Corn o método TVD de Rubin e Blunt a estabilidade é verificada, conforme vimos no
Apéndice J, até um numero de Courant {At/Az) igual & 0,5, ou seja, At < 6,005,
Esse valor é coerente com os resultados mostrados na figura 6.6. Da mesma forma
que no método de Allen, o uso de At muito grande implica em erros de truncamento
gue distorcem levemente a forma da frente.

Nas figuras 6.7 a 6.9 comparamos os resultados obtidos com os esquemas
explicito, implicito e Crank-Nicolson, para os métodos 1 ponto a montante, Allen-Fi-
gueiredo e Saad-Leonard, utilizando Pe = 1000, N = 50 ¢ At = 0,003, ou seja, nimero
de Courant igual a 0,25.

Observamos que:

» Com esses dados o5 métodos 1 ponto a montante e Allen-Figueiredo sdo estaveis no
esquema explicito, € 0 método de Saad-Leonard é instavel.

& Em todos os casos a menor dispersdo numeérica foi obtida com o esquema explicito
e a malor com o esquema implicito.

¢ Para o método de Saad-Leonard o esquema de Crank-Nicolson apresentou os me-
thores resultados: corrigiu a estabilidade e a dispersao numérica foi menor que a
obtida com o método totalmente implicito.

Nas figuras 6.10 a 6.12 apresentamos os resultados obtidos com o esquema
explicito, com Pe = 10000, N = 100 e At = 0,0015, ou seja, nimero de Courant igual a
8,15.

Concluimos que:

» Nessas condicbes o método de Saad - Leonard ¢é instdvel, apresentando grandes
“overshoots”.
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Figura 6.10: Convecgio-Difuséo, 1D, comparagio entre métodos.
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O método TVD de terceira ordem com regidgo TVD ampliada de Liu apresenta os-
cilagdo para concentragoes baixas, junto & frente de avanco. Tal fato vem COMProvar
nossa concluséo de que as simplificagdes admitidas por Liu para definir a regiao TVD
ampliada néo sao validas {apéndice K}.

L

A utilizaggo do esquema de segunda ordem no termo temporal, com o TVD de
terceira ordem e regido TVD de Liu corrige a oscilagio, mas introduz pequena
dispersio nurnérica, conforme demonstramos no capitulo 4 e apéndice H.

Os métodos TVD de Rubin e Blunt e TVD de terceira ordem com regido TVD de
Sweby apresentaram excelentes resultados,

Conforme ja haviamos concluido, nessa situacio de fluxo muits convectivo o método
de Allen-Figueiredo se confunde com o método 1 ponto a montante.

Nas figuras 6.13 e 6.14 analisamos um escoamento mais difusivo, com esquema
explicito, Pe = 100, N = 50 (Pe celular igual a 2,0) e A? = 0,0030 ou seja, com nimero
de Courant igual a 0, 15.

Notamos que:

» Nessas condigdes o método de Saad - Leonard € estdvel e apresenta solugao idéntica
3 obtida com os esquemas TVD. Esse resultado vem confirmar a conclusio obtida
no apéndice A, de que o termo difusivo estabiliza a solugio da equagio.

e Um étimo resuitado foi obtido com o método de Allen-Figueiredo, bem melhor que
o conseguido com o método 1 ponto a montante.
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Figura 6.13: Convecgdo-Difusdo, 1D, comparacio entre métodos.
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Figura 8.14; Convecgdo-Difusdo, 1D, comparagio entre métodos.
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7 ANALISE DA EQUAGAO DE BUCKLEY -
LEVERETT

Neste capitulo analisamos o comportamento das solugdes numéricas para a
equacio de Buckley-Leverett, que rege o fluxo incompressivel agua-dleo em uma dimenséo,
utilizando os diversos métodos numéricos apresentados no capitulo 4.

7.1 Deducgao da Equacao

Partimos das equacdes de conservagio para os componentes igua e dles, em
113, considerando a porosidade constante:

9 9 *
- “ag(pwuw) = ‘f’é}'(pwsw) F 4y s (?41)

d

~ o) = ba(pull ~ S o (72)

onde ¢, e ¢ s8o vazdes mdssicas injetadas por unidade de volume de rocha {termos fonte},
g, Uy as velocidades de Darcy, 5,,5,, as saturagOes e p,, p,, as massas especificas,

Como o fluxe é considerado incompressivel, p,, e p, 530 constantes. Dividimos
{7.1) por py e (7.2) por p, para obter:

du,, 05,

“a P T 3)
du, a5,

L L 7.4

Somando-se as equagdes para os dois componentes, resulta:

&
ﬁgf = —gr (7.5)

onde up = t, + ty € g7 = ¢ + 9w € a vazio total injetada ou produzida por unidade de
volume de rocha. Como ndo consideramos termos fonte, gr = 0 e uy =constante.

A lei de Darcy, sem considerar efeitos gravitacionais, fornece:
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_ kk,, apo _ 5}’»"0 -
to = toB, 8z o gzr ' (7.6)
_ kkr apw a}f"w
= dwB, 0z~ Y 8z (7.7)
Mas, pelo conceito de pressio capilar,
Pu = Po Pc(sw) . (7.8)
Assim:
dp, Jap,
Substituindo-se (7.9) em (7.6), vem:
Opo —~u, OF.\ A P,
U, = =Xy 2 mw,\g( I o+ 3:):) = AwuwW/\° 5 (7.10)
Como ur = U, + Uy, segue:
Ao P,
YT == Uy (1*{“1‘;‘) -—Ao—a—x— (711)
Definindo-se o fluxo fraciondrio de dgua:
Ay
fw = )\o + }iw ¥ (7“12)
a equagao {7.11) pode ser escrita como:
Uy AP,
Ur = };: - AO ax H] (?13)
ou:
OF,
Uy = fulr + }\afw“"é;“ . (714)
Substituindo-se (7.14) em (7.3) , com ¢, = 0, vem:
g Ao OF) 35,
arr LE W w  lal el (718}
Mas:
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or, 6P a5, .
dr  8S, Hx Fe(S)

&, como ur € constante, a equagio {7.15} fica:

5,
gr '

8fe 8 A, .08 95, -
”Tﬂé}"%ﬁ‘;(kﬁ,\wﬂ@m)"{"éaz =0 (7.17)
Pode-se notar que, como P = f—% < 0, o termo:
—Ako '

tem o carater de uma dispersao fisica na equagdo {7.17). Ou seja, na equacéo de Buckley-
Leverett a capilaridade é responséavel pela introdugio de um termo difusivo.

A equag3o (7.17) pode ser adimensionalizada definindo-se:

zp =zl , (7.19)
_ U updt
tp = ]0 o (7.20)

Substituindo-se na equagao (7.17), resulta:

iz 1 8 88,) 095,
— Kris— — = 21
83:}3 ‘H.TL 8231) ( FIS. BLED) + 851) ’ (? )
onde a parcela Kprs /(urL) é escrita como:
I{FIS. —_— 1 )‘o-‘kw ch .
upl, T upl A+ Au dSy,
definindo-se A, = kA0, Ap = kg, segue:
Kris 1 kA, dF. (7.22)

url _uTL1+~)§f;‘:—dSw '

Admitimos as seguintes relagdes para as permeabilidades relativas:

Sw— 5. v
— o w we . 3
Fru = Ko (1 «-swc-sor) : (7.23)
1— 8y = Spe\™
S X it S0 . 7.24
km km (1 - Sm,; - Sor) ( )
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Podemos também usar o conceito da funcao J de Leverett, adimensional:

sis,y = PG

Sw) - CFCOS(? ) (?25)
para obler:
dP, dJ
75, S ﬁamség (7.26)
Substituindo-se essas relagbes em (7.22) , vern:
url B ur L fiw-Bw 1~ ch - Sor 1+ ‘Eﬁ? k' dsw ) -

Definindo-se:

1 Su = Sue \™ dJ Su = Swe \™ 47
g(Sw)z” (}-+%‘if) (I—Sm“Sor) dsw (1 fw) (1_ch"'50r) dSw ’

(7.28)
e o nimero de Rapoport e Leas (23] :
‘ué PwauTL
Por o o L EWTW T
Nar = J;k;’wt#:a“cosﬁ ’ (7.29)
segue:
Krs. _ g(Su)
= . .30
urlL Ngs (7.30)

Substituindo-se em {7.21) , resulta finalmente:

98y  Ofu 1
atp + 331} NRL 6::: ( (Sw) ) (731)

que é a equacio de Buckley-Leverett na sua forma adimensional.

O ndmero de Rapoport e Leas € o equivalente ao nlimero de Peclet, ¢ fornece
uma razdo entre as forgas viscosas (convectivas) e capilares (difusivas). Quanto maior
Npgg, mais convectivo € o fluxo.
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7.2 Solucao Semi-Analitica - Caso Convectivo

No caso convectivo a equagao de Buckley-Leverett é escrita como:

95y + f! Q‘%ﬁi = ) 9
g e, =0 (7.:32)
Para uma frente de S, constante, temos:
45, as,,
ds, = (m) dip + (____..) dep =0 . (7.33)
351} zp 3mD 5
Assim,
_dzp  —{08.[0tp)ey oo
ARV I T S R SCN (7.34)
e, portanto,
zp|s. = fo(Su)tp (7.35)

Essa relagdo produz uma solugdo fisicamente incoerente na frente de avanco.
Para que a solugéo seja a correta € necessdrio utilizar a teoria do choque [23] , [43]. A velo-
cidade correta do choque, 5}, € determinada através da aplicagdo do balango de materiais
{conservagio da massa), ou, equivalentemente, pela aplicagdo do principio de Rankine-
Hugoniot [44]. A saturagao de dgua no choque é obtida igualando-se essa velocidade com
aquela calculada usando-se (7.34). A equagdo (7.35) é utilizada para obter as posigdes das
saturagbes de agua malores que S . Nao € dificil verificar que a aplicagio do principio da
entropia também conduz 4 saturacio correta no choque:

¢ Se o choque fosse fixado para S, < 5, terfamos solucdes com trés valores distintos
de 5, na mesma posicdo, na frente de avango, o que é incoerente.

* Se o choque fosse fixado para Sy > 5, a condigio de entropia na descontinuidade
seria viclada.

Dessa forma obtemos a solugdo semi-analitica para a equagio de Buckley-
Leverett. Essa solugdo, que serve como referéncia, é mostrada nos graficos com os resul-
tados para os casos convectivos.

As condigbes de contorno utilizadas foram:

fu(0,tp)=1, (7.36)
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condicio equivalente a 5,(0,ip) =1~ 5, ,
Sw(ltp} = Sue (7.37)
Su(zp,0) = Sue (7.38)

7.3 Solugao Numérica

A discretizagio de (7.31) no esquema explicito fornece:

R | 7 n - R
Sw,- "’"’Sw,- Fwi-{»x}:a Fw-‘ull'z

Aip Azp +
1 1 . . i i
- m&xﬁ, [ £+1/2(Sw5+1 - Sw‘_) - Gi**lf?(swa - Sw.'-l)] =0 . (7‘39)
O cilculo de F Fr  é{eito de acordo com os diversos métodos discu-

Wipifa? T Wi
tidos no capitulo 4.

O célculo de G}y, ,,G7. 1/, & rigor deve utilizar a média harménica, conforme
mostram Patankar [33] e Santos [42]. No entanto, como a fun¢do ¢(S,) compreende so-
mente termos de fluxo, uma 1déia natural € avaliar esses termos a montante. No programa
de computador que desenvolvemos para obter as solugbes numéricas, admitimos escother,
para Giyyyz ¢ média aritmética, média harmdnica e aproximacao a montante. Os methores
resultados foram obtidos com a aproximacao a montante.

Para o esquema explicito estdo disponiveis os métodos:

1 ponto a méntante,

Saad-Leonard,

Gupta-Leonard,

Leonard modificado,

e Patankar,

Allen-Figueiredo,
o TVD de Rubin e Blunt,

o TVD de terceira ordem com regiio TVD de Liu,
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e TVD de terc. ordem com regido TVD de Liu e corregio de 2% ordem no tempo, €

s TVD de terceira ordem com regiao TVD de Sweby.

A dedugio dos métodos de Allen-Figueiredo e Patankar para a equagio de
Buckley-Leverett € apresentada nos apéndices M e N,

Como alternativa ao esquema explicito, implantamos também, em nosso pro-
grama de computador, o esquema de Crank-Nicolson com os métodos | ponto a montante
2 Saad-Leonard.

A discretizagio de {7.31) pelo esquema de Crank-Nicolson fornece:

5:;?-1 - 5:;.- F‘K-lm - F*zf-luz + F‘gs‘ﬁﬁ ” 3"—'1;’2 o+
Atp 28zp 28z p
1 i i i3 T T
e (G il = S = Gl (837 - ST+

i

—"-_———QNRLA:%[ Bayar (St = So) = Gy (82, ~ 85| = 0. (7.40)

0 sistema de equacgbes nao lineares resultante € resolvido iterativamente pelo
método de Newton-Raphson. A apresentagdo dos detalhes relativos 4 obtencdo das
funcbes-residuo e matriz Jacobiana fogem ao escopo do trabalho e podem ser encon-
trados no programa fonte, disponivel como anexo a tese na biblioteca do Departamento

de Engenharia do Petréleoc da UNICAMP,

Para os esquemas implicito e Crank-Nicolson estdo disponiveis os métodos:

L

1 ponto a montante,

Allen-Figueiredo,
* Pataﬁkar,
¢ Saad-Leonard, e

Gupta-Leonard.

A matriz Jacobiana é tridiagonal para o método 1 ponto a montante e penta-
diagonal para o método de Saad-Leonard.

Nesse ponto cabe uma observagdo quanto a aplicagio dos métodos TVD quan-
do trabalbamos com a equagdo completa, incluindo o termo difustvo.

Para obter as restrigdes sobre o limitador ¢, utilizamos a lei fisica completa;
portanto, a rigor, devemos corrigir todo o termo de fluxo, isto &
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1 S ™ Sy Arp { fuier = fu
Farpp= fo - Lo (S} | 820 [ fues = Ju
/2= f ng( Azp )w’ 2 Azp )'*"

_zﬂ\&:p i 1
YT N Adh

(9641(Sungs = Su) = (S — Suis)] - (7.41)

No entanto, a discretizagio do termo difusivo sem a corregio j ¢ um algoritmo
de terceira ordem, como mostra Leonard [26]. A correcio desse termo com o limitador
TVD néo deve alterar muito a precisio dos resultados numéricos.

Realmente, comparamos os resultados incluindo o TVD nos termos convectivo
e difusivo com aqueles obtidos aplicando o TVD apenas no termo convectivo e, conforme
esperavamos, os resultados foram muito préximos, em toda a faixa de variacio do ntdmero
de Rapoport e Leas, Isso mostra que a incluséo do TVD no termo difusive, na pratica,
0o € necessaria,

7.4 Propriedades Utilizadas

Para testar os métodos numéricos de solugdo escolhemos os seguintes dados:

8 T, EE Tiy, = 2

K =k, =1

Swe = Sgr = 0,1

B = po = 0,5 mPa.s
B, = B, = 1m*§m®

A curva f,(S,) obtida a partir desses dados é apresentada na figura 7.1. A
curva J(S,) € apresentada na figura 7.2 e a curva ¢(S,,) na figura 7.3.

7.5 Discussao dos Resultados

Comecamos analisando a obediéncia aos principios de Rankine-Hugoniot € da
entropia, com base nos resultados apresentados nas figuras 7.4 e 7.5, obtidos com o método
de Saad-Leonard. Os casos correspondem a escoamento convectivo, NV = 100 ¢ Al =
{1, 00050 (mimero de Courant 0,05) e com esquema explicito.
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Figura 7.5: Buckley-Leverett, convectivo, método de Saad-Leonard.
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a) Condigao de Rankine-Hugoniot:

s estados em torno da descontinuidade sao:

¢ up =0,82 — Fluy) = f,(0,82) = 0,988
o up= 0,10 = Flug) = £,(0,10) = 0,0

Assim, a velocidade da descontinuidade deve ser:
§ = {0,988 - 0,0)/(0,82 - 0,10) = 1,372

Os resultados numéricos mostram que as posicdes da frente sdo:

s Em 7T =0,2, z = 0,270
e Em7T =0,5, 2= 0,682

Com isso a velocidade da frente é:
S = (0,682 —0,270}/(0,5 - 0,2) = 1,373

Portanto, a solugdo numérica obedece ao principio de Rankine-Hugoniot. Como o
principio de Rankine-Hugoniot advem do principio de conservagio da massa, con-
clufmos que o método de Saad-Leonard preserva o balanco de materiais, para o caso
analisado.

b} Condigio de Entropia:
Velocidade da dgua i esquerda do choque: Sg = f, (ug) = f,{(0,82) ~ 0,335
Velocidade da 4gua & direita do choque: Sg = f,(ur) = f,{0,10) ~ 0,00

Assim , 5. < 8§ > Sg, e o principio da entropia ndo é obedecido.

As figuras 7.6 a 7.9 apresentam os resultados obtidos para o caso convectivo,
com N = 40, At = 0,00125 (nimero de Courant §,05), no tempo T = 0, 2.

Verificamos que:

s O método 1 ponto a montante apresenta grande dispersdc numérica, nos esquemas
explicito e Crank-Nicolson.

s (O método de Saad-Leonard apresenta solugio fisicamente incorreta, conforme mos-
tram os resultados obtidos com os esquemas explicito € Crank-Nicolson. Na figura
7.6 observamos que, utilizando-se o esquema explicito com At reduzido, os resulta-
dos se aproximam daqueles obtidos com o esquema de Crank-Nicolson. Fica claro
entio que a solugio fisicamente incorreta ndo € um problema de instabilidade.
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Figura 7.6: Buckley-Levereti, convectivo, comparacio entre métodos.
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Figura 7.7: Buckley-Leverett, convectivo, comparagio entre métodos.
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¢ O método de Gupta-Leonard produziu resultados praticamente idénticos aos de
Saad-Leonard | demonstrando, mais uma vez, que a solugio nao-fisica nio estd
ligada a instabilidade.

s O método de Leonard modificado reproduz bem o trecho de onda espalhante, mas
dispersa a frente de avango e apresenta algumas oscilagdes.

s Entre os esquemas TVD, resultados muito bons foram obtidos com os métodos de
Rubin e Blunt e TVD de terceira ordem com regifo de Sweby.

¢ Os resultados obtidos com o método de Patankar, conforme j& esperavamos, con-
fundiram-se com aqueles obtidos com o método de ponderacio a montante.

As figuras 7.10 a 7.13 mostram os resultados obtidos para o caso com niumero
de Rapoport e Leas igual a 10, com N = 40, At = 0,00125 no tempo T = 0,2. A
referencia fol a solugéo obtida com o método 1 ponto a montante, com N = 280 nés.

Observamos que:

¢ O método 1 ponto a montante, com N = 40 apresenta grande dispersio numérica.

¢ O método de Saad-Leonard ainda apresenta solugdo um pouco incorreta, nos es-
gquemas explicito e Crank-Nicolson. Notamos, no entanto, que a medida que Npz,
diminui e o fluxo se torna mais difusivo, a tendéncia de solugio nao-fisica diminui.
Esse comportamento vem confirmar que o termo difusivo estabiliza a solugio da
equagao, conforme demonstramos no apéndice A.

s (O método de Leonard modificado ainda atrasa a posigdo da frente ¢ apresenta
oscilaches junto A frente de avango.

o Os métodos TVD, principalmente os de Rubin e Blunt e de terceira ordem com
regidqo TVD de Sweby apresentam bons resultados.

e O método de Patankar apresenta resultado apenas um pouco methor que o método
1 ponto a montante.

Analisamos também a solugio da equagio de Buckley-Leverett hiperbédlica com
uma curva de fluxo fraciondrio com duas inflexGes, conforme mostra a figura 7.14.

As solugbes numéricas sdo mostradas nas figuras 7.15 e 7.16.
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Figura 7.14: Curva de fluxo fraciondrio modificada.
Podemos concluir que:

» ) método 1 ponto a montante apresenta dispersao numérica excessiva.

* Os métodos de Saad-Leonard e Leonard modificado apresentam solugdes fisicamente
incorretas, que nao obedecem ao principio da entropia.

» Os métodos TVD apresentaram excelentes resultados, acompanhando as frentes de
avango praticamente sem dispersdo numérica. As evidéncias numéricas mostram,
mals uma vez, que os métodos TVD obedecem ao principio da entropia.

Em todos os casos analisados os erros de balango de materiais foram des-
preziveis.
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8 ANALISE DO DESLOCAMENTO DE UM
TRAGCADOR EM FLUXO MONOFASICO
INCOMPRESSIVEL, EM 2D

Nesse capitulo resolvemos o problema de injegéo de um tracador monofésico,
em regime permanente, para geometria 1/4 de “five-spot”. Inicialmente determinamos
o campo de pressies e, a seguir, a distribui¢io de concentracdes. Analisamos também o
problema de injegdo de tragador através de uma face do reservatério, em 2D.

8.1 Determinacao do Campo de Pressoes

A equagdo de conservagho para a agua, no caso monofasico, considerando-se
compressibilidade pequena e constante é;

oy @
Vip = ¢4 2P B
kot k
onde ¢r € a compressibilidade total e ¢° € a vazio volumétrica por unidade de volume de
rocha (termo fonte).

(8.1)

Condicgéo inicial:

Plz,y,0) =p, . (8.2)

Condigbes de contorno :

0.0 e
(3:5):;‘:0% 5&: :B:L_,_ 83} =0 8?} y==Ly ‘ (')

Para o sistema z-y de coordenadas, (8.1} fica:

Fp Fp perdp u,
Dx? + &tk & A (8:4)

Discretizando-se com o esquema implicito :

n LSt
(Ps‘-}-i_j = 2pi; + Pi—lj) * 4 [ Piitr — 2pi + pij— -
Az? Ay®
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Multiplicando-se toda a equacio por iAw&yk, vem:
kh Ay N kh Lax
Az ——A{Pis1j — 2pi5 + pi )" + ?Eg(}?-}ﬂ = 2pi; + pij-)" T =
V i1 L7
= ger (0 =P — gy (8.6)
onde g¢;; € a vazao voluméirica {termo fonte).
Considerando-se maltha uniforme, com Az = Ay, resulia:
kh n+1
Ctey ‘; {Pivt; = 4pis + Picys + Pijur + Pigoa)" T =
V‘ b3 TL
= T Gt j:sz (5 =) — 9w (8.7)

onde, para o sistema inglés de unidades, Cle; = 1/887,2 |, Cle; = 5,615.

Para o poco injetor consideramos vazio ¢ constante e para o pogo produtor,
pressao de fundo constante.

Escrevendo {8.7) para todas as células da malha obtemos um sistema de
equagdes lineares, com matriz pentadiagonal, cujas incdgnitas sdo as pressbes nos nds.

8.1.1 O Modelo de Pocgo

O modelo de pogo sugerido por Peaceman (35} é:

Ctekk, h

onde Cle é uma constante que depende do sistema de unidades. No sistema inglés, por

exemplo, Cte = (,00708.

Como estamos modelando 1/4 de “five-spot”, a vazdo empregada para con-
verter a pressio na célula do pogo para a pressao de fundo deve ser 4 (4 vezes a vazao

simulada).

( raio equivalente r, deve ser calculado com cautela; para a situagio mostrada
na figura 8.1, que corresponde ao “five-spot”, podemos, com algum trabalho, demonstrar
gque r, o~ 0, T209Az.
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Figura 8.1: Posi¢do do pogo na borda da malha.

8.1.2 Dados de Entrada para os Testes

B3

Os dados utilizados nos testes foram os mesmos reportados por Agca [2], e sdo

apresentados na tabela 8.1.2.

Pressdo inicial

Distincia entre pogos iguais

At para malha diagonal 15x15
Vazao injetada em 1/4 do 5-spot
Py min.

Permeabilidade

Espessura

Porosidade

Viscosidade da dgua
Compressibilidade total (desprezivel)
rw

1378, 8 kPa (200 psi)

100, 58 m (330 f1)

0,2 dias

10,62 Sm®/d (65,8 STB/d)
689,4 kPa (100psi)

0,1974 pm? (200 mD)
1,524 m (5 ft)

0,25

1mPa.s (1 ep) .

0,145x107%° (kPa)™! (10~% psi~1)

0,122m (0,40 f1)

Tabela 8.1: Dados

de reservatorio.

£.1.3 Validagio do Campo de Pressdes.

Muskat [29] fornece a solugho analitica para a diferenga entre as pressbes de

injecao e producio no “five-spot” monofisico. No sistema inglés de unidades, temos:
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Ap = 282, 4 ‘;;f{ ( ) 0619] , (8.9)

onde d € a distancia entre o pogo injetor e o pogo produtor, e (J é a vazio total do
“five-spot™.

Com os dados acima, obtemos:

B (1).(267,2) 233,3 g i
Ap._(zsz,:;)mm————-(zoﬁ)m I {7 ) — 0,619 433, 84psi = 2090,90k Pa .

A solugdo numérica das equagbes (8.7} € feita até que as variagdes de pressio
sejam muito pequenas e o regime permanente se estabeleca.

Para uma malha de simulacido 30x30 os resultados obtidos foram:

o P, ; produgao: 689, 4 kPa (100 ps:i)
s P,; injecdo: 3675,7 kPa(533, 17 psi)
o AP: 2086,3 kPa (433,17 pst)

ou seja, um erro de -0, 15% em relagdo a solugdo analitica de Muskat.

0O aspecto das linhas isobéaricas para malha diagonal 15x15 é mostrado na
figura 8.2.

8.2 Determinagio das Concentragoes do Tracgador

O campo de pressdes para o regime permanente foi obtido conforme descreve-
mos no item 8.1, O passo seguinte é resolver a equagdo que fornece as concentragbes de
tracador.

A equacio de conservagio para o componente tragador {componente 1} em
escoamento monofasico incompressivel pode ser escrita como {22}, [23]:

ac d i =, 3 =
"fgf + Vo | 5(u2Ch) + 5;(%01) ~ VYV .(¢K,.VC)—¢Cy =0, (8.10)

Vi

onde:

» g é a vazdo volumétrica ,



a3

» (; ¢ a concentragdo volumétrica do tragador {componente 1),
8 1., u, a0 as velocidades nas diregbes x e y,

s V, € o volume de rocha,

K| € o tensor dispersdo e

¢ é a porosidade.

Os componentes do tensor dispersdo:

P K.. K
: ( K, K, (8.11)
séo fornecidos por Lake [22] [23] :

- Ul 4 ul

K, = Hui + m“*““‘g*mli \ {8.12)
z T Yy
K, = —meeeetey” 4 oy R 8.13
¥y ‘ﬁ\/m ¥ t tﬁ ( )
(e — o)

K, =K, = Uiyl 8.14
)= Koo = S (5.14)

onde o, a; sao as dispersividades longitudinal e transersal do iragador, e possuem di-
mensao de comprimento.

Assim,
3 3] oC o d oC acC
V(KIVC) = -é-m- (Kx "5; + ny“é';) + 5; (ny'a‘;‘ + Kyy—gg;) . (815)

8.2.1 Solucio Numérica

A equagio (8.10) serd resolvida numericamente pelo esquema explicito. Nao
nos preocupamos, nesse ponto, em implantar o esquema implicito porque nosso objetivo
é estudar a dispersao numérica introduzida pela discretizagdo do termo convectivo.

A condigao inicial do problema é:
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C6,3,0)=0 . (8.16)

As condicoes de contorne sao:

(@) (&) @)L (E) o e
Oz 2=l Oz zxzliy 53} P - @y y=Ly o '

Como condicdes auxiliares temos:

e No pogo injetor: Vazio ¢, e concentragio de injecio Fin; .

» No poco produtor: Vazao g, concentragao C{N, N, considerando-se o pogo prodator
na célula (N, N) (malha diagonal}.

Quanto & discretizacio do termo difusivo, temos:

g oC 1o,
-8_5 (sz Mé';) = @ [Ii$x6+112j(c‘.+1 o C;) e Kmi_”ﬁ(c; - Ci—-l)} . (818)
O cédlculo de ;% (Kw-g-c}-;) ¢ analogo.
Temos ainda que:
a oc 1 ac ac
AN i N 5 S , 8.19
3:5 (sz ay) Am [ Yis1f25 (39‘),-_}_1!2}' Yiw1f2j (53});_,1’;2}-:\ ( )
onde:
(gg) — Ci+1,*2j+1;2 - C£+1f2,i—1;2 . (8.20)
09 / 12 Ay
Seguindo sugestio de Gupta et alii {18], utilizamos:
1
Civr2i412 = E(Cej + Ciga; + Cijar + Cigaja) (8.21)
© 1
Cinpzi-12 = E(gij + Cipj + Cijr + Cinrj1) - (8.22)
Da mesma forma, escrevemos:
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(?_C:) . Ciuifzj-ﬂjz - C€~1f2j~1f2 (8 ‘73)
%y ) i1 Ay } -
1
Cimapiesze = 3(Cis + Cinaj + Ciga + Cicaja) (8.24)
& -
Cimappiipn = Z(Cij + Citj + Cijer + Cicajoa) (8.25)

Axnzlogamente:

8 ( ac) 1 (ac) (66)
A Kyezm | = - | K TSy -~ K Fyjee1 B =
dy \" Yoz Ay | P g P+1/2 T\ Ox ij-1/2

1 Cisipzjsrge — Cicappjaifn Cis1p25-172 — Cin12i-
- }:\;‘- [K§zi;'+1,'2 7] = 7 _Kw;;nm /2 faz 1/25-1/2 ‘ (8.26)

Para 0s componentes do tensor dispersdo nas interfaces devemos utilizar, se-
gundo Santos [42], a média harmonica. Com malha uniforme, temos:

2K K
I{Q - 1353419 )
+1!2} }{;J + I{,’_'.Ij b] (8 2?)
e
2K K g
Ky = il Sl b, )
V3= K+ Koy (8.28)

Assim, a equagao (8.10) discretizada com o esquema explicito fica:

Kigé n+l n 1VT;‘ 1 " 2 1)
At [C‘f - Cﬁ] t Ki [uv'f-'w:ejc"“z’?f - uzs-i/z;‘ci“le'?i] +
p‘;.! ] n n 413 1 n T TR
+Z§; [uyaj+1;2 CFJ'*FUZ - uﬁij-s}zcii*“lfz] - V"t’:’ {&mz [qﬁf(ﬂxq;;ﬁ(cﬁ«i—li - Cz’j)“‘}“

111 n TE 1 Th 1] n
méKﬂ?ﬂl‘;ﬁ],g"(C‘i}' - C‘E—Ij)} + K:;:A—y {‘ﬁny,-“m( id1f2i41f2 T Ci+1/2}~‘1;2)+

153 E2 ] T 1 n n T
~ @Ky, Cilipainrye — e-:;z;;uz)] + Ay [‘f-‘Kgy,w 12 (Ol — )

1 T n
WQSK:W}”;];(C;} - C:;»—I)] + m [ I(w;i+3;g(0?+lf?j+1,’2 - wa1f2j+lf2)+

~$KL, . (Cliasziorse ~ Clapioa)}} =0 (8.29)

As seguintes condigbes sdo observadas:
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¢ No caso de 1/4 de “five-spot” com malha diagonal, somamos ao lado esquerdo da
equagio para a célula (N, N} o termo de sumidouro, ¢C%%; , definido implicitamente,

¢ Também no caso de malha diagonal, sornamos o termo fonte ¢.7},; ao lado esquerdo
da equagdo para a célula (1,1}. Fi,; é a concentragdo do tragador injetado.

¢ As velocidades nas interfaces sdo calculadas pela lei de Darcy, a partir do campo de
pressdes, obtido conforme descrevemos no ifem 8.1,

# Os métodos descritos no capitulo 4 sdo utilizados para aproximar as concentracdes

nas interfaces: Cg+1/f;:;, C,‘..]fzj, C{j;.ﬁg, C“j_ljg v

Com relacdo a aplicagio dos métodos TVD para o caso bidimensional, so
impostas as seguintes restrigbes:

o (TV);" < (TV),
o (TV);" < (TV)y,
onde (TV), e (T'V), sdo as variagbes totais nas diregdes x e y. Nao é dificil demonstrar

gue a aplicacdo desses critérios conduz s mesmas relagbes deduzidas no apéndice J, para
cada uma das diregbes.

As equagbes {8.29) sdo entio empregadas para obter a distribuigio das con-
centracdes do tragador em cada passo de tempo.

Foram analisados os seguintes métodos:

¢ 1 ponto a montante,

# Saad-Leonard,

¢ TVD de Rubin e Blunt (limitador de Van Leer),
» TVD de terceira ordem com regidgo TVD de Liu,

» TVD de terceira ordem com regidio TVD de Liu e correio de segunda ordem no
tempo, e

o TVD de terceira ordem com regidgo TVD de Sweby.

As solugdes obtidas com esses métodos foram comparadas com a solugao semi-
analitica para o problema, que discutiremos a seguir.
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8.3 Solucgao Semi-Analitica

A solucho semi-analitica para o problema de fluxo monofasico incompressivel de
tragador em 2D, geometria 1/4 de “five-spot”, foi desenvolvida por Abbaszadeh-Deghani
et alii {1]. A idéia do método é dividir o “five-spot” em canais de fluxo e calcular o
escoamento do tracador em cada canal, considerando-se nula a dispersividade transversal,

Tal método encontra-se implantado em um programa de computador adaptado
por Lemos [26], que gentilmente nos foi cedido para os testes.

Para o tragador, consideramos as mesmas propriedades utilizadas por Agea
[2], isto é&:

» oy =0
» op = 0,200m (0,66ft) ,¢

o “slug” de tragador : 2% do volume poroso.

0 referido programa de computador fornece como saida a concentragio do
tracador no efluente versus o volume de dgua injetado.

Utilizando a mesma sistemética proposta por Agca [2], definimos um fator
para normalizar a concentragao:

Fat. Norm. = (conc. injegdo).(tamanho do “slug” em fragdo de VP).(VPe). (8.30)

Conforme }& vimos, o nimero de Peclet € calculado por:

L 330f¢
Pe = Ty 500 . {8.31)
Assim, com os dados utilizados:
Fator de Normalizagio =(1,0).(0,02).v/500 = 0,44721 . (8.32)

Para esse conjunto de dados, a solugao semi-analitica de Abbaszadeh-Deghani
et alii para a concentragio normalizada do tragador no efluente é apresentada na figura

8.3.
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8.4 Discussao dos Resultados

A comparacao entre os diversos métodos numéricos para solugio do problema
¢ apresentada sob a forma de graficos de concentracdo normalizada de tracador.

Para fluxo em 2D o nimero de Courant foi definido como:

N = Q&t/VPBIeco 1 (833)

onde V Pyaz € 0 volume poroso de cada bloco de simulagio e @ é a vazdo total do padrao

“five-spot”. Utilizamos, em todos os casos, ntimeros de Courant aproximadamente iguais
& 0,5.

A figura 8.4 mostra a concentrag¢io normalizada do tragador no efluente obtida
utilizando-se 0 método de ponderagio a montante no termo convectivo. Podemos notar
gue a irrupgdo do tragador ocorre antes do tempo correto, ¢ a concentragao de pico €
menor que o valor correto. Tal ocorre devido & dispersao numérica. Uma solugio razoavel
s6 foi obtida quando refinaros a malha para 150x150 nés. Mesmo assim a concentragio
de pico ainda ficou cerca de 15% abaixo do valor correto.

As figuras 8.5 a 8.7 apresentam as concentragdes normalizadas no efluente
obtidas com os métodos TVD.

Observamos que:

» Para malha 15x15, solugdes muito boas sdo obtidas com o método TVD de terceira
ordem com a regiio TVD de Sweby ou com a regiao estendida de Liu.

s Com malha 30x30, o método TVD de terceira ordem com regido de Sweby ja re-
produz a solugdo exata, methor que os resultados obtidos com o TVD de Rubin e
Blunt e que o TVD de terceira ordem com regibo estendida de Liu.

# As solucbes obtidas com os métodos TVD e malha 60x60 reproduzem exatamente
a solucdo semi - analitica, mostrando que os métodos TVD sdo convergentes.

s A precisio obtida com o método de 1 ponto a montante e malha 150x150 é igual &
de qualquer dos métodos TVD com malha 15x15.

Nas figuras 8.8 e 8.9 mostramos as concentragbes normalizadas ao longo da
diagonal que une o pogo injetor ao pogo produtor, para wm volume injetado de dgua igual
a 0,4V P. A solucgao de referéncia é aquela obtida com o método 1 ponto a montante e
malha 150x150. Com base nos resultados obtidos para para a concentracdo no efluente,
sabemos que a solugio refinada com 1 ponto a montante apresenta concentragio de pico
cerca de 15% inferior 4 concentragao correta.
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Analisando os resultados, notamos que:

» O método de Saad-Leonard apresentou oscilagdes, mesmo nesse caso em que a dis-
persao {isica nao € nula (o; = 0,66 /1),

¢ O método TVD de terceira ordem com regido de Sweby produziu étimos resultados:

com malha 30x30 a solu¢do ¢ praticamente exata, muito préxima da obtida com o
mesmo método e malha 60x60.

As figuras 8.10 a 8.12 mostram as curvas de iso-concentragio normalizada de
tragador para um volume injetade de 0,4V P. Observamos que a distribuicdo obtida com
o método 1 ponto a montante e malha 15x15 tem um carater bem disperso. Por ocutro
lado, a distribuicao obtida com o método TVD de terceira ordem e regizo TVD de Sweby
¢ bem mais achatada, semelhante ao resultado obtido com o método 1 ponto a montante

e malha 3(x50.

8.5 Orientacao de Malha

Para investigar se a redugdo da dispersao numérica conseguida com os métodos
de ordem mals alta acarreta diminui¢do do efeito de orientagdo de malha, adaptamos o
programa de computador para trabalhar também com malha paralela.

Nos testes de orientacio de malha, consideramos inje¢io continua de tracador
no{s) pogo(s) injetor{es), ao invés de apenas um “slug”. Os demais dados foram os mesmos
descritos nos ftens anferiores. As concentragGes nao foram normalizadas,

As comparagdes foram feitas com malha diagonal 15x15 e malha paralela
21x21, para que as céhilas de simulagéo ficassem aproximadamente com o mesmo ta-
manho.

As figuras 8.13 e 8.14 apresentam os resultados obtidos. O método de 1 pontoa
montante produz solugbes com tempo de irrupgio bastante antecipado e também grande
efeitc de orientacio de malha, Convem notar que, com maltha paralela, a irrupgao do
tracador ocorre antes, confirmando os resultados tedricos demonstrados no capitulo 3.
0 método TVD de terceira ordem com regido de Sweby, ao contrdrio, praticamente nao
apresenta efeito de orientacio de malha.
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8.6 Imnjecao do Tracador Através de uma Face em 2D

Adaptamos o programa descrito nos ftens anteriores para considerar a injecao
de tragador através de wma face do reservatdrio e produgio através de outra face.

Para condigdo inicial consideramos o meio poroso saturado com agua exceto
um pulso retangular de tragador com concentracio unitdria junto i face injetora. A partir
daf iniciamos a injegdo continua de tragador, com concentragio unitaria.

As figuras 8.15 e 8.16 mostram os mapas de concentragio (ndo normalizadas)
para um volume injetado igual a 0,4V P, e malha 40x40. Os dados de reservatério usados
foram os mesmos dos {tens anteriores. Para o tragador consideramos o; = o, = 0, ou seja,
sem dispersdo fisica. Constatamos que a dispersdo numérica introduzida pelo método
de ponderagao a montante ¢ significativa na direqio do fluxe. Na direcio transversal a
dispersao numérica € nula, conforme demonstramos no capitulo 3, para mathas paralelas.
{Js resultados obtidos com o método TVD de terceira ordem e limitador de Sweby foram
bem melhores.
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9 IMPLANTACAO DOS METODOS DE

ALTA RESOLUCAO EM UM MODELO
“BLACK - OIL”

Os simuladores “black-0il” tradicionais utilizam o método de ponderacio a
montante para aproximar as transmissibilidades nas interfaces entre os blocos de si-
mulagao. Conforme vimos nos capitulos anteriores, tal procedimento acarreta grandes
problemas de dispersdo numérica.

Dentre os métodos estudados, os que apresentaram melhores resultados quanto
a reducdo da dispersdo numérica, mantendo solugdes fisicamente corretas foram : TVD
de Rubin e Blunt (limitador de Van Leer) e TVD de terceira ordem com regido TVD de
Sweby.

Nesse capitulo discutimos a implantacio desses esquemas TVD em um simu-
lador bifdsico dleo-agua, bidimensional, originalmente concebido para um pogo injetor e
um pogo produtor. O simulador foi desenvolvido por P.S. Cruz, como parte de sua tese
de mestrado na UNICAMP {13}, e se baseia na metodologia proposta por Rodriguez [37].
As equagdes de conservagdo da massa sdo escritas para os componentes Gleo e agua, e
discretizadas pelo método de diferengas finitas. O método de Newton-Raphson é utili-
zado para linearizar e resolver iterativamente as equagdes. O sistema de equagdes lineares
resultante, em cada iteragdo Newtoniana, tem a forma pentadiagonal blocada, com blocos
%32, e é resolvido por um método de eliminacio Gaussiana com algoritmo D4,

Quando as equacdes de conservagio por componente em um modelo de si-
mulagio numérica sio discretizadas, € necessario avaliar as transmissibilidades nas mter-
faces entre os blocos. Denire os parametros que compodem a transmissibilidade, apenas a
permeabilidade relativa pode mudar rapidamente de um bloco para o outro. Conforme
discutimos no capitulo 2, Todd et alil empregaram um método de segunda ordem para
aproximar as permeabilidades relativas nas interfaces.

Com base nesses antecedentes, a idéia de aplicar os métodos TVD para aproxi-
mar as permeabilidades relativas nas interfaces segue naturalmente. Em termos formais, a
determinacao da regido TVD exigiria, nesse caso, uma simplificagéo da lei fisica, admitindo
o termo convectivo composto apenas da derivada espacial da permeabilidade relativa. Ou
seja, estariamos desprezando a influéncia das demais derivadas sobre o carater convectivo
do fluxe. Conforme constatamos em testes priticos, essa é uma excelente hipotese,

Rubin e Blunt [40] propuseram a formulacdo matematicamente correta para
aplicacio do TVD a simuladores “black-0il”, isto é, consideram a lei fisica completa para
deduzir os Lmitadores TVD. Essa proposta é avaliada e comparada com a aplicagio do
TVD apenas nas permeabilidades relativas.
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Ao implantarmos os métodos no simulador de reservatérios consideramos for-
mulagio geral para malhas ndo-uniformes; no entanto, por simplificacio, as discussoes a
seguir 8do feitas para malhas uniformes.

9.1 O Método TVD de Rubin e Blunt

Apresentamos a analise para a equagio de conservacio do componente dleo.
Para o componente dgua as equagbes sdo andlogas. Q termo de fluxo, sem considerar
efeitos gravitacionais, ¢ dado por %2 onde:

& ?
dp
= To aSw a0 .
(s Sul- (9.1)
e a aproximagcao por diferencas finitas fornece:
3fo FU.'+:;2,‘ i Fﬂm;z,‘
or Az ) (5:2)

Considerando fluxo no sentido2 —1 — 2 — 1+ 1, Hubin e Blunt propdem:

: AIE fou fﬂ:
F"HI!Z} = f"‘J’ + Yoi; "5 9 +1Aa: W ’ (93)
onde:
o = Tl Sy )P B kkyo,, (P:‘H:‘ - pi:') (9.4)
o ol sy o wyy AQ? ‘U,ﬂi.j._Baij Az .

As definicdes acima sdo coerentes no sentido de que, quando ¢ = 0, o método
se reduz a 1 ponto a montante,

Rubin e Blunt utilizaram o limitador ,,, definido por Van Leer:

To." "i" r i
m_l__‘li’_l . (9_5)

Pou = 14ir

943

onde, para o fluxo no sentidot —1 — ¢ — 141, temos:

r f ﬁl f 015 (9 6)
ory = .
! f Dig1j f 2ij
A mesma abordagem ¢é aplicada para ca}cula.r . Ou seja, 0 TVD ¢ aplicado

nas duas direcbes ortogonais.
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As seguintes observagtes sio pertinentes:

* As expresses para malhas néo-uniformes sio discutidas no capitulo 4 e no apéndice

K.

» Nas bordas da malha ou nos pontos onde hd convergéncia ou divergéncia do fluxo
{r < 0}, alteramos o método para 1 ponto a montante.

A implantagao do método TVD de Rubin e Blunt no modelo “black-0il” exige:

¢ Uma rotina para cilculo das razdes de fluxo r, 7y, e dos limitadores @, , ., nas
directes X e Y, conforme detalhamos acima e no capitulo 4.

o Alteragio das fungdes de residuo.

* A questao da inclusdo das derivadas do termo corretivo no Jacobiano, para o es-
quema totalmente implicito, é mais complicada:

Se o fluxo ocorre nos sentidos i —1 ~— ¢ - 21+lej—1 — j — 341, por
exemplo, temos:

— (04, na direcdo X depende de propriedades das células (i +2,7),(:+1,7),(%, )

ef{i—1,7)
— o;.., Da direciio X depende das propriedades das células (i-+1, 1), (3,), (i—1,7)
el 2,7}

A mesma analise pode ser feita para o fluxo na dire¢io Y. Assim, a matriz Jacobiana
passa a ter @ diagonals, com largura de banda 2N X, se a numeragéo é feita na direcéo
X, e NX é o ntimero de células nessa diregao.

Portanto, vemos que ¢ problemdtica, em termos de drea de memdria e tempo de
processamento, a inclusio das derivadas do termo corretivo na matriz Jacobiana.
No ftem (9.5) estudamos solugdes alternativas.

No artigo em que apresentam o método TVD {40], Rubin e Blunt trabalham com
casos particulares, onde as curvas de permeabilidade relativa séo linhas retas e a
razdo de mobilidades € unitdria.

9.2 Método TVD de Rubin e Blunt nas Permeabilidades Re-
lativas

Uma idéia natural é modificar a proposta de Rubin e Blunt, aplicando o TVD
apenas no calcule das permeabilidades relativas nas interfaces.
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A equagao de conservacio do componente 6leo, considerando-se fluxo somente
na diregao X, e desprezando-se os efeitos gravitacionais é:

0 (B ) 0 (45,
dz (ﬂcham)mVrE?t_(Ba) . (9.7)

Desprezando-se as variagdes de u, e B,:

74
b [%MQEH ap}_waso

%,%Bo Bz Or gzt B, 8t (9-8)

O termo temporal envolve derivada de 5,. Assim, o cardter convectivo do
escoamento é dado por %‘;ﬂ. Isso justifica a simplificacio de considerar k,, como o fluxo
f, na equacio de conservagho.

Assim, para fluxo na dire¢io X, sentide1—1 — 7 — i+ 1 e malha uniforme,
temos:

Az km,- ; kro,-'
wE kro.-,- + ﬁoog_f"g““"i}'zzg__i ¥ (99)

Yoitifay

onde:

--—L—lrr"‘" * e (9.10)

Yo = 1+ 3

Toi

Eroii ™ Kyosy:

__ Breiy VG

T, = —-M - k . (9.11)
Toi41; T TN

Para fluxo em outros sentidos, e/ou malha nao-uniforme, empregamos ex-

pressoes semelhantes as discutidas no capitulo 4 € no apéndice K. Para fluxc na diregao

Y as equagbes sio analogas.

A implantacio do método no modelo “black-0il” exige:

o Umna rotina para calculo das razdes de fluxo ry, ry,; € dos limitadores w,,; € wu;,
nas direcoes X e Y, conforme apresentamos acima € no capitulo 4.

e Alterar o cdlculo das permeabilidades relativas nas interfaces e as derivadas destas
em relacio b saturagio. A inclusio dessas derivadas corrigidas na matriz Jacobiana
é problematica, pois altera a estrutura da matriz. No item (9.5) discutimos essa
questio,
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9.3 Método TVD de Terceira Ordem com Regiao TVD de
Sweby nas Permeabilidades Relativas

As idéias so praticamente as mesmas discutidas no item anterior.

O que muda £ a defini¢io do limitador, que , para o componente dSleo, maltha
uniforme e diregdo X, é dado por:

H
Poy; = 5(2 + ro.‘;‘) s (9'12)

onde, para fluxo no sentido 1 —1 — ¢ — i+1, r, é calculado pela equagdo (9.11).

As expressGes para fluxos em outros sentidos e malha ndo-uniforme foram
discutidas no capitulo 4 e no apéndice K.

Para implantar o método no modelo “black-0il”, precisamos:

¢ Uma rotina para cdlculo das razées de fluxo r,,, e 1y, e dos limitadores o, e @y,
nas direcdes X e Y. Restringir os limitadores calculados ao interior da regiao TVD
de Sweby, conforme discutimos no capitulo 4.

o Alterar o cdlculo das permeabilidades relativas nas mterfaces e suas derivadas em
relacio i saturacio. A questio da inclusdo dessas derivadas na matriz Jacobiana €
discutida no item 9.5.

9.4 Esqguema IMPES

No esquema IMPES as transmissibilidades, e consequentemente as permeabili-
dades relativas, sio avaliadas no passo de tempo anterior (tempo n) [6], [37]. A aplicagio
dos métodos TVD para aproximar as permeabilidades relativas nas interfaces fornece, por
exernplo, para fluxo do componente dleo na direcio X, sentidoi ~1 — ¢+ — i4+1le
malha uniforme:

Ap k™ -k
n4-1 o LT n FO41 5 oy
TO g TOis + SOD,'J' 9 Az . (9.13)

Para o0 TVD de Rubin & Blunt, aplicado ao fluxo total, temos:

p Bt = S (9.14)

ndl  __ gu -
F - fo.'_,' +{p‘7ij 2 Ax !

Digr 2y

onde:
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T kkroig " P?+11 - p?+}
o = (#0_ Bﬁ_) ( vl I (9.15)

Os limitadores ¢}, sao calculados utilizando-se os fluxos no tempe (n).

Na formulagio IMPES descrita por Rodriguez [37] e utilizada por Cruz [13)
no simulador 6leo-dgua, néo se itera sobre o termo de acumulagio para reduzir o erro de
balango, ou seja, é realizada apenas uma iteragio do método de Newton-Raphson.

Portanto, no esquema IMPES, a aplicacio dos métodos TVD é perfeita, uma
vez que 5a0 nulas as derivadas dos termos corretivos em relagio & saturacio e, consequen-
temente, a matriz Jacobiana ndo se altera.

9.5 Esquema Totalmente Implicito

O esquema totalmente implicito utiliza o método de Newton-Raphson para
linearizar e resolver as equagdes de conservagdo discretizadas, escritas para todos os néds
da malha {6],{37]. No caso da simulagdo 6lec-dgua, as varidvels independentes sdo: pressio
na fase dleo e saturagdo na fase dgua.

Em cada iteracio Newtoniana calculamos, para cada né, as fungbes de residuo
para os componentes dleo e dgua. Calculamos também a matriz Jacobiana, que com-
preende as derivadas das fungdes de residuo em relacdo s varidveis independentes. As
iteragbes prosseguem até que as variacdes das incdgnitas e os valores ds fungdes de residuo
estejam abaixo de tolerdncias pré-estabelecidas,

J4 vimos que, para os métodos TVD, € problematica a inclusdo das derivadas
dos limitadores na matriz Jacoblana. Nesse item discutimos algumas formas alternativas
de implantacio, em que a forma pentadiagonal blocada da matriz Jacobiana é preservada.
A apalise é feita para os esquemas de Rubin e Blunt e de terceira ordem, ambos aplicados
as permeabilidades relativas. As consideragbes para o método TVD de Rubin e Blunt
aplicado ao fluxo total sio analogas.

{0 esquema semi-implicito, descrito por Rodriguez [37] e utilizado por Cruz
[13], corresponde A primeira iteracdo Newtoniana do esquema totalmente implicito. A
exemplo do esquema IMPES, néo se itera sobre o termo de acumulagio.

9.5.1 Maétodos TVD no Esquema Totalmente Implicito

Nesse item apresentamos trés formas de implantar os métodos TVD no es-
quema totalmente implicito sem alterar a estrutura da matriz Jacobiana.
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a} Correg¢des nado incluidas na matriz Jacobiana

E uma forma simples de implantar 6 método TVD no esquema totalmente
implicito. As corregbes do método TVD, a nivel de iteragio Newtoniana, sio feitas so-
mente nas fungdes de residuo; a matriz Jacobiana nio é modificada.

Com esse procedimento esperamos que o método demore mais a convergir, pois
& malriz Jacobiana nao é calculada de forma exata.

Nos casos praticos que simulamos, constatamos que a aplicacdo dos métodos
TVD para calcular as permeabilidades relativas nas interfaces dos blocos pode conduzir a
valores ligeiramente negativos para o componente dgua junto i frente de avango. Quando
isso ocorre, fazernos o chaveamento para o método de ponderagio a montante. Tal correcho
pode fazer com que, em algumas células, haja oscilagio entre os métodos TVD e 1 ponto
a montante ao longo das iteragdes Newtonianas em um passo de tempo. Para evitar esse
comportamento, admitimos que, se em uma célula, o caleulo da permeabilidade relativa
na interface {para o componente dleo ou dgua) foi chaveado para 1 ponto a montante, a
permeabilidade relativa na interface para essa célula ndo volta mais a ser calculada com
o TVD, no passo de tempo considerado.

b) Termos corretivos explicitos

Os termos de corregdo, relativos a aplicagio do TV, séo avaliados no passo
de tempo anterior. Assim, por exemplo, para o componente dlec e fluxo no sentido
i—~1 - 1 - 241, a permeabilidade relativa na interface é calculada como:

3 A‘?: k;‘i T ;“':} iy
k:&.}jfzj = ;Cfo,‘,' + 900“3"““2*' (w'ii%ru) 4 (9.15)

onde v indica o nlimero da iteracdo Newtoniana e {n} o passo de tempo ante-
rior.

Nesse caso nao existem termos adicionais de derivadas em relagéo a saturacio
na matriz Jacobiana.

Esse procedimento é, evidentemente, uma aproximagio, tanto melhor quanto
menor for o passo de tempo.

¢) Limitador TVD explicito

Apenas o limitador é avaliado no passo de tempo anterior. Assim, para as
mesmas condigdes do item anterior, temos:

v v n Ar k:c'i-n‘ - k:o."
1041 /25 = rog; + cpo.'_,-‘?‘ (T . (9.1?)

Nesse caso as derivadas do termo corretivo em relagao as saturacgdes de dgua
podem ser incluidas na matriz Jacobiana sem alterar a forma pentadiagonal.
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A analise do desempenho dessas formas alternativas para o esquema totalmente
implicito € apresentada no préximo ftem.

9.6 Discussao dos Resultados - Caso 1 - Horizontal (Planta)

O primeiro caso estudado com o modelo “black-0il” corresponde & injecio de

dgua em um reservatério bidimensional homogéneo, horizontal, com geometria 1/4 de
“five-spot”.

As curvas de permeabilidades relativas sio apresentadas na figura 9.1. Con-
stderamos nula a pressdo capilar dleo-dgua. As curvas de B, e B, enconiram-se na
figura 9.2. As viscosidades do dleo e da agua foram consideradas constantes e iguais a
0,5 mPa.s (0,5 cp). Os demais dados sdo apresentados na tabela 9.1.

Pressio inicial 20682 kPa {3000 psi)
SBaturagéo inicial de agua 0,22

Espessura 10 m (32,8 fi)

Comprimento 1000 m (3280 ft)

Largura 1000 m (3280 fi)

Porosidade 0,20

Permeabilidade 0,1974 pm?® (200m D)

Vazio de dleo inicial 238,47 Sm®/d (1500 ST B/d)
Pressdo minima de fundo 344, 7 kPa (50 psi)

Vazdo de injeqdo inicial 238,47 Sm®/d (1500 ST B/d)
Pressdo maxima de injegio 55152 kPa (8000 psi)
Densidade do dleo {(dgua=1,0) 0,8

Variacio méxima de saturacdo no passo de tempo 0,02

Variacdo maxima de pressio no passo de tempo 137,9 kPa (20 pai)

4d maximo 10 dias

At minimo 0,01 dias

Tolerdncia na pressio 0,6894 kPa (0,1 psz)
Tolerincia na saturagio 0,0001

BSW maximo 80%

Tabela 9.1; Dados de reservatério, 2D, horizontal.

Qs casos foram rodados com malthas 10x10. A solugio de referéncia foi obtida
com o método 1 ponte a montante e malha 30x30. Nio foi possivel utilizar malha mais
refinada devido & limitacio de nossos recursos computacionais.

Em todos os casos os erros de balango de materiais foram despreziveis.
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Os resultados obtidos com o esquema semi-implicito sio apresentados na figura
8.3.

Pode-se observar que:

¢ O método TVD de terceira ordem com regido TVD de Sweby teve o methor com-
portamento. A resolugdo da resposta obtida com malha 10x10 foi superior ao do

método 1 ponto a montante com malha 30x30, que precisaria ser mais refinado para
produzir solugdo mais precisa.

s O método TVD de Rubin e Blunt aplicado somente as permeabilidades relativas

apresentou melhores resultados do que quando aplicado ao termeo de fluxo total,
conforme a proposta original dos autores.

A tabela 2.2 fornece um resumo dos resultados.

MALHA | METODO BSW = 1% BSW =8% “TIME- ITERACOES
(DIAS) (DIAS) STEPS”

30x30 | 1PM 2226 3778 436 436

10x10 | 1PM 1936 4185 441 441

10x10 | TVD-RB 2136 3855 407 407

10x10 | TVD-RB (k,) 2196 3830 407 407

10x10 | TVD 32 ORD 2256 3747 397 397

Tabela 6.2: Resultados para o esquema semi-implicito.

VYemos que o método de ponderagio a montante, com malha 10x10, antecipa o
tempo de irrupcio da dgua em aproximadamente 1 ano, devido exclusivamente a dispersao
numérica. Erro maior é cometido no tempo decorrido até que o abandono (BSW = 80%).

Os resultados, em termos de saturagdes e pressdes, obtidos com o métedo
totalmente implicito completo {item 9.5a) sdo apresentados na tabela 9.3 e na figura 9.4.
Podemos observar que sdo muito pequenas as diferencas em relagio aos valores obtidos
com o método semi-implicito.

MALHA | METGDO BSW = 1% BSW =80% “TIME- ITERACOES
{DIAS) (DIAS) STEPS”

10x10 | 1PM 1936 4166 438 1163

10x10 | TVD-RB 2146 3858 493 2714

10x10 | TVD-RB (k,) 2187 3844 405 1318

10x10 | TVD 3¢ ORD 2237 3745 398 1383

Tabela 9.3: Resultados para o esquema totalmente implicito.
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Notamos que, entre os métodos TVD, o método de Rubin e Blunt para o fluxo
total realizou muito mails iteragbes que os outros dois métodos TVD e, apesar disso, néo
apresentou resultados tao bons. Por esse motivo resolvemos nio investir para melhorar o
método ou pesquisar a causa do elevado niimero de iteracoes,

Os resultados correspondentes aos esquemas totalmente implicitos modificados
{itens 9.5b e 9.5¢) s@o apresentados nas figuras 9.5 e 9.6 e nas tabelas 9.4 e 9.5,

Quanto a estas formulagbes alternativas para os métodos TVD no esquema
implicito, verificamos que:

» A qualidade dos resultados foi praticamente a mesma obtida com o esquema total-
mente implicito completo (item 9.5a)

s O mimero de iteragbes realizadas fol menor do que o que o nimero de iteragdes
realizadas pelo esquema completo (ftem 9.5a); em termos da média do niimero de
iteraghes por passo de tempo o resultade foi muito préxime do obtido com o método
1 ponto a montante.

Como o problema analisado tem dados préximos de um caso real, os bons
resultados apresentados pelos métodos TVD com os esquemas alternativos séo significa-
tivos.

MALHA | METODO BSW = 1% BSW =80% “TIME- ITERACOES
(DIAS) (DIAS) STEPS”

i0x10 | TVD-RB (&) 2197 3826 4043 1117

10x10 TVD 32 ORD 2247 3742 359 1116

Tabela 9.4: Resultados para o esquema implicito com corregdes TVD explicitas.

MALHA | METODO BSW =1% BSW =80% “TIME- ITERACOES
(DIAS) (DIAS) STEPS”

10x10 | TVD-RB (k) 2187 3344 405 1124

10x10 | TVD 3% ORD 2237 3744 396 1110

Tabela 9.5: Resultados para o esquema implicito com limitadores TVD explicitos.

As distribuicoes de saturaciio de dgua obtidas com o esquerma semi-implicito,
para um volume injetado ignal a 20% do volume porose deslocivel, sio apresentadas nas
figuras 9.7 a 8.9,

Notamos a tendéncia do método 1 ponto a montante em dispersar a frente
de avango. O méiodo TVD de terceira ordem, ao contrdrio, apresenta resultados muito
parecidos com aqueles obtidos com o método tradicional e malha refinada.

Para o esquema IMPES as conclusbes sio bem semelhantes as do esquema
semi-implicito. Os resultados encontram-se na tabela 9.6.
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MALHA | METODO  BSW =1% BSW = 80% “TIME- TTERAGOES
(DIAS) (DIAS) STEPS”

30x30 1 1PM 2295 3723 682 652

101 {iIPM 1980 4148 439 439

10x10 | TVD-RB 2199 3802 404 404

10x10 TVD-RB (k) 2259 3778 401 40}

10x10 | TVD 32 ORD 2319 3683 392 392

Tabela 9.6: Resultados para o esquema IMPES.

9.7 Discussao dos Resultados - Caso 2 - Secio Vertical

Nesse item apresentamos os resultados obtidos para um corte, ou seciio vertical,
em um reservatorio com injecdo de dgua no canto inferior direito {base) e producio de
dleo no canto superior esquerdo (topo).

Os valores de B, e B, foram considerados constantes, iguais a 1,0 m®/m5,
As viscosidades do Sleo e da agua sdo também constantes, iguais a 0,5 mPa.s. Para
compressibilidade da rocha utilizamos 1,45.107 kPa~?! (107 psi™).

As curvas de k,, e k,,, € pressdo capilar sdo apresentadas nas figuras 9.10 e
9.11. Os demais dados encontram-se na tabela 8.7.

Os casos foram testados com o esquema semi-implicito.

Os resultados para o corte de dgua no pogo produtor versus volume injetado
encontram-se na figura 9.12. As distribuicdes de saturagdes para um volume injetado
igual a 0,4V P sio mostradas nas figuras 9.13 ¢ 9.14.

Observamos que os resultados obtidos com o método TVD de terceira ordem
com malba 10x10 foram bem melhores que os obtidos com o método de ponderagao a
montante e malha 20x20. Os resultados se aproximaram daqueles obtidos com o métedo
tradicional e malha 40x40.

Para malha 10x10 o perfil de saturagbes correspondente ao método de pon-
deracio a montante é bem disperso, mostrando que a irrup¢ao da agua ocorrerd bem
antes do tempo correto. O método TVD, ao contrdrio, produz um perfil bem mais acha-
tado,

Um outro teste foi feito, considerando-se um reservatorio heterogéneo em ter-
mos de distribuicdo de porosidades e permeabilidades. Embora heterogéneo, as médias
das propriedades foram mantidas constantes, iguais aos valores citados no item anferior.
Os dados completos, incluindo as técnicas de geragio das populagbes de porosidade e
permeabilidades sio apresentados por Cruz {13] . Os demais dados de reservatdrio sdo os
mesmos do caso anterior.
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Pressdo inicial 20682 kPa (3000 psi)
Saturagao inicial de agua 0,0

Espessura 20 m (65,2 ft)
Comprimento 400 m (1312,4 ft)

Largura 100 m (328,1 ft)
Porosidade 0,215

Permeabilidade horizontal 0,212 pm? (214,9 mD)
Permeabilidade vertical 0,143 wm? (145,4 mD)
Vazio de dleo inicial 476,9 Sm®/d (3000 STB/d)
Pressdo minima de fundo 10341 kPa {1500 psz)
Vazio de injecdo inicial 476,9 Sm®/d (3000 ST B/d)
Pressdo mixima de injecdo 137880 kPa (20000 psi)
Densidade do 6leo (agua=1,0) 0,8

Variagdo maxima de saturagio no passo de tempo 0,02

Variagdo maxima de pressdo no passo de tempo 137,9 kPa (20 psi)

At maximo 2 dias

At minimo 8, 0001 dias

BSW maximo 99%

‘abela 9.7: Dados de reservatdrio, Caso 2 - secao vertical.

As figuras 9.15 a 9.17 mostram os resultados obtidos para o caso heterogieo.
Podemos verificar que o método TVD de terceira ordem com malha 8x8 apresentou um
comportamento muito semelhante ao método de ponderagdo a montante ¢ malha 20x20.
O método tradicional, com a mesma malha 8x8 produziu resultados completamente dis-
torcidos devido A dispersio numeérica.

Observamos também que as heterogeneidades do reservatério alteraram o perfil
de saturagbes em relagdo ao caso homogéneo. As melhores caracteristicas do topo da
zona equilibraram a tendéncia de digitagio da dgua na base, causada pela gravidade, e
produziram um deslocamento mais uniforme, com aspecto de banco.

9.8 Solucdo Semi-Analitica

Devido ao grande tempo de processamento e a grande quantidade de memdria
necessaria para obter as solucbes com malhas refinadas, desenvolvemos um programa de
computador que produz solugbes semi-analiticas para o deslocamento dleo-dgua incom-
pressivel em duas dimensdes e qualquer geometria de fluxo.

As solucdes semi-analiticas propostas na literatura para o caso bidimensional
utilizam o método dos canais de fluxo. Os canais so gerados com base na teoria do
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deslocamento em regime permanente, sendo que o confinamento a uma certa geometria
de fluxo € conseguido através da superposicio no espaco. Cada canal é considerado como
um duto linear, e o fluxo em seu interior é calculado pela teoria de Buckley-Leverett. Ao
final, as produgdes dos canais sio totalizadas em cada passo de tempo.

Inicialmente desenvolvemos um programa com base nas idéias de Higgins e
Leighton {21]. Apesar da complexidade do método, os resultados obtides nio foram bons.
Resultados bem melhores foram conseguidos aplicando-se 0 método proposto por LeBlane
e Caudle [24]. A seguir descrevemos o procedimento utilizado:

1% passo: Gerar os canais de fluxo admitindo razio de mobilidades
unitaria.

Utilizamos a metodologia proposta por Régis K. Romeu [39]. No caso, traba-
thames com geometria 1/4 de “five-spot”.

Uma vez escolhido o ndmero de canais, localizamos os pontos de partida dos
canais ignalmente espagados em um circulo {ou 1/4 de circulo, no caso de 1/4 de “five-
spot”} ao redor do pogo injetor.

Para gerar o campo de pressoes confinado ac interior do padrio utilizamos
uma rede de 61 pogos e aplicamos a superposicio no espago. A pressio adimensional em
urn ponto {xp,yp) devido & agdo dos N pogos é calculada por:

Pp(zp,yp) = Fop — 1= 2, Lin (@D — 2p,)* + (4p — v, (9.18)

Fml A3
onde Fj_ € uma referéncia e ¢; sdo as vazbes dos pogos da malha (ex: g; = 1 para pogos
injetores e ¢; = —1 para pogos produtores).

A velocidade da frente deslocante é inicialmente calculada supondo desloca-
mento pistio. Romeu [39] demonstra que:

*__}_Ng (JZD*“:B}_}JE).
T l:; g; l(#p — 20, + (yp — yp;)*] (9.19)

o = i q (yo — yp,) ' (9.20)

Partindo-se de pontos igualmente distribuidos em um circulo ao redor do pogo
injetor, as posiges seguintes dentro de cada canal sio calculadas por:

xp(tp 4 Atp) = xp(tp) + vy Atp (9.21)
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yplip + Atp) = yp(tp) + v} Aty | | (9.22)

onde Alp ¢ um valor suficientemente pequeno para garantir a hipdtese de v, vy constantes
no passo de tempo.

O cilculo é repetido ao longo do canal até que o pogo produtor seja atingido,
e & seguir € repetido para os demais canals.

2% passo: Correc¢fio para razdo de mobilidades nio-unitiria.

LeBlanc e Caudle [24] admitem a hiptese de que as posigies dos canais per-
manecem as mesmas quando as mobilidades dos fluidos deslocado e deslocante nio sio
iguals. Caso essa consideragio ndo seja feita, métodos mais complexos devem ser aplicados
para determinar as posigdes dos canais [28].

Vamos considerar a pressdo de fluxo constante nos pogos injetor e produtor.
Portanto, como AP é mantido fixo e as mobilidades da dgua e do éleo nio sio mais iguais,
as velocidades 530 diferentes das velocidades do caso monofasico,

Os autores admitem que o deslocamentio do éleo pela dgua dentro de cada
canal define L regides de saturagles de dgua entre o pogo injetor e o pogo produtor. Ao
longo do tempo, sao monitoradas as posicdes dessas L saturacdes no canal.

As corregdes das velocidades devido a razdo de mobilidades nfio unitiria sio
feitas de acordo com as expressdes:

. Ph—Pp)

. e e (9.23)
AT (W)
Py — P
vy = v} (Bh, — Pbe) (9.24)

¥ Py P ?
£ Dy~1" " Dy
ATk, (i)

onde A, é a mobilidade do fluido no caso monefasico. Lembramos que o caso monofisico é
utilizade para obter o campo de pressées e o formato dos canais. Ax ¢ a mobilidade total
do fluido no ponto correspondente & saturagio S, .

32 passo: Aplicagéo da teoria de Buckley-Leverett no interior de cada
canal.

A curva de fluxo fraciondrio considerada ja deve estar corrigida com a im-
posi¢io do choque.

As velocidades obtidas no item anterior consideram deslocamento tipo pistio.
Para aplicar a teoria de Buckley-Leverett (pistdo vazado), multiplicamos essas velocida-
des pela derivada do fluxo fracionario na saturagio de agua correspondente. Assim, as
velocidades do ponto do canal que corresponde a uma saturagdo de dgua Sy, sdo dadas
por:
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o (PB = Pp)  df,

z PL P2 ES »
L Dy DN d S f
Ao Zkzi ( Ak ) w

(9.25)

e Pp—Ph)  df.

y Py P lsu, - (9.26)
)‘a Zgzzl ( Dkﬁik Bk) dSw !

vy:v

4% passo: Calculo das contribuigtes de cada canal para as vazdes de

agua e éleo no pogo produtor.

Com as equagdes apresentadas nos passos anteriores temos condigdes de cal-

cular & distribuicdo de saturagdes em cada canal ao longo do tempo:

-»

O ponto inicial compreende L saturagbes de dgua entre Sy, e (1 — S,,).

Fixamos At pequeno e calculamos, em cada passo de tempo, as posicdes das L
saturagbes de agua no canal. O calculo prossegue até que a saturagio de dgua mais
alta alcance ¢ pogo produtor.

Dessa forma conhecemos, em cada tempo, a saturagio no pogo produtor, e conse-
quentemente o corte de 4gua no canal.

No caso monofdsico as vazdes nos canais s@o iguais a 0,25/N. A correcio da vazio
total no canal devido & razéo de mobilidades ndo unitaria € feita utilizando-se a
mesma expressdo de correcio das velocidades, ou seja:

]_ 4 Pt . Pm
gr = ( J’;, ) (L o P Dg)% . (9.27)
do Sy (P2)

Calculada a vazdo total no canal no passo de tempo, a contribuigdo do canal para
a vazdo de agua no pogo produtor é dada por: '

Gu = 97wy, - (9.28)

5¢ passo: Totalizagao.

A totalizagdo é feita fixando-se o5 tempos e interpolando-se com os resultados

obtides para os canais. Obtemos, em cada tempo, o volume injetado, a vazdo total, a
vazio de dgua e o corte de dgua no pogo produtor.
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9.9 Comparagées com as Solucgdes Semi-Analiticas. Orien-
tacao de Malha.

Neste itemn apresentamos a comparacio entre os resultados numéricos e as
solugdes semi-analiticas para diversas razbes de mobilidade. Nao encontramos, nos artigos
pesquisados na literatura, comparagdes desse tipo.

A geometria do reservatdrio € 1/4 de “five-spot”. Os valores de B, e B, foram
considerados constantes e iguais a 1,0 m*/Sm®. As curvas de permeabilidade relativa sio
linhas retas, idénticas as utilizadas no item 9.7. A pressio capilar éleo-agua foi considerada

nula. Os demais dados de reservatério, para malha diagonal, sfo apresentados na tabela
9.8,

Pressao inicial 20682 kPa (3000 ps:)
Saturagho inicial de agua 0,0

Espessura 5,0m (16,4 f1)
Comprimento 706,9m {2319,3 fi)
Largura . 706,9m (2319,3 f1)
Porosidade 0,05

Permeabilidade 0,1974 um* (200 mD)
Vazio de dleo inicial 794,95m3/d (5000 ST B/d)
Pressio minima de fundo  19303,2kFPa (2800 psi)
Vazao de injecdo inicial 794,95m%/d (5000 STB/d)
Pressdo maxima de injegio  22060,8k Pa (3200 psi)

At méximo 10 dias

At minimo 1678 dias

Tabela 9.8: Dados de reservatério. Comparagio com a selugao semi-analitica.

A compressibilidade da rocha foi considerada desprezivel.

Para malha paralela as dimensdes do reservatério passam a ser 1000m x 1000m
x 5m. O ntmero de nds em cada diregio deve passar a ser v/2 vezes o ndmero de nés
correspondentes & malha diagonal, de forma que os blocos de simulagdo tenham o mesmo
tamanhe. Utilizamos malha diagonal 15x15 e malha paralela 21x21.

Os casos foram simulados com o esquema semi-implicito. Consideramos os
métodos de 1 ponto a montante ¢ TVD de terceira ordem com regido de Sweby. As
solucdes semi-analiticas foram geradas utilizando-se 91 canais de fluxo.

No primeiro caso consideramos g, = fy, = 1 mPa.s, ou seja, razdo de mobili-
dades unitaria. Os resultados s3o apresentados nas figuras 9.18 a 9.21.

Observamos que:
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» As solugdes obtidas com o método de ponderagfio a montante sio completamente
distorcidas devido & dispersio numérica. O efeito de orientacio de malha é também
muito pronunciado,

¢ O métode TVD de terceira ordem, ao contrario, apresentou solucdes bastante ra-
zoaveis, com pequeno efeito de orientacio de malha.

o A distribuicio de saturagdes obtida com o método de ponderacao a montante é bem
mais dispersa que a correspondente ao TVD, para a mesma malha.

No segundo caso consideramos g, =1 mPa.se p, = 0,5 mPa.s, isto é, razio
de mobilidades igual a 2,0. As figuras 9.22 e 9.23 mostram os resultados,

Podemos verificar que:

® As solugdes obtidas com o método 1 ponto a montante apresentam tempo de ir-
rupcao bem menor que o correto, principalmente para a malha paralela. O efeito
de orientagdo de malha é também marcanie nesse caso.

¢ A qualidade das solugbes obtidas com o TVD é bem melhor ¢ nio hi efeito de
orientacio de malha.

Analisamos também um caso com g, = 1 mPa.s e g, = 0,258 mPa.s, isto
¢, M=4. Os resultados sdo apresentados nas figuras 9.24 e 8.25. As conclusbes sio as
mesmas do caso anterior.

Para complementar a analise do efeito de orientagao de malha simulamos um
caso com g, = 1,0 mPa.s e p, = 0,025 mPa.s, ou seja, M==40. As figuras 9.26 2 9.29
apresentam as distribuicdes das saturagbes de agua para um volume injetado 0,15 VP,
obtidas com os dois tipos de malha. Para os casos correspondentes a mathas parale-
las notamos algumas oscilagbes nas curvas de iso-saturagio, causadas pelo programa de
computador que realiza as interpolagbes para construir as curvas.

Quanto a orientacio de malha, podemos notar que:

s As solugdes obtidas com o meétodo de ponderagio a montante apresentam consi-
deravel efeito de orientacio de malha. Com a malha paralela ha uma forte cana-
lizagdo no centro, que provoca irrupcdo antecipada da agua. A malha diagonal,
a0 contrdrio, tende a dispersar lateralmente o fluxo. Tals diferencas se acentuam
guando sio utilizadas malhas mais grosseiras, isto €, com Az e Ay maiores.

» Com o método TVD de terceira ordem com regifo de Sweby, o efeito de orientacio
de malha praticamente nio existe. As respostas obtidas com os dois tipos de malha
sdo muito semelhantes,
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10 TRACADORES NA FASE AGUA NO MODELO
“BLACK - OIL”

Nesse capitulo apresentamos a formulagdo matemitica para a implantacio da
opgao de tragadores na fase dgua no modelo de simulacio descrito no capitulo 9. Para
solugdo numérica das equagbes consideramos os métodos de ponderagio a montante e
TVD de terceira ordem com regidao TVD de Sweby, nos esquemas explicito e implicito.
Utilizamos o tensor dispersdo completo e consideramos a adsorgio reversivel do tracador
na rocha. 830 apresentados alguns exemplos praticos, onde investigamos o efeito de alguus
parametros do reservatdrio e dos tracadores.

16.1 Formulagao Matematica

A equac3o de conservagio para o componente agua ¢ [23]:

a —+ o .
‘a‘g(tﬁﬁwswmw) + V. putinTe — 0puSuKw. Vil = putuque By (10.1)

-
onde z,, € a concentrachdo massica do componente dgua na fase dgua e K, é o tensor
—+

—
dispersdo. Como ndo estamos considerando a difusio molecular, K., 56 depende da fase.

Como :

Pu = Pusr Bu (10.2)
a equacdo {10.1) fica:
és oy Ty ';és
5 ( ) 4+ V. [Bwuw ~ B K, Vz,| = Touluwsy - (10.3)

Analogamente, escrevemos a equagio para o tragador ! na fase dgua:

=2, W~ Sw
pn (if :c;w) + V. [j; Uy 4;;3 I’g ’V:c;w} = Lyluep - {10.4)

A equagio (10.4) vale para os Ny tracadores presentes na fase Agua. Somando
as Ny equaces (10.4) com a equagdo (10.3), obtemos a equagio de conservagdo da fase
agua:

130
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@ ¢Sw =t fzw i .

que € a equagado do componente agua no modelo de simulagio élco-dgua.

Dessa {orma conseguimos desacoplar as equagbes de concentragao dos tragado-
res das equagoes do modelo de simulagio . Em cada passo de tempo obtemos do simulador
as distribuigbes de pressao na fase dleo e saturagio de dgna. A seguir, no mesmo passo de
tempo, resolvemos as equagoes (10.4) para cada um dos tragadores considerados, obtendo
assim as distribuicdes das concentragdes.

Obtidas as concentragdes massicas, podemos facilmente obter as concentractes
volumnétricas {massa de tragador por volume da fase dgua). Para a célula (i,7), e tragador
{, por exemplo:

Clw;_,' = x!ngpw‘-,- 3 (10,6)
onde py, € a massa especifica da dgua na célula (3,7) no passo de tempo considerado.

Doravante, salvo observacio em contrario, estaremos trabalhando com concen-
tragdes massicas.

10.2 Adsorcao

A adsorg¢do do tragador na rocha € um termo de consume de tragador e aparece,
portanto, no termo de acumulagio. Lake [23] propbe, para o termo de acumulagie do
componente

uli = ¢9w5w$1w + (1 - Q{’)Psxis 3 (10.7)
onde p, é a massa especifica da rocha e z;, € a concentragio do tragador na rocha.
Definindo-se :
C = Massa de tracador adsorvida ’ (10.5)
Volume poroso
segue que:
massa de tracador adsorvida = ¢Cy, = (1 — @)p,2is (10.9)
ou seja,

I‘V; = épwswzlw + écla . (10,10)
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A relagao de equilibrio entre Oy, e C),, é obtida em laboratério e tem, em geral,
a forma da isoterma de Langmuir [23] :

— &C{w . 4P, Ty
BT T bCh 1+ bpoan,

(10.11)

A expressao acima mostra que a adsor¢do é um processo reversivel, que retarda
o fluxo de tragador.

Considerando a adsorgdo, (10.4) fica:

3 Sw 4t
5 (‘; Ziw + ..?,,,MJEL______) +

B, 1+ b22sz
- v Se 3 =
+¥. [g Wl ‘i? K.V ]xmgwquT (10.12)

10.3 Solucgao Numeérica

Aqui discutimos a solugho numérica da equagio (10.12). As dedugdes sio feitas
considerando maltha uniforme por simplificagdo. No programa de computador os cdlculos
envolvendo os métodos TVD foram implantados prevendo malha néo-uniforme,

10.3.1 Calculo das Propriedades

Nesse item descrevemnos ¢ calculo das propriedades necessarias a solugéo das
equagdes de conservagio para os tragadores na fase dgua.

Célculo das velocidades da fase agua

Apds termos resolvido para a pressdo na fase dlec e saturagao de dgua no passo
de tempo, calculamos as velocidades da fase agua. As expresses a seguir consideram fluxe
no sentido t —1 ~» 2 — 1+ 1; por simplicidade néo incluimos nas equagdes os efeitos
gravitacionais.

+« Método 1 Ponto a Montante

71 cte [kkow\" ' nt1 nb1 nil nil
u”u:;z,‘ = .*_K:; (}jﬂ»l; Pc:+]; - }D;'_;' + PC{:; s (1013)
w S 12y
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onde Pc é a pressio capilar dleo-dgua e cie é o fator de conversio de unidades. A
permeabilidade kiy1/0; € a média harmdnica entre ki e kipyj o Ky, 412, € avaliada a
montante, assim Como .

» Método TVD de Rubin e Blunt

Definindo, conforme vimos no capitulo 9:

L

F5t = Ty o (PR — Pty - PE¥ + P (10.14)
temos .
Ax (Bl padl . pndl prd
‘2:.1;;33 = —cle B:;"'"l 3;14_@;21_:2_( 414 ‘H;lx Uiy ¥ Uy )} (10-15)

s Métodos TVD aplicados as permeabilidades relativas

Nesse caso as correcdes ja foram aplicadas as permeabilidades relativas nas inter-
faces. Para calcular as velocidades da fase dgua, basta entdo empregar a equagio
{10.13).

Calculo dos componentes do tensor dispersio

Temos:

6K = ( Ker Koy ) : (10.16)

onde os valores K., K.y, K, K, 580 obtidos utilizando-se as equacgdes (8.12} e (8.14)
com um terme adicional, S,,, multiplicando os denomidadores.

Para simplificar as equagdes, definimos :

G = (%} Kuw Gy = (%ﬂ) K., . (10.17)

As definigdes para Gy, , (3, sao similares.

10.3.2 Esquema Explicito

Em relagio as equagbes deduzidas no capitulo 8, a maior diferenca é a nao-
linearidade introduzida pela adsor¢ao. Definimos:
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4Ty
Fu *
1+ bﬁmfw

hizp,) = (10.18)

TEERT . . \ ] .. " .
Para simplificar as equagdes no esquema explicito, admitimos a aproximacio

Wity = hizl,) + (2! — 2, )W(2F,) (10.19)

Assim, discretizando-se (10.4) com o esquema explicito, chega-se a uma equagio
muito parecida com (8.29). Eliminande-se os indices lio, por simplicidade, a equacio de
conservacao do componente ! fica:

Vi, ]85\ 85, \"
ot T #+l riw n
m{(gw), - (5) ae
t] i3
¢ (2 ; $\" . a
(Bw) (a3 +1 z3 k(] )] (—g—) h(.z:ij)} +
3:, 1425 'U,x’__ '
Y ) i+1}'23 ( M ) i 1,"23:[ +
:+1{2; Wi-1f25

U:J+lf2 ui"a;-—-! }2
B i_?+1f2 :;wl,f? +
Wije1fz wu-l Jz
1

[
ol
s

l.._.nc:

Gﬂ:‘x +i!2:( i+17 T :3 G:x,w”%(xu m: 13)] +

+ B

Azhy {G:v.-wz,-("’?ﬂfzmm = T1pzi-1y2)F

““Ggy,-_‘,zj (93?41254- e 3?»-1;2;'»1/2)] +

1 i n n n
+K§§ [ YVijbi)2 (xfj'i*l tJ) !f&f._: :{z( ij 7 Fije1 )]
1 " n "
+A:}:/§y [nyij-i-lj‘z (Iiﬂ!?j'i-l:’? - xi-—]{2j+1{2)+
”G;-”:u-ln (m?-{»l!?i—l/? o :B?—IIZJ'—I;‘E)]} =0, (10.20)

onde wu,, u, sao as velocidades da fase dgua. As definigdes de zigi/2i1172, Tic1/2i41/2,
Ti+1/2i-1/2 € Ti—y/2j-1/2 580 as mesmas do capitulo 8. Os parametros Gay, Gyzy Gz, Gy
nas interfaces entre os blocos sdc avaliados como médias harmdnicas.

As condigdes de contorno do problema sio as mesmas descritas ne capitulo 8.

Os métodos TVD sio aplicados para aproximar as concentragdes nas interfaces.
Para fluxo na direcio x, e sentido ¢~ 1 — ¢ — 74 1, por exemplo, temos:
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n Az 415 -'L'?‘
Tivrfe; = xs; + (!ax,‘, 9 (..,.____,,:’,.A_:.c_____-.?_) . (]021)

Os limitadores Pr,> Py, séo caleulados conforme descrevemos no capitulo 4.

Utilizando-se (10.20) com as condigdes iniciais ¢ de contorno ja vistas, pode-
mos resolver para as concentragbes de tracador :1:"‘+1 em cada passo de tempo, de forma
explicita.

13.3.3 Esquema Implicito

E utilizado o método de Newton-Raphson. A funcio de residuc em cada
iteracio Newtoniana v € definida por:

v Sw " n
()] 4 ()

()] -]

Fhes; = Az

n+l )
1/”5; xn+1!?: v - u"'*‘i—ﬁﬂ.f v +
+ A Tig1/23 B Ti125
= | \Buyyip; Wi 35 |
+1 i
E-- Uy, T i
i 5 3 ¥ 1w i3-1f2 I
+A} $£j+1;2 AT Tii-az2] T
y wij«l-l}? Wit f2 n
}

B P N R i 2 A
"'"Vﬂ'”ij {:‘f\&?Q [Gmx;.i_,;g:- (zi»hlj x:y) sz,-,,”gj (.'l?w 3'::—1_;)] +

1 Guit

THigr fay v v " v
+ (@01 + Thain — 2hor = 2hajoa) +
A/ y 4 £3+1 +13+1 $Fe i+li—1

41
Y3 f2] ¥ v H v
Uy (xf_»m + Tioyi41 T Tijog 1‘54;‘»1) +

41
¥Eijtii2 v W v v
+'—_—4_— (mi-ﬂj + Tt — Tiepj $£m1j+1) +

i1

¥ ] f2 » v
"" 4 ( Tiris + mt-«i—l} 1 ("Ei—lj - ‘Ti—lj—l)] +

1 F o Y
T A (Gt (@tign — 25) — G| (s — %...1)}} - (10.22)
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Nessa equacao ja substituimos as definigdes de:
Tipfei+/e s Titr/2j-1/2 s Tivyf2je1/z © Ty jai-i/2

Da mesma forma que no esquema explicito, os métodos TVD sio aplicados
para aproximar as concentragdes nas interfaces entre os blocos. Para fluxo na diregio X,
esentido2 —1 — ¢ ~+ i+ 1, por exemplo, temos:

B Py v Az m:i?l' - ‘If'
Tivife; = Tij + Yoy Ty ("“‘i;“i) : (10.23)

Aplicando o método de Newton-Raphson, as concentragbes na iteragio seguinte
580 obtidas resolvendo-se:

PR = £ = —Fres(X) (10.24)

onde [J] é a matriz Jacobiana do sistema. Essa matriz é formada pelas derivadas das

fungdes de residuo em relagio &s concentragbes z;; , e tem a dimensio (NX.NY) por
(NX.NY).

Analisando-se a equagio (10.22) pode-se concluir que a equacio de cada né da
malha compreende as seguintes incgnitas: Tuj, Zija1s Tij-1r Titljy Tietj Tit1j41s Tiglim1s
Ziv1541 € Tjeij-1 -

Portanto, se utilizarmos o método de ponderacio a montante para aproximar
as concentracbes nas interfaces entre os blocos de simulagdo, a matriz Jacobiana terd
9 diagonais e largura de banda NX 4 1, para numeragio da malha na direcio X. A
discussdo sobre a consideragio das derivadas das corregdes do método TVD na matriz
Jacobiana € similar & apresentada no capitulo 9.

Nesse caso optamos por ndo considerar, na matriz Jacobiana, as derivadas dos
fimitadores ¢,; em relacdo as concentragdes. J& vimos que a inclusio dessas derivadas
~aumenta a largura de banda da matriz para 2.N X, no caso de numeracio da malha na
diregio X. Assim, quando empregamos os métodos TVD, o Jacobiano é calculado de
forma aproximada. Se as variagbes dos limitadores ¢ no passo de tempo nio sio grandes,
a convergéncia do método nao é afetada. Esse esquema é idéntico ao discutido no ftem
9.5a; poderiamos ter também cousiderado as formas alternativas dos ftens 9.5b e 9.5¢.

As expressbes para os componentes da matriz Jacobiana podem ser obtidas
derivando-se a fungdo de residuo (10.22) em relagio a cada uma das incdgnitas. Para nio
sobrecarregar o texto, ndo apresentaremos estas expressdes, que podem ser encontradas
no programa de computador disponivel como anexo A tese, na biblioteca do Departamento

de Engenharia de Petroleo da UNICAMP.
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10.4 Simulagdes de Casos com Injecdo de Tracadores

Nesse item apresentamos uma série de exemplos e comparacdes envolvendo
simulagdes numéricas de injegdo de tragadores.

CASOQO 1 - Comparagio entre esquemas explicito e implicito

Stmulamos a injegio de tracador em um reservatério 100% saturado de dgua
com geometria 1/4 de “five-spot”. Utilizamos malha diagonal.

Os dados de reservatério sdo aqueles apresentados no capitulo 8. Os resultados
sdo apresentados nas figuras 10.1 a 10.5. As concentragdes no efluente foram normalizadas
utilizando-se o mesmo fator descrito no capitulo 8. Em todas as figuras inclufmos a solucio
analitica de Abbaszadeh-Deghani ¢ Brigham [1].

Ohservamos que:

¢ Para o mesmo Al, o esquema explicito produz um erro de truncamento menor
que o do esquerna implicito. Tal fato pode ser constatado nas figuras 10.1 e 10.2,
que correspondem a malha 10x10 e At = 2 dias. Uma possivel explicacio € que,
no esquema explicito, os erros de truncamento no espago € no tempo podem se
compensar, como mostramos no capitulo 3.

s As figuras 10.3 e 10.4 mostram os resultados obtidos com a malha 15x15 e At = 0,5
dias. A melhor resposta foi obtida com o métode TVD de terceira ordem e regido
TVD de Sweby.

¢ Na situacio do ftem anterior, para o métedo TVD de terceira ordem, o nimero
médio de iteragdes Newtonianas por passo de tempo foi aproximadamente 3, apesar
da matriz Jacobiana estar incorreta por nio considerar as derivadas do limitador
TV em relagdo as concentraghes.

s A figura 10.5 mostra o efeito do erro de iruncamento no tempo para o esquema
implicito e método TVD de terceira ordemn. Notamos que o erro de truncamento
diminui quando reduzimos At.

CASQO 2 - Efeito da adsorgao

Para analisar o efeito da adsor¢io reversivel, consideramos os mesmos dados
de reservatdrio do caso anterior. As concentragbes normalizadas de tragador no efluente
versus volume injetado sio apresentadas na figura 10.6. Na defini¢io da adsorgio através
da isoterma de Langmuir utilizamos a = 0,2 e b = 0,0. Vemos que o efeito da adsorgéo
é atrasar a chegada do tragador no pogo produtor e também reduzir a concentragio de
pico.
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CASO 3 - Injegao de tragador em reservatério estratificado

Consideramos uma se¢do transversal em um reservatério estratificado com trés
camnadas. A camada da base (3) tem permeabilidade 0,9869um2(1000mD), enquanto as
outras duas tém permeabilidade 0,5921 um®(600mD). A injecio de dgua é feita nas trés
camadas, em um extremo da segdo, enquanto a producdo ocorre no extremo oposto,
também nas trés camadas.

Os dados de reservatério utilizados séo apresentados na tabela 10.1.

Pressdo inicial 20682 kPa (3000 pst)
Saturacio inicial de 4gua 0,30

Espessura 6,10 m (20 ft)
Comprimento 200 m (656,2 f1)

Largura 50 m (164,05 fi)

Porosidade 0,25

Vazio de dleo inicial 159,00 Sm?/d (1000 STB/d)
Pressdo minima de fundo 6894 kPa (1000 ps:)

Vazdo de injegdo inicial 159,00 Sm?/d (1000 STRB/d)
Pressio méaxima de inje¢io 41364 kPa (6000 psi)

Tabela 10.1; Dados de reservatorio, Caso 3.

No modelo de simulagdo dleo-agua utilizamos o esquema semi-implicito, mé-
todo TVD de terceira ordem e Af maximo 0,5 dias. A equacgio do tragador foi resolvida
em cada passo de tempo com o esquema explicito e método TVD de terceira ordem. A
tnjecho do tracador nas trés camadas foi iniclada em 7" = 10 dias. Utilizamos um banco
de tragador de tamanho igual a 2% do volume poroso. Durante a injecio do tragador
reduzimos o At para 0,05 dias, para conseguir resolugao na aferigdo do volume injetado.

As curvas de permeabilidades relativas utilizadas foram linhas retas com sa-
turagdes residuals nulas e valor méximo unitdrio. B, e B,, foram considerados constantes

e iguais a 1 m*/Sm® A viscosidade da Agua foi fixada em 0,5 mPa.s e a do Sleo em
1,0 mFPa.s.

Para o tragador consideramos o = 0,152 m (0.50 fi}. A concentracio de
injecio foi fixada em 1,0, um valor de referéncia. Nio consideramos adsorgido. As concen-
tracoes no efluente nao foram normalizadas.

Simulamos trés situagbes, a saber :

a) kz =0 pgm?, oq =012 m,e o, = 0,0m.
b) kz = 0,0493 pm?® (50 mD), oy = 0,152 m, e oy = 0,0 m.
c) kz = 0,0493 pum? (50 mD), oy = 0,152 m, e o, = 0,0305 m.



142

Os resultados obtides para a concentragho de tracador e vazio de dgua no
efluente séo apresentados nas figuras 10.7 a 10.12.

Verificamos gue:

» Na situagio (a) (figuras 10.7 e 10.8), como ndo hé comunicagho vertical nem
dispersividade transversal, as vazdes de dgua e concentragbes de tracador sio iguais
nas camadas 1 e 2, que tém as mesmas propriedades. A concentragio global no
efluente € a média das concentragdes nas camadas ponderadas com as respectivas
vazoes de agua. O perfil da concentragio global mostra 2 picos; o primeiro pico

corresponde a chegada do tragador na camada 3, e o segundo a chegada nas camadas
lel

s As figuras 10.9 e 10.10 mostram os resultados para a situacio (b) . Podemos ver
que a vazdo de agua na camada 3 (base) é bem malor que no caso anterior, pois
a comunicagio vertical entre as camadas permite a segregagio dos fluides. Comeo
a dispersividade transversal é nula, as concentragdes de tragador sdo praticamente
iguais nas camadas 1 e 2. Quando analisamos a concentragdo no efluente observa-
mos que o primeiro pico é mais alto que no caso anterior € o segundo pico é mais
baixo. Isso ocorre porque a vazado de agua na camada 3 & mais alta e pesa mais na
ponderacio das concentragbes de tragador nas camadas.

¢ A figura 10.11 apresenta os resultados para a situagdo (¢) . O comportamento das
vazdes de dgua € o mesmo da situagio (b} . A dispersividade transversal, agora
ndo nula, faz com que a camada central absorva tragador das camadas 1 e 3. A
consequéncia é que, na curva de concentragido global, o segundo pico, que ocorria
pela chegada simultidnea do tragador nas camadas 1 e 2, deixa de existir.

o A figura 10.12 compara o comportamento da concentragio global no efluente para
as trés situacdes. Com base na andlise acima, podemos concluir que, conhecida
uma resposta de campo, alguns pardmetros de reservatério e do tragador podem ser
ajustados para que se consiga reproduzir o comportamento através da simulagio.

CASO 4 - Diregio preferencial de permeabilidades

Nesse caso consideramos geometria “five-spot” com malha paralela, isto é, 2
pogos injetores (11 e 12} e dois produtores (P1 e P2) nas bordas da malha (vide figura
{3.1)). Os dados de reservatério utilizados nesse caso sao praticamente os mesmos dos
testes do capitulo 8, Para o tragador consideramos oy = 0,201 m (0,66 fi) e o; =
0,003 m (0,01 ft). Comparamos o caso de reservatério homogéneo, com k, = k, =
0,197 pm? (200 mD), com outro caso em que k. = 0,197 pm?® (200 mD) e k,
3, 0887 pum? (100 mD). Injetamos 2 tracadores diferentes, um no pogo Il e cutro no pogo
12, e monitoramos a safda em um dos pogos produatores, por exemplo, P1. Para cada

It
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tragador consideramos um pulso de 2% do volume poroso e concentracio unitéria. A
diregao x , de permeabilidade mais alta, é definida pela linha que une os pocos 11 e P1.

Observando a figura 10.13, vemos que o tragador injetado em 11 chegou antes
no pogo Pl e com maior concentragio de pico, conforme esperdvamos. Um teste de campo
em um reservatorio desse tipo, permite identificar a diregio preferencial de permeabilida-

des.
CASO 5 - “Five-Spot” invertido

Nesse caso consideramos quatro pogos injetores nas bordas do reservatério, e
utn pogo predutor no centro. As demais propriedades sdo as mesmas dos testes realizados
no capitulo 8. Em cada pogo injetor, injetamos um pulso de tragador igual a 2% do volume
poroso, com concentragio unitaria. Os guadrantes do reservatorio tém permeabilidades
distintas: 50 mD na regido do pogo 11, 100 m I na regido do pogo 12, 150 mD na regiao
do pogo I3 e 200 mD na regido do pogo 14. Na figura 10,14 podemos observar que os
tempos de chegada dos tragadores no pogo produtor, bem como as concentracbes de pico,
estio de acordo com a distribuigiio de permeabilidades.
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11 CONCLUSOES

Dentre as principais conclusdes obtidas ao longo desse trabalho, algumas me-
recem destaque, a saber;

¢ As solugdes numéricas obtidas aplicando-se o método de ponderagio a montante
para discretizar o termo convectivo em equagdes de conservacio obedecem ao princi-
pio da entropia e, portanto, sio fisicamente corretas. Em contrapartida, apresentam
grandes erros de dispersdo numérica, que praticamente inviabilizam a correta inter-
pretagao dos resultados para os diversos problemas de engenharia de reservatorios.
Para que a dispersio numérica seja controlada, devem ser empregadas mathas muito
refinadas, o que exige alocagBo de grandes areas de meméria e enormes tempos de
processamento nos computadores atuais.

s Grande parte do efeito de orientagdo de malha pode ser atribuida a dispersio
numérica, que nio é rotacionalmente invariante.

¢ Os métodos exponenciais de Patankar e Allen-Figueiredo {33),{15] produzem resul-
tados razoaveis quando o termo de transporte difusivo é dominante na equagdo
de conservacho. No entanto, quando o fluxo é muito convectivo esses métodos se
reduzem ao métode de ponderacio a montante, apresentando dispersdo numérica

elevada.

s Os métodos de diferencas finitas de ordem mais alta, como o método de Leonard
£26),[41},{17}, Leonard modificado e outros, reduzem a dispersao numérica e {fornecem
soluces consistentes quando os niveis de dispersio fisica sdo suficientemente grandes
para estabilizar a solugéo numérica. Entretanto, quando o fluxe é muito convectivo
e a equagio de conservagio assume forma hiperbdlica, solugbes fracas fisicamente
incorretas podem ser produzidas. Embora os autores acima referenciados tenham
observado esse fato, a explicagdo matematica correta, associada a néo obediéncia ao
principio da entropia, néo foi apresentada.

e s esquemas de Redugdo das Variagbes Totais (TVD) possuem a notdvel proprie-
dade de produzir solugdes muméricas de alta resolugio que obedecem ao principio da
entropia, € que , portanto, sio fisicamente corretas. Foram analisados os métodos
TVI} propostos por Rubin e Blunt [40], {50} ¢ TVD de terceira ordem {18}, {27].
Demonstramos que 2 regiio TVD ampliada proposta por Liu {27] ndo deve ser em-
pregada. Deduzimos as expressbes dos métodos TVD para qualquer situagio de
fluxo e para malhas ndeo-uniformes.

« A analise dos métodos numéricos quanto & obediéncia aos principios matemdticos de
Rankine-Hugoniot e entropia foi feita através da solugio numérica de equagbes nao
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lineares clissicas, como as propostas por Burgers 7], Harten et alii [19] e Buckley-
Leverett. Ao que nos consta, é a primeira vez que essa andlise é feita na drea de
engenharia de reservaldrios.

Os diversos métodos de diferengas finitas estudados foram empregados para resol-
ver as eguagdes da convecgdo-difusdo e Buckley-Leverett em 1D. Foram utilizadas
formulagbes explicita, implicita e Crank-Nicolson. Para o caso linear, deduzimos
as expressdes dos limites de estabilidade utilizando o método de Von-Neumann, e
estas foram verificadas com exemplos numericos. As solugdes numéricas foram com-
paradas com solugbes semi-analiticas. Os melhores resultados foram obtidos com os
métodos TVD de Rubin e Blunt [40] e de terceira ordem com limitador de Sweby.

Analisamos a solugdo numérica do deslocamento de um tragador em fluxo bidimen-
sional monoféasico e geometria "five-spot™. Os resultados foram comparados com
a solugio semi-analitica de Abbaszadeh-Deghani e Brigham [1]. As melhores res-
postas foram conseguidas com o método TVD de terceira ordem com regido TVD
de Sweby. Para o exemplo analisado, os resultados obfidos com o TVD de terceira
ordem com uma malha 15x15 foram equivalentes dqueles conseguidos com o método
de ponderagio a montante € matha 150x150 nds. Nesse mesme exemplo mostramos
que a redugio da dispersdo numérica, conseguida com o método de ordem mais alta,
reduz muito o efeito de orientacio de malha.

0Os métodos TVD de Rubin e Blunt {40] para o fluxe total, conforme a proposta
original dos autores, bem como uma modificacio, onde aplicamos somente as perme-
abilidades relativas, e o método TVD de terceira ordem com regido de Sweby foram
implantados no simulador de reservatérios bifdsico (Sleo-dgua) e bidimensional de-
senvolvido por Cruz [13]. Foram utilizadas as formulagdes IMPES, semi-implicita e
totalmente implcita. No caso totalmente implicito os métodos TVD foram testados
com 3 opcles: corregdes 86 nas fungbes de residuo, corregdes avaliadas no passo de
tempo anterior e limitador TVD avaliado no passo de tempo anterior. Com esse
procedimento evitamos alterar a forma penta-diagonal blocada da matriz Jacobiana.
Caso as derivadas do limitador TVD fossem também incluidas na matriz, essa pas-
saria a ter 9 diagonais e largura de banda 2N X, para numeragio na direcéo X. Na
primeira opgio implantada no esquema implicite houve, conforme esperavamos, um
aumento do nimero médio de iteragdes por passo de tempo em relagio ac método
de ponderagio a montante. Nas outras duas opgles esse niimero permaneceu pra-
ticamente o mesmo do método de ponderagio a montante, Os melhores resultados,
em termos de nimero de iteracdes por passo de tempo e precisio da resposta, foram
obtidos com o TVD de terceira ordem e regiao de Sweby.

Para o caso 6leo-dgua 2D, as solugdes de referéncia foram determinadas de duas
formas distintas: solucio com o método tradicional e malha refinada e solucéo
semi-analitica com base nas idéias de Le Blanc e Candle, Nesse tiltimo caso desen-
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volvemos um programa de computador que permite gerar a sohugio para o desloca-
mento dleo-Agua incompressivel em qualquer geometria. As solugdes obtidas com os
métodos TVD foram comparadas com essas solugdes de referéncia. Na literatura,
8¢ encontramos comparagdes com as solucgbes obtidas com malba refinada.

Realizamos testes para casos bi-dimensionais horizontais e em segdo vertical, com
reservatorios homogeneos e heterogéneos. Em todos os casos os métodos TVD apre-
sentaram bons resultados, produzindo solugdes com boa resclucido com malhas ra-
zoavelmente grosseiras. O efeito de orientagio de malha fol também muito reduzido
com & aplicagio dos métodos TVD.

Introduzimos a opgio de varios tragadores na fase dgua no modelo de simulagio dleo-
dgua. Consideramos os citados métodos TVD em esquemas explicito e implicito,
tensor dispersdo completo e adsor¢do do tragador na rocha. O controle da dispersio
numérica, conseguido com os métodos TV, permite que o simulador numérico seja
utilizado para interpretar testes de injecio de tragadores. Trata-se de uma evolugio
em relagho ao procedimento tradicional de interpretagio, que utiliza modelos de
linhas de fluxo; esses modelos, além de considerarem diversas simplificagdes, néo
permitem simular a dispersio transversal dos tragadores.

Utilizamos o modelo para simular varios casos de injegao de tragadores em reser-
vatdrios de petrdleo lavados pela dgua injetada. Mostramos a influencia de alguns
parimetros do reservatdrio e dos tragadores sobre o aspecto das curvas de concen-

tracdo no efuente.
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RECOMENDACOES

Com base nos diversos tépicos discutidos ao longo desse trabalho, recomenda-

Utilizar as subrotinas aqui desenvolvidas para implantar os esquemas TVD em um
simulador comercial de reservatdrios, trifasico e tridimensional. Considerar esque-
mas IMPES, semi-implicito e totalmente implicito.

Analisar e propor formas alternativas de implantar os métodos TVD no esquema
totalmente implicito, preservando a forma da matriz Jacobiana. Comparar os re-
sultados em termos de precisio e niimero de iteragbes necessdrias para convergéncia
em cada passo de tempo.

Utilizar as subrotinas aqui desenvolvidas para implantar a opgéo de tracadores em
um simulador comercial de reservatérios. Considerar, além dos fendmenos fisicos
aqui estudados, a partigio do tracador entre as fases e também o decaimento radi-
oative.

Implantar os termos de dispersdo hidrodindmica e difusdo molecular em um si-
mulador composicional de reservatérios. Para aproximar as permeabilidades e as
concentraches nas interfaces dos blocos, usar os métedes TVD. Iniciar com esquema.
tipo IMPES e evoluir para esquema totalmente implicito. Utilizar o modelo para
investigar o fendmeno da difusdo do gés na zona de dleo, e 0 efeito desse mecanismo
sobre a recuperacio do dleo.

Estudar métodos alternativos de solugio numérica, tal como o método das carac-
teristicas com TVD.

Utilizar a metodologia de validagio e as comparagbes apresentadas nesse trabalho
para avaliar outros métodos numéricos eventualmente propostos para solugio de
equagbes de conservagao.
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13 APENDICES

A SOLUCAO DA EQUACAO DE CONSER-
VACAO POR SEPARACAO DE VARIAVEIS

Seja o problema:

Au Pu
%o (A1)
com condigbes de contorno homogéneas e :
u(z, 0) = ¢la) . (A2)
Usando separagao de variavels, escrevemos:
u{z,t) = X{(2).T{) . {A.3)
Hesolvendo-se a equacio, obtem-se:
u{z,1) = Zane"(““")?‘sen(nmc) . {A4)
n=l1
onde:
= 2] Ysen{nwé)df _ {A.5)
Seja entdo a equagho da convecgao-difusdo:
Ou _ ,0u du
EiRL =kt e (4.9)
Utilizamos a transformacao :
u(z,t) = @ FW (2 1) | (A.T)
para obter :
O 232
ot~ " 8 (A8)

156




157

Como w(z, 1} é dado por (A .4), temos:

o0
u(z,t) = 520 ¥ g om0l tgen(nrg) | (A.9)
nz)
Note que o* é o coeficiente do termo difusivo. Observamos entio, que o termo

_ 2 . s . .
e~("*=)"t, que aparece no somatdrio, tende a amortecer a amplitude dos termos da série.
O amortecimento € tanto maior gquanto maiores a frequencia (maior n) ¢ o coeficiente .

Quande a equacio de conservagdo assume forma hiperbélica, ndo hd amorte-
cimento dos harméonicos da série,




B ANALISE DE ESTABILIDADE, EQUAGAO
DA CONVECGCAO - DIFUSAO LINEAR, 1D,
METODO 1 PONTO A MONTANTE, EXPLI-
CITO

A equacdo da convecgdo - difusio linear, 1D, na sua forma adimensional é:

dChp 1 8*Cp  8Cp .
drp  Pe 82 + Btp 0. (B.1)

Doravante omitiremos os indices de adimensionalizacdo por simplificacio. A
discretizacio do termo convectivo por um ponto a montante e do termo difusivo com
aproximagio central, resulta, para o esquema explicifo, em:

O 20 L (Gar¥eOn) O =01

As Pe Azt At 0. (B.2)

Peaceman [34] mostra que o erro entre a solugdo correta da equagio diferencial
e a solugdo numérica pode ser escrito através de uma expansao em série de Fourier:

ACT =3 Red P87 (B.3)
14

A analise de estabilidade é feita substituindo-se um termo da série (B.3) em
g

{B.2). O esquema serd estavel se o fator de amplificagio |*}f;,‘+1l /
Esse critério é conhecido como critério de Von Neumann [34].

for menor que 1.

Aplicando-se tal método, segue que:

1 (’Y:ejp(i-ﬂ)&z _ 2,},:&{;73':&:: + ,},;.ejp(iwl]Ar) +

PeAg?
1 AT n_ fp{t- x
_K; (Tp P Azr ,},P e:p{ 1}A ) -
1 i .
=7 (,},;Hem&x _ 'y:e”"‘h) ) (B.4)

Dividindo-se por v, €72 , resulta:
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1 (6ijx -2 4 ewjp,ﬁm) . M_}__ (1 _ e“i?&x) = _}_ ?’}i}_ -1 (B 5)
PeAz? Az At | '
Cormo:
€727 = cos pAzx + jsen pAx = cosh + jsend | (B.6)
femos que:
5 1 , 1 1 ,},n-{d
0 —1) = o (1~ cosd 0) = ——— + L ~
PoAai (COS 1) m ( cost -+ jsen ) At + At T 1 (B 7)
ol 5 { n41
1 1. 17
) (gt ) s - Ajsent = -
{cosh — 1) (Pe&:z:z + A:z:) + X Asisent = 2 N (B.8)
pu:
8 3 1 At | S
e 9eendd —— ) At 41— —jsend = 2— | :
2sen 5 (Pe&:c? + Aa:) + Al aen ” (B.9)
Tomando-se 0 médulo e impondo a condigdo de estabilidade, segue que:
n+1
’yp —1 2£ ( 2 w}m)
" = 1 — 4sen 5\ Porg? + A At -+
g 9 1\* A?
ot A 5 <1 B.10
Hasen Q(Peamz * A:c) AT S (B.10)

ou entio:

2

4 2 1 8 2 1132 At
ssen' (G + ag) At 2 woen'5 (5 + 5p) A+ Eppeen®d . (B1Y

Como senfl = 238?’3%{:(}3% , venu

072 " L
dsen® - (-———+A:c) At > 4dsen -( +1) At* 4+

2\ Pe 2\ PeAx

+A8 (4sen2§coszg-) . (B.12)
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Dividindo-se por 4Atscn , SEgue que;

(;}2— + m) > senﬁﬁ( 2 2A t + Atcos 2, (B13)
e 2

Al [cosz-g- + (1 - coszg) me + 1 )] < }; +Az ,  (B.14)

At [0032g + (1 - coszg) (Peék:::z Pe&a: l ] < *5* Az, (B.15)

At [Pe;ixm? + pizm 1 cos’d (P62A1:2 pem)} = }52“ (B.16)

Para que a restrigdo sobre Al seja mais forte, o termo entre colchetes deve
assumir um valor maximo. Logo, cos®f deve assumir um valor minimo, ou seja: cos?d = 0.

Assim, temos que:

At ¢ 2
Zﬁ(?ﬂ?”‘ ) < (gﬁm) , (B.17)
ou, finalmente:
2
NP (B.18)
(}—3; + f.\:z)

Convem notar que, nas equagdes acima, Az e At 830 grandezas adimensionais.
No caso particular do fluxo convectivo, resulta a conhecida relagio ﬁ < 1. Para fluxo
muito difusivo (Pe muito baixo), a restri¢io sobre At € bastante severa.



C O METODO DE ALLEN-FIGUEIREDO

O método de Allen-Figueiredo {15] para discretizacio serd apresentado utili-
zando- se como exemplo a equagao da convecgio - difusdo linear, em 1D.

A equagdo da convecgio - difusdo linear, 1D, adimensional, é escrita como:

o0 o0 130 _
5 Y G Ped =0 (C.1)

ou:
ac 1 9*Cc 8C
S = e = 2l = I(C) (c2)
gt Pedz dz
onde os indices foram omitidos por simplificagio.
Admitindo-se o termo transiente como localmente constante e uniforme, vem:

1 8°C 8¢
Fo50 ~ 5o = Ko - (C.3)

A equagio caracteristica homogénea associada é:
-}%Erzwr"—"ﬂ*ir:ﬁ,our:})e.

Assim, a solugio da homogénea é ;: Cy(z) = A; + A5 .
A solugho particular é: Cp{z) = Byz .

Substituindo-se em (C.3), segue By = K, .

A solugdo completa de (C.3) é, portanto:

Clz) = Ay — Koz + AgeP™ . (C.4)

Precisamos agora obter as constantes Ko, Ay e A, .

Aplicando-se a equagdo aos pontos nodais adjacentes:

C,‘ = A] - I{omg 4 Agﬂpﬁx‘-

Cim1 = Ay — Koziq + AgeP™
Cip1 = Ay — Komipy + AgeP”‘H

e definindo-se:
ny = ePc:c; , (0‘5)
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resulta;

= Ay — Kgz, + Aqny

{ Cioy = Ay — Kozioy + Apnyoy
Cipr = Ay — Koxigy + A

Hesolvendo-se o sistema acima, vem:

G — CiyMmi — niga) — (G — Cigq) (i — miy)

Ko = . C.6
O e o) (s = niga) — (= F Do) (s — 1) (C8)
Definimos também:
pi = (=& + Tio}(ni — niga) = (=2 + i ni = nia ) (C.7)
A = Rigp1 — Ty At = iy = Ty (C.8)
pi i
Assim, Ky = A™(Cicy — C;) — AY(Ci — Cis1) , 0w
KD == A_C,'M] - (A+ + A“)C" “‘}“ A+C“+1 3 (Cg)
que corresponde & discretizagio dos termos de fluxo.
No caso de malha regular,
x; = {1t — JAz {C.10)

p = —Az (ePwa‘ — ePex;'a(x) — Az (ePex.' - ePezi_l) _
= —Ageleli-lAz (1 - ePeﬁz) — AgePeli-tiaz (1 _ e—Peﬁa:) . (CII)

donde resulta:

GFeibz _ oPeli-1)8z

A == ePe(i—l)é:r [**“A(I?(l - ePeAe:) _ A.’E(l - e—PeAz)} =
1 - ePeAz:
= AIE(Q — ePeAa: — e—Peﬁx) =
— 1 ——
Az (1 + %&f)
1

= As(l - e-Pebr) | (€12)
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Analogamente, obtemos:

(C.13)

Lembrando que:

Ko=A"Ciq ~ (A+ + ATYC; + A+C;+1 s (C.14)

podemos tentar escrever Ky de forma semelhante ao tradicional esquema de discretizagio
{ponderagio a montante no termo convectivo):

}{0 = 4 (C§+1 it 26’, + Ci.....]) + b(c, - Cg'_.}) =
= aCiq +{a - bCia +{(-2e+ b)C; . (C.15)
Igualando-se (C.14) e (C.15), segue que:

a= AT, (C.16)
a—b=A" - b= A* — A~ (C.17)

e a terceira equacao deve ser verificada:
~2a+ b= —24% + AY — A" = — (AY + A7)

Assim, substituindo-se (C.16) e (C.17) em {C.15), vem:

Ko = A* (Cig1 — 2Ci + Ciza) + (A* ~ A7) (Ci = Ciy) (C.18)

Mas:

: : - (C.19)

S T _ =
AT-4 Az{ePebr — 1) Az(l — e-Pebde) Az

e portanto:

Ciy —2Ci+Cimy 1
Az (1l —e P87y Ag

Ko = (Ci~ Cia) (C.20)

Desta forma, a equagio da convecgio - difuséo:
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oo 00 1 g0
dt 'z  Pedzr

quando discretizada pelo método tradicional de ponderacio a montante, fica:

crt-cr Cr-Cr, 1 [Cr, 207 +C2,
A Y TTAT T e ( 5 ) =0, (C.21)
¢ quando discretizada pelo método de Allen-Figueiredo, fica:
crt-cr  Cr-Cr Az n, - 208 4 CF
zﬁi + A(E - (epc.ﬁx - 1) ( A$2 = O . (C22)

Assim, comparando-se (C.21) com (C.22) uma importante conclusio pode ser
obtida:

“Se o fluxo € muito convectivo (Peclet alto), o método de Allen-Figueiredo
tende para o método tradicional de ponderacdo a montante.”

Naturalmente, essa é uma grande limitagdo do método.



D O METODO DE PATANKAR.

Serd apresentado tomando-se como exemplo a equacio da conveccio - difusio
linear, em 1D:

9c 1 #C 80 _

5 “Peom TH (B-1)
onde os indices foram omitidos por simplificagio.
A solugdo para o regime permanente é:
C(;I?) = A] + A26Pex . (Dg)

As condigdes de contorno a seguir sdo utilizadas na determinacio dos coefici-
entes:

T = 0, C$Cg-"*A1+A2:Cg, (D.g)
r = L, C=Cp o A+ A"l =0y . (D.4)
Substituindo-se em {D.2}, vem:

Coet** — Cp, _Cp~GCs

A= ePel 1 7 A= i (D.5)
De (D.2) e (D.3), temos que:
C-Co = A (5 —1) ,
C—Cp = Ap(eF® — &) = O = Co = Ay (5 — 1)
Assim,
C - Cg GPM w1
= . D.6
Cr —Cs efel — 1 ( )
Chamando-se de J o fluxoe total, tal que:
1 8C
=C—- == D.7
J=C Pedz ’ (D7)
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o termo de fluxo total pode ser obtido pela discretizacio central:

dJ _ ipagr = Jieyy
dz Az |

A partir de (D.6}, segue que:

ePe:x -1
C = Co+(Cp—Co) ;‘f:';‘ﬁ"‘:‘i‘) ) (D.8)
dC’ 6Pex
T {CL—Cy) Pe (m) . {D.9}

Substituindo-se em (D.7}, vem:

ePez_l ePez
J = Co+{(Cr—Co) Y ~(Cr — Co) eP‘eLml)x

Co ~ O,
= Gg+ 'é};éz—:—i .
Assim,
Ci = Cis
Jf*‘l’l/? = Cf + eP&A:c -1 3
Cimy — C;
Jiop = Cia+ Pear —1
Logo:

dJ Jiyij2 Ji-172 - Ci~Cisy Cipa— 20+ Cig

dr Az Az Dz(ePedr 1) ] o
dJ _ O~ Ciy Az Ciz1 — 20+ Ci4
dz Az {ePeds — 1) ( Ag? ) (D.10)

Comparando-se (D.10) e (C.22), pode-se concluir que:

“Quando se utiliza malha uniforme para resolver numericamente a equagao
da difusio - convecgao linear, o método de Patankar ¢ idéntico ao método de Allen-
Figueiredo.”




E ANALISE DE ESTABILIDADE, EQUAGAO
DA CONVECCAO - DIFUSAO LINEAR, 1D,
METODO DE ALLEN-FIGUEIREDO, EXPLI-
CITO

A anéslise da estabilidade ¢ semelhante & apresentada no apéndice B. Ja vimos
que a equagdo da convecgdo - difusdo linear, 1D, discretizada pelo método de Allen-
Figuneiredo, no esquema explicito, fica:

$+1 zcn + (‘!‘1 1 o
Az (ePear — 1) Az

(C"‘ C?_i)«*ﬁ?(cﬂ“ cr (E.1)

Aplicando-se o método de Von Neumann, segue que:

ejpi.&z e ipihr

ipAz ~jpia —iphzY
s s ) )
ejpan: (,},;:-i-l )
= i, (E‘z)
At 8 A
ou:
! (2cospAz — 2) w}w(l cosplAz + jsenpliz) =
Az (efedz — 1) P Az p Jsenp -
1 ("
= ( —-11 . (E.3)
Fazendose A = &L § = pAz e o = €557 | vem:
i+l
2A -QSenag- — A 2361@2«!3 + jsenf} = L . (E.4)
o — 27 . 2 n
ouw:
n+1
T —Qsenzf}- ( 22 + ,\) — jAsenf + 1 (E.5)
0% 2 \ax—1

A condigiio de estabilidade exige que [%2:-| €1 Assim,
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0 fer+1
2 .
il ~ 2Asen 5 (G — 1) ~ jhsenfl <1, {E.6)
on: ,
#7a+1 froa+1l
1 — 4) 2__(______) 2 4__( ) 2,2 1
sen2 p— +4)§sen2 p— + Asen‘d <1 (E.7)
ou ainda:
b fa+1 g ra+1\? 6 g
- 2. 2 omil 2,20 2V
4).36?12((1”1)*{—4}\ senz(aml) + 4A*sen 5008 ggo. (E.8)
Dividindo-se por 4,1.561;2% , resulta:
a+l N IR
(cx - 1) > Asen E(a — 1) + Aeos®d |, ou {E.9)
cx+1) o0 (a+1)9
> — _ - "
(& —) 2 A [1 +sen’s | { = 11}, ou: {E.10)
etl
A< (54) ; (E.11)
14 senzg [(-3%) - 1]

O limite mais restrito para At ocorre quando o denominador € maximo. Como
o = eF% > 1, temos que:

(a-i—l

&_—

)«~1>0 . (E.12)

Logo, o denominador é méximo quando sen?{ =1 .

Assim, resulta que:

o -1
A< .
S et (E.13)
ou seja
ePeﬂx —1 .
At € Ax (m) . (E.14)

Quando o fluxo é muito convectivo, {Pe — o0} , obtemos a ja conhecida relagao
At < Agx. Tal resultado é coerente, pois sabemos que o método de Allen-Figueiredo tende
para 0 método 1 ponto a montante quando Pe — oo .
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Podemos demaonstrar que o limite de estabilidade para o método de Allen-
Figueiredo € maior que para o método de ponderacho a montante. Ou seja, queremos
maostrar gue:

ePedr 1 Ax?
A > . E.1
ks (epeAar + 1) («ﬁ; 4 Ax) (E.15)

Supondo-se valida a desigualdade acima:

efedr 1 S Az
ePe&J: + 1 A (P;:&z + 1) 3

e simplificando-se, resulfa que:
efe8r 15 PeAr |

Ora, aproximando-se por sérle de Taylor,

ep"‘f“”‘:l-i-PeA:r—i—ﬁ:%fﬁ%-...
Logo,
epe‘kxmlzPeAx+i}3f-‘§*ﬂi+...>Peﬁm .

On seja, a desigualdade {E.14) € valida, e o limite de estabilidade do método
de Allen-Figueiredo é maiot que o limite de estabilidade do método de ponderagio a
montante. Tal resultado pode também ser observado na figura 4.1.



F O METODO DE SAAD-LEONARD

A descrigao do método sera feita utilizando-se a equagéo da conveccio - difusio
hinear em 1D, com os indices de adimensionalizacdo omitidos:

aC  oC 1 §°¢
-&T+§;—*ﬁ;~é~§ . (F])

F.1 Aproximacao para o termo convectivo

Trataremos da discretizacdo do termo convectivo. O método sugerido por
Leonard [26] e adaptado por Saad et alii (41} consiste na aproximagio de terceira ordem

arn 26
para 5=

Para obter essa expressdo, utilizamos as expansées em série de Taylor, admi-
tindo fluxo no sentido st —1 — ¢ — i4+1:

A.’L’2 1 Ail?s n# A$4

Cis1 =~ C:4+AzC + 5 G+ C' 4 -éi-c{" , (F.2)
Cioy =~ C;— AzC+ Afc;‘ - ﬁfcﬁ" + %cj" : (F.3)
Cioy =~ C:—20zC: +202%C; — i;‘-msc;“ + gax'*c,!" : (F.4)
Tomando-se (F.2) — (F.3) , segue que:
Ciss — Ciy = 202C; + %mf*c;" : (F.5)
Considerando-se {F.2) x 4 — (F.4), vem:
4Csss — Cin = 3C; + 6A2C, + 205°C" ~ %Ax*cg" . (F.6)
Combinando-se (F.5) com (F.6) , resulta:
5D 20 + 33;’6-1; 20;'#1 + Cicg A;.;:” o . (F.7)
Escrevendo-se:
C; _ Ciyiga — Cicapa (F.8)

At ’
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segue guer

: 1., 5

Cf.:f;g = mgbe—z + 60 + Ca+1 ' {F.9)
(spy _ 1 3

Cilypp = ‘“*"60,‘_2 + GC,WI + 3(.7 : (F.10)

Quando o fluxo se dé no sentido contrario, resulta:

Cf{SL) “"28{»,1 - 36‘1 + 60‘5'{*1 - Cf+2

= EAz - (F.11)
Nesse caso,
1 5 1
C’f-ff,}z = —gliat oCant 30, (F.12)
1 5 1
Gfgf}}z = T + gci + §C£_1 . (F.13)

Conforme veremos a seguir, o método de Saad-Leonard pode ser expresso como
combinagio dos métodos de 2 pontos a montante e central.

F.2 Meétodo de Saad-Leonard Escrito em Funcgao dos Métodos
de Dois Pontos a Montante e Central

a} O método de deois pontos a montante [49]

Admitindo-se fluxo no sentidoz —~1 — ¢ — 7+ 1, segue:

4
Ciy = C;—AzCi+ 93—0 -~ -——c,’" Bz cf"’ e (P.14)
Ciz = Ci~ 2820, +200°C] ~ SA5C] + andc”’ L (F5)
Tomando-se (F.14) x 4 — (F.15) , vem:
4C;_; — Cily > 3C; — 202C + = A ol — A:;:“C,»IV .

Assim,



oerM) 3C; —4C; 1+ Cig 1 w1

28z 3

e
Escrevendo-se C| = M , SEEUE quUe:

+ = AL, wzmﬁcg" .

3C; - Ci Axr O~ G
cemn o "m;mlm@ﬂ“;g*gf"i :
3C,4 ~Ci Axr Oy — C
0{2}"5{} ~ i1 -2 o (i ik i} -2
i-1/2 9 Gt =41, '

b) Método Central de Aproximacéo

Do desenvolvimento em sénie de Taylor segue que:

o . Ag? Ar® Azt
C3+1 = C; 'i' Aﬁei + 2 C “i“ 6 C + 24 C
Ciy = Ci—AzCl+ A“’ ol - Ag‘” o + %—?q

Combinando-se as equagdes acima,

C'(CJ L C§+1 - C,'.,.] 1 zcm

CT T oA T8
Assim,
© _ Cn+C . AzCyy—C;
Conapp = g CUt S T A
(©) Ci+Cin Az C; = Gy
Cintra g Uty TR

Combinando-se (F.16) com {F.19) , vem:

2o Loraran o G = Cimy e

37 - 3Ax 9
3C s 4C£—1 + C{wg "
! !,‘a Lot
6Az *3

ou seja,

Axacf v,
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(F.16)

(F.17)

(F.18)

(F.19)

(F.20)

(F.21)
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2 . 1 20141 +3C; — 60,y + Cing AP
:_ct_{c} + ’"*‘Ct-(ZPM} — 41 £ eS| -2 1% :
3 3 Az 12 ¢ (F.22)
Assim,
o8 _ 2oy | 1 erm 5
o8 < 200 4 Lguenn (F.23)
Segue naturalmente que:
o o a0 Loeem P
12 = gt 3bae o (F.24)
SL 2 o 1 (M
Csl'{v—l/? = gca‘{nsz -+ gci(mi;'?} . (F.25)

F.3 O Método de Saad-Leonard para Malhas Nao Uniformes

De acordo com Saad et alii [41], uma grande limitacdo de alguns métodos de
diferencas finitas, como o método de Chaudhari [10}, é a exigéneia de malthas uniformes.

As seguintes equagtes sio apresentadas por Saad para malhas ndo uniformes:

Para fluxonosentidot —~1 =4 —i+1,

oy 24
Cii = Cit 5 (CimCiaa) + 5 (Cin = C)) (F.26)
(4 #308 2,3;._
Cfff;g = Ci+ 3 = (Cieq = Ciza) + 3 2 (C; - Ciy) 5 (F.27)
e, para fluxo no sentido 2 +1 —21—2¢~1,
CE9, = oy + 2 (Ci— Cip) + 28 (G - C F.28
i1z = Cin gafﬂ( i = Cip ) + 5 (Cis1 — Ciga) (F.28)
2 B
CEl = Cit 300 (Cin = C) + 5 (Ci = Cia) (F.29)
onde:
A:E,'
% = Bethon )
B = —DE (F.31)

Az + Az
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Estas mesmas relages para malhas nio-uniformes foram utilizadas por Chang
[9] em sua tese de doutorado. Embora ndo tenham demonstrado, Saad et alii [41] co-
mentam que a5 equagées acima sio aproximagdes e reduzem a precisio do método para
segunda ordem no espaco. A seguir demonstraremos essa consideragao.

Para fluxo no sentido¢ —1 — 1 — {41 e malha uniforme, temos:

1

Cint
37

SE 1 5
C{{+1;}2 = ""éC{-I + EC‘; +

[yiiM
SL 1 N 1
Clh=Ci+ §(Ci=Ci)) + 3 (Ca = C))
ou ainda;
SL Ay {1 2
Ciith = Cit 552 [SCiaa + 50| - (F.32)

Quando a malha é uniforme, sabemos que (F.32) conduz a um método de
terceira ordem no espago. Quando usamos (F.32) para malhas nfo uniformes, teremos,
evidentemente, uma aproximagao de segunda ordem.

Discretizando-se as derivadas, resulta que:

(sry Az (1 Ci—Ciny 2 [ Cipa = C
Ci-i-l/)Q = Ci+ 9 5 ( &:ﬂ;-i-z&wi»«; + g Wi;
2

2;

= O+ 'c";i {Ci — Cia} + 5 (Cigz ~C3) (F.33)

gue é a equagho proposta por Saad et alii.

A mesma expressio poderia ser obtida considerando-se vdlida para malhas

pac-uniformes a relacio: . 0
{(sLy {3IPM) | & ~(C)
12 T §8£+1;2 + 3c£+1;2 .

Concluimos entdo que a aplicagio das equacdes (F.26) e (F.29) para malhas
nio-uniformes reduz a precisfo do método para segunda ordem no espago. Mesmo assim,
os resultados obiidos por Saad et alii [41] aplicando o método para malhas nao-uniformes,
forarn bem melhores que os obtidos com métodos de ordem mais baixa.

Expressbes mais precisas para o caso de malhas ndo-uniformes sdo bem mais
complicadas, e s3o apresentadas por Gupta [17].

F.4 O Método de Gupta-Leonard

Q método de Saad-Leonard para discretizagao do fluxo convectivo pode con-
siderar até 5 pontos quando o fluxo é unidimensional. Quando o fluxo é bi-dimensional



pode exigir até 9 pontos.

Portanto a aplicacio desse método em um esquema implicito pode adicionar
até 2 diagonais na matriz jacobiana, quando o fluxo é unidimensional, e até 4 diagonais
quando o fluxo é bidimensional.

Por esse motivo, Saad et alij {41] e Gupta [17] descrevem aplicacdes do método

apenas para esquemas explicitos. Um problema decorrente desse esquema é a condicio-
nalidade da estabilidade.

O método de Gupta [17] consiste em introduzir uma corre¢io no método de
Saad-Leonard de forma a tornd-lo mais estdvel. Em seu artigo, Gupta nio apresenta a
deducio do método.

A equagdo da convecgdo - difusdo sem o termo difusivo, em sua forma dimen-

sicnal, é escrita como:

C
¢,.,__ + “%g =0 . (F.34)

Chamando-se de v a velocidade intersticial,

P .
FTA ™

Ja vimos que, para fluxo no sentido i ~1 — ¢ — 141, resulta:

=0 . (F.35)

sz PMY . 2 AC)
Cf+1,;2 Cf+1;z §c£+1;2 ’

+

PyMy 3 1
C‘(ilﬁ} = ‘“Q’C;‘ — :?"C,'._l .

2PM
Introduzindo-se o seguinte termo corretivo em C’f T ;2}

(F.36)

A, = (G,v,.l - C; ) vt (80) vAt

Az 2 8z/) 2 °

e comparando-se com a equagao (F.35), segue que:

AC;, ~CPY o

. QPM Fa x
Portanto, ao adicionarmos AC) a C§+1;2) estamos, na pratica, avaliando

Cﬁfg) no tempo (n+1/2), e ndo em (n)‘

Da mesma forma, para cl it 12, definimos a corregio AC;, como:
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AC, = (Cf - C£+1) vAL .

- > (F.37)

Pela mesma analise, concluimos que guando adicionamos AC;, a Cffll /2 esta

mos, na pratica, avaliando C’fg /2 um tempo intermedidrio (n 4+ 1/2), e nio em (n}).

Para auxiliar a andlise da estabilidade, definimos o nimero de Courant (N, ):

Ot
Ncg e HE * (F?’S)
De imediato concluimos que o niimero de Courant € uma medida do grau de
estabilidade do esquema explicito, (Juanto menor o nimero de Courant, mais estdvel o

esquama.

Substituindo-se (F.38) em (F.36) e (F.37) e aplicando-se as corregdes, segue
que:

3 i N,
WPMy L e .
Ci(-l-l,-"} — "2"0, - "2"{7;_1 -+ 5 (C:—}, - Ci) ) (F39)
c 1 1 N
Ci(-i-'l}f? = iC, + §C§+1 “+ "'“2_' (C: - C§+I) . (F,‘-ﬁ))

Substituindo-se na equagio (F.24}, resulta gue:

2C; 5C; =~ Ciw1  Ne
i{fﬁf}z = nt 6 t 4 e (Cici + Ci = 2C4) (F.41)
i i A e Nw
ey, - it 506-* Cia | 2 (Cioa + i ~2C3) (F.42)

De (F.41) e (F.42) segue que:

oty _ 2Ci1 +3C; = 6Ci_y + Cing + N

C; e 2 (30— 201 — Cica) - (F.43)

A avaliacdo do termo convectivo usando (F.43) é, evidentemente, uma apro-
ximacio; quando o fluxo é convectivo, corresponde a uma avaliagio no tempo {n + 1/2).
Quando o termo difusivo é nio nulo, a equagéo de conservagio nio ¢ hiperbolica e a
deducdo acima nao é valida; portanto, nesses casos, (F.43) nio deveria, a rigor, ser em-
pregada.

A corregho para o tempo (n+1/2), introduzida por Gupta [17] deve se refletir
como aumento da estabilidade do esquema explicito.



G O METODO DE LEONARD MODIFICADO

Conhecendo-se o método de Leonard {26}, [41], [17], uma idéia natural é modifi-
cé-lo, considerando-se todos os pontos envolvidos na discretizacdo do termo conveciivo a

montante do fluxo.

Considerando-se fluxo no sentido :—1 — ¢ —+ 141 e utilizando-se expanséo

em série de Taylor, segue:

' [3:52 v A:r:3 e A:E“
Cimy = Ci — AzC] C; - ;4 —C{¥
' Wit =G ==t 5 G
2
Ciz = C; — 202C; + 4-%"'_0;’ - %Aﬁc;” 4 %—gm‘*qﬂ’ :

i 8

2
Ci.a = C; — 3AzC; + 9%””—0;’ - EA:;?’C; + %Am“()}w :

6

Fazendo-se (G.1) x 4 — ((G.2), vem:

"

4Ci s = Ci_y = 3C; — 203C, + 2ALC!" — §Am405V .

6 T
Tomando-se (G.1) x 9 — (G.3), segue que:

9C;_y — Cis = 8C; — 6AzC; + %%Aa:"’(;‘:" - %

Combinando-se (G.4) com {G.5) para eliminar C; , vem:

cluMy 20 3+ 9C;_y ~ 18C;_, + 11C;  AzL®

+ (J?",.

' 6Ax 4

t £, -y
4142 i=1f2 .
ESCIEV&BdO—SE G‘- = A P resulta que.

1
fff;% = (2Cig ~ TCiq +11C4) , @
ch = % (2Ci-3 ~ TCig + 11Ciy) .

AzCIV |

(é-l)
(G2)

(G.3)

(G.4)

(G.5)

(G.6)

(G.7)
(G.8)

Neste trabalho estaremos tratando o método acima como método de Leonard

modificado.

1Y



H ESQUEMAS DE SEGUNDA ORDEM NO
TEMPO

Conforme ja vimes, vérios esquemas de ordem mais alta t8m sido propostos
para a discretizagio do termo convectivo. Taggart et alii [47] comentam ¢ método de
Leith ou Lax - Wendroff, que considera uma discretizagao de segunda ordem no termo de
acumulacio.

Podemos partir da equagdo da convecgio - difusido em sua forma dimensional,
considerando nulo o termo difusivo (F.35):

aCc  oC
“é‘; + U"é;" =10 . (Hl)
Sabemos que:
ac\ AL (pC
nt+l _ T
CI™ =] +At(6t) ~+~---2 (-—-“—atz)i-l-... (H.2)

Utilizando-se (H.1} , segue que:

FC  PC  LPC
F i ik = 2 (H3)

Substituindo-se em (H.2), obtem-se:

aC ot -cr At L&C

BT TTA T 2V e |
C?.H - C:L N!Z n n "
= - 2 (Cn, 200 +C0y) . (H.A)

Substituindo-se (H.4) em (H.1) , resulta que:

At QAm QAt ( -+1 —2C7 + C:‘_l) =0,

onde o termo convectivo foi discretizado por diferengas centrais (esquema de Lax - Wen-

droff ).

Assim,

178
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2

CPf = CF = No (O = CL) + 52 (Gl 207 4C1y) . (M)

Notamos que a discretizacdo de segunda ordem no tempo introduz um termo
difusivo que nio estava presente na equagdo original. Assim, a solucdo obtida com esse
método deve apresentar uma tendéncia mais dissipativa.

Em termos estritos, o esquema acima n3o pode ser empregado quando existe
dispersao fisica, uma vez que foi deduzido admitindo-se a forma hiperbdlica da equacio
de conservacio.



I ANALISE DE ESTABILIDADE, EQUACAO
DA CONVECCAO - DIFUSAO LINEAR, 1D,
METODO DE SAAD-LEONARD, EXPLICITO

Inicialmente analisaremos a equagdo da convecgdo-difusio em sua forma hi-
perbdlica, ou seja, sem o termo difusivo. A discretizagio com o método de Saad-Leonard
fornece, para o esquema explicito:

207, —6CL, +3CT + CL, + et - or _

A v 0. (L.1)
Pelo método de Von Neumann,
1 X ) . 1 ,.Y’!H-}
v 1238 38 ~238 I B =0 . i
o (2 6 434 ]+At(7; 1) 0 (12)
Desenvolvendo-se, segue que:
n41
Boqo 2 [2e59 — 6+ 3+ e“m} : (1.3)
g 6

onde A = At/Az (ntmero de Courant).

A parte real é dada por :
A 2X
1— 5[3—4&939-%&052(?] =1- *é-[cosﬁ—- 1 .
A parte imaginaria é dada por :

—% [Bsenf — sen2f] = ——gg-senﬂ {4 — cosf] .

Tomando-se o mdédulo do nlimero complexo e aplicando-se a condigao de esta-
bilidade, segue que:

ntl{? 2
Tp m1~§~ié-[c039—1]4+
o 36

2

A
m% [cosf — 1% + %éwsmzﬁ [4—cosf) < 1.

180
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Desenvolvendo-se, resulta gue:

)< 6cost — 1)
~ {{cosh — 1)4 + sen?B{4 ~ cosf)?]

(1.4)

O valor minimo do lado direito de (1.4) é zero, obtido quando & = 0. Portanto,
se Pe — 00, o limite de estabilidade € A €0, ou seja, o método de Saad-Leonard explicito
nio € estavel quando o fluxo é totalmete convectivo.

Considerando-se a equagho completa e aplicando o método de Von Neumann,
segue que:

L [2‘3“‘5‘9 —~6e 434 e"zﬁ] +

6Az
) . 1 ,.},n-H
- R A B B .
PeAx? [e 2+e ] t At ( v ) (L5)
Definindo-se o ntimero de Peclet celular,
Pecpr. = PelAx (1.6)
e substituindo-se na equagio (1.5}, resulta que:
741 .
o g A [2653 — 6% 4+ 3+ e”zial + [659 ~ 24 e”-’g] . (1.7)
T 6 €CEL.
A parte real é dada por :
22 " 2
- — - f 1) =
1 5 (cost — 1) + Pooor {cos )
_ {costt — 1) 1
=1 — 2X{cosf ~ 1) 5 Poomr,

A parte imaginaria € expressa por :

2A

m—«gsenﬁ [4 — cosfl] .

Tomando-se 0 médulo, vem:
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2

n+l
Tv = 1—4A{cosf ~1) cosf =) __1
§—1) 1 7?
43 (cost — 1y |20 = 1)
+ (cos ) [ 6 Pecgr,
4}‘2 2 2
+ S5 sen 84 ~ cosf]" <1 .

Desenvolvendo-se, resulta que:

{cosd — 1) [(mg"” e ]

< 3] Peegr. (I 8)
- cosf— 2, sem ) ’
{cost) — 1) [( g D Pa_clm‘] + 2228 4 — cosfl]

Com a expressio acima, obtemos os limites de estabilidade do método de Saad-
Leonard para o esquema explicito, apresentados na tabela I.1.

1/ Pecpr. Peopr. Apax.
(3,00 o0 0,000
0,10 10,00 0,200
0,20 5,00 0,400
0,30 3,33 8,600
1,35 2,86 0,698
0,40 2,50 (0,681
0,50 2,00 0,600
0,60 1,67 03,536
4,70 1,43 0,484
0,80 1,25 0,441
0,90 1,11 0,405
1,00 1,060 0,375

Tabela L1: Limites de estabilidade. Método de Saad-Leonard explicito.



J CRITERIOS PARA UM ESQUEMA DE
DISCRETIZACAO SER TVD

Aqui reproduzimos a demonstragio apresentada por Harten [20] e Rubin ¢
Blunt {40}. Consideremos a equagio de Buckley-Leverett, na forma adimensional:

a5 8fm_
“é"t""'?'éfm—mﬂ. {J.1)

Podemos admitir um esquema parcialmente implicito de discretizacio para
caleular o perfil de saturagdes:

ST — S = O ASP + DPAS? — CPRIASTE 4 DPFLASPH {J.2)
onde: &5}_1 - S; - S,;Hl L ﬁ-s, = S,'..H - S,' .
Os coeficientes C; e D; dependem do esquema de discretizacdo utilizado.
A variacao total é definida como:
TV" =Y |AS?| . (4.3

1

Reescrevendo-se (J.2) para o nd i + 1, ver:

SEH — STy = —CPAST + Dl AST, — CPHASIY 4 DIFIASHE . (J4)

Fazendo-se (J.4) — (J.2) , vem:

ASIH —ASF = — CPMASHT 4 CPHIASH ¢
~ CTAST+CI A8, +
— DIVIASTT + DESASIE +
— DAST + D7 ASY, (J.5)

Rearranjando-se, resulta:

(1+Cr + DY ASH = (1-CP - D AS!+
+ OFHIASKY 4 OF AST, +
+ DINASIE + DI ASE, . (J.6)
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Supondo-se CY 20, D7 20,0 20, D/ >0e1>Cr+ D720, 05
coeficientes de (J.6) sdo todos positivos e a desigualdade triangular pode ser aplicada.

(1+ ot 4 Dpv)|ASIY] < (1- 07 - DR IAS + O lasi 4
+ Cn, |ASE,| + D lasei +
+ DL, A8,

(J.7)

Somando-se ambos os lades de (J.7) para todas as células da malha e lembrando
que:

ZC{ iAS:l = ZC:‘-I IAS'*II ’

> Di|AS] = 2Dt 884,

resulfa que:

Ylas < Sias (3.8)

ou seja: TVt < Tye

Demonstramos entdo que um esquema de discretizagdo definido por (J1.2) é
TVD se:

Cr26,D20,CM 20, DM 20el2Cr+D2>0. (J.9)



K APLICACAO DOS CRITERIOS TVD PARA
UMA EQUACAO DE CONSERVACAO.
LIMITADORES DE FLUXO.

Nesse apéndice deduzimos, com base nas equagdes apresentadas no apéndice
auterior, as Testrigbes que devem ser impostas sobre os limitadores de fluxo para que o
esquerna final seja TVD. Consideramos malhas uniformes e nio-uniformes. Apresentamos
uma andlise critica de alguns limitadores de fluxo propostos na literatura.

K.1 Aplicagao do Critério TVD para Malhas Uniformes

Vamos partir da equacdo de Buckley-Leverett adimensional:

88 af
""8"5' 3‘;—0 . (K"l)

Podemos escrever, em termos de diferencas finitas:

SpHt_gn  Fit - P, Fiye—Flap
1 1 : _ ={ . K.2
40 — +(1-8 = (K.2)
Definindo-se:
M=AbAz, (K.3)
VeI
(8041 = 57) = =2 (1= 0) (Fhape — Flap) = 20 (Fitlo - F23),) . (K)

Mas, pela aproximagio proposta por Harten et alii {20], considerando-se fluxo
no sentido ¢ — 1 -~ & -+ {1, segue que:

Fanpp=Fi+ 5 (Fun = F) . (K.5)
Substituindo-se em (K.4) chega-se a:
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S =S = = A0 (Fr - B - M (R - Feit) +
= 3B (-0 (P - ) 0B (-0 (R - P
)\‘P:"HB Frz+1 Fn-i-l A@?jlxg n+1 41
- (H—l - )’f‘ 5 (F, NF,-_I) . (K.6)

Definindo-se a razao entre os fluxos nas interfaces:

ri = WW*F“ s (K.7)
‘ t-i»} Fﬂ k '
e a velocidade efetiva ou gradiente de fluxo:
,UR — ‘P}n o f:r:-]. K 8
CT S Te (%3]
a equagdo (K.6} fica:
St 5n) = —arASE (1 -0 (1-?3:‘-) -0 F
(s l) Y -1 ( ) 9 +( )2?”:1 +
Ak 41 e ¥y
ASTY { ( -5 )+92r}““] : (K.9)
Comparando-se com a equagio (J.2), vem:
D= DRe=0
OF = At __g( %4) |- oy P
fo= apfa-o (-5 ea-n K]
41 n+4l
ol = Aot [9 (1 ‘P:; ) +0 %ﬂﬂ}
Aplicando-se os critérios TVD deduzidos no apéndice J, resulta que:
ntl b
Auptt [ﬁ (1 ""*;) 6“’* ] >0, (K.10)

n

lzxv?[(1—3)(1~?ﬁ§i)+(1—a)§%}30 : (K.11)
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Esquemas Explicitos (§ = 0)

Ficamos somente com a condi¢io {K.11) :

" Wiey | P
1 -3 ,\ ¥ —— o xTA LI = .
2 Av] (l 5 + Qr,’-‘) >0 (K.12)

Sweby[46] e Rubin e Blunt [40] propdem adotar Av} = 1/2, ou, seja, nimero
de Courant igual a 1/2.

Assim, {K.12) é obedecida quando fixamos:

2 2 ¢lr)z20, (K.13)
2 > "pff) >0 (K.14)
Esquemas implicitos (§ = 1)
Ficamos apenas com a condi¢io (K.10}) :
n+l neg-1
n Pi-1 ¥
Avptt (1 ---—-é--—~+§;;,_;;;-,~) >0 . (K.15)

Utilizando-se as mesmas restrigbes (K.13) e (K.14) sobre ¢, a equagio (K.15)
¢ obedecida para qualquer mimero de Courant.

K.2 Critério TVD para Malhas Nao Uniformes

Quando a malha nao é uniforme, definimos:

Az

% T Betban (10
&x,‘
B = Aot Avier (K.17}

Com base no mesmo procedimento do item anferior, escrevemos, para fluxo
no sentide 1 —1 — ¢ — 24 1:
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AJ?,‘ };‘1 - F1
Faap = Fitoi== 5"t o By i (Fupy — Fy) (K.18)

9 DBritAziyy
2

Fiap = Fig+ @Sy (Fy~ Fiy) . {K.19}

Da definicio de r; , temos:

rvw—(mﬂ'“ﬂ*‘)ﬂ (K.20
T\Fn-F) B )
Portanto,
Fi-Fo\ o
Foq —F, = | ——mm ) 2
i — 5 ( - ) 7 (K.21)
Assim;

Fi— Fia\ o i
Finp = Fi+ o (=72 G =Rt TR R) (K.22)
e tambeém:
¢ 0¥y .
F€+1f2 =Ly = (F; - E-l) [1 + f;f‘" - ‘Ps‘—zﬂi—l] . (K-23)

Considerando-se o esquema explicito, a equacdo de conservagao fica:

SPH = 87 = p (87— S2) (1 - piafls + £ (K.24)

Ty

Para o esquema acima ser TVD devemos ter:

Aa‘
0 < Ay} (1 — i1 fia + &—l) <1l. (K.25)
¥
Nos proximos itens abordamos os diversos limitadores propostos na literatura.
Nio encontramos, nos artigos pesquisados, demontragbes e analises cuidadosas como as
que apresentamos a seguir.

Por fins de simplicidade, estaremos trabalhande com o esquema explicito de
discretizacio.
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K.3 Regiao TVD de Sweby - Malhas Uniformes

Demonstramos que, para o esquema explicito de discretizacio, com malha
uniforme, os limitadores ¢ devem obedecer as desigualdades:

! {p’.* 1 (Q’."
P > — E . LAmi 5 -3 :_2

L

Ja vimos que, quando escolhemos:

05@(r)£260§f(;ﬁ§2, {K.27)
as desigualdades acima sdo obedecidas.

Para 7 > 0 wma escolha ébvia, proposta por Sweby [46] é:

p(r) =min (2, 2r) . (K.28)
Quando r < 0 (fluxo convergente ou divergente}, Sweby [46] assume ¢ = 0,
retornando ao esquema de 1 ponto a montante.

Sweby também demonstra que qualquer esquema de discretizagio de segunda
ordem passando pelos pontos (1 — 2,¢ — 1,4,7 4 1) deve ser uma média ponderada entre
os esquemas de discretizagio central e dois pontos a montante, isto é:

o(r) = (1 - 8) plOr) + 057y | (K.29)
onde 0 <8 <L 1.

Partindo-se das equagbes para Si;1/, pelos esquemas central e dois pontos a
montante, é facl provar que:

¢y = 1, (K.30)
PEFMpY = (K.31)

Assim,
pr)={1-0+br=1+4+0(r—1) , (K.32)

ou seja,
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p{r) — 1 ,

i = T (K.33)

Como 0 < § <1, temos:
r<p{r}<1 ,paral<r <1, (K.34)
1<e{r)<r ,parar>1. (K.35)

Portanto, as condigdes:

0 < pn=<2, (K.36)
0 < @f)gz, (K.37)
r < p(r}€l,se<r<l,e {(K.38)
I € er)<r,ser>1, (K.39)

definem a regifgo TVD de Sweby, apresentada pa figura K.1. O limitador de Sweby
corresponde ao limite superior dessa regiao.

K.4 Regiao TVD de Sweby - Malhas Nao Uniformes

Analisaremos as diversas situagdes de fluxo.

a) g 0euy,, =0

i1 2
Nessze caso o desenvolvimento é exatamente ¢ mesmo apresentade no ftem K.2.

Chegamos a:

egngﬁ—@mﬁq+¢&ﬁ51. (K.40)

Com Av? = 1/2, aplicamos o critério de Sweby para obter:

0< i S1YBis = pimr = min (ply, 1/Bia) (K.41)
osﬂgi—+w:mmﬂﬁfﬂ- (K.42)
r; & Y

Observages :
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* @i, ¥ séo limitadores calculados por algum critério, por exemplo: limitador de

Van Leer |

himitador de terceira ordem, etc.

+ No caso analisado, como os fluxos nas interfaces t8m o mesmo sentido, r; > 0.

* Sey, <0 fazemos ¢; = 0.

b) u,

Fi+1}2 =
Fiayp =

P12 <Oe “r.-,,,,:, <0

Arigy
Ar + Az
Fi4+ i (Fiqy — F)

Fi+1 + 5

Da definicio,

= F~Fa\ (Ar + b2y _ [ F—-Fua\ B
TUNFL - R\ bn 4 A ] T\ Fa~Fj e

Portanto:

Emlmﬂm(

i1 &

Substituindo-se em (K.44) , segue que:

Logo,

Fi - F£+1) Bi

i

i

f}wusz}‘i‘m(ﬂ—ﬂﬂ )-

£l

F£+1;2 - Fi-»l,'z = (Fi-H - F;) [1 — Pitgy + *“““*“}

Pi1 i

i1

Aplicando-se o critério de Sweby , resulta que:

{Obs.:

0 < i<
= ¥ iyl
0 < f—‘:—’figlmo,--lznﬁn(so
Ti-1

nesse caso também temos r;.y > 0

~ @y = min (@] , /o) ,

- i1

-1 73 ﬁi

).

(Fi— Fiyy) = Fipy + i (Fi — Fiyp) L (K43)

(K.44)

(K 45)

(K.46)

(K.47)

(K.48)

(K .49)

(K.50)
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€) uy <bewug, .20

i1 42

Repetimos os procedimentos dos itens anteriores e, apds um longo desenvolvi-
mento, obtemos:

@ = min (@], 1o}, (K.51)
Pi-1 = min (@?,1,1/&-:) : (K.52)

d) Usiyin 2 Oewu, ,, <0

Nesse caso, um longo desenvolvimenio conduz a:

i = man (], 1/B) , (K.53)
. . 1 &%
pr = min (o0 32 (il (K.54)

Com as restri¢des deduzidas nos itens acima definimos a regido TVD de Sweby
para malhas ndo-uniformes.

K.5 O Limitador de Van-Leer

O Limitador de Van-Leer {50}, utilizado por Rubin e Blunt {40] no esquema
TVD é definido por:

_r-i—|r|
S 14

plr) (K.55)

Pela figura K.1 podemos observar que o limitador de Van Leer esta contido no

interior da regido de Sweby.

Rubin e Blunt [40] mostram, com base em resultados numéricos, que o uso do
limitador de Van Leer prodnz um esquema TVD de segunda ordem no espaco.

A seguir apresentamos uma interpretagio interessante e original do limitador

de Van Leer [50}.

Se r > 0, temos:

2r;
1 -*}- ¥ '

@i = (K.56)
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Para o fluxonosentido 4 —1 — ¢ - ¢4 1:

R~ P,
t Fon —-F
Substituindo-se, vem:
Y Fa - )+ (Fi-Fy) )
Lembramos que, nesse caso, o esquema TVD é escrito comor
Az fF .y — F
Firjp = Fob 028 (_f_tl____:) 5
+1/2 + i 5 e (K.58)
Substituindo-se (K.57) em (K.58), vem:
Az 2 (F}H - Fz) (-F: - Fs-:)
Fpap=F+ — . K.59
A 2 {Ax (Fipr — ) + (Fi— Fia)) (K-59)

Comparando-se (K.59) com a expansdo de iy, em série de Taylor, uma
importante conclusdo é obtida:

*0 uso do limiador de Van Leer corresponde a utilizar a média harménica
das derivadas de f em 1+ 1/2 e 1 — 1/2 para calcular a derivada de f no né ¢.”

Tal conclusdo tem um significado fisico. No problema de Buckley-Leverett
sem pressdo capilar, por exemplo, a frente de avango é abrupta; como a média harménica
tende para o menor valor, na posicao da frente a derivada em ¢ € nula, e a aproximacio
para fip1z7 € feita por f;, 1 ponto a montante, evitando assim as oscilagbes comuns aos
métodos de ordens mais alta.

E facil também demonstrar que o limitador de Van Leer nao se altera quando
a malha nac é uniforme. Vamos utilizar na demonstragho o conceito de que o limitador
de Van Leer corresponde 20 uso de média harménica para céleulo da derivada no nd i

Derivada em ¢ — 1/2:

Fi — Fiq
{Aw + Aziy)

(K.60)

Derivada em 1 + 1/2:

Fioy— F;
‘% (A:Z‘-‘g + AZ?,‘.}.}) )

(K.61)



Média harmdnica:

_ ‘;’ (QI,‘ 4 &l’i_]) n % (ﬂll‘, -+ &.’B,‘_}.i)

2
F (F; =~ Fry) (Figr — F)

Usando-se as definigdes:

s = AI; ﬁ _ A(E;
P &Z?f + Air,‘...] ’ P AQ:{ “+ Au"fﬂ»! ’
resulta que:
Ar; 1 1 A$g_1_ i

2 ;:ﬂmF;_3+ 2 BiFn—-F’

3 Az, 1 &E«H“‘*Ff i
F T8 (P —F) | Fim Fiy ]

L0 EN

e, da defini¢do de r; :

_Axi 4 Axpy F - Fi _fEiFi_ﬂ—l

N et Bria BB BB - B
segue que:
F T 20 (Fip — F) brs
Assim,
' (Figr — F)
F; = 4p; :
' A Az 1+ 7
() esquema TVD para malha nao-uniforme € escrito como:
Az,  Fyuy - F
12 = Bt oty = ot e (F ~ F
'F:+1,{2 +30 2 %(Aﬂ:,’.{.]_“i"'éﬂ:{) +¥)ﬁ ( +1 ) b
ou seja:

r wifi N
'F'f - A.’B,‘/?.. (Ft+1 ‘F;) *

Igualando-se (K.69) a (K.67), vem:
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(K.62)

(K.63)

(K.64)

(K.65)

(K.66)

(K.67)

(K.68)

(K.69)



_ 27‘,’ K
PETT (K.70)
Ou, de forma mais geral para incluir o trecho com r < 0,
' 1 "}* I?“{I ) ’

Concluimos entdo que o limitador de Van Leer ndo se altera quando a malha
é néo uniforme.

O mesmo resultado € obtido quando o fluxo se da no sentido contrédrio (7 + 1
para ).

K.6 Limitador de Terceira Ordem

hspace2em

Nesse item deduziremos a expressdo do limitador para o esquema de terceira
ordem de discretizagio do fermo convectivo. Essas idéias foram introduzidas por Gupta
e King [18} e por Jianchun Liu [27]. A anélise serd feita para a malha ndo uniforme.

Inicialmente consideramos fluxo no sentido 1 ~1 ~+ 7 — 74 1.

Com base nas expressdes propostas por Saad et alii {41] (vide apéndice F),
termos:

ﬂg

Faap = Fit 5 (Fi=F)+ 5 (Fan - F) (K.72)
Fispp = Fia+ 52 (i - F‘_a) B FL) . KT
Da expressdo para o método TVD,
Fiip=F+ebi{Fn - F) . {(K.74)
Igualando-se (K.72) e (K.T4),
% (B Fio) 4 28 (Foa = F) = 036 (Fey = F)

Assim,

o (Fi=Fiy) | 2
s A R A bt o K.75
T 38, (&V—F;)*a (K.75)
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Da defini¢do de r;, (K.20), segue que:

1
vi= 3 (247 . {(K.76)
Ja haviamos observado que;
FSL 2 FO 1 FEPM) K
i/ T 3 i+1f2 3 +if2 ( '??)
Como:
o =1e M =, | (K.78)
podemos escrever, da mesma forma, que:
sy 2, L e
v =gt gy ' (K.79)

Se o fluxo se da no sentido contrério, 1+ 1 — 7 -+ ¢ — 1 escrevemos;

Arigy Fy— Fiq __
2 % (Dzi + B2zi41)

Frpipp = Fipn + Fopn +pici (F = Fog) (K.80)

Mas, nesse caso, sabemos que o esquema de terceira ordem (Saad-Leonard)

conduz a:
. 2041 Bis
Fipspe = Fpy 4 5 (Fi = Fipa)+ r {(Fig1 ~ Fipa) . (K.81)
Ignalando-se (K.80) e (K.81), segue que:
Bivy { Figa — Fiys 2
i = . K.82
’ 3€¥£+1 K~ F;E+1 * 3 ( )

Mas, como uZi41yz < 0, temos:

oo [ Fir = P [ B2+ Ain i (B — i+2) _ (K 83)
' F,~Fu Azigy + Agigg o \ 55— Fyy .

Substituindo-se (K.83) em (K.82), resulta:

;= %(2 +r) (K.84)
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Ou seja, essa definicio de @; é vdlida independentemente do sentido do fluxo.

Para que o esquema seja TVD, o limitador de terceira ordem deve também
ficar contido no interior da regizgo TVD de Sweby (figura K.1).

Jianchun Liu {27} propos uma ampliagio na regidao TVD de Sweby:

Para o método explicito, com malha uniforme, a equacio {K.12) mostra as
restrigbes sobre o limitador i; para que o esquema de discretizagio seja TVD:

Wia , 97
0<AlP ] S 2 21 ) )
< Ay ( 5 ~i—2r,}) <1 (K.85)

t

Para um nimero de Courant igual a 1/2, ficamos com:

P11 .
e I L K.
=5 + oo S (K.86)
Liu [27] admitiu ¢;..1 = @; para escrever:
1<f§(i 1)<1 (K.87)
- 2 i - ) '

Para r < 1, a relagdo acima fica:

(K.88)

Para r 2 1, temos:

(K.89)
A regido TVD de Liu , com o limitador de terceira ordem, é apresentada na
figura K.2.

Para conservar o limitador de terceira ordem no interior da regizgo TVD, Liu
propos:

wo{r) = [sinal(r 4+ 2} min ( ?jr! ,% fr 4 2!) ‘ (K.90)

1

A regido TVD de Liu é realmente maior que a regiao TVD de Sweby, e se es-
tende também na faixa de r < 0. A critica estd na simplificagdo admitida para definir esta
regiao { i1 = ; ). Em nossos exemplos praticos demonstramos que essa simplificagdo
nio € adequada.
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Figura K.2: Regido TVD de Liu.




L SOLUGAO SEMI- ANALITICA DA EQUACAO
DA CONVECCAO - DIFUSAO LINEAR, 1D

Sabemos que a equacio da convecgdo - difusdo linear, 1D, pode ser escrita, na
sua forma adimensional, como;

oC B¢ 1 &
R Y (1.1)

Nao estamos usando os indices de adimensionalizagio por simplificacio.
As seguintes condi¢bes de contorno serdo utilizadas:
Condigéo inicial:
Clz,0)=0 . (L.2)

Condicao de contorno interna:

C(0,8) =1 . (L.3)

Condigdo de contorno externa:

CLt)=0 . (L.4)

Os casos praticos serdo analisados para tempos curtos, antes que a frente atinja
a fronteira externa. Dessa forma, a condicio de contorno externa praticamente nao influi
no resultado.

Aplicando-se a transformada de Laplace a {L.1}, vem:

- ac _1&c¢
_ . L.
s C —C(z,00+ dz  Pe 02? (L-5)
Comeo C{z,0) =0 , ficamos com:
1o°c 8¢ -
- —s(= L.6
Peoxt Bz °C 0, (L.6)

que é uma equacao linear homogénea.

A equagdo caracteristica associada é:
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i
eep? _p g =

Pe

Resolvendo-se, resulta que:

¥

FPe+ \/Pe? + 4Pes >0
2
Pe —\/Pe? 4 4Pes

Ty ==
2 3 <{.

Assim,

¢ (z,8) = Ae™* + Age™®

Pela condicio de contorne interna, C {0,s) = L

Assim,

1 1

6(0,8):A;+A22;ﬂA2‘—“;WA1 .

Pela condigio de contorno externa :

C(1,8)=0
-y A1€7 4 Age™ = 0
- Age + («Iw - Al) €7 =0

&

— Ap{e™ —e?) = ~&2
1/s
) — Ay = PR

Substituindo-se em L.9,

1 e(fl”rz)
A2 = -...:; (} — e(":“*‘!))
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(L.7)

(L.8)

(L.9)

(L.10)

(L.11)

Assim, obtemos a solucio andlitica no campo de Laplace. Tentamos fazer a
inversio numérica por Stehfest, mas o resultado nao foi bom nos casos convectivos {Peclet
alto). A inversio pelo método de Crump {12} aperfeigoado por Corréa et alii [11] conduziu

a resultados bem mais precisos,



M METODO DE ALLEN-FIGUEIREDO PARA

SOLUCAO DA EQUACAO DE BUCKLEY -
LEVERETT

A utilizagdo do méiodo de Allen-Figueiredo {15] para resolver um problema
nao-linear & complicada. Podemos tomar como exemplo a equagio de Buckley-Leverett
completa, escrita sem og indices de adimensionalizacio:

ofu 1 8 88,\ | 88, _
B Mg Ba (9(5«“)“5;")*“5;*-“‘ (M.1)

Para se tentar linearizar os termos de fluxo, a seguinte transformacao foi defi-

nida:
S
¥(Sy) = ¢ g(8,)d5y (M.2)
ou seja,
av a8,
5 = 9(Su) 5 (M.3)

Substituindo-se em (M.1), segue que:

df, 1 8¢ 1 8% AU

1
A b M.4
35,9050 9z~ Ne 9w Tgisga =0 (M.4)
ou, chamando:
! dfw

A T (M.5)

O¥ g R L 9% o M6

0z Npof, 8z* ' f., ot 0 (M.6)

Definindo-se ¢ niimero de Peclet local como:
fui Nar

Pe; = == M.7
‘ .gf(sw) ( )

a equagao (M.6) fica:
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oV 1 8% 10Y

. Pe;é;; + E-—g; =0 . {M.8)

Admitindo-se f, e Pe; como localmente constantes, o método de Allen-
Figueiredo pode ser aplicado conforme a descricdo do Capitulo 4.

Ao final, chegamos a uma expressdo idéntica & obtida no apéndice C para o
operador em diferengas finitas:

Ko= A", — (A'” + AU AT (M.9)

onde:

- g — 1y + By Thg
A = mmmm—— A = 3 (M‘]‘G)
B 2N
ny = P (M.11)
e

Pi = (Togany — Tingga ) — (Baniog — ianig) + (@msy — ziong) (M.12)

Substituindo-se em (M.8) e usando-se o esquema explicito, resulta que:

PP = U - fLAL[ATEE, - (AT 4 ATV 4 ATOY] (M.13)
Aplicando-se as equages acima para um caso convective (Pe; alto}, chegamos,
ap6s um longo algebrismo e algumas aproximagoes a:

» At
U = 07 - f (vr —wz,) , (M.14)
que ¢ o proprio método de 1 ponto a montante.
A aplicagdo do método exige varias interpolagbes devido a transformagdo pro-
posta. Os resultados obtidos, de forma geral, nio foram bons, e nido insistimos com o
método.



N METODO DE PATANKAR PARA SOLUGAO
DA EQUACAO DE BUCKLEY - LEVERETT

A aplicagdo desse método para uma equagio nao-linear é sugerida por Patankar

[33].
Seguindo as idéias ja discutidas no apéndice ), temos, para regime permanente:
e _ 4 (o845, ,
dx (NRL a’m) 0, (N-1)
o
d[f A d (g(5)dSw -0
dz Sw “ 651‘ NRL dx ‘
Definindo-se:
o Ju
Fete (N2)
_ 9(5u)
I'= Ny (N.3)
(fu/Suw).L _FL
Pe = = ; N.4
"7 9B Na, T )
segue que:
d 45,
Ef-:z_:(F'Sw) (FE) 0. {N.5}

Como a equacio original estd na forma adimensional, z e L sio grandezas
adimensionais.

Admitindo-se F e T localmente constantes, e as seguintes condicbes de con-
torno:

z=0—= 8= 5w »
= L 8= 8, ,

a equacio (N.5) é resolvida analiticamente, obtendo-se:

S, = Ay + Al | (N.6)
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onde:
A}_Swﬂep"' Sy
efe —1 ’
Sy = S,
A - Wi, i .
2 efe — 1

Substituindo-se, a equacio (N.8) pode ser escrita como:

Sw _ Swn 5 6Peer -1

So S o1 (N.7)
0 fluxo total, dado por:
dS
J = N il y
FS,-T ol (N.8)
pode ser obtido utilizando-se {N.7), resultando:
S T
7= F[Su+ w;eiz] (N.9)
Para o fluxo na interface,
Swi — Sw& ;
Jivpe = Fop [Sw.- + M] ; (N.10)
ou seja:
: . fw Sw.- - Sw,'+1
o = (TSZ i+1/2 S ¥ gPeanis 11 (11
fw Sw'_, o Sw-
g, =i S s S L S .
Jear (Sw)i-u'z { e ePi-iiz 1} (N-12)
onde:
P€i+1;2 =z NRL (-'E?-) Az . (N.lg)
gﬁ‘{*]{ﬁ Sw £+1;2

Os melhores resultados foram obtidos avaliando {f,/S5.) a montante nas e-
guaches acima.

Portanto, para o esquema explicito, escrevemos:

. At n
53:1 = 5 — Az (J£+1/z - Ji«-lf‘z) (N.14)
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Observagio ; A aproximacéo acima € consistente, pois, quando o fluxo é con-

J{+1j2 = (“é“ﬂi) ) Sw‘- = (éﬁ) Sw,- = fw.- ;
w/is1/2 wiy

ou seja, recaimos no método de ponderagado a montante.

vectivo:




ANEXOS

As listagens dos programas de computador desenvolvidos ao longo da tese estio
disponivels como anexo i tese na biblioteca do Departamento de Engenharia do Petrdleo
da UNICAMP. A seguir apresentamos uma breve descrigio dos principais programas.

¢ BURGO1 : Solugdo numérica da equagdo de Burgers.
s HARTO1 : Solucdo numérica da equagio de Harten et alii.

¢ 1DLIN2: Solucdo semi-analitica e numérica da equagdo da convecgho-difusio linear
em 11

¢ BLOO : Solugdo semi-analitica e numérica da equagio de Buckley-Leverett.
» 2DPRES2 : Gera o campo de pressdes para fluxo monofasico permanente em 2D.

# 2DCONCYT : Calcula as concentracoes do tragador em fluxo monofdsico perma-
nente em 2D.

¢ FSPNEW : Solucdo semi-analitica para o fluxo élec-dgua incompressivel em 2D,
em qualquer geometria, com base na teoria de Higgins e Leighton.

¢ BLANO3 : Solugio semi-analitica para o fluxo dleo-dgua incompressivel em 2D,
em qualquer geometria, com base na teoria de LeBlanc e Caudle.

¢ INJETS8A : Simulador “black-0il” bifdsico, bidimensional, com as varias op¢des
de métodos TVD implantadas nos esquemas IMPES, semi-implicito e totalmente
implicito. Estdo também implantadas as opgbes de tragadores na fase dgua, com
TVD, nos esquemas explicito e implicito.
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