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RESUMO

Este trabalho apresenta um conjunto de técnicas de identificagéo pa-
ramétrica e nao paramétrica no dominio do tempo, aplicaveis para a analise
modal de sistemas mecinicos. No estudo adota-se wm modelo linear de
parametros discrelos para descrever 0 comportamento dinamico dos sistema
emn analise. A caracteristica deste trabalho é a utilizagio de téenicas de al-
gebra linear computacional e de certas teorias ¢ téenicas usuals da 4rea de
problemas inversos no desenvolvimento dos métodos propostos. Destaca neste
ponto uma exaustiva utilizagio do teorema SVD nas aplicaches tedricas e
praticas das téenicas apresentadas, A metodologia utilizada, comeca com &
apresentacao de técnicas SISO, continuando de maneira natural com a extensio
das mesmas para sistemas MIMO. Os pontos abordados de maior importancia
se centralizam em: aj O problema de estimar a matriz de resposta ao impulso
unitdrio sem wtilizar ¢ dominio da frequéncia {Deconvolugio MIMO), e b) a
determinacio da ordem do sistemas em andlise e o cdleulo de estimativas de
pardmetros modais através de téenicas do tipo predigio linear na direcéo in-
versa (3BM, ERABACK e PSINBACK). Apresentam-se simulacdes numéricas

com sistemas sintélicos altamente contaminados por ruido.



ABSTRACT

The work presents a collection of parametric and non parametric
time domain identification techniques, employed in the modal anlysis of a me-
chanical system. The dynamical behaviour of the system is studied from a
linear model of the same, built from discrete parameters. The main charac-
teristic of the work is the employment of computational techniques of linear
algebra as well as certain theorectical results and procedures from the matema-
tical field of inverse problems. The SVD theorem is, in this aspect, extensively
used to explain much of the theory and practice of the techniques developed.
The metodology followed starts with the presentation of SISO techniques wich.
are naturally exiended at a second stage to MIMO procedures. The most. .
important problems assessod by the work are that of a) determining estima-
tes of impulse response functions without recurring to the frequency domain
{use of MIMO deconvolution), and b) the determination of the systems order
and modal parameters trhough the use of linear prediction technigues in the
inverse direction {SBA, ERABACK and PSINBACK). Numerycal simulati-
ons are presented with the use of typically high level of noise present in the

dynarnical signals to be analysed.



Simbolos

M, C K Matrizes simétricas n x »n, de massa v amortecimento e rigidez

u, f Fungoes veloriais n x 1 de excitagio e resposta

£: Operador transformada de Laplace

F Operador transformada de Fourier

His): Matriz fungae de transferéncia

Hi;ls): Elemento genérico da matriz luncio de transferéncia

Hi(=z): Fungao de transferéncia pontual no plano 2

hit): Matriz resposta ao impulso unitario

h{t): Elemento genérico da malriz resposta ao impulso

A, B, C: Matrizes das equagdes de estado no caso continuo

Ary D Autovalores e autovetores do sisterna mecanico
W Frequéncias naturais

£ Fatores de amortecimento modal

A: Matriz diagonal de autovalores

1h,2 Autovetor da matriz de estado

& Matriz de autovalores A,

R Matriz de antovetores da matriz de estado

A, B: Matrizes das equacdes de estado no caso discreto

I Matriz identidade

Ad: Taxa de amostragem

Iyl Polos do sistema no plano =

G5 Matriz do modelo ARMA Progressiva

Gy Vetor de parametros ARMA

H: Matriz de antocorrelacdes

s Matriz do modelo ARMA na direcio inversa

A Vetor de pardmetros ARMA na direcio inversa

T: Matriz Toeplitz do modelo AR progressive

3 Vetor de parameiros AR progresivo

U Matriz de Vandermonde

r Vetor de resfduos

H: Matriz Hankel do modelo AR na direcio inversa

c: Vetor de parametros AR na direcio inversa

U, o,0v Matrizes da decomposigao SVD de H
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Namero de condicho da matriz H

Matriz Hankel de informacoes no caso de dados com ruido
Matriz Hankel de perturbacdes

Norma-2 ou norma espectral

Norma Frohenius

Valores singulares da matriz Hankel

Matriz construida via truncamento da SVD) de H
Momentos normalizados da funcio resposta ao impulso
Matrizes Toeplitz do método dos momentos

Espaco de sinals quadrado integraveis

{ULL), Vilt), o155, Familia Singular do operador integral

F:
h
i
IR,
FLgrm,

CQXm.
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H(0), H(1):

5:

Sy

F;
Ay
Nord:
Nt
Tol:

Matriz Toepltiz triangular inferior do problema de deconvolucio

Vetor de amostras da fungdo resposta ao impulso no problema de deconvolugao
Vetor de amostras da resposta do sistema no problema de deconvolugio
Subespago das matrizes Hankel ¢ x m

Conjunto das matrizes cujo rank é < 2n

Conjunte das matrizes reais ¢ x m

Operadores projecio

Matrizes Hankel-bloco usadas nos modelos MIMO

Matriz dos modelos MIMNMO Progressivos

Matriz dos modelos MIMO na divegao inversa

Matriz triangular inferior Toeplitz correspondente a entrada ;7

Matriz correspondente ao momento &

Ordem do modelo matemdético nas simulagdes numéricas

Inteiro positive para indicar ordem de truncamento

Tolerancia tedrica para detecgao de rank.
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Capi’tule 1
Intmdugéo

A identificacio de pardmetros estd ligada a teoria de Identificagho de Sistemas.
Esta pode ser vista como mma das {ases de atividade de um longo e integrado esforgo dentro
da analise de sistemas dinamicos. A andlise de sistemas comega com a modelagem. A
maodelagem em si é um processe baseado em leis e principios mecdnicos e no conhecimento
prévio do sistema a ser analisado, O primeiro passo deste processo consiste em definir um
modelo idealizado ou analitico {frame model} Craig [16], Natke {63], onde sao consideradas
as resirigoes do sistema, o mimero de variavels, o nivel de detalhamento do modelo, etc. No
segundo passe, o modelo analitico é expresso em linguagem matematica, geralmente através
de umn conjunte de equagdes diferenciais chamadas de Modelo Matematice. O modelo serve
para descrever o comportamento dindmico do sistema e caraclerizar a sua resposta a entradas

conhecidas,

0 problema de calcular a resposta de um sistema, dado o modelo e o regisiroc no
tempe de um sinal de entrada, é simples de ser resolvido ¢ é conhecido como Problema Di-
reto. A determinacio de wm modelo matemético, que descreva as propriedades do sistema
a partir de informacido de entrada e saida, entretanto, € em geral um problema dificil de ser
resolvido e pertence a classe dos chamados Problemas Inverses. Uma caracterizagao do pro-
blema direto e alguns problemas inversos na andlise de sistemas relacionados com estruturas
dinamicas pode ser vista no diagrama de blocos da figura 1.1, Problemas inversos aparecem
en diversos campos das ciéncias aplicadas e sua resolugio exige o emprego de sofisticadas
teorias, como a de Regularizagée, € de modernas técnicas numéricas como as de Algebra
Linear Computacional, eitre outras. Informagio tutorial relacionada com estes problemas
pode ser vista em Bauwmeister [3), Engl [17] e Groetsch [27]. A teoria da Identificagio de
Sistemas, corresponde & sub-classe de problemas inversos que trata da determinagao de mo-

delos matematicos com caracteristicas previamente estabelecidas, Em andlise de sistemas a
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identificacdo e & modelagem caminham juntas, o modelo é a bhase para a identificagéo e a
identificagio pode ser vista como a validacao do modelo ou como parte dele mesmo. Uma
interessante apresentacdo das diferentes fases envolvidas na andlise de sistemas, pode ser
vista em Natke [63]. -

Em diversas sitnagdes, o problema de identificagio pode ser simplificado quando se
dispbe ou se assume certo conhecimento prévio do sistema. Assim sendo, o sistema pode ser
descrito por um modelo onde a informagio prévia é concentrada num conjunto de pardmetros
& o problema de identificagao é reduzido ao de estimagao desses pardmetros. A estimacéo de
parémetros pode ser definida como a determinagao experimental dos valores dos parimetros
gue governam o comportamento dinamico do sistema. Em sistemas mecanicos, é usual
assufr que os sistemas em andlise sdo descritos adequadamente por modelos matemaéticos

- lineares invariantes no tempo com pardmetros discretos.

Problema
Estrutural
Probiema Problema
Direto verso
Dados: / \
- D{?gcgi%?(?ﬂm Problemn de FProblema de
- Entrada Entrada - ldentificacio -} -
Procurar: Dados: Dados:
- - Descricio « Entrads
- Saida do Sistema )
. Sa{da - Sa,ida,
Procuran Pm}{::)urarf N
Taie - Descricdo
Eantrada do Sistema

Figura 1.1: Careelerizagdo de alguns Preblemas em Andhise de Estruturas

No problema de identificacio em sistemas mecdnicos, o interesse primario € estimar
propriedades dindmicas descritas por um conjunto de pardmetros que caracterizam amor-
: 5:&3::311*16;1.&05, frequéncias naturais e modos naturais de vibragio do sistema em andlise. Os
-parametros citados sido chamadas Pardamedros Modadz, e o problema de obiencio dos mesmos
~apartir dos dados de entrada e saida do sistema é conhecido como Problema da Andlise Modal

- Ezperimentol, Tnman [33]. Os midtodos utilizados neste contexto em geral néo resolvem dire-



3

tamente o problema de identificacio dos parfmetros presentes nas equacoes espaco-temporais
gue descrevem o movimento do sistema. A mformagao contida nos parimetros modais pode
ser aproveitada num estdgio posterior para a determinacdo dos coeficientes de tais equacdes
de movimento, -

As téenicas empregadas na determinagdo dos pardmetros modais, correspondem ao
campo da Andlise Modal Experimental de estruturas. As aplicagbes desta nova disciplina 330
cada vez mals surprendentes, sobretudo quando a correcao ou validagio de modelos dinamicos
¢ necessdria, Natke [63]. A compreensio ¢ o traballio em Andlise Modal experimental exige
a integragao com oulras areas tais como ot.imiz.a.g%.o, métodos numéricos, processamento de
sinals, analise de vibragdes, controle, ete. Sem esta integragao o trabalho na andlise modal
experimental seria estéril.  Contudo, as fmportantes téenicas empregadas na solucio de
problemas inversos apenas comegam a ser transferidas para a érea da andlise modal. Entre
os poucos autores gue focalizam o problema de estimacio de parimetros no contexto de
problemas inversos destacam-se Inman [33] e Natle [64]. Descrever o estado atual da arte da,
andlise modal experimental ndo € tavefa ficil, Isto se deve ao aparecimento na tltima década
de wm conjunto amplo ¢ variado de téenicas de identificacio, trazendo como consequéncia
controvérsias acerca da melhor téenica a ser utilizada. Sob este aspecto, corretos sio os
comentarios de J. J. Juang [{d4]: " coma resulindo do vdpido desenvolvimento do assunto, e
campo mais parece uma male de aviificios (bag of tricks) do que uma drea unificada”. Em
verdade, a grande maioria desses métodos (diferentes emy aparéncia) sko matematicamente
equivalentes, porém apresentados de-diferentes maneiras. Contudo hé wma exata separacio

“no que se refere ao dominio nos quals eles sio realizados (do tempo ou da frequéncia).

Os métodos da andlise modal experimental no dominio do tempo séo objetos de

recentes estudos no campo das vibragbes mechnicas. Estes métodos caracterizam-se pelo

~célculo direto dos pardmetros modais do sistema a partic dos registros no tempo da sua
excitagdo e resposta. Os métodos da andlise modal experimental no dominio da frequéncia,

-além de amplamente assimilados na engenharia, fornecem come resultados intermedidrios
informagdes qualitativas importantes do comportamento dinamico do sistema em estudo. A

performance e limitagoes destes métodos sdo bem conhecidas (ver por exemplo Gontier [25]

¢ Lee {54]], sobretudo quando se trata de sistemas que apresentam caracteristicas especiais,

como por exemplo, modos acoplados com frequéncias muito préximas,

A estimacao experimental dos pardmetros modais do sistema pode ser realizada
diretamente a partir dos sinals medidos ou apds processamento dos mesmos. No segundo
“caso, trabalha-se usualmente com sinais processados na forma de funcdes de resposta em
Arequéncia FREs, ou de suas fungdes de resposta ao impulso FRIs equivalentes, estimadas

tipicamente pela transformada inversa de Tourier. As fécnicas utilizadas na estimacgio de



pardmetros sem levar levar em consideragdc a forma dos dados {processados ou nio), sho
gﬁividida& em duas categorias: téenicas do tipo entrada inica e resposta tnica SISO (Single
Input, Single Output}, e téenicas do tipo entrada miltipla e resposta mdltipla MIMO (Multi
Input, Multi Qutput). A tendéncia atual em andlise modal experimental é a utilizacio das
técnicas MIMO,

_ A histéria da andlise modal experimental remonta ao inicio do século, porém, do-
cumentagio relevante é considerada a partiv de 1947 com o trabalho de Kennedy e Panku -
{46}, conhecido como o método do ajuste do circulo modal, Daquela epoca em diante, muito
se tem pmduzidd, especialmente a partir da década de 70 gragas ao vertiginoso desenvol-
vimento dos avancos na eletrbnica. Entre muitos, pode-se citar num primeire grupo {em
ambos os dominios), os trabathos no dominio do tempo, de Ibrahim e outres [39] [40] {41} de
1973 em diante, o trabalhe de D. L. Brown em 1879 [11], também no dominio do tempo, que
documentou o método de quadrados minimos para exponenciais cornplexas (Leaét Squares
Complex Exponential Method LSCE), os métodos de Referéncias Maltiplas (Polyreference}
em ambos os dominios, desenvolvido primeiramenie por Vold [78] em 1982, e continuado por
L. Zhang, ¢ H. Kanda {83] no periodo 1982-1988, os trabathos de D. L. Brown [10] em 1982
e Bwins [10] [20], que apresentam uma visao dos testes modais tanto no dominio do tempo
como da frequéneia, o algoritmo ERA (Eigensystem Realization Algorithm) no dominio do
termnpo, desenvolvido por Juang e Pappa em 1984 e posteriormente ampliado para o dominioc
da frequéncia [43] [44], ete. Num segundo grupo e especificamente no dominio do.tempa,
pode-se citar os algoritmos do tipo predigho linear da familia ARMA {Autoregresive and
Moving Average), usualmente explorados na drea da engenharia elétrica e automagao, e atu-
aﬂimﬁnte transferidos com sucesso & analise de vibragdes. Destacam-se na metodologia 8150
no periodo de 1973-1993, os trabalhos de: Fvans [18], Makhoul [59], Tufts e Kumaresan [74],
Kumaresan {47}, B. Rao [68], J Hollkamp e 8. M. Batill [33], P. R. G. Kurka [48] [49] |50] {51]
[52], Cooper {15], Gontier e outres {25]. J& na metodologia MIMO no periodo 1987-1992,
podem-se citar os trabalhos de D, W. Cho e outros {14}, Mickleborougth e Y. L. Pi [62],
Chan Guen Lee [53], N. Zhang e . Hayama {84] , e B. L. Piombo e outros {66}.

Fanbora as estruturas reais possuam infinitas frequéncias e infinites modos de vi-
brar, na pratica unicamente um ndmero finito dos modos podem ser usados para descrever
o comportamento dindmico do sistema, restringindo-se a analise a uma frequéncia mixima
dada pelas limitagbes impostas nos equipamentos de amostragem dos sinais dinfmicos. As-
sim sendo, a principal dificuldade na analise modal experimental no dominio do tempo é a
determinagio correta do ntmero de modos de vibrar contido nos sinais medidos {chamado
de ordem do sistema}. Como a ordom é desconhocida, 2 maloria das técnicas de estimacao

de parfimetros modais sdo aplicadas assumindo uma ordem geralmente maior do que a ver-



dadeira, introduzindo assim modos computacionals, sem significado fisico, € que devem ser

separados num estdgio postenior da dentificagdo.

O presente trabalho tem por objetivo a realizagic de um estudo e propostas de
novas téenicas de identificacio paramétrica no dominio do tempo aplicadas & analise modal

de estruburas mecénicas, visando a formulagéo de solugdes para:
¢ O problema da identificacio da ordem dos sistemas em analise.

¢ O problema da identificagéo correta e separagho de pardmetros verdadeiros e compu-
tacionals, introduzidos pela sobredeterminacao da ordem na aplicagko das técnicas de

identificagio.
Para que esses objetivos sejam alcangados serdo usados:

¢ Conceitos edécnicas de algebra linear computacional, como o teorema de decomposicdo

de matrizes em valores singulares 5VD, e

s Algumas técnicas usuais da drea de problemas inversos relacionadas com deconvolugio,
reconstrucio, e solucio de problemas de quadrados minimos lineares com matrizes ”

rank deficienies ” via aproximagdo de pseudo-inversas.

Procurou-se, de forma conveniente em cada capitulo, onde novos conceitos sao
_introduzidos, a apresentagio de exemplos muméricos pertinentes. Sendo assim, os exemplos
numéricos globais de aplicagio e comparagho-dos métodos propostos-sio apresentados em
un capitulo separadamente. Em forma resumida, nos proximos capitulos apresenta-se o

seguinte contelde:

D capitule 2 descreve o modelo matematico usado para representar os sistemas em estudo,
estabelecendo-se as relagdes basicas de andlise modal, frequentemente utilizados no desen-

valvimento deste trabalho.

No capftulo 3 é abordado o problema da identificagao na metodologia SISO, usando técnicas
de tipo predigio linear no contexto de modelos AR como casos particulares do modelo
ARMA. Nesta parte destaca-se a analise feita através da SVD, dos efeitos do condiciona-
mento e sobredeterminagio de certas matrizes de Hankel, na identificacio da ordem do

sistema. Nesta parte do trabalho propGe-se:

s O uso de deconvolucio discreta para se sstimar a fungao resposta ao impulso unitario
a partir de informagao de entrada e saida do sistema. Apresenta-se uma abordagem

via regnlarizacao atvavés da SVI,



¢ Um algoritmo iterativo para reconstruir a fungio resposta ac impulso unitério a partir
de amostras altamente contaminadas por ruide.

s As técnicas Prony-Moments ¢ a do Modelo Regressive Simétrico, para serem usadas
na identificagio de pardmetros modais. | ‘

0 capitulo 4 aborda o problema de identificagio de sistemas a partir dos registros no tempo
de varios sinals simultaneos de excitacio e resposta (téenica MIMO). Desenvolve-se entio as
seguintes propostas:

¢ Identificagdo através de Modelos Regressivos MIMO.
o Deconvolugio MIMO para estimar a matniz fungiio resposta ao impulso unitario.

¢ Um Método de Identificagdo das matrizes de massa rigidez e amortecimento,

(¥ capitulo § apresenta uma série de simulagbes numericas que iustram o comportamento
das técnicas estudadas e propostas.

O capitulo 6 apresenta as conclusoes do trabalho, bem conio algumas sugestdes para possiveis

aperfeicoamentos das técnicas propostas e futuroes desenvolvimentos.



Capitulo 2

Fundamentos de Analise Modal e

Descricao do Problema

2.1 Introducao

Neste capitulo ¢ introduzido um conjunto de relagdes bésicas de andlise modal
que constituirdo o suporte para o desenvolvimento deste trahalho. Comega-se colocando
o modelo matematico adotado para descrever o comportamento dindmico-dos sistemas em
estudo, introduzindo-ce em sepuida a nogac de fungdo de transferdncia, que estabelece a
relagao entrada-saida do sistema. Serdo assumidos sinais de excitagao ¢ resposta do tipo de-
terministico e que admitem transformada de Laplace para o-caso continuo, ou transformada
- Z para o caso discreto, Descrevem-se aqul as diversas relagoes entre os parimetros modais
- do sistema e os parAmetros usados nas equagbes dindmicas do movimento. O problema de
identificagio de pardmetros em sistemas mecinicos & também descrito de maneira formal.

2.2 Relagoes Bésicas de Andlise Modal

Dagui em diante assume-se que os sisternas em estudo sio discretizados espacial-

mente e descritos pelo seguinte modelo paramétrico linear invarianie no tempo:

Mi+Ci+Ku=7 {2.1)

onde M, C e K sao mairizes simétricas n x 1, de massa , amortecimento e rigidez, res-

pectivamente, e u e f sio funcdes veloriais n x 1 gue dependem do tempo e correspondem
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- & deslocamentos e forcas associadas a cada uma das coordenadas fisicas introduzidas na
- discretizagio do sistema. Diz-se entio que o sistema ¢ discretizado em n graus de liber-
dade, sendo n a ordem do sistema. A andlise desenvolvida corresponderd a sistemas com
- amorteciments viscoso nio proporcional considerando-se sinais de excitagido e resposta do
| tipo causal. A adogio do modelo de amortecimento viscoso nio proporcional, segue exclu-
-sivamente o critério de manutengio do significado fisico das grandezas dinimicas medidas
- experimentalmente (deslocamentos e forgas como grandezas reais). Tal modelo presta-se de
maneira adequada sobretudo descricdo analitica dos movimentos livre e de resposta ao
impulso unitdrio de um sistema dindmico. A descricio analitica dos sinais dinimicos de res-
posta livre ou impulso unitério de um sistema em vibragdo constitui a base dos algoritmos

-de identificacio de par@metros no dominio do tempo.

Assumindo condigdes iniciais nulas e tomando a transformada de Laplace em (2.1)

Ctem-se:

[Ms?+ Cs + Ku| U(s) = F(s) (2.9)

onde Uls) = Lu(t)], F(s) = Lf(t)] com £[] denctando o operador transformada de
Laplace, sendo s o pardmetro complexo que indica a regido de convergéncia do operador.
Usando (2.2}, pode-se expressar 6 vetor transformada do deslocamento como funcéo do vetor

transformada da forca:

U(s) = (Ms* + Cs + Ku) F(s) (2.3)

A matriz fungio de transferéncia do sistema, H{s)} n x n, é definida como

H(s) = (Ms? + Cs + Ku) ™ (2.4)

O papel de H{s) na andlise do sistema descrito por (2.1} ¢ fundamental; j3 que,
além de conter a informacéo dindmica do sistema , ela governa a relagdo entrada-saida do

mesmo, a saber:

Ufs) = H{s)F{(s). {2.5)

A matriz fungéo de resposta em frequéncia MFRF corresponde ao caso particular
de H{s) com s variando a0 longo do eixo imaginario do plano complexo (ver Ewins 1ah). A
%::aﬁi;ra.pa.rie no dominio do tempo para H{s) é a matriz resposta ao impulso unitério h()
MRIU, definida como '



hit) = L7 H({s)L. (2.6)

- A matriz MRIU é 4ti] no estabelecimento da relacdo entrada-safda do sistema no deminio
- do tempo. Esta relacéio ¢ descrita por

u(t) = /e "Bt~ () (2.7)

- A equagdo integral acima foi obtida a partir de { 2.5}, onde foi usada a propriedade de £-!
com o produto de convolugio (ver Kailath [45]).

Outra mancira de definir a matriz funco de transferéncia é através da formuiagao

- das f*qudgaes de estado para o sistema (2.1}, Para isto, introduzindo as notacdes:

c M ~K 0 u BE;
B _ . = . o =
pode-se escrever a equagao {2.1) como :

Bok — Qex =g (2.8)

Da dltima relacho, assumindo a existéncia de M1, pode-se expressar as equagoes

“de estado para o sistema dindmico por (Inman [38]}:

X = g&x + Bg (2.9)
u = Cx (2.10)

.onde
- 0 I . o M- |
= BO. = B=B1= . (211
o { ~M™K —-M-'C } @ [ M~ M ITCM™? (2.11)

com O e I representando as matrizes nulas e identidade respetivamente ambas n x n. A
“matriz de observacio € é definida por C = 1 o, A e x siio a matriz e o vetor de estado
respectivamente. As equagdes (2.9} e {2.10) descrevemn equivalentemente o sistema (2.1},
porén a dliima representagdo € mais simples de ser analisada, j& que se trata de um sistema

de equagdes lineares de primeira ordem, cuja~solugdo pode ser expressa por:

x(1) = ePixg + j M= Belr)dr, 2 0. (2.12)
4]
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Assumindo condicbes iniciais nulas e tomando a transformada de Laplace em {2.9)
e {2.10}, pode-se ver apds comparagio com (2.5) que:

H(s)= G (s1-A) " BD, " (2.13)

T r . - .
onde D = [I 0]" com T denotando a operacio de transposigao. Aplicando transformada
inversa de Laplace na relagio anterior encontra-se que a matriz resposta ao impulso € descrita
por {ver Inman [38], Juang [44] e Kailath {45)):

h(t) = CeMBD. (2.14)

2.2.1 A Funcao de Transferéncia e sua Relacio coni os Parametros
Modais

Para se exirair as caracteristicas modais do sistema descrito por (2.1) deve-se

inicialmente resolver o autoproblema associado com a equagio (2.8):

ABot — Uot = G, {215)

Quando as matrizes By ¢ y sao teais e siméiricas, este autoproblema admite
Zn autovalores e autovelores quo se apresentam em pares complexos conjugados. Se A, €
autovalor de (2.15} e ¥, o correspondente autovetor, pode-se provar que estes € os seus

complexos conjugados satisfazern:

W, = l:f:’ } L or=1,2.. . .m {2.16)
r@‘sr 2nxl ’

onde A, e ¢, sdo solugdes do autoproblema associado a (2.1):

(MX2+CA +K) ¢, =0 (217)

Oz modos de vibrar do sistema sao descritos pelos autovetores ¢, enquanto que
as frequincias naturais w, e os fatores de amortecimento &, sac determinados a partir dos

autovalores A, a saber: se A, = —g, + 0 com g, > 0, entio

Wy = \/[.fi"z.‘(,\,.]]g +[m{A)E ., &= e (2.18)
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Da equagio (2.16) pode-se expressar a matriz de antovetores ¥ da seguinte ma-
neiral

(2.19)

! IS A = q’ @‘
W = [?ﬁ-?l g ..ty AL ?Jf’ﬂ] = [

A FTAT
onde = dencta conjugacio complexa, & = [¢16s... 6] e A = diag(A1, A2, ..., Ay) denota a

matriz diagonal de autovalores. A matriz ¥ diagonaliza as matrizes By e Qp. Logo, Pode-se

escolher a normalizacho dos autovetores de maneira que:

FTQu¥ =A e TBE=1 (2.20)

onde a matriz A é definida por;
A 0
0 A

(2.21)

Usando a transformacio x({} = ¥y(i), aplicando-se a transformada de Laplace

em ambos os membros de {2.8}) e usando {2.18), pode-se ver que:

ufs) = C¥ [s1 - A]7 9TDF(s), (2.22)

ou seja, a matriz fungio-de transferéncia € dada pon

H(s) = &% [s1- 4] 27D (2.23)

Da dltima equagdo segue imediatamente que

nof éegl drerT

=1
Assumindo a forca aplicada somente no ponio j, ou seja, fr = 0 Vk # j, e 2

resposta medida no ponto 1, obtem-se de (2.5}

n{('s) = ﬁj{S)fj(S) (22‘:})

onde Hi{s) é um clemento gendrico da matriz fungio de transferéncia que relaciona a res-
- posta do sistema no ponto i a uma excitagio aplicada no ponto j. Este elemento pode ser

- viste come uma luncio de transferéneia pontual e pode ser e pode ser escrita comor



12

" -

. Yoriy Voiy .

Hils) =3 ( el (2.26)
rz==t Ay 5= Ay

COM Trij = $oithy, sondo ¢ o i-6simo elemento de ¢,. Os nimeros rri; sao chamados de

residuos e os autovalores sio também conhecidos como péles do sistema.

Relagbes no dominio do tempo andlogas aquelas descritas em (2.24) e {2.26) podem
ser encontradas usande a transformada inversa de Laplace, a saber:

n

W)= 3 (adfe™t + 617 (2.2

raxl

para a matriz de resposta ao impulso ¢

"

hilt) = Z (-r,,;j eMt g oy ﬁ,\;z) (2.

r=]

fRw]
]
e
po—ty

para um elemento genérico de h{i).

2.3 A Funcao de Transferéncia através da Transfor-

mada Z

Na abordagem tedrica da andlise de sistemas através de modelos continues no
tempo a transformada de Laplace cumpre um papel fundamental. Porém, quando se tra-
balha experimentalmente com as informacoes de excitagdo e resposta do sistema colhidas e
armazenadas em forma digital, é conveniente proceder a analise através de algum modelo
discreto no tempo (a partir daqui o termo discreto sera utilizado ho sentido de sinais dis-
cretizados no tempo). Nestes casos a transformada Z tem papel andlogo ao da trasformada
de Laplace, Mc Guillen [57]. Assim sendo, ¢ conveniente introduzir win modelo discreto que
sirva para estudar o sistema dindmico de interesse. Para se obter um modelo discreto que
descreva as caracteristicas do sistema mecanico e estudo, usam-se a versdes discretas das
equagtes {2.9) e {2.10):

x(k+ 1) = Ax{k) + Bg(k) (2.29)
Coufk) = Ox(h) (2.30)
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" AL - .
onde A = gA% B o /ﬂ Adr B, Be € sio como em (2.10). Qs indices k sdo
usados para indicar valores das fungdes em intervalos de tempo igualmente espacados, oun
seja x{k) = x(hkAt), glh) = g{h4t), et com At sendo a taxa de amostragem.

Para definir a funcao de transferdncia do modelo discreto procede-se como para
o caso continuo, isto & assume-ze condigbes iniciais nulas, toma-se a transformada Z em
(2.29) ¢ {2.30), e estabelece-se a relagdo entrada-saida do sistema ne dominio transformado.
Feito isto tem-se que:

0(z) = O(1 ~ Ay IBDH(2), (2.31)

onde {i(z}) e £(z] séo as transformadas das soquéncias {u{l}} e {f(k)} respectivamente, I
¢ definida como em {213} e ' & integral usada na definicio da matriz B. Denotando a

transformada Z da matriz funcao de transferéncia com H{z}, tern-se:

*

a(z) = H(=)f(=). (2.32)
Comparando as duas iltimas relacdes observa-se que:

H{z) = C{s1 - A} 'TBD. (2.33)

A matriz H{z) também pode ser expressa em termos dos pardmetros modais. Para

isto, pode-se provar gue (ver Micklehorought [62]).:

ar . . . . .
P = / Adr = ATNAN 1) = gAY (A g) g (2.34)
[+

uma vez que a matriz W diagonaliza a matriz de estado. Pode-se provar também que {ver

Mickleborought) ;
(1= A" = wT- cieha] g, (2.35)

Usando (2.34) e (2.3} em (2.33) tem-se

CH(z) = C[T- 277 [A (A1) @D (2.36)

Sendo a normalizagio dos autovelores arbitriria pode-se simplificar a relagao {2.36), assumindo-

84 QU

UIByW = A, ¢ BT QuW = I (2.37)
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Com esta normalizacio a relacio (2.36) torna-se simplesmente;

H(z) = Co[1- 7647 (Ao 1) g7, (2.38)

H(sp= 30 [ B 9y
a S At P

(2.39)

. . A A A N _ - . - ) a .
com wy = (e — 1} Ainda mais, o elemento genérico desta matriz fungio de transferéncia

gue relaciona a resposta discreta no ponto 7 para uma excitacho no ponto 7 e:

s Priy Prij
. =) = Z ] — z=iph At - 1 — =~tearar]? - (240)

rel

onde p,y; sdo os residuos desta funcio de transferéncia no planc 2. Tais residuos relacionam-
se com os elementos dos autovetores normalizados ¢, através da seguinte relagio: Pris =

prg}riérj

2.4 Sobre o Problema de Identificacio

No capitulo introdutdrio mencionou-se que o problema de identificagfio corresponde
& uma sub-classe de problemas lnversos. Entretando, estritamente falando, ainda nao foi
descrito em forma precisa o problema de identificagdo. Se as estruturas em andlise forem
modeladas pelo sistema de equagdes diferenciais lineares de segunda ordem descritas em {2.1),
o Problema Inverso de Henlificagdo consiste em determinar as matrizes M, C e K a partir
dos sinais de excitagio ¢ resposta (lo sistema, enquanto que, o Problema da Andlise Modal
procura estimar frequéncias naturais, fatores de amortecimento modal e modos de vibrar a
partir da mesma informacdo. O problema de calcular as matrizes M, C ¢ K a partir de
dados experimentais € dificil de ser resolvido e conduz a infinitas solugbes, Este fato se deve
principalmente a que na pratica trabalha-se com dados truncados em termos de conteddo
de frequéneia e un limitado ndmero de graus de liberdade. Na verdade, as matrizes gue sio
estimadas, produzem shimplesmente o8 mesmos pardmetros modais e relagdes de entrada ¢
saida validas. Isto € consequéncia de que existem infinitos conjunios de matrizes de massa,
amnortecimento e rigidez gue produzem os mesmos pardmetros modais numa deferminada
{aixa de frequéncia Allemang [3]. Inman {38]. Entretanto, a solugio do segundo problema

sempre fornece informacho dnica com relacio aos pardmetros modais.
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As téonicas empregadas na andlise modal experimental procuram estimar os parametro:
modais e em geral ndo resolvem totalmente o problema de identificagio, isto é, em geral as
matrizes M, € e K nao sao estimadas neste estagio. Neste trabalho, se estudam e propdem
técnicas que permitam principalmente, determinar estimativas dos pardmetros modais das
estruturas em andlise, O problema de identificaciio das matrizes de massa rigidez e amorte-

cimento ¢ abordado somente de maneira periférica no capitulo 8,



Capitulo 3

Predicao Linear e Técnicas de
Identificacao Modal SIS0

-

3.1 Introducéo

O estudo ¢ a aplicagao de téenicas de identificagao paramétrica no domfnio do
tempo em estruturas mecanicas data de aproximadamente duas décadas atrds. Porém, outras
areas de conhecimento j& possuiam familiaridade com estas téenicas desde muito antes,
por exemplo na década de 30, os economistas Walker [79], Yule [82] j& as utilizavam em
previsbes econdmicas através da andlise de séries discretas no tempo. O desenvolvimento
destas técnicas, especialmente na analise SISO, foi impulsionado a partir dos anos 60 com
o8 avangos na analise de sistemas dindmicos, na teoria de controle, em projetos de filtros
digitais, & em processamento e analise de sinais, (ver {4], {18] e [561}. Os 1ltimos anos tem
caracterizado grandes eslor¢os em pesquisa de maneira a poder extender os resuliados da

metodologia 5150 para sistemas MIMO.

No que se refere a utilizagdo das técnicas SISO na andlise modal experimental de
estruturas mecénicas, sabe-se que esta € uma metodologia limitada, Allernang [2], seja pelas
variancias no fempo na realizacio dos ensaios, ou pelas variaches de carregamento de massa
nas estruturas em andlise devido a movimentagdo dos transdutores. Entretanto, acvedita-se
que, o desenvolvimento de procedimentos que olimizam a tarefa de identificacio modal para
o5 metodos do tipe 5150, devide a sua simplicidade ¢ comparativamente baixa demanda
de esfor¢o computacional, aplicam-se de mancira adequada 2 determinacio de informacGes
qualitativas que se referem aos pardmetros modais. O aspecto mais importante desta anélise
¢ que os resultados obtidos servem como jndicativo de procedimentos anilogos a serem

adotades e validados nos métodos de andlise modal experimental do tipo MIMO.
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A natureza do traballio na anilise modal experimental exige certos aspectos praticos
que devemn ser observados de maneira a permitit o desenvolvimento satis{atério da tarefa de
identificacao. Em particular, a escolha do sinal de entrada, o tempo de medicio e o tamanho
do intervalo de amostragem At sdo fundamentais. Assim por exemplo, o sinal de entrada
deve possuir a caracteristica de excitar a estrutura ao longo da faixa de frequéncia de interesse
& At deve ser tio pequeno de maneira que os modos mais rapidos possam ser processados.
Dentre os sinais mais populares que possuem a caracteristica requerida encontram-se fre-
quentemente os sinais aleatGrios. Maiores detalhes relacionados com as consideracdes acima
podem ser vistos em Allemang {1} e Unbehauen {76].

Neste capitulo apresentam-se técnicas de identificacio modal para sistemas de en-
trada e safida dnica , que se baseiam no modelo ARMA. Estuda-se, em particular, modelos
AR que utilizam a fungio resposta ao impulso e resposta livre do sistema. Nestas técnicas
as propriedades dinamicas sbo descritas parametricamente por meio de uma equagio linear
a diferencas cujos coeficientes governam a relagdo entrada-saida do sistema. A principal
caracteristica destes modelos é que a safda do sistema , pode ser calculada como combinacio
linear da entrada atual, das safdas, e das entradas anteriores do mesmo, dai o termo Predicio
Linear, Makhoul [59]. As trés dltimas secles refletem o esforgo da transferéncia de algumas
técnicas usuais na solugde de problemas inversos & Area de estimacdo de pardmetros mo-
dais. Mais precisamente, apresentam-se técnicas ndo paramétricas no dominio do tempo
de estimago e reconstrucio da funcio resposta ao impulso, finalizando-se com uma técnica

proposta para identificacio de pardmetros modais.

3.2 Identificacao Modal através do Modelo ARMA

Para se obter a formulacio do modelo ARMA para sistemas mecanicos SISO
- utiliza-se a fungic de transferérencia discreta (2.40). Para este fim, expressando H;;(z)

- como fungdo racional, tem-se que:

_bo b b 4 b B2t Q(z)
T ldaz) faget4ee +apzr Pz}

Hij(z) (3.1)

onde ¢ = p— 1, p = 2n, com n indicando o nimero de modos do sisterra, Agora, usando

- a relagao entrada-saida no plano complexo z : #(z2) = Hi(=) fj(z)? & as propriedades de

 linearidade e retardo da transformada Z [57], tem-se que:

wilk) +auilk — 1)+t apuilk — p) = b fi(k) + bifi(k — D) 4.+ b filk—q). (3.2)
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Onde w;{k) = w,{hAL), ¢ analogamente pava f;(k). Esta é uma equagio a diferengas que re-
laciona os sinais discretizados no dominio do Ltempo e descreve a saida do sistema no instante
k como funcio linear da entrada e salda em instantes anteriores. Iste €, a saida do sistema
pode ser predita faciimente usando-se unicamente uma sequéncia de adigdes e multiplicagoes.
Este comportamento justifica o termo chamado de Predigio Linear. Os coeficientes a's e s
que governam a relagdo de linearidade sio chamados respectivamente de Pardmetros Autor-
regressivos AR e de Médias Méveis MA, enquanto que o modelo paramétrico (3.2} € chamado
de Modelo ARMA.

As constantes modais do sistema sdo extraidas dos parAmetros ARMA, a saber; as
frequéneias naturais e os fatores de amorlecimento modal so extraidos dos polos de Hy(z)

(0s zeros de (P{z)), pois estes sho da forma {ver (2.40) e (3.1)):

A AL . '
=V, = 1,20, (3.3}

enquanto os residuos p,;; no plane o sio obtides da relagao:

pri = Jim e — 20) B (3.4

De {3.3) e (3.4) observa-se que os autovalores A, s&o constantes globais que ndo dependem
das localizacdes ¢ e 7, 0 que ndo acontece com os fatores de participagao modal { os residuos ).
Isto implica que para a realizacio de testes modais SISO, as mediges dos sinais de exitagao
2 resposta devem ser colhidas sistematicamente mudando a localizagio da excitagdo quantas
vezes seja necessario a fim de peder complelar a informagao modal requerida. O fato de
mudar as localizacdes da excitagio e de colher os sinais dinamicos em tempos diferentes
pode acarretar em varidncias das caracteristicas dinimicas do sistema se o sistema tiver
mudade as condigdes de operagao, isto contradiz a hipotese de se trabalhar com modelos

invariantes no tempo, o que é uma desvantagem da metodologia SISO.

_ A utilizagio do modelo ARMA como ferramenta de estimacio de parAmetros €
farniliar s dreas de processamento e proieto de filtros digitais, analise espectral de processos
estocdsticos através de séries termnporals, e andlise e conirole de sistemas dinidmicos .- Algumas
referéncias podem ser encontradas em [4], [12], [54] e [60]. Entretanto, a aplicagio do mo-
delo & analise modal de estrututras tem side imitada existindo algumas tipicas referéncias
bibliograficas a respeito {ver [25], [48),{33], [54] e [62]).
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3.2.1 O Cialculo dos Pardmetros ARMA e o Problema da Deter-
minagao da Ordem

Para entradas arbitrérias, os pardimetros ARMA podem ser determinados através da solugio
‘de um sistema de equacdes lineares, a saber: assumindo a disponibilidade de N amostras dos
sinais discretizados, com N > 6n, variando adequadamente os indices k em (3.2), pode-se
‘escrever o seguinte sistema de equacdes:

Qs0; =1y, | (3.5)

‘onde iy e Oy sdo vetores (N —2n)x1 e 4n x| respectivamente, definidos por: &y = [u{p),ulp +1),...
By = {~ay, —ag,. ...~y b, by, f)q]r; ¢ (f sendo a matriz (N — 2n) x4n;

Cou(p-1) wp-2) . u(0) A flp—-1} ... (1) 1
Wp)  up-1) . W) fpt1) @) .. A
Q= : : : : ; : f f . (3.6)
w(N -3} N -4} ... wN-p-2} [IN-2) IN-3} ... f(N—-p-1)
eV -2 w{A =3y . wNep-l) AN fIN-2) L. f(N—-py

onde por guestdes de simplicidade de notagio os indices 7 e § gue indicam as localizagbes
de excitagdn e resposia do sistema foram omitidos, {isto serd mantide daqui em diante).
Logo, s¢ N = 6n-a matriz Q7 é inversivel ¢ o vetor de pardmetros Oy pode ser encontrado
resolvendo o sistema de equacdes {3.5) utilizando algum método numérico, caso contravio,
o vetor de parimetros é calculado no sentido de quadrados minimes usualmente através da

solu¢Bo das equagbes normais :

Qs Q0; =Q, 4y, 3.7

de ande

0; = (0,707 Q; ;. (3.8)

A expresio acima é correta quando rank{(J;) = 4n, que & verdadeiro quando se analisa um
sisterna de n modos. Quando @ & sobredeterminada, ou seja quando é assumida uma ordem
2! > n, a matriz @y é mnk deficiente e -{Q:’;Q;}mi nac existe, logo o sistema de equagbes
{3.7} admite infinitas solugbes, Hollkamyp [33]. Nesta situagio deve-se procurar uma solugao
que sejé o mals geral possivel no sentido de que ela se restrinja & soiugﬁ{) usual de {3.5},

no caso de ser Gy inversivel. A solugdo procurada é portanto a solugéo de norma minima
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denotada por B que pode ser encontrada via pseudo-inversio, {ver Bjork [8] e Golub {24]
por exemplo)

of = Qfuy, (3.9)

onde Q}’ ¢ a pseudo-inversa da matriz Q. Um fato importante que se deve destacar & que
o rank da matriz sobredeterminada Q; nio serve como indicativo da ordem do sistema j4
que geralmente rank(Qy) # 4n. A sobredeterminacio da matriz Q 7 pode ser interpretada
como o resultado de se trabalhar com um modele ARMA que provém da funcgio Hi{z)
- correspondente a um sistema de n modos, onde porém, @(z) e P{z) foram multiplicados
- por um mesmo polindmio ({2} = 1 4+ 27 + -+ g.27°, com s = (2n' — 2n). As infinitas
- solugbes de (3.7) sko resnltado das infinitas possiveis escolhas dos coeficientes do polindmio

Gla).

En se tratandoe de dades com vuido, a equagio do modelo ARMA deve ser satisfeita

a menos de um termo residual e(k}, isto &

Wik + o' (k=14 +ap(k—py = b+ 0P -0+ +b,Fk—q)+e(k), (3.10)

~onde w'{k) e f{k) representam os sinais medidos. Nestes casos o vetor de pardmetros deve
- ser estimado no sentido dos quadrados minimos do-sistemade cquagbes anélogo-ao descrito -

cem {3.5)

- pela minhmizagao da norma do velor residual €;. A solugho deste problema conduz a es-
timar Oy através de {3.8) j4 que em geral a matriz (7 ¢ rank completo, mesmo com so-
bredeterminagio.  Entretanto, os pardmetros ©; assim estimados poder diferir conside- .
ravelmente dos pardmetros exatos obtidos através de {3.9), porque dentre outras razdes,
rank{Q;) # rank{Q}). Este é um fate bem documentado na drea de matemdtica aplicada
- relacionado com a solugdo de problemas de quadrados minimos lineares perturbados com
- matriz do sistema rank deficiente, ver Bjork [8] e Golub {24] por exemplo. Este fato ainda
nio foi observado na drea da andlise modal. Maiores explicagbes serfo apresentadas mais
- adiante.

_ As principals limitaghes associadas com o uso do modelo ARMA sio as estimativas
pobres dos parAmetros modais quando se trabalha com sinais contaminades por ruido € a
- determinagio da ordem do sisteria [25], [33]. Na prética tem-se observado que as estimativas
dos parametros modais podem ser methoradas sobredeterminando a ordem do modelo. Surge



21

porém a inconvenidncia de que sio introduzidos (2n” ~ 2n) parAmetros computacionais, sem
significado fisico e dificeis de separar. O problema da determinacio da ordem do sistema
através do modelo ARMA é critico, sendo o dnico resultado tedrico valido que se tem, aquele
relacionado com o tratamento estocistico do modelo, onde é considerado como entrada do
sistema um sinal aleatério estaciondrio. Para uma breve descrigdo do assunto, assuma-se o
conhecimento exato da fungfo de autocorrelacio do sinal de saida - ru(7) = E{u{r + k)u(k)},
- onde E denota a operagiio de calcular o valor esperado. Pode-se provar que (ver Cadzow

121}

P
Soardk=10=0, k2p+1, ay=1 (3.12)
{=G

~ Logo os coeficientes AR sio encontrades pelo método dos quadrados minimos do seguinte

sistemna de equagdes lineares:

Ra = p _ (3.13)
onde a e p sdo vetores Inxl e Ix1, com { > 2a, e R a matriz Toeplitz de autocorrelactes
~ {x2n, definidos port @ = [~a),~a;... ., “"ﬁ.gﬂ}?w._, p=lrdphorddp+ 1. rulp+ t— 1)]T, &
re{p— 1) rdp—~2) L. rm{0)
rudp) . rulp =1} e ru{l) _
R = : : : : {3.14)

Poro(p+t—-3) rdp+i-4) ... ry{t — 2}
Lrdp+1-2) ndp+1-3) ... rfi-1) ]

~onde as avlocorrelagdes foram avaliadas para k = p,p+ 1,...,p+ 1t — 1. Os pardmetros
'MA sdo determinados num estagio posterior usando os a's ja estimados {12]. O aspecto
-mais importanie desta abordagem é quese R é ixp', com ¢ > p > p = 2n, sempre se tem
rank{R) = 2n {ver Cadzow [12] teorema 2.1), ou seja a ordem do sistema & identificada pelo
-rank da matriz de autocorrelagio. Observe-se porém que este resultado € vélido no caso das
-antocorrelagdes serem exatas. Em casos praticos a correta identificacio da ordem do sistema
~depende de quao boas sejam as estimalivas da fungdo de autocorrelacio. Dentre diversas

ynaneiras, esta funglo pode ser estimada por @

CON—k

fullk) = Loy wlk+Du{l), 0Lk<N~1 {3.15)
N—ki3
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A qualidade das estimativas de r,(k) por #,{%} dependem de N ser grande ¢ também do
aivel de ruido presente nos dados. Para niveis de ruido baixos e N suficientemente grande
8s estimativas sdo boas e a ordem do sistema pode ser detectada pela andlise do rank da
matriz R sobredeterminada, Cadzow [12]. Alguns autores sugerem determinar a ordem do
sistema analisando o rank da matiz }.7?” Dy, onde D} é a submatriz de ¢ que contém as
mediches do deslocamento do sistema. Esta sugestio se baseia no {ato de que ﬂ}r 23} apro-
© xima assintéticamente a matriz de autocorrelagdes R, ver Mickleborought [62] e Unbehauen

[75]. Esta proposta porém funciona unicamente para N muito grande.

3.2.2 Identificacao Modal e 0 Modelo ARMA na direcao Regres-

siva .

A abordagem do modelo ARMA apresentada na segio anterior reflete a proprie-
dade preditora de estimar a resposta do sistema progressivamente com a evolugao do tempo,
por esta razdo o modelo é conhecido como Modelo ARMA Progressive {(Forward ARMA
- Model}, Hollkamp [33]. Fste modelo tem a propriedade de que, se o vetor de parametros
~ for estimado pela solugho de norma minima {3.9), tanto os pdlos do sistema quanto os com-

 putscionals se localizam no iaterior do circulo unitdrio do plano complexo z, para ¢ caso

- de s=trabalhar com dados-livres de ruide, ver Hollkamp-{33].- Esta propriedade se conserva -

~ ainda no caso de dados perturbados desde que o nivel de ruido seja baixo. O modelo ARMA
' Regressivo {Backward ARMA Model) é obtido reescrevendo a equagio a diferengas (3.2) na
* direcdo contréria. Para isto, é suficiente fazer & «— (k — p), e dividir em ambos os membros

- de {3.2) pelo coeficiente a,. Feito isto obtem-se:

wlk) + esu(h+ 1)+ -+ gulk +p)=do IR+ ftk+ 1) + -+ dof(k+q). - (3.16)

{s pardmetros AR & MA s3o obtidos em analogia com a segio anterior, a partir do seguinte

sistema de equagdes hincares:

Qs = T, I 240

~ onde O, e T, shio vetores 4nx 1 e (N —2n)x1 definidos por: % = [u(0), u(1),. .. s u{N—p—1)J7,
Op = [—C1y =€y 00y —Cpr on iy - - < Ay} € Qs sendo a matriz (N — 2n)x4én:
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{1} u(2} o u{p) J0) HeY oo Jp— 1) T
u(2) %{3} oo u{pED) Fit)) Fi¥3) v flp)

Qs = : : L : : P
WN—p—1) wN-p=2} ... e(N=2) fIN~-p=2) AN~p=1} ... fIN-3
LN p=2) w(N-p=3) .. w(N~1) f(N-pw-1) [fIN~p) ... f(N-2) ]

(3.18)

Agqui novamente, se a matriz (Jy é sobredeterminada, ela ¢ rank deficiente, e o vetor de

parametros deve ser estimado pela solucio de norma minima do sistema de equagdes (3.17%

0 = Q}a,. {3.19}

Qs parametros autorregressivos sio os coeficienies do polindmio Bz = 1+e1z4cpz?4- -4
Cpz®, cujas raizes w, satisfazem a relagdo w, = z7'. A diferenca do modelo regressivo com
relagiio ao progressivo esta em que se o vetor de pardmetros for caleulado segundo (3.19),
enutio os pélos correspondentes ao sistema {os w, } se localizam no exterior do ¢circulo unitério
do plano complexo =, enquanto que os computacionais ficam dentro,ver Holkamp {33). Isto
¢ verdade no caso dos dados serem exatos. No caso de dados perturbados a propriedade
da localizagio dos pdlos tende a se conservar desde que o vetor de pardmetros estimado
- aproxime-adequadamente ©f. A (ltima consideragho exige da andlise das propriedades
de aproximagio de pseudo-inversas, ver Bjork [8] e Wedin [80]. Maiores detalhes serfio

apresentados na proxima segao.

3.3 Identificacao Modal através de Modelos AR

A utilizagao de modelos AR na tarefa de identificagao modal SIS0 se fundamenta -
no fato de que a respostia ao impulso e a resposta livre de um sistema de n graus de liberdade
pode ser modelada pela parte homogénea da eguagdo a diferengas (3.2) [15], {33]. Logo,
assumindo a disponibilidade do registro no tempo de amostras de fun¢éo resposta ac impulso

que relaciona a j-€sima entrada com a f-ésima resposta do sistema hy;(t], entfo deve-se ter:

h{b)+arhyb -1+ 4 ahi{b—p) =0, VE2 (3.20)

coade p o= 2n e hy{k) sdo amostias ignalmente espagadas de Al segundos. Este modelo é
conhecido como Medelo Prediter Progressivo (Forward Model): dadas & amostras de hy;{t)
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e o3 coeficientes autorregressivos, pode-se predizer exatamente sucessivas amostras his (£},
. 5 I, . . . L

para k 2 p. Para se calcular os pardmetros do modelo, procede-se como no casc ARMA,

e g . _ _ , -

1810 &, assumindo-se N amostras, com N > 4n, variando os indices em £ ent (3.20} obtem-se

- o seguinte sistema de equagdes lineares:

Ta = “?l-j, (321)

onde k; é o vetor {N ~ p)x1 definido por fp o= (hp), h(p+1), .. AN = 1)I7 , 2 é 0 vetor
de pardmelros autorregressivos, e T é a matriz Toeplitz (N — p)xp cujas entradas sio:

Ap~11 Ap-2) ... h{1} h{0}
B{p) hMp-1) ... M2y A1)
Tz : I f : : p- (322)
BN ~3) WK ~4) ... W(N—p=1) KN -p)
AN -2) MN-3) ... MN-p) AN-p-1)]

onde os subindices 7 ¢ 7 foram omitidos por simplicidade de notagao, observe-se que esta
matriz corresponde exalamente a aquela usada no método de Prony. A grande vantagem de
-se usar modelos AR ¢ que teoricamente a ordem do sistema em andlise pode ser identificada

através do rank da matriz T uma vez que rank(T} = 2n, mesmo com sobredeterminacio.
‘Uma prova deste resultado pode ser vista em Kumaresan [47]. O vetor de parimetros deve
ser calculado no sentido dos quadrados minimos pelas equagdes normais associadas com
{3.21) ou atraves de pseudo-inversdo no caso de ser-T sobredeterminada. Consequentemente

‘e termos gerals, o vetor de parAmetros autorregressivos deve ser calculado por:

at = TH(~F,). (3.23)

-As frequéncias naturais e og fatores de amortecimento modal sio caleulados como no caso

ARMA através das raizes z, = e¥® do polindmio P(z): Pz} = 1 4+ ayz™ ! + asz™? +
- apsTP. Os residuos g sho calculados pelo método dos quadrados minimos através do

sisterna linear de equagtes:

Vr =7, | (3.24)

‘com 1 sendo o vetor de residuos: 1 = [ry, 17, 72,05, ... ,rmr;]"r {onde foram omitidos os
dndices 1 e j), & = [A(0),2(1),...,R(A)}]T, com p < M < N, e V sendo a matriz de

Vandermonde A
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1 1 1 1 1 !
- ¥ - . "
“1 1 <2 “2 Zp “p
EA— 2 - 3 "Kz 4 w3
Ve | 28 2 i i EAS {3.25)
Af =M AT A A e
3 ZI 21 »&ez Z; LR Ep .4.—; )

No caso do sistema sobredeterminado a p' graus de liberdade devem-se obter (p' — p) residuos
nulos correspondentes acs polos computacionats.
Usando os dados em diregio contriria ao modelo progressivo, pode-se escrever o

Modelo Regressivo ou de Diregio Inversa (Backward Model), ver Cooper [15] e Kumaresan

a7}
}Iij(;.?:] -+ C;h-,}'f;i + 1) +--- 4+ Cphij(k + P) = 0, Vi 2 0. (326)

x

Na mesma analogia do caso anterior, o5 coeficicntes autorregressivos podem ser determinados

a partir do seguinte sistema de equagdes lincares:
(3.27)

He = —hy.

onde By & o vetor (N — p)x1, definido por hy, = [R(0), A{1),. .., A(N —p ~ 1), ¢ é o vetor
de parimetros antorregressivos, e H & a matriz Hankel (N — p)xp definida por:

{1} h{2) A{p— 13 h(p}
h(p)  h(p+1)

h(2) A(3)
: - (3.28)

H= : . : N :
BN —p-1) A(N-p) ... h{N-3) A(N-2}
A(N —2) h{N -1} |

RN —p) BN -p+1}

Prova-se também que se H é 7xs, comr > 5 > 2n, entdo rank(H) = 2n (ver Kumaresan [47}},

ou seja a ordem do sisterna também é identificada pelo rank da matriz H. Os parimetros

AR sio caleulados via pseudo-inversao:

¢t = HH{~h), {3.29}
o shio os cosficientes do polindmio Pz} = 1+ a2 + i’ + - + g2, cujas raizes wy
-1 (s pardmotros modais sho obtides usando os w, ¢ 08 residuos

satisfazem a relagao w,
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a

Figura 8.1: Pélos do Modclo AR: (o} Forward {b) Backward

sao calculados como no modelo progressivo. O aspecio mais importante de se trabalhar com
modelos AR na dire¢io inversa é que se o vetor de parametros for calculado segundo (3.29),
e se H for (N — p/)xp/, com p' 2 p, os p pblos correspondentes ao sistema (no plano 2 se
localizam no exterior do circulo unitério, enquanio que os (29 — 2p) estranhos, se distribuem
de maneira aproximadamente uniforme em torno e no interior do circulo. Isto sugere que
¢ caloulo dos residnos do sistema seja realizado somente depois da correta identificacio de
seus pélos. Isto € verdade no caso de se trabalhar com dados livres de ruido (ver proposicoes
3 e 4, em Numaresan {47]}. Experigncias numéricas mostraram que este fato tende a ser
verdadsire ainda para dados com niveis de ruide baixos (ver Kumaresan {47} e Tufts ¢
Kumaresan {74]). No caso de se trabalhar com o modelo AR na direcio progressiva, os
pélos do modelo (do sistema e computacionais) situam-se dentro do circalo unitério {47]. Na
figura 3.1 se apresenia o comporiamento.dos pélos.de ambos. os. modelos. para-um sistema
de trés graus de liberdade que foi trabalhado assumindo-se a presenca de dez modos. Nesta
figura pode-se apreciar claramente a separagio dos pdlos correspondentes ao sistema dos

computacionais inftroduzidos pela sobredeterminacao.

Consequentemente, ha vantagem do modelo regressivo em relagio ao progressivo,
no sentido de que o primeiro fornece um critério geomeétrico que permite separar os polos do
sistemna dos computacionals introduzidos por sobredeterminacio. Isto contudo, depende da
‘maneira como sejam estimados os pardmetros AR e do nivel de ruido nos dados. Estes fatos
séo importantes e merecem a analise a seguir, onde serdo considerados unicamente modelos

AR pa diregho inversa.
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3.3.1  Analise da Sensibilidade dos Parametros AR

Em primeiro lugar é indispensavel caracterizar bem o tipo de problema em analise.
Na pritica, como se usam modelos sobredeterminados, a solugio do problema para o caso
ideal de se trabathar com dados livres de ruido é dada por ¢t = HH{~R;). Aqui a psendo-
inversa H £ calculada usando-se o teorema do decomposicio em valores singulares SVD da
matriz H, isto é, fazendo-se:

Dy 0 vi

H=UDVT = [U, U,
[Us U] 0 D, || V]

(3.30)
Na equagio 3.30 Uy e Vy sdo submatrizes formadas pelas 2n primeiras colunas de U e V
respectivamente, Dy a malriz diagonal Dy = ding{oy,00,....0,), como,, r=1,2,...,2n,
sendo os valores singulares ndonulos de He Dy a mairiz nula (p' —p)x{p—p'). Dai decorre
gue  HY = VD77, de onde:

ot = HY(-hy) = Vi DTTUT (=T, - {3.31)

i

E importante destacar que esta ¢ a soluglo de um Problema de Quadrados Minimos Iine-
ares-com mebriz H Rank Deficiente (pois rank{H} = 21), que nio pode ser resolvido pelo
mélodo usual das equagdes normais. Com esta carvacterizagdo em mente, pode-se analisar
melhor o problema para o caso de dados contaminadosz por ruido. Para se fazer esta analise,
considerando-se perturbacdes deve-se ter: M{E) = M{EY+ 2(k), k=1,2,..., N, O vetor

de pardmetros AR deve ser estiimado do seguinte sistema de equagoes lineares:

He = oy, {3.32)
onde H = H+ £, com & representando a matriz Hankel de perturbagées e = Ty +¢. O vetor - -
de perturbagoes do termo independente em (3.27) € aqui representado por €, Ou seja o vetor
de parametros deve ser estimado de um Preblema de Quadrados Minimos Lineares Rank
deficiente Perturbado. Esta caraclerizagae do problema ainda nao fo1, segundo conhecimento
do autor, percebida na area da anilise modal, Na pratica o vetor de parimetros é estimado
através da solugio das equagdes normais associadas com {3.32): HTHe = —~A7, uma vez
que a mabriz f é rank completo. A questio imediala gue surge € serd que a solucdo correta
do preblema: ¢ = ~H¥R;, & aproximada adequadamente pela solugao obtida através das
equacdes normais &5 = ~Hty = —(HTH)" ATy | de maneira que Jjct —&+]| seja minimizado
? Intuitivamente, espera-se que ista seja verdade desde que Ht aproxime H no sentido que

IH* ~ HYll seia pequeno. Isto pode ser confirmado observando-se que:
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¢ gt = (HY — HY)(=Ty) + A¥e, (3.33)

de onde segue que [jc* ~ &*| serd pequeno desde que ||H* — H¥|| o seja e desde que se
~ possa controlar o termo JH*Y] de maneira a garantir sua limitagdo. Entretanto sabe-se da
teoria de perturbacio de pseudo-inversas (ver Bjork {8], Hansen [28],Stewart {71] e Wedin
[80], por exemplo) que a pseudo-inversa de uma matriz nio depende continuamente dos
dados, isto ¢, pequenas variagdes dos seus elementos pode originar grandes perturbagdes da
- pseado-inversa estimada (ver o exemplo da pAgina 12 de Bjork [S]}. Consequentemente, se -
- nao forem consideradas estas apreciagbes, existe o risco de €% nao aproximar adequadamente

c¥. Demonstra-se que as exigéncias acima requeridas serdio satisfeitas (ver Bjork [8]) se:

rank(H) = rank(H), e . (3.34)
€N < o2a. (3.35)

Com estas condicbes pode-se demonsirar que a solugho para o problema de guadrados

minimos lineares perturbado ¢ satisfaz as seguintes estimativas (ver Bjork): -

i — <t KH) (e nen] X
e S TS TEqE] {I!Hll+ll?£;ll TR (3.36)

onde k{H) denota o Nimero de Condigio da matriz H{d(H) = oyfo2 ); e I~ | € a novma
- espectral ou norma 2. Das estimativas {3.36) segue que o ervo relativo dos pardmetros AR
estimados depende tanto do mimero de condigao da matriz H quanto do nivel de ruido
nos dados. Na pratica o tamanho de &{H) é determinante, se k{H} é grande o problema
é mal condicionado ¢ as estimativas acima podem ser dramdticas (um problema é bem

condicionades quande A{H) = 1).
Da analise realizada se depreende que para se obter estimativas significativas dos
pardmetros AR deve-se:
g} Ter b(H} pequeno, e
b} Counstruir a partir da matriz de informagio H (lembrar que H é rank completo), uma

matriz H, prézime de H, no sentido que rank{H) = rank(H) satisfazendo-se (3.35).

A primeira consideragén depende do sistema. Existem sistemas cujas matrizes de Hankel
' sio mal condicionadas {ver Inman [38] por exemplo). A scgunda consideracio depende de
- ge conhecer previamente a ordem do sistema. Assumindo-se esta hipotese, uma matniz que
satisfaz rank( i:{) = rank{H) podé ser construida facilmente usando-se a SVD da matriz H.

A decomposicho em valores singulares de H, pode ser expressa por:
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e e a e o, e .. Y e .

H o= {(Gyuyvy + GollaVo + -+ + O'pUprJ + (0‘p+1ﬁp+1\1p+1 R o a;,:up;vp:) \ (337)
onde U, e ¥, sdo os vetores coluna perturbados das matrizes U ¢ V respectivamente, e &, 830
as correspondentes valores singulares perturbados. Denotando a primeira parcela em (3.37)
por H, ¢ possivel demonstrar gque esta matriz é de rank 2n, e ainda mais, que ela resolve ¢

problema:

Min{H~Qll}, VQ€ Ra, (3.38)

-

comt Ry, sendo o conjunto de matrizes de rank 2n {ver Golub), ou seja a matriz H € a matuiz
de Ry, mais proxima de H. Na pratica, a condicio {3.35) & satisleita para H se assim o for
para H, o que geralmente se cumpre para dados com niveis de ruido baixos, {ver Hansen [28]

e Stewart {T1] por exemplo).

3.3.2 A Identificacdo da Ordem ¢ os Efeitos da Sobredeterminagao

A determinacio da ordem do sistema na andlise modal experimental € um pro-
blema tio importante guanto dificil de ser resolvido. Para tratar o problema através da
analise dos modelos AR, deve-se lembrar que a ordem é identificada pelo rank das matri-
zes Toeplitz on Haukel descritas anteriormente. fam se tratando da detecgao do rank de
uma matriz, é bom alertar que esta nio é tarefa simples, sobretudo quando se trata com
matrizes mal condicionadas perturbadas {Hansen [20]). A maneira mais eficaz de se tratar
este problema ¢ através do teorema SV, ande o indicador tedrico de rank é o mimere de
valores singulares nao nulos da matriz em andlise. Aqui se fala de indicador tedrico uma vez
que na pratica é impossivel de se obter valores singulares exatamente nulos, passando-se a
considerar como nulos agueles valores singulares menores que um valor prefixado, diga-se ¢
& o que se estaria avaliando serla em todo caso 0 rank numérico com tolerancia €. Em se
iratando da identificacio da ordem através da mafriz de Hankel perturbada H, sabe-se que

os seus valores singulares &, satisfazem a seguinte relagio {ver Bjork):

6, — o <€l =120 (3.39)
De onde se tem queas
D<d, <o + 180 r=1,2,...,2n,
by S 4 IEL r=1.2,,2, (3.40)

0 < & < I r= 2o+ 20+ 2,000,
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pois os valores singulares exatos o, sio nulos para 7 > 20 4+ 1. A consequéncia imediata de
{3.40) é que, se for assumido o cumprimento da condigio {3.35) e se [|€]| nao for suficien-
temente préxima de o4, entio deve existir uma clara separagao entre os valores singulares
perturbados que correspondem ao sistema e os que correspondem ao ruido {os iltimos serdo
pequenos com relacdo aos primeirvos). Esta caracteristica do comportamento dos valores sin-
gulares perturbados serd o indicador para detectar a ordem do sistema. Observe-se porém
que isto depende do tamanho de o9, se a matriz Hankel com i nformacio correta H for bem
condicionada o g2, & destacado e a condicio (3.35) é factivel de ser satisfeita, para matrizes
mal condicionadas sto é mais dificil de se satislazer, Consequentemente faz-se indispensivel
analisar o condicionamento das matrizes Hankel. Para se fazer isto, considere-se dols mo-
delos sobredeterminados com matrizes Hankel Hy my % 7 e Hy maxpy respectivamente, com
Mg 2 Py T 2 Py, € pr 2P 2 op, cujos valores singulaves sao denotados por o, e &,
r=12,...,2n Entdo pelo teorema de separagio dos valores singulares (ver Bjork), tem-se

gue:

0, ?.. oy 2 @9 2 Ty Cin :‘3 Tpage (3.41)

O condicionamento das matrizes Hankel pode ser analisado a partir da relacio anterior.
Denotando com 0ma, 0 maior valor singular de uma matriz Hankel sobredeterminada a o’

graus de liberdade, pode-se obter a seguinte estimativa:

. LN I - ic/’%r:MIgf’%l
onett) < 1Y | (3.42)

r=1

com Af sends alguma constante positiva. A dltima relacdo diz que o malor valor singular
das matrizes Hankel sobredeterminadas é limitado. Ainda mais, tem-se que [e*2P'+1 = 0
para p’ suficientemente grande, toda vez que  [e*?!] < 1. Consequentemente para p, e p;
suficientemnente grandes devesse ter oy{H;) = o1{H;), ou seja o.m.; cresce pouco a medida que
a sobredeterminacac aumenta. Embora nfo s¢ tenha uma estimativa para Gmin {com opmin
se esta denotando o menor valor singular da matriz Hankel), observa-se porém na cadeia de
desigualdades {3.41} gue ele temn malor liberdade para crescer do que Opmar. Assim sendo,
deve-se ter que k(M) < &(H;), isto é, o niimero de condi¢do da matriz Hankel deve melho-
rar. Isto @ muito importante, pois para o caso de se trabalhar com dados perturbados por
rufdo, sendo que o nivel de ruido é fixo para o conjunto de amostras disponiveis, a norma [|£}]
e geral nao cresce na mesma taxa do que 0y, possibilitando-se uma separagio dos valores
singulares correspondentes ao sistema dagqueles correspondenies ao ruido. O resultado desta

analise pode ser apresentado na forma da seguinte proposicho:
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Proposicao

Com as notagbes acima, se (Fy — 01) € (Fan — 02n ), entio
R{Hy) < k{H; ).
Prova

(51 - 01) = S (32?1 - ‘:T‘En}-!

= Gy =uayte e T "{”.fgﬁ?n&
T4 oy + £ Oy + £ a

S N : < 1 < i
CFay oy Fan + € Ty

= k{Hz) < k(H;).

A

{bserve-se que a hipolese da proposicdo exige de unicamente condigdes suficientes, o gue nio
significa que o resultado nao possa ser valido em outras condigdes, Contudo, o aspecto mais
importante desta proposicao esta no fato de que ela explica que a sobredeterminagéo do mo-
delo melhora o condicionamento das matrizes Hankel, o que deve refletir em melhoramento
das estimativas {(3.36} dos pardmetros AR. DExistem numerosos trabalhos gue exploram as
vantagens da sobredeterminagho {ver por exemplo Braun {9], Cooper [15], Ibrahim [41], Ku-
maresan [47], Kurka [48]. {49], [50], Mc Donougth [56] e Yang [81], entre outros), porém
em nenhum deles se faz uma analise deste tipo, ao parecer a vantagem do uso da sobrede-
terminagho teria aparecido como resnltado de mieras experiéncias numéricas. Os efeitos da

sobredeterminacio podem ser melhor entendidos, observando os seguintes comentérios:
Comentarios:

el. O efeito positivo da sohredeterminacio se reflete em que o menor valor singular
da matriz Hankel é destacado em tamanho. Isto possibilita o cumprimento da exigéncia

imposta na relacio (3.35) permitindo-se assim a detecgdo da ordem do sistema em andlise.

c2. O resultado da proposicao independe da taxa de amostragem Af. Porém certo
cuidado é necessario na sua escolha pois Af muito pequenc on muito grande (respeitando
o teorema de amostragem) pode conduzir a matrizes Hankel mal condicionadas, ver Majda
[58]. O primeire caso pode facilmente ser observado na relagao (3.42), onde claramente, se
Af & mmito pequeno, os termos do denominador sho guase nulos, possibilitando o crescimento
de ¢mar 0 que pode produzir mal condicionamento. Nestas condigoes se necessitaria de um

nivel de sohredeterminagio muilo grande para a proposigio ser Util,

c3. A importancia da proposicio é tedrica no sentido de que ela explica a razéo do por-

que sistemas sobredeterminados melboram as estimativas dos parAmetros calculados. Iste
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Figura 3.2: Nimere de Condigio da Malriz de Hankel como fungdo de sua dimensdo

sfeito pode ser pode ser administrado positivamente usando modelos de malor sobredeter-
minagao possivel, assim sendo, para o caso de N amostras disponivels da funcio resposta
ac impulse unitdrio, a proposicdo sugere usar uma matriz Hankel com dimensao N/2x N/2.
Entretanto ¢ bom observar que devem-se evilar amostras a partir do instante em que o nivel

de ruido comega a ser dominante.

Para se verificar o3 resultados da proposigae foram analisados o condicionamento
das matrizes Hankel como funcdo da ordem do modelo (da dimensdo de H) para sistemas
mecanicos de 3 e 2 graus de iberdade, cujas funcdes resposta acimpulso unitdrio sio definidas

THOT

h{1) = e sen{41) + 0.8 sen(71) + 1.2e7%%sen(92),

2
no primeiro caso, e h{{} = Z (r,.e"‘-" + 3':5}‘") no segundo, com residuos ) = ry = j,
L=

com 3 sendo a unidade complexa imaginaria, frequéncias naturais f; = 50Hz, f = 1Hz
e fatores de amortecimento modal £ = 0.006, e &; = 0.0053. Este exemplo fol construido

segundo indicado por Liang e Inman [B5].

Os resultados da andlise sao apresentados na figura3.2 {a) para o sistema de trés
graus de liberdade onde {ol escollide A1 = O.1s, o na figwa 3.2 (b) para o outro sistema,
com At = 0.005s. As matrizes Hankel analisadas foram quadradas. O comportamento
do namere de condigio k{H) é eloquente, como previsto na proposicdo. Para se confirmar o

comentado em €2, a figura 3.3 apresenta o comportamento do nimero de condigao da matriz
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Hankel para o sistema de dois graus de liberdade, com a escolha At = 0.01s. Observe-se
gue esta taxa de amostragem estd no liniite de permisséo do teorema de Shannon {76}, ou
seja A1 € grande. Observe-se também que embora k(M) tenda a decrescer, a matriz H reflete
alto grau de mal condicionamento. Os valores assumidos por k{H) para diversas dimensdes
de H podem ser vistos na terceira coluna da tabela 3.1, A segunda e quarta coluna da
- mesma correspondem ao comportamento de k(H) descrito nas figuras 3.2 — (a) e 3.2 - (3).
(0 mal condicionamento do sistema de dois graus de liberdade foi atribuido por Inman [38]
ao fato das {requéncias naturais serem alasiadas. Este exemplo foi incluido com a finalidade
‘de se destacar a escolha certa da taxa de amostragem Al Para um caso pratico sugere-
- se amostrar os sinais dinamicos tao rdpido como os equipamentos o permitam. A taxa de
amostragem 6lima deve ser aguela que minimiza k{H), isto &, aquela que melhor destaca

Tmin, possibilitando assim a identificagio da ordem do sistema,

14000 S B T R S N
13000 =
12000 -
11000
10000 =
NeHy o000 F -
8000 - -1
7000 .
6000 3
3000 —

q{}{}o 1 ! 3 E i i ]
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Figura 3.3: Nimere de condipdo da Matriz Hankel como fungio de sua Dimensdo

p 1 AI=01]At=001]244=0005
10 | 76.56 1347548 | 17.36

201 2.06 1161553 | 11.12

30§ 1.63 7919.76 8.86

40 1 1.55 5200.05 6.66

50 1 1.40 4102.23 4.50

60 | 1.34 4258.02 2.97

Tabela 3.1: 4 influéncia da Texa de Amostragem
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2.4 Uma Técnica de Identificacio usando o Método
de Prony e os Momentos da Fungéo Resposta ao

Impulso Unitario

O método de Prony é amplamente conhecido pela sua utilidade em diversas dreas
para modelar sinais transientes como soma finita de exponenciais complexas, algumas aplicagbes
podem ser vistas em [30], (58] e [77]. Na drea da analise modal podem-se citar os trabalhos
© de Allemang [3], Braun [9], Kurka [48], [49], [50] e Yang [81]. Em casos praticos a principal
dificuldade associada com o método de Prony é o reconhecimento dos pardmetros do sis-
tema daqueles introduzidos pela sobredeterminagio da ordem do modelo. Dentre algumas

sugestdes para se fazer cste reconhccimento citam-se {ver [9], [34], {49], [56]} : 1) O uso do
- teorema SVD pata analisar o condicionamento da matriz Toeplitz T, ii) A répetigéa dos
testes para verificar a consisténcia dos pardmetros identificados, 1ii) A observacio do valor
numérico de certes parametros quando a ordem do sistema ¢ incrementada sucessivamente,
e iv) A extracio das raizes de uma sequéncia de polindmios. O métado aqui apresentado
fol introduzido por Kurka e Bazan [51] e usa o8 pardmetros encontrados pela aplicacio do
- métedo de Prony para ajustar um conjunto de amostras da fungdo resposta ao impulso
unitdrio. Us momentos dessa funcdo {definidos posteriormente); sio utilizados para reco-
nhecer os parametros do sistema através do métode dos momentos de Gibilaro e Less {23].
Informacio detathada pode ser vista em Nurka & Bazan [51). Para uma melhor apreciagio

do método serao descritos os métodos de Prouy e dos momentos separadamente.
O Método de Prony

Este método serve para ajustar um conjunto de amostras da fungio resposta ao

impulso h{t) do sistema {ou da resposta livie} como soma finita de exponenciais complexas:

WME) = Z (z-?.f“"”j‘m + ?‘:c'}‘;km) JA=01,.... N, (3.43)

ra=l

Dadas as estimativas de N amostras A{k}, o método pode ser resumido em trés passos:

a) Determinagdo dos pélos do modelo z, = eV {do sistema e computacionais),
catravés das raizes de polindmio usado no modelo AR progressivo sobredeterminado. Feito

isto, estimam-se em seguida os autovalores A, do modelo.

b} Determinagao dos residuos usando o sistema de equacbes lineares com matriz

Van Der Monde descrito em {3.24).

YHIGAME
BIBLIOTECA CEMTRAL
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¢} Construgho do ajuste para h{t) usando os pdlos ¢ residuos estimados em a) e
bl

nt

h{t) = > (?'rs"‘" + r;e*;‘) . {3.44)

el
O Método dos Momentos

O método data aproximadamente da década de 80 e foi usado principalmente
para rveduzir a ordem de modelos lineares em sistemas dinfmicos nas areas de biogquimica
e controle, ver 23] e [36]. Alguns traballios onde ¢ método é usado como ferramenta de
identificacdo paramétrica podem ser vistos em Finsenfeld [37], Jamshidi [42] ¢ Unbehauen
{75]. Na formulagio do método se utiliza a relagio que existe entre a fungio de transferéncia
- do sistema H{s) no dominio de Laplace, ¢ a sua contraparte no dominio do tempo a fungio
- resposta ao impulse unitdrio {1}, Para se fazer isto, seja H{s) a funglo de transferéncia de

- um sistema estavel:

. T A SRCIE U e P L
H{s) = - , g < M. 3.45

Ry yr s WA (349)

(Os momentos da funcdo At} sio definidos por:
fa & .
My = f Ry d, k=0,1,..., (3.46)
o

e concentram as propriedades dinAmicas do sistema. Usando arelagio H{s) = f;7 e * h{t)dl,

- apds expansio em série do termo exponencial em torne da origem, tem-se que:

. Af, M, .
}‘;(S) e ﬂ’f{; . -4'513 4 ?;"q? R (_l]f - RS S (34?)
: : e . .
Introduzinde os momentos normalizados oy = (1) R de {3.45) e (3.47) oblem-se:

{(mo + mus + mas® + ) (Bot Prs+ 4 Bus™) = (aot ais+ .. ogst). (348)

Comparando os coeficientes das mesmas poténcias na relagho anterior se pode rnontar um
sisterna de m + ¢ + 2 equagdes lineares envolvendo o roesmo nimero de momentos, de onde
se pode encontrar os cocficienies o e f,. Em se tratando de um sistema mecdnico de n

graus de liberdade, sua fungio de transferéncia #{s) é definida por {3.45) com m = p = Zn,
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e g = 2n— 1. Darelacio {3.48) deduz-se que os coeficientes a, ¢ fi, satisfazem o seguinte

Tll "'EEH ﬁ - 0
RS HRE

onde o = [ag, 04,...,0004]7, B = [Bo, B1,... 2 Ban]T, com Iy, a matriz identidade 9n x 2n
e Ty, Tar sendo matrizes Toeplitz 2n x (In + 1) e (2n 4+ 1) x (2n + 1) respectivamente
- definidas por:

- sistema de equaches lineares:

T

ilg | e 0 Mgy, Magey .. iy g
My mg ... O O Mgns1  Myn ... Mg iy

Tu= \ ) . LT = . . . . . {3.50)
Mop-] Magey .. Mg 0 M4 Mype1 .. Mgyl Moy

Do sistema por blocos {3.49) obtem-se que:

Taff=0 A a=Tyb, (3.51)

o que indica que primeiro devem-se calcular os coeficientes B; (com Sy = 1) para em seguida
caloular os coeficientes . Em se tratando de identificagio de pardmetros modais, dados
4n + 1 momentos, uma vez estimados os coeficientes o e §, os autovalores ), sio as raizes
do polinémio caracteristico P(s) = fo + frs + -+ + Bas?. Os residuos sio encontrados da

- relacior

= him H{s). (3.52}
R .

- A dificuldade deste método € que os. momentos M, ndo podem ser avaliados segundo (3.46), -

‘uma vez que unicamente se dispoe de wm conjunto reduzido de amostras '?L‘(k];" Assim sendo,
é»:}s M calculados devem conduzir a estimativas muito pobres dos parametros procurados.
‘Para reduzir a ordem de um modelo de n graus de liberdade para outro de ordem m com
m < n usando 0 método dos momentos, usam-se os 4m-+1 primeiros momentos e encontram-
se os coeficientes do novo modelo usando-se as relagbes (3.51). Esta abordagem garante gue o
émodeﬁo original e novo models concordem nos 4m + 1 primeiros momentos, isto ¢, garanie-se

geich

/ﬂ TR Rl =0, E=0,1,2,... 4m+1, (3.53)
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onde he(1) é a fungiio resposta ao impulso do modelo reduzido. A desvantarem do método

[0

€ que o sistemna de ordem menor pode ser instavel, Jamshidi [42].
A Téenica Prony-Momentos

: O algoritmo proposto visa a separagio correta dos pardmetros do sistema daque-
-~ les computacionais introduzidos pelo modelo AR progressivo sobredeterminado. Dadas as
- estimativas de um conjunto de amostras da funcio resposta ao impulso unitério hik), o

- algoritmo considera os seguintes passos:
1. Construgho do ajuste h(3) para funcio resposta ac impulse pelo método de Prony.
2. Aproximar os momentos M, por Ay = o ikl}(t}dt. Isto permite utilizar a relacio:

L

n ?1-
}; ,x )W + S (3.54)

L ; . ~
T bara determinar os coeficientes da funcio

de transferéncia de um modelo reduzido através do método dos momentos.

3. Usar os momentos normalizados m, =

A separacio dos pdlos verdadeiros aparecem como resultado de uma comparagio
-dos pélos e zeros-do modelo reduzido, resultados numeéricos podem ser vistos em Kurka
e Bazan {51]. Comparativamente falando, esta técnica é mais dispendiosa de ponio de
vista computacional do que a do modelo AR regressive, contudo, aqui é apresentada com a
finalidade de utilizar 2s iddias basicas do método para uma posterior extenséo para técnicas

de identificagio MIMO.
3.5 O Problema de Deconvolucgao

3.5.1 Introducao

Nm seghes anteriores foram vistas téenicas de identificagio modal gue usam amostras da
Hfuncio resposta a0 impulso ungtario, porém, nada fo1 dito com relacdo a maneira de como
E{}bié-}a& A maneira usual de se estimar esta funcio no ambiente da engenharia é através da
transformada inversa de Fourier da ungao resposta em frequéncia do sistema. Nesta técnica

‘& relagio basica utilizada é
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Uilf)
Hi(f) = 22 (3.55)
75
Hi;(f) denota a fungéo resposta em frequéncia que relaciona a j-ésima entrada com a i-
- ésima saida, e Fi(f), Ui(f) so as transformadas de Fourier dos sinais correspondentes.
A fungho resposta ao impulso unitério é relacionada com 2 fungdo resposta em frequéncia
- andlogamente come no dominjo de Laplace, isto é:

Hi( 1} = Flhij(3)], (3.56)
onde 7 denota o operador transformada de Fourier: Fh] = / !-m e_'ﬂ’f‘[,]gt’ Logo tem-se
- gue: ¢

1 1 U()
kit "—-“.?:Mif:frg" mf‘i{ } 3.57

LAs relagbes anteriores sao de interesse tedrico, uma ves que pa pritica unicamente se dispde
de um nidmero reduzido de amostras dos sinais dinimicos tendo-se que trabalhar com apro-
ximagoes das correspondentes transformadas de Fourier. Fstas aproximagdes produzem erros
de truncamento que comprometem os resultados das estimativas da fungéo procurada, Alle-
mang [3], Herlufsen [31}. Contudo esta maneira de se estimar a fungio resposta ao impulso
continua sendo usada popularmente devido a sua simplicidade e principalmente ao desenvol-
vimento da Transformada. Discreta de Fourier na sua versao répida FFT.

: Nesta secdo se apresenta a proposta de estimar a fungao resposta ac impulso no
Eéamfnia do tempo com a finalidade de evitar os erros de truncamento ja assinalados. A
andlise parte da relagio equivalente a (3.55) no domfnio do tempo:

ui(t) = [ (t = )ho(r)ds. (3.58)

Logo, dados os sinais de entrada e safda do sistema, o problema de estimar a fungio resposta
ao impulso no dominio do tempo se reduz ao de resolver a equagio integral acima. Este

problema é conhecido como o Problema de Deconvolugao.

A resolugdo da equagio integral {3.58):ndo é tarefa simples, ela é abordada em
;é;:cus:as areas de pesquisa, ver por exemplo Roth [70] onde se trata com problemas de Radar, e
Ié%mzmeist-er-[ﬁ] para outras aplicagdes. Na drea da anélise modal continua-se usando a téenica
e';iza, FFT e pouca atengao tem-se dado ac problema salve contadas excegoes, assim, Kurka

[50] propds a solugdo discreta para o problermna, néo apresentando contudo uma analise das
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verdadeiras dificuldades que aparecem no seu tratamento. Estas dificuldades sa0 destacadas .
posteriormente por L. Piombo [85], e Kurka ¢ Bazdn [51]. Uma versio mais recente da
andlise do problema pode ser vista em Bazan e Kurka [6]. Nesta proposta apresenta-se uma
andlise tedrica do modelo que explica as razdes das dificuldades encontradas na sua resolugio,

Apresenta-se também uma téenica de solucio através de regularizacio usando SVD.

3.5.2  Deconvolugao Discreta e Regularizacio via SVD Truncada

Asselugdo do problema deve ser abordada no contexto de equacdes a operador do
Lipo:

Ax =y, (3.59)

onde A & um operador linear definide entre espacos de funcdes de entrada e safda respec-
tivamente. No caso em estudo, A ¢ o operador integral de convolugio induzido pelo sinal
de forga do sistema, definido no espaco L,{0, T} formado pelas fungdes quadrado integraveis
no mtervalo [0,T], com T sendo o tempo: total de medigio {o0s sinais usados na. pratica -
pertencem a este espago, ver Unbehahnen [75]). Da teoria deste tipo de equacBes, sabe-se
que v problema de resolver a equagéo infegral de convolugdo {3.58) é um Problema Mal
Peosto Baumeister [3], no sentido de que ele é muito sensivel a pequenas perturbacdes nos
dados. Pequenas perturbacdes nos dados podem produzir grandes variagdes na solugio do
problema: Esta caracteristica faz com que tentativas de resolucio do problema por métodos
usuals de discretizagfio conduzam a sisternas severamente mal condicionados que precisam
de um tratamento especial para sua resolugao. Supde-se que esta pode ser a razio pela qual
o problema nao foi abordado na drea da andlise modal. A maneira mais eficaz de se tratar
com problemas mal postos € através da moderna Teoria de Regularizagio . Esta teoria é
relativamente recente e € usual na drea de Problemas Inversos, ver Baumeister [5], Bazan [7]
e Groetsch [27].

O instrumento mais importante para se fazer uma analise da solugio do problemae
da propriedade de mal posicionamento {ill-posedness) é conhecido como o Critério de Picard,
Baumeister {5}, Hansen [28]. Para ver isto, denotando o produto interno no espaco 1[0, T}
com <« -,- >, a solugio da equagdo integral {3.58) pode ser expressa usando-se a Familia

Singular {U{1), Vil1}), e} }i2, associada ao operador integral :

hz’j(t} - i < Z-ﬂ«{'i)’rﬂug{f) 2 }/‘,{-(f)g (360) .
k=1 Ty

onde {Vi{t)}}iL,, {U(2)}52, formam bases ortonormais nos espagos de entrada e saida respec-



40

tivamente, com {o£13%, sendo a sequéncia de valores singulares do operador, A propriedade
de mal posicionamento do problema implica que {o7} — 0 para k suficientemente grande.
Quanto maior o grau de mal condiconamento do problema, maior serd a velocidade de con-
vergéncia desta sequéncia. O critério de Picard estabelece que uma Condigin Necessdria

para A;; () ser solucdo do problema ¢

i (< Ui(t), uilt) >

400, 3.61
k=i (52)2 ( )

Esta condigdo estabelece que, se kii(t) é solugho do problema, entio a partir de um cerio
k os coeficientes |< Uy(t), u,(1) >| devem decrescer necesiriamente mals rapido do que os
valores singulares of, a fim de que se possa garantir a convergéncia da série {3.60). A
propriedade de mal posicionamento do problema pode ser methor compreendida analisando o
comportamento dos coeficientes dos termos desta série. Se o lado direito da equagao (3.58) for

contaminado por ruido r(t), isto é: @(t) = w(t)+r{t), os coeficientes da série serio distorcidos
(< Uilt), (1) >

poT uln erro - na direcao de Vi. Consequentemente a condi¢io necessaria
73
k 3 - * + L L A
nao sera satisfeita e os erros serdo magnificados, produzindo instabilidades a medida que k

awmenta, pois o%" € pequeno. Nestas condigoes, pode ser construida uma solugdo aproximada
estavel para o problema, fruncando a série (3.60) para un mimero finito de termos, evitando
na medida do possfvel as confribuigbes dos termos que produzem amplificacdo do ruido r{1).
Estes termos correspondem aqueles cujos o} sao pequenos. (Juanto maior o nivel de ruido
- menor serd o mimero de termos utilizados. Esta técnica de construgac de solugbes estiveis é
~ conhecida como Téenica de Regularizacio da SVD Truncade TSV D, e o indicador do niimero
. de termos usados na construgdo da solugio aproximada é conhecido como Pardmetro de
| Regularizagdo. Naturalmente, a analise apresentada ¢ de natureza tedrica, uma vez que a
familia singular do operador é geralmente nio caleuldvel, servindo contudo para entender
a magnitude do problema. A andlise fornece um mecanismo que pode ser usado na versio
~ discreta do problema, para contornar as dificuldades que provém do mal posiciopamento.

Diseretizando. o equagio integral pela regra do reténgulo, o problema pode ser
- resolvido através do seguinte sistema de equagdes lineares:

i
Fh Jrandi e 1 21 362
onde h = i, hase . Ba]T € o vetor de amostras da fangdo resposia ao impulso, u =
T +un]” o vetor de amostras do deslocamento e F é a matriz Toeplitz triangular

inferior
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[ h 0 ... 0]
2 A 00
F= .2 .} . t (363)
: : P
qu fN-—I fl |

cujos elementos so amostras da forca de entrada, e At é a taxa de amostragem dos sinais
medidos.

Anélogamente a0 caso do problema na sua formulagio original, existe uma familia
singular associada a (3.62): {f;, Ve, 01} iy s com a diferenca de que esta é facilmente calculdvel
pelo teorema da SVD da matriz F, Neste caso a solugdo do sistema de equacdes lineares &
exXpressa por:

h= - ﬁ 1(&%}9 3.64
m&sz.lﬂ';c k & ( )

A condico necessiria (3.61) se traduz agora no Critério Discreto de Picard. Este critério
. exige que os coeficientes |G u] decrescam em média mais depressa do que os valores singulares
%, Hansen [28], isto &, estes coeficientes devem localizar-se em média baixo da curva dos
valores singulares como fungio do fndice k. O mal posicionamento do problema se reflete
- agora no fato de que a matnz F é severamente mal condicionada, ou seja, &{F) é muito
grande, & que on geralmente é mujto pequenc. A consequéncia deste fato é que peque-
" nas perturbacdes du podem produzir grandes variacdes §h do vetor solugdo. Isto pode ser
apreciado na seguinte relagdo (ver Golub 241y

Y
[ 09

0 problema de mal condicionamento pode ser contornado.usando-se a técnica de regula-
rizagao TSVD truncando a série finita (3.64) para M termos. O truncamento deve obedecer
‘a0 critério grométrico baseado na observacio do valor de k a partirdo qual |if | comega a
crescer consistentemente em comparacio com o o) correspondente. Aqui @ denota o vetor
deslocamento contaminade pelo ruido §u. Denotando com h* a solughio aproximada cons.
truida com k termos da série {3.64), pode-se mostrar que fib*]f € uma funcio crescente de k,
enquanto que o residuo r*) = fu—Fh*j ¢ decrescente, Hansen [28]. Isto indica que, para um
“valor grande de k o residuo r* é pequeno porém a solugéo h* é instavel, enquanto que, para k
pequenc h* ¢ estivel ainda que r* seja grande. Logo, o parhmetro de regularizacio M, deve
Eser escolhido de maneira que se possa estabelecer um adequado balango entre [[h*|| e [jr¥||,



que permita evitar instabilidades fornecendo uma solucio aproximada para h suficientemente
procisa.

Da andlise acima se depreende que o passo crucial na aplicacagéo da técnica TSVD
¢ a escollia do pardmetro de regularizacio, sobretudo quando o nivel de ruido presente nos
dades ¢ desconbecido {que é o caso de interesse). O método mais eficaz para se estimar este
pardmetro € conhecide como o Mélodo de Cross- Validution de Golub e Wabba {ver Baumeis-
ter [5]), onde a estimativa de M é encontrada resolvendo adicionalmente um problema de
otimizagio. Isto faz com que o método seja dispendioso do ponto de vista computacional,
Cutra maneira de se estimar o pardmetro de regularizagio ¢ através do Crilérie da Curva L
{L-Curve Criterion) introduzido por Hansen [28]. Aqui é sugerido graficar o [[h¥|| versus il
como fungdes do pardmetro L. Este grafico deve ter o aspecto de wma curva L, O pardmetro
de regularizagao corresponde ao valor de k do ponto mais proximo ao vértice da curva L,
ver Hansen [28], [29]. Esta técnica se mostra eficaz para uma série de problemas, no caso

em estudo o aspecto da curva nao permitin uma escolha acertada do pardmetro procurado.

Neste trabalho apresenta-se a proposta de resolver o problema de deconvolucéo
discreta através da TSVD, onde se sugere uma escolha do parametro de regularizacdo, ba-
seado no critério discreto de Picard e num argumento geométrico. Resumindo, a proposta

considera os seguintes passos:

1. Fatorizagio SVD da matriz F, calenlando-se separadamente os coeficientes laial da

deconvolugao discreta {3.64)

2. Determinagdo da curva de regressfio linear £ para os coeficientes lild| para k =
1,2,..., N. Feilo isto, construir um grafico contendo a curva £ eacurva § dos valores

singulares. o como funcdes de k.

3. Escolha do pardmetro de regularizacao entre os valores de k a partir do ponto de
interseccac das cuvas £ e § até o primeiro ponto onde o valor {7 ii] ultrapassa a curva
8. O termo da série correspondente a este ltimo coeficiente deve ser incluido somente

ro caso [[b¥] & B2
: Para ilustrar & performance da técnica proposta, realiza-se o processo de decon-
- volugho discreta para um sistema de {rés graus de liberdade cuja funciio resposta ao impulso

¢ definida por:

h{t) = "% zen(11) 4 0.8 ¥ sen(7t) + 1.2 sen(9t).
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Figurd 3.4: Primeiras onze amostras de wna Deconvolugao Instdvel

Nesta experiéncia utilizase um sinal de entrada do tipo aleatdrio gerado no MATLAB.
A resposta do sistema ¢ calculada direlamente atrives de convolucao discreta. A taxa de
_amostragem escolhida foi Af = 0.13. ¢ o numero de amostras N = 128. A matriz Toeplitz F é
“severamente mal condicionada com H{F) da ordem 107, este fato impossibilita a deconvolugio
discreta por técnicas usuais para resolver o sistema de equacoes lineares {3.62) ainda no caso
de se trabalhar com dados livres de ruido. Para simular um caso real acrecentou-se ruido ao
‘sinal de saida de mancira que a razao ruido sinal NS R {Noise to Signal Ratio}-definida por
NER = [j6ull/}u] foi aproximadamente 20%. O resultado de uma deconvolugio instdvel é
apreciado na figura 3.4, onde pode-se observar a grande distorgio das estimativas da funcio
recuperada. Aqui foi usada a técnica de substitucdo direta (Porward Substitution) devido

‘a0 fato da matriz F ser triangular inferior.

‘O comportamento das curvas £, S e dos coeficientes lif 6] pode ser visto nas figuras 3.5 e
3.6. Segundo o critério estabelecido para a escotha do nivel de truncamento da série {3.64),
& pardmetro do regularizagao pode ser escolhido entre & = 90 ¢ & = 105. Na figura 3.7 se
‘aprecia a solugho regularizada construida com 105 termos {M = 105) para o caso de dados
gz com ruido, As solugBes construidas para os outros valores de k entre 90 e 105 séo parecidas.
Nessa figura se apresenta fambém a solucdo correspondente ao caso de dados livres de rufdo

construida com 127 termos.

_ Da analise iedrica e a experiéncia numérica realizada, conclue-se gue o assunto
& delicado, o exito ou fracasso na aplicagio da técnica TSVD depende. de uma escolha
adequada do pardmetro de regularizagao. Frente a esta dificuldade um balange deve ser
ffeim sobre & conveniéncia de se optar pelo céleulo de estimativas da fungio resposta ao
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Figura 3.8: Escolhendo o Paramelro de Regularizagao

impulso unitario através de deconvolugdo ou através de inversao pela FFT. Pelo espirito

deste trabatho defende-se a proposta da deconvolugdo por duas razdes:

o O tratamento dos sinais divetamente ne dominio do tempo evita a introdugao do erro
de truncamento introduzido pela aproximacio das transformadas de Fourier dos sinais

de entrada e saida.

¢ {3 uso da relagao :

Us‘ﬁf)}

}E‘t‘}.{f] = FW]“‘;IJ(;H = }‘“"1 [}'1(fJ
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para calcular estimativas de hy;(2) para frequéneias onde | F5(f)] & 0 acarreta problemas

de instabilidade numérica dificeis de se contornar.
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Figura 3.7: Deconvolugio Estivel
Para relorcar ainda mais a defesa da proposta do uso da deconvolugaoe, deve-se

" comentar gue faram realizados inimeros testes testes com outros sistemas e com niveis de

ruido acima de 50%. Os resultados sempre foram encorajadores.
3.6 Um Método Iterativo para Reduzir perturbagoes
e Realcar Estimativas dos Parametros

A motivacio desta secdo resulta da. andlise das exigéncias impostas nas relagdes

- {8.34) e {3.35) que se referem as estimativas dos pardmetros autorregressivos dos modelos de

- identificacio SISO das segdes anteriores. Lembrando que nesses modelos, dado um conjunto

© de amostras da fungho resposta ao impulso unitério A(k) = A(k) + e(k), trabalha-se com
f wma matriz Hankel {ou Toeplitz) H sobredeterminada constroida com essas amostras, A
 partir desta matriz, uma vez detectada a ordem do sistema, deve-se construir outra matriz B
respeitando as condiges acima. Comenton-se também que esta matriz H deve ser construida

- usando a SVD truncada da matriz H

Y P - et - et - ) - o~ - - ~ -~ ~ ~— ~—
H = (F03¥; + F202% + -+ 0,0,) + {FprlpaVpps + -+ a'prijpr\!p:} \
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para um numero de termos igual a duas veves a ordem estimada, ou seja,

H = {&1009; + Galig¥a + - + Fpii V), p = 2n. (3.66)

O resultado desta construgio se reflete em que, se H satisfizer (3.37) entdo H curmpre as
exigéncias (3.34) e (3.35), isto é rank({f) = rank(H) e {]H — Rl < o3, onde H & a matriz
Hankel ideal do sistema {com dados sem ruido). A consequéncia disto é que em geral as
estimativas dos parAmetros AR serfio aceitdveis, dependendo em dltima instincia do grau
de condicionamento da matriz H (ver {3.36)). A utilizacio da matriz H tem rendido frutos
positivos na tarefa de identificacio de pardmetros em diversas aréas, ver por exemplo Ku-
maresan {47, Porat [67] e Rac [68]. Entretanto, € importanie analisar o problema em estudo

mais detidamente. Observe-se que a matriz H com informacio ideal tem duas caracteristicas:

¢ H é Hankel. ¢

¢ rank(H} = 2n.

Isto nio acontece com & mairiz H, pois., mesmo possuindo o mesmo rank de H, ela perde a
estrutura Hankel. Este fato motiva a pensar num processo iterativo gue leva 2 construciio de
uma matriz Hankel com as mesmas caracteristicas da matriz ideal H, e sobretudo, préxima
dela num certo sentide. Na verdade, se trata de um processo iterativo usual na drea de
problemas inversos relacionado com reconstrugio de imagens usando projecdes {ver Cadzow
[13], e Hurt [35]). Aqui se apresenta uma versio adaptada, para ser utilizada na drea da
analise modal.

0 processo de construgio do algoritmo comega com as seguintes definicbes: Seja
HI™ o suhespago de matrizes Hankel ¢ x m, com ¢ » m, munido da norma Frobenius. A

norma Irobenius de uma matriz é definida por

Ilr = ot + ot 4 03] (3.67)

Onde os o, sk os valores singulares ndo nulos da matriz H. Seja também RI*™ o conjunto
de malrizes ¢ X m cujo rank é menor ou igual a 2n, com 2n < m. Definam-se logo dois
operadores:

Py CFF o HIX™ 8 Projegie Orlegonal de U957 sobre HY*™, onde C9%™ denota
- o comjunto das malrizes reals ¢ X m, e

Py HPP — R tal que PR(G) = G, com & denotando a malriz de rank 2n

- mais proxima de G.
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Commo HI*™ ¢ um subespaco {echado, P3{0) existe de maneira dnica YC em goxm,
toda vez que a projeciio é um operador linear Groetsch [26]. Demonstra-se que o espago
H™ tem dimensdo m 4 g — 1, e que uma Base para este espago é formado pelas matrizes
Hankel H,, 1=1.2,...,m+¢~1, definidas de maneira que os seus elementos sio zeros
exceto na l-ésima diagonal cruzada comegando na posigio {1,1) com valores unitarios, os

seiac

' . 0] (001 ... 0]
00 ... 0 10 ... 0
Hi=| S y Ho=f . y <eosele (3.68)
006 ... 0 00 ... 0
~ dgxm L dgum

Introduzindo o pradulo inlerno < -, >p ne espaco C77: < A B >p= TrafABT), onde

TralAl denota o traco da malriz A, pode-se demonsirar que a base acima é ortogonal com
1 s | i

este produlo mterno, e que portanto, P{C) com € em £9™, pode ser escrito como uma

combinacio Hnear dos elementos bésicos:

'}D] (C) = ﬂITHI + {}"BHQI SR a'r'ﬂ.-i-q-i Hyn-{-Qv—-l- (369)

- Aproveitando a ortogonalidade dos elementos basicos, os coeficientes ¢ s8o facilmente cal-
culados, Isto leva a gue, P {C) tem diagonais cruzadas que sio o resultado do caleulo da

média das correspondentes diagonais cruzadas da matriz C.

A situaciio para o operader P é diferente, uma vez que elé é um operador projegio
nio Linear, pela maneira como foi definido e pela geometria estranha do conjunto R¥*™ {
RI*™ & um conjunto fechado ndo convexo). Contudo demonstra-se que esta projecao pode
ser calculada pela.SVD de igual maneira como em (3.66). A projegdo P(G) sera unica
somente no caso o2,{G) # F2.01(G), Cadzow [13]. Na pratica, a matriz Hankel H é rank

completo e sempre possue valores singulares diferentes,

Para se estabelecer o algoritmo das projecdes deve-se observar que;

» Pi{H} =H, pois H & H#*™:

*» Th{H) = H, id que rank{H} = 2n.

Cu seja 2 matriz H ¢ um elemento do conjunio H#™ YR¥™. Os items acima assinalados

garantem que a matriz H € um ponlo fizo de ambos os operadores, ainda mais, garantem que
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PiPa(H) = H, on seja, H também é ponto fire do produto (& composicio). Defina-se logo o
operador P o= PyPy o HI o HOM b defina-se a sequéncias

Hg,uH = ?:’(H;,) = ?{‘PQ(HA—), koo {], 1}2, N (3?0)

A sequéncia assim definida converge para wma matriz Hankel A que € ponto fixo do operador

#. A prova disto se baseia no comportamento do funcional 7 definido por:

T(G) = |[G ~ P(G) ][} (3.71)

- Neste funcional ohserva-se que o seu minimo é atingido quando G € HI* " RX™ ¢ que
este valor minimo ¢ zero. Agora, pode-se provar que os valores do funcional ao longo da
sequéncia {3.70), formam uma sequéncia monotona decrescente. Isto é: T (Hess) < T{HL),

para ver islo,

5(H&r+1) = "HI.—H - p(”kﬂ)”?’
< PHigr = Pa(His)]5
< Hegs — Pa(HO|E |
= {l(Hiss = Hg) + (Hi = PolHOYE
= J(Hegr = HOIP + 2 < Hyy = Hi, Hi = Pa(HL) > +He — Pa(HO)%

Da dltima desigualdade segue que

Hier ~ Po(HiplfE € ~lHes = Hea )% + [He = PafH)J2
Ou seja:

j(Hk+1) é j(Hk)a

Cono s que-ria provar.

O comportamento do funcional ¢ suficiente para garantir que a sequéncia 3,70
converge para um ponto de minimo do funcional que é wm ponto fixo do operador P. Um
prova rigorosa e completa, exige certos conceitos que fogem do escopo desta apresentagio {
outras informagdes podem ser vistas em Hurt {35]). Contudo, este comportamento garante
a redugio da distincia de Hy para H de iteracho em iteracio. Geometricamente a sequéncia
das iteragdes (3.70) comega em Hg e caminha em zig-zag nos conjuntos HI*X™ e RIX™ até

convergir ac ponto H, ver Fig. 3.8,

A utilidade do processo iterativo que se acaba de descrever pode ser resumido nos

seguintes ifems

# Sc o processo iterativo for aplicado pare uma matriz Hankel H construida com amostras

contaminadas por ruido, ou seja se for escolhido como aproximacio Ho = H=H + £,
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Figura 3.8: O Comportamenio do Procezso Iterativo
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Figura 3.9: Trinta primeivos Valore Singulures do Matviz Hankel

satisfazendo-se & < 2., entio o processo iterativo converge para a matriz Hankel H

mials proxima de H no sentido da norma Frobenius, cujo rank € 2n

¢ O processo iterativo pode ser utilizado para reduzir perturbagdes nos dados de uma
matriz Hankel, como passo prévio ao emprego de técnicas de identificacio através de
medelos AR para sistemas e geral, e em particular para sistemas mecanicos,

0O método iterative aqui proposto, {oi testado com o mesmo sistema de trés graus
de liberdade da secio anberior, usando 256 amostras de sua fungho resposta ac impulso
contaminadas com um ruide gaussiano com média zero, e com uma varidncia de maneira
que a razdo ruide sinal NSR {definida como na segio anterior) foi de aproximadamente
120%. Ainda para este nivel de ruide foi possivel distinguir a ordem correta do sistema
pelo critério de separagdo dos valoves singulares perturbados da mairiz Hankel H, segundo
a andlise da secio 1.4, ver fig 3.9. A performance do processo iterativo € geralmente melhor

nas primeiras ileragoes, onde sdo reduzidas a maior parte das perturbagdes do sinal, apds



50

estes primenos passos a redugdo ¢ menor, Contudo, a convergéncia das ileragbes semipre
atingiram as tolerdncias exigidas geralmente apos 12 ou 15 iteractes. A tolerdncia em mengho
foi definida usando um valor do funcional J suficienternente pequeno, Os resultados desta
experiéneia sdo apresentados na Fig. 3.11, onde h{t) representa o sinal reconstruido e ?z(t)
o sinal contaminado pelo ruido. A Fig. 3.9 ilustra o comportamento dos trinta primeiros
valores singulares da matriz Hankel (exatos ¢ perturbades) usados na detecgio da ordem de
sistema. A malriz Hankel usada para esta identificacdo foi 64 x 64. Apresentam-se também

nas figuras 3.10-(a) 3.10-(b} os espectros de Fourier dos sinais antes e apds a reconstrucio,

gy} 80 T T T T 11031 IA S R S A S E S B B
5 50 |- . 80 + -
50 - ) .
40 F . }
40 .
KU o -
3 .
20 EI E i 90 b ]
i
wil § mJ L ,,j UL“
0 i ; ] 1 i I t f i 1 | d i
g 1t 2 3 4 5 86 F 8 9 14 4 1 2 3 4 5 6 7 & 9§ 10
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{a) (53

Figura 3.10: Especire do Sinel: (o] Com ruide [b) Apds reconstrugao

3.7 Uma Proposta de Técnica de Identificagdo Mo-
dal: O Modelo Regressivo Simétrico (Symmetric

Backward Model)

Nesta secio apresenta-se uma proposta de técnica de identificacio modal que re-
sulta da analise realizada ao longo da secio 3.3, das experiéncias com o problema de decon-
volugio discreta e o processo iterativo das secbes recentes. A técnica proposta corresponde
a uma versio do modelo AR regressivo, onde se tem optado pelo uso de matrizes Hankel
simétricas para tirar vantagem dos efciios da sobredeterminagio sobre o condicionamento

das matrizes do modelo,

Dado um conjunto de amostras dos sinais de excitagio e resposta do sistema 3
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Figura 3.11: A performance do Processo Herativo

e u{k), 1,2,..., N respectivamente, a técnica proposta consideras

1. Aplicagho da técnica TSVD para estimar amostras da fun¢do resposta ao impulso

unitdrio através de deconvolucao discreta.

2. Utilizagdo do processo iterative para reduzirruide do sinal estimado no passc anterior

{opcional)

M

3. Utilizagho do modelo regressivo com matriz Hankel simétrica suficientemente sobrede-
terminada para estimar os parimetros AR através do segnintes passos:

¢ Montagem do sistema de equacés lincares {2.30):
i:[& = 7 |
» Calculo das estimativas dos pardmetros AR através de:
&= H¥(~9),
onde HY é uma aproximacao da pseudo-inversa da matriz Hankel ideal H.

Para se caleular HT usa-se a decomposicio auvtovalor-autovetor:

H o= Ml a] + ASiol] + - + AgB] + AL B0, 4+ FAL el (3.72)



de maneira que 03 avtovalores A da matriz 3 sejam arranjados decrescentemente

et valor alisclule
>8> > A > > DAL (3.73)

O ndmero p corresponde a ordem estimada do sistema e & determinado segundo

o tamanho relativo dos autovalores IAZ]. Com a ordem estimada construir:
IS B

= FUIUI -5 “?Uguz R
Ay 2

A

1
A

H* Gyl (3.74)
4. Os parbmelros modais sé0 estimados apds a determinagio das p raizes 2, do polindmio
caracteristico :
I IR T N i SN -
Os pardmetros correspondentes ao sistema (no plano z} devem-se localizar no exterior
do cireulo unitério do plano complexo enquanto que os computacionals devem ficar

dentro.

A principal caractedistica desta Léenica é que ela possibilita a deteccio da ordem
do sislema segundo o comentado na sub-sccao 332, wma vez que o menor valor singular
da matriz Hankel ¢ destacado. Por outro lade, o custo computacional da SVD é reduzido
significativamente, necessitando-se unicamente uma decomposicio auvtovalor-autoveior. A
desvantagem do método € que existe a possibilidade de que alguns pdlos do sistema possam-se
localizar dentro do circulo unitdvio, ou de que pdlos computiacionais fiquem fora. Na prética
tem-se constatado que isto acontece somente quando o nivel de ruido presente nos dados é
muite alto, ou quando o sisterna em analise é severamente mal condicicionado dificultando

a wdentificacho da ordem.



Capitulo 4

Identificacdo de Parametros Modais
via Metodologia MIMO

4.1 Introducao

O principal obietivo deste capitulo é explorar as idéias desenvolvidas na analise dos
modelos para identificacio modal SIS0, aproveitando-as na formulagdo de técnicas MIMO.
As técnicas MIMO devem ser entendidas como aquelas que usam a informacio de entradas
e saidas multiplas de maneira simultanea no processo de estimacio dos pardmetros modajs.
A crescente popularidade da utilizagdo de téenicas MIMO na andlise modal experimental,

entre outras, deve-se as seguintes razdes {ver Allemang [3]):

¢ A aplicagio de forga de excilacio auiltipla permite a distribuigio da energia de ex-
citagho ao longo do sistema de maneira mais uniforme, trazendo como consequéncia
uin nivel de resposta também mais uniforme. Isto garante uma melhor gualidade dos

dados adquiridos.

¢ A aquisicdo simullinea de dados para entradas e saidas mualtiplas, minimiza as difi-
culdades que aparecem como consequéncia da vestricio da invariincia no tempo do
modelo matematico {equacio (2.1) }, quando a estimacio de pardmetros ¢ realizada

na metodologia S1S0.

* A redundincia das informacdes que resulta da agquisigao multipla dos sinats dindmicos
de resposta, se reflele bendlicamente na estim acao de pardmetros modais para sistemas

com modos acoplades ¢ froquincias nalurals muito proximas.
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* A evolacio dos equipamentos de aquisicio de sinals permite reduzir significativemente
o temnpo de medican,

Pelas razdes assinaladas deve-se esperar naturalmente, uma methor robustez dos
parbmetros estimados por metodologias MIMO antes do que por aquelas do tipo SISO, Con-
tude, embora os Glimos anos reflitam uma vasta producdo de técnicas MIMO, os problemas
da detecgio da ordem dos sistemas em andlise e da separagdo dos pdlos verdadeiros dos

- computacionais, ainda representam sérias dificuldades na andlise modal experimental. Nos
iltimos tempos destaca-se o trabalho desenvolvido por grupos de pesquisa das universidades
de Cincinnati (USA) ¢ Catélica de Leuven (Belgica). Numerosas referéncias podem ser en-
contradas em Allemang [3]. Qutros traballios também de importancia sio os de Pappa {44],
fnman [38], Roemer [60]. e Zhang [81].

Neste capitulo se propéem algumas téenicas de identificagio MIMO no dominio do
tempe, visando contornar as dificuldades assinaladas. Na primeira seciio se estudam técnicas
de estimacao de parhmetros modals, que de alguma maneira correspondem &s generalizacdes
das técnicas dos modelos AR J4 estudadas no capitulo anterior. Em seguida, é abordado
o problema de deconvolugdo para o caso de entradas e respostas multiplas, finalizando-se
comt uma nova técnica de identificacio das matrizes de Massa, Amortecimento e Rigidez,
O processo de identificacdo das matrizes de massa. amorlecimento e rigidez, decorre da
disponibilidade de um grande nimero de informac@es das medidas dindmicas necessérias
analise do tipo MIMO. Nao se pretende no entanto, aprofundar-se em tais técnicas uma vez
que & dnfase do presente trabalho diz respeito a identificagio de pardmetros pertencentes ac

modelo modal.

4.2 Identificagao de Parametros Modais usando Mo-
delos MIMO Regressivos

4.2.1 Introducao

As técnicas introduzidas nesta segdo se baselam na descricdo das equagdes de
estado para o sistema mecanico em estudo. Mais precisamente, antes do que usar o conjunto
de equagdes diferenciais (2.9, a descrigao do sistema airavés do modelo discreto {2.29),
{2.30}, serd muilo mais conveniente. Reproduzido as equacdes do modelo discreto:

x{k+ 1) = Ax{L) + Bg{k)
u{kd = Ox(k),
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pode-se olservar que o comportamento do sistems pode ser predito com a evolugio no
tempo, desde que seiam conhecidas as matrizes A o B, Por esta razio, o modelo pode ser
caracterizado como Moedelo Preditor MIMO nao Diregdo Progressiva. As técnicas propostas
nesta seqao, se caracterizam por "predizer” o comportamento do sistema na direcdo contraria
20 Modelo Progressivo, isto & conhecido 6 estado do sistema 1o instante k, o modelo deve

permitir estimar o estado anterior.

Nesta apresentagdo, analisam-se em primeriro lugar algumas técnicas de identi-
ficagio basedas no Modelo Progressivo, caracterizando inclusive a téenica ERA como parte

das mesmas. As técnicas na direcio regressiva sdo introduzidas depois de maneira natural.

4.2.2 Identificacio Modal usando Modelos MIMO na Direcio

Progressiva

Antes do comecar com a descricio dos métodos propostos, deve-se lembrar que
a informagao dindmica do sistema vém concentrada no auto-sistema da matriz A, isto €
os modos de vibrar sho descritos pelos aulovetores de A enquanto que, os autovalores sio
obtidos dos correspondentes de A. Lembre-se que estes sao da forma z, = 2’87 (ver Cap. 2,
Secdo 2.3). Outro assunto também de importdncia, ¢ que a resposta livre do sistema bem

como gualquer coluna da matriz resposta ao impulso (¢}, é da forma:

H

ult) = 3 (6,6 + e (+1)

r=1

onde a inica diferenca destas fungdes estd nas constantes ¢, proporcionais a condigoes
imiciais. Claramente, X, & ¢, sic os autovalores e autovetores do sisterna. As técnicas

_ propostas usardo amostras de {ungdes deste Lipo.

Assumindo-se o conhecimento da resposta livre do sistema e as correspondentes
- velacidades em cada um dos n grause de liberdade, para N-+1 amostras disponiveis (N > 2n),

as equagdes do modela progressivo sugerem a montagem da seguinte equagdo matricial:

SH0) = H(1), (4.2)

conde H{k}, & = 0,1; sho matrizes 2n % N, construidas nsando amostras x(k}, através do

seguinte arranjo:

Hik) = (B x{k+ 1) .oox(b+ N =1)], k=01 {4.3)
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com 5 sendo uma matriz 29 « I fque deve conter a informacio dindmica do sistema. Isto
Serd visto muads adiante, A natureza do vetor x (Jembrar que x(5) = [u(k) 3(k)]"), permite
LEOrover:

eA;t

= .. SRR Ant
@1 Gz v (6?1 éi qs- dg” € ) (4.4)

X{t)::: i ..’ tE -~ = - L3 e x A‘i !
M Aoy L A AT Azér ... Angr || e

+

~onde as constantes ¢, foram embutidas nos autovetores para eleitos de simplificacio. Desta

- representagdo, com z, = ™2 em {4.3) segue (e

I . N2 N
.41 ¥ - =
- 2 N2 -]
1 ] -y e -ry iy
1 - .2 ] N1
T " v if - - d il
H0) =9F, £= R nr _mNer b (4.5)
b 1
ooz :53 st 33_?N"l
e U T U
2 1 *n  *a Lev g “n A

com W sendo a matiiz de autovetores no normalizados. Da liitima equagio pode-se ver

imediatamente que:

H{DB) = ‘E{ff; (4.6)
H{1) = $ALR
é-onﬁe Ag=diag(zy,20,.. ., 24,27, 25,..., T} & a matriz diagonal de autovalores da matriz A.
Usando estas relagdes tem-se

SWE = WALE, {4.7)
d{* onde desduz-se que
: Sthy, = M = 1,2,...,n. {4.8)
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Confirmando-se que a matriz § contém a informagdo dinamica do sistema. Para determinar

esta matriz a partir das amostras x(1), observa-se que o fato de ser rank (H{0}) = 2n, implica
T .. . ¢

que H{O}R(0)" é inversivel. Nestas condigdes de {4.2) tem-se

mHnmwfmwwmffﬂ (4.9)
Desta equagio resulta evidente que, se N = 2, entdo § = A. Observe-se também que, ©
fato de ser rank (H(0)} = ?n garante que a pseudc inversa H{0)" pode ser calculada por

H{O) = H(O)T(H(O)H(OJT} . Uonsequentemente, em termos gerais, a iltima equagio pode
Ser eXpressa por

S = H{1}H(0)*. | L (410)

.

Logo, o problema de estimagio dos pardmotros modais ficaria resolvido encontrando-se o
aulo-sistema da matriz 5. Dai, o modos de vibrar do sistema, corresponderao s primeiras
n componentes dos autovetores de S, e os polos A, serdo encontrados dos autovalores z,.
Esta maneira de se estimar os par@metvos modais sera chamada de Téenica de Identificacdo

de Freudo-Tnversa.

Na pratica porém é dificil contar com amostras dos deslocamentos e velocidades,
censequentemente, a tdenica da pseundo-inversa nao ¢ aplicavel imediatamente. Para contor-
nar esta dificuldade, afalta de derivadas pode ser suprida substituindo-se as amostras 1{k)
por amostras deslocadas u(k + Af) (ver Ihrahim {39], {40] [41]), e o procedimento é como
antes. A diferenga é que agora, os autovetores sac da forma 10, = (¢, z,,gi:,]rf, Apresenta-se
porém uma outra dificuldade: a ordem do sistema raramente é conhecida apriori. Nestes
casos, o desconhecimento da ordem obriga a trabalhar com a equagio matricial (4.2}, onde as
matrizes H{k}, -k = 0,1 sdo construidas simulando-se novos graus de liberdade em idéntica
maneira como-a descrita para supric a {alla de derivadas linhas acima {ver Inman [38]).

Assim sendo, tem-se

u(k} ulk + 1) u(k + s~ 1) |
ulk+1}  uwd+2) ulk + s}
Hik} = ulk+2)  uwk+ 3 - ulk+s+1) , (4.11)

wlh+g— 1) whk+gq) oukdg+s~1) ulk+g+s) | gnxs
com g e ¢ de maneira a se ajustar ao ndmerc de graus de liberdade desejados € ao nimero de
amostras. Um fato importante que deve ser destacado é que, no caso ideal de se trabalhar

com dados sem ruido, a ordem do sistema corresponde ao rank da matriz H{k) {ver Inman
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[38], Juang [44], Liang [55]). O procedimento de identificacio é desenvolvido como antes,
com as devidas interpretacdes para as matrizes ¥, F e fi(g Assim por exemplo, a dimensao
da matriz S sera gn x gn, com autovetores s, = [¢F 247 = 240 o %}g

A técnica de identificagdo pela pseudo-inversio pode ser resumida nos seguintes

passos:

1.

Montagem das matrizes Hankel-Bloco F%(k), k = 0,1; onde o simbolo ~ é usado para
denotar estimativas das matrizes H(k),

2. Detecgdo da ordem do sistema através da SVD da matriz Hankel-Bloco pelo critério
do tamanho relativo dos valores singulares. Para isto fazer:
. . . 61 0 Yz
i -
H(G) = UD\!Jr = [Ul Ug] o Yrd s (412)
onde Uy e Vy sdo submatrizes formadas pelas # primeiras colunas de U e V respecti-
vamente, com Dy correspondendo & submatriz diagonal #i x 7 dos # maiores valores
singulares da matriz Hankel; com # sendo a ordem estimada.
3. Usando a informacdo do passo 2 construir:
R(0)" = v,D707 (4.13)
¥k 1
4. Determinagao da matriz S segundo (4.10), calculando-se o seu auto-sisterna. Depois
disto conclui-se que:
» Us modos de vibrar do sistema correspondem &s primeiras # componentes dos
autovetores de S,
s Os polos do sistema sae encontrados a partir dos z, correspondentes.
Observacoes

s No caso ideal de se trabalhar com dados sem rufdo, a matriz S admite exatamente 2n

autovalores diferentes de zero, localizados dentro do cireulo unitdrio no plano complexo,
e a identificagdo é precisa. Caso contrdrio, as estimativas dos pardmetros calculados
dependem de uma correta identificacdo da ordem e de qudo boa seja a aproximacio
de H(0)* por Fi((}).[n,, (lembrar as condigbes expressas em (3.34) e (3.35) para garantic

uma boa aproximacdo de pseudo-inversas)
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s e a ordem for sobreestimada, isto & se 1 > n, 320 introduzidos f — n modos com-
putacionais, acarretando dificuldades na determinagio dos pardmetros verdadeiros do
sistema. Esta situacio & tipica na aplicacio do método ITD (Tbrahim Time Domain},
Uma vez que neste caso, a mairiz § 8 determinada segunde (4.9), o que ndo garante as
exigéneias {3.34) e (3.35), trazendo como consequéncia, geralmente estimativas pobres
dos parAmetros procurados. Ainda mais, a téenica ITD funciona unicamente porque a
matriz H(0) sobredeterminada é de rank completo, caso contrario a inversio da matriz
I;f({})%:!(ﬁ}? em (4.9} nao seria possivel.

Um fato que deve-se destacar é que a importante téenica de identificagio ERA
(Eigensystem Realization Algorithm), pode ser enquadrada no contexto dos métodos Pro-
- gressivos. Para ver isto, sabe-se que nesta técnica, a mairiz § é determinada usando &

seguinte relagio {(ver Inman [38] e Juang [43], [44]} :

"

nHe

S =Dy 7UTH(1)V,D; 2. (4.14)

~ Bepois de algumas manipulacbes algébricas, definindo-se:

= D7SD;
H(0) = UTH(O)Y, (4.15)
H{1) = UTH(1WV,.

demonsira-se que

: SH{O) = H(1), (4.16)
verificando-se a afirmacao acima.

_ Na stualidade, a técnica ERA ¢ uma das mais cotadas ferramentas de identificacio
émadal, Contudo, a sua performance depende do nivel de ruido nos dados e de uma correta
é}?dﬁntiﬁcagéo da ordem do sistema. Este é um fato bem documentado, ver por exemplo
ERDSH}EI‘ [69]. Se a ordem for sobrestimada, a técnica ERA introduz também um determinado

ntimero de modos computacionais.

54;,2‘3 Identificagao Modal usando Modelos MIMO na Direcio

Regressiva

Da apresentagdo das téonicas MIMO na diregio progressiva, depreende-se que pet-

gisie 0 problema da separacio dos modos verdadeiros daqueles computacionais introduzidos
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por sobredeterminacio. Visando contornar esta dificuldade, andlogamente como no caso das
teenicas 8180, é possivel formular métodos MIMO na direcio contriria aos do tipo pro-
gressivo. Para ver isto, assuma-se novamente que a ordem € conhecida. Com este fato,
considerando as matrizes Hankel como em {4.3), tem-se:

H{0)=¢F
= WATIAGE
= WA B EA L
= PATTOHH{1,

toda vez que 7% = 1. Analisando a ultima relagio deduz-se que existe uma matriz 5i,
com definigio obvia tals quer

‘ SyH(1) = H(D). RNTRYS

Deduz-se também que S, satisfaz o auto-problema andlogo com aquele expresso em (4.8}

Sp ="V = I,2,...,n (4.18)

A diferenca estd em gue os autovalores deste modelo w, = e~ M8 g localizam no exterior

do circulo unitério do plano 2, contréric aos de $ que ficam dentro.

Finalizando, a proposta de usar téenicas MIMO regressivas, resume-se ao calculo
dos parametros modais através da matriz S, da equagao {4.17), segnindo-se o mesmo pro-
cedimento utilizado nas téenicas progressivas. A grande vantagem de usar esta proposta, é
que ainda com uma ordem sobrestimada, a propriedade de localizacio dos pélos verdadeiros,
- facilita a separagio dos modos computacionais. Isto devido & tendéncia destes Gltimos de
localizar-se dentro do eirculo unitario. Lembrando que os polos computacionals correspon-
denr & perturbagdes dos autovalores nulos introduzidos pela sobredeterminacio. -

Observacao Final

+ Com as devidas interpretacdes, as Lécnicas miroduzidas, podem ser extendidas para
o caso de entradas muiltiplas, usando-se os mesmos procedimentos j& desenvolvidos,
Nesta situacdo, as malrizes Hankel-Bloco sio construidas com colunas da matriz res-

posta zo impulso h{t) {ver Allemang [3]}.
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4.3 O Problema de Deconvolucao MIMO

| A utilizagdo de téenicas de identificagio MIMO no dominio do tempo que usarmn si-
nais processados na forma de funcdes de resposta ao impulso unitério, exige em primeiro lugar
é{} caleulo de estimativas dessas fungdes. Pelo acompanhamento dos resultados de pesquisas
éi’:i‘[} revistas e periddicos especia}imdf}s na area de andlise modal, parece que unicamente se
éz:,onta com a teécnica proposta por Allemang [1]. Nesta técnica as FRIs sio estimadas pela
étranfommda inversa de Fourier IFFT, depois de haver-se obtido as estimativas das corres-
pondentes funcoes de resposta em frequécia FRTs. As dltimas sdo determinadas através
é(’fﬁ técnicas de pseudo inversio usando a relagdo entrada-saida no dominio da frequéncia.
éﬁemtm virias técnicas de identificacio MIMO que tem usado com sucesso estas estimativas
destacam ERA [43] [14]. Polyreference, [78], ¢ ITD para entradas e respostas multiplas [3].
é-{ﬁezztucic} esta téanica de se estimar as FRIs sofre do erro de truncamento conhecido como
Time Domain Leakage Allemang [3], devide a se trabalbar com um nimero limitado de
?amastras dos sinais dinimicos do sistema, & partir dos quais se caleulam as FRFs. Conse-
équentemen.te, visando contornar este tipo de erro, seria conveniente caleular estimativas das
BF‘RES sem a utilizagho do dominio da frequéncia,

Para abordar ¢ problema de estimar as FRIs no dominio do tempo, assumindo

o sistema em repouso, observe-se em primeiro lugar a relagio entrada-saida no dominio de

E;a,piace U{s) = I—I{:s)i?‘(s) {ver {2.5) }:

Cwls) | [ Hals) Hals) Hidsy 1] Al
?ﬁg'{S) _ Hé{fé‘) Ihals) .0 Hyls) fals) . (4.19)
] 2#,1(.8) § 1 }];:.1(3) }-;n?(’s) s f;rm 1 fn(s) b

logo, para ng entradas e ny safdas, cada resposta do sistema devido &s ng forcas de entrada

serd governada por:

wi{s) = Hu{s)i(s) + Hia(s) fals) + -~ + Hino (8) frp (8) (4.20)

t=1,2, ., I=1,%2 .. n.

Esta mesma equacio pode ser expressa no dominio do tempo por

wilt) = /ﬁ bV (= 7Y + /D bl Bt — F)dr + o 4 /ﬁ ina (7) foa (£ — 7}

v= 12,000 m, F=1,2,...,

(4.21)
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{ problema de estimar as fungdes h;(0) 1 = 1,2,...,ny, J = L2, ng no dominio do
bempo, a partiv das equagdes {4.21) serd chamado de Problema de Deconvolugdo MIMO.
Para tratar este problema, observe-se que as equagdes (4.21) sio desacopladas com relagio
as incognitas A;;(1), portanto deve-se esperar que a deconvolugio possa ser realizada linha
por linha para estas incdnitas.

Sem perda de generalidade o problema serd abordado considerando-se duas forgas

de entrada ou seja ny = 2, e n, respostas. Com esta simplificacio, a equagio (4.21) torna-se

wi(t) = ]; }?-n(?"')fz‘(f.‘" T)dT + '/; hiad7) folt — rydr, i=12., ,;21- f4*22)

 Agora, se forem assumidas N amostras de cada um dos sinais de entrada () e falt),
- discretizando as integrais na mesma filosofia do problema da deconvolugio SISO do capitulo

- 3, tem-se que

. | - )
U; = E‘}' {Flh;} "!"thi?], ?::{,2}.,.,?21. (423)

onde U, hyy, € hyy sho vetores N x 1 contendo N amostras do sinais de resposta u;{1} e das
- correspondentes funcdes hn(f) | Ai(f), com Al sendo a taxa de amostragem. As matrizes
- Fy e Fy sdo triangulaves inferiores Toeplitz, construidas. com amostras das forcas de entrada

Ffi{t} ¢ fo(t), de manejra idéntica como em (3.63). A dilima equagio pode ser reescrita como:

B

. = Hj, 4.24
» g (4.24)

2R %Y

[F i F:?] Noway

_que é um sistema de equagoes lineares &' x 2N, de onde devem-se calcular as estimativas
édas FRIs procuradas. Para efeitos de simplicidade assumem-se as incognitas by e hy nor-
‘malizadas pela taxa de amostragers Af. Observe-se porém que este ndo € wmn sistema de
éequa@éﬁs lineares comum uma vez gue 6 nimero de equagdes é menor do que o nimero de
incognitas. Consequentemente as estimativas do vetor de incogintas deve ser determinado

o sentido dos quadrades minimos. As equagbes normals para este sistema séo

T T i T
Fiby FiRy hi _ Fi; (4.25)
FIF, FiF, fiig Fia;
Neste novo sistema, a matriz blocos € rank deficiente ¢ igual a N uma vez que a corres-
pondents de {4.24) assim o é. Nestas condiges o problema possue infinitas solugdes, Sendo
necessario um critério de escolha, opta-se pela solucio de norma nmimma, gue deve ser encon-

trada através da pseude-inversa da matriz bloco em {4.25) bem como da matriz em (4.24).
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Entretanto, pela caracterfstica de mal posicibnamento do problema original a matriz do sis-
tema deve ser mal condicionada, requerendo-se de um método estavel de solugio, tals como
as da TSVD cu da decom posicao QR {ver Bjork [8]). O uso de outras técnicas para resolver o
problema pode I?va.r a sohugdes imprecisas devido aos inevitdvess erros n& resposta u;, Ainda
mals, existe a desvantagem de dobrar a dimensio original do problema (triplicar para o caso
de trés entradas, e assim em diante), '

-
Para se contornar as dificuldades acima mencionadas, defina-se um funcional nio
" + H
negativo J : RY « RY — R, como sendo:

T(hinsFi) = Rl + ool | )

Desta definigio segue imediatamente que o problema de encontrar a solugio de norma minima
para (4.24) (ou cquivalentemente para (4.25)) ¢ equivalente a resolver o seguinte problema

de minimizagho com restricdes:

Min {J(ﬁghgf_z)} ]

_ . . {4.27)
Restrite a: b; = Fihit 4+ Fohio

A solugdo para este novo problema pode ser melhor interpretada colocando as
dimenses para o caso escalar. Observe-se na fig 4.1 que a solugio do problema variacional
corresponde ao ponto dareta L fihydfohy = 1y, mais préximo da origem de coordenadas,

enquanto que as infinitas solugbes correspondem a todos os ponlos sobre a reta,

L : _],.g f&‘] + j,gf!?? = i
7

AN

N

Figura 4.1: Beta de solugies para Deconvalugao MIMO
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Evidenlemente, neste caso a solucio do problema é determinada procurando-se
o ponto critico do funcional pelas regras usuais do calenlo diferencial. As mesmas idéias

servem para 4 minimizagio de J no caso geral,

As caracteriisticas de inversibilidade das mabeizes F1 e Fy permite ainda uma nova
reformulagio do prohlema. Para isto, de {4.23} tomese que by = F7IG; — F3'Fihi, conse-
quentemente , o problema (4,27} é equivalente com o seguinte problema de minimizacio sem
restricbes: '

Min{J(his)} = Min {|[hal® + |IF5 5 ~ FriFhal’}. (4.28)
A condigio de existéncia de extremo para J, exige que (ver Bazdn (7], pag. 40):

<l - 2N N ‘
;’Z’:J (hn + !-W) Lma = {), Yv& R x B, (4.29)

Isto implica que:
IFIFT 4 FoFT | F57ha = 6. - (4.30)

Pela simetria do Tuncional J, a minimizacio com relagio a hy leva a:
(FiFT o+ FaF ] F5This = . (4.31)
Para se determinar b,y deve-se proceder da seguinte maneiras
1. Fazer g = F77hy em {4.30) e resolver o sistema de equagbes para esta nova incdgnita.
2. Fazer hy=Flg '

O vetor hyp € determinado analogamenic. Observe-se que para se resolver o roblema,
1

necessila-se mverter a matriz {FIF;" + FoFT ] N x N apenas uma vez.

Seguindo o mesmo procedimento, para o caso de se considerar ng forgas de entrada

- para o sistema, pode-se demonstrar que

4._}“

iy = FTIRFT 4 FoFT o 1 F, FY g 2=12..,m; i=12,....n {4.32)
a4 1 2 £F ;

J )
. Observagoes

# A relagio {4.32} ndo deve ser wsada como férmula fechada para se estimar as FRIs,

uma vez que a inversio numérica pode comprometer seriamente os resultados das
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estimativas. O processo corpeto ¢ segnir os passos 1 e 2 indicados nas linhas acima,

resolvendo o sistema de equagoes estavelmente para by, evitando a propagacio de erros
introduzidos por ruido nas resposta @, Recomenda-se a téenica da TSVD

s A abordagem que se acaba de apresentar reduz-se & resolugio do sistema de equagbes
associado a~{4.32) cuja matriz ¢ N x N em comparagio com aquela das equagBes
normais {4.23). Observe-sc que, para o caso de se considerar unicamente uma for¢a de
entrada (ng = 1}, a solugfo expressa em (4.32) torna-se simplesmente a correspondente
para o case da deconvolugao S150.

A técnica de deconvolugdo MIMO foi testada com um sistema de dois graus de

Liberdade cujas equagtes dindmicas sio descrilas por:

1o ]fam], [20 f;;(;)}% 22 -10v2 1 [w{®] | AW (4.33)

0 11 dst) 0 811 a0 ~10vZ 4D ] welt) |1 Sl

2

Assumnindo-se o sistema om repouso, a resposta foi caleulada diretamente através
de convolugdo discrela {ver (4.23)), submelendo o sistema a uma excitagio aleatéria com
distribuigio normal, média zere ¢ varidncia unitaria, em ambos os graus de liberdade, O
processo de deconvoluciio foi desenvolvido para os elementos da primeira linha da matriz
resposta ao impulso by {L) e hyo{2), usando-se {4.30) e {4.31). Dois casos sio analisados: o
primeiro com amostras livres de ruido, e o segundo ajustando as respostas para um nivel de
ruido de 5%, isto €. o sinal de resposia usado fol uy{¢) + (1) com §r{}] = 0.05)jus{8}{l. O
tipo de ruido utilizado loi gaussiano com média zero. As estimativas das fungdes procuradas
foram realizadas usando-se 64, 128, e 250 amostras das funcbes de excitagdo e resposia
igualmente espagadas a Al = 0.05s. A solucio do sistema [F1F} + FoF g = 1§, foi realizada
pela téenica usual da SVD da malriz do sistema {sem truncamento) devido ao fato de que
o condicionamento desta matriz permitiu o trabalho numérico em precisio dupla {ou seja
o mimerc de condigho foi de uma ordem inferior a 10'%). Os resultados sio apresentados
na figuras 4.2, e 4.3, onde unicamente sio ulilizadas 100 amostras das fangoes recuperadas

{exceto para o caso N = 64},

Os resultados da experiéneia com amostras perburbadas, sio apresentados na figura
4.5 unicamente para a funcao hyy{t), onde foi usado N = 128. Neste caso, a técnica TSVD
& fundamental. O pardmeiro de regularizacio loi escolhido segundo o critério desenvolvido

na analise da deconvolugao SISQ. A figura 4.4 indica claramente que o nivel de truncamento
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Figura 4.4: Fscoliendo o Pardameiro de Regularizagio

‘deve ser M = 127. A solugao obtida com M = 128 reflete claramente os efeitos negativos

-do mal condicionamento do problema.

4.4 O Problema de Estimar as Matrizes de Massa,
Amortecimento e Rigidez

5'4;4;,1 Introducéao

Havia-se comentado no capitulo 2 que o problema de identificacio das matrizes M,
C e X, a partir de informagdo de entrada e saida do sistema, ndo possue solugdo dnica (ver
“Allemang (3] pag. 3 e Imman [38] pag. 205). Esta caracterisica faz com que o problema seja
-diffcil de se resolver. Comentou-se tambdim, que as téenicas empregadas na anélise modal ex-
‘perimental, em geral ndo resolvem totalinenice do problema de identificagio, centralizando-se
‘na procura de estimativas dos pardmetros modais. Ou seja, estas técnicas siio direcionadas
-mais & construgio do Modelo Medal (frequéncias, amortecimentos e modos de vibrar) para
‘o estrutura em teste, antes do gue do Modele Fisico {(Modelo Matemétice), Isto é devado
a0 fat6 de que na pratica, o modelo modal da estrutura, pede ser usado para realizar uma
‘comparacao direta com os parametres modais preditos por algum modelo analitico, para
efeitos de modificagdes o refinamentos do dltimo. Dentre os poucos trabalhos publicados
sobre o assunto destacam Fritzen [22], Rocmer [69] ¢ Zhang {84]. Nesta secdo, se propde

‘uma téenica de resolucao do problema muito mais simples do que as citadas anteriormente,
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ende a questio de unicidade da solugio do problema ¢ resguardada exigindo-se o cumpri-
mento das propriedades de normalizacio da matriz de autovetores do sistema. O métods
de identificagio aqui proposto, se baseia no método dos momentos introduzido no capitulo

3 segho 3.4 e nos parAmetros modais do sistema previamente estimados.

4.4.2 Um Método de Identificacao das Matrizes M, C, e K

Para introduzir 0 métedo de identificagio, assuma-se que o-auto-sistema {Ar, e}y r =
L2,...,n da equagdo (2.1} é conhecido. Agora, se H(s) e h(¢) representam as matrizes de

transferéncia e de resposta ao impulso respeclivamente, sabe-se que (ver (2.6)):

H(s) = [} Ve bt (4.34)

Sabe-se também, que esta matriz ¢ definida por  H{s) = (Ms® + Cs + K)™ (ver (2.4)).
Isto permite escrever:

H{s)(Ms® + Cs + K) = 1. (4.35)

- Substituindo em (4.34), a expressio da matriz resposta ao impulso como funcéo dos pardmetros
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T A o ) , ) _ :
modais  h(¢ Z R (\(1 (2.7}), apds expansio do termo exponencial em

série em torne s = 8 obtém-se ;

H{s) = Mo+ Mys+ MosT 4 4o {4.36)

onde 0s M, sdo as matrizes Momentos Normalizados da matriz resposta ao impulso h{t)
{ver 0 método dos momentos da secio 1.4, do capitule 3):

. 0 ;. ) ,- i i .
Mk = /{j ?Hih(l}f“ = 2}?(3 (z """_/{;'")"I:?¢?‘q5f) ' {43?)

HEI L

Subsituindo (4.36) en (4.35), depois de se roalizar a multiplica¢do termo termo e igualar
coeficientes das mesmas poténcias lem-se que

Da altima relagio pode-se montar o seguinte sistema lincar de equagdes com maliriz por

blocos:
. My O 0 K I
My Mg 0 C =10 {4.39)
M, A, A, M 0

Os pardmetros fisicos devem ser determinados resolvendo-se este ltimo sistema. Agora,

pelas caracteristicas deste sistema, pode-se ver imediatamente que:

K = Mo
C = —~ MG MM (4.40)
M= --—ME]MQJME;*I 'f‘MgiM}.ME;IM}MQ“I. '

Evidentemente csta maneira de calcular as matrizes M, C, ¢ K" dependem da quahidade
das estimativas do primeiro momento Mg e do grau de condicionamento para possibilitar
uma inversio estavel. Se esta matriz for estimada pobremente, assim o serd a de K, pi-
orando talvez para C e M. A outra alternaliva é resolver estavelmente o sistema {4.39),

determinando-se a solugio do problema por colunas.

Como pode-se ver, a-téenica proposta se caracteriza pela sua simplicidade para

calcular as estimativas dos pardmetros {isicos do sistemna, entretanto, algumas observagoes
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540 necessarias. A primeira ¢ que estd-se partindo da bipotese de contar com os antovetores

normalizados segundo {2.20), islo &, & matriz de autovetores:

[
b L P T Y SR g B 4.41
[ o vivie = o peas (4.41)
deve satisfazer a seguinte relacdo de normalizagio:
Q¥ =A ¢ O'BO =1, | (4.42)
onde A é a matriz de autovalores {ver (2.20), e
C M ~K 0
By = . Qo= ’
M 0 0 M.

Se as matbrizes estimadas nao satisfizerem (4.41}, o processo deve ser repetido, ajustando os
autovetores com um fator de normalizacio adequadamente escolhido. A segunda observacio
é no sentido de que em certos casos informacae adicional pode ser considerada, introduzindo-
se restrigbes sobre as matrizes procuradas {por exemplo pode-se requerer matrizes de massa
diagonal]. Neste caso, a solugdo do sistema de equagbes (4.39), deve estar sujeifo a essas
restrigdes, podendo-se abordar o problema através do método dos quadrados minimos. Uma
abordagein interessante neste dliimo contexto {sem usar os momentos), pode ser vista em

61].



Capitulo 5

Simulacoes Numéricas

5.1 Introducao

Neste capitulo sdo apresentadas um conjunio de experiéncias numéricas, que cor-
~ respondem ao processo de aplicagao das téenicas de identificacio, propostas neste trabalho.
- Para este fim sao construidos sistemas mecinicos sintéticos, com funcdes de resposta ac
- impulso conhecidas. Nas experiéncias, realiza-se testes com as técnicas propostas primeiro
para o caso de identificagdo S180, usando o Modelo Regressivo Simétrico SBM {Symme-
tric Backward Model}, proposta no capitulo 3, seguido das técnicas MIMO ITD, ERA e
- da Pseudo-Inversa PSTN {particularizadas para o caso SISO) emn ambas as direcdes. As
técnicas regressivas serdo aqui denotadas como FRABACK e PSINBACK. Neste pri-
- meiro grupo de experiéncias, padroniza-se o processo de aplicagdo dos algoritmos através
do uso de matrizes Hankel simétricas, para tirar vantagem dos efeitos da sobredeterminacio
sobre o condicionamento das mesmas, segundo os resultados da analise do capitulo 3. Na ul-
tima parte deste capitulo, apresenta-se um teste dos algoritmos MIMO, para um sistema de
dois graus de liberdade. Todas as experiéncias numéricas foram desenvolvidas no ambiente
do PC MATLAB. Em todos os testes apresentam-se unicamente os polos exatos do sistema
& o5 estimados pelos algoritmos propostos uma vez que estes 540 os que representam maior
dificuldade no processe de estimagdo de pardmetros, por figurarem nos modelos de maneira

‘nao linear.

Nas experiéncias serfo usadas as seguintes notacdes:

s Nord: Ordem do medelo matemitico usado para identificacio

* Ni: Inteire positivo que indica o mimero de valores singulares diferentes de zero das

matrizes H{k}, % ==0,1; escolhido como estimador da order do sistema
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+ T'ol: Constante positiva que mede a tolerdneia permitida para detectar o rank({H(k}},
definida pelo inverso do mimero de condicho da matriz H(k):

1 Tin

Tol = e ==

WA T o (5-)

¢ £: Constante positiva que mede a norma do erre da matriz Hankel usada; isto é:

£ = |IH{0)) - R0}

Observe-se que o cumprimento da condicio (3.35) para deteccio de rank(H{0))
exige que:

£
e <& Tal. (5.2)

A0}

Consequentemente, como 0 < Tol < 1; a constante 7ol mede em percentagem, a tolerdncia
tecrica maxima para deteccio de rank. Na pratica, a deteccao de rank(H{0}) serd possivel,
desde que & << oy,. Experiéncias numéricas mostraram que esta condicdo geralmente &
atingida com sobredeterminagio alta on quando o nivel de ruido nos dados é baixo, entre-
tanto, para sistemas mal condicionados, isto é mais dificil de se satisfazer, uma vez que a

tolerancia Tof ¢ pequena.

5.2 Experiéncias Numéricas

Exemplo No 1 .

Neste caso € analisado wm sistema de trés graus de liberdade cuja funclo resposta

ac impulso é definida por:
h{(t) = €7 sen(41) + 0.8e 72 sen(T1) + 1.26 7% sen(9t),

com poélos no plano s mostrades na tabela (5.1);

si | -0.060 - 4.60i
s | -0.090 - 9.00i
4§ ss | -0.036 - 7.00i

Tabela 5.1: Pélos de um Sistema de Trés Graus de Liberdade
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Para efeitos de simulagao de dados reais, perturbasse o sinal com wm ruido aditive ajustado
de maneira que a razio ruido sinal NSE é de aproximadamente 30%. A taxa de amostra-
gem escolhida é A = 0.1, A experiéncia é desenvolvida para sohredeterminacio de 10 e
20 graus de liberdade, assumindo-se em ambos os casos a presenca de 5 modes (Nt = 10),
Os resultados dos testes sio apresentados nas tabelas 5.2, 5.3 | 5.4 e 5.5, Nestas tabelas
inclui-se também os valores do menor valor singular das matrizes Hankel ideais (sem ruido)
bem como os valores das normas do erro infroduzidos em tais matrizes pelo efeito do ruido
simulado, Observe-se na figura 5.2 que para o caso Nord = 10, embora £ < oy, o nivel de
sobredeterminagao do modelo nio permite identificar corretamente a ordem do sistema, uma
vez que nao ¢ possivel distinguir uma clara separagao entre os valores singulares correspon-
dentes ao sistema dagueles introduzidos pela presenga do ruido. Isto nio acontece quando

Naord = 20.

1§ rer R S e T
Nord = o
Nord = +

I
10 ;
20

it 0+++ 1
+

®Poop ++++++++-—

0 i ! { \ 10?090@’051_&4_

g 2 4 6 & I 17 14 18 1820
k

primeiros Valores Singulares da Matriz Hankel

Figura 5.1: Vinte

Meéledos Testodos
ERA
-0.4694 +-27.7258;
0.2042 +16.1065
-(1.29535 4+ 4.208%
(.2004 + 8.4297i

ERABACK
-0.2072 -27.7686
(.3011 -16.1116;
-0.2175 - 4.1644
0.1785 - 8.43031

SEBAM
~0.2140 + 4.0356i
-0.0967 4+ 7.2417
-0.1975 + 8.6632i

-0.9207 - 7.502%

-0.6573 + 7.5425

Nt =10

[2 2 e 4.801?

& = 2.7360

Tabela 5.2: Pdlos Estimados Eremplo No | Nord = 10



Aélodos Testados

ITD PSINBACK

3.78 + 27.83% 021 - 2771
-0.82 + 26.30i 0.39 - 16.113
011 4 22871

FSIN
-0.47 + 27.73i
0.20 + 16.11
-0.30 + 4.21
0.20 + 8.43;

.22 - 4.16i
~0.45 + 18.841 -0.66 - 7.54i
0.50 + 16.19i 0.18 - 8.43;

-0.92 + 7.50i
0.51 + 8.471 367.95 -372.34 4+ 21.05i
-0.1.74 + 10.771 | 367.89 + 20.391 | -375.04 + 31.4%
72, 3G3.07 - 3143 -373.82 - 14.591
-0.33 - 4.201 37518 4 S.041 | -370.83 + 0.07.21;
~1.33 - 6.761 378.55 4 18,88 -376.65
Ni=10 oe = 4.8017 £ = 2.7360

Tabela 5.8: Pdlos estimados Exemplo No 1, Nord = 10

Meétodos Testados

S5BM ERA
-0.0887 - 3.99031 | -6.7826 +28.313%
-0.0451 - 7.00301 | -0.0034 - 3.00281
-(.0915 - 8.899Gi -

ERABACK
1.1112 -31.41581
0.0008 -15.92651 |
-0.1004 +15.8559 { -0.0762 - 3.9764i ||
-0.1047 + 8.9207 | -0.0963 + 8.9183;
-0.0728 + 701151 | -0.0513 + 7.0030:

as = 11.7920 & = 4.8085

Nt =10

Tabela 5.4: Pélos Estimados Exemplo No 1, Nord = 20




Métodos Testados

iTp PSINBACK P5SIN
7.20 + 31.42 1.11 -31.424 -0.11 + 15.86i
4.41 - 5.96i 0.01 -+ 15.93i -0.10 4 8.92i
0.73 - 24.01: -0.10 + 8.92 -0.07 4+ 7.011
.07 - 30.62 -0.05 + 7.00: -0.09 + 3.99i

0.02 - 28.20

-0.08 + 3.98i

-6.78 4 28.311

0,27 - 27.28:

3G8.84 - 2237

-359.65

~0.31 - 26.051

369.32 - 16.841

-369.69 + 14.21§

-0.13 - 2232

369.49 - 0.961

-371.78 + 8.45i

0.20 - 2060

372.42 - 302

-371.62 4+ 31.42

0.08 - 19.54

373.36 - 11,403

-371.83 - 28.271

0.25 - 18.06i

372,30 - 29.45i

-373.05 - 23.45i

-0.04 - 15.97

374.68 - 21.671

-374.38 + 12.67

0.17 - 14.5%

375.583

37790 + 2.23

0.12 - 11.55

-3782.3

-0.02 - 8.01

377.86 + 1570
7.

378.97 - 7.50i

-378.47 - 19.813

0.00-7.20 ] 37571 - 2515 -379.75 - 14.38i

015 - 6.43i 383.10 - 11.11 -381.21 - 12.08i

0.25 + 1.9% 375.57 - 30.53i | -378.45 + 290.67i

-0.05 + 4.013 352.93 - 31.42i -389.44 + 8.78i

-7.04 + 7.28i 384.37 -383.84 -+ 31.4%
Ni = 10 o6 = 11.7920 £ = 4.8085

75

Tabela 5.5: Pdlos Estimados Eremplo No 1, Nord = 20

O resultado destes testes mostra claramente a pobre performance do método 17D,
seja pela qualidade das estimativas dos parAmetros ou pelo niimero alto de modos computa-
cionais introduzidoes, dificultando o processo de identificacio. Os testes realizados mostram
iambém uma superioridade nitida das técnicas de identificacio regressivas, destacando a do
modelo siméfrico regressive, que identificou o niimero correto de modos em todos os ca-
sos. As téenicas PSINBACK e ERABACK falharam igualmente no cileulo correto dos
polos no caso Nerd = 10, devido ao nivel de ruido ser alto em comparacio com o nivel de
sobredeterminagao. Outro fato que deve ser destacado é que as téenicas de identificagio
regressivas possuem a tendéncia de separar corretamente os polos verdadeiros dos computa-
cionais, ainda gue a ordem seja levemente sobreestimada (nos testes os melhores resultados
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foram obtidos quando Nt = 10, oun sejas quando se assumiu a presenca de 5 modos). Na
tabela 5.6, apresentam-se os resultados da identificacio, usando-se 0s mesmos dados, porém
com a escolha da ordem correta, isto é, com Nt = 6. Consideram-se unicamente as técnicas

regressivas, incluindo ERA,

Métodos Testados

SBM

ERA

ERABACK

PSINBACK

-0.0863 - 3.9882

-0.1010 + 8.9198:

-0.0875 - 8.9226:

-0:0875 - 8.9226i

-0.0421 - 7.00281

-0.0956 + 3.9391:

-0.0724 - 3.9880;

-0.0724 - 3,9880i

-0.0887 - 8.9027i

-0.0785 + 7.0068

-0.0350 - 7.0089i

-0.0724 - 3.9880i

Ni=6

Tabela 5.6: Pélos estimados Exemplo No I, Nord = 20

Exemplo No 2: O Potencial do Processo Iterativo

Aqui, é discutido o resultado da aplicacao do método iterativo das projecdes {ver
equagio 3.70} proposio na secio 3.6 do terceiro capitulo deste trabalho. Nesta experiéncia,
usa-se o sisterna de trés graus de hberdade do exemplo anterior, submetendo para identi-
ficacdo o mesmo sinal usado na experiéncia do processo ierativo; isto é, trabalha-se com
um sinal altamente perturbado, uma veg que que a razao ruido sinal para este caso é
NER =~ 120%. Embora a ordem seja detectada corretamentepelo tamanbe relative dos valo-
res singulares da matriz Hankel (ver figura 3.9}, devido ao altissimo nivel de ruido nos dados
{ver figura 3.11}, todos os métodos de identificagdo testados produziram resuliados desalen-
tadores. Assim, para Nord = 32 ¢ Nt = 10 os métodos regressivos (SBA PSINBACK e
ERABACK) 56 identificaram um pdlo, com o agravante da estimativa ser muito pobre. Qs
resultados de ERA nio variaram muito em comparagao com aqueles das técnicas regressivas.
Com este panorama, o sinal perturbado foi submetido a cinco iteragbes do processo iterativo,
e o sinal resultante {0 sinal *limpo”) foi usade no processo de identificagio. Os resuliados
s40 apresentados na tabela 5.7, onde a coluna "OUTROSY, contém as estimativas obtidas

pelos métodos ERA, ERABACK e PSINBACK.
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: dfitodos Testudos i
SBAM QUTROS
-0.0669 + 4.03661 | - 0.0668 -+ 4.0369i
-0.0913 + 7.0208i | - 0.0012 + 7.0208;
-0.0823 + 0.05521 | - 0.0823 + 9.0552

Tabela 5.7: Pslos estimados usando ¢ sinal obtido apds aplicagdo do Processo Iterativo

Exemplo No 3: Sistema de Dois Graus de Liberdade que conduz
a Mal Condicionamento da Matriz Hankel

Neste-case, fol usado um sistema de dois graus de liberdade, com frequéncias
afastadas. Este exemplo foi construido segundo a sugestao de Z. Liang e D. J. Inman [55],
para a obtencdo de nma matriz Hankel mal condicjonada, A funcgéo resposta ao impulso do

sistema ¢ definida com polos e residuos iguais aos descritos na tabela 5.8.

| 51| -0.0376 + 6.28301 | 1 ;
83 | -1.8849 + 314.15361 | 1 i

Tabela 5.8: Pslos e Residuos de um Sistema de Dois Graus de Liberdades

O condicionamento da matriz Hankel pode ser apreciado na tabela 5.9, onde a
segunda e terceira coluna apresentam o némero de condigio da matriz Hankel simétrica
com informacao ideal (dados sem ruido, com taxas de amostragem diferentes, enguanto que
nas colunas quatro e cinco se apresentam as respectivas tolerancias para deteccio de rank.
Observe-se que a escollha de 6t é fundamental, assim, para 61;, nio existe nenhuma chance
de detecgao de rank, ainda com sobredeterminacio. Ja para o caso de 5o, a situagio € bem
diferente, observe-se que para Nord = 20, a tolerancia é de aproximadamente 15%.

Os resultados do processo de identificagio sio apresentados nas tabelas 5.10 e
3.11 para valores diferentes de Nord ¢ Ni. O nivel de ruido nos dados para este caso
foi NSH = 15%. Para Nord = 15, colocon-se Ni = 10, uma vez que ndo foi possivel
distinguir uma clara separagio dos quatro primeiros valores singulares com relagao aos outros.
Na primeira das tabelas pode-se observar que ERA introduz trés polos computacionais,
enquanto que os outros métodos s6 identificaram um polo. Neste ponto vale a pena comentar

que estes resultados pobres sdo devidos a que com Nord = 15, a tolerdncia tedrica méxima
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Nord | 6t = 0.01 | 6, = 0.005 Toly | Tol,
10§ 11615.5301 11.1200 0.008 | 8.985
15 7919.7606 8.8669 0.012 1 11.277
20 5206.0520 6.6622 0.019 1 15.009
25 4192.2399 4.5030 0.023 | 22.207
30 4258.6258 2.9714 0.023 | 33.653
35 4604.2280 2.2679 0.021 | 44.002

Tabela 5.9: Tolerdncia como funcio da Ordem

para detecgio de rank, segundo a tabela 5.9 ¢ de 11%, enquanto que o nivel de ruido nos
dados € de 15%. Uma consequéncia disto é que & aproximagao da pseudo-inversa requerida
na aplicagio dos métodos é pobre, o que justifica os resultados ruins. A performance fraca
dos métodos & contornada quando os métodos sio aplicados com nivel de sobredeterminacio
Nord = 20. Neste caso, a separacio dos valores singulares é nitida.

Méiodos Testados

SBAM PEINBACK ERABACK ERA
-2.0092 - 313.97531 | -1.9141 - 314.06051 | -1.0141 - 314.0695i | -1.3677 45.662T;
S - -6.6283 + 245.6214i
-2.1147 4 314.0343%
1.3587 + 570.4938i
-22.2448 + 424.9199i
Ni=1ii

Tabela 5.10: Pélos estimados Eremplo No 3, Nord = 15

Exemplo No 4: Um Caso de Identificacio no contexto SIMO {Sin-
gle Input - Multiple Qutput)

Neste exemplo usa-se o sistema de dois graus de liberdade do problema de decon-
volugdo MIMO, cujas equacdes de movimento sio:

10 [ 2 01| @) 22 —10v2 { uy (2) J _ [ﬁ(t)]
{G 1 ] [ tia{1) } ¥ { 0 8 ] L"z(f-) J * { -2 40 } wa(t) | | falt) (5:3)
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z Métodps Testadops

SBAf PSINBACK ERABACK ERA
-0.0440 - 6.4024 -0.0343 - 6.8137 -0.0343 - 6.61371 -0.0750 + 6.4106i
-1.9299 - 313.88513 | -1.8741 - 314.0024; -1.8741 - 314.0024; | -1.5406 + 314.0103;
Ni=4

Tabela 5.11: Pdlos estimados Exemplo No 8, Nord = 20

Aqui foram assumidas uma entrada e quatro saidas e o trabalho de identificacio foi
realizado usando a primeira coluna da matriz resposta ac impulso unitdrio h{t}. Para efeito
de simulacio das saidas adiclonais, foram tomadas combinaces lineares arbitrarias das linhas
de h{t). Este sistema conduz, como no exemiplo anterior, a matrizes Hankel severamente
mal condicionadas. A Dimensao das matrizes Hankel-Bloco usadas foi de 8 x 98, construidas
corm 100 amostras das fungdes simuladas e com taxa de amostragem Af = 0.05, no mesmo
esquema apresentado na equagio 4.11. Sendo que, para este caso, a tolerncia tedrica maxima
& T'ol = 1.12%, pouco se deve esperar com relagdo a precisio dos pardmetros estimados, Para
realizar a experiéncia foi colocado N5R =~ 1.%., perburbando-se os sinais originais com ruidos
aleatdrios do tipo Gaussiano com média zero. Os resultados do processo de identificagio sao
apresentados na tabela 5.12. Na tabela 5.13 apresentam-se os seis primeiros valores singulares
da matriz Hankel Bloco {exatos e perturbados} e os pélos exatos do sistema. Comprova-se
uma vez mais a superioridade dos métodos na direcio inversa e o problema da separacio dos
polos dos sistema dos computacionais para o caso das técnicas na dire¢io progressiva ITD
e ERA.

Métodos Testados
ITo ERA ERABACK PSINBACK
-1.8199 + 4.64341 | -1.8199 + 4.6434; | -2.4257 4+ 5.008% | -2.4957 + 5.0082]
-4.3395 + 3.8411 | -4.3395 + 3.84111 | -1.1452 - 3.34731 | -1.1452 - 3.347%
-18.0772 -31.32751 | -18.0772 -31.3275;
-31.7886 +62.8319i 27,7365
| Nt=4

Tabela §.12: Pdlos estimudos Fxemplo No | , Nord = i



Ok 0.6943 0.2331 | 0.0484 | 0.0078 | 0.0000 | 6.0000
T 0.6055 0.2333 | 0.0483 1 0.0080 | 0.0024 | 0.0024
sy | -3.00 45001 |-

sp +-2.00 4+ 4.00: § -.- x -

Tabela 5.13: Seis primeiros valores singulares e . Polos de wm sistema de dois graus de

Iiherdade



Capitulo 6

Conclusoes e Sugestoes

6.1 Conclusoes Gerais

Neste trabalho procurou-se principalmente, a realizacio de um estudo e propostas
de novas técnicas de identificagdo paramétrica no dominio do tempo aplicadas & anilise modal
experimental de estruturas mecinicas, visando solucionar o problema da identificacio da
ordem ¢ da correta separagio dos pardmetros pertencentes ao sistema. Os problemas citados
foram anabisados rigorosamente, explorando as propriedades matemdticas intrinsecas dos
modelos utilizados nos métodos de identificagdo existentes, aproveitando-as na formulagdo

das seguinies novas téenicas de identificacio no dominio do tempo:

s A técnica Prony-Momentos e a de um de Modelo Simétrico regressivo {SBM),

 » As técnicas de identificacdo paramétrica MIMQO na direcdo inversa {ERABACK e
PSINBACK), '

As técnicas de identificacdo ndo paramétrica de deconvolugdo SISO e MIMQO, e um

processo iterativo das projegdes,

A iécnica de identificagdo das matrizes M, C e K;

verificando a utilidade das mesmas através de simulagbes numéricas.

O fato das técnicas de identificagdo propostas neste trabalho nio haverem sido
aplicadas a estruturas reals, ndo invalida o potencial das mesmas. Pelo contrario, acredita-
se que a aphicagdo destas técnicas com dados experimentals, deve render frutos positivos na
tarefa de identificagao, uma vez que nos exemplos apresentados, tentou-se simular casos reals,
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trabalhando-se con sinais contendo allos niveis de rufdo. Neste ponto, destaca-se a excelente
performance do processo Herative das projecdes do capitulo 3. Acredita-se também ter dado
passos significatives no que se refere ao trabalho com sinais exclusivamente no dominio do
temipo, com a mtrodugdo das téenicas de deconvolugio para caleular estimativas das fungdes
de resposta ac impulso unitario pertinentes (S150 e MIMO), que servem em ditima instincia

como base para um grande ntmero de téenicas de identificacio.

Um fato importante que se deve destacar é que, sem a utilizacio das teorias e
tecnicas da algebra linear computacional e da drea de problemas inversos, os resultados
deste trabalho nac teriam sido possiveisr A andlise da influéncia dos efeitos da sobredeter-
minagdo no condicionamento das matrizes Hankel para determinacio da ordem dos sistemas
em analise, ndo teria rendido os frutos apresentados sem o estudo das importantes proprie-
dades tedricas do teorema SVD, Isto concorda largamente com as afirmacdes apresentadas
no capitulo introdutorio, referentes a necessidade da integracio dos pesquisadores da area
da andlise modal, com ouiras Aveas do conhechmento. Acredita-se, por meio deste traba-
lho, haver-se contribuido para possibilitar a transferéncia de algumas técnicas da 4rea de

problemas inversos para a andlise modal experimental.

6.2 Sugestoes para Futuros Desenvolvimentos

 As caracteristicas dos conceitos ¢ métodos novos introduzidos no decorrer deste trabalho,
tem permitido a ebservacao de certos pontos que ¢ autor se permite colocar a guisa de

destague e/ou sugestdo para futuros desenvolvimentos.

* Os resuitados numéricos apresentados, ilusiram a importancia de se calcular boas apro-
ximacdes para a pesudo-inversa das malrizes Hankel. No decorrer do trabalho, estas
aproximagoes foram calculadas exclusivamente através do teorema SVD. Neste ponto,
sugere-se calcular tals aproximacdes através da utilizacho das conhecidadas técnicas de
fatorizacio de matrizes LU e QR ({ ver Bjork [8] ¢ Golub {24} 1.

+ Devido aos excelentes resultados do processo iterativo das projecdes para sistemas
5150, sugeve-se o estudo de sua adaptacdo para o caso de matrizes Hankel Bloco (ver
Fang [21]), de manwira a aplicar os resultados na utilizagéo de técnicas de identificagio

MIMO.

o Desenvolvimento de uma rotina computacional para calcular a 5VD de matrizes Toe-

plitz triangulares inferiores, visando aproveitar a estrutura especial da matriz, otimi-
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zando o tempo de execucio para sua utilizagio na solugao do problema de deconvolugio

SIS0.

¢ Aperfeigoar os resullados da téenica de deconvolugdo MIMO, exigindo mais regulari-
dade da malriz resposta ao impulso unitario h{t). Informacio mais detalhada sobre

este tipe de requerimento pode ser vista Baumeister [5] e Bazan {7).

» Desenvolver uma rotina computacional para implementar o método de identificacio

das matrizes M, C e K, proposto no capitulo 4.

¢ Desenvolver uma andlise do comportamento dos autovalores perturbados (do sistema e
computacionais), para o caso da aplicagio das técnicas MIMO na diregfio inversa sobre-
determinadas, lembrando os resultados para dos autovalores perturbados das técnicas

SISO.
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