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Resumo

Albuquerque, Eder Lima de. Determinagdo dos fatores dindmicos de intensidade de
tensao usando o método dos elementos de contorno. Campinas: Faculdade
de Engenharica Mecénica, Universidade Estadual de Campinas, 1997, 100 p.
Dissertacdo (mestrado).

Esta dissertacdo apresenta um procedimento para determinacio dos fatores
dindmicos de intensidade de tensdo usando elementos de contorno para problemas
bidimensionais isotrépicos carregados em modo I ou em modo misto.

O método das subregiGes ¢ empregado para evitar que se tenha um sistema
singular de equacdes para problemas sem simetria. O dominio é dividido em duas
subregioes e na interface sdo impostas condi¢des de continuidade de deslocamentos
e equilibrio de tragoes. O sistema de equagGes para o dominio completo é escrito
adicionando-se o sistema de equagdes de cada subregido.

E usada uma formulagao direta de elementos de contorno juntamente com
elementos de ponto a um quarto para melhor interpolar os deslocamentos na ponta
da trinca. Os fatores dindmicos de intensidade de tensdo sdo calculados através de
equagoes simples em funcéo dos deslocamentos préximos & ponta da trinca.

Um sistema de coordenadas fixo na ponta da trinca é introduzido para facili-
tar o cdleulo dos deslocamentos préximos 4 ponta da trinca. O adngulo entre a bissetriz
do Angulo formado pelas arestas da trinca reta e o sistema original de coordenadas &
calculado para cada passo de tempo com o intuito de se determinar precisamente a
abertura da trinca.

Sao analisados exemplos numeéricos de placas carregadas puramente em
modo [ ou em modo misto. A dependéncia quanto & malha e ao passo do tempo
é estudada. O intervalo ¢ estendido para mais de um ciclo para verificar a natureza
oscilatoria do sistema. Os resultados sdo estdveis, mostrando-se pouco dependentes
da malha e do passo do tempo, e concordam com os resultados de outros autores que
usaram procedimentos de maior complexidade.

Palavras chaves:

Fratura mecanica, Método dos elementos de contorno.



Abstract

Albuquerque, Eder Lima de. Dynamic stress intensity factors evaluation using the
boundary element method. Campinas: Faculdade de Engenharica Mecanica,
Universidade Estadual de Campinas, 1997, 100 p. Dissertacio (mestrado).

This thesis presents a procedure for computation of dynamic stress intensity
factors, using the boundary element method for bidimensional isotropic problems
loaded either in mode [ or in mixed mode.

The subregion method is used to avoid singular equation systems in case of
non-symmetric problems. The domain is divided in two subregions and the interface
is imposed the continuity of displacements and equilibrium of tractions. The system
of equations for the complete domain is written adding the system of equation for
each subregion.

A direct boundary element formulation is used together with quarter point
elements to give a better aproximation of displacements near the crack tip. The
dynamic stress intensity factors are computed using simple equations in function of
the displacements near the crack tip.

A coordinate system fixed at the crack tip is introduced to easy the com-
putation of the displacement near the crack tip. The angle between the crack edge
bissector and the original coordinate system is computed for each time step to accu-
rately determine the crack opening displacement.

The numerical examples analysed are crack plates loaded in mode I or in
mixed mode. The dependence of element lenght and time step is studied. The interval
of time is extended for more than one ciclic to check the oscilation behaviour of the
time system. The results obtained are stable, showing a small dependence either
mesh or time step. The agreement with the results obtained by other authors, who
used more complex procedures is satisfactory.

Key words:

Fracture mechanics, Boundary element method



Capitulo 1
Introducao

Problemas de fratura estdo sempre presentes em engenharia e, em muitos
casos, a propagagao de trincas € a principal causa de grandes desastres. Desta forma
torna-se importante conhecer todas as implicacoes que uma trinca acarreta em uma
estrutura. Criou-se assim uma 4drea de pesquisa chamada mecinica da fratura que
tem como principal objetivo estudar a influéncia das trincas nos campos de tensoes e
deformacdes e na resisténcia das estruturas ao carregamento.

Foram desenvolvidos diversos procedimentos para se calcular os fatores de
intensidade de tensio, que sdo indices que medem a severidade da trinca na estrutura.
Métodos analiticos foram bastante utilizados porém sao limitados a dominios simples,
submetido a esforcos na maioria das vezes estaticos, desprezando os efeitos de inércia.
Para dominios mais complexos, pode-se utilizar métodos experimentais, tais como
verniz frigil ou fotoelasticidade, porém estes vem sendo cada vez menos utilizados
devido ao tempo necessirio para se obter resultados e a dificuldade para se aplicar a
diferentes formas, em contraste com a crescente facilidade de utilizacdo de métodos
computacionais.

Com a evolugio dos computadores os métodos numéricos ganharam bastante
popularidade e sdo hoje os mais indicados quando se tem dominics complexos. Em
se tratando de pegas com trinca sob carregamento estdtico, praticamente nao se tem
mais limitages quanto ao dominio, podendo este ser bi ou tridimensional, nem quanto

ao material, podendo ser linear eldstico, viscoeldstico, pldstico, anisotrépico, etc.



Muitos também sdo os métodos numérices para se tratar problemas de fratura com
carregamento estatico. Entre os mais confidveis e utilizados estdo o método dos
elementos finitos e o método dos elementos de contorno. O método dos elementos
de contorno possui duas caracteristicas bastante desejdveis em problemas de fratura:
(1) consegue modelar bem problemas de grandes gradientes e (2) somente o contorno
é discretizado. Uma ampla revisdo dos trabalhos em que o método dos elementos de
contorno é aplicado & mecénica da fratura é apresentado por Aliabadi (1997).

Um dos primeiros trabalhos a apresentar a analise de problemas de fratura
usando elementos de contorno foi publicade por Cruse e Buren (1971) que exploraram
a possibilidade de modelar a fratura como se fosse um entalhe com uma forma eliptica.
Porém este método requer um alto r-gﬁnamento da malha na ponta da trinca e os fa-
tores de intensidade de tensdo séo obtidos com erros elevados. O primeiro trabalho no
qual conseguiu-se determinar os fatores de intensidade de tensdo de uma maneira bas-
tante precisa para dominios finitos e néo simétricos foi publicado por Blandford et al.
(1981) que utilizou o método das subregides e diferentes tipos de elementos de ponto
a um quarto. O método das subregides divide o dominio em partes para evitar que
dois nds da fratura que possuem as mesmas coordenadas sejam integrados no mesmo
percurso, pois isso iria fornecer um sistema de equagoes singular. Na, interface sio im-
postas condigdes de continuidade de deslocamentos e equilibrio de tragdes. A divisdo
do dominio é feita de forma que cada face da fratura fique pertencendo a diferentes
subregites. Uma alternativa para se evitar a obtencao de sistemas de equagtes singu-
lares é utilizar o método duplo de elementos de contorno, desenvolvido por Portela et
al. {1992) para problemas bidimensionais e por Mi e Aliabadi (1992) para problemas
tridimensionais. Ao invés de utilizarem diferentes percurso de integragéo, o método
duplo dos elementos de contorno utiliza diferentes equacdes integrais para cada face
da fratura.

Para se calcular os fatores de intensidade de tensdo foram desenvolvidos
diferentes procedimentos, que podem ser utilizados tanto com elementos finitos quanto
com elementos de contorno. Dentre estes procedimentos destacam-se os seguintes: (1)
procedimentos onde os fatores de intensidade de tensio so calculados diretamente

dos deslocamentos ou tracoes nodais (por exemplo, elemento de ponto a um quarto



e elemento de ponto a um quarto com singularidade de tragio); (2) procedimentos
baseados em métodos de energia (um dos mais importantes ¢ a integral J indepen-
dente do caminho). O elemento de ponto a um quarto é um elemento onde o né
central de um elemento quadratico padrac é deslocado para um quarto de distancia
do comprimente do elemento da ponta da trinca. Isto d4 uma boa aproximacio
dos deslocamentos na vizinhanca da ponta da trinca e permite o cdlculo dos fatores
dinimicos de intensidade de tensdo até com malhas pouco refinadas.

O elemento de ponto a um quarto tem sido usado em conjunto tanto em
elementos finitos (Murti e Valliappan, 1985) como em elementos de contorno (Bland-
ford et al., 1981). Blandford et al. (1981) usaram elementos de ponto a um quarto
e elementos de ponto a um quarto -com singularidade de tragdo para o célculo do
fator de intensidade de tensao para ﬁroblemas com carregamento estdtico. Martinez
e Dominguez (1984) estudaram a dependéncia da malha para o célculo dos fatores de
intensidade de tensdo através do uso de elementos de ponto a um guarto e elementos
de ponto a um quarto com singularidade de tragdo.

Martinez e Dominguez (1984) propuseram elementos de ponto a um quarto
com singularidade de tragio como alternativa para o cdlculo dos fatores dindmicos
de intensidade de tensio. Uma comparacio entre os diferentes tipos de elementos de
ponto a um quarto é apresentada por Smith (1988).

A integral J independente do caminho foi desenvolvida por Kishimoto e
Sakata (1980) e foi aplicada primeiramente junto com elementos finitos por Kishimoto
et al (1980). Man et al. (1995) utilizaram a integral J para estudar o efeito de forcas
de contato no comportamento da fratura. Sollero e Aliabadi (1994) apresentaram um
método para desacoplar a integral J baseado na razdo de abertura e cisalhamento na
ponta da trinca para problemas anisotrépicos.

Todos os trabalhos apresentados até agora tratam apenas de problemas com
carregamento estitico ou problemas onde os efeitos de inércia podem ser desprezados.
Porém, ocorrem muitos casos de fratura mecanica onde tais efeitos ndo podem ser
desconsiderados. Isto acontece ou porque a fratura é excitada por uma carga depen-
dente do tempo, ou porgue o carregamento se d4 de forma tdo rdpida que os efeitos

de inércia passam a ser importantes.



Solugoes analiticas para os problemas de fratura dindmica sio limitadas a um
pequeno numero de casos para dominios infinitos. Assim sendo, métodos numéricos
sio uma alternativa bastante indicada para a anilise de dominios finitos.

A formulacio de elementos de contorno para elastodinidmica pode ser obtida
no dominio do tempo ou no _dominio da frequéncia, usandc transformadas de Fourier
ou transformada de Laplace. Um dos primeiros trabalhos no qual se calculou os fa-
tores de intensidade de tensio para problemas dinamico foi o de Chirino e Dominguez
(1989) que usaram elementos de ponto a um quarto com singularidade de tragio para
dominios simétricos ¢ dominios infinitos sob excita¢io harménica. Dominguez e Gal-
lego (1992) usaram elementos de ponto a um quarto com singularidade de tracio para
dominios finitos. Os fatores dindmicos de intensidade de tensao foram determinados
através da abertura da trinca. P:obiemas de modo misto foram analisados usando o
método das subregides.

O uso do método duplo dos elementos de contorno foi estendido para for-
mulacdo de elementos de contorno de dupla reciprocidade por Fedelinki et al. (1993),
que calcularam os fatores dindmicos de intensidade de tensdo através dos desloca-
mentos nodais dos elementos de ponto a um quarto descontinuos. Fedelinski ef al.
(1994) estenderam o uso da integral J independente do percurso para formulagio
de elementos de contorno no dominio do tempo juntamente com uma formulagao de
elementos de contorno de dupla reciprocidade. A integral J ja tinha sido utilizada
anteriormente para problemas de fratura dindmica, porém juntamente com o método
dos elementos finitos, por Kishimoto et al. (1980). Fedelinsk ef al. (1995} usaram o
método duplo dos elementos de contorno com uma formulacao direta no dominio do
tempo juntamente com a integral J.

Fedelink et al. (1996 b) usaram transformada de Laplace e o método duplo
dos elementos de contorno para problemas bidimensionais carregados em modo [ e
em modo misto. O método dos elementos de contorno de dupla reciprocidade foi
comparadc quanto a precisio dos resultados com formulacio no dominio do tempo
e formulacio no dominic da frequéncia. Uma comparacio entre a formulagdo por
transformada de Laplace e elementos de contorno de dupla reciprocidade foi realizada
por Fedelinski et ai. (1996).



Poucos sio os trabalhos que tratam de propagagio de trincas em dominios
submetidos a carregamentos dinamicos. Gallego e Dominguez (1992) calcularam os
fatores dinamicos de intensidade de tensdo para trincas se propagando a velocidade
constante. Foram utilizados elementos de ponto a um quarto com singularidade de
tracdo e método das subregides.

A principal desvantagem de se utilizar subregites em propagagdo é que a
introducdo de contornos artificiais ndo é unica, o que dificulta a programagdo de
rotinas computacionais. A cada incremento de fratura estes contornos artificiais tém
de ser refeitos. Portela et al. (1993) e Mi e Aliabadi (1996) apresentaram uma
aplicacio do método duplo dos elementos de contorno para analisar a propagacao de
fratura em problemas bi e tridimensionais em modo misto. Foram usados os critérios
da méxima tensdo principal para prbblemas bidimensionais e da minima densidade
de energia de deformagio para os casos tridimensionais. Porém, os efeitos de inércia
nio foram considerados. Fedelinski e Aliabadi (1997) estenderam o uso do método
duplo dos elementos de contorno no dominio do tempo para problemas de propagacao
dinamica de trincas.

Embora os elementos de ponto a um quarto continuos tenham sido bastante
utilizados para problemas de fratura estdtica, ndo se encontrou na bibliografia consul-
tada sua aplicacio em problemas de dindmica. Neste trabalho o uso de elementos de
ponto a um quarto continuos serd estendido para problemas de fratura dindmica no
dominio do tempo. E proposto uin procedimento alternativo para cdlcule dos fatores
dinamicos de intensidade de tensio, que apesar de ser uma metodologia bastante
simples, tem boa concordancia com os demais métodos, conforme serd demonstrado
nos resultados. Resultados para problemas simétricos foram apresentados por Albu-
querque e Sollero (1997 a) e por Albuquerque e Sollero (1997 b). Para problemas nao
simétricos foi utilizado o método das subregifes para evitar problemas de sistema de

equacoes singular. Os resultados para problemas nio simétricos serdo apresentados
por Albuquerque e Sollero (1997 c).



Capitulo 2

Fratura Dinamica

2.1 Introducao

Este capitulo tem por objetivo apresentar conceitos bdsicos e nomenclatura
aplicados & mecinica da fratura e os fenémenos envolvidos em fratura dindmica. A
importancia de se estudar fratura em engenharia é descrita, juntamente com os termos
e fendmenos envolvidos na fratura dos materiais. Serd mostrada uma formlagdo para
fratura linear eldstica estaciondria (determinacio dos fatores de intensidade de tensao
em modos I e II). '

Embora possam ser encontradas algumas fomulagdes analiticas para proble-
mas de fratura dindmica em dominio infinito, como por exemplo aquela proposta por
Kanninen e Popelar (1995), estas ndo tém sido utilizadas em metédos numéricos para
o calculo do fatores dinimicos de intensidade de tensdo. Normalmente estas soluges
partem de hipéteses simplificadoras devido as dificuldades no tratamento matemitico
para se obter resultados analiticos.

Neste trabalho, na formulacio de elementos de contorno para o célculo dos
fatores dindmicos de intensidade de tensdo, serd assumido que a forma com que 0s
deslocamentos se distribuem préximo & ponta da trinca nos casos dinimicos e estaticos
sdo iguais, variando apenas a intensidade, devido & dependéncia dos fatores dindmicos

de intensidade de tens&o em relagéio ao tempo.



2.2 Fratura em engenharia

A existéncia de trincas em estruturas ndo pode ser evitada. Elas aparecem
na a fabricacio ou durante a vida 1til das estruturas. O uso de fatores de seguranga é
uma primeira tentativa de se amenizar os problemas causados pelas trincas. Porem,
a0 mesmo tempo, exigem-se dos projetos que os custos sejam 0s menores possiveis.
Esta reducdo nos custos implica que os projetistas trabalhem com fatores de segu-
ran¢a pequenos. Devido a esta exigéncia, torna-se importante a utilizagdo de técnicas
apuradas para determinar a tolerdncia das estruturas as trincas.

Com o aperfeicoamento dos procedimentos de ensaios ndo destrutivos, tais
como ultrasom, liquidos penetrantes, etc., consegue-se ums boa andlise quantitativa
e qualitativa das trincas estruturais. Tem-se entdo a necessidade de se saber qual
o tamanho da trinca admissivel na estrutura analisada, quando os reparos terdo de
ser feitos e quando acabard a vida 1til da estrutura. Reparos e trocas implicam em
custos elevados, sendc que o prolongamento do tempo entre reparos e trocas implica
em estruturas mais baratas mas, nem por isso, menos seguras. A necessidade de
manutencao juntamente com o estudo da possibilidade de falha geraram um novo
conceito de engenharia chamado tolerdncia ao dano (Kaninnen e Popelar, 1985).

A prevencdo de falbas torna-se ainda mais importante quando vidas hu-
manas estao envolvidas. Estruturas como pontes, avides, vasos de pressio, e caldeiras
oferecem grandes riscos a vida humana em caso de falha. Porém, ac mesmo tempo, 0
custo de reparos e trocas destes tipos de equipamentos sio altissimos, pois além dos
custos diretos implicam na parada de processos. Daf a importancia de saber o quanto
uma trinca pode ameagar ou niao uma estrutura.

A existéncia de trincas nédo significa que a vida 1til da estrutura acabou
ou estd terminando. Porém, com o passar do tempo, devido as cargas aplicadas ou
3 a¢do do ambiente, as trincas tendem a crescer em niimerc e tamanho. Quanto
maaior for 2 trinca, maior serd a tensdo induzida por ela, e maior serd sua taxa de
crescimento. Desta forma, quando a trinca atingir determinado tamanho (tamanho
critico), a estrutura necessitard de reparos ou até mesmo de ser trocada. Cabe 20

analista determinar de maneira precisa este tamanho critico.



2.3 Modos de fratura

Considere um corpo com uma trinca plana e um sistema de coordenadas fixo
4 ponta da fratura, de modo que as faces da trinca estejam no plano z; — z; paralelas

a0 eixo z; e ortogonais ao eixo z; (Figura 2.1).

< L i" -]
N e 7
=

i
(a) () (c)

Figura 2.1: Modos de fratura: (a) Modo 7, {b) Modo II e (c) Modo /II (néo consid-

erado neste trabalho).

Diz-se que o corpo ¢ carregado em modo I (modo de tragdo) se uma carga
for aplicada paralelamente 20 eixo z;. O carregamento é em modo I/ (modo de
cisalhamento) se a carga for aplicada paralelamente a0 eixo z;. O carregamento é em
modo III {(modo de torgdo) se a carga for aplicada paralelamente ao eixo z;.

Em modo 7, as faces da trinca so separadas simetricamente em relagio acs
planos ©; — 72 € ; — 3. No modo /I hd um deslizamento simétrico em relacio
a0 plano z; — z, e antisimétrico em relagio ao plano z; — z3. Em modo 117 os
deslocamentos s&o antisimétricos em relacio aos planos . — z2 e 2, — 23.

Diz-se que um problema de fratura ¢ plano se os deslocamentos e tragoes
forem funcbes de apenas z; e ;. E é dito em modo misto quando estdo presentes
mais de um modo de carregamento. Neste trabalho serdo tratados apenas problemas
planos e, quando for dito em modo misto, significa que o carregamento possui modos
Ie 71. O modo III {modo de torgdo) ndo serd considerado neste trabalho.



9 4 Fratura linear elastica

A fratura linear eldstica pode ser dividida em dois grupos dependendo da
velocidade de carregamento: fratura estdtica, na qual o carregamento se da de forma
lenta de modo que os efeitos de inércia podem ser desprezados; fratura dinamica na
qual o carregamento se dé de forma ripida ou entéo o carregamento é dependente do
tempo. Neste tltimo grupo os efeitos de inércia tém de ser levados em consideracao
na obtencdo da formulagao.

Devido & inclusio dos termos de inércia na formulagio, a solugdo analitica
para problemas de fratura dinimica torna-se bem mais dificil, limitando-se a al-
guns poucos casos de dominio infinito. Desta forma, os metodos numéricos tém-se
mostrado uma ferramenta bastante indicada para problemas de fratura dinadmica com
geometrias complexas. Os métodos numéricos mais utilizados para o tratamento de
problemas de fratura dindmica sio o método dos elementos de contorno e o método
dos elementos finitos.

Os materiais sofrern falhas mais rapidamente a medida que aumenta a ve-
locidade com que o carregamento é aplicado. Isto se deve ao fato de que os fatores
dinamicos de intensidade de tensio atingem valores mais altos que os fatores estaticos
e também porque a tenacidade & fratura dos materiais decresce com o crescimento da
taxa de carregamento (Kanninen e Popelar, 1985). Devido & energia cinética presente
em fratura dindmica, um efeito bastante comum e que pode indicar se a fratura se deu
de forma dindmica é o aparecimento de ramificacGes na fratura (Figura 2.2). As ra-
mificacoes ocorrem porque, devido 3 existéncia de energia cinética, a energia contida
na peca aumenta e torna-se suficiente para que duas trincas se propagem. Conforme
mostra a Figura 2.2 o surgimento desta nova trinca, formando duas novas superficies,
consome parte da energia cinética disponivel, fazendo que, no momento da formacio
do nove ramo da trinca, haja uma queda brusca na velocidade de propagacio (Broek,
1986).
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—_ /

velocidade

A
— \//

tempo

Figura 2.2: Ramificagio e velocidade de propagagio da trinca submetida a esforgos

dinimicos.
2.5 Formulacao para fratura linear elastica

Baseado em Kaninnen e Popelar (1985), apresenta-se uma formulagao para
fratura linear eldstica obtida através das equacdes da elasticidade.
A equacio de equilibrio, desprezando-se os efeitos dinidmicos e considerando

as forcas de corpo iguais a zero, é escrita como.

Gij3 — 0 (21)
onde o;; representa o tensor tensio ¢ a virgula se representa derivagdo (a;; = derivada

da componente i do vetor a em relagéo a diregio j).

A equagio de compatibilidade é escrita como:

Eijii — Citgs = 0 (2.2)
onde &;; representa o tensor deformagao.

Considerando o estado plano de deformagéo tem-se que:
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033 = VO (2.4)

sendo u; o vetor deslocamento e v o coeficiente de Poisson.

A relacio constitutiva tensio-deformacio (Lei de Hooke generalizada) pode

ser ecrita como:

1+v
E4 = -—Em
onde E é o modulo de elasticidade e é;; o delta de Kronecker.

[0ij — V6ijokk) (2.5)

Escrevendo -se o tensor tensao em termos das funcoes de Airy ¢ = ¥(x,, T2)

(Kaninnen e Popelar, 1985) tem-se: .

Oij = =3 + U ki (2.6)

Introduzindo a equacgio (2.6) na equacgio (2.4}, a equacao de compatibilidade
requer que as funcoes de Airy satisfagam a equagfo bi-harménica

W iig; = v? (Vzif)) = () (2.7)
onde
3° &
2 _
V= 522 + _B:L‘% (2.8)

é o operador de Laplace.

Escrevendo o laplaciano da fungio de Airy como uma soma de fun¢des de
varidveis complexas, tem-se:
&Y -
2, 2 9Y _ "
Vi = dese = f(2) + f(2). (2.9)
onde z é uma varidvel complexa definida por:



Z = Ty 4 1Tg

Integrando-se (2.9) tem-se a funcio real

P = }2- [EQ(z) + 2Q(Z)w(z) + (D(E)}

onde Q(z) e w(z) sdo fungbes holomorfas.

Substituindo a equagdo (2.11) na equacio (2.6) tem-se:

2T o =2]0() + Y
5207 = -+ T = [ (Z) + (3)] p
i
a2 Tap — 011 — 1012

=2[20"(z) + &(2))

Tag — ’ia“lg = Q'(Z) + Q’(E) + Zﬂ"(z) + w"(:?)

Fazendo-se entio

D =uy +iug
tem-se:
oD .
2'5%- = g3y — &9 + 2igig
e
8D 38D

e e o = £y b Enn

dz 02

12

(2.10)

(2.11)

(2.12)

(2.13)

(2.14)

(2.15)

(2.16)

(2.17)
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Substituindo a equagdo (2.4) nas equactes (2.16) e (2.17) e usando as equagdes
(2.12), (2.13) e (2.14) tem-se: '

a‘D A = — =
2;;3—%— = - [zﬂ (z) +w@ (z)] (2.18)
e
24 8D 8D . .
= (-5-; + -ﬁ) =2 [Q(2) + Q(2)] (2.19)
Integrando-se as equagoes (2.18) e (2.19) tem-se:
2uD = kQ(z) — 2V (z) - &'(2) (2.20)
onde
K=3—4v (2.21)

Esta formulagdo é valida também para estado plano de tensao se tivermos
(Green e Zerna, 1968):

(2.22)

Para analisar os deslocamentos e tensdo em modo I, serd fixada a origem
do sistema de coordenadas na ponta da trinca (Figura 2.3). Devido & simetria do

problema pode-se escolher uma solugéo da forma:

1= A2, W' = Bz (2.23)

onde A, B e A sdo constantes reais. Para que nfo se tenha singularidade nos deslo-

camentos, tem-se que A > —1.
Substituindo {2.23) em (2.14) tem-se:
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Figura 2.3: Deslocamentos e tensdes préximo a ponta da trinca.

o2 —ioz = (A+1)r*{A[2cos A8 + Acos(\ — 2)8] + BcosAf
—i [AAsen(A — 2)6 + BsinAf]} (2.24)

Como as tensdes oy = o1, = 0 quando § = +r (superficies descarregadas),

termn-se:

A2+ A)cosAn+ BeosAnr = 0
AdsenAr + Bsendr = 0 (2.25)

A solucfo diferente da trivial existe para:

sen2A7m =0 (2.26)

Para que a equacao (2.26) seja satisfeita, tem-se:
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1n
__>-n —~0.1.2--. 2,
A=-55 n=0,1, (2.27)
Fazendo A = —1/2, tem-se que A = 2B. Substituindo estes valores nas
equacdes (2.12), (2.20) e (2.24), tem-se:
o1 K 1 —sen (#/2)sen (36/2)
o = W cos (6/2) ¢ sen (6/2) cos (30/2) (2.28)
nr
T2 1 + sen {#/2) sin (36/2)

w | Kp ( T )1/2 cos (6/2) [k — 1 + sen? (6/2)] (2.29)
us 2u \27 sen (8/2) [k + 1 — 2cos? (6/2)] '
Desta forma, tem-se o fator de intensidade de tensdo K definido por:

Kr= }.g% [(27?1’)1/20'22 ]a=o] (2.30)

Quando este procedimento é repetido com 4 e B sendo puramente ima-

gindrio, tem-se que:

o1 K —sen(6/2) [2 + cos (8/2) cos (36/2))
o § = @;‘3):’;75 cos (8/2) (1 — sen (8/2) sen (36/2))] (2.31)
Tx sen (6/2) cos (8/2) cos (36/2)

Uy r\1/2 cos?
{ }WKH (27?) {sen(9/2) [+ 1 -+ 2cos? (6/2)] } 2.32)

up | 28 \2m —c0s (8/2) [k — 1 — 2sen? (6/2)]
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onde K;; é definido como:
Kir = lim [(277) 015 Jo=o] (2.33)

O deslocamento na ponta da trinca em modo misto (modo I + modo I7) é
dado pela soma de (2.29) e (2.32).

Neste trabalho serd assumido que a forma do campo de deslocamentos nas
proximidades da ponta da trinca sfo iguais para os casos dindmicos e estdticos, porém
os fatores dindmicos de intensidade de tensdo sdo dependentes do tempo (K;(t) e
Ki(t))-

Somando as equagdes (2.29) e (2.32), aplicando identidades trigonométricas
e considerando os fatores dinamicos de intensidade de tensdc como dependentes do

tempo, tem-se que:

w = Kiit) .é’.;r.. {(25 - 1)cos§ ~ cos %ﬂ] +

%ﬂ\/";—; [(25 + 3)8911% + sen%g} (2.34)
Ug = Kig) % 1:(2,; — })sen-g - Sen%—a-} +

-?Igz{ii-ff-)- -2% [(Zn ~ 3) cos g + ¢S 3:?—9} (2.35)

Observando as equacoes (2.28) e (2.31) nota-se que existe uma singulari-
dade de tensio na ponta da trinca. Na verdade, porém o material escoa e surge
uma irea na ponta da trinca deformada plasticamente (Figura 2.4) que causa um
alivic de tensdes. Esta drea é chamada zona pldstica (Broek, 1986). Entretanto, na
maicria dos trabalhos numéricos o material é considerado totalmente eldstico. Esta
consideracio ¢ t30 mais préxima dos casos praticos quanto menor for a zona plastica,

ou seja, quanto mais frigil for o material.
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Figura 2.4: Zona pldstica préximo & ponta da trinca (Broek, 1986).

2.6 Formulacao alternativa para tratamento de fratura
dindmica: Trinca se propagando com veloci-

dade constante

Serd apresentada aqui uma formulagdo matemdtica para trinca em placas
infinitas se propagando com velocidade constante. Detalhes desta formulagdo podem
ser encontrado em Kaninnen e Popelar (1985).

Considere uma placa infinita fraturada no plano z, — z,. O eixo z, é normal
ao plano da fratura e a extensdo da fratura é na diregdo do plano z;.

Da. teoria da elasticidade tem-se que a equagio de Navier é:

P i+ (A + pujeg = pils (2.36)

Para estado plano de deformagio (us = 0) é conveniente expressar as com-

ponentes de deformagdo em termos de duas funcGes potenciais ¢ e (R

_9¢ H

Uy = bz, + B, (2.37)
% _¥

Ug = =5 Bz (2.38)

Substituindo-se as equacdes (2.37) e (2.38) na equacio (2.36) tem-se:
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C?V%¢ = ¢ (2.39)
C2V) = ) . (2.40)
onde:
_ £s+1p
Ci =\ p (2.41)
B B
C = & 2.42
: \/; (2.42)
gendo:

k=3 —4v (2.43)

C, e C, representam as velocidades de propagacio de onda longitudinal e
cisalhante, respectivamente.

Introduzindo-se um sistema de coordenadas z — y fixo &4 ponta da trinca
de forma que & = x; — a(t) ¢ y = 3 onde 2a é o comprimento da fratura, pode-se

e8CcTever.

&*¢ 2V82¢ % V6¢

a— ..i... —_ s
Oz? dzot  Of? oz
onde a velocidade instantinea da ponta da trinca € dada por V = 4. Da mesma

$=V? (2.44)

forma.

&

Py Py
Bz Vo

— L
=V Voo T ae Y an

(2.45)
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Substituindo as equacbes (2.44) e (2.45) em (2.41) e (2.42) e eliminando
os termos que possuem derivadas temporais (trinca se propagando com velocidade

constante, regime estaciondrio), tem-se:

d%¢ 8%
ﬁf"gﬁ -+ - 0 (2.46)
Py 0%
ﬁ%"éx—g + i 0 (2.47)
onde
|4
Al=1- o (2.48)
|4
gy=1- a (2.49)
Fazendo
y1 =Py (2.50)
Y2 = P2y (2.51)
as equacdes (2.46) e (2.47) tornam-se:
F¢ ¢
Frciey e 0 (2.52)
&y &
LA (2.53)

a2 g
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¢ pode ser expresso como a parte real ou imaginaria de uma func¢éo analitica

de varidveis complexas:

n=z+iy =z +10y= r e (2.54)

Similarmente, 1 pode ser escrito em termos de:

7 =1 +iyp = T + ifoy =™ (2.55)

Dai
¢ = AiRelz]], (2.56)
¥ = Aglm[z]] (2.57)

onde A;, A, e s sdo constantes reais.

Como condicbes de contorno tem-se g9 = 09y =0 em §;, = 0y = 7. Uma
solugdo singular para tensdes é obtida para s = 3/2 ¢ A; = —24,5,/(1 — 62). O fator

dinamico de intensidade de tensfo para o modo I é definido como:

K(t) = lim [V2rro3(r, 0, )] (2.58)

O campo de tensdo na ponta da trinca pode ser escrito como:

1/2
g%%% {(1 + 282 — g2) (;2) cos(61/2)

2 ()"t =

Fi1




T1 2

2K (t)BS r\1/? 7\ M2
O = WK“) sen(91/2)——(;_—) sen(92/2)}

o9 = %KW-% [—(1 +83) (%) v cos(f2/2)

ABiBy (T \?
+1+ﬁ§ (;1-) cos(t?z/z)]

onde

(1+53)
B="p)

D(V) = 46,8, = (1 + Ba)’

O campo de velocidades perto da ponta da trinca é dado por:

Uy = _K{)BV [(1)1/2 cos(:/2) — 26152 (T )1/2 cos(92/2)]

(277r)%p [\ 1+ 32 Ty

Uy =

m%% K%) 2 sen(6,/2) — i"_f?g (:—2) v sen(ﬁg/Z)}
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(2.60)

(2.61)

(2.62)

(2.63)

(2.64)

(2.65)



Capitulo 3

Formulacao Integral para

Elastodinéimica;

3.1 Introducao

Neste capitulo serd apresentado primeiramente um resumo das equagGes
bésicas da elastodinimica. Grande parte das equacdes serdo citadas, fazendo-se ape-
nas comentérios de como foram obtidas. Um tratamento mais detalhado das equagdes
da elastodinamica pode ser encontrados em livros que tratam de dindmica de meios
contfnuos como por exemplo Achenbach (1973), Erigen e Suhubi (1875 a) ou Graff
(1975).

Em seguida serd apresentada a obtengio de uma solugdo fundamental para
elastodindmica. A solucio fundamental é uma solugdo singular dependente do tempo
devido a uma carga concentrada em ponto de um dominio infinito. No caso da elas-
todindmica, a solugdo para este problema foi encontrada por Stokes em 1849. Serdo
omitidas aqui algumas passagens na obtengio da solucio fundamental. O desenvolvi-
mento desta solugdo pode ser encontrado em Dominguez (1993) ou Erigen e Suhubi
(1975 a).

Uma vez descrita a solugio fundamental para elastodindmica, serd entdo
apresentada uma formulacio de elementos de contorno para problemas no dominio

do tempo, enfatizando-se os métodos de integragdo no tempo e no espago.
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3.2 Equacoes bdsicas da elastodinamica

O tensor deformacao g;; num ponto x de um dominio 2 num instante ¢ é

definido como (Erigen e Sububi, 1875 b ou Dominguez, 1993):

i
g5 = 5 (g + Uss) (3.1)
onde u representa o vetor deslocamento do ponto x num instante ¢.
A equagio de equilibrio, obtida a partir da conservagio da quantidade de

movimento linear é dada por:

oijj + pb; = pi; (3.2)

onde o (x,t) é o tensor tensdo, b (x,t) representa as forcas de corpo por unidade

de massa, p(x) é a densidade de massa e 1 (x,?) a aceleracdo, ou seja, a segunda
derivada do vetor u em relacéo ao tempo.

A relacfio constitutiva entre as componentes do tensor tensdo e as compo-

nentes do tensor deformacdo para um corpo eldstico, conhecida como lei de Hooke,

pode ser expressa para material isotrépico como

Oij = Agj€xk -+ 2UEi; (3.3)
onde A e i sao duas constantes eldsticas do material conhecidas como constantes de
Lamé e §;; é o delta de Kronecker.

As constantes de Lamé, escritas em termos do médulo de Young E e do

coeficiente de Poisson v, sdo dadas por:

E

b= 304 (34)
E

= Ay (-2

(3.5)
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As equagdes de equilibrio (3.2), relagdes cinematicas (3.1}, e a lei de Hooke
(3.3) formam um completo sistema de equacdes diferenciais lineares que modelam
matematicamente o movimento de um corpo eldstico, linear, isotrépico e homogéneo.

Pela substituicio de (3.1) em (3.3) e esta em (3.2) obtém-se a equagio de Navier dada

por:
(A+2u) VVu — uV x V x u+ pu = pli (3.6)
ou
& u
pchV-u—pc-%VxqumpW-i-pb:O (3.7)
onde ¢; € ¢ 540
A+ 2
=270 (3.8)
P
u
= — 3.9
A p (3.9)

e representam as velocidades de propagagdo de onda longitudinal e cisalhante, res-

pectivamente.

O processo de integracio da equagio de Navier pode ser simplificado se for
feita umsa decomposicio dos vetores em termos de fungdes potenciais.

Considere um vetor v. A decomposicio de v em potenciais de Lamé {Erigen
e Suhubi, 1975a) é dada por:

v=VA+VxB (3.10)

sendo que A e B s30 dados para o caso tridimensional por:

A(d,t)

_“Z]:;,/g"g ;’:V - v (d, 1) dQ (d) (3.11)

B(dt) = - [2Vxv(d,Hd2d (3.12)
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¢ para problemas bidimensionais por:

A(d, 1)

i

"4%5 /ﬂ 111%V -v(d, 1) dQ(d) (3.13)

B(d, ) “211; i hév % v (d, ) d2 (d) (3.14)

onde a funcdo B satisfaz V- B=0er = |x - d|. Detalhes sobre esta decomposicao

podem ser encontrados em Achenbach (1973).

3.3 Teorema reciproco e formulacao integral para

elastodinamica

A convolugdo de Riemann entre duas funces escalares g (x,1) e h(x, 1) é
definida como (Graff, 1975):

t
g*tﬂjgg(x,t—f)h(x,r)df (3.15)
O teorema reciproco entre dois estados elastodinadmicos é dado por:

[F (py * ug) dI’ + j; p (b * up, + Upptty, + Vorty) dS2

= /; (P} * ug) I’ + ]; p (b} * uk + ugy + Uk + vopux) dQ (3.16)

Se considerarmos o estado elastodindmico e como sendo devido a um impulse

unitério da forma

pby = §(t) 6 (x — d) o (3.17)
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aplicado em um ponte d na diregio do eixo z; de um dominio infinitc e considerando

condicdes iniciais nulas, o teorema reciproco € escrito como:

i () we (d,2) = [ (u" #pi = P # ue) T +

[n p (ui + be) da + fn 0 (Votly + ok iily) A2 (3.18)

onde ¢ é uma constante que depende da posi¢do do ponto fonte (se no dominio, no

contorno, ou externo ao dominio).

3.4 Obtencao da solﬁgﬁo fundamental para elas-

todinamica - Problema de Stokes

Primeiramente tratar-se-4 o problema tridimensional num espaco infinito
para, em seguida, obter o solugdo fundamental bidimensional.

Considere uma funcio impulso escrita da forma da equagio (3.17) como:

f=f({t)d(x—d)e (3.19)
onde 6 (z) é uma distribuigio delta de Dirac tridimensional e e ¢ um vetor constante
unitério.

A e@ua@éo a ser resolvida é do tipo:

AV — (Pui/0) = —f ()6 (x— D) e (3.20)

A soluc@o procurada é da forma:

que corresponde & componente i no ponto x do campo vetorial u devido a uma carga
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concentrada num ponto d na diregdo j.

O tensor u;; deve satisfazer:

AV — (Pu;;/017) = £ (1) 6 (x — d) &5 (3.22)

Pode-se provar que u;; que satifaz a equagdo (3.22) pode ser dada por (Erigen
e Suhubi, 1975 a):

wii (x, Al (8)] = (1/4ncr) f [t = (r/0)] 6 (3.23)
onde
r=|x-—d| (3.24)
A equacdo (3.23) corresponde a divergéncia de ondas de uma fonte no ponto
x=d.

A carga concentrada aplicada no dominio pode ser escrita como:

A (x,t) =f(t)d(x—d)e (3.25)
onde f (t) é duas vezes diferencidvel em relaggo a i.

Sendo f uma fonte, tem-se que:

pfm—-f-g?vz(%)emf(t)(vXfo—-wvv-i) (3.26)

4 Arnr 497

Decompondo gf em uma parte equivolumial e uma irrotacional, tem-se:

g =VF+VXF (3.27)



Igualando-se (3.27) e (3.26), tem-se que:

F=—f(t)V-(e/dnr), F=f({)V x (e/4nr)

Decompondo-se o vetor deslocamento na forma

u=u) +u®

onde

ult) = V¢ u? =vxw

Desta forma a equagao (3.22) pode ser escrita como:

AViul — (8211(1)/879) = f{t)VV - (efdrr)

EViu® — (8%u?/0f) = f(t)V x V x (e/4nr)

Introduzindo-se dois vetores A} e A@ tais que:

o) = vv. A(l), u® = T x v x A®

Sendo A® = A@e conclui-se que:

EVEA@ — (PAW[88) = f () [Ampr (@ =1,2)

Resolvendo-se a equagic diferencial (3.34), tem-se:

¢ 1! 7t — (ly = xl/ca)]
Al }(Kst) == —iﬁwzpcﬁ Es iywdlix“ x% dv (5")
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(3.28)

(3.29)

(3.30)

(3.31)

(3.32)

(3.33)

(3.34)

(3.35)

A integral (3.35) pode ser calculada mais facilmente se for feita uma mudanca

para coordenadas esféricas com origem no ponto d e eixo polar no sentido x — d.
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Detalhes desta transformagio e da integracdo podem ser encontrados em Erigen e
Suhubi {1975 a}. ’
Apés esta integracdo ter sido realizada, tem-se que o deslocamento u pode

ser dado por:

i

“’(xtdu) f——[-—- (?’Ewég)/;rl,\f(t——/\r)d)\

T3 T

10 (- ,_)] (3.36)

u (x,:dlf) = “_1__[(%_5_]) /f Af (t — Ar) dA

D)D) e

onde )\ é uma varidvel genérica definida por:

U= TA (3.38)
Sabendo-se que:
u=u"+u® (3.39)
e que:
Us = Ug€5 (340)

tem-se que ¢ tensor de segunda ordem u;; é definido por:

uwy (x,5;d|f) = ugj«-}»um yr {(-—%@)ﬂ Mt = dr)dA

(-3 -]y -Dpo
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ou

1 1 et 11
w (%, 6d[f) = M{ngij/c;‘ f\f(t—)\r)d/\+;+;r},-'rﬂ-

x [Z%-f (tui) ~——-c%f(t~—£;)} +%f (tmé)} (3.42)

Sabendo-se que:

;! 1 re 1
fcl A6 (¢ = Ar)dA = ch—x Aé(Am;)dA

UG RC I

onde H é a funcdo degrau de Heaviside definida por:

Hz)=1 se >0
H(z)=0 se <0 (3.44)

Dai tem-se que a equagdo (3.42) torna-se:

: i t 3‘?‘17‘k 5;;; T r
@ & avac x— s ) h — — [ — pu— J—
Uy (x,t,x) = {7‘2 ( " ) {H (t 01) H (t _,.,>]

2 (- ) D] - Dpos

A lei constitutiva pode ser escrita como:

Tpm = 0 (c"{ - Qé) Uj i0km + pé (Ukem + Bm k) (3.46)

Chamando

Okm = Olkm€l (3.47)
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onde o corresponde a componente km do tensor tensdo quando um ponto fonte ¢

aplicado na direcdo {. Dai pode-se obter:

_ 1 2 | TIT kT m aka,{ o §k1T,m -4 6km’r,k
Okm = =86 |55 - 3

lr(e-5)-m(-3)]

[ 8 ST 1 + Oklr o + 5km7'§k]

T ITET,m ™
T ’ re

3 ST m :; Ot s [5 (t _ é) 5 (t _ _(%)} } (3.48)

As tragdes em uin ponto da superficie com normal n é dada por:

Dtk = OlkmTim (3.49)

Substituindo a equagdo (3.48) na equacdo (3.49), tem-se a solugdo funda-
mental de tracio dada por:

1 (o ar
Pix= - {A (é;ialk + T,I”,k) +rargg-B+ gD } (3.50)

onde
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A solucdo fundamental de deslocamentos para o caso caso bidimensional é
obtida pela integrac¢io ao longo do eixo z3 perpendicular ao plano z; - 2 da equacgao
(3.45) (Figura 3.1):

upp = [ ujpdas (3.54)

Apb6s esta integracdo (Dominguez, 1993), obtém-se:

1 [1H(et— 2
u;k = {m (CI T) [(2}21 + _) TiTe— Rlégk}

2rp | re Ry

1 H (cat — r? r2
w— E;...,_(_%E_.T_). [(2}%2 + 'ﬁ;) TITE = <R2 + E) ‘Slk}} (3“55)

onde R, = (22 — r2)'/?
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Figura 3.1: Obtengéo da solugao fundamental para problemas bi-dimensionais.

A solugiio fundamental de tracdes, obtida da mesma forma que a de deslo-

camentos, é dada por (Dominguez, 1993):

. _ 1 [1H(at-r1) 2 3
P = pr{a o { By, <2R1+ Rk) “le‘;“;%‘
et —r) ( e Hcat — 1) T 2
=D { 2Ry + ——e — +Bi (2 _—
LE—— e\ 2B+ o |+ — Aszg + By | 2Rz + T
3 8 {cot —~ i
+ D;kE"Rg“} - -E%'C";—Tl [AlkR_z + Dy (2122 4 %)} } (3.56)
onde
or
Ap = p (2ﬁﬂk?‘,s + 51&-3%’; + nir,k) (3.57)

-2 or or
By = “;;? (5&?@; - 45;?‘,17',:: + TRty n;r;;) {3.58)
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-2 a
le = T2u (Bnkr,; -+ 5"27‘);7‘*) (359)
e =X\ 2u=1/(1-2v).

O teorema da reciproco entre dois estados elastodindmicos, dado pela equagao

(3.16), pode ser escrito como:

/F (up * pp) dU + j;!p (ug * by, + ugvyy + Urugy) dS
= _/; (ug * pi) dI’ -+ /n p(uy # by + URVok + UpUok) dS2 (3.60)

Fazendo o estado e como sendo a solugdo fundamental devido a uma carga

pontual aplicada em z* na diregdo / em um tempo t.

pby = 6 (£) 6 (x — x') & (3.61)

Sendo uf = v, = 0 e explicitando-se a convolugdo, obtém-se a seguinte
equacdo para um ponto i que pode pertencer ao dominio §2, ac contorno I' ou ser

externo ao corpo, dada por:

Chuy (zfﬁ t) — [:‘* fr ufy (SE,t _— :Ei) py (z,7) dT (z) dr
tt _
- ]{, /I,Pz.k (w,t - 3:‘) ug (z,7)dl (z) dr
+f:+ ,[n puiy (z,t — 732°) by (2, 7) d2 (z) dT

+A#Lp[ufk (:z:,t -—'r;:z:i) vor ()

+ U (:c,t -3 m‘) Ugk (x)] dSl (z) dr (3.62)
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Figura 3.2: Tratamento dos cantos.

onde cix = 1/204 quando o ponto i estd numa regido suave do contorno, cix = dik

quando o ponto ¢ pertence ao dominio e ¢ = () se 0 ponto 1 ¢ externo ao dominio.
No caso do né encontrar-se numa quina, devido ao fato das singularidades

existentes nas solucdes fundamentais para o caso bidimensional serem as mesmas tanto

para a dinamica quanto para a estdtica, ¢;'s assumem os mesmos valores, sendo dado

por:
cx = 0w + I (3.63)
sendo
Izk = iﬁ% I‘,p dar (3.54)

A matriz I é obtida fazendo-se a integracdo de (3.64) ¢, segundo Brebbia e
Dominguez (1989), é dada por (Figura 3.2).

u4(1-—y)(1r+02—91) cos 20y — cos 28,
+sen2f; — sen26;

= (1-v) (3.65)
cos 20, — cos 26, 4{1 ~v)(m+0; — 6y)

+gendy — sen2f; |




Assumindo as condicGes iniciais e forcas de corpo nulas, tem-se:

Ly ¢+ .
Ch U (:n", t) = fe /I:u;'k (z,t —T; z‘) pi (z, 7)dl (z) dr

sl
...,/0 /rp;k (z,t - T;xi) ug (z,7) dl (z) dr
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(3.66)

Segundo Mansur (1983) e Antes (1985), para facilitar a integracéo no tempo,

& conveniente escrever a equacao (3.66) na forma
. t+ X
Chely (:z:‘, t) = fn [r* U, (x, t—m; m‘) pi (x,7) dl (x) dr

- j:in /; [sz (x, t—T; xi) ug (%, 7)

— W (x, t—T; ;’L‘i) tuy, (%, 'r)] dl (z) dr

onde

4

[ - - 8?' A 1

1 |Or 1
+'§; [El- (61 — 2ryr i) + 'I‘,km} E;

(3.67)

(3.68)
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2 4R
o _ () e ( 1) -
Zik AT ool { [ A\ TR, UL
c{(t—7)— T 2 4R,
S 5| o ()
+ Acl(t—-—-r)——r+ +4R1
A R} rRy 73

or 2 4R2 Co (t‘""T)—T
+2ﬂ'{6 l: 2L (TR2+ r3 + R} )

co(t—T)—T 4 8R
+2T,tr,k( a Rg) TR T r32)]

2 4Ry c(t—-T)=-r
-y + Tk TR2+ 3 + B

2 Ry
—TET (';R'—z + ";5")} (3.69)

3.5 Formulacao de elementos de contorno discretizada

A solucio numérica da equagio (3.67) é determinada discretizando-se o
tempo em intervalos At e o contorno em elementos de contorno. Os deslocamen-

tos e as tracdes sdo aproximadas usando-se fungGes de interpolagio

uy = g%ﬁ(?')??m(f)ﬁg‘j
m o= ;Edﬁ (r) ™ () P (3.70)

onde ug” e Dy J representam os deslocamentos e tragdes, respectivamente, na direcgo
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k, do né j num tempo ity < mdt; ¢ (j) é a funcio de interpolagioe no espago, n™(r) e
u™{r) sdo as fungdes de interpolagdo no tempo.

Neste trabalho a funcdo de interpolagio no espaco é quadratica, e as fungoes
de interpolagdo no tempo para os deslocamentos e tracles sdo constante por partes e
linear por partes, respectivamente.

As velocidades sdo interpoladas por:
a=3 3¢ (r)i™ (r) ui? (3.71)
g m

A equagdo (3.67) pode ser escrita para um né p do dominio num passo de

tempo 7 da forma:

NE

Fu? =
PV
m

S 1 ([ ) o]

1g=1

T
[ 7 s - e st g} )
7 Ten—

onde Q é o dobro do mimero de nds e 1 é o nimero de passos de tempo até o instante
considerado.

A primeira e a segunda integral no tempo da equacao (3.72) podem ser

escritas da forma:

+ T

j; - ugpmdr = }£ . (u'g) + u-g)) ptdr = Uir;m(l) + U;t;m(ﬂ = Uge (3.73)

b

Tm
f,.w (™ — wii™) dr = P70 + PF™® = P (3.74)

A equacdo (3.72) pode agora ser escrita como:

n Q ™ n G
u+ Y SHGT =3 Y Gy (3.75)

m=1 g=1 me=1 g=1
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onde

Gyt = |, V5" (e (n—m) &t x?} ¢% (r) dT (3.76)
e

ﬁ?jm"q f PI™ (x, (n — m) At;xF) ¢ (r) dT (3.77)
Chamando

. Hrmii do i :
=y T 1_#3 ou nEm (3.78)
HY™ + ¢t quando i=j e n=m |

a equacéo (3.75) torna-se:

n @
Z Z 5 mﬁqumq —_ z ZGnmpq (379)

m=1g=1 m=1 g=1

O sistema de equacdes para todos os nés do contorno com duas diregoes por

né pode ser escrito na forma matricial como:

= n
S H™y™ =) GMp™ (3.80)
me=l

m=1

onde u™ e p™ sdo vetores contendo duas componentes de deslocamento e tragao,
respectivamente, de todos os nds num passo de tempo m; H"™ e G™™, matrizes cujos
elementos H?,‘c""". e G}L’"ij sdo obtidos por integragio sobre o elemento. Os indices
representam: j o ponto campo (né analisado), m os passos anteriores, £ a diregao
em que é aplicada a solugdo fundamental, ¢ o ponto fonte (ponto onde € aplicado a
solugdo fundamental), ! a direcio que é analisada a resposta no ponto campo € 1 0
instante analisado. Sendo u™ e p™ conhecidos dos passos anteriores a 7, a solugdo
do sistema para o passc n é dada por:

=i

H™u" = G™p" + Y [G"™p™ — H™u"] (3.81)
m=1
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As colunas de H™ ¢ G™ sdo reordenadas de acordo com as condicdes de
contorno. Passando todas as varidveis desconhecidas para o lado esquerdo o sistema

(3.81) pode ser escrito como:

A"X" = F" (3.82)
sendo X™ o vetor que contém as varidveis desconhecidas no passo n e F" é o produto

das matrizes de termos conhecidos pelos vetores termos conhecidos dos vetores de

deslocamento e tragao.

3.6 Integracao no tempo

As funcdes que interpolam o tempo u e 17 530 assumidas como constante por
partes e linear por partes, respectivamente. Esta escolha mostrou-se mais eficiente
quando comparadas com outras possibilidades como constante-constante ou linear-
linear (Mansur, 1983).

A funcdo u é dada por:

= 1 s& T <7< 7y (3.83)
0 para outros casos .

e 5 () é dado por (Figura 3.3):

A (T—Tm-1) S& Tpi <T < Tm
"= A% (Taet —T) 8& T < T < Trpp1 (3.84)

0 para outros casos

Inserindo (3.83) e (3.55) em (3.73) e integrando-se analiticamente no tempo
tem-se (Dominguez, 1993):

2
1 @
Up™ =3 Trpd [t + (—1)% (O — 2r47 4) Vol (3.85)

a=1 [+
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1]

|
Tene1 l T

Toa
A t—f—A

Tm«- i)

Figura 3.3: Funcéo de interpolacio das tragdes.

onde
[Ea+ (B2 - 1)'/%]
o= - (3.86)
[Ma + (M2 — 1)'7?]
Yo=Ba (B2 =1)""" = Mo (M2 - 1), (3.87)
E. = Ca (tn — Tm-1) /T Dara 7 < Cq(tn — Tm-1) (3.89)
1 para outros casos
e
M, = Co(tn — Tm) /T para 7 <cqltn — Tmei) . (3.89)
1 para ouiros casos
Inserindo (3.84) e (3.56) em (3.74) e integrando-se analiticamente no tempo,
tem-se:

prm 5~ L i@ pl)
m_ 1AW, 3.90
1k 2 fnpc 7 [Alk Pa— By, ‘Ia] (3.90)



onde
b T (BR-D ot = Tm (M2 — 1)*? b= T (82— 1)%2
Pa = T3AY E. 3AL M, 3AL 5.
b=t (B Dt rn ME-DY b (82 - D
Qe = A7 E, At M, At Ba

Ba =

Co(t —Tmi1) s& 1 <cCq (tn = Tm+1)
1 para outros casos

a o | Or
A?k) =4 (""" 1) {5’7’; ((5;*, — 47",17‘,;3) + Ting -+ T k1Y

BY = 4?-1:1‘,;7‘,;: + 2—)3—7' Iy
on w'

or
B = 25 (G — 2ryr ) + 7 mu
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(3.91)

(3.92)

(3.93)

(3.94)

(3.95)

(3.96)

Observe que as singularidades que aparecem em Ujf"e P}™ quando r tende a

zero sio da mesma ordem das que aparecem na formulacio da elastoestdtica (Brebbia

e Dominguez, 1989 ou Kane, 1993).

3.7 Integracao no espaco

As funcbes de interpolagio no espago (fungdes de forma) utilizadas neste
trabalho sdo as funcoes de forma quadréticas (trés nés por elemento). FuncOes de

forma quadréticas permitem o modelamento de elementos curvos e so especialmente

indicados para problemas onde se tem altos gradientes, que é o caso de problemas
de fratura. Além disso, conforme serd mostrado no Capitulo 4, pode-se calcular
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os fatores dinamicos de intensidade de tensdo através de uma relagéo com os deslo-

camentos se o né central de um elemento quadritico padrado for deslocado para a

distancia de um quarto do comprimento do elemento da ponta da trinca.

Deslocamentos e tracdes sio representados em um elemento quadrético padrao

cOomao.

=10
3 = =
Uz 0 ¢

SONE
D2 0 &

0 ¢
0 ¢

0 &
0 ¢

0 ¢z O <u9
0 ¢3 ’qu)

4
pt

py)

0 ¢3 O sz)
4 Y p¢
0 ¢ sz)

p¥

o

9 #

onde ¢; sdo as fungdes de forma guadréticas definidas por:

)

¢2

@3

i

1
”2”5(5*1)
1-¢2

1
§§(E+1)

(3.97)

(3.98)

(3.99)

(3.100)

(3.101)

onde ¢ representa uma coordenada adimensional 2o longo do elemento (Figura 3.4).



&Ly

(1} (1)
(x,.a:.:,)

T

Figura 3.4: Transformagao de coordenadas z, — 2, para €.

A geometria do elemento pode também ser considerada quadrética (elemen-
tos isoparamétricos) e, neste caso, ser representada pelas coordenadas nodais e as

funcoes de forma ¢;, ou seja (Figura 3.4):

X1 (].’71 0 ¢2 0 C}’Jg § 37%2)
— e = 3.102
X = { } { 0 0 . 0 \ 4 {22) Y = X¢ ( )

Desta forma, as integrais de contorno podem ser escritas como:

mif nm ! PR
HY™ = j; R S dl = J[_ B\ (3.103)
Gnms‘j m dr ! m J 4
= .[r,- U™ ¢’ —[_1 Ui ¢’1J|dé (3.104)

onde |J| representa o médulo do Jacobiano da transformacgio X — ¥ — £, e é dado

por (Brebbia e Dominguez, 1989 ou Kane, 1993):
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i [(do\®  (dz\*)"

1 2
_dar _ ] 3.105
=% {(d&)%d&” (8:109)
onde dx,/df e dry/df sio obtidos derivando-se as equagdes (3.102) em relagao a &.

Os termos nio singulares das matrizes H™ e G™ s#o integrados utilizando-
se quadratura de Gauss padrio com 10 pontos de integracdo. Os termos singulares
de G sdo do tipo In(1/r) sendo integrados usando quadratura especial de Gauss
(Gauss logaritmico com 10 pontos de integracdo). Jd os termos singulares de H™
sdo do tipo 1/r. O tratamento deste tipo de singularidade é feito analiticamente
conforme apresentado por Dominguez (1993). Serd mostrado um exemplo para um
termo particular, sendo que os demais termos sdo obtidos da mesma maneira.

Sendo HT uma matriz de um elemento guadritico de dimenstes 2 x 6 (3
nos e 2 graus de liberdade por né), considere o caso em que o ponto de colocagio é o
primeiro né do elemento.

Desta forma, o elemento HT'(1,2) é dado por:

HT(1,2) = /r ¢, PLLdT (3.106)
onde
a Yl/f.or
PEE o -’; 2%T’1T’2Z2 - nﬂ‘,gZ} -+ ?‘LzT}lZg (310?)

Desde que Z, é de ordem CG(1) e dr/dn é de ordem O(r), o primeiro termo
da equacgio (3.107) tem sua singularidade removida. Sendo o ponto de colocagio o
primeiro né, ¢, PL! sers singular em ¢ = —1. Considerando que Z;, = Z;, +ctt » 0 e
Zs = Z3 — ctt — 0 quando r — 0, onde ctt é a constante de material (1 —2v)/[4r (1 —
v)], pode-se escrever

HT(I: 2) = HT50 singular Hﬁinguiar (3.1@8)
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onde

HTu50 singutar [ ¢1“ (2—-7" 17 9Zs +miraZy + nary + Zs) dr’

+ _/F(l ~ q‘ﬁ)%ctt (urz —nor,)dl (3.109)

1
HTgipgutar = fr *—;ctt (nire — ner 1) dS (3.110)

As integrais em HThuso singular 530 integradas por quadratura de Gauss en-

quanto que HTgpgular € calculada analiticamente da forma:

S ¢t
HTsinguEar = /(; — (nz'f',l - T&l’f}z) as

-
. [Sctt dez dyy
L3 (“a’s’:“ a‘"s”;) a5
s ctt dz dy
= | - (ds+yd)ds (3.111)
onde S é um comprimento infinitesimal a0 longo do contorno ¢ as identidades n; = dy/dS,
ne = —dz/dS foram usadas.
Desde que
der dy _ld@®+y?) . 1, ,
( ' +de) dS = 5= a5 ds = _ﬁd(r ) = rdr (3.112)
entdo
HTuingutar = J[ ~—-—dr = —cttfln r}Re (3.113)

onde Rs é a distdncia entre os nés 1 e 3. Pode-se notar que a integral (3.113) nfo ¢

regular. Até mesmo o valor de Cauchy diverge, pois estd se considerando apenas um
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lado do dominio de integragdo. O valor desta integral é dado no sentido do valor da
parte finita de Hadamard, porque a singularidade cancelard com a correspondente do
outro lado do ponto de colocacio.

Dai

H-T;inguiaz = —¢ttIn Rg (3114)

Os outros termos singulares da matriz H™™ sio obtidos de maneira similar.



Capitulo 4

Método dos Elementos de
Contorno aplicado ao Calculo dos
Fatores Dinamicos de Intensidade

de Tensao

4.1 Introducao

Neste capitulo serd apresentado um procedimento para o cdlculo dos fa-
tores dindmicos de intensidade de tensdo baseado no uso de elemento de ponto a um
quarto e no método das subregides. Tal procedimento foi usado por Blandford et al.
(1981) no célcuio do fator de intensidade de tensdo para problemas carregados estati-
camente. Serd assumido, conforme apresentado no Capitulo 2, que a distribuigao
dos deslocamentos para os casos dindmicos e estiticos se dd da mesma forma. Hsta
hipétese ja foi assumida anteriormente por Fedelinski et al. (1993) que trabalharam
com elementos de ponto a um guarto descontinuos e método duplo de elementos de
contorno. Para evitar que se tenha sistemas de equaghes lineares singulares em prob-
lemas sem simetria, o dominio serd dividido em subregites, método conhecide como
das subregides.

No final do capitule serdo apresentados dois procedimentos alternativos para
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o calculo dos fatores dinamicos de intensidade de tensdo utilizados por outros autores

e comn 0s guais os resultados deste trabalho serao comparados.

4.2 FElemento de ponto a um quarto

As equacoes (2.34) e (2.35) mostram que o campo de deslocamento perto
da ponta da trinca tem o comportamento proporcional a /7. Deste modo, se este
comportamento ji estiver incluido na fungdo de forma que interpola os deslocamentos,
pode-se ter uma boa aproximacdo para o campo sem a necessidade de um grande
refinamento da malha (que seria necessdrio caso os elementos da ponta da trinca
fossem elementos quadriticos padrdo).

A inclusfo de fungdes de forma que possuem o comportamento /7 pode ser
feita de forma simples, bastando mudar o né central do elemento quadratico para a
distancia de um quarto do comprimento do elemento para perto da ponta da trinca.
Deve porém ser lembrado que isto sé é possivel se o elemento da ponta da trinca nao
for um elemento curvo.

Se forem usados elementos de contorno quadraticos, a interpolacdo dos deslo-

camentos em um elemento com extremidades em {—1, 1] é dada por:

y(i) = ﬂbn(g) g) (4'1)
onde: 39 representa deslocamento, tragio ou posigio ao longo do elemento, i 4 a

direcdo, n € o ntmero do né do elemento e ¢, sdo as fungbes de forma quadriticas
dadas por (3.99), (3.100) e (3.101).

A Figura 4.1 mostra um elemento quadritico padrac e um elemento de
ponto a um quarto. Conforme a equagio (4.1), a posi¢ie r no elemento de ponto a

um quarto correspondente & posigio £ do elemento quadratico é dada por:

r= g1 + gor®) + ggr(©) (4.2)

porém:



P = 9 (4.3)
r® = /4 (4.4)
rO = (4.5)

Substituindo as equacdes (4.3), (4.4), (4.5), e as fungbes de forma (3.99), (3.100) e
(3.101), em (4.2), tem-se:

r= 20 -0+ 0 +o -4+ ey (46)

Desta forma, tem-se:

r_(1+¢)?

l 4
Escrevendo £ como fungio de r/l ,tem-se:

£ = i:»:\/?-; -1 (4.8)

sendo que a transformacio £[—1, 1] — r{0, 1] ¢ satisfeita somente se:

¢ = Z\E -1 (4.9)




Substituindo (4.9) nas fungdes de forma ¢1, ¢2 e ¢3, tem-se:

$ = 2}«--3\/?*.1. (4.10)
g2 = —4%4—4\/?. (4.11)
$3 = —\/%—M%. (4.12)

Substituindo as fungdes de forma (4.10), (4.11) e (4.12) na equagdo (4.1) escrita para

o deslocamento, pode-se obter:

u; = ar + a?\/?—}- a?; (4.13)
onde
al = uM (4.14)
al = —uﬁ"’ + 4u§8) — 3u§A} (4.15)
@ = 2@ -4 +2ul? (4.16)

Como foi mostrado, consegue-se uma interpolagdo para os deslocamentos
com comportamento proporcional a /7 com a simples mudanca de posi¢io do né

ceptral do elemento quadratico da ponta da fratura.

4.3 TFatores dindmicos de intensidade de tensao

Conforme jid mencionado, o cdlculo do fator dindmico de intensidade de
tensio pode ser feito com base em principios de energia (Integral J), ou com base na
abertura da fratura (elemento de ponto a um quarto). A abertura da trinca é sempre

calculada através do deslocamento normal a sua face. Para isto, € necessdrio que se



52

/(D)
() yava

A

(E

Figura 4.2: Sistemas de coordenadas

faca uma transformacio de coordenadas original do sistema z, — z; para um novo
sistema z — y normal as faces da trinca conforme mostra a Figura 4.2.
Sendo u e v 0os deslocamentos medidos em relacio ao sistema fixo a ponta

da trinca (Figura 4.2) nas diregdes = e y, respectivamente, a tranformagaoc de coor-

denadas é dada por:

u = uy cos(e) + ugsen(c) (4.17)

v = —u;sen({a) + ug cos(c) (4.18)

onde o é o Angulo entre a bissetriz do dngulo formado pelas arestas da trinca e o
8IX0 T i-
Como em fratura dindmica o ingulo entre a ponta da trinca e o eixo x; €

dependente do tempo, é conveniente que se calcule este &ngulo a cada passo de tempo.
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Isto pode ser feito calculando-se o dngulo entre a bissetriz do angulo BAD e o eixo

%, a cada passo de tempo. De acordo com a Figura 4.2 este dngulo ¢ dado por:

l
a = arctan («-ﬂ) (4.19)
I, |
by = (2 +ul®) = (o +uf® +2{” +u{”) /2 (4.20)
by = (a8 +ufY) = (287 + uf® + 2 +uf?) /2 (4.21)

sendo :cgi) @

e 75’ as coordenadas dos nds 7, antes do corpo fraturado ser carregado,

correspondente ao sistema T, — za.

A abertura da trinca pode ser escrita através das equagdes (2.34) e (2.35),

fazendo-se # = 7 e 8 = —m. Desta forma, tem-se:
£+1 T
@=mn)—ull=— = Kr(ih/ = 4,22
u(f = m) — u( ) " 1(t) o (4.22)
£+1 T
vil@=7m)—vl=—-7) = m K;(t)d—z-;r- (4.23)

Escrevendo a equacdo (4.13) para u e v, fazendo u4 = v = 0 e igualando-
se os coeficientes que multiplicam /7, com os coeficientes que multiplicam /7 das

equacoes (4.22) e (4.23), tem-se:

2w
Ki(t) = };“i{“i‘ / 4P — o) o) —y(©)] (4.24)

2
Kp(t) = #1/7“[4(@533 — u®P) 4 u® _ 4@ (4.25)

Para problemas simétricos tem-se v(B) = —p{D) 9{0) = (B} ¢ (B} = 4(D)
e u'© = u®). Dai tem-se que os fatores dindmicos de intensidade de tensio sao dados

por:
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2 2r ’
Ki(f) = - fl — (40! — () (4.26)

Kip(t) = 0 (4.27)

Desta forma pode-se calcular os fatores dindmicos de intensidade de tensao
através de equacoes simples, dependentes apenas dos deslocamentos nodais da ponta

da trinca .

4.4 Meétodo das subregioes

Em problemas de elementos de contorno aplicado 4 mecéinica da fratura tem-
se o inconveniente de dois pontos pertencentes a faces opostas da trinca possuirem as
mesmas coordenadas. Se nenhum cuidado for tomado, o sistema de equacdes torna-se
singular. Para solucionar este problema, em geral, tem-se utilizado dois procedimen-
tos: ou se divide o dominio em duas subregites, fazendo com que as faces da trinca
pertencam a subregides distintas (método das subregiGes) ou se utilizam equagdes
integrais diferentes para pontos que possuem as mesmas coordenadas (método duplo
dos elementos de contorno).

No método das subregides, os pontos pertencentes a faces opostas da trinca
sao integradas em percursos diferentes. Isto evita erros numéricos que aconteceriam
caso os pontos de mesimas coordenadas fossem integrados no mesmo caminho.

Além de problemas aplicados a mecénica da fratura, o método das subregides
é também utilizado em problemas nos quais 0 dominio é composto de mais de um
tipo de material e comn propriedades diferentes. Neste caso, cada subregido engloba
a parte de um mesmo material. Como para os problemas tratados neste trabalho
10 540 necessdrias mais que duas subregifes, o método serd mostrado para dominios
bi-partidos. Entretanto, nada impede que se tenha um niimero maior de subregiGes.

Considere um corpo dividido em dois dominios {2; e {; cujos contornos na

interface sejam I'! e I'], respectivamente, conforme mostrado na Figura 4.3.
1 2 gu
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Figura 4.3: Divisdo de um dominio em duas subregioes

Se u! e t! sdo os deslocamentos e tragdes, respectivamente, na interface I'7,
para i = 1,2, entdo, para satisfazer a continuidade de deslocamento e o equilibrio de

tragoes, tem-se:

ul =ud (4.28)
th = 1} (4.29)

sendo u! e ! ambos desconhecidos na interface I. A representagio matricial da

regifio 1 fica:

[ B, H{]{ui}:{al G{}{g} (4.30)

| & H2]{u§}=[95 G’z}{pg} (4.31)

Uz

e da a regido 2:
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As equacodes (4.30) e (4.31) podem ser escritas num s6 sistema como:

r “ r §

U D
HI 1 Gy GI 0 0 I
H} 1 0 0 ) UI L 1 1 pl , (4’32)
0 0 H H ul 0 0 GI G, pi
\ u2 P, \ p2 p

Inserindo a continuidade de deslocamentos (4.28) e o equilibrio de tracdes
(4.29) no sistema (4.32), tem-se:

i p 24
He B0 ) L _f G G0 o} (4.33)
0 HI H, ! 0 -G G, '

Uz 2

Como os deslocamentos e traghes na interface sdo desconhecidos, o sistema

é frequentemente escrito como:

Uy
H H -G 0 1 G, 0
LA T Jy ™ b1 (4.34)
0 HQI Gé H2 ’ulé 0 Gg D2
\ u2 .

Obtido o sistema (4.34), aplica-se entfo as condigfes de contorno e resolve-se
o sistema. encontrando-se os valores desconhecidos nos nés do contorno e da interface.
A matriz do lado esquerdo do sistema (4.34) é uma matriz quadréitica de dimensdes
2N x 2N, sendo N o ntimero de nés do contorno do dominio e da interface de ambas
as subregides. A matriz do lado direito é retangular, sendo que seu nimero de linhas
é 2N e seu nimero de colunas depende do niimerc de nés da interface. Como pode ser
notado, uma caracteristica do sistema a ser resolvido é que este possui sub-matrizes
nulas.

Para casos de tempo pequeno (gue é o caso dos problemas tratados agui)

a esparsidade (ndmero de zeros) da matriz aumenta ainda mais, podendo algumas
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vezes ter-se uma matriz mal condicionada, ou seja, a raziao entre seus maior ¢ menor
autovalores é muito grande. Para sistemas mal condicionados exigem-se rotinas para
resolucéio de sistemas lineares bem elaboradas para que ndo aconteca os chamados fill
ins (Press et al., 1992), ou seja, termos da matriz que sdo zero, passam a ter valor nao
nulo, ocasionando erros numéricos. Neste trabalho optou-se por usar decomposicac
LU com pivotamento. Detalhes sobre esta formulagio podem ser encontrados em
Press et al. (1992).

4.5 Métodos alternativos para o calculo dos fa-

tores dindmicos de intensidade de tensao

Serdo apresentados nesta se¢io duas metodologias alternativas para cilculo
dos fatores dinimicos de intensidade de tensdo utilizadas por outros autores que
trabalharam com problemas de fratura dindmica: (1) o elemento de ponto a um
quarto com singularidade de tracao, proposto por Martinez ¢ Dominguez (1984) e
(2) a integral J independente do percurso, proposto por Kishimoto e Sakata (1980).
Como poderé ser notado, a implementacao destes procedimentos é bem mais complexa

que a implementagao dos elementos de ponto a um quarto.

4.5.1 Elemento de ponto a um quarto com singularidade de
tracao

Embora a equacio (4.13) aproxime bem o campo de deslocamentos, ela ndo
faz o mesmo para o campo de tragdes pois ndo inclui a singularidade do tipo \/1~/_'r
Porém, como em elementos de contorno tragoes e deslocamentos podem ser escritos de
forma independente, a singularidade pode ser incluida na representacio das tractes

usando funcdes de forma modificadas da forma:

e \/d + b —(B)\/g " ¢3ﬁ§0)\/§ (4.35)

ou



=(B)

- a - o
P = ¢i?£ ) $op; " + ¢3P§C)

a8

- (4.36)

onde ¢, ¢2 € @3 530 as fungdes de forma modificadas que incluem a singularidade

1/ ;55" ) representa o valor de pij) dividido pelo valor nodal de ¢; no né, ou seja:

7O = PO

-{B) (B)
2

P )

_(4)

k4

v
iyl
A equacgdo (4.35) pode ser escrita como:

a il . 3 fF
p,rma,}\/;-%-af-i-af’ 7

onde

a = g
@ = g9 +4p® —3p{?
@ = 2p° — 45> + 25"

(4.37)

(4.38)

(4.39)

(4.40)

(4.41)

(4.42)

(4.43)

Usando elementos de ponto a um quarto com singularidade de tragdes, deslo-

camentos e tragoes serdo corretamente representados. C elemento incluindo este tipo

de representacio ¢ o chamado elemento de ponto a2 um quarto com singularidade de

tragao.
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Os fatores dindmicos de intensidade de tensao sao definidos pelos seguintes

limites (Capitulo 2).

Ki(t) = Hm 271 oy, {4.44)
Kr(t) = lim v/ 27701, (4.45)

Se a discretizacao é feita de modo que o elemento da ponta da trinca é um
elemento de ponto a um quarto com singularidade de tragdo e que 6 = 0, entdo

py = 013 € Pp = Opp € 05 valores nodais para tragdo na ponta da trinca é dado por:

&= hm pl\/' = hma;g‘/' (4.46)
fa = hmpg\/-‘“‘}lm(fgg\/'v (4.47)

Deste modo, os fatores dindmicos de intensidade de tensdo coincidem com

as tracdes nodais a menos de uma constante e podem ser calculados como:

K1() = pov/2n1 (4.48)
Kir(t) = pV2nl (4.49)

4.5.2 Integral ~independente do percurso

A integral J obtida a partir do balango de energia é definida por Kishimoto
et al. (1980} como:
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jk = j (Wny, — t,‘u,-,k)dS -+ /:4 Plisu; pdA, k=1,2 (4.50)
T+T,
onde I" ¢ uma curva arbitraria ao redor da ponta da trinca e I', sdo as arestas da

fratura, A é a drea fechada por I' e 'y, W é a densidade de energia e n; a componente
do vetor unitdrio externo normal a A (Figura 4.4). Para se obter os fatores dindmicos

de intensidade de tensdo, a integral J pode ser decomposta como:

Figura 4.4: Percurso de integragdo da integral J

Jy=Jl 4 J1 (4.51)

onde

~

—_ N e Foqg ¥ ~N_ N —
Jp = [9+SC(W (L3 t:um)dS—i—/J;puz uz,ldA, N=1I1II (4.52)

e NV indica o modo de carregamento. A convencdo de soma da notagdo indicial ndo
é empregada aqui.
A relagfio entre os fatores dinamicos de intensidade de tensdo e a integral J

é entdo dada por:

8 .
Ki(t) = ;i’i‘;ui-.f{ (4.53)
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8 -
Kn(t) = y= :_" I (4.54)

onde x = 3 — 4v para estado plano de deformacéo e k = (3 — v)/(1 + v) para estado

plano de tensdo, v é a razao de Poisson e p o médulo de elasticidade transversal.



Capitulo 5

Resultados Numeéricos

5.1 Introducao

Neste capitulo a metodologia para cdlculo dos fatores dindmicos de inten-
sidade de tensdo sera aplicada a problemas de dominios finitos submetidos a cargas
dependentes do tempo.

Primeiramente serd tratado um problema simples, constituindo-se de uma
placa engastada, sem fratura, sob um carregamento degrau aplicado no instante £ = 0.
Pretende-se, com este problema, validar o método das subregides.

Em seguida serdo tratados problemas de placa com fraturas, nos quais serdo
utilizados problemas simétricos (que n&o necessitam de utilizar o método das sub-
regiGes) e ndo simétricos.

Os problemas aqui tratados ja foram estudados anteriormente por outiros
autores utilizando-se outras metodologias. Os resultados serdo comparados com os
resultados destes autores. Para se verificar o comportamento do sistema, o tempo serd
estendido para um intervalo superior a um ciclo. Sera também estudada a dependéncia
dos resultados quanto ao tamanho dos elementos e do passo de tempo, obtendo-se os
fatores dindmicos de intensidade de tens@o com diferentes malhas e diferentes passos

de tempo.
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5.2 Validacdo do método das subregioes

Neste item, serdo calculados os deslocamentos no contorno de uma placa sem
fratura engastada em uma extremidade e carregada por um carregamento degrau na

outra extremidade como mostra a Figura 5.1.

——
———
————
-
P
N

il

s

Figura 5.1: Placa sem fratura.

Os dados do problema sido: dimensio g = 20 mm, carga ¢ = 0.4 GPa,
médulo de elasticidade transversal i = 100 10° GPa, razdo de Poisson v = 0.3 ¢
densidade p = 5000 Kg/m?®. O passo de tempo usado foi Af = 0.2 ps.

A Figura 5.2 mostra o carregamento tipo degrau, aplicado num instante
t = 1p.

Serdo utilizadas duas malhas diferentes, uma sem e outra com subregides
conforme mostrado na Figura 5.3. Ambas possuem 6 elementos (12 nés) no contorno

externo.
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Figura 5.2: Carregamento degrau aplicado em t = .

@ i id
T e & . ] Do Qog L
@ 0 oY ) ® O
® * D@ & ® D
D@ s D@ ' X0
@ & ® L o L &
® ® o) ® ® )
{a) ()

Figura 5.3: Malha para a placa sem fratura: (a) sem subregisio, (b) com subregides.
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Como os resultados estdo muito priximos, ao invés de se usar graficos, uma

melhor comparacio dos resultados pode ser feita através de tabelas. A Tabela 5.1

mostra os resultados para deslocamentos do nd 12 para vdrios passos de tempo.

Convém lembrar que, devido a simetria do problema, o deslocamento u; do né 12

na direcio 1 é exatamente zero. Com isso, pode-se dizer que os resultados para o

problema com subregides (malha b) sédo melhores, visto que os deslocamentos u,; sio

menores que para o problema sem subregio.

Tabela 5.1: Deslocamentos do né 12 (em milimetros)

Sem subregiao

Com subregioes

tempo (us)

(151

Uz

U1

Ug

0.2

0.1475038 10-1°

0.1700603 10!

0.1475038 10~ 1¢

0.1700603 10~*

0.4

0.1475038 10~'2

0.1700603 10~*

0.1475038 10~

0.1700603 10"

0.6

-0.1643674 10~1°

0.1666619 10"

-0.1201416 10~

0.1666619 10!

0.8

0.1673557 10~°

0.1132692 10~!

0.3252711 10~1'8

0.1132692 10!

1

-0.9925965 10~

0.2492194 10~*

0.3392537 10~

0.2492194 107*

1.2

-0.5755155 107

0.3258869 10~"

0.1050285 10~

0.3258869 10~

1.4

0.2583591 10—°

0.4559551 10—t

0.8851689 10~

0.4559551 10~!

1.6

0.9279222 10~

0.5619825 10—+

0.1814240 1071

0.5619825 10~*

1.8

-0.1079600 108

0.6110973 10~

0.1271196 10~1°

0.6110973 1071

2.0

0.5167377 10~°

0.6469797 10™*

-0.2244631 10~

0.6469796 10+

2.2

0.9496217 107°

0.7978769 10+

0.5677326 10~

0.7978770 10~

2.4

-0.4742142 10-°

0.7828150 10~*

0.5496484 10~ °

0.7828150 10~

2.6

0.2839258 10~

0.5610614 10~*

0.2484152 10~

0.5610614 10~

2.8

0.9541513 10~°

0.7552676 10™"

-0.6723361 10~17

0.7552676 10"

3

-0.6258541 108

0.1021819

0.8933100 10~*7

0.1021819

3.2

-(.8428345 10°°

0.7861094 10"

0.5472871 10~

0.7861090 10~

3.4

0.1577501 10~7

0.9090333 10~*

-0.2356374 10~'°

0.9090329 10~

3.6

-0.4938176 10~°

0.1778314

0.2705931 10~*°

0.1778315

3.8

-0.2765878 10~°

0.7705428 10~*

0.6283262 10~ '°

0.7705474 10~*

4.

0.4693565 10~

0.1054876 10~*

-0.9760850 10~'°

0.1054449 10—+

A Tabela 5.2 mostra o deslocamento de todos os nds do contorno externo

para o passo de 1 us. Pode-se observar, para ambos os casos, a perfeita coeréncia

entre os resultados e a simetria do problema, ou seja, u&l) = -—u?’*’, u{f) = —-ugw),

u§3) = wu(lg), ugé) = mugs), u(ls) = —u&n e na direglo 2, ug) = uéu), ugz) = ué”’},
8 (4 8 (5 7

o) =P, o9 = o9, 9 =)
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Tabela 5.2: Deslocamentos dos nés (em milimetros) para o tempo ¢t =1 pus.

0.6820421 10~° | -0.7319513 10~° | 0.6820425 10~° | -0.7319513 10"
70.1993090 10~ | -0.3009734 10~* [ -0.1993090 10~ | -0.3009733 10~*
0.1163676 102 | 0.9703047 10~% | 0.1163675 10~2 | 0.9703047 10~*
0.1680650 10~T | 0.3385260 10~ [ -0.1680649 10~ | 0.3385260 10~
-0.9925965 10~ | 0.2492194 10~% | 0.3392537 10~ | 0.2492194 10~

Sem subregiao Com subregites
né Uy Ug U Usg
1 0.1680649 10~ | 0.3385250 10~ | 0.1680649 10~' | 0.3385260 10~
5 | -0.1163675 102 | 0.9703064 107 | -0.1163675 10~2 | 0.9703047 10~*
3 0.1993090 10— | -0.3009745 10-% | 0.1993090 10~% | -0.3009733 10~
4 0.6820421 10-° | -0.7319513 10~ | -0.6820425 10~° | -0.7319513 10~
5 0.0000000 0.0000000 0.0000000 0.0000000
6 0.0000000 0.0000000 0.0000000 0.0000000
7 0.0000000 0.0000000 0.0000000 0.0000000
8
9
10
11
12

Pode-se notar que a concordincia dos resultados mesmo para a malha uti-
lizada, que é muito pouco refinada, é excelente, o que torna o método uma alternativa
bastante vidvel para problemas de fratura com dominios nao simétrico, conforme sers,

mostrado nos problemas a seguir.

5.3 Problemas simétricos

Quando se trabalha com problemas simétricos, € possivel criar-se um proble-
ma equivalente ao original de forma que nio seja necessdria a divissio do dominio em
subregides. Isto deve-se ao fato de que os pontos de mesmas coordenadas pertencentes
a faces diferentes da fratura possuem deslocamentos simétricos, ou seja, iguais em
médulo porém com sinais opostos. Neste caso estd presente apenas o modo I, sendo
que o fator dindmico de intensidade de tensio é calculado pela equagio (4.26).

O primeiro exemplo numérico estudado foi uma placa retangular com uma
trinca central sob tensdc uniforme aplicada como uma func¢io degrau no instante
t = 0 (Figura 5.4). Este problema ji foi estudado por outros autores usando di-
ferentes procedimentos. Murti e Valliappan {1995) usaram o método de elementos

finitos juntamente com elementos de ponto a um quarto. Dominguez e Gallego (1992)
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usaram elementos de contorno e elementos de ponto a um quarto com singularidade
de tracio. Chirino et al. (1994) fizeram uma comparagdo entre trés formulagoes
diferentes: formulacio no dominio do tempo, formulagdo no dominio da frequéncia
e formulagio de elementos de contorno de dupla reciprocidade, sendo que os fatores
dinadmicos de intensidade de tensio foram calculados através do uso de elementos de
ponto a um quarto com singularidade de tragdo. Fedelinski et al. (1993) usaram
elementos de ponto a um guarto descontinuos e o método duplo dos elementos de
contorno. H4 uma boa concordincia entre praticamente todos os resultados dos
autores aqui citados que trabalharam com este problema.

Por causa da simetria do problema, apenas um quarto da placa serd dis-

cretizada. As condigdes de contorno sdo representadas na Figura 5.4.

o

RERN 1]
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Figura 5.4: Placa com fratura central (dimensdes em mm).

O material é linear eldstico com as seguintes propriedades: médulo de
elasticidade transversal y = 76.923 GPa, razio de Poisson v = 0.3 e densidade
p = 5000 Kg/m® O passo do tempo usado foi 0.3 us. O comprimento da trinca é
20 = 4.8 mm. A tens@o utilizada foi gy = 0.4 GPa.

Para analisar a dependéncia dos resuitados quanto ao tamanho do elemento,
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foram usadas trés diferentes malhas (Figura 5.5) com nimero de elementos variando
de 13 a 28 elementos. A redistribnicdo dos elementos se deu ac longo do contorno

inteiro, e ndo apenas nas proximidades da fratura.
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Figura 5.5: Niimero de elementos: (a) 13, (b) 19 e (c) 29 elementos de contorno.

Os resultados para o fator dinAmico de intensidade de tensdo (modo I) séo
mostrados na Figura 5.6 para as trés malhas estudadas. Pode ser observado que os
resultados obtidos estdo muito préximos, mostrando que um refinamento extra nao €
necessdrio. Note que os resultados sfo apresentados na forma normalizada, cu seja,
K1/(o0y/7a).

A Figura 5.7 mostra os resultados para um intervalo de tempo estendido.
Estes resultados mostram estabilidade mesmo para um tempo maior que muitos ciclos.
Também pode ser notada uma tendéncia oscilatéria do fator dindmico de intensidade
de tensao. Esta tendéncia j4 era esperada pois, sendo um material eldstico carregado
instantaneamente por uma carregamento tipo degrau, é natural que seu comporta-
mento lembre um sistema massa mola.

A Figura 5.8 mostra uma comparagio entre os resultados obtidos usando
o elemento de ponto a um guarto com procedimentos diferentes usado por outros
autores. Também é mostrado ¢ valor do fator estético de intensidade de tensio para

este problema.
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Figura 5.7: Fator dindmico de intensidade de tensdo durante vdrios ciclos.
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Note que o fator dindmico de intensidade de tensio atinge valores maiores

que o dobro do fator estatico.
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Figura 5.8: Fator dindmico de intensidade de tens&o obtido por diferentes procedi-

mentos.

Dominguez e Gallego (1992) usaram elementos de ponto a um quarto com
singularidade de tracdo e Fedelinski et al. (1995) usaram método duplo de elementos
de contorno e integral J independente do percurso.

Estes resultados mostram boa concordancia entre os obtidos com elementos
de ponto a um quarto e os obtidos usando-se outros procedimentos. Entretanto,
o elemento de ponto a um quarto é um procedimento mais simples que os demais.
Devido a esta concordincia conclui-se que a hipétese adotada no Capitule 2 de que
3 distribuicio de tensdes para os casos dindmicos e estiticos tem a mesma forma na
vizinhanca da ponta da trinca parece ser valida, visto que tanto na integral J quanto

nos elementos de pontc a um quarto com singularidade de tragio esta hipdtese ndo

fol assumida.
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5.4 Problemas nao simétricos

Em problemas nio simétricos torna-se necessaria a divisao do dominio em
duas subregides. Devido a nao simetria estdo presentes para estes tipos de problemas
os dois modos de fratura (modos I e II). Serao mostrados, a seguir, dois problemas
de placa com fratura ndo simétrica, sendo que os resultados serdo comparados com

outros autores que também trabalharam com estes procedimentos.

5.4.1 Placa com trinca inclinada na borda

O primeiro problema sem simetria analisado sera de uma placa com trinca
inclinada na borda. As condigdes de contorno e as dimensdes da placa sdo mostradas
na figura 5.9. As constantes do material e o carregamento sao os mesmos do problema

anterior. A inclinac&o da fratura é o = 45°.
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Figura 5.9: Placa com trinca inclinada na borda sob carregamento tipo degrau (di-

mensdes em milimetros).

Qutros trabalhos analisaram este problema usando diferentes procedimen-
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tos. Kishimoto et al. (1980) usaram métodos dos elementos finitos e a integral .J
desenvolvido por Kishimoto e Sakata (1980). Dominguez e Gallego (1992), Fedenlin-
ski ef al. (1993) e Chirino ef al. (1994) também trabalharam com este problema,
usando os mesmos procedimentos do problema anterior. Os trabalhos de Fedelinski
et al. (1993), Chirino et al. (1994) e Dominguez e Gallego (1992) apresentam boa
concordincia quanto aos resultados. J4 os resultados de Kishimoto et al. (1980),
os primeiros a trabalharem com este problema, apresentam uma boa concordancia
apenas nos passos iniciais.

Na discretizacdo do contorno utilizou-se uma malha de 40 elementos, sendo

20 para cada subregifio. A malha utilizada para o cdlculo é mostrada na Figura 5.10.

-

N

Figura 5.10: Malha de elementos de contorno para a placa com trinca inclinada na
borda.

A Figura 5.11 mostra os fatores dindmicos de intensidade de tensdo norma-

lizados para um intervalo de tempo maior que um ciclo.

Aqui também pode-se notar a tendéncia oscilatéria dos fatores dindmicos
de intensidade de tensfo, porém com periodoc maior que do problema anterior. E
importante lembrar que neste trabalho ndo se levou em consideragdo a tenacidade a
fratura nem a perda de elasticidade do material. O material foi considerado como

tendo comportamento eldstico para qualquer tensio a que ele fosse submetido. Em
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Figura 5.11: Fatores dinfmicos de intensidade de tensio (modos [ e IT).

casos praticos pode acontecer que a tensdo a que este material foi submetido ultrapasse
seu limite de escoamento e deforme platicamente, ou até mesmo que a fratura se
propague.

Para se estudar a variacdo dos resultados com o passo de tempo, utilizou-
se trés passos diferentes para o problema. A velocidade de propagagdo de onda
longitudinal no material, calculada usando as equacdes (3.8), (3.4) e (3.5) € igual
a ¢ = 7337.99 m/s. O comprimento do menor elemento da malhas utilizada é de
5.66 mm. Desta forma, o tempo que uma onda longitudinal leva para percorrer uma
distancia equivalente ao comprimento do menor elemento € igual a Aty == 0.77 ps.
Qs trés passos de tempo utilizados foram Aty = 0.2 us, Aty = 0.4 us e Atz = 0.8 us,
sendo que At /Aty = 0.26, Aty/Afy = 0.52 e Atg/Aty = 1.08. Os resultados para
o modo I sio mostrados na Figura 5.12 e para modo I7 na Figura 5.13.

Como pode-se notar pelas Figuras 5.12 e 5.13 os resultados para os trés
passos utilizados estiio bastante préximos, mostrando pouca dependéncia para esta

faixa de passos de tempo.
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Figura 5.12: Fatores dinimicos de intensidade de tensdo para diferentes passos de

tempo {modo I).
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Figura 5.13: Fatores dinimicos de intensidade de tensdo para diferentes passos de

tempo (mode I1).
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Os resultados para o cdlculo de K; e Ky utilizando elementos de ponto a
um quarto sio mostrados nas Figuras 5.14 e 5.15, respectivamente, juntamente com
o fator estdtico de intensidade de tensdo e os resultados obtidos por Dominguez e
Gallego {1993) e Kishimoto et al. (1980).

Aqui também os fatores dindmicos de intensidade de tensdo, tanto para
modo I guanto para modo [, atingem valores maiores que o dobro dos valores dos
fatores estdticos.

Dominguez e Gallego (1993) usaram o método dos elementos de contorno
juntamente com elementos de ponto a um quarto com singularidade de tragdes e
Kishimoto e Sakata (1980) utilizaram o método dos elementos finitos juntamente com
integral J independente do percurso. Pode-se notar uma melhor concordancia entre
o presente método e o utilizado pdr Dominguez e Gallego (1993). Convém lembrar
que Kishimoto et al. (1980) foram os primeiro a trabalhar com este problema, e que
os resultados de outros autores como Fedelinski ef al. (1993) e Chirino et al. (1994)

tendem a concordar mais com os resultados obtidos por Dominguez e Gallego (1992).
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Figura 5.14: Fator dindmico de intensidade de tensio obtido por diferentes procedi-

mentos (modo [ ).
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Figura 5.15: Fator dindmico de intensidade de tensdo obtido por diferentes procedi-

mentos {modo IT).

5.4.2 Placa com trinca central inclinada

Uma placa com trinca central inclinada sob carregamento tipo degrau serd
aqui analisada (Figura 5.16). Este problema ji foi anteriormente estudado por
Fedelinski et al. (1994), que trabalharam com método duplo dos elementos de con-
torno e integral J independente do percurso; Aoki et al. (1980} que utilizaram el-
ementos finitos singulares; Fedelinski et al. (1996 b) que fizeram uma comparagao
entre trés metodologias: Laplace, método duplo dos elementos de contorno e elemen-
tos de contorno de dupla reciprocidade; Murti e Valliappan (1985), Fedelinski et al.
(1995) e Chirino et al. (1994) que adotaram os mesmos procedimentos utilizados na
anglise do primeiro problema (placa com fratura central).

Os resultados obtidos por Murti e Valliapan (1985), Fedelinski et al. (1993),
Fedelinski et al. (1995), Fedelinski ef al. (1996 b) e Chirino et al. (1994) sdo bastante

préximos. J4 os resultados obtidos por Chen (1975) divergem consideravelmente.
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A geometria e as condi¢des de contorno do problema sdo apresentados na
Figura 5.16. Os demais dados s@o os seguintes: angulo o = 45% modulo de
elasticidade transversal u = 29.4 GPa, razdo de Poisson v = 0.286, densidade
p = 2450 Kg/m?. O passo do tempo utilizado foi At = 0.3 us, acargaogy = 0.4 GN

¢ o comprimento da fratura 2a = 14.4 mm.

30

Figura 5.16: Placa com trinca inclinada central sob carregamento tipo degrau (di-

mensdes em milimetros).

Foi utilizada uma malha de 40 elementos de contorno para analisar o pro-

blema conforme mostrado na Figura 5.17.
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Figura 5.17: Malha de elementos de contorno para a placa com trinca inclinada na
borda.

Os resultados obtidos para o cdlculo dos fatores dinamicos de intensidade
de tensdo para os modos I e I'T sio apresentados nas Figuras 5.18 e 5.19, respec-
tivamente. Os resultados sao comparados com aqueles obtidos por Fedelinski et al
(1996 b) que frabalhou com este problema usando método duplo dos elementos de
contorno juntamente com integral J independente do percurso. A concordincia entre

os resultados para ambos os modos é boa.
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Figura 5.18: Fator dindmico de intensidade de tensao obtido por diferentes procedi-

mentos (modos I ).
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Capitulo 6

Conclusoes

6.1 Conclusoes ﬁnais

Neste trabalho foi proposto um procedimento para o calculo dos fatores
dindmicos de intensidade de tens@o. O uso de elementos de ponto a um quarto,
que possivelmente ndo havia ainda sido estudado para casos dindmicos, conforme
verificou-se na revisdo bibliogréfica, foi estendido para analise dindmica.

Qs fatores dinAmicos de intensidade de tensio foram calculados diretamente
dos valores dos deslocamentos nodais usando-se equagdes simples, mas que permitiram
obter resultados satisfatérios. O cdlculo da abertura da trinca foi facilitado devido a
introducfo de um sistema de coordenadas fixo na ponta da trinca, sendo que o &ngulo
entre a bissetriz da trinca e o sistema de coordenadas original foi calculado para cada
passo de tempo.

A hipétese adotada inicialmente na formulacio de elemento de ponto a um
quarto de que & distribuigao dos deslocamentos nas proximidades da trinca se da da
mesma forma tanto para o caso de excitagdo dindmica, quanto estdtica, pareceu ser
valida para todos os casos estudados, visto que os resultados obtidos pela metodologia
proposta e por outras metodologias nas quais esta hipétese ndo foi adotada (integral
J independente do percurso e elementos de ponto a um quarto com singularidades de
tracdo) estio bastante préximos.

Os fatores dindmicos de intensidade de tensdo atingiram valores maiores que
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o dobro dos valores dos fatores estaticos.

O uso de diferentes malhas mostrou que os resultados pouco dependem da
discretizagio. Quando o tempo foi estendido, a solugdo mostrou-se estdvel mesmo
para intervalos de tempo maiores que muitos ciclos. Os resultados, quando compara-
dos com outros autores, 0s quais usaram procedimentos mais elaborados, mostraram
boa concordéancia.

Quando aplicado em um problema simétrico, o método das subregides mostrou
coeréncia com a simetria do problema, sendo que os resultados obtidos foram ainda
melhores que quando nio se utilizou subregiSes e se manteve o mesmo niimero de nos
no contorno externo.

Em problemas de placas com fratura sem simetria, o uso de subregiGes
apresentou-se como uma boa alternativa para evitar que se tenha um sistema sin-
gular. O célculo dos fatores dinamicos de intensidade de tensdo para modo misto
mostrou boa concordancia com outros procedimentos. Quando o tempo foi esten-
dido, o comportamento do sistema foi, conforme esperado, ciclico.

Também foi verificado que os resultados sfio pouco sensiveis aos passos de
tempo utilizados neste trabalho que variaram entre 26 % e 104 % do tempo gasto
para uma onda longitudinal percorrer uma distancia no material equivalente ao com-
primento do menor elemento da malbha.

A principal vantagem dos procedimentos utilizados neste trabalho € a sim-
plicidade na programagio. N&o foi necessdria a implementacio de funcbes de forma
singulares (como no método de elementos de contorno com singularidade de tracgdo)
nem o uso de técnicas especiais para integragio de solugbes fundamentais com singu-
laridade forte (integral no sentido de Hadamard) que é necessario no método duplo dos
glementos de contorno. Apesar da simplicidade de programacao este procedimento

forneceu resultados bastante préximos de outros procedimentos mais sofisticados.

6.2 Trabalhos futuros

Como sugestes para futuros trabalhos nesta linha de pesquisa sugere-se:
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Utilizar uma rotina de resolucdo de sistemas de equacgdes lineares que aproveite
as caracteristicas da matriz (esparsa e nao simétrica) de forma a tornar o pro-

grama mais eficiente quanto ao tempo de computacdo.

Implementacio de outros procedimentos para o cdlculo dos fatores dinamicos

de intensidade de tensdo, tais como a integral J.
Implementagio do método duplo dos elementos de contorno para elastodinamica.

Estudar a propagacio de fratura sob excitagio dinadmica baseado em critérios

de falha para materiais isotropicos.

Estender a formulagio para materiais anisotrépicos sob carregamento dindmico
e estudar o comportamento dos fatores dindmicos de intensidade de tensao e a

propagagio da trinca.
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