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Verges, Afonso Santos. Correcdo da dispersiio em sinais do teste dinimico de materiais com
elevadas taxas de deformacfio. Campinas: Faculdade de Engenharia Mecéinica, Universidade
Estadual de Campinas, 2001. 141 p. Tese (Doutorado)

Resumo:

Esta é uma contribuicéio ao problema de corregio da dispersdo que ocorre na regido de deformagio
plastica da curva de tensfio-deformagfo obtida no teste com a barra de pressio Split Hopkinson
Pressure Bar (SHPB) ou, teste de compressdo com altas taxas de deformacao.

Utilizam-se fun¢des harmdnicas para solugfo da barra livre axissimétrica e, neste caso, a barra livre
¢ considerada como uma regido limitada da barra infinita percorrida por pulsos de compressio e
tragiio deslocando-se em sentidos opostos. A ocorréncia destes pulsos no tempo € tal que as tensdes
normais e deslocamentos radiais sio nulos nas extremidades da barra. Desta forma, o trabalho das
tensOes cisalhantes nestas se¢des € nulo, permitindo satisfazer todas as condigdes de contomo da
barra livre. O emprego desta solucZo permite a identificacio dos pulsos de deformac@io nas
interfaces entre o corpo de prova e as barras do SHPB. A solugdo analitica da barra livre, através de
fungdes harmonicas, € confirmada pela solugfo numeérica utilizando o método de elementos finitos.
O procedimento de obtencio da curva de tensdo-deformacdo envolve duas etapas. Na primeira
etapa, para obter o deslocamento devido ao pulso refletido, utiliza-se o vetor dos tempos defasado de
uma constante. Esta constante € ajustada por tentativa, sendo considerada adequada quando o
deslocamento inicial devido ao pulso refletido é nulo. Isto equivale ao instante em que o pulso
incidente atinge a interface entre o corpo de prova e a primeira barra. Na segunda etapa, que consiste
na obtengéo da tensdo no corpo de prova, o vetor dos tempos também € ajustado por tentativa, O
ajuste € considerado adequado quando ocorre a convergéncia entre as regides elasticas da curva de
tensdo-deformagiio deste teste ¢ a curva de tensfo-deformacgio do teste quase estitico. Com este
procedimento, é obtida uma curva de tensio-deformacio sem oscilagSes para um corpo de prova de

cobre.

Palavras chave: Teste Split Hopkinson, correcio de dispersdo, modelo analitico de propagacio de

pulsos, identificagio de sinal.
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Verges, Afonso Santos. Correction of the dispersion in signs of the dynamic test of materials, with
high strain rates. Campinas: Faculdade de Engenharia Mecénica, Universidade Estadual de
Campinas, 2001. 141 p. Tese (Doutorado)

Abstract:

This 1s a contribution to the problem of correction of dispersion that occurs in the stress-strain curve
obtained in tests with the Split Hopkinson Pressure Bar (SHPB), or high strain rate compression test.
Harmonic functions are used as solutions of the free bar. In this case, the free bar is considered as a
limited section of the infinite bar, carrying compression and tensile pulses moving in the opposite
directions. The occurrence of these pulses is such that the tensile stress and radial displacements are
null in the extremities of the bar. This way, the work done by shear stresses in these sections is null,
satisfying all the free bar boundary conditions. With this solution it is possible to identify the strain
pulses at bars-specimen interfaces in the SHPB test. This analytical solution is confirmed by the
finite element method.

The procedure to obtain the siress-strain curve involves two stages. In the first stage, the
displacement due to the reflected pulse is obtained. The time is shified by a constant. This constant
is adjusted, to the approprate condition that the initial displacement corresponds to a null
displacement. This condition represents the instant that the incident pulse reaches the bar-specimen
interface. In the second stage, the specimen stress is obtained. The time is also shifted by a constant.
The appropriate condition is reached when the elastic area of'the stress-strain curve converges to the
stress-strain curve of the quasi-static test. With the free bar solution and the procedure to obtain the
stress-strain-curve described above, the stress-strain curve of a copper specimen is obtained. The

stress-strain curve presents a plastic area virtually free of dispersion.

Key words: Split Hopkinson pressure bar test, dispersion correction, analytical model of traveling
pulses, signal identification.
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Capitulo 1

Introducao

1.1- Motivacao do trabalho

O conhecimento do comportamento dos materiais sob a ag¢dio de cargas dinidmicas com
elevadas taxas de deformacgéo, como no caso da aplicag@io de cargas de impacto, é fundamental para
o desenvolvimento do projeto de estruturas.

Um dispositivo largamente utilizado para teste, onde um corpo de prova é colocado entre
duas barras sujeitas a agfio de um pulso de tensfo, foi introduzido por Kolsky em 1949,

Este teste é também conhecido como “Split Hopkinson Pressure Bar “ ( SHPB ) porque foi
Hopkinson (1914) o primeiro a utilizar uma barra delgada para obter o pulso induzido por uma carga
de impacto. Este método foi também estudado por Davies (1948) que introduziu a corregdo da
velocidade de fase de cada componente utilizando a equagio de freqiiéncia de Pochhammer (1876) -
Chree (1889).

O teste permite obter a curva de tens3o em fungdo da deformacio com cargas que induzem
taxas elevadas de deformacfo. A qualidade dos dados obtidos depende dos seguintes fatores:

a) Escolha adequada das dimensdes do corpo de prova para que sua inércia possa ser

desprezada.

b) Lubrificagdo das superficies de contato entre as barras ¢ o corpo de prova de forma que o

atrito possa ser desprezado.

c) Correcdo da disperséio para obter os sinais nas interfaces entre as barmras e o corpo de

prova.

As dimensdes do corpo de prova foram estabelecidas no estudo elaborado por Davies e
Hunter {1963) e os efeitos do atrito foram avaliados por Bertholf ¢ Karnes (1975). O detalhamento
de tais estudos encontra-se no capitulo 2.

A medicdo de um pulso de tensio incidente na interface de uma barra sélida é um fendmeno
capaz de ser registrado apenas de forma indireta. Isso se deve ao fato de que qualquer instrumento

de medida de tensdo colocado na interface da barra registrard, ndo apenas o sinal incidente, mas



sofferd também uma imediata interferéncia do sinal de tensdo que se reflete com a mudanca do meio
de propagacdo do pulso. Assim, no teste SHPB, o sensor de medi¢io do pulso incidente &
posicionado no meio da barra, possibilitando o registro independente dos sinais incidente e refletido
do pulso de tensfio. A medida dos pulsos incidente e refletido no meio da barra, entretanto, nio
representa os sinais que efetivamente incidiram e refletiram na interface do sélido. Um pulso de
tensdo propagando-se através de uma barra sofre o fendmeno da dispersdo, devido ao fato da
velocidade de fase de seus componentes harménicos ser uma fungdo da freqfiéncia, como revelou os
estudos de Pochhammer-Chree. Componentes de freqiiéncias mais elevadas propagam com
velocidades de fase menor, resultando na dispersdo do sinal entre dois pontos da barra.

No teste de impacto com as barras de Hopkinson, verifica-se, portanto, que a guestdio
principal € a disperséio que um pulso de tensdo estd sujeito ao se propagar ao longo da barra. O
tratamento mais comumente utilizado para a corregéo de tal disperso consiste no ajuste de fases dos
componentes de fregiiéncia do sinal medido [LifShitz (1993), Zhao e Gary (1995-1997), Safford
(1992)]. Esta técnica envolve a realizagfio de transformadas de Fourier discretas das amostras dos
sinais de teste, 0 que nem sempre fornecem os melhores resultados numéricos na correcdo da
dispersdo.

O estudo da correcdo de dispersdo, bem como sua aplicagio na determinagéio das
propriedades de materiais ¢ fruto de um trabalho de cooperagdo entre o Grupo de Processamento de
Sinais e Analise de Sistemas Dinamicos ( GPSASD ) da FEM-UNICAMP e o grupo de “ Fractal
Mechanics” do Technion Israel Institute of Technology. Os dados dos testes utilizados neste
trabalho foram fomecidos pelo Professor Daniel Rittel, do Technion Israel Institute of Technology.

1.2- A correciio da dispersiao

A técnica de corregio da dispersiio de um sinal através do ajuste de fases de seus
componentes, conforme o trabalho de Lifshitz mencionado, apresenta dificuldades na construcio das
curvas de propriedades do material. A curva tensfio deformagdo construida a partir dos sinais
corrigidos por tal técnica apresenta oscilagdes, fruto de interferéncias numéricas do processamento
do sinal, que nfo correspondem ao comportamento fisico esperado. Tais interferéncias provém das
aproximagBes numéricas inerentes ao uso da Transformada Discreta de Fourier nas amostras
discretas de sinais dindmicos [Newland (1968) , Bendat (1980), Doyle (1989)].



Uma outra ferramenta de correc@o da dispers@o do pulso de teste compressivo consiste na
constru¢io de um modelo de elementos finitos da barra e a solugdo numérica do problema dindmico
[Weaver (1984), Bismarck (1993)].

Tal modelo, conforme indicado na secfo 4.3, é adequado para a obtengo dos auto-vetores,
entretanto, apresenta freqiiéncias elevadas para as ondas longas. Neste caso, 0 mesmo, nfo reproduz
com preciséo o pulso num outro ponto da barra, Para a utilizag8o deste modelo, recomenda-se a
utilizacdo dos auto-vetores em conjunto com as freqiiéncias obtidas pela solugio da equacdo de
Pochhammer-Chree.

Uma terceira técnica de corre¢do da dispersio dos pulsos incidente e refletido do teste SHPB
consiste na construgdo de um modelo analitico da barra, utilizando-se as relagSes matemadticas da
descri¢io do comportamento de sélidos em mecénica do continuo. Tal abordagem, descrita na se¢io
3.1, utiliza uma solugdo da equacfo diferencial da barmra axissimétrica através do método de
superposi¢do modal e tem como referéncia a solug@io desenvolvida por Pochbammer ¢ Chree,
conforme descrita por Kolsky (1963). Esta abordagem consiste na principal contribuigio desta tese.

O modelo é inicialmente ajustado para um conjunto de sinais obtidos para uma barra livre.
Ajustando a partir do primetro pulso, denominado pulso incidente, se obtém o primeiro pulso
refletido.

Este procedimento depende do conhecimento do sinal de entrada, ou seja, do impacto
aplicado na barra. A identificac8o deste sinal é feita obtendo pelo método dos minimos quadrados
um conjunto de amplitudes de um pulso genérico.

Para gerar os sinais da barra livre é utilizada uma barra em ago maraging, com 1200mm de
comprimento ¢ 12,7mm de didmetro. O instante de tempo em que ocorre o inicio do registro do
pulso de deformag@o deve ser obtido com boa precisdo e o procedimento de andlise dos sinais aqui
utilizado permite ajustar este instante pelo processo de aproximacfio iterativa, sendo este
procedimento outra contribuigdo desta tese.

O passo seguinte € o ajuste dos sinais obtidos no ensaio de compressio, de um corpo de
prova de cobre, com as barras de Hopkinson e a obtengio da curva tensfio deformag3o.

Os resultados praticos decorrentes do uso da presente técnica, conforme mostrado na se¢io 5,
representam as melhores corregdes para o fendmeno da dispersdo dentre aquelas disponiveis na

literatura corrente,



1.3- Organizacio do texto

Este trabalho esta organizado da seguinte forma. No capitulo 2 ¢ apresentado um resumo da
literatura sobre o ensaio de compressio com as barras de Hopkinson. Neste caso sdo feitos
comentarios sobre as principais verificagdes dos diversos autores, destacando entre elas:

a) A geometria adequada do corpo de prova para que seja possivel desprezar a inércia

do mesmo.

b) A necessidade de lubrificacdo das interfaces entre o corpo de prova e a barra para

reduzir o atrito.

c) O tempo minimo de duragdo do pulso de forma que seja sustentada a hipétese de

tensdio uniforme no corpo de prova.

d) O procedimento de corre¢io da disperséio dos sinais.

e) O procedimento para determinagfo das tensdes, deformagdes e taxa de deformacdo

no corpo de prova para a obtengfo da curva de tensdo em fungdo da deformacéo.

No capitulo 3 ¢ apresentado em detalhes o desenvolvimento dos métodos utilizados para
corregdo da dispersdo. E apresentado o modelo proposto através da descrig@o da barra em mecénica
do continuo, bem como um modelo discreto de elementos finitos.

No capitulo 4 se apresentam os resultados do ajuste dos sinais para uma barra livre através
dos modelos de elementos finitos e da mecéanica do continuo.

No capitulo 5 é efetuado o ajuste dos sinais para se obter a curva de tensfio em fingio da
deformacdo, para um corpo de prova de cobre, utilizando o modelo de mecénica do continuo.

No Capitulo 6 sdio apresentadas as principais concluses deste trabatho, bem como sugestdes
para seu futuro desenvolvimento.

Anexos 20 texto encontram-se os codigos na linguagem de interpretagio do Software Mat-

Lab, utilizados nos procedimentos de ajuste do sinal e construcio do modelo de elementos finitos.



Capitulo 2

Teste de materiais com taxa de deformacéo elevada

2. 1-Introducio

As curvas de tensdo em funcio da deformagio para os metais dependem geralmente da taxa
de deformacdo. Com o aumento da taxa de deformacio ha um aumento no limite de escoamento e
no limite de resisténcia.

Nos procedimentos convencionais [Meyers (1982)] dos ensaios de tragdo e compressdo as
taxas de deformaciio, da ordem de 10757 ¢ 107's™, sdo praticamente constantes durante © ensaio.
Neste caso quase estatico, as forgas de inércia sfo despreziveis e a tensdo € a mesma ao longo do
corpo de prova. Os ensaios de fluéneia e relaxagio de tensBes possuermn as mesmas caracteristicas,
porém as taxas de deformagio s8c ainda menores, da ordem de 10757 e 10757,

Nos ensaios de impacto, utilizando as barras de Hopkinson, as forgas de inéreia sfio
importantes, e neste caso as taxas de deformacdo sdo maiores, entre 105 e 10*s7". Neste teste, as
ondas ou pulsos de deformagio provocam deformacg8es eldsticas nas barras e deformacdes plasticas
no corpo de prova. Para impacto com alta velocidade ou sbita transferéncia de energia que resultem
em taxas de deformacfo superiores a 10°s ' ocormre a propagaciio de ondas de choque no corpo de
prova.

Neste trabalho trataremos dos ensaios de impacto utilizando o dispositivo criado por Kolsky
(1949, 1962) denominado “Split Hopkinson Pressure Bar” ou simplesmente SHPB , estando
portanto as taxas de deformagio entre 1057 e 10%s™. Uma representaciio esquematica deste

dispositivo é mostrada na figura 2.1,
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prova

Primeira barra
Barm de incidéncia

Pty Pyt

Figura — 2.1: Representacic esquematica do dispositivo de teste e as
forcas aplicadas nas extremidades do corpo de prova

O procedimento de obtengéio da tensfo e deformagio no corpo de prova a partir das
deformac¢des medidas nas barras considera que a deformacio ¢ constante em toda a extensio do
corpo, sendo esta apenas uma fungdo do tempo. Davies e Hunter (1963) verificaram que, nestas
condigdes, considerando o corpo de prova axissimétrico, a tensdo apresenta um termo adicional que
depende da geometria e material do corpo de prova e ¢ proporcional a variacdo de segunda ordemda

deformagfio em relagfo ao tempo. A tensfo no corpo de prova dada por:

G(f}mdmm(fﬁp(%wif:}%g{}# .
e O a1 ) = f‘—{%)fé@ . (2.1-3)

onde 4., €adreadasecSo, p ¢ amassaespecifica, v araziio de Poisson, 4 o comprimento, R o
raio do corpo de prova e £(f) a deformacfo do corpo de prova .

Para eliminar o efeito deste termo (que esta relacionado com a inéreia do corpo de prova) de
forma que a tensfo no corpo de prova possa ser obtida diretamente das tensSes medidas nas barras,
Davies e Hunter (1963) propSem a utilizagio de corpos de prova com a seguinte relagio entre

comprimento e raio;

h=vR+3 , (2.2

onde v € arazdo de Poisson do material, obtida normalmente na literatura.



Para que permanega vilida a hipotese de deformagio uniforme ao longo do corpo de prova,
Davies e Hunter concluem gque a inclinagfo da curva tensdo-deformagiio deve satisfazer a
desigualdade,

2 2z
onde 7 ¢ a duragdo do pulso de carga aplicada no corpo de prova . Esta desigualdade permite

. (2.3)

verificar a validade da hipdtese de uniformidade da deformac@o ao longo do corpo de prova somente
apos a realizacdo do teste.

Bertholfe Karnes (1975) fazem uma anélise numérica do SHPB através de diferencas finitas.
Reconstituem a curva tensfo — deformacio admitida para o corpo de prova a partir dos sinais
obtidos nas barras, considerando que a deformacgfo é uniforme ao longo do corpo de prova, e
comparam com as tensdes obtidas pelo modelo numérico. As suas conclustes s3o as seguintes:

a) Mantida a relagdo geométrica recomendada por Davies o sinal transmitido obtido na
segunda barra € 0 que permite reconstituir a curva tensio — deformagdo com maior precisio.
Os sinais incidente e refletido da primeira barra apresentam muita distorgéo.
b) E fundamental uma boa lubrificagio das interfaces entre as barras e o corpo de prova
para atender & hipétese de tensio uniforme ao longo do corpo de prova. Com o atrito as
tensbes calculadas sio maiores para uma mesma deformagio. Entretanto, o método de
calculo das tenses utilizando os sinais da segunda barra permanece vilido, representando
muito bem a tens@o média no corpo de prova. Desta forma para que se possa concluir que as
diferengas entre as curvas de tensfo — deformagfio obtidas no ensailo quase estatico e no
ensaio de impacto com as barras de Hopkinson sio devidas as diferentes taxas de
deformacio, as condi¢des de atrito entre as extremidades do corpo de prova e os cabegotes
na maquina de teste de compressio convencional devem idénticas as condi¢des de atrito
entre o corpo de prova e as barras no teste de compressio de Hopkinson.

Um pulso de tensfio ou deformagio propagando-se nas barras apresenta dispersiio, uma vez
que a velocidade de fase de cada componente do pulso depende de sua freqiiéncia ou comprimento
de onda. Quanto maior a freqiiéncia, ou menor o comprimento de onda, menor a velocidade de fase.

Um pulso pode ser representado por seus componentes obtidos através de transformada ou
série de Fourier. Para cada freqiiéncia € possivel obter a velocidade de fase correspondente através

da equagio de freqiiéncia de Pochhammer e Chree. Os procedimentos de correcdo dos sinais tém



seguido esta linha, ou seja: identificar os componentes de Fourier do sinal, determinar 3 velocidade
de propagagdo de cada componente e finalmente recompor o sinal em qualquer ponto da barra
considerando a propagacdo de cada componente com a sua velocidade de fase caracteristica.

Considerando o sinal com um pulso tnico a cormrecdo da dispersdo ¢é feita através da
transformag@o do dominio do tempo para o dominio da fregiiéncia por intermédio da transformada
discreta de Fourier. A variagio da velocidade de fase para cada comprimento de onda é entio
introduzida e finalmente ¢ efetuada uma transformada inversa para o dominio do tempo.

Davies (1948, 1950) foi o primeiro a utilizar o procedimento de correcdo da dispersido
através de série de Fourier para um sinal numa bara excitada por um pulso trapezoidal.

Follansbee e Frantz (1983) utilizam o mesmo procedimento para obter os sinais nas
interfaces do corpo de prova com as barras no ensaio de Hopkinson. Mostram que a corregiio da
dispers@o dos sinais reduz a dispersfo da curva de tensio em funcdo da deformaggo. Verificam ainda
que a hipotese de tensdo uniforme no corpo resulta em:

a) A tensio no corpo de prova estd diretamente relacionada com o sinal
transmitido, obtido na segunda barra.
b} A deformagdo no corpo de prova esta relacionada diretamente com a integral
no tempo do sinal refletido, obtido na primeira barra.
Observam que as relagdes acima s8o validas para pulsos obtidos na interfice com o corpo de prova,
sendo necessario corrigir a dispersio dos sinais obtidos nas barras em pontos distantes das interfaces
com o corpo de prova.

Gong, Malvern ¢ Jenkins (1990) obtém excelente resultado utilizando a transformada rapida
de Fourier (FFT) para o tratamento da dispersdio dos sinais e seguindo os procedimentos citados
anteriormente.

Avaliando um pulso de deformagio propagando ida e volta numa barra livre, verificam que a
dispersdo produz oscilagdes significativas no sinal, entretanto, a amplitude e largura caracteristicas
do sinal nfo sdo afetadas de forma significativa.

Observam através de dados experimentais que as tensdes nas interfaces do corpo de prova, apds a
correcdo da dispersdo dos sinais, sdo praticamente iguais sendo adequada a hipdtese de tensido ou
deformacéo uniformes ao longo do corpo de prova.

Quanto a variagdo das tensGes ao longo da secio da barra, Davies (1948, 1950), a partir da
analise da equacdo de Pochhammer — Chree , observa que para arelagio R/A, <0,10 {fonde R éo



raio da barra e A, 0 comprimento de onda de um componente do pulso) a diferenca entre o

deslocamento longitudinal na superficie e no centro da barra pode chegar a 5%. E quando a relagédo

R/ A, cresce, para determinados componentes do pulso, o deslocamentos na superficie e no centro

da barra podem apresentar sinais contrarios. Entretanto, Follansbee e Frantz (1983), Gong, Malvern
e Jenkins (1990) consideram que a nfio uniformidade das tensSes e deslocamentos, ao longo da
se¢do da barra, depende do efeito combinado do deslocamento de cada componente. Entretanto, a
contribuicdo de cada componente para o deslocamento total depende da magnitude de seu
coeficiente de Fourier. Analisando a magnitude dos coeficientes dos componentes dos sinais
gerados no ensaio com as barras de Hopkinson, verificam que os coeficientes dos componentes de
alta freqiiéncia sdo bem menores que os coeficientes dos componentes de baixa freqiiéncia (inferior
a 2% do maior coeficiente). Desta forma o perfil do deslocamento do pulso ndo € afetado de forma
significativa pela soma dos deslocamentos dos componentes de alta freqgiiéncia.

Assim como Yew e Chen (1978) , Gong, Malvern e Jenkins (1990) consideram que a
corregdo da dispersdo baseada na equacio de freqiiéncia para uma barra infinita pode ser aplicada
para corre¢do de um pulso propagando entre dois pontos de uma barra finita, uma vez que a reflexfio
na extremidade da barra ndo interfere com 0 mesmo. |

Yokoyama e Kishida (1986) consideram que a confiabilidade da curva tensdo-deformagéo
obtida no ensaio com alta taxa de deformacdo depende mais da precisdo dos sinais registrados do
que da corrego da dispersdo. Assim, montaram um dispositivo de barras de Hopkinson acoplado a
um sistema de aquisi¢do com micro computador e um programa para tratamento dos sinais. Neste
estudo ndo foi efetuada a corregio da disperséo dos sinais. Os sinais obtidos no centro das barras s§o
considerados como sendo os sinais nas interfaces com o corpo de prova. A calibragéo do dispositivo
de ensaio e do sistema de tratamento dos dados ¢ feita utilizando os dados de um ensaio de
compressdo convencional e de um ensaio com taxa de deformacdo elevada para um material
considerado ndo sensive] & taxa de deformagdo. Para calibragido foram utilizadas as ligas de aluminio
6061-T6 e 7075-T6, consideradas insensiveis a taxas de deformagiio até 910s™' e 560s”
respectivamente. Desta forma conseguem uma sensivel redugfio na dispersdo da curva tensdo-
deformag3o. Entretanto, ndo € possivel concluir que nfio ha necessidade de corregfo da dispersfo
dos sinais. O sucesso deste procedimento se deve a precisio com que foi estabelecida uma origem

comum para oS tempos, tanto para as deformagles medidas na primeira barra quanto para as



deformacdes medidas na segunda barra. O efeito produzido por um erro na origem dos sinais no
tempo sera evidenciado no final deste capitulo.

Gorham e Wu (1983-1997), sugerem um procedimento empirico de corregdo da dispersdio
dos sinais nas barras de Hopkinson, efetuando a cotregdo dos dngulos de fase de sinais gerados pelo
impacto de pequenas esferas na extremidade da barra.

Ramesh e Narasimhan (1996) utilizam raio laser para medic8o direta, sem contato, da
deformagdo radial do corpo de prova. Efetuam teste de compressio de materiais porosos associando
a técnica de medida da deformag#o radial do corpo de prova com a medida da deformagdo axial

obtida por extensOmetros colados nas barras.
2-2-0 sistema de barras de impacto de Hopkinson (SHPB)

Para avaliar 0 comportamento dos materiais sob a ago de taxas de deformacio elevadas o
teste de tragdo convencional € inadequado. E impossivel obter uma condigdo de carga uniforme com
um extensémetro colocado no meio de um corpo de prova padriio por causa da superposi¢do das
ondas de tensdo refletidas pelas extremidades de tal corpo. A geometria complexa da estrutura
formada pelo corpo de prova e garras de fixagdo, toma impossivel a analise de propagacéo das
ondas de tenséo .

Para avaliar o desempenho dos materiais sob a agio de impacto, com variagéo da taxa de
deformagdo, o dispositivo mais adequado é a barra de pressio de Hopkinson (split Hopkinson
pressure bar ou abreviando, SHPB), mostrado na figura-2.2. O corpo de prova é colocado entre duas
barras cilindricas longas e é aplicado um impacto na extremidade de uma das barras. A onda de
tens80 que ird atingir o corpo de prova e as que serfio refletida e transmitida pelo mesmo sdo
medidas por extensdmetros colocados nas barras, num ponto suficientemente afastado da interface
para evitar sobreposicio dos sinais.

A barra de impacto, normalmente construida em ago ferramenta (similar a0 AISI W1),tem a
velocidade controlada pela pressio do ar do canhfo utilizado para o seu langamento.

As barras de incidéncia e transmiss#o sio construidas em aco liga com alto teor de carbono e
cromo (similar ao AISI 52100), ou ago baixo carbono com teores elevados de niquel, cobalto e

molibdénio [AISI Grau 18 Ni (300) ago maraging]. Estes materiais, com tensio de escoamento da
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Figura — 2.2: Representacio esquematica da barra
de pressao de Hopkinson

ordem de 2000 MPa garantem comportamento elastico durante os testes. As propriedades mecénicas
do a¢o maraging sdc mostradas na tabela-I.
As interfaces entre o corpo de prova e as bamas sio lubrificadas com bi-sulfeto de

molibdénio {MoS,) para minimizar a restri¢8o radial causada pelo atrito,

Tabela-I ago AISI Grau 18 Ni (300) aco Maraging

Limite de resisténcia 2027 MPa
Limite de escoamento 2000 MPa
Méddulo de Elasticidade 190 GPa
Razdo de Poisson 0.3

2.3-Dispersio do pulso de tensiio

Normalmente € utilizada a equacio de propagagiio de onda numa barra unidimensional para
o calculo das tensdes ¢ deformacBes no corpo de prova, a partir dos sinais medidos nas barras, ou

seja:
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(2.4)
onde z ¢ a coordenada ac longo do eixo da barra, v(z,1) o deslocamento na direcdo z , ¢ o
tempo, C, = ‘gj - a velocidade de propagagfo, £ o modulo de elasticidade e p amassa especifica.
I}

Nesta teoria simplificada € assumido que a onda originada pelo impacto propaga-se pela bamra sem
qualquer mudanca de fase ou distorgdo. Desta forma o pulso incidente na interface da barra com o
corpe de prova € considerado como sendo aquele registrado pelo extensémetro. O mesmo ocorre
com os pulsos refletido e transmitido pelo corpo de prova. Esta teoria é uma boa aproximagio
quando a forga produzida pelo pulso é aplicada de forma relativamente lenta e uniforme e a barra
pOSSUIr um comprimento bem maior que o raio. Isto significa que o tratamento dos sinais, neste
caso, sera adequado se o pulso de excitagfo apresentar um tempo de subida suficientemente longo
de forma a minimizar as componentes de alta freqiiéncia.

Quando a velocidade de aplicagiio da carga e a intensidade da forca aumentam, ou seia,
quando o pulso apresenta um contetido elevado de altas freqiidncias, ocorre dispersio significativa
do pulso durante a propagagiio pela barra. sendo necesséria a utilizacdo de uma teoria mais geral de
propagacdo de ondas eldsticas para corrigir a dispersiic dos sinais medidos nos extensémetros.
Como observado por Gong, Malvern e Jenkins (1990), a corregfio da dispersdo é especialmente
imporiante quando os pulsos incidente ¢ refletido sdo da mesma ordem de grandeza, ou seja, quando
¢ grande a diferenca de impedéncia especifica entre as barras e o corpo de prova. Nesta situagdo o
efeito de dispersdo ¢ significativo quando os dois sinais sdo somados algebricamente para obter 2
tensdic na inierface emtre a barra de incidéncia e o corpo de prova. A dispersdo do sinal se
propagando numa barra livre é mostrada na figura 2.3. O primeiro pulso corresponde ao pulso de
compressdc gerado pelo impacto do projétil na primeira extremidade da barra e que, apés um
mntervalo de tempo, € registrado pelo extensdmetro colocado no meio desta barra. Ao atingir 2
extremidade oposta, o pulso de compressio reflete como um pulso de tragdo e ¢ novamente
registrado quando passa pelo extensémetro. O pulso seguinte corresponde a reflexiio do pulso de
tragdo na primeira extremidade da barra, neste caso o pulso é refletido como pulso de compressdo, O
processo continua at€ a dissipagdo total do pulso a0 longo do tempo. Pode-se observar a alteragio no

perfil do pulso, causada pela dispersio que ocorre durante a propagacio pela barra,
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Figura-2.3: Dispersio de um pulso propagando numa barra livre.
Um pulso de compresséo reflete na extremidade da barra
como pulso de tragdo e vice-versa. O processo continua
até a dissipagio do pulso com o tempo. A alteragdo no
perfil do pulso é devida ao fendmeno de dispersdo durante
a propagacao pela bamra.

Bertholf e Karnes (1975), estudam a barra axissimétrica, através de um modelo numeérico de
diferencas finitas. Ao considerar o comportamento elastoplastico, observam que as oscilagdes dos
sinais sdo causadas por ondas radiais resultantes quando a onda de compresséo inicial tem um tempo
curto de subida. Observam também que uma excitacdo em rampa reduz as oscilagdes sem redugio
significativa do valor médio da taxa de deformagao.

Na pratica para obter urn sinal em rampa e atenuar os efeitos de dispersdo, utiliza-se barra de
impacto com a extremidade arredondada ou ¢ instalado um disco de material de menor resisténcia
mecénica na extremidade de impacto da barra de incidéncia. Parry, Walker e Dixon (1995), utilizam
uma barra de pré-carga com limite de escoamento menor que da barra de mcidéncia e obtém um
pulso virtualmente sem oscilagio na barra de incidéncia. A barra de pré-carga recebe o impacto e 0
transmite para a barra de incidéncia.

Para inserir o fendmeno de dispersio num pulso descrito pela teonia simplificada, ou seja,
barra unidimensional, utiliza-se a equacéio de freqiiéncia obtida por Pochhammer e Chree no estudo

de propagacio de ondas longitudinais senoidais em uma barra cilindrica axissimétrica infinita. Este

s
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estudo pode ser encontrado nos livros de Love (1927) e Kolsky (1963) e € apresentado em detalhes
no capitulo 3 deste trabalho.

Impondo a condigio de tensdes nulas na superficie lateral da barra, Pochhammer e Chree
obtém uma equagfo que relaciona a freqiiéncia e o comprimento da onda, A equagdo de
Pochhammer-Chree ou equagio de freqiiéncia, registrada por Follansbee e Frantz (1983), ¢é

representada pela equacfo:

=R
8 J, (hr ol (hr) &J  (kr
{Blji(hr)[Zy——‘ﬁ"z—(;mluszo(hr)]+33 Oa(r ) :a(r)} =0 2.5)
an*( C2 4x* h.pC?
B = =221, B, =- e
onde: By A?-[ J 2T R (+2p)
2 2
LS o ) k=2 12
2rlVA+2u 2r 7}

Jo,J, sdo fungGes de Bessel de primeira classe de ordem zero e um respectivamente.

C, € avelocidade de propagacéio de uma onda harmdnica de freqiiéncia « e comprimento de onda
AL

A+2u
p

um meio infinito, onde A e u sdio as constantes de Lamé do material ., a raz30 entre estas

Sendo C} = e C?= E respectivamente as velocidades de ondas de dilatagdo e distor¢do em
P

velocidades e a velocidade da onda na barra unidimensional é fungdo apenas daraz3o de Poisson, ou
seja:

¢l (1-v) c; 1

= e e
C; 1+v)1-2v)  C2 2(1+v)
Utilizando estas relagdes a equagio (2.5) sera uma funcdo de trés varidveis adimensionais:

a) A razdo entre a velocidade de propagacio da onda na barra e a velocidade da

onda na barra unidimensional, (—%—}

0

b) A raz3o entre o raio da barra e o comprimento da onda, [ﬁj .

14



<) A razdo de Poisson, v.

Para um dado valor de v pode-se obter a relagfo entre [%] e (—/}a . Esta equacgdo tem

0
multiplas raizes, ou seja, um dado valorde A corresponde mais de um valor de €, , cada um destes

correspondendo a um modo diferente de vibragfio da barra. Davies(1948), analisa os resultados
obtidos nos teste com a barra de pressio de Hopkinson, excitada por impacto de projéteis, e sO
encontra evidéncias de vibragdes do modo 1 ou modo fundamental . Conclui que, nas condi¢des de
impacto da barra de Hopkinson, as ondas pertencem ao primeiro modo de vibragio.

A variaciio da velocidade de fase, em funcfo do comprimento de onda, para o primeiro modo

de vibragdo ¢ apresentada na figura 2.4,
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Figura —2.4: Velocidade de fase de ondas longitudinais numa barra
cilindrica (modo fundamental) para razio de Poisson v=0,29

Na figura-2.4 s@o colocadas também as relagdes —L , —2 e —* _ sendo C, avelocidade de
CO CG CU
ondas de superficie de Rayleigh num meio semi-infinito.

Para ondas longas G-E») <01 avelocidade de fase da onda longitudinal difere muito pouco

da velocidade C,. Para ondas curtas a velocidade tende assintoticamente para a velocidade de ondas

de superficie de Rayleigh.
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2.4-Procedimento para correcio da dispersio

Para corre¢do da disperséo dos sinais medidos nos extensdmetros, de forma a reconstituir os
sinais nas interfaces do corpo de prova, o procedimento de uso mais comum, utilizado por
Follansbee e Frantz (1983), consiste em representar o sinal por uma série de Fourier da seguinte
maneira:

f()= ,.‘,‘:‘2.'; —E-ZDH cos{(nw,f~34) (2.6)
ne=l
Considerando ¢' o intervalo de tempo medido a partir do instante no qual todas as

A x z
componentes de freqiiéncia estio em fase e sendo nw, ol o0 dngulo de fase de cada componente

"

apoés percorrer uma distdncia z, tem-se :

f(O)= g’i + iDR co{na){, [1’ ——g—-ﬂ 2.7

n=1 "

z nw, Az [ C
fazendo t'=t+-—, 0 dngulo de fase serd: & =250 4
en c,*° et "=, [c ]

n

A dispers#o de qualquer componente pode ser determinada levando-se em contaa corregio

ncooAz[%ml} onde 6, ¢ o 4ngulo de faseem z, ¢ § ©

n

do &ngulo de fase : § =8, +8, =8, +

O

dngulo de fase em z =2z, + Az

Bancroft (1941), obteve as solugdes numéricas da equagdo de freqiiéncia para varios valores
da razdo de Poisson. Para determinar as velocidades sio normalmente utilizados polindmios obtidos
por interpolagio desses resultados. A interpolago apresentada a seguir foi utilizada por Felice
(1986) para v = 0,29.

—C—i‘— =0,5764 + 0.4236

C(} 4 3 2 L3
(G- AT
An A?‘l A’ﬁ AI‘!

com: A =220, 4, =128, 4,=-277 ¢ 4, =092

(2.8)
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Apé6s a corregdo da dispersdc de cada sinal individualmente, sio obtidos os sinais nas

interfaces das barras com o corpo de prova.

2.5-Procedimento para obter a tensio e a deformacio

Com as deformacgbes incidente g,(r), refletida £,(7) e transmitida &,(¢) nas interfaces

(figura 2.5) das barras com o corpo de prova, considerando que pelo corpo de prova passa uma onda
longitudinal plana (neste caso podemos considerar deformagfio constante ao longo do didmetro do

corpo de prova) ¢ levando-se em conta que a tensdo € proporcional a velocidade da particula (
o, =pC, %v; ), pode-se determinar as seguintes grandezas:

+ Deslocamentos nas interfaces:

v =G }ISI (T)- SR(T)]dT 29
v, =C, }sr(t)d'r (2.10)

» Deformagdo média ao longo do corpo de prova.

2.11)

3.-,;;0) _ w(l‘) :;Vg(f) - Co ]‘[8; (T)-*SRI(:r) —gT(T)]dT

g L »
e [ ] TTrtttTTYT T“
7 —— d
-«
&r(1) J___

ey T T

Figura-2.5: Deformagdes nas interfaces do corpo de prova
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¢ Taxa de deformagao

éq: (l') . CO [81 (t) “ERI({t)-ST(t)] (2‘12)
* Forga nas extremidades do corpo de prova

P(t) = Edle; (1) + £4(1)] (2.13)

P,(t) = Ede. (1) (2.14)
» Tensdo média no corpo de prova

o ()= FAEO+e,O +e, 1) 2.15)

24

op

onde A, € a drea da segdo reta do corpo de prova.

De acordo com as analises de Davies e Hunter (1963) e confirmadas pelos estudos numéricos
de Bertholf e Karnes (1975), as hipdteses acima serfio adequadas desde que haja uma boa

lubrificagdo das interfaces entre barras e corpo de prova para minimizar o atrito ¢ as dimensées do

corpo de prova atendam a relagio h=vRv3 , para néo ser necessario a correcdo de um valor de

“sobre-tensdo” devida a inércia.
2.6~ A curva de tensdes em funciio das deformacdes

Se a tensdo pode ser uniforme ao longo do comprimento do corpo de prova, como observado
por Follansbee e Frantz (1983), as forcas nas extremidades deste sio iguais. Entdo, da ignaldade das
expressdes (2.13) e (2.14) tem-se uma relagio entre as deformagdes. Substituindo esta relagio nas
equagdes (2.11) e (2.15), verifica-se que a tensdo & proporcional ao pulso de deformacio transmitido
para a segunda barra, enquanto a deformag#io é proporcional ao pulso refletido na primeira barra, ou
seja:

EAde, (1)

an(t)sz (2.16)
£.,(t)=-2C, ]Eig—)dt (2.17)

18



Na figura 2.6 é mostrada a tensfo e na figura 2.7 a deformac8o no corpo de prova em funco
do tempo, obtidas a partir dos pulsos do teste realizado pelo Professor Rittel. Neste caso

constderam-se os pulsos registrados nos extensémetros sem nenhuma corregdo da dispersio.

700

600+
500+
400+
300+
Tensdo

(MPz) 200}

100%

100 -
(] BC 100 120 140 166 180

Terrmo (1s)

Figura-2.6: Tensdo obtida do pulso transmitido sem corre¢io da dispersdo
Dados do teste realizado pelo Proféssor Rittel.

G2

Deformaciio
{(mm/mrn)

6.1 F

005+

-0.03%
&0 80 109 120 140 a1 180

Tempo (us)

Figura-2.7: Deformagio no corpo de prova obtida do pulso refletido
sem corregdo da dispersdo. Dados do teste realizado

pelo Professor Rittel.



Para se obter a curva de tensio, elimina-se o vetor dos tempos nos graficos obtidos, e entdo,
determina-se um grafico com a tensio mostrada na figura 2.6 e a deformagio da figura 2.7. A tensdo
é relacionada com a deformagio verdadeira de acordo com a relacdo a seguir:

g, =log(e +1) (2.18)

Aqui entfo surge o primeiro problema que é obter o ponto de inicio para as tensdes e
deformagdes. O ponto ou instante de tempo de inicio da deformagdo € relativamente mais facil de
ser identificado. entretanto, pela acentuada irregularidade do pulso de tensio, é bem dificil
identificar o ponto de inicio do mesmo.

Na figura 2.8 é mostrada a curva obtida considerando como inicio o ponto onde o
deslocamento e a tensio s3o iguais a zero. Estes pontos foram determinados apenas pela inspecdo
visual dos pulsos. Para comparagio ¢ colocada (em vermelho) também a curva de compressio do
ensaio quase estitico ou convencional. Neste caso, a regifo linear eldstica é muito

diferente.apresentando um médulo de elasticidade bem inferior ao observado no ensaio

convencional.

oot W
A

500+

Tenso

(M?a) 408tk

300

200 Deformaggio

104

0 .62 0.04 0.08 G.08 0.1 &.12

Figura-2.8: Curva de tensdo considerando o ponto de inicio onde
o deslocamento ¢ a tensio sio iguais a zero, determinado
pela inspecdo visual dos pulsos.
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Na figura 2.9 verifica-se que, escolhendo um outro ponto de inicio do pulso de tenséo, a
curva de tensio-deformacfio sofre uma variagdo significativa. Para o novo ponto escolhido, a regifio

inicial da curva tende para a curva do ensaio convencional.

600

500

Tensio 400

(MPa}

309

209

100

G o0z 0.04 c.06 c.08 0.1 g1z

Deformagio

Figura-2.9: Deslocando-se o ponto de inicio do pulso de tens3o aregifio
inicial da curva tende para a curva do ensaio convencional

2.7-Conclusio e comentirio

Pelo que fo1 verificado, da comparagio entre a curva de tensio sem a correcdo da dispersdo e
a curva do ensaio convencional, conclui-se que:
a) Para obtengdo da curva de tensio-deformacfio é muito importante obter com
precis@o o instante de inicio dos pulsos de tensfo e de deslocamento.
b) As irregularidades, observadas na regifio plastica da curva de tensio, sdo
decorrentes do perfil do pulso de tens#io mostrado na figura 2.6. A irregularidade deste sinal
pode ser atribuida aos componentes de alta fregiiéncia ou mesmo ruido. Entretanto, com base

na literatura, estes ndo apresentam contribuigdo significativa para as tensdes e

deslocamentos.
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<) Sera utilizada a solucdo da equagio diferencial da barma axissimeétrica, cujo
desenvolvimento é apresentado no capitulo 3, para corregdo da dispersio do pulso e redugiio
das irregularidades da curva de tensdo-deformacio.

d) Sera estabelecido um procedimento de determinacdo do ponto de inicio da
tensdo e deformagio de forma que haja coincidéncia entre as regides elasticas das curvas do
teste quase estatico e do teste de com taxa de deformagdo elevada, pois, a regido elastica nio

¢ sensivel a taxa de deformagéo. Este procedimento ¢ detalhado no capitulo 5.
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Capitulo 3

Modelos para anilise dos sinais em uma barra circular axissimétrica submetida

a um pulso de tensfo longitudinal

3.1- Introducgio

Neste capitulo apresenta-se de forma detathada o Modelo de Mecénica do Continuo que
consiste na solugéo analitica da equagfo diferencial para uma barra axissimétrica livre. Apresenta-
se também o desenvolvimento do Modelo de Elementos Finitos que consiste na solugfio numérica da
equacdo da barmra obtida a partir da aplicagio do principio dos trabalhos virtuais. Encerrando o
capitulo, desenvolve-se o procedimento para ajuste dos modelos através do método dos Minimos
Quadrados.

3.2-Equac¢io de equilibrio ou equacio diferencial da barra axissimétrica

Este problema foi estudado por Pochhammer (1876) e, independentemente, por Chree (1889)
para uma barra infinita. Segundo Love (1927), estas solugdes, expressas por fungdes harménicas,
ndo atendem as condi¢Bes de contomo de uma barmra finita livre. Aqui ser apresentado o
desenvolvimento da solugdo em detalhes e serd discutida a sua utilizagio em uma barra finita
submetida a um pulso longitudinal de tensdes.

Considerando as coordenadas cilindricas (#,0,z) com os deslocamentos correspondentes
(u,w,v) e movimento simétrico em relagdo ao eixo z da bamra, os deslocamentos radial e axial
(u,v) serdo independentesde 8 e w serinulo.

Pela segunda lei de Newton, desprezando as forcas de volume (peso proprio) as equacdes de

movimento num ponto qualquer da barra assumem a forma:
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d’u oo, L0, 0, -0, -
p o or & ro (3.1)
o*v do, 01 1

=—Lt4—mgyom, (32)

onde p é a massa especifica.

Se os deslocamentos sdo suficientemente pequenos, as componentes da deformacio podem

ser escritas na forma:
ou u
e 33 = 34
8r ar ( ) 89 » ( )
oy ou ov
==, 3.5 = 3.6
& == (3.5) TRE Lt o (3.6)

Para um meio linear elastico isotrépico as componentes de tensio sio dadas por:

o, =A+2u (3.7) o, =AA+2u % (3.8)
or ¥
o, x,a,mzp% , (3.9) T, z2u[a)+§7§) . 3.1%)
Sendo:
A= E O G.11)
o r oz

a dilatacdo no plano rz,
2=— (3.12)

a rotagdo em torno do eixo 9 .

Ev E .
A= y=—""_  constantes de Lamé
(1+v)1-2v) 2(1+v)

E —moddulo de Young e v —razdo de Poisson.

24



Figura --3.1: Barra axissimétrica — coordenadas cilindricas

Portanto, para pequenos deslocamentos e material linear isotropico as equagdes de

movimento (3.1) e (3.2) assumerm a forma:

?a;i = (2 +2y)%é—+ Zy%zl (3.13)
e pgj;) =(}L+2y)§£~—2mii§%@l (3.14)
Podemos eliminar o ou A obtendo duas equagdes independentes:

21250 p s

3.2.1 -Separando as variaveis

Considerando a seguinte separagfio de variaveis:

25



u(r,z,t) _ u(r,z)
{v(r, z, t)} B {v(r, z)}n(t) (3.17)

Ar,z,%) 3 Ar,z)
{co(r,z,t)} h {co(r, z)}n(t) (3.18)

onde 1(f) ¢ uma funcio harménica de 7 , de forma que :

entio

@) _

= =—o’n(r) (3.19)

o e A sdo fungdes de (r,z) satisfazendo as seguintes equagdes :

2 2 2
A 10A (aj A
— | A+

e —— =0 3.20

6’?‘2 ror |\ C oz* (3:20)

Fo 100 |(a) 1 ’w

T+t | e O F——={ 3.21
° o ror KCJ rz}‘ o (321)
onde
C = A+2u ¢ a velocidade de uma onda de dilataciio e C, = ‘/E ¢ a velocidade de uma
p p

onda de distorgdo ou cisalhamento, em um meio infinito.

Considera-se a seguinte separacio de varidveis para as coordenadas » ¢ z :

A=P(r)F(z) (3.22)
e »=0(r )dF(Z) (3.23)
assumindo F(z) como fungdo harménica de z , de forma que :
d*F(z)
2= —a’F(z)

Levando P , ¢ e F' nas equagdes (3.20) e (3 21)tem-se :

d*P 1dpP

kP = G, 3.24
dr? "Iwr dr ( )
d2Q 1dQ 2 1

=k —-—|0=0 3.25
@& J{ el (3.25)
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+a’F=0 (3.26)

2 2z
onde h? 2(%] —-a* e k2 =(§ﬂ —a’.

P e sdo fungdes de Bessel de primeira classe de ordem zero e um respectivamente : P=J (hr) e

g=J 1 (k" ) .
Entio,
A=AJ(hF(z), (327
e = 4,7, () 2L (Z) (3.28)

A,, A, sdo constantes arbitrarias e

Ty ()= Z(l)(hr‘)", (k) = Z(l)(k?)’”

= 2% 22l (n+ 1)

3.2.2 — Deslocamentos

Eliminando u ou vnas equacSes (3.11) e (3.12) obtém-se as seguintes equagdes:
v 1o o, o’v_0A 28(rw)
ot ror & & r o

2 2
e Ou 10u u Ou 08,00 (3.:30)
& roar 2 & or Oz

onde v e u podem assumir a forma :

(3.29)

v:[Alﬂ(r)mzAszz(r}]dZiz), (3.31)
u=-|4,h0,(r)+2a° 4,0,("IF @). (3.32)

Substituindo as expressGes (3.31) e (3.32) nas equagbes (3.29) e (3.30), respectivamente. E
substituindo na equagdo resultante A e @ pelas expressdes (3.27) e (3.38) e, ainda, adotando a

N a 1d , d* 1d 1 ) ) .
notagio V,=——s+——-a@" e V,=—F+—————a" obtém-se as seguintes equagdes
ar dr rdr r

diferenciais:
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ViP(r)=J(hr) s VP, (r)=Jy(kr)
V0, (7) = J, (hr) » V,0,(r)=J,(kr)

cujas solugdes sdo:

__Jolhr) _Jolkr)
R()=—— . BI)=—m
0.0)= -2 . om--2%)

resultando entdo nas seguintes expressdes para v e u ;

_ J (hr) Jo(kr) |dF(2)
v(r,z)-[ A=z e +24, kk +a2:] e (3.33)
v J (hr) 7 J (k)
(r.z)= [A hh "y a4, — e :]F () (3.34)

3.2.3-Componentes das tensdes

Substituindo A , ® , u ev nas expressdes de 0,, 0, and 7 dadas por(3.7),(3.8) e (3.9)

tem-se :

{ AT o) - 2“th}(7‘)] 4a? dQ"'(r)}F() (335)

dpP, (r) . AR ]| dF(z)
{ +A22p[.fl(kr) 2k = ] I (3.36)
o, =4, () 20 R (1) |+ A,410% kP, (MIF () (337)
sendo Mz—hil(hr) e M hJ (hr)— J (hr) tem-se :
ar ar
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dR(r) __hJ\(hr) dPy(r) _ k), (k)

dr h+a® dr Eea?’
aQ(r) __J(ar)  hJy(hr) dQ,(r) __Jikr)  kJ,(kr)
dr W +ay B +d d K+d)y B +d

3.2.4-Condig¢des de contorno

Para a barra livre tém-se as seguintes condi¢bes de contorno:

z=l=0

z=0 2

o, =0

T

Atendendo as duas primeiras condi¢Ges em » = R, as tensdes &, e 7,, devem ser nulas na

. ~ wa_ - | & .
superficie lateral da barra, neste caso, tem-se a relagio entre a freqiiéncia [~2-—] e 0 conmprimento
T

da onda (—%E] :
a

h S
J, (hR)+c£]‘;—+;;Jl(kR) =0 (3.38)

W +a?

que é denominada de equagéo de freqiiéncia ou equagio de Pochhammer-Chree, onde:

& +a Wi ~a®RIy (hR)~2J (hR)}

= , (3.39)
4 +a)a* [ (kR — kRJ, (kR)]

e A, =CA,

P . . f =]
As outras condicOes de contorno para a barra livre sdo 7, i o=0e o*z!;} =0 . Para atende-

las, a funcdo
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F(z) = 4, cos(az) + A,sin{az) (3.40)
admite somente a solugdo trivial, ou seja,
4, =4,=0 ou F(z)=0. (341
Como observado por Love, funcdes harménicas nio podem ser solu¢do para uma barra finita
livre.

Considerando apenas as seguintes condi¢des de contorno:

.| =0 (3.42)

entio,
F(z)=Asin(a, z) (3.43)

sendo
a, xf’}’i n=123,.. (3.44)

Um pulso de tensdo propagando-se através da barra, ao atingir uma de suas extremidades
deverd produzir um pulso com o mesmo perfil e sinal contrdrio. Desta forma a tensdo nesta se¢éo da
barra serd nula, atendendo a condigéo de contorno, e qualquer deslocamento radial gerado pelo pulso

incidente sera anulado pelo deslocamento produzido pelo pulso refletido, ou seja:
U =0 (3.45)

O deslocamento axial da extremidade da bama serd representado pela soma dos

deslocamentos produzidos pelos pulsos, incidente e refletido. Um extensdmetro colocado no centro

da barra registrara pulsos de sinais contrdrios a cada intervalo de tempo N:EI», sendo C, a
0

velocidade de propagagéo da frente do pulsoe / o comprimento da barra.

Considere-se agora uma barra infinita, conduzindo pulsos iguais de sinais contririos
propagando em sentidos opostos, como mostrado na figura3.2.
No instante ¢ =0,no ponto z =0, tem-se o inicio dos pulsos. Nesta se¢do da barra, em que ocorre a

superposigdo dos pulsos, as tensdes sdo nulas, Numa outra se¢do a uma distincia z =/ observam-se

- . l 1 A . .
as mesmas condic¢des, no instante 7 = o No ponto médio tem-se a ocorréncia de pulsos positivo e
[}
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negativos, alternadamente, propagando-se em sentidos contrérios, a cada intervalo de tempo

!
At =——.
Co

Figura-3.2: Pulsos com mesmo perfil e sinais opostos,
propagando em sentido contrario numa barra infinita.

A solug@o obtida para a barra livre, considerando fun¢des harmonicas que satisfazem apenas
as condigbes de contorno (3.42) é o mesmo que considerar a barra infinita sujeita a ondas de sinais
opostos propagando em sentidos contrarios.

A solugdo das equagdes utilizando a superposi¢do modal é dada em termos de ondas
estacionarias, e consiste na superposi¢do de ondas propagando em sentidos opostos, resultando em

tensdes (ou deformacdes) normais nulas nas extremidades da barra. Para obter o pulso de tensdo (ou



deformagdo) que incidente (ou é refletido) nas extremidades da barra, deve-se decompor as fung¢des
e considerar o pulso propagando apenas num Gnico sentido.

De acordo com a solugdo de Pochhammer-Chree, uma onda propagando-se numa barra
infinita pode ser representada por fun¢des harmdnicas. Pelo que foi verificado, considerando a barra
livre finita como uma regido de comprimento / da barra infinita conduzindo pulsos que se propagam
em sentidos opostos, pode-se utilizar a superposicdo destas fungSes como solugdo para a barra livre,

Como néo foi necessério estabelecer relagdo entre o raio e 0 comprimento da barra: a solucéo
utilizando fungGes harmonicas independe desta relagio.

A tensdo cisalhante na extremidade da barra nio é nula, entretanto, como nfio hi
deslocamento radial o trabatho desta tensfo € nulo. Neste caso pode-se considerar satisfeitas todas as
condigdes de contorno.

Entdo, pode-se escrever as auto-fungdes:

2 0
u =d hil(hr2)+2a 2C’J](icr)
b +a kK +a

sen(a,z), (3.46)

a=a,

v, ZA.Q{ZkCJc (lﬂ') _ JD (h?‘) :rmn COS(CIHZ) . (347)

F+d® KB +dt

a:a"

Para simplificar adota-se a notagio:

{z}m A{gl(r,aman)seﬂ(anz)} (3.48)

n 8:(r.a,,a,)cos(a,z)

3.2.5- Deslocamentos em funciio do tempo

Substituindo as relagdes (3.11) e (3.12) nas equagdes (3.13) e (3.14) e considerando um
carregamento distribuido Z aplicado na diregio axial, a equagio de movimento assume a seguinte
forma matricial:



[2: ;.Hu} -’ {iH;Hﬁi} (349)

onde ¢, representam operadores diferenciais dados por:

o 8 1 & &
a;1=(1+2#)[——2+;——';—2‘]+um§" 812 x(l‘f‘“) P

& 8 & &’ 8
621 x(ﬁ.'i‘j.l +-;——] 622 ﬁ(ﬂ.ﬁ-z#)m“i"'l“ﬂ(““—i“%;——)

Considerando o deslocamento como um somatdrio das auto-fungdes:

u = u,
{V}“?;;{v,,}”ﬂ(’)' (3.50)

Levando na equacio (3.49), tem-se:

On Oni$ [y S 0] [o
[623 an}é{zn}nn(‘f)“P;{:ﬂ}ﬂnﬁ)-&—{z}:{0}. (3.51)

Multiplicando pela transposta de uma auto-fung&o qualquer e integrando no volume:

& u,,,Tau 0 |u, =, umTun umT 0 o
Srofic) o aclte-Eropt fo ot el

(3.52-a)
Para simplificar a nota¢fo tem-se:
> 0,0k, - 4,0M, +Z, =0 (3.52-b)
n=l n=1

onde;

Em =4 I{glmfm[all (g.12) +a!2(g2nf};)]+g2mfr:: [621(ginf;1)+622(g2»fr;)wy (3.53)

M, = pA* (g1 frin o+ Gomr8on F AV (3.59)

33



Z, = A{(g,f12)av (3.55)

Jo= sen(i?—z) oS = cos(—’ilgz) (3.56)
Comparando as express&es (3.46), (3.47) e (3.48), verifica-se que:

i (hr) | 2a°CJ(kr) | 26CJ (k) Ty ()
& = € 8. =a .

P+d® B+d? F+a® R+d
Substituindo as fungdes de Bessel pelas expressdes:

(D" ()™ D" ()™
Jo(hr)= ;mm“ Silkr) = Zzz"“nr( n+D)

As fungdes g,, e g,, assumem a seguintes formas:

=ZC’; ot (3.57)
n=0
o _1 n h2n+2 2a2C.k2n+1 2=
C, =) 7 2aCh (3.58)
2™+ B +d T B ad® |
8n =) Cor™ (3.59)
nl)
, (__l)na 2C.k2n+l h2n Rl
C! = - 3.
To27anl| B vat K +a? . (60)

onde C ¢ dado pela formula (3.39).
Efetuando a integracio das expresses (3.53), (3.54) e (3.55) e considerando a
ortogonalidade das auto-fungSes em relagfio a massa e rigidez, pois:

i [ I i
IfmfndZZIf,;ﬂdszDm;én e j‘fmfnﬂm f;’f;dzmé—jmmn
Q0 0 0 4]

A expressdo (3.52-b) assume a forma;
N (OK e — 1, (OM,, +Z _(£)=0 (3.61)
ou
O+, O =D_(1) (3.62)

onde
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!
I

(1) =2 S

_ A &l & (T T R¥ w1t pmine =y
me,o Z ni . Pt d .
2 =01 =0 2(n+l)+4 2(n+1)+2

a=tt,
Fazendo a normalizagio pelamassa: M, =1 entio

a=a,,

4, = 2 (3.63)

o @ E‘ERZ(ME}M CrCfRZ(n+iM2
J n I n 1
p § %[ 2nri)44 | 2Anii)+2 J

i i""c,"" BlfRZ(?H-f)+2 . BziRZ(n-H')M +C' B{fRz(P‘Hf) . B;i;RZ(n+i)+2 =t
SIS T 2meD+2 2m+D+4 ) U\ 2+ 2n+i)+2

m w ] &“a? RAneiye4 CIC{R2{n+i)+2
n i _§_ n I
pé ;[ 2(n+i)+4 2n+i}+2 ]

(3.64)

Sendo:

B, =2iP2G +1)(A+2u)C, (A + p)aC’]
By =—pa’C,
B}, =4pi’C;
By, =2+ DA+ p)aC, (1 +2p)a’C;
' 2(m+i)
Para n=i=0 0 termo —5}’6:?3—=0
Para n>3 e i23, verifica-se que €, =«,,, nfo sendo necessario obter QQ, através da
formula (3.64), pois pode-se obter a,, pela equagfio de freqiiéncia (3.38) .
Para n>4 ¢ i >4, a solugfo da equago de freqiiéncia, ou a curva de freqiiéncia em funcdo
do comprimento de onda, mostrado na figura 2.3, nfio se altera . Portanto, basta fazer o somatério

das formulas para ne  variando de 0 a4 e considerar a seguinte equacdo :
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Tin () + 0, () =D, (1)

(3.65)

Considerando na equagdo (3.55) a carga constante, ou uniforme, na direcdo radial e aplicada

na extremidade z =0 da barra obtém-se;

t p2n+ld

@, ()= — 2n+2

o @ 6 _RZ(n-H)-M- CrCTRZ{nﬂ)&
\/P.IZ[Z( e " H
n=0}] i=0

Z(0,f)

+
An+iy+4 2(n+i)+2
ou, fazendo:

R,

r p2ni2

@ = — 2n+ 2
i w [ o 77 2An+iyed oy 2 i)
PJZ Z C,,C,.R : N C.CR
wo| o\ 2An+i)+4 2n+i)+2

P, (1)=D, Z(0,0)

(3.66)

(3.67)

Para a condigdo inicial de repouso, utilizando a integral de convolugdo ou integral de

Duhamel [Bismarck (1993), p. 276], tem-se:

! _
()= OIZ(o,r)sen[am(r )pr

Os deslocamentos sio dados por:
glmfm
Am{ ,}nm(t)
{ } ; 2mfm

3.2.6 - Ajuste do sinal

O sinal medido na barra é a deformagdo na diregdo longitudinal (z)

e =2=3 4 Angan Lon, 0

m=1

€O

ou, e, (r,z,0)= Z{F sen(a,, z)jZ(O t)senfor (7~ r)]dr}

m=1
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(3.69)

(3.70.a)



mz[zﬂ@i}

+1
. = | , (3.701)
o lz Z C,,CI-RZ(HHM . C;C;R2(MI)+2
P ol o\ An+i)+4 2n+i)y+2
Na superficie da barra r =R
Z[Z C CrRz(n-l-r)+2 }
P = (3.70.¢)

i C‘ C Rz("“)""f C C RZ(M:}+2
! +
pa, Z[Z[ e Drd H

w=0| =0 2An+i)+2

Para obter o valor médio da deformagéo na secdo da barra deve-se considerar o valor médio
- 2%
do coeficiente F, =-— ijrdr :
R [+

Cr! C1R2(n+z)+2
o3 S 9

F o= o = (r+D)(E+1)

Hn+iyrd ' 2Amri2
e

(3.70.4)

2n++4  2n+i)+2

Para obter as tensdes deve-se considerar as outras deformagdes:

A o 1 P OSSR
o o Cf("fRZmZ 2i

=0 -+l

=0
'Flm - w ] « C C R2(n+r)+4 C c Rz(n-y},g (3.71 b)
Z é( 2("+1)+4 2(n+i)+2 ]
i{i (21 =S I)C C R2n+2 25 j}
01 i=0
FZm w | C C RZ{H+J)+4 C;C Rz(,m)u (3‘7}_ .C)
pa,l ;( 2(n+1)+4 2(n+i)+2 )
o,(r.z,f)= Z{Fzm sen(a, z) _[Z (0,7) Sen[am (t- f)]d,.;} (3.71.d)
m=l b
E,, =(A+2G)F, +MF,+F,) (.71e)
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T, (r,z,0)= Gi {(F;m +F, )cos(amz) }Z (0,7)senfa,, (- r)]dr} (3.71.9)

m=]
o0 o f 7~ p2nt2 20+l
Dipeslaay

Fyp = o e 3.71
am w0 @ E" _C"TRZ(MI)-M Cl C-'R2<Mj}+2 ( - .g)
z nTr + nre
Pl 2, Z*;( 2n+i)+ 4 2(n+i)+2J
i{z (Zl)cr fRZH‘FZ 2:—3:;
P, = - : (3.71.h)
o C C_RZ(HH}H CrCTRZ(nﬂ}Q
pa 3|3k~ GOR
w1 T\ 2+D+4 2+ +2
W ?
o, (r,z,0)= Z{FSM sen(a,,z) _{ Z (O,r)sen[am (r— r)]dr} (3.71.0)
=t o
Fon=(A+2G)F,, + M(F, + F,) (3.71j)
o 4
C,(r,z,t) = Z{F7m sen(a,,z} _[Z (O,r)sen[a,,, t wt)]d'c} (3.71k)
ral I
Fr=(RA+2G)F, + MF,, +F,) (3.71.H

O procedimento de ajuste consiste na identificagdo do sinal de entrada, que ¢é tratado com

mais detalhes no item seguinte.
3.2.7 - A integracio do sinal de entrada

Para determinar os deslocamentos, tensdes e deformaces é necessario efetuar a seguinte
I
integral: [2(0,v)sinfar, (¢t —T)dr .
0

Como nos testes com as barras de Hopkinson, a carga aplicada na extremidade da barra

Z(0,1) ¢ desconhecida, considera-se entdo um pulso genérico composto por um conjunto de pulsos

lineares como mostra a figura 3.3.
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| E N S

o - - -

0 ot 1 T
Figura-3.3: Pulso genérico subdividido em partes lineares
Considera-se um pulso de duragdo T, subdividido em N pulsos de duragio:
Ar= T =
=% ou At=t,,~t, =cte.

Considerando a diferenga entre as amplitudes inicial ¢ final de cada pulso linear
como:d, =1,,~1,.

Obtém-se:

TjZ(o, tsinfa, (1 1)t = ,,._f}imi d {sinla, (t - jAD]-sinla, (1~ (j - DAD ] +

2
Ta, 3

el coslor,, ( ~ 7)) - Lo coslar, 1]
[#1

m m

Assumindo, a primeira e a Gltima amplitude nulas, tem-se:

IZ(O,c)sm[am (t-t)pr = Ti - }Ed Jsinfa, (1~ j.AD = sinla,, (- (G- DAD] 3.72)

o =1

Para uma carga aplicada num ponto z=7Z a partir de um instante =7 e com duragio 7T
tem-se a seguinte expressdo para o pulso:

HJ. cos[ m.;z 'E)Z (z,7)sinla,, (t —)|dr =

!

= cos[ ”’? =z J}%‘z‘i d {sinla,, (t - j.A -]~ sinfo, (1 = (G - DA =D

em j=1
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3.2.8- Ajuste pelo Método dos Minimos Quadrados

Utilizando uma representacio vetorial tem-se:

e.Rzn={F, V[, 0k} . (3.73)

%‘%fl{sm[am (t~ jAD)]-sirer, (- (- DAD]. (3.74)

m

onde =

- Que pode ser representada pela soma de uma onda propagando na direcdio de z crescente (Sc,, ) e

uma onda na diregdo de z decrescente ( Sd,, ):

Se,,; = 1 {eosler,, (¢ - j.AN - a, 2] - cosler,, (r— (- D)AD - a, 2]} (3.75.2)

202 A
S, = Zai Y - cos[am - jAn+ amz]+ cos[am (t-G-DAH)+ amz]} (3.75.b)

A identificacio do sinal consiste em obter o vetor {d j} pelo método dos minimos quadrados,
detalhado a seguir:
Definido o ponto de medig8o do sinal na superficie dabarra z=7%

§.(R,Z,t,)=¢, onde & ¢osinalmedidoe & (R,Z, t,) omodelo a ser ajustado

{F,Fls, o0l )=t (3.76)

Multiplicando os dois membros pela transposta de {F, }' [S i (L )]

ETIS, O ETs, @l )= EFs, ) F .} (3.77)

Obtém-se:

4= [{ Fls,, ¢, )]} {{F s, )]}} S,,,,,(t)]}{s (3.78)

Apb6s o ajuste do sinal, deve-se determinar as deformagdes e deslocamentos nas interfaces das barras
com o corpo de prova. O deslocamento € obtido pela integral de cada componente da deformagio
em relagio ao tempo multiplicado pela velocidade de fase desta componente. Neste caso, deve-se
substituir as fungdes co-seno por seno nas expressdes (3.75.a) e (3.75.b). Os coeficientes da

expressdo (3.70.b) deverdo ser divididos por ~a,,, no caso da onda propagando na dire¢io de z

crescente e por a,, no caso de propagagio no sentido contrario.
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3.3- Solugdio da barra pelo Método de Elementos Finitos

Para o estudo da barra livre utilizando os programas de elementos finitos disponiveis no
mercado € necessario conhecer a carga aplicada na barra. Como foi mostrado no item anterior, o
ajuste dos sinais consiste na identificagdo da carga aplicada. Entio, para solugdo do problema
inverso, ou seja, determinar a carga aplicada a partir da deformagio medida num ponto da barra, é

necessario o desenvolvimento de um programa especifico.

O programa detathado a seguir utiliza o método de superposi¢cio modal e apresenta as

mesmas etapas da soluco analitica desenvolvida nos itens anteriores:

Pelo principio do trabalho virtual [Weaver (1984)], tem-se:

e T & T .ee
[stef foJav = js{”e} {F@)dv - jé{"e} p{f’_e }dﬁ’ (3.79)
¥ v u ¥ i i
Os deslocamentos de um ponto genérico do elemento podem ser representado por:
{:e}ﬂ{N]{qE} (3.80-2

onde {qe} sdo deslocamentos nodais e [N] fungéo de forma a ser definida.

As deformacOes sdo obtidas através da diferenciacdo dos deslocamentos. Isto pode ser

representado por um operador diferencial aplicado sobre os deslocamentos, ou seja:

e

{e"}=[dl{ze}m[dIN]{qe} (3.80-b)
ou, &}=[8le* (3.80-c)

onde [B]=|d]¥] (3.80-d)
As tensGes estdo relacionadas com as deformagGes através da matriz de elasticidade, como

segue:

bel=[eke"} (3.80-¢)
ou b*}=[eIBYe} (3.80-H)

Levando estas expresses na equacgio (3.79) tem-se:
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6{qe}f[ VIW [EIB]dV}{q} [ [olvT I N]drf}{q} slg°f v I[ {r@av (3.81)

Adotando a notagio:

[M‘]: j o|NF ¥ JV Matriz de massa do elemento
14

[K ”]z ﬁB}T [EEB]dV Matriz de rigidez do elemento
V

{Ae}w j{N ]T{ f (t)}dV:Z"(t) JIN]T{;}dV onde Z°(f) é o camregamento externo atuando

sobre o elemento na direcdo z.

A equagio (3.81) assume a forma:

slg*f (e fa )+ [k g }- L )ze )= 0. (3.82-2)

8 {qe }¢ {0}, pois & um vetor de deslocamentos virtuais imposto sobre o elemento, entdo:

e e b+ [ Jae )= AL (3.82-b)

A equagdo (3.82-b) representa a equagiio de movimento para um elemento genérico. A
equagdo global de movimento da estrutura é obtida pela simples adi¢fo da contribuicio de cada
elemento para o deslocamento nodal correspondente.

As matrizes de massa e rigidez e os vetores de agbes nodais de cada elemento sdo
transferidos, respectivamente, para as matrizes globais de massa e rigidez e vetor das a¢bes nodais
que representam a barra, através das relagGes entre os indices dos deslocamentos do elemento.

Neste trabalho, utiliza-se o elemento triangular toroidal [Bismarck (1993)], mostrado na

figura-3.4.
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T A

Figura-3.4: Elemento triangular toroidal, para problemas axissimétricos.
Deslocamentos apenas nas diregGesre z

{q"’ }: (Vz V, V3 U U, u3)r ,onde v,,u, s&o deslocamentos dos circulos nodais i=1,2.3.

3.3.1- Funcio de forma e os modos de deslocamento

A fungio de forma [N ] é determinada pelas coordenadas naturais (£,,£,,£,), onde,

& +&+E5 =1, (3.83-a)
r=&n +&;r, +&:7;, (3.83-b)
z=&z,+&,2, + &5z, (3.83-c)
Destas relagdes tem-se:
1 1 1 1§
re=\fh B B RE, (3.83-d)
Z zy 2z, Z3|{&s

Invertendo, tem-se (él,);z,ég) em funcdo das coordenadas genéricas (r,z) e das coordenadas dos

circulos nodais (7,,z,):



& . by, b, b,
g, =5 b, b, b,Kr (3.83-e)
&y by by, by ilz
Onde,
D=r(z,~z)+r(zs—2)+1(z, - 2,).
by =aZiz ~FuaZia s
bo=2z,,— Zivz
e by =Ty —T.
Estes indices sdo determinados de forma ciclica, para 7=12,3 .
Define-se entdo:
[N(ryz)}z[é(r,z’) L) &) 0 0 o ] (.85
0 0 0 &(rn2) &(rz) &(rh2)

Considerando os deslocamentos funcgio de 7 e z obtém-se apenas o modo de deslocamento

axissimétrico dos circulos nodais, mostrado na figura-3.5. Nesta mesma figura, existem outros

modos de deslocamentos, simétricos a um conjunto de planos que contém o eixo da barra.

Entretanto, estes modos resultam na variacio dos deslocamentos em relagdo a coordenada 6.

Para inclusdo dos outros modos de deslocamento do circulo nodal, deve-se definir os

deslocamentos # e v como fungdo de » , z e 8. Adota-se a definicdio utilizada por Grafion e

Strome (1963), e citada por Bismarck (1993).

.2,0 .
{:E:Q; }=cosn9.[N(r, g} (3.84)



u{r,z}

u(r,z,0)

}
i
|
§
]
i
i
i
!
i
i
i
i
;
]
i
i
{

{0 movimento de um ponto genérico da barra, ocorre somente nos planos {r,z).nfo havendo

deslocament: Figura-3.5: Deslocamentos radiais e axiais axissimétricos
e simétricos a um planc que contém o eixo da barra

Figura-3.6: Ndo ha deslocamento perpendicular acs planos rz
O movimento ocorre somente nestes planos



3.3.2- Matrizes de massa e rigidez e o vetor das acdes nodais

Sendo. u(r,z.0), v(r.z.0)e w=0 as deformagdes sio definidas por:

{£}=[¢f]{:}, (3.85-)

onde, {g}: {E: E. &YV ¥ ]T (385'b)
& T
£ o o 9 0
oz ér rof
e [4]= (3.85-c)
o 21 o 4 8
o&r r o= rao

A relagdo entre tensdes e deformacdes, € estabelecida pela lei de Hooke:

o}=[ENe}. (3.86-)
sendo, {0'} = (cr: O, 05T T ta }; (3.86-b)

[A+2u

(3.86-c)

= B el - T < T e T e
T O & o o o

A
A
0
0
0

f=1
o o F o O

Substituindo a expressdo (3.84) em (3.85-a) e (3.86-a), respectivamente, obtém-se as

deformagdes e tensdes em fiungdo dos deslocamentos nodais, com segue:

e*}=[Bla*} (3.87-a)
e o }=[£IBla*}. (3.87-b)
onde, [B]=[d)cosno [N (r,2)]) (3.87-¢)
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Aplicando o operador diferencial, indicado em (3.84), sobre as fungdes de forma (3.83-f),
obtém-se:

g.cosm@ |} ¢ 0 |
0 : &, cosnd
0 : &, /rcosnb
o L P I T 3.87-d
{{ 4B, }a] £, cosnf [ £,.cosnb > ( :
~nlE, /r)sennd| 0
] 0 ] i |-n(/r)sennd)]

Pama i=1,2,3...,send0 éf: 2%3%; © éi’z =-%§i
Z

A matriz de rigidez ¢ obtida efetuando a operagdo abaixo:

{K"] ”[B}T [E[B)dade = _f {B}] 1 2}j}d»fld€,ou seja,

Kl [ 5JE}B), } {{31 ¥ [f:]{sz}.ﬂ

1 vz :f" J aT‘{ de .
lit b ere] o (ele )
Utilizando-se a matriz indicada em (3.87-d), obtém-se:

k:] = zj Aj {cosz(ne W +20), &, + &, &, ]+ sen®(n0)n? éf,_f }rdAd@

k] = 2; ! {cosz(ne)[ AEE, +pE . + 15, }}rdAdﬂ

kL =kl + L

199 ~—~j ] {cosz(n@i[(ﬂ»uu)é.,éj,r HEE, +x(~%~éf, +&, %—‘ﬂ}mae
b

[k} = j | {leos*(@O)A + 21+ n* sen? (n6)p &, }rdAde

Considerando a defini¢do da integral abaixo:
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alblc!
{(a+b+c+2)!

|eeetecan=
A
onde D=24,sendo A a drea da segfio reta do elemento toroidal triangular, tem-se:
!‘gidA = ‘1"6)" .
A

n+r+r D .
et =88, [rad =68 . [lnt, +re 41 )aa =22 2202 ouseia,
A A A

D P
Y , onde #, é oraio médio.

_[gi,rgj,zrd‘é = gf,réj,zrm
A

O mesmo ocorre para qual quer outra combinagio de derivadas das fungdes &, .

Sendo, &, =¢; +c,r +ez+e, 77 +ogrz +¢,27, onde:
C=byby . ca=byb,+byob,, ¢ =byb ;s +b,b

29515 13

e, =b,b 2 €5 = bizbjs +bb 25 Cg =bpb 3

A integral de I S5 d4 é obtida como segue:
r
A
) 2
_féé’—dAmcI j%+cz-l—)~+c3 J‘Eﬁ+c4rm2+cs _fsz+c6 IZ 4 (3.88)
1 F ar 2 1 F 2 3 T

Para integracio desta expressdo consideram-se os tridngulos da figura-3.7 abaixo.

F
> . -
4= Zy z zy =1z,

A
I
3

Figura-3.7: se¢bes dos elementos triangulares superior e inferior

AR



Z,—Z
Neste caso, f(r) =ar+d , sendo a=~;‘3’m-;~lm ed=z ~ar.
27N

Para o tridngulo superior », =r; e

[G.(")G(2)dd= rszl (r)[fj%z(z)dz)dr , entfio,

2

jﬁ:—.a(@ ~r)+(d-z)ln2 (3.88-a)
1 h
2,02 .2 z2_,2
(FH_a0 1) | e, —ry+ =B (3.88-b)
j r 4 2 2 41
zdA = az(r; “"‘13)+ ad(rzz "rlz)-;« (dz ~z ) —n) (3.88-c)
A 6 2 2
2 3,3 3 2402 2 33

(Zdd_a-r) @A =) g oy @B n g
;7 9 2 P 3 N

Para o tridngulo inferior r, =7, e
[G.(1)G, (2)dd = jG;(r)[ Iaz(z)dz}dr.
A 5 Fr)
Neste caso as integrais sdo obtidas substituindo z, por z; e multiplicando por (—1) as expressdes

anteriores.

Quanto a integra¢do em 6 , tem-se:

27 iy
lim, ,, fcos’(#0)d6 =2 , lim,, , [sen’(n0)d6 =0
0 0

n 2z
Icosz(ne )6 = j'sen" (n0)d® = , para n=1,23,...
0 4]

Utilizando os resultados acima, resulta:
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llzﬁ{(ﬂ+2u)§,z§,z+u§u‘é,,} +nuﬁ5 }
[k:]. ﬁ{[lé,zéjﬂrufé”éﬂ)“ D ?]}
il -2t 2, ot 2, b 2ok, 22,02 s ol I ad

onde B=2r para n=0, B=7 para n= 1,2.3,..., e a integral ’ 55 dA € obtida substituindo as
r
A

expressdes (3.88-a-d) na expressio (3.88).

A matriz de massa é dada por:

[M]m lfyz'ﬂ'cas2 nQ[N]T[N]rdeA ,

M= p::f !cosz(ne{ {i} {;}ﬂ {5 5}:::{@‘1}}&% para i, j=123...

O termo geral da matriz assume a forma:

ou seja,

[M]=Bp [ J:,:frdA}

Neste caso, tem-se: _fé;‘: SRE, + 1k, + g, A
A
O primeiro elemento da matriz é dado por:

j‘.ﬁié (rléI +1ré, ~+~r3§3)¢4 _“?'151 +rlE, +hg @}’M [20 + gi) + ;)JD

Os demais elementos s3o obtidos da mesma maneira, resultando em:

rl-poftrd 1

120/ [0o] [m
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my, =06n+2r+2r, m, =2n+2r+r, My =2K+1 +20

My =20 + 60, + 21, My =1 +2r, +21,, My, =21 +2r, + 67,

Assumindo um carregamento uniforme na dire¢fio axial e funglo de 6 , como mostra a

figura-3.8, o vetor das ag¢Ges nodais € dado por:

{4°}2° (1), sendo {4°}= j cos*(n@)[NT {;}dV

>

cos(nB)Z* ()

Figura-3.8: Carga aplicada no elemento

Como o carga € aplicada apenas na superficie em que &; =0 e 0<68 <2x, entfo:

{ac}= 23 i{cosz(nel[N]T{:)}rdeB ,

L & 0 0 0 o]
ou, {A“}mﬁj{i 60 0 & ¢ 0} {O}m’L.
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alh!

b gy
Sendo, _[51 EJdL= (@sbaD)]

L e r=nré, +rk,, obtém-se a seguinte expressdo para o vetor

de carregamento:

A =:-§~£(a; a, 0 0 0 o)
6

Lﬂ.\/(ir-2 1) +(z,-2) , a =21 +r, € a, =1, +2r,

3.3.3 — Determinacio dos auto-valores ¢ auto-vetores

Obtida a equagio de movimento global:

[mKg}+[xHa}= a2 . (3.89-3)
obtém-se os auto — vetores [V] da equagio
t-0?[M]+ [K]lg}= {0} (3.89-b)

Tendo em vista a ortogonalidade dos auto-vetores, obtém-se a matriz de massa diagonal
VT Mprl= ) m, (3.89-¢)
Faz-se a ortonormalizagdo dos auto ~ vetores pela matriz de massa,de sorte que,
[o]=[r | m"? (3.89-d)

Desta forma a matriz de massa é a matriz identidade e a matriz de rigidez é uma matriz
diagonal formada pelos auto-valores elevado ao quadrado.

Bfbdel- 1 | fKel| o |-

Os deslocamentos nodais sdo representades pela superposi¢io modal da seguinte forma:

a0} =[okno} (3.89-¢)
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Substituindo na equagio (3.89-a) e pré multiplicando pelos auto — vetores ortonormalizados

tem-se:

[of ol + [of [Klokni=[e] {4}z® (3.89-)

Isto resulta em um conjunto de equagdes independentes (desacopladas),
1 i+ o fal=i0Zo) (3.89-g)

ou i, + /1, = Q,Z(1) (3.89-h)
Para a condi¢3o inicial de repouso, utilizando a integral de convolugio ou integral de
Duhamel, [Bismarck (1993)], tem-se:

n,(t) = % ]Z(‘r)sen[coi (-t (3.90)

a

Para um pulso Z(t)genérico, procedendo como item 3.2.7, tem-se:

N idj{sin[m,-(tw JAD)-sinle, -G -DADl  (3.91)

2
L)) =l

?Z(r)sin{a),-(t -\t =

A duragdo do sinal € obtida do sinal medido em laboratorio e os coeficientes sdo ajustados

pelo método dos minimos quadrados.
Substituindo (3.91) em (3.90).tem-se:

ON <
To!

i J=

()= d, {sinlo, (t - j.An)] - sinfo, (1 - (G -DAN] (3.92)

Colocando na forma vetorial;
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[S(z)]=[sy(r)]=[g;ﬁi {sinfo, (1~ j.AD]- sinw, (z—(jmz)m)]}} (3.93)

T.
{di=1a,} (3.94)
no=[swla}. (3.95)

Substituindo (3.95) em (3.89-¢), obtém-se a expressdo para os deslocamentos nodais:
la0}=[els)d} (3.96)
A deformagio na dire¢do longitudinal para um dado elemento é dada por:
7 ()

;@) =cosmd)ft,, &, &.laiot. (3.97)
g (1)

s =cosO)s,, &, &.bils, 0} 697w

{qbg"mj contém as linhas de [CD] que correspondem aos deslocamentos longitudinais do elemento

3.3.4- Ajuste do sinal pelo Método dos Minimos Quadrados

Sendo &, o valor medido no instante 7,, o ajuste do vetor {d J‘} pelo método dos minimos

quadrados no intervalo de tempo de registro do sinal é dado por:

)= {85 «)f e, )]}H{a;’ @) fe,} (3.98)

{d j} € o vetor dos cujos componentes identificam o carregamento aplicado na barra.
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3.4- Comentirios

a) No item 3.2.4 verifica-se que € possivel utilizar fun¢des harmbnicas para obter
a solugfo da equacfo diferencial da barra livre, impondo apenas a condigdo de tensdes
normais nulas nas extremidades. Isto implica em deslocamento radial nulo nestas se¢des da
barra. O modelo resultante se comporta como uma regifo limitada de uma barra infinita
percorrida por pulsos de tragdo e compressdo propagando em sentidos contrarios. O
resultado € independente da relagdo entre o raio e comprimento da barra.

b) No item 3.2.5 considera-se um carregamento uniforme na diregfio radial,
aplicado na secfo inicial da barra. Utiliza-se esta hipotese para facilitar a integragfo da
expressdo (3.55) e obter a expressdo (3.66). Desta forma, o carregamento, ou pulso de
excitacdo da barra, obtido a partir dos sinais medidos serd uniforme na diregdo radial. Esta
caracteristica esta presente em qualquer pulso obtido com este carregamento. As
componentes de alta freqiiéncia, com comprimento de onda da mesma ordem de grandeza do
raio da barra, ou menor, podem provocar variagdo do sinal na direcéo radial. Entéo, para o
tratamento de sinais compostos apenas por freqiiéncias elevadas, ou com uma contribuigéo
pouco significativa de componentes de baixa freqiiéncia, deve-se reconsiderar a hipotese
adotada para a integragfio da expressdo (3.55), levando em consideracdo a variagdo na
direcdo radial. Entretanto, os sinais gerados nos ensaios com as barras de Hopkinson t8m
uma banda de freqliéncia que inicia em freqiiéncias baixas. Para deformagdes e
deslocamentos estas sio muito mais significativas que as freqiiéncias elevadas. Isto pode ser

verificado na figura 3.6 que mostra o valor relativo dos coeficientes F,, em funcio da razio

entre comprimento de onda e o raio da barra

2w o . ..
L sendo entfio razoavel admitir que as
a

b

tensdes sdo uniformes na direcdo radial.
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Figura-3.9: Valor relativo dos coeficientes em relagiio ao
comprimento de onda
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Capitulo 4

Ajuste dos sinais para uma barra livre

4.1-Introducio

Apresentam-se, a seguir, os resultados obtidos na identificacdo dos sinais utilizando os
modeles descritos no capitulo anterior.

Os sinais medidos no meio da barra livre consistem no registro do pulso aplicado na
extremidade, modificado pela dispersio, e de suas reflexdes. O primetro pulso, decorre da carga de
compressdo aplicada numa extremidade da barra. O segundo pulso, corresponde a reflex@o do
primeiro pulso na extremidade oposta da barra. Como a extremidade € livre o pulso de compressdo é
refletido como um pulso de tragio. O terceiro pulso, corresponde a reflexdo do segundo pulso na
outra extremidade livre.

As dimensdes da barra ¢ o ponto de registro do sinal sio mostrados na figura 4.1,

» ! = 1200mm
| | extensometro f o
€ 7 =630mm “‘“’i D =12,7mm

Figura-4.1: Detathes da barra livre

Para registro do pulso de deformagfio utiliza-se um extensdmetro com comprimento de 5 mm
¢ resisténcia elétrica de 1 Kohm.
O sinal, digitalizado, é registrado a cada 0,5 microsegundo.

( sinal medido na barra é mostrado na figura 4.2,

L]
o )
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0.0tk
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Figura-4.2: Sinal registrado no extensdmetro para a barra livre

Para avaliar os resultados, tanto do modelo analitico quanto do modelo de elementos finitos,
ajusta-se o sinal utilizando o primeiro pulso. Em seguida, comparam-se as respostas dos modelos

com a primeira reflexio do pulso.

4.2- Resultados do modelo de mecinica do continuo
Para o ajuste do sinal obtido na barma livre, com o modelo de mecéanica do continuo, utiliza-
se a expressdo em que o sinal € representado por um somatdrio de ondas estaciondrias, considerando
0 pulso de carga aplicado na extremidade z=0 , a partir do instante £ =0 & com duragdo 7.
M N
S{R,z,z):Z[FmZSwdj} . (4.1)
m=1 =t
sendo F, e 5, dados pelas expressBes (3.70.c) e (3.74) respectivamente.

Com a expressdo {4.1), por representar uma superposigdc de ondas propagando-se em
diregdes opostas, o perfil do pulsc de carga aplicada nas extremidades da barra é obtido colocando

em um grafico as componentes d, em funcdo do tempo. Também, pode-se obter o pulsc de

deformacfio em qualquer ponto suficientemente afastado das extremidades.



Para obter a deformacio nas extremidades deve-se utilizar a expressdo que considera ondas
propagando-se apenas numa direcdo. Neste caso utiliza-se a expressdo:

N

A i b
g(R,z.t)=d, + iLFm ZScwdj . (4.2)
me=l 4=l B

onde Sc,; ¢ dado pela expressdo (3.75.2)

A expressdo {4.2) representa um pulso propagando na dire¢do de z crescente. Para um pulso
propagando no sentido contrario pode-se utilizar a mesma expressio, introduzindo as seguintes
mudancas de variavels:

Z'=z-1 e ;"mt—i , (4.3)

[y
sendo €, a velocidade de propagacio de uma onda num meio unidimensional.
Uma estimativa para duracio do pulso (7') é obtida a partir dos deslocamentos, por

integragdo do sinal no tempo. O sinal integrado e 0s pontos de inicio e fim do pulso é mostrado na

figura 4.3 e na figura 4.4 tem-se uma ampliacio do deslocamento produzido pelo pulso incidente.

18k TE e, //
tab / \ /o
Deslocamento 1ot y i i
fmm} f;i N\, /
- / \g 4
0.8k E
\ /
c.8 T=TiTi=1388-65 j -
0.4 / 4
o2k J/ 1
T
e T 2 3 3 5 3 7 2
PR
Tempo (5}

Figura-4.3: Deslocamento obtido da integragdo direta da deformacio



Deslocamenio
(mnt}

Tempo (s)

Figura-4.4: Detathe do deslocamento produzido pelo pulso
incidente

O ajuste da expressdc (4.1) utilizando o pulso incidente é mostrado na figura 4.5, Neste
ajuste utiliza-se M =200 e N =40.

Neste procedimento de ajuste dos sinais ¢ importante promover a ajustagem do tempo, de
forma que o mesmo seja referente ao instante inicial em que a carga ¢ aplicada na barra. Neste caso,

o vetor dos tempos ¢ defasado de uma constante, {f, + k!, que é ajustada por tentativa.

>
[w]
=
ot
En [+
o F
N
>

1.2 1.4 1.8 1.8 2 2.z 2.4 -]
xin?t
Temna {21

Figura-4.5: Ajuste do sinal com o pulso incidente
Preto = sinal medido pelo extensémetro
Vermelho = sinal amstado

&0



Apos o ajuste, utilizando apenas pulso incidente, obtém-se o pulso incidente e sua primeira

reflexdo. O resultado, apresentado na figura 4.6, & superposto ao sinal medido.

0025 F f‘ﬁ%\ i
6.02 F f E
o015t \ _
6014 _
Deformagio 90987 \Ial';
10{mm/mm) ¢

-0.905 j
!
|
i

-5.01
-0.018

-2.02 p B
-2.025 F ; -4

-4

x 10

Tempo ()

Figura-4.6: Obtenciio do pulso refletido utilizando a expressio (4.1)
Preto = sinal medido, Vermelho = sinal calculado

Na figura 4.7 tem-se o sinal de excitagiic da bamra Z(0,#) obtido pela expressio (4.1)e a

tensfio na extremidade da barra obtida pela expresso (4.2). Neste caso a deformagio ¢ multiplicada

pelo modulo de elasticidade o,(R,0,1)=E& (R0,1) .

&
Tensfio ab f
16%MPa)

g 8.2 0.4 8.5 2.8 1 1.2 1.4

Temno (s}

Figura-4.7: Pulso de excitacdio ¢ a deformagio nabarraemz=0
Prato = milso anlicado. Vermelho = Tensdo resnltante

Compara-se a tens3o obtida no ponto de medigio dos sinais utilizando a expressio (3.71.d),

considerando a barra axissimétrica o, ={A+2G)¢, +A(g, +5,) e atensiio para a barra
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unidimensional ¢, = Eg, . A superposi¢do destas tensdes é mostrada na figura 4.8.

Tensdo
10%MPa) -

iy
n
"
o
ha
nr
w
o

Temna (s)

Figura-4.8: Tens3o na barra axissimétrica e barra
uniaxial

Preto = Tens&0 na batra unidimensional

Para a barra com a relagdo //d =100, nfo ha diferenca significativa entre as tensdes
normais, considerando a barra unidimensional e axissimétrica.
A tensdo normal média e a tensdo de cisathamento média na secdio onde i registrado o

pulso s@o mostradas na figura 4.9. Verifica-se que a tensio de cisathamento é muito pequena quando

comparada com 3 tens3o normal.

x10°

oF E
\ tensdo de cisathamenio |

Tensio
105MPa)

| |
2k i J
| |

41 zl/\ tensdoc nosmial 1
i
5} IR -
-5 . .
9.5 1 1.5 2 2.5 3
%10
Tempo (s)

Figura-4.9: Tensfio normal e de cisalhamento médias na secéio da barra



4.3~ Resposta do modelo de elementos finitos

Para determinar as deformacdes, com modelo de elementos finitos, utiliza-se a expressio:
gy =cos(Olg,. &, & Jonls, 0l ) (4.4)

lq‘);f,,,j contém as linhas da matriz de auto-vetores [CD}, que correspondem aos deslocamentos

longitudinais do elemento, referente ao ponto de registro do pulso na barra.

A barra ¢ discretizada com 4 elementos na diregfio radial e 181 elementos na direciio

longitudinal, como mostra a figura-4.10.

3,1750 mm

6,6298 mm

Figura-4.10: Discretizagdo da barra. 724 elementos,
546 circulos nodais e 1092 graus de liberdade

4.3.1- Modos de deslocamento e comprimento de onda

Na primeira avaliagdo da resposta do modelo de elementos finitos, considera-se ¢ modelo

axissimétrico, neste caso, os deslocamentos sio definidos pela expressiio abaixo,

63



(W(r,z.0)

iz{(?,z,@} B COSH@{N(?"Z)]{QE}’ para n=0, ou seja:

vir.)) . |
1@{(??2)}A[N{r,z)}{q } (4.5)

Os deslocamentos radial e axial dos circulos nodais, em fincdo da coordenada z. sdo

mostrados nas figuras 4.11 e 4.12 respectivamente.

u(z)

H . .
Q 0 44 o o] 100 120

Figura-4.11; Seis primeiros modos de deslocamento radial dos
circulos nodais em fun¢do da coordenada z

vz}

~150
0

28 49 80 ao 190 129

Figura-4.12: Seis primeiros modos de deslocamento axial dos
circulos nodais em fungfo da coordenada z
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Verifica-se que os deslocamentos, nas dire¢Bes radial e axial, sfo caracterizados por fungdes

. . 21 , .
harmdnicas de comprimento de onda A, =— onde / é o comprimento da barra. Confirma-se,
7

portanto, o resultado obtido na solugBo analitica, onde as auto-fungbes sfo representadas por

27 T
= p—
A I

7

sen{a,z)} e cos{a,z),onde, a, =

A solugdo numérica apresenta outros modos de deslocamento mostrados nas figuras 4.13,
que correspondem a combinagdes lineares de fungdes harmdnicas. Estes modos sdo obtidos quando

0 sistema apresenta auto-valores repetidos [Thomson(1973)].

1007

v(z)

20 30 50 80 100 123 29 44 &0 an 1340

z{em) z{em)

Figura-4.13: Modos de deslocamentos obtidos pela combinagio
linear de fun¢3des harmdnicas

4.3.2-Freqiiéncia ¢ velocidade de fase

Como no item anterior, considera-se apenas o comportamento axissimétrico da barra, ou
seja, deslocamentos fun¢do apenas de » e z. Na figura-4.14 sdo mostradas a curva de fregiiéncia
obtida com modelo de elementos finitos e a curva decorrente da solucic da equacdo de freqiiéncia
(ou equacdio de Pochhammer-Chree). S80 mostradas as primeiras 400 freqgiiéncias em ordem
crescente.

Para freqiiéncias entre 2 KHz e 60 KHz os valores obtidos por elementos finitos sdo

idénticos aos valores da equaglio de freqiiéncia. Entre 60 KHz e 300 KHz as freqiiéncias do modelo



de elementos finitos sdo maiores, e a partir 300 KHz, se tornam menores, Este comportamento da
curva de freqii®ncia resulta, em ondas longas com velocidade de propagagio acima das velocidades
previstas pela equacio de fregiiéncia, enquanto que, ondas curtas apresentam velocidades de

propagagdo menores, como mostra a figura-4.15.

360

Freqiiéncia
KHz

9 30 100 150 200 2506 300 355 400
Indice da freqiiéncia

Figura-4.14: Freqgiiéncias em ordem crescente
Vermetho = elementos finitos
Preto = equacgdo de Pochhammer-Chree

1
118 A
|
1 —< 5
\ i.\
et 8.8 N
Z . N
C, 0.3 N
ar S .
S
os \\\N.A
\»“‘-ﬁ‘
——
05 ‘
0.2 5.4 93 0.5 1
R
A

Figura-4.15: Razio de velocidade de propagacio da onda em
funcfo da razdo entre o raio da barra e comprimento da onda
Vermelhe = elementos finitos, preto = equacio de freqiiéncia
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4.3,3-Outros modos de deslocamento

Para avaliar os modos de deslocamentos dos circulos nodais, simétricos em relaciio aos
planos que contém o eixo da barra, deve-se considerar os deslocamentos como fingiode r. z e 6,

ou seja:

; )
[0 ool ) o 2. @9

A razo de velocidade de fase, em funco da razfo entre o maio da bamra e comprimento de

onda, ¢ mostrada na figura — 4.16, para n=0,1.2.

f=
4 A
solGE0 amaliics

GohF

005 01 015 02 G625 03 035 04 045

R
A

Figura-4.16: Velocidade de fase em fungfio do modo de deslocamento do
circulo nodal.
n = U deslocamento axissiméirico
n =12 deslocamento simétrico em relagio aos planos que
contém ¢ eixo da barra

Através da soluggo da equagdo de Pochhhammer-Chree, para um dado comprimento de onda

A, . pode-se obter varios valores de fregliéneia @, i=123.... Considerando o, em ordem
crescente, o primeiro valor,a,, , corresponde ao modo 1 (ou modo fundamental) de propagacio das

ondas. O segundo valor, «,,, corresponde ao modo 2, que apresenta uma velocidade de fase maior



que a velocidade do modo 1, e assim por diante. As solugSes para n =1,2 correspondem aos modos
2 e 3 de propagacdo de uma onda na barra.

Analisando os pulsos incidente e refletido, registrado no teste com a bara livre, nio
encontramos velocidade de propagagio maior que (,, significando que, o pulso produz apenas
deslocamentos compativeis com o modo 1 de propagacfio. Entdo, para o ajuste destes sinais, é

suficiente considerar 7= 0. Neste caso, os deslocamento sdo axissimétricos, fungdo apenas de re

z,

4.3.4- Ajuste dos pulsos da barra livre através de elementos finitos

Apds identificar o pulso de excitagdo da barra, utilizando apenas o pulso incidente, geram-se

os pulsos incidente e refletido. O resuliado ¢ mostrado na figura-4.17, onde sio colocados os pulsos

gerados pelo modelo de elementos finitos e os pulsos medidos em laboratério.

0.0t E
_ . ) i
Beformacio ab sty i

Y mmvmm)

i
/

-0.02 - R?MN | -

“
H

3 4

W
=2}

Tempo 107 =

Figura-4.17: Pulsos gerados pelo modelo de elementos finitos
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0O modelo de elementos finitos nfio reproduz, de forma satisfatoria, o pulso refletido. Este
modelo fornece auto-vetores com boa precisiio, entretanto, os auto-valores (ou freqiiéneias) ndo tem
a precisfio desejada.

A pouca precisdo, na geragio do pulso refletido, é devida a ao fato do modelo produzir ondas
curtas com freqiiéneias maiores que aguelas previstas pela equacdo de freqiiéncia (ou equacfo de
Pochhammer-Chree). Isto ¢ evidenciado na figura-4.18, onde o pulso refletido é gerado utilizando o5

auto-vetores do modelo de elementos finitos ¢ as freqiiéncias obtidas da equacdo de Pochhammer-

002+ “ 1 4

Deformagio
10 mrn/ o} ot =
y
H
|
{

~3.02

Tempo 107 s

Figura-4. 18: Sinais gerados utilizando auto-vetores do modelo de elementos
fimtos e freqiéncias da equagdo de Pochhammer-Chree

Chree,

A a

4.4- Freqiiéncia e comprimento de onda dos compenentes do pulso

A expressio para calculo da deformac8o, colocada a seguir, envolve dois somatdrios.

M

S(R,z,f)=zgf’mi5wdj-l

m=] L J=1

o

No primeiro somatério, M representa o nimero méximo de componentes de freqiiéneia

“
o

utilizados . Na tabela-II, ¢ mostrada a ordem de grandeza das fregiiéncias 5
27

e dos

R ——

£

&9



2 .
comprimentos de ondas correspondentes (%] . Acrescenta-se a raziio entre a velocidade de fase de
a

I
cada componente de freqiiéncia e a velocidade de fase para a barra unidimensional (g’i} =1 mﬁ;ﬂ) e
\Co ) Laly )

. . Ra)
a 1aza0 entre o raio da barra e o comprimento de onda (w;m} correspondente a cada valorde M .
n

s

Tabela-II: freqliéncia e comprimento de onda dos componentes do pulso

o i 2r @ Ra C,

M 2 a 2r Cy
i 2.0 2400 8.00265 1,0060
10 204 240 0.02645 0,5990
160 1856 2.4 26458 6.5083
200 276,8 1.2 0.52916 06773
400 4798 0.6 1,05833 0.5866
300 544 03 211667 0.5772

4.5- Comentarios
a) O modelo de elementos finitos produz auto-vetores com excelente precisio.

Entretanto, as freqliéncias nfio apresentam a precisio necessaria. Este modalo produz ondas
longas com freqiiéncias maiores que aquelas previstas pela equacdo de Pochhammer-Chree.

by Pode-se obter ajuste adequado dos sinais, utilizando os auto-vetores
produzidos pelo modelo de elementos finitos e as freqiiéncias obtidas da equacio de
Pochhammer-Chree.

c) 0O modelo da mecénica do continuo é adequado para o ajuste do sinal. Efetua-
se ¢ gjuste utilizando apenas o pulso incidente, isto resulta numa pequena diferenca no pulso
refletido, mostrado na figura 4.6. Adota-se este procedimento justamente para avaliar a
capacidade do modelo na reprodugdo do pulso refietido. Entretanto, pode-se obter uma boa

representacdo da barra livre utilizando o pulso incidente e um ou mais pulsos refletides para

7



o ajuste do modelo. Desta forma, pode-se incorporar ac modelo da barra livre a condigio real
de reflex@ic do pulso nas extremidades livres da barra.

c) Como pode ser observado na figura 4.8, para uma barra delgada como a
utilizada neste teste, as tensGes obtidas para a barra axissimétrica sfo idénticas as tensdes
calculadas considerando a barra uniaxial. Neste caso, as tensdes podem ser obtidas pela
simples multiplicagiio das deformagdes pelo mdédulo de elasticidade da barra.

d) Na figura 4.9, verifica-se que as tensdes de cisalhamento nfo sfo
significativas quando comparadas com as tensdes normais.

e) Para o ajuste dos sinais é importante determinar com precisio o instante de
inicio do pulso. Isto € feito, introduzindo uma constante no vetor dos tempos. Esta constante
¢ ajustada por tentativa até obter-se um ajuste adequado dos sinais. Este procedimento sera

desenvolvido com mais detathes no proximo capitulo.
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Capitulo 5

Curva de tensdo em funcioc da deformacio obtida no teste com as barras de

Hopkinson
5.1 Introducio
Neste capitulo efetua-se a corregiio da dispersio dos sinais obtidos no ensaio de um corpo de

prova de cobre utilizando o modelo de mecanica do continuo para barra livre, O dispositivo para o

ensaio de compressio é mostrado na figura 5.1.

sl Corpo de prova
Barra de incidéncia de cobre Barra de transmissio
Dimensdes em mm » i

Barras de ago maraging

E=190GPa

m 1
C, =4907,56 T etenstmetio

p=7880%8 « 630

3
2

Figura-5.1(a): Detalhes do dispositivo de teste

Figura-5.1(b): Fotografia do aparato de testes



Para ajuste das deformagdes utiliza-se a expressio que representa uma onda propagando-se
na diregfo de z crescente:

3

Mi  x
g, =d, +Z{_FMZSchJJ,
m=1 F=t

sendo F, e Sc,, dados pelas expressdes (3.70.¢) e {3.75.2) respectivamente.

(5.1)

Os deslocamentos s#o obtidos pela integragfio da deformagiio em relacdio ao tempo e cada

componente ¢ multiplicada pela velocidade de fase comrespondente, ou seja:

m

JM A\Q'
v=-Cod,(t, -;!.)-ZE@F,,,ZC% ’ dj} (5.2)
m=1 4=l :

cosla,t —a, z]

onde, Cc,, ¢ obtido da expressdo (3.75.a) substituindo-se sen[cxmz - amz} por .Parao

m
ajuste dos sinais € utilizado 15 ¥ <30 e 100 < M <800,
O sinal registrado no extensometro da barra de incidéncia ¢ mostrado na figura 5.2 ¢ na

figura 5.3 tem-se 0 sinal registrado na barra de transmissio.

9.08
0.04 f\ﬁj&ﬂm\ B
1
Defommacio I
10 {rrs/mrn) G021 ! suiso refietido-
pulso ingidente { em =i}
o P {W‘My{ Lﬁmm J
i ![ puisc refletide \
002k } i em z=i 1
L \p
-0.04 - Em i 0
-3.0 . .
BO 1 3 A 3 <]
x 19
Tempo (s

Figura-5.2: Sinal registrado em z = 630 mrm na barra de incidéncia
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Figura-5.3: Sinal registrado em z = 325 mm na barra de transmissio

O tempo de duragéo do pulso é estimado & partir do deslocamento do puiso incidente, obtido

por integracdo no tempo. O sinal com o ponto de inicio e fim do pulso é mostrado na figura 5.4,

k]

35518
2k 4
7.3 .
Deslocamento/C, .
fem.sfom}
1.5 -
1k ]
ssl .
oF “
0.5 .
a 0.5 1 1.5 2 2.3 3

® 1

Tempo (s

Figura-3.4: Estimativa para a duragfo do pulso incidente
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5.2 Ajuste do pulso incidente

A expressfio (5.1) ¢ ajustada com o pulso incidente considerando uma carga aplicada em

z =0, a partir do instante 7 =0, ¢ varios valores de N e M . Um dos ajustes efetuados é mostrado

na figura 5.5
e Mv
Deformacio ook
10 fmm/mm)
-3.02 ¢ b
0.03r b
304
Q.03+
1.2 2 2.2
x10”

Tempo (s)

Figura-5.5: Ajuste da expressio (5.1) pelo sinal incidente

A seguir € obtido o pulso de deformagio e o deslocamento na interface com o corpo de
prova, ou seja, para z =/ no intervalo de tempo 7, <r <7, +7T onde:
/¢ o comprimento da barra de incidéncia,

{

T, =
O CO

€ o tempo para a frente do pulso percorrer a barra;

T ¢ o tempo de duracdo do pulso

Na figura 5.6 tem-se o pulse de deformaciio na interface do corpo de prova com a barra de

incidéncia, e na figura 5.7 o deslocamento correspondente,



401

Deformacio RUU R / 4
10.{mm/mm} i
-0.02+F b
003 b
-0.04 F b

RNy -

-0.08 + : * :
2.4 2.8 2.8 3 3.2 3.4

x10™

Tempo(s)

Figura-3.6: Pulso de deformacio incidente na interface com o corpo de prova

1.8 ;

16 4

14k 4
Deslocamento 12k

{ram}
o8F i
08k 4
0.4 E

G2r |

2.4 2.8 2.3 3 32 3.4
x 14

Termpo (s)

Figura-3.7: Deslocamento incidente na interface com o corpo de prova
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5.3 Ajuste do pulso refletido

Neste caso, a expressdo (5.1) € ajustada com o pulso refletido com a seguinte mudanca de
variaveis:
' : !
Z=l-z e t'=t—— (5.3)
s}

Considera-se a carga aplicada em z' =0 a partir do instante ' =0 e varios valoresde N ¢

M . Um dos ajustes efetuados € mostrado na figura 5.8.

GO5¢F

001} \/\/\N\\ ‘
Deformacio oo3k
10 {mm/mm}

o2k

2.01

\§ i
EW
2

x 10

1& g} %3 1.8
Tempo (s)

Figura-5.8: Ajuste de (5.1) pelo pulso refletido

Com as expressdes (5.1) ¢ (5.2) ajustadas, obtém-se o pulso de deformagio e o deslocamento
na interface com o corpo de prova, ou seja, para z' =0 no intervalo de tempo 0<¢ <7 . Os sinais

obtidos sdo mostrados nas figuras 5.9 ¢ 5.10.
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ooar /\\ //\ :

Deformacio 0.03+ /g
10{mm/mm) /
002+ / j

G0t / J

-0.01 : : L
24 2.8 2.8 3 3.2 3.4

Tempo (s}

Figura-3.9: Deformagio refletida na interface com o corpo de prova

Deslocamento 04k
{mm)

2.4 28 28 3 3.2 3.4
Tempo (s}

Figura-5.10: Deslocamento do pulso refletido na interface com o corpo de prova
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5.4 Ajuste do pulso transmitido

Neste caso, a expressio {5.1) ¢ ajustada com o pulso transmitido, sem mudanca de variaveis.
Considera-se a uma carga aplicada em 7z =0 a partir do instante 7 =0 e vérios valores de N

e M . Um dos ajustes efetuados é mostrado na figura 5.11.

Deformagdo
(mm/mm)

0.6 0.8 1 1.2 1.4
% 10

Tempo(s)

Figura-5.11: Ajuste da expressdo (5.1) pelo sinal transmitido

Com as expressdes (5.1) e (5.2) ajustadas, obtém-se o pulso de deformacdo e o deslocamento
na interface do corpo de prova com a barra de transmiss3o, ou seja, para z =0 no intervalo de tempo

0=<¢<T .Os sinais obtidos s80 mostrados nas figuras 5.12 e 5.13.
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x 107

Deformagio 4L \ 4
Dimm/mm) }

Tempo (5)

Figura-3.12: Deformag3o transmitida na interface do corpo de prova

04 : . T r

0.35

Destocamento 0.2
{mm}

025+ J
22+ 4

015r 4

0.05¢ ]

x10

Tempo (3)

Figura-5.13: deslocamento na interface do corpo de prova
provocado pela deformaco transmitida
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5.5 A tensio no corpo de prova
A tensdo média no corpo de prova ¢ dada por:

o, +T
o= 2

- (5.4)

=

onde &, e ¢, 580 as tensdes nas faces 1 e 2

Estas tensdes sdo obtidas considerando as forgas exercidas pelas barras e divididas pela 4rea

do corpo de prova:

Pz :EbAb(gé ”}“gr) 2 {5-5}
E
entio, o, = ww?fiév(sz +g,). (5.6)
ACP
Py =L, Ayg, (5.7)
£, A
e o, ="2tg,. (5.8)
ACP
Tem-se, portanto:
E A
o="t"L{g +g, +¢,) (5.9
24, )

Se as tensdes forem uniformes ao longo do corpo de prova deve-se ter:
g, =0, e portanto de (5.6)e (5.8) ¢, +¢, =¢,. (5.19)
Neste caso tem-se:
A
o =E,~*(z). (.11

oF

Na figura 5.14 tem-se as tensfes nas faces 1 e 2 do corpo de prova.

81



®x10"
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,._..,..,v

Deformagio [
{mm/mm} At M

"6» \i ﬂu\/\ﬂf \/\ |

2.5 35 4 4.5

Tempo ()

Figura-3.14: Deformagdes nas faces do corpo de prova

A tensdio na face 1, resultante da soma das tensBes incidente e refletida, € extremamente
irregular. Entretanto, seu valor médio ¢ idéntico ao valor médio da deformacic na face 2 como

mostrado na figura 5.15 a seguir:

x 10
1 . .
gl !
Deformacio f
{mm/mm)} -1 1% '\ i i
2 | { | /{‘f

L
o
[

3.5 4 4.5
4

Tempo (s}

Figura-5.15: Valor médio das deformagdes nas faces do corpo de prova



5.6 A deformacio no corpo de prova

A deformagio média ao longo do corpe de prova é dada por:

ViV,

{

@

&= (5.12)

onde v, e v, so os deslocamentos das interfaces e /_, o comprimento inicial do corpo de prova.

O deslocamento na interface entre ¢ corpo de prova e a barra de incidéncia (face 1), v, €
obtido pela diferenga entre o deslocamento incidente v, e o deslocamento refletido v, :
v, =V, —V,. (5.13)
O deslocamento na interface entre o corpo de prova e a barra de transmissdc (face 2), v, , é igual
a0 deslocamento transmitido v, :

N— (5.14)

A deformagdo média do corpo de prova é entdo expressa como:

E:E;;i:i (5.15)

o
O deslocamento é obtido pela integracfo da deformacfo em relagdo ao tempo multiplicado

pela velocidade de fase, conforme expressio abaixo:

ve= —i{@ ]g mdz} : (5.16)

v, +V =7y, (5.17}

g=_—r (5.18)

Na figura 5.16, tém-se as deformacBes no corpo de prova considerando as expressdes (5.15)

e (5.18). As deformacdes s8o defasadas no tempo para facilidade de visualizac3o.
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0.2
.18 ¢
018+
G.14r

o2

Deformagio
{mm/mim} 01k ViV r-VhiLop -2V 1ilep
008}
006+
D04t

Q02+r

g .
2.4 28 2.8 3 3.2 3.4
x10

Tempo (8)

Figura-5.16: Deformacfo do corpo de prova

Considerando que os deslocamentos obtidos pelas relagbes (5.15) e (5.18) e a tensfio média
nas faces 1 ¢ 2 do corpo de prova sfio iguais, admite-se, em conformidade com o adotado por
Follansbee e Frantz (1983), a deformacio como fungio do deslocamento do pulso refletido e a
tensdo como fung¢do do pulso transmitide, obtidos pelas relacdes (5.18) e (5.11) respectivamente. A

taxa de deformacdo € dada por:

_——K—wz{cmsrm} - {5”19)
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5.7 Curva de tensio em funcio da deformaciio
5.7.1 —~Ajuste adequado dos sinais

Para avaliar o valor adequado de componentes d; com 1< <N e paraajuste dos sinais e

seus efeitos sobre a curva de tensdes em funcfo das deformacSes, considera-se inicialmente os

sinais ajustados para as cem primeiras componentes de freqiiéncia , ou seja, utiliza-se 0 somatorio de

F,, para 1<m <100 . Correspondendo a seguinte faixa de freqiiéneias 2KHz < f <186KH:z |, razdo

enfre raio e comprimento de onda 4_(1_6 S";% S% e razdo de velocidade de fase 1< wg?» <0908 . Com
4]

M =100 , obtém-se os pulsos e a curva de tensdo para N =15 ¢ N =30,

O ajuste do pulso refletido na barra de incidéncia ¢ mostrado na figura 5.17:

0.08 @
0.045 +
0.04
0.035 F
80.03
0.0Z28

Deformagiio
{mmfmm)

.02
2.015 »
.01
G.00Ss +

Tempo{s)

Figura-5.17: Ajuste do sinal refletido para nimercs diferentes de
componentes no sinal de excitacio.

Os deslocamentos na interface com o corpe de prova, obtidos pela integragfo dos sinais

refletidos s@io mostrados na figura 5.18, defasados no tempo para facilitar a visualizag3o.
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Deslocamenio
{mn}

Tempo (3)

Figura-5.18: Deslocamentos na extremidade da barra obtidos pela
integragdo dos pulsos refletidos

Embora o ajuste do pulso refletido para N =15 nfo seja tio bom quanto para N =30, os
deslocamentos resultantes na extremidade da barra sdo virtualmente iguais.
Na figura 5.19 tem-se o ajuste do pulso de deformagio transmitido, obtido para os dois niveis

de discretizag#o do sinal de excita¢o.

Deformagio
(mmy/mm)

1G] - [ (]
¥

Tempo (s)

Figura-5.19: Ajuste do pulso transmitido para nimeros diferentes de
componentes do sinal de excitagio
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Neste caso, tanto para NV =15 quanto para N =30 tem-se um bom ajuste do sinal refletido.

O efeito de ajustes na curva de tensfo pode ser verificado na figura 5.20 a seguir:

800 -

S04 -

490

300 F prefo N=15 -

tensédoc MPa

200 verm . N=30 -

100 -

Q £.02 0.04 C.08 .08 0.1 .12
deformacgdo reallog(E+1)

Figura-5.20: Curva de tensio em funcio da deformagio para numeros
diferentes de componentes do pulso de excitagio

Na regido de deformagdes elasticas as curvas s3o idénticas e na regiio de grandes
deformagdes plasticas a curva para N =30 apresenta uma ondulagdo maior que a curva para

N =15 Entretanto o valor médio € igual para as duas curvas, na regido de deformacgdes plasticas.
5.7.2- O instante de inicio do pulso

Neste procedimento € necessario conhecer com precisio o instante 7, =0 em que o
carregamento € aplicado na barra, ou seja, a origem do tempo. Sendo J/, o ponto onde o
extensbmetro esta fixado na barma e f o instante de tempo em que ocorre ¢ inicio do pulso
registrado pelo extensOmetro tem-se:

f, =1 ——éi—mi} {5.20)

G

Torna-se entdo necessério conhecer com precisdo o instante de inicio do pulso.
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A determinagdo incorreta do inicio do pulso interfere na determinagio da curva de tensio. Se
¢ considerado um ponto 7, <, aregido elastica apresenta uma inclinacdo menor em relacio ao eixo
das deformagGes, ou seja, o médulo de elasticidade € menor que ¢ médulo verdadeiro. Por outro
lado. para 7, >¢ a curva apresenta uma dispersio maior na regiio de pequenas deformagles
plasticas. Na figura 5.21 tém-se duas curvas com determinagfo incorreta do instante de inicio do

pulso e a curva obtida no ensaio quase estatico ou ensaio convencional de compressio.

8§00 -

Tensio 500+
{MPa}
4090 +
3005

200+

100+ k

-100 - s : . . .
-0.62 s 0.02 0.04 0.08 0.e8 0.1 912 0.14

Deformagio real (mm/mm)

Figura-3.21: Desvios das curvas devido a utilizacio do instante
de inicio do pulso incorreto
vermelho = ensaioc quase estatico

Para obter com precisio o instante inicial do pulso adota-se o seguinte procedimento:
a) Determina-se o instante de inicio do pulso 7, pela inspecdo visual dos sinais
obtidos para as barras de incidéncia e transmissio e a partir da relagfio (5.20) obtém-se a

origem dos tempos 7, . Altera-se o vetor dos tempos da seguinte forma: {,ﬁ } = {zg. - fg}
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b) Considerando o vetor dos tempos defasado de uma constante, ou seja,
{fé }m {E —fc}, por tentativa obtém-se um valor de & que resulia numa curva de tensdo bem
ajustada com a curva do ensaio quase estatico .
O resultado ¢ mostrado na figura 5.22, onde sfo colocadas algumas curvas mostrando a

convergéncla para a regifio inicial da curva estatica.

700

600 F  m— J

Tensfio
(MPa) 500

400 F

300} k-1e-68 <k < k+1e-8 .

200 f j i

‘0.02 0 0.02 004 006 008 0.1 0.12 014
Deformagio real {mm/mm)
Figura-5.22: Com a correcgdo do instante de inicio do pulso

A curva converge para a curva estatica {(preto)
parak=11e-6 s

Uma constante de 11-10°segundos foi necesséria para o ajuste dos tempos do sinal da
barra de transmissdo. Isto se deve a dificuldade de localizac@o do ponto de inicio do pulso num sinal

extremamente irregular. Para o sinal da barra de incidéncia a constante foi zero,

5.7.3- Curvas de tensio com componentes de freqiiéncias mais altas

Apds o ajuste do tempo de inicio do pulso sfo obtidas as curvas de tensio e deformagio
considerando componentes de freqiiéncias mais elevadas. Neste caso considera-se o somatdrio para

M =200,400 e 800. As curvas obtidas sdo idénticas a4 curva anterior para M =100. O resultado &
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mostrado na figura 5.23, junto com a curva do ensaio quase estatico e a curva ajustada por Rittel,

para permitir uma avaliagfo do ajuste efetuado. A faixa de freqiiéncias bem como razio entre raio e

comprimento de onda, para cada valor maximo de M, podem ser verificados na tabela-II , pagina

71.

Tensdo

(MPa) 400 -

300
200 b

100 p

Y

-G.02 ¢ g.02 0.04 G.os c.08 0.1 0.12 Q.14

~100

Deformagio real (mm/mm)

Figura-5.23: A inclusdo de componentes de freqiiéncia mais elevada
ndo alterou a curva ajustada anteriormente,
Curva preta sem dispersdo = ensaio quase estético
Curva preta com dispersio = ajuste efetuado por Rittel

5.8 Comentarios

a) Para se obter a deformagiio média do corpo de prova pela expressio (5.18) &
utilizado o pulso refletido integrado em relago ao tempo. Neste caso, é necessario que seja
obtido um bom ajuste da frente ou inicio do pulso. Esta regifio contém todas as informacdes
necessarias para a obtencgfo da curva de tensdo-deformagio. Quanto ao restante do pulso,

basta que o ajuste efetuado resulte num valor médio igual ao valor médio do sinal. As dreas
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sob as curvas da figura 5.17 sfo iguais, como pode ser comprovado pelos resultados
mostrados na figura 5.18.

b) Para obter a tensdo no corpo de prova com a expressido (5.11) necessita-se de
um bom ajuste do pulso transmitido. Como o objetivo ¢ avaliar a tendéncia do material soba
acdo de deformagdo elevada, nfio € necessario um ajuste muito refinado deste pulso. A

utilizacfio de um nimero maior de componentes d; para o pulso de excitagio, como feito no

inicio 1< j <N =30, promove um ajuste mais refinado do sinal e produz uma curva de
tensio com ondulagdes matores. Um refinamento maior do pulso apenas acentua as
oscilagbes sem, contudo, alterar a tendéncia da curva de tensfo, como mostrado na figura
5.20. E muito importante o ajuste correto da frente ou inicio do pulso. Esta regifio contém
todas as informagdes para a obtengio da curva tensdo-deformacio.

) A obtengdo da curva de tensdo em fungdo de deformagio depende muito de se
estabelecer com boa precisdo o instante de inicio do pulso, tanto na barra de incidéncia
quanto na barra de transmissfo. O procedimento utilizado permite o ajuste deste instante
através da avaliagdo da convergéncia com o trecho inicial da curva de tensdo do ensaio de
compressdo quase estatico ou convencional. |

d) Apos obter a curvas utilizando as equagGes (5.1) e (5.2) considerando as cem
primeiras freqiiéncias, ou seja 1 <m <M =100, e um pulso de excitagdo com 15 coeficientes
1< j< N =15, aumenta-se o nimero de componentes de freqtiéncias para 1<m< A =200,
1sm<M=400 e 1<m<M =800. Ndo é observada diferenga entres estas curvas e a
obtida inicialmente. Isto mostra que as freqiiéncias elevadas nfio contribuem de forma

significativa para a deformagfo ou deslocamento nas barras.
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Capitulo 6

Conclusdes, comentirios e sugestoes

S&o apresentadas a seguir as principais conclusdes deste trabalho, bem como sugestdes para
seu futuro desenvolvimento.
Dos resultados obtidos neste trabalho conclui-se que:

a) Pode-se utilizar fungdes harménicas para obter a solucdo da equagdo
diferencial da barra livre axissimétrica. Neste caso a barra finita se comporta como uma
regifio limitada de uma barra infinita percorrida por pulsos de tracdo e compressdo
propagando em sentidos contrérios. A superposicdo destes pulsos nas extremidades da barra
resulta em deslocamentos radiais nulos nestas secOes, sendo necessdrio impor apenas a
condigdo de tensGes normais nulas nas extremidades. A solu¢do independe da relacfio entre o
diimetro e 0 comprimento da barra,

b) A utilizagio de fungdes harménicas, para representar os deslocamentos da
barra livre, ¢ confirmada pela solugéio através de elementos finitos.

c) Para barra longas, como as barmas utilizadas para obter os sinais analisados
neste trabalho onde a relagdo entre comprimento (/) e didmetro (d) é daordem de f;— =100,

as tensdes de cisalhamento ndo sdo significativas e as tensdes normais podem ser

consideradas uniformes ao longo da segfio da barra.
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d) A utilizag3o da solug@o da barra livre para o tratamento dos sinais se resume
na obtencéo do carregamente aplicado na barra. Para barra longa o carregamento pode ser
considerado uniforme ao longo da se¢do da barra, sendo apenas uma fungio do tempo.

e) A utilizagdo da solugio da barra livre independe da razdo entre comprimento e
didmetro da barra. Entretanto, para barras curtas a hipétese de tensdes uniformes na segéo
inicial da bamra deve ser revista. Neste caso, a equagdo (3.55) deverd ser recalculada
considerando um pulso genérico Z(r,f).

D A primeira etapa para obter a curva de tensdio em fungo da deformagéo, no
teste com as barras de Hopkinson, é determinar a deformaciio no corpo de prova utilizando o
pulso refletido na barra de incidéncia. Considera-se que este pulso é gerado por uma carga
aplicada na extremidade da barra em contato com o corpo de prova. A deformagio no corpo
de prova ¢ fungfo do deslocamento da extremidade da barra, como mostra a equacio (5.18).
Pelo método dos minimos quadrados determina-se a carga aplicada e, a seguir, obtém-se o
deslocamento da extremidade da barra em fungio do tempo. Neste caso deve-se determinar
com precisio o instante inicial em que a carga é aplicada, o que ¢ equivalente ao instante em
que inicia o deslocamento da extremidade da barra. Entdo, como descrito no capitulo 5,
ajusta-se o vetor dos tempos até obter um grafico dos deslocamentos em fungdo do tempo
com deslocamento inicial igual a zero.

g) Para obter a tensdo no corpo de prova utiliza-se o pulso transmitido.
Considera-se que este é gerado por uma carga aplicada na extremidade da barra de
transmisso em contato com o corpo de prova. A carga aplicada € determinada pelo método
dos minimos quadrados. A seguir obtém-se deformacgio em fun¢io do tempo na extremidade

da barra e a tensfo no corpo de prova ¢ determinada pela equagio (5.11). Para determinar
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com precisdo o instante em que a carga ¢ aplicada na barra avalia-se a convergéncia da curva
de tensdo em fungfo da deformagfio em relacio 4 curva do teste convencional, como descrito

no capitulo 5.

Para futuro desenvolvimento sugere-se:

a) Utilizar o modelo de mecanica do continuo para ajuste dos sinais obtidos em
. . { , .
experimentos com barras curtas, ou seja, barras com = <<100, onde / € o comprimento da

barrae d o seu didgmetro. Neste caso, deve-se obter a expressdes para tensdes e deformagdes,
considerando as equagBes apresentadas no capitulo 3, para o pulso de excitacdo varidvel no
tempo e ao longo do raio da barra , ou seja, Z=2Z(r,1) na equagdo (3.55). Mantendo 0
comprimento das barras e a relagdo entre didmetro e comprimento do corpo de prova, como
indicado por Davies e Hunter, efetuar teste para barras e corpo de prova com didmetros
maiores.

b} Pode-se desprezar a inércia do corpo de prova quando as dimensdes deste
atendem a recomendacdo de Davies e Hunter. Neste caso as barras sio tratadas
separadamente, e passam a ser consideradas barras livres, tendo numa extremidade a carga
de excitagdo ou a reagdo do corpo de prova. Desta forma, utilizam-se fun¢les harménicas
para obter a solugdo da equagdo diferencial da barra axissimétrica. Entretanto, é necessaria a
avaliagdo de uma solugio adequada para o caso em que a inéreia do corpo de prova nio
possa ser desprezada e as barras ndo possam ser consideradas isoladamente, pois, as fungdes
harménicas nfo representam a solucio de uma barra axissimétrica com condi¢des de
contorno diferentes das condigbes livie ou engastada. Neste caso deve-se avaliar a

possibilidade de utilizagdo dos auto-vetores obtidos através da solugdo pelo método de
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elementos finitos, em conjunto com as freqiiéncias obtidas da equagfio de Pochhammer-
Chree.

c) Avaliar a aplicagio do procedimento proposto neste trabalho, para
determinag8o da curva de tensdo de materiais considerados insensiveis & taxa de deformagéo,

como as ligas de aluminio 6061-T6 e 7075-T6.
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Anexo |

Programas para determinacio da curva de tensiio em func¢iio da deformacio

Aplicaciio do modelo de mecinica do continuo

A-1.1 PROGRAMA HFAAL.M

% PROGRAMA QIJE DETERMINA
% a) FREQUENCIAS representada pela varidvel AL(m)

% a partir dos auto-valores da barra livre A(m)=m.pi/L
% utilizando o polindmio de Felice como aproximagio da
% equacdo de frequénica de Pochhammer-Chree

% b) COEFICIENTES F1(m) para obtengdo da deformacgio e V1(m) deslocamentos
%****************************************#*****************************
% MATERIAL

"VALORES ASSUMIDOS PARA AS CONSTANTES DO ACO MARAGING'

% modulo de elasticidade (Kgficm?2)

E=1.9368e6;

% razdo de Poisson

mi=0.29;

% peso especifico (Kgficm3)

mp=7.88%e-3;

% massa especifica (mp/g g=981cm/s2)

mo=mp/981;
%**********************#******************************************
%constante de Lameé

I=E*mi/((1+mi)*(1-2*mi));

G=E/(2*(1+mi)});Co=(E/mo)"0.5;

% VELOCIDADE DE PROPAGAGAQ DA ONDA NUM MEIOQ UNIDIMENSIONAL(cm/s)
Co=(E/mo)"0.5

% VELOCIDADES DE PROPAGACAO DE ONDA EM MEIO ELASTICO TRIDEMENSIONAL
INFINITO

% para onda de dilatac&o (cm/s)

C1={(1+2*G)mo)"0.5;

C12=mo/(I+2*Q);

% para onda de distorgo (cm/s)

C2=(G/mo)"0.5;

C22=mo/G;
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96#**********************#******************#*********************
Y%grau de liberdade para o polindmio (utilizar no minimo ml=4)

ml=6;

na=input(‘nimero de auto-valores(M) na =");
96***#****************************************************************
%  DIMENSOES DAs BARRAs

% raio da barra (cm)

R=0.635;

% comprimento da barra 1 em cm;

L1=120;

% comprimento dabarra2 emcm ;

L2=60;

96******************************#*************************************

%  CALCULOBARRA I
96***********************************************************************
I=L1;
%DETERMINACAO DOS AUTO-VALORES ALFA(n) E A(n)
%outilizando o polinémio de Felice
A=[zeros(1,na)];
AL={zeros(1,na)];
=0;
while n<na
n=n+1;
A(n)y=n*pv/L;
a=R*A(n)/(2*pi);
AL(n)=A(n)*Co*(0.5764+0.4236/(22*a"4+12.8%a"3-2.77*2"2+0.92*a* .5+1));
;Ef;*********************************************************************
% calculando OS COEFICIENTES F1 eV1
Vi=[zeros(1,na)};
Fl=[zeros(1,na)];
1=0;
while i<na
i=i+1;
h(D)=(AL(1)"2*C12-AGY2):
k(AL 2*C22-A0)2);
%ocalculando a constante C
B1=0;
B2=0;
12=0;
while 12<=m]1
jo=2%i2;
B2=B2+(-1Y"2*h(iy"2*R"jo*(k(i)-A@{) 2-h(D)/(i2+1 W2 jo*(prod(1:i2)42);
B1=B1+(-1)M2*k(i)2*RNjo*(-2+1/(i2+1))(2"jo*(prod(1 A2)2);
2=i2+1;
end
%ocalculando os vetores C1 (Cn)e C2 ( C'n)
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i2=0;
while 12<=ml
F=i2+1;
J1=2*12+1;
j2=2*12;
CIGE(-DM2*AG)*(B 1 *h(i)j+B2*k(i)M2)/ (241 *prod(1 22 y*prod(1(i2+1)));
C2()=(-DM2*(-B1* AG)Y 2*h(iYN2+B2*k(i)M2)/(272 *(prod(1:12))"2);
12=12+1;
end
%calculando o coeficiente F1 ¢ V1
Al=0;
Al1=0;
3=0;
while j<=m1
1=t
j2=0;
AZ2=0;
A22=0;
while j2<=m]
313=12+1;
JA=2%(+H2)+H4;
J5=2%(G+2)+2;
j6=2%j+1; _
A2=A2+C1(G1)Y*C1(G3)*RN4/44+C2G1*C2(3)*RA545,
A22=A22+C2(31 Y*C2(G3Y*R"i5/3;
3j2=42+1;
end
Al=Al1+A2;
All1=A11+A22;
Fith
end
V1(r=All/(Al*mo*L*AL()"3);
F1(iF-AD*V13);
end
save hbarl FI VIAALRL CoEmil Gmo -
%***********************************************************************
%  DIMENSOES DA BARRA 2
% raio da barra (cm)
=0.635;
%comprimento da barra (cm)
L=L2; p
%*********************** e e ok ke o e 1R ok e o e e sl ke sl s e e ok o sk e e sk e e sl e ofe e ofe ofe e s sk ke ke e oR ke s ke ke ke ke ok
%  CALCULOBARRA2
%********************1:*****#********************************************
%DETERMINACAO DOS AUTO-VALORES ALFA(n) E A(n)
Y%utilizando o polindmio de Felice
% AQUI O na E O m DA SOMATORIA FORMULA
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A=[zeros(1,na)];
AlL=[zeros(1,na)};
n={0;
while n<na
n=n+1;
A(nyn*pv/L;
a=R*A(n)/(2*pi);
AL(nkA(n)*Co*(O.S764—2»0.4236/(22*21"4%—12.8*a"3-2.77*a"2-i~0.92*a’\1-5+1));
7
;f********#********************************************************
% calculando OS COEFICIENTES Fl e V1
V1=[zeros(1,na)l;
Fl=[zeros(1,na)];
1=0;
while i<na
=i+l
h(i)=(AL(D"2*C12-A3)"2);
k@=(AL{@)"2*C22-A0)"2);
%calculando a constante C
B1=0;
B2=0;
12=0;
while i2<=ml
jo=2%12;
B2=B2+(-1)M2*h(1)"12*R"jo*(k(i)-AGY2-h(i)/(i2+1))/(2*jo*(prod(1 12)M2);
BI=B1H-1)M2*k(iY 2*RNjo*(-2+1/(12+1 )/(2"jo*(prod(142)Y*2);
12=12+1;
end
%calculando os vetores C1 (Cn)e C2 ( C'n)
12=0;
while i2<=m1
J=i2+1;
J1=2%12+1;
J2=2%i2;
CIGF(-1)MN2Z*AG)*(B1*h(iyj+B2*k(iy 2)/(271 *prod(1 12)*prod(1:(i2+1)));
C2(G(-DM2*(-BI* A 2*h(@ ) i2+B2*k()N2)A2 "2*¥(prod(1:42))*2);
12=12+1;
end
%calculando o coeficiente F
Al=0;
Al1=0;
=0;
while j<=m1
i1=3t
j2=0;
A2=0;
A22=0;
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while j2<=m]1
313=12+1;
JA=2*(G+H2)+4;
J15=2*(G+H2)+2;
j6=2%+1;
A2=A2+C1GD*C1(G3)*RN4/44+C23G 1*C2(G3)*RN5/5:
A22=A22+C2(1*C2(33)*RN543;
12=j2+1;
end
Al=Al1+A2;
All=A11+A22;
=it
end
Vi(iE=Al1/(Al*mo*L*AL()"3);
F1()y=-AQ)*V1();

end

save hbar2 F1 VI AALRL CoEmil Gmo
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A-1.2 PROGRAMA HCURTEN.M

%  OBTENCAO DA CURVA TENSAO DEFORMACAQ

% UTILIZANDO APENAS OS SINAIS

%  REFLETIDO PARA OBTER DEFORMACAQ

% E

%  TRANSMITIDO PARA OBTER TENSAQ

% O AJUSTE DE SINAL E FEITO CONSIDERANDO

% APENAS ONDAS SE PROPAGANDO PARA DIREITA

% QUANDO A ONDA SE PROPAGA PARA A ESQUERDA

% AS VARIAVEIS SAO ALTERADAS PARA z=L-z E t=t-To
%**********************************************#*****************
% DADOS OBTIDOS PELO PROGRAMA HFAAL M

% hbarl e hbar2
%****************************************************************
% comprimento do corpo de prova

LCP=1.273;

% raio do corpo de prova

RCP=0.379;

T=input(tempo de duraggio do pulso T =");

n=input(‘nimero de auto-valores(M) M menor ou igual ana M= Y
%******************************************************************
% SUBDIVISAO DO SINAL DE ENTRADA(CARGAS NA EXTREMIDADE DA BARRA)
N=input('numero de subdivisGes do tempo do pulso N =";

d=T/N;

pid=input(’ ajuste do ponto de inicio do pulso DA BARRA 1 pid =";

pip=input(’ ajuste do ponto de inicio do pulso DA BARRA 2 pip=");
%****************************************************#*************
%SINAL MEDIDO

% x - E O INSTANTE DE TEMPO EM QUE A DEFORMACAO FOI MEDIDA
% y - E ADEFORMACAO MEDIDA

% O SINAL MEDIDO DEVERA SER DIVIDIDO EM:

% PULSO REFLETIDO

% xx2 representado o tempo e yy2 representado a deformacio

% PULSO transmitido - na segunda barra

% xx é o tempo e yy a deformacéo

% O ARQUIVO DE DADOQOS DEVERA SER DENOMINADO BRBOA

load brboa

%** % ok e gt s ol e ode ol sk sl e ek R e s e e i sk ok ke R R ek e ok 5 ok 3 3k e o ook ok ok ok ol e e o e e vk o s ok ok sk ke e e
% BARRA 1

load hbari

% redefinindo a dimensio do vetor dos coeficientes

f1=[F1(1,1m)};

v1=[V1(1,1:n)];
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96****************************************************************

%tempo para o sinal percorrer a barra

To=L/Co;
96****************************************************************
% ajuste da deformacdo refletida (Er)

% registrada pelo strain-gage 1

% determinando o vetor dr pelos minimos quadrados
%PONTO DA BARRA ONDE FOI MEDIDO O SINAL
z=63;

xr=xx2-To-pid*1e-6;

yr=yy2;

[t1,12]=size(x1);

FSr=[zeros(t1 N)};

i=0;

while i<tl

i=i+];

t=xr(i);

3=0;

while j<N

=i+l

Sr=[zeros(n,1)};

m=0;

while m<n

m=m+1;
Sr(m)=(1/(2*dt))*(cos(AL(m)*(t-j*dt)}-A(m)*z)-cos{ AL{m)*(t-G-1*dt)-A(m)*z)};
end

FSr(1,j)=f1*Sr;

end

end

P=[ones(t1,D]

FSr=[P FSr];

dr=(FSr.*FSr)\(FSr."*vr);

% obtendo as deformacdes

Er=FSr*dr;
96*****************************************************************
% deslocamento refletido na interface 1

z=0;

Ti=0;

THT;

TT=35e-7;

txr=[Ti:TT:T1];

[t1 12]=size(txr);

FSvr=[zeros(t1,N)];

Pvr=[zeros(t1,1)];

i=0;

while i<t

f=i+1;
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t=txr(i);

=0;

while j<N

=it

Svr=[zeros(n,1)};

m=0;

while m<n

m=m+1;

S1=(1/2*dt)y*(sin(AL(m)*(t-j *dt)-A(m)* z)-sin(AL{m)*(t-(-1 Y*dt)}-A(m)*z));
So=(1/(2*dt)y* (sin(AL{m)*(Ti-j *dt)-A(m)*z)-sin(AL(m)*(Ti-(j-1 Y¥dt)-A(m)*z));
Svi(m)=S1-So;

end

FSvr(i,jy=v1*Svr;

Pvr(iy=-Co*(t-Ti);,

end

end

% obtendo o deslocamento refletido na interface 1

FSvr=[Pvr FSvr};

Vrl1=FSvr*dr;

%deformag&o no corpo de prova

Ecp=(-2*Vr1/LCPY10;
%****************************************************************
% BARRA 2

load hbar2

% redefinindo a dimensdo do vetor dos coeficientes

f1=[F1(1,1m)};

vi=[V1(1,1m)];
%********************************************#*******************
Y%tempo para o sinal percorrer a barra

To=L/Co;
%************************#**********************#****************
% ajuste do sinal TRANSMITIDO

% determinando o vetor d2 pelos minimos quadrados

%PONTO DA BARRA ONDE FOI MEDIDO O SINAL

z=32.5;

Xt=xx-pip*1le-6;

y&=yy;

[t1.12]=size(xt);

FSt=[zeros(tI ,N)]:

1=0);

while i<t

i=it+1;

=Xt(1);

J=0;

while j<N

=i+

St=[zeros(n,1)];
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m=0;

while m<n

m=m+1;
St(m)=(1/(2*dt))*(cos(AL(m)*(t-j *dt)-A{m)*z)-cos(AL(my*(t-(j-1)*dt)}-A(m)*z));
end

FSt(i,j)=f1*St;

end

end

P=[ones(t1,1)};

FSt+=[P FSt];

d2=(FSt."*FSt\(FSt."*yt);

% obtendo as deformacdes

Et=FSt*d2;

%***** e e e 3 sk ke e sbe ke ok ol o o oo ok dbe ok ol oo e ok ol ok dke ol ok ek ok sk ke ksl s skl e ok sk ek ch h Rk R Rk e e R kR
% deformacgio interface 2

z={};

Ti=0;

T=T;

TT=5e-7;

xt=[TL:TT:TH]"; -

[t1,12]=s1ze(txt);

FSt=[zeros(t1,N)];

1=0;

while i<t}

i=i+1;

t=txH(i);

i=0;

while J<N

=il

St=[zeros(n,1)];

m=0;

while m<n

m=m+1;
St(m)=(1/(2*dt)y*(cos(AL(m)*(t5*dt)-A(m)*z)-cos{ AL(m)*(t-(G-1)*dt)}-A(m)*z));
end

FSt(i,j)y=f1*St;

end

end

% obtendo a deformac@o na interface 2
P=[ones(t1.1)];

FSt=[P FSt];

Et2=FSt*d2,

% tensdo no corpo de prova
Scpl=«((E*(R/RCP)"2)*Et2)/(9.81%10);
%************************** sk o ofe s sk ok o ok o oo ok ok sl ofe oo ok ok o ok ok ke R ke ok ok sk ke sk sk ke ok R ke R sk ok
Evi=log(Ecp+1);

Ev=Ev1(1:100);
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Scp=Scpl1(1:100);

figure(1)

plot(Ev,Scp, k)

title('curva tensad-deformacdo ")
xlabel(deformacéo verdadeira Ev=log(1+Ecp))
ylabel('tensdo Scp MPa ")
figure(2)

plot(xt,yt, K xt,ELF)

title("sinal transmitido")
figure(3)

plot(xr,yr, k' xr,Er,'1)

. ; s
title(“sinal refletido”)
%*****************************************************************
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Anexo H

Programas de elementos finitos.

Para ajuste dos sinais da barra livre

A-2.1 PROGRAMA MALHATRLM

% programa para gerar matha triangular

% para a barra axissimétrica

% e estabelecer um fator de corregdo da matriz de rigidez

% através da solugio do problema estatico
%*************************************************************
% DADOS DE ENTRADA

% DEFININDO A MALHA DE ELEMENTOS

nr=input(’ nimero DIVISOES na diregio radial = );

nz=input(' nimero de elementos na dire¢do axial =");

% O NUMERO DE ELEMENTOS EM CADA DIRECAOE 2nre 2nz
%**************#****************************#***************##
% DIMENSOES DA BARRA

Rb=input(' raiodabarra Rb=");

Lb=input(' comprimento da barraLb=");
%*****************#*********************#***#*****************
% AJUSTE DA RIGIDEZ DO MODELO

% Para que a rigidez dos elementos junto ao eixo da barra

% niio seja elevada de mais em relagdo a rigidez dos outros

% elementos adota-se um raio minimo de 0.001 cm.

% Para avaliar o efeito do raio minimo arbitrado, é resolvido

% o problema estatico e comparado os deslocamentos com um valor

% analitico. O resultado € apresentado na forma de erro %

Rmin=input(' raio minimo para corrigir rigidez Rmin=");
%***********************#*************************************
% PROPRIEDADES DO MATERIAL

% ACO MARAGING - AISI Grau 18Ni(300)

% moédulo de elasticidade (Kgffom?2)

Em=1.863%¢6;

% raz8o de Poisson

mi=0.3014;

% Peso especifico (Kgfiem3)

mp=8e-3;

% aceleragdo da gravidade ( g=981cm/s2)

% massa especifica em (Kgf*s2/cm4)
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mo=mp/981;
% constantes de Lamé
% Lam = lambda
Lam=Em*mi/((1+mi)*(1-2*mi));
G=Em/(2*(1+mi));
%******#**************************** s ok sk o e sk o o o ok ok ok ok ok ook ok ke
% numero de elementos
NE=2*nr*nz;
% numero de nds
NN=(nr+1)*(nz+1);
% matriz dos elementos e seus pontos nodais
No={[zeros(NE,3)];
%#**************************#**************** ek ke de sk ok
%NOTA:Para o componente da matriz No(i,j)
% 1€ onumero do elemento i=1.2,3,...2%nr*nz=NE
% joindice do nd do elemento base j = 1,23
%*****************************************************
1=0;
while I<nz
I=1+1;
%gerando os nds de cada elemento

k=0;

while k<nr

k=k+1;

k1=2%k-1;

%elemento impar

ne=2*(1-1)*nr+k1;
% no 1 do elemento impar

No(ne,1 )=(I-1Y*nr+l+(k-1);
% no 1 do elemento par

No(ne+1,1)=No(ne,1);
% no 2 do elemento impar

No(ne,3 =No(ne,1 ytnr+1;
% nd 3 do elemento impar

No(ne,2 F*No(ne,3)+1;
% nd 2 do elemento par

No(ne+1,2)=No(ne,1)+1;
% nd 3 do elemento par

No(ne+1,3)=No(ne,2);

end
end
%**********************************************#******
% coordenadas dos pontos nodais
DR=Rb/nr;
DL=Lb/nz;
% gerando 0s nos e suas coordenadas

R=[zeros(NN,1)}];
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Z=[zeros(NN,1)];
%***********#************#****************************
1=0;
while l<nz+1
I=1+1;
%gerando 0s n6 1 de cada elemento
k=0;
while k<nr+1
k=k+1;
% indice do né
i=(1-1y*nr+i+(k-1);
% coordenadas do nd
R(i)=(k-1)*DR;
Z(A=(1-1)*DL;
end
end
%
%alterando o raio dos elementos junto ac eixo da barra
i=0;
while i<nz
=i+l
J=2*(1-1)Y*nr+l;
j1=No(.1};
33=No(j.3);
R(31 =Rumin;
R(G3)=Rmin;
end
%**********************#******************$******************
Yp*E*x¥*x*inicio da solugho do problema estatico****¥¥Fxxkkikk
%***********para ajuste da matriz de rigidez****ik************
%************************#**************************
%gerando a matriz rigidez global
K=[zeros(2*NN,2*NN)];
=0;
while i<NE
=it+1;
% gerando a matriz de rigidez do elemento
KE=[zeros(6,6)];
% definindo as coordenadas dos nés do elemento
r1=R(No(i,1));
r2=R(No(i,2));
r3=R(No(i,3));
z1=Z(No(1,1));
2=Z(No(i,2));
z3=Z(No(1.3));
% definindo as fun¢des de forma x(i)
D=r1*(z2-23 H12*(z3-z] H13%(z1-22);
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bl1=(r2*z3-13*22)/D;

b12=(z2-z3)/D;

b13=(r3-r2)/D;

b21=(13%*z1-r1*23)/D;

b22=(z3-z1)/D;

b23=(r1-r3)/D;

b31=(r1*22-12*z1)/D;

b32=(z1-22)/D;

b33=(12-r1)/D;

Y%funcéo de forma no ponto médio

rm=(r1+r2-+r3)/3;

zm=(z1+22+2z3)/3;

x(1)=bl1+b12¥*rm+bl13*zm;

x(2)=b21+b22*rm+b23*zm;

x(3)=b31+b32*m+b33*zm;

%Derivadas da fun¢do de forma

xx(1)=b12;

xr(2)=b22;

xr(3)=b32;

xz(1ybl3;

xz(2y=b23;

xz(3b33;

B=[b11b12 b13;b21 b22 b23;b31 b32 b33];

a=(z3-z1)/(r2-r1);

d=z1-a*rl;

if 2==r3

Fl=a*(r2-r1y+(d-z1)*log(r2/rl);
F2=0.25%a"2*(12"2-r1"2)+a*d*(x2-11 }+0.5%(d"2-21°2)*log(r2/r1 );
F3=g"2*(12"3-11"3)/6+0.5%a*d*(12"2-r1 " 2)1+0.5%(d"2-z1 "2)*(12-r1);
F4=a"3%(12/3r13)/9+0.5%a"2¥d* (12211 "2 +a*d 2% (12-r1 }H(d"3-21 A3)*log(r2/r1 V/3;
else

Fl=-(a*(12-r1 y+{d-z3*log(r2/r1));

F2=-(0.25*a"2*(2/2-11"2 y+a*d*(12-r1)+0.5%(d*2-23"2)*log(r2/r1 »;
F3=-(a"2*(12"311"3)/6+0.5%a*d* (12" 2-r1 "2 )+0.5*¥(d"2-23/2)*(r2-r1));
Fa=-(a"3¥(12"3-r1"3)/9+0.5*a"2¥d*(12"2-r1 "2 p+a*d 2 *(r2-r1 }+(d"3-23°3)*log(r2/r1 ¥3);
end

% gerando os elementos da matriz de rigidez do elemento

11=0;

while 11<3

11=1141:

jI=il-1;

while j1<3

jl=j1+1;

c1=B(1,1)*B(1,1);

c2=B(I1,1)*B(1,2)+B(i1,2)*B(1,1);
¢3=B(i1,1*B(1,3+B(1,3)*B(1,1);

c4=B(11,2)*B(1.2);
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¢5=B(il 2)*B(j1,3)*+B(i1,3)*B(j1,2);

c6=B(i1,3)*B(j1,3);

XI=c1*F1+c2*D/2+c3*F2+c4 *m*D/2+c5*F34+c6¥F4;
KE(@1jD=(em*D/2)y*(Lam+2*GY*xz(i1 ) xz( +G*xr(i1 ) *xr(§1));
KEQG1,i1)=KE(i1,j1);

K1=G*xz(i1)*xz(j1);
KE(@i1+3,j1+3)=(m*D/2)*(Lam+2*G)*xr(il )*xr(j 1 K 1)+(D/6 *Lam*(xr(j 1 y+xr(il )+ (Lam+2*G)
*X1;

KEG1+3,11+3=KE@11+3,31+3);

end

end

i1=0;

while 11<3

11=i1+1;

i1=0;

while j1<3

jl=1+1;

KEGAL j143)-(m*D2)Y*(Lam*xz(il y*xr( 1 H+G*xr(i1 Y*xz(31 ) H(D/6 )*Lam*xz(il );
KEG1+3,11) =KE(@{1,j1+3);

end

end

% transferindo as matrizes dos elementos para as matrizes globais
I(1)=2*No(i,1)-1;

I(2=2*No(i,2)-1;

1(3)=2*No(,3)-1;

I{(4y=2*No(i,1),

I(5)=2*No(1,2);

1(6)=2*No(i,3);

11=0;

while i11<6

11=11+1;

11=1(i1);

12=0;

while i2<6

12=12+1;

12=1(i2);

K{11,12)=K{1 2H+KE(il,i2);

end

end

end
%***************************************************** ok
% vetor de carga aplicado na extremidade inicial da barra

% CARGA UNIFORME = ]

Q=[zeros(Z*NN.1)];

1=0;

while <nr

=i+1;
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=2%;

r1=R(No(j,1)):

12=R(No(j.2));

z1=Z(No(j,1));

22=Z(No(j.2));

LL=((12r1Y2-H(z22-21 "2)"0.5;

ql=(LL/6)*(2*rl+12);

Q2=(LL/6)*(r1+2*r2);

11=2*No(j,1)-1;

12=2*No(j,2)-1;

QU1 )y=Q1)y+ql;

QM)=Q(2)+q2;

end
96*********************************************************
% INTRODUZINDO VINCULO NA EXTREMIDAE INAL DA BARRA
1=-1;

while i<nr

i=i+1;

J=2¥NN-(2*i+1);

QG)=0;

J1=0;

while j1<2*NN

ji=ji+l;

ifjl1==j;

K(g1jFL

else

K(14)=0;

K(j1)=0;

end

end

end
96*****************************#*****************************
% solugéo do problema estatico

v=K\(};

% verificagiio do deslocamento para avaliar rigidez

dex=Lb/Em;

'erro percentual %'

erro=(1-v(1)/dex)*100
96*******************************************#****************
%********ﬁm da SOIHG&O dO prObIema estético*****************
96**********pa£aavaﬁagécldarﬁﬁdez******************
9%#*******************#************************#*******#******
% salvando os dados para o programa barratri

save mtri No R ZRb Lb nr nz NE NN Lam G Em mi mo

%*#*********#****************************************
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A-2.2 PROGRAMA BARRATRIM

% programa para gerar as matrizes de rigidez e massa e vetor de carga
% para a barra axissimétrica

%  com elementos toroidal triangular

%  obter os auto valores auto vetores

%  Separar os modos na diregéo axial

% para permitir avaliar o comprimento de onda
%*****#****#****#**********************************
% dados de entrada

"o modo de deformagéo do circulo nodal é definido’

' pelo periodo da fung8o cos(n.TETA) que pode ser 0123 ...
n=input{’ modo de deformagfo do circulo nodaln=");
%***********#*****$********************************
% carregando os dados do programa MALHATRIM

% No=relagdo dos elementos e seus nos

% R e Z =coordenadas dos nos

% NE = niimero de elementos

% NN = ntimero de nos

% nr = niimero de divisGes na direg#o radial

% nz = nimero de divisdes na dire¢fo axial

% Rb = raio da barra

% Lb = comprimento da barra

% Lam e G parimetros de Lamé

% Em = mddulo de elasticidade

% mi = razdo de Poisson

% mo = massa especifica

load mtri
%***************************************************
%gerando as matrizes de massa e rigidez Globais
K=[zeros(2*NN,2*NN)];

M=[zeros(2*NN,2*NN)}:

=0;

while i<NE

=i+1;

% gerando as matrizes do elemento

KE=[zeros(6,6)];

ME={[zeros(6.6)];

% definindo as coordenadas dos noés do elemento
r1=R(No(1,1));

r2=R(No(1,2));

r3=R(No(i,3));

z1=Z(No(i,1));

22=Z(No(1,2));

z3=Z(No(1,3));

% definindo as fuingdes de forma x(1)

117



D=r1*(z2-23}+12*(z3-z1 )+13%(z1-22);
bl1=(2*2313*22Y/D;
b12=(z2-z3)/D;
b13=(3-12)/D;
b2 1=(r3*z1-r1*z3)/D;
b22=(z3-z1)/D;
b23=(r1-r3)/D;
b3 1=(r1*2212*21/D;
b32=(z1-22)/D;
b33=(r2-r1)/D;
%funcdo de forma no ponto médio
=(r1+r2+13)/3;
zm=(z1+z2+z3)/3;
x(1)=bl1+b12*rm+b13*zm;
x(2)=b21+b22*m+b23*zm;
x(3)=b31+b32*rm+b33*zm;
%Derivadas da funcio de forma
xr(1=bl2;
xr(2y=b22;
xr(3)=b32;
xz(1=bl3;
xz(2=b23;
xz(3y=b33;
B=[b11b12 b13;b21 b22 b23;b31 b32 b33];
a=(z3-z1)/(r2-r1);
d=z1-a*rl;
if r2==r3
Fl=a*(2-r1y+(d-z1)*log(r2/r1);
F2=0.25%a"2*(r2"2-r1 "2 y+a*d* (r2-11}+0.5%(d"2-21"2)*log(r2/r1);
F3=a"2*(12"3-r1"3)/6+0.5%a*d*(12"2-r1 "2 )+0.5*(d*2-z1 "2)*(12-r1);
F4=a"3*(12"3-r1"3/9+0.5%a"2*d*(12°2-r1 "2 +a*d"2*(r2-r1 }+(d"3-z1°3*log(r2/r1 V/3;
else
Fl=-(a*(12-r1}+(d-23)*log(r2/r1)):
F2=-(0.25%a"2*(:2"2-r1 "2} +a*d*(12-r1 }+0.5%(d"2-23"2) *log(r2/r1));
F3=-(a"2*(2"3-11"3)/6+0.5%a*d*(12"2-r1"2)+0.5%(d"2-23°2)*(12-11));
F4=-(a"3*(12"3-11"3)/9+0.5%a"2*d*(12"2-r1 "2 H+a*d 2 * (1211 }+(d3-233)*log(t2/rl ¥3);
end
% gerando os elementos da matriz de rigidez do elemento
11=0;
while 11<3
il=il+l;
ji=il-1;
while j1<3
jl=11+1;
c1=B(il,1)*B(1,1);
¢2=B(1,1*B(1,2)*B(i1,2)*B(1,1);
¢3=B(il,1)*B(j1,3+B(i1,3*B(j1,1);
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c4=B(1,2y*B(1.,2);
c5=B(i1,2)*B(j1.3)+B({1,3)*B(j1.2);
c6=B(i1,3)*B(1.3);
XI=¢c1*F1+c2*D/2+c3*F2+c4*m*D/2+c5*F3+c6*F4,;
KE(i1,j1)=(m*D/2Y*((Lam+2*G)*xz(11 *xz(G1)+GH*xe(i1 ) xr(G1 )+ GFn 2*X;
KE({1,11)=KE(@{1,1);

K1=G*xz(i1)y*xz(l);
KEGI1+3,j1+3)=(m*D/2 ¥ ((Lam+2*G)*xe(i1 y*xr(§ 1 HK 1 ) HD/6)*Lam* (xr(j 1 ) rxr(i1) F(Lam+G*(2
+n"2))* XL,

KE@G1+3,i1+3)=KE(i1+3,j1+3);

end

end

11=0;

while 11<3

11=i1+1;

i1=0;

while j1<3

jl=ji+a;

KE(i1,j1+3)=rm*D/2Y*(Lam*x2(i1 Y*xr(j 1 FHG*xr(i1 Y*x2(j1 ) HD/6)* Lam*xz(il);
KE(G1+3,i1 =KE(@{1,j1+3);

end

end

ME(1,1=(mo*D/120)*(6*r1+2*12+2*r3),
ME(4.47=ME(1.1);
ME(1,2(mo*D/120)*(2*r1+2%2+13);

MEQ2,1 =ME(1,2)

ME(4,5)=ME(1,2);

ME(5.4=ME(1.2);
ME(1,3(mo*D/120)*(2*rl+r2+2%c3);
MEQ(3,1=ME(1,3);

ME(4,6=-ME(1,3);

ME(6,4=ME(1,3);
ME(2,2)=(mo*D/120)*(2*r1+6%12+2*r3);
ME(5,5ME(2.2);
ME(2.3=(mo*D/120)*(r1+2*12+2%3);
ME(3,2=ME(2,3);

ME(5,6 =ME(2.3);

ME(6,5=ME(2,3);
MEQG.3(mo*D/120)*(2*r1+2*12+6%r3);

ME(6,6 =ME(3,3);

% transferindo as matrizes dos elementos para as matrizes globais
I(1)=2*No(1,1)-1;

I(2)=2*No(i,2)-1;

1(3)=2*No(1,3)-1;

I(4)=2*No(1,1);

I(5)=2*No(1,2);

I(6)=2*No(i,3);
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i1=0;

‘while i1<6

11=i1+1;

I1=I({1);

i2=0;

while i2<6

i2=i2+1;

2=1(i2);
K(1LR2)=K(11.2)KE(1,i2);
M1, 2 =M(11,I2Y+ME(i1,12);
-end

end

end

'matrizes concluidas’
96********************************************

% determinando auto-valores e auto-vetores
[V.d]=eig(MK);
=diag(V."*M*V);
Y%normalizacio pela massa
d=diag(d.~-0.5));
V=V*d;
%obtendo as freqiiéncias
K=V."*K*V;
W=diag(K);
W=W."0.5;
‘obtidos autovalores e autovetores'
96*********#********#****************#*********

% vetor de carga aplicado na extremidade inicial da barra
Yo

Q=[zeros(2¥NN,1)];

i=0;

while i<nar

=i+l

J=2*i;

r1=R(No(,1));

12=R(No(},2));

z1=Z(No(j,1));

22=Z(No(j,2));
LL=((12-r1Y"2+Hz2-z1 Y*2)"0.5;
g1=(LL/6)*(2*r1+r2);
Q2=(LL/6Y*(r1+2*12);
11=2*No(,1)-1;
12=2*No(},2)-1;
QU=Q(I1)+ql;
QI2)=Q(12)+q2;

end

Q=V.*Q;



R e e EL L

save bti VW Q

' frequencias e autovetores gravados em btrt’

%***** ot e e o e ol ol ol Slesfeole kol o e ke e sk o e o ok ke o ol sl ke ok o ol e sl o e ke sk ok ok sl ok ke ok
%separando os deslocamentos longitudinais e radiais da superficie
Vv=[zeros(nz+1,2*NN)];

Vu=[zeros(nz+1,2*NN)];
=0:

while j<2*NN

J=itl;

1=0;

while i<nz+1

=i+l

11=2%*(nr+1 7*(G-1)+2*nr+1;

V(= VaL);

Vu(ij=vV(il+lj);

end

end

%** she e st sfe ke ste e sk e sl ke ok dke e sk s e ol ol ok o ok ol ok Sk s ok sk st o sk ok ok e kel ol ol ok ke ok ke e ke s sl e ok 3k
% ordenando as frequencias em Hz

[WH,I=sort(W/(2*pi));

Co=(Em/moY"0.5;

[n1,n2]=size(WH);

WH2=WH(2:nl);

[n3,nd]=s1ze(WH2);

Ca=[zeros(n3,1)];

Ra=[zeros(n3.1)];

1=0;

while i<n3

=i

Ca(i=WH2(i)*2*Lb/(i*Co);

Ra(i=Rb*/(2*Lb);

end

zz=[1:n3];

s=[0Lb/mz:Lb};

figure(1)

plot(s, Vv(: X(2)),k,s,Vv(:I(3)),'7s,Vv(,,1(4)),b"s,Vv(.I(5)),'e,s, Vv (5,1(6)).'y")
title('cinco primeiros modos longitudinais’)

figure(2)

plot(s, Vu(.1(2)).k s, Vu( .I(3)),r,s.Vu(. . I{4)),'b.s, Vu(L I(5)),'e",s, Vu( . (6)),v)
title('cinco primeiros modos radiais”)

Y%carregando a frequencia exata

load frqal

figure(3)

plot(zz, WH2/1000,7',1:400,A1f2/10,%")

title('freqiiéncias em KHz")

% carregando a solucéo exata para comparacio
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load slfrq
figure(4)
plot(Ra,Ca,'r Rex,Cex, k"

title('solucdo da equagdo de fregiiéncia’)
%*******************************#************************

save ptri Ra Ca Rex Cex WH2 I Alfa Vv Vu
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A-2.3 PROGRAMA AJUSTRI.M

% PROGRAMA PARA AJUSTE DOS SINAIS DA BARRA LIVRE

% UTILIZANDO O MODELO DE ELEMENTOS FINITOS

% O AJUSTE E FEITO PELA IDENTIFICACAO DO PULSO

% DE EXCITACAO DA BARRA
%*******************#***********************************************
% DADOS DE ENTRADA

en=input(' mimero do elemento onde o pulso foi medidoen=");

NF=input( nimero méax. de frequencia para o ajuste NF =");

kt=input(' fator de ajuste (tentativa)do vetor dos tempos kt = ");

J=input(’ definir nimero de componentes para pulso de input J =";

T=input(' definir tempo de duragdo do pulso T =");
%******************************** seckofesesesikesoh bk kb kR kR R kR kR kR k¥
% CARREGANDO O SINAIS OBTIDOS EM LABORATORIO

load sinals!

% pulso incidente ¢ refletido

% xx2-vetor dos tempos e y02-vetor das deformagGes

%  pulso indicente

% xx1-vetor dos tempos e y01-vetor das deformagdes
%*************************************=!=******************************
% CARREGANDO AUTOVETORES FREQUENCIAS E VETOR DE REPARTICAO DE
CARGA

% carregando dados do program BARRATRIM

% V autovetores W frequencias Q reparti¢io de carga

load btri
%**#*#****#*********************************#************************
% CARREGANDO DADOS SOBRE O MODELO DE ELEMENTOS FINITOS

% carregando os dados do programa MALHATRIM

% No=rtelacio dos elementos e seus nds

% R e Z =coordenadas dos nos

% NE = namero de elementos

% NN = ntimero de nos

% nr = nimero de divisdes na direc¢io radial

% nz = namero de divistes na diregdo axial

% Rb = raio da barra

% Lb = comprimento da barra

% Lam e G pardmetros de Lamé

% Em = modulo de elasticidade

% mi = razdo de Poisson

% mo = massa especifica

load mtr
%****#********************************************#******************

% COORDENADAS DOS NOS DO ELEMENTO
r1=R(Nofen,1));
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12=R(No(en,2));

13=R(No(en,3));

z1=Z(No(en.1));

z2=Z{(No(en.2));

z3=7Z(No(en,3));
%***#****************************#****#********************#*********
% DERIVADAS EM RELACAO A z DAS FUNCOES DE FORMA
D=r1*(z2-z3)+12*(z3-z1 jrr3*(z1-z2);

b13=(13-12)/Dy;

b23=(r1-r3)/D;

b33=(r2-r1V/D;

xz=[b13 b23 b33];
%******************************#**********************#**************
% SELECIONANDO AS LINHAS DA MATRIZ DE AUTOVETORES CORRESPONDENTES
% AQ ELEMENTO

% indices dos deslocamentos longitudinais

11=2*No{en,1)-1;

i2=2%No(en,2)-1;

13=2*No(en,3)-1; .

VI=[V(@EL1.):V(EZ,):V(3E3,)];

%************** L R SR R L2 2 S AR R TR R R T T T RE B P
% ORDENANDO AS FREQUENCIAS

[w.I]=sort(W);

% REMOVENDO O MODO DE CORPO RIGIDO

% E DEFININDO O NUMERO MAXIMO DE COMPONENTES DE FREQUENCIA
[n1,n2}=size(w);

1fNF<nl

w=w(2NF+1);

E=I(2NF+1);

else

NF=nli;

w=w(2NF+1);

=I2:NF+1);

end

% ORDENANDO AS COLUNAS DA MATRIZ DOS AUTOVETORES DO ELEMENTO
% E ORDENANDO O VETOR DE REPARTICAO DE CARGA

% E DEFININDO O NUMERQ MAXIMO DE COMPONENTES

=0

while 1<NF

=i+1;

3=0;

while j<3

=it

Ve(1,i=V1G.1(1);

Qe(i=Q(D);

end

end
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% OBTENDO O VETOR DOS COEFICIENTES Fm (1 por NF)
Fm=xz*Ve;
%************************************#***********************#*******
% IDENTIFICACAO DO INPUT UTILIZANDO O PULSO INCIDENTE
% definindo o intervalo de tempo para ajuste

% e introduzindo o ajuste dos tempos

®xI=xx1-+kt;

[tl 2]=size(xx1);

% incremento de tempo de discretizagdo do input

d=T/1;

FS=[zeros(t1.]}];

i=0;

while i<t

i=it1;

t=xx1(1);

3=0;

while j<J

=L

S=[zeros(NF,1)];

m=(;

while m<NF

m=m+1;

a=w(m);
S(m)=(Qe(m)*J(T*a"3))*(sin(a*(t-j*dn)-sin(@*(+-(-1)*d1)));
end

FS(,j)=Fm*S;

end

end

d=(FS.*FS(FS.*y01);

Ez=FS*d;
%*******************************************************#*******
% REPRODUZINDO OS SINAIS INCIDENTE E REFLETIDO
X 2=xx2+kt;

[t] R2]=size(xx2);

FS=[zeros(t1,])};

i=0;

while i<tl

1=itl;

t=xx2(1);

=0;

while j<J

=t

S=[zeros(NF, L)

m==0;

while m<NF

m=m+1;

a=w(m),
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S(m)=(Qe(m)*I(T*a"3))*(sin(a*(t-j*dt))-sin(a*(t-G-1)*de));
end

FS(i,j)=Fm*S;

end

end

Ez1=FS*d;
96**************************************************************
figure(1)

plot(xx1,y01,'k xx1,Ez2'r"

figure(2)

plot(xx2,y02,'k'xx2 Fz1,r")

96**************************************************************
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