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E apresentada a formulag¥o do Método daz Covariangas  para

slotonas com wn v fwero qualquer de graus de liberdsde ,  -p'icades
em  diversos  cages de  identificaco de parlfmetros o/ou flas

caraclterfeticas da forga de oexcitacdo .

i

Una visdo superficial dos ndtodoz numdricos & dada o a3
apresentados exemplos de aplicag¢gio da tdéonica de estimac3o  om
sistemas com um grau de liberdade excitados por um rufdo branco ou

colorido .

Finalmente , discute-se os problemas advindos das solucSes

adotadas , bem como da prdpria formulacZo do Método das

Covariancas , e se sugere alguns procedimentogs alternativos para

oviti-los .
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A superficial énalysis of the numerical methods is made and
several examples of the application of the estination technique in
systens with one degree of freedom excited by white or colored
noise are presented .,

Finally , it is discussed the problems that arise due to the

adopted seolution=z , as well as through the formulation of the

Covariance Method and some alternative procedures are proposed .
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faten Jde cowconr o brabalho proprissente dito Lol oo
Interessonte fazer alguas cowcnbérios
L. dJobow se coua ashag®n fdo oloncitas metricials ,  woboriaia o
cocaluces oz o intes cribdeive onctotoos o0 fodicsdas o

Vet oraeg  Corm latrsae

letras matdsculas ¢ sublinhadas (A e =)

mindsculas = rmbklinhadas ( uen ) ; e o-conrlenas cealare s

malilseou! e o windeenlos sea coblinhiado OB e A )

2. Quando o assunto épresentado ge aplica a sistemsz de forma

goneralizada , estes s%o referenciados por "sistemas dinSnicos”

a terminelogia "sistenas mecBnicos” & usada para a  aplicagfy oo

resultados |

3. Por veies algumas grendezas , operzdores ou funges

diferentes s¥o designadas pelas mesmas varidveis em capftulos
_ AT Co

diferentes . ( Como "T” , em e~ , significando transposto ; e "T”

significando intervalo de discretizag¥o . ) SupSe-se que o préprio

texto indique o significado correto .

4. Chamou-ge de rigidez e amortecimento , no capftulo V ,

grandezas que tem unidade de £ e 8 ' respectivamente . Assume—se

que a massa do sistema seja unitdria e que os valores destas

L]

varidvelg correspondam , numericamente , 4 resais rigidez e

amortecimentos .
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1.1 Idembifteseio Jdo Sictenos Toefntlean |

1 : o~

Lo e celtudar o coopoctesonbto diafhiieo Jda ova o sishons oo
¢ gempre inportunte obber um modelo que conciga descerover |, e
forsa suscingha @ oroctaa , suas coroctorfebicos meis relaveantos
dep;ndondé , cioviameinte | do tipo de aplicagfo qgue no tow s
mente . Aszim , entende-se gque um nmodelo seja uma representagio
Aoe nrrncbtns ogeenclalis de um gistona existonte 0 s oa =zer
constiruldo ) as grols sio aprescntados de maneira siuples de cerem
analisadog ¢ Chen [ 01 1 )

Tykhoff € 06 1 divide o2 nodelog com Lrds  grupes |, sendo
eles : fenomenoldgicos , fisicos e matematicos , dependendo (a) de
guais s¥o os aspectos considerados essenciais para a aplicagBo
deszejada , (k) das tLécnicas de modelamento que podem ser usadas e
{(c) da guantidade e qualidade das informa¢des disponfvels scbre o
sistema .

A um mesmo sistema f{sico pode-se assoclar diversas formas
de modelos - como , por exemplo , equa¢Bes diferencliais ou a
diferengas , descrig8@o por varlaveis de estado , fung¢io de
transferéncia , modelos paramdtricos -~ dependendo do tipe de
andlise que se pretende fazer .

Uma vez definida a estrutura do modelo matemidtico , baseado

em conhecimentos prévios resultantes de testes e/ou comparagio com



aiotrwna oty arag . r'{:'_“p arg o com O 1'_’:-1"(5}‘1 o In ooyt 0, iy g
oradocm @ 203 valores dos parloelros Jdo scdslo dae noxdn anr onla

deascreva , da wmelhor maneira pessfvel , o comparb-ooato Hntoico

wo sistesa estudado

Para o casgo de giwstunss cocfnicos o moedolo b o hiwo
prrticularnente intereszants & aquelo e o doeworoya no 1o
Mfcisaialas v oa difevongs=s o N Jutorntaagyo s cntoaa o e Tl

rezide , de um lodo , no fato de que o modelo dave conter brahos
palos  guoanlos necessdrios  wpera degcorever  precizusoente o ooy
cowpolrtbaaenbto dianlmico , @ o oubro , gque ela soja o
possfvel para a#%o dificultar demais o modelo . Em HNatke [ 17 ]
encontra-ze , de forma suscinta alguns métodos Dara a
determinagio da ordem correta do ncdelo .

Os procesgos dé estimagdo de pariZmelbros ccombinam purtes
tedricas e praticas com o objetivo de obter um wmodelo todrico-
experimental para o sistema real . Assim , o problema de
fdentificagfo conuiste na determinago de um modelo , bascado nos
gsinais de entrada e safda , que seja equivalente ao sistema f{slico
testadoe , segundo algum critérico pré-estabelecido ( Natke
L 17 1 > .

Existem , atualmente , indmeros métodos de identificag?o
conhecidos , cada um mais adequado a determinado tipo de andlise ,
podendo trabalhar no domfnic do tempo ou da freqiéncia ,
aplicdvetis a sistemas linearcus o nlia linearee . Certamente , as
técnicas de estimag¥o de par@metros mais conhecidas e utilizadas
hoje em dia s%o : minimos quadrados ( e mfnimos quadrados
gencralizados ) ) varidveis instrumentais ¢ mixima

verossimilhanca . Estes métodog j& foram amplamente estudados



focilacule na literstara O owver  ,  op

podtondo s coe coonannd

cesaple , Cocduia/Payve [ O7 3 e loorwnan [ 03 1 ) .

1.2, Gojotivon do Trabiatho .

huwicste atbualmente  um  grvpo de soogulcadores D oabro do
3 P-eY

A

FLoborshdrio 'e Prajebo Hoeaico o Dopartamonto  de Fagabicia

il

Feeinten da NHICALR volhnadsy Lo cotado o oioh canma ideSualieoas
grande porte , cnguadrades denliro de um convénio CESP/URICLLE
com o objetivo dde o cnvolwver vma mohodologta de mmeihe o, s
praditiva roste Lipo de givtomze

S%o indmeras as linhas de pesquisas que s3%c abrangldas por
=sla grande 4drcea , entre as gquaisg se encontra a  identificnglo dJde
pardmnelbros de sistemas mecdnicos .

A figura 1.1 wmoslra a divis¥Beo cléssica dos tipos de
problenas la tdentificagdo . Com algumas modificagBes , osta bLese
se enquadra nos problemas de entrada e de identificag¢@o |, com a
ressalva de que aqui n3o se dispBe das medidas da excitaglo -
situag®o que ocorre comumente na prética .

Assim , © que se o que se propde neste trabalho & estudar
algung aspectos da simulagZo , em computador digital , de sistemas
gimples , determinando as caracterf{sticaz do modelo matematico
( equagfo de estado ) atravése do Hétodo das Covartiangas ,
conhecendo-se gomente sua estrutura e a safda .

Estimulado pelo projeto supracitado , pensou-se em estudar ,
como um trabalho tnictal , a posgibllidade de se determinar as

caracterfsticas da forga de excitag¥o estocdstica que age sobre

turbinas ( figura 1.2 ) .
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Figuora 1.1 - Clas=sificagho do problama de tdentificacho

{ reproduzido de Natke [ 17 13

Assim ,em uma gegunda fase do trabalho , sugere-ce a
ezt imagi3o , além dog parimetroe do sistema , o2 wvalores dae
caracterfsticas da perturbag¢3o externa , adotando para isso , um
modelo =simpleg de geragio de um rufde colortde a partir de um
processo supostamente branco

NZc ae pretende aprofundar no estudo do método de
tdenttficag8o em &t , desejando-se apenas apresentar os resultedes
das simulacgBSes feitas e analigar as vantagene , desvantagene e
conseqgliénclias da aplicag3c de todos os algoritmos utilizados para

o problema em quest¥o
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atuvam em ums bturbina ( reproduzido de Schwirzer { 29 1 )

1.3, Contelddo e Divislo do Trabalho

No capftule 11 =80

apresentados

alguns

definigles bdsicos na andlise de sistemas dinamicos

descri¢do por wvaridveig de

estade

para

sistemas

conceltos

E mostrad

cont fnuose

discretos no tempo . Em seguida , estuda-se a estabilidade de

que

e
a a
e

um



Atatonn condrico - podendo gon 5700 1inoar o Vit onbhe no L

nnilizonda o Hdbodo Direlto ( oun oty Thodo ) Jde Lijapunov

Finaluente |, aplica-se cote  cribdieto poro slehtomasg . lnesrca e
1

invor-lantbeos om0 0 chibeuds e a cemaooHo mobi1etal s
' i ¥

Liapynov , que & a bacoe Jdo ldbaty dng Hov ariongas (02 ) - cu e
Tdentiffcagio por MN&disa Quednst inng — i verd abilizoia durant
altho

Ltodo o ta .

Ha verdude , a equagio de Ljapuaov  , na  forma que &

rormalmante cpreccitoda pol oy Loeorla cldsstea de sndl oo chin
mistonns |, alnda n%o & convioniontae pora s cplicagfo proonla

Aggim , o capftulo 11l se inicla com uma formulacZo diferente para
3 gua obtengZoe |, chegando-se finalmente A& equagio  degelada
Logo , obtém-se tambdém o processo para determinag®o do cstissdor
das covariangas . ém seguida , dols <casos de estimacio de
parimetros s¥o apresentados ¢ o primeiro trata de um sistoma
mecénico , com N graus de ltherdade , excitado unm por rufdo branco
e acoplado a filtros lineares de 1° ordem i @ o segundo ¢ composto
do mesmo stistema & perturbac%o externa sé que acoplado a filtrosa
de 2% ordem . Na zeqi@ncta |, aplica-se o MC para determinagZo das
caracterfsticas da entrada , gerada a partir do rufdo branco
citado anteriormente , atravéds de uma equagBo diferencial de
primeira ordem . Os filtros de primeira e segunda ordens s%o
novamente usados . Todas as formulac%o s%o feitas para gistemas
com um nimero qualquer de graus de liberdade , com miltiplas
entradas e quantidade de filtros posteriores também qualquer .
Para cada caso citado & apresentado um exemplo de aplicac3o em um
stgtema simples de um grau de liberdade .

A seguir , passa-se para os métodos numéricos , expoetos no



capfibnlo IV 0 Yehou sse conventonte nlo apraocoathar oa fooanlog™o
mabomatlog o olgoritunosr uhil!ados na samlag@o & ideabif 1o ne™o
Fal

dos  sistemnns  esbtudados . Assim ,  exple-se ,  Je  waa  frcoaa

suscinta , epenas suas iddias principaias , a Pin  de poosibilibae

ag digcursfies que serfo feitas mals  wdiante | Halores doiad
cobre qualquer dos wdtodos nondricos  podia bor encontrodos  nes
yvafor nais indicodes |

Q capfiulo V apresenta os ro ultados da  identificag@o  Jdos
parfimetros dos sistencs mocfntang o doa carachoristicas da  forga
de exciteg™n mara onda um dos oxeonplos o aplicacMe Jeooritas oo
capftulo T11. S%o feitas algumas andlisges zobre a repebtibilidade
que deve ter o gerador de sinais aleatdrios de modo «que as
estimativas convirjsm para os valores corrctos | Hvohre a
frequéncia méxima da excitag%o e fntervslo de discretizacio das
respostas

Finalwente , no capiftulo VI , s%o discutidas as diPicuidades
encontradas devido & wuttlizag¥o do integrador numérico ; &
anal tsado o comportamento do einal de excitaglo depois de sce
Interpolar alguns pontes por "splines” cubicas . Apresenta-se um
sginal aleatdrio com caracterfsticae mutto maiz prdéximag de um
rufdo branco do que aguele adotado e propSe-se a utilizaclo de
equagBes a diferengas aoc invds de equagBes diferenciate . Para
verificar a validade das novas propostas , alguns resultadoe da
fdentificagdo da rigidez e do amortecimento de um sistema de um
grau de liberdade s%c mostrades . Em seguida , discute-gse =z
formulag3o do MC quanto a dificuldade na escolha dos filtros e &

polarizag8@o dos estimadores no caso de rufdos nas medidas . E

citada uma variacdo deste método de identificacZo de par8metros
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NINEITTONS

2.1. IntrodugHo

Ho cotudo cnalftico de sistemns dinftuolicos a  cacolha o am

modelo matemdlico adeguado estd estreitamente ligada a0 tipo de

andlize ocue g2e deseja faver , ¢ Lo bdm a quais Fs) 3
caracterlisticas do siagtema que g0 necessdrias sercem roprooenbolss
pelo modelo ou queais podem ser desconstideradas ( Eykiof f

L O&6 1)

Pretende-se , neste capitulo , fornecer as bases pora a
formulag®o do método de estimagio de parinetros apresentado no
capitulo I11]

Inicialmente se estuda a descrig®o de sistemas dindmicos
através de varidveis de estado , enfocando ¢of casos discretos e
cont.fnuos no tempo . Em seguida , utiliza-se o Hétodo Direto de
Ljapunov para a anélise de estabilidade de sistemas , podendo
estes serem n3c lineares e/ou com parémetros vartdavels
Finalmente , estuda-se o caso particular de sistemas lineares e
invariantes no tempo , chegando-se a4 equagZo matricial de Ljapunov
que & a parte central do Método das Covariangas ( ou MHétodo de

ldenttficag%o por Médias Quadrsticas ) , uttlizade em todo o

trabalho

2.2. Descrigio de Sistemas Din&micos por Varidveis de Estado,

Estado e Varisvelis de esgstado : o estado de um sistema

10



Hatulen 4 Jefinido pelo genor conjunto de  voartdveis |, ol Lndng

virisvals de estado , tal que 2u conhecimonbho cm b= ot . Junto
O
cam o conhecimento  da entrada nara Loz t , detoraing
2

ronblotanante o conportamento  do  eisbona oo s lapsar ftiveet et
1

tZt .(nf:j:fitf—'.'i[ig])

Q
Vetor de cutade ¢ pe n varidveta 290 foccssdriase i
degaerover o colsorbancnta de ouwm dodo sisbena yo Cut o edng L

ser consideradas como sendo componentes de um vobor  n odimcnsional

ity , chomado vetor de cstoda . ¢ Ooata L0191 )
E  importante  obucrv.r au@ w3 varldvels  de o o osbode n

representam , necessariamente , grandezas ffsicae e dque o conjunto

de varliveie escolhido n¥o & dnico ( Chen [ 01 1 > .

2.2.1. Sistema=z Contfnuoes no Tempo .

A figura 2.1 mostra , esquematicamente , as cntirades . =
eafdas e os estados internos de um sistema dinfmico .
u (L)
. yitt)
—— —_——

- ESTADO :

u () y, (2

L

— INTERNO —
u (&) X% y ()

r m
————— e ——— e B
Figura 2.1 - Definig¢3o de estado de um sistema dinimico

( reproduzido de Miiller [ 15 1 )

Tem-se , para o sietema da figura 2.1 ' os vetores de
entrada ( u(t) ) , de salida ( y{t) ) e de estado ( =x{t) ) .
compostoa pelos elementos u () ;s i =.1 P O yk(t) . kK =

L 2

11



1, ... , amn xjﬂt) r J =1 0, on, roopechivansnte , ocu o coja

u (L) y L) X (L)
1 1 1
(L) = . VAS S I . y (L) = .
u L2 v (L) % (L)
i 11} ! 3 A1
Considurando qua o cistoma estudade 4 linoar ; puode ue
prapor wnm aetalo matondbiice Jdeuorito por vea agquagio Jdo it do
ALY = ACL) () + B(L) uy)y 5L ) o= % (2.1.a)

2 ouma cugur oo de safda ( ou Jdoowmodigiio )

¥ty = C(L) x(t) + D(t) uit) , (Z2.1.

onde ALY & vma nmatriz n x n chrmda matriz do zistema
B(t) & a matriz de distribui¢io , n x r ;
C{L) 6 a wmatriz de safda ( ou de medida ) , m x n ;
DtY 6 a matriz de transig¢Zo direta , m x r
0 conjunto das equagles (2.1} é chamado de equago dinSmica
do sistema
Na maioria das aplicag@es , a matriz D(L) & degconsiderada
pois a sua inclusdo dificulta , consideravelmente , a andlige do
sistema
Uma condicgdo suficiente para (Z.1) ter uma solugdo Unica &

que cada elemento de A{(t} seja uma fun¢Fo conti{nua do tempo , onde

t & definidoem ( —m , mm > . ( Chen [ 01 1 )

A figura 2.2 mostra o diagrama de blocos da equag¢3o dinSmica

(2.1} , onde também est3o representados os rufdog do processo ,
vi(t) , e de observagio , n{t) , que n¥o serfo considerados neste
ggtudo .

12



_ . _ . 5 D‘
A nitd
}};(t} e e + i \_r'(‘l:_) - }{_(t} e . \!{‘(t)
etz - }r B_ ]:.—_ ...... i 3 I- b _1.1: ] : b = '['I -
s v T T . —
’ I O P
T

Flgura 2,2 - Dlageor a de blugud  woiricial  da conaglo Giataica
{2.1>

Para obter a zolugiio geral da wsguugfo de  wobado (2,1, a) )
congidera-se primeiro n solugdes linearmente independentes ( LI )

da heomogfnea associada

®{t) = BLLY x(t) (2.9)

e

@ define-2e uma matriz l_E y chamada matriz fundanental de  colugios
de (2.2) , formada pela digposig¢do , em colunas , das n solucles
L.l. congideradas ,

A solugdo da equaco de estado (2.1.a) é dada por ( Chen
{ 01 1)

t
=) = &CL,L [ x + J &L ,72 Blr) uils? dr ] : (2.32
= o o = o
t

L]
onde i(t,to) ¢ a matriz de tranzigdo de estados e & definida por
§(t,tg) = F(L) ¥ (tg) » para todo + , to em ( ~w , @ 2

ou , correspondentomente , 6 a Wnica seolu¢lo de

L2, = AW BT, BGr,o) < 1, (2.4)

13



w0 & qualguer wotriz fundmausntal de (2.2) o 1 ¢ a wabiriz

lantidada

A matriz de transig¢3e de estodos tom  alqumas projpricdades

mutto iuoortantos

Loo@Ck,b) = 1,
L C I T SR S SR
-- [ ] - § ]

3.8k Lt ) = Blb b ) E(b ), ¥ bbb b om (em, )

2 1 i 01 ] 1 o
Mhtida (2.3 , torna-so {4cil coacrever uma  colucig o pral
para a equacdo dinfmica (2.1)
t
2Ly = L) e, b ) [ %, * [ (b _.7) BOr) ulr) dv ] + L) ulk)
‘ to (2.5)
Ho casc de sistemas invariantes no tempo ' pode-se

reescrever a eguagdo dinSmica na forma

®(t) = A x(t) + B ult) , x{t ) = (2.6.a)

y(t) = C x(t> + D ult) . (2.6.b)

Sabe-se gue

d_ At |, At

e como eét 6 n¥o singular , ela & wuma matriz fundamental de
solugBes . Logo , a matriz de transi¢d3c de estados da homogénea
agsociada a (2.6.a) &

=AY At ,-1 _ _
Flt, b)) = e (o™ 377 = gttt ),

Portanto , a solucglo da equagl¥o de estado (2.6.a) : para

14



t =0, & drda par

t
A ] ) '
® (L) = <}3t [ oo J' @ 53'_@ ) Ay J . (2.1
O

2.2.2. Sigtecnes Dizeraebos no Tenpo

Wo crno om gue oo dewejn cvaliar o ontado ALY n oo ta s
computador Jdiygitsl , @ conventeable couverter a oqung@o  Jdo ot do
(2.1.a) , cuntfnua no towpoe , onde =me procica recorrer  a
Integradores nundricos pura a solucs do problosa , paca uma oubea
forma discreta , na qual se usa apenas uma fdrmula recursiva

Para fazer tal transforma¢Z%o , constdera-se a cquag¥o de

catado continua no tempo o com parimetrose congtantes

x(t) = A x{(t) + B uft) , x(t ) = x , (2.8)

- (e el

e assume—-s2 que o vetor de entrada u(t) mude de valor scuente em
intervalos de tempo , T , igualmente espagados ,ou seja , u(t) =
u(kT) para kT < t < (k+1)T e k = 0,1,2,....
Como j& foil visto , a solugZo de (2.8) , se to =0 , &
t
w(ty = oBbt . 4 At J e 27 B oy dr ,
o 0 -

e suag correspondentes discretas , para o (k+l)-édsimo e 0o k-ésimo

perfodos de amostragem sZo , respectivamente

[k+11T
x([k+11T) = oRfK*UIT —  ALK+1IT J e B u(e) dr (2.
x X o Bu
e
KT
x(kT) = e2KT 5 4 GBKT J e 2T B u(r) dr . (2.10)
X S . u

15



dultinslicando (2,10} popr  e> e cinieatnwde de (2.0,

1 1 -
vibdm-we

T
ACERFLTTY = ol (k) + , [ o2 B ] nOKTY (2. 11
L 4O N
cpae A = T - £ | Defininde
N AT oy
_[__"_(l) = G- ()l/)
@ r
' At o
H(TY = [l- w3 dt] , (2,1.)
L o .

vhiega-se & forma {inal da equag¥o de estade dincrota no Luwmpo

XCIK+1IT) = GIT) %(kTY + H(T) ulkT) ., =(0) = x . (2.14)

T

At
Sabe~-se ( Ogata [ 19 1 ) que a matriz o~ pode sor expzndida

em uma scerie infinita de poténcia

AT ﬁz TZ .&k Tk
e = [ I + AT + —— et +,,, ] s (2.132
21 ki

Para T suficientemente pequenc , o erre ao deaconsiderar os
termos da sdrie (2.15) que contdm poténcias maiores ou igual a 2 &
desprezfvel

Assim , a express¥o final para sistemas discretas no tempo ,
com intervalo de amostragem suficientemente pequeno , e parametros

constantes fica
x(k+1l) = [ 1 + AT ] %(k) + T B u(k) , %LQ) = éo . (2.167
2.3. Estabilidade de Sistemas DinSmicos .

Existem diversos métodos para se estudar o comportament.o de

16



crbabilidodo e oum giztena dinfaico o Por creaplo , wae o wisteaan S

Lingar o invacianto no boapo , pode-na vonr ug critdriog do

Hycitiszt ou de Routh ( Park/Hzrnn [ 20 1 , Donv-o/Houpis € 03 1 ),

Sabaeno que

condi¢tn guficiconte para qua a origoem do oigtoema

F

)
cent fnue o Lomgo

ACL) = A 4(t)

sagn gintobticamente entdvel & que Ledea oo auto-valores de A

tenhenm partes reais negutivas , ou zeja , os  weros do polindmio

caracterfchicos

tenhan partsg reats negativas ( figura 2.3 ) . No caso de siustemas

dizcretos ‘

#{k+1) = G =(k)

r

a condi¢do suficiente © necesadria para que a origem x = 0 seja
assintoticamente estdvel & que todos os auto-valores de G tenham

magnitudes menores que a unidade , cu seja , o8 zeros do pelindmio

caracterf{stico

estejam dentro do cfrculo unitério centrado na origem do planc =z

( figura 2,4 )

Contude , se o sictema é n%o linear , ou linear mas con

pardmetros variantes no tempo , estes métodos n3Ic se aplicam

Frovavelmente , o segundo método ( ou método direto ) de Ljapunov

seja © mais geral dentre aqueles conhecidos , podendo ser aplicado

i7



a sistonns do qualquer ordom , lineares o n%o linowres , vari.abes
no towpo cu nife 5 crmoa vantagoa de ato wur recisog cealvep g

-4

cquagdo do estado para Fazer a andlioe

NN

-
N

i i
%i%%%%igéé? _ : ffi;/illéf g '
?Z%?é%iﬁﬁ?%ig ' i

G

0
g /422 %

AR
S

e e s+ e m y”f \ AN - 5/ s S
0 ,-7 < !/1 % 7 - ////"{/‘ 0

o i
{/ g

Iy
77

7

. ’ ,_
Z i s s X

{a) (b} {c}

Figura 2.3 - Auto-valores e estabilidade em un sistema contfnuo
{a) Assintoticamente estivel . (b)) Instivel . {¢) Eusbabilidade

critica .

.
NEANY;

{a} (b} o) i

A g

Figura 2.3 - Auto-valores e estabilidede em um sistema discreto .

(a) Assintoticamente estivel . {(b) Instdavel . (c? Egtabilidade

critica .



A lte o deste wdbodo em sistaonns Tinesres e Lavoasianbeg

no Lompo fornccerd a cquag®o  bdsica  para o deosenvolvinsnto  dn

processo de {dontificag¥0o a ser descrito no canftulo 111
e jout ey

Anpton do formular o critderio Je cutabilidade de  Ljapewae s

aprosenha- e oloumas definiglas
" &

2.3.1 0 Pofinigceas

Kutado de oquilfbrie um ponkto % & um cotado de equilibierio

e , una vaer que o vebor de aghado toraa-se lgual ao ox ) ole

mantdm z=zzim vara Loedos os instantes fubture

Ou seja , dado o sistema dinfmico continuo

x(L) = £(x(L), L) , (2.17)
o voelor i(t) € um ponto de equilfibria ne ele satisfaz
£x(t),t) = 0 , para todo t
ou , para o sistema discreto
(2.18)

x(k+1) = Fx(k),k>
o vetor i(k) & uma posicgHo de equilfbrio se satisfaz
®(K) = f(x(k),kK) , para todo Kk

Fung3o positiva definida : uma fung8o escalar VI{x) €& dita

pegitiva definlda em uma regliBo @ , incluindo a origem do espago

de estado , se V(x) > O para toedo ¥ # O em 0 e V(Q) =0

Fung®o negativa definida : uma fungHo escalar V{(x} & dita

negativa definida se -V{(x) é‘positiva definida

is



Froacto pooitiva gemi Jofiaida @ ouaa fangde cucalar Vik) &

dita posibiva Coadl Je0iaida om g vogigo 9, incluinde  a Gitlona

do wupaco Jde estadog , useo Vi) 2> 0 para todo ¥ on 0.

Fung™o nogativa seni--dofinida ¢+ uma £ ne¥o  gwmcealar Vi) 3

dita nugativa soal-definida o Vi) @ positiva coui-doefinida .

FiingZo ivdefinida @ wma fung®  cuoealar Vi) 27 dita
indefinida 2> 2la woouae outoron ponibivos o onogotivas 7o

lmportondo qudo poequena seja a royifo Q.

Forma quadrdtica de una fuug¥o : uma fun¢¥o escalar VIX) tom

wpa forna guidirdht ca quando  ela pode  ser  cuorita da sooninto

maneira

V42 = x” P X,

onde se congidera P uma mabtriz real e zimdtrica . P deltcrmina me a
forma quadritica & positiva ou negativa , definida ou
somi-definida . Do critério de Sylvester sabe~se que para uma
matriz ser positiva definida ( ou semi-definida ) ent¥o todos os
menores principais té&m que ser maiores que =zZero ( ou apenas
pogitivos ) . Ou seja , se P ¢ uma matriz n x n ent3o , para gque

seja positiva definida , devse-se ter

el

Pig = © 7 " Py

14 . .
1 -3 M PR .
pﬁi pﬂn

onde a condig¢do de extritamente maior que zere pazsa a ser apesnas

de extritamente positivo se a matriz P deve ser peositiva

gemi—definida . ( Lembrar que P & negativa definida se -~-P &

positiva definida .)

20



203,20 Gdtedo Niroto do 1jupanov

saja @ oum ertado de equilfbrio de (2.17) +o cnwo conb’...0 R
ou (2.18) no cago digcreto , ¢ uma rogife osfdrica |, Sl=.R)Y O, e

1 L

ralo Roe conteoada em 2, ouw soja , DG4, W) G g conjunto do vt g

agatisfazendo

onde ] % ~ % |1 6 ¢huneda norma Fuclidiana o ¢ Jefinida o

™ .

_ C oy . g

H_>5--_:3H=!_> (=, -k
i i
_..'.-_—_d 3,
[ |
Azzim , tom-se as seguintes definicBes de eztabilidadeo ,

segundo Ljapunov ( Luenberger [ 13 1 )

o)

1. A posicdo de equilfbrie x do sizstema (2.17) , ou (2,18) no can
discreto , serd dita estdvel e para qualgnaer instante t@ a3
qualquer R > 0 , existe um r = r(R,tg) » O < r <R, tal que para
uma condig¥e inicial em S(x,r) , ent3o x(t) € ou x(k) ) ost s
dentro de S(E,R) para todo t = tg .

Observagdo : se r n%o depende de tg ent3o a posigdo de
equilfbrio & dita uniformemente cstivel .

2. A posig¢¥o de equilfbrio x do sistema (2.17) , ou (2.18) no caso

discreto , serd dita assintoticamente estivel se ela for est ivel

@ , mais ainda , se existir um R0 > 0 tal que se o estado inicial
estiver om S(i,RD) » %{t3Y ( ou x(k) ) converge para i . Sem deixar
S{x,R} , quando o tompo cresce indefinidamente

3. A povigdo de wequilfbrio x sgersd dita marginalmente astivel

( possui um limite de estabilidade ) se sla for estdvel maso nIo

asgintoticamente estdvel r Ou seja , existe pele menos uma

21



ity iio ﬂ(tg) Coon 6002 3 tal guo 208) ( on (k) ) nT¥o - ‘Lisfaga

sepowondiydes Jda dadinigto 20,
4. A poricio de emilibrio x gerd dita inztfdvol ae ola nde  for

crbdvel , oou ugeja , Lo para algum R 2 0 o gqualquer r > 0, axisbto

Dniad

. ponteo na coegifo B4, tal ques se a pouicfeo inicial Ciobaigida
com estae ponto , ent3o o ostado sat fora de B(<,R) .,
A fiovena 2.5 wontrn A sood Mo Jdo Lauilibirio oo brajoti e ion de

actode tipicas de sictonos cativoins |, ingbtfvels o assintoticu.cnte

oztiveisg .
Folavel

Assintoticamente
Estavel

\
!
]
/

.

SX, Ry

S{%g Ko}

S, -

e

[nstavel

Figura 2.5 - Conceitos de estabilidade segundo Ljapuncv ,

Se a estabilidade assgintdética do uma posic¥o de equilfbrio
vale para qualqﬁer ponto inicial dentro do espago de estados |,
ontBo diz-se que esta posig3c & assintoticamente e=tivel no
sentideo glebal . Obviamente , isto exige que o sistema tenha
somente um Unico ponto de equilibrio .

Un conceito muito importante para se estudar estabilidade

através do método direto é o de fungBes de Ljapunov .

Considere um ponto de equilfbrio i do sistema dinamice

22



continus (2.17) , ou (2.13) e 9 casa Jdiwoerocho . Una func®n g
Ljaptiuay para wohe Zistena @ =uta pwwicTo  do conilibrico & tirg
fung®o real Vix,t) |, definida om uma rogito 0 contendo ';_-g Pt B RAN:
nabiafaz as sogintes condicfos

1. ¥ix, ) 4 coukinua ;

2. Vi{x, ) tem um dnico mfniwo on :: o om ralaogfo a todos o cutaoes
poaton i 0

. oo valor de Vi, L) nunca orouce , ooja ial for a trajeldria e

estado , coutida em Q , woguida . Jueto wignifica que ,  bara o

icstema conhfvan (2,17)

Vix(t),t) = &gg_ V()LL) £ixit), ) € 0

para todo x(L2 em Q , onde ¥ ¢ o vetor gradiente definide por

(<

Vikg(t2,Lyr = -53~— Vixgit), Ll _...‘?____ Vixk{t), t)
- UKI uxn -

g , para o gigtema discreto (2.14) ,
A VIix(k), k) = V(f{x(k), k) - vix(k),k?) < O

para todo =x(k}) em O .

A seguir & enunciado o teorema principal de estabilidade
chamado Método Direto de Ljapunov

"Se existe uma fun¢3o de Ljapunov VIix(ty,t) , ou VIix(k), k) ,
em uma regifc esférica S(ﬁ,Rg) » ontd¥c o ponto de equilibrio Ec_ =
estdvel . Se , aldm dizso , a fung¥o VIx(t),t) , ou A "(x{k),k) |,
for negativa definida , ent¥c a estabilidade de X & assintdtica
E maig ainda , se Vi(x(t),t) — s @ ( ou A Vix(K),k) — o ) quando
Hx-xIl— o, entlo a poeig¢do de equilfbrio & assintoticamente

estdvel no sentido global .” ( Luenberger [ 13 1 )
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| 3

0 concaibo de fanglo de Ljapinoev ¢ o feor: aa de st Diltande
podom ser gencralizados para tratoar do sitangdog copecliais como

por exesplo , o czeo em que TGy, by Cou A VIEk(K),KY ) nBo &

nogativa definida nas aspenas renl dofintda o 0 beoresns afleraa gna

o ziztema & o=ztdvel mas nlo curuike que  a ecstabilidole &
assintdbica ; ou gquando o sivhema n¥o  possul na posic™o T2
comitibeio wos bteondsm . guoilo 00 Ludlpo cro@ce P 1A

trajetdria fixka ( ciclo limite )
Ecta wersdo do zegundo mdétodo de Ljapunov n%o @ ora
apresentada syul , pois a formulag¥o enterior jd & adequada para

se estudar siztemas lineares , mas pode ser encontrada ,  por

exemplo , em D7 azzo/Houpis [ 03 1 , Luenberger [ 13 1]

2.3.3. Aplicaqﬁd do Método Direto de Ljapunov a sisbtemas

lineares

A obten¢¥o das fungBes de Ljapunov se constitui em um grande
problema para a utilizagBo do método de andlise de estabilidade
aprcsentado . Contudo , quando se trata de sistemas dinSmicos

lineares , ou seja , do tipo

x(t) = ALY x(t) , x(t ) = x (2.19)
- = = o -
no caso continuo e
x{k+1) = Gk x{k) , x(0) = 50 (2.20)

no caso discreto ( A(t) e G(k) s%o matrizes n%o singulares ) ,
alguns resultados importantes podem ser obtidos ao se propor uma

forma quadrdtica para a fungdo de Ljapunov . Obviamente , a dnica
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pusiieio da o aauilibrio do (2,19 o (2.20) § a origoa Jdo espaco do
cipbodos o= Q
Considera , portanto , para o sighbuma continuo (2,19 una

fungHo VIx(t),t) dada por

VOxCt),0) = x (L) P(R) m(t) (2.21)

cinde POR) A vaa nefita ceal sisdteica o positiva Jofinida L, loja
ainda V{(x(L),L) coutb{na o coa wvas derivadog perciais nrimzirag
tambdm contfnuas . Derivando-se (2.21) om relacfo ao Ltenpo
abtdn-sa

T

Via(h), b)) = % (k) [ PCt) + A (R) P(L) + P{t) ACL) ] x(L) . (2.22)

Para rue a posicdo de ggquil fbric x(t) == O Heja
assintoticamente estdvel ( ou apenas estdvel ) basta que a mulriz
entre colchetes do lado direito da equag¥o (2.22) seja negstiva

definida ( ou negativa seni-definida ) . Fazendo

T

PC(L) + A (L) PCt) + P(L) A(t) = -Q(t) , (2.23)

onde H(t) & uma matriz real 9 simdirica , chega-ze ao seguinte
resultado ;

"Se , dada uma matriz Q{t}) real , simétrica e pogitiva
definida ( ou apenas semi-definida ) ; a equagde (2.23) tiver como
sotucdo uma matriz P(t) positiva'definida » 8nt3do o sistema (2.19)

& assintoticamente estidvel { ou estivel )

Quando o sistema (2.18) & invariante no tempo , tem-se
T
A" P+PA=-Q, (2.24)

que & conhecida como equa¢¥o matricial de Ljapunov .

25



o anvo do gsictona digoeproeto (2,720, et cae wina Y Uo

VOl , kI da foraa

VI (), k) = 5r(k) 2Lk xok) (2.45)

onde (k) ¢ uma watyriz real , sisdtrica o povibtiva definida o Toga

A V0 ) = Ve, ke1) - V(ﬁ(k}.k) '

quo & a correspundonte discereba da docivada V(L) , 2

Azmsim

A VD, k) = ﬂr(k) l QT(k) P{k+1) G(k) - P(k) J k) o 02,000
Pera que o sistema seoja assintoticamente astdvel &)
necessario que a watriz entre colchetes do lado direito da equagio

(2.26) seja negativa'definida . Loge , fazendo
Qr(k) P{k+1) GlkYy - P(k) = -LiI(Rk) , (2.27)

onde HP{(k) & uma matriz real e sgimétrica , chega-se & =eguinte
conclusdo ;

"Se , dada uma matriz Q{K) real , simétrica e positiva
definida ( ou apenas semi-definida ) , a equacgdo (2.27) tiver como
solucfo uma matriz P(k) positiva definida , ent3c o sistema (2.20)
& assintoticamente estivel ( ocu estdvel » .”

Se o sistema & invariante no tempo , ent%o P(k) = P{k+1) = P

e tem—age

QTEQ-E=“Q. (2.28)

que & a equag¥o matricial de Ljapunov para o caso de sistemas

discretos e invariantes no tempo ,
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2oogquacdos (2,23 e (2.27) ou , no anto de  gistowras
invioirianbes com o Lorno (2.24) o (2.20) conuniiaem a  bace Ao un
processe de identificagfo dos prrfnetros deg nalrizes A ( ou G )

Lprerontado no capftulo que se sooue .
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CAPITULO T11
HoTNY DAS COVARIAMNCAS

3.1, Imtrodugfo.

Ho capitulo 11 .wrom opl orcenhbados aloems cogoe it o

defini¢ges e resultados uwuito importantcs no wcuotudo de  siuhoaa:

dinfnicos lincercs.

Com base nesses resultalos |, em copecial a cguag¥o maliicial

de Ljapunov , desenvolve-se aqui o processo de identificaco

de

parinetros de gigtenas dinfmicos , chamado Kétodo das Covariancas

{ ou Hétodo de ldentificag¥o por Hédias Quadrdticas ) , que

aquele utilizado @o longo do trabalho

serad

A técnica de estimagBo de parfmetros que serd apreszentada

tem sido bastante estudada ( por exemplo , Weber/Schiehlen [

e [ 331 , Dias/Ueber [ ¢4 1 , Kallenbach [ 10 1 ) e Lem

32 1

de

forma geral , apresentado resultados bastante bons em divergas

aplicagBes ( Schiehlen/Kallenbach [ 27 1 > . Kozin [ 11

1 e

[ 12l e Wedig [ 34 1 e [ 35 1 apresentam técnicas bastante

semelhanteg a asta , usande o5 mesmos conceitos de média e

covarianga das safdas do sistema aqui utilizados , mas com a

diferenca de que o primeiro tem a necessidade de medir a forga

excitagdo para poder estimar os par@metros do sistema . Isto

de

nem

sempre & um procedimento possfvel na prética e , por esta raz3o ,

assume-se , durante todo este trabalho , que n%o s%6 conhecidas as

entradas , embora se saiba tratar-se de um sinal aleatdrio

( figura 1.2 )
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nbiliza -ea o adbodo pora tdenbiflangio dos

Pi-feole-oanhae
parﬁmotfos Je s o sictena Jdindmico  , cxceibtido per um procando
branco , gaussisno , ergddigo , estaciondrio , com mddia =oro e
inbtoneidade F

Em goguida , sssumindo-ge um rnfdo colorldo'como enbeada
gurado a partir de um rufdo branco cowo o adohbado anloertoracite
cebtina-se og crractor{aticozs do sitetimma ) Lo oo cus o da Tosgm ae

cxclibagfo .

Como wscrd wisto sdiante , nem =compre o pdmero de crmagieos
abrtides utilizando o idtodo 1oz Uovarisngas & Lodlcioabe para oo
lecterminar  , unicamente , as incdgnitas do problema da
idantificacB¥o . Para resolver esta questZo , s8o ugados filtros
lineares acopladcs ao sistema dindmico , e cujas safdas tambdn
serfo inclufdag zo vetor de estado , gerando assim , através da
aplicag¥o da equagfo de Ljapunov , um nimero maior de eqguagles
sem aumentar o numero de incdgnitas ; uma vez que os fiitros s3o
complet.amente conhecidos .

A escolha adequada das caracterfsticas dos filtros
constitui-se de um grande problema na utilizag%o deste método .
Alguns estudos preliminares j& foram feitos neste sentido ( por
exemplo Weber/Schiehlen [ 32 1 e Dias/WUeber [ 041 > , onde se
mostrou a grande influéncia dos pardmetros do  filtro na
estabilidade e na convergéncla das estimativas das caracter{sticas
do sistema dinSmico , bem como nosg valores finais identificados .
Contudo , este & um problema que nZo serd discutido agui , por se
tratar de um assunto b;stante amplo e complexo e que n3o se
encontra dentro dos objetivosgs deo trabalho .

Todo o equacionamento & feito para zistemas com um nimero
gualquer , N -, de graus de liberdade e , para cada caso
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soradantoads ) oo sobedo 3 tasbads s oum 210t oas o un e da

Ihardade

3.2, NNewerigfo do Preblaua
Para uvum sistema Jdiulwice Iinvartante 1o Loempo 2
crbaciondirio , obbeve-sze om 2,24, aa eljars s L do Jdo Lito
T .
AP rPpA Q=0 (3.1
conhecida como oquag?  ashrictal  olochrica de 1 Gpunov e
permite caroscterizar , completsmente |, o comportanento e

ectabilide do sistema em estudo

Pode-ge chegar a um resultado semelhante a (3.1) de una
forma diferente daquela utilizada no capftulo II ( wver Miller
[ 15 1 , Kallenbach { 10 3 )

Considera-se um sistema linear invariante no Lenpo e

descrito pela equa¢3o estado

(L) = A x(t) + B vi(t) , =x( =0 ) = x , (3.2

L

onde a excitag¥o y(t) & suposta , a princfpio , unm processo

! vetorial estocdédstico com média

E { v(t) ¥ = m ()
- -V

e matriz da correlag3o

T

E (L vt d-m (t >3 [ vt d)-m (Lt )2 }=¢C (¢t ,t)>,
ST " A - T2 v T2 A EE N

onde o operador E{ ) gignifica esperanga matemstica

A matriz de covarianca da safda do sistema (3.2} &

P (L) = E { x(t) x(t)F 3 = p Tep (3.3)
XX AR %
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! e a mstiie de covartanca cruwada ontre a ontieada ¢ oa safda d o da

p()l1

Ly . QR

Usando-se (3.3) , (3.4} e a zyquagdo de eoztado (3.2) , tom -2

P ) =0 ) wCEd D b w(iy eyt
E ( [T A x(t) + B v(t) 1 by’ +

it

%{t)y [ ﬁ(t)] 51 +_§{(t)f QI 1)

e finalmente

P (t) = AP (t) +P (t) AL + BP_ (i) + P () B,
Y4 TR - nX - e AV AN -

i

Considerande que v(t) & um rufdo branco <cuja matriz de

correlagfo & dzda por

It

C.(t ,t)
—VY i 2

F &L ,t ), (3.5)
- 1 2

onde ¥ & a matriz de Intensidade do rufdo branco ¢ & € uma fungio
| Delta de Dirac , pode-se chegar a equag¥o matricial diferenctal de

Ljapunov em sua forma mais conhecida

P (t) = AP (L) + P A" + BF BI
+ Bm () m (L) + m (L) m (LY B, (3.6

onde m (t) & a médtia da gafda do sistema

;as gabe—-ge que , se a excitagfo v{L) & estaciondria ent¥o ,
para o sistema assintoticamente estdvel (3.2) , a resposta x(L)
também & estacionsdria . Logo , conclui-se que 2 matriz de
covartianga Exx(t) tende a uma matriz constante quando o tempo
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Londe cova oo tafintlo cal o omo A P = tim P (LY . Portonto
i ' P& i '

de (3.6) , hemn-se

AR PP A sl s0, (3.7
que &€ a mesma equagio Jde Lspunov gue (3013 ma gual A fol bracedo
Com QT 2 a malriz P pascon a =zor a matriz de covarianga P}f.\{ . A
eausgio de Ljapunov , na foraa (3.7} , é que ourd utili;;?a 10
decorrer do trabalho

Cada elemento da matriz P & calculzdo atravds de
T
p212; - léf+m = J y (&) y (£) dt

0
ou , no caso de sistemas discretos ,

NPT

F'zizz = 1;;Tm+m qﬁéT“ 2: ziftJ Xz(i) (3.8)
=0

| Convém lembrar que , se um processe € estatisticamente

esLacionario , vale

d

Ely "Ct) 3 =0
LY
e d ECy Ty y %) ) =0
—3E ; i .

para t , 3 =1,...,N er , s quaisquer inteiros para o8 qualg o=

momentos indicados existem

Logo , pode-se escrever

E ( yir"‘(t) gi(t) } = 0 : (3.9)
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r E ( yif“cm v, (t) yj"'ct) ) + s BE Ly ") y PNy vty 3 =0
1 L J J

(3,103
i, J =1, JH 5, u = 1,2,
Em articular , ce r = 2 em (3.49) e r = g = 1 ~a (3.1M
B Oy, (8 )}_L(t.) } o= 0 3.1
e E( QL(t) yj(t) Yo R ( yt(t} Qj(t) Y o= 0, (3.1
o que deuwonstra o fato bem <o hecido de gue um processzo

estaciondrio e sua derivada s%0 ndo correliatos em qualguer
inctante . Oz resultados (3.11) e {3.12) ser#o bastante ntilizados
mais adiante )

Apesar de se poder , com o métedo a ser apresentado
ldentificar qualquer sistema dindmico , satisfazendo as condicles
de linearidade , estacionariedade e invarifncia no tempo ,
anteriormente =zdotadas , voltar-se-4 a atengZo pz2ra os sistemas
meccé@nicos propriamente ditos , por pessufrem uma estrutura de
modelo particularmente interessanteg ( a matriz de estado contén
sub-matrizes nulas e identidades , o© que =simplificard a forma

final das equacles )} e por serem estes sistemas os alvos de

aplica¢Bes dentro deste trabalho .

3.2.1. ldentificaglio de um sistema mecinico linear .
invariante no tempo , excitado por um rufdo branco e acoplado por

um conjunto de filtros lineares

Seja o gtstema mec8nico linear , com N graus de litberdade e
degcrito pela equag®o vetorial diferencial de 27 ordem
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VIO B AT €S BT ST C S S VTS S (3.1

.
" "

onde @ y{(L) .. vetor poslgHo HN-dimcneiconal e o eafrbolo
reprecsenta a decivada enm relag®o ao boupo

] : . Yy . P . S b x

H = matriz do macea , 3 ox X, O wirdhirieca o ositiva
definida } ;
3

C - moibpdiz H B cosposta pola coma  da mubryiz e

Loscooalnonto viscoso (0 siwdhbrica ) e da wmatriz  giroocdpica

i
( anti-gimétrica ) ;
%ﬁ - omatyriz U xR ocompowta nelas mabtrizes de rigidoes
{ simdtrica e positiva definida ) e das forgas ndo conservativas
proporcionais ao deslocamento ( anti-simétrica ) ;
B - matriz N x R , chamada matriz de digtribuigZo , uma
vez que ela distribul as R componentes da entrada v(L) entre os N
graus de liberdade do sistema ;
v{t}) - vetor R-dimensional das forgas estocduticas de
@xXcitag¥o , consideradas como um processo:
— ergddigo ,
— estaciondrio ,
— brance ,
— média zero e
— intensidade F ( R x R )

Congiderando x = { v | ¥ }T como vetor de estade |, pode-sge

reescrever {3.12) na forma

%(t) = A x(t) + B v(t) , (3.14)
onde
0 1 )
A= », B = ’
-k -C N H



com K o M K o [__i' = 1 C_.'
Aplicando-se (3.7) a ube siztena

0 ! P P T S P p T 0 I 0 0

- - 1 2 + i - - - - T

K -3 P 2 12 2 4 C 0 3

R 2 . LY, 2, R 1 )

(3.15)

onde @ =B g ~ K uE gl T

Confarmae Uoeber/"chichlen 032 1 ¢ Kallenbach £ 10 1] .

equaglo matricial (3.15) forncce H(3R+1Y/2 cquagBern algdbricas

Aesinm , observando-:o a tabels 3 1, gue Appyracata o o d
cquagifes fornecidas por (3,15) ¢ incdgnitas pera sistemos de atd 4
graus de liberdade , percebe-se , por exemplo ; que para um
siztoma de &+ G.L. enm que a e-citaco n¥o & conhecida , tem-ze 3
incdgnitas e apenas 2 equag@es , formando , portanto , um sistema
indeterminado . Visando resolver este problema , utilizar-se~Zo
filtros lineares conhecidos na safda do sistema wec3nice . Com
isso , aumenta-se o numerco de elementos do vetor de estado e
ceonseqientemente , o ndmero de equagBes provenientes da aplicagdo

de (3.7) 2o novo sistema ; sem , no entanto , acrescer-—-se a

quantidade de incdgnitas .

3.2.1.1. Fillro posterior de 17 ordem

Considera-se agora , alédm do sistema mec@nico (3.14) , um

filtro passa baixa linear , de primeira ordem ,dado por
wit) + Z wlt) = Ayt (3.16)

onde wi(t) & um vetor T-dimensional das safdas dos filtros ,
Zi vetor contendo as freqii@nciag de corte e
A mwatriz de acoplamento entre o filtro e o sistema mec8nico
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* ? T Thnodgnlhng
1 o O -~ = L .j
Graus de Liberdade H 7 de EquagBes |- o o e o
A B C
R S .

1 2 2 3 3

2 7 ) 7 10

3 15 12 13 21

4 264 20 =1 £

Caso A K, C simdtricas ; v(t) conmpletamente conhecida
Caso B K, B gimétricas : vt} desgconheccida Lm uma coor tonada
Cozo O K, C ndo siwfirtcas ; v(L) complebusonte dasoanlocidn

Tabela 3.1 Ndinero de equag@es e incdgnitas resultantes o
processoe de identificagHo pelo Métcocdo das Covariangas , socm
utilizag%o de filtro posterior ( reproduzido de Weber/Schiehlen

'

L 32 1 3 .

A figura 3.1 mostra , esquematicamente , a relagfo entre o

filtro e o sistema mecinico .

y(t3
Ftmtak wtE AL S5S LRL faAn mmmaay ) L mEmg RLRERY SRR AEE A BEE e _’- A
Ruibo vt} SISTEMA vt = =1
——— » i W Z E’
y{t)} filtro de N =
BRANCO MeEcanico a 7
........................... S — 1. ordemn —1 .
yvit)

Figura 3.1 - Sistema meci3nico com filtro posterior de 12 ordem

Adotando-se x = ( ¥y | 2 | W }T como vetor de estado , tem-se

o 1 o 0
A = -k € 0 , B=| K"'H

A (] -Z 0

—_— _— —4 —
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Aplicando-ue a cquagZo de Liaspunov a oota gistoma obbds ce
T
P + P = 0, (3.17)
2 "z =
KPP +CP -P =20, {1.13)
5o = 5 4 24
tkp vocp 1+tkpTece 1T -q; (3.1
LE, A A oo !
AP -Z P +P Q , (3.20)
- i 1 7D 3 -
APl -72 P -p X -p cl=o0, (3.21)
-~z 1 7 - s =
T T , T _ A e
AP ~Z P 31 +0 AP -7 p 3' =0, (3.22)
— T3 i S~ 4 — 4 - - -

ST T ‘
" : P p 7
P = P P P = : o
- - 4 >
P p p P p
R —a - —a& - L —Ix —III -

e onde os elementos de E; sd30 sgub-matrizes N x N , de sdo

p
=11
sub-matrizes T ¥ N e P & uma matriz T = T .

11X

Como se pode perceber , as equagles (3.17) até (3.19)
relacjonam somente os par@metros do sistema mecfnico |, snquanto

que de (3.20) a (3.22) as caracterfsticas do filtro e do

acoplamento também est¥o presentes .
Exemplio : Sistema de 1 grau de liberdade
Seja o mistema de 1 G. 1..
c k 1

YOO + — plt) + (k) = (b, (3.23)

onde y(t) & o deslocamento € ” ~ ” denota derivada em relagdo ao
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m o, ¢, kK u¥0 amasza , o amorbect.onto e a rigidoz do
gletema reapectivanente | o
vit) & a excitacio , conzidorzda wm ruldo bhranco ,e = ja

tembdn o filtio de primelira ovdoen
w(t) + z wie) =&y,

onde z é a frequfncla de corte e
A &€ o fator de acoplanento
Degeja-se identificor oz parisctros kK/m e o/m (& possivel
tambdm estimar o valor de f£/m° ., cnde £ é a intensidade do rufdo
hrance )
Observando-se (3.17) , percebe-se que a mabriz E0Na
resultante é composta de elementos que s3o expressfes do tipo

(3.11) na diagonal princtpal e do tipo (3.12) fora dela .

Portanto , para 1 G. L.

— de (3.17) : P =0,
F]

- de (3.18) [ K / m ] =P _/P_, (3.24)
a

- de (3.21) ; [ c/ m ] = -z, - [ kK / m ] P /P , (3.25)

=] o

=] o

- de (3.19) : [ £ / n ] = 2 [ c/ m ] P, . (3.26)
=] =

onde o sub-fndice " e " gignifica estimador

Estas equagles serZe vutilizadas para identificar os
paridmetros de um sistema simulado em computador , apresentadoc no

capftulo V .
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3.2.1.2. Viltro postarlor de 2? obdom

Neste cozmo , oz filtros utilizcdos na sarfda do sisbema
mocinico  s¥o de sogunda orden , lincsres  ,  com  pacdmebios

constantes no tonpo e dedscritos por

wit) + Za wit) + %1 wit) = i vty + T oyltd (3.27)
oncle 2; , Za 2o matrizes T « T que doefinem ~g caracterfobics o
fiitro e
", = 8% nstrizes T x N qgue fazen o acoplamento  dog  fitroa
com ag cnfdzz do gletena

A figura 3.2 mostra a ligag¥o entre o sistema mecinico e o
filtro
Seta entio

x=Cy|g|uwluwdt

o vetor de estado . Logo , escrevendo (3.23) e (3.13) na forma de

(3.14) Lem-—se

v, o 1 o 0 ¥ 0
¥ -k € o0 o ¥ M *H
w | 7] o o o 1 w | °© 0 S
w r = ~-Z -Z u 0
e - - =3 - - _1 '_a - e - - b - -
e , szendo a matriz de covarianga dada por
- b p T p T p T -
B ] -a —d
p p pT pT
—Z -5 -] -
P = '
p P P p T
- | e -2 -8 e
P P P
X T -7 8 4G )
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Figura 3.2 - Sigstema wecinico com filtro posterior de 2.0 ordon

obtén-se , de (3.7

P +P =0, (3.78)

=

P +CP ~-P =0, (3.29)

I
-
+
I
o
i
e}
i
o)
w
w
<

13
g/
+

j 1]

~1

P +P " =0, | (3.34)

Tz =0, (3.35)

13
[l
+
IQ
|'v
|
|
i
|
|'D
i L
+
Jae)

P T+ P T- Z P -2 P +P =20, (3.36)

i~

[

|1
o
=
flad
o

]
Ly}
o

|
N
'J
-
+

T_z2 p 1T=o (3.37)

-7 -1 TR & TTia

-
3
‘o
]
+
[0
o
i
N
‘0

Percebe-se , comparando com © caso anterior , que © numero
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i
0
i
-

de cquag@ng munentouw ¢nguanto o aieer o do tnedygnthos & o omonmo

Exemplo : Statema de 1 grau de lilerdade

Considera-se o sistema (3.23) acoplado a um filhbro lincar 2

e 27 ordem dado por
Wiy o+ z wit) + 2 Wiy = X y(b) 2 gy )

Percebe-ce que , tambdm neste caso , aparecem as cquagdes
que confirmam , mate aticamente , o fato de gque sinal  nin &
correlato com sua derivada em nenhum instante . (3.28) relaciovina

vt} e Q(t) ;. e (3.24) , wi(t) e w(t) . As equag8es obtidas para os

stimadores da rigidez e do amortecimento do sistema sHO

D

- de (3.28) . P, =0 ,
- de (3.34) : Py =0,
- de (3.29) : [ K/ m ] =P /P , (3.38)
& 5 4
- de (3.3
e (3.32) : [ c /7 m ] = [ [ Ik / m ] Pa - P7 ] /s P , (3.3
=] =]

- de (3.312

—
o
~
BN

—

Il
N

e
0
~
=]

T

)

“ﬁ

Alternativamente , pode-se conseguir um outreo conjunto de
equag¢Besg , incluindo os paramelros do filtro ,que também resclve o

problema . Assim , de (3.30) , (3.33) e (3.36)

[k/m]e
[ c/m ]e

1]

z + [ AP P -f P_P ] / [ PZ+pP P ] (3.40)
1 1 7 4 a L) a3 7

-z o+ [ AP P +FP_ P ] / [ P%+pP P ].<3.41>
2 i 7 = a . 2 7

41



Sor¥o  wpraseoakados  ,  no eapftule Vo, resultados das
eastimativas da rigidez o do cmortecimento do  sistenma wecinico
obt.idas pelas equaglom (3,38} atd (3.41) ,

3.2.2, Ldentifica¢fo dos pariZmetros de unm siztoma  linoor
invariante ne tempo , =zcoplado a um conjunto de filtros linearoes
a

o dug caraclterfsticmz Jdo vulildo coloride Jdo 10 ordem wreado oon

excitagdo .

Atdé agora foram aprecentados camos em que O Procezso A )

tema mecinico wra considersdo ergadigo

i

do oxgitagido dao  ai

]

gaussiane , estaciondrio e branco . Além disso , o método de
identificag3o fora utilizado somente para estimaclo cdag
caracteristicas do prdprio sistema .

Neste item & aéregentada situacdo em gue a excitacdo deixa

de ser um rufde branco @ pa2ssa a ser um rufdo colorido gerado a

partir da equacio
Rty + ¥ hit) =V ~v{t) , (2.42)

onde ¥ @ a matriz T x T das caracterfstica do rufde coleride h{t)
que , neste caso , serd considerada diagonal ( ¥ = diag.¥ } ,

V & a metriz T x T de distribuigdo .

A densidade egpectral de poténcia de uma componente do
processo colorido h(t) gerado por (3,422 é ( ver Miller/Schiehlen

[ 16 1 >

Sh(w) = | (2.432

onde q & a intensidade do rufdo branco v{t) ,
W
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y & o fotor caracter{ztico do rufde colorido e
6 a frogié@ncia

A fung®o (3,43) & mostrada na figura 3.3 .

Sh(ﬂ) .

Figura 3.3 - Densidade Espectral de Poténcia do rufdo colorido

O processo h(i) & utilizade para excitar o sistema mecdnico
{3.13) , do qual se deseja identificar os parametros . Contudo ,
supBo~se que as caracterizticas desca perturbacdo externa , ou
seja , os elementos da matriz ¥ , também n%o =2%e conhecidas

precisando-se , portanto , estima-las

Considera—-se , novamente , a utilizag3o de Fi1£r09 deo 1? e

2? ordensg

3.2.2.1. Filtro posterior de 1. ordem .

Sejam og filtros de 12 ordem (3.18) o o sistema mecanico

(3.13) reescrito a seguir :

M ey + G ooy + KF oy = 6" hwy (3.44)
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E

oide a portirbhs ¥o oxbternag hik) ¢ unm rufdo colorido gerado abravls

de (3.42).
A figura 3.3. mostra , esquematicamente , o relacicasmento

i crcitno¥o/sistema mecinico/fillro

g(ti

e + fe —— H

BiR/ANCO

AN

: AL Eg{t)
P SISTEMA i b A T | e e B

; ¥ (t) ;

filtre de
MECAMNICO | - Z, :
1. ordem | i

e et o oo e " . m“m“m“m"m_mufi(t)

X

—_ X

Figura 3.4 -~ Sistema mec8nico , excitado por um rufdo colorido ,

acoplado a um filtro de 12 ordem .

Na forma de estado , tem-sgse :

1
[}
]
[a}
[

L=

K
|
o=
1
i
ic
[ey]
SR
[

= + vi{t)

€
| b~
o
|
|
le]
1<
o

g
o
)
o)
i
(L
=
<

Sendo a matriz de covarianga P e a matriz &

[
il
o)

onde G

dadas por
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2 P f d P ! 0 0 0 Q
1 2 3 4 - - = -=
. T i
2
P, P L P, Q Q 9 g
_F.,. = T , Q =
P P P 0 0 0 0
| (o] a om — = st ~L
P P Pi P o o o vruy'
~ 4 ? e H s - - - =
. : 3 ]
o splicando €3.7) , obbdm-oo as seguinbos cquagiios
T o
Pt P = Q. (3,45
2 2
KR, +EP P - P.=9, (3.46)
LEPpP +C - GP,.1+LKP +CE—GP1T=O,(3.47}
= e - 7 —2 = == = 2 =
kpTvcp " -ocp, -p A +p 2z =0, (3.48)
= -3 “ e “ege 2 — < 4
kPl +CP ' -GP +pPlaw=o0, (3.49)
- T4 - =7 = 4O -2 -
AP - P+ =0, (3.50)
—_ | 4 —4 g —~a -
tAPT -z P 1+0AP -z P 1 =0, (3.51)
—_ 5 4 — 8 — b ) 41 a —
rP -P,L =0, {(3.52)
— 4 .
U _p aAT+p z¥ -0, (3.53
i —4 — e T4 =
P +P ¥=4g, | (3.54)
— A0 40 —

Com as equacBes (3.43) a (3.54) deseja-se determinar o8
slemontos das matrizes K e C , além da matriz diagonal E . Porém ,
neste caso , nem todos o8 elementos da matriz de covarianga P gd¥o
conhecidos pois , como ja foi dito , é assumido que n%o se tenm
acosso 3 medida da perturbac¥o externa . Isto diminui Dbastante o

nimero de equagdes disponf{veis mag ] fazendo-ge certas
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congideragfes , & possivel resolver alguns bLipos de problemas
como & mostrado a saguir para um sistisa de  um graa o

liherdade

Exemplo Siatema de 1 Crau de Likerdade
Sela o sistema mecinleco de 1 G.L. da&u por
moy(t) + c plb) + k y(L) = hik) ,
o filtro de 17 orden
_&(t) +Zoult) 58yt (3.55)
e o rufdo colorido h(t) , gerado por

Rty + p h(t) = vy ,

ande vw{t) & um rufdo branco

Usando as equag8es (3.45) a (3.54) , obtiém-se

- de (3.45)

Ll
1l
<

— de (3.46) , (3.47) e (3.52) :

[ a4
m
( pe ] = (3.56)
e k
m

- de (3.456) , (3.49) e (3.53) :

[ ¥ ] = -z, . (3.57)
e

[ k. ]e P+ [ [ < ]e + 2 ] P_

Da figura 3.3 percebe-se que se p tende a infinito ent3o o

rufdo colorido h(t) tende zao rufido branco v(t).- Fazer y — w enm
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(3.36) & (3.57) elgnifica farer o= denoninadores  taondorom  a

zoro . Leosgo , no lintte , tom-use

P [ k. ] L p =0 (3.50)
4 L s
=

que , come era de =ze esperar , sd3o as equagles (3.24) e (3.25) ,
obtidag para um sistona neclnico de um grau de litberdade cwxctibado
por um rufdo branco e roguido por um  filtro linear de gprirccira
ordem .

Os parimetros a serem estimados s%c a rigidez ( k/m )} e o
cuortecimento ( o/m ¥ do esistema mnecinico , e o fator 3 da
excltag8o . '

Contudo , o© nimero de equagles & insuficiente para
determinar , unicamente , esses trés par8metros . Para resoclver o
problema , €& preciso que se conhega , a priori , um das
grandezas ., Admitiu-se conhecer o valor da rigidez , uma vez que ,
para sistemas de poucos graus de liberdade e baixa densidade
espectral , é relativamente simples de se obté&-~la , com boa
precisdo , na pratica . Supondo-se isto , chega-se aos seguintes

estimadorea de o/m e p :

c 1 2 12
[ < ]e - { - e, + [ a® +4a ] } (3.60)
e
[ - ] - [ < ] a (3.61)
= =] 2
P P
onde a=__12 —g— -1 . a = —E— 2 +zZ .
Pl p 2 m P 4
- [+
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z Pﬁ
a 3" N g
d 1 P
3
e a = a + a =z , a = a a =z ~- a
4 2 1 : 3 v ] 1 Z 1 3

3.2.2.2. Filtro postertor de 2% ordem

1

Conaldera-ze o givbonma weclnico (3.44) , o filiro de seqginda
ordem (3.272 ¢ o rufdo roloride h(t}) gerado por (3.42) , & seja o

vaetor

x=Cy|g|z}z]n

A figura 3.5 mostra o esquema da relag3o excitag3o / =gislena

mecdnico / filtro de segunda ordem

A equagZo de estado , neste casoc , é dada a seguir

[y °© o 9o 9o o y )
¥ s S [} 0 G v o

W = o (o] o 1 o Y + 0 AR
; w r = -2 -Z 0 w 0
i - — - —1 -z - - -
b | Q o o o -w b v

Sende a matriz de covartanga P dada por

P pl pl pl pl
—1 2 - | 4 -
| p p pT pT pt
: & "~ 1 g i : -
5 P = P P p pl pT
- -3 ar's —10Q 11 —12
| p P p p pl
| i . . —11 419 —4id
i P p P P P
- e — 12 e i o
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Figura 3.5 - Sistema mecfnico acoplado a um filtro de 2% ordcm e
excitado por um rufde colorido
cbbdm-ege , rplicando (3.7) , as seguintes equagles
P + P =0, (3.62)
P +P =20, (3.63)

Kp +CP ~-GP -P =0, (3.64)

|
in
o
+
[
|'D
—
+
-

I
=

(3.652

T T.gp -pPT=o0 (3.66)

=
o
+
i

E
o
+
(2

+P Z +P Z =0, (3.67)

T T_sop p T gl = (3.68)

i
o
+

¢!
o

!

=+

|
o




K P LGP ~ G P + P L = g, ¢3.50)
LS A 2 A Yo = 2,
= - = R -
r Ei T Pz 4 Ia Zz E4 + Pa 9. (3.67)
T — T . B o
r e + & P -Z P - Z P + P = Q , (A.70)
— T3 = 14 1o R ¥ —49 =
cre+zp -z p Tz y
— 4 — B 4 44 2 439
+ LT F T o E_T - 4 P T Z P ]T =0, €3,/1)
- 4 . o i 4 4 o 14
Y P ~-P =0, (2.72)
— T B o
T P P IT + P Er - P Z T P yA r. o, £3.73)
- T4 5 — = 2z 1 14 2 =
I P ~ P = Q , _ (3.74)
= a2 4 4 =
¥ Eir + Rir =g, (3.75)
Coiro no caso anterior , agora também n3o se conhece o estado
hit) e , conseqientemente |, os momentos que o envolvem

Exempleo : Sistema de 1 Grau de Liberdade

Para um sistema mec3nico de um girau de liberdade , um rufdo
colorido de primeira ordem e um filtro de segunda cordem obtdm-se ,
utilizando-se a3 equag¢gBes (3.622 ateé (3,73 ’ ag wseguintes
expresstes envolvendo os estimadores da rigidez , do amortecimento

e do parimeiro p

- de (3.64) , (3.63) e (3.72)

[ ¥ ] = ’ (3.76)
e k

~ de (3.66) , (3.87) e (3.74)
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(5,
@ moJg 4 (3.77)

Analisando o que agontece quando p - ¥ w0, pwicchbe-se que

noe limite

~ de (2.76) [ k. ] P - P =0,
m 4 =
1=
K c .
~de (3.77) ou (3.78) ; P | X p | & P =0,
B ™ o 3 m - <+

gue sHo as equacfes (3.38) e (3.39) obtidas para uma excitacgHo
rufde branco .

Em 3.2.2.1. sé se conseguiu duas equa¢des para delerminar as
trés incdgnitas . Por isseo , supds—s® gque se podia obter a rigide=

do gistema com razodvel precisdp . Agora , j&d8 se tem um ndmero

suficiente de equagBes mas , come s9 pode cobservar , elas forman
um sistema ndo-linear . A fim de se eviﬁar a aplicacdo de um
algoritmo de wsolug¥o de sistemas de ogquagBos algébricas
n¥o~lineares , gsuple-se , novamente , que a rigidez ( k/m 3 é

conhecida .

Azsgim , usando (3.76) e (3.771}

[ <. ] = _%a { -a, [ a,® - aa ] } , (3.79)
e ;
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onde

P
_ 5
aﬂ S —— U —
K
[ Kop op
it i >
Ho cameo em que o valor da rigidez %o {or conhecido <om

precis®o , pode-ze fazer um refinamento da =zsolugio utilizando
(2.78) . Para izsto , admite-ze uma e¢stimzativa inicial ( k/m )0 e ,
com este valor , obtdm-ze ( c/m )o e ( )0 de (3.73) o (3.80) ,
respectivamente . Substituindo-se estes doig Ultimos resultados en
(3.78) chega-z9 2 um nove valor ( k/m )1 que serd utilizado para
calcular oz novog valores { c/m )i de (2.79}) g ( )! de (2.80) .

e assim por diante , até que os trés parémetros convirjam segundo

algum critdério adotado
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PITULD IV

A

»

HETODGS HUHeRICOS

4.1. Intreodugio

Para regolver o prohlema de identificagfo de wiuimas
dinfBnicos e das caracterfisticas da perturbag¢gdo externa , simulado
em conmputador , foram desenvolvidos ( <u  aponos ubili=sdoes )
indmeros métodos numéricos , dentre os quaiz cotifo : um gerodor de
seqUéncias aleatdrias com batxo fator de pico ; uma rotina para

calcular a Transformada de Fourier Répida < outra para estimar a

média e a fung®c de auto-correlagiio de um =Zinal ; um  integrador
numérico ; um interpolador por "splines” cubicas ; e uma rotina
para resolver sistemas algébricos lineares , aldm de um

sub-programa que resclve sistemas de equag¢fes n3o lineares que ,
apesar de n¥3o ser utilizado nos casos que serdo apresentades , &
um componente importante wna obtengZ3o da solug%o em situagles
como , por exemplo , a descrita em 3.2.2.2

A figura 4.1 mostra o diagrama de blocos do programa de
identificagBo desenvolvido .

Todos os programas foram escritos em FORTRAN e implementados
em micro-computadores compatf{veis com o IBM-PC

Neste capftulo serd apresentado , de maneira superficial , o
funcionamento de cada rotina da figura 4.1 e o interrelacionamento
entre elas , sem , contudo , se prender a um desenvolvimento

matemaAtico dos algoritmos . ¥ inclufda , em apé&ndice , a listagem
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PROGRAMA PRIHCIPhLvJ

______ i o i 1
CERADOR DA TRANSFORMADA HeD 1A R
RACITACRD DE FOURIER ATTTOCGEREL .

b

| INTEGRADOR | DIRETOR NE
o ’ HULR TN o

LTt AGH)

L
EQUAGHES —
NIFERENCIAS INTERPOLATLOR J
}i SOLUGED
INTERPOLADOR SOLUGXOD DE - DE SISTEMAS
" SPLINES » [ { SIST. LIN. || Nx0 LINEARES |©

Figura 4.1 - Diagrama de blocos do programa de identificag¢3o

dos programas utlizados . Limitar-se-4 a apresentar uma visdo
suficiente apenas para possibilitar o entendimento das vantagens e
desvantagens de cada métcodo dentro do contexto em qgue s3o
utilizados neste trabalho . Estas caracterfsticas , pordm , 86

serdo discutidas nos capftuleos que se seguem .

4_2. Gerac®o do sinal de excitacg®o

Baseado no resultado apresentadoe por Schroeder [ 28 1
estudou—se um algoritmo para sintetizar um sinal
pseudo-aleatdrio , periddice , com baixo fator de pico .

Na verdade , o problema conslste em ajustar os $&ngulos de
fase de cada componente , em freqiiénctia , de um s=inal com um

espectro de poténcia dado , a fim de minimizar a diferenga entre.
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suag anplitudes mdximas e nlnlnas

Asstm , considere-se um sinal v(t) periddico em gue a
freqiténeta instant8nea , em um perfodo T , alcanga N difcrontes
fregquiénci as harmbnicamente retacionadas , k/T ( k = 1,2,...,8
Logo , para H grande , a pot&acia do zinal na Froﬁuencia k/T word
aprogimadancante proporcional #so intervalo de tespo durante o qual
a freqiincia instentfuea estd cm k/T

0 sinal v(t) , com perfodo T e lurgura de banda finita &

obtido a partir de

i
s P 72 -
k f.g{l{t‘
= ey s| 1. + 4.
vit) [ o ] coq[ 1 Qk ] . {4.1)
k=4
onda P, & a potdncia relativa & k-dsima harmdnica ( § k?i P, = 1

e Qk é o angulo de fase correspondente . Agora , dado Py ¢ k
1,2,...,8 ) o problema & como achar Qk { k=1,2,...,8 ) de mede a
mintmizar | v | - | v

™o min |

Quando as poté&nciae relativas g%0 dadas , a expre=csio final

que se obtém para os &ngulos de fase &

n—1
= - 2 - . .
Bn 9‘ n E: [ n 1 ] P, (4.2)
1=

i

O programa desenvolvido utiliza as expressdes (4.1 e (4.2)
para gera¢io do sinal de excitagBo . Heste trabalho et d-se
interessado , particularmente , em sinais com espectro constante ,
ou seja , onde pk =1/, k=1,...,N , que podenm ser considerados
brancoas dentro da faisxa de frequéncila deeejada ( a anélieze da
correlac3o serd feita mais adiente ) . Além disso , calcula—-se

t.ambdém a derivada de v{(t) , ou seja ,
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p 1.2 oy
3 o er]{t
[ -------- -2—- ] k .:,t-n[ ————— . -Ic—--——' + Gk ] »

por motivos que serfo expostos a seqguir

4.2 Transformada de Fourter Répida

A fim de znallear a forma do ezspectro do wsinal  gerado  por

24)

(4.1 & (4.2 e do iuido coltoride obtido abtroavdas de (3.3 #1c¢m

L

de ocutras smituag®es que pudesgsem vir a aparecer , conotiyuniu-se uaa

rotina , bhaseado no zlgoritmo da horbeleta desenvolvido por Cooley

e Tukey , para o cdlculo da btroncforrada de Fovcier vdplda [ DEER =Y
método jad & bem conhecido , n%3o necessitando , portanto , da
aprecentagdo de muitos detalhes . 0 algoritmo pode ser

encontrado , por exemplo , em Newland [ 18 1 e Raebiner [ 23 )

'

4.4. Média e Fungfio de Auto-correlagfo

Varioce métodos de estimagfo da funglio de auto-correlagfo s%o
discutidos em Jenkins/Watte [ 09 1 . 0 algorttmo aqut uhtilizado
congidera um conJjunto finito , z1 v Z de N observagdes '

e diz que um estimador da asuto-correlagio P, dado por

ck
r'k= = , {(4,3)
o
onde
N-k
ck=—§—- Z [zt--i] [zt_k—é] k= 0,1,2,...,k
=1

& um estimador da covarianga P, @ z é a média da série temporal
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Para se obhter uma cwhbtaativa rozodvel da fungio de aunbto-correlngiio
& aconselhdvel que o valeor de K n%o exceda N/4

A méddia = & calcenlada por

M
- ' U .
2T - 2. (4.4)
N > {
e -
t=4a
4.5, Goluglo de Stoteman de Rguagiies Diforincluatla
Dentro da vaesta goma de Integradores numdricos cxishantes
atualnente , existe vm  grupo cujo procedimento ¢ normalmoente

chamado de preditor-corretor , que s¢ caracteriza por avaliar o

valor da fung¢Xo f{x(t),t) , prezcnte na equagdo
x = fixt), Ly, (4.5)

duas vezcs por passo de Integrag3o . Apesar de ter um custo
computaciconal de duas estimativas por passo , © seu emprego &
justificado por apresentar caracterfsticas como alta precis3do e
baixa propaga¢Zo de erros , o que permite a utilizagdo de passos
de integrag¢fo até duas vezes maiores que os usados por cutras

técnicas

Particularmente , utiliza-ze aquil o Integrader desenvolvido
por Shampine/Gordon e apfesentado em L 30 1 , chamado método PECE
{ Predict - Evaluate - Correct - Evaluate ) , ©@ baseado mas
equages de Adams-Moulton para predigiic e Adamg-Bashforth para
corregio

Uma caracterfstica importante deste integrador €& que ele
uttliza passo varidvel , a fim de limitar os erros da sgolucgio de
(4.5) dentro de limites previamente estipulados pelo usudrio . Os

problemas que isto acarreta ser%o discutidos nos préximos
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capftulos .

Ecte integirador & dividido enm quatro partes principais s

A primeira svhrotina , chamada de director de integrag@o
vaerifica a existéncia do erros na entrada de dudos e orguaniza a
chomada dog demaig wub-pregramnaz . _

Em soguida tem-zo a rotina de integra¢¥o  propriamento  Jdita
que , a cada chamada , avang¢a um passo om difeg%o do instante wide
ca desoja a cesposta

Como o programa permite gue a integragBo ullirapasve o ponto
de gafda , touirna-se noecessdrio a2 utilizrng¥o Jde uma robina e
interpolag3o para obtengdo dosz valores da resposta no instante  de
interezse . Hostra-se que eslbe procedimento € L¥o precigo guanto
ge escolher um passo de  integrag3o tal que o valor calculade
correzsponda ao instante de safda desejado .

Finalmente , h; uma subrotina que calcula o erro unitirio de
Lruncamsnto do computador utilizado , com o objetivo de ostipular
um limite inferior para o passo de integragZo .

0O gistema de equagfes diferenciais de primeira ordem gue se

deseja integrar se encontra em um subprograma a parte .

4.6, Interpolacg8o por "Splines” Cdbicas .

Come foi visto anteriormente , o© programa para resolver
sistemas de equagles diferenciais na forma em que se encontra ,
ajusta , por si s¢ , o passo de integraglo . Assim , existe a
posgibilidade de se necessitar de valores do sinal de excitac3o ,
cbtido através de (4.1 e (4.2 , em instantes em que este ndo
tenha sido calculado ( por serem valores discretos ) . Para =se

conseguir uma estimativa da perturbacde vI(t) nesites pontos ,
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interpola-se s Lrds valores mals prédxinos do inztante ¢ onde  we
docoja a resposta por "usplines” cdbicas . 0 algoritmo aprosentado
a seguir ¢ bascado em Doalquist [ 02 ] e Prenter [ 22 ]

Congidore uma fungdo (L) , diuscrotizada om b, i o= 1 .
. 1
N, a nual se dogeja interpolar um polindmio <cibico s{t)

Portanto , s{t} deve gatifoser a3s seguintes condiyBes B le]

interpolagfo

(bt ) = (L) , 0< i <n (4.6)
1 1

s(EL ) = f{r ) ,
LAl hal

Por necesmsitar dog valores daza derivada do sinal a ser
interpolado ¢ gue =se calculou v{t) na rotina de geragdo da

aeqifncia de exciltagie

i R

Para ceonstruir a funcdo s(i) considera-se gque os inztantes
onde se conhece f(t) =30 igualmente espagades ( h ) e introduz-se

quatro nés adicionais t_2 < t._1 < to e t >t > tn e a fungdo

N+ 2 e d

B () definida por
L3

L—-4

(-t )2, t et ,t. 1
-2 1—-2Z

ho+3n%(b-t  d+3het-t Z-3Ct-t. 1?, t e [t Lt 1
L—1 t—-1 L—1 t—-1 1
B (t) = 1§ h?+3h%(t.  -t)+3h{t. ~t3%-3¢. t3?, t < ft. ,t. 1
1 hs 1+ 4 [ 4 + + 4 T L+4d
(b, -2, t et Lt 1
T+ 2 T+ 4 1+2
Q , de outra forma . (4.7)

e

cuja forma ¢ mostrada na figura 4.2

4 tabela 4.1 mostra og valores de Bj(t) & de Buag duasg

primeiras derivadas para os nés j-2 , j-1 , J , Jg+*1 , j+2 . En

39



todas oz onbros ada 3o Mungdes valum woro

B S .
fivs
J - 2 J -1 J J -1 J - 2
Bj(t} 9] 1 4 1 O
Bj(t) 0 3/ h 0 3/ h 0
EJ(t) 0 6 /K | -12 /7 n¥] &/ n? | 0
Tabela 4.1
Assim , propSe-gse um polinbmio =(i) na forma
g{t) = x B (L) + »x B () + ... + % B (L) . (4.8)
-4 -4 0O O n+d nt 4

Obrigando s(t) a satisfazer as condig8es de interpeclagfo

(4.6) , cbtdém-2e o seguinte zistema

alt ) = x B (¢ )+ xBf{t )Y+ .,,.+x B (t ) = £(L )
(=) E 8 4 En ] O O Ea ] n+ i ™+ 4 O O

st ) = x_ B (t) + x, B (t>+ ...+ x B (t)=flL) ., (4,9

4 n+d N

gs(t ) =x B (L) +xB(t)+ ...+x B (t ) = f(t )
ol b a] o O ™ ™ ™

n -1 Tied med



Lego , tem-se n+3 equagBes linoores , formendo um sistoma do

T

tipo 8 x = b , onde x = { x | = | | = )L, b= flr ) [
. Bl 1 (s nrd - L8 |
RS I I S T A I I S TR ft > )7 6 a matriz dos couficientea
o i N n
]
- -3/h 0  2/h A Q0 0 1
1 4 1 0
A = ‘
0 0 0 1 4 1
5 O 0 e -2/h 0 I/
Prova-se que a matriz A &6 n¥o singular e , portanto , (4,3)
tem uma =olugio iinica
O pelinBmio s(t) dade em (4.8) 6 o interplolader "apline”

cubico utilizado .

4.7. Solucdo de Sistemaz do Equag8es Lineares

Para se oblter om coeficientes das "splines” & preciso
resolver um sistema linear

Uz métodos bazseados em triangularizag¢3a ( eliminag3o de
Gausa , Cholesky , Doolitle , etc. ? e diagonalizacg3e ( eliminac¢do
de Gauss-Jordan , transforma¢@esz congruentes , etc ) s%0 |,
provavalmente , o0F mais usados na solucdoe de sistemas do tLipo
A x =)b , porgue 580 aplicadeos a todos os tipos de matrizes , 530
faceis de programar e possuem boa oficidncia ( wvelocidade de
proceésamento e precisﬁo )

Agqui se wutiliza o método de eliminacl3o de Gausg com

pivotac3c méaxima ( Westlake [ 36 1 ) , que <consiste em realizar
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cpuragos elurnentares com 4% linhas @ colunas de A de wodo a2

transforsd~-ia  em uma matriz triangular SUperior . Ilais

sgpacificamente podoe-ye dizer que , no k-dzimo eustigio , @

. k-1 . k-1
gscolhido um elzmento au da matriz A {( resultante das

A
i
i7]
’
jury

operacdcs elcumentares ¢ catfniogs anteriorcs ), choaado

pivdé , que , permubtando-se az linhas 1 @ kK o ag coalnunas j o k

k . . .
Ltorna-oe o elemonto A, o+ FBote pivd g ont 3o uaado para se aobtorp

a8 puElydes na sua coelvna sbhatso da Al sgonal

prrincipal . No fim de n ertigios obtdm—ze uma wmabtriz triasigular
superior , oende n ¢ a diuwngio da matriz A .

A ozcolha do piv8 & ponto  dnportante na wltiaeicaglilo do
algeritmo utilizado , Basicamente ekimstem trés procedimentos para
3 sua escolha ¢ 1. sem posicionamento pelo tamanho o elemento
3, o+ 19 k-¢duzime cotidgio , & ezceolhido como pivé . Haewste case , 3
erros de truncamento.nﬁo 530 minimizados & , e em algum estdgio
i, o glemento a. for igual a =zero , mesmo que A Feja nFo
singular , deve-sze escolher ouiro elemento da matriz como pivd , e
uma troca de linhas & necesséria ; 2. parcial posicionamente pelo
tamanho : e=zcolhe-ze o pivé do k-dsime estidgieo como s=endo o
elemento de maior valor abscluto na ceoluna k¥ , linhas k até n .
Apesar de consumir maiz tempo de computacdo , om testes de tamanho
proporcionsam uma boa melhoria nos erreca de Ltruncamento . 3.
completo posicionamento peloc tamanho : no k-ésimo estagio ,
escolhe-8e como pivd o elemento de maior valor absoluto em toda a
sub-matriz composta pelas colunas de k a n e das linhas de k até n
da matriz 5&4 . Devido aeg tegtes de tamanpho e as inimeras
permutactBes de linhas e colunas necessirias , egte procedimento 6
0 que consome mais tempo de computacgBo mas 6 o que tem os menores

errog de truncamento .
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4.8, Solugdo do Sisteman do Fqnagﬁas n¥o Lineares |

Apesar de n¥e ger usado em nenhum dos cazos de identificacH
estudados , achou-se interessante deixar registrado Aleaum
comgnltdrio sohre oz mdhodos do solucZo do sigtomnds ndo ligooi s
ow , mals especificamente , métodos para obtengfo de ufnimos dJe
fungdes , uma vex que ¢ inovitdvel cscapar deleos para alguns oovos
especificos de identificagXo pela HC .

nébodos  apresenta muitas

Em geral , a utilizacg¥o dJdao:
dificuldades , polo fato de quo cuda um & aplicado  apenns para
determinados casos particulares ; dificilmente pode-se garantir
antecipadanente , que o piroccsso desenvoelvido resolve o problona
que #e tem em mFos . D melhor procedimento , nestes casos , &
tentar descobrir ( por comparag3o com algum outroe problema da
mesma ¢lasse ou por tentativaasz de aplicagBes sucessivas do  ndtodo
de resolug¢do ) algumas de suas caracterf{sticas , de medo a poder
interagir com o computador na procura das solucBes

Alguna dos algoritmos mais usadoz estBo o3 de diregio
conjugada , de Newton e os Quasi-Newbton . Estas rotinas exigecan um
esfor¢o computacional considerdvel e portanto & razoivel investir
na sua otimuzagdeo .

O programa desenvolvido baseia-se no método de Newton-
Raphson e utilizou como literatura bésica : Saaty [ 26 1 , Wacker

[ 31 ) & Wolfe T 37 23 .
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v

\PITULO V

e

RESULTADOS

9.1. Introducgfo

Hecte capftule  s=%o apresentndos o3 resultados da
identificagdo dos pardmetros de um sistema mecinico linear
invartante no tewpo , e dos caracteristicog da forga de cxcitagio
para cada um dos casos discutidos no capftulo IIl |, sendo eles

1. sistema meclnico excitado por um rufdo branco e acogslado a
um filtro de 17 ordem :

2. sictema mec@nico excitado por um rufdo braznco e acoplado a
um filtro de 22 ordem ;

3. sistema mecinico excitado por um ruido colerido e acoplado a
um filtro de 17 ordem ;

4. sistema meclnico excitado por um rufdo colorido e acoplado a
um filtro de 2° ordem

Como j& fol dito anteriormente , ndHo € objetivo deste
trabalho analisar o método de identificag®o como tal , mas sim
estudar os aspectos da simula¢33o digital de sistemas , estimar os
par@metros do modelo matemdtico através do Método das
Covartancas , para alguns casos particulares , e propor esta
técnica como ops¥o na determinag¥o das caracterfsticas da forga de
excitacdc . Um estudo mais detzlhado do processe de identiftcacio
com a variag¥o dos diversos par8metros envolvidos pode ser

encontrado em Weber/Schiehlen [ 32 ] e Dias/WUeber [ 04 1]
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Asstim , estndar-ue-4 o conportanente do  estinader dag
covariangas proedomninanteneihbe  parca 0 Ccaso 1 . dezorito
antertonente , & gqualguer grande vartia¢fo , nos demats czsos |, nas
conaclusSos tiradée gerdo apontadag por ocasiBo de sua ocorréncia

Para tunto , prop@e-ze um sistena mecﬁnicé de  referineia
{ toda andlise zerd feita para parfinetros do- modelo  wairtsnde om
torno dus valores do zisgtoma Jde refocZncla ), deseartto rela

equagio diferencial de 2% orden

.13

(Wl

viL) + 12 y(t) + 2000 yit) = 100 f(L) , (

ngd 1l aele & n roide

T

ohdae FOEY & o ruide branan vik) para o8 GR

g2og 3 e 4

o

colorido hi(t) para os <

0O rufdo gerazdo a partir do algoritmo de Schroeder [ 28 1 ¢&
mogtrado nas figuras 5.1. e 5.4 |, com wuma freqiifncia mixima de
1G0 Hz e ndmero de ponteoes ( KNPE ) tgual a &4 a 512
respectivamente . As figuras 5.2 e 5.3 , 5.5 e 5.6 apresentam a
transformada de Fourier e a fun¢do de auvto-correlagZo dos sinais
anter{oresz . Obeserva-ge que , apesar da seqlifncla gerada =er um
processo de banda larga com poténcia relativa constante nas
diversas componenter de freqliéncia , ainda nZo pede ser
considerada como branca , uma vez que osg valores da funglo de
auto-correlagBo para r # 0 s%0 relativamente eleﬁados , @pesgar de
que , para NPE = 512 , a correlagZo da seqiéncia melhora
gigntficativamente . Um grande inconventente deszte algoritme & o
tempo computacional gasto ¢ proporcional a H° , onde N 6 o mnimero
de componentes em freqiiéncia ou mimero de pontos no tempo ) para
gerar o sinal . lsso obriga a utilizagio de perfodos com , no

maximo , 512 pontos
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Este sinal cord ubilizado como excitacio en Lados OB Cones
propostos e as concuegiidneias de  sua  aplicag¥o  serfo ampl-mente
dlgcutidag , neste e no préximo capitule , onde , Junte com  a
andlige dogz métoaaz computactonals empragoedos , gerd nmostrado v
cutro processo de gerncHo de uma maqgitdnela alentd;ia ,odmnnsiona

cnjas caraecterfeticas %o bem nmats pro<imas de um rufde  br oaco

Tacal .

5.2, Sigtema mecinico excitado por um rufdo branco |
- e s e a .
5.2.1. Filtro posterior de 17 ordom .

Seja o f1ltre de primeira orden dado por

wit) + Z owlt) =&yt , (5.2)

onde serd congiderado , a princfpio , = = 30 5 e b = 50 57,
i

Oz estimadores das covariangas da rigidez e do zmortecimento
de um sistema mec3nico de um grau de liberdade , excitado por unm
rufdo brance e acoplado a um filtro de primeira ordem s%o0 dados
pelas equagBes (3.24) e (3.25) . Os resultados da aplica¢Bo dessas
duas expressBes para o sistema formado por (5.1) e (5.2) pode ser
vistce nas figuras 5.7 e 5.8 , que represgentam s convergéncia dase
estimativas da rigidez e do amortecimento respecttvamente . Nas
figuras 5.9 e 5.10 s%o apresentados og erros dos valores

tdentificados , calculados por

’ k/m - [ k/m ]e ' c/m - [ c/m }e I

Ek = ’ E = r (5.3
k/m c/m
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em fungio Jdo niduwero de pentos .

Obzerva-ze que , apesar de ainda n%o tercm  converglido para
um valor fixwo , as estimativas , depeis do procossadog 100 mil
pontog , sprosentam recultadosz bastante razodveis , Jdentro de unma

v

faixa de =rro de , no andximo , 5% pora a rigidez e 10% para o

amortecinmento . 08 valores finais obtidos foram
k/m = 3615,41 37 2 e/m = 12,12 st
representando erros , reospechivomente do
Ek = 1,43% @ Ec = Q,93% ,
Apesar de , algumas vezes , tour-se executado o proceeso at.é

que se alcanga-se um valor final estdvel , acredita-se que o ganho

de precis®o n3o compense o tempo de processamento gasto e |,  por
isso , os resultados ser3o sempre calculados até 100 mil pontos
Percebe-se , observando as figurass 5.7 e 5.8 , que existe

uma perturba¢3o no processo de identificacio em determinados
intervalos constantes de tempo . Este intervaio & exatamente o
perfodo da excitag3o ( TE ) .

Retornando & figura 5.1 e imaginando uma periodizagBo deste
sinal , nota—-se que a passagenm de um perfodo para o seguinte n3o €
feita suavemente , ocorrendo come um choque no sistema . Este
transiente pelo qual o sistema passa depois desse choque afeta sua
condigdo de estacionariedade ' anteriormente suposta '
perturbando , obviamente , a convergéncia do processo .

Contudo , existe um outro efeito , scbreposto a este , que
estd ligado A freqi@ncia natural do sistema mec&nico que , neste

caso , & de aproximadamente 10 Hz .
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Obnorvandn novencente a figura 5.1, noba se yue cste  sinal
comporta-se como uma "varredura aleatdria” , onde a fraeqiincia o

ginal varia com o tempo , indo de =ero atéd a fregué&ncla mixima e

retornando a zero em um parfodo TE . Assim , 3 cada intervalo TE ,

o sistema & excitado duas vezcs em zsua freguéncta de resmaoen®nois |
uma no infclo do perfodo , guando a frequ@neta asta auncnbandoe , &
a outra no fim Jdo intervalo . Para tentar separar os  ofcttoa da

excitacBo na frequfncis de resconBnela e da parongem brusca deum

. -3
nerfodo da excitagf@o para o saguinte |, foz-se k/m = 30000 s ,  ou
ze=ta  , & freqiéncia natiral da 2 lwebomnsg Drou a R
aproinadawente 50 Hx . U= resultadog  desta 2imulacio BED

apresentados nas figuras 5.11 até 5.14 . Fica facil , agora
perceber como os dois efeitos - passagem pela rezsonfncia (1 ) e
chogque provocado pela periodizagHo do sinal de excitagdo ( 2 3

atuzam sobre a convergéncia das estimativas . Em ambog o8 cazos

o
haa

condi¢%o de fortemente estaciondrio deixa de ser satisfeita , uma
vez que o momento de segunda ordem ( varianga deixa de ser
constante ( Newland [ 18 1 ) .

Mesmo com todos esses problemas as estimativas ajnda
convergem para valores multo prdximo dos corretos . 8 que se
analisa , a seguir , & o comportamento dos wvaloreg finais
estimados com a variac¥o na periodicidade da perturbagdo externa .

Assim , s¥o apresentados , nas figuras 5.15 a 5.20 , o=
errog na tdentificaglo da rigidezx e do smortecimento quando o
nimero de pontos da excitag¥o & 64 , 128 e 256 respectivamente .
Observa-se que para 64 pontog o valor final estimado da rigidez
apresenta um erro de , aproximadamente , 3% e do amortecimento de

B0¥% . Estes valores tornam-se Ek = 3% @ EC = 30% para NPE = 128
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e Ek = 2,5% a ‘._-ic = 10% para NPE = 256 ., Logo , conclui-se que
aquaznto maior o nidnero de pontos da cucitag®o , nals  preclsos =i
oz recultados finag obtidog .

Cada perfoﬁo da entrada , que corresponde a TE = 0,000.0NE
gsegqundos , equivale a , aproximadenante , 3, l6 , 12 o 24
perfodog da rosposta inpulgiva do sistema | $4 que =ua  frequfncla
coed em torno de 10 H=z . Assim , ancnto menor o NPE O, monor soed A
quantidade de informag@o sobre o gistema dieponfvel pelo
pracesso , uma vez que , fora o prisnetro perfode da resposhta
forgada , que possul condig@es iniciuis nulas |, todos os  wubi o
contém as mesmas  informagBes . HNota-gse que a rigidez & ben
tdentificada mesmo para NPE = 64 pontos , mas toda a informagio
necessdria para ostimd-la estd contida em um perfodo da resposta
impuleiva do stetema’ , uma vez conhecida a massa .

Portante , a =ttuag¥o tdeal serta ter um gerador de wodmeros
aleatdrios em que os valores sé comegassem a ge repebir quando um
nimero de pontos mutto grande tivessem zido obtidos . Mas , como
Jj& foi dito , o algoritmo utilizado gasta um tempo consideravel
para a gera¢%o dos sinais , e considerando que os resultados da
identificagdo obtidos para HNPE = 512 pontos sdo bastante
razodveis , este valor serd o adotado de agora em diante .

Antes de |ir adiante seria interessante ge perguntar qual o
intervalo mfnimo { ou dtimo )} que se deve observar um determinado
sigtema , supondo que nesse perfodo sua excitagdo possa ser
considerada como um rufdo branco , de modo que as estimativas
finais ndo sejam polarizadas , ou seja , gque o processo tenda para

o2 valores axatogs 7
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SupSe tse agora a situagio en que , ao invés de dimtnuir o
ndmero de pontos da excitagBo , auwmenta-se a sua fregquéncia maxina
( de 100 Hz para 1000 Hz ) , diminuindo , da mesma forma , o

perfodo TE . As figuras 5.21 @ 5.22 mostram estes resulbodos .

Percebe-ge que o erro na estimativa do smortacincubo
aumentou bastante ( passou para E = 14,03% Y enguanto que o da
<
rigtdez ge mnntove constanbe ( Ek = 0,5%% ) . A idontificagio  do

amortecimento & seupre muito mais  sensfvel s variagfoes do
processo do que a da rigidez , como j& se péde perceber na =snilt-ze
anterior .

Um outro fator que influencta sobremaneira a estimagfo doe
parémnetros 4 a freqtiénecia de corte ¢ z ) do filtro . Nas figuras
.23 @ 5.24 ¢é apresentedo o caso em que Z, assume o valor (0 st
Hesta situag¥o , os erros no calculo do amortecimento cresceram
sensivelmente enquante que a estimativa da rigidez n%o ce
alterou ; o que era de se esperar , uma vez que o estimador das
covarlangas para a rigidez - equa¢do (3.24) - nZ%o depende dos
par8metros do filtro . Como j4 foi dito , a c¢scolha dos valores
caracterfsticoé dos filtros . tanto de primeira e .
principalmente , dos de segunda ordem , & uma tarefa muito diffcil
e que desenvolve-la n3o se éncontra dentro dos objetivog deste
trabalho . Contudo , achou-se importante mostrar que esta
influéncia realmente ocorre e que pode , por si sé comprometer
og valoreg finais obtidos .

O processo de identificag® sofre uma influ@ncia muito
grande , tanto na velocidade de converg@ncia como nos resultados
finais , com a variacdo dos préprics par3metros a serem

estimados , como pode ser visto nas figuras 5.25 até 5.28 , para

B8O
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PR ; . - -2 p - .
valureg deo rigidez iguais a 3400 8~ @ 7200 = raogpectivanonte

: i - - + 4 1
e nas figuras 5.23 a 5.32 para amortecimento igual a 10 s 9

Como se wide porceber_, vdo indmeros os  fatores que Jdoevon
r lovados em conta a fim doe  s5e obter bon; reosultados  1na
e¢stimacio dos parimetros do sistema . Um eztudo considerdvel noshte
cenbido ainda deve ser foito vnhes de se nplicar esta Ldenica  de
identificag@o a um sistema real desconhecido . HNestes sizbeomas
existe ainda o problema de rufdo nas medidaz , o que prejudica
conztderavelmente og rezunltados Findis obtidos pelo proceszo |, waa
vez que o jidtodo dag Covariangas & pelarizado , c¢omo mostram
Reoether/Pederiva [ 24 1 .
Uz problemas que ocorrem no demais casos 3o =z2imilares aos
aqui apresentados . Limitar-se-4 , pertante , a relatar , de

maneira suscinta , os demais resultados , deixando qualquer

discussdo adicional para ser feita no capftuleg seguinte .

9.2.2. Filtro posterior de 2? ordem .

Utilizando o mesmo sistema mecinico dado em (5.1 e um

filtro de segunda ordem , linsar , descrito pela equagio

diferencial
Wit) + z wlt) + z wlt) = XAy + ¢y, (5.4)

onde se adotou { baseado em Weber/Schiehlen [ 32 J ) os seguintes
-2 —a -2 -4
valores ; z, 2'6200 -] VE, S 10 = , A = 1000 & e ¥ = -10 g ,

obtém-se , através do MC , os estimadores para a rigidez & para o

amortecimento do sistema mecénico , dados pelas equacles (3.38) e
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(3.39)

Nz resultoedos da  aplicagio degtes csbtinadoroes  podem  ser
encontrados nas figuras (5.33) e (5.34) . Como se pade nobtar , o
valores finaie obtidos n¥o variam muito i raloscio o w0
antorior

5.3, fistoma socinico smaitedo por un ruido coloricdo

Utilizma-se o mosmo sistema (5.1) @ nm wadelo para o rufdo

colorido represaentodo por
F(t) + 1300 h(t) = 100 v(t) . (5.5)

Hovamonbe |, apresenta-se dols cacos @ (1) com fillro de

orincira ordem e (2) com filtro de gegunda ordem

5.3.1. Filtro posterior de primeira ordem

Com o auxilio do Ffiltro (5.2) , obtém-se os resultades

apresentados nas figuras 5.35 e 5.36 , da determinacg¢do do

amortecimento e do fator caracterfsticeo deo filtro , supondo que se

conhega a rigidez

Percebe-se que o MC responde bem 3 estimagZo da freqiéncia

de corte do filtro

5.83.2. Filtro posterior de sgegunda ordem

Nag figuras 5.37 e &.38 aparecem os regultados da
identificacdo do parZmetro p , da excitag3o , e do amotecimento do

sistema mecfBnico , quando € usado o rufdo coloride h(t) , gerado
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por (5.5) , o filbtro de sagnnda orden (5.4) 2 o siatama (5.1)

1

Neste wasa tambdm  , o3 -vros e oconbrsm om nfvels
rarvofvels .

LY

Aazim , considarando tordanas

N
3

. i e : A SR R .
# o lupescinfeog introdosidas oolos

mitodos nusdricos ubtilizados , o HC  aprecconbou boas rosulbados

]

tonto na identificngBo dos pog Snentros do oiotonma necinico couo na

s irminacTao Aoz cars bR tens da poctorbogio cnlornn
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CAPITULO VI

DISCUSEGRs B COHCLUSAES FIHALS

&.1. Introducio .

1z resultadeos da identificag@o dos  prarinchros  de  siatenas
mecinicns bem como das caractorfsticas da forga de excitagfo Ja
foram apresentadss no czpftulo  aterior e, conmo  se Hda
ohservar , om mulbos cazos , estes se  encontram dentro  de  uma
faixa de erro aceitével para grande parte das aplicagBes ¢m
angenharia .

A andlise a ser feita neste capftulo , contudo ,n%c serd
sobre os resultados provenientes da utilizag%o do Hétodo das
Covariangas , mas sim sobre o conjunto de procedimentos adotados |,
desde a entrrada dos dados atd a obtengZo dectes valores
estimados , passando pelo gerador do sinal de excitagdo ’
integrador numérico e pela prdpria formulagBo do mnétodo de
identificac8o , examinando as caracterfsticas particulares de cada
algoritmo e as influfinciss destas no conjunto como um todo e na
aplica¢3o presente . Baseado nesta andlise , serdo apresentados
métodos alternatives a fim de eliminar , ou ao menoza minimizar
os problemas encontrados em cada procedimento .

E importante deixar claro que todos os algoritmos uttilizados
J4 foram amplamente testados e , geralmente , apresentaram
resultados muito bone . Portanto , o que se p3e em discuss¥o n¥%o é

o mérito do algoritmo mas se o uso de determinado procedimento &

adequado , ou n%o , para a aplicag¥o em questZ3o .
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6.2. Anstise Geral dog dtodog Mmaderions

Dentro do corpo do trahalhe ,  prinacipalesate da ¢ogte

3. T P A ) . A
o B T R i Failegil

[

mvirica , o mdbodo  de  solugTo
diferenciais utilizado tem iuporblancia hostante oronde , e ma
cacatha influencliou zobreoensn:iva a o'ne™a dos Jemclaa aloonei s
Pewa opgfo ol feita porqgue soe proboodia fovor vea focwalagio wais
genérica da perturbaglo externa , a fim de descrover , o maisz
crdiinoe pozsfvel ,  as  cirachor{cbicays proincipalis da forga de
cxeitag¥o abuante em um sistema hidrdulice real ( figura 1.2 ) , o
que poderia levar & necessidade de =ze ter que resclver um =istona
diferencial n¥o linear ., Contudo , ashta etapa n¥%o foil alcangada e
acobou-se por  trabalhar apenas com equacgBes linncares ,
subutilizando zssim todo o potencial do integrador .

A primeira conclusZo que se tira deste cstudo , e que & até
certo ponto ¢bvio agora , & que n3oc hd a menor necesstdade de se

usar um integrador numérico t¥o robusto quando o sistema estudado

& linear .

Uma sugestZo imediata é a de se user integradores come , por
exemplo , o Runge-Kutta que , apesar de apresentarem problemas de
instabilidade da solu¢¥o quande se adota passos de integraglo
inadeguados , exigem muito menos esforc¢o computacional ( gastan

muito menos tempo de processamento ) .

Além dessa n#Ho necessidade clara da utilizagdc de um
algoritmo t3o robusto para solug®o de sistemas de equagles
diferenciais lineares , este integrador atnda possui

caracterf{sticas que o fazem completamente inadequado & presente

aplicagdo .
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A priotra delas 4 o Coto Aa que o preso de  Inbagragto &

varidvel a0 longo do o procesno , galedcicnade  sogundo alguans

critdérios pré -deflinides . Ha verdnde , hd o possibilidode de  ce

o

fivor cshe pooso o Conludo |, - oha slternative foil Lestada o, oo
congaqliénecia , obteve-=e un Leanpo de pl-r‘acc\:e::-::--‘_.m:entt; mutto maicr  do
que a versido original , o gue <. a , até certo ponto , um i ouutado
previafvel . 0 progroma , a ooda choroda | s juchta doisz per®o b o
s fim de manter os crros da solugfo dentro dos limites previzuente
certipulados pelo usudrio que o : o puasso de integragfo e a urdom
Jdo pelinéGmico fnterpolador . Lo se fixzr o pagco , se exse volur &
pequeno , s%o necessdrias mais chamadas para se obter a solug¢do no
instante desejado ; ce o valor & grznde , a ordem do polindmio tem
que cer muito alta para poder limitar o erro . Aiém do mnalis , a
combinag#o destes dois parémetros deve ser ctimizada pelo prograna
a fim de fornecer o msnor erro no menor tempo de processamcento
possfivel .

S80 inumeras ag complicagBes , para a aplicagdo atual ,
provenientes do passo ser varidvel . Uma das conseqliéncias & a
perda da informac3o de qual € a freqiiéncia mé&xima do sinal de
excitag¥o do sistema simulade .

Congidera-se , por exemplo , um sistema mecdnico de N graus
de liberdade , cuja freqi@&ncia de vibrag3oc de seu modo mais alto
seja W, Se ge deseja ldentificar completamente as matrizes de
rigidez e amortecimento desse sistema & preciso que a perturbagio
externa seja capaz de excilur todou ou asous modos de vibrar ., ou
seja , que ela possua componentes de freqUé&ncia acims de w, além
de n¥o ser aplicada em nenhum né de qualquer um dos N modos
préprios . Na verdade , devido ac amortecimente , a energia de

determinado modo & distribufida em uma certa faixa de freqliéncia |,
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o que inplica na necoosidade de que a oxaibag®o tenha  uma

fraqifinctia mAxlma conglderagvolo ot moator Gqua £ CEm
: N
Uober/Schichlen [ 32 1 4 aprogentoda a Inflwinata da  fregidneta

mfxima da perturbagfo externa na identificng¥o  dog porfunetios o

um gistena neci3nico excibodo por wa Tafdo branco Vi 5e O
: | ’

Hétodo dae Covariangas . Fste rcuultado ¢ reprodusido na  figura

6.1 .
ARG - e s i s e e e e e e = . e .
~
(h/m) |
-1 X
(s1
SRR -
X
BB -
Ko b4
X
y XrX X ’
Sl —— —— — o e i hi i e e e, e ;{X_ >S..._- cem e e iceam e mees e e e
w A .
w X w X Sollwert
x .4
; x
X
B4R - »
o/ = 48 ¢
*
NP2 ot A e et s & e e N _J
10 50 100 500 1000
LJ‘\ (H‘}

Figura 6.1 - Erro na identificag¥o da rigidez do sistema mecinico

em fungdo da freqiiénecia mdédxima da excitagdo ( reproduzido de

Weber/Schiehlen [ 32 1 )

Sabe-ze , pelo teorema da amostragem ( Newland { 18 1] .
Rabiner [ 23 1 ) , que esta freqiiéncia mdxima esta relacionada com
¢ intervalo de tempo com o qual se discretiza o sinal , através da
expressdo

F = 1

. (6.1)
MAX 2 At

onde At , para o integrador , & o paseso de integrag3io . Com o
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sux{llo do (6.1) pode-ze , dade thx - om funcdo do =siztoma £
cstudo - obber um limite superior para =use pagse ,  Gasogueando
que a faixa de frequéncia da perturbag¢¥o externa seja pelo menos
ralor que » o élgum outro valor que se ache adequado

Ima  oulra conseqﬂ&nc?a indircta do feto do ERSRETG de
integragBo nHo ser conshtante € a ncvcessidade de se  intorpolar
pontos . atravds  de Teplines” otk i cag , cntre ot les
originalmente obltidos com o wuxflico do gerador do winal de
excitagio . # juportante obscrvar que , mesmoe Lendo uma  expressio
wnalitica da perturba¢@o cxbcina , ndo & possfvel goerar os valoros
conforme o integrador necessita pois € preciso saber , a priori
o nimero de componentes em freqtiéncia e , consequentemente |, o
mimero de pontos que terd , em cada perfodo , o sinal no tempo

Nas figuras 6.2 e 6.3 s%0 apresentados o sinal gerado pelo
algoritmo descrito por Schroeder , em [ 28 1 , e aguele formzdo
pela interpolag3o de trés pontos entre cada dois da seqgléncia
anterior . Percebe-se , claramente , que o sinal Interpolado &
mais "suave” que o original . Nas figuras 6.4 a 6.6 e 6.7 a 6.9
s¥0 mostradas as transformadas de Fourier e as fungBes de
auto-correlag3o do sinal original ( gerado com 64 pontos e
intervalo de discrettzagdo de 0.000 segundos ) e das seqiiéncias
obtidas por interpolag3o de 1 e 3 pontos entre cada dois sinal
padrdo .

Percebe-se ( figuras 6.4 e 6.6) que h& uma atenuag3o no
espectro do sinal nas freqiiéncias mais altas . E isto pode ser
facilmente explicado . Como se pode notar na figura .2 , o sinal
de excltacdo utllizédo atua , como ja foi dito anteriomente , como
uma "varredura aleatdria” , onde sua fregiéncia varia com o
tempo , de zero até a freqiéncia mdxima e tornand.o a voltar a =zero
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Figura 6.
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NI =3, NPE = 64 , T = 5x10°? g
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cmoum perfaodo fundeanental TE O Aosin cuada comnononbo do o cLoLutlo
i r ] i

Az pobtlneia fica caracterizada no sinal no boepo . Miands & {foiba

uma interpolag¢g¥o por Taplines”" cuibicas aesta cogliTneia e
vilores ,  dependondo  do misero de  pontes  iotoypoledos o clo
intervalo de discretizag¥o do sinal original o‘ cowoa pearfil o
tompo & bem aconpanhado oem  baixas  fregifnocias mes  ,  om ulbtos
Frogiifnctas , o procogto de ioaterpoligio bonde a suavizesr a onrva

e , conmegquentemente ,  provocar wma diminuig¢Ho na  pobtlncia
relativa .destas componontes de freqlibneias

A fin de eliminar oz problemas advindos da  inturpolagdo  da
excitagdn , tentou-sge trocar o algoritmo de gerag¢¥o da peiturbagfo
cwterna . FEsta nova rotina gera uma seqiiéncia aleatdria
gaussisna e com média zero . ¥ lmportante observar , que Com ©553
substituig®o , seriam exclufdos os sub-programas de interpolagZo
por "splines” e de resolug¥o de sistemas algébricos lineares . As
figuras 6.10 e 6.12 apreccentam , respectivamente , o novo ninal de
excitag%o proposto e sua fungfo de auto-correlagio .

0 resultado dessa troca , contude , foi um aumento
considerdvel no tempo de processamento gasto pelo integrador .

Como j& foi dito , para que os erros da scolu¢fo estejam dentro de

limites previamente estipul ados ' o integrador varia
constantemente o tamanho do passo e a ordem do pelinbmio
interpolador . No infcto , o passo de integrac3o & egcaolhido como

sendo quatro vezes o erro de truncamento unitario {( que é da ordem
de 107, para o computador utilizade , trabalhando-se com
precis¥o extendida ) e , a medida que o sistema evolul , se a
solugdo & suave e contfnua , o passo & aumentado constantemente .
Este & o caso da configurac¥o original . Contuéo , se o sistema
tem uma resposta aleatdria e com componentes de freqii&ncta
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PEMPO (S)

Figura 6.10 - Sinal aleatdrioc no tempo .

0 -L"\v'v‘»—i‘w-fvw-=-¢w\ﬁ-v,-mww\r\mﬁww.*vf\,.,-wwwﬂfmwm. A

1 4 K|
-1 i i — f i E E 1 1 |
0 ¢,i 0,2 0,3 0,4 ©,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1,0
TEMPO (s)
Figura 6.11 - Fung¥o de auto-correlagio do novo sinal

excitac®o .
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cazoavelusnte albtas , aldn da ordioam o polindnio ivntoepolador  op

slevada , o porso de integragfo foa Loabden gque oo suibo poaguono

A

para conscguir limitar o arro . tute & o oo da  configuragio

- 4 Fal

zlual prepesta .o Fsga coshineco de Cobores Do, obhviznoente , <on
e o Loapo de processusato goshto polo inécgrador CresG
censivaeinmente

Como ma pd peruchar , a2 ascalha dostr Jhodo de fat: oo

nendrica limitbon nutto as opgles dispoafvels no gue Az rouwpeibo a

excilagiio do sistenma simalado . Acredits-ce gue , on se Lratando

i
de sisbemas liaeares , a utilizasgido deste ou e gqualgnoer  outro
integrador n%o seja wvma boa opgdo . 0 que =se propde & trabalhar
com cquagles a diferengas ao invés das  equagBes diferenciais .

Como foi mostrado no capftuto Il , hd vma relagdo entre a

matriz A do sistema contfnuo no tempo e a matriz G do «c¢azo

discreto , que & dada por

G = e— , (6.2)

onde T & o0 intervalo de discrettzag®o . Para fins de controle ,
normalmente , o que interessa & a prépria matriz G . Neste caso ,
a considerac¥o feita anteriomente de se aproximar a exponencial da
matriz A , em (6.2) , pelos dois primeiros tLermos da série
infinita de poténctia , n¥o & necessdria nem aconselhdvel pois ,
como & apresentado em Moler/VanlLoan [ 14 1 , existem diversos
métodos computacionais para se obter , com a precis3o desejada ,
os termos da matriz G . Na aplicag®o presente , contudo , uma vez
utilizado o método de identifica¢do de parametros para o caso
discreto { equag¢3o 2.28 ) e obtida a matriz G & preciso conseguir
recuperar a matriz A do sistema cont fnuo ne tempo .

Na verdade , mesmo para ¢ caso discreto , vtitizando um
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sishoma do o ogquagidas A diforaong s node-an tdsabificar divotooonde
2 aatriz A wsando a0 negUos waebricial do Ljspunov (3.7) 0 para o
cazo contbinuwe |, onde a matriz de covariasnga P & avaliada por  um

~rtinzdor dicereto como o aprosentado om (3.8)

Jara  Lostar s wvalldoade da proposta da ubtilizagin (e

cguagdes a diferengss o invds dos oquag@es difer-natatzs , foreonm
rodnados alyglns e plos siaptaae o Hog figurss 6012 a 6015 o
apresentados os erros na  identificaglo da rigidez @ do
amortecimento de un wistona de nm ogran do liberdade , cxecitado por
uil rufdo branco e zcoplado a uwm filtio lincar de primeicva oidem
Pura  se obter ss wgnagBes discretas foi adotada ' por
simplicidade , 2 aproximacgdo da éxponencial da matriz A como geondo

os dois primeiros termes da série infinita de potlncias

resultando em um sisktema do tipo
®x{k+1) = [ I + AT ] %k + T b u(k) , {(6.3)

onde u(k) & o sinal apresentado na figura 6.11 .

Comparando ag figurag 6.13 com 6.15 e 6.14 com 6.16 nota-=se
qﬁe a identificacgioc da riglidez e , principalmente R do
amortecimento & grandemente influenciada pelo intervalo de
discretizaglo adotado mas que , assumindo—se um valor adequado de
T , os resultadog finais s¥0 bastante bons . A utilizag¥o dos
métodos computaclonals apresentados em Moler/VanLoan {14 ]
reduzem congideravelmente esta influéneia .

Uma caracterfstica importante das equagBes a diferengas &
que o algoritmo recursive utilizado exige muite poucoe esforge

computacional e , logo , o tempo de processamento gasto € Dben

reduzido .
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Uaa alboernetiva paora a gerag@o do euildo colorido |, de modo
que teu cospectro de pohdneia e sproxime daquele aprocentado na
Figura 1.2, & aszumicr v aodelo cuto-regrezsivo com  nddta  ndvel
( ARVA 3 , oo a entiada sondo o processo  da figura .11 . A
deLerminegio da ordem do welelo da paovhubo, o wwmberna pode saer
feita atiravds de Indweros rnefbados  ,  como. comentado ecm Hatke
L 17 1.

Nopoies de  diweutides |, superficialmente |, aos rrohlonns

encontradoz ne uttlixagio do adtodon PECE de inbograghn musdrtca o

de spresentar algusas suguolos pora venar  cotas  dificuldoades
pAasza-se 3 uma rdpida  andlise da formlagio do método de

tdentificagio de pariuetros por MNédias Quadratticas .

6.3. 0 Heétodo das Covartancag .

Cono j4 foi visto , existem casos emn que o ndmerco de
equagd@es provenientes da aplicagio da ecquaglo matrictal de
Ljapunov n%o & suficiente para identificar todos os elementos das
matrizes de amortecimento e rigidez . Negtas situacgtes ,
uti1lizando-se o Nétodo das Covartangas , torna-ze necessario usar
filtros lineares na safda do sistema a fim de conseguir um numero
considersvel de novos estados e , conseqiientemente , as equagles
adicionais desejadas . Dependendo do grau de indeterminagio do
problema , s380 necessirios viérics filtros de primeira ordem , como
propde Wedig [ 35 1 , ou apenas um de orden elevada .
Hatematicamente , amboz podem fornecer o numero de equagBes
desejado . Contudo , © problema & saber qual das duas situagBes
fornece oz melhores resultados da estimagfo dog parfmetros e , uma

vez feita a escoiha , quais os coeficlentes dos ( ou do ) filiros
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malas adoguados para o splicag?o om guest@o .
] i »

® omals ou menos inbnihbivo ver que o filitro deve wabisfacor

o+
]

algumas condi¢®es tals como : uer controldvel |, asasintoticr. ook

estidvel O ver Pederiva [ 21 1 ) e pogssuis uma fregiidneia Jde cor

1 b
( Z Y tal que ele n¥e rutireg dJdo winal de  cntroda Lot g
caracterfeticaz do stetema om evtudeo . Contndo |, eszte cor™ectlcnto

ainda ¢ 1neuficicnte para born.r pcihico o slhodo de ialab i fiengilo
por médias quadrdticas no que diz jespeites 3 ecscolha dow Filtros
Devido a sua importancia , gorla preciso fazer um estude detalhndo
da influfncia dag caractorfaticsy do f1ltero  oohre  og pesiulbodos
finais dos par3metros identificados , dos tipos ( primeira
csegunda ordens ou ainda superiores ) maig adequados pera uma doada
aplicag¥o , a fim de estabelecer critérios para a sua c¢scoltha , o
que faria o Método das Covariangas mais aplicidvel a sistemas
reaig . Unm estudo bem primidrioc foi aprescntado 3 FAPESP como parte
de um trabalho de iniciag¥o cientifica , do quél alguns resultados
podem ser encontrados em Dias/Weber [ 04 1 . Em Weber/Schiehlen
{ 32 ] foram estudados alguns pontos neste zentido .

Uma outra alternativa & reformular o método de modo a evitar
a necessidade da utilizag%e dog filtros . El-Sherief [ 05 1 , por
exenplo , usa uma técnica de identificagBo chamada Mdétodo das
Correla¢Bes . Uma comparag#o suscinta entre este e o Métode das
Covariangas € apresentada em Roether/Pederiva [ 24 3 . A partir da
fungio de autO“correlacéo.Bx(r) = E { x{) ET(t+T) }, com T =

Lo

o obtém-ze , para sistemas din&micos lineares e Invariantes no

tempo , uma equag3o matricial similar 2quela apresentada no

capftulo 111 , que pode ser escrita da seguinte forma :

AR () +R (1) Al =B g B! 2Ty | (6. 4)
X THX - - -
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onde A & a uatriaz do zisteona conbinhuo no haospo , B & a nohriz Jde
cnbrada on de distribuicfo , @ & a watriz de intensidade do  rmifdo
branco usado como excibacho e To ¢ o intervalo de discrettizagio .
Para #istenss discretos , T = Kk To . Obgcorva-ce  dne . 5oara
T =0, a natriz de auvto-coirelagibo torna-se  uma rmobrizo de
covarianca & (6.4) proga o ger @ nesma ~quagTo de Ljspunov obidda

r 1
e (307) 0 Peractie e boabhdo ogue ) pomoa cada valor de e swinhe
wma exprazso do Lipo de (6.4) ; logo , sewmpre & poooivel obter o
nimero de equaglus nccessdrio para estianor os valorces da matriz A
gomente voartznde o intervale  de btoinpo pera o cdlealo Joae
correlacgdes .

Uma outra vantagem do Hétodo das Correlagies sobre o das
Covaritangas , e que & uma caracteristica muito importznte em  uma
tdenica de tdentificagido , & o fato de o esgbtimador do HC uer
bastante polarizade . Esta situagiBo & 1lustrada em Roether/
Pederiva [ 24 1 onde se apresenta , para um sistema meci3nico de
dois graus de liberdade , os resultados da identificag%o das

rigidez e dog amortecimentos , quando um rufdo de 1% & adicionado

nas medidas .
6.4. ConcluaBes Finala .

Apeesar de todas as diftculdades ortundas da utilizagBo dos
procedimentos agui apresentades , ainda asaim , e talvez por l=sso
mesmo , foi possfvel tirar bastantes informag@es dos resultados
obtidos e levantar algumas ddvidas que , através de estudos
futuros , possam vir a ser esclarecidas .

Na wverdade , o estudo das caracteristicas de um processo ,
sob certos aspectos , desconhecido , como & o Método das
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Lovma oo malto Jdif{etl Jrrsinlo hentes ot odos

Ly

cavolvidos 4 gue as inprectodos inbrodusidns por

cada um deleg e sowam hs do préprio  procezzo  ,  disLlorcondo as

informacies necessdrias para una andlice realizta do wwthaodo on

gt . I'mte fol o mobivo pelo gual ze abuandenou , por «oginoabo 1

idéia de ge utilizar o =algoritmo para volug@o de it

couagSes Tinonres desonvolvido
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