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REsuMmoO

oolucdes analiticas para diversos modelos de injecio de dgua em reservatdrios
de élec sdo comparadas. Algumas analogias e conclusdes interessantes sio estabelecidas
a partir dessas solucdes, por exemplo, a respeito do fator de pelicula medido em um teste
de injecdo. Um novo modelo semi-apalitico para estudo de injecio de 4dgua é proposto.
Também, um nove método, que dispensa técnicas de ajuste nfo linear, para estimafiva
das curvas de permeabilidade relativa ao Oleo e & dgua a partir de dados de testes de

injecio é desenvolvido.

ABSTRACT

Analytical solutions for different water injection models are compared and
some interesting analogies and conclusions are established, for instance, concerning the
meagured skin factor in an injectivity test. A new sermi-analytical model for water injection
transient studies is proposed. Also, a new and simple method to estimate oil and water
relative permeability curves from falloff and injection test data is developed, which makes

no use of non-linear regretion techniques.
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Capitulo 1

Introducao

A injecdo de fluidos em reservatérios portadores de hidrocarbonetos tem sido
largamente utilizada com o objetivo de obter fatores de recuperagio maiores do que aqueles
conseguidos abravés dos mecanismos de producio priméria. Particularmente, a injegio de
agua em reservatorios de dleo tem sido amplamente usada na indistria de petréleo como

um importante método de recuperagfo secundéria devido ao seu baixo custo.

A avaliagio em pogos injetores de dgua ¢ efetuada segundo, principalmente,
dos ipos de testes: de injecdo e de decaimento de pressdo. Nos testes de injeco, procura-
se injetar fluido no reservatorio a uma vazdo constante medindo-se, simultaneamente, a
pressio no fundo do pogo. Ja nos testes de decaimento de pressio, a medicio de pressio é
realizada com o pogo fechado, geralmente na superficie, e apés um perfodo de injecio com
vazdo constante. Esses dois tipos de testes sdo equivalentes, respectivamente, aos testes de
producio e aos festes de crescimento de pressdo em pogos produtores, sendo conduzidos,
ern geral, com o objetivo de obter pressdo estatica, fator de pelicula e permeabilidade
sfetiva ao fluido injetado nas vizinhangas do pogo.

Devido as diferentes propriedades entre o fiuido injetado e o fluido deslocado
no reservaiorio, wm gradiente de saturagdo € estabelecido na regifo em torno do pogo.

Na parede do pocge, apenas o fluido injetado ¢ moével; longe do pogo, hd uma regido de



fuido original da formacio que ainda ndo foi atingida pelo fluido injetado. Numa regiio
intermedidria, tanto o fluido injetado como o fluide da formacio sio mdveis. Durante
testes de injecdo, a interface entre essas regides move-se e a distribuicio de saturacio
na regido intermedidria modifica-se & medida em que o fluido deslocante é injetado no
reservatdério. Durante testes de decaimento de pressio, caso a compressibilidade do flnido
injetado seja pequena, tanto a interface entre as regides comd a distribuicao de saturacio

no reservatério permanecem praticamente inalteradas [19].

Esses fatos fazem com que testes de injecdo e de decaimento de pressio sejam
ricos em informagdes, desde que adequadarmente dimensionados. A andlise completa dos
dados obtidos nesses testes pode fornecer dados valiosos, por exemplo: a posicio da frente
de avan¢o do fluido injetado; mobilidades na zona de dleo distanie do pogo e na zona
com saturacdo de dleo residual préxima ac poco; fatores de pelicula aparentes devido
as diferentes mobilidades entre os fluidos deslocado e deslocante, ao avanco da frente
no reservatério e 3 distribuicdo de mobilidades na regiio em que ocorre o gradiente de
gaturacao.

As préprias curvas de permeabilidade relativa podem ser estimadas a partir de
dados obtidos em testes de injecdo ou de decaimento de pressdo. Em arfigo recentemente
publicado acerca das expectativas de fufuros desenvolvimentos em testes fransitdrios,

Kamal [20] afirma que:

“ Another area of development is determinalion of the oplimum way to aver-
age relative permeability data that may be needed to produce type curves for

rigoreus interpretation of single and multibank problems.”

1.1 Objetivos

Diversos madelos de injecdo de dgua, de complexidade crescente, sdo estudados

neste trabalho, no Capitulo 2, com a finalidade de estabelecer-se comparagbes entre seus



resultados analiticos,

O estudo das solugdes analfticas inicia-se com o modelo mais simples, de Eggen-

iler, Sat ' : Srio &
schwiller, Satman e Ramey, [11] ¢ [12], no qual o reservatério é representado por duas
regides com diferentes saturagbes de agua e cuja interface permanece estaciondria no

reservatério durante a inje¢io de agua.

O segundo modelo estudado, proposto por Ramey [4], inclui o efeito de movi-
mento da interface entre duas regides com saturacies de dgua distintas A medida em que

& agua ¢ injetada no pogo.

Por fim, ¢ analisado o modelo apresentado por Bratvold e Horne [16], que
considera os efeitos de deslocamento da frente de injeciic e da distribuicio de saturacio

existente atras da frente de injecio,

Os modelos, formulados originalmente sob nomenclaturas diferentes, sio aqui
expostos a luz de uma nomenclatura comum, facilitando comparagbes e analogias que
levam a interessantes conclusdes a respeito do fator de pelicula aparente medido em um
teste de injecio. O forte apelo diditico dessas analogias nfo tinha sido, até ¢ presente

memento, aproveitado por trabalhos anteriores.

Ao longo da exposigao desses trés modelos, s@io deduzidas algumas aproxima-
goes dteis na formulacao de noves métodos de andlise de testes de injecao e decaimento
de pressdo propostos neste trabalho. Chega-se tambémn a conclusées a respeito do raio de
ivestigacao de um teste de injegdo inéditas na bibliografia especializada.

Ainda no Capitulo 2, alguns aspectos da curva de derivada da distribuicao de
pressio no reservatorio sao discutidos, mostrande-se que esta curva caracteriza tanto a

posigao da frente de injecao como a razdo de mobilidade.

Nos Capitulos 3 ¢ 4, um modelo com solugao semi-analitica, ainda mais com-
plexo que os anteriores e desenvolvido por Nanba e Horne {18], € utilizado para verificar

numericamente as aproximacbes dadas pelos modelos com solucdo analitica.

Um novo modelo com solucdo semi-analitica, porém menos complexo, é desen-



volvide neste trabalho, e suas solugdes sdo comparadas numericamente com as do modelo
de Nanba e Horne. A principal vantagem deste novo modelo é o tempo de processamento

necessario para o caleulo numérico da solugiio, bastante inferior ao do modelo de Nanba

e Horne {18].

Utilizando recursos j& desenvolvidos numericamente na hibliografia atual sobre
testes de injecdo e de decaimento de pressio [19], e uma aproximacio para a derivada da
distribuicio de pressio no interior do reservatério, deduzida neste trabalho, é proposto um
novo metodo para determinagho da curva de distribuigdo da mobilidade total no interior

do reservatorio a partir de dados de teste de decaimento de pressio.

(O objetivo principal deste trabalho é o de obter um método simples, através
do qual seja possivel determinar as curvas de permeabilidade efetiva (ou relativa) ac
Sleo e a agua, com base em dados de teste. Com essa finalidade, foi desenvolvido um
.mé-t-_{:udo grafico que permite a determinacdo dos valores aproximados dos expoentes de
permeabilidade relativa, definidos segundo a correlagio de Hirasaki [8], a partir de dados

de testes de injecdo e/ou de decaimento de pressdo.

No estagio atual do trabalho, é possivel desenvolver-se um método de ajuste
nao linear que permita a determinacio precisa desses expoentes, considerando as limitagdes

implicitas na formulacio matemdtica do problema.

1.2 Limitagoes

Todos os modelos aqmi apresentados tém por base a equacdo da difusividade
hidréulica para fluxc bifdsico sotérmico, obtida a partir da combinacio da equacio da
continuidade com a lel de Darcy e apos diversas simplificacdes. Nestas, considera-se:

» fhuidos imiscivels;

¢ eferfos gravitacionais e capilares despreziveis;



¢ fluxo segundo a lei de Darcy;

s compressibilidades dos fluidos pequenas;

» formagdo homogénea e isotrdpica;

» espessura da formagio constante;

» gradiente de pressao pequeno no reservatdrio;

e viscosidade dos fluidos constante.
Apéds estas simplificagGes, a equacio da confinuidade:

- - HppsS _
—~ V- (vaf) = _,_(gj:,.____:_.ilj (il)

onde f : fase - dleo ou dgua,

podera ser representada pela equacdo da difusividade:

- - 1%
-3 - (A;VP) = écﬁ_é?* (12)

Assim, por exernplo, a condi¢io que exige compressibilidades pequenas e con-
stantes restringe o uso desses modelos aos casos de injecdo de liquidos em reservatdrios de
Gleo sub-saturados. Por outro lado, a condigio que impde viscosidades constantes exclui

o5 casos em que solugBes de polimeros em igua sejam injetadas no reservatorio.

0 avango da frente de injecdo e a distribuicio de saturacic atrds da frente
sao calculados através da equagho de Buckley e Leverett [1], enquanto que a sclucio
da digtribuicido de pressdo no reservatdrio é obtida através da equacio da difusividade
hidranlica. Dessa forma, os modelos aqui apresentados sao incapazes de simmlar situacdes

posteriores ao inicic da producdo de Agua injetada.

Bquagdes no Sistema Internacional de Unidades.




Outro fater limitante deste estudo é a geometria de fluxo, considerada anidi-
mensional mantendo-se a analiticidade das solucdes. Fica impossivel, assim, o estudo de
pressoes medias em malhas de injecao ( fluxo bidimensional ). Entretanto, sio estudados
casos de reservatérios limitados com fronteiras radiais mantidas & pressio constante on
vazao nula. A respeito dos métodos convencionais de determinacio de pressio média,
quande aplicados a problemas de fluxo bifdsico, Yeh e Agarwal afirmam em seu artigo

18h

“The method to calculate an average reservoir pressure value for a multibank
system using the conventional procedure is not fully understood. Moreover, the
utility of determining a single average pressure value rather than calculating «

pressure profile for well’s drainage area appears questionable.”

Quanto aos métodos para determina¢io das curvas de permeabilidade relativa,
& preciso ter em mente que eles pressupoém que a formagio é homogénea. Caso, em
um teste real, ocorra alguma heterogeneidade da formacic proxima ao pogo, esta terd
influéncia sobre a distribuigdo de mobilidade total e, portanto. a estimativa dos expoentes

das curvas de permeabilidade relativa seré afetada.

1.3 Historico

Buckley e Leverett [1] estudaram o deslocamento incompressivel de fluidos
imiscivels em melos porosos em 1942, A equacao de Buckley e Leverett € largamente
utilizada nos modelos discutidos neste trabalho.

Em 1970, Ramey [4] estudou o problema de deslocamento do tipo pistio uti-
lizando uma formulacio de reservatorio composto e considerando o po¢o como uma linha
mnfinitesimal.

Usando a solugao dada por Ramey [4], Merrill, Kazemi e Jargon [6] propuseram

um modelo em diferencas finitas para estudo de testes de decaimento de pressdo. Pos-



teriormente, Merrill, Kazemi e Gogarty [7] publicaram correlages para determinacio da
posicdo da frente de injecio. Essas correlacdes, eniretanto, foram estabelecidas atraveés
da razdo entre inclinagdes em gréficos do tipo MDH { pressdo versus logaritmo do tempo

de decaimento de pressio ).

Utilizando simulagdo numérica em diferencas finitas, Sosa e Raghavan [10]
examinaram as influéneias das curvas de permeabilidade relstiva no comportamento de
pressao de testes de decaimento de pressdo. Apés tentar, sem SULESS0, SIMPregar as Cor-
relagbes publicadas em [7] no cdlculo da posicie da frente, Sosa et al. propuseram o
uso da equagdo de Buckley e Leverett com essa finalidade. O método, porém, exige o

conhecimento prévio das curvas de permeabilidade relativa.

Um modelo mais simples que o de Ramey [4], porém considerando pogo finito,
fo1 proposto por Eggenschwiller, Satman e Ramey [11] e {12] em 1980, A utilizacio pratica
desse modelo € bastante limitada pois considera-se que a frente permanece estaciondria
durante o teste de injecdo. Nao sio considerados os efeitos do movimento da frente de

injecao e da distribuicdo de mobilidades atrds da mesma.

Um algoritmo de regressdo ndo linear empregandc a formulagio de Fggen-

schwiller, Satman e Ramey foi publicado em 84 por Barua e Horne [13].

Tambem baseados no trabalho de Eggenschwiller et al.,, Ambastha e Ramey
114] e [17] obtiveram as aproximagdes de longo tempo para o modelo de frente estacionaria
e propuseram métodos para o dimensionamento de testes de injecio ¢ de decaimento de
pressio em 89. E estranho que Ramey ndo tenha se recordado de seu trabalho anterior

[4], 0 qual era mals completo.

Utilizando a solugdo de Ramey para testes de injecio [4], Abbazadeh e Kamal
[15] publicaram em 87 uma solugio semi-analitica para o problema de testes de decaimento
de pressdo, e sugeriram que a interpretagdo rigorosa de resultados de testes deveria ser
realizada através do uso de curvas tipo. Para que isso seja possivel, porém, é necessario

o conhecimento prévio das curvas de permeabilidade relativa.



Em &8, Bratvold e Horne {16] resolveram o problema de injecdc em reser-
vatdrios radials considerando o poco infinitesimal e o fiuxo atris da frente de injecio
governado pela equagio de Buckley e Leverett [1], incluindo, na solucio analitica, os
efeitos de avanco da frente de injecio de dgua e da distribuigio de mobilidade atras da

frente, devido a3 curvas de permeabilidade relativa ao dleo e & agua.

Nanba e Horne [18] elaboraram, em 89, um modelo de multiplas regides em
movimento 1o reservabério usando a equacio de Buckley e Leverett para o cdlenlo do
avango das regides e considerando poco finito. A partir desse models, foi proposto um
metedo de ajuste ndo linear para estimativa das curvas de permeabilidade relativa. Fsse
método baseia-se na simulagdo e no ajuste da curva de derivada da pressao, obtida no
pogo injetor durante testes de decaimento de pressio. Naunba e Horne nio mostraram ern

detalhe suficiente como o método de ajuste automatico foi implementado.

Usando resultados de simulagio numérica, Yeh e Agarwal [19] apresentaram,
em 89, métodos para determinacio da distribuicio de mobilidade total e de Pressio no
interior do reservatério a partir de dados obtidos em testes de injecio e de decaimento
de pressdo e do conceito de raio de investigacdoc. Nio foram, entretanto, apresentados

subsidios analiticos para fundamentar os métodos propostos.



Capitulo 2

Solucoes Analiticas

Neste Capitulo, serdo descritas as formulagbes matemiticas de alguns modelos
j& existentes na bibliografia ({11], [12}, [4] e [16]) desenvolvidos para o estudo de injecio de
agua. Serdo também apresentadas algumas aproximacdes analiticas titeis na comparacio
desses modelos, pois sio de importancia fundamental para os métodos de anilise propostos

neste trabalho.

2.1 Modelo com Interface Estacionaria

! Trata-se de um modelo de reservatério composto por duas regides que per-
manecem estaciondrias durante a injecdo ({11} e [12]). O raio do pogo é finito e as pro-
priedades no interior de cada uma das duas regibes sdo constantes. A situagio fisica a ser

modelada é mostrada na figura 2.1.

A importancia deste modelo de reservatdiio é devida & analogla que pode ser

feita comn outros modelos, nos quais a interface entre regides é mavel.

"Modelo apresentado por Eggenchwiller ef al. em {11} e [12].



1_Sevr INnterface

D Regifio 1 Regiso &
Agua SHeo

1 R Crx

Figura 2.1: Reservatério Composto por Duas Regides - Modelo com Interface Estaciondria

2.1.1 Formulacao Matemaéatica

O reservatério é representado matematicamente pela equacio da difusivi-
dade aplicada a cada uma das duas regides, resultando em um sistemna de duas equacdes
diferenciais parciais; e pelas condicdes de contorno, nas quais impderm-se (ver Apéndice

# reservatario inicialmente em equilibrio;

s estocagem e dano constantes no pogo (finito);

& vazdo coustante na superficie;

o continuidade de pressio na interface entre regides;

¢ continuidade de vazdo na interface entre regides;

s reservatério infinito.
Nio sdo considerados, segundo essa abordagenu

s o movimento da interface entre regides;

o z distribuicdo de mobilidade atras da interface.

*Formulagdo matemdiica ¢ solugiio analifica sfo abordadas com maior detalhe no Apéndice A.
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2.1.2 Solucao Analitica

Usando transformada de Laplace, o sistema de equacSes diferenciais parcials e
suas condigoes auxiliares é transformado em um sistema de equacdes diferenciais ordinérias
do tipo Bessel modificada. Ao impor as condigdes de contorno 3 solucdo geral das equacées
diferenciais ordindrias, chega-se a um sistemna de quatro equacies lineares que determinam

as quatro constantes de integracio, no campo de Laplace (ver Apéndice A).

Para obter a resposta do sistema em fungio do tempo, torna-se necessirio um
algoritmo de inversic numérica; dai o método de solucio ser denominado semi-analitico.
Eggenschwiller et al. [11] obtiveram a inversao numérica através do algoritmo de Stehfest
[5], porém, Ambastha e Ramey [14] perceberam que a solugio de longo tempo para a
Pressac No poco, P,p, poderia ser determinada analiticamente através de transformadas
de Laplace tabeladas para as aproximacdes assintdticas das funcdes de Bessel modificadas,

Esta solugio (equacdo (A.49)), deduzida por Ambastha et al. [14], é reproduzida abaixo:
Ly, dnpatp | .
Pwl}(t}}) = :2" {ﬂ/flﬂ (m) TID(R%})] + 5 (21)

Na equacdo (2.1}, M é a razdo de mobilidade; np; é a razao entre as difusivi-

dades hidraulicas das duas regides; tp € ¢ tempo adimensional definido em funcéo das

propriedades na regido com saturagido de dleo residual; Ep € a posigio adimensional da

interface entre regides; 7, a constante de Euler e 5, o fator de pelicula na parede do poco®.

Note que pyp(tp) também pode ser expressa como:

punlio) = = [M In (-‘ﬂi‘%—@) 41— M) m(.RD)] + 8. (2.2)

i

{Observe em (2.2) que, quando a razdo de mobilidades, M, e a razdo entre as
difusividades hidrdulicas, np,, sdo unitdrias, temos a solugdo cldssica para reservatdrios

homogéneos:

Yaridvels adimensionais definidas no Apéndice A.
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pun(tp) = ;])4111 (w-;w) + 5. {2.3)

Note também que o termo {1~ M)In{Rp) em (2.2) é semelhante ao fator de

pelicula finito de Hawkins [3]:

. ko R
De {ato, dimensionalizando (2.2), temos:
( 9B 4kt kapy R |
Pugli) = P — el I N — ot . &
purlt) = drkal [hl (GTQ&#EC&T&> v (k'th ) (%) +251; (2.5)

o termo (1 — M) In{ Bp) representa, portanto, um fator de pelicula aparente devido & razio

de mobilidade entre as duas regibes no interior do reservatorio.

Segundo a equacdo {2.5}, apés um tempo suficientemente longo de injecio,
um grafico da pressfo no pogo versus o .Iogaritmo do tempo de injecio apresentard um
trecho reto com inclinagio proporcional a transmissibilidade na regido 2, a mais distante
do pogo. Essa é a grande limitagdo para a utilizacdo pratica do modelo com interface
estaciondria. Numa situagdo mais realista, em que € permitido que a frente de injegdo
avance no reservatorio a medida em que a agua ¢ Injetada no pogo, a inclinacdo do trecho
reto semi-logaritmico caracteriza apenas a regido mals proxima do pogo. A explicacdo
fisica para isso é bastante simples: no modelo com interface estaciondria, quando o raio de
investigacdo relacionado ao tempo de injecdo torna~se muito superior ao raio da interface
entre as duas regides, as propriedades da regido mais préxima ao pogo deixam de ser
importantes no comportamento de pressao cbservado no pogo, passando a prevalecer as
propriedades da regido mais distante, com saturacdo de éleo original. Por outro lado, nos
modelos que prevéern o movimento da frente, quanto maior o tempo de injegio, maior
sera a distancia entre o pogo e a interface entre regides. Assim, o raio da frente de injegao

nunca sera desprezivel quando comparado ac raio de investigacdo, e as propriedades da

12



regido 1, saturada por dgua de injecio, serio sempre importantes no comportamento da

pressao observada no poco.

2.2 Modelo com Frente emn Movimento

* Nesse modelo, desenvolvido por Ramey [4], considera-se que o reservatério
¢ composto por duas regiGes com propriedades constantes e que o pog¢e € infinitesitnal., A
interface entre essas duas regides move-se 3 medida em gue a dgua é injetada no poco,
formandoe uma frente de injegdo. O deslocamento é do tipo pistdo, ou seja, a saluragiao
de agua atrds da frente de injecdo € constante e igual a 1 — 9,,. A figura 2.2 flustra a

situagdo fisica modelada.

g Interfaces
~ear
_,_,_,,,_,,,.,w\.
Regifio 1 Regific
s Aguan leo
T b om e e e e m e e e
1 Tr>est o

L

Figura 2.2: Reservatorio Composto por Duas Regides - Modelo com Frente em Movimento

2.2.1 Formulagao Matematica

> As duas regides do reservatdrio sdo representadas por um sisterna de duas
equagdes diferenciais parciais. As condigdes de contorno postas no problema estabelecem

{ver Apéndice B}

» reservatdrio inicialmente ern equilibrio;

“Modelo apresentado por Ramey [4].

*Formulagio matematica ¢ solugdo analftica sdo abordadas com detalhe no Apéndice B.
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¢ vazdo constante no pogo {infinitesimal);

continuidade de pressio na frente de injegio;

continuidade de vazdo na frente de injecao;

reservatdrio infinito.

Nao é considerada, nesse modelo, a distribuicio de mobilidade atrds da frente

de injecio.

2.2.2 Solucao Analitica

Ramey [4] nsou a transformada de Boltzmann y = r}/{4tp) para reduzir
o sistemna de equacOes diferenciais parciais com condicdes de contorno a nm sistema de
duas equagdes diferencials ordinarias, com quatro condigdes de contorno. O problema
¢ entdo resolvido airavés de redugdo de ordem, separa¢do de varidveis e integracdo. As
duag “constantes” de integracio relacionadas com as condic¢les de contorno na frente de
injecio s6 sdo realmente constantes se a transformada de Boltzmann na frente de injecio,
ysL, for constante { ver Apéndice B, equagdes (B.27) e (B.28)). Observe que, caso o
deslocamento considerado seja do tipo pistdo, essa condi¢io serd satisfeita para vazao de

injecdo constante, ou seja,

rhr _ gl )
t whd{l — S — Sue) (26)

A expressfio (2.6} é a equagdo de Buckley e Leverett para deslocamento radial do tipo
pistao e pogo infinitesirmal, onde rgy € a posicao da frente no tempo de injegac t, e o fator
1/{1 — 8,r — S,.) € a derivada do fluxo fraciondrio na frente de injecdo. Note que r%; /¢
é proporcional a ypr, = rhg/4p.

As expressoes deduzidas por Ramey [4] para as distribuigbes de pressdo nas

regides 1 e 2 sdo, respectivamente, (equagbes (B.31) ¢ {B.32) do Apéndice B),
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] 1 o - I ;
pouly) = 3 {i«q(y) + Me ”B"'( wz)]gl (%) - E;(ygz,)} » O<y=<ym, (27)

M ey (1t 7
Pp2ly) = ¢ m&( ”m)El (“‘“J ) Ypr Sy < oo (2.8)
Dz

Ramey [4], porém, ndo chegou a desenvolver expressdes aproximadas para as

equagdes (2.7) e {2.8).

A varidvel de Boltzmann na frente de injeciio assume valores da ordem de 109
ou menores. De fato, aplicando as definicdes de raio e tempo adimensionais (Apéndice A)

na equacio (2.8), vé-se que:

rhar l91é0w 1
yay, = = i . 2.9
IBL LHD 4’3‘?’Awh (1 ""' Sor - ch) ' { )

ou seja, a variavel de Boltzmann na frente de injecio é diretamente proporcional a com-

pressibilidade total na regido saturada por dgua, pardmetro este que assume valores muito
pequenos. Note que na regiao 1, y é sempre menor ou igual a yp;,. Por outro lade, a
razao entre as difusividades hidraulicas, p,, nac deve assumir valores muito maiores que
1, ja que, em casos praticos, a compressibilidade total na regiso com éleo é maior que a
da regido com dgua:

7?0 1 Ciyp

(2.10)

T e T Ml
Com base nas observagbes acima, pode-se aproximar os termos que envolvem exponenciais
de ypr uas equacdes (2.7) e {2.8) por 1. A aproximagdo logarftmica da fungio integral
exponencial, Ey(z) =~ —In{e"z) para z pequeno (menor que 0.01), também pode ser
utilizada em (2.7), porém o mesmo nio pode ser feito em (2.8) pois nesse caso y pade
assumnir valores muito superiores a ypr:

porly) = %,"

La

¥ "
[~ In{e”y) ~ Min (%) + .ln(e"’ygj;)} , (2.11)
Z
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\
poaly) = 5 By (i—) (2.12)

Semando e subtraindo In(1/7p2) & equagho (2.11),

1 47paip , . {eysL
pou{rp,ip) = = [13 (m) +{(1—-M}n ( 2.13
2 erd ( ) nD2 ( )
A expressio para pressdo no pogo é, portanto,
1 Aot e
pun(tp) = 3 {In( s D) +(1—-M (__ﬁgg)} (2.14)
= ¢ 02

Segundo a expressdio (2.14}, deduzida neste trabalho, apds um tempo suficien-
temente longe de injecio, um gréfico da pressdo no pogo injetor versus o logaritmo do
tempo de injecdo apresentard um trecho reto cuja inclinacio serd inversamente propor-
cional a transmissibilidade da regido 1, saturada pela dgua injetada. Observe que o mesmo

naon acontece com o modelo com interface estacionaria.

Algumas conclusOes interessantes podem ser observadas a partir da equacio

{B.23}) do Apéndice B, reproduzida adiante:

d.’
FD1 o 02, (2.15)

sSubstituinde a constante de integracdo {4 pelo seu valor, 1/2, determinado na

equacho {B.25):

dppy 1 _,
cotno ¥ € pequeno, e ¥ ¢ 1, logo:
dpg} 1
[ ] —— 2* r

mas, sabendo que rp{dpp/0rp) = 2y{dpp/dy), entédo:
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i Ippr

Seguindo o mesmo procedimento com a equagio (B.24), chega-se a:

- apﬂz
B orp

= mMe"?i%‘. (2.19)

A aproximagio (2.18) é vélida ndo apenas no pego, mas em toda a regizo
atingida pela dgua injetada (0 < rp < rppr). O primelro mwembro da aproximacio,
ro(fpp1/Orp), é a distribuicdo da vazdo adimensional no interior da regifo 1, constante
e igual a —1, e isso & exatamente o que se esperaria no caso do deslocamento de dois
fluidos incomnpressiveis. O raio de investigagdo relacionado a qualguner tempo de injecio,
nesse caso, serd sempre malor que a distdncia do pogo & frente de injecao, pols a vazdo
em qualquer ponto atrds da frente de injegao é constante e igual a vazdo na parede do

poco injetor.

A expressio no segundo membro de (2.19) ndo pode ser simplificada, pois y
pode assumir valores muito grandes. Entretanto, no ponto da regido 2 mais préximo do

poCo, OU seja, em ¥ = ¥YBL,

Bpp:
2 M. (2.20)
TO=TLEL

Comparando as equacdes (2.18) e (2.20), percebe-se que a derivada logaritmica da dis-
tribuicdo de pressao no reservatério em um determinado instante, dpp/d1n{rp), apresenta
uma descontinuidade exatamente na posigao da frente de injegdo, desde que a ragio de
mobilidade ndo seja unitéria. Além disso, a amplitude dessa descontimmdade caracteriza
a razao de mobilidade do sistema.

Yeh e Agarwal [19] mostraram numericamente que é possivel, através de dados
de testes de decaimento de pressiio, obter a distribuigdo de pressdo no interior do reser-
vatério no instante do fechamento do poco. Assim, basta derivar numericamente a curva

de distribuicic de pressio para identificar-se a posi¢io da frente de injecdo e a razdo de
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mobilidade caso o deslocamento seja do tipe pistdo. Mostraremos mais adiante que a
mesma metodologia ¢ valida para casos em que ocorre distribuicio de mobilidade atras

da frente de injego.

2.3 Modelo com Distribuicido de Mobilidade

® Como nos dois modelos discutidos anteriormente, o reservatério é composto
por duas regides, separadas pela frente de injecdo. A regido 2, mais distante do poco e

com saturacao de Sleo original, possui propriedades constantes em toda a sua extensio.

Na regido 1, proxima ao poco, existe uma distribuigio de saturagio resultante
das curvas de permeabilidade relativa ao dlec e & dgua [16] (este efeito néo foi consid-
erado nos dois modelos discutidos anteriormente, onde a satura¢do no interior da regido
1 é constante). Como a mobilidade total é funcdo da saturacdo, haverd também uma
distribuicio de mobilidade no interior da regido 1. A frente de inje¢do avanga no interior
do reservatorio segundo a equacao de Buckley e Leverett e as distribuices de saturagdo
e mobilidade modificam-se 3 medida em que a dgua € injetada no pogo, considerado in-
finitesimal. Apesar de toda essa complexidade, o modelo desenvolvido por Bratvold e

Horne {16] possui solugdo inteiramente analifica. A figura 2.3 mostra a situagdo a ser

maodelada.
I-Ser \ Interface
= =

Flegifio 1 egifio

Swv Agua e Olaeo e

Ll b o~ e e e e e e — — e e
1 Uy EREL £
L )

Figura 2.3: Reservatério Composto por Duas Regides - Modelo com Distribui¢ao de Mo-

bilidade

SModelo apresentado por Brabvold e Horne [16].
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2.3.1 Formulacio Matematica

T A equagio da difusividade hidrdulica que descreve o fluxo na regido 1,
préxima ao pogo, considera as variagdes de mobilidade e de compressibilidade totais que
ocorrem atras da frente de injecio, devidas 3s curvas de permeabilidade relativa ao dleo
e & agua.

A equacho da difusividade hidrdulica na regido 2 e as condi¢des de contorno
do problema sdo semelhantes as do modelo com frente em movimento para deslocamento
tipo pistao.

Desta forma, o problema fisico é matematicamente representado por um sis-
tema de duas equagdes diferenciais parciais e suas respectivas condigdes de contorno { ver

Apéndice C ), as quais impdem, como no item anterior:
s reservatério inicialmente em equilibrio;
» vazio constante no pogo, considerado infinitesimal;
» continuidade de pressic na frente de injegao;
e continuidade de vazdo na frente de injecao;

s reservaiério infinito.

2.3.2 Solucao Analitica

Observando o trabatho de Ramey [4], Bratvold e Horne {16] verificaram que,
se a distribuicio de saturagdo atras da {rente seguisse a equagio de Buckley e Leverett [1],
o sisterna de equacdes diferenciais parciais e suas condigbes auxiliares para as duas regides

poderia ser resolvido através da transformada de Boltzmann, pois nesse cago tem-se:

TFormulagio matematica e solucio analitica sio abordadas com detalhe no Apéndice C.
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r’ 4 .,

t weh
A equagdo (2.21) é vélida para todos os pontos do reservatério no interior da regido
1. Logo, a transformada de Boltzmann, y = r%/4tp, pode ser aplicada as equacdes
diferenciais parciais, reduzindo-as a um sistema de duas equacgdes diferenciais ordindrias.
O problema é resolvido através de separacio de varidveis e integragdo {ver Apéndice C). As
duas “constantes” de integracdo que estao relacionadas as condigdes de contorno na frente

de injegéo sdo fungles da variavel de Boltzmann na frente, ypr, logo, serdo constantes

apenas se ypr for constante.

A solugao do problema de valores de contorno na regido 1, préxima ac pogo,

dada por Bratvold e Horne [18], € (equagdo (.28 no Apéndice C):

3 ; ¥ __ A Y ¥Bi _f¥BL _ dy
poily) = _];/yEL w_%__e(" o 5 ‘iy) dy + i{g(% Jo nmw)gl YBL : (2.22)
24 Apy 2 NDs

2 para a regido 2 ((.26},

ﬁ/j ¥rL __{¥BL dy ;
Pm(%’} — ?e(nm Jo nm"z})gl (_33*__) ) (2_23)
o2
onde y é a transformada de Boltzmann 73, /4fp e ypr € a transformada de Boltzmaun

avaliada na frente de injecdo de agua.

Bratvold e Horne [16] verificaram que a constante ygr, € da ordemn de 1077 a
107 e que Apnp; é sempre maior que um, obtendo a seguinte aproximacio, a partir da

equagdo (2.22)

1 Y 1 ygj_',) 1 pver 7 ] d?,! M 319
pon(y) = 2B (L) - 2B [22E) 42 (-—~~1)--+——»~E YBLY (24

Da mesma forma, para a regiiic 2, a equacéo (2.23) pode ser aproximada como:

b
e
L

M '
poay) = 5 & (“{{“) ; (2.

tifay!
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que é idéntica & equagdo (2.12), determinada anteriormente para o caso de deslocamento

tipo pistdo.

Na passagem de (2.22) para {2.24), a fungdo E; aparece de forma artificial,

na dedugio de Bratvold e Horne. E possivel mostrar, a partir de (2.22), que p,p é

proporcional a In{tp). Derivando (2.22) em relacio a v:

I _ 1 saee),

= e

Y (9’9’ . ZAD '

substituindo y, no primeiro membro, por rh/dip:

Da?Dl — mj_e_ (-;;y *Dim dy) .
3?‘}3 )\D k

substituindo na equacio diferencial parcial (C.5) da regido 1;

LiAwg;w%wm:L%a
z\D i &‘D

usando novamente a transformacio ¥ = r,/4¢p no primeiro membro:

19 [_e—(f;r;;;;;dy)} - L 9o

g};a; " ogpy Otp

_;Amﬁﬁépﬁ 1M:L%a
2tp Jy o Apfpr nm Hp

L () 0o

- 2Aptp Jtp !
obtém-se finalmente:
£ 8}3}‘31 s 8PD1 S 1 6_(“{: »\DE?m dy) .
P%tp ~ Owltp)  2hp

No pogo, y =0 e Ap =1, logo:
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2.26)

(2.27)

(2.29)

(2.30)



dwa 1 .
dln(iy) ~ 2 (2.33)

Note que, na regido 1, se y for considerado pequeno na equagio (2.32):

apm 1
Ila(in) ~ Dy (2.34)

Um resultado importante, pela sua simplicidade, e que serd utilizado nos méto-
dos de interpretacio desenvolvidos neste trabalho, pode ser observado a partir da equacdo

{2.27}. Como y é pequeno:

1

Opm 1
Fp— B8, (2.35)
C}'Fp }\D
A aproximacio (2.35} foi testada com dois modelos de multiplas regides em
movimento no reservatério (discutidos no Capitulo 3), apresentando erros menores que

0.6 % nos casos j& simulados neste trabalho.

Isso quer dizer que, apds obter a curva de distribuicio de pressio no interior
do reservatorio em um instante qualquer a partir dos dados de um teste de decaimento de
pressao [19], uma boa aproximagdo da distribuicio de mobilidade total sera conseguida

atraves da derivada numérica dessa curva.

Derivando a expressao (2.25) e substituindo y por r%/4ip, tem-se que:

Oppy _ _Me (2.36)

e, considerando que a varidvel de Boltzmann na frente de injecao, ypyr, assume valores

muito menores que 1, chega-se a:

o 2220y (2.37)

I
3TD TDBL

Mas, segundo a equagdo (2.35) avaliada na posicio da frente de injego,
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, 5}3131! o 1
’ 5‘1*;; L’bfu h

onde Apgy € a mobilidade total adimensional na posigao da frente de injecio de agua.

(2.38)

1
ADEBL

Comparando as equagdes (2.37) e (2.38), novamente verifica-se uma descon-
tinuidade na curva de derivada da distribuicdo de pressdo (a menos que Apgy = 1 [ M,
caracterizando tanto a posicdo da frente de injecio como a razdo de mobilidade.

Da equagao (2.35), vé-se que a vazio total no interior da regido ] € aproximada-
mente constante e ignal & vazdo no pogo injetor {2.39}, fato que foi verificado anteriormente

para o caso de deslocamento tipo pistio (equagio (2.18)):

3
aor = hprp 2 P . (2.39)
D

O raio de investigacao relacionado a gualquer tempo de injegio sera, portanto, sempre
maior que a distdncia do pogo 4 frente de injecio também nos casos em que Qcorre
distnibuigdo de mobilidade na regiao atingida pela dgua.

A solugdo aproximada dada por Bratvold e Horne [16] para a pressio no poco,
obtida a partir da equagdo (2.24), usando a aproximacéo logarftmica da fun¢do integral

exponencial é (equagao (C.36)):

i 4?}32?3) 1 . e YRy, 1 pSuss ( 1 ) :; )
1 D\ Lo = — 1) dugs. o0
Pul D In ( v + 2( j) n . h 9 15, /\D f.: ( )

Na expressdo (2.40}, Bratvold ¢ Horne usaram substituicio de varidveis para

obter o termo da integral em relagio a y como uma fungdo da saturacio apenas:

1 opvee /] Saz ( )f .
i - — 1) 2egs,
2/{; ()ig) ) Y 2/ Sor Jw

Na realidade, a expressio no segundo membro é muito mais diffcil ser calculada que a

do primeiro membro. Uma forma mais simples, e que permite até mesmo uma solucdo
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analitica pelo teorema do valor médio, pode ser obtida usando a transformacio de varidvel

du = dy [y

1/m<1 1>dym11. wver (1N ,
b Gy y s, (o (241

A integral acima, quando calculada no pago, pode ser relacionada a um pseudo-
efeito de pelicula devido a distribui¢io de mobilidades atrds da frente de injecio. Note
que, embora exista uma singularidade no poge (y = 0), (1/Ap — 1) também é nulo o

pogo. Usando o tecrema do valor médio na integral do segundo membro de (2.41):

_ i YBIL 1
Spoa = 5 il_{% [111 (T) <5\D - 1):! . (2.42)

onde Ap & um valor de mobilidade total entre Ap(ysr) e Ap(y = 0).

Um resultado interessante pode ainda ser obtido fazendo a substituicao
y=rh/4ip:
1

Sp:« = (*«-}:; - 1) 111(’*”1?3,{;)- (243)

A expressao (2.43) é equivalente ao fator de pelicula finito de Hawkins, rela-
clonado a um dano aparente devide a distribuicdc de mobilidades atrds da frente de

11jecao.

2.4 Comparacao Entre Resultados Analiticos

ConclusGes interessantes a respeito do fator de pelicula aparente medido em
um tesie de injecdo podem ser tiradas a partir da comparagdo entre as solucdes analiticas

para pressac no pogo dos trés modelos vistos até agui.

Duas Regides com Interface Estaciondria - [11]



A solugdo de longo tempo dada por este modelo, equagao (2.2), inclul apenas

o efeito devido as diferentes mobilidades entre as duas regides do reservatério:

4:?} D gi’ D
et

1 1 |
pup(in) = gmn( ) + 2(L — M) In(R}). (2.44)

Duas Regides com Frente em Movimento - Deslocamento Pistio - [4]

Nesse modelo, além do efeito devido as diferentes mobilidades, a solucgo de
longo tempo da pressio no pogo (2.14) inclui também o efeito devido ao avango da frente

de Injecdo no reservatorio:

Nt 4‘!?132?59) N A o
punlio) = 3 1n (me,? 301 M)m( " ) (2.45)

Duas Regides com Frente em Movimento e Distribuigdo de Mobilidade atrés
da Frente de Injegdo - [16]

Nesse modelo, os efeitos devidos ac movimento da frente, & razédo de mobilidade
e 3 distribuicio de mobilidade atrds da frente de injegéo infiuenciam a resposta de longo

ternpo para a pressio no pogo, dada pela equagao (2.40):

1 dnpatp 1 , e yBL 1. nyer 1 .
h e {1 — | - -1 Vdu. (2.4
P = 3 ln( = ) 4 2(1 M)ln( o ) -+ 3 i% - Aol . {2.46)

Comparando-se as respostas de longo tempo para pressdo no pogo para 0s trés

modelos, equagdes (2.44), (2.45) e (2.46), pode-se fazer as seguintes definicbes:

fator de pelicula devido 4 razio de mobilidade entre duas regides estaciondrias, Spae:

[—

Spmr = {1 — M) In{ RhY; (2.47)

fator de pelicula devido & razdo de mobilidade e ac avanco da frente de injegdo, Spa:



1 e'ymL
Spar = =(1 — M) aF .
orr = 51— 1 )n( -~ (2.48)

fator de pelicula devido & distribuicdo de mobilidades atrds da frente de injegio, Spi:

’ InypL 1 4 9 49
yﬁ%_{ny Ap{u) . (2.49)

0 pseudo-efeito de pelicula devido & distribuigdo de mobilidade no interior do

reservatério € sempre positivo,

O pseudo-efeito de pelicula devido a razio de mobilidade ¢ ao avanco da frente
pode ser positive ou negativo, dependende do valor da razio de mobilidade. Como

In{e*ypy) costuma ser negativo, para M maior que 1 teremos pseudo-dano.

Note que, no caso da frente estaciondria, o efeito é inverso; porém, nesse caso,

a inclinacio em grafico semi-logaritmico ndo é 1/2.



Capitulo 3

Solucoes Semi-Analiticas

S30 abordados, neste Capitulo, alguns modelos mais complexos cuja solugdo
depende da solucio de sistemas de equagdes lineares e, portanto, nao pode ser expressa
de forma simples. A perda de analiticidade da solugdo, nesses casos, é compensada pela

representacio mais minuciosa do fendmeno fisico simulado, como veremos adiante.

3.1 Modelo de Miiltiplas Regites e Pogo Finito

' Nesse modelo [18] supde-se que o reservatério pode ser representado por
N + 1 regides de propriedades constantes. As interfaces entre essas regides avangam no
reservatério i medida em que o fluido é injetado no pogo. A posicao de cada nma das
interfaces é calculada pela equagio de Buckley e Leverett [1], o que desacopla a solugdo
da distribuicio de saturacio da solugao da distribuigdo de pressio no reservatorio. As
regides atrds da frente de injegao sao identificadas pelos indices de 1 a N, a regiao néo
afingida pela dgua injetada, pelo indice 1 + N e 0 pogo é considerado como uma fonte
finita.

A figura 3.1 mostra como o reservatorio € discretizado.

"Modelo apresentado por Nanba ¢ Horne [18].
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Figura 3.1: Reservatério Composto por IV 4+ 1 Regides - Modelo com Distribuicie de

Mobilidade

3.1.1 Formulagaoc Matematica

* A regido do reservatdrio atingida pela dgua injetada no pogo é discretizada
em N regides, nas quais é valida a equaclo da difusividade hidraulica para reservatorio
homogéneo. Uma regifo adicional é necessiria para representar a porgao do reservatorio
nao atingida pela dgua. Dessa forma, o reservatdrio passa a ser matematicamente repre-
sentado por um sistema de N -+ 1 equagdes diferenclais parciais, com suas N 41 condigles
iniciais e 2N + 2 condicBes de contorno, as guais determinam {ver Apéndice D}:

R = Py - "
o reservatério inicialmente em equilibrio, em todas as regiGes;
» vazdo constante no pogo, regiao 1;
s contindade de pressao nas interfaces das diversas regioes;
e continnidade de vazdo nas interfaces entre as diversas regides;
» reservatorio infinito, ou
— regervatorio limitado com manutencdo de pressdo, ou

— reservatorio limitado com vazdo nula no contorno externo

na regido N + L.

2¥ormulagio matemdtica e solugio semi-analitica s3o abordadas com maior defalhe no Apéndice D.




3.1.2 Solucao Semi-Analitica

0 reservatoric ¢ discretizado de forma que a diferenca de saturacdo entre duas
regibes consecutivas seja constante. Para o cdlculo das mobilidades totais de cada regido,
Nanba e Horne propdem que as saturagées médias das regides sejam determinadas a mon-
tante do fuxo, de forma semelhante & adotada em simulagio numeérica para estabilizacio

de algoritmos, ou seja,

Sui = Sui- (3.1)

Esta forma de discretizacao, porém, traz desvantagens no calculo da posigio
das interfaces entre regides (rp;) para cada tempo tp, que é efetuado através da equacio
de Buckley e Leverett. Quando o ntimero de regides € pequeno, a posicao da frente de
injecdo & incorretamente calculada. Além disso, o algoritmo proposto ndo € numérico, e
sirn, serm-analitico; nde existem, portanto, problemas de oscilagio ou dispersdo numérica
a resolver. Como contribuicio deste trabalho, uma discretizacdo mais eficaz é obtida
se as regides forem divididas de forma a manter a diferenca entre a derivada do fluxo

1

fracionario, f, ., constante entre duas regides consecufivas e calculando as permeabilidades

wy

médias em cada regido segundo o teorema do valor meédio:

. y Fois e (F g
jw'i‘{-l - jwé . ]z‘ o ff’ ?'O(fw)df-w

Fwibs 1 - o fj i1 Foui
2 iy e v .

]

(3.2)

THE T

O sistema de N +1 equagbes diferenciais parciais, representando o reservatorio,
é reduzido a um sistema de N+1 equacdes diferenciais ordinarias do tipo Bessel modificada
utilizando transformada de Laplace [18]. Suas solugdes gerais sdo dadas no Apeéndice D

pela equagio (D.23), a qual é reproduzida abaixo :

3
Coian+lolrp

P = Ko lrp
N




onde Ky e Iy sbo fungles de Bessel modificadas, Chi1 e Cy; sfo as constantes de integragio
do problema e fp; € a transformada de Laplace da pressao adimensional na i-ézima TegIan.
Assim, P é a distribuigio de pressdo na regifo mais préxima do pogo e fpyy1, Da Tegiio
nao abingida pela dgua injetada.

A aplicagio das condigdes de contorno leva a um sistema de 2N + 2 equacdes
lineares a 2V 4 2 incdgnitas, que determinam todas as constantes de integragao do prob-

lema. O sistema de equagdes possul estrufura pentadiagonal, ou tridiagonal por blocos

2w
A1 Az o & T ) 7 r "
Azz Aag Azz Agg - o
. ; 2
Agp Asz Azy  dAgq i o y o
o o Ags Ags Ay Aag (a2} o
Agz  Agsy Ags  Azg Ty = a
b 1 Agn  Ags Ca v
[or 1 a
Aol 2l Alngl,2nde n
A pois Ao n e Canez ) L 8
|, 3 BRI Indd,dns ]

onde os elementos 4;; da matriz pentadiagonal s&c us coeficientes das constantes de

imtegracdo (5, determimados pelas condigdes de contorne do problema.

Bratvold e Horne [16] utilizaram o esquema tridiagonal por blocos 2x2 para
resolver o problema de testes de decaimento de pressdo. Nanba e Horne [18], ao que tudo
indica, resolveram o sistema na forma pentadiagonal. E possivel, entretanto, redugir o
sistema acima a um sistema com rmatriz tridiagonal usando transformactes lineares entre

duas linhas consecutivas, com excessio da primeira e da dltima linha { ver apéndice D):

" Byr Bz oy " 1/ ]
Hyr  Pue B Ty 0
Byp  Bgy  Hay cy o
Bonan—1 Bynin Hon2nt1 Can &
Bzn+1,2n B2n412nt1 Bondizndz Cindl 0

[ Bangsantel  Banszontz 4 L Copgz . o
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Os coeficientes By sao combinagdes lineares das funcdes de Bessel modificadas
Ko e Iy, A passagem do sistema linear (3.4) para o sistema linear (3.5) é mostrada em
detalhe no Apéndice D. O sistema & invertido para obter as distribuicdes de pressio no

reservatério em funcdo do tempo utilizando o algoritmo de Stehfest [5].

(3 algaritmo torna-se lento ao empregar muitas regides para representar o reser-
valdrio atrds da frente de injecdo, pois € necessario resolver o sistema (3.5}, para cada
tempo fp, o nimero de vezes correspondente ao nimero de termos definidos na série do

algoritmo de Stehfest [5].

3.2 Mhultiplas Regioes com Vazao Varidvel

> O enfoque adotado pa formulagio desse modelo [18] é essencialmente o
mesmo adotado no medelo de miltiplas regides e vaz8o constante no pogo. Algumas

modificacOes sao necessarias para simular os efeitos de variagéio da vazio de injecio.

3.2.1 Formulacao Matematica

* Para a solugio de problemas de injecic com vazdo variavel, entre os quais
o teste de decaimento de pressdo ¢ um caso particular, considera-se, segundo este mod-
elo [18], que a vazdo entre dois tempos ™ e t™*! permanece constante, porém, diferente
da vazac no intervalo de tempo anterior. Dessa forma, a condicdo de contorno interna
continua especificando vazio constante no poco, mas a condigao Inicial deixa de ser ho-
mogénea, ou seja, nado mals é exigido que o reservatorio esteja em equilibrio no tempo
¢t = (. Tempo e pressdo adimensionais sdo modificados de forma que o tempo adimensional

seja nulo a cada tempo £* no qual ocorra uma variacio instantanea de vazéo.

O reservatério continua sendo representado por NV +1 equagdes da difusividade

IModelo apresentado por Nanba e Horne [18].

*Formulagio matemdtica e solu¢ho semi-analitica sdo abordadas com maior detalhe no Apéndice E.
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hidraulica e 28 + 2 condigdes de contorno, mas as condigdes iniciais passam a ser deter-
minadas pela distribui¢io de pressio que havia no reservatério no tempo +* (ver Apéndice

E).

3.2.2 Solugao Semi-Analitica

Ao aplicar a transformada de Laplace as N 41 equacdes diferenciais parcials e
suas N 4 1 condigdes Inicials, as V + 1 equagdes diferenciais ordinédrias resultantes sio do
tipoe Bessel modificada, porém, deixam de ser homogéneas. A solugio geral do problema
de valor de contorno homogéneo associado coincide com a solugdo geral do modelo para

multiplos bancos com vazdo constante, que € a equagdo (3.3), referente ao modelo anterior.

Uma solugio particular para o problema ndo homogéneo, 5%;, é encontrada

siraves do método de variacdo dos pardmetros:

Bp = Ko <TDV/£:) filrp)+ 1o (?‘m/n—; ) hilrpl, (3.5)

onde as fungbes fi{rp) e h;(rp) sko dadas por:

1 o . s ‘
filrp)=-—1 rpglrp) I (TDﬂ—— ) drp, (3.7)
D Jrpg Lfish

1 prom
hi{rp) = — rp g{rp) Ko (T"z)
nDE v

e g{rp) é a distribuigio de pressao no instante 7.

5

CfTD, (38)
o

A solucdo geral do problema nao homogéneo [18] é representada entdo pela
soma da solucio geral do problema homogéneo associado, equacdo (3.3), e da solugéo

particular do problema nao homogéneo, (3.6):

P = K, (?'[)1 {;?-';';) Cosn + 1o (’r;;; ;‘i‘:) Cos (3{))
+Ko (roy/35 ) (ro) + 4o (roy/5% ) blro).
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Ao aplicar as condi¢des de contorne & solugao geral (3.9}, chega-se a um sistema
de equagdes lineares com estrutura pentadiagonal, semelhante & equacio (3.4). A matriz
de coeficientes | A;; | permanece inalterada, mas o vetor de termos independentes [ D]
passa a conter combinagbes lineares da solugio particular (3.6) e da sua derivada. Da
mesma forma, como no modelo de multiplas regides com vazao constante, o sistema pen-
tadiagonal pode ser reduzido a um sistema tridiagonal através de transformacées lineares.

Essas passagens sdo mostradas com detalhe no Apéndice E.
O algoritmo de solugdo numérica é mais lento que o algoritmo para o modelo
com vazde constante pois, além da pressdo no pogo, € necessario calcular as pressdes em

todas as mterfaces entre as IV + 1 regioes.

3.3 Miltiplas Regices com Pogo Infinitesimal

Neste trabalho, foi desenvolvido um algoritmo semelhante ao de multiplas
regibes com vazio de injecdo constante, de Nanba e Horne [18], considerande pogo in-
finitesimal. O novo algoritmo é apresentado com detalhe no Apéndice I e é uma gen-
eralizacdo do trabalho de Ramey [4] {que inclul no mdximo trés regides) para miltiplas
regides, de forma a verificar-se os efeitos devidos & distribuigdo de mobilidade atrds da

frente de njecdo.

3.3.1 Formulacao Matematica

% O reservatério € discretizado em N + 1 regifes de propriedades constantes
e as equacdes diferencials parciais sdo reduzidas a um sistema de equagdes diferencials

ordindrias usando a transformada de Boltzmann.

As condigdes auxiliares postas no problema estabelecem:

SFormulacio nurndrica e soluclo semi-analitica siio mostradas com mais detalhe no Apéndice F.
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# reservatdrio inicialmente e equilibrio;

s vazio constante no pogo, considerado infinitesimal;
¢ pressio continua nas interfaces entre regides;

® vazido continua entre regides;

8 reservaborio infinito; ou,

s pressao constanie no lirnite externo do reservatério.

3.3.2 Solucao Semi-Analitica

A solugao geral para o sistema de equacfes diferenciais ordinarias é dado por

{equacio F.9 do Apéndice F):

Poi = Cgimn £y (%) +C =1, N4l (3.10)
i

Ao aplicar as condigbes de contorno & solucdo geral e & sua derivada, verifica-se
que as N + 1 constantes de integragdo {mpares sio exphcitas. Para a primeira regifo em

particular, Oy = 1/2, logo:

L .
por = 55 (“‘g"") + Ci, (3.11)
2 " \npi
e a pressdo no pogo € dada por:
~1£}(1)+C (3.12)
Pup — 5™t T 2 .

As constantes de integracio pares, inclusive Cy, sdo determinadas pelo sistema de equagbes

lineares (F.21}:
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Aza Agg Cy Py
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AN LI N4L Canpz Bosrga

(3.13)

As vantageus do algoritmo de solucdo numérica do medelo com pogo infinites-

imal em relagdo ao do modelo de poco finito sdo grandes. Entre elas, citamos:

# apesar do sistema que determina as constantes de integracdo possuir também 2N 42
equacoes, IV 41 equacdes podem ser facilmente eliminadas através de transformacdes

lineares { sdo explicitas );

® o sistema resultante é triangular superior, apenas duas diagonais ndo sdo nulas, e o
sistema pode ser facilmente resolvido usando apenas um algoritmo de substituicio

regressiva sirnplificado;

e néo é ufilizada a transformada de Laplace, e, por consequéncia, o algoritmo de

Stehfest é desnecessario;
® nio € necessario recalcular as constantes de integracio a cada tempo ip;

¢ nao é necessario o c¢élculo de funcdes de Bessel. Apenas integrais exponenciais e

exponencials simples estdo envolvidas.

Os efeitos de pogo nioc sio significativos o suficiente para justificar o uso do
simulador proposto por Nanba e Horne [18], nos casos em que a vazio de injegio ¢ con-
stante, As respostas obtidas pelo modelo com poco infinitesimal s&o praticamente as
mesmas dadas pelo modelo com pogo finite, porém, com um tempo de processamento
aproximadamente dez vezes menor quando sdo utilizadas vinte regides. Quanto maior o

nimero de regides, maior serd a reducdo do tempo de processamento.
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A principal desvantagem deste modelo estd na impossibilidade de abeordar o
problema de injecdo com vazao varidvel da mesma forma come foi feito no Apéndice K
para pogo finite, pals a transformada de Boltzmann nio pode ser aplicada em problemas

nos quais a condigdo inicial ndo é homogénea.

solucdes de modelos que utilizam formulagio de pogo infinitesimal sio, por
natureza, singulares no pogo (rp = (). Esse problema é resolvido tradicionalmente na
bibliografia especializada atribuindo-se ao poco as pressdes calculadas em rp = 1. No
caso de injecdo de dgua, esta é efetuada no pogo, em rp = 0; portante, hd um intervalo de
tempo no qual a frente de injecio ainda ndo atingiu rp = 1 e as solugdes néo sao vilidas.
Esse enfoque, adotado em trabalbos anteriores, traz o inconveniente de fazer com que as

solucdes dos dois tipos de modele ndo sejam exatamente assintdticas [18].

De forma a contornar esse problema, a implementacio numérica do nosso mod-
alo supbe a existéncia de wma distribui¢io inicial de saturacio de agua no interior do
reservatdrio no momento da abertura para injecdo: em ¢ = {, supomos que na regiéo
0 < rp <1 asaturagio de agua é 5, = 1 — 5, e que na regido rp > 1, 5, = Y,
Fsta ¢ uma vantagem do modelo desenvolvido neste trabalho sobre a solucdo puramente
analitica de Bratvold e Horne [16]. Este artificio ndo modifica em nada as equagdes difer-
enclaiz. Apenas a equacgio de Buckley e Leverett [1] para poco finito passa a ser utilizada

no calculo das distincias do pogo as diversas interfaces, e, em virtude disso, torna-se

necessario recalcular as “constantes” de integracac a cada tempo ip.
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Capitulo 4

» » -
Um Meétodo Para Estimativa das
* L L)
Curvas de Permeabilidade Relativa
Meste capitulo, alguns resultados, obtidos com o algoritmo computacional
do modelo semi-analitico para vazio constante e poco finito, sdo mostrados em forma
grafica. Usando o algoritmo semi-analitico, algumas solugdes e aproximagoes obtidas com

o5 modelos analfticos sio verificadas numericamente; e, por fim, um método gréfico para

estimativa das curvas de permeabilidade relativa ¢ proposto.

4.1 Implementagdo do Algoritmo

4,1.1 Correlacao de Hirasaki

As curvas de permeabilidade relativa sao geradas através da correlagdo de

Hirasaki [8] :

.IICTD = ?i:ro . (1 - S-:UD)'R#} (4.-1)
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krw = 277'1;; B (sng)nw? (‘4:.2)

onde k,, 6 a permeabilidade relativa ao dleo na regido ndo atingida pela dgua injetada
{de indice ¥V + 1 e com saturagdo de dgua igual a Su.); };m ¢ a permeabihdade relativa a
agua no pogo, onde S, = 1 — Sy 1, € 1y, 330 respectivamente os expoentes das curvas
de permeabilidade relativa ao dleo e a dgua, e Syp € a saturagio de dgua normalizada,

definida como:

-~

C " Sw "” JLbwc .
Ay 1 ch - Sm']

logo, no pogo, S.p = 1, e na regido nao atingida pela dgua, Syp = 0.

(4.3)

Usando a correlacio de Hirasaki [8], equagdes (4.1} e (4.2}, na definigao da

mobilidade total adimensional {(dada no Apéndice C, equagio {C.4)}, Ap, obtem-se:

Ap = (Sup)™ + (1~ Sup)™. (44)

O fuxo fraciondrio de agua, f,, ¢ dado por:

Aw

w I T, (4.5
f’lﬂ Aw + }\o ? i )
logo, expresso em funcdo da correlagio de Hirasaki [8],
- %D 46
fu= 2, (4.6)
onde:
’%rw £
M = —ffm,
Fw k?'o
diser j
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Segundo Standing {9], o expoente de permeabilidade relativa a agua assume
valores de 2.5 a 7, a depender do indice de distribuicio de poros. Na tabela (4.1}, verifica-
se que Standing usou a correlacio de Hirasaki [8] para a permeabilidade relativa & dgua.
0 mesmo nao aconteceu com relagao a curva de permesbilidade relativa ao dleo. In-

felizmente, nfo encontramos trabalhos como o de Standing na bibliografia técnica que

utilizassem a correlagio de Hirasaki [8] para ambas as curvas de permeabilidade relativa.

Meio Poroso AV B | ke

i:ru.r r};:rf:

Muito heterogéneo {| 0.5 | STp | {1 — Swp )l — S5 5]
Heterogéneo 2 18, (1~ Sup )1 — 52p]
Pouco Homogéneo || 4 | 523 | (1 — S,p)?1 ~ 557
Homogéneo oo | S8, | (1~ Sup)®

1) : indice de distribuicdo de poros.

Tabela 4.1: Equacdes de Permeabilidade Relativa - Standing

4.1.2 Posicao da Frente de Injecao

A posicio da frente de injegdo de dgua é obtida pelo método de Newton.
Procura-se, na curva de fluxo fracicndrio de dgua versus a saturagio de agua adimensional,

por um ponto da abscissa S,py no qual a derivada do fluxo fracionario de agua F(Swny)

seja tal quer

F{Supr) = i%%di Supy # 0 (4.7)

ou alnda,
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J(Suny) |
F'(Swps)’

Derivando a expressao do fluxo fraciondrio (4.6) em relagio a Sup,

F(Sups) #0 (4.8)

Swﬂf =

Ty (1= Sup )™ So8™ 4 1o (1= Sup) =55

f;(k wl?) = ; (49
M (S5 + (1 ~ Sup)™] ? )
Note que:
dS,p
f Sw — Yu,- w
f(54) f(’SD)dSw
Substituindo (4.9} e (4.6) na equagio {4.8),
(R = 1)(1 = Supg )™ S + 1o (1= Supp)e ™ Spptt — MS2w =0 (4.10)

Como o valor de &,ps ndo é conhecido a priori, tenfaremos mininizar a funcao

F{S.ps) através do algoritmo de Newton,

o FlSip)
2 ot SR wi)f .
Suns = Sups — FoS ) {(4.11)

onde 5 € o nivel de iteragdo e as funcgbes F e F7 gdo:

F(,Swﬂf) = (?Ew - 1)(1 - Sw.i)f)noggﬁf + 7 (1 - Swa)ﬂa_lS:;%? - ‘EWSEJBDJ’ (412)

dF (S

(3 valor inicial de Supys que temos utilizado ¢:

S s = 0.9999
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Este algoritmo foi testado para diversos valores de 7y, n, e M, apresentando

convergéncia apos quatro ou cinco iteracdes para tolerdncias da ordem de 1074,

A posigdo da frente de injecdo esta relacionada com a saturagio de 4dgua na

frente de injecdo através da equacao de Buckley e Leverett [1].

4.1.3 Equacao de Bu(ﬁgley e Leverett

A posigio da frente de injecdo e das diversas interfaces entre regides € deter-

minada através da equacdo de Buackley e Leverett:

P2 lait Fil8,) (4.14)

W - @5 RiY
A figura 4.1 mostra curvas de distribuicao de satura¢ao obtidas a partir da
equacao de Buckley e Leverett. Na figura 4.2, sdo plotadas as curvas de permeabilidade
relativa ao dleo e & agua, a curva de mobilidade total adimensional e a de fluxo fraciondrio,
versus saturacio de dgua. Também nessa figura, vé-se o segmento da reta tangente & curva
de fluxo fraciondrio, definindo a saturagho de dgua na frente de injecdo, a saturagio de

4gua média atrds da frente e a derivada do fluxo fraciondrio na frente [2].

4.2 Parametros Utilizados

Os casos simulados aqui utilizam os mesmos pardmetros do artigo de Nanba

¢ Horne [18]. A tabela (4.2} relaciona os valores correspondentes, no sistema de unidades

de campo SPE.
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Parametros Utilizados

k 20 mD & 20 % e 20 %
Sor 1 % h 25 # o 0.25 f1
te | 025 cp 7 1.00 ¢p oy 11078 psid
6 | 1075 psitt | ¢ 0 psitlq | -250 bbijd
p; | 1000 psi Ty 2 3 n, 2

e 1 S M 4

* .
ny € 1, podem assurnir outros valores para gerar
diferentes curvas de permeabilidade relativa
S . .
kwo OU p, variam de forma a gerar ouiros

valores de razdc de mobilidade M

Tabela 4.2: Parametros

4.3 Resultados de Simulacgoes

4.3.1 Eleito da Discretizagao

O efeito da discretizagio em mdltiplas regides na pressic medida no pogo,
Pwp, €m fungéo do tempo de injecio é mostrado na figura 4.3. Observa-se que com 20

regiGes, o resultado ja é satisfatérno.

4.3.2 Efeitos de Estocagem e de Pelicula

Tfeitos de estocagem e pelicula no pogo sdo incluidos (figura 4.4) através do principio da
superposigio de Duhamel {ver equagdo [A.48) no Apéndice A). Nesta figura, o volume
injetado adimensional, Qp, definide em (1.6}, é proporcional ao tempo adimensional {p
e calculado em fungao do volume poroso equivalente do pogo.

O procedimento descrito acima, porém, ndo € rigoreso, j4 que o conjunto de

equacdes diferenciais nao é linear devido ao movimento da frente de 1njegao.
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4.3.3 Efeitos de Limite de Reservatério no Pogo

(s efeitos de longo tempe, observados na parede do pogo, para os trés tipos de
condi¢io de contorno externa { reservatério selado, com manutencao de pressio e infinito )
podem ser vistos nas figuras 4.5 a 4.12. Na figura 4.5, para uma razaoc de mobilidade ignal
a 4, n é a relagio entre o raioc externo do reservatorio e a maxima distancia alcancada
pela frente de injecio, no final do teste de injegdo. No caso de n = 1, a frente de injegdo
alcanga o limite do reservatdrio no tempo de injegdo final. Para n < 4, verifica-se que
o tempo a partir do qual é vilida a aproximagdo logaritmica ainda néo foi atingido no
momento em que os efeitos do contorno externo comegam a ser observados no pogo. Além
disso, a pressdo no pogo é decrescente quando a fronteira externa é mantida a uma pressao

constante, o que mostra a auséncia de regime permanente.

Quanto maior a razao de mobilidade, maior o fator de pelicula aparente medido
em um teste de injecdo. Esta é uma conclusio que pode ser verificada na figura 4.6, que
compara as respostas de pressfo no pogo em iestes de injecio com diversas razdes de
mohilidade, para reservatérios infinitos e para reservatotios selados no contorno externe.
Na expressdo de longo tempo dada por Bratvold e Horne [16], usando as equagdes (2.40)

e {2.43) do Capitulo 2,

IENNL AN e'ymr\ | E(_‘}* B ) 2 1=
Pl = }111 (7) -+ :?:[l e ﬂff) In (MT’IDQ ) - 5 :}‘\D I 1B(TDBL)' (41’))

Observe que eypr,/nps é, para os valores usuais em projetos de injegdo de
4gua, bem menor que 1. Assim, o produto (1 — M) In(¢"ypr/np2) é positivo quando

M » 1, o que corresponde, fisicamente, a um efeito de dano aparente no pogo.

Nas figuras 4.7 e 4.8 sio mostrados os efeitos de limite de reservatério sobre a
presséo no pogo para razdes de mobilidade 1 e1/2, Com M = 1, figura 4.7, observa-se algo
parecide com regime permanente, porém, como a frente de injecdo estd em movimento,

esse regime s6 existe préximo ac pogo e ao contorno externo do reservatorio.
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As inclinagoes de graficos semi-logaritmicos da press&o no pogo versus tempo
de injecio para diversas razbes de mobilidade sio plotadas na figura 4.9 {reservatério
infinito}. Segundo esse grafico, quanto maior a razdo de mobilidade, mais tempo de
injecio serd necessdrio para que seja atingido o trecho em que é vélida a aproximacio

logaritrmica.

No nosso algoritmo, os tempos foram discretizados segundo uma progressio
geométrica e a pressdo 1o pogo fol derivada através de “spline” cibico natural, sobre uma
escala logaritmica do tempo. O algoritmo de derivagio no campo de Laplace da pressdo no
pogo recusou-se, apesar de grande insisténcia, a fornecer resultados plausivels, enquanto
gue algoritmos de dertvagdo numérica por diferencas centrais exigiam uma discretizacdo
refivada no tempo, aumentando o tempo de processamento.

Uma expressao analitica dada por Bratvold e Horne [16] para a resposta de
longo tempo da pressdo no pogo durante injecio com manutencao de pressac na fronteira

externa é verificada, comn sucesso, na figura 4.10; para diversas razdes de mobilidade e

diversos ralos externos do reservatdrio:
d i _
Pub 201~ M), (4.16)

dinlip) 2

Nas figuras 4.11 e 4,12 entretanto, a aproximacio de longo tempo dada por

Bratvold e Homner [16] para reservatérios selados nao foi observada. Segundo eles, deve-

Hamos abler:

2, P _ 2M; (4.17)
d‘f;}

entretanto, o que observa-se € um periodo intermedidrio em que:

dDwp 1 )
I 4.18
Ten de 9 ( )
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4.3.4 Curvas de Distribuicao de Pressao no Reservatério

As figuras 4.13 a 4.24 mostram, de forma qualitativa, as distribuictes de
pressao e derivada de presséo no interior do reservatorio para diversas razbes de mobilidade
e diferentes condigdes de contorno externas. Alguns desses graficos mostram também a
evolucdo da pressdo na frente de injecio e/oun entre a primeira e segunda regides. 5io
usadas sempre 20 regides nas simulagdes e o tempo é discretizado segundo uma progresséo

geometrica,

Na figura 4.13, para injecdo de dgua em reservatorios infinitos com razdo de
mobilidade M = 4, encontram-se plotadas 27 curvas de distribuigdo de pressao obtidas
em diversos tempos de injecio. A primeira curva, mais préxima do eixo das abscissas,
refere-se ao tempo de injecio mais curto considerado, e a 27%, ao tempo de injegao mais
longo. Em gualquer uma das 27 curvas de distribuigao de pressao, pode-se verificar que a
derivada da distribuigio de pressio na parede pogo é constante ao longo do tempo, logo a
condicio de contorno interna é satisfeita. Este fato pode ser constatado com mais clareza
na figura 4.14, que mostra as 27 curvas de distribuicio da derivada de pressio no interior
do reservatério. Nota-se que todas as curvas partem de dpp/8n(rp)(rp = 1) = —1, ¢

que esté plenamente de acordo com a condicdo de contorno interna do problema.

O raio de investigacio de um feste de produgdo em um reservatorio homogéneo
irfinito pode ser definido como sendo o ponto de interse¢io da reta tangente, na parede do
poco, & curva de distribuigio logaribmica da pressdo com o eixo de pressdo adimensional
nula, num grafico da distribuigio de pressdo versus o logaritmo do rajo. Observe que, se
esta mesma definicio for aplicada ao casos de injegio de dgua aqui estudados, o raio de
investigacio de testes de injegio serd sempre superior 20 raio da frente de injegdo. No
grafico 4.13, a posigio da frente de injegdo para qualquer uma das curvas de distribuigio
de pressio pode ser facilmente localizada na intersegio com a curva de evolugio da presséo
na frente de injecio, pp{rpy), € é sempre menor que © ralo de investigacio determinado

pela interseciio reta tangente 4 curva de distribuicio de presséo no pogo com o eixo pp = 0.



Na figura 4.13 verifica-se que a derivada da distribuicio de pressio imediata-
mente a frente da frente de injecdo ¢ constante. Na figura 4.16, o valor de 8pp /3in{rp) na
posicio da frente de injecio é igual a —M | para qualquer uma das carvas de distribuicio
da derivada da pressdo no reservatério. Esta € a comprovagio numérica da equacio (2.37),
obtida para o modelo modelo de Bratvold e Horne [16]. Note que as curvas de distribuicio
de derivada da pressdo sdo continnas na frente de injecdo. Isso acontece em particular
para casos em que Appr = 1/M. Nos graficos 4.20, 4.22 e 4.24, pode-se verificar uma

descontinuidade na distribuicac da derivada de pressio.

Nos graficos 4.13 a 4.24 nota-se, em geral, que:

e todas as condigdes de contorno sio satisfeitas,

e arazao de mobilidade € caracterizada sempre pelo grafico de distribuigdo de derivada

. da presséc em funcdo do logaritmo do raio,

® 2 posicio da frente também fica caracterizada pela distribuigao da derivada da

Pressao,

# hd uma grande semelhanga entre as curvas de distribuigio da derivada da presséo

atrds da frente de injecio para diferentes razdes de mobilidade,

e essas curvas sao muito pouco afetadas pelas condigbes de contorno externas, princi-

palmente no caso de manutengio de pressio.

Como jé foi visto anteriormente, no Capitulo 2, equagao (2.35), na regido atrds

da frente de injegao :

Oppr _ Oppr 1 (4.19)

E)’in(-r;;) T 5‘?‘;3 - )‘D

Dai, a semelhanca entre as curvas. Como a mobilidade total adimensional

de cada urna das regides é determinada pela equagdo de Buckley e Leverett, as diversas
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curvas de distribuigdo da derivada da pressdo podem ser colapsadas numa mesma curva,
se for usada como abscissa a varidvel [{r§ — 1}/4¢p], que é proporcional i derivada do
fuxe fraciondrio. As figuras 4.25 e 4.26 ilustram esse fato. Note que na figura 4.25, a
razdo de mobilidade fica sermipre bem caracterizada pela curva de distribuigio da derivada
de pressio no reservatorio. A figura 4.26 mostra, por sua vez, que a distribuicio da
derivada da pressao alras da frente de injecdo permanece inalterada mesmo quando os
efeitos de limite de reservatorio ja se fizeram sentir de forma pronunciada na distribuigao

da derivada da pressdo na regido de dleo.

A aproximagac (4.19) foi verificada numéricamente, apresentando erros muito
pequenos mesmo para tempos de injecdo extremamente pequenocs. Na realidade, verifica-
se, na figura 4.27, que o erro mdéximo decresce 3 medida em que é aumentado o namero
de regioes.

A vazio total adimensional atras da frente de injecdo € aproximadamente con-
stante e igual a -1 ’(ﬁgura. 4.28 e equagdo (2.35), do Capitulo 2). Isso mostra que o fluxo

de fluidos na regifio invadida pela dgua é praticamente incompressivel.

0
90 — ADT‘D ;‘Dl o —1
TD

Note que, no modelo de Bratvold ¢ Horne [16], se substituirmos ¢p na equagio

da difusividade para a regifo 1 {equacdo (C.5) do Apéndice C), obteremos:

14 dprny 1 & 1 dpm _0
" rp Orp 1oy Gt
Por outro lado, as curvas de distribuicio de pressio atrds da frente de injegio

mostram que nio hé regime incompressivel nessa regiso. Como ja foi mostrado anterior-

mente, zo Capitulo 2, equagio (2.34):

Opm 1 dpp1 i
s frcsiaan ] —
3111(1‘1;) 2Ap Jtp 2Aptp
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A figura 4.29 mostra a derivada do fluxe fracionario normalizado na frente de
injecdo,f,p; = (dfu/dSyup)ys, coma uma superficie tridimensional sobre o plano definido
pelos expoentes de permeabilidade relativa, n,, x n,, para razic de mobilidade igual a 4.
Uma forma mais simples de representar essa funcdo é mostrada na figura 4.30, atraves
de curvas de f;}D ¢ constante plotadas no plano 7, X n.. E claro que, para cada valor de
razdo de mobilidades diferente, serd necessario um gréifico diferente para representar as

2
curvas de f,p; constante.

Conhecendo-se a posigio da frente de inje¢do e o volume de fluido injetade no
reservatério, pode-se determinar a saturagdo de dgua media atras da {frente e a derivada
do fluxo fraciondrio na frente, f, - Conbecendo Sy € Sy, por cufbro lado, determina-se
f;DP e portanto, o conjunto de pares de expoentes possiveis, ny, € n,. Yeé-se que, para a
determinacio dos expoentes de permeabilidade, é necessaria uma informagéo adicional.

Para investigar isso, foram determinados, com o use da figura 4.30, cinco pares
de expoentes n,, e n, sobre uma curva de fis ; constante e igual 2 1,4. As curvas de fluxo
fraciondrio correspondentes séo plotadas na figura 4.31, e os resultados das simulagdes para
esses casos, na figura 4.32. Vé-se, nesse grafico, que a drea entre a curva de distribuicio
da derivada da pressao atrés da frente de injeclo e o eixoy = —1 {(hachuriada para o caso

“A”"Y cresce a medida em que N, € N, CIESCer. Tssa 4rea € dada por:

**;’*-—) f 10&(:%3) 1
P ( mmi——l)dumlim i (—Mwl)du

A= lim . — | s
rp—1 L.ag(r3 wl) Aln(rp ot ""g( n;)

iin
Como (r% — 1)/4tp & proporcional a derivada do fluxo fraciondrio, a area de-
terminada na figura 4.32 é proporcional ao pseudo-efeito de pelicula devido a distribuicio

de mobilidades atrds da frente:

log| 3¢/, : oyss / 1
Amlim/ g(gf_f)< ! -—l)du:lir%.f (Tml)du:QSm
f"“‘"‘ﬁ ng( %ﬁfw) /XD e hly n

Portanto, o valor da integral pode ser determinado diretamente a partir do

fator de pelicula aparente obtido no teste de injegao. Nas figuras 4.33 € 4.34 foram plotadas
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as respostas de pressao no poc¢o e derivada para s cinco pares de curvas de permeabilidade
relativa considerados. No grifico semi-log (fg. 4.33), tambeém estdo plotadas a resposta
para fluxo do tipo pistaoc, excluindo o efeito de pelicula devido & distribuigdo de mobilidade
atrés da frente de injegan, e a reta referente A aproximacio logaritmica, excluindo o efeito
de pelicula devido & razdo de mobilidades. No gréfico log-log (fig. 4.34), verifica-se que

apenas no caso “E” ndo foi atingido o trecho reto semi-logaritmico.

Esse método, entretanto, traz algumas desvantagens:

o tempo de injecic deve ser suficiente para que & aproximagao logaritmica seja valida

( figura 4.34 };

o valor do efeito de pelicula real na parede do pogo deve ser conhecido;

a posicio da frente de injegdo deve ser conhecida para que se possa calcular o pseudo-

efeito de pelicula devido & razdo de mobilidades e ao avango da frente {equagdo

(2.48)):

1 il .
21— M)n (‘“ ”BL)
2" o2

s testes de injecio geralmente apresentam instabilidades no registro de pressdo devido

3 variagao de vagzdo.

Tendo o grafico de distribuigfio da pressao no interior do reservatdrio no in-
stante em que o pogo é fechado para o teste de decaimento de pressdo [19], entretanto,
é possivel obter a integral diretamente, através de métodos nuwméricos de derivagao e
integragao.

Para determinacio de um tnico par de expoentes de permeabilidade relativa,
o grifico 4.30 deverd incluir, também, curvas ao longo das quais o fator de pelicula devido
5 distribuicio de mobilidade atrés da frente de injecdo, Spa, seja constante; como nas
figuras 4.35, 4.36, 437, 4.38, 4.39; para razoes de mobilidade M = 4, 3, 2, 1 e 1/2,

respectivamente.



Naturalmente, para que o método caracterizasse bem os expoentes de perme-
abilidade relativa em qualquer situagio, seria necessdrio que os dois conjuntos de curvas
fossern orfogonais. Como se verifica nas figuras 4.35 a 4.39, isso ndo acontece na regiao em
que n, se aproxima de 1. Entretanto, nessa regido, o deslocamento é do tipo pistdo; as cur-
vas de permeabilidade relativa tem pouca influéncia no fluxo, que passa a ser determinado

apenas pela razio de mobilidade.

Um meétodo para obtenclo da disiribuiglo de pressdo no reservatdrio, no in-
stante do fechamento para decaimento de pressdo fol desenvolvide numericamente por

Yeh e sera apresentado mais adiante.

Para uma determinacio mais precisa dos expoentes de permeahilidade rela-
tiva, é possivel também formular um método de ajuste ndo linear baseado na equago
de Buckley e Leverett, que ajuste a curva —1/A & curva de derivada da pressdo atrds
da frente de injecio obtida numericamente a partir dos dados de teste de decaimento
de pressao. E obvio que néo é necessario um simulador semi-analitico complexo para
simular —1/X versus a derivada do fluxo fraciondrio, Nesse caso, seria apenas necessaric
remover estocagem e “skin” dos dados obtidos no feste de decaimento de pressdo através

de deconvoluciio, ou ignorar os dados que, porventura, estiverem influenciados.
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Capitulo 5

Curvas de Distribuicao de

Mobilidade

! Neste capitulo, ¢ descrito o trabalho de Yeh e Agarwal [19], no qual foram
analisados resultados de simulacdo numérica em diferengas finitas, tendo sido propostos,
a partir dessas andlises, novos métodos para interpretacio de testes de decaimento de

pressag.

5.1 Frente Fixa Durante Decaimento de Pressao

A figura 5.1 mostra as curvas de permeabilidade relativa ao dleo e a agua
utilizadas nas simmulacdes numéricas efetuadas por Yeh e Agarwal [18]. Também nessa

figura, a curva de mobilidade total é mostrada.

A simulacdo estudada por Yeh e Agarwal [19] consiste em um perfodo de
injecao de dgua com vazdo constante, durante 100 dias, seguido por um perfodo de decai-
mento de pressio com vazao nula, durante 100 horas. A fronteira externa do reservatério

é mantida & pressdo constante. Nio foram considerados efeitos gravitacionais ou capilares

*Todos os gréificos neste capitulo foram extraidos do artigo de Yeh ¢ Agarwal [19]
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na simulacgio.

As distribuibes de saturagido no reservatério para diversos tempos de injegio
sdo mostradas na figura 5.2. A mesma figura mostra que a distribuicio de saturacao nio
alterou-se apds as 100 horas de teste de decaimento de pressdo. Caso o fluido injetado
fosse rmais compressivel, esperar-se-ia um avanco mais significativo da frente de mjecao

durante o perfodo de decaimento de pressio em razdo da descompressio desse fluido.

5.2 Resposta de Pressao no Poco:

5.2.1 Durante o Teste de Injecio

A figura 5.3 é um gréfico do logarfimeo da diferenga de pressio, pin; —pin, versus
logaritmo do tempo. Também é mostrada a curva de derivada, definida na equacdo (5.1},
abaixo, e correspohdente a inclinacdo de um grafico de MDH, para o teste de injegdo
simulado, Nesta figura, observa-se que antes de ser obtida uma reta semi-logaritmica, hé
um periodo em que a mobilidade, inversamente proporcional A derivada da pressdo, varia.
Nesse periodo, ainda nao foi formada uma regido com saturagio {1 — S5, préxima ao

poGo.

; dip

AP = TiAn

(5.1)

No perfodo em que a derivada da pressio € constante, a inclinagio semi-
logaritmica ¢ proporcional & mobilidade na regido saturada com dgua, onde Sy, = (1—5,,)
(ver figura 5.2). Nesse trecho, a mobilidade total na regido préxima ao pogo, com
S = 1 =5, pode ser estimada pela equacdo {5.2), abaixo. Note que as propriedades da
regifo com Sy, = 8, ndo podem ser determinadas a partir de um teste de injegdo, pois &
medida em que mais fluido é injetado no pogo, mais essa regiao distancia-se em relagio

a0 pogo.
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4q
WP S ;

T dxhAY (52)
Note também que Ap é a inclinagio de um grifico MDH com abscissa em logaritmo

natural. Caso seja usado um grafico com logaritmo decimal, como na figura 5.3, torna-se

necessario multiplicar o segundo membro de (5.2) por In(10) = 2.303.

Ainda na figura 5.3, o desvio na curva da derivada da presséo apos 300 horas
de injegio é devido aos efeitos do contorno externo do reservatorio, mantido a pressdo

constante.

5.2.9 TDurante o Teste de Decaimento de Pressao

No perfodo de decaimento de pressdo, figura 5.4, ocorrem dois trechos em que
a derivada é constante. Para tempos curtos, a derivada é proporcional & mobilidade na
regido préxima ac Pogo, COm saturagio de éleo residual. Para tempos longos, a derivada
é proporcional & mobilidade na regiao com saturacio de agua irredutivel. Entre os dois
trechos de inclinacio constante, ha um perddo em que ocorrem variagoes na derivada
devidas 3 distribuigio de mobilidade existente no interior do reservatorio, dentro do raio

de investigagio do teste.

Os métodos propostos por Yeh e Agarwal [19] utilizam a resposta de pressdo no
poco durante um peﬁodo de decaimento de pressio {precedido por um periodo de injegdo
com vazdo constante) para gerar dados de distribuigao de mobilidade total e de pressaec no
instante do fechamento do pogo. Para 1sso, usam o concetto de raio de investigacac como
wma forma de associar distincias as pressoes e inclinagoes semni-logaritmicas observadas

no pogo como fungdo do tempo.

5.3 Determinacio da Distribuigao de Mobilidade
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A figura 5.5 representa curvas de distribuicio de mobilidade total no reser-
vatdrio determinadas através de dois processos diferentes. Os pontos marcados com o
simbolo O foram obtidos a partir de dados do simulador. J4 os pontos assinalados com x
toram determinados através do conceito de raio de investigagao, de Aronofsky e Jenkins,
equagio (3.3), da equacao (5.2), e do fato de que a distribuigiio de saturacio nao se altera
durante o decaimento de pressdo (figura 5.2). Dessa forma, a derivada da pressio no
pogo durante o teste de decaimento de pressio é relacionada com a mobilidade total no
interior do reservatdrio, fornecendo uma estimativa da distribuicao de mobilidade total

no instante do fechamente do poco.

AfA’ife
ro= 00244/ — 5.3
pcy ( )

Na equagdo (5.3), as unidades sfo as de campo adotadas pelo SPE; e At é o tempo

equivalente (Agarwal} de fechamento:

ling T At

onde t;,; € o tempo total de injecdo, antes do fechamento para o teste de decaimento de

At, = (5.4)

pressao e At € o tempo de decaimento de pressido, medido a partir do instante em que o
poco fol fechado.

Na figura 3.5 vé-se que as duas curvas sao semelhantes, porém nio sio idénti-
cas entre s{. Yeh e Agarwal presumiram entdo que a mobilidade total obtida através da
pressio medida no pogo representa, na realidade, uma média volumétrica da mobilidade

total:

_ 1 «
%:?LMW (5.5)

A figura 5.6 mostra os dados O de distribuigdo de mobilidade média obtidos
stravés do simulador e da equagio {5.5), comparados com os dados X obtidos a partir da

derivada da pressao no pogo. O ajuste entre as duas curvas ¢ bem melhor que o obtido
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na figura 5.5, principalmente na regifio atrés da frente de injegio.

Corrigindo os dados x obtidos com a pressio medida no pogo através da relacio

{5.8), foi plotado o grifico 5.7.

' dj\f -
Ay = 2 + A (5.6)

0 uso da equagdo (5.6), no entanto, implica em derivar dados obtidos através
da derivada da pressio. Para dados de um teste real, que j4 apresentam, geralmente,

ruidos na primeira derivada, essa correcdo pode ser inviavel.

Note que, em qualquer um dos graficos de distribuicao de mobilidade total no
reservatdrio, é possivel fagermos estimativas muito precisas do raio da regido de dgua com

saturagio 5, = (1 — Sy} ¢ da distancia do pogo & frente de injecio.

5.4 Determinacao da Distribuicao de Pressao

Yeh e Agarwal [19] mostram, com as figuras 5.8 e 5.9, que é possivel obter a
distribuicio de pressio no reservatdrio no instante do fechamento a partir dos dados de
decaimento de pressio. Na figura 5.9, obtida totalmente a partir de dados do simulador
numérico, sio mostradas diversas curvas de distribuigdo de pressio mo reservatério em
vérios tempos durante o teste de decaimento de presséo. Na figura 5.9, Yeh e Agarwal
usaram as equacdes (5.2) e {5.3) para relacionar a pressdo registrada no poge em um
determinado instante do teste de decaimento de pressio com nma posigao r no inferior
do reservatério, obtendo uma boa estimativa da distribuigio de pressdo no instante do
fechamento para decaimento de pressdo. Nessa figura, os pontos X foram obtides com

dados de pressio no pogo, enquanto que os pontos L sdo resultados da simulagao numérica.
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5.4.1 Um Novo Método para Determinacao da Distribuicio de
Mobilidade

No trabalho de Yeh e Agarwal, o método de determinacio da distribuicio de
pressan no reservatdrio é proposto com o objetivo de fornecer a pressio média na drea de
investigagdo de um teste de decaimento de pressio. Entretanto, nosso trabalho mostrou
que a derivada da distribuicdo de pressdo nos dé uma boa aproximacio da distribuicio

de mobilidade total no reservatorio.

Com a curva de distribuicio de pressdo, podemos obter a distribuicio de mo-
bilidade atrds da frente de injecio através de derivacio numérica. Observe que apenas
a primeira derivada esta envolvida nesse método, portanto os resultados serdo bem mais
estavels que aqueles dados pelo. método proposto por Yeh e Agarwal.” Com a curva de
distribuicdo de mobilidade, péde—se estimar o pseudo-efeito de pelicula Sy, e portanto,
pode-se também estimar indiretamente as curvas de permeabilidade relativa, como foi

visto no capitulo anterior.

Para o uso desse método de interpretaclo, € necessario que os efeitos de es-
tocagem sejam removidos dos dados de teste através de deconvolugdo. Caso o coeficiente
de estocagem seja constante, é possivel fazer isso utilizando algoritmos numeéricos, sem o

conheamento da vazdo de fundo.
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Capitulo 6

Conclusoes e Recomendacgoes

6.1 Conclusoes

As conclusdes obtidas através deste trabalho estio condicionadas &s observa-
coes feitas na segio 1.2 do Capitulo 1, que trata das limitagbes impostas na formulagio
matematica dos diversos modelos aqui estudados. Também, as condigbes auxiliares dos
modelos, em particular, de Bratvold e Horne [16] e de Nanba Horne [18], devem ser
verificadas para que essas conclusdes sejam validas. Em especial, as condigdes de vazdo
constante no pogo injetor e de reservatério inicialmente em equilibrio sdo importantes

nesse senbido.

As seguintes conclusdes sdo pertinentes:

e A vazio total po interior de toda a regifio do reservatério atingida pela dgua injetada
é aproximadarmente constante e igual & vazdo de injegao medida na parede do pogo

injetor.

e+ O raio de investigagio de um teste de injegao, asscciado a qualquer ternpo de injegéo,

é sempre maior que a distdncia do poco 4 frente de injecdo de dgua.
o A derivada logaritimica da distribuicdo de pressao no interior do reservatdrio em um
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dado tempo de injecio caracteriza a razdo de mobilidade M e a posicio da frente

de injecdo em relacdo ao pogo injetor.

Esta curva é pouco sensivel as condic¢des de contorno externas no caso de reser-

vatorios imitados com manutencdo da pressao externa.

A mesma curva de derivada logaritimica da distribuigic de pressfio no interior do
reservatéric fornece uma aproximacdo muito boa da distribui¢do de mobilidade total

no interior da regido atingida pela dgua injetada.

O fator de pelicula aparente devido a distribuigdo de mobilidade total atras da frente
de injecdo, medido emn um teste de injecdo suficientemente longo, é proporcional &

area (do poco a frente de injegio) sob a curva definida por:

533}31

- — 1
Aln{rp)
onde Opp; /9 1n{rp) é a curva de derivada da distribuicao de pressao no interior da

regidc atingida pela dgua.

Foi desenvolvido um método grafico, relacionando a razdo de mobilidade M a
derivada do fluxo fraciondrio normalizade na frente de injecdo, f'(Sups), € o fa-
tor de pelicula aparente devido a distribuicio de mobilidade atrds da frente, 5.,
comn os expoentes de permeabilidade relativa ao dlec e a agua, n, e ny, da correlagio

de Hirazala.

Este método grifico determina indiretamente as curvas de permeabilidade relativa,
tanto a partir de dados de testes de injecio como a partir de dados de testes de

decaimento de pressdo, desde que:
— para testes de injegdo, sejam conhecidos:
+ a pressdo inicial, pin, e a razdo de mobilidade, M;

% o fator de pelicula aparente total medido no pogo, obtido apls um tempo

suficientemente longo para que seja atingido o trecho reto semi-logaritimico;
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* a posigio da frente de injegio no reservatdrio, de forma a possibilitar o
cdleulo do fator de pelicula devido ao avanco da frente de injecdo e A razio
de mobilidade do sistema:

* o fator de pelicula real na parede do pogo, para possibilitar o célculo do

fator de pelicula devido & distribuicio de mobilidade;

— para testes de decaimento de pressdo, a curva de derivada da distribuicio de

pressdo no reservatdrio, obtida através do método de Yeh e Agarwal:

* apresente-se livre de efeitos de estocagem e dano, ou que esses efeitos
possam ser removidos dos dados de decaimento de pressdo através de de-
convolugao,

* investigue toda a regido atingida pela dgua injetada, de forma a possibilitar
a identificagdc tanto da posicde da frente de injecdo como da razdo de

mobilidade.

» Foi desenvolvido neste irabalho, um novo modelo, em multiplos bancos e con-
siderando pogo infinitesimal, para estudo de inje¢do de dgua com vazdo constante.
O algoritmo numérico deste modelo apresenta tempos de processamento significati-
vamente inferiores ao do modelo de Nanba ¢ Horne [18] para pogo finito, fornecendo

praticamente os mesmos resultados.

6.2 Recomendacoes

O aspecto tedrico deste trabalho pode ser enriquecido através do desenvolvi-
mento dos detalhes técnicos necessarios & aplicagdo em campo dos resultados aqui obfidos.

Entre as diversas possibilidades, destacam-se as segumintes:

¢ Aplicacio dos métodos aqui desenvolvidos a testes de injecio € de decaimento de
pressio efetuados em campos de petrdleo nos quais as curvas de permeabilidade

relativa ao dleo e & dgua sejam conhecidas.
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s Elaboragio de procedimentos de dimensionamento e andlise de testes em pogos

injetores de dgua.

s Kstudo de modelos desenvolvidos para fluxe linear, visando estabelecer métodos
de determinacio das curvas de permeabilidade relativa em laboratdrio, através de

testes de transiente de pressio

¢ Hatudo de injegdo de solugdo aquosa de polimeros em reservatdrios de dleo.

Em particular, os métodos desenvolvidos serdo utilizados na interpretagic de
testes de decaimento de pressio do campo de Canto do Amaro { RPNS } e as curvas de
permeabilidade relativa obtidas serdo comparadas com curvas caracteristicas do campo,

determinadas através de experimentos com testemunhos, em trabalhos futuros na RPNS.

() problema de mudanca de estocagem durante testes de decaimento de pressdo
em potos depletados pode ser solucionado colocando-se o interior da coluna de teste em
contate com a presséo abmosférica a partir do instante em que a pressdo na cabeca tornar-
se mula. Com este procedimento, as vazdes de injecdo no fundo durante o decaimento de
pressiao podem ser calculadas pela queda de pressio registrada, conhecendo-se a densi-
dade do fluido injetado e a capacidade interna da coluna de teste. Algoritmos de de
deconvolucio podem, entdo, ser utilizados para remover os efeitos de estocagem dos da-
dos de pressio registrados. O uso de registradores eletronicos, recentemente adquiridos
pela PETROBRAS pode melhorar a qualidade dos registros de pressio, tornando possivel
a aplicagio dos métodos de deconvolugio a dades de campo. Pretende-se desenvolver, na

RPNS, um projeto visando desenvolver estes aspectos.

Visando possiveis experimentos em laboratério, foi desenvolvido um modelo
sermi-analftico de injecdo em meios porosos lineares. Este modelo, entretanto, nao foi

convenientemente testado.
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Nomenclatura

coeficiente de estocagem adimensional

compressibilidade

compressibilidade total

compressibilidade total em S,

compressibilidade total em 1 — S,

fungdo integral exponencial Ey(z) = [° =dr

fluxo fraciondrio de dgua f, = A,/{ Ay + AJ)

derivada do fluxo fracionario em relagdo a S,

defivada do fuxe fracionario em relacdc a Sup

espessura da formacgao

funcdo de Bessel modificada de primeira espécie e ordem v
funcio de Bessel modificada de segunda espécie e ordem v
permeabilidade abscluta

permeabilidade relativa ao dleo

permeabilidade relativa a dgua

permeabilidade relativa ao dleo em Sy,

permeabilidade relativa a agua em 1 — 5,

razio de mobilidade, Ay /X,

nfimero de regifes atras da frente de injecao

expoente da curva de perm. rel. ao dleo

expoente da curva de perm. rel. a dgna
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PD

p
Pin
Puwl

Cp

M

TD

TDf

SpME

pressan

pressao adimensional, 27 Ay h{pim — p}/q

transformada de Laplace da pressio adimensional
pressdo inicial

pressdo adimensional no pogo

volume de dgua injetado adimensional

vazao de producdo

vazao adimendional de producio

vagao adimensional de produgdo no pogo
transformada de Laplace da vazio adimensional no pogo
raio

raio {fixo) da interface entre regides estaciondrias

raio adimensional (fixo) da interface entre regices estaciondrias
raio adimensional, r/r,

raio adimensional da frente de injecéo

ralo da frente de imjecao

raio do pogo

fator de pelicula

variavel relacionada & trans. de Laplace

saturacdo de dleo residual

saturacio de agua

saturacio de dgua irredutivel, ou conata

saturacio de dgua normalizada

psendo-fator de pelicula devido & M; frente estac.
pseudo-fator de pelicula devido & M frente mével
pseudo-fator de pelicula devido & distr. de mobilidade

tempo
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tp = tempo adimensional, 7,t/r2

transformada de Boltzmann y = r§ /4tp

s
i

n = difusividade hidrdulica, k/¢uc,
np = difusividade hidrdulica adimensional, 7/%y
7 = difusividade hidrdulica média, na regigo invadida
fi, = difusividade hidrdulica em 5.
iy = difasividade hidraulica em 1 — S,
A = mobilidade total, k/u
Ap = mobilidade total adimensional, A/ A,
., = mobilidade total em S,
S\w = robilidade total em 1 — 5,.
g = viscosidade
¢ = porosidade
Subscritos
= adimensional
f = f{rente de injecao
BI, = frente de injecdo
i = indice da regido
o = odleo
T = rocha
i = total
w = agua
1 = regiio 1, proxXima aoc poco

regifo 2, com Sy, = Sue

b0
i
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Apéndice A
Modelo com Interface Estacionaria

Formulacio Matemadtica

10 reservatéric é representado como sendo composto por duas regiGes de
propriedades constantes e cuja interface ndo se movimenta durante a inje¢do de dgua. A
regiao mais préxima do pogo, identificada com o subscrito 1 e mvadida pela gua injetada,
apresenta saturacio de dleo residual em toda sua extensiio. A regifio ndo atingida pela

4gua é identificada pelo subscrito 2 e possui saturagdo de dleo original ([11] e [12]).
Varidvels Adimensionais

A pressao adimensional na regido invadida pela dgua, ppi, é definida por*:

QWiwh

PO = (pin — 1), (A1)

iw " kkrw(l - Sm")
P

onde g é a vazdo de produgdo (numericamente negativa), A & a espessura porosa, pi,

) (A.2)

é a presséo inicial do reservatdrio, p; é a pressdo na regiao invadida e A, representa a
mobilidade total na regiio com saturagio de dleo residual. Nesse modelo e no modelo que
considera deslocamento tipo pistic com a frente em movimento, Aw 6 a mobilidade total
na regido atingida pela dgna injetada no reservatério. Nos modelos que levam em conta
a distribuicio de mobilidade atrds da frente, 1, ¢ 2 mobilidade total na parede do pogo,

em rp = 1.

A pressio adimensional no pogo, pup, € dada por:

L Modelo apresentado por Eggeschwiller et al. [11] e {12]

*Equagdes no sistema métrico internacional
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Pwp = (pzn """ pw): (A‘B)
onde p,, representa a presé&o O POGO.
A pressio adimensional na regido ndo invadida pela dgua, ppo, &
O Ay .
D2 = gw (Pin — P2), (A.4)
onde py € a pressao na regido ndo invadida.
O tempo adimensional ¢ definido segundo as propriedades da regido 1:
At
tp = — AD
P’ (4.5)

onde 1 & o tempo de injecdo, ¢ a porosidade, Cy,, a compressibilidade total na regido com

saturacio de dleo residual, € r.,, 0 raio do pogo.

O coeficiente de estocagem adimensional é definido como:

== ¢ ' (A.6
T Amplphr)’ -6)
onde ( é o cocficiente de estocagem no poco.

Cp
Definindo a difusividade hidrdulica adimensional como sendo:

i
1o = 5 (A.T)
T
onde 7 ¢ a difusividade hidrdulica em um ponto qualquer do reservatorio e %y, na regiao

com saturacio de dleo residual, teremos:

-~

o
Noe = T A8
;= (A.8)

f, & a difusividade hidréulica na regifio com saturagao de dleo original. Note que py = 1.
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Por fim, a razdo de mobilidade M, o raio adimensional, rp, e a posicdo adi-

mensional da interface entre as duas regies, Rp, sao dados por

A
Mo o .
" (4.9)
r
D= :;": (Al{])
B
Bp = T (A1)

onde R é a posicio da interface, considerada fixa nesse modelo.

Equagao da Difusividade e Condigoes de Contorno
Na regifio 1, com saturagio de dleo residual, a equagdo da difusividade € dada

por:ﬁ
1 8 Ivm Opp
— = 1< R .
o Brp ("”D Brp ) dtp TD < Ao (A12)
e na regido 2, que nio fol atingida pelo fluido de injegao,
(A.13)

1 8 0 19
a3 T‘,D_w)ﬂm pm, Bp <rp <o
T 3?*;3 3’,"9 i) 8‘53)

Supondo o reservatério inicialmente em equilibrio em ambas as regides, as

condiches iniclals sdo expressas por:
(A.14)

ppl(‘f'}_‘),(}) == O, l«<rp < RD

ppalrp, ) =0, Ep<rp<o

A equacio gne representa estocagem no po¢o € vazio na superficie constantes



O dpwp 8np1
D s
dt}_’) a‘?"D

=1, (A.16)

rp=1

e considerando o fator de pelicula constante na parede do pogo, tem-se:

5 ale

PwD = PD1 ot (‘ﬁ&l?)

rp=1

Para que a analiticidade do modelo seja mantida, consideraremos inicialmente que es-
tocagem e dano sejam nulos, incluinde mais tarde esses efeifos na resposta do sistema
através do principio de Dubamel. Desta forma, as equagdes {A.16) e (A.17) se reduzem

Hex

Ipp .
B = 1. (A.18)

rp=1
Na interface entre as duas regides, devera existir continuidade de pressdo e de

vagao, ou seja,

poilRosto) = poa(Bpytp); o >0 (A19)
Opp: a
BTD Rp dT‘D Ep

Considerando reservatério infinito, a condicdo de contorno externa é:

Jim poa(rp,tp) =0 (A.21)

Solucido Analitica

Aplicando transformada de Laplace as equagdes diferenciais {A.12) e (A.13) e
utilizando, respectivamente, as transformacoes de variavels u = VETp ew = {ﬁ;rg, nas

quais 5 ¢ a varidvel associada a transformada de Laplace, obtem-se:
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dQﬁD1 dip
2 . 1 -
U o +u e u'pp; = 4, (A.22)
d*ppg dpp
R e bl bt AL A 2N
dwg +w d?.b" Wppz = Oa (A.23)

onde Ppy e Pp: sio as tranformadas de Laplace da pressdo adimensional nas regides 1 e 2.

As equacdes (A.22) e (A.23) sio equacles de Bessel modificadas de ordem 0,

cujas solugdes gerals sdo dadas por:

i = Cilo(v/5rp) + CoKol/srp) (A.24)

P2 = Culy ( “'E"“T'D> + CsK (1/—‘5—“7'23) {A.25)
o2 D2

onde Iy e Ky sio funcdes de Bessel modificadas, e €y a Cly sdo as constantes de integragao

do problema de valor de contorno.

Derivando as equaces {A.24) e {A.25) em relagdo a 7p,

Ppy = Cr/sli{v/srp) ~ Ca/sK1(v/s7p), {A.26)

Pos = Cay|—Is ( /-pr) ~ Oy [ — K (1 / fwrp) . (A.27)
fine oz o2 oy

A transformada de Laplace da condigdo de contorno externa, equagao {A.21),

é dada por:

lim fips = 0. (A.28)

¥ 00

As transformadas de Laplace das condigGes de contorno interna e na interface,

equacies {A.18), (A.19) e (A.20), so, respectivamente:
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dPpn 1
d‘.-‘"D — - _:; (Azg)
Poi(Bp,s) = ppa(Rp, s) (A.30)
dp dp
P2 = M P (A.Sl)
er rp=fp er rp=Hfp

Ao aplicar as condigbes de contorno (A.28) a (A.31) 3s equacdes (A.24) a
(A.27), chega-se a um sistema de trés equagdes lineares a trés mcdgnitas, Observe que a
condigdo de contorno externa impde que C; seja nula, eliminando uma quarta equagio,

que tornar-se-ia necessaria caso fosse utilizade outro tipo de condicio de contorno externa,

Vsh(y/s) ~Vs Ky (+/5) 0 C -1
Io(y/5Rp) oVeRo) Ko (\5ZRo) |l | =] o
MVSL(/3Rp) ~M\/K\(3Ro) /2K, (\/FRD) s 0

=
-]

2]

(A.32)

Resolvendo-se o sistema (A.32) para Cy, C e Cs, obtem-se a solucdo no campo
de Laplace para fpy e fpz. Porém, para obter a resposta do sistema am funcdo do tempo
no e5pago real, € necessario um algoritmo de inversdo numérica. A solucio de longo tempo,
entretanto, pode ser obtida analiticamente, utilizando as aproximacdes assintdticas das

fungdes de Bessel:

lim Io(a) = 1, (A.33)
) . a¥z
lim Ko(2) = — In (m—) , (A.34)
L} 2

lim £y (z) = 0, (A.35)
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. i
limy K, (2) = =, (436

z—+{

onde v = 0.57721 ... é a constante de Euler.

Aplicando as aproximacdes assintéticas (A.33) a (A.36) ao sistema de equacdes

lineares (A.32), obtem-se, para longos tempos { ou s pequeno ):

0 -1 0 o ~1
1 —lo(£482) I (A@) Co =10 (A.37)
. = o] Lo

Para obter a resposta de pressio no poco, basta resolver o sistema, (A.37) para

as constantes de integracio Cy e Oy

. - _ T S R
Q:é%(ﬂéﬁﬂmmmkﬁﬁgiﬂ , (a3
1

Substituindo (A.38) e (A.39) na solugdo geral para a pressio na regifio 1,

equagio (A.24), tem-se, para s pequeno:

. . 1 M M. {eTRZ
(L) = pup = 5 () by + ool ~ 2 1n (222) (aan

it

Invertendo {A.40), Ambastha e Ramey [14] e [17] obtiveram a seguinte ex-

pressao de longo tempo para a pressio no pogo:

1 dnpel
Pun(ip) = "2" [ﬂ/f In (“:;D%ZDD) + III(RE})} {Adl)
Estocagem e Fator de Pelicula
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Os efeitos da estocagem e do fator de pelicula no pogo podem ser inseridos na

resposta do sistema através do principio de Duhamel ( integral de convolucio ):

Oppltp — )

to
Pwn(lp) = fa 2un{tp) “Bn ) dr, (A.42)

o=l
onde pyp € ¢.,.p s30 respectivamente, pressac e vazao no pogo influenciadas por estocagem
¢ dano, e pp(rp = 1) é a resposta de um pogo com dano, produzindo com vazio constante.

Observe que ppy (rp = 1) é a resposta de um poco sem estocagem e dano.

Da equagio (A.16), que modela um poco com estocagem constante produzindo

com vazao constante na superficie,

J AP
ng(tD) = — E%—T—;l—- =1 CD ;;DD . (A43)
. rp=1 A

Da equacgdo {A.17), que modela um pogo produzindo com fator de pelicula

constante, e da condiclo de contornoe interna para pogo sem estocagem e dano,

%)
po(rp=1)=ppi(rp = 1) - § (33:21 =ppi(rp = 1)+ 5 {A.44)

!?‘Dzl

As transformadas de Laplace das equacdes {A.42), (A.43) e (A44) saon

PwD = qupspp(rp = 1), (A.45)
Gup = 1 — C?DsﬁwDu (Aéﬁ)

" _ S Y
Po(rp =1)=ppm(rp = 1) + e {A.47)

Substituindo (A.46) e (A47) em (A.45),
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_ S}i{)l('f}j = 1) “I“ S
[l +sCplshpi(rp = 1) + 5]

Arelagio acima € utilizada para incluir efeitos de estocagem e fator de pelicula nos modelos

ﬁw.D (A‘lS)
semi-analiticos, apresentados mais adiante. Note que s e 5 sdo simbolos diferentes: 5 & a
variavel introduzida pela transformada de Laplace e § é o fator de pelicula ne pogo, uma

constante.
Para longos tempos, o efeito de estocagem é desprezivel. O efeito de pelicula
pode ser mtroduzido na expressio de longo tempo® para pressao no pogo, eg. (A.41),

atraves da equacio (A.44):

3 4T?D2£D ] 2 i
f:ﬁr{ In (W) + in(RD)] + 5 {A.49)

e ]

Puld (ED) =

*Solugio de longo tempo deduszida por Ambastha e Ramey [14]
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Apéndice B
Modelo com Frente em Movimento

Formulacdo Matemadtica

* Esse modelo [4] considera que o reservatério é composto por duas regides com
propriedades constantes, e que o pogo é infinitesimal. Ao contrario do modelo discutido no
Apéndice A, o movimento da interface entre as duas regides é considerado. O deslocamento
¢ do tipo pistdo, ou seja, a saturacio de dgua atras da frente de Imjecdo é constante e
igunal a 1 — 5,

Da mesma forma como no Apéndice A, os subscritos 1 e 2 referem-se, respec-
tivamnente, as regides atingida e ndo atingida pela dgua injetada.

Varidveis Adimensionais

As varidveis adimensionais definidas no Apéndice A, com excecio da POsiGo
da frente de injecdo, sdo as mesmas adotadas nesse modelo. Na abordagem original feita
por Ramey [4], ndo foram utilizadas varidveis adimensionais.

A posigdo adimensional da interface entre as duas regides serd definida como
*prL, pos 0 calculo da distincia do pogo & frente de injegiio (rpz.) é feito, conforme serd
visto mais adiante, através da equacio de Buckley e Leverett para deslocamento tipo
pistao.

YRBL .
TpDBRL = T (B.1)
1w
Bguagdes Diferenciais e Condigbes de Contorno

As equagoes da difusividade hidraulica para as regides 1 e 2 s3o dadas respec-

tivamente pelas equacdes (B.2) e (B.3).

*Modelo apresentado por Ramey [4]
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1.9 apDI (3}3331
_,_T“;____{?__ . 5?}}32 . _?{w.m@pm _ <
rpdrp \ U Orp ) qps Otp 0 PPESTD X (B.3)

As equagbes (B.4) e (B.5) descrevemn as condicdes iniciais nas duas regides,

determinando que o reservatério encontrava-se em equilibrio antes do inicio da injegio.

poilrp,0) =0, 0<rp <rpgyp {B.4)

po2(rp,0) =0, rppr < rp < oo {B.5)

A condi¢ao de contorno interna é fixada em rp = 0, ou seja, fonte infinitesimal.
N&o serdo considerados os efeitos de estocagem e dano no pogo, para simplificar a solucdo

analitica.

. 523131
lim rp
P p—ta T

=1 (B.6)

Na interface entre as duas regides, as condigdes que estabelecem continuidade

de pressdo e de vazdo sio as seguinbes:

po1{rpBL, tn) = pp2{roBIE, tD); tp >0, (B.7)
a
Opa gy Opoi) (B)
8?"9 a?‘p
TDBRL "BEL

Para reservatério infinito, tem-se, como condicio de contorno externa:

im pps(rp,tp) = 0. (B.9)

FTR—00
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Note que, nas equacSes acima, as Gnicas diferencas existentes em relacio ao
modelo com frente estaciondria sio aquelas relacionadas as posictes do peso e da interface
entre as duas regides.

Solucao Analitica

Como o modelo considera que o pogo ¢ infinitesimal e as condicBes iniciais
sao nulas, o sistema de equacdes diferenciais parciais pode ser reduzido a um sistema de
equagdes diferenciais ordinérias através de uma transformada “self-similar”, que no caso

radial, é a transformada de Boltzmann. Aplicando a transformada de Boltzmann

I o= ?}2)/4'&9 (B‘].O)

as equagbes (B.2) e (B.3), obtem-se, respectivamente,

dz . ey .
y—EBL 4 (1 4 y)%?i =0; 0<y<yns, (B.11)
dy £
4 d '
y =22 (1 + J’L) = 0y <y < oo, (B.12)
dy N0/ dy

onde ygr € a varidvel de Boltzmann calculada na posicio da frente de injecao rpgr:

2
bl
dtp

(B.13)

Upr =~

Substituindo a varidvel de Boltzmann nas condigdes de contorno, equagoes

(B.6), {B.7), (B.8) e (B.9), obtem-se, respectivamente:

. dppi I

| = - B.14

éiif{}?y dy 9! ( )
poilysL) = pp2(¥BL), (B.15)
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dpps - M dppy !

(B.16)
dy Y=VYRL dy W=YBL
ylj}& poaly) = 0. (B.l?)

A solugdo geral das equagdes diferenciais ordindrias (B.11) e (B.12) é obtida

por redugido de ordem e integracio:

'c“‘y

Po1 = 6‘1/;%,—::{2, (B.18)

flinad/ N
& o2

po2 = Cs f dy. (B.19)

Nas equagbes (B.18) e (B.19), as integrais indefinidas podem ser substituidas pela funcao

integral exponencial, bastando para isso, incluir mais duas constantes de mtegracio:

P = CIE'L(@;) -+ Cg (BQ{])
— _ ¥ ; P
por = Gy By + Oy (B.21)
7Dz
onde:
By(z) = / T dr (B.22)
z T
Derivando as expressoes (B.20) e (B.21) em relacdo 3 varidvel de Boltzmann,
tem-se:

P —Y
dpoy o O (B.23)
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dpl)g . g2 '

iy = —L3g ; (B.24)
Aplicando a condigio de contorno interna (B.14) a equacdo (B.23),
1
Cy = 5 {B.25)

A condi¢io de contorno externa, equacio (B.17), quando aplicada & equagéo

(B.21), leva a:

C4 = {), (B.Qﬁ)

Da condicio de contorno relacionada a continuidade de vazio na interface entre

as duas regides (B.16), ¢ das equagdes (B.23), (B.24) e (B.25):

M —yps

Cy= e (i-a). (B.27)

e

Da condicio de contorno que expressa a continuidade de pressao na interface (B.15), e

das equasdes (B.20), (B.21), (B.25), (B.26) e (B.27):

£

M o~y =21 '
Cy = f. e °F (1 ffm)_gl IBLY '%”EI('.UBL)' (B.28)
2 no2 2

Ramey [4] observou que a “constante” de integragao Cy, na equagao (B.27),
s& serd realmente constanie se a varidvel de Boltzmann calculada na frente de injecao,
¥gr, for constante. O mesmo acontece com a “constante” de integragio (5, determinada
emn (B.28). Essas duas “constantes” estdo relacionadas com as condigdes de contorno na
interface entre as regides invadida e nio invadida pela 4gua injetada no reservatorio. Da
definicdo da variavel de Boltzmann na frente de injecio, equagio (B.13), nota-se que ypr,
serd constante sempre que r; /1 for constante. Para o caso de deslocamento de fluidos
incompressivels em melos porosos radiais com vazio de injecdo comstante, um balango

volumeétrico {ornece:
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2 |Q’I t
L e S, (B.29)

Note que a expressao (B.29) é um caso particular da equagio de Buckley e Leverett (B.30),
no qual o deslocamento é do tipe pistao, ou seja, a derivada do fluxe fracionario na frenfe

de injecho, fi{Sys), éigual a 1/(1 — 5, — Such

rhe _ 14 pog

Note também que, em (B.30), r%, /t é constante.
As expressoes para distribuicio de pressio nas regides 1 e 2 podem ser obtidas
substituindo as constantes de integracio determinadas pelas equacdes (B.25} a {B.28) nas

equacbes (B.20) e (B.21) respectivamente [4].

ppu{y) = :i_ [Eﬂy) N Mo VP (-I“r;bs)_E'l (?}%}Z) - El(yBL)] (3.31)
M —yp: (1-~1——) Y

; = oz — B.32

pp2(¥) 3¢ b2/ By (’ﬁ’m) ( )
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Apéndice C
Modelo com Distribuicao de Mobilidade

Formulacao Matematica

% Nesse modelo, [16], considera-se que o pogo é infinitesimal, a frente encontra-
se em movimento e existe uma distribuigio de saturacio atras da frente, na regifo 1, que
modifica-se de acordo com a equagio de Buckley e Leverett & medida em que o fluido é
injetado no reservatério. Na regido 2, ndo atingida pela dgua injetada, as propriedades
do reservatorio sao constantes.

Varidveis Adimensionais

As pressdes adimensionais nas regides 1 , 2 & no pogo, ppi, Ppz € Pup, S30
definidas no Apéndice A pelas equagdes (A.1), (A.4) e (A.3). Note que Ay, definida em
(A.2), é a mobilidade total no pogo, onde a saturagao de dgua éigual a (1 — 5,.).

O tempo adimensional, ip, a razao de mobilidade, M, o raio adimensional, rp,
e a posicéo adimensional da frente de injecdo, rppr, 580 definidos pelas equag¢des (A.5),
(A.9), (A.10) e (B.1), respectivamente.

Para levar em consideragio a variagio da compressibilidade total na regido
I, onde a saturagio de dgua ndc ¢ constante, a razao entre as difusividades hidraulicas

adimensionais das duas regides serd definida como:

|2
&
o
s
j )
¢
v?ﬂ";
il
T
&
os
4!
=)
I
[y
—
2
[
R

N =

)
g

2
N
b

)
a
o2

i
3

entao,

éfw !
N = 7 ({”2)

C

5Modelo apresentade por Bratvold e Horne [16].
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N g C.3
=z j\wém ( )

A mobilidade total adimensional é definida como:

Ap = S (C.4)

Observe que tanto yp; como Ap sfo funcdes da saturacdo de dgua, que por

sua vez, é func¢do da posigie (na regifo 1) e do tempo de injegio.

Eequacio da Difusividade e Condigdes de Contorno

Na regido 1, entre o pogo e a frente de injec8o, a pressio adimensional € dada

por:

1 0 aPDl 1 Bpm
T Ap = = < < P : 05
rp Orp ( DrD drp D1 Otp D DBL: { )
e na regido 2, ndo atingida pela dgua de injegao,
1.0 I 1 Oppe .
o " - > <Tp K00 .6
. (9?13 (J’D a?"g — atD ; DBL D ( )

As condicbes iniciais nas duas regides, a condicio de contorno interna, a
condicio de contorno que determina continuidade de pressao entre as duas regiGes € a
condicio de contorno externa para reservatorio infinito sdo definidas da mesma forma
como no Apéndice B, pelas equacdes (B.4), (B.5), (B.6), (B.7) e (B.9), que sdo reproduzi-

das abaixo:

ppa{rp,0) =0, 0<rp <rppiL, (C.7)

po2{7p, ) =0, rpar <7p <X, {(C.8)
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3}751

rgr.-{la D grp -1 (G.9)
ppa(rpBEL, tn) = po2(rDBLstD); (C.10)
im_poe(rp,tp) = 0. (C.11)

Observe que 0 pogo continua sendo considerado como uma linha fonte infinitesimal (e-

quacao (C.9)).

A condicho de contorne que determina a existéncia de continuidade de vazdo

na interface enire as regides 1 e 2 passa a ser definida como:

1 Jpp2
B M Eﬁm

(C.12)

Toel
Solucao Analitica

O problema posto em equagdes diferenciais parcials acima pode ser reduzido
a um problema em equacbes diferenciais ordindrias através da transformada de Boltz-
mann, definida anteriormente na equagio (B.10). As equacdes (C.5) e (C.6) passam a ser,

respectivamente,

d d‘pp:{) Y d’PDI
— 1 Apt 4o = By < s C.13
» ( Y=g oy ¥ < ¥YBr (C.13)
d dpm) y dppa
— + =07 ypr <y <00 C.14

Substituindo a variavel de Boltzmann y nas condictes de contorno (C.9),

(C.10), (C.12) e {C.11), obtém-se, respectivamente,



por{¥sL) = Poalymr), (C.16)

\ dlelE 1 dpps
Apy —

dy ‘ =ym1L M dy ¥=YBE
yl}jg ppz = 0. (C.18)
Desenvolvendo a equagdo {C.13), chega-se a:
(i) -

dy — Apy
onde () é uma constante de integragdo, que pode ser determinada usando a condigio de

contorno interna {C.15),

1} i)

lim ydpD-l = lim G e(_"ﬁ) o dy)} ; (C.20)
dy AD
observe que no poco, Ap(y = 0) = 1 e que a integral no segundo membro de (C.20) tende

a zero quando v tende a zero, logo, C1 = —1/2 e, portanto, infegrando a equagio (C.19):

VE ._, LN T
Pp1 = u%f L :éw;ﬁ( W o y) dy + Cq, (C.21)
LY
onde { ¢ outra constante de integracao.

Resolvendo a equagdo (C.14) por separagdo de varidveis e integracao, chega-se

i

M

2 _ o € (C.22)
dy y
R 2
o @ N
Pp2 = “03/ y dy + Cy, (C.23)
) .



onde a constante de integragio Cy € nula devido & condigio de contorno externa (C.18),

logo:

e

e
Dz y ;
—dy = ~Cy B, (m) (C.24)
Y o

onde £ ¢ a funcio integral exponencial. As constantes de integracio O e Oy sdo deter-

P = —C:a/
W

minadas usando as condigBes de contorno na interface entre as duas regides. Substituindo

a5 equagoes (C.19) e (C.22) na equagdo (C.17), obtém-se:

fpy 0 np1An

Cs = (C.25)

substituindo a equagdc (C.25) na equagao {C.24), a expressdo para a distribuigio de

presséo na regido 2 &

M (¥mL_ [vBL gy :
o = BRI ) g, (;f;—) (C.26)
4 Z

Substituindo as equacdes (C.26) e (C.21) na equacio (C.16),

C, = {é‘{f, e ) g (é’?_é) : (C.27)
D2

substituindo o resultado {C.27) na equagdo (C.21}, obtem-se a expressao para distribuigao

de pressdo na regiao 1:

- . v M (v fyvEL __dy _
ops = w% y'!.fBL 1 f‘( _ﬁ; ApWp1 fl&’) dy + .-?e('?pz o r:D1)-D)E1 (:{f;i«) ; (0.28)

Apy

De acordo com as equagdes (£.25) e {C.27), as constantes de integragao rela-
cionadas com as condi¢des de contorno na frente de injecdo sdo constantes apenas se
a varidvel de Boltzmann na frente de injecio, ygr, for constante. Ja fol mostrado, no

Apéndice B, que a equagio de Buckley e Leverett satisfaz essa condigao.
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A transformada de Boltzmann serd vilide também para todos os pontos do
reservatoric atrds da frente de injecio se o deslocamento dos fuidos na regifio 1 seguir a

equagac de Buckley e Leverett, pols nesse caso,

r 4q
=gy, (C.29)
onde o segundo membro, proporcional a y, é constante se r? /¢ for constante.

Bratvold e Horne [18] verificaram que ygr, é da ordem de 1072 ou 1072 e que
Apnm > 1 em casos praticos de injecao de agua em reservatorios de 6leo. Como y < ygyp,

na regido 1, os termos exponenciais em {C.28) podem ser simplificados:

PR

1 pwer 1 M -
pp1 = *5/ dy + - <m> ; (C.30)
¥

a expressic para a distribuicio de pressio na regido 2 (C.26) também pode ser simplifi-

cada

M :
pp2 ™ oy ( y ) : (C.31)

Dz
De forma a obter a resposta de pressdo na regido 1 em fungéo da integral

exponencial, Bratvold e Horne somaram e subtrairam & equagéo {C.30) a integral:

1 rvBL & .

. L g 7Dz
"f dyy;
2 Jy ¥

expressando a parcela somada ¢ expressa como:

' 1
Lp (_E{m) g (.@g)
2 " \np2/ 2 7 \9p2

enguanto gue na parcela subtraida, considera-se:

1 fym. . q 1 fym dy 1 n (ysn)
P N w3 Ty
2 Jy 4 2y 2 y

A distribuicdo de pressae na regifo 1 pode entdo ser representada por:
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i ¥ JB[) I russz 1 dy M _
Pon = o By ) *E - ( _ 1) YRI,
1 Z 1 (?}DZ) 2 (??DE 2 Jy )\D Y 2 2 (??332 (032)

Para y/nps pequeno, (C.32) pode ainda ser aproximada por:

bdi | bt

1 Yy 1 ygL) YEL 1 fff’i A 67:?
omp=—sln|-—— -%-;—ln(-m—— — / <_~_ >_m_,_,_i BL
1 2 (’-”}Dg) 2 noa y Ap y ) T2 (033)

A integral na equacdo (C.33) é funcio da distribuigio de saturago na regido

1, e pode ser expressa em termos das derivadas do fluxo fraciondrio w € fi pois

2
TD G’f’f’m?‘* 7 i
y = i
V= T 4sz ff (C.34)
onde £ =

TAw&
substituindo (C.34) na equagdo (C.33):

1 1 1 rSuBe 1 " 1’ Ty
=i () 3 (22) - () s 2 )
2 \mpe/ 2 \nm 2 J5u(rpitp) \AD I 2 N0z
(C.35)
onde 5,py, ¢ a saturagio de dgua na frente de injegio. A expressio para pressio no POCO

¢ obtida substituindo ¥ =1 = 1/4¢p na equagio {C.35):

£ 1Dz

1 4??132'5'13) 1 £'ynr / FwB L ( ) S
oo 1 12D | ey 1 :
Pwb 5 In ( " + 2(1 ﬁ/f)l 2 5o \ g f'* dS (C ?6)

Na equagdo (€.36), a integral em relagio & saturacio de dgua é um efeito de

pelicola aparente devido & distribuicio de saturacio atras da frente de injegio:

g 1 Swa:;( 1 ) de (037
DS 9 1= Sor /\D f; e )
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Apéndice D
Modelo com Multiplas Regides:
Pogo Finito - Vazdo Constante

Formulagdo Matemdtica

® A regido atrds da frente de injegio € discretizada, nesse modelo (18], em N
regides no interior das quais as propriedades do reservatério sio consideradas constantes,
de forma a caracterizar adequadamente os efeitos provocados pelas curvas de permeabili-
dade relativa ao éleo e & 4gua. O efeito de avanco da frente de injecio é obtido simples-
mente desacoplando, através da equacio de Buckley e Leverett, a solucio da distribuicio
de mobilidade nas regices atingidas pela dgua da solugdo da distribuigfio de pressio nessas
regiies.
Varidveis Adimensionais

A pressdo adimensional na i-ézima regido é definida como:

2 Aoy (i, — pi .
bpi = (B )} (D.1)

q
onde A, é 2 mobilidade total no pogo, detinida em (A.2); p; € a pressio na i-ézima regido;

Pin € 2 pressio inicial do reservatério e g é a vazdo de producic.
A razdo de mobilidade, M, e o raio adimensional, rp, sio definidos da mesma

forma como em {A.9} e {A.10).

O tempo adimensional ¢ definido como:

b = Mot (D.2)

a0t
?‘w

onde 9, é a difusividade hidraulica no poco.

“Modelo apresentado por Nanba e Horne [18].
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A mobilidade tofal adimensional na i-ézima regido é:

k [kfﬂ(ggjl + kﬂu(sw:'}
)‘Di — : o Ho :\ Haw jI? (DS}

onde Sy, € a saturagio de agua média na i-ézima regido, k € a permeabilidade absoluta

& kyo © kyy s80 as permeabilidades relativas ao dleo e & dgua, expressas em (D.3) como
funges da saturagao de dgua.

A difusividade hidraulica adimensional na i-ézima regido é dada por:

i étw
m = m Apy =

T Cig (Dé)

2

NDi
onde ; é a difusividade hidraulica e ¢, a compressibilidade total na i-ézima regido.
() raio adimensional externo da i-ézima regifo atrés da frente de injecdo é

calculado pela equagio de Buckley e Leverett para pogo finito:

b = 1+ QofL(Sui); i=1,...,N, (D.5)

onde f! ¢ a derivada do fluxo fraciondrio, que é uma fungée da saturagio de agua Sy do

i-ézimo banco, e @p é o volume de dgua injetado adimensional, definide por:

0 lqit
- — . D.6
BT e oh (D-6)

O raio adimensional do reservatério € definido como 7.p, coincide com o raio

externo da regiio de indice N 4 1, e nao pode ser calculado pela eqnagao (D.5).

.
TeD = —— = FpN42 (D.7)

rw
As solucBes para teservatdrio limitado sio vélidas apenas para casos em que o raio da
frente de injeciio é menor que o raio externo do reservatério, ou seja, ndo pode ocorrer

“break-through” durante a injegao.
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Eguacho da Difusividade e Condigbes de Contorno

Q reservatono € representado matematicamente por N+1 equacoes diferenciais

parcials, incluindo a regido ndo atingida pela agua:

14 dpp; 1 dpp; . ]

———— - = — el = 1,00, Y 1 D.

rp Orp (TD orp ) o Otp A (D-8)
Poi <Fp < Fpigl

A condicdo de contorno interna determina vazdo constante no pogo; considerado como

uma fonte finita, e é dada por:

. 3.?1}1
b 6?'9

= 1. (D.9)

rn=1

S0 necessirias 2V condicbes de contorno nas interfaces entre as regides para

manter continuidade de vazdo e de pressao nas mesmas:

o 3ppie | . .
Api ;_D = Apit1 }g} _ cot=1. Ny (D.10}
"D | pisa rD !T‘!}i-i-l
poi{Tpit1:tp) = ppia(rpiss, o)y v =1, V. (DY)

S0 utilizados os trés tipos de condigdo de contorno externa mais comuns:

¢ reservaiorio infinifo:

Tgiglm PON41 = 0; (Dl?)

s reservatdrio limitado com manutengdo de pressio:

pon+1{renstn) = 0, (D.13)
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* reservatério selado:

= 0. (D.14)

Por fimm, a condi¢do que estabelece que ¢ reservatério estd em equilibrio ime-

diatamente antes do inicio da injecdo € representada por N + 1 equacdes:

pm(_rD,O} :0? 3 = 1,...,‘&7—1—1. (Dla)

Solucao Semi-Analitica

H

Usando transformada de Laplace em (D.8) e (D.15), o sistema de N + 1
equagdes diferenciais parciais e suas N+1 condigbes iniciais correspondentes sdo reduzidos
a N + 1 equacdes diferencials ordinarias:

Eppi | 1 dpp; s

. PDi S 5 =0 i=1,.. . N41, .
drj, ~ 7p drp e PR e A (D-16)

Thi <o < TDigl-
onde Pp; ¢ a transformada de Laplace da pressio adimensional na i-ézima regidc e s ¢ a
variavel associada a transformada de Laplace.
Aplicando transformada de Laplace a condigdo de contorno interna, (D.9), &s

condiches de contorno nas interfaces, (.10} e (D.11) e aos diversos tipos de condigio de

contorno externa, (D.12), (D.13) e (D.14}; tem-se, respectivamente,

+ para a condicdo de contorno interna,

d_ H
o) __L (D.17)

o~ t
arp o=l 5

¢ para condigio de vazdo continua nas interfaces,
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A ,@E dPpin
D

= Ap: = 1 N
g AL41 . srreadYy (DlS)
;
4 D1 dTD T Dit
e para continuidade de pressdo entre regides,
PoilrDir, 8) = Poietlpizr, s}, t= 1, N; (D.19)
& para reservatérie infinito,
bm ppnsr = 0 (D.20)

o0

# para reservatério limitado com manutencdo de pressdo no contorno externo,

Poni{rep, ) = (D.21)

® ¢ para reservatdrio imitado selado,

dBp -1 |
e = i a
Tl . £ (D.2 )

Top=rar

Usandeo a mudanca de variavel w = | ;;i-;?*p na equacho (D.16),

5. dpp; ) :
Efdiizj + wwﬁi —wPp; =0, i=1,...,N+1L (D.23)

A equagio (D.23) € do tipo Bessel modificada e sua solugdo geral é dada por:

Poi = Ko (Tm/”f“ } Crs + 1o (""D > ) Car (D.24)
D ¥

onde Ky e [y sdo funcdes de Bessel modificadas de ordem zero, e Uy 1 e O 830 as

constantes de integracdo do problema de valor de contorno, Como cada equagio diferencial
gera duas constantes de integragdo, teremos um total de 2N + 2 constantes de integragdo

a determinar. Derivando a equagdo {D.24) em relacdo a rp,
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5, |3 y 3
Ppi = — [ K, ("*"D\/— ) Coimy + =1 (?‘Dﬁf'—i | Cos. (D.25)
o o 1D NDi

As equacbes (D.24) e (D.25) e as condigdes de contorno {D.17) a (D.22) estabelocem
relagoes lineares implicitas entre as diversas constantes de integracio, formando-se um

sistemna de equagdes lineares do tipo:

[Ajavee xonves [Clhvee =1 D longs s (D.26)

o3 coeficlentes Ay do sistema linear e seus termos independentes ; sio determinados

adiante.

Usando na condigio de contorno interna (D.17}, a equacdo (D.25), para i = 1:

[ﬁal(\ja%/ 11(1/ )y = -2, (D.27)
?’}D] nm 5

as seguintes definigdes, relacionadas a notacdo matricial do sistema linear (D.26), serdc

feitag:

Ay = — ﬁ—m( 2 (D.28)
nm %o
Aps = —S—zl( i) (D.29)
o LR
1
Dy = - (D.30)

Substifwindo pa condigdo de contorno para pressao continua nas interfaces, (D.19), a

solugio geral, (D.24),

Ky (T‘D«L-H«J ) Coy+ 1o (?"Beﬂ\/ ) Coi— (D.31)
— Ky (TD"'H”’?}DTH) Cﬁi+1 — Iy (T'D-.H—lw,a'm) C2=‘+2 = {;

as seguintes definicdes serdo feitas para 1= 1,...,N:
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. 3
Apigiog = Ko (?‘Di+1 |, (D.32)
i
_ . P
A = Lo (T‘D;‘+1 =1, (D.33)
Uy
Agigiqr = — Ko (?“Déﬂ : ) s (D.34)
TDi+1
Aniign = . i ; e
242 01Dt - (.35}
Dy = 0, (D.36)

Substifuindo na condigdo de contorno (D.18) a equacdo (D.25),

“ADz\/-MIH (?"Ds+1\/_—> Clair + f\Dz\/—‘Il (TDH-I\/;> Coit
ADﬁ—lM {1 (?"Dw—uf ) 220 e /\Dxﬂw% " ( [E2ER B ey +1) Coigs =0

as seguintes definigdes serdo feitas parat=1,... N:

{5 3
Aiprzi-i = -ADz‘V ;};IQ roiyf ) (D.38)
s
A2iv1,2i = ADi, (“‘"“I*L (?‘Diﬂ — 1, (D.39)
Di Di
[ s 8
Asig1zi41 = ADit1 — Ky (’rﬂfﬁ-l ' , (1D.40)
RDi+1 Noi+1
3 s
Aziyt 22 = —ADis1 I i rDita ; (D.41)
NDi+1 D41

.D2{+1 —_ ﬂ (Dég)

Para o caso de reservatério infinito, substituindo a equacdo (D.20) na solugdo geral,
equacio (11.24) com indice ¢ = N + 1 correspondente & regido nao atingida pela dgua
injetada,

Congr = 0 (D.43)
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nesse caso, o sistema linear & composto por 2V 4+ 1 equacdes, j& que a constante de
mtegragao Conys fo1 obtida expliciiamente. Entretanto, para usarmos o mesmo algoritmo

com outros tipos de condigdo de contorno externa,

fig;\r+g,g;\r+1 - 0‘. (D44)
A2N+2,2N+2 - l; (D-45)
Doy = 0. (D.46)

Para reservatério limitado com manutencdo de pressdo na fronteira externa, substituindo

a equacio (D.21) em (D.24),

. [s )
Ky (?"ez} - Congr + Jo (?‘aD / Congr =0 (D.47)
TDN+1 \,/ DN +1

s
Aonpgansr = Ko (?"eD \/??m‘~ . {D.48)
1’+1
i g _
Asnyzangs = o (?"eD V‘{ m— (D.49)
+
Danyg = 0. (D.50)

No caso de reservatério imitado com vazao nula na fronteira externa, substitnindo (D.22)

em (D.28),

— K (Tgm/ : ) Congr + 1y (?‘eD u Canagr = 0; (D.51)
NDN41 NDN+1

. B
Aangaangr = — Ky (%DM ', (D.52)
DN 41
s )
Aonaanvez = Iy (?“eD ) (D.53)
DN +1
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o A matriz | :‘lij}g ]QNHXQNJrg'de coeficientes do sistema de equacBes lineares
possul estrutura pentadiagonal, ou tridiagonal por blocos 2X2:

- ™ - A -y
A1 Aig a ¢ I & 7 r
—ifa
Azp Ao Az Aoy Gl /
b E o ]
Aay Aagg gz gy Y L Ca 3
2 Agz Ay Agy Asp wy 0
Ay Azd Ags Mg s = 0
i ] Ags  Ags S o
o f
A2ndl 2nt1 Andl,Indn ;n+l
2 1]
A A2pinundl  ARnd2,int2 2 = A
(D.55)

Bratvold e Horne {16] utilizaram o esquemna tridiagonal por blocos 2x2 para
resolver o problema de testes de decaimento de press8o. Nanba e Horne [18], ao que tudo
indica, resolveram o sistema na forma pentadiagonal. B possivel, entretanto, simplificar
o sistema {D.55) usando combinacges lineares entre duas linhas consecutivas, a excessio

das primeira e tltima linhas:

Brigie1 = AgipgiveAnigivs — AnigireAaiz 2iots {D.56)
Bai g = AgigrgisaAang ~ Ani g Azigr2i (D.57)
Byigiv1 = Apigr2i4280i 2041 — AnigigrAsizy zivts (D.58)
Boit10i = Agigi-1 Az — Asiva 2o, (D*59)
Boivigier = Agizici Asigrzien — Aozt Azizinss (D.60)
Biipi2iez = Ani gy Agip1,2i42 — A2€+1‘2='-1A25,2i+2? (D'Sl)
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A matriz de coeficientes [Bj, k] do sistema linear resultante possui estrutura

tridiagonal simples:

[ B Bap TF & 7 [ ~1/s 7]
B3y By Bag Cy o
Bzz  Bay Py 3 ¢
B‘2n,2n—1 }327:,2?1 Bﬂr:,zn-}-l Con 0
Hingi,2n Bontioner  Bondlonin C2napl
L Bangeanel  Fantzontz 4 L Copgs SR
(D.62)

onde os coeficientes By, equagdes (D.56) a (D.61), sdo combinagtes lineares das funcdes
de Bessel modificadas K, Ip,K; ¢ [;. Note que as combinacgSes lineares necessdrias para
obter o sistema (13.62) ndo alteram o vetor de termos independentes. O sistema é resolvido
usando o método de Gauss simplificado para sistemas lineares tridiagonais. Com as con-
stantes de integracio € e Uy deferminadas, basta aplica-las & solugdo geral do problema
para rp = 1, equacdo {D.24), para obter-se a pressfio no pogo no campo de Laplace.
A solugdo numérica € invertida para obter a resposta de pressdo no pogo em fungio do
tempo através do algoritmo de Stehfest [5]. Logo, para cada tempo tp no qual se deseja
calcular as pressGes, forna-se necessdrio resolver um sistema linear de 2/ + 2 equagdes
lineares o nimero de vezes correspondente ao numerc de elementos da série definida no
algoritmo de Stehfest. Isso faz com que o algoritmo seja lento, principalmente quando é

utilizado um grande ndmero de regides para representar o reservatorio.

Efeitos de estocagem e dano real na parede do pogo sao inserides na resposta

de pressio no pogo através do principio de Dubamel, usando a equagdo {A.48).
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Apéndice E
Modelo com Miltiplas Regides:
Poco Finito - Vazdo Varisvel

Formulagio Matematica

T A abordagem adotada na representagio mafemética do reservatdrio é basi-
camente a mesma utilizada no modelo discutido no Apéndice D. Algumas moedificacdes
nas defini¢bes de varidveis adimensionais e no método de solucdo das equagdes da difu-
sividade hidrdulica sio necessirias, pois as condigbes iniciais do problema deixam de ser
homogéneas {18].

Variaveis Adimensionais

Pressao e tempo adimensionais sio definidos como:

Q?rjxwh[p““ — p™)

po = — " ) E.1)
3 {
f}w(in+1 _ fﬂ') 5
tp= -t (E.2)
.t‘ﬂ.-f*l > fn,

onde p" e p**! sd0 respectivamente, as pressdes nos tempos " e 1"+ e § é uma vazio
de referéncia. Supbe-se que a vazdo de injecdo permanece constante durante o intervalo

entre os tempos 17 e
As demais varidvels adimensionais séo definidas como no Apéndice D.
Fquacdo da Difusividade e Condicdes de Contorno

Continuam validas as equagdes da difusividade hidrdulica e as condicdes de

contorno nas interfaces e externas definidas no Apéndice D.

"Modelo apresentado por Nanba e Horne {18].
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A condigdoe inicial passa a ser dada por:

pD(Tﬁu O) - Q(TD): (ES)
onde g{rp) € a distribuigdo de pressdo no reservatério, no tempo 7.

A condigdo de contorno interna é definida como:

Opps | g
a e (E."—L)
D rop=1 4

onde ¢"* € a vazdo de injegio {constante) durante o intervalo de tempo entre os instantes

" oa .in—i—'}.‘
Solucao Semi-Analitica

Aplicando transformada de Laplace & equagdo diferencial parcial (D.8) e usan-

do a condicdo inicial (E.3), obtém-se:

1 d dppey 1, L | ]
. (?‘p d?‘D) = spny —glrp)l; 1=1,...,N+1. (£.5)

Desenvolvendo a equacio (E.5), chega-se a:

_E_________';______‘MPD%:__ '. ) zzi,,!N—l-l; (Eﬁ)

gue € wma equacdo diferencial ordinaria do tipo Bessel modificada, ndo homogénea. A
equacio homogénea associada é dada pela equagdo (D.23), e sua solugdo geral € a equacio
{D.24).

Aplicando transformada de Laplace a nova condicdo de contorno interna,

equacio (F.4), obtem-se:

dpp1 1 ¢t
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As transformadas de Laplace das demais condicBes de contorno sdo as mesmas citadas no

Apendice D, equacdes {D.18) a (D.22),

As duas solugbes particulares e linearmente independentes da equagao difer-

encial ordindria homogénea associada a equagio (£.6) sio:

=1k 3
Pp; = j{ (T‘ : E.
Jo, o D\/ -~ } (E.8)

- 8
Poe = Iy (m — . (E.9)
D¢

Usando a téenica de variagdo de parmetros, é possivel encontrar uma solucio particular

para a equacdo nao homogenea do tipo:

B = Filrp)pps + hi(rp)pss, (E.10)

onde as funcées fi(rp) e hi(rp) sdo dadas por:

. 2 g(rp) _an; 1 _
Hrp) = dAr ~—drp, F11
f( D) 7';}1 ??Di pD ( Dj W D ( )
. 'o g{rp) L 1,
hilrp) = m/ NTD) ghirr) —drp, E.12
{rp) S, PriTp) Al (E.12)

"y € T'hs S0 limites de integracdo arbitrdrios ¢ W é o Wronskiano das solugdes particulares

da equagio homogénea associada, dado por:

Ko (roy/35) I (70 /%)

W(rp)(pui{ro), Bpilro)) = —_ ; ; =\ 1
VAt (?"D m) oh (T'D«J;}B“.‘)

qrn

(E.13)

Caleulando o determinante em (E.13}:

Wirp)s¥irp), P (rp)) =
) (rp)BEilrp) PD’( D)) N (E.14)
JE [Ag (rpﬁ/;?-j;) I (rp ;—3) + K, (-rD w;i)fg (?"}g ﬂ;‘,)],
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masg, sabendo que, para um v qualguer:

. . . 1
W(z) (K. (2), L(2)) = K 2) 01 () + By (2}, {2) = = (E.15)
o Wronskiano (E.14) pode ser simplificado para:
. . 2 1
W (rp)(ppi(rn), phs(rp)) = . (E.16)

Logo, utilizando limites de integragdo coincidentes com as interfaces entre regides, as

fungbes fi{rp) e hi(rp) sdo dadas por:

1 g . 8
filrp) = — rp glrp) Lol rpy/— | drp, E.17
fdrp) ot oo p g{rp) Lo ( 21 by | drp (E.17)

I TRit1 . g
hi(rp) = — rp 9{rp) Ko (?‘Dﬁ/“““ } drp. (E.18)
i Jrp i

A solucéo geral do problema nao homogéneo pode ser expressa como a soma da
solugio geral da equagio homogénea associada (D.24) e da solugde particular determinada

nas equagdes (E.10}, (E.17) e (E.18):

Boi = Ko (?°D«.X;?“i?> Vi1 + 1o (’?“D-,f;f;;> ot (£19)
‘“}“{{0 (’!‘D ?Ei-:) fi(TD) —-+- _{0 ('f’[) E'f'}':) h,_g(?ﬂD)’ .

Derivando a equacio (E.19) em relacdo a rp:

2B S 5 | E k] L
jf;% = ;}'E:I{l (T"D ;;,“5‘.") Coicy + ;}"5;11 (TD‘fﬂpg) Clay
~JEE (ro ) filro) + Ko (royf7E ) flro) (E.20)

+/7hirp /5 hilrp) + 1o (r'D /5%") Bilrp),

K—g (T‘p = f:(fD) + [{} (?‘f_) *S—— hz(?}g) = {),
V noi ) V Rix j
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a equacdo (E.20) fica reduzida a:

“?D = — !ﬂD e (T‘QV ) Cyimy + v e Il ( o2V by ) Co; - 21)
— 1%731 (?’D ;;5:) ;‘ ?‘D \/%,11 (T'D, /??_D_;) FL,i(?’D .

Aplicando a condigdo de contorno interna (E.7) 4 equacio {E.21) para & regido

de indice 1 = 1,

mfh(\/;) it (\ﬂ;?)

(E.22)
& n—!—l
}};1—[{1 (\;" ‘}'DJ.) ‘h( ??)'.11 (V nm h
Comparando as equagdes (D.27) e (E.22), verifica-se que os coeficientes Ay {da constante

de integragiao C1) e Ay, (da constante de integracio Cy) no primeiro termo de ambas as

equagdes nao foram modificados. Como f3{1) = 0, o termo independente D, é:

. 1 -+l
D, = |—I ( [ () - = (E.23)
i T 5 4

Com a condicdo de continuidade de pressio nas interfaces, equacio (D.19), e a solugdo

geral do problema n&o homogéneo, (E.19), obtem-se:

Ky (?qu-l\/,p ) Coiq + 1o (H}H—l\}' ) Coi—
— Ky (:f"Dz'ﬂwm'm) Crivr — Lo (?‘pgﬂﬂ’m 1) Cojpg = (E.24)
= — Ky (?‘Diﬂ, ;’;;i;) filrpid + 1o (?"Duruf;ﬁ;) hivt (TDis1 );

logo, comparando as equagdes (13.31) e (E.24), chega-se 3 conclusédce que apenas o termo

independente Dy; foi alterado:

Do = — Ky (T‘Ds—i—l\/ ) filrpia) + 1o (TDsH\/ - i i1 (Toig1 ) (.25}
i+1
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Aplicando a condigio de continuidade de vazio nas interfaces entre regies, equacio

(D.18), & equagao (E.20),

— _ .
_“‘}\D«;\/;‘,;:j{l (TDs'q—nf;?;j) Tt + ADiﬁf}}i:Il (rDi+Iaf%_§':) Coit
A & o ; & L ; A F - ) 4
Abipiy /7 K (?“le WQD‘.H) Coigr = Apieny /70y (T‘D;HH’WH) Crige =

— & L g .. ; E
= Ap;., / ;‘:;fll (TD:'JA»,J;“D“;) fi(?D'x+1) + Apiris/ mfﬂ Iy (F“DJEH ;;Bi"“;) hig (7 piv1);

(£.26)

novamente, comparando as equagbes {D.37) e (E.26), chega-se & conclusdo que apenas o

termo independente Dyay fol alterado:

Daigy = Apiy /55K (?‘pi+1«f;i;> flrpiga )+ (527
+Apist TIDf+1I1 (T’D£+1g,’;§;‘l‘) hisa(rpiga)-

Para o caso de reservatério infinito, aplicando a condicde de contorno externa (D.20} &

solicar geral do problema ndo homogéneo (E.19) para a regido mais externa, de indice

7= N+ 1,

Caras =0, (E.28)

Danga =10, (E.29)

Para reservatério limitado com manutencido da pressio externa, equacéo {D.21):

Ky (7“313 . ) Caner + Lo ('f'sn 2 ) Coniz =

| TN+ . NENEL | (E30)
= — Ky ('f'eD M;‘H_l) fvsilren) — lo{rep g;i:;; hpy1lren);
o 3 L)
Dynyn = =Ko (TeD " fvalren) ~ Io (?"ED hnsi(ren). (E.31)
v RNON+1 NON+1
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Para reservatério limitado com vazdo nula na fronteira externa, aplicando a equacio

(D.22) na derivada da solugéo geral, equacao (E.21):

RONHL RN 41

— K1 (reyfgy ) Fusalren) = B (rapyfomis ) Bavaa(re);

. 3 s
Dongo = Ky (?‘w 1 fyg(rep) — It (TeD '“"‘"“*) A (rep). (E.33)
DN +1 IDN41

Dessa forma, o sistema linear que determina as constantes de integracio é

— Ky (’PeD N ) CEN—H + Iy (T'e.o . ) CQN-H’, =

sernelhante ao sistema linear citado no Apéndice D, eq. (D.553). Mantidos os elementos
da matriz de coeficientes A,;, os elementos do vetor de termos independentes passam a ser
definidos pelas equagoes (E.23), (£.25) , (£.27) e (E.29) {ou (E.31) ou (E.33), a depender

do tipo de condigio de contorno externa) para o caso de vazao variavel.

A A - . . =

I;l 12 <y A
: A Aga Ag

21 2 | Az t | e Dy
Azy Aap Az Asg €y O3
1 Agg g Aga Ay (o) Dy
453 Asg Asy Asg s S By
] Ags Agg Cg Dy
o Ta

Agnil,2ndl A2nglInid o Da‘\?_“

Aznpzantd  Aints, a2 wWHE o4 L TINA2Z

Ao aplicar transformacdes lineares para simplificar o sistema (I.34), reduzindo-o a um
sistema de equacdes lineares com matriz de coeficientes | Bj | tridiagonal, o vetor de

termos independentes | D’ | correspondente terd seus elementos definidos por:

8 4 35

D;i == —"*)\Dé_g_j{ ]1 (TDH-T» ) DZ!' + If{) (TD'iwi—l -D‘Zi+1: (Egﬁ)

N1 Dl i1
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5 & il
] . .
Do = Ko | rpigay) = | Doivs — Apiy /=Ky {vpisay ) — | Da, (E.37)
D: e e
i ! —_—— - - L
oz = Dt (E.38)
logo:
F By B 17 o 7 T
By; Bap  Bpg ) Dy
Bsz Bzz P o7 Dy
Bonan—1 Banon Bay 2n+1 Tan Dhy
Bongion  Fineignti  Bopdiznes Sl Doy
L Bony22n+i Santzantz 4 L Cingn L Do A
(E.39)

onde os coeficientes By, sdo caleulados segundo as equagdes (1D.56) a (D.61).

A solugio numérica do problema é efetuada basicamente da mesma forma
como no Apéndice D, entretanto, é necessario o cdlculo das pressdes em diversos pontos
do reservatdrio. As constantes de integracio determinadas pelo sistema linear devem
ser aplicadas & solugdo geral do problema ndo homogéneo (E.19) de forma a fornecer no

minimo a pressio no pogo e nas interfaces entre todas as regides utilizadas na discretizagao.
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Apéndice F
Modelo com Miiltiplas Regides:
Pogo Infinitesimal - Vazio Constante

Formulagio Matemadtica

Esse modelo é uma generalizagio do modelo de Ramey [4] para deslocamento
tipo pistdo, apresentado no Apéndice B, na qual os efeitos da distribuicio de mobilidade
atras da frente de injecdo sdo simulados através da discretizacio da porcio do reservatério
atingida pela dgua em N regides de propriedades constantes.

As varidveis adimensionais utilizadas nessa formulacio sio as mesmas do apen-

dice D,
Equagdo da Difusividade e Condicdes de Contorno

O reservatdrio é representado matematicamente por N+1 equacoes diferenciais
parciaig, incluindo a regido nao atingida pela dgua, da mesma forma como no Apéndice

D

1 8 T_D(?Pm) _ _}“_E).Eii}i; i=1,... N+1; (F.1)
rp drp drp npi Otn

o << T < TDigg

A condigdo de contorno interna, considerando o poco como uma fonte jnfinites-

imal, € dada por:

lim rp Opor _ (F.2)

As condigdes de contorno nas interfaces entre as regides necessrias para manter

continuidade de vazdo e de pressio nas mesmas sdo:
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Jpp; dppis
AD;‘E}L — ’\D’”H- i - 3 t = l:I . N 1 (F 3)
['D) . {9?‘5 Y
THip1 gt
Poi{rpis1, tp) = poisi{toien,tn), i=1,.... N . (F.4)

Sao utilizados dois tipos de condicio de contorno externa:

s reservalorio infinito:

bm ppys1 =0, (F.5)

Ty~

e reservafério limitado com manutencio de pressio:

ponvilren, tp) = 0. (F.6)

A condigao inicial que estabelece reservatério em equilibrio imediatamente

antes do inicio da injegdo € representada por NV + 1 equacdes:

ppg(?“g,@) =0, =1 ..., N+L (F'}"}

Solucao Semi-Analitica
Aplicando a transformada de Boltzmann y = r%/41p & equagio diferencial

parcial (F.1} chega-se a:

2 pp; y \ dppi -
; VI o =1, N O
Y dy® (1 npi) dy BorEheok )

Yo <Y < YDt
A& acao (F.8) pode s ssolvid separacdo de variavels e integraci soluga
A equacio (F.8) pode ser resolvida por separag e variave tegracio, e sua solugio

geral € dada por:
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ng — ngm} E}_ (“"g“" '+" CE{; ?: = _1,} -y .;NT "%' 1 {Fg)
o

onde Fy é a fungdo integral exponencial. Derivando a equagio (F.9),

_ LK

£ TDi

Pp; = —Caiy (F.10)

onde ph,; € a derivada de pp; em relagio a y.

Aplicando a transformada de Boltzmann as condigdes de contorno, tem-se:

para a condigdo de contorno inferna,

1

lim ypp, = —3; (F.11)

para as condigdes de contorno nas interfaces,
poily = Yiwi) = Poivaly = ira)y i=1.., N, (F.12)
*)‘Dip}3§|y=ya+; = )‘I}H"lpj}ii—l!y:yﬂ-l? 1=1,..., V] (FIB)

e, para os dois tipos de condigdo de contorno externa considerados, obtem-se:

jj{%pmNﬂ =0 (F.14)

para reservatorio infinito, e

PDNHiy:ya = 0 (F-15)

para reservatério com manutencdo de pressao no limite externo, onde y. € a varidvel de

Roltzmann calculada no raio adimensional externo do reservatério.

Aplicando a condigio de contorno interna, (F.11), & derivada da solugao geral

(F.10),
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Com a condigac de continuidade de pressio entre regides, (F.12), chega-se a:

E (-—‘L—) Coimt + Cat — By ( Yt ) Cowr —~ Corpa =0, i=1,... . N;  (F.17)

i1 NDi41

e com a condicao de continuidade de vazio nas interfaces,

Api  wiaa [t}
b g”j(”nm "’Df)Ggg_,l, = 1,..., 0. (F.18)

Gzaﬂ = /\D
1+1

Da condicio de contorno externa para reservatdrio infinito,

GQN.;.Q = 0, (Flg)

ou para o caso de reservatdrio limitado com manutengdo de pressio na fronteira externa,

CgN-g-z = *“E'}_ ( Y ) C‘).N+1 (Fz{])
NDN+1

Segundo as equacoes (F.16) e (F.18), as N+1 constantes de integracao impares
sho determinadas explicitamente. As N 4 1 constantes de integragio restantes séio de-
serminadas implicitamente através de um sistema de equagoes lineares (equagbes (F.17)
e (F.19) ou (F.20)) cuja matriz de coeficientes possui estrutura triangular superior, com

apenas duas diagonais nao nulag:

Az Az Ca D2
Azz Ap Ty Ba
Azy Agg S Dg
AN ANNEL Con Dow
AN$LN$L CaN4n Dotz

(F.21)

onde os coeficientes A;; das constantes de integracio pares sao:
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& o8 termos independentes Ly,

- Yit1 Yig:
Doy = — I (“}“““]") Coimr + By ( it ) Clriga, (F.24)
U2y NDig1 ’

r=1,...,N.

e, a depender da condigio de contorno externa,

Donge =10 (F.25)

para reservatério infinito, e

Dongs = — 5 ( Lk ) Consts (F.26)
1Di+1

para reservatdrio limitado com manutengio de pressio na fronteira externa.

A estrutura triangular da matriz de coeficientes do sistema de equacgdes lin-
eares (F.21) facilita a sua solucdo numérica. Apds determinar as constantes de integragio
{mpares Cy;pr usando (F.18), basta um algoritmo de substituicdo regressiva para deter-

minar as constantes de integragiio pares, Can.

Outra caracteristica interessante € a de que, como as posicbes das interfaces
entre regides, y;, sdo calculadas através da equagdo de Buckley e Leverett, todas as con-
stantes de integracio sé precisam ser calculadas em wm unico tempo {p caso a condicdo de
contorno externa seja a de reservatorio infinito. No case de reservatério limitado, Doy g

deverd ser recalculado a cada tempo {p pois,



como r.p ¢ constante, y. variard a cada tempo {5, Com isso, torna-se necessario recalcular
as constantes de integracao pares.
Apesar de ser uma solugio semi-analitica, na expressido para pressio no pogo,

usando a solugao geral (F.9) para i = 1 e y = 1/4ip,

1_ /1 )
pup = 3B (IES> e (F.28)

a nao analiticidade fica por conta da determinagio da constante de integragao Cy, implicita
na solugido do sistema {F.21) e relacionada a efeitos de pelicula aparentes devido 4 razdo
de mobilidades, movimento da frente de injecio ¢ distribuicio de mobilidade atras da

{rente,

142




