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Resumo

Neste trabalho, a versao direta do Método de elementos de contorno, baseada na
solu¢ao fundamental dos operadores de Laplace e Cauchy/Navier ¢ utilizada para a modela-
gem de problemas de interagao dinamica de fluidos com estruturas, bem como da interacio de
sistemas solo-fluido-estrutura. No dmbito da interagao fluido-estrutura trata-se o problema de
difragao do fluido incidindo sobre estruturas fixas. Determina-se o campo difratado bem como
os esforgos resultantes sobre as estruturas devido a incidéncia do fluido. A interacio dinamica
entre dois ou mais corpos rigidos através do fluido também é estudada. Difracio e radiacio
provenientes da interacdo de um ou mais corpos rigidos flutuantes interagindo entre si também
sao tratados. O trabalho desenvolve, ainda, uma metodologia para tratamento da interacao
de solos com estruturas flexiveis imersas em fluido. Todos os sistemas, solo, estrutura e fluido
sao modelados por Elementos de Contorno. As fontes de excitagio podem ser ondas no fluido,
ondas sismicas no solo ou for¢as externas na estrutura. O solo é modelado como um semi-espago
viscoeldstico. O fluido é considerado inviscido e incompressivel. A andlise supde comportamento
linear dos constituintes e comportamento dinimico estaciondrio dos sistemas. Para os dominios
(visco) eldsticos admite-se o estado plano de deformagoes.



Abstract

In the present work a direct version of the Boundary Element Method based on
the fundamental solutions of the Laplace and Cauchy/Navier operators is formulated and im-
plemented to model dynamic fluid-structure interaction as well as dynamic soil-fluid-structure
phenomena. In the scope of fluid-structure interaction the diffraction of the fluid acting over
fixed structures is analysed. The diffracted fluid field as well as the result external forces acting
on the structures are given. The dynamic interaction of two or more fixed structures through
the fluid is also studied. Diffraction and radiation phenomena related to the dynamic interac-
tion of one and more rigid floating structures are treated. The present work also describes a
methodology to model the interaction of soils with flexible structures submerged in fluid. All
systems, soil, structure and fluid, are modeled by Boundary Elements. The excitation sources
may be fluid waves, seismic soil waves or external forces acting on the structure. The soil is
modeled as a visco-elastic half-space. The fluid is considered inviscid and incompressible. The
analysis assumes linear behaviour of the constituents and steady-state response of the systems.
For the (visco) elastic domains, soil and structure, plain strain deformation is adopted.



Capitulo 1

Introducgao Geral

1.1 Métodos Numéricos

Na histéria do desenvolvimento cientifico e tecnolégico, cientistas, engenheiros, ma-
tematicos e fisicos tém utilizado métodos numéricos como uma ferramenta importante nas mais
diferentes areas de pesquisa. Embora, por um longo tempo, os métodos analiticos tenham
tido um maior desenvolvimento com resultados excelentes, eles sucumbiram diante de proble-
mas praticos, porque condigbes de contorno complexas e geometrias irregulares ndo permitiam
solugdes analiticas. Mesmo problemas nao lineares ou dependentes do tempo, cujas solugoes
fossem relativamente simples, tornavam-se dificeis de serem resolvidos por uma abordagem
analitica. O rapido crescimento da ciéncia e da tecnologia associado ao grande desenvolvimento
nas areas de hardware e software permite, atualmente, que problemas complexos possam ser re-
solvidos de maneira precisa e eficiente. A possibilidade de se trabalhar com métodos numeéricos,
utilizando o computador, fez que os cientistas em geral aperfeicoassem alguns métodos cldssicos,
como diferencas finitas, e estabelecessem novos métodos numéricos, como elementos finitos e
elementos de contorno. Com isto, as solugbes numeéricas podem, agora, ser obtidas de forma
precisa e eficiente mesmo para aqueles problemas com condigoes de contorno complexas, com
geometrias irregulares, nao lineares ou dependentes do tempo. Além disto, uma série de pacotes

estao disponiveis no mercado e podem resolver problemas especificos e de interesse da ciéncia

em geral.



1.2 Sistemas Acoplados

Muitos sistemas em Engenharia apresentam interagoes ou acoplamento entre estru-
turas, fluido e partes do solo. A simula¢io de cada um destes meios pode ser definido como um
sistema. Em muitos casos, é possivel supor que efeitos de um sistema sobre outro nao ocorrem
ao mesmo tempo para todos os propésitos praticos. Exemplo tipico desse comportamento sio
forcas hidrodinamicas sobre grandes plataformas offshore. Neste caso, as forcas sobre as estru-
turas podem ser calculadas assumindo que elas sio rigidas, desprezando suas interacoes com o
fluido. Para estruturas flexiveis, os sistemas representando sélido e fluido necessitam ser consi-
derados ao mesmo tempo. Sistemas como estes sio acoplados no sentido de que em qualquer
tempo o comportamento de um influencia o do outro e vice-versa. Dois métodos de solucao

podem ser tentados quando se resolvem problemas acoplados:

i. os problemas podem ser resolvidos juntos, aplicando-se consideragdes de compati-

bilidade e equilibrio para ligar os diferentes sistemas; e

ii. os problemas podem ser analisados separadamente e, entao, condi¢des de compa-

tibilidade e equilibrio sdo usadas para ligar os sistemas [1].

O método (i) é geralmente preferido, pois a principal caracteristica de sistemas aco-
plados é que o processo seja concorrente. O método (ii) tem, entretanto, importantes aplicagoes,
pois existem muitos cédigos computacionais que permitem analisar uma parte do sistema com-
pleto mas ndo podem sintetizd-los num tnico procedimento geral. A classificagao de um pro-
blema como acoplado ou desacoplado dependerd das caracteristicas dos diferentes sistemas e
de como eles interagem. Em geral, é muito dificil definir o que é um sistema acoplado. Con-
sideremos, por exemplo, a estrutura offshore mostrada na figura 1.1. A estrutura estd sujeita
a ondas, ventos e correntes e em contato com o solo. Se os meios eldsticos (solo - estrutura)
sao suficientemente rigidos, entdo, apenas as forgas impostas pelo meio fluido serio levadas em
conta na andlise. Mesmo assim, tal interacao ainda é complexa, pois as forgas variam, depen-
dendo do comprimento de onda e da dimensio da estrutura. A rigidez relativa entre os meios
eldsticos é que determinard se o acoplamento solo-estrutura serd exigido na andlise. O diagrama
mostrado na figura 1.2 resume como pode ocorrer a interacao solo-fluido-estrutura. Cada um
dos sistemas a serem combinados para formar o acoplamento constitui por si s6 um problema de
valor de contorno com uma equacao governante mais condigbes de contorno que dependem das
particularidades de cada meio. Em geral, a solucio desses problemas de valor de contorno em

termos analiticos é quase impossivel; em vista disso, o que se tem feito é escrever cada problema



na forma matricial usando um método numeérico adequado, tipo Elementos Finitos, Diferengas

Finitas ou Elementos de Contorno [1].
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Figura 1.1: sistema acoplado;tension leg platform
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1.3 Problemas de Interacao Fluido-Estrutura

Problemas de Interagao Fluido-Estrutura podem ser divididos em problemas exter-
nos, tais como forgas impostas por ondas sobre estruturas offshore, corpos flutuantes, acio do
vento sobre edificios, pontes, plataformas offshore etc. e problemas internos, como fluido contido
em um recipiente. E possivel, entretanto, que algum sistema nio caia em nenhuma destas cate-
gorias. Por exemplo, uma barragem pode ser um sistema fechado, se todo o complexo de dgua
for considerado, no entanto é um sistema aberto, se o conjunto de dgua é suposto estender-se
apenas até uma certa distdncia da barragem com condi¢oes de contorno de radiagio apropriados.
Os problemas externos podem ser analisados dividindo-se o fluido em uma série de elementos e
estendendo-se a malha suficientemente longe do corpo. Nenhum método numérico isolado pode
trazer todas as vantagens e necessidades que a analise de um problema exige. No caso especifico
de interagao dindmica fluido-estrutura, além da natureza acoplada, o problema é geralmente
definido sobre uma regiao do fluido de extensao infinita. Af reside, talvez, a maior limitagao
dos métodos numeéricos do tipo dominio, que tém como seu maior representante o Método dos
Elementos Finitos. Estes métodos exigem a modelagem de todo o dominio (o que amplia o
esforgo computacional) e apresentam dificuldades em lidar com fronteiras distantes da interface
em questao. Em contrapartida, o Método dos Elementos de Contorno modela sem dificuldades
o comportamento dinamico de dominios ilimitados, porque é baseado em solugoes fundamentais

que incorporam automaticamente a condi¢do de radiacido no infinito [2, 10].

1.4 Problemas de Interacao Solo-Estrutura

E importante em muitas situacoes sermos capazes de prever o comportamento aco-
plado de grandes estruturas ou estruturas sujeitas a consideraveis carregamentos provenientes

do meio ambiente. Estes tipos de problemas acoplados podem ser divididos em duas classes:

i. Sistemas Superficie-Estrutura: sao sistemas representados por edificios, barragens

L]

plataformas offshore etc., que na maioria das vezes estao sujeitos a forgas dindmicas.

ii. Sistemas associando estruturas com tineis, refigios subterraneos, galerias etc. A
principal dificuldade com estes tipos de problemas de interagao é a caracteristica do solo, que
invariavelmente apresenta comportamento nao linear. Em muitos casos, o solo pode ser conveni-

entemente representado através do método dos elementos finitos. Embora este método permita



representar bem as propriedades do solo, ele tende a modelar de forma imprecisa a condigao
de radiacao no infinito, causando com isto problemas numéricos relacionados com a geragao da
malha. Dada a importdncia da condigdo de radiagio em dinamica de solos, é fundamental consi-
derar em qualquer analise numérica qual método seja capaz de melhor representd-lo. Nesse caso,
o método dos elementos de contorno satisfaz essa condigao e, em virtude disto, sua utilizacio

para representar o solo tem se tornado um lugar comum [1].

1.5 Método dos Elementos de Contorno-MEC

Apds a publicagdo do livro "The Boundary Element Method for Engineers”, em
1978 (Brebbia), o MEC desenvolveu-se rapidamente e tem possibilitado que novas aplicacées no
campo da engenharia sejam estudadas. Esta terminologia estéd associada com o formalismo do
Método dos Elementos Finitos através da utilizagao comum de diferentes fungdes de interpolacao

e varidveis que tém fornecido um meio consistente de combinar os dois métodos [3].

O MEC tem sua fundamentagdo teérica apoiada em equagoes integrais de contorno,
solugoes fundamentais de equagdes diferenciais e técnicas de residuos ponderados. Atualmente

¢ um procedimento que se define como uma ferramenta computacional bastante eficiente com

aplicagoes em quase todos os ramos da Engenharia [5].

O método em questdo apresenta algumas vantagens com relacao aos métodos de

dominio. Estas vantagens podem ser resumidas como seguem:

1. exige apenas a discretizagao do contorno. Isto implica em que, os graus de liber-
dade do sistema sejam reduzidos, a geragao da malha e a preparagio dos dados de entrada sejam

consideravelmente simplificados;

ii. enquanto o Método dos Elementos Finitos apresenta dificuldades para modelar o
comportamento dinamico de dominios ilimitados, como por exemplo, o oceano, que é importante
em problemas offshore, 0o MEC pode descrever com excelente precisao o comportamento dindmico

destes dominios;

iii. 0 MEC é mais conveniente para calcular concentragao de tensoes e gradientes de

temperaturas elevadas; e

iv. o MEC apresenta a possibilidade de se usar elementos descontinuos.



Uma desvantagem do MEC é que a matriz do sistema por ele gerado é 'cheia’, o que
implica a necessidade de se procurar métodos eficientes para a solugao do sistema. Ultimamente,
tem-se observado que os seguintes aspectos numéricos tém sido amplamente estudados, como

por exemplo, os que seguem [9]:
a. Novas Formulacdes

Além da formulagdo bésica muitas outras tém sido propostas com intengoes especiais.
Chuhan e Chongmin [63], apresentaram o Método do Flementos de Contorno Infinito em 1986,
para modelar problemas de dominio plano semi-infinito com condicées de contorno irregulares.
O método é baseado no comportamento assintético da solugao fundamental de Kelvin. Em
1990, eles estenderam a formulagdo do método para trés dimensoes. Recentemente, o Método
dos Elementos de Contorno Adaptativo tem sido investigado. Este método utiliza a informacao

atual calculada com o objetivo de orientar o processo computacional [6].
b. Integracao Numeérica

Como o sistema de equagdes produzido pelo MEC envolve integrais que apresentam
integrandos singulares, o tratamento delas tem sido importante em termos de precisio e eficiéncia
numérica. Existem trés tipos de integrais singulares, considerando Elementos de Contorno:
integrais com singularidade fraca; integrais quase singulares; integrais com singularidade no
sentido do valor principal de Cauchy; e integrais hipersingulares. Muitas técnicas numéricas
tém sido propostas no sentido de calcular essas integrais. Dentre elas destacamos: Métodos
semi-analiticos, em que é feita uma expansio assintética da funcdo niicleo, tal que a parte
divergente da integral singular possa ser separada somando e subtraindo os correspondentes
termos singulares, que sdo, entdo, calculados analiticamente; Método do movimento de corpo
rigido e transformacao degenerada, em que uma transformagio de coordenadas degenerada é
feita para calcular a integral com singularidade fraca e o movimento de corpo rigido é usado
para obter indiretamente a integral com singularidade no sentido do valor principal de Cauchy;
Métodos especiais tipo Gaussiano, utilizados para calcular integrais com singularidade fraca.
Maiores detalhes e outras técnicas numéricas de integracao podem ser encontradas em Huang e

Cruse [7].



1.6 Objetivos do Presente Trabalho

Como ji mencionamos, uma das vantagens do MEC é que ele modela com eficiéncia
um meio ilimitado, pois, a aplicagdo da solucio fundamental permite representar a condicao de
radiagao no infinito. Este fato é bastante funcional principalmente quando se tem que selecionar
um método numérico para modelar problemas de interagao solo-fluido-estrutura. O acoplamento
destes trés meios introduz algumas dificuldades na implementacao dos mesmos. Isto ocorre
devido as caracteristicas préprias de cada um, bem como, pelos diferentes operadores que os

governam.

Na utilizagdo de um determinado método numérico ¢ preciso levar em considerac¢ao
as vantagens que possam otimizar custo-eficiéncia. Por exemplo, recentes pesquisas em teoria
de difragdo ndo linear enfatizam a importancia da precisio do método: resultados mostram que
solugoes de segunda ordem sé podem ser obtidas se a anilise de primeira ordem for suficiente-

mente precisa [8].

Neste trabalho, nosso objetivo principal é aplicar 0 MEC para realizar a modelagem
de sistemas dindmicos acoplados, descritos por operadores distintos, tais como os de Laplace
e Navier. Ele representa uma sintese de formulagio tedrica e implementa¢do computacional.

Existem, porém, outros objetivos complementares, que sao explicitados a seguir:

a. Apresentar alguns conceitos basicos relacionados com a hidrodinimica de estru-
turas offshore e analisar, do ponto de vista da teoria linear, aspectos como difracio e radiacao

de ondas em agua;

b. analisar o desempenho do MEC do ponto de vista de sua eficiéncia e precisao
quando aplicado a problemas de interagio solo-fluido-estrutura. Isto é realizado comparando-o

com resultados existentes na literatura; e

c. fornecer subsidios necessirios para que em etapas posteriores se possa estabelecer
a formulagao do MEC para problemas nio lineares, bem como, desenvolver metodologias compu-
tacionais em duas e trés dimensdes que possam auxiliar na evolu¢ao dos sistemas de engenharia
offshore, onde a interacdo dinimica das estruturas com o meio que as circunda e sustenta venha

ser importante.



1.7 Conteudo do Trabalho

No capitulo 2, apresentamos uma breve revisio da mecanica de fluidos. Relacionamos
o tensor de tensao as propriedades cinemdticas do fluido, fazendo uma analogia com a teoria
da elasticidade, especificando as relagdes tensio-deformacgio. Esta revisio é importante por
dois motivos: O primeiro estd associado ao fato de que minha formagao é preponderantemente
matemadtica, sendo necessdria a revisdo das equagoes da hidrodinimica como pressuposto de um
trabalho cientificamente correto; e o segundo estd ligado ao fato de que, embora estas equagoes
possam ser facilmente deduzidas e compreendidas, o mesmo nio acontece com as equagoes que
descrevem as quatro possiveis condi¢des de contorno presentes no problema de interagao fluido-
estrutura em dominios ilimitados. Portanto, além de deduzir as equacdes de Navier-Stokes que
governam o problema de interagao fluido-estrutura, analisamos também as condicdes de contorno

para um fluido inviscido e irrotacional.

O capitulo 3 estd relacionado com a teoria de ondas em 4gua com énfase na teoria
linear. Nele, apresentamos o problema de valor de contorno em trés dimensées, governado pela
equagao de Laplace, sujeito as condigbes de contorno cinemdtica e dinamica na superficie livre,
bem como a uma condi¢ao de contorno no fundo. De acordo com a teoria linear, deduzimos
expressoes para o potencial incidente, elevacao da superficie livre, componentes da velocidade e
aceleragdo das particulas de dgua e apresentamos simplificacées nestas equagoes para fornecer
limites aceitdveis com os quais podemos definir dguas rasas e profundas. Finalmente, com
base numa técnica de perturbagéo, fizemos uma anilise breve sobre a importancia da teoria de

segunda ordem.

No capitulo 4, utilizamos 0 MEC para resolver problemas de difragao de ondas. Des-
crevemos dois modelos matematicos envolvendo os operadores de Helmholtz e Laplace, ambos
em duas dimensdes. Apresentamos, inicialmente, a formulacio do MEC para a equagao de
Helmholtz, que governa o problema em plano horizontal. Tal formulacio envolve niicleos con-
tendo fun¢bes modificadas de Bessel. Depois, descrevemos a formulagio do MEC para a equagcao
de Laplace, que governa o problema em plano vertical. Analisamos para ambas as formulagoes
aspectos numéricos como discretizacio da equagio integral de contorno, fungdes de interpolagao,
solucao fundamental e integragao numérica. Desenvolvemos duas implementagGes numéricas dis-
tintas, associadas aos operadores bidimensionais referidos acima. Em cada uma delas, supomos
que o potencial e sua derivada com relagio 4 normal sio constantes sobre cada elemento. Calcu-

lamos as forcas provenientes da difragdo por uma estrutura fixa, e as comparamos com solucoes



analiticas ou aproximadas existentes na literatura.

No capitulo 5, sistematizamos a teoria matematica que trata do movimento de um
corpo rigido flutuando livremente ou descrevendo um movimento forcado sob a influéncia de
forcas externas. O objetivo é fornecer subsidios para o tratamento do problema de radiacio
de ondas. Apresentamos a formulagdo do problema de valor de contorno para m corpos flutu-
antes, bem como as equagoes do movimento para corpos rigidos. Fizemos uma implementagao
numeérica, em duas dimensdes, do problema de radiacdo de ondas, considerando a possibilidade
da interagao dinamica entre vérios corpos flutuantes. Supomos que os potenciais de radiacio sao
constantes ao longo do contorno. Calculamos os coeficientes hidrodinamicos e os comparamos

com resultados existentes na literatura, para validar a implementagao feita.

No capitulo 6, introduzimos a teoria badsica e os aspectos numéricos do método dos
elementos de contorno em elastodinamica, com a finalidade de utilizd-los na andlise dinimica
do acoplamento solo-fluido-estrutura. Apresentamos as equagdes bdsicas, a equagio integral
de contorno, as solugbes fundamentais da elastodinamica, alguns detalhes da implementacio

numérica do método e solugoes para a propagacao de ondas em um meio eldstico.

No capitulo 7, utilizamos condi¢oes de compatibilidade e equilibrio para ligar os
diferentes sistemas. Cada problema, analisado separadamente, passa a fazer parte, agora, de

um tnico procedimento geral.



Capitulo 2

Principios Basicos da Mecanica dos Fluidos

2.1 A Caracteristica dos Fluidos

Intuitivamente é possivel fazer distingdo entre fluidos e sélidos. Enquanto estes
possuem uma forma definida, aqueles nao, pois eles sempre assumem a forma do seu recipiente.
Em geral, esta distingdo estd relacionada com o fato de que o espacamento molecular bem
como o dominio do movimento molecular no interior de um fluido é muito maior do que aquele
no interior de um sélido. Isto explica a diferenca bdsica entre fluidos e sélidos, normalmente
expressa pela afirmacao de que fluidos, quando em repouso, nao suportam forcas tangenciais ou

de cisalhamento.

A natureza comporta duas espécies de fluidos: liquidos e gases. A principal diferencga
entre elas ¢ que um gas ocupard completamente qualquer recipiente, enquanto que um liquido
nao. A consequéncia disto é que com o liquido existe usualmente uma superficie livre (interface)
entre ele e 0o gas que o rodeia. Um gids nao necessariamente tem uma interface com algum
outro material. Além disso, a densidade média dos gases é normalmente bem menor que a dos
liquidos. Isto ocorre devido ao maior espagamento molecular dos gases, ou seja, em um liquido as
moléculas estdo muito mais préximas umas das outras do que as do gis. Em outras palavras, os
gases sao muito mais compressiveis que os liquidos. Assim, podemos supor, aproximadamente,
que os liquidos sao incompressiveis para muitos propdsitos. Em um liquido o transporte de
energia e da quantidade de movimento linear é uma consequéncia da interacio continua de
forgas intermoleculares, enquanto em um géds este mecanismo parece ocorrer devido as colisdes

moleculares aleatérias [11].
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Apesar de apresentarem caracteristicas diferentes, liquidos e gases, sob muitas cir-
cunstancias, podem ser descritos pelo mesmo modelo matematico. Se considerarmos uma amos-
tra suficientemente grande de moléculas, observamos que existe uma maior percepcao do mo-
vimento macroscépico em detrimento do movimento molecular individual. Desse modo, verifi-
camos que propriedades relacionadas ao movimento do fluido (pressio, velocidade etc.) variam
continuamente com a posi¢ao e o tempo e nenhuma descontinuidade existe no interior do fluido.
Este conceito de supor que o fluido pode ser interpretado em termos de quantidades de moléculas
ao invés de moléculas individuais é chamado de hipétese do continuo. Uma vez feita a, suposi¢iao
de que o fluido é continuo com relagdo as suas propriedades, podemos descrevé-las utilizando
fungGes continuas e equagoes diferenciais na andlise do processo. Dessa forma, aceitar a hipétese
do continuo significa abrir possibilidades para utilizar uma consideravel gama de ferramentas

matematicas tanto na descrigio como na solugao de problemas envolvendo fluidos [14].

2.2 Derivada Material e Local

O movimento de um fluido pode ser descrito de duas formas, dependendo do que se
considera como variaveis independentes. Estas formas sio as descrigées de Euler e Lagrange. Na
abordagem Lagrangeana, focalizamos nossa atengio sobre trajetérias de particulas individuais
no fluido, isto ¢, além dos parametros q, p e p que representam, respectivamente, a velocidade,
a pressao e a massa, também as coordenadas das particulas de fluido z;, i = 1,2,3, sao espe-
cificadas em termos do tempo t e algum vetor s que identifica uma dada particula de fluido.
Deste modo, q = q(sy, ), p = p(sk, 1), p = p(sk,t) e z; = z,(sk,t). Por hipétese, supomos que
as variaveis s, k = 1,2, 3, sdo coordenadas de uma particula de fluido para algum tempo t, ou

seja, s; = zi(sk, %) [13, 14].

A representacdo Euleriana considera z,, z,, z3 e t como varidveis independentes e
parametros como velocidade q = (g1, g2, ¢3), pressio p e densidade p como varidveis dependentes,

isto é,
a1 = s1(Z1,22,23,1)
G2 = 32(313 L, T3, t)

g3 = 33(1.1 s L2, T3, t)
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p = p(21, T2, 23,t)

pP= p(zla'rzsz.?s t)

Uma desvantagem desta representagao é que nio se tem informacao direta do movimento de
uma dada particula de fluido [13]. Na descri¢io Lagrangeana, a derivada parcial em relacao ao
tempo de alguma funcdo representa sua taxa de variaciao para uma particula de fluido conhecida.
Em particular, ¢; = %ﬁ e %gtl correspondem, respectivamente, 3 velocidade e aceleragao da
particula. Por outro lado, na descrigao Euleriana, a derivada Qg{g’:—” nao representa a aceleracao
da particula que no tempo t estd na posi¢io zx, porque uma outra particula estaria neste mesmo
ponto no tempo ¢+ ét. Isto se deve ao fato de que na representacio Euleriana nés fixamos nossa

atencao em um ponto no espago e seguimos a variagio temporal de q, p, etc, para este ponto.

Daremos maior énfase a representagao Euleriana por ser a mais comumente usada

no estudo de fluidos [11].

Consideremos que uma certa particula esteja no ponto Tk, k = 1,2,3, no tempo t.
Esta mesma particula estara no ponto zx + Az, k = 1,2,3 no tempo ¢t + At. Portanto, a i-ésima

componente do vetor aceleracdo é dada por:

Bg; :
Gi(zk + ATk, t + Al) — gi(x, ) 22 Agy + 25 AL

A, Al = limai—o At ZD
Sabendo que lima;_g ‘%"f = gi, obtemos:
dq; Jdg; ad d
_ T P Py 2

Similarmente, podemos encontrar a taxa de variacio em relagdo ao tempo de qualquer

outro vetor ou quantidade escalar f(z,,z2,z3,t) ligada a uma dada particula. Assim, de maneira

geral, podemos escrever:

df _ Of dzy | Of dvy | Of dus  0F

dt — Oz, dt = Oz, dt Ozz dt T at (24)

em que %l =q, %3 =qye ijf— = ¢3. Esta derivada total %{ é chamada de derivada
material ou convectiva. Ela corresponde a uma taxa de variacio local, representada por %{,

mais uma variagao convectiva representada pelos outros trés termos da equagao [12].



13

2.3 Propriedades Mecanicas dos Fluidos

Ha dois tipos de forgas que atuam em um fluido: forgas de corpo e forgas de superficie.
As forgas de corpo tém grandezas proporcionais ao volume ou 4 massa do elemento de fluido e
sao igualmente distribuidas neste elemento. O peso do fluido e a forca centrifuga sao exemplos
de forcas de corpo. A primeira é uma forca produzida pela acio da gravidade sobre a massa
e sempre atua para baixo, enquanto a segunda corresponde a forga inercial presente quando
um elemento de fluido se move em um caminho curvo. Como a gravidade, ela também atua
sobre todo o elemento e é diretamente relacionada 3 sua massa. As forgas de superficie nio tém
relagdo com a massa do fluido e atuam sobre a superficie do mesmo. Elas sio constituidas de
componentes normais e tangenciais a superficie em questio. A componente tangencial da forca
de superficie por unidade de 4rea é chamada tensio de cisalhamento. As componentes da tensio

podem ser descritas, em geral, pelo seguinte tensor de segunda ordem:

11 Ti2 Ti3
Tij = | Tza1 T2 To3
T31 T3z Ta3
Se n = (ny,n2,n3) representa o vetor normal unitdrio, a componente da tensao sobre um ele-
mento de superficie na i-ésima direcio é dada por:
3
t; = ZT,;jn_._.’ =10, 1=1,2,3 (2.4)
1=1
E possivel relacionar o tensor de tensio as propriedades cinemiticas do fluido. Isto pode ser
feito em analogia com a teoria da elasticidade. especificando-se as relagoes tensao-deformacao.
Desta forma, o tensor de tensio total para um fluido incompressivel é dado por:
Tij = —pbi; + p (g—i + g—i%) (2.5)
Na equagao anterior, o primeiro termo do lado direito do sinal de igual representa o tensor de
pressao enquanto o segundo termo corresponde ao tensor de tensio viscoso, proporcional ao

coeficiente de viscosidade y [15].

2.4 Produto Escalar e Gradiente

Utilizando a regra do produto interno e o conceito de vetor gradiente V, podemos

reescrever a equacao (2.3) em uma forma mais compacta. Assim, suponhamos que f possa variar
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em qualquer diregao. Definimos, entéo, o gradiente de f por:

:_«Of  OF . Of o
Vf—la—ﬁ+‘|b'x—2+ka—;;—vf (2.6)

Se considerarmos uma 'pequena’ distincia dr, a variaciao em f com relagdo a essa distancia pode

ser escrita como:

df=Vidr = (1ﬂ+ Of |, O

Br, 61_2 % ) (idzy + jdzy + kdz3)

of of of

= z—dzy + =—dzs + 9z,

3y 1T B, s (27)

com dz; = qidt, dzy = qadt e dz3 = gadt. Portanto, & % = 191 +jg2 + kg3 = q e podemos escrever
a equagao (2.7) na forma:

- dr . _
Vf-azv_f‘q:q-v,f (2.8)
A equagdo (2.3) pode ser escrita na forma compacta:
df d
% =q-Vf + 5 f (2.9)

Podemos utilizar a equacdo anterior para obter expressdes relacionadas com a velocidade q= ’;—1;

= — g
e a aceleragdo a = .

(i) Se f = = r(zy,22,23,1), entdo,
dr Jdr
q= o = g Veg ¥ (2.10)
(ii) Se f = q(z1, 22,23, 1), entdo,
_dq _ dq
AR mr= e (2.11)

Definindo o operador q - V por

9 a. 0
q-V = (q1i+ ¢2j + g3k) - (6_'+a +'3x_3k)

0 d
=

Bz, + Q3—; (2.12)
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temos 3
q dq dq
'Vq =21+ Tgo— + Ta—¥

L 3:16:(:; "2 52, "0z, (213)

Utilizando a expressao anterior é possivel demonstrar que [16]:
q?
(q-V)qZV(g)—qX(VXq) (2.14)

teorema 1 (Teorema do Transporte) Seja I(t) uma integral de volume da forma
I(t) = / f(r,t)dV (2.15)
v(t)

Entdo,
dI

F
= f v+ / f-gadS (2.16)

em que f € uma funcdo escalar, diferencidvel, que depende da posigdo r = (z1,29,23)
e do tempo t, V € um volume prescrito que também pode variar com o tempo e g, denota a

velocidade normal da superficie S.

Se a superficie S se move com a mesma velocidade normal que o fluido, isto &, g =q-Nn = gn,,

segue como consequéncia de (2.16) e do teorema da divergéncia que [15]:

d pos of f?(fq=
7 Jy T = / e SR L XS4y (2.17)

2.5 Equagao da Continuidade

Seja V(t) o volume de um grupo de particulas de fluido e p a densidade do fluido.

Se a massa total de fluido neste volume é dada pela integral

/ pdV (2.18)
Vit) '
entao, a conservagao da massa exige que esta integral seja constante, isto &,

d

. / pdV =0 (2.19)

Considerando a equagao (2.17) podemos escrever

/ f[a" a(pq, %pai)yyy (2.20)
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Se esta integral for avaliada para um tempo fixo e se o volume V for composto de um grupo
arbitrdrio de particulas de fluido, entdo a equacio (2.20) pode ser substituida pela equagao

diferencial parcial

dp  A(pg)
a+ 83,‘

que representa a equagao da continuidade. Esta equacdo pode ser simplificada supondo a

=0 (2.21)

hipétese de que o fluido é incompressivel. Neste caso, ela admite a forma
dg;
61,‘

=0 (2.22)

2.6 Quantidade de Movimento Linear

A equagao do movimento de um fluido pode ser obtida a partir da segunda lei de
Newton, que afirma que a taxa de variagio em relacio ao tempo da quantidade de movimento
linear de um volume V() de um grupo de particulas de fluido é igual a forga resultante atuando

sobre este volume, isto é,

d
b f padV = / r-ndS + / Fdv (2.23)
dt Jv s v

em que pq € a quantidade de movimento linear. A equacio anterior pode ser posta numa forma
que envolva apenas integrais de volume. De fato, aplicando o teorema da divergéncia na segunda

integral da equagao (2.23) e reorganizando os termos, obtemos

d o
e /L padV = /V [V -7+ FldV (2.24)

Em notacao indicial, (2.24) pode ser reescrita:

6‘1}_,
dtf pgidV = / [83:3 (2.25)
Aplicando o teorema do transporte i esta dltima equacio, temos:
3 ) 6 6‘ Orij

Supondo que o volume V é arbitrario o integrando em (2.26) deve anular-se

d(pgi) . Apgiq;) O
ot 3:5;5 39:}

+ F; (2.27)
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Utilizando a regra da cadeia e a equagao da continuidade (2.22), a expressdo anterior pode ser

escrita como

ag; aq; 1 a‘r;_,' 1
il £ : =Y, _F

Em termos vetoriais

1

] 1
—q+q-Vq:EV-r+;F (2.29)

ot

A equagao (2.29) é conhecida como equagao de Euler [14].

2.7 Equacgoes de Navier-Stokes

Derivando o tensor de tensao (2.5) e substituindo-o na equacao (2.29), obtemos

dg; ~ O0q 1 ( 0p 0%q; 0°q;
ot g ch'i';rJ ) ( 0z; +“3z_,—8z}- T uﬁ:rja.r,- i

(2.30)

Como, o fluido é incompressivel, o terceiro termo, entre parénteses, da equagao anterior, se

anula. Assim, ela simplifica para:

d¢;  O0g¢  10p d%q; 1
B Ufa; plz: VBabm o pRa)

em que v = % é o coeficiente de viscosidade cinemadtica [15]. A expressdo (2.30) representa as

equagoes de Navier-Stokes, que em termos vetoriais assume a forma:
dq 1 1
— -V)q=-=V v? -
5 T (2 V)a Vp+uViq 4 pF (2.32)

O sistema definido por (2.32) mais a equagao da continuidade governa o movimento de um fluido

viscoso sujeito apenas a restricdo de densidade constante.

2.8 Equacao de Bernoulli

Definimos escoamento potencial como um campo de escoamento onde a velocidade

q de uma particula é o gradiente do potencial total de velocidade ¢*, isto é:

q=VeT (2.33)



18

Um escoamento € rotacional se cada particula de fluido descreve uma rotacio acrescida de uma
translagao e deformagao pura. Introduzindo um vetor rotacio W = %'\7 X q, entao as trés

componentes deste vetor sao dadas por

1 0q1  Ogq3

Wi = ok - o8

LI Jz, 8:.:1)

1 0q; Oq

Wy = =( 2 _ 23t

* 2 82:1 332

_ 1, 0g3 g
WS B 2 .6.’52 8.'.6;3] (2'34)

Se Wy = W, = W3 = 0 o movimento é chamado irrotacional. A auséncia de rotacéo, entretanto,
nao implica que o fluido seja inviscido, a ndo ser na regiao do escoamento onde W = 0 [15].
- . T T T . -

A equagao (2.33) nos diz que ¢ = %—, g2 = % e qz = %. A inser¢ao destes valores na
equagao (2.34) mostra que Wy = Wy = W3 = 0. Isto significa que a existéncia de um potencial
implica em que o movimento é irrotacional. Equivalentemente, um escoamento irrotacional
pode ser descrito por uma fungdo potencial ¢T. Vamos supor, por hipdtese, que o fluido €
incompressivel, inviscido, irrotacional e que o escoamento é em estado estacionario. Sob esta
condigdes e considerando q = V¢! a equacio de Navier-Stokes simplifica para:

¢

1 aeT
i oz

5 (311

Ll 1 1
Y| +=Vp- ;Ve ={ (2.35)
3

2y (99702
Pt -

em que a forca externa F é um potencial, isto é, F = Ve. Integrando a equagio (2.35) com

relagao as coordenadas espaciais obtemos a equacao de Bernoulli
105 A _
2p(q1 + ¢35 + ¢3) + p — e = constante (2.36)

A equagdo (2.36) expressa a conservacdo da energia para um fluido inviscido [11].

2.9 Condigoes de Contorno

Vamos supor, que o fluido ocupe uma regiao R do espaco xyz limitada por uma
superficie livre I'y e por um fundo correspondente a uma superficie fixa I'y que o separam de
algum outro meio. A superficie livre, neste caso, corresponde a interface ar-agua. Consideremos
ainda o contorno correspondente a superficie molhada de um sélido estacionario I'.. Estas

superficies tém a propriedade comum de que se uma particula estd sobre alguma delas, ali
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permanece. Esta propriedade é uma consequéncia da suposigao basica em mecanica do continuo
de que o movimento pode ser descrito como uma deformacao topolégica continua em t. Assim,
seja F(z,y,2,t) = z — n(z,y,t) = 0 a equagao destas superficies, em que 7 € a altura de I'y

medida a partir de z = 0. A derivada total % é dada por:

0% Q—% ir:)£+ £+8—F— -VF+6F—0 2.37
TR LY PR PR PR T o= (2:37)
com VF normal a superficie considerada. Seja n o vetor normal unitdrio a F no ponto (z,y, 2).
Entao,
_ VF(z,y,2,1) .
" NE@ 52,0 s
em que
oF aF oF
TR = JOE R e Y 4 (o 2 :
|VF| \/(61)+(3y)+(az) (2.39)
De (2.38) concluimos que
VF =n-|VF| (2.40)
Seja q = V@'. Substituindo esta expressao na equagdo (2.37) obtemos,
oF
Vel VF =l (2.41)
Considerando a equagao (2.40), temos:
V¢l .n.|VF|= ar (2.42)
ot '
Mas, V¢TI -n = %. Assim,
ot  -oF
on _ [VF] (2.43)
Logo,
o¢" &
¢ . = gn (2.44)

O JOEEY? + (552 + (55
em que ¢, denota a velocidade normal & superficie de contorno, isto é, a velocidade comum do
fluido e da superficie de contorno na dire¢ao da normal [17]. A equagdo (2.41) pode ser colocada
na forma:

09T 8 6T 0 06T 0
% = 6—? -E-?x—é-g %a—:, =% (2.45)

Esta equacao é conhecida como condic¢ao de contorno cinemdtica e significa que a velocidade das

particulas com relagdo & normal permanece continua ao passar através de um contorno fisico.
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No caso em que o contorno é a superficie molhada de uma estrutura fixa L. % az = 0 e a equagao

(2.44) admite a forma:

3¢T

-—=0, em T, (2.46)

Sobre a superficie de fundo I'; a uma profundidade H(z,y), a equacdo da superficie torna-se

z+ H(z,y) = 0 e a equagio (2.45) com 7 = —H pode ser escrita

96T 0¢TOH 04T OH

= - ——, L :
0z dz 0z  dy Oy e 2]
A equagao de Bernoulli, com e = —pgz, pode ser posta na forma alternativa:
99" 1 Tio. i P
5 T 3IVe P+ p +g92=0 (2.48)

Na interface ar-dgua, tanto n como ¢T sio desconhecidos e torna-se necessirio acrescentar uma
condigao de contorno dindmica relativa & forcas. Considerando que a pressao atmosférica p,
acima da superficie livre deve ser igual a pressio abaixo da mesma, a equagao (2.48) pode ser
reescrita para 2z = 7 na forma

¢T

1o T2 _
5V I +gn+ — +— 0 (2.49)

A expressao anterior ¢ a condigao de contorno dinimica que nos assegura que a pressiao per-
manece continua ao passar através da superficie. As duas condigoes (2.45) e (2.49) podem ser
combinadas em uma em termos de ¢T. De fato, calculando a derivada total da equagao (2.49),

temos

9 [
(G +a-V) |5 + 5 +gn+ =0 (2.50)
ou 54T p
1
)+[ 53 20 5 +§q-Vq2+g(5?~+V¢T-Vn)]=0 (2.51)
Usando a equacgao (2.45), temos:
d ,pe 9247 &7
EE(?H[&? +—§I—+2 . Vq? +g z]_o (2.52)
Na hip6tese de p, = const a equagio (2.52) torna-se:
82¢T 3(12 1 ¢T
ot g T390 Ve Hag =0 (2:53)
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Observemos que, além dos termos nio-lineares que aparecem na expressao anterior, a posicio
da superficie livre é também uma incégnita para o problema. Assim, uma teoria analitica para

problemas de ondas em dgua é uma tarefa quase impossivel.

Neste capitulo, apresentamos algumas equagoes basicas da mecanica de fluidos pro-
curando enfatizar aquelas cujas interpretagdes fisicas tém relacdo com a natureza do movimento

de um fluido. Dentre elas, destacamos:

a. o sistema constituido pelas equacoes de Navier-Stokes (2.31) e a equagao da
continuidade (2.22), que governam o movimento de um fluido Viscoso, sujeito apenas a restricao

de densidade constante:;

b. as equagGes de Navier-Stokes (2.35) simplificadas pelas hipSteses de que o fluido

€ incompressivel, inviscido e irrotacional:
. a equagao de Bernoulli (2.36) que expressa a conservagao de energia para um
fluido inviscido;

d. as condigdes de contorno cinematica (2.45) e dinamica (2.49) sobre uma superficie
livre, que expressam, respectivamente, a continuidade da velocidade e da pressio sobre esta

superficie.



Capitulo 3

Teorias de Ondas

3.1 Introducao

Fenémenos como vento, correntes, marés e ondas de gravidade associados com o meio
ambiente oceanico influenciam diretamente a resposta de estruturas offshore. De fato, a maior
parte da excitagdo experimentada por tais estruturas é imposta por estes fenémenos através do
meio ambiente. Para calcular os efeitos produzidos pela acdo de ondas sobre componentes de
uma estrutura offshore devemos selecionar uma teoria de onda conveniente. Embora as ondas
ocednicas sejam naturalmente aleatdrias, muitas teorias descrevem seus perfis como regulares e
periddicos; é desta forma que vamos considera-las neste trabalho. As diferentes teorias de ondas
podem ser obtidas por uma técnica de perturbagdo que consiste em introduzir, nas equacéoes
que modelam o problema, um paridmetro ¢. Entao, a solugao é expandida em uma série de
poténcias e inserida nas equagdes. Em geral, o parametro de perturbacao € é definido em termos

da amplitude da onda como [18]:

e=kA (3.1)

em que K = 27" é o nimero de onda, A o comprimento de onda e A a amplitude
da onda. No tratamento de ondas em dguas a questdo mais comum é encontrar o potencial de
velocidade ¢T que pertence & regiao ({2y) do fluido. Suponhamos que o fluido seja limitado por
uma superficie livre I'y, por uma superficie de fundo I's e ndo tenha limites nas direcoes x e v
(figura 3.1).
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Figura 3.1: esbogo para o potencial de velocidade

As seguintes hipdteses sao supostas:

1. dgua de densidade uniforme e profundidade constante:

ii. tensGes de superficie e viscosidade nio sio levados em consideragao;
iii. o movimento das ondas é irrotacional.

Sob estas condigées, a equagao da continuidade (2.22) d4 origem a equagao diferencial

bésica do movimento de ondas, isto é:
Vil =0 (3.2)

Assim, calcular o potencial de velocidade ¢T implica em resolver esta equacao, sujeita as seguin-

tes condigdes de contorno sobre as superficies livre (2.45 - 2.49) e de fundo (2.47):

1. condigao cinemdtica na superficie livre (z = 7)

on 04T on 94T on _ AT

ot oot oy oy o (3
ii. condigao dinamica na superficie livre (2 = 7)
o¢T 106", 94T, 94T, Pa _
5 +2[(ax)+(ay)Ha;”“’”;“o (3.4)

i. superficie de fundo (z = -H)
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9 T
ai =0 (3.5)

A condigdo de contorno (3.5) supde que a profundidade H(x,z) é constante. Fisica-

mente, ela afirma que a componente vertical da velocidade no fundo é zero.

3.2 Técnica de Perturbacao

Sejam

¢ =3 gl (3.6)
n=1

n= Z €', (3.7)
n=1

entao, as equagdes (3.2) e (3.5) podem ser reescritas, respectivamente, nas formas

[19]:
V2T + VT + ... =0 (3.8)
0p1 | ,0¢7 _ .
S +e€ —5;4—...—-0 (3.9)

Para as condigdes cinemdtica e dinimica vamos usar a estratégia de reescrevé-las por

partes, isto é:
i. condigao cinematica:
primeira ordem:

om _ 0gT
ot 0z

=0 (3.10)

segunda ordem:
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Ony | 0L Om | 0L Om _ 0¢y
Dt 19z 0z T Oy Oy 0z o
terceira ordem:
omy 08 m 043 Im
ot 0z 0z Oz Oz
06k om 041 om _ 091 -
dy dy dy Oy 9z (3:12)
ii. condigao dinamica:
primeira ordem:
B T
% +gm =0 (3.13)
segunda ordem:
do7 1 (061, 9815 91 5\ _
T +9”2+§((ax)+(ay) Feg o | =1 (3.14)
terceira ordem:
a3 0oL o7 09T ¢T 04T 94T
ot TR Y ~ T ooy V002 0 (2.39)

Adicionando as expressées (3.10), (3.11), (3.12) e (3.13), (3.14), (3.15), obtemos,

respectivamente, as formas em série das condigdes de contorno cinemitica e dinimica, em que

nesta tltima devemos acrescentar o termo 2 para tornd-la equivalente a equacdo (3.4).



26

3.3 Teoria Linear

Esta teoria, desenvolvida originariamente por G.B.Airy (1845) [18], é, talvez, a fer-
ramenta mais simples e 1itil no tratamento de problemas de ondas em dguas. Ela parte da
suposicao de que a amplitude da onda é pequena comparada ao comprimento de onda, isto é, 0
parametro € definido na se¢ao 3.1 é suficientemente pequeno. Tal hipétese permite que os termos
de ordem maior ou igual a dois possam ser desprezados de forma que o problema de valor de

contorno definido na secgdo 3.2 seja redefinido como:

V¢l =0 em Q (3.16)

sujeito as seguintes condigoes de contorno:

i. no fundo

d T
—8% =0 em z2=-H (3.17)
ii. condicdo cinematica
7 9T
%‘:% em z=10 (3.18)
iii. condigao dinamica
6

Observemos que a condicio de linearidade (¢ — 0) implica em que as condigoes de
contorno sobre a superficie livre sejam satisfeitas no nivel médio da 4 agua, ao invés de na oscilacao
da superficie livre [18]. E possivel obter a altura da superficie livre a partir da condicio de

contorno dindmica:

1

Ui

doF
—é (—5;) (3.20)
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As equagdes (3.18) e (3.19) podem ser combinadas numa tnica equagio:

2 T 9 L
8?;‘ + giz‘ =0 (3.21)

que é satisfeita para z = 0.

A equagdo (3.21) é uma equagdo diferencial parcial elitica cujo dominio é o conjunto
limitado pelos planos horizontais z = 0 e 2 = —H e com nenhum limite nas diregoes x e y. A

solucdo para ¢] é, portanto, uma fungio harménica de x e y da forma (20, 21]:

0511‘(3?, y) - P(z)ea[rs(zc038+y sin #) —wt] (322)

em que w é a frequéncia, £ o nimero de onda e # o angulo de incidéncia da onda
com relacdo ao eixo-x.
Substituindo (3.22) em (3.16) e dividindo pelo termo exponencial obtemos a equagio

diferencial

o of

W—HP:() (3.23)

Esta equacgao diferencial tem a solugao

P = ae™ + be™** (3.24)

Substituindo em (3.22), temos:

@5?(3; y) - (aenz + be—xz)et[s(zcosﬂ+ysin9)—wt] (325)
Derivando (3.25) em relagao a z e aplicando a condigao de contorno para z = —H,
obtemos:
d¢] bl KH \ t[x(z cos B+ sin ) —wt
—— = (kae " — gherH )eiln(zcosbtysint)-wi] (3.26)
0z

ou
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kae "H _ gheH = (3.27)
Portanto,

a
b= —re (3.28)

Substituindo esta iltima expressio em (3.26), obtemos

% es{z+H_l e e—-rc(_z+H]
ik i
¢1 (3! y) - f"H ( .2

) e:[r:(a: cos f+y sin ) —wt] (3.29)

ou

2a ;
4k : t 0+ysinf)—w
91 (2, y) = —77 cosh(x(z + H))el(zeosttveint)=ui] (3.30)
em que a constante a deve ser determinada. Para isto, derivamos (3.30) em relacio
T
ao tempo e substituimos o resultado na equagdo 1, = —%(égig—)z:o.
2 .

m= g:f; cosh[x H e (®cosd+ysing) —swt (3.31)

Seja A = i‘%‘ycosh[&ﬂ]. Entao,

A wH —1A sH
_— ge _ _~1gAe (3.32)
2w cosh[kH]  2wcosh[xH]
Substituindo em (3.30), obtemos
éT - _39‘4 COSh[K(z s H)] em[rcos|9+ysin9)€-twt (333)

w cosh(kH|

em que A pode ser visto como a amplitude da onda. A elevacao da superficie assume, entio, a

forma:
m = _Aem(zcosﬁ-f-ysin{?}e—zut (334)

Substituindo o valor de ¢{ dado em (3.33) na equacio (3.21), obtemos a relagao:

w? = gk tanh[kH| (3.35)
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Esta equagao € conhecida como relagao de dispersdo e estabelece uma dependéncia entre o
numero de onda « e a frequéncia w. O potencial de velocidade e a elevagio da superficie livre
definidos, respectivamente, pelas equages (3.33) e (3.34) podem ser escritos considerando apenas
as partes reais dos termos complexos.

qu _ gAcosh[k(z + H)]
1™ wcosh[kH]

sin[k(z cos 8 + ysin 0) — wt] (3.36)

m = —Acos[k(z cosf + ysin §) — wi] (3.37)

Certas simplificagGes em expressoes anteriores podem ser feitas dependendo da grandeza relativa
entre a profundidade da agua e o comprimento de onda. As simplificacdes sio baseadas no
comportamento assintdtico da fungdo tanh. De fato, para um argumento x suficientemente
grande, digamos z > 7

tanhz ~ 1 (3.38)

Para x suficientemente pequeno, digamos z < {5
tanhz =~ z (3.39)

Com base nestas informagdes os limites aceitdveis para se definir "dgua rasa” e “4gua profunda”

sao dados por [18]:

1. Jiguas Profundas

27 H 1
H —_— — —_— — — :
kH >m AH)?&' )t>‘2 (3.40)
A relacao de dispersao simplifica para
2 _
w =gk (3.41)
e o comprimento de onda é dado por
2r  2mg 2mgT? gT?
/\ = — = —= =
K w? 472 2T (3.42)
em que T é o periodo da onda.
2. Agua.s Rasas
T 2w T H 1
H< —— —H< — — — < —
e T A T (3:43)
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A relagao de dispersao simplifica para

w? = gr?H (3.44)
e o comprimento de onda assume a forma:
2 _ 4m? 2

A ::;:gHT — A=T\/gH (3.45)

Considerando que a velocidade de uma onda progressiva é dada por
c= = 3.46
: (3.46)
as seguintes relagoes entre o periodo, a velocidade e o comprimento de onda podem ser obtidas

para aguas profundas utilizando as equacoes (3.41) e (3.42):

_ . [9A
S 2

s
g

ok
= 27

Analogamente, utilizando as equagdes (3.44) e (3.45), obtemos para dguas rasas:
Aw

" or

(3.47)

C

A
VoH

As componentes da velocidade das particulas de fluido sao obtidas diferenciando a equagao (3.36)

T = (3.48)

com relagdo as diregdes x e z, isto é:

g1 = Acos 91—5Fl cos[k(z cos # + ysin 0) — wt]

g3 = A%Fg sin[k(z cos @ + ysin 0) — wi] (3.49)

em que
P cosh[k(z + H)]

17 cosh[rH]

sinh[k(z + H)]

B = cosh[k H]

(3.50)
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Da mesma forma as aceleragées das particulas sio dadas por:

% = AcosfgkFy sin[k(z cos @ + ysin §) — wi]
81}3 - y
T —AgKF; cos[k(z cos @ + ysin 0) — wi] (3.51)
A pressao dinamica é definida em termos do potencial de velocidade por:
o7
P=-p—p-—pgz (3.52)
Assim, :
p = pgAF; cos[k(z cos + ysin f) — wi] (3.53)

3.4 Ondas nao-Lineares

Existem muitas situagoes fisicas em que a teoria linear ndo é adequada para descrever
precisamente a resposta de estruturas offshore submetidas a forcas impostas pelo meio ambiente.
Nestes casos, as ondas sdo ndo-simétricas sobre a superficie livre, com cristas ingremes e estreitas,
de tal modo que a forma senoidal das ondas descritas pela teoria linear nao correspondem a esta.
situagdo [23]. O meio mais comum de resolver os problemas de interacio onda-estrutara nio-
linear é usar uma analise de perturbagao considerando a amplitude da onda como um pardmetro
‘pequeno’ (se¢ao 3.2). Desta forma, a solugdo de primeira ordem € a que ji descrevemos na secio
3.3, isto €, as condicbes de contorno sobre a superficie livre e sobre a superficie da estrutura sio
satisfeitas na posicao média destas superficies. Além disso, a pressao e a velocidade das particulas
de fluido sobre a superficie livre sao linearizadas. Na teoria de segunda ordem nés mantemos,
na expansao, todos os termos que sao ou lineares com a amplitude da onda ou propordionais ao
quadrado da amplitude da onda [22]. Este dltimo termo torna a onda assimétrica sobre o nivel
da dgua parada e amplia a grandeza da velocidade das particulas do fluido [23]. A solucio do
problema de segunda ordem fornece forcas médias e forgas que oscilam com diferenca e soma de
frequéncias. Por diferenca e soma de frequéncias queremos dizer a diferenca ou a soma de duas
frequéncias usadas para descrever o espectro da onda [22]. As forcas médias e as que oscilam com
diferenca e soma de frequéncias sao de importancia em virios contextos que envolvem estraturas
offshore. Por exemplo, nos modelos de sistemas atracados, no comportamento de submarinos
préximos a superficie livre e na avaliagdo de respostas em torno das frequéncias de ressonancia

de um sistema Tension Leg Platform (TLP) [24]. Nos dltimos anos, muito esfor¢o tem sido feito
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para a solugao do problema de difragio de ondas de segunda ordem. Embora, para geometrias
simples, o problema de valor de contorno aparente ser de facil resolugao, ele é matematicamente
complicado em virtude das dificuldades em se tratar corretamente as condicdes de contorno de
segunda ordem sobre a superficie livre. Além disso, é dificil de expressar matematicamente
a condigdo de radiagao nao-linear e a solugdao de segunda ordem deve, ainda, contemplar as
interagbes onda-estrutura que acarretam o espalhamento da onda plana incidente que, por sua

vez, provocam interages adicionais onda-onda entre as ondas incidentes e espalhadas (25, 26].



Capitulo 4

Difracao de Ondas

4.1 Introducgao

O objetivo deste capitulo é investigar a aplicacio do Método dos Elementos de Con-
torno para calcular forgas impostas por ondas sobre estruturas offshore de forma arbitriria. As
validagGes e aplicagbes sdo em duas dimensdes e os calculos executados no dominio da frequéncia

utilizando a teoria linear.

O problema do carregamento hidrodinamico sobre uma estrutura fixa tem sido objeto
de interesse de muitos pesquisadores. Isto se deve ao fato de que a dinimica destas estruturas é
muito importante em relagio a produgao de 6leo e gas em campos offshore. O desenvolvimento
da teoria de difragdo de ondas em dgua tem sido mostrado por importantes trabalhos. Mac-
Cammy e Fuchs, 1954, deduziram uma solugio analitica para o célculo da forca horizontal sobre
um cilindro circular sujeito as ondas lineares. Goda e Yoshimura [32], desenvolveram um método
analitico para calcular forgas sobre um cilindro de seccio transversal elitica. Mogridge e Jami-
eson [33], desenvolveram um método teérico aproximado que permite estimar forgas impostas
por ondas em caixées de forma quadrada. Em 1978, em nota técnica, Rahman [42], apresentou
um método analitico aproximado para o célculo de forcas sobre caixdes retangulares fixos ver-
ticalmente no fundo do mar. Sao as técnicas numéricas, entretanto, que tém prevalecido para a
solugao dos problemas de difracao. Trés grandes classes de métodos numéricos desenvolveram-se
extensivamente: Método de Equagoes Integrais, Método dos Elementos Finitos e Método dos
Elementos de Contorno. No campo da engenharia oceanica, o Método das Equacoes Integrais,

também conhecido como Método da Fungdo de Green ou da Distribuicao de Fontes tem sido o
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mais adotado (por exemplo, [34, 38, 40, 41, 43, 45, 46, 48, 49]). O procedimento tipico deste
método é usar uma solugdo singular conhecida como fungao de Green que satisfaz a equacio
que governa o problema e as condigdes de contorno, exceto aquela sobre a superficie do corpo.
Aplicando as condigdes de contorno sobre a superficie do corpo obtém-se uma equagao integral
que pode ser resolvida numericamente. Tal procedimento geralmente implicara na obtencio de
matrizes complexas e nao simétricas envolvendo a fungao de Green e sua derivada com relacio
a normal. A maior desvantagem deste método é que ele é suscetivel ao fendomeno de frequéncias
irregulares, em que para tais frequéncias o procedimento numérico se torna mal-condicionado

[54].

A segunda classe de métodos numéricos que tem sido aplicado a problemas de di-
fragao € o Método dos Elementos Finitos (por exemplo, [44, 47]). A maior dificuldade do método
€ o modelamento da extensdo infinita do fluido. Bettess e Zienkiewicz [44] sugeriram a utilizacio
de elementos infinitos. Uma abordagem mais interessante foi proposta por Zienkiewicz, Bettess
e Kelly [48], no sentido de uma formulagéo acoplada entre o Método dos Elementos Finitos e o

da Equagao Integral [54].

A terceira classe de métodos numéricos corresponde ao Método dos Elementos de
Contorno, utilizado neste trabalho (por exemplo, [35, 36, 37, 39]). Este método, que pode ser
classificado na categoria de Métodos de Equacao Integral, utiliza a solugio fundamental da
equagao que governa o problema de valor de contorno, ao invés da funcao de Green. A grande
vantagem do método na solugao de problemas hidrodinimicos é que ele satisfaz com facilidade
a condig¢ao de contorno de radiacdo na regiao infinita do fluido. Nas referéncias citadas que
utilizam o MEC, os autores empregam a teoria de onda linear com a suposicao adicional de
ondas harménicas. Isto significa que as condigdes de contorno sio linearizadas e aplicadas na

superficie livre média do fluido.

4.2 Modelo Matematico

Consideremos o dominio {2 do fluido descrito na figura 4.1, limitado por um contorno

I' consistindo de uma superficie livre I'y, uma superficie de fundo Iy, contornos artificiais T
P f -
para truncar o dominio do fluido na direcdo horizontal e a superficie ', de uma estrutura fixa

imersa no fluido.



Figura 4.1: esbogo do problema

Supomos que o fluido seja incompressivel e inviscido e que seu movimento resultante
seja irrotacional. O movimento do fluido pode, entao, ser descrito por um potencial de velocidade

#7, satisfazendo a equagio de Laplace no dominio do fluido [50]:

Vil (2,y,2,t)=0 em Q (4.1)

A presenca da estrutura perturbard a onda incidente ¢; e o potencial total do fluido

pode ser escrito em termos dos potenciais incidente e difratado, isto é:

o7 = dr+¢p (4.2)

O potencial incidente no fluido é conhecido e pode ser expresso como

o1(z,y,2,t) = R[di(z,y,z)e™"| (4.3)
em que ¢; satisfaz a equagdo de Laplace e corresponde & parte espacial do potencial de velocidade
definido definido pela equagao 3.33), isto é:

_1gA cosh[k(z + H)]
w  cosh(kH)

o =

etri(z cosbitysinb) (44)

em que ¢ é o angulo de incidéncia da onda com relagio ao eixo x, H é a profundidade da agua
e k£ o nimero de onda definido pela relagao de dispersio como:

2
xtanh(kH) = % (4.5)
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O comportamento do potencial de difragdo é o mesmo do potencial incidente e pode ser expresso

na forma [50]:
¢p = R[d(z,y, z)e™""] (4.6)

em que ¢ satisfaz a equagao da continuidade

V=0 em Q (4.7)

Condigbes de contorno sobre todos os contornos sao necessarias para esta equacio
elitica a fim de que o problema seja bem posto. Como a superficie I, da estrutura no fluido &

fixa, entdo a componente de sua velocidade na direcao da normal é zero, isto é:

06 O _
on T B 1 e L (4.8)

Sobre a superficie de fundo I'; a componente normal da velocidade deve ser igual a
zero, isto é: 96
i W |
3 (4.9)

Suficientemente longe da estrutura a onda difratada pode ser aproximada pela condi¢ao de

radiacao de Sommerfeld [51]:

¢
3 wop=0 em T, (4.10)

O contorno I'; € vertical e mantido a uma "certa” distancia da fonte de perturbagio.

Sobre a superficie livre nao perturbada a condi¢do de contorno pode ser definida

comao:

a-——¢=0 em Iy (4.11)

Observemos que a equagdo (4.11) corresponde a forma linearizada das condigoes de

contorno cinemdtica e dinamica sobre a superficie livre (secio 3.3).

Estes quatro tipos de condi¢es de contorno podem ser representados pela condicio
de contorno de Robin que prescreve uma relagao linear entre o potencial e sua derivada normal

no ponto ao longo do contorno, isto é,

d¢

em que a, 3 e v sao fungdes de posicdo conhecidas [64].
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4.3 Casos que Reduzem o Problema a duas Dimensées

Existem varios operadores diferenciais para problemas de ondas em aguas. No caso
tridimensional, o operador de Laplace é o tinico que governa o problema. J4 em duas dimensoes

temos trés operadores possiveis que dependem da configuragao particular do problema [65). Sao

eles:
32 3‘2
w+b-;§—ﬁ§:0, Ky = Ksinf (4.13)
9? 9*
927 T 52 =0 (4D
0? a*
5;:34-8_9‘2-}—&2:0 (4.15)

a. Problema em Plano Vertical

E o caso onde as superficies rigidas sao suficientemente longas e uniformes na direcao
y. Por exemplo, um cilindro longo estacionario paralelo a y. O potencial de velocidade da onda

difratada pode ser decomposto na forma [55]:

ép(2,9,2,1) = R[$(z, 2)evoinleret] (4.16)

Substituindo (4.16) e (4.3) na equagao (4.1) obtemos a equacio de Helmholtz modificada

0? 9?
8%24"&—?—&3(‘5:0 (4.17)

Se a incidéncia for normal ao eixo y, k, = 0 e a equagdo anterior reduz-se a equagio de Laplace

no plano vertical (z,2) (equagao 4.14).
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b. Problema em Plano Horizontal

Se a profundidade da dgua for constante e as superficies rigidas sao fixas com paredes
verticais, o potencial incidente pode ser decomposto na forma:

cosh[(z + H)] _,., '
cosh(kH) | _—

o1 = Rli(z,y)

em que ¢;(z,y) = — ¥l en(zcosbtysing) [5t6 se deve ao fato de que sendo a formulagao no plano
(z,y), o potencial de velocidade ¢ independente da profundidade z. Analogamente, o potencial

difratado é dado por:
cosh[k(z + H)] o

¢p = R[¢(z,y) cosh(al) ] (4.19)
Portanto, o potencial total a assume a forma:
T _ ‘ cosh(k(z + H)] st
¢ = R[(di(z,9) + ¢(z,y)) alE] ° (4.20)

Substituindo na equagdo de Laplace, obtemos a equacdo de Helmholtz:

32(‘{) 32415 5

O problema de valor de contorno é governado por esta equacao mais as condicoes de contorno:
0¢  0¢;
70 + B 0 em T, (4.22)
g—i —ww¢=0 em T, (4.23)

As outras duas condigbes de contorno sobre I'y e T, jd sio satisfeitas por ¢ e ¢;.

4.4 Formulacao do MEC para a Equacao de Helmholtz

O MEC é baseado em equagées integrais que podem ser obtidas através da terceira
identidade de Green ou pela técnica de residuos ponderados cuja vantagem sobre a anterior é sua
generalidade. Nesta segdao, deduziremos a formulagao do MEC utilizando residuos ponderados.

Nosso objetivo € procurar uma solugao aproximada 9 para o problema governado pela equagio

0? 9%
an-I- %i_’+52¢:0 (4.24)
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sujeita as condigoes de contorno:

g—: + % =0 em T, (4.25)

% —0, em Ty (4.26)
%—mqﬁ:ﬂ em T, (4.27)
o_ “’; — em T (4.28)

A idéia do método dos residuos ponderados é minimizar o erro introduzido pela substituicio de

e g-fi‘ por uma solu¢ao aproximada %, ou seja,

/Q(ng + %)Y dQ = 0 (4.29)

em que 1* é interpretado como uma fungdo arbitriria continua e com derivadas

continuas até segunda ordem [36)].

Utilizando a identidade de Green

dg @
/;[szg — gV*fldQ = fp[fa—g f]d[‘ (4.30)

n ‘on
obtemos 2 5
2y 2y o [, 00 0%

v+ twpae = [t - gt

Para transformar (4.31) em uma equagao integral de contorno podemos escolher a fungao ¥* de

dT (4.31)

tal forma que satisfaga a seguinte equacao:
(V2442 v +6:(p) =0 (4.32)

em que §;(p) € a distribuicdo delta de Dirac atuando no ponto p(zp,y,) € 2. Inserindo (4.32)
em (4.31), obtemos:

B ovr 0w
b(p) = - fr o — el (4.33)

A equacao (4.33) é vdlida para qualquer ponto dentro do dominio . No método elementos de

contorno queremos aplicar tal equagao sobre o contorno, isto é, queremos saber o que ocorre

quando 3(p) € I'. A dependéncia da forma do contorno nos leva i seguinte equagio integral:
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a =
c(p)¥(p) = —fr[d* a'f‘ = w“g%]dl“ (4.34)

em que o coeficiente ¢(p) é o valor do angulo interno correspondente ao ponto p e a integral é
em termos do valor principal de Cauchy. Se o contorno no ponto p for "suave”, entao ¢(p) = 7
[39].

4.5 Implementacao Numérica

O esquema de discretiza¢do para a implementa¢ao numérica é mostrado na figura
(4.2).

(s}
/7
n

Figura 4.2: discretizagao do contorno

Para um nimero total de nés N, N equagoes algébricas lineares podem ser obtidas em
termos das condigoes de contorno aplicando a equagao (4.34) para todo né i definido no esquema
de discretizagao. A fim de incluir os quatro tipos de condigoes de contorno relacionados com a
formulacdo do problema vamos utilizar a equagao (4.12) que estabelece uma relagao linear entre
o potencial e sua derivada normal nos pontos ao longo do contorno. Assim, substituindo esta

expressao em (4.34), obtemos:

@) = [[9( - L) - wGoiar (433)

O contorno I' pode ser discretizado em N elementos sobre os quais a varidvel 1 pode ser inter-

F’ . s i i - S Ty

UHICAMF

o ——

l BEM IDTEC S ALY AL
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polada. Para o elemento j podemos definir o potencial como:
¥ =[xy (4.36)

em que x sdo fungdes de interpolagao. A equagdo integral de contorno (4.35), torna-se:

citi + Z (/ [aw* 6,-,¢ ] [x]dr; ) AR (fr %w*drj) (4.37)

Aplicando esta equagdo a todos os pontos i do contorno, obtemos o sistema de equagdes:

cidi +Zﬂjw"’ ZG,J, i= 18, N (4.38)
1=1
em que
- ov* B .
HIJ - ﬁ) [Bn + 0'_1((’!} [X]drj‘ (439)
Gij = ] ¥*Liar; (4.40)
r, &
A equagcao (4.38) pode ser reescrita na forma:
N N
Z-Hij%!”?fz ZG;‘;, =120 N (4.41)
=1 =1

com

Hi; = { -1}’,-3-, f#j

Hij+e, 1=3
Para calcular as integrais (4.39) e (4.40) devemos levar em consideracdo as funcoes
de interpolagao x. Trés tipos sao usuais na literatura: constantes, lineares e quadraticas. Se
as fungdes interpoladoras sdo constantes ou lineares em cada elemento, as integrais (4.39) e
(4.40) podem ser integradas numericamente quando i # j, utilizando um esquema de integracao
apropriado. Quando ¢ = j, a equacdo integral (4.39) é zero devido & ortogonalidade entre a
normal n e I';, para cada j, isto é, 832 0. A equagao integral (4.40) pode ser integrada
analiticamente. Se as funges interpoladoras sdo constantes, entdao x = 1 e o ponto p(zp,y,) é

considerado como estando no meio do elemento, fazendo com que o coeficiente ¢; seja igual a 7.
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As fungoes de interpolagao lineares sao definidas por:

[x]=[1;8,lgs]. (~l<sxl) (4.42)

O coeficiente ¢; que contribui para os termos H;; da matriz H pode ser calculado considerando

o angulo formado pelos elementos adjacentes I';_; e I';.

Se as fungoes de interpolagao sao quadraticas existe uma maior complexidade para
calcular as integrais (4.39) e (4.40). Esta dificuldade estd relacionada com o grau destas fungoes
e com a transformacdao de coordenadas necessaria para ajustar a forma do corpo. Elas siao

definidas como:

s(s—1 s(l1+s
o = [ -, ] (4.43)
Devido & transformagdo de coordenadas, as equagdes (4.39) e (4.40) assumem a forma:
4 o™
Hi; = B L d :
? /_1[3 a_, l[][J|S (4.44)
1
Giy= f P Lx] | J | ds (4.45)
-1 03
em que | J | é o jacobiano da transformacao dado por:
Ay 2
2 4
1= [ 2] (4.46)
com
dz _ dx]=N "
s~ 08s (AR
dy _ Ay
%= ot (4.48)

Parai # j as equagoes (4.44) e (4.45) podem ser integradas numericamente utilizando-
se qualquer esquema de integracao numeérica. O coeficiente ¢; é calculado de forma semelhante
a elementos lineares, enquanto que H;; nao é mais zero, pois, em geraJ L #0. Parai =5
um esquema especial de integracdo numeérica deve ser introduzido, porque a 1ntegragao analitica

j& ndo é mais possivel [39]. Neste trabalho, fizemos uma implementagao numérica do problema
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em questdo utilizando precisao simples, funcoes de interpolacdo constantes e as integrais fo-
ram calculadas por quadratura Gaussiana com quatro pontos. A fungdo peso ¥* corresponde
a solucao fundamental da equagao de Helmholtz. Ela e sua derivada em relacao a normal sio

dadas, respectivamente, por:

U" = 2 H(xr) (4.49)
op* 1k, or

Nas expressoes acima, H}(kr) é a funcdo de Hankel de primeira espécie e ordem zero definida

como:

H} = Jo(kr) + 1Yo(kr) (4.51)

em que Jo(kr) e Yp(xr) sao as fungdes de Bessel de primeira espécie e ordem zero. O vetor r é a
distancia do ponto de colocagdo (zp, y,) pertencente ao elemento i, até o ponto (z, y) pertencente

ao elemento j, isto é:

r=/(z - 2,)2 + (y - 3)? (4.52)

Com esta definicao das funcoes ¥* e %ﬁf‘—- o esquema de integracio numeérica que

utilizamos pode ser escrito na forma:

-« 1 1 ory ,33 L;
== —+ 2] 2w :
H;; 4§4Hﬂ(nr;) (man +aj_) 5 Wi (4.53)
1 . T;
Gy == 3 aHY(kr) L 1w, (4.54)
4 T a; 2

em que W, sao pesos ligados ao esquema de integragao e,

d d-n>0
1
or
— =4 0, d-n=0
on
-4, d-n<o
1

Na expressao anterior d é o vetor distancia com origem no ponto i e extremidade no

elemento j [35].

Apés calcular as integrais H;; e G;; em (4.41), obtemos o sistema AX = F em que

X é o vetor que contém a incognita 1&}" . A matriz A deste sistema ¢ nao-simétrica e cheia. Isto



44

exige uma sele¢do cuidadosa de um método para a solugao do sistema. Em nossa implementagao
utilizamos a decomposicio LU que mostrou ser satisfatéria. Conhecida a solucao do sistema de
equacdes podemos calcular o potencial para qualquer ponto interno utilizando a equagao (4.38)

com ¢; = 1.

4.6 Formulagao do MEC para a Equacao de Laplace

A equagdo de Laplace governa o problema em plano vertical quando a diregao do
campo incidente é paralela ao eixo-x. As seguintes condigoes de contorno devem ser satisfeitas

para que o problema seja bem posto:

gj—o e T} (4.55)
g—§¢—0 em [y (4.56)
24 em T (4.57)
g%—mé 0 em T, (4.58)

A formulacio de elementos de contorno segue os mesmos passos desenvolvidos na
secao anterior. Assim, a expressao de residuos ponderados resultante pode ser escrita como:
oY~ 611!
V2 |9dQ = / 4.59
[ hsae = [wo - vt ghar (4.59)

com 1t sendo uma aproximacao para o potencial difratado ¢ e ¥* uma funcao ponderadora.

Considerando que I' = Ty + I + I'y + I, podemos reescrever a expressao anterior em termos

das diferentes condigbes de contorno.

31,b"‘ w2

ll

fn eae = [ 15 $*1bdT

¥ / r[%’f: — k™|l

av*
4 f i
riry O VATl (b4¢)



45

+ / ” ﬂdr (4.60)

Esta expressao é o ponto de partida para solu¢oes por elementos de contorno. Necessitamos
definir 9* como uma solucao fundamental para que o problema se torne unicamente de contorno.

A fungao ¥* pode ser associada com a fungao de Green do espago completo tal que
Vi  +6(p) =0 (4.61)

A solugao desta equacdo é:

(4.62)

b b g
v f2ﬂln(|r|)

Substituindo (4.61) na equagdo (4.60) obtemos:
O@b'

u..-’2 3
P; = —* = 1{;d + 51{; - __,. d]
! ]."_f[ g Ff ./ f ]

8,(1[,* / £ a¢l
- dl(p1e) — J drl’. 4.63
/l"(b+=; 8“ w (b+ ) 311 ( )

E

A férmula anterior implica em uma relagao integral entre um ponto i pertencente ao dominio §2

e os valores sobre o contorno I'. Se considerarmos o ponto i sobre o contorno temos:

o w? . aw
i = /r,[ ¢

g

oy
h* __
+ /Fr{mzp In

ov"
- Pdl bte
‘/F( bte) dn ( }

81,!;’

= p (4.64)

em que ¢; corresponde ao angulo interno cujo vértice é o ponto p. A superficie I' do dominio
pode ser discretizada em N elementos distribuidos sobre cada uma das superficies I'y, I'c, I'y,
I';. Assim, (4.64) torna-se:

i = (/ [y

]de) b5
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( | " = 100 ) v,

- X (fr [alb‘][xldf{bm) V(bte)

Tp+le pt+le

= Z‘;‘i‘ y*dr, (4.65)

em que [x] sio fungoes de interpolagdo. Dois tipos de integrais podem ser observadas na equagao

anterior:

fiy = [ Gatalar (4.66)

Giy= / Y*dl' (4.67)
Ly

Elas representam fungoes influéncia entre um elemento i em que a solugao fundamental é aplicada
e qualquer outro elemento j sob consideragao. Para calcular a integral (4.66) devemos levar em
consideragao as funcdes de interpolagido x. Se estas sdao constantes ou lineares, a integral pode
ser calculada numericamente, quando ¢ # j, através de um esquema de integragio adequado.
Quando ¢ = j, esta integral é zero devido a ortogonalidade entre a normal n e I'. A equacio
(4.67) pode ser integrada analiticamente para i = j. Quando { # j o mesmo esquema de

integracao numérica aplicado a (4.66) pode ser usado. Seja

Hj, i#j
Hy=2% . ° _9&}_ (4.68)
Hij+e, i=3
Entao podemos escrever (4.65) na forma matricial:
¥ 0¢;
-[e] 5

| He Hy H,—wG, Hp-<G; | ~ (4.69)

4.7 Resultados Numéricos

Nesta se¢ao apresentamos diversos exemplos com a finalidade de mostrar a eficiéncia

e precisao do Método dos Elementos de Contorno quando aplicado a problemas de difracio
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de ondas. Duas discussées distintas sao realizadas: a primeira sobre problemas em plano ho-
rizontal governados pela equa¢do de Helmholtz; a segunda sobre problemas em plano vertical
governados pela equagao de Laplace. Tais exemplos situam-se dentro de uma gama de problemas

importantes como:
1. Problemas em Plano Horizontal
a. cilindro circular;
b. cilindro de segao quadrada;
c. cilindro de segao elitica;
d. interacao entre cilindros.
2. Problemas em Plano Vertical

a. estruturas semi-submersas

—

. sec¢ao circular

. secao quadrada

[
=3y

b. estruturas no fundo;

—

. secao circular
ii. secao quadrada

A validade do método é confirmada comparando os resultados com solugoes exatas,

analiticas aproximadas ou mesmo com solu¢des numéricas existentes na literatura.
1. Problemas em Plano Horizontal
a. Cilindro Circular

Consideremos o caso bidimensional de um cilindro circular vertical como mostra a

figura 4.3.

Este problema possui uma solugdo analitica, deduzida pela primeira vez por Maccamy
e Fuchs (1954), em termos da for¢a total que a onda impde sobre a estrutura. Segundo analise

de Brebbia e Walker [52], esta forca maxima atuando sobre um cilindro de raio r ¢ dada por:

tanh(xH) 1

Fm(w]:4,09A. 7
i R|H{2} (k)]

(cosar, sena) (4.70)
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kr) é a derivada da func¢do de Hankel de segunda espécie e ordem um, e,

—

!
em que, H 1(2)

= amplitude da onda;
frequéncia da onda;

nimero de onda;
profundidade da agua;
angulo de incidéncia da onda;
densidade da agua;
aceleragao da gravidade .

Il

I

| ™ R X E >
Il

A Y

onda incidente

8 elementos constantes
X

Y

Figura 4.3: cilindro circular; se¢ao horizontal constante

A componente horizontal da for¢a total que atua sobre um cilindro de raio r pode,

ainda, ser escrita como a parte de inércia da equagao de Morison [18]

T _,2m2A
F, = CmpID Ton cos(wt) (4.71)
em que,
D = diametro do cilindro;
£ = periodo da onda;

coeficiente de inércia .

Cm
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Considerando que 7' = Qf e que £ e w estao relacionados pela equagao de dispersao,

w? = kg tanh(kH) (4.72)

podemos comparar as equagoes (4.70) e (4.71) para obter o coeficiente de inércia efetivo:

A
s H® (wr)]

Cw=—g (4.73)
A solugdo analitica para a fase da forca total é definida por [18]:
Y{(kr)
s B R
5 an!(Frs) (4.74)

em que Ji'(kr) e Y1'(kr) sdo derivadas das funcoes de Bessel de primeira espécie e

segunda espécie, respectivamente, e ordem 1.

Os resultados numéricos obtidos usando o método dos elementos de Contorno foram
comparados com as solugdes exatas definidas nas equagées (4.70) e (4.73), com a equagao (4.70)

sendo normalizada por: .

F= ﬁ o (4.75)
Utilizamos fungoes de interpolagao constantes para ter a vantagem de uma implementagao mais
simples. Isto acarretou a necessidade de um maior refinamento da malha para assegurar uma
certa precisdo. Considerando a forca total que atua sobre o cilindro circular fizemos uma analise
da convergéncia da solugdo aproximada para a solugdo exata com o objetivo de escolher uma
discretiza¢io adequada. Utilizamos 51 nimeros de ondas  pertencentes ao dominio [.000625,.2],

discretizamos a se¢do circular em 12, 24, 48, 96 e 192 elementos constantes e consideramos a
H

relagio = = 4, com r = 1. O erro entre a solucao exata u e a solugao aproximada U para cada

discretizacgao foi calculado pela expressao:

- Ul = __max [ Sr) = Uer)

xre[.00625,.2) u(kr) | (4.76)

Na tabela 4.1, a seguir, apresentamos estes erros agrupados com a finalidade de
estimar a ordem de convergéncia 3 de U para u. Para isto, suponhamos que assintoticamente o

erro na norma definida em (4.76) seja dado por:

E(Aw)~ K(Aw)? (4.77)
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em que K é uma constante que nao depende da particao feita e Aw é a partigao do

intervalo dado. Reduzindo Aw, em (4.77), a metade, temos:

A A
E(?‘E) ~ K(—;i)ﬁ (4.78)
Dividindo (4.78) por (4.77), obtemos:
E(R) 1 .
E(Aw) 28 1)

Usando a expressao (4.79) com os erros dados pelas colunas definidas por ||u — Ul|so,
obtemos os valores de § registrados na tabela 4.1. Um exame dessa tabela nos mostra que a

taxa de convergéncia 8 do método é aproximadamente 2.

Tabela 4.1: erro da aproximagao

N; | |lu—=Ulle B Ni— Nia
12 022777 -
24 0057189 1.993768 | .0170581
48 .0014240 | 2.005788 | .0042949
96 .00035313 | 2.011677 | .00107087
192 | .000087236 | 2.017203 | .00026589

Para considerar a hipétese de que uma solucao exata nao seja conhecida fizemos uma
analise semelhante & anterior com relagao apenas aos resultados numéricos conhecidos. Os erros

foram calculados pela expressao:

||Ui+1(nr)—Ui(nr)||w: max U‘+1(nr)—tli(nr)|

Uit xr€[.00625,2.) [ (4.80)

em que, U; = solu¢ao numérica referente a discretizagao i. A tabela 4.2 apresenta o erro relativo
maximo considerando duas discretizagoes consecutivas cujas particoes sao metade uma da outra.
Uma comparagao destes valores com os existentes na quarta coluna da tabela 4.1 mostra que eles
coincidem até trés algarismos significativos. Isto sugere que podemos utilizar a mesma equagao

(4.79) para obter a ordem de convergéncia 3. A coluna trés da tabela 4.2 mostra que § = 2.
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Tabela 4.2: erro da aproximagio

AN | [T - Ul B

12-24 017158 -
24-48 .0043042 1.995064
48-96 .0011023 1.965228

96-192 .00027192 2.019262

As figuras (4.4) e (4.5) mostram, respectivamente, os erros relativos e a convergéncia
da for¢a quando o nimero de elementos cresce, para k7 = 1. Com base nesta analise podemos
concluir que 48 elementos constantes fornecem um refinamento da malha suficiente para asse-
gurar uma precisao adequada no sentido definido pela tabela (4.2). Considerando esta escolha
do nimero de elementos a grandeza da forca, a fase e o coeficiente de inércia sao comparados
com as respectivas solugdes analiticas e mostrados nas figuras (4.6), (4.7) e (4.8). Como se pode

observar a concordancia é excelente.

erroc da aproximacac

0.025 T T T T T T T T T
"errocclz"
Perrocc2g® ----
"errocc4g8" -----
"errocc9g® -
0.02 F erroclgsz” --— |
o
2 0.015 | \ =]
o \
o
[] Y
2l ‘.\
o .
n o1 -
H o]
o.005 F B
--------------------------------- T —— \\"‘\-..
5 e Sl e e e
4] 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2

Figura 4.4: erro da aproximacao: 12, 24, 48, 96, 192 elementos constantes
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convergencla da forca

1.0775 T T T T T T T r .

1.077 | . E
1.0765 + 4
1.076 | R
1.0755 | =
1.075 | 2
1.0745 _ E
1.074 | 4
1.0735 | B
1.073 | . . L L i 1 ‘ : L

o 20 40 80 B0 130 120 140 160 180 200

Figura 4.5: convergéncia da for¢a; N=ntimero de elementos; xr = 1.; MEC

forca total
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fase da forca total
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Figura 4.7: Fase da for¢a maxima; Sol. Aprox., 48 e.c. — ; sol.ex.

coeficlente de inercila
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0.8 h
0.6 | -
3
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Kr

Figura 4.8: Coeficiente de inércia; Sol. Aprox., 48 e.c. — ; sol.ex.
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b. Secao Quadrada

O caso de uma secao quadrada, representada na figura 4.9 a seguir, foi estudado por
Mogridge e Jamieson [33]. Eles realizaram experimentos sobre caixas quadradas e mediram as

forcas exercidas por ondas sobre estas estruturas.

Em acréscimo ao trabalho experimental apresentaram um método teérico aproxi-
mado com fundamento na hipétese de que as forgas das ondas sobre a estrutura de secao qua-
drada acontecem de maneira similar aquelas sobre um cilindro circular, isto é, se a dimensao
do cilindro de se¢ao quadrada é pequena relativo ao comprimento de onda, entao tal cilindro
nao deforma a onda incidente e a forca que ela impoe sobre a estrutura consiste da soma das
forcas de inércia e viscosas. Entretanto, se a dimensdo da estrutura é grande comparada ao
comprimento de onda incidente, existe reflexdo e difragao desta onda e com isso, as forgas de

arrasto sao despreziveis em comparagdo com as forgas de inércia.

elementos constantes

- - >
<

onda incidente | o |

Figura 4.9: secao quadrada

A forca maxima que a onda incidente impoe sobre um cilindro de se¢ao quadrada é,

segundo este método, definida por:
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. prb?AA
Frax = CmsT (4.81)
com,
p = densidade de massa;
b = comprimento do lado do quadrado;
A = altura da onda incidente;
A = comprimento da onda incidente;
T periodo da onda ;
Cr. s € um coeficiente de massa modificado, definido por:
/\2
C:ns = A(ka.) (482)

T2h?

com
A(rae) = \/{ (ka0 + [¥{ (ke
sendo,
K = numero de onda;
Qe = % , raio do cilindro circular equivalente;
Ji(ka.) = derivada da fungao de Bessel de primeira espécie e ordem 1;
Y{(ka.) = derivada da funcao de Bessel de segunda espécie e ordem 1 .

Esta forma padrao é de importancia no design de estruturas costeiras e certos tipos de
reservatorios de dleo [37]. A comparacdo entre os resultados obtidos por elementos de contorno

e o valores tedricos preditos pelas equagoes (4.81) e (4.82) é feita normalizando-as por:

I c A(ka,)

C; 4 - R (4.83)
FmGI

F = 4.84

pgAL (4.54)

Utilizamos 27 numeros de ondas x pertencentes ao dominio [.0001909, 1.] e conside-
ramos que % = 2, com b = 6. Os resultados foram plotados contra kr, em que r = 2;? A figura
(4.10) apresenta o comportamento do erro relativo entre a solugdo teérica, predita pela equagao
(4.83), e a solucao aproximada U, dada por elementos de contorno, para um angulo de incidéncia

a = 0° Os erros foram calculados para 24, 48 e 96 elementos constantes com a finalidade de
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mostrar a convergéncia. Pode-se observar que a distribuigao do erro nao é uniforme no intervalo
considerado. Isto indica uma razoavel discordancia entre o método numérico em questio e a
aproximagao teérica proposta por Mogridge e Jamieson [33]. Nas figuras (4.11), (4.12) e (4.13)
comparamos, respectivamente, a forca horizontal e o coeficiente de inércia modificado, calcula-
dos por elementos de contorno, com as solugdes tedricas (4.83) e (4.84), utilizando 48 elementos
constantes e considerando os angulos de incidéncia @ = 0° e & = 45°. Observamos que o angulo
de ataque nao altera demasiadamente a forga sobre a estrutura quadrada e que, quando xkr —
0, o coeficiente de inércia C},, tende para o coeficiente de inércia exato que é de 2.19 [34]. A

tabela 4.3 mostra esta convergéncia para o angulo de incidéncia a = 0.

Tabela 4.3: convergéncia da forga ; kr = .0001909

N Cms
12 | 2.2332
24 | 2.2157
48 | 2.2076
96 | 2.2000
196 | 2.1965

As figuras (4.14) e (4.15) mostram os resultados para a fase da forga horizontal,
comparada com os da referéncia [33]. Para a = 45% nao é possivel reproduzir a fase pela
abordagem do cilindro circular equivalente. Como se pode observar pelas figuras (4.10)-(4.15),
os resultados, obtidos pelo m’etodo de elementos de contorno utilizando elementos constantes e

pelas aproximacoes tedricas (4.81) e (4.82), ndo sao comparaveis entre si de forma razodvel.

Considerando que o método de elementos de contorno mostrou excelente compor-
tamento para o caso do cilindro circular, somos impelidos a concluir que o método tedrico

aproximado proposto por Mogridge e Jamieson nao é satisfatério.
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Figura 4.10: erro relativo;

forca horizontal; caixao guadrado
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Figura 4.11: médulo da forga horizontal; MEC 48e.c. - - - ; ref. [33] —; a = 0°
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forca horizontal; calxao guadrado
T T T T T T T

=
.
a 1 1 1 1 1 1 1 | 1
a 0.1 Q.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
kr
Figura 4.12: médulo da forga horizontal; MEC- 48e.c. - - - ; ref. [33] — ; a = 45°
coeflciente de inercla; calxac quadrado

2.5 T T T T T T T T T

1.
o

Figura 4.13: coeficiente de inércia; MEC- 48e.c. - - - ; ref. [33] — ; a = 0°



amplitude

amplitude

fase da forca horizontal: caixao gquadrado
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Figura 4.14: fase da forca horizontal; MEC- 48e.c. - - - ;ref. [33] —; a = 0°

fase da forca horizontal: calxac guadrado
40 T

-40 F

kr

Figura 4.15: fase da forga horizontal; MEC- 48e.c. - - - ; ref. [33] — ;@ = 45°
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¢. Cilindro Elitico

O cilindro de se¢do elitica representado na figura (4.16) a seguir, foi estudado por

Goda e Yoshimura [32] utilizando um método analitico.

elementos constantes

onda incidents

Figura 4.16: secao elitica

Discretizamos o contorno em 48 elementos constantes e calculamos a forca na direcao
horizontal para a = 30°, na diregdo vertical para a = 60° e em ambas as dire¢ées para a = 0°

e a = 90°.

Segundo Au e Brebbia [39], resultados melhores podem ser obtidos para o mesmo
nimero de elementos se discretizacdes mais finas forem feitas proximas ao maior eixo da elipse,
devido ao fato de que mudangas mais rdpidas na inclinagdo ocorrem nas proximidades daquela
posi¢ao. Os resultados obtidos para @ = 10 e b = 1.5 em que ’a’ e 'b’ sao, respectivamente, os
eixos maior e menor da elfpse, podem ser vistos nas figuras (4.17 - 4.20). Uma comparagao é

feita com a solugdo de Goda e Yoshimura [32], para a = 30° e o = 60°.
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forca horizontal; cilindro elitico
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4.17: modulo da forga horizontal; MEC-48e.c. — ; ref. [32] e 0 0 ; o = 30°; % =4

forca vertical; cilindro elitico

L] T T

ka

Figura 4.18: médulo da forga vertical; MEC-48e.c. — ; ref. [32] e 0 @ ;: a = 60°; i:- =
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forca horizontal; cilindro elitico
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Figura 4.19: médulo da forga horizontal; MEC-48e.c. —; a = 0%

forca vertical; cilindro elitico

Figura 4.20: médulo da forga vertical; MEC-48e.c. —; a = 90°
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d. Interacao entre Cilindros Circulares

As interacoes hidrodinamicas entre os varios membros de estruturas oceanicas com-
plexas sujeitas a agdo de ondas sao de considerdvel importancia pratica. No caso de uma
tension-leg platform (TLP), que contém vérias colunas verticais de didmetros relativamente
grandes, espera-se que a influéncia de colunas vizinhas sujeitas ao campo total de ondas possa
provocar carregamentos hidrodindmicos sobre colunas individuais, diferentes do que cada uma
delas experimentaria se estivesse sozinha. Nesta secdo, estudamos a interacdo entre dois, trés e
quatro cilindros circulares de igual raio, considerando a taxa R da forca sobre o cilindro teste
para aquela sobre o cilindro isolado. Utilizamos 24 elementos constantes para cada cilindro,
tomando como angulos de ataque, a = 0°, a = 45% e a = 90°. Diferentes distancias entre os
centros dos cilindros sdo consideradas para averiguar até que ponto a interagio entre os mes-
mos pode ser levada em consideragdo. Os resultados mostrados nas figuras (4.22), (4.23) e
(4.42) foram comparados com os obtidos por Masseti e Wrobell [37]. Como se pode observar a

concordancia é excelente.

i. Dois Cilindros Circulares

onda incidente

-- -

cilindro teste cilindro vizinho

D

Figura 4.21: dois cilindros circulares

As seguintes relagoes sdo consideradas: f- = 10; % =3; % =5e % = 10.



IR]

IR|

1.5 T T T T T T T T
\\
1.4 a\ -
\
1.3 -
1. ~
1. \ /4
% \ /
LN /
%
Y VA
N, ”
" /4
N e\ |
, 0‘
A
S N
0. "= -‘-&i P -
H‘""\:
‘we.______a;‘é.»u\h_
A = S
OAG 1 L L 1 -l 1 1 1 1
o] .2 0.4 0.6 0.8 15 1.2 1.4 1.8 1.8 2
ka
Figura 4.22: cil. teste — ; cil. vizinho - - - ;ref. [37] e 0o e ..4..+... ; a = 0% %
R: Taxa de varlacaoc da forca sobre doils cilindros
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Figura 4.23: cil. teste — ; cil. vizinho - - - ;ref. [37] e 00 ;0 =45%2 =3



IR

IRI|

R: Taxa de varlacao da forca sobre dois cilindros
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Figura 4.24: cil. teste — ; cil. vizinho - - - ; a = 900;% =3
R: Taxa de varlacaoc da forca sobre dols cllindros
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Figura 4.25: cil. teste — : cil. vizinho - - - ; & = Oo;g =3
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Figura 4.26: cil. teste — ; cil. vizinho - - - ; & = 450;5— =5
R: Taxa de varlacaoc da forca sobre dols cilindros
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Figura 4.28: cil. teste — ; cil. vizinho - - - ; & = 0%
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B: Taxa de variacaoc da forca sobre

dois cilindros
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Figura 4.30: cil. teste — ; cil. vizinho - - - ; a = 90% % =10

A partir das figuras observamos os seguintes efeitos da interagao hidrodinamica:

68

a. Dependem fortemente da frequéncia da onda. De fato, as interagoes nao sao

significativas para baixas frequéncias;

b. a forca sobre o cilindro teste é mais significativa para a = 0°, isto é,

cilindro vizinho esta diretamente atras dele;

c. para a = 90 as forgas que incidem sobre os dois cilindros sao iguais;

d. quando a distancia entre os cilindros aumenta,

diminui e tende a oscilar em torno da reta y =

quando o

a forca total sobre cada um deles

1. Isto é esperado, visto que para grandes

distancias cada cilindro comporta-se como um cilindro isolado.

e. A taxa R nio tende a 1, quando xa tende a zero, exceto em alguns casos (figuras

4.26 e 4.29).
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ii. Trés cilindros circulares

Os efeitos da interacao entre trés cilindros circulares igualmente espagados (fig. 4.31)

podem ser vistos nas figuras (4.32 - 4.40).

Ay

cilindro vizinho 2
onda incidente

I
1
I
I
1
i
1
|
|
|
]
I
!
I
I
I

cilindro teste cilindro vizinho 1

Figura 4.31: trés cilindros circulares

Como antes, fizemos uma analise para diferentes espacamentos bem como diferentes
angulos de incidéncia. Os resultados numéricos estao de acordo com os existentes na literatura
e com o que prediz a teoria de difragdo com respeito a tendéncia da for¢a quando a distancia e

os angulos de incidéncia sao alterados. Observamos que:

a. A influéncia dos cilindros vizinhos sobre o cilindro teste tende a crescer até a = 459

para depois decrescer até a = 90°;

b. a forga sobre o cilindro vizinho 1 tende a decrescer até o = 45Y para depois crescer
novamente até o = 90°. Neste caso, a forca é a mesma para os angulos de incidéncia o = 0° e
a = 90%; No caso do cilindro vizinho 2 a forga tende a crescer até o = 459 apresentando depois

um ligeiro declinio até o = 90°;

c. para diferentes distincias entre os centros dos cilindros, a razao entre a forca
sobre cada cilindro na presenga dos outros e a forga sobre o cilindro isolado apresenta o mesmo
comportamento para diferentes angulos de incidéncia: em cada caso esta razao oscila em torno

da reta y = 1 2 medida que D aumenta.
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R: Taxa de variacao da forca sobre tres cilindros
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Figura 4.32: cil. teste — ; cil. vizinho 1 - - - ; cil. vizinho 2 ... : a = 0°; %
R: Taxa de varlacao da forca sobre tres cilindros
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Figura 4.33: cil. teste — ; cil. vizinho 1 - - - ; cil. vizinho 2 ... ; a = 45°;

Gl
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R: Taxa de varlacaoc da forca sobre tres cllindros

Figura 4.34: cil. teste — ; cil. vizinho 1 — ; cil. vizinho 2 ... ;a = 90°;

R: Taxa de varlacao da forca sobre tres cilindros
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Figura 4.35: cil. teste — ; cil. vizinho I - - - ; cil. vizinho 2 ... ; & = 0°;
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R: Taxa de varlacao da forca sobre tres cilindros
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Figura 4.36: cil. teste — ; cil. vizinho 1 - - - ; cil. vizinho 2 ... ; & = 45°;§ =5

R: Taxa de variacao da forca sobre tres cilindros
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Figura 4.37: cil. teste — ; cil. vizinho 1 — ; cil. vizinho 2 ... ; o = 90°;
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R: Taxa de variacao da forca sobre tres cilindros
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Figura 4.38: cil. teste — ; cil. vizinho 1 - - - ; cil. vizinho 2 ... ; & = 0Y; ‘i—’ = 10

R: Taxa de varlacao da forca sobre tres cilindros
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Figura 4.39: cil. teste — ; cil. vizinho 1 - - - ; cil. vizinho 2 ... ; a = 45°;§ =10
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Figura 4.40: cil. teste — ; cil. vizinho 1 — ; cil. vizinho 2 ... o = 90°%:2 = 19

iii. Quatro cilindros circulares

Uma configuragao de quatro cilindros pode representar uma TLP flutuante ou uma

grande plataforma de quatro colunas (figura 4.41).

Efeitos da interferéncia sobre cada cilindro devido a presenca de outros, sio mostra-
dos nas figuras (4.42 - 4.48).

Na figura (4.42), com a = 0°, vemos que as forcas sobre o cilindro teste (Fl)e o
cilindro vizinho 3 (F4) sdo iguais e de intensidade maior que aquelas que agem sobre os vizinhos
1 (F2) e 2 (F2), que por sua vez também sio iguais. Isto é esperado devido a disposigao dos

quatro cilindros.

A figura (4.46), com a = 45°% mostra que as forgas sobre os cilindros vizinhos 1 e
3 sdo idénticas e com menores oscilagdes em regides préximas as extremidades do intervalo de

frequéncia.

Para o = 90° o comportamento das forcas é o mesmo que para a = 0°, exceto pelo
p ¢ que p y P

fato de que neste caso F'1 = F'2 e F3 = F'4, com intensidade maior para o par F1-F2.
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- p -

onda incidente
I
R
Figura 4.41: quatro cilindros circulares
R: Taxa de variacao da forca sobre quatro cilindros
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Figura 4.42: cil. teste —;cil. viz. 1---;cil. viz. 2- - - ; cil. viz. 3 — ; ref. [37] 00 e; a0 = (°:
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R: Taxa de varlacac da forca sobre gquatro cillindros

teste — ; cil. viz. 1---;cil. viz. 2 ... : cil.

R: Taxa de varlacao da forca sobre quatro cilindros
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Figura 4.44: cil. teste — ; cil. viz. 1 — ;cil. viz. 2 ... ; cil. viz. 3 ... ; & = 90°;
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R: Taxa de varlacac da forca sobre quatre cilindros
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Figura 4.45: cil. teste — ; cil. viz. 1---;cil. viz. 2 - - - ; cil. viz.

R: Taxa de varlacaoc da forca sobre quatro cilindros
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Figura 4.46: cil. teste — ; cil. viz. 1-- - ; cil. viz. 2 ... ; cil.

D

a

5

77



IR

IR

R: Taxa de varlacao da forca sobre guatro cilindros
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Figura 4.47: cil. teste — ; cil. viz. 1 — ; cil. viz. 2 ... ; cil. viz. 3 ... ; a = 90°; % =5

R: Taxa de varliacao da forca sobre quatro cilindros
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Figura 4.48: cil. teste — ;cil. viz. 1---;cil. viz. 2---;cil. viz. 3 —;a = 0“;% =10
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2. Problema em Plano Vertical

Neste item do nosso trabalho, novamente focalizamos nossa atencio sobre possiveis
comparagoes dos resultados numéricos presentes com outros existentes na literatura visando
validar a formulagao e resultados numéricos do problema de interagao onda-estrutura submersa.
A implementa¢do computacional, em duas dimensoes, que desenvolvemos é capaz de abranger
tres diferentes configuragdes, envolvendo trés formas de estruturas: semicircular, retangular e
circular. O programa gera automaticamente as coordenadas dos nés dos elementos ao longo do
contorno do dominio desde que detalhes da configura¢ao sejam fornecidos. Tais detalhes incluem
a dimensdo caracteristica da estrutura, profundidade da agua, profundidade de submergéncia e

o numero de elementos.
a. Estruturas Semi-Submersas

i. Secao Circular

onda incidente A Z
_______ = I
I

r ! r

A : X £,
: \/ J 'I
: a 1
I I
: :
I I
: le :
I I
| I
& H L Iy
| I 1
I I
I 1
: :
I l" |
I b v l

Figura 4.49: cilindro semi-submerso

Este problema foi estudado por Chakrabarti [18] e Naftger-Chakrabarti [38] que
utilizaram em sua formulagao uma fun¢ao de Green desenvolvida por John [53]. Tal formulacio
sofre do problema de frequéncias irregulares, que os referidos autores corrigiram, aproximando

a solugdo, na vizinhanga destas frequéncias, utilizando interpolagao.
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Trabalhamos com 51 frequéncias ka € [.01, 10] e consideramos diferentes profundi-

dades H para observar a influéncia do fundo sobre as for¢as que atuam no semicilindro.

Comparamos nossos resultados com os da referéncia [38]. Como se pode observar

nas figuras (4.50)-(4.55) existe uma excelente concordancia entre os dois métodos numéricos.

As figuras (4.56) e (4.57) resumem como a presenca do fundo interfere no escoamento.
Discretizamos os contornos I'y,, I'y,, Ty, I'y,, 'y, e T. em N elementos constantes, conforme

mostra a tabela (4.4) a seguir.

Tabela 4.4: discretiza¢do: semi-cilindro na superficie livre

Contorno | I'y, [Ty | Ty | Ty, [Ty [T | &
N 25 | 20 [60 | 20 | 25 |16 | 4
N 25 | 8 |60 8 | 25 | 16| 1.5
N 25 | 5 |60 5 | 25 | 16 | 1.05

Os contornos ficticios de radiagdo foram fixados a uma distancia d = 6a e as foras

sobre o semi-cilindro foram normalizadas, respectivamente, por:

Fy
Fy, = ;
i (4.85)
e
F, _
F,=—X (4.86)

pgAa
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forca horizontal-cilindro semi-submerso
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Figura 4.50: médulo da forga horizontal; Sol. Aprox. MEC: — ; ref. [38] o o o; % = 1.05

forca wertical- cilindro semi-submerso
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Figura 4.51: médulo da forga vertical; Sol. Aprox. MEC: — ; ref. [38] e 0 o; % = 1.05

81



IFh|

1Ev|

forca horizontal-cilindro semi-submersc
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Figura 4.52: médulo da forga horizontal; Sol. Aprox. MEC: — : ref. (38] eoe; 4 — 1 5
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2 s o T _ﬂﬁhhhh;\\' L |
1.8 | \ ]
N
1.6 [ \ 7
\\
1.4 [ \ 4
1.2 A
1t 4

\\\
0.2 > -
0 e gl . - L i "
0.001 0.01 0.1 1 10

ka

Figura 4.53: médulo da forga vertical; Sol. Aprox. MEC: — ; ref. [38] e o o; % = 1.5
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Figura 4.54: médulo da forca horizontal; Sol. Aprox. MEC: — ; ref. [38] o o o; % =d

forca vertical-cilindro semi-submersc
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Figura 4.55: médulo da forga vertical; Sol. Aprox. MEC: — ; ref. [38] s e e; £ =4
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ii. Secao Retangular

onda incidente

,I\ 4
——————— = I

I

F ' a _
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: T | [
1 [+ I Tr
! 1—1‘-1 2 H I 2
: ;
| ]
: b |

Figura 4.58: se¢ao retangular

As figuras (4.59) e (4.60) mostram, respectivamente, as forcas horizontal e vertical,
calculadas por elementos de contorno e comparadas com os resultados numéricos obtidos por

Taylor e Zietsman [62].

Trabalhamos com 30 frequéncias pertencentes ao intervalo [.01, 4.]. As seguintes

relagoes foram consideradas para que a comparagao pudesse ser efetivada:

Cada um dos contornos I'y,, I'y,, I, , I'e,, I'e,, I's, I'y, e 'y, foi discretizado em N

elementos constantes, conforme mostra a tabela (4.5) a seguir.

Tabela 4.5: discretizagao: retingulo na superficie livre

Contorno | 'y, | Iy, | T [Ty, | Ty, | Ty | Ty | T,
N 30 | 30 | 15| 15 | 30 | 10 | 30 | 10
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Figura 4.59: médulo da forga horizontal; MEC: — ; ref. [62] o o o;

forca vertical-retangulo superficle livre
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Figura 4.60: médulo da forca vertical; MEC: — ; ref. [62] 0 0 o:
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b. Estruturas no Fundo

i. Segao Circular

¥
F-— - -

H

i

para

Figura 4.61: semicilindro no fundo

87

-

Este problema tem uma solugao assintética deduzida por Naftzger e Chakrabarti [38]

— 00. As forgas normalizadas sao dadas por:

_ TKa _ 2Cy(ka)
Ehs cosh(kH) % ko= cosh(xH)
em que
sin(ka)
Ci(ka) = cos(ka) + o + krSi(ka) — 1
e Si(xa) é a integral
=4 sin
Si(ka) = [ (ZX)dx

0 X

(4.87)

(4.88)

(4.89)
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Trabalhamos com 51 frequéncias ka € [-01, 10] e consideramos diferentes relagdes
entre a profundidade H e o raio do semicilindro (fig. 4.61).

Cada um dos contornos Ly, Ly, Toyy Loy Ty, e Ty, foi discretizado em N elementos

constantes, conforme mostra a tabela (4.6) a seguir.

Os resultados sdo comparados com os da referéncia [38] nas figuras (4.62 - 4.67) para
valores de % correspondentes a 1.05, 1.5 e 4. Um menor valor de i—f resulta em um grande

bloqueio de energia da onda, o que implica em forcas maiores sobre a estrutura,

As figuras (4.68) e (4.69) resumem como a presenca do fundo interfere no escoamento.

Tabela 4.6: discretizagao: semicilindro na superficie de fundo

Contorno Iy | Py Ly, | Te | Ty, | pN g-
N 60 20 [ 25 (16| 25 | 20 4
N 60 | 8 [25 |16 25 | 8 1.5
N 60 | 5 25 [ 16 | 25 5 | 1.05
forca horizontal-semi-cilindro ne fundo
1.8 v - T - e — . . T
1.4 / .}
1.2 f E
/ _
& Bl /
& /
0.8 | /,r’ 4
0.6 | / -
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0.2 /-_'Q\\‘> -
N
»
0 " i P | " PR 1 i aal A "
0.001 0.01 0.1 1 10

Figura 4.62: médulo da forga horizontal: Sol. Aprox. MEC: — ; ref. [38] o o 2 =105
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Figura 4.63: médulo da forga vertical; Sol. Aprox. MEC: — ; ref. [38] o o o; =105
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Figura 4.64: médulo da forga horizontal; Sol. Aprox. MEC: — ; ref. [38] e ¢ o; =15
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forca vertical- semi-cilindre no fundo
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Figura 4.65: médulo da forga vertical; Sol. Aprox. MEC: — ; ref. [38] o o o;g =15

forca horizontal-semi-cilindro no fundo
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Figura 4.66: médulo da forga horizontal; Sol. Aprox. MEC: — ; ref. [38] e o ;i =4
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forca vertical- semi-cilindro ne fundo
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Figura 4.67: médulo da forga vertical; Sol. Aprox. MEC: — ; ref. [38] o @ o;% =4
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Figura 4.68: modulo da forga horizontal; % =1.05 —; % =15---; -‘;i
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Figura 4.69: médulo da forga vertical; _ii =1.05—; g =15---;
ii. Secio Retangular
Fixamos H, utilizamos 30 frequéncias ka € [.01, 2.] e consideramos os seguintes
€asos: % = f’;—E =2, ﬂaﬁ = 3. Cada um dos contornos I'y,, I'.,, 'y, I'y,, I's,, Te,, T, € Tey

foi discretizado em N elementos constantes, conforme mostra a tabela (4.7) a seguir.

Observamos que um menor valor de % resulta num maior bloqueio de energia da

onda implicando em forgas maiores sobre a estrutura.

As figuras 4.71, 4.72 e 4.73 mostram, respectivamente, as forcas horizontal, vertical

e o momento para diferentes relagoes entre HE e a.

Tabela 4.7: discretizagao: retangulo na superficie de fundo

Contorno | Ty, | Ty, | Ty [Ty, | Ts, | Tey | Doy | Tey | 25
N 25 2060|2020 5 [10] 5 | 1
N 25 20 (60| 8 [ 201010 10| 2
N 25 (2060 5 [20]15[10] 15 3
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Figura 4.70: se¢do retangular no fundo
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forca vertical-retangulc superficie de fundo
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Figura 4.73: médulo do momento da forca; % =1y—; HaE b
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Neste capitulo, o MEC foi utilizado para resolver problemas de difracao de ondas
por grandes estruturas. Dois modelos matemdticos envolvendo os operadores de Helmholtz e
Laplace foram descritos e a formulagdo do método para ambos os operadores foi feita, com
base na técnica dos residuos ponderados. Aspectos numéricos como discretizacao da equagao
integral de contorno, fungdes de interpolagao, solugao fundamental e integracao numérica foram
analisados. Duas implementacoes numéricas distintas, associadas aos operadores bidimensionais
de Laplace e Helmholtz, foram desenvolvidas. Em cada uma delas, foi suposto que o potencial e
sua derivada com relagao & normal eram constantes sobre cada elemento. As forgas, provenientes
da difracao por uma estrutura fixa, foram calculadas e comparadas com solugdes analiticas ou

aproximadas existentes na literatura.



Capitulo 5

Radiacao de Ondas

5.1 Introducao

Este capitulo tem por objetivo sistematizar a teoria matematica que trata do mo-
vimento de um corpo rigido flutuando livremente ou descrevendo um movimento for¢cado sob a
influéncia de forgas externas. O fluido é incompressivel, tem um movimento irrotacional e as
forgas de flutuagao devidas a pressao exercida pelo fluido sobre o corpo sao levadas em consi-

deragao.

As equagoes do movimento para um sistema deste tipo sao bem conhecidas. O
estado do fluido é completamente descrito por uma funcao escalar ¢ (z,y, z,t), o potencial de
velocidade, que como uma funcao das coordenadas espaciais satisfaz a equacao de Laplace. Na
posicao de repouso vamos admitir que o fluido ocupe uma regidao R do espago xyz limitada pela
superficie de fundo I'y definida por y = —H, a superficie imersa I', do corpo e uma parte I'y do
plano xy que corresponde a superficie livre (figura 5.1). A auseéncia de camadas de contorno e
tensao de superficie implica a condigao que sobre cada uma destas superficies a velocidade normal
das particulas e a pressao serao continuas através das mesmas. Sobre I'; a pressio é suposta
constante e igual & pressdo atmosférica. Sobre I'. a condi¢do cinemadtica de que a velocidade
normal é continua permite-nos expressar a derivada normal de &7 em termos da velocidade
angular do corpo rigido e da velocidade do seu centro de gravidade. A condigdo dindmica sobre
[, de que a pressao é continua pode ser expressa considerando que o corpo move-se sob a
influéncia da gravidade, da pressao do fluido e de outras forgas externas prescritas. Sob estas

condi¢bes nenhum escoamento de energia ocorre na superficie de fundo ou na superficie livre. A
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energia é ganha ou perdida pelo sistema apenas através de ondas que chegam ou partem para o
infinito, ou, no caso de corpos flutuando nao livremente, através de forgas externas agindo sobre

ele [56].

Figura 5.1: corpo flutuante

Obter a solucao das equagoes que governam um problema geral deste tipo nao é
uma tarefa ficil. As dificuldades que surgem sdao provenientes do fato de que ¢¥ é uma solucio
da equacdao de Laplace determinada por condigoes de contorno nao lineares sobre contornos
varidveis. A necessidade de encontrar uma solucdo nos leva a impor algumas simplificagoes. A
primeira delas consiste na linearizagdo do problema o que implica na restricio a movimentos
infinitesimais. Neste caso, as condigoes de contorno tornam-se lineares para a fungao potencial
#T sobre contornos fixos, os quais passam a constituir os contornos correspondentes a posicao
de equilibrio ou repouso. Esta condigao de linearidade pode ser obtida por um esquema de
expansao formal (secao 3.3). Os termos de menor ordem correspondem a auséncia de movi-
mento (equilibrio). Neste caso, a superficie permanecerd no plano horizontal xy do sistema de
coordenadas, enquanto que a superficie imersa I',, no caso de um corpo flutuando livremente,
coincidird com I'c na posicao de equilibrio do corpo. Isto é caracterizado pelo fato de que a
pressao hidrostatica do fluido atuando sobre I'. equilibra a a¢ao da gravidade sobre o corpo. Os
termos que correspondem a ordem seguinte permanecem nas equacoes linearizadas ao se truncar

o esquema de expansao. Desta forma é possivel obter a condicao cldssica,

por s
at? g 0z

a partir da combinagao das relagées cinematica e dinamica satisfeitas na superficie livre 2 = 0.

=0 (5.1)
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Sobre a superficie imersa I'. a condi¢do cinematica que expressa a continuidade da velocidade
normal é dada por [56],

a¢T . .

——=X'n+0:[(r—rg) X n] (5.2)

on
em que X é a velocidade do centro de gravidade do corpo, n ¢ a normal unitiria em I,, ®
é a velocidade angular do corpo, r = (z,y,2) e rg = (0,0,2z5). A relagio (5.2) expressa a
derivada normal de ¢ sobre I, como uma combinacio linear das componentes da velocidade
do corpo com coeficientes que sao dados por I'. e que sio independentes de t. Se 0 movimento
do corpo néo for prescrito é necessario langar mao também das condi¢des dinamicas sobre ele.
Para um corpo rigido flutuando livremente elas consistem em seis equacoes diferenciais do mo-
vimento, as quais expressam que a aceleragiao do corpo é devida a aceleragao da gravidade e da
pressao do fluido atuando sobre I'.. Na teoria linearizada estas equagdes dindmicas tornam-se
seis equagoes diferenciais lineares de segunda ordem com incégnitas z(t), y(t), 2(t), 6y, 83, 63,

s 2ok a 1 g . = (_3_@_?_‘

coeficientes constantes e uma parte ndo homogénea envolvendo integrais da fungio <5- sobre
I'.. As equagdes e condigdes de contorno obtidas para a teoria linearizada sio ainda muito
complicadas para se obter uma solucdo mesmo que numérica. Deste modo, serd necessario in-

troduzir outra simplificagao referente ao comportamento da solugao. Admitiremos, assim, que

o movimento sera periédico no tempo.

5.2 Transformacao de Coordenadas

Seja Oxyz um sistema de coordenadas fixo no fluido com Oz opondo-se a direcio da
gravidade e Oxy na superficie livre nao perturbada. Seja O'z’y’z’ um sistema de coordenadas
fixo no corpo com a origem O’ sobre o centro de rotagio do mesmo (nio necessariamente o
centro de gravidade). No instante inicial o sistema O’z’y’z’ é paralelo ao sistema Oxyz (figura
5:2).

Neste instante as coordenadas de O’ em relagdo ao sistema inercial sio dadas pelo

vetor

rp = (€1,6,6) (53)

A medida que o corpo flutuante se move a partir da posi¢ao de repouso o sistema

O'z'y'2' varia de posicao.
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Seja rr = r} + erk + €2r% + ... as coordenadas méveis de O’ no sistema inercial, em

que 7% corresponde a posigao de repouso de O’ independente de t.

Figura 5.2: sistemas de coordenadas
Suponhamos que o vetor posi¢ao de um ponto no espaco, nos dois sistemas de coor-

denadas, seja denotado, respectivamente, por [57]:

Y = (2 05.8) (5.4)

= (:I’a y’! z!) (55)
Estes vetores podem ser relacionados por uma transformagao linear da forma

r = M(r—rr) (5.6)

r=rr+ Mt (5.7)

em que M é uma matriz ortogonal e M* sua inversa (figura 5.3).
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Figura 5.3: transformagao de coordenadas

Vamos obter inicialmente a matriz M para o problema de primeira ordem. Neste
caso é conveniente expressar as rotacoes aproximadamente em termos de um vetor. Sejam &4,
{5 e £¢ os angulos "roll”, "pitch” e "yaw”, respectivamente, segundo os quais o corpo é girado

em torno do centro de rotacao O'.

A principio, desprezamos o movimento translacional e consideramos apenas as rotagoes.

i. Rotagdo em torno de x (£4)

y’ = yCOSfel +ZSiIIE4



ou

ou

1
0
0

0
cos &4

— sin f4

—ysin &y + zcoséy

0
sin €4

coséy

Figura 5.5: &5

z' = zcosks — zsinés

2/ = zsinés + zcosés
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(5.8)

(5.9)

(5.10)



ou
z’ cosés 0 —sinés T
y" —_ 0 1 0
z' sinés 0 cos&s
ou
' =Ry-x

iii. Rotacdo em torno de z ()

Figura 5.6: &

t' = zcoség + ysinég

y = —zsing + ycosés

ou
z' coség sinég 0 z

—sinés coség 0 Y
2! 0 01 z

e
I
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(5.11)

(5.12)
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ou

2'=Ry-z (5.13)

A orientagao final sobre os trés eixos é dada pelo produto R das matrizes R3, Ry, Ry nesta

ordem, ou seja,

cfecls sEecbe + clesEssby  s€esbs — clesbscks
R=| —seels clocls — slesbssly closbs + sbosbscks (5.14)
s&s —c€55€4 cEsey

em que c corresponde ao cosseno e s ao seno. Expandindo os senos e cossenos dos angulos £y,

€5, &6 em séries de poténcias em ¢ e retendo apenas os termos de ordem ¢, temos

1 efg —et}
M= | —e 1 et (5.15)
e€s —et} 1

As equagdes (5.6) e (5.7) assumem a forma:

a! 1 ey —eby || -6 —etf
V| = - 1 e || y-8—etd | +o(e)
2 €3 €& 1| 2-8-€
z & + €€} ¢
y|=| 8+ | +M | ¥ | +o(P)
&8 + €63 z

Retendo apenas os termos lineares em € podemos reescrever cada sistema de equagdes anterior

na seguinte forma:
=z -6 - f +6(2 - 8) - Gy - &)
V=y-8—d6 -z - &) + &z - &)]

F=2-8 -G+ E(y— ) - (e - &) (5.16)

ou, na forma vetorial
r'=r—r7— €y + 0! x (r—rY)] (5.17)
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em que O! = (¢3,£5,&8), vy = (€0,€2,€3) e vk = (€},£},€}). Da mesma forma temos:

z=a2'+ & + e[t + €1 - €Ly
Y=y + & + €& - €12 + €l

z=2'+ &+ €6 + &y - &2’ (5.18)
ou, na forma vetorial
r=r +ry+¢rk+ 0 x1] (5.19)

As equagdes (5.17) e (5.19) que representam a transformagio em termos de operacdes vetoriais
sao validas apenas no problema linearizado. Nelas, o vetor r?r representa a posi¢io de repouso

do centro de rotagao do corpo e é independente de t.

No problema de segunda ordem devemos usar angulos de Euler para especificar a
orientagao instantinea do corpo. Assim, a expressao resultante para M depende da ordem
na qual as trés rotagdes sao tomadas. Esta ordem é, naturalmente, arbitraria, uma vez que
qualquer deslocamento de um corpo rigido pode ser descrito como a soma de uma translagio e
uma rotagao isolada sobre algum eixo. Entretanto, um tal eixo estd constantemente variando
com o tempo e assim, devemos escolher um método sistematico de descrever a cinematica do
corpo. Optaremos pela sequéncia "roll”, "pitch” e "yaw” que, em geral, nao corresponde aos

angulos de Euler descritos em livros textos, mas que se presta aos nossos propésitos [57).

Suponhamos que, por um momento, as origens O e O’ coincidam. Seja OZ§Z um
novo sistema de coordenadas que € idéntico ao sistema Oxyz, exceto para uma rotagao positiva

&4 sobre o eixo x. Assim, a transformagdo de x para  é dada por (figura 5.7)

F= Mz (5.20)
em que
1 0 0
My=|0 cosés siné

0 —sinéy coséy



Figura 5.7: roll
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Fazendo uma segunda rotacao de um angulo &5 sobre o eixo #, obtemos a trans-

formagao (figura 5.8)

em que

My =

Figura 5.8: pitch

cos €5

sin &5

1]

—sin €5
0

cos &5

(5.21)

Finalmente, uma terceira rotacao de um angulo £ sobre o eixo Z faz com que os eixos coincidam
com o sistema O’z'y’2’ (figura 5.9).
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Z= 2"
“\
Figura 5.9: yaw
Assim,
Z = M3z (5.22)
em que

coség sing 0
My = | —sinfg cos&s 0
0 01
A tranformagao completa é obtida pela multiplicagdo das matrizes M3, M e M; nessa ordem,
isto é, M = M3 - My - M;. Assim,

c€sce  c€asle + sEas€scls  s€asbe — clasésels
M = | —clssle clacle — s€as€ssle  sbacks + c€sbssts
s&s —s€4cks c€4qcs

em que ¢ c.orresponde a0 Cosseno e s a0 seno.

Expandindo os senos e cossenos dos angulos &4, & e & e retendo os termos até

segunda ordem, M pode ser aproximada por:

1- S1E? +(E1)%) €l + €2(Ee2 + E4€L)  —(e€l + €2€2) + €1}
M = —(c€h +€2€3) 1-SUEN*+ ()P e} + 26 + 2elel
€€} + €2 —(e€i+€%€])  1-S[(E)* + (&)
em que

(o]

Li= ) €g, j=4/5/6 (5.23)

1=1



(&)

cos(€;) = 1- 221

N2

J

2
sin(§;) = &;
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(5.24)

(5.25)

Observemos que em M se mantivermos apenas os termos lineares em ¢, a matriz se reduz a

(5.15). Substituindo M em (5.6), temos:

2’ = Al — €P1 — (& + 6365 — 6565 + Q1) + of€™)
y' = Bl - eP2 - (& + &6 - €165 + Q2) + o(")

Z=C1-eP3—(E3+616 - 161 +Q3) +0(c"), n>3

em que
Al=z2 &
Bl=y-§
Cl=z-£

Pl=¢ -€B1+ €l
Q1= Z4%A1 - (e} +€D)B1 - (€led — E)C1
P2= & +EA1 - €C1
Q2 = €A1+ 3B*B1 - (646} + £)01
P3 =+ &A1 - €481

Q3= —€2 A1+ £2B1 + %czm

A% = (&) +(&)°

(5.26)
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B? = (§)* + (&)

€= (€ + (&)
Na forma vetorial (5.26) pode ser escrito:
r'=(r—r%) — ek +0' x (r—1%)] - Elrr +rk x 0! + G(r - ry)] +o(e"), n>3

com,

AT (66 +8) -(Ea-¢)

G=| & - }B® —(gda+¢)

~£8 & iC?

A transformagéao inversa dada pela equagdo (5.7) é obtida utilizando-se a transposta de M. Na

forma vetorial obtemos:

r=(r'+r7) +efry +0' x ']+ E[cR 4 Lr'] 4+ o(e), n>3 (5.27)
em que,
g d
L=| (a&+6&)  —3B2 -

(€l - &) ga+& -3¢°
5.3 A Condicao Cinematica

Suponhamos que a superficie do corpo seja descrita, em relacao ao sistema inercial
Oxyz, pela equacdo:
s i) (5.28)

Sabemos que a continuidade da velocidade normal exige que:

Gaime + dimy +m =T, z=n(z,y,0) (5.29)

Expandindo 7 na equacao (5.28) em poténcias de ¢, temos:
z=0%z,y) + en'(z,5,t) + E€n’(z,y,8) + o(e"), n >3 (5.30)

em que 7%(z,y) corresponde & posi¢ao de repouso de I'., que chamaremos I'% Como, por

hipétese, o movimento do corpo é pequeno, qualquer fun¢do avaliada em I'. pode ser expandida
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em uma série de Taylor sobre I'?, ou seja, em torno de z = 7%z, y) [56]. Vamos, entio, reescrever
a expressao (5.29) em termos de poténcias de € até a ordem de ¢ e desenvolvé-la em série de

Taylor em torno de z = 7%(z,y). Seja F = ¢fy + €*f; = 0, com

fr= 85" 02 + (1) 'm0 + nt = (¢7)} (5.31)
f2 = (81)'nt + (1) 02 + (#1)' = n) + (81210 + nf — (47)? (5.32)
Entéo,
Foo = F+(z—n")efi1+efaa] =0 (5.33)
com
fir = (6518 + (6%,)'nd - (#L.)! (5.34)
frr = (S5)'n} + (85,)'n0 + (5.) 1y + (¢5.)°1 — (41,)? (5.35)

Mas, z = 5(z,y,t) = 1° + en' + €5 + ... Portanto,
Foop=chi+eéfh+eénfu=ch+E(fatn'fu)=0 (5.36)

A fim de obtermos uma expressao que envolva termos até segunda ordem para a condigao

cinemdtica temos que encontrar ' e n%. Na posicao de repouso, r = r’. Portanto,
Z=1'(z",y) (5.37)
Em (5.26), sejam:

H = —eP1 - €°[€ + 66 — 66 + Q1]
J = —eP2 — (€3 + 365 — €166 + Q2]

K = —eP3 - €[€5 + 616 — §€ + Q3]
Com esta notagao substituimos (5.26) em (5.37) para obter

2=+ K=0(z-)+H,(y- &)+ J] (5.38)
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Expandindo o lado direito de (5.38) em uma série de Taylor em torno de 7%z, y), isto é, da

posigao de repouso do corpo, obtemos:
1
"z -&)+H,(y- )+ J] = Rl+ZR2+ ... (5.39)
com

Rlzq°+Hn2+Jn3

R2 = H*nQ, + 2HJn2, + J*nl,
Retendo os termos até €2, temos:
1 1 .
n%r—$)+H4y—ﬁ)+ﬂ=fu+58Pﬁ£r+8unﬂm&+§Pfﬁg (5.40)

Substituindo nesta iiltima expressio os valores de H e J implicitos em R1 e combinando 0s

termos semelhantes em ¢, obtemos:

e -+ H,(y=&)+J] = 1°—Pind+ P2yl - [T + T200

1 1
EPlqux — P1P2n0, — §P22ngy] (5.41)
em que,

T1 =&+ &€ - €iel + Q1

T2 =&+ &6 - 616 + Q2
Comparando (5.30), (5.38) e (5.41) com termos até o(e2), temos:

en' +2n = o2 . - [P17° + P2qg]

1 1
— E[T1nd + T2n? - §P12ngx ~ P1P270, - §P22n3y (5.42)

A equagao (5.36) pode reescrita como:
eny + €} :-ﬂ@b%&ﬂ%?ﬁ—wbh—3m£¥¢+wﬁ%&w%¥@+wﬁﬁﬂwﬁf)

+0'((67.)"n2 + (8%.)'n° — (#5)1)] (5.43)
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Derivando (5.42) em relagio a t, temos:

1
e +€n = ~Ky— PLnd+ P2nf] — E[T1m + T2,n0 - S (P,

1
- (P1P2)n2, - §(P22)m3y] (5.44)

em que,

o= —el€s — 3L+ &,81] - €16, + (616): — (€3€1): — €241 + &3,B1 + %(C”)ec'l]
P1, =€), - €,B1 + €LC1
P2, =&, - £,A1 + ¢1.C1
Tle = &, +(6265): — (63€1) + Q1

T2 = &3, + (63€1): — (E16d)e + Q2

Comparando as equagées (5.43) e (5.44) obtemos finalmente a condigdo cinemética até segunda

ordem:

—€U0 - €[U1+ n'U2) = U3 - [U4n2 + USn?] + E[U6 — UTyC — USny+ U9 (5.45)

em que,
U0 = (¢1)'n2 + (67)'nl — (47!
UL = (¢7)'m + (67)"n0 + (80) 11} + (670 — (72
U2 = (¢7.)'n2 + (6F,)'n0 — (¢T,)"
U3 = &, — £4,A1 + €}, B1

Ud=§, - &,Bl1+¢£4C1
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Us =&, +&4,41 - €}.C1
U6 = &+ (Eled): - (€heD) - A1 + .81 4 1(CH)C
UT =&, + (&) - (68): + QL
U8 = &, +(&€0): — (6163). + Q2

1 1
U9 = S(P1%)al, + (PLP2)nd, + -(P2)urf,

Na condigdo cinemadtica (5.45) vamos considerar apenas os efeitos de primeira ordem. Assim,

temos:

~(dz)'n2 = (85) ' mg + ($1)! = &3, — €LAL + £}, B1 - n2[¢l, - €4, B1 + €, C1]

+ 1€ + €6 AL — €4,C1] (5.46)

A equagdo (5.46) pode ser reescrita de uma forma mais compacta. Seja n o vetor unitario normal

a superficie n e apontando para dentro do corpo, dado por:

n = (=n2, ~n, 1)(1+ (9)? + (1)) (5.47)
Portanto, (5.46) se transforma em:
8 Tyl
~(§T)=E}-n+€}-[(r—rg-)xn] (5.48)

Uma forma mais itil de escrever a equagao (5.48) é introduzindo os conceitos de vetor desloca-

mento generalizado e vetor normal generalizado [19]. Sejam,
G =(6,6.6,6.6.6) = (1, 0"

n= (m y N2, N3, Ny, N5, Ng)

em que,
ng = na(y — £9) — na(z — €3) (5.49)
ns = n1(z — &) - na(z — &) (5.50)
ne = na(z — &) — ny(y — €9) (5.51)

o vetor deslocamento e o vetor normal generalizado, respectivamente. Com esta notacao a

equacao (5.48) torna-se:

Th1 6
8(:;“) =Y (&)t m (5.52)
k=1
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5.4 Dinamica de Corpo Rigido

Por defini¢do um corpo rigido possue apenas seis graus de liberdade. Isto vem do fato
de que a distancia entre quaisquer pares de particulas em um corpo rigido é suposta constante.
O conceito de corpo rigido é mais uma idealizagao matematica do que uma realidade fisica.
A despeito disto, nos casos onde as deformagées do corpo sdo insignificantes comparadas ao

movimento do corpo como um todo, o conceito é valido.

5.4.1 Matriz de Massa

Consideremos um corpo rigido de massa total m. Sejam Oxyz um sistema inercial e

O’z'y’z" um conjunto de eixos preso ao corpo. Estamos supondo que o corpo é composto de um

rande nimero de particulas de massa m;, em que a distincia entre uaisquer duas particulas é
) p

constante (figura 5.10).

z r
x r
iy
5 N\ 7
O.f rc'
/ i
& x
Figura 5.10: sistemas de coordenadas para um corpo rigido

Na figura 10,
rr = (§,6,6) (5.53)
r; = (2}, ¥ 2)) (5.54)

ri = (25, ¥is %) (5.55)
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= {al vl (5.56)
Seja r’, definido por:
r, = lim L Zn: - r'dm (5.57)
c n—oc m i=1 L m corpo ’

Se O’ coincide com o centro de massa, entao, r’. = 0 e, portanto,

] r'dm =0 (5.58)
corpo

5.4.2 Quantidade de Movimento Linear

A quantidade de movimento linear do corpo rigido é dada por:

n n
p = “lL‘Holo ;m;f,’ = Al_t}"lnz mg(fT + 6 x r:) (5.59)

1= 1=1

= r'T/ dm+éx/ r'dm
corpo corpo

= m(rr+6xrl)

em que utilizamos a relagao:
ri=rr+r.+6xr (5.60)

com 0 = (£},£3,&5). Observemos que r! nao varia, com respeito ao tempo, em relacio ao sistema
O'z'y'2’. Na equagdo (5.59) 8 é o vetor velocidade angular de O’z'y’2’ em relacdao a Ozyz; a

quantidade entre parénteses é a velocidade do centro de massa C. Portanto, p pode ser escrito:
p = mr! (5.61)

Se a origem O’ coincide com o centro de massa C, a velocidade r’ nao envolve a velocidade
angular # porque r, = 0. Assim,

p = mrr (5.62)
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5.4.3 Quantidade de Movimento Angular
O momento angular de um corpo rigido em relagao a origem O’ é definido por:
n
Lo-' = lim Zl‘: X m,-r',-

n—oo 4
|=1

/ (r' x r)dm
corpo

= / r' X (r7 + 0 x r')dm
corpo

= —rpXx f r'dm + ' x (6 x r')dm (5.63)
corpo corpo
Da dlgebra vetorial sabemos que:
x@xr) = 6 -r)-r'(f-r)
= —rxr'xé (5.64)
Assim, temos:
Lor = —rr X _/C.Mpo r'dm + /mp [-r' x ' x 8]dm (5.65)

5.4.4 Forca e Momento

A for¢a F e o momento M que atuam no corpo sao iguais is taxas de variagao em
relagio ao tempo das quantidades de movimento linear e angular, respectivamente. Vamos,

entao, derivar as relagdes (5.61) e (5.65) em relagio ao tempo:

F=p

Il

d . :
a[m(rr +6 x 1))

mry + mé x r\, + mé x r’ (5.66)
Como r; ¢ constante em relagdo a 0’, entdo, r. = 0. Assim, temos que

F=p=mrr+mlxr. (5.67)
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Em termos matriciais (5.67) pode ser escrita:

F, [ € 3
F, |=M] & [-MM] ¢
F, \ & &
em que, )
m 0 0
M= 0 m 0
0 0 m
e
0 -z
M = 2! 0 -2
-y z, O
1 d . ’ d 7 ] ;
M= b= 2w wmel]E & f [~r x &' x ]dm (5.68)
dt dt Jeorpo
ou

M = —[i7 x mF, + 1 x mrg]—f [t X (2" x 04 F X 6) + 1/ x +' x Bdm (5.69)

corpo
Como r{, é constante em relagdo a O, entdo, ¥, = 0. Assim,
M:—i‘-rxfnr;-f [ x ' x6+1 x# x 6+ x ' x 6dm
corpo
Mas, r' x ' = ¥’ X ¢’ = 0. Portanto,
M = —ir x mr!, — / [t x ' x 6]dm (5.70)
corpo

Na forma matricial os termos que aparecem no lado direito da equagao (5.70) podem ser escritos

como:
é
1
—fr X mr; = mr, x fr = MM' | £}
é
3
ou,
’ ’ £l
0 —mzl  my S
. ; :
—fr X mry= | mz2 0 -mza! :
-my. mz 0 3
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e
0 -2 0 - ¢ cl
xr'xf=| 2 0o —z Zz 0 =z %
-y z 0 -y 2 0 3
ou,
(WP 2 7
r'xr' x6= z'y —((z")* + (2")%) v cl
z'z vz =((¥)* +(")?) 3
portanto,
M, & &
My | =MP1| & |+MP2]| §
M, & &
em que,
0 -—-mzl my
MP1 = | m2 0 —ma,
-my. mzl 0
e
-((Z)? + (¥)*) o'y o'
MP2 = z'y —((2)? + (2")?) Yz
a2t y'z —((¥')* + ("))

Finalmente, resumindo os dois sistemas de equaces envolvendo forcas e momentos num sé

sistema, temos:

[ F. ) (&)
F, &
F 1
* = rm|
M &
\ M. \ & /
em que,
’- m 0 0 mz, —my! ]
0 m —-mz 0 mz),
FM - 0 0 m my. -mz. 0
0 —mz; myf: Iu —[12 —I]3
mz, 0 -mz; -Ly I -—Iy
| —my. mazl 0 ~hs —Ipn I |
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Iy = / [(2)? + (¥)?]dm
o= [ () + (@) )dm
corpo

I3z = [(¥)" + (')]dm

corpo

I, = / z'y'dm
corpo

Iz = f z'z'dm
corpo

Iz = / y'2'dm
corpo

5.4.5 Resposta de um Corpo Flutuante em Ondas Regulares

No que segue, vamos supor que as ondas incidentes sobre o corpo sdo ondas progres-

sivas planas de pequena amplitude com dependéncia senoidal no tempo.

Embora os resultados a serem obtidos sobre corpos em ondas regulares tenham in-
teresse fisico, seus valores praticos podem ser questionados em virtude da natureza altamente
irregular destas ondas no oceano. Felizmente € possivel relacionar estas duas situagoes (regular
e irregular) pela descricdo de ondas irregulares como uma superposi¢ao linear de componentes

senoidais [23].

Vamos supor, ainda, que as ondas progressivas planas tém amplitude A, dire¢ao 4 e
incidem sobre o corpo que se move em resposta a estas ondas com seis graus de liberdade, como

ilustrado na figura 5.11.

Definimos os trés movimentos de translagao paralelos a (z,y,z) = (£1,&2,£3) como
"surge”, "Heave” e "sway”, respectivamente, e os trés movimentos de rotacao sobre os mesmos
eixos como "roll”, "pitch” e "yaw”, respectivamente. As correspondentes velocidades V;(¢) serdao

senoidais no tempo com a mesma frequéncia que a das ondas incidentes, isto é,

V;(t) = R(—wéje™™h), j=1,2,..6 (5.71)
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A Z §, surge

(roll)

& sway
r 3
M x
(pitch)

Figura 5.11:

Como a onda incidente é suficientemente pequena em amplitude e o corpo suposta-
mente estavel, os movimentos resultantes sio proporcionalmente pequenos. Assim, o potencial

de velocidade ¢ pode ser escrito na forma:

6
¢7(2,9,2,8) = R[D_ Lavalz,y,2) + —gjqcp,(r,y, z)le™" (5.72)

a=1
em que,
Ps =i + ¢ (5.73)

com ¢; e ¢ sendo os potenciais de incidéncia e difracdo, respectivamente. Yo Tepresenta os
potenciais de radiagao devidos a0 movimento do corpo. A forma geral do movimento oscilatério
envolvendo for¢a e momento que atuam sobre o corpo é dada pela su bstituicao da equagao (5.72)

na equagao de Bernoulli linearizada, isto é,

o T
P=—pl% + 2] (5.74)
em que,
d¢” - A
% = 3'E(_W"[E: fapa(2,y,2) + %993(:3? Y, ZJ]e_Wt) (5'?5)

a=1
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A forga F e o momento M podem ser determinados integrando a pressao do fluido sobre a

superficie molhada §,,:

F-= PndS (5.76)
Sw
M = / P(r x n)dS (5.77)
Sw
Assim, obtemos:
= ] ") zds (5.78)
= - z .
M i w\ XN

6 . n
+oR D wlae™ f PadS

a1 w \ rXn

+p§R(nge_“"‘/ " PadS
w rxnmn

As trés integrais que aparecem na expressao anterior representam contribui¢oes diferentes para a
forca e 0 momento que atuam sobre o corpo. A primeira corresponde a componente hidrostatica;
a segunda integral fornece o coeficiente de massa adicional e amortecimento e a dltima integral
corresponde a forga de excitagdo ou momento que é proporcional a amplitude da onda incidente.

Vamos analisar cada uma destas contribuicoes separadamente.

Hidrostatica

A coordenada z esta fixa no espago enquanto que a superficie molhada S,, oscila com
o corpo. Para um corpo flutuante o contorno superior de §,, é a superficie livre z = n(z,y,t)
(figura 5.12).

Supondo que os movimentos do corpo £, sao pequenos e desprezando quantidades de

segunda ordem podemos expressar a transformagao entre estes sistemas de coordenadas como:
] !
r=r' +rr+rpXxr (5.79)

em que, rr = (£1,£3,&3) erp = (€], €3, £4) sdo vetores formados, respectivamente, pela translagao
e rotagdao do corpo, r = (z,y,2) e r' = (z/,y',2’). Como o centro de rotagao se move com o

corpo é conveniente reescrever a equac¢ao do momento (5.77) na forma [15]:

., ]s [(r = r7) x n]2dS (5.80)
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Figura 5.12:

Como estamos considerando pequenos movimentos vamos redefinir a superficie de
integracao S, como sendo a superficie instantanea do corpo S2 na posi¢io de equilibrio abaixo
do plano da dgua parada z = 0. Para avaliar as integrais de superficie podemos considerar 58
como uma superficie fechada pela inclusao da porgao do plano z = 0, em que o integrando é
zero. O volume V(¢) dentro desta superficie fechada é o volume deslocado instantineo do corpo

abaixo do plano z = 0. Aplicando o teorema de Gauss a

F=—pg /S?., nzdS (5.81)
obtemos:
F = ng(V - z)dV = k,og/;_ dV (5.82)
em que V -z é o divergente de z. Para o momento M’ temos:
M = —pg/V[V X z(r — rr)]dV
= pg [[-ia - &) + iy - &)V (5.83)

Na equagao (5.82) F ¢ a forca de flutuacao (buoyancy) que é proporcional ao volume deslocado
V(t), enquanto que em (5.83) o momento M’ representa o produto vetorial desta forca com o
vetor posicao do centro de flutuacao. As integrais de volume podem ser avaliadas em termos do
sistema de coordenadas fixo no corpo. Para isto, decompomos o volume em volume estatico Vj
abaixo do plano z’ = 0 e em uma camada fina limitada pelos planos z = 0 e 2/ = 0. Assim, a
partir de (5.82) e (5.83) obtemos:

F = kpg[Vo + /5 (7 - 2)dz'dy] (5.84)
=1}
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Mas, 2’ — 2 = —€3 — &4y + &52'. Portanto,

F = kpg[Vo — /50(53 + &4y’ — &2')da'dy (5.85)
M = pg L [—7(2' + &2' — &ey') +i(y + Eea’ — €427)]dV

+ pg/s (=€ — &y’ + &2)[—j(2" + &2 — &ey') + iy + €o2” — £42')]da'dy’
0
Desprezando os produtos £, na iltima integral da expressao anterior, obtemos:

M = PQ./V [—3(z" + &2' — &6¥') +i(y' + €6z’ — €42")]dV

- pyg fso(Es + &y’ — &2')(J2' — iy')dz'dy’ (5.86)

Nestas expressoes, Vo e So sao, respectivamente, o volume deslocado e o plano da dgua na

condi¢do estatica. As equacoes (5.85) e (5.86) podem ser reescritas na forma:

kpg[Vo — &1 — &4z + &51] (5.87)

M' = ipg[Vo(yp + €6z — Ea2zB) — 312 — E4laa + E5]12)]

—jpg[Vo(2’p + €528 — &eyp) — &Th — Ealaz + Esh (5.88)

em que Vj é o volume deslocado; I é a area do plano da agua;

1
g = o f rdV, rp = (2, ¥p, 2p) (5.89)
Vo /v,

é o centro de flutuabilidade; I}, I;;, ¢, j = 1,2 sdo os momentos no plano da dgua definidos por:

i :[S ZidS, j=1,2, o\ =2'ez,=y' (5.90)
0

I,-,-:/ olaldS, ij=1,2 (5.91)
So

Observemos que:

1. As integrais (5.89 - 5.91) sao definidas em termos da condigao estética do corpo;
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2. as componentes horizontais da forga hidrostatica e a componente vertical do momento

sao nulas;

3. se o corpo estiver totalmente submerso, a area do plano da dgua I e os momentos (5.90 -
5.91) se anulam;

4. na terminologia da engenharia naval, o vetor (i}, 5}1, 0) representa o centro de flutuagao
que é o ponto de rotagao para um corpo flutuando livremente e sujeito a um momento

horizontal;

5. as integrais (5.90) se anulam se a origem do sistema fixo no corpo coincidir com este

centro de flutuagao.

A forga estdtica resultante é obtida somando-se a forga hidrostdtica e ao momento as compo-
nentes correspondentes ao peso do corpo. A forga associada com o peso do corpo é (0,0, —mg),
em que m é a massa do corpo. O momento correspondente é dado pelo produto vetorial

mg X (rg — rr), isto é,
(—mg(ye — &), mg(zc — &),0) (5.92)

ou
(—mg(ys + Eetly — azg), mg(zg + 526 — €6ys),0) (5.93)

em que rg = (Zg, YG, 2Gg) representa o centro de gravidade do corpo. Assim, a forca estatica

resultante Fr e o momento M, sdo dados por:

Fr = —mgk+ kpg[Vo— &I — €aly + &514]
= (pVo— m)gk — pg(&s] + €412 — &Lk (5.94)
My = [Vi+4 Vale + Vaa — pglhbs + pgliaésli

+[Va + Vs€s — Vebe + pgl1&s + pgli2€4]j (5.95)
em que,

Vi = g[-myg + pVoy] (5.96)
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Va = g[-mag + pVozp) (5.97)
V3 = g[mzg — pVozp — pgl)] (5.98)
Vi = g[meg — pVoz’s] (5.99)

Vs = g[mzg — pVoz — pglh] (5.100)
Ve = glmye — pVoys) (5.101)

As equagoes (5.94-5.95) podem ser resumidas na equagao:

6
JF,‘ — (pVg - m)gcﬁ,-g + V]aﬂ + 1’:16"5 = E K"J'EJ', ? = 1,2, ,6 (5102)

j=1

com

0;; =0, se i#j

e K;; é a matriz de restauracao hidrostitica:

[0 0 0 0 0 0]
00 0 0 0 0
B = 0 0 pgl pgla —pgly O
0 0 pgl, Vi —pgl, Vi
0 0 —pghh —pgliz -Vs Vs
(00 0 0 0 0 |

De acordo com o principio de Arquimedes, o equilibrio da forga vertical exige que a massa de

um corpo flutuando livremente seja igual & massa deslocada, isto é,
m=pVy (5.103)

Assim, para o equilibrio dos momentos na equagao (5.102) é necessario que o centro de gravidade

e o centro de flutuabilidade permane¢am na mesma linha vertical, ou seja,
2p = Ty = Vg (5.104)

Nestas circunstancias os termos K46 e Ks¢ na matriz de restauracio se anulam.
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Massa Adicional e Amortecimento

Os coeficientes de massa adicional e amortecimento sdo fornecidos pela segunda

integral da equagao (5.78), isto é,

6
F} = R[> &sfpae™™" (5.105)
A=1
com
foa = 1pw /S PNy dS (5.106)

e n, o vetor normal generalizado. A componente fg, representa a reacio hidrodinimica na

dire¢do a devido ao modo normal 3. A forga restauradora é dada por:

FR = %Zapwgg[fs R(ps)n,dS)e "
ﬁ w

+R Y 1pwtsle [ Slgp)n,dsle™ (5.107)
8 Su
ou
FE = 3 -pR(-wtge™)] [ R(po)nads
8 o
= 2 polf(Ese™ )] [ (pa)nads (5.108)
8 w
ou
Ff ==Y (XsAsal = Y Xslusol (5.109)
3 8
em que,
Xp = R[€ge"

Xp = R[-wépe!]

Mpa = p/; R(ppna)dS (5.110)
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O /b S(ppng)dS (5.111)

Observemos que, na expressao (5.109), Ag, é proporcional & velocidade do corpo, enquanto que
HBa € proporcional a aceleragdo do corpo e corresponde 4 inércia hidrodinamica. Estas matrizes

sao conhecidas, respectivamente, por matriz de amortecimento e matriz de massa adicional.

Forga de Excitagao

O dltimo termo da equacao (5.73] fornece a forca de excitagio que é proporcional 3

amplitude da onda incidente, isto é,
F; = R[Ae™™'fE], a=1,2,...,6 (5.112)
com

fa= "’9/3 PanodS (5.113)

A componente f7 representa a amplitude complexa da forca de excitacio, na direcao a, para

uma onda incidente de amplitude unitdria. A equagdo (5.113) pode ser escrita como:

fo = g L (¢ + $)nadS

P
= g d
ng[fswsbn ““/sw%n ]

; a
= g | [ omads + ¢a—¢d5]
5 Se On
. 99
— in,dS — S :
:pg[[ngna S /sw(p&@nds] (5.114)
A forma final da equagdo anterior foi obtida pela utilizacdo da condicdo de contorno g% = —%%«“—.

Esta forma, que corresponde ao teorema de Haskind-Hanaoka, estabelece a relacao entre a a-
ésima componente generalizada da for¢a de excitagdo sobre um corpo fixo (difracao) e o potencial
de radiagao do o -ésimo modo normal do mesmo corpo. Em outras palavras, a forca de excitacao

pode ser expressa numa forma independente do potencial de difracio.
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5.5 Resposta Dinamica

A resposta dindmica de um corpo flutuando livremente em ondas com sua amplitude

variando senoidalmente no tempo e ao longo do corpo pode ser calculada pela equagio:
|M](%)+[k]|(x)=FR+F; (5.115)

em que, [M] é a matriz de massa, [K] a matriz de restauracdo hidrostética, F2 a forca restaura-

dora e F{, a forca de excitagao. Substituindo na equagao (5.115) as expressdes (5.109) e (5.114),

obtemos:
[MX + [K]X = R[pg(L — I;)Ade~"
6 .. 6 -
+ ) (—Xp)upa + 3 (-Xp)Asa (5.116)
f=1 A=1
em que,
I =/S PingdS (5.117)
B 0¢;

L= /Sw Pa' st dS (5.118)

Mas, X5 = R[Z22e~]. Seja €5 = =*£. Entio,

X = R[€ge~"" (5.119)
Xp = —R[wéze ™) (5.120)
Xg = Rlwse Y (5.121)

Substituindo estas expressées na equagao (5.115) e apés algumas simplificacdes, temos:

—w([M] + [1]) + [K] - w[Nép = 1pgA[L1 — I)] (5.122)
em que,
6
(W) =D #par (A= T621 Aoay a@=1,2,...,6 (5.123)
=1
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5.6 Implicacoes do teorema de Green

Seja S uma superficie fechada limitando um volume V de fluido e n a normal exterior

V. A segunda identidade de Green pode ser escrita na forma:

v 9%
L[@vzvp — UVAYqV = /S[q:% = wg-;]ds (5.124)

Vamos supor que a superficie S seja construida de tal forma que inclua a superficie livre Sg, a
superficie de fundo Sp, as superficies dos corpos 54, e um cilindro circular vertical Sz, ¢ — +oo
(raio arbitrariamente grande). Suponhamos, ainda, que na segunda identidade de Green, ¢ e ¥
sejam fungdes potenciais harménicas, isto é, V2® = V2¥ = () e que satisfacam as condigoes de

contorno sobre Sg e Sr, respectivamente:

00 _ov
n  On

9 % _ v 0w
g@n ot? _“gé‘n otr

Entao, temos:

oV 9% or _ 9®
— —1dS = d— — —_— =
fs (@5 - wo_]ds - [#5- — =S =0

Portanto,

ov o® v 9%
/E;Aj[q’ﬁ"[’a_n]ds‘ _/SI[ oo - U= lds

Esta iltima equagdo é bésica para as relagdes que seguem.

1. Suponhamos que ® e ¥ sao dois potenciais de radiacio. Entao, a integral sobre 5, se

anula em virtude da condigido de contorno de radiacio. Assim,

8¥is= [ 9945
Sa, On Sa; don

2. 5e @ € um potencial de radiagdo e ¥ é um potencial de difragao, entao,

® A £
v [ 6Py [ 8% (5.125)
Sa; On Ss, Onm Sa, On
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5.7 Formulacao Matematica

Consideremos a difragdo e a radiaciao de ondas monocromaticas lineares causadas por
um ou mais corpos flutuantes bidimensionais com segdo transversal A;, i = 1,2,...,n excitados

por ondas "beam” (figura 5.13).

/ /\ [\ - // )iAFi{/ \ . x
i _/ \ / / . R / *:
E N e N i
I — ~—

: A A, .
n
i Ty I

Figura 5.13: corpos flutuantes

Vamos supor que o fluido seja inviscido, imcompressivel e irrotacional e que as am-
plitudes do movimento sdo pequenas e harménicas no tempo de tal modo que a teoria linear se
aplique. Consideremos, ainda, que a onda incidente tem amplitude A e uma frequéncia angular
w = %’5 e que os modos "heave”, "sway” e "roll” representem os trés possiveis graus de liber-
dade de cada corpo. A suposi¢do de pequenos deslocamentos em torno da posicio de equilibrio
permite que os problemas de difragao e radiagio de ondas possam ser tratados separadamente e
entao superpostos [58]. Assim, o potencial complexo do campo de escoamento pode ser obtido

pela superposicao dos potenciais incidente ¢o(z, z) , difratado ¢;4(z, z) e radiados @ik &k, Yjk)
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[15]).
. L 3 .
¢T(z,2)e™™ = R{¢o + dia + Z Z dik(z, z)]e”"* (5.126)
1=1k=1

O potencial incidente ¢q satisfaz o operador de Laplace e é dado por (equagao 3.33):

—1gA cosh[k(z + H)]

bo = w cosh[kH]

i (5.127)

em que, ¢ = v/—1, g € a aceleragdo da gravidade, H a profundidade da dgua e £ = 4T é o niimero

de onda, com o comprimento de onda representado por A. O nimero de onda deve satisfazer a
relagao de dispersao:

w? = kg tanh[kh] (5.128)

O potencial de difracdo ¢;4 do j-ésimo corpo na auséncia dos outros representa o campo de

espalhamento da onda quando todos os corpos estao fixos. O potencial de radiagao

[+

dik(z,2) =D Y Eik(z, 2)¥ial(z, 2) (5.129)

1=1k=1

representa a oscilagao forcada do j-ésimo corpo na k-ésima dire¢ao com os outros corpos mantidos

fixos. &;; é a amplitude complexa da velocidade do j-ésimo corpo na k-ésima dire¢io. Cada um

dos potenciais complexos deve satisfazer a equacao de Laplace no dominio do fluido,

Viom=10 J=Yaathb= Liu (5.130)

e as seguintes condi¢oes de contorno:

(i) na superficie livre (I'y):

I W |
% - %é}k =0 »J = 11'"1 R;k: 1$---74 (5131J

(ii) superficie de fundo (I';)

ik

= ‘= ]-!‘-‘s ; = 1,.. .
s =0, nk=1,..4 (5.132)

(iii) nas superficies dos corpos (I'.)

¢4 _ —0do
311,43 311}'

(5.133)
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00

—an‘;} = njk sobre AJ' (5'134)
O0dix i
m =0 3067"6 At', |4 # J (5135)

(iv) condigdo de radiagao no contorno (I';)

0o; . .
;Iik _ I-‘C(f’jk =0 ,j= ]_,,_,,n;k =1,2,..,4 (5136)

A normal unitaria sobre estas superficies é dada por n. nj; representa a k-ésima
componente (k = 1,2,3) da normal unitdria no j-ésimo corpo (j = 1,...,n). A normal genera-
lizada nj3 relaciona as coordenadas do centro de rotagao (z,¢,z;.) do j-ésimo corpo é por meio
da expressao (Mei,1983):

n;3 = (z — zjo)nj1 — (Z — z;c)nj2 (5.137)

Forgas Hidrodinamicas e Coeficientes

A pressao hidrodindmica agindo sobre o corpo pode ser relacionada ao potencial

total ¢7 pela equacao linearizada de Bernoulli

p(z,2,1) = 1pwpT e (5.138)

Desprezando forgas de atracamento, as forgas de excitagao F i agindo sobre os corpos
podem se obtidas integrando a pressao hidrodinamica sobre suas superficies molhadas (I'e;, j =

1,...,n). Combinando as equagdes (5.126) and (5.138) as forgas resultantes F;; sao dadas por

Fjk = Re[fjx + Fjxim]e™", (5.139)
£ = pgA [ (60-+ d)nndl (5.140)
J
2 3
ijim = 39‘92 Z §im -/ ":':"Imﬂ}kdr (5.141)

1=1k=1 L
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Em (5.141) Fjxm é a forca sobre o j-ésimo corpo na k-ésima diregao devido a um
deslocamento unitdrio do l-ésimo corpo na m-ésima diregao. A integral (5.140) fornecerd a
parte da forca de excitagao que estd relacionada aos campos incidentes e difratados e que sio
proporcionais a amplitude A da onda incidente. Aplicando o teorema de Haskind-Hanaoka [19],
que estabelece uma relagao entre a k-ésima componente da forga de excitagao generalizada sobre
um corpo fixo difragdo) e o potencial de radiacio do k-ésimo modo do deslocamento do mesmo

corpo, a equagao (5.140) pode ser reescrita:

d¢o
£ = pgd[ | 6 njedl - [ TIRALE) 5.142
#* = X [r, PR Le+veley 2 OM; ] ( )
As integrais em (5.141) fornecerdo, respectivamente, os coeficientes de massa adicional e amor-
tecimento:

Hikim = p/; R[Yim]n;pdl (5.143)

7
Ajkim = WA S[¥im]n pdl (5.144)

;

Equages do Movimento para Corpos Rigidos

As equagdes do movimento para corpos flutuantes podem ser escritas [59]:

3

Z [DikimZim + EjrimZi] = B (5.145)

m=1
Djkjm = = (M + fjkjm) — wAjjm + K (5.146)
Ejkim = -0 tjkim — WA kim (5.147)
El’k = [{111{127 5139 '--7£nla£n21£n3]T (5148)

Na equagao (5.148) & representa a amplitude do deslocamento do k-ésimo (k =

1,2,3) grau de liberdade do l-ésimo corpo (I = 1, -y). A forga de excitagao sobre o j-ésimo
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corpo (j = 1,...,n) na k-ésima diregdo (k = 1,2,3) é dada por fjx. M, ptjkim, Ajkim s@0, respecti-
vamente, a matriz de massa, a matriz de massa adicional e a matriz de amortecimento do j-ésimo
corpo, para o k-ésimo grau de liberdade correspondente a um delocamento unitdrio do l-ésimo
corpo na m-ésima dire¢do. K representa a matriz de restauragao [19]. Para o caso particular
de dois corpos (n=2) e supondo que os centros de rotagao dos semicilindros (z;e,2;c) (usados
para descrever a cinemdtica dos corpos) coincidem com seus centros de gravidade (z;g,2,), as

matrizes de massa M e de restauragio K sao dadas, respectivamente, pelas tabelas (5.1) e (5.2):

Tabela 5.1: Matriz de massa M for para semi-cilindros

M| 0 [0] O 010
0O [ M| 0] O 010
0 0 (Ji| O 0 |0
0 0|0 | M| 0 | O
0 0 [0] 0 M| O
0 0 |0 0 0 | J2

Tabela 5.2: Matriz de restauragdo para semi-cilindros

o o 0 Jo|o 0
0lK:| 0 o]0 0
0] 0 | (RM), |0] O 0
0] o 0 |o]o0 0
0 0 0 0| Ko 0
0] 0 0 0| 0 [(RM),

Na tabela 5.1 My e Ji (k = 1,2) sdo, respectivamente, a massa dos corpos e o

momento polar de inércia relagdo ao centro de gravidade e dados por:

2
M, = p“TR‘“ (5.149)

?rR}t iy ?rRi

o= 2

(5.150)

O parametro d é a distancia do centro de gravidade até a superficie livre. Na tabela

5.2 K; = pgS; (i = 1,2), em que S; é a rea do plano da linha da dgua. O momento restaurador
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é dado por [60]: "
(RM); = PQV"[;’% + zip — 2ig|, i = 1,2, (5.151)

t
em que V; é o volume de agua deslocado pelo corpo, I; é o segundo momento de area sobre o

eixo longitudinal no plano da linha da dgua e z;, sao as coordenadas do centro de flutuagao.

5.8 Formulacao de Elementos de Contorno

O problema da interagao hidrodinamica consiste em resolver a equacdo (5.130) sob as
condigoes de contorno prescritas (5.131 - 5.136). A formulaciao do BEM exige a transformagao
da equacao diferencial (5.130) em uma equacao integral. Utilizamos a técnica dos residuos
ponderados para minimizar, em um sentido integral, o erro produzido pela substituicio da

solugdo exata de (5.130) pela solucao aproximada U,

f(vi’Ujk)U'dQ =0, j=1,.,nk=1,2,..,4 (5.152)
Q

em que U” é uma fungao peso e { ¢ o dominio limitado por I' = I'y + 'y + T'e + T;.

A integral de dominio pode ser transformada em uma integral de contorno com a

ajuda da segunda identidade de Green e das condigées de contorno (5.131 - 5.136):

. i
V2U\UdQ = f v2 i f U*V:ldT
L( ] rb+r_e dn + ) Fe[ .?]

* 2
+fr 2% par

s ks
ou~
— 11T
+ I‘r[ n wUT|UdT

(5.153)

Em (5.153) V; = %‘3% para o problema de difracao e V; = nj; para o problema de

radiagdo. Esta equagao integral é o ponto inicial para a formula¢do do BEM [31]. Considerando
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a funcdo peso U* como sendo a solu¢io fundamental da equagéo de Laplace em duas dimensdes,

a equacao (5.153) pode ser transformada na equagao integral de contorno:

. ou*
W) = - [ UG
bTle

dr + / (U"V;]dT
[e

oU* W
- —=UT|Udr
+]r![3n U

ou”
- —wU*|UdT 5.154
[ G~ (5.154)

As integrais de contorno podem agora ser discretizadas em elementos (constantes,
lineares, quadraticos). Na definicio que segue estamos supondo que a geometria do contorno e

as variaveis sao constantes:

oU*

Hg= , on

dI‘+— and Gij= f Udr (5.155)

Com esta definicio a equagdo integral de contorno na forma discretizada pode ser

escrita como:

N
zyhm@-Zamm:memﬁij (5.156)
j=1 1=1

Aplicando a equacao (5.154) em cada elemento obtemos o seguinte sistema de equagGes

algébricas:

HU =G ' (5.157)

A equagao (5.157) pode ser resolvida para determinar uma solu¢ao aproximada para

os potenciais de velocidade dados por (5.130).



5.9 Validagao Numérica

5.9.1

As seguintes relagoes foram consideradas na andlise que segue:

Cilindros Circulares Gémeos

com L. sendo o comprimento de cada subelemento.

Lr=5R

-
-

[\ /N

Cilindro Circular Isolado

I

1

|

|

1
--

|

|

|

|
--

|

|

|

b_./‘

-1
o
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H
|
R 0
Le=—= em T,UTl,
R
Lexl—seml“d
Le:%emrb
L, =5R (5.158)
z
h
L
Le
Iy I I -
I
¥ d -
d L0
.
I i

Figura 5.14: cilindros gémeos

Para validar o método comparamos o coeficiente de massa adicional e amortecimento, bem como

a resposta de um cilindro circular com os resultados obtidos por Leonard, Huang e Hudspeth
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[58]. A estrutura das matrizes de massa adicional [u] e amortecimento [A] podem ser vistas
na tabela 5.3. Nela, cada linha representa o vetor deslocamento nos modos "sway”, "heave” e
"roll”, nesta ordem. Os coeficientes de massa adicional e amortecimento foram normalizados,

. ; A . _
respectivamente, por ui; = f- e Aj; = p4- e sdo mostrados nas figuras (5.15) e (5.16).

Tabela 5.3: estrutura das matrizes p e A

Al0|oO
0O/BJO
01010
1.5 1 T T

0.
(w*2*r) /g
Figura 5.15: massa adicional e amortecimento; yi;; —; Aqq ... ; ref. [58] (e® ou 4+)
2 T T T
1.5 & -
‘:‘Ir‘\
1
>
0.5 5
e
+++""‘+++—+-_
o} 1 1 |
o] OuE I .5 2
WA2Nr/g
Figura 5.16: massa adicional e amortecimento; gy —; Ay ...; ref. [58] (ee ou ++4)

As amplitudes das respostas "sway” e "heave” sio mostradas na figura (5.17). A

concordancia com Leonard, Huang e Hudspeth [58] é excelente.
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2 T T T
1 E S — —_
+tF
e +.
11 3 g ¢ .
'+__+
0.5 p= =)
>
o ] | ] -
0] 0.5 1 Lol 2
WARRr /g

Figura 5.17: amplitude das respostas: %—l — ;L%’-l -.iref. [58] (o o ou ++)

Dois Cilindros Gémeos

A estrutura de [u] e [A] para dois cilindros semi-submersos de mesmo raio pode ser
vista na tabela 5.4. A distancia entre os centros dos cilindros é d;, = 3R. Os coeficientes
de massa adicional (AM) e amortecimento (DC) para os modos "sway” A; e "heave” B, sio
mostrados nas figuras (5.18) e (5.19). As amplitudes das respostas sway e heave dos cilindros

"upwave” e "downwave” sio vistas nas figuras (5.20) e (5.21).

Tabela 5.4: estrutura de [] and [A] para cilindros gémeos

A2 C 0D ]| F |0

B |0 F | E |0
0|0 [0|G|HI]O
D|-F|0|A|-C |0
-FIE|0|-C|[By,]|0
G|-H|0] 0|00
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Figura 5.18: massa adicional e amortecimento; gy11; — : Aq111 -..; ref. [58] (e® ou ++)

wr2*r/g

Figura 5.19: massa adicional e amortecimento; pa222 — ; Az222 ... ref. [58] (ee ou ++)
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Figura 5.20: resposta no modo sway; upwave — ;downwave - -; isolado ...: ref. [58] (ee ou ++)

Figura 5.21: resposta no modo heave; upwave — :downwave - - isolado...; ref. [58] (ee ou ++)

Podemos observar que o cilindro "downwave” apresenta uma amplitude menor na
presenga do cilindro "upwave”, quando comparada a resposta do cilindro isolado. O preco
pago por este efeito de prote¢do é que a amplitude do cilindro "upwave” pode aumentar con-
sideravelmente para certos comprimentos de ondas, quando comparado ao cilindro isolado. As
comparagoes com Leonard, Huang e Hudspeth (58], como se pode observar, sio excelentes. As
figuras (5.22) e (5.23) mostram, respectivamente, AM e DC dos elementos C,D, E e F da tabela
5.4, enquanto que a figura (5.24) mostra AM e DC dos elementos G e H da mesma tabela. Estes

coeficientes foram normalizados como:

M
M= RA2R
X

RwA2R



0 0.5 1 1.5 2
wh2*r/qg
Figura 5.22: massa adicional; 1115 —; pty194 - - -3 1225 ..o} B1125 -.-.-
| I I
i wey
Sl oy ugn - ]
" " "E" - -
__—_!' '. "F'Il' AR
|
Luh 2
wh2* /g
Figura 5.23: amortecimento; Aj115 —; Ajygq - - - A1225 e} A1125 ~am.-
3 T T 1
. NGI! S}
l - ’I‘ IIH|I —_—— ]
o T |
AR, et
b
-1 ll -
_3 — —
=5 1
0 0:5 1 1.5 2

Figura 5.24: coeficientes de massa adicional
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IIG" ——
'IIH“ sraraeas

Figura 5.25: massa adicional e amortecimento; g1324 —; 11325 - - -; A1324 ...; Ay325 -o-o-

5.9.2 Semicilindros Gémeos
Discretizacao

Seja Lj, j = 1,...,4 o comprimento dos contornos [y, I',, Ty, Ty, respectivamente
(figura 5.26).

d,I
7—:‘\ 1"s 1—‘s J‘-‘ss rs
X R1 R2 T x
e R~ !
L Ca, iCP Iy

T'p

Figura 5.26: semicilindros gémeos

Se N; representa o nimero de elementos para cada L;, entao, a densidade da malha

para estes contornos € dada por:
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No que segue assumimos que:

Cilindro Circular Isolado

Para validar o método os coeficientes de massa adicional, amortecimento e a resposta
de um semicilindro circular submerso foram comparadas com os resultados obtidos por Chen and
Mahrenholtz [61], que utilizaram o método integral de contorno baseado na funcao de Green.
A figura 5.27 mostra o coeficiente de massa adicional pg; para o caso % = 2. Os resultados
sao bons, exceto para as chamadas "frequéncias irregulares” que sio tipicas da abordagem pela
funcdo de Green. As figuras (5.28) e (5.29) apresentam os elementos nio nulos da matriz de
massa adicional g1, p22, pasz e p13 para % = 4. As figuras (5.30) e (5.31) os coeficientes de
amortecimento A1y, A2z, Azz e Ay3. Observemos que p13 e A;3 mostram um forte acoplamento

entre os graus de liberdade sway e roll.

1.5 | T T T
1
0.5 :
0 | ] I I
0 2 4 6 8 10
k*R*tanh (k*H)

Figura 5.27: massa adicional; gy —; ref. [61] (o — o — °)
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0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
k*R*tanh (k*H)

Figura 5.28: massa adicional; p1; —; a3 ...

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

k*R*tanh (k*H)

Figura 5.29: massa adicional; paz —; p13 ...

= T l T !

0 0.5 1 L4.5 2 2:5 3

k*R*tanh (k*h)

Figura 5.30: amortecimento; Ay; —; Agg ...

144



145

— T T T 1
IS TR U - d
T TEERS S - .
T BT — oo s o
0 | | | —
0 0.5 12 LD 2 2.5 3
k*R*tanh (k*h)
Figura 5.31: amortecimento; A3z —; A3 ...

As figuras (5.32), (5.33) e (5.34) apresentam a amplitude do deslocamento para os

modos sway, heave e roll (ﬂ = 4). Para os modos acoplados sway e roll (figuras 5.33 e 5.34) a

concordancia com Chen e Mahrenholtz [61] é excelente. Da mesma forma, para o modo heave

(figura 5.32) a concordancia é excelente, exceto para as frequéncias irregulares.

1.6 T T | | I

R TN SRR S S — ol
PN R
1 ............... e R e e

0.8 |- AN —

%

06 s T"\ ot 2

0.4 | ifemigho: -

g3 .. l
0 | | | | =

o

0.5 1 1.5 2 2.8 3
k*R*tanh (k*h)

Figura 5.32: resposta no modo heave; % —; ref. [61] (e — o — o)
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o O o o

O MNP oy @0 N

0 0.5 1 Lz 2 2.a5 3
k*R*tanh (k*h)

Figura 5.33: resposta no modo sway; % —; ref. [61] (e — o — o)

4 T T T T T
3.5 f .
3 f— - —
25 S
2 — —
LS b= ==}
1 bessn ol d B b s e .
0.5 - .
0 ] | 1 | p

0 0.5 X 1.5 2 28 3
k*R*tanh (k*h)

Figura 5.34: resposta no modo roll; %’L —; ref. [61] (¢ —e — o)

Dois Semicilindros Gémeos

A tabela 5.5 apresenta a estrutura das matrizes de massa adicional [g| e amorte-
cimento [A] para dois semicilindros gémeos. A figura (5.35) compara resultados obtidos para
422 (% =4de % = 1.16) com os apresentados por Chen e Mahrenholtz [61]. Existe uma boa
concordancia, exceto para frequéncias irregulares. As figuras (5.36 - 5.41) apresentam, respec-
tivamente, os coeficientes p11, ft33, 12, fta5, 14, H25, H365 A11s A33, A12, Ag5, Arq and Ags.
Observamos que os elementos fora da diagonal possuem a mesma ordem de grandeza que os
da diagonal, o que mostra um forte acoplamento entre os graus de liberdade do sistema. As
amplitudes das respostas no modo "heave” dos cilindros "upwave” e "leeside” sao mostradas,

respectivamente, nas figuras (5.42) e (5.43). Da mesma forma, as figuras (5.44) e (5.45) mostram
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as amplitudes das respostas nos modos "sway” e "roll” dos cilindros “"upwave” e "leeside”, res-
pectivamente, comparados a resposta do cilindro isolado. Observamos que o cilindro "leeside”
apresenta uma menor amplitude na presenca do outro quando comparado ao cilindro isolado.
Este efeito de protecdo pode provocar um aumento significativo na amplitude do cilindro "up-

wave”, para alguns comprimentos de onda, comparado ao cilindro isolado.

Tabela 5.5: estrutura de [p] e [A] para cilindros gémeos

A|B|C|D|E]|F
B|G|H|-E|TI|]J
C|H|{K|F|-J]|L
D|-E{F|A|[-B|C
E J|-B|G|-H
F|J|L|C|-H|K

) | | I
o 0.5 1 1.5 2 2.5 3
WA2*R/g

Figura 5.35: massa adicional; pg2 —; ref. [61] - - -



148

b

1.

o

|
o

P UoWUE N w

|
[
w

1
b

Figura 5.37: massa adicional; g2 —; pigs - - -

b

=
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0 0.5 1 1.5 2 2D 3
w*2*R/g

Figura 5.38: massa adicional; p14 —; pgs - - - i3 ...
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S PN W s oy =

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
WA2*R/q

Figura 5.39: amortecimento; Aj; —; Aas - - -

Figura 5.41: amortecimento; A\j4 —; Ags - - -
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Figura 5.42: resposta no modo heave; upwave —; ref. (61] (o — @ — )

o o o o
O N oy R N s

0 0.5 1 15 2 2B 3
W*2*R/g

Figura 5.43: resposta no modo heave; downwave —; ref. [61] (o — o — o)

[ R S

O o0 oo
DN«&-G\@P—'N&O‘\W

o
o
w
=
=
w
(48]
4V
wn
(%)

Figura 5.44: resposta no modo sway; upwave —; downwave - - -: isolado - .-.
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Figura 5.45: resposta no modo roll; upwave —; downwave - - -: isolado -.-.

Neste capitulo, sistematizamos a teoria matematica que trata do movimento de um
corpo rigido flutuando livremente ou descrevendo um movimento forcado sob a influéncia de
forcas externas. O objetivo é fornecer subsidios para o tratamento do problema de radiacio
de ondas. Apresentamos a formulacio do problema de valor de contorno para m corpos flutu-
antes, bem como as equacées do movimento para corpos rigidos. Fizemos uma, implementacao
numérica, em duas dimensées, do problema de radiagdo de ondas, considerando a possibilidade
da interacdo dinamica entre varios corpos flutuantes. Supomos que os potenciais de radiagao sao
constantes ao longo do contorno. Calculamos os coeficientes hidrodinamicos e 0S comparamos

com resultados existentes na literatura para validar a implementacao feita.



Capitulo 6

Elastodinamica Linear

6.1 Introducao

Neste capitulo, introduzimos a teoria bdsica e os aspectos numéricos do método
dos elementos de contorno em elastodinamica, que serao utilizados posteriormente na analise
dinamica do acoplamento solo-fluido-estrutura. Apresentamos as equagoes basicas, a equagao
integral de contorno, as solugdes fundamentais da elastodinamica e alguns detalhes da imple-
mentacio numérica do método. Finalmente, fornecemos algumas solugdes para a propagagao de

ondas em um meio elastico.

6.2 Equacgoes Basicas

As equacdes bésicas da elastodinamica linear sao [2]:

a. equacoes do movimento:

iji + pb; = pu; (6.1)

b. relagoes cinematicas:

1 P
Eij= §(u1,j + u;;) (6.2)



153

c. relagoes constitutivas:

0ij = Aepkbij + 2€; (6.3)

em que u(x, t) representa o vetor deslocamento no ponto (z, 22, z3) € no tempo t, oy,
e €;; sdo, respectivamente, os tensores de tensao e deformagao, b; € a forga de corpo por unidade
de massa, p é a densidade, enquanto que A e u sao as constantes de Lamé. Um indice repetido
em um termo indica uma soma com relagao a este Indice, a virgula indica diferencia¢cdo com

respeito as varidveis espaciais e cada ponto sobre u; significa derivada com relacao ao tempo.

Combinando as equagoes (a.)-(c.), obtemos as equagoes de Navier-Cauchy que go-

vernam um meio eldstico, isotrdpico e homogéneo, de volume 2 e superficie I' = 'y + I'y,

(A + p)uii; + pujy; + pb; = piy (6.4)

Definindo as velocidades de propagacao das ondas de pressao (dilata¢dao) e ondas de cisalhamento

(rotacional) no meio eldstico como:

A+ 2u

€1 = 6.5
p (6:5)
er =[5 (6.6)

9 = — =

P
podemos reescrever a equagédo (6.4) como:

(cf — e})uwii; + chuji + pb; = pil; (6.7)

Para que tenhamos um problema bem posto, as equagdes (6.4) ou (6.7) devem ser

acompanhadas por condiges iniciais e de contorno apropriadas [27]:

wi(x, 1) = (%) (6.8)

Wi(x,8) = Vi(x), t=to€Q (6.9)



ui(x,t) = wi(x,t), t>thel (6.10)

ti(x,t) = o;;n; = Ti(x,t), t>tp €Ty (6.11)

em que t; sdo as forcas de superficies, n;(x) é o vetor normal unitario e u;, T; sao, respectiva-

mente, valores conhecidos dos deslocamentos e das forgas de superficie.

As equagoes de Navier-Cauchy podem ser simplificadas se admitirmos as hipdteses
adicionais de que ndo existem forgas de corpo e que o vetor deslocamento u(x,#) é harménico

no tempo com frequéncia angular w, isto é,

u(x,t) = R[a(x)e™ (6.12)

Neste estado elastodinamico estaciondrio, as equagoes (6.4) e (6.7) assumem a forma

(28, 67):
(A + p)yi; + pitje + pw’d; = 0 (6.13)

(cf — €3)iigj + 3 + pw’ir; = 0 (6.14)

em que a parte real R e o fator e~ foram desprezados por simplicidade.

6.3 Equacao Integral de Contorno

A formulagao elementos de contorno requer que a equagao diferencial (6.13) ou (6.14)
seja transformada em uma equacao integral. Isto pode ser feito utilizando a técnica dos residuos
ponderados. Como os deslocamentos e a funcao ponderadora sao harmonicos, e nao existem

forgas de corpo, a equagao integral é idéntica a do caso estatico [31], isto é:

ook + fr {85 = /F & tedl (6.15)



em que todos os deslocamentos e forgas de superficie sao dependentes da frequéncia

A solugao fundamental da equagao (6.13) corresponde a um carregamento pontual

que varia com o tempo, ou seja,

(A + 1) g + pl g + p?B] + Ay(w) =0 (6.16)
Esta solugao tem a forma geral [31]:
- 1
L= G1ég — G2r ir 6.17
Uy arpcg[ kl kT 1] (6.17)
As forcas de superficie sdo dadas pela relagao:
di 1 or 2 , ar
thy = [(— = 20IBkz— + ram) - —G2ner = 2rir o)
dG2 or ol dGl dG2 «
) Sl RS i | oo S .
2 dr *"'on +(c§ 2) dr dr 2r Jrm ] Lo
Nas equagoes (6.17) e (6.18) as funges G1 e G2 sao definidas por:
a. Problema Tridimensional (a = 4)
cap(=2)
1 = (1- iy NS O B 2}
& ( w2r2 wr r
2 2 —1wr
5 ¢ ex P( =1
R (6.19)
3 2 3 exr %)
G2 = (oD .00 T s
wr wr r
2 2 —wr
c; 3ey 3¢, ezp( = )
(=)= — 4 1) 6.20
& ( wir?  wr *i r (6-20)
b. Problema Bidimensional (a = 2):
wr wr wr
)] (6.21)

Gl—f‘o(*—*)-l'—“[ 1(———Ir (=
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. 2
_ e WTcy . T
G2 = fiz(——cz —czﬁg(—-——cl ) (6.22)

1

em que Ko, K e K; sdo as funcdes modificadas de Bessel de segunda espécie e ordens 0, 1 e 2,

respectivamente.

6.4 Implementacao Numeérica do MEC

Vamos dividir o contorno I' em N elementos e supor que as for¢as de superficie t e os
deslocamentos 1 dentro de cada elemento variem de acordo com certas fungoes de interpolagao.

Deste modo, @ e t podem se expressos como [5]:

M

() = 3 xilOw (6.23)
M

t(§) = ZX:(IE)G (6.24)

em que £ é a coordenada local, M é o numero de nés em cada elemento, x sao
fun¢oes de interpolacao, u; e t; sdo os valores nodais dos deslocamentos e forgas de superficie,
respectivamente. Para simplificar a notacao vamos reescrever a equagao (6.15) na formas:

c5ﬁ£+/ {*8dT = f a*tdr (6.25)
r i By

Substituindo (6.23) e (6.24) nesta expressao, obtemos:

N N
it + 3 fr txdn)U = 3 /F &* xdI)T? (6.26)
3 2 3 2

em que U7 é o vetor deslocamento nodal e 77 o vetor nodal correspondente as forcas de superficie.

Supondo que temos um total de L nds no contorno e aplicando a equagao (6.26) a cada um deles
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obtemos um total de 2L equagoes. Transformando as coordenadas locais em coordenadas globais,

as 2L equagoes podem ser reunidas em um sistema matricial da forma [5, 9]:
HU=GT (6.27)

em que U e T sdo vetores que correspondem a deslocamento e forgas de superficie, respectiva-
mente, H e G sao matrizes cujos coeficientes sdo as integrais das solugdes fundamentais e das

fungoes de interpolagao sobre os elementos do contorno.

6.5 Propagagao de Ondas Elasticas em um Meio Ilimitado

6.5.1 Ondas Planas

Uma onda plana é definida como aquela cuja frente de onda é uma superficie plana
perpendicular & direcao de propagacio da onda [17]. Seja u uma onda de deslocamento plana
propagando-se com velocidade ¢ na dire¢ao definida pelo vetor de propagagao unitario p. Entao,

u pode ser representado por [29]:
u= f(x-p—ct)d (6.28)

em que d é um vetor unitario que define a dire¢ao do movimento, x denota o vetor posicao,
x - p = constante descreve um plano normal ao vetor unitario p e f é uma fungéo arbitraria.

Substituindo esta expressao na equagao (6.13), obtemos:
[pd + (A + p)(p-d)p — pe*d]f(x-p —ct) =0 (6.29)
ou
(k—pt)d+(A+p)(p-dp=0 (6.30)

Para que esta equagdo seja satisfeita, existem duas possibilidades relacionadas com os vetores

unitarios p e d [30]:
i.d==*p
ii.p-d=0
A condicao i. implica em que d - p = £1 e portanto, a equagao (6.30) fornece:

/\-1-;&)%

o= ep=
p

(6.31)
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Neste caso, o movimento é paralelo a direcao de propagacdo e a onda é chamada de onda

longitudinal.
A condicdo ii. acarreta
c=¢r= (&)% (6.32)

com o movimento normal & direcao de propagagao; uma tal onda é chamada de onda transversal.

6.5.2 Ondas Planas Harmonicas no Tempo

Uma onda de deslocamento plana harménica propagando-se com velocidade ¢ na

direcao definida pelo vetor de propagacao unitario p é representada pela expressao [29]:
u = Adezp[ik(x - p — et)] (6.33)

Nesta equacio, A é a amplitude da onda, que pode assumir valores reais ou complexos, mas é
independente de x e de t, K = % é o niimero de onda e w ¢ a frequéncia circular. A equagao
(6.33) é um caso especial da equagdo (6.28). Isto implica que temos dois tipos de ondas planas
harmoénicas, isto é, longitudinais e transversais, propagando-se com velocidades ¢y, e e7, respecti-
vamente. Considerando movimentos planos, um sistema de ondas incidente, refletida e refratada
deve satisfazer quatro condigoes de continuidade com relagao a tensoes e deslocamentos na inter-
face de dois semi-espagos [29]. E esperado que duas ondas refletidas e duas refratadas ocorram
para cada onda incidente. A figura (6.1) a seguir, mostra os vetores unitrios de propagagao

do sistema de ondas incidente, refletida e refratada nos meios S e R, bem como as propriedades

materiais de cada meio.

Vamos representar as ondas incidentes, refletidas e refratadas por [29]:
ul® = And(“}exp(zqn), n=0,1,2,3,4 (6.34)
em que n = 0 corresponde 4 onda incidente, n = 1,2 ondas refletidas e n = 3, 4 ondas refratadas.
O termo q, ¢ dado por:
qn = #n(xplY —ct) (6.35)
com

p® = sin(6)i; + cos(8)iz (6.36)
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Figura 6.1: sistema de ondas incidente, refletida e refratada

Considerando que temos dois tipos de ondas planas harménicas, podemos escrever
(29, 2]:

a. Ondas Incidentes Longitudinais:

d® =p©@ ¢ =cf (6.37)
b. Ondas Incidentes Transversais:
40 . p(ﬁ) =0, ¢o= C.—)Sr- (6.38)

existem dois tipos: onda incidente polarizada verticalmente (onda SV), em que o movimento da

particula pertence ao plano de incidéncia, isto €,
d® =iz x p®, ¢y=¢f (6.39)
e onda incidente polarizada horizontalmente (onda SH), em que o movimento da particula é
perpendicular ao plano de incidéncia, isto &,
d® =i3, co=cf (6.40)

Em um semi-espaco, o campo total, que consiste das ondas incidentes e refletidas, deve sa-
tisfazer As condicdes de contorno correspondentes a uma superficie horizontal livre de tensoes.

Consideremos, entao, trés casos:
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i. Reflexao de Ondas P:

No plano z; = 0, temos:

u(u) sin(#
( :0] ) = Ap ( (61) ) expliko(y sin(bg) — ¢1t)] (6.41)
Us

cos(fs)

Reflexao sobre a superficie horizontal gera, respectivamente, uma onda P refletida, bem como
2 b

uma onda SV de cisalhamento polarizada verticalmente, isto é,

(1) :
Uy Ay sin(6,) . .
= expliki(zsin(f) — et 6.42
(ugl)) (~A1cos(32) plki(zy 1) = eit)] (6.42)
i e
(2)
u cos( b .
(12) = A, ) (02) ezxp[tka(zy sin(fy) — eat)] (6.43)
Uy sin(#2)
ii. Reflexdo de Ondas SV:
Ondas de cisalhamento polarizadas verticalmente e incidentes no plano zo = 0, sao
~ da forma:

(© — Ao cos(8
( u{lo) ) = ( Aoos:iéu())) ) ezpliko(zy sin(fy) — cat)] (6.44)

iii. Reflexao de Ondas SH:

Ondas de Cisalhamento polarizadas horizontalmente possuem componentes do des-
locamento, apenas na dire¢io z3. Uma onda incidente propagando-se no semi-espago 5 < 0 é

dada por:
ugo) = Agexpliko(xysin(fy) + 24 cos(fy) — eat)] (6.45)
No plano z3 = 0 ela tem a forma:
ug’} = Agexp|iro(zysin(bp) — cat)] (6.46)
A onda SH refletida é representada por:

ugz} = Asexplika(zy sin(fy) — 22 cos(6;) — eat)] (6.47)
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Para que as tensdes na superficie se anulem, k3 = Ko, 2 = 0y e A3 = Ag. Assim, a onda refletida

SH estd em fase com a onda incidente SH.

Rayleigh (1885) previu a possibilidade de ondas se deslocando ao longo da superficie
livre de um semi-espaco elastico, e que decaem exponencialmente com a profundidade [2]. Estas

ondas sao da forma:

1751 Al A?
up | = || —BA |exp(=biz2) + | EAz | exp(—boz2)| explin(z) —crt)]  (6.48)
0 0 0
em que
2
chL
by = w(1 - B)z (6.49)
5
[~
&
by = K(1- )2 (6.50)
2

e cp é a velocidade da onda de Rayleigh.



Capitulo 7

Acoplamento de Operadores: Interagao

Dinamica Solo-Fluido-Estrutura

7.1 Definicao do Problema

Consideremos o problema bidimensional correspondente a interacao solo-fluido-estrutura

representado na figura 7.1.

O dominio Q2 corresponde ao fluido de profundidade H, que, por hipotese, supomos
incompressivel, inviscido e irrotacional. Supomos, ainda, que as ondas sio harmonicas e lineares,

de tal modo que a teoria de Airy possa ser aplicada [19].

O dominio 2, pode eventualmente ser considerado rigido ou representar o semi-
espaco eldstico. O dominio Q. corresponde a uma estrutura em contato com o solo que, da

mesma forma, pode ser considerada como um corpo rigido ou eldstico.

As ondas incidentes ¢; no dominio do fluido Q5 , bem como as ondas eldsticas ul®
no dominio do solo ,, vém do infinito, enquanto que F corresponde a uma forca aplicada

externamente na superficie da estrutura ou do solo, conforme se observa na figura 7.1.



163

i o] Az
i ! Csi
N -
' i ' F
: :—r—'l-
| 2y :
Lr 1 : o .
| Ute | L
i F ‘ ':
! g i ! @ ]
'l i : .
Fio Lsr x
—-——a—
D
Yy © -
U \5
|
o
/
s Q

Figura 7.1: interagao solo-fluido-estrutura

7.2 Equacgoes que Governam o Problema

7.2.1 Dominio do Fluido

Seja ¢T(z,2,t) = ¢1(z,2,1) + qbd‘"(:r:,z,t) o potencial total de velocidade do fluido
com ¢;(z, 2,t) sendo o potencial incidente e ¢ (z, z,t) representando o campo de espalhamento
da onda devido & presen¢a da estrutura I'.. #%" pode corresponder a um campo difratado
(estrutura rigida fixa) ou a um campo radiado (estrutura eldstica fixa excitada por F). Sob
estas consideracdes e as hipéteses da secao anterior o comportamento do fluido é governado pelo

operador de Laplace

V¢l (z,2,t) =0 (7.1)

sujeito as seguintes condigoes de contorno sobre a superficie livre (I'y) e contorno de

radiacao (T, ), respectivamente:
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T W2 T

st =0 (7.2)
T

% —ikgT =0 (7.3)

Nas expressoes anteriores ny é a normal unitdria dirigida para fora do dominio do
fluido, g é a aceleragao devida a gravidade, w a frequéncia angular, x o nimero de onda e
t = v/—1. O nimero de onda « e a frequéncia angular w estdao relacionados pela equagao de

dispersao (equagao 3.35)

w? = kgtanh[kH| (7.4)

Considerando a hipotese de que os potenciais de velocidade sao harménicos no tempo

com frequéncia angular w, isto é:

o' (z,2,t) = R[¢(z, 2)e ™| (7.5)
¢1(z,2,t) = R[di(z, 2)e™""] (7.6)
¢¥ (2, 2,1) = R[¢¥ (z, z)e™™), (7.7)

o problema de valor de contorno definido em (7.1 - 7.3) pode ser reescrito em termos

do potencial de espalhamento ¢*'(z, z) na forma:

V2¢ir(z,z) =0 (7.8)

sujeito as seguintes condigoes:

3¢d’r w? dr
e (7.9)

Bédr
Ong

—ik$=0 (7.10)
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7.2.2 Dominios Elasticos

Sob as hipéteses de que o meio é homogéneo, isotrépico e seu comportamento pode
ser analisado usando a teoria linear da elasticidade podemos expressar a equacao que governa o

meio eldstico, na auséncia de forgas de corpo, por (cap. 6, segao 6.2):

(A puig; + puyi = pii; (7.11)

em que u é o vetor deslocamento, 1 o vetor aceleracao, p a densidade de massa. A e
i sao as constantes de Lamé que contem os coeficientes de amortecimento interno ou material

do meio [67].

Admitindo a hipétese adicional de que o vetor deslocamento u(x,z,t) é harmonico

no tempo com frequéncia angular w, isto €,

u(z, z,t) = R[u(z, z)e™*] (7.12)

entao, a equacao (7.9) assume a forma
(A 4wl + piti + pwi; = 0 (7.13)

7.3 Condicgoes para o Acoplamento

Para acoplar os trés dominios é necessario que as condigoes de de compatibilidade
cinemética e equilibrio de forga sejam prescritas nas interfaces dos mesmos. Estas condicées sio,

respectivamente:

— Interface fluido - solo (I'sy)

3¢dr
ony

= wWwhgl, (7.14)

pynpwd® + 127 = ¢, (7.15)
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— Interface fluido - estrutura (I's.)

%‘f: wonu, - 52— (7.16)
ipfnfw(;&d" + 2% = ¢, (7.17)
— Interface solo - estrutura (I's.)
u, = u, (7.18)
to+te +t =0 (7.19)

Nas equagdes (7.14 - 7.19) u,, t; e u., t. sao os vetores deslocamento e forgas de
superficie do solo e da estrutura, respectivamente. Da mesma forma, n,; e n. sao as normais
unitarias dirigidas para fora do solo e da estrutura. A densidade do fluido ¢ denotada por py, t£**
e t‘:’“ representam, respectivamente, o carregamento externo sobre as superficies da estrutura
e do solo e ¢; é o potencial incidente com amplitude A, cuja expressao é conhecida e dada por

(equagao 3.33):

—1gA cosh[k(z + H)] Jine
w cosh[xH]

¢i = (7.20)

7.4 Implementacio do Método Elementos de Contorno

7.4.1 Dominio do Fluido

A formulacio do MEC para a equagao de Laplace ja foi feita no capitulo 4. Conside-
rando, entretanto, as caracteristicas do problema atual vamos retoma-la adaptando-a a situagao
presente. Assim, queremos minimizar, no sentido integral, o erro produzido pela substituicao

da solucio exata de 7.1 pela solugdo aproximada ¥, isto é:

f (V20)TdQ = 0 (7.21)
{2y
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em que ¥* é uma fungdo ponderadora e 2y é o dominio limitado por I'y = [ys +
Te+ Iy + T (figura 7.1). A integral de dominio (7.21) pode ser transformada em uma integral
de contorno utilizando a segunda identidade de Green:
av=
g0
on

(vzm)w i = f[w JdT (7.22)

Esta equacdo integral é o ponto de partida para a formulacao elementos de contorno. Tomando
a funcio ponderadora como sendo a solugao fundamental da equagao de Laplace em duas di-

mensoes, a equagao (7.22) pode ser escrita apenas como uma equacao integral de contorno

c(p)¥(p) = f [‘1"@- - ‘I'a; JdT + ¢ (7.23)

em que, sem perda de generalidade, estamos incluindo na formula¢do a onda incidente ¢!. O
contorno pode, agora, ser discretizado em elementos de tal forma que o potencial em cada
elemento e’ pode ser escrito como

= [ (7.24)

em que [x] é uma fungdo de interpolagdo. Na implementagao que fizemos utilizamos funcgoes de

interpolacdo constantes, isto é, [x] = 1. Assim, a equagao integral (7.23) pode ser escrita:
¢V +Zf O arv; = Zfr., ¥"dlg! + ¢, (7.25)
e Y1y

ovr . .- . \ .
em que ¢ = 5= Considerando as condicoes de contorno nas interfaces I'. e I's e todos os nos

do contorno, obtemos o sistema de equagdes:

Uy,
. 'I'fe = Gfs
| 7, H), (B]-whH]) (H{-<H]) | =[ ¢!, 6. | ( . ) + ¢ (7.26)
'I"' Gfe
v,

A equacdo (7.26) corresponde a um sistema linear em que as varidveis estao asso-
ciadas apenas ao dominio do fluido. Posteriormente, este sistema sera incorporado na parte

superior do sistema global, apds a aplicagdo das condi¢oes de compatibilidade e equilibrio.
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7.4.2 Dominios Elasticos

A formulagio de elementos de contorno requer que a equagao diferencial (7.13) seja
transformada em uma equacao integral. Como foi relatado no capitulo 6, se¢ao 6.3, utilizando
a técnica dos residuos ponderados é possivel minimizar os erros envolvidos na aproximagao

numérica, no sentido integral, isto é,
fn[u.ﬁgu + (A + p)VVu + w?puju™dl = 0 (7.27)
em que u* é uma fun¢do ponderadora associada com deslocamentos.

Considerando que u* é a solucio fundamental em estado estacionario de (7.27), esta

equagao pode ser posta na forma:

c(p)u(p)—l—/rT"u:/Fu*le‘, (7.28)

em que todos os deslocamentos e forgas de superficie sao dependentes da frequéncia w e I’

significa a superficie do semi-espago eldstico ou da estrutura.

No caso do semi-espaco eldstico a equagdo (7.28) pode ser reescrita para incluir a

onda plana incidente u(®.

c,(p)us(p)ﬁ-j;T;u: u(o)-{-fru;T,dF (7.29)

Se o contorno for "suave” ¢(p)u(p) = ju e a equagao (7.28) pode ser discretizada e posta na

forma madtricial:
Hu-Gt =0 (7.30)

Reescrevendo (7.30) para os dominios €2, e {2, respectivamente, obtemos:

g ] () == (en au) () -woe (o an (2] oo

se

€

[ a:, H, ] ( ::f
,,,

) = [ 35 G5 ] ( :: ) = [G%](te™) (7.32)

fe

O sistema global de equagdes integrais de contorno que resolve o problema de interagao fluido-

solo-estrutura é obtido combinando os trés sistemas de equacoes lineares, (7.26), (7.31) e (7.32),
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referentes a cada dominio, mais as condigdes de contorno associadas com o acoplamento. A

forma final deste sistema é:

f s s s
H}, Hj, HG{ HG{ -Gy, 0 0 -Gy p bi
G5 0 0 0 5, Hi Gi 0 u: =| u® (7.33)
0 -Gs, O 0 0 H -G HS, - test
' usc

€
tse

\ uj, /

Como haviamos mencionado no capitulo 1., sec¢ao 1.2, cada um dos sistemas (fluido-
solo-estrutura) que combinamos para formar o acoplamento, constitui por si s6 um problema de
valor de contorno com uma equagao governante mais as condigbes de contorno que dependem

das particularidades de cada meio.

A equagao (7.33) estabelece a ligagao entre os trés meios de tal forma que os proble-

mas de valores de contorno possam ser resolvidos juntos.

7.5 Validacao Numérica

Nosso objetivo, nesta se¢io, é mostrar que a implementagao computacional em duas
dimensédes e no dominio da frequéncia, que fizemos, envolvendo o acoplamento dos meios solo-
fluido-estrutura, é coerente com a metodologia utilizada e é capaz de reproduzir as imple-
mentacoes isoladas do MEC para os referidos meios. A implementagdo numérica seguiu os
mesmos passos descritos nos capitulos 4 e 6, para cada sistema isolado. Utilizamos funcdes de
interpolagdo constante para representar as variaveis e a geometria de cada contorno. A estratégia

usada para validar a presente metodologia e implementacdo é descrita nos itens 1. - 3., a seguir.

1. Reducdao do Acoplamento ao Problema de Interacao fluido-estrutura

No capitulo 4, segao 4.7.2d, apresentamos resultados numéricos para as forgas horizontais,

verticais e momentos de uma estrutura de forma retangular fixa na superficie de fundo.
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Para reproduzir os mesmos resultados daquela se¢ao, admitimos que o solo e a estrutura
sao rigidas (Gs — o e G. — 00) e a excitagio do sistema ¢ devida a uma onda ¢;,

incidente no fluido.

Trabalhamos com 30 frequéncias no intervalo [.01, 2.], discretizamos o contorno segundo a
tabela 7.1 (ver figura 4.72), a seguir, e variamos a rigidez relativa entre o solo e a estrutura

para verificar se o sistema acoplado reproduziria o problema de difragao de ondas.

As figuras (7.2) - (7.4) mostram que os resultados obtidos pelo esquema do acoplamento

reproduzem exatamente aqueles do problema de difracao de ondas.

Tabela 7.1: discretizacao: secao retangular no fundo

Contorno | Iy, | I, | Ty | Iy | T, Foy | Ty | Py HE

a

N 25 | 20 [60 | 20 | 25 | 5 10 | 5 1

tx
=
T
1

Figura 7.2: médulo da for¢a horizontal; difracdo —; Acoplamento - -; ... -.-. G= = 0001;

Ge = .001; & =1.
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fy

Figura 7.3: médulo da forga vertical; difracao —; Acoplamento - -; ...; -.-.-; gf = .0001; %ﬂ -

.001; &= = 1.

0.7 T T T T T T T T T

I mfzrfl® —
i\ nEzacopll® ~--—
1 mrfZacoOpPllo™ ---e-
0.6 P rEziccupl® —— 7

ix

Figura 7.4: médulo do momento da forga; difracao —; Acoplamento - -; ...; -7} Ge = 0001;

Ga . Ge _
Ge = 001; &= = 1.

2. Interacdo solo (rigido) - estrutura

Supondo a auséncia do fluido (p; — 0) e o solo rigido, a estrutura . pode representar
ou uma barra ou uma viga em balango, conforme a excitagao externa atuar nas direcoes

vertical ou horizontal, respectivamente. Para simular estas situa¢oes discretizamos os
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contornos dos dominios conforme a tabela 7.2, a seguir.

A funcio de resposta em frequéncia (FRF) para a barra, obtida pelo esquema acoplado,

pode ser vista na figura (7.5). Nela, a comparagao é feita com o resultado de Dominguez

[65], que modelou o dominio fechado utilizando o MEC.

Os valores analiticos das duas primeiras autofrequéncias sao plotados na mesma figura
para efeito de comparagio. A grandeza u da FRF € normalizada pelo valor estatico u,
(w — 0). O gréfico mostra que os resultados obtidos pelo MEC acoplado reproduzem
exatamente os de Dominguez [65] e captam elementos essenciais como a amplitude e as

frequéncias de ressonancia.

Nio apresentamos a FRF para a viga porque observamos que a solugao numérica nao
representa uma boa aproximagio para a solu¢ao analitica. Isto pode ser explicado pelo
fato de que elementos constantes nao reproduzem com fidelidade os problemas de flexao
(65].

Tabela 7.2: discretizagao: barra fixa ao fundo

Contorno | I'ys | Tge | Tr | Tsi | Isp | Tse | Tes | ey
N 10 | 15 | 20| 10| 3 3 115 5

. Interagéao solo - estrutura

Nosso propésito é obter a resposta dindmica de uma fundagao de superficie sujeita a acao
direta de uma forca externa. Para tornar isto possivel é necessdrio impor certas condigoes
a estrutura (figura 7.1) a fim de que a mesma possa simular uma fundagao. Seja T, = %f
a relacao entre os médulos de elasticidade transversal da fundagao (G.) e do solo (Gj).

Entao,
_Ge _ 2G(HE?® 1 R1-p.)
=G, " U-p) G.E° AHEP el
ou
. T, _ 2G.(HE)® 1
K= R3(1—pe) — (1 _#e) (;sRs (7'35)
2(HEY

Definindo K como sendo a rigidez relativa entre a fundacao e o solo, temos [68]:

K =D, D, (7.36)
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Funcac respcsta em freguencla - barra
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Figura 7.5: FRF de uma barra; ref. [65] —; MEC acoplado - -; analitico *; p = 1.; Ge = 1
p=.25%=15

com D, e D, sendo, respectivamente, a rigidez flexural da fundagéo e do solo, dadas por:

_ 2G.(HE)?
D= —— . (7.37)
By (7.38
' G4R3 38

em que HE é a altura da fundagdo, R o seu semi-lado e p. e u; sao os coeficientes de

Poisson.

Estes parametros sdo condigbes que servirao para caracterizar o comportamento dinamico

do sistema fundagio - solo, quando sujeito a carregamentos aplicados externamente.

A tabela 7.3 a seguir, mostra diferentes valores da rigidez relativa para uma relagao %

fixa. Estes nimeros serdo utilizados para mostrar as diferentes respostas da fundagao

quando sujeita & agdo de uma forca externa unitaria.

As figuras (7.6) e (7.7) mostram, respectivamente, a evolugdo das partes real e ima-
ginaria da resposta da fundagao na diregao vertical, quando excitada por uma forca
vertical unitaria. Observemos que os deslocamentos avaliados no centro da estrutura de-
crescem quase monotonicamente com o aumento da frequéncia. Além disso, para uma
dada frequéncia eles dependem da rigidez relativa. Para estas simulagdes utilizamos os

seguintes valores:
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a. coeficiente de Poisson - pt. = s = -4;
b. semi-lado da estrutura- R = 1.;

¢. amortecimento material - 3 = .05;

d. densidade do solo - p, = 1.3

e. densidade da estrutura - p. = .0001;
f. densidade do fluido - py = .0001.

Tabela 7.3: rigidez relativa

G.| G. |HE|R| D. |Ds| K
1. | .01 1. |1.| 033 | L .033
1= i 1. |1.| 3.33 1. 3.33
1. | 100. | 1. | 1.]333.33| 1. | 333.33
SE c-:regamen?c vertical-RoesRof=.0001
m"reyylod.1iv®
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iy Ny
5 mar S -
g— X
8 0.3 .
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Figura 7.6: parte real da resposta da estrutura, sujeita a uma excitagao vertical; K = 333.33
— K =333---; K=.033; ..
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carregamentc vertical-Roe=Rof=.0001
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Figura 7.7: parte imagindria da resposta da estrutura, sujeita a uma excitagio vertical; K =
33333 —; K =.033-- -; K = 3.33; ...

A amplitude vertical da resposta da fundagio, avaliada no centro da mesma, sujeita a
um carregamento vertical, é plotada contra a frequéncia e pode ser vista na figura (7.8).
Nesta figura, a parte real e a parte imagindria da amplitude sio comparadas com os
resultados de Dominguez [65].

carregamento vertical-Roe=Rof=.0001
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Figura 7.8: partes real e imaginaria da resposta da estrutura, sujeita a uma excitagio vertical;
MEC acoplado — e ... ; ref. [65]- - - e -.-.-
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As figuras (7.9 - 7.12) apresentam o comportamento do solo nas direcoes horizontal e

vertical, bem como o deslocamento de corpo rigido da interface solo-estrutura, devido a

um c

arregamento unitario no solo. Os resultados sao comparados com os de Romanini

[66], que utilizou um método semi-analitico.

parte real

Figura

MEC acoplado —; ref. [66] - - -

parte real

Figura 7.10:

frequéncia=1
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7.9: parte real do deslocamento do solo na vertical; excitacao vertical; frequéncia=1.;
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parte imagindria do deslocamento do solo na vertical; excitacao vertical:

.; MEC acoplado —; ref. [66] - - -
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resposta horizonta 1-Roe=Rof=.0001
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Figura 7.11: parte real do deslocamento do solo na horizontal; excitacao vertical; frequéncia=1.;
MEC acoplado —; ref. [66] - - -
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Figura 7.12: parte imaginaria do deslocamento do solo na horizontal; excitacao vertical;
frequéncia=1.; MEC acoplado —; ref. (66] - - -
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Na figura (7.13), a interface solo-estrutura é excitada por um carregamento unitdrio na
diregao horizontal e a resposta € plotada contra a frequéncia. Como se pode observar, os

resultados comparam bem com os de Dominguez [65].

carregamente herizental-Roe =Rof=.0001
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Figura 7.13: partes real e imaginaria da resposta da estrutura; excitagao horizontal;MEC aco-

plado — e ...; ref. [65] - - - € -.--

Neste capitulo, definimos o problema bidimensional correspondente & interagao solo-
fluido-estrutura e apresentamos o problema de valor de contorno associado a cada um destes
sistemas. Utilizando as condigoes de compatibilidade cinemdtica e equilibrio, estabelecemos uma
ligagdo entre os diferentes sistemas, concretizada através de um sistema linear, cuja estrutura,

engloba os trés meios acima referidos, permitindo analisi-los como um tinico procedimento geral.



Capitulo 8

Conclusao

O objetivo principal deste trabalho foi aplicar o Método de Elementos de Contorno
para modelar sistemas dinamicos acoplados, descritos por operadores distintos. Para atingir tal
objetivo, trabalhamos inicialmente com o problema da interacdo de ondas de superficie lineares
com estruturas rigidas, em regime estaciondrio. Fizemos uma revisao das principais equagoes
ligadas & hidrodinamica e apresentamos as deducoes matemdticas das equagdes diferenciais que
governam o problema de valor de contorno para um fluido limitado por uma superficie livre
e uma superficie de fundo. Apds particularizar as equagdes da hidrodinamica para descrever
o problema da interagao de ondas de superficie lineares com estruturas rigidas, realizamos a
implementacao numérica deste problema, transformando as equagoes diferenciais em equagoes
integrais, pela técnica dos residuos ponderados, e discretizando estas ultimas segundo o proce-
dimento padrao do Método dos Elementos de Contorno. Os resultados obtidos se restringiram
ao calculo de forgas, coeficientes e respostas hidrodinamicas associadas a dois aspectos impor-
tantes na area de estruturas offshore: a teoria da difragao e da radiagdo de ondas. As validagoes
numéricas se concretizaram através da comparagao com solucgdes analiticas e solugbes aproxi-
madas existentes na literatura. Depois disto, fizemos breve revisao do problema de interagao
solo-estrutura. Apresentamos as equagdes basicas da elastodinamica linear, a formulagao ele-
mentos de contorno utilizando a técnica dos residuos ponderados, a discretizagao da equagao
integral de contorno e uma analise de ondas eldsticas em meios ilimitados. Finalmente, estabele-
cemos uma relagao entre os trés sistemas (solo-fluido-estrutura) ligando-os através de condigGes
de contorno de compatibilidade e equilibrio. Fizemos uma implementagdo computacional, em
duas dimensées, do problema acoplado (operadores: Laplace e Navier) e validamos alguns as-

pectos deste acoplamento com solucdes analiticas ou numéricas existentes na literatura. Os
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resultados numéricos mostraram que o acoplamento foi bem sucedido. Cabe salientar, que isto
se deve ao fato de que o Método dos FElementos de Contorno é talvez, no momento, o esquema
numérico mais adequado para reproduzir o comportamento dinamico de meios continuos e ili-
mitados. A modelagem concomitante dos trés sistemas dinamicos nao é uma pratica usual na
literatura, devido a grande complexidade envolvida na interacao dos mesmos. O que se faz,
normalmente, é desprezar os efeitos da interferéncia de um deles. A metodologia que emprega-
mos no capitulo 7, é baseada nos trabalhos de Kawakami e Kitahara [28]. Embora, a teoria e
o método de andlise que utilizamos ndo sejam novos, entendemos que a experiéncia ganha no
desenvolvimento das implementacdes computacionais, estas inéditas, bem como na compreensao
das aplicagdes praticas, é de interesse a toda a comunidade académica e pode, do ponto de vista
metodolégico, contribuir para o desenvolvimento das mesmas. Finalizando, cabe analisar os
pontos principais, deste trabalho, que merecem um maior esforco de pesquisa no futuro. Sao

eles:

a. estender as implementagdes computacionais dos problemas de difragdo e radiagao

de ondas para o caso tridimensional;

b. aperfeioar alguns aspectos da implementacao do método dos elementos de con-
torno, como, por exemplo, técnicas de integracao numeérica para nucleos singulares de ordem %

e ;17, funcdes de interpolagdo de ordem superior e métodos de solugdo de sistemas lineares;

c. estabelecer a formulagao do MEC para problemas de difragio/radiagao de ondas

nao lineares e construir codigos computacionais eficientes em duas e trés dimensoes;

d. explorar o potencial da implementagao bidimensional do problema acoplado,
fazendo outras validagoes e incluindo nas analises aspectos como radiagao de ondas pelo deslo-
camento de uma estrutura flexivel, ondas incidentes no meio eldstico, estruturas engastadas no

solo e corpo flutuante acoplado;

e. avangar para a andlise dos efeitos ndo lineares de superficie dos fluidos e interface

fluido-estrutura;

f. formular o problema transiente.
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