ESTE EXEMPLAR CORRESPONDE A REDAGAO FINAL DA

...................................................

PELA COMISSAO JULGADORAEM .. 07 1 08.129LQ

...............................

................ /fd/ﬂw%

ORIENTADOR

UNIVERSIDADE ESTADUAL DE CAMPINAS
FACULDADE DE ENGENHARIA MECANICA
COMISSAO DE POS-GRADUACAO EM ENGENHARIA MECANICA

Paulo Lee Kung Caetano Chang

Estudo e Simulacao Numérica de Materiais
Poro-Elasticos Periddicos

Campinas, 2010

87/2010



Paulo Lee Kung Caetano Chang

Estudo e Simulacao Numérica de Materiais
Poro-Elasticos Periodicos

Dissertacao apresentada ao Curso de
Mestrado da Faculdade de Engenharia
Mecanica da Universidade Estadual de
Campinas, como requisito para a obtencao

do titulo de Mestre em Engenharia Mecanica.

Area de Concentragao: Mecanica dos Sélidos

e Projeto Mecanico

Orientador: Renato Pavanello

Campinas

2010



FICHA CATALOGRAFICA ELABORADA PELA
BIBLIOTECA DA AREA DE ENGENHARIA E ARQUITETURA - BAE - UNICAMP

Chang, Paulo Lee Kung Caetano

C362e¢ Estudo e simulagdo de materiais poro-elasticos
periodicos / Paulo Lee Kung Caetano Chang. --
Campinas, SP: [s.n.], 2010.

Orientador: Renato Pavanello.
Dissertagao de Mestrado - Universidade Estadual de
Campinas, Faculdade de Engenharia Mecanica.

1. Poroelasticidade. 2. Estruturas periodicas. 3.
Acustica. 4. Absor¢ao. 5. Método dos elementos finitos.
I. Pavanello, Renato. II. Universidade Estadual de
Campinas. Faculdade de Engenharia Mecanica. IIL
Titulo.

Titulo em Inglés: Numerical simulation of periodic porous materials

Palavras-chave em Inglés: Poroelastic, Periodic structures, Acoustics, Absorption,
Finite elements method

Area de concentragio: Mecanica dos Solidos e Projeto Mecanico

Titulagdo: Mestre em Engenharia Mecanica

Banca examinadora: Marcelo Areias Trindade, Janito Vaqueiro Ferreira

Data da defesa: 03/08/2010

Programa de P6s Graduacao: Engenharia Mecanica

il



UNIVERSIDADE ESTADUAL DE CAMPINAS
FACULDADE DE ENGENHARIA MECANICA
COMISSAO DE POS-GRADUACAO EM ENGENHARIA MECANICA
DEPARTAMENTO DE MECANICA COMPUTACIONAL

DISSERTACAO DE MESTRADO ACADEMICO

Estudo e Simulacao Numérica de Materiais
Poro-Elasticos Periédicos

Autor: Paulo Lee Kung Caetano Chang

Orientador: Prof. Dr. Renato Pavanello

A Banca Examinadora composta pelos membros abaixo aprovou esta Dissertacao:

. .ﬂ ) :f
,--?fflc:(maﬂ/c

Prof. Dr. Renato Pavanello, Presidente

DMC/FEM/UN (_A\IP

*J\
Prof. Dg’ Marcelo Areias T‘riﬁdadn
USP/Sao Carlos
\gmli& N oDnihien D Suing

F‘mf‘ Dr. Janito quut iro Ferreira

DMC/FEM/UNICAMP

Campinas, 03 de agosto de 2010.

il



Dedicatoria

Dedico este trabalho aos meus pais, Chang e Maria Rita.

v



Agradecimentos

Agradego ao Conselho Nacional de Desenvolvimento Cientifico e Tecnolégico (CNPq) pelo
apoio financeiro durante o desenvolvimento deste trabalho.

Agradego ao professor Dr. Renato Pavanello pela paciéncia e pela orientacao, nestes
ultimos 30 meses, que foram vitais para a realizacao desta tese.

E agradeco também a minha familia e amigos, sempre presentes nos bons e maus momen-

tos.



Resumo

CHANG, Paulo Lee Kung Caetano. Estudo e Simulagao Numérica de Materiais Poro-
Elasticos Periddicos. 2010. 149p. Dissertacao (Mestrado) - Faculdade de Engenharia

Mecanica, Universidade Estadual de Campinas, Campinas.

Neste trabalho estuda-se a propagacao de ondas em meios elasticos periddicos e meios
poro-elasticos. Para o estudo da propagacao de ondas em meios elasticos periddicos, mode-
los discretos uni e bidimensionais sao gerados — seguindo padroes encontrados na literatura
— e simulados para a obtencao da estrutura de banda e da resposta em frequéncia, com o
objetivo de observar-se o fenomeno band gap. Em seguida, estuda-se a propagagao de on-
das e a absorcao em meios poro-elasticos periddicos. As equacoes diferenciais de movimento
acopladas da poro-elasticidade sdao obtidas da formulagao mista (u,p), baseada no modelo
de Biot-Allard. A modelagem numérica do problema de propagacao de ondas em meios
poro-elasticos é feita utilizando-se o método dos elementos finitos. Mostra-se por meio de
simulagoes numeéricas como os padroes de periodicidade influenciam na estrutura de banda
da matriz elastica do material poro-eldstico e no comportamento global da curva de absorcao.
Finamente, as principais conclusoes sao apresentadas e sugestoes para trabalhos futuros sao

propostas.

Palavras-chave:

Poroelasticidade, Estruturas Periddicas, Actustica, Absorcao, Método dos Elementos Finitos.
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Abstract

CHANG, Paulo Lee Kung Caetano. Numerical Simulation of Periodic Porous Materi-
als. 2010. 149p. Dissertacao (Mestrado) - Faculdade de Engenharia Mecénica, Universidade

Estadual de Campinas, Campinas.

In this work, a study of propagation of sound in elastic periodic materials and poroelastic
media is made. One and two dimension discreet models are produced — following the litera-
ture — for the purpose of studying wave propagation in periodic elastic materials. The band
structure and the frequency response of these materials are obtained by simulation of these
models with the intention of observing the phenomenon of band gap. The case for periodic
porous media is then studied. The wave equations for the poroelastic media are derived from
the mixed displacement-pressure formulation based on the Biot-Allard’s poroelasticity equa-
tions. The numerical solution of the wave propagation in porous media problem is calculated
by the finite element method. It is showed how different periodic patterns affect the band
structure of the solid phase of the porous materials and its acoustic absorption. Finally, the

main conclusions are presented and some suggestions for future work are made.

Keywords:

Poroelastic, Periodic Structures, Acoustics, Absorption, Finite Elements Method.
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Capitulo 1

Introducao

Materiais poro-elasticos sao amplamente utilizados devido suas propriedades de absorgao
e isolacao acustica — associadas as suas caracteristicas de amortecimento — em projetos de
controle de ruidos em automodveis, isolamento acustico em aeronaves, projetos de controle da
qualidade do som em ambientes domésticos e industriais, customizacao de teatros e auditorios,
isolacao de estudios de gravacao etc.

Estudos extensivos vém sendo conduzidos visando o modelamento analitico e numérico
de problemas que envolvem a propagagao de ondas, acusticas e eldsticas, em materiais poro-
elasticos. Nos ultimos 30 anos, foram desenvolvidos varios modelos numéricos utilizando
o método dos elementos finitos para a avaliacao da absorcao actstica de materiais poro-
elasticos, fato impulsionado pelo grande ntimero de aplicacoes desse material na industria e
pela comprovada eficiéncia da aplicacao de métodos de simulagao em projetos de sistemas
vibro-acusticos. Nesse contexto, um dos principais desafios consiste em melhorar as pro-
priedades de absorcao actstica dos materiais poro-elasticos na regiao de baixas frequéncias,
sem o aumento substancial do peso.

Em contrapartida, aplicacoes estruturais de materiais elasticos periddicos em que faz-se
uso do fenomeno band gap — ou stop band — sao pouco exploradas em aplicagoes da vibro-
acustica. Estas estruturas periddicas geram interferéncia nas ondas que a atravessam; numa
dada faixa de frequéncia, essas ondas sao dispersadas e nao se propagam pela estrutura —
tal é o band gap. Para essas estruturas existe um grande potencial de aplicagao na industria

como, por exemplo, filtros mecanicos, dispositivos sonicos, isoladores actsticos etc.



Em construcoes civis, a acustica arquitetonica pode também beneficiar-se do fendmeno
band gap. Um exemplo seria a escultura feita por Euseblo Sempere, composta por tubos
cilindricos dispostos periodicamente em uma segao quadrangular (Figura 1.1). Em 1995, o
Instituto de Ciéncias de Madri mostrou que as ondas que se propagavam perpendicularmente
aos eixos dos cilindros da escultura eram intensamente atenuadas a frequéncia de 1670 Hz.
Esse resultado gerou a primeira evidéncia experimental da existéncia de band gaps para
ondas mecanicas (Gorishnyy et al., 2005). No meio académico, o estudo, por exemplo, de
estruturas elasticas nano-periédicas podem levar a novas descobertas sobre o comportamento
de materiais elasticos periddicos e futuras aplicagoes.

Nos tltimos 15 anos, verifica-se um enorme crescimento na comunidade cientifica de estu-
dos e publicagoes sobre band gaps fonoénicos (do inglés phononic), impulsionado, em grande
parte, pela vasta quantidade de textos e artigos ja existentes sobre band gaps fotonicos (do
inglés photonic), fen6meno que ocorre em estruturas periddicas com materiais de propriedades
dielétricas diferentes, em que, numa certa banda de frequéncia, ondas eletromagnéticas nao
se propagam pela estrutura do cristal. Como os problemas de propagacao de ondas elasticas
e eletromagnéticas sao similares, grande parte da teoria utilizada no estudo de materiais
periodicos eldsticos provém de estudos anteriores em cristais fotonicos.

Neste trabalho, pretende-se abrir uma nova frente de estudos que se refere a utilizagao
de modelos poro-eldsticos como estudo de band gaps fononicos. O numero de estudos e
publicacoes referentes ao estudo de estruturas periédicas contendo materiais poro-elasticos na
comunidade cientifica é praticamente nulo — os estudos da area concentram-se, atualmente, na
otimizacao topoldgica da geometria desses materiais, mas pouco se estudou sobre a ocorréncia

de band gaps em estruturas periédicas poro-elasticas.

1.1 Objetivos

O presente trabalho dedica-se ao estudo e a modelagem do fenomeno de band gap apli-
cado ao projeto de sistemas de absorcao poro-acusticos. Nesse contexto, o objetivo principal
é estudar e compreender os fenomenos de cancelamento de frequéncia presentes em estru-

turas periédicas gerando, para tanto, uma ferramenta de simulacao para representar este
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Figura 1.1: Escultura por Euseblo Sempere. Consiste em cilindros de aco inoxidavel de 2,9
cm de diametro dispostos periodicamente em uma se¢do quadrangular (Gorishnyy et al.,

2005).

comportamento em materiais elasticos e poro-elésticos.

Como objetivos especificos, ressaltam-se os seguintes:

e Entender a fenomenologia e implementar modelos eldsticos discretizados (tipo massa-

mola ou por elementos finitos) periddicos infinitos;
e Avaliacao do surgimento de band gaps e estudo de seu efeito em modelos finitos;

e Estudo e utilizagao de um modelo poro-eldstico discretizado e aproximado usando o

método dos elementos finitos;
e Projeto e construgao de um simulador de sistemas poro-acusticos peridédicos finitos;

e Avaliacao do surgimento do fenomeno de band gap em sistemas periddicos poro-acisticos

e sua influéncia nas curvas de absor¢ao do sistema.



1.2 Estrutura do Texto

Para expor a metodologia adotada e os resultados obtidos com vistas a alcancar os obje-
tivos pretendidos, o presente texto foi organizado da maneira a seguir:

No capitulo 2, apresenta-se uma revisao histérica da literatura sobre band gaps fononicos,
sobre a poro-elasticidade e sobre a aplicacao do método dos elementos finitos em problemas
poro-elasticos.

O capitulo 3 mostra a teoria estudada sobre o fenémeno band gap; algumas ferramentas
matematicas para a discretizacao e calculo da estrutura de banda de materiais elasticos
periodicos ilimitados encontradas na literatura sao expostas.

No capitulo 4, apresenta-se o estudo feito sobre a propagacao de ondas em meios poro-
elasticos. E exposta a evolucao dos modelos de equagoes diferenciais do problema da poro-
elasticidade acoplada, assim como as defini¢oes e hipdteses simplificadoras pertinentes.

O capitulo 5 introduz a implementacao do método dos elementos finitos aplicado ao
problema da poro-elasticidade acoplada.

O capitulo 6 contém a validagao e os resultados obtidos da aplicacao das teoria apresen-
tadas nos capitulos 3, 4 e 5, assim como os resultados do estudo sobre materiais poro-elasticos
periédicos.

No capitulo 7, apresentam-se as conclusoes do presente trabalho e as propostas de tra-

balhos futuros.



Capitulo 2
Revisao Bibliografica

Neste capitulo apresenta-se um breve historico sobre o desenvolvimento dos modelos
tedricos e métodos numéricos para a resolucao de problemas da poro-elasticidade na acustica

e da propagacao de ondas em meios elasticos periddicos.

2.1 Band Gaps em Estruturas Elasticas Periddicas

Um dos primeiros trabalhos sobre a propagacao de ondas em estruturas elasticas peridédicas
¢ apresentado por Brillouin (1953). Neste trabalho, o autor estuda materiais eldsticos em
niveis atomicos e mostra — a partir do calculo de curvas de dispersao da frequéncia em funcao
do nimero de onda de um material, também denominada de estrutura de banda — a existéncia
de band gaps para estruturas diatomicas e multiatomicas periddicas infinitas.

Em Mead (1996), um resumo ¢ feito sobre as teorias e métodos criados pela Universidade
de Southampton para a andlise da propagacao de ondas em estruturas periddicas.

O estudo tedrico e experimental de cadeias unidimensionais periédicas massa-molas é
realizado por Parmley et al. (1995) e uma boa aproximagao dos resultados é obtida.

Langlet et al. (1995) utiliza o método dos elementos finitos para o célculo das curvas de
dispersao de materiais periddicos. O autor utiliza-se das relagoes de Bloch-Floquet para que
somente uma célula periddica tenha de ser modelada para o calculo da estrutura de banda
de estruturas bidimensionais periédicas.

Suzuki e Yu (1998) usa o método numérico PWE (plane wave expansion) para o calculo



da estrutura de banda de um meio periédico tridimensional do tipo FCC (face centered
cubic). O método PWE tem sua origem nas teorias e métodos desenvolvidos para o estudo
e a modelagem da propagacao de ondas eletromagnéticas da fisica optica.

Evidéncias experimentais da existéncia de band gaps em estruturas periddicas bidimen-
sionais é apresentado por Vasseur et al. (1998). O autor utiliza o método PWE para o célculo
da estrutura de banda de um meio, composto por materiais compositos dispostos de forma
periédica, como cilindros em um matriz de resina epdxi, e compara essas curvas de dispersao
com resultados experimentais obtendo uma boa aproximacgao dos mesmos.

Kafesaki et al. (2001) mostra a possibilidade da criagdo de guias de ondas dentro de
um material elastico, para frequéncias dentro da regiao de band gap, a partir da inclusao de
defeitos no mesmo.

Jensen (2003) apresenta uma teoria para a modelagem de estruturas eldsticas periédicas
uni e bidimensionais, infinitas e finitas, em estruturas do tipo massa-mola, para o cdlculo das
curvas de dispersao (frequénciaxn® de onda) e FRF (fungao resposta em frequéncia) dessas
estruturas, mostrando, assim, a presenca de band gaps nessas e uma boa aproximagcao de
seus resultados.

Movchan et al. (2006) estuda a propagacao de ondas de Bloch-Floquet em materiais
compdsitos periédicos continuos e discretos (malhas massa-mola), que apresentam modos
de vibracao altamente localizados devido a inclusoes de defeitos no mesmo, e a relacao da
frequéncia em que esses modos de vibragao aparecem, e as frequéncias de band gap da estru-
tura.

Lazarov e Jensen (2007) mostram a existéncia de band gaps a baixas frequéncias em
estruturas do tipo massa-mola unidimensionais com molas nao-lineares, e a possibilidade de
deslocar as regioes de gap mudando o grau de nao-linearidade dos osciladores ou a amplitude

da onda.

2.2 Propagacao de Ondas em Materiais Poro-Elasticos

Um dos pioneiros na formulacao da teoria da poro-elasticidade foi Biot. Sua teoria classica

para a propagacao de ondas em materiais poro-elasticos foi apresentada inicialmente em 1956



(Biot, 1956ab). Nesses trabalhos, a formula¢do do problema acoplado é feita calculando-se
os funcionais — ou fungoes potenciais — do material e derivando-se a equagao diferencial
do movimento a partir da aplicagdo da equacao de Lagrange. A influéncia da dissipacao
viscosa entre as fases solida e fluida do material é considerada: Biot (1956b) sugere que o
coeficiente de amortecimento viscoso do material é funcao da frequéncia e pode ser descrito
por uma Unica expressao. Para diferentes materiais porosos, com distintas redes internas de
poros, o amortecimento viscoso comporta-se — em funcao da frequéncia — qualitativamente
de forma semelhante. Biot (1962) reescreve a teoria cldssica da propagagao de ondas em
meios poro-elasticos e comenta brevemente sobre efeitos de anisotropia, viscoelasticidade,
processos quimicos dos graos e efeitos de superficie e dissipacoes térmicas e eletrocinéticas
na propagacao de ondas neste meio.

Em Rice e Cleary (1976), uma formulagdo modificada para a teoria cldssica de Biot ¢é
apresentada e sao propostas novas constantes fisicas para o problema poro-eldstico. Estas
constantes sao obtidas por meio de um conjunto de ensaios mais simplificado.

Jonhson et al. (1987) estuda as caracteristicas fisicas e o comportamento de um fluido
confinado em um poro de um material poro-elastico. Nesse trabalho sao definidos novos
parametros fisicos como os comprimentos caracteristicos viscoso e térmico e a tortuosidade
dindmica. E também proposta uma nova funcao para o célculo dos efeitos de dissipacao
viscosa de mais facil computagao e boa aproximagcao das fungdes propostas por Biot (1956b).

Champoux e Allard (1991) apresentam um modelo tedrico da tortuosidade dinamica em
funcao da frequéncia. Os resultados tedricos obtidos sao comparados com resultados experi-
mentais de medidas acusticas de um material poroso rigido e saturado de ar.

Allard (1993) compila intimeros estudos sobre a propagacao de ondas em materiais poro-
elasticos e apresenta de forma sistematica a formulacao classica de Biot, levando em consid-
eracao efeitos térmicos dissipativos do fluido nos poros do material, a qual é denominada de
formulacao classica de Biot-Allard.

Atalla et al. (1998) apresentam a chamada formulagao mista (u,p) do problema acoplado
poro-elastico a partir de manipulacoes algébricas da formulagao cldssica de Biot-Allard, a
qual modela o problema acoplado em funcao dos deslocamentos da fase sélida e fluida. O

problema é acoplado pelos deslocamentos da fase sélida e a pressao do fluido, diminuindo,



dessa forma, o ntumero de equacoes do sistema de 6 para 4, o que permite a simulacao
numérica do problema poro-elédstico pela formula¢ao mista (u,p) em tempos menores que o
mesmo problema dado pela formulacao classica de Biot-Allard.

Um modelo numérico de elementos finitos isoparamétricos com 8 nés é aplicado por Craggs
(1978) para a previsdo do comportamento acistico de materiais porosos com estruturas
rigidas. Craggs (1979) mostra o procedimento para o acoplamento entre meios actsticos
e poro-elasticos na formulagao de elementos finitos em um modelo para o célculo de absorcao
acustica. A validacao do método é feita a partir de resultados analiticos.

No artigo proposto por Kang e Bolton (1995) é desenvolvido um modelo numérico em
elementos finitos bidimensional de um elasto-absorvedor usado em controles passivos de ruido.
O modelo é aplicado a formulagao classica de Biot e métodos para acoplar as fases acusticas e
poro-elasticas, quando a interface entre ambas as fases esta ou nao selada por uma membrana,
sao desenvolvidos. O modelo é validado por resultados analiticos.

Panneton e Atalla (1997) utilizam o método dos elementos finitos para simula¢ao numérica
de problemas tridimensionais da poro-elasticidade acoplada da formulacao classica de Biot-
Allard. Um esquema de programacao das matrizes dos elementos é colocado em evidéncia e as
condicoes de acoplamento entre as fases acusticas e poro-elasticas sao descritas em detalhe.
Uma aproximacao para o coeficiente de amortecimento viscoso para baixas frequéncias é
proposta e mostra-se que essa aproximacao lineariza o problema de auto-valor poro-elastico.

Atalla et al. (1998) propoe a formulagao mista (u,p) do problema poro-eldstico e sua
forma integral fraca. Debergue et al. (1999) apresentam as diversas condigoes de contorno
e acoplamento para a formulac¢do fraca mista (u,p). O estudo torna evidente as vantagens
de se usar a formula¢do mista (u,p) quando comparada com a formulacao classica (u,U),
em relacao as condigoes e matrizes de acoplamento entre os dominios acustico, eldstico e
poro-elastico.

As contribuicoes dos trabalhos do Departamento de Mecanica Computacional da Facul-
dade de Engenharia Mecanica (DMC/FEM), dadas por Silva e Pavanello (2003,2004a), estao
relacionadas a implementacao e testes das formulagoes desenvolvidas e encontradas na lit-
eratura, em um ambiente de programacao Orientada a Objetos aliada a linguagem C++.

No trabalho de Silva e Pavanello (2004b), utilizando-se uma modelagem com elementos fini-



tos poro-elasticos para a prescricao da resposta de absorgao, algumas variagoes geométricas
para dispositivos de isolamento actstico tém seus diversos resultados confrontados. Em Silva
(2007), a otimizagao da absorcao de materiais poro-eldsticos a baixas frequéncias é realizada
para o modelo de elementos finitos do mesmo. Nesse trabalho, o guia de ondas acistico semi-
infinito é modelado como uma matriz de acoplamento que correlaciona a poténcia de entrada
e os modos da onda actstica no tubo de Kundt e a integral fraca no contorno actstico/poro-

eldstico, teoria apresentada anteriormente por Atalla et al. (2001b).



Capitulo 3

Propagacao de Ondas em Meios

Periodicos

3.1 Band Gaps

O fendémeno fisico denominado band gap, ou stop band, refere-se a nao propagacgao de
ondas, sejam essas eldsticas, acusticas, eletromagnéticas etc., em uma dada faixa de valores
de frequéncia, no meio onde esta ocorre. Neste capitulo evidéncia-se a ocorréncia desse
fendomeno em meios elasticos periddicos.

Um dos primeiros estudos sobre band gaps em meios periddicos elésticos foi realizado
por Brillouin (1946). Neste trabalho, Brillouin modela o meio eldstico como um sistema de
particulas discretas que interagem com sua vizinhanga — nao necessariamente imediata, como
no caso de um sistema massa-mola — para uma, duas e trés dimensoes. O trabalho feito pelo
autor concentra-se na modelagem de estruturas periédicas infinitas. Para esses modelos, Bril-
louin mostra que existem certas faixas de frequéncia em que a solucao harmonica nao existe.
Nessas faixas de frequéncia, a solu¢ao matematica da onda apresenta um fator de atenuacao
que impede sua propagacao em meios infinitos. Essas faixas de frequéncia sao denominadas

stop bands ou band gaps.
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3.2 Propagacao de ondas em materiais elasticos periédicos

Nesta se¢ao, o modelo matematico da propagacao de ondas em estruturas unidimensionais
— também denominadas de monoatomicas por analogia a microestrutura do material — e
bidimensionais infinitas proposto por Brillouin (1946) é revisto. O objetivo, neste caso, é

entender o fendmeno band gap e a possibilidade de se modelé-lo.

3.2.1 Estruturas infinitas monoatomicas

Denomina-se material elastico monoatomico aquele representado por particulas alinhadas

e igualmente espacadas ao longo do eixo x, como mostrado na figura 3.1.

Figura 3.1: Estrutura Unidimensional Infinita

Desta forma, a posi¢ao da particula n, num dado instante de tempo, pode ser escrita

COImMo.

T, = nd + u, (3.1)

onde u,, é o deslocamento da particula em questao e d mede a distancia entre as particulas
do sistema. O deslocamento w,, é propagado ao longo do sistema de forma harmonica se o

sistema fisico proposto admitir uma solugao da forma:

Uy = AeQﬂi(thand) — Aei(wtfkn)

1 (3.2)

a=y, k=2rad, w=2mv
onde v é a frequéncia, t, o tempo, a, o nimero de onda, A\, o comprimento de onda, w, a
frequéncia angular e k é o produto do nimero de onda a pelo periodo d (distancia entre as
particulas) da estrutura, multiplicado por 27, sendo denominado também nimero de onda.

Aplicando-se a solugao acima a particula n + 1, tem-se:

11



Upi1 = Aei(wtfk(nJrl)) _ Aei(wtfkn)efik — 'Lbneiik. (33>

Observando a equagao (3.3), pode-se definir a varidvel k como a mudanca de fase entre a
particula n e n+1 para uma dada frequéncia de onda, ja que k varia em funcao da frequéncia.
Serda mostrado mais adiante que é a relacao entre k e w que define se uma dada onda propaga
ou nao no meio infinito. Da equagao (3.3) pode-se também observar que a mesma solugao é
obtida para qualquer k¥ = k + 2mm, onde m é um inteiro qualquer. Sendo assim, a mesma

~ ’ . / . , ~ “ s 7.
solucao para w serd obtida para cada k , ou seja, w é uma funcgao periédica de k:

w = f(k eriodo2mrem k = 2wad
f(k) p (3.4)

v=F(a) perfodo? ema

Dessa forma, a avaliacao das funcoes f e F' é necessaria somente em uma certa faixa de

valores de k, ou a, dadas por — 7 <k <me —2—1d <a< %l. Essa limitacao significa que:

A= L > 94 (3.5)
|al
Ou seja, o menor comprimento de onda possivel é o dobro do periodo da estrutura e corre-
sponde a frequéncia v, = f(1/2d), denominada frequéncia critica ou de corte, que corresponde
a maxima frequéncia em que ha propagacao de ondas no sistema.
Considera-se agora que a fungao u,, é o deslocamento longitudinal da particula n e assume-
se que existe interacao entre todas as particulas. Assim, a distancia entre duas particulas n

en+mé:

Tnntm = Tntm — T = Md + Uppm — Uy, (3.6)

A energia de interagao entre duas particulas pode ser definida como uma funcao potencial

da distancia entre as mesmas, da forma:

12



U(r) = U(|znim — onl) (3.7)

A energia potencial total do sistema sera, entao, o somatério da energia de interacao entre

todos as particulas do sistema:

U=> Y Ul@nim —an) (3.8)

n m>0

onde m ficou restrito a um ntmero positivo para que a energia potencial de um par de

particulas nao seja somada duas vezes, além de permitir a retirada do sinal médulo de Az.
Considerando que o deslocamento u,, seja bem menor que a distancia d entre as particulas,

pode-se expandir a fungao potencial na série de Taylor em torno da posicao md, e desprezar

os termos polinomiais de ordem superior a 2, obtendo-se:

U(Zpim — Tn) = U(md) + (Uppm — tn) U (md) + %(un+m —u,)? U (md) (3.9)

onde U(md) representa a energia de interacao entre as particulas n e n+m em suas posigdes
de equilibrio.

A energia potencial total do sistema pode ser escrita, entao, da forma:

U=>>Y [U(mco + (Upsm — ) U'(md) + %mmm —up)? U" (md) (3.10)

n m>0

A forga F), agindo na particula p é dada pela derivada da energia potencial total com

relacao ao deslocamento u, da particula p, e portanto:

Fy= =30 = =5 Yo [Umd) + (i — ) U (md) + (ttnin — wn)? U (md) |
= g S0 | (Wpim — ) U'(md) + (utpiom — up)? U (md)
+ (up = up—) U'(md) + 5 (up = tpm)* U” (md)
= =Yoo |~U (md) = (tpim = wp) U" (md) + U (md) + (= ttpsm) U” (ma)
(3.11)
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Rearranjando a equagao e escrevendo o termo U(md) = U,,, obtém-se, finalmente:

Iy = Z Ur/,/z(up+m + Up—m — 2up) (3.12)

m>0

Pode-se ver que os termos U,, se cancelam dentro do somatério. Considerando-se entdo
uma estrutura semi-infinita a partir da origem n = 0, conforme mostrado na figura (3.2),
é necessario aplicar, para cada particula n, uma forca externa F, para manter as tultimas
particulas da estrutura nao perturbadas (distancia de equilibrio entre as particulas permanece
constante e igual a d). Essa forga deve incluir as derivadas das energias de interagao virtual
entre a particula n da estrutura semi-infinita e as particulas (—n) = (—1,-2,-3,...) -
energias de interacao que estariam presentes caso a estrutura fosse infinita — de forma que o

modulo de F), é dado por:
m>0

Portanto, a forca total aplicada, necessaria para manter a estrutura sem perturbacoes, é:

F, =Y _mlU, (3.14)
m=1

-3

-3

w2

-7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 i} T. 2 3 4 5 6 7
Estrutura Unidimensional Semi-infinita de Atomos.

Figura 3.2: Estrutura Unidimensional Semi-Infinita

Se a forga externa for diferente de F; ou diferentemente distribuida, perturbagoes irao
ocorrer nas particulas proximas do fim da estrutura, podendo ocorrer dois casos: (1) a
perturbacgao se dissipa ao se afastar da origem, ficando confinada as particulas préximas a

origem; (2) a perturbacao se estende pela estrutura como fungao periédica da distancia. Caso
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nao seja aplicada nenhuma forga externa, a estrutura nao se perturbara somente se os termos
! . . 7. .

U,,, para todo m, forem iguais a zero. Caso contrario, ambos os tipos de comportamento

citados anteriormente podem ocorrer.

A equacao do movimento pode entao ser formulada como:

Mup =F,= Z U;;;(Up+m + Up—m — 2up) (3.15)

m>0

sendo M a massa da particula p.
Assumindo a solucao da equacao de movimento como dada pela equagao (3.2) paran = p,

obtém-se:

(_47T2V2)MAei27r(l/t—apd) _ Z U;(G_i%rmda + ei27rmda . 2)A6i27r(ut—apd) (316)

m>0

Rearranjando a equagao (3.16), considerando A # 0 (solugao nao trivial), e lembrando

—27mda + 627dea> 2w (vt—apd)

= 2cos(2mmad) e que e nunca se anula, pode-se escrever a

que (e
equagao (3.16) da forma:

]_ 1" 1"
Mr*? = 5 Z U,,(1 — cos(2mmad)) = Z U, sin®(ramd) (3.17)

m>0 m>0

A equagao (3.17) representa o movimento da particula p, levando-se em conta as interagdes
com todas as demais particulas do sistema infinito periddico. Se for considerado que a energia
de interacao entre as particulas cai rapidamente com a distancia, pode-se escrever a equacao
de movimento da particula p (Equagao 3.17) considerando que esta interage somente com a

sua vizinhanc¢a mais préxima, para 0 < m < m/, onde m’' é um numero finito.

Interacao com a vizinhanga imediata

Se for considerado que as particulas interagem somente com as particulas mais proximas
(m' = 1), entdao a equagao de equilibrio dada pela equacao (3.17) representa um sistema

massa-mola infinito em vibragao livre, e a equagao (3.17) se torna:
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Mr*? = Z U, sin*(ramd) = U sin®(rad) (3.18)

0<m<1

A velocidade de propagacao da onda para o caso em que ha interacao somente com a

vizinhanga préxima é, entao:

V| JU" | sin(mrad)| U" |sin(mad)|
V= =) —— 7 — ) —— 3.19
a M |rmal M |rad| (319)

Para uma onda de comprimento infinito (A — oo, a — 0), a equacao acima se torna:

U//
Voo =d\| — 3.20
= (320)

Para a andlise do caso em que o meio elastico é modelado como um meio continuo e o
comprimento de onda é comparativamente grande em relacao ao espagamento d, é necessario
definir-se parametros médios entre as massas. A tensao média T agindo na particula p pode
ser vista como a resultante de forcas na mesma e, a partir da equacao (3.11) com m = 1,
pode ser escrita como:

1

T=U (d)(un+1 + Un—1 — 2uy) (3.21)

A deformacao média entre p e p+ 1 pode ser definida simplesmente como (u,+1 — uy,)/d,
e a deformacao média €, entre p — 1 e p+ 1, é, entao:
(un—l-l + Up—1 — 2un)

= y (3.22)

Definindo F como a razao entre a tensao T e deformacao média €, tem-se:

=dU"(d) (3.23)
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Assim, se for considerada a densidade linear média da estrutura como p = M/d, substi-
tuindo U” = E/d e M = pd na equacao (3.20) — pois em meios continuos A >> d —, obtém-se
a equacao da velocidade de propagacao da onda no meio, da seguinte forma:

V= (3.24)

E
o

Vé-se entdao que, quando A >> d (hipdtese da teoria do continuo), a velocidade de
propagacao da onda nao mais depende do comprimento da estrutura, mas somente das pro-
priedades do material. Vale apontar também que, se E for entendido como o médulo de
elasticidade do material e p sua densidade, entao a equagao (3.24) serd idéntica a equacao de
velocidade de onda em barras (¢ = v/ E/p).

Analisando a velocidade de propagacao de onda na estrutura quando a frequéncia de onda
¢ critica (comprimento da onda é o menor possivel e igual a 2d ¢ ad = 1/2), obtém-se o valor

da ultima como:

Ve=—\] — (3.25)

A frequéncia critica v, também é denominada frequéncia de corte, pois representa o maior
valor de frequéncia em que é possivel uma onda propagar. Para frequéncias acima desse valor,
a equagao (3.18) s6 serd verdadeira para nimeros de onda complexos (a = +a +i). Para

um numero de onda complexo, a equagao (3.2) é escrita da forma:

U, = AeiQﬂ(Vtiomd)eiZW,Bnd (326)

Considerando que a onda se propaga da esquerda para a direita e reconhecendo que a
presenca do termo e*?™"4 com B > 0, na equacdo (3.26) implica que os deslocamentos
das particulas da estrutura infinita crescem infinitamente, violando, assim, a 1¢ lei da ter-

modinamica, a equagao da onda tem a forma:
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U, = AeiQﬂ(utfand)(af%r,Bnd (327>

Assim, é possivel verificar que entre n e n + 1 a amplitude da onda decaird devido ao
termo complexo do nimero de onda, de forma que a longas distancias da particula n, a onda

nao mais se propagara.

3.2.2 Estruturas infinitas diatomicas

Considera-se que a estrutura infinita é composta periodicamente por duas particulas com
massas distintas, como ilustrado na figura (3.3). A distancia entre as posigoes de equilibrio
das particulas é igual a d; = d/2, e a interacao entre as mesmas ocorre somente com as

particulas vizinhas.

ML M2 M1 M2 M1 M2 M1 M2 M1 M2 M1
.......... O B O ° O ° O . O — O
2n+l 2n 3 2 -1 4] 1 2 3 2n 2n+1
| d |
le—>

Figura 3.3: Estrutura unidimensional diatomica

Na estrutura ilustrada pela figura (3.3), vé-se que as particulas com massa M; tém suas
posicoes de equilibrio dadas por nimeros impares ((2n + 1)d/2), e as particulas com massa
M, tém suas posigoes de equilibrio dadas por ntimeros pares ((2n)d/2 = nd). Dessa forma,
considerando a for¢a F), agindo na p-ésima particula, dada pela equacdo (3.12) para m = 1
(interac@o somente com a vizinhanga mais proxima), é possivel escrever as seguintes equagoes

diferenciais de equilibrio:

Fy, = Uf(%f@n—l + Ugny1 — 2Usy) = Moo, (3.28)
Foni1 = U (g + Ugnia — 2ugpi1) = Mytioniq
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Dada as equacoes de movimento, assume-se solucoes de ondas para as particulas impares

e pares dadas por:

Uy = AQei(wt—2nk1)

. (3.29)
Ugni1 = Alez(wt—(2n+1)k1)
onde:
ki1 = 2mad; = 271'0,%! = %/{:
w =27 (3.30)

>l

a =

E importante notar que a primeira das equagoes (3.29) representa uma onda propagando-
se somente nas particulas de massa M, enquanto a segunda representa uma onda propagando-
se somente nas particulas de massa M;. Além disso, as ondas geradas devido a um dado
disturbio na estrutura devem possuir o mesmo comprimento e frequéncia para cada particula.
No entanto, isso nao é verdade para as amplitudes das mesmas: as amplitudes das ondas que
se propagam pelas particulas de massa M; e M, podem diferir tanto em mddulo como em

fase. Substituindo a equagao (3.29) na equacao (3.28), obtém-se:

M2(_A2w2>€i(wt—2nk‘1) — U{/(Alez‘kl + Ale—z‘kl _ 2A2)ei(wt—2nkz1)

3.31
Ml(_Ale)ei(’wtf(QTH“l)k’l) — Uil (AQeilﬁ + AQefikl _ 2A1)€i(wt7(2n+1)k1) ( )

Como e!(Wt=2nk1) o£ () ¢ ei(wt=Cn+Dk1) £ () e sabendo que €' + e~ = 2 cos k;, obtém-se,

rearranjando a equagao (3.31):

Ag(Myw? — 2U,) + 2A,U; cosky = 0

S (332
Ay (Myw?* — 22U, ) + 245U, cosk; =0
Na forma matricial, pode-se escrever a equacao (3.32) da seguinte maneira:
Myw? —2U,  2U, cosk A
oo e 2V =0} (3.33)
2U, cosky,  Myw? — 2U, Ay
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O sistema acima tera solucao nao-trivial quando seu determinante for igual a zero, ou

seja, quando w e ki sejam tais que:

(Myw? — 2U, ) (Myw? — 2U,) — AU, % cos* ky = 0 (3.34)

Expandindo o primeiro termo e rearranjando a equacao (3.34), obtém-se:

112

a1 1 U
oo [ — 4+ — | wr+4—L —sin?k; =0 3.35
w v\ +M2 w* + YRR sin® ky (3.35)

A relac@o entre as amplitudes de onda das particulas de massa M; e M, é dada por:

Al o M1 — M2 + \/M12 + M22 + 2M1M2 COS2]€1
Ay 2M; cos ky

(3.36)

Pode-se ver que existem dois valores de w? que satisfazem a equagio (3.35), de forma
que existem dois valores de w que satisfazem a mesma equacao, pois a frequéncia deve ser
sempre positiva. Sendo assim, para um dado valor de nimero de onda (k;) existem dois
valores de frequéncia (w) que satisfazem as condigoes de propagacao de onda impostas pelo
sistema representado na equagao (3.32), ou seja, para um dado ki, existem duas frequéncias
possiveis nas quais a onda se propaga pela estrutura. Dessa forma, a curva w em funcao de
ki tera dois ramos, como mostrado na figura (3.4).

Pode-se ver que, como no caso da estrutura monoatomica, existe um valor maximo de
frequéncia para o qual é possivel uma onda propagar-se pela estrutura. Além disso, en-
tre os ramos superior e inferior da figura (3.4) existe uma faixa de valores de frequéncia
(Aw = wy — wy) para o qual a equagao (3.35) é satisfeita somente se k; for complexo, de
forma que as ondas nessa faixa de frequéncia nao se propagam pela estrutura diatomica in-
finita. Essa faixa de valores de frequéncia é comumente denominada de band gap ou stop

band (Brillouin, 1953).
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!i Band Gap

=T pi
M., > M

Figura 3.4: Estrutura de banda do material unidimensional diatémico da figura (3.3).

3.2.3 Estruturas infinitas multiatomicas
Estruturas Unidimensionais

Um exemplo de uma estrutura unidimensional infinita periédica esta ilustrado na figura
(3.5). As vérias particulas que compoem a estrutura sao agrupadas em células que se repetem
durante toda a extensao da mesma. Se for considerado que as interacoes entre as particulas
ocorrem somente com as particulas imediatamente préximas, entao o sistema de equagoes

diferenciais que descreve a interacao entre as particulas serd do tipo massa-mola.

ks ki1 k2 ks ks ki1 kz ks ks
« —=ww—O—wW—O—we—O——O—wW—O—wW—O—w—O—w—(O—wWh—
my ma Ms M my ma Ma My
| | |
I 1 1
Ceélula (p) Célula (p+1)

Figura 3.5: Exemplo de uma estrutura unidimensional multiatomica
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O procedimento para a solucao desse sistema é semelhante ao procedimento para sistemas
massa-molas finitos convencionais, porém, devido as condi¢oes de contorno serem diferentes,
algumas consideracoes extras devem ser feitas. Os exemplos utilizados a seguir e seus métodos
de solugao sao baseados no artigo de Jensen (2003).

A figura (3.5) mostra a configuragdo de um sistema massa-mola unidimensional infinito,
onde um grupo de massas e molas forma uma célula que se repete ao longo de toda a estrutura.

A equacao diferencial da j-ésima massa da p-ésima célula é dada por:

Mty = kj(Upsjrr — Uprs) — kjo1(Upsj — Uprj1) (3.37)
para p =n N, onde N é o niimero de massas na célula e n é um inteiro qualquer. Para que

haja propagacao de onda na estrutura, a solugao para a mesma massa deve ser da forma:

U’p+j = Ajei((p""j)'y_wt) (338)

onde v = 2%‘1 ¢ o numero de onda.

Substituindo a equagao (3.38) em (3.37), obtém-se:

—w2mjAje"((p+j)7*“’t) = kj (Ajﬂei((pﬂ)%wt)eiv — Ajei((pﬂ)v*wt)) (3.30)

_ jfl(Ajei((p—i_j)w_wt) _Ajilei((p-}-j)fy_wt)e_i,y)

Como e(PH)7=wt) —£ () entdo, cancelando os termos comuns e rearranjando a equacio

(3.39), tem-se:

Aj (k] + k’jfl) + Aj+1(—kj€w) + Aj,1<—l€j71€7m> + Aj(—wzmj) =0 (340)

Para levar em conta a periodicidade da célula, impoe-se a seguinte condigao de contorno:

A1 =ANn, para j=1
T A e (3.41)
Ajpr =41, para j=N

Na forma matricial, a equagao (3.40) pode ser escrita como:
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([K()] -~ M)A =0 (3.42)

onde [K] é a matriz de rigidez complexa e [M] é a matriz diagonal de massas. O sistema

acima também pode ser escrito como um problema de autovalor e autovetor da forma:

(K] = w?[I)A =0 (3.43)
sendo,
V=M 2A
. . ; (3.44)
K] = ()2 (5] (]
(M)~ = [M]"2[M] "2 (3.45)

A equagao (3.40), ou sua forma matricial dada pela equagao (3.42), permite obter a soluc¢ao
da equacao de onda na estrutura unidimensional infinita, para qualquer conjunto periédico
de particulas que interagem em sua vizinhanca imediata como um sistema do tipo massa-
mola unidimensional. Para mostrar a equivaléncia entre a teoria desenvolvida nessa secao
e a teoria desenvolvida por Brillouin (1953), mostrada na segao anterior, pode-se escrever a

equagao (3.40) para uma célula possuindo massas m; e ma, obtendo-se:

Al(lﬁ + k‘Q) + AQ(—kle”) + Ag(—k'o@_ify) -+ A1<—w2m1)

0
| | (3.46)
AQ(k’Q + ]ﬁ) + Ag(—k26w> + Al(—kle_”) + Ag(—meg) =0
Das condigbes de contorno dadas pela equacao (3.41), tem-se:
Ag = As
ko = k2

Pode-se entao escrever a equagao (3.46) da forma:
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ki +k —k1e" — kge™ my O A
1+ ko 1 2 Cw 1 | (0} (3.48)

_k2€i’y — /{?16_#y ki + ko 0 my Ay

Finalmente, considerando que as forgas elasticas entre mi-msq € mo-m; sao iguais, ou seja,

ki = ky = k, e sabendo que €7 + e~ = 2 cos(7y), pode-se escrever a equagao (3.40) da forma:

2k —w?*m;  —2kcosy Ay
— {0} (3.49)
—2kcosy 2k — w*mo A,

Observa-se que a equagcao (3.49) e a equagao (3.33) produzem resultados idénticos, mostrando
que as teorias desenvolvidas por Brillouin (1953) — para o caso especifico em que a interacao
entre as particulas ocorre somente com a vizinhanga imediata (m = 1) — e por Jensen (2003)
estao em acordo. Por indugao, conclui-se que o método descrito neste capitulo representa, de
forma correta, a ocorréncia do fendmeno band gap em sistemas massa-mola infinitos. Além
disso, a forma descrita neste item permite uma generalizagao direta para problemas bidimen-

sionais e tridimensionais.

Estruturas Bidimensionais

O procedimento para a solugao do caso bidimensional é o mesmo utilizado para o caso
unidimensional e considera-se que as particulas interagem somente com as massas imediata-
mente vizinhas. No entanto, no caso bidimensional cada particula possui 2 graus de liberdade
(x e y) e interage com 8 outras particulas, o que aumenta consideravelmente o custo com-
putacional. A figura (3.6) ilustra a configuragdo massa-mola estudada.

Para escrever a equagao de equilibrio do sistema, considera-se que cada massa m,. s possui
4 molas acopladas k51, krs2, krss € kysa (Figura 3.7) que permitem sua interacdo com
as Massas Myi1s, Mril,s+1, Mrst1 € My_1 541 respectivamente, enquanto as massas m,_j s,
My_1,5-1, Mys—1 € Myy] s—1 iNteragem com a massa m, , a partir das molas k,_1 51, kr—1,5-1.2,

kys—13 € kyry1,5-14, respectivamente.
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(o+1)d -

(g+1)d 4
(g+1)d
| | l

I 1 ] -"
{p+1)d (p+1)d (p+1)d X

Figura 3.6: Esquema estrutural de uma célula bidimensional multiatomica

I"“'.5.‘1 kr.s.:} kr,s,z

I""F.S.'I
M s

Figura 3.7: Disposicao e nomenclatura das molas para a massa m,

E considerado também que os deslocamentos das massas sao pequenos o suficiente para
que, por exemplo, a relagao entre o deslocamento na diregao y da massa m,41 541 € a forca
elastica aplicada a massa m, s seja linear. Para o calculo das forgas elasticas exercidas pelas
molas diagonais (k2 € k. 54) considera-se, por exemplo, a distancia H da massa m,41 541 &

massa mys. Sendo h, a projecao na diregao x da distancia H entre as duas massas, e hy a

projecao na diregao y, tem-se que:
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H = f(ha hy) = /12 + 12 (3.50)

Considerando pequenos deslocamentos, pode-se obter a forma linear da variacao da
distancia absoluta (AH) em funcao de sua projecao na diregao y (Ah), pela série de Taylor,

da forma:

AH = Af(h) = 0ok
_ WEHEL (A (3.51)

2

A partir desse resultado, pode-se calcular a forca aplicada na direcao = pelo deslocamento

vertical v — com v = Ah, — da massa m,4+1 541 na massa m, s, da forma:

Foo = kyso AH cosf

= koo Lv L2 (3.52)

_ 1
- 51}]{7«7372

Devido a simetria do problema, é possivel escrever também, para u = Ah,, que:

1
Fyu = ~ukys2 (3.53)

U T
Y 2

Das consideracoes feitas, pode-se finalmente escrever as equacoes de equilibrio nas direcoes

dos eixos cartesianos x e y da massa m, s, da forma:
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My slipirgrs = Krsa(Uprritgrs = Uptragrs)

1

§kr,s,2<up+r+1,q+s+1 — Up4r,q+s + VUp4r4+1,g+s+1 — Up—i—T,q—i—s)
1

§kr,s,4(up+r—1,q+s+1 = Uptrgt+s = Uptr—1,qg+s+1 + Up—i—r,q—i—s) (3 54>

krfl,s,l(uerrfl,qus - up+r,q+s)

1
§kr71,871,2(up+r71,q+371 — Uptrg+s + Uptr—1,qg+s—1 — Up+r,q+s)

+ o+ o+ o+ o+

1
ikr+1,s—1,4(up+r—1,q+s+l = Uptrgt+s = Uptr—1,qg+s+1 + Up—f—r,q—l—s)

mr,s“p—&-r,q—&-s = kr,s,3(vp+r,q+s+l - Up—f—r,q—i—s)

1

3Kr5,2(Uptri,grs+l = Uptrgrs T Uptrilgrstl — Uptrgts)
1

§kr,s,4<vp+r—1,q+s+1 — Uptr,g+s — Uptr—1,g+s+1 + up+r,q+s> <3 55)

kr158(Vptrgts—1 = Vpirgrs)

1
§kr71,571,2(vp+r71,q+571 - Up+r,q+s + up+r71,q+sfl - uerr,qus)

+ o+ o+ A

1
§kr+1,871,4<vp+r71,q+s+1 — Uptrg+s — Uptr—1,g+s+1 + up+r,q+s)

onde a equagoes (3.54) e (3.55) representam as equagoes de equilibrio nas diregdes dos eixos
T e y, respectivamente.

Assumindo a solucao harmonica para os deslocamentos u e v da forma:

up+r,q+s Ar7sei((p+T)'7x+(q+s)7y_wt)

(3.56)

Vpirgis = Br,sei((p+r)7x+(q+8)7y—wt)

onde A, ; e B, ; sao as amplitudes de onda, w a frequéncia de onda e -, e 7, as componentes

do vetor de onda 7, a substitui¢ao da equagao (3.56) nas equagoes (3.54) e (3.55) resulta em:

2 1. _ Ve
(DI‘,SJ’ — My sW )Ar,s + kr,sBr,s — kjr,s,lery Ar+1,s
krs 2 (62(Wz+7y)Ar+l,s+l + 61('yz+’yy)BT+1,s+1>

19

kr,s,4 (ei(’yy_%t)Arfl,s+1 - ei(’yy_ww)Brfl,erl)

T NI= N

—i
r—1,s,1€ ’yzAr—l,s
—i(Yat —i(Yat
Fr_1s-12 (6 (e 79)Ar—1,s—1+6 (e 77’)B7~—1,s—1>

Fri1s—14 (6“%_%)14%1,571 — 62‘(7”_%)37«“,571)
(3.57)

+ + + + o+

N= N
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9 ~ o .
(Dy,s,r - mr,sw )Br,s + kr,sAr,s - kr,s,3ewyBr,s+1

+ % ks 2 (ei(%ﬂy)BrH,sH + ei(%ﬂy)ArH,sH)
+ % kr,s,4 (ei(’Yy*'Yz)Br_LS_&_l — ei('yyi’yz)Ar—l,s-i-l)
+ kr—l,s,?)e_hyBr,s—l
+ % Fr_1s-12 (e_i(%ﬂy)Br—l,sﬂ + e_i(%ﬂy)Ar*l,sfl)
+ % k’f‘-‘rl,s—l,4 (ei(’yzi’yy)BH-l,s—l - ei(’yzi’yy)AT'f'l,S_l)
(3.58)
onde:
1
Dm,r,s = kr,s,l + krfl,s,l + §<kr,s,2 + kr,s,4 + kr71,571,2 + kr+1,571,4) (359)
1
Dy,r,s = kr,s,S + kr,s—l,S + é(kr,s,Q + kr,s,4 + kr—l,s—l,? + kr+1,s—174> (360)
~ 1
kr,s = 5(’67”78,2 - kr,s,4 + kr—l,s—l,? - kr+1,s—1,4) (361)

Para escrever as equagoes (3.57) e (3.58) na forma matricial, pode-se substituir o vetor

de indices (r, s) por um tunico indice [, fazendo a transformagao:

l=5sNy,+r, onde r=1,...,N, e s=1,...,Ny (3.62)

Dessa forma, pode-se montar o vetor deslocamento do sistema da forma A = {A;, By, As, B,
..., A;, Bi}T. Substituindo, entao, condigdes de contorno similares as condigoes de contorno

para o caso unidimensional, obtém-se finalmente:

([K (Yo, )] — w?[M]) A =0 (3.63)

e o problema de auto-valor e auto-vetor pode ser obtido de forma idéntica ao caso unidimen-
sional (eq. 3.43).
Vé-se que a matriz de rigidez no caso bidimensional depende agora de duas varidveis

(72 € 7). No entanto, nao é necessario resolver o sistema da equacao (3.63) para todas as
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combinagoes possiveis de {7, = 1,..., o =1, Niy} Brillouin (1953) mostra que
os valores do vetor de onda necessarios para a avaliacao completa da frequéncia compreen-
dem todas as combinagoes possiveis de 7, e 7, dentro da regiao delimitada pelo triangulo
ABC, denominada regiao irredutivel de Brillouin (Figura 3.8). Além disso, Jensen (2003)
comenta que, mesmo sem justificativas matematicas, é de consenso geral entre pesquisadores
que basta a avaliacao de v, e 7, no perimetro da triangulo ABC para a analise do problema

de auto-valor dado pela equagao (3.63).

Ny, &
C
—_—
0T A B
I l >
0 i Ny

Figura 3.8: Regiao irredutivel de Brillouin, onde o perimetro do triangulo ABC marca os

valores do vetor de onda ~ para o qual o problema de auto-valor deve ser avaliado

3.3 Discretizacao de Materiais Elasticos Peridédicos por
Elementos Finitos

A formulagao apresentada em Brillouin (1953) considera materiais eldsticos com estru-
turas microscopicas periddicas, discretizando-os em particulas que interagem com particulas
vizinhas — onde, no caso mais simples, a interacao é do tipo massa-mola.

Jensen (2003) utiliza a mesma idéia para calcular as curvas de dispersdo em materiais
elasticos com periodicidade macroscépica em que a estrutura elastica é discretizada por um
sistema massa-mola. Entretanto, um sistema massa-mola nao consegue representar de forma

eficiente materiais continuos bi ou tridimensionais. Nesses casos, uma melhor representacao
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desses pode ser obtida utilizando-se o método dos elementos finitos. Seguindo a metodologia
apresentada por Langlet et al (1995), o célculo das curvas de dispersao (estrutura de banda)
para materiais elasticos periddicos discretizados por elementos finitos é feito aplicando-se a
condigao de contorno dada pela relacao de Bloch que, para materiais bidimensionais (Figura

3.9), pode ser escrita da forma:

F(z +dg,y+dy) = P F(z,y) (3.64)

onde k, e k, representam as componentes do vetor de onda e F(x,y) é uma funcdo harmonica

qualquer.

1
‘A EEE

Figura 3.9: Estrutura bi-periédica

Aplicar a relacao expressa na equagao (3.64) em uma das células de uma estrutura bi-
periddica (Figura 3.10) significa considerar que esta se repete infinitamente em ambas as
dire¢oes do plano da estrutura. Para a aplicagao da equagao (3.64), subdivide-se o contorno
da célula retangular em quatro lados e quatro quinas (Figura 3.10) e as condigoes de contorno,

devido a periodicidade da estrutura, podem ser escritas para a funcao deslocamento como
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sendo:

Urs = Upy et
Upy = Upoe™vh
lgy = U™ (3.65)
lics = Ugre*t
Ty = Ty *eds gikudy

Cq L Cs

F= eidykyFO F = ejdxkxejdykyFU
dy L4 Ls
F =Fo F = &**F,

Figura 3.10: Célula da estrutura bi-periddica

A equagao (3.65) estabelece uma relagao de dependéncia entre pontos da estrutura, nas
direcoes x ey, afastados pelas distancias d, e d,, respectivamente. Sendo assim, discretizando
uma das células da estrutura periddica por elementos finitos, os deslocamentos dos nés em
L3, L4, C2, C3 e C4 nao sao mais independentes.

Aplicando, entdo, a equagao (3.65), observa-se que o vetor deslocamento dos nds da
estrutura pode ser descrito a partir dos nés da célula, em que a funcao de onda ¢é independente

da forma:

31



—

Uci

—

i=[Tlir=[TJ{ " (3.66)

—

Urs

—

U
\ I J

onde o indice I representa os nés internos da estrutura elastica discretizada.

Do equilibrio de forcas entre as células adjacentes, a relagao 3.64 pode ser aplicada para

obter-se:

C L)
Jer
ffl (3.67)
fr2

0

\ Vs

f= T4 fr = [T}]

Da aplicacao do método dos elementos finitos, obtém-se o seguinte sistema de equacoes

lineares:

(3.68)

Substituindo as relagoes 3.66 e 3.67 no sistema linear 3.68 e multiplicando por [T,]*T —

onde o sobrescrito 71" representa o complexo conjugado de uma matriz — obtém-se:

Como [T,]*T[Tf] = 0, o sistema linear a ser resolvido é:
([KR] —UJQ[MR]) TZR = 6 (370)
onde
4] = LTI -

[Mg] = [T.]* [M][T.]
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As matrizes [Kg| e [Mpg] sao denominadas de matrizes de rigidez e massa reduzidas e sao
ambas hermitianas e a solu¢ao do problema de auto-valor representado pela equagao (3.70)
produzira, portanto, valores positivos para a frequéncia w para valores positivos do vetor de
onda k = {k,, k,}" (Langlet et al., 1995).

Por tultimo, a frequéncia w é fungao peridédica de kea solu¢ao do problema pode ser

limitada aos valores de k na regiao irredutivel de Brillouin delimitada na figura (3.8).
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Capitulo 4

Propagacao de Ondas em Meios

Poro-elasticos

Nesta secao sao desenvolvidas as equacoes diferencias que regem o fenomeno de propagacao
de ondas em meios poro-eldsticos. Uma compilagdo dos trabalhos de Biot (1956ab) e Al-
lard (1993) é apresentada para a obtengdo do modelo Biot-Allard de equagoes diferenciais
acopladas, em relacdo aos deslocamentos da estrutura eldstica (u,, uy,, u,) e do fluido que
compoe o material poro-elastico (U, Uy e U,). O trabalho de Jonhson et al. (1987) também
é utilizado como referéncia e complementa o modelo Biot-Allard com a introducao de no-
vas constantes fisicas e novos modelos para fungoes utilizadas para o calculo de coeficientes
variaveis na frequéncia e que aparecem, implicita e explicitamente, nas equagoes diferencias
de movimento do material poro-eldstico. Definido o modelo Biot-Allard, utiliza-se os trabal-
hos de Atalla et al. (1998, 2001) para a obtengao de formulacao “mista (u,p)”, a qual redefine
o modelo de Biot-Allard em um sistema de equagoes diferenciais acopladas como funcao dos
deslocamentos da estrutura eldstica e da pressao no fluido (uy, u,, u, e p).

Para a realizacao dos calculos que se seguem nesta secao, serao consideradas as seguintes

hipoteses:

(i) O comprimento da onda que se propaga no meio poro-eldstico é suficientemente maior
que o elemento volumétrico escolhido, que por sua vez é pequeno o suficiente para que
as propriedades de continuidade sejam validas, de forma que as propriedades médias

dentro do elemento possam ser consideradas constantes;
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(ii)) O corpo sdlido do material poro-elastico é representado por uma estrutura eldstica

isotrépica e homogénea, onde todos os poros estao interconectados;

(iii) O fluido presente no material poro-elastico é considerado Newtoniano e preenche todo

o volume poroso do material;

(iv) A amplitude de excitagao do meio poro-eldstico é considerada pequena o suficiente para
que a deformacao do material seja linear e dependa somente da direcao da excitacao —

quando o material é isotrépico;

(v) A propagacao de ondas no meio poro-eldstico é considerado um processo adiabatico.

4.1 Modelo Biot-Allard

4.1.1 Relacao tensao-deformacao

As componentes do tensor de tensoes de um elemento infinitesimal poro-eldstico estao

representadas na figura (4.1).

X3

X4

X3

Figura 4.1: Componentes do tensor de tensoes em um elemento ctibico infinitesimal do ma-

terial poro-elastico
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Subdivide-se, entao, o tensor de tensoes em dois componentes escrevendo o tensor de
tensoes total of; como:
ol =0 40! (4.1)
ij = Oij ij .
onde o;; engloba as tensoes geradas pelas forgas agindo na matriz eléstica do elemento poro-

elastico e, portanto, representado por:

011 012 013
s __
045 = | 021 022 093 (4.2)

031 032 033

Da teoria da mecanica do continuo, sabe-se que o tensor o7; € simétrico, o que permite
escrever que g1y = 091, 013 = 03] € 093 = 032. Ja as tensoes geradas pelas forcas agindo na

fase fluida sao representadas por:

s 00
szj =s80;=10 s 0|, s=—¢p (4.3)
0 0 s
onde ¢ é a porosidade do meio e p a pressao do fluido.
De forma semelhante, as deformacoes da matriz elastica €;; podem ser descritas — em sua

forma linear — pelo tensor de deformacgoes infinitesimais:

| U1 % (w12 + ug1) % (w13 +usn)
€ij = 2 (uij +uji) = % (ug1 + u12) Ug 2 % (ug3 + us2) (4.4)
% (usq + urs) % (U3,2 + ug3) U3 3
Ja as deformagoes na fase fluida ;; sao dadas por:
U: 0 0
§ij = Updij = 0 Uy 0 (4.5)
0 0 Uss

)
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onde as variaveis u; e U; representam os deslocamentos médios avaliados no elemento poro-
elastico da matriz elastica e do fluido, respectivamente, e o indice “virgula”, a diferenciacao
na notagao indicial.

Definidas as expressoes para as tensoes e deformagoes do material poro-elastico, deve-
se, entao, achar a relacdo entre ambas. Para tanto, é desconsiderada a presenca de forcas
dissipativas e assume-se, portanto, que o sistema fisico em questao é conservativo. Sendo
assim, pode-se considerar que a diferenca entre os estados de energia de um sistema em
repouso — livre da aplicacao de forcas, portanto nao deformado e caracterizado por um estado
de energia minimo — e de um sistema onde forcas de excitacao externas estao presentes, é
funcao da deformagao do mesmo, sendo esta diferenca denominada de energia de deformacao.

Sabendo que a energia de deformagao W é fungao da deformacao, ouseja, W = Wi(e;;, &) =
W(ei;, &), onde & = Uy i, pode-se escrever que:

ow ow

dW = —deij + 8—5

ez de (4.6)

Assumindo que a funcao energia de deformacao é quadratica e positiva definida, pode-se

escrever, da teoria da mecanica do continuo (Lai et al., 1999), a seguinte relacao:

s _ OW
7T oy (47)
6— W
¢

A teoria da mecanica do continuo mostra também que, se a relacdo dada pela equacao
(4.7) vale, o tensor de quarta ordem linear que d& a relagao entre a tensao e a deformagao

(relagao constitutiva) é simétrico e W pode ser escrito como:

s f s s s s s s

Observa-se, das equagdes (4.7) e (4.8), que o tensor tensao-deformagao de quarta ordem

pode ser representado por uma matriz 7.X7 contendo 28 coeficientes distintos. Este ntimero
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de coeficientes pode ser reduzido usando as propriedades de isotropia do material e de simetria
do tensor tensao-deformagao. Em materiais isotrépicos, as tensoes e deformacoes principais
coincidem. Escrevendo, entao, a relagao tensao-deformagao nas diregoes principais para uma

material poro-elastico isotrépico, obtém-se:

o1 = Bier + Bo(err + €rrr) + Q€
orr = Bierr + Ba(er + erpr) + Q€

(4.9)
orir = Bierrr + Baler +€rr) + Q€
S = QIEkk + R£
onde By, By, @', Q e R sao constantes eldsticas a serem definidas.
A relagao tensao-deformacao pode, entao, ser escrita da forma:
( 3\ B . ( )
o1 By By By Q €1
) orr1 _ By By By Q €r1 (4.1())
orrr By, By By Q €111
/ / /
\ 5 Vs L Q Q Q R . \ 5 Vs

Como o tensor tensao-deformagao é simétrico (@' = @), existem, portanto, somente 4
constantes eldsticas distintas que realizam a transformacao linear 0 = F(¢). Introduzindo
novas constantes A = By e N = By /2 — A, pode-se reescrever a equagao (4.9) em sua forma

mais familiar, dada pela equagao (4.11).

or = 2Ner + Aegr + QF
o1 =2Neyr + Aegi + QE
orrr = 2Neprr + Aeg, + Q€
s = Qexr, + RE

onde as constantes elasticas A e N sao equivalentes as constantes de Lamé.

(4.11)

Utilizando-se das propriedades dos invariantes dos tensores o;; e €;;, pode-se escrever a

relagdo dada pela equacao (4.11) para as diregoes ortogonais x7, xo € x3:
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o011 = 2Neyy + A€y + Q€

099 = 2Neg + Aegy, + QF

033 = 2Nesg + Aegr, + Q€

012 = 2Ner (4.12)
013 = 2Ne3

093 = 2N €3

S = Qﬁkk—FRf

A relagao dada pela equacao (4.12) pode também ser reescrita na forma mais compacta

dada pela equagao (4.13).

of; = 2Neg; + A€g0i; + QE0;;

(4.13)
of, = (Qew + RE) 6,5 = —pdi;

Por fim, substituindo a constante A por P—2N, a equagao (4.13) pode ser reescrita como:

0% = 2Nej; + [(P — 2N) ey + Q€] 3y

(4.14)
szj = [Qerx + RE| 015 = —Ppdy;

Caracterizacao das constantes P, N, () e R

Seguem a discussao e a caracterizagao das constantes P, N, ) e R, propostas original-
mente por Allard (1993), sob o ponto de vista da engenharia.

Em primeira instancia, observa-se que se () = 0, entao a primeira equacao da expressao
(4.13) torna-se idéntica a relagao tensao-deformacgao para soélidos eldsticos dada pela lei de
Hooke (Equagao 4.15). Da mesma maneira, quando @) = 0, a segunda equacao da expressao
(4.13) toma forma equivalente & equagao de estado linear para fluidos inviscidos e R pode ser
comparado ao médulo volumétrico do fluido. Isto é, o sistema desacoplado pode ser escrito

por:
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O'fj = 2N€ij + A(ekk)éz
—¢p = R

(4.15)

Observa-se, entao, que o termo (¢ relaciona a dilatacao do fluido — imerso na matriz
elastica — com as tensoes agindo na matriz elastica, e Qe relaciona a dilatagao da estrutura
com a variagao da pressao do fluido. Allard (1993) afirma também que a constante ) deriva

do potencial de energia de interagao E,; que, por volume unitério, é¢ dado por:
Epi = QuiiUj; = Qe (4.16)

Defini-se, entao, a constante () como o coeficiente de acoplamento fluido-estrutura do

material poro-elastico.

Para a avaliagdo das constantes P, N, @) e R, Allard (1993) descreve 3 experimentos,

apresentados na sequéncia.

1. O material poro-eldstico é submetido somente a esforgos cortantes (ex, = £ = 0), de

forma que as tensdes no mesmo valem:

o7, = 2Ney; ol =0 (4.17)

v

Da equacao (4.17), fica claro que N é o médulo de cisalhamento do material poro-
elastico, e consequentemente da matriz elastica, ja que o fluido nao oferece resisténcia

a esforgos cortantes (O'ifj =0).

2. B aplicada uma pressao p,,. na matriz eldstica do material, enquanto a pressao interna
(po) do fluido é mantida constante. Isso pode ser realizado cobrindo o material poro-

eldstico com uma malha flexivel submetida a uma pressao p,,. (Figura 4.2).
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Pme
Po

Figura 4.2: Esquema do experimento 2: a malha flexivel gera uma pressao na matriz elastica

Pme, enquanto o ar dentro da malha mantém-se a pressao constante pg

Tendo em vista este carregamento, o sistema de equagoes (4.14) pode ser escrito como:

—Pme = (P - %N) €kk T Q§
0 = Qepr. + RS

onde —ppe = 011 = 0 = 033.

(4.18)

Definindo K; como o médulo volumétrico da matriz elastica, obtém-se, do experimento

proposto, que:

K, = —Dme (4.19)

€Lk

3. O material poro-eldstico é submetido a um acréscimo de pressao (ps) no fluido, como

mostrado na figura (4.3).

Neste experimento, a porosidade do material nao varia com a aplicacao da pressao, e
a deformacao da matriz elastica é a mesma deformacao obtida caso a matriz nao fosse

porosa, podendo ser associada a uma simples mudanca de escala (Allard, 1993).

Das condigoes de contorno definidas na figura (4.3), tem-se que o tensor de tensoes da

matriz elastica vale:

o = —ps(l — @)y (4.20)
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—

Figura 4.3: Esquema do experimento 3: material sem a cobertura da malha flexivel e sub-

metido a um acréscimo de pressao py

sendo ¢ a porosidade do meio poro-elastico. A equacao 4.14 pode ser escrita da forma:

—pi(1 =) = (P —IN) e + Q¢

(4.21)
—opy = Qe + RE

Entao, define-se como K, o moédulo volumétrico do material que compoe a estrutura

elastica do material poro-eléstico, e Ky como o médulo volumétrico do fluido, onde:

Das equagoes (4.19) a (4.22), deduz-se um sistema de trés equagoes e trés icognitas (P,
Q) e R) dado por:

geg-o
P-3N
(Ki)+%:1_¢ (4.23)

A resolucao do sistema dado pela equacao (4.23) permite o calculo das constates P, @ e

R. Seus valores estao expressos na equagao (4.24).
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o l1e Kb K
(@) [1-e- ] Ko 2K
- K

A Thad o

K
(16— gk oK

K K
1*¢*7§+¢7;

$* K,

K

l-p— gl +o s

+3N
Q= (4.24)
R =

Algumas consideracoes podem ser feitas para simplificar os resultados dados pela equacao

(4.24). Sabe-se que, para a maioria dos casos (Allard, 1993):

K, >> K, (4.25)
(§]
K, 1—¢
>> — 4.26
Ky ) (4.26)

Ainda, caso o fluido presente no material poro-eldstico seja o ar — considerado como gas

ideal —, uma importante igualdade pode ser estabelecida da forma (Atalla et al., 2001):

¢ (1 + %) ~1 (4.27)

E possfvel, entdo, reescrever a equacio (4.24) da forma:

P =K, + K+ 4N
Q=(1-0)K; (428)
R=¢K;

Nota-se, entao, que a constante R, quando o fluido que embebe o material poro-elastico é o
ar, vale simplesmente o médulo volumétrico Ky do volume de ar dentro do poro. Como pode
ser visto na segao (4.1.3), a influéncia da viscosidade do fluido nao é considerada diretamente
na relacao constitutiva do material poro-elastico; a influéncia da condugao de calor no fluido

dentro dos poros nas constantes eldsticas é, no entanto, considerada por Allard (1993) !.

10O desenvolvimento da teoria apresentada pelo autor encontra-se no apéndice B
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Pode-se observar, do apéndice B, que o médulo volumétrico Ky do fluido — neste caso, o ar
— dentro dos poros do material, quando levado em conta os efeitos térmicos, é dado por K
definido na equagao (B.18).

O valor das constantes elasticas, quando os efeitos de conducao de calor no ar sao con-

siderados, valem, entao:

P=K,+ 52K+ 4N

Q=(1-¢K (4.29)
R=¢K

Sendo assim, fica definido parcialmente o modelo poro-elastico e as constantes necessérias

para a sua caracterizagao.

4.1.2 Relacoes dinamicas e forgas inerciais

Analisa-se, inicialmente, a relacao entre as tensoes e aceleragoes do elemento poro-eldstico
sem serem levadas em consideracao as forcas viscosas 2. Para tanto, algumas consideracoes

devem ser feitas:
(i) O fluido imerso ¢ inviscido;

(ii) Os poros do material poro-eldstico sdo pequenos em relagao ao tamanho do elemento,

que é, por sua vez, pequeno em relacao ao comprimento da onda que excita o material.

Uma consequéncia importante da tultima hipétese adotada é que o padrao da velocidade
microscopica do fluido se torna o mesmo padrao de um fluido incompressivel. Chega-se a essa
conclusao partindo do principio de que o campo de velocidades — gerado por uma onda que
se propaga pelo meio em questao — de um fluido incompressivel em obstaculos relativamente
pequenos comparados ao comprimento de onda, assemelha-se ao campo de velocidades de

um fluido incompressivel. Sendo assim, o padrao microscopico das velocidades do fluido

2 A viscosidade serd considerada mais adiante no texto com a incluséo de um coeficiente de amortecimento

b na equacao diferencial do movimento
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relativo a matriz elastica depende somente da direcao de fluxo e nao da magnitude do mesmo.
Assumindo também que o fluido é inviscido, o campo de velocidades é, entao, funcao linear
das componentes macroscépicas da velocidade na matriz eldstica (1;) e no fluido (U;) (Biot,
1956a).

Considerando que o material poro-elastico pode ser modelado como isotrépico, onde os
deslocamentos nas diregoes x1, r2 e x3 sao dinamicamente desacoplados, a expressao de
energia cinética é dada, entao, por:

1

1.
E.= 5 1ip11U; + Uip12U; + §Uip22Ui (4.30)

Pode-se ver que existem trés coeficientes de massa, os quais dependem da natureza e
geometria da matriz eldstica e da densidade do fluido (Allard, 1993). A equagao (4.30) é
dada para as velocidades macroscopicas — que sao as médias das velocidades microscopicas
no elemento poro-elastico — da matriz elastica e do fluido, diferindo, portanto, da expressao

da energia cinética em funcao das velocidades microscopicas, dada por:

1 . 1 5
Ec = 5(1 - (b)ps‘umicro‘ + §¢pf‘Umicro| (431>

Da formulagao lagrangiana é possivel calcular, a partir da equagao (4.30), as forgas inerci-
ais ¢° e ¢/ que agem na matriz eldstica e no fluido do elemento poro-eldstico, respectivamente,

dadas por:

0 0B, _ . = :
& = 590 = puli + p12U;

g = %ZEU: = p12t; + pa2U;

(4.32)

Tem-se, entao, que as forgas inerciais derivadas da equacao (4.30) sao fungoes lineares das
aceleragoes da matriz elastica e do fluido, e da interagao inercial entre ambos. Fisicamente,
a aceleracao do fluido imerso na matriz eldstica do elemento poro-eldstico produz uma forga
inercial de reacao na matriz eldstica e vice-versa, mesmo sem a presenca da viscosidade, de
forma que p1; e pge ndo correspondem as densidades médias da estrutura e do fluido (Allard,

1993).
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Para a avaliacao dos coeficientes p11, poo € pi2, considera-se, inicialmente, o caso onde
nao ha movimento relativo entre a matriz elastica e o fluido (u; = U;), de forma que nao ha
interacao inercial entre ambas. Nesse caso, a expressao da energia cinética em funcao das
velocidades macroscopicas e microscopicas sao equivalentes.

A seguinte relagao pode, entao, ser estabelecida:

p11 + 2p12 + po2 = (1 — @)ps + ¢pr = protal (4.33)

Para u; = U;, pode-se escrever também, a partir da equacao (4.31), que:

%f = ¢PfUi (4-34)

Da comparagao entre as equagoes (4.32) e (4.34) — para u; = U; —, obtém-se que:

P12 + pa2 = ¢py (4.35)

e, a partir da equagao (4.33), obtém-se que:

pi1+ prz = (1 —¢)ps (4.36)

Assumindo, agora, que a matriz eldstica permanece estatica (u; = 0), tem-se que:

s = U,
4= P12 (4.37)

sz = P22Ui

Observa-se neste caso que, mesmo com estrutura elastica imovel, existe uma forga de
reacao inercial agindo na matriz devido a aceleracao do fluido. Essa forca de reagao inercial
pode ser entendida como a forga necessaria para manter a matriz elastica parada quando o
fluido se movimenta. Sendo assim, esta forca possui direcao oposta a aceleracao U: conse-

quentemente, chega-se a conclusao de que p15 < 0.
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Definidas as relagoes entre os coeficientes de massa e as massas reais da estrutura sélida
e do fluido dadas pelas equagoes (4.35) e (4.36), resta, entao, avaliar os coeficientes p11, pio €
p2o em funcao da geometria interna do material poro-elastico. Para tanto, deve-se introduzir
o conceito de tortuosidade.

Considerando a estrutura de um material poroso composta por poros interconectados
que formam uma rede de “tubos” por onde o fluido embebido escoa, a tortuosidade de uma
material poroso estd associada ao grau de desorganizacao de sua rede porosa. Quanto maior
a tortuosidade de uma material poroso, maior a dificuldade do fluido embebido escoar neste?.

Se a matriz eldstica permanece estética (4; = 0) e as forgas viscosas estao sendo de-
sconsideradas, pode-se escrever a relagao entre o gradiente de pressao e a velocidade média
de escoamento da fase fluida, ambos na direcao x;, para um material com porosidade ¢ e

tortuosidade k;, dada pela equagao (A.59):

—¢p1 = jwkypsdUs (4.38)

Pode-se também rescrever a constante de tortuosidade em sua forma mais conhecida o,
dada pela equagao (C.6).
Sabendo que q{ = —¢p,1, e que, para uma onda se propagando a frequéncia w, U, = ijl,

a equagao (4.37) permite escrever:

P22 = PPy (4.39)
Da equacao (4.35), obtém-se:
pr2 = ¢ps — Gacopy = —(0ec — 1)dpy (4.40)
e, finalmente,
pi1 = (1 = @)ps + (oo — 1)¢py (4.41)

3Uma melhor defini¢do do conceito de tortuosidade é dado por Allard (1993) e Johson et al. (1987). Um

resumo da definicao de tortuosidade apresentada nestas referéncias encontra-se em anexo no texto.
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As equagoes (4.39) a (4.41) relacionam as densidades aparentes e fisicas com a tortuosi-

dade e a porosidade.

Equacao diferencial sem a inclusao de forgas viscosas

A equacao diferencial do movimento para sistemas conservativos (sem a inclusao de forcas

dissipativas) pode ser calculada aplicando-se o principio de Hamilton, descrito por:

8 [ (B.— Ey)dt =0
0qr(t1) = dqi(ta)

onde E. e FE, representam as energias cinética e potencial do sistema, e g, representa as

(4.42)

coordenadas generalizadas.
Desconsiderando as forcas de corpo e escolhendo ¢, como os deslocamentos do fluido e da

estrutura (U; e u;), pode-se escrever:

B, = fvo (%uipllui + Uz'plei + %Uip22Ui> dv

. (4.43)
Ep - fVo de — fSO tz(t)uzdS — fSO ﬁl(t)UzdS
onde #;(t) e p;(t) sao as forgas externas na superficie do material poro-elastico, e
W = o + ol (4.44)

Pode-se reescrever a equagao (4.42) como:

/  GLEY - 5{E,}) di = 0 (4.45)

t1

Os variacionais das energias cinética e potencial podem ser dados por:

§{E,} = (aE" ott; + aEﬂSU}) A% (4.46)
Vo o, oU;

)
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SE)} = [, 5IWIAV — [, 6{E(H)u;}dS — fS 5{pi(£)U;}dS

—f( de; W&f»-)dV fo ti(t)0udS — [o pi(t)U;dS (47
BRAGRCET i T dE;; U So So pi(t

Avaliando o primeiro termo dentro da integral logo a direita do sinal de igualdade da

equagao (4.47):

ow

Vo aEU

1
(SEZ]dV 2/ ij(éul,] +5uN)dV (448)
Vo

Como o tensor de tensoes é simétrico (07; = 0%;), pode-se simplificar a equagio (4.48)

usando o teorema de Green e obter-se:

(562 AV = [, of;0u; ;dV
VO ] V »J
= fVo [ ol 5uz — o’ (5u2] dV (4.49)

5,3

= fSo o70uin;dS — fv o j0udV

Repetindo o mesmo procedimento para o segundo termo da mesma integral, obtém-se:

/ IV stV = / of,6Uin;dS — / ol 68U dV (4.50)
Vo 85” So Vo

Avaliando agora o termo §{ E.}:

Vo
Integrando, por partes, no tempo, o primeiro termo da equagao (4.51), obtém-se:

fttf P11t 0 dt = py [uzéuz]if — pn fttlz i 0u;dt (452)
= —Pu fttf w;0u;dt
onde [uléuz]z = 0 pois dqx(t1) = dqr(ts).
Seguindo o mesmo procedimento para os trés iltimos termos dentro da integral da equagao

(4.51), obtém-se:
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12 t2 . .
t1 t1 Vo

Substituindo as equagoes (4.47), (4.49), (4.50) e (4.53) na equagao (4.45), chega-se a:

fttf (B, — E,) = — f:f [fvo (purii + prolU; — o )oudV + fvo (praii + paslU; — Uifj,j)(SUidV
[ (<) + o5m)6udS + [y (~pilt) + o[jnj)ands] dt =0
(4.54)

A equagao (4.54) vale para du; e §U; quaisquer em Vj e Sy somente se:

puril; + prali — 05;;=0 em Vj
?uui + p2Ui —0y;,;, =0 em Vj (4.55)
ti(t) = ogm; em Sy
pi(t) = ofjn; em So

As duas primeiras equagoes da expressao (4.55) compoem os sistemas de equagoes diferen-
cias do movimento acopladas para materiais poro-elasticos sem a acao de forcas dissipativas.

As duas ltimas equagoes sao as condi¢oes naturais de contorno do sistema.

4.1.3 Funcao potencial dissipativa — forgas viscosas

Na secao anterior, a equagao diferencial do movimento para o meio poro-elastico — acoplada
nas variaveis u; e U;, que representam os valores médios das velocidades reais microscopicas,
da estrutura porosa e do fluido, em um dado elemento do material — foi obtida desconsiderando-
se a viscosidade do fluido. No entanto, sabe-se que as forgas viscosas possuem um papel
relevante na descricao dinamica do corpo poro-elastico.

Biot (1956b) introduz uma fungdo potencial de dissipagdo para a descrigdo das forgas

viscosas presentes no meio poro-elastico. O autor considera a funcao potencial de dissipagao
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como homogénea quadratica, e como funcao dos deslocamentos generalizados u; e U;; ademais,
como o material é considerado isotropico, as diregoes ortogonais devem ser desacopladas.
Considera-se também que as forgas viscosas desaparecem quando o movimento relativo médio
entre a matriz eldstica e o fluido é nulo (u; — U; = 0); e a funcao potencial de dissipagao pode

ser escrita como:

D = ~(i; — Up)b(i; — U;) (4.56)

onde b é funcao da frequéncia de propagacio da onda que excita o material poro-eldstico, e
relaciona linearmente as forcas viscosas e as velocidades relativas da estrutura porosa e do
fluido.

Para a avaliacdo do coeficiente b é necessdrio transpor a influéncia das forcas viscosas do
nivel micro para o nivel macroscopico do material. Para tanto, Biot investiga problemas de
propagacao de ondas em um fluido presente em duas configuragoes simples: tubos cilindricos
e placas plana paralelas — ambas consideradas como sendo extremos opostos da geometria
que um poro pode ter. Este estudo pode ser encontrado nos trabalhos de Biot (1956b) e

Allard (1993), cuja sintese encontra-se no apéndice A.

Avaliagao do coeficiente b

Considera-se, inicialmente, que a matriz eldstica permanece imével (u; = 0). Para a
obtencao da equagao diferencial do movimento do elemento, admite-se que a viscosidade do
fluido nao influencia diretamente nas forgas inerciais e elasticas do elemento, sendo que sua
influencia dinamica é totalmente considerada pela funcao potencial de dissipacao. Utilizando-
se dos resultados apresentados pela equagao (4.55) e da defini¢ao da funcao dissipativa dada

pela equagao (4.56), pode-se escrever:

) .  ep iy .
pr1l; + p12[{i — 03T Tou, = jb(uz — Ui) (4.57)
pr2ti; + pa2lU; — O-Z‘fjJ‘ = —S—IIZ = b(u; — U;)

o1



Se u; = 0 e sabendo que sabendo que afj = —@pdi; € paa = Paopy, obtém-se, a partir da

equagao (4.57), que:

—¢p; = pU; + bU; (4.58)

Para o caso em que uma onda de frequéncia w se propaga em um tubo cilindrico na

diregao x1, a equagao (4.58) pode ser escrita como:

—¢p1 = jwpaUy + bU; (4.59)

Comparando as equagoes (4.59) e (A.58), conclui-se que:

b= 0> Gie(2), z = Swpks (4.60)
\ oo

onde o representa a resistividade do material poroso, definida como a razao entre o gradiente
da pressao e o fluxo volumétrico da fase fluida. A funcdo Gy.(z) representa o desvio, em
funcao da frequéncia, entre o valor das forcas viscosas produzidas no contato fluido-sélido
quando o fluido se desloca harmonicamente por um tubo cilindrico, e quando este flui nao
harmonicamente (condigao de fluxo de Poiseuille).

Da mesma forma, aplicando a a equagao (4.58) para o caso onde uma onda se propaga

em placas planas paralelas, e comparando o resultado com a equagao (A.60), obtém-se:

b= 0¢G,, (%), ZU:MQ%gE (4.61)

sendo que a fungao Gp,(z') é o equivalente da fungao Gy.(z) para o caso de um fluido se
propagando entre placas paralelas. Observa-se que ambas as fungoes sao iguais a unidade
quando w = 0.

Dos resultados das equagoes (4.60) e (4.61), conclui-se que o coeficiente b pode ser escrito,

de forma geral, como:
b= o0’ F(AVw) (4.62)
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onde a funcao qualquer F e a constante A dependem da geometria da secdo transversal dos
pOTos.

E interessante, porém, que b possa ser descrito por uma tunica funcao F independente
da geometria dos poros do material, tal que a caracterizacao de b para diferentes materiais
dependa somente da aferigao da constante A. Seguindo este raciocinio, Biot (1956b) mostra

que as funcoes Gi.(2) e Gpp(2') sdo muito similares quando:

z==z (4.63)

Isso pode ser observado na figura (4.4) onde estao ilustrados as curvas Gi.(z) e Gpp(32)

em funcao dos valores de z.

™
on

ra

-
o

—

WGy}

7 — =~ R{Gy}

7 TGt | T

=
on
ks

Ri{G, (50} WG, (50 H{Gpp(SMS)}, I{Gpp(SMS)}

Figura 4.4: Curvas dos fatores de forma Gy.(z) € Gy,(2') para 2/ = 32
Substituindo a equagao (4.63) na expressao de z’ dada pela equagao (4.61), obtém-se:
2 (3wpsk,\ ?
002Gre(2) 2 02 Gpp(2), 2 =4/= (&) (4.64)

3 oo
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Escrevendo, entao, a expressao de z na forma:

r=c <3w0p£ks) ’ (4.65)

onde ¢ é uma constante que depende somente da geometria o poro, pode-se, por fim, escrever

uma expressao geral para b da forma:

b=0¢’G(z) (4.66)

para G(z) = Gi.(2) e z dado pela equagao (4.65).

Neste caso, se os poros do material poro-eldstico possuem geometria cilindrica, a constante
¢ deve ser avaliada como igual a 1, e se os poros sao chatos, ¢ deve se aproximar de \/ﬁ

Biot (1956b) assumiu que a expressao (4.66) produz resultados satisfatérios para quais-
quer secoes transversais dos poros de um material, desde que a constante c¢ seja avaliada
corretamente. Allard (1993) se aprofunda um pouco mais sobre o assunto e tabela alguns
valores para ¢; o comportamento das fungoes G,,(2) e Gi.(z) para baixas e altas frequéncias
também ¢é discutido.

Tem-se, entdo, que a funcao G(z) permite a célculo de b para geometrias diversas dos

poros. Johnson et al. (1987) também propoe uma funcao para o célculo de b, dada por:

O-2A2 ¢2

onde A é o comprimento caracteristico viscoso, a, é a tortuosidade do material poro-elastico,

. 9 1
Gi(w) = (1 + M) (4.67)

n a viscosidade cinematica e py a densidade do fluido. As definigbes dessas constantes estao
mostradas no apéndice A.

A funcao Gj(w) é mais comumente usada que a funcao G(z) para o célculo do coeficiente
dissipativo (b), entre outros motivos, por ser mais facil de calcular que G(z) (Allard, 1993).

Neste trabalho, optou-se pela funcao G;(w) para a realizacao dos calculos necessarios.
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Equacao diferencial do movimento com dissipagao viscosa

Definidas todas as constantes do problema, a equacao diferencial de movimento do modelo
Biot-Allard pode ser escrita da forma:
075 = pui; + pr2U; + b(t; — U;) (4.68)
O-Zj,j = pi2il; + poal; — B(Uz - Uz)

As varidveis b e K siio apresentadas na tabela (4.1).

7 ~ % P
b=¢'G K = e
- , — 11
F(Bw) = |1+ 2% G']
N A=) =)
G(2) = =T 507 / {1 e} %(zﬂ)}
G =G(z) G = G(B?)
T T T
. Bwasops \ 2 ;[ Bwasepr V2 1 [ 8wacps 2
Z—C< a¢> Z‘(M)‘d(mﬁ)

J

G = Giw) = (1+ 5") | &= Gy(Bw) = (1 + i)

Tabela 4.1: Constantes e funces para o calculo de b e K

4.2 Formulagao Mista (u,p)

A formulagao mista (u,p), proposta por Allard et al. (1998), modifica a formulagao
Biot-Allard escrevendo-a em funcao dos deslocamentos da matriz eldstica e da pressao no
elemento poro-elastico. Para tanto, é necessério reescrever o sistema de equagoes diferenciais
no dominio da frequéncia e escrever o deslocamento da fase fluida em funcao da pressao do
elemento poro-elastico.

Considerando que as varidaveis u; e U; possuem dependéncia no tempo dado pela fungao

eI a equagao (4.68) pode ser escrita da forma:

oi s+ w2p11ui + w2,012Ui — ng(ul — Uz) =

i5,J

0
Uf .4 w2p12u,- + w2p22Ui +jwl~)(ui - Ul) =0

15,J

(4.69)
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Definindo-se fun¢oes densidade no dominio da frequéncia que englobam os efeitos viscosos,

tem-se:

P11 = p11 + ]Lw
P12 = P12 — J%, (4.70)
P22 = pa2 + Jiw

Aplicando-se as equagdes (4.70) e (4.3) na equagao (4.69), obtém-se o sistema de equagdes

diferenciais do movimento, para o material poro-elastico, da seguinte forma:

0% 4 w?pru; + w?pU; = 0
jj pll p12 <471>

_¢p,i +w /512Ui +w ﬁQQUZ’ =0
Da segunda equagao do sistema (4.71), pode-se escrever:

= 5 ¢ Pi— —'Ijmui =0 (4.72)
247
P2oWw P22

Ui:

Substituindo a equacao (4.72) na equacao diferencial do movimento da fase sélida do

material, representada na primeira linha da equacao (4.71), obtém-se:

w? pu; + ¢p12p +o5,;,=0 (4.73)
sendo
MRy
p=pu— (,0}2) (4.74)
P22

Para que a equagao diferencial (4.73) dependa somente de u; e p, é necessério eliminar a

dependéncia de U; dos tensores de tensao o;; e ol dados pelas equagoes em (4.13), as quais,

1]7

escritas em funcao dos deslocamentos u; e U;, sao:

o (u U) = 2N (u” +Uj1) -+ Aukkél] —+ QUkk&J

)

(4.75)
Uf(u ) = _¢p513 Quk k(szg + RUk k(szg
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Isolando a varidvel U; na relagdo constitutiva da fase fluida na equagao (4.75) e substi-

tuindo na relacao constitutiva da fase sélida, obtém-se:

] Q° 1 Q
Uij (Uz,p> =(A-— E uk,kéij -+ 2N§(’UHL,J -+ ’U/jﬂ') — ¢Ep5w (476)

O tensor de tensoes da fase sélida pode, entao, ser escrito da forma:

s ~s Q
Uij(uivp) = Uij(ui) - ¢}—%P5ij (4.77)
onde
Q* 2
&;S]</U/’L> = (A — E) ekkdij —+ 2N€ij = (Kb — gN) €kk5ij + 2N€ij (478)

O resultado apresentado na equagao (4.78) é obtido a partir das equagoes (4.14) e (4.26).
Substituindo a equagao (4.77) na equagao (4.73), obtém-se, finalmente, a equagao diferencial
do movimento da fase sélida em funcao dos deslocamentos da matriz elastica e da pressao,
dado por:

o3

5y T wipui+Ap; =0 (4.79)

(e Q
1= (ﬁzz R) (4:30)

Para a obtencao da equacao diferencial do movimento da fase fluida em funcao de u; e p,

onde

tira-se o divergente da equagao (4.72) e combina-se esse resultado com a rela¢ao constitutiva

da fase fluida (eq. 4.75), obtendo-se:

P + %uﬁp _ %w?ukﬁ —0 (4.81)
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Equagoes diferenciais da formulagao (u,p) no dominio da frequéncia

O sistema de equacoes diferenciais da onda em materiais poro-elasticos, quando as equacoes

estao em funcao dos deslocamentos da fase solida e da pressao, é dado por:

03yt w?pu; +p,; =0 (4.82a)
2 2
@P,Im + UJQ%IJ — w* g = 0 (4.82Dh)

A formulagdo mista (u,p) resultante é adequada para uma implementacao eficiente do

problema poro-elastico acoplado e sera utilizada na sequéncia deste trabalho.
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Capitulo 5

Método dos Elementos Finitos

Aplicado ao Problema Poro-Elastico

Para a resolugao numérica dos problemas apresentados neste trabalho, foi utilizado o
método dos elementos finitos. O método escolhido para a obtengao da forma integral fraca
das equagoes diferenciais dadas pela formulagao mista (u,p) da equacao (4.82) foi o residual;
as integrais de corpo e contorno foram calculadas pela aplicagao da integracao de Gauss em

elementos quadrilaterais isoparamétricos (quad4).

5.1 Formulacao Fraca

A avaliacao variacional de um sistema discretizado pode ser feita em sub-dominios geométricos
denominados elementos. Para a obtengao da forma fraca das equagoes do sistema (4.82) para
estes elementos, deve-se escrever o residuo do sistema a partir da multiplicagao da equagao
diferencial da fase solida pela funcao ponderadora du;, e a fase fluida pela ponderacao dp, e

integrar o produto no dominio, para obter-se:

9] Q Q
¢? ¢°
Q P22 q R Q
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A intencao da formulagao fraca é diminuir o grau das derivadas que aparecem nas inte-
grais de forma a ser possivel a utilizacao de fungoes de interpolagao polinomiais de menor
grau. Integrando por partes o primeiro termo da equagao (5.1a) e aplicando o teorema da

divergéncia, obtém-se:

; (5.2)
= fl" 6fjnj5uzdf — fQ a'fjéuz,jdﬂ

Os mesmos procedimentos podem ser realizados para o primeiro e terceiro termo da

equagao (5.1b) para obter-se:
2 ¢2 (;52
~_p,ii5de = / ~—p,mi5pd1“ - / ~—p7i§p,idQ (5-3>
Q P22 r P22 Q P22
/iuiviéde: /&umﬁpdf—/&uﬁp’idﬁ (5.4)
Q r Q

Substituindo as equagoes (5.2), (5.3) e (5.4) no sistema (5.1), obtém-se, por fim, a forma

fraca do problema, dada por (Silva, 2007):

6% 0u; ;dQ — w? [ puidu;dQ + | Apidu;dQ — | 65nidudl =0 5.5a
q Q o r
2 2 2
/ ?;piépidQ — w2/ ¢—p5de — w? / Fu;0p ;dS) + wz/ Fu" — ~¢ o opdl’ =0
QP2 o R Q ’ r Pa2w? On

(5.5b)

Com base na discretizacao do sistema por elementos, é possivel propor um esquema de

aproximacao numeérica do tipo aproximagao modal.
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5.2 Aproximacao por Elementos Finitos

Na aproximacao por elementos finitos, o dominio §2 é discretizado em véarios elementos,
onde considera-se que as propriedades fisicas do material poro-eldstico mantém-se constantes,

e que a equagao (5.5) é valida no dominio elementar ., ou seja:

Ne

> ( /Q &5;0u; ;dQe — w? /Q puidu;dQe + / Fep i0u;dQ — /F &fjnjauidn) =0 (5.6a)

=1

S ¢? 2 ¢* Op
/ — 0D ;dQe — w2/ —pdpdQde — w2/ Fu;i0p ;dQe + w2/ Au™ — = 55 | 0pdle ) =0
1 \JQ. P22 o R 0. . Faow? On

k=
(5.6b)

ol

As variaveis do problema sao aproximadas nos nés do elemento a partir de funcoes de
interpolacao; a soma, entao, das contribuicoes nodais de cada elemento permite a montagem
do sistema global para o dominio 2. A aproximacao das variaveis para os k pontos do

elemento ¢ feita da seguinte forma:

i =~ [N,]" {u}
p= [NP]T {p}

onde {u} e {p} representam os valores nodais dos deslocamentos da matriz elastica e da

(5.7)

pressao, 1sto é:

{'&} = {ul V1 W1 Ug V2 Wo U3 V3 W3 ... Uk Vg wk}T (5 8)
= p2ps ... i}
As matrizes [N,]" e [N,]" valem:
Ny 0 0 N O 0O Ng O O ... N, O O
N =10 N 0O 0 N, O 0 Ny O ... 0 N, 0 (5.9)
00N100N200N3...00Nk3k
X
[NP]T = [ Nl Ng N3 Nk: ]lxk (510)
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Para a aproximacao nodal das derivadas espaciais dos deslocamentos da matriz eldstica

(u; ), utiliza-se a transformacao linear [L"]:

- _
2 0 0
0
0 2 0
o
u 0 0 a5
[LY] =
0 9 g
Oro  Ox1
0 0
oxs or
0 o
| 0 95 8 le

e pode—se escrever:

De forma semelhante, o gradiente da pressao p; pode ser escrito como:

pi= [N {p}
N—_——

onde

dz3 1 3x1

Matriz de Rigidez [K]|

(5.11)

(5.12)

(5.13)

(5.14)

Para aproximar a primeira integral da forma fraca da equacao diferencial da fase sélida

(equagao 5.6a), dada por:

/ &fjéuinQe

e
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escreve-se a equagao (4.78) na sua forma matricial:

&%, ) -Kb—|—‘§1]\] Ky—2N K,—:N 0 0 0 1 €11 \
&3, Ky~ IN Ky+iN K,—2N 0 0 0 €2
&5, B K, — %N K, — %N Ky, + %N 0O 0 0 €33
o, | 0 0 0 N 0 0 215 (5.16)
&%, 0 0 0 0 N 0 2613
\ 053 ) i 0 0 0 0 0 N | \ 2€93 )
L% - NS

{7} [D] {€}
O gradiente da variacao admissivel do deslocamento pode ser aproximada por:

du; j ~ [B,]{ou} (5.17)

Para a aproximagao nodal do termo (5.15) no elemento, substitui-se as equagoes (5.16) e

(5.17) em (5.15), e obtém-se:

/Q 54,511,500, ~ /Q (6"} - [B,] {50} dO, — / B,]7 (D] {e} d92, - {57} (5.18)

e

onde o simbolo (-) representa o produto escalar. Da equagao (5.12), pode-se escrever que:

{e} = [Bu] {u} (5.19)

Substituindo o resultado da equagao (5.19) na equagao (5.18), obtém-se:

| v = [ BT D) (B do a} - (5u) (5.20)

Qe

Defini-se, entao, a matriz de rigidez do problema como:
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K] = / (B,J” (D) [B.) S (5.21)

Matriz de Massa [M|

A aproximacao em elementos finitos da segunda integral da equacao diferencial da fase

sélida do material poro-eldstico (equagao 5.6a) é dada por:

Jo, pudud® = f (IN ]T{a}> ([ N)" {ou}) do

b () (e
— o, {5@} H 7 () do,
= Jo, N (V)T e () - {5}

Defini-se, entao, a matriz de massa [M| como:

M) =5 / [N VT (5.23)

Matriz de Acoplamento da fase sélida [C]

Fazendo, agora, a aproximagao em elementos finitos da terceira integral da equagao (5.6a),

obtém-se para cada elemento:

fﬂeﬁp,iéuidQe ~ yfﬂ L1 {D} - | ] {6u} dQ.
= /o, (B {p} [Nu] {ou} de (5.24)
= 7 Jo, INJ] [By] e {p} - {ou}

A matriz de acoplamento da fase sélida é, portanto, definida por:
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=7 / [N, (B, 49, (5.25)

Matriz Volumétrica [H|
Aproximando o primeiro termo da equacao diferencial da fase fluida (equagao 5.6b),

obtém-se:

o Epipid ~ £ [ (B]{5))- (1B, (7)) de 520
= £ er o) dQ {p} - {0p}

A matriz volumétrica é, entao:

_ T
=< / (B,]” (B,] d. (5.27)

Matriz de Inércia [Q)]

Aproximando o segundo termo da equagao (5.6b), obtém-se:

Jo, TPopdQe = G o, ([N ]T{ﬁ})-([N |" {65}) d2 5
- RfQ T, {p} - {op} |

Defini-se, entao, a matriz de inércia como:

Q=% [ ) a, (5.29
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Matriz de Acoplamento da fase fluida [C/]

Aproximando para elementos finitos o termo de acoplamento da equacgao diferencial da

fase fluida, chega-se ao seguinte resultado:

fﬂe YuiopidQe ~ 7 er [Bp] {513} ) [NU]T {ﬂ} dSQe

o (5.30)
= 7 fo, [By]" [Nu]" d {a} - {6p}

A matriz de acoplamento da fase fluida é, portanto, a transposta da matriz de acoplamento

da fase sdlida:

C =5 / B,” [N.]” d, = [C]” (5.31)

Montagem das Matrizes

Das equagoes (5.20) a (5.31), pode-se escrever o sistema (5.5) da forma:

K] -w?[M]  —[C] U JAR ) Jm s
~w?[c) H Q| | B {Fy) {5p}

Os termos {Fy} e {Fy} representam as forcas externas agindo, respectivamente, nas fases
solida e fluida do material poro-eldstico e sao dadas pelas integrais de contorno presentes,
também respectivamente, nas equagoes (5.6a) e (5.6b). A avaliagao dessas integrais dependem
das condigoes de contorno impostas e de acoplamento do elemento em questao e é realizada
na segao (5.3). Ademais, como as variagoes admissiveis {du} e {0p} sdo diferentes de zero, a
aproximacao por elementos finitos do sistema (5.1) pode ser obtida pela resolucao do sistema

de equagoes lineares dada por:

(K] — w? [M)] —[C] tup ([ _ ) {5 (5.33)
—w?[C)" [H] - w? Q) {r} {Fy}



5.3 Aproximacao por Elementos Finitos: Contorno

Nesta secao, analisa-se as integrais de contorno que aparecem na formulacao fraca do
problema poro-eldstico escrito na equacao (5.5). Essas integrais sdo chamadas de condigdes
de contorno naturais, pois sao impostas naturalmente quando o problema é escrito em sua
forma fraca.

A andlise das integrais para as condigoes de acoplamento poro-eldstico/acustico e poro-
eldstico/poro-eldstico, pressao, deslocamento e restrigoes impostas segue as dedugoes apre-
sentadas nos trabalhos de Debergue et al. (1999) e Atalla et al (2001a).

Primeiramente, definem-se as integrais de contorno da forma:

r
i —/ WA/ (5.35)
v r ! Pazw? On P '

A equagao (5.34) pode ser reescrita utilizando-se a equagao (4.79), obtendo-se:
Is,, = > oudl 1 ¢ du™dl 5.36
su; = — | oimdudl — | ¢ +§ pou (5.36)
r r
Das equagoes (4.72) e (4.81), a equagao (5.35) pode, também, ser reescrita como:

Is, = — /F 1) (1}%) u"opdl — /F¢ (U™ —u™) dpdl’ (5.37)

Como dito anteriormente, as equagoes (5.36) e (5.37) representam as agoes das forgas ex-
ternas as fases solida e fluida, respectivamente, agindo no elemento poro-elastico; seus valores

dependem das condigoes de contorno impostas e de acoplamento do dominio poro-elastico,
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) Dominio
Apoios

Elastico
Excitactes
Uoup
- -
.
Dominio
Poroelastico
Dominio Dominio
Aclstico Poroelastico

Figura 5.1: Esquema das condigdes de contorno de uma dado elemento poro-elastico (Silva,

2007)

analisadas na sequéncia. A figura (5.1) ilustra as possiveis intera¢oes no contorno de um

elemento poro-elastico.

5.3.1 Condicoes de contorno impostas: pressao
Dado um campo de pressao pr imposto em I';, as seguintes condicoes de contorno aplicam-
se as equacoes (5.36) e (5.37):

oin; = —prdijn;
ulty = TProun, em I; (5.38)

p=rr

A equagao (5.38) impoe o equilibrio das tensoes normais (1* equacao) e a compatibilidade
cinemadtica entre as pressoes impostas e as pressoes internas no contorno do elemento (2¢
equacao). Como a pressdo pr é imposta, a variagdo admitida dpr é igual a zero e as integrais

de contorno (5.36) e (5.37) valem:

Isu, = /F (1 — ¢ (1 + %)) prou"dl (5.39)
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Observa-se que I, € a integral de contorno na forma fraca de um dominio eldstico excitado
por um campo de pressao. Supondo que o fluido que permeia o material poro-elastico em
questao é o ar, a integral (5.39) pode ser simplificada utilizando o resultado da equacao

(4.24):

¢ (1 + %) ~1 (5.41)

e a integral (5.39) se torna:

Is,, =0 (5.42)

Neste caso, Ij,, também ¢ nulo, sendo possivel concluir que a excitacao imposta pelo
campo de pressao do ar na estrutura solida pode ser negligenciada. Basta, portanto, impor-
se p = pr em I'; para a afericao da condicao imposta, mostrando mais uma vantagem da

formulagao (u,p) do problema poro-eldstico em comparacao ao modelo cléssico de Biot-Allard.

5.3.2 Condicoes de contorno impostas: deslocamento
Quando o deslocamento da matriz elastica w;r é imposto em I';, as condigoes de contorno

que se aplicam as equagoes (5.36) e (5.37) sao:

U; = Usr

up = (1 —@)u"+ U™ = U" —u" =0

onde a primeira condicao garante a continuidade da fase elastica e a segunda, o equilibrio
de fluxo entre as fases elastica e fluida. Sendo o deslocamento da matriz elastica fixado, sua

variacao admitida d@; é nula e as integrais de contorno (5.36) e (5.37) valem:

sy, =0 (5.44)
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r R
Da equagao (5.41), obtém-se:

Is, = —/u?&pdf (5.46)
r
de forma que [, torna-se a integral de contorno do dominio actstico quando um desloca-

mento estrutural é imposto.

5.3.3 Acoplamento poro-elastico/acustico

Dado o campo de pressao p* de um dominio acustico de densidade p,, as integrais na
forma fraca no contorno entre os dominios poro-elastico e actistico podem ser combinadas

somando-se as contribui¢oes de cada dominio (I*" + I*), obtendo-se:

Is,, = — / o;:n;0udl — / o) (1 + Q) pou"dl’ (5.47)
r 7 r R
) o= | fi7
Is, = — 1+ = ) u"opdl’ — U" —u") opdl’ opdl’ 5.48
5p U£¢(<+R u"dop F¢( u") opdl’ + o on P (5.48)
Observa-se que o ultimo termo da equagao (5.48) possui um sinal positivo, ja que 77, = —1,

onde 7i, e 7 sdo o vetores normais da superficie de contato poro/acistico dos elementos
acustico e poro-elastico, respectivamente. As condigbes no contorno em que ocorre o acopla-

mento sao:

afjnj = —p'n;
P P = (1 — ¢p)u" + U em I'; (5.49)
p=Dp"

onde a primeira condi¢ao garante o equilibrio entre as tensoes normais, a segunda, o equilibrio

de fluxo, e a terceira, a compatibilidade cinematica entre os dominios poro-elastico e actstico.
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Substituindo as condigdes de contorno dadas pela equagao (5.49) nas equagoes (5.47) e

(5.48), obtém-se:

I — — /F (1 _ ¢ (1 + %)) proundr (5.50)
I - —/F (1 _ ¢ (1 + %)) WS pdT (5.51)

As equagoes (5.50) e (5.51) mostram que o acoplamento entre os dominios poro-eldstico
e acustico ocorre de forma simétrica em relacao ao deslocamento normal da matriz elastica
e a pressao do dominio acustico. Ademais, compatibilidade cinematica entre as pressoes de
ambos os dominios (p = p®) ainda deve ser imposta.

Mais uma vez, caso o fluido presente nos dominios poro-elastico e actstico seja o ar, a
equacao (5.41) vale e as integrais Is,, e I5, se tornam nulas. Neste caso, somente a compati-
bilidade cinematica das pressoes deve ser imposta, mostrando, novamente, que a formulacao
(u,p) é mais vantajosa que a formulacao (u,U) (modelo de Biot-Allard), pois, nesta iltima,

as integrais de contorno nao sao nulas (Debergue et al., 1999).

5.3.4 Acomplamento poro-elastico/poro-elastico

O acoplamento entre dois dominios poro-elasticos distintos, indicados pelos indices 1 e
2, é realizado somando-se suas integrais de contorno na forma fraca — dadas pelas equagoes
(5.36) e (5.38) — e impondo as condigbes de contorno dadas na referéncia (Panneton e Atalla,

1997), as quais sao:

sl,, _ ~s2,.

$1(UTu}) = ¢a(U uy) (5.52)

L P1 = D2

onde a primeira condicao garante o equilibrio das tensoes totais normais ao contorno do

elemento, a segunda garante a continuidade entre os deslocamentos da matriz elastica e do
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fluido, e a terceira e quarta condicoes, a compatibilidade cineméatica dos dominios.

A partir das condigoes impostas, as integrais de contorno podem ser escritas da forma:

r Ry r Ry
Isp = — / 1 (1 + %> uyoprdl’ + / ®2 (1 + @> uy Opadl’ (5.54)
r Ry r Ry

Tem-se entao que o acoplamento entre dois elementos poro-eldsticos ocorre de forma
simétrica em relacao ao deslocamento da fase sdlida normal ao contorno e a pressao no
mesmo. A diferenga entre os sinais dos termos integrais de Is,, ¢ I5, ocorre pois ; = —fis.
Assim como para o acoplamento entre elementos poro-elasticos e actusticos, a compatibilidade
cinematica também deve ser manualmente imposta, o que significa impor as condigoes de
compatibilidade cinematica dadas por u}' = ul e p; = pa.

Por 1ltimo, para materiais absorvedores poro-elasticos cldssicos, onde o ar é o fluido
presente, as integrais /5, e I5, se anulam e ¢ necessério somente, para a resolugao do problema

em questao, impor as condi¢oes cineméticas.
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Capitulo 6

Resultados e Discussao

Este capitulo divide-se em trés partes principais. Primeiramente sao apresentados os
resultados obtidos do estudo feito sobre band gaps. Visa-se, nesta primeira parte, mostrar
graficamente a ocorréncia de band gaps estruturais a partir do calculo das estruturas de banda
(ou curvas de dispersao) e da fungao resposta em frequéncia (FRF) em estruturas eldsticas
periédicas uni e bidimensionais; e validar o programa computacional feito estes calculos.

A segunda parte deste capitulo refere-se ao estudo e simulacao numérica de problemas
acoplados da poro-elasticidade. Busca-se, nesta secao, validar o programa de elementos finitos
implementado! e entender os fenémenos que regem a propagacao de ondas e a absorcao destas
em materiais poro-elasticos.

Por tltimo, visa-se analisar os efeitos de periodizar materiais poro-elasticos, buscando,
nesta ultima analise, verificar se existe a presenca do fenomeno band gap na propagacao
de ondas nesses materiais ou, mais especificamente, se as curvas de absorcao de materiais
poro-elasticos periddicos possuem correlacao direta com as curvas de dispersao de sua matriz

elastica.

10 programa em questdo foi implementado no MarLas® e serviu de ferramenta para os calculos das

estruturas de banda e FRF's de materiais elésticos periddicos, e das curvas de absorcao dos materiais porosos
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6.1 Band Gaps em Estruturas Elasticas Periddicas

Os objetivos gerais desta se¢ao sao validar a metodologia de andlise estudada para sistemas

periédicos estruturais e mostrar a ocorréncia de band gaps em estruturas elasticas.

6.1.1 Malha unidimensional

Apresentam-se agora as estruturas de banda e as curvas de resposta em frequéncia para
estruturas elasticas unidimensionais discretizadas em sistemas massa-mola. O objetivo é
validar o modelo unidimensional implementado e mostrar graficamente o fenomeno band gap
e como se comportam os deslocamentos das massas das estruturas finitas dentro e fora da
regiao de band gap.

A malha unidimensional estudada consiste na representacao de uma estrutura elastica
periédica? em sistemas do tipo massa-mola, considerando os casos infinito e finito. A figura

(6.1) ilustra uma célula, ou um periodo, do material periédico estudado.

Eal um E pmma
Palum Pamma
k.alul'n |"pmma
mﬁlljl‘n mnmnm

Figura 6.1: Estrutura unidimensional periddica (aluminio-PMMA) e modelo discreto equiv-

alente.

Para a célula discreta esquematizada na figura (6.1) (onde N = 4), os valores das massas

e constantes de mola dos materiais que compoem a estrutura sao:

20s dados da estrutura sdo: Barra unidimensional com 0.15 m de comprimento e secido transversal de
drea igual & 0,0375 m?, composta por 50% aluminio (pg; = 2830 kg/m3 e E, = 70,9 GPa) e 50% PMMA
(Ppmma = 1200 kg/m? e Epmma = 5,28 GPa) (Jensen, 2003).
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my = my = 3,98kg

me = ms = 1,69kg
ky = ky =70,9 10%gq/s*
ko = k3 = 5,28 10%¢g/s*

(6.1)

Malha unidimensional infinita

Foram estudados modelos de malha infinita para células discretizadas em 4, 16 e 64 massas
seguindo o esquema ilustrado pela figura (6.1).

A figura (6.2) mostra as curvas de frequéncia em fungao do nimero de onda (w = f(7v))
para malha N = 4. Observa-se que a estrutura apresenta seus 3 primeiros band gaps nas
faixas de frequéncias entre 5,2 a 12,0 kHz, 13,5 a 26,6 kHz e 26,8 a 42,4 kHz.

Na figura (6.3) compara-se o primeiro gap para as malhas com 4, 16 e 64 massas. Vé-se
que a malha N = 4 apresenta uma boa aproximacao do primeiro gap, o que, obviamente, nao
ocorre para os gaps em faixas de frequéncias maiores, ja que a discretizagado mais grosseira
da malha impede a avaliacao das frequéncias naturais de maiores valores da estrutura e,
portanto, nao permite uma predi¢ao mais acurada dos gaps de ordem superior.

A estrutura de banda das figuras (6.2) e (6.3) estao de acordo com os resultados apresen-
tados em Jensen (2003). Este resultado permite a validagdo do método implementado para o
calculo das curvas de dispersao em estruturas periédicas do tipo massa-mola unidimensionais.

Pode-se também visualizar as faixas de frequéncias onde ocorrem os gaps da estrutura
unidimensional estudada de outra forma, escrevendo o termo complexo do nimero de onda
em funcao da frequéncia. Para tanto, escreve-se o nimero de onda na forma v = 7 /N +if3,
caso queira-se observar o primeiro e o terceiro gap, ou na forma v = i3, para observar-se o
segundo gap. Variando [, obtém-se curvas do tipo 8 = f(w), como ilustrado na figura (6.4).
Nesta figura, as formas geométricas fechadas demarcam as faixas de frequéncias onde o termo
imaginario do nimero de onda é nao nulo. Portanto, essas formas geométricas fechadas de-

marcam as regioes de band gap. Pode-se observar que o resultado apresentado pela figura
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Figura 6.2: Curvas de dispersao w = f(7) para a malha N = 4.
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Figura 6.3: Primeiro band gap para as malhas com N=4, 16 e 64 massas.

(6.4) esta coerente com a figura (6.2).
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Yalores de B nas regides de "band gap" para N=4
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Figura 6.4: Curva 8 = f(w): primeiro e terceiro Band Gap para a malha N = 4.

Malha unidimensional finita

Para o caso de estruturas finitas, as faixas de frequéncia onde ocorrem band gaps sao
caracterizadas por uma forte atenuacao da propagacao de sinais harmonicos nestas faixas de
frequéncia. Para se estudar, entao, os band gaps de uma estrutura finita, excita-se a estrutura
com uma forga harmonica, conforme mostrado na figura (6.5), e calcula-se a resposta, na
frequéncia, da ultima massa oposta a massa excitada. Variando-se, entao, a frequéncia de

excitagdo harmonica, pode-se calcular a func¢do resposta em frequéncia (FRF) da estrutura.

f = cos(wt)

Figura 6.5: Estrutura finita com M = 2 células.

As malhas estudadas possuem 2, 5 e 10 células do tipo N = 4 dispostas linearmente,
como ilustrado na figura (6.5). A figura (6.6) ilustra os resultados obtidos para essas malhas.
E possivel observar que a faixa de frequéncia para a qual verifica-se uma atenuacao da FRF
da malha M =10 (5,3 a 12,1 kHz) possui valores bem préximos a faixa do primeiro gap (5,2

a 12,0 kHz) previsto pela estrutura de banda da estrutura infinita. Vé-se também que o gap
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da malha M = 5 ocorre em uma faixa de frequéncias bem préxima a da malha M = 10,
enquanto que a malha M = 2 apresenta divergéncia com relacao ao limite direito de seu band
gap.

Conclui-se da figura (6.6) que estruturas com maior nimero de células apresentam valores
inferiores da FRF nas regioes de band gaps, o que é intuitivo, se for observado que nessas
regioes e para as malhas estudadas a atenuacao da excitacao se da progressivamente ao decor-
rer da estrutura, como mostrado na figura (6.7). Esta caracteristica de atenuacao da onda,
para frequeéncias dentro da faixa de band gap evidencia que esta ocorre devido a reflexao da

onda nos contornos das células periddicas do material.

Curva de Resposta em Freqliéncia para M=2510
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Figura 6.6: Funcao resposta em frequéncia para as malhas com M = 2, 5 e 10 células.
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Figura 6.7: Deslocamento das massas da malha com M=10 células para frequéncias distintas.

6.1.2 Malha bidimensional

Os resultados obtidos para o modelo massa-mola bidimensional sao apresentados nesta
secao, com o objetivo de validar o modelo bidimensional implementado para o calculo da
estrutura de banda e FRF da malha discreta e observar o comportamento da FRF para
frequéncias dentro da faixa de band gap.

A célula utilizada para a construcao da malha bidimensional consiste em uma estrutura
quadrada com lado igual 0,02 m, representada por 5 x 5 massas conectadas por molas, onde
as 3 X 3 massas centrais representam a inclusao de um material mais rigido e denso que a
matriz, representada pelas massas periféricas, mais leve e flexivel, segundo o esquema da
figura (6.8).

Considerando o aluminio como o material representado pelas massas internas e o epoxi,
pelas massas periféricas, os valores das massas e constantes de molas, internas e externas,

Sao:
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Figura 6.8: Célula bidimensional: matriz flexivel com inclusao periddica rigida.

Mumar = 1,82 -1072 kg

Mine = 4,53 - 1072 kg
kmat = kmats = 4,1-10° N/m
kmat2 = Kmata = %4,1 -10° N/m
Kined = kines = 70,9 -10° N/m
Kines = kinea = 370,9-10° N/m

(6.2)

A rigidez das molas diagonais foi definida como metade da rigidez das molas horizontais
e verticais para obter-se uma melhor aproximacao qualitativa em relacao ao modelo de ma-
teriais continuos isotropicos em estado plano de deformacao, quando o coeficiente de Poisson

é aproximadamente v = 0,3 (Jensen, 2003).

Malha infinita bidimensional

Resolvendo a equagao (3.63) da segao (3.2.3), para a malha infinita com a geometria da
célula indicada pela figura (6.8) e constantes dadas na expressao (6.2), obtém-se, como no
caso unidimensional, a estrutura de banda que esta ilustrada na figura (6.9). Observa-se na
figura (6.9) que sua abcissa varia de C-A-B-C, percorrendo o perimetro triangulo ABC da
figura (3.8) que representa a regiao irredutivel de Brillouin.

Na figura (6.9), pode-se observar uma regiao de vazio entre as frequéncias 46,6 a 57,4

kHz. Nesta faixa de frequéncias nao existe solucao real para a frequéncia e o numero de
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onda, de forma que é impossivel a propagacao de ondas em qualquer direcao da malha,
caracterizando-a como um band gap.

A estrutura de banda ilustrada da figura (6.9) mostra-se em acordo com o resultado encon-
trado por Jensen (2003). Este resultado permite validar o modelo massa-mola bidimensional

infinito implementado.

%10 Estrutura de handa
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®: 600
¥ 4 GRe+04
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vetor de onda reduzida,

Figura 6.9: Estrutura de banda correspondente a propagacao de ondas na malha bidimen-

sional infinita.

Malha finita bidimensional

Foram estudadas malhas finitas de diferentes tamanhos, construidas a partir do agrupa-
mento das células bidimensionais descritas anteriormente, como mostra a figura (6.10). A
mesma figura também ilustra a configuracao dos apoios, da forga aplicada e dos pontos (A e

B) onde foi calculada a FRF do sistema.
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l = Feos(wt)

Figura 6.10: Malha bidimensional finita.

A figura (6.11) mostra as curvas FRF do sistema para os pontos A e B. Pode-se observar
que a malha M, = M, = 3 nao apresenta uma queda da FRF dentro da regiao de band
gap do caso infinito. Ao contrario, pode-se observar varios picos de ressonancia nesta faixa
de frequéncia. Ja para as malhas com maior numero de células, é possivel observar uma
consideravel atenuacao da FRF dentro da regiao de band gap prevista para malha infinita,
estando em acordo com o resultado da figura (6.9).

No limite superior desta faixa, observa-se que existem picos da FRF'; estes estao associados
as ressonancias locais dos pontos A e B. Na figura (6.12a) estd ilustrado o mapa da resposta
em frequeéncia da malha M, = M, = 21, a frequéncia de 52,1 kHz. E possivel verificar, nesta
figura, que as amplitudes dos deslocamentos das massas caem continuamente em relagao a
distancia ao ponto de aplicagao da forga, como esperado para uma frequéncia dentro da faixa
de band gap da estrutura. J4 na figura (6.12b), onde esta ilustrado o mapa da resposta em
frequéncia em 54,8 kHz da malha M, = M, = 21, verifica-se que a regiao periférica livre da
malha se encontra em ressonancia.

Os resultados das figuras (6.11) e (6.12) foram observados por Jensen (2003) e estao de

acordo com o mesmo.
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Figura 6.12: Resposta em frequéncia da malha para valores frequéncias de 52,1 kHz (a) e

54,8 kHz (b).
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6.1.3 Discretizacao da estrutura periédica pelo método dos ele-

mentos finitos

O objetivo dessa andlise é comparar o modelo unidimensional periddico massa-mola e o
modelo discretizado pelo método dos elementos finitos (E.F.), e verificar a validade deste
ultimo. Faz-se também uma andlise de convergéncia desse tltimo.

Aplica-se, entéao, a teoria apresentada na se¢ao (3.3) para o calculo da estrutura de banda
e da FRF da estrutura periédica unidimensional Aluminio-PMMA. A malha massa-mola é
descrito pela relagdo (6.1); a malha de elementos finitos é discretizada em elementos uni-

dimensionais lineares, como dado na figura (6.13), onde exemplifica-se uma malha com 8

elementos.
L=0,15m
- pr)m ) o -
T 2 3 4 e 6 7 B P
- S,
(KM i (K s

Figura 6.13: Esquema da discretizacao da barra Aluminio-PMMA por elementos finitos.

A figura (6.14) compara a 2% e 3* curva de dispersdao — o que corresponde a anédlise do
segundo gap — e a FRF de modelos discretizados em 4, 8, 16, 32 e 64 elementos. Observa-
se que as malhas convergem monotonicamente quando refinados. Vé-se que as curvas de
dispersao e as FRFs dos modelos menos refinados distanciam-se do modelo com 64 elementos
quando sao calculadas em frequéncias progressivamente maiores, de forma que somente a
malha com 32 elementos produz resultados proximos da malha com 64 elementos. J& para
frequéncias de até 13 kHz (limite superior do primeiro gap), vé-se, a partir das curvas de
FRF das malhas, que somente a malha com 4 elementos apresenta-se divergente em relacao
ao modelo mais refinado. Observa-se também que os resultados apresentados pela estrutura
de banda — composta pelas curvas de dispersao — e as FRF do modelo discretizado com 64
elementos mostram-se em acordo, ambos prevendo a presenca de um 2° gap dentro da faixa

de frequéncias entre 15,7 e 24,6 kHz.
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Compara-se, por fim, os resultados obtidos pela discretizacao da barra de aluminio-
PMMA em elementos finitos e um sistema massa-mola. Na figura (6.15) estao ilustradas
as curvas de dispersao e de resposta em frequéncia de ambos os modelos. Observa-se que
ambos os modelos produzem resultados muito préximos e valida-se, portanto, o modelo im-

plementado em elementos finitos.
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Figura 6.14: Curvas de dispersao e FRF para a barra aluminio-PMMA discretizada pelo
método dos E.F. em 4, 8, 16, 32, 64 elementos.
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Figura 6.15: Comparagao dos modelos de discretizacao da barra aluminio-PMMA pelo

método dos E.F., com 64 elementos, e por um sistema massa-mola, com 64 massas.
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6.2 Modelagem Numérica da Propagacao de Ondas em

Materiais Poro-elasticos

Esta secao tem como objetivo validar o modelo numérico implementado para o calculo
da absorcao do problema da poro-elasticidade acoplada, discutir a validade de aplicacao dos
modelos de fluido equivalente e de Biot-Allard e avaliar as contribuicoes das absorcoes por in-
teragao viscosa, térmica e da estrutura elastica na absorcao total de materiais poro-elasticos.
As propriedades dos materiais utilizados nos modelos simulados encontram-se na tabela (6.1).
Uma anélise de convergéncia encontra-se no apéndice D e serve como guia para a escolha das

malhas de elementos finitos em estudo nesta secao.

6.2.1 Validacao do modelo numérico

O objetivo deste exemplo é validar o programa de simulagao baseado no método dos
elementos finitos, e desenvolvido para a realizacao dos calculos do problema de propagacao
de ondas em meios poro-elasticos. Os modelos simulados nesta se¢ao consistem em materiais
poro-elasticos bidimensionais, inseridos na extremidade de um tubo de Kundt, oposta a

extremidade onde aplica-se uma excitacao acustica. A figura (6.16) ilustra a configuragao do

problema.

L LEI:I.IS

I
o P
w © L .
E“ % L Meio
58 acustico
< b

\. Tubo de C.C:

Kundt v=0-

Figura 6.16: Configuragao geral dos modelos simulados nesta segao.
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Qoo | @ | dps(kg/m?) | o(Ns/m*) | N(kPa) v | A(m) A (m)
La de Vidro | 1.06 | 0.94 130 40000 2200(1+i0.1) | 0 | 0.56-10~* | 1.10-10~*
Espuma A | 2.52 | 0.97 31 87000 | 55(1+i0.055) | 0.3 | 37-1076 | 119-106
Espuma B | 1.98 | 0.99 16 65000 18(1+i0.1) | 0.3 | 0.37-10~* | 1.21-10~*

Tabela 6.1: Tabela com as propriedades do materiais poro-elasticos

Para a validacao do programa implementado, foram calculadas as impedancias de camadas
de 1a de vidro (Tabela 6.1) de dimensoes infinitas no plano perpendicular ao eixo de incidéncia
da onda, e espessuras iguais a 10 cm e 5,6 cm pela fungao analitica proposta por Allard (1993).
Estes resultados foram comparados aos resultados obtidos pelo programa de elementos finitos
implementado para a formula¢ao mista (u,p) do modelo de Biot-Allard. A malha utilizada
para o célculo da impedancia estd ilustrada na figura (6.2.1), onde o elemento utilizado foi o
elemento linear quadrilateral de 4 pontos (quad4). Para o cdlculo da impedancia, considera-
se que o campo acustico é excitado por uma onda acustica de velocidade vy fixa, de forma

que a integral de contorno da excitacao actstica vale:

/ 1 op L,
— = =
w2po O iw ©

onde py é a densidade do campo acustico. A impedancia na entrada vale, entdo, Z.,; =

(6.3)

Pent/Vo, € a impedancia na face do material pode ser calculada por:

_iZent COt(_Lacusw/CO) + LoCo
Zent - ipOCO COt(_Lacusw/CO)

Zface = pOCQ (64)

onde ¢y é a velocidade da onda no meio actustico e L., representa a distancia entre a entrada
da onda e a face do material poro-elastico.

Os resultados das impedancias calculadas estao ilustrados na figura (6.18); observa-se
uma boa concordancia entre o modelo analitico e o numérico. Este resultado serve para val-
idar o programa de elementos finitos implementado, utilizado para a realizacao dos cédlculos

desta secao.
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Figura 6.17: Malha de elementos finitos utilizada para o calculo da impedancia: elemento
quad4. Malha bidimensional com 8 elementos actsticos (Azul) e 80 elementos porosos (Ver-

melho).
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Figura 6.18: Impedancia da fibra de vidro
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6.2.2 Calculo da absorcgao

Tem-se como objetivo, nesta secao, verificar as diferengas entre os modelos fluido equiv-
alente e Biot-Allard de materiais poro-elasticos, e os casos para os quais o primeiro é valido.

Calculou-se a absorcao de estruturas poro-elasticas homogéneas com 10 cm de espessura
pelos métodos fluido equivalente e Biot-Allard. Os materiais estudados foram a la de vidro,
a espuma A e a espuma B, e suas propriedades estao descritas na tabela (6.1). Os modelos
estudados seguem o modelo descrito pela figura (6.19a); a malha utilizada para os calculos
dos modelos é composta por 2x40 elementos poro-elasticos e estd ilustrada na figura (6.20).
Nos modelos estudados, a interacao entre o dominio acistico e o dominio poro-elastico foi
modelada pelo acoplamento do guia de ondas actstico com os elementos poro-elasticos no

contorno I',,, como mostrado na figura (6.19b).

I
)
—
Guia de » 2 __________
- Guia de onda
a;’:ﬁi:o = aclistico ) Q
.
.- ; 2 ..........
Tubo de
Kundt x —-rpa

Figura 6.19: Configuragao dos modelos para o cédlculo da absorcao

Para o acoplamento entre o guia de ondas actstico e o dominio poro-elastico, a integral

de contorno em I, foi escrita como:

frpa Poiv2 g—z5pdr - i frpa frm A(y1,y2) p(y2)op(yr)dldl’
_% frpa fr,,a A1, y2) p(y2)dps(yr)dldl

onde p é a pressao no contorno, p, a pressao de bloqueio e o operador de admitancia A é

(6.5)

dado por:
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Figura 6.20: Malha poro-elastica com 80 elementos bidimensionais quadrilaterais

isoparamétricos do tipo quad4

A =3 () em(32) (6.6)

sendo o termo k,, o nimero de onda complexo, ¢,, a forma modal ortogonal do guia de onda

e N,, a norma dos modos ortogonais. Estes sao dados por:

fr ar

A teoria sobre a modelagem do dominio actstico por um guia de ondas planas é vista
em detalhes nos trabalhos de Atalla et al. (2001b), Sgard et al. (2005) e Silva (2007); a
teoria referente a decomposi¢ao modal do guia de ondas planas pode ser vista no texto de
Kinsler et al. (1999). A resolugdo do modelo poro-elastico de Biot-Allard com o guia de
ondas actstico deu-se a partir da aplicacao do método dos elementos finitos — com elementos
isoparamétricos quad4 para o dominio {2 e isoparamétrico unidimensional para o dominio I

—na forma fraca do problema acoplado, dada por:

fn %P 802~ Jo GpopdQ — Jo FuidpidQ = 35 [ [, Al e) p(y2)3p(y)dTdr
pra fF pa yl y2 (yg)épb(yl)dFdF
(6.8)
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O célculo da absorcao total foi, entao, realizado pela seguinte operacao:

S
Hdzss + Hdzss + Hdzss 6.9
Qtotal = TL ( ' )
mc
. . o : . :
onde II, ., IIY. . e II5 . dao as contribuicoes da estrutura, dos efeitos de viscosidade e

térmicos, respectivamente, na dissipacao total, no material poro-elastico, da poténcia Il;,.

da onda acustica incidente . Os termos de dissipagao da poténcia foram calculadas por:

i = 53({@}" [K] {a})
s = 33(—w? (@} (M) {a} + 3 {p}" [H]{p} —2{p}" [C]{a}) (6.10)
Ihies = 53(— {0} [Q1{p})

e a poténcia da onda incidente foi calculada por:

2poco

onde py é a amplitude da onda acustica plana incidente.
Para o cédlculo da absorcao do modelo de fluido equivalente, seguiram-se os mesmos pro-
cedimentos realizados para o modelo de Biot-Allard, substituindo-se a equacao da forma fraca

deste tltimo pela equagao:

fQ wf;;mp i0p Q2 — [o SpopdQ — = [ [l A(ys, ) p(y2)dp(yn)dldl

(6.12)
frm pra (41, y2) p(y2)dps(y1)dldl
e os valores das poténcias dissipadas calculados foram dados por:
11355 = 0
I, = 5352 (P} [H){p}) (6.13)
M = 33(— {0} [QUH{P})

Na figura (6.21) estao ilustradas as curvas de impedancia e absorgao total da la de vidro,
calculadas pelos modelos fluido equivalente e Biot-Allard. Observa-se que, exceto nas regioes

proximas as frequéncias de 460 Hz e 1400 Hz, as curvas de impedancia e absor¢ao calculadas
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pelo modelo de fluido equivalente mostram-se préximas as curvas calculadas pelo modelo de

Biot-Allard.

Curvas de Absorgdo

zonor 1
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Figura 6.21: Comparacgao da impedancia e da absorcao da la de vidro obtida para os modelos

estrutural e fluido equivalente

Do céalculo das frequéncias naturais da matriz eldstica da 1a de vidro — sem levar em conta
a presenca do ar —, conclui-se que essa discrepancia ocorre devido a ressonancia entre a matriz
elastica e a fase fluida da 1a de vidro.

Pode-se calcular as frequéncias naturais da matriz elastica da 1a de vidro pela equacao:

@ _, 1 B

fnat - ZE ; (614)

onde L é o espessura do material poro-elastico, p a densidade e £ o médulo de elasticidade

linear dado por:

21+v) 4\
E=N (3(1—21/) +§)’ (6:19)

Observa-se, da equagao (6.14), que a 1% e 3* frequéncia natural da matriz eldstica da la de
vidro valem, aproximadamente, 460 Hz e 1382 Hz, para as quais as curvas de impedancia e ab-
sorcao do modelo de fluido equivalente divergem das curvas do modelo de Biot-Allard. Sendo
que o modelo de fluido equivalente considera a matriz elastica do material como estatica, este

nao é capaz de avaliar corretamente a absorcao do material poroso nas faixas de frequéncia
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em que a matriz eldstica do material encontra-se em movimento. A figura (6.22) exemplifica

este problema.
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Figura 6.22: Curvas de absorcao da la de vidro com espessura igual a 10 cm, calculadas pelos

modelos de Biot-Allard e fluido equivalente

Vé-se da figura (6.22) que o valor da contribuigao da matriz eldstica na absorgao total
(curva de absorcao estrutural) encontra-se préximo a zero na maior parte da extensao da faixa
de frequéncias de 0 a 2000 Hz. A absorcao estrutural mostra-se relevante a absorcao total
somente nas faixas de frequéncias proximas a 1* e a 3* frequéncia natural da matriz elastica
da la de vidro. Esse aumento consideravel no valor da absor¢ao estrutural as frequéncias
de ressonancia ocorre pois a dissipacao de poténcia da matriz elastica da-se devido ao ar-
mazenamento de parte da energia da onda acustica incidente como energia potencial elastica,
devido a deformacao da matriz eldstica, ou seja, quanto maior as amplitudes das velocidades
da matriz elastica, maior a poténcia que esta dissipa.

Sendo assim, conclui-se que a matriz elastica da la de vidro permanece quase estatica
— ou pelo menos apresenta velocidades baixas o suficiente para ter influéncia desprezivel
na absorcao — exceto quando o material encontra-se em ressonancia com a onda actstica
incidente. Essa condigao é descrita por Allard (1993) como condi¢ao de semi-desacoplamento,

em que a onda que se propaga no material poro-elastico pode ser dividida em duas: uma
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que se propaga primariamente na fase fluida e outra que se propaga primariamente pela
fase solida, sendo que a primeira pouco influencia na segunda. Este fenomeno ocorre para
materiais poro-elasticos onde a matriz elastica é bem mais densa e bem menos compressivel
que o fluido embebido, como é o caso da la de vidro e do ar. Para casos, portanto, em que
a condicao de semi-desacoplamento ocorre, o modelo de fluido equivalente parece ser uma
aproximacao razoavel.

Analisando-se as curvas de absorcao para a espuma tipo A e tipo B, ilustradas na figura
(6.23), vé-se que a absorcao pelo modelo de fluido equivalente mostra-se divergente, principal-
mente as frequéncias abaixo de 1000 Hz, da absor¢ao calculada pelo modelo de Biot-Allard.
Supode-se que essa divergéncia deva-se ao fato de que as matrizes eldsticas das espumas A
e B, mesmo sendo consideravelmente mais densas que o ar, possuem modulos volumétricos
da mesma ordem que o ar, de forma que a condicdao de semi-desacoplamento nao é vélida
para estes materiais. Pode-se observar na figura (6.23) que a contribuigao das absorcoes es-
truturais das espumas A e B sdo relativamente mais significativas que a absorcao estrutural
da 1a de vidro (Figura (6.22)). Além disso, vé-se que o comportamento das curvas de ab-
sor¢ao viscosa e térmica, para as espumas A e B, calculadas pelo modelo de Biot-Allard, nao
seguem o padrao das curvas de absorcao viscosa e térmica calculadas pelo modelo de fluido
equivalente. Este iltimo modelo mostrou-se, portanto, nao adequado para as simulacoes dos
materiais poro-elasticos como a espuma A e B. Como os materiais simulados neste trabalho
possuem em sua composicao, pelo menos em parte, a espuma A ou a B, o modelo de Biot-

Allard foi o utilizado para todas as simulagoes que seguem neste texto.
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6.3 Discussao da Periodicidade em Materiais Poro-Elasticos

Discute-se nesta secao o comportamento da absor¢ao acustica em materiais poro-elasticos
arranjados periodicamente. O objetivo principal é o de avaliar qual seria a influéncia dos
band gaps sobre o comportamento de sistemas de absorcao poro-acusticos. A teoria apresen-
tada por Langlet et al. (1995)% é utilizada para calcular as curvas de dispersao das matrizes
elasticas de estruturas porosas periddicas, sem a presenca do ar (no vécuo), as quais sao

comparadas com as curvas de absorcao do modelo acoplado matriz elastica-ar.

6.3.1 Estruturas poro-elasticas periédicas unidimensionais

O estudo feito para materiais unidimensionais deu-se da seguinte forma:

(i) A célula poro-eléstica unidimensional é definida como a juncao de duas placas contendo

materiais poro-elasticos distintos;

(ii) A matriz elastica da célula poro-eléstica é discretizada pelo método dos elementos finitos
em 8 elementos isoparamétricos unidimensionais e aplica-se a condicao de contorno de
periodicidade da forma: Fy = Fye’* onde F representa uma funcio espacial qualquer,
como o deslocamento ou a forga, d representa o comprimento da célula, e os indices 1
e 9 referem-se ao primeiro e ultimo né da malha da célula; as curvas de dispersao que

formam a estrutura de banda da matriz elastica sao, entao, calculadas;

(iii) Monta-se a malha discreta de vérias estruturas periddicas finitas com a concatenagao
de N=10 células poro-elasticas; considera-se somente as matrizes elasticas das estru-
turas periddicas porosas; aplicam-se forgas harmonicas em uma das extremidades das

estruturas e realizam-se os cédlculos das FRFs na outra extremidade;

(iv) Utiliza-se do programa de elementos finitos desenvolvido neste trabalho para o célculo
da absorcao acustica de varias estruturas com 1, 2, 5 e 10 células. A célula poro-elastica

que compoe estas estruturas foram discretizadas em 2x8 elementos isoparamétricos

3Secdo 3.3
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bidimensionais — o problema é, no entanto, ainda unidimensional — do tipo quad4. As

equagoes diferencias da poro-elasticidade seguem o modelo de Biot-Allard.

A figura (6.24) esquematiza os cdlculos das curvas de dispersao, das FRFs e das curvas de
absorcao da estrutura unidimensional periddica. As propriedades dos materiais poro-elasticos

estudados estao descritos na tabela 6.1.

(a)
Célula poro-elastica
unidimensional

(b)
Céalculo da estrutura de banda:
elemento unidimensional
isoparametrico

ic)
Calculo da FRF: elemento fe™

unidimensional
isoparamétrico
(d) ,
Célculo da curva de Guia ge_cnda
absorgdo: elemento acustico

quad4 =
] ] C.C.. sem
Tubo de k‘ £ Liaminio engaste entre
Kundt acistico poraso otuboeo
material

Figura 6.24: Esquema da andlise da estrutura poro-elastica peridédica unidimensional.

As curvas de dispersao foram calculadas para o material poro-eldstico no vacuo, ou seja,
foi considerado somente sua matriz elastica sem a presenca do fluido — no caso o ar — de
imersao. O motivo principal dessa simplificacao deve-se a formulacao do problema de auto-
valor, dado pelas equagoes (3.70) e (3.71), ser quadratica e implicita na frequéncia quando
aplicada ao modelo poro-elastico acoplado Biot-Allard, ou mesmo para o modelo de fluido
equivalente. Para melhor ilustrar o problema descrito, considera-se a formulacao de fluido

equivalente dada pela equagao diferencial (6.16):
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w?
Piii 5P = 0 (6.16)

onde ¢? = R/ a2, sendo R e fy varidveis complexas e funcdes da frequéncia angular w.

Seguindo os procedimentos apresentados neste texto, o modelo de elementos finitos para a

equagao diferencial (6.16) pode ser escrito da forma:
w?
(114 % Q1) ) = () (6.17)

Aplicando a teoria apresentada na segdo 3.3 no sistema (6.17), obtém-se o problema de

auto-valor — g(w?, k,, k,) = 0 — dado por:
91
det | [Hg] + w = [Qr] | =0 (6.18)

A resolugao da equacao (6.18) retorna valores de w? em fungao do vetor de onda ke
permite calcular as curvas de dispersao do problema. No entanto, a velocidade de propagacao
da onda ¢ é fungao da frequéncia (¢ = ¢(w)). Sendo assim, a equagao (6.18) nao pode ser
resolvida por métodos tradicionais, e sua resolucao esta fora do escopo deste trabalho.

Devido, entao, a falta de ferramentas para o calculo das curvas de dispersao do modelo
poro-elastico acoplado, decidiu-se pela andlise da matriz elastica sem a presenca do ar.

O primeiro material testado é uma composigao do tipo espuma A/la de vidro em uma
célula unidimensional de 5 cm de espessura — em relagao a figura (6.24), tem-se que o material
1 é a espuma A, o material 2, a 1a de vidro, e que d = 0,05 m. A estrutura de banda, FRF
e absorcao acustica do material espA/1a estao ilustrados nas figuras (6.25) e (6.26).

Nota-se que a figura (6.25) mostra duas curvas de resposta em frequéncia para a mesma
estrutura periédica espA/la finita com 10 células encadeadas; uma das curvas representa a
resposta em frequéncia da estrutura quando considera-se somente a parte real do modulo
elastico da matriz elastica do material, a outra, quando considera-se também o termo ima-
gindrio. Como pode ser observado na tabela 6.1, as constantes elasticas de Lamé (N) de

materiais poro-elasticos sao complexas. As propriedades mecanicas complexas caracterizam
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um modelo de amortecimento estrutural, cujos valores indicam um amortecimento mais acen-
tuado na faixa de médias-altas frequéncias. Pode-se notar este comportamento nas curvas
de absorgao das figuras (6.22) e (6.23a) — 1a de vidro e espuma A, respectivamente —, da
secao anterior, onde vé-se que o segundo pico de absor¢ao estrutural — devido a ressonancia

— mostra-se mais amortecido que o primeiro.
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Figura 6.25: Estrutura de banda e resposta em frequéncia para N=10 do material espuma

A/1a de vidro.

As curvas de dispersao mostradas na figura (6.25a) representam a parte real das frequéncias
angulares complexas, obtidas em funcao das componentes k, e k, do vetor de onda E, que sao
reais. Observa-se, a partir da figura (6.25b), que ambas as curvas de resposta em frequéncia
apresentam uma queda na amplitude dentro da regiao do primeiro gap, previsto a partir da
figura (6.25a). Vé-se, portanto, que a estrutura de banda calculada para a estrutura periédica
espA /14, da figura (6.25a), estd em acordo com as curvas de resposta em frequéncia da figura
(6.25D).

A resposta em frequéncia dada pela figura (6.25b) mostra, no entanto, que existe uma
frequéncia de ressonancia dentro do gap previsto. A existéncia dessa frequéncia de ressonancia
fica evidente quando se observa as curvas de absorcao da figura (6.26), nas quais o pico de
absorcao estrutural ocorre na vizinhanca da frequéncia de ressonancia dentro do gap. Ve-se
na figura (6.26) que as curvas de absorcao estrutural possuem, mesmo para as estruturas com

5 e 10 células, valores relativamente altos na vizinhanga da frequéncia de 860 Hz, e dentro
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Figura 6.26: Curvas de absorcao da estrutura poro-elastica espuma A /la de vidro para N=1,

2, 5 e 10 células.

da regiao de band gap, onde esperava-se observar valores préximos a zero para a absorcao
estrutural, devido ao nao-movimento da matriz elastica.

Observa-se também que, a medida que a malha é aumentada — N=2, 5 e 10 —, os modos de
baixa frequéncia tém mais influéncia, sendo possivel observar o aparecimento de varios picos
nas curvas de absorcao estrutural, viscosa e total. Vé-se também que o valor da absor¢ao a
frequéncias bem proximas a zero crescem a medida que a malha é aumentada.

Cabe notar, neste caso, que a dimensao da célula foi mantida constante e, portanto, a
espessura total do poroso L varia para cada valor de N, sendo L = Nd e d = 5 cm. Neste

caso, a espessura maior do revestimento contribui para melhorar o desempenho nas baixas
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frequéncias. A figura (6.27) ilustra as curvas de absorcao total de estruturas poro-eldsticas
homogéneas de 1a de vidro, espuma A e espuma B, com 5, 10, 25 e 50 cm — espessuras idénticas
as espessuras da malha periédica com N=1, 2, 5 e 10 células, respectivamente. E possivel
observar a partir da figura (6.27) que, assim como no caso da malha periédica espA/la para
d =5 cm, os valores de absorcao, para frequéncias préximas a zero, da la de vidro e espumas
A e B, s@o maiores quando os materiais em questao sao mais espessos. Conclui-se, portanto,
que esta nao é uma caracteristica exclusiva da estrutura peridédica espA/Ia.

Cabe também salientar que as estruturas porosas com N = 5e N = 10 possuem espessuras
de 25 e 50 cm — quando a espessura da célula é de 5 cm — sendo invidveis em aplicagoes
de engenharia para a maioria dos casos. A despeito disso, escolheu-se a espessura dada da
célula porosa de forma que o primeiro gap de sua matriz eldstica ocorre-se dentro do limite de
frequéncia de 2000 Hz — ja que valores inferiores da espessura deslocam o gap para frequéncias
maiores.

A partir da figura (6.26), pode-se verificar que as curvas de absorcao de estruturas tipo
espA/1a, com numeros de células distintos, apresentam, a partir da frequéncia limite inferior
do gap, comportamento semelhante. Vé-se, por exemplo, que a diferenca do valor de pico da
absorcao estrutural entre as estruturas com 1, 2, 5 e 10 células é pequena, quando se espera
que com o aumento da periodicidade, uma queda na absor¢ao estrutural ocorra na regiao de
band gap da fase sélida do material poroso.

Destacam-se dois motivos para explicar o comportamento das curvas de absor¢ao das
estruturas periédicas com numeros de células distintos da figura (6.26). Em primeiro lugar,
a excitacao da matriz eldstica devido a onda actstica incidente nao ocorre no contorno desta,
mas sim em seu volume e quase que exclusivamente nas regioes de ressonancia; além disso, a
penetracao da onda actstica no material poro-eléstico é limitada a regiao préxima do contorno
onde o material é excitado (entende-se que isso ocorre devido as propriedades amortecedoras
e dissipativas dos materiais poro-eldsticos escolhidos neste exemplo).

Este fenomeno fica evidente quando se observa os mapas da poténcia dissipada a frequéncia
de 850 Hz das estruturas espA/la com 1 e 5 células, ilustrados na figura (6.28). Da figura
(6.28b) pode-se concluir que a dissipacao de poténcia tanto estrutural, como viscosa e térmica

ocorrem basicamente na primeira célula da estrutura, para a frequéncia de 850 Hz. Con-
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Figura 6.27: Curvas de absorcao da la de vidro, espuma A e espuma B com espessuras de 5,

10 25 e 50 cm.

siderando, entao, que a excitagao nao ocorre no contorno, mas sim no volume do material,
conclui-se que, devido a baixa penetracao da onda acustica no meio poro-elastico, a excitacao
do meio actstico na matriz eldstica ocorre — no caso do material espA/la, para a frequéncia
de 850 Hz — somente no inicio da estrutura periddica, nao se propagando por toda a matriz
elastica.

Sendo assim, é possivel explicar o motivo das curvas de absor¢ao das estruturas espA/la
com 1, 2, 5 e 10 células serem semelhantes, se for considerado que a dissipagao de poténcia

destas ocorre quase que exclusivamente na primeira célula para frequéncias maiores que a
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frequéncia limite inferior do gap dessas estruturas.

Da figura (6.29), vé-se que esse parece ser realmente o caso: a frequéncia de 500 Hz
(acima do limite inferior do gap), as dissipagoes de poténcia estrutural, viscosa e térmica
da estrutura espA/la com N=5 concentram-se quase que somente na regiao ocupada pela
primeira célula, enquanto que a frequéncia de 300 Hz — abaixo do limite inferior do gap — é
possivel observar que a dissipacao de poténcia estrutural ocorre em todas as células. Pode-se
relacionar, entao, este resultado com a observagao anterior da figura (6.26), onde vé-se que os
modos de baixas frequéncias apresentam maior influéncia para as malhas com N=2, 5 e 10 do
material espA/la, quando comparadas a malha N=1. A absorgao para baixas frequéncias —
no caso do material espA/la, para frequéncias abaixo do limite inferior do gap — melhora com
o aumento da malha, devido a melhor distribuicao da dissipagao estrutural por todo material,

quando compara-se esta com a distribuicao da dissipacao estrutural para frequéncias maiores.
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Figura 6.28: Mapa da poténcia dissipada estrutural, viscosa e térmica na frequéncia de 850

Hz para estruturas do tipo espA/la, com 1 e 5 células.

A baixa penetracao da onda acustica no meio poro-elastico ressalta a importancia do ar-
ranjo espacial do material poroso préoximo a regiao de incidéncia da onda actstica sobre sua
propriedade de absor¢ao. Um exemplo disso é dado pela figura (6.30), onde estao ilustradas
as curvas de absorcao de estruturas contendo 1, 2, 5 e 10 células de 5 cm do tipo 1a/espA;

isto é, inverteu-se a ordem do materiais. Enquanto a curva de dispersao e a resposta em
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Figura 6.29: Mapa da poténcia dissipada estrutural, viscosa e térmica nas frequéncias de 300

e 500 Hz para a estrutura do tipo espA/la com 5 células.

frequéncia das matrizes eldsticas dos materiais espA/la e 1a/espA sao idénticas, 0 mesmo nao
pode ser dito de suas curvas de absor¢ao. A comparagao das figuras (6.26) e (6.30) mostra
uma diferenca entre as curvas de absorcao desses dois materiais e ilustra a importancia do
arranjo espacial dos materiais porosos em sua absorcao — tema importante quando se pre-
tende otimizar a absorcao de uma estrutura absorvedora composta por camadas de diferentes
materiais poro-elasticos.

Refazendo, agora, o procedimento ilustrado na figura (6.24) para uma estrutura composta
por células do tipo espuma B/l de vidro com 5 cm de espessura, encontra-se a mesma
tendéncia no comportamento das curvas de dispersao, FRF e absorcao encontradas para a
estrutura espA/la. Esses resultados estao ilustrados nas figuras (6.31) e (6.32).

A partir dos resultados apresentados, pode-se observar que a aplicacao de estruturas poro-
elasticas periddicas alteram as propriedades de absorcao do sistema completo, todavia, nao

foi possivel estabelecer relacoes de causa e efeito diretas neste caso.
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Figura 6.30: Curvas de absorcao da estrutura poro-eléstica la de vidro/ espuma A para N=1,

2,5 e 10 células
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Figura 6.32: Curvas de absorc¢ao da estrutura poro-elastica espuma B/1a de vidro para N=1,

2,5 e 10 células

T I
1000 1200 1400 1600 1§00 2000

AbsorcEo

Absorgdn

Curvas de Absorgao

— AbsorgEn Total

Abzorgdo Estrutural
Abzorgdo Viscosa
— AbsorgEn Térmica

L s N T L .
800 1000 1200 1400 1600 1800 2000
Frequéncia (Hz)

a L
1} 200 400 BO0

(b) N =2

Curvas de Absorgdo

— AbsorgEn Total

Abzorgdo Estrutural
Abzorgdo Viscosa

— AbsorgEn Térmica

0 T | . L L I T L .
0 z200 400 G0O GO0 1000 1200 1400 1600 1800 z0OO
Fraguéncia (Hz)

(d) N =10

6.3.2 Estruturas poro-elasticas periddicas bidimensionais

Este item trata da analise dos resultados de estruturas poro-elasticas periédicas bidimen-
sionais. A anélise realizada é similar a anédlise feita para o caso unidimensional, onde 86 se

propagam ondas planas, e foi realizada da forma abaixo explicitada.

(i) A célula poro-eldstica bidimensional consiste em uma matriz quadrada de dimensao
leer, com uma inclusao, também quadrada, composta por um material poroso distinto,

de dimensao l;,;

(ii) A matriz eldstica da célula poro-eléstica é discretizada em elementos isoparamétricos

bidimensionais quad4 — os numeros de elementos de cada célula indicados na tabela
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(6.2). Aplica-se a condi¢do de contorno de periodicidade para meios infinitos dada na

segao (3.3):
Ups = U et
Uy = Upge™vdy
tgy = tgre™® (6.19)

Ucs = Uc gthads

Ty = U etteds gibydy

As curvas de dispersao que formam a estrutura de banda da matriz elastica sao, entao,

calculadas.

(iii) Monta-se a malha discreta de estruturas periddicas finitas compostas por 7x7 (M=7)
células poro-elasticas. Considera-se somente as matrizes elasticas das estruturas periédicas
porosas; aplica-se uma forca harmonica nas estruturas e realiza-se os calculos das FRF's

nos pontos A e B, indicados na figura (6.33).

(iv) Utiliza-se o programa de elementos finitos desenvolvido neste trabalho para o célculo
da absorcao acustica de estruturas periddicas finitas com M=1, 3 e 7 células em am-
bas as diregoes do plano. As células poro-elasticas que compde estas estruturas foram
discretizadas pelo mesmo tipo e nimero de elementos utilizados para discretizar a ma-
triz elastica somente (Tabela 6.2); o modelo poro-elastico utilizado é o de Biot-Allard;
o guia de ondas acustico é acoplado ao dominio acustico discretizado em elementos

isoparamétricos do tipo quad4, como indicado na figura (6.33).

A figura 6.33 ilustra o procedimento de analise descrito. As composicoes das células
poro-elasticas estdo expostas na tabela (6.2).

O primeiro material estudado é composto pela célula 1, descrita na tabela (6.2). A
estrutura de banda, FRF e absorcao deste material estao ilustradas nas figura (6.34).

Observa-se que a estrutura de banda e a resposta em frequéncia (Figuras 6.34a, 6.34b
e 6.34c) estao em acordo; a faixa de frequéncias onde ocorre o band gap é, no entanto,

relativamente pequena. Dessa forma, nao se verifica a presenca do gap na curva de absorcao
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Figura 6.33: Esquema da analise da estrutura poro-elastica periddica bidimensional.

estrutural para quaisquer das estruturas com 1x1, 3x3 ou 7x7 células. Do contrario, percebe-
se que o pico da absorcao estrutural ocorre junto a frequéncia limite superior do gap. Ve-se
também das figuras (6.34d), (6.34¢) e (6.34f) que, assim como no caso unidimensional, os

modos de baixas frequéncias apresentam maior influéncia para as malhas com maior niimero

de células (M=3 e 7).
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Célula 1 Célula 2 Célula 3 Célula 4
Material Externo espuma B | espuma B | espuma A | espuma A
Material de Inclusao | 1a de vidro | 1a de vidro | 1a de vidro | 1a de vidro
Lo 7 cm 7 cm 7 cm 3,5 cm
Line 0,5 Lee 0,75 Leer 0,75 Lee 0,75 Lee
N¢ de Elementos 12x12 12x12 12x12 88

Tabela 6.2: Composicao e geometria das células poro-elésticas bidimensionais estudadas

Analisando a estrutura poroso composta pela célula 2 — célula que possui a mesma com-
posicao poro-elastica da célula 1, mas com o material de inclusao de dimensao l;,. = 0, 75l
— observa-se a presenca de um gap de maior extensao na frequéncia, como visto nas figuras
(6.35a), (6.35b) e (6.35¢). A andlise das curvas de absor¢ao deste material e do material com-
posto pela célula 1, permite a observacao de dois padroes: a tendéncia do pico de absorcao
estrutural ocorrer proximo da frequéncia limite superior do gap da estrutura, e uma absorcao
estrutural quase nula na faixa de frequéncia da primeira metade do gap previsto, revelando
uma presenca timida do fenomeno de band gap na absorcao da estrutura. Novamente neste
caso torna-se dificil estabelecer uma relagao de causa e efeito direto entre o band gap da fase
estrutural e o comportamento da curva de absorgao.

Esses padroes sao reforcados pela observacao das curvas de absorcao do 3° material es-
tudado, formado a partir da célula 3, na qual o material que compoe a matriz externa é a
espuma A. As curvas de absorc¢ao desse material estao ilustradas na figura 6.36.

Por fim, analisa-se o material composto pela célula 4, que é um modelo em escala 1/2 da
célula 3. Para este material, espera-se que o 1° gap da fase estrutural ocorra para maiores
frequéncias que o 1° gap do material 3, pois células periddicas de dimensoes menores apresen-
tam seus band gaps em faixas de frequéncias mais altas. As figuras (6.37a), (6.37b) e (6.37c)
confirmam o esperado, apresentando um gap na faixa de frequéncias de aproximadamente
900 Hz a 2300 Hz, sendo que o gap do material 3 encontra-se na faixa de aproximadamente
440 Hz a 1110 Hz. Das figuras (6.37), (6.37) e (6.37), observa-se que as curvas de absor¢ao

estrutural para M=1, 3 e 7 apresentam, assim como os resultados anteriores, baixos valores
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dentro da maior parte da regiao de band gap e altos valores nas frequéncias préximas do
limite superior do gap. E possivel observar também que as malhas do material 4 com maior
nimero de células apresentam maior nimero de picos na absorgao estrutural, viscosa e total,
para frequéncias abaixo do limite inferior do gap.

Os resultados obtidos mostram que foi desenvolvida uma ferramenta computacional e
uma metodologia para a andlise de estruturas poro-elasticas periddicas, usando o método dos
elementos finitos e modelos poro-acusticos acoplados e desacoplados. Intimeras possibilidades
podem ser tratadas, todavia um estudo sistematico, associado a técnica de otimizacao, foge

do escopo deste trabalho.
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Capitulo 7

Conclusoes

Neste estudo sobre band gaps em materiais elasticos periddicos calculou-se as curvas de
dispersao da célula periddica para obtencao da estrutura de banda do material e pode-se
observar a presenca de regioes onde, em uma dada faixa de frequéncia, nao existem solugoes
reais, para a frequéncia (w) e o vetor de onda (E), para o problema de auto-valor do tipo
f(w?, E) = 0. Nesta faixa ocorre o fenomeno denominado band gap, em que nao ocorre a
propagacao da onda no material, para qualquer direcao.

Este estudo foi aplicado para modelos de células periddicas uni e bidimensionais. O
calculo das respostas em frequéncia de modelos equivalentes finitos destes materiais periddicos
mostrou que dentro da regiao de band gap verificam-se quedas bruscas nas amplitudes da
resposta, evidenciando a presenca do fenomeno band gap em estruturas elasticas periddicas
finitas. A boa concordancia entre as curvas de dispersao de estruturas periddicas infinitas,
com as funcoes de resposta em frequéncia de sistemas periddicos finitos, serviu para validar
o método utilizado para a previsao das faixas de frequéncia em que o band gap ocorre.

Ja do estudo de materiais poro-elasticos pode-se verificar os efeitos do fenomeno de semi-
desacoplamento entre a fase sélida e a fase fluida, quando o fluido é o ar, para os materiais
poro-elasticos estudados. Este fendomeno ocorre devido a grande diferenca entre a densidade e
compressibilidade desses materiais. Atribuiu-se a este fenémeno o motivo de ter sido possivel
verificar uma boa concordancia entre os modelos poro-eldsticos misto (u,p) e fluido equivalente
quando o material estudado foi a l1a de vidro — material bem mais denso e menos compressivel

que o ar.
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Na tultima analise feita — quando foi estudado o comportamento de materiais poro-elasticos
periodicos — dois problemas principais se destacaram.

Comenta-se primeiro sobre o calculo da estrutura de banda do modelo poro-elastico
acoplado misto (u,p), derivado da formulacao de Biot-Allard. Mostrou-se que o problema
de auto-valor obtido — o qual deve ser resolvido para a obtencao da estrutura de banda do
material — para o modelo misto (u,p), ou mesmo para o modelo de fluido equivalente, pos-
sui coeficientes varidveis e, portanto, necessita de métodos especiais de resolucao que nao
foram implementados neste trabalho. Em consequéncia disso, calculou-se a estrutura de
banda somente da matriz elastica do material poro-eldstico, sem se levar em consideracao
a presenca do ar nesta. Isso empobreceu a analise do comportamento da absorcao na pre-
senga do fenomeno band gap. A despeito disso, a andlise feita evidenciou certos fenomenos
como a baixa infiltracao da onda actstica no material poroso e alteragoes das componentes
estruturais da absorcao.

O segundo comentdario é a respeito da escolha da absorcao como funcao objetivo para
o estudo dos materiais poro-elasticos periddicos. Mostrou-se que para os casos estudados
nao se evidenciou beneficios em se usar topologias periddicas para absorvedores actsticos.
Um motivo que pode-se destacar foi a baixa penetracao da onda actstica nos materiais
porosos periddicos estudados devido a suas propriedades amortecedoras, e as dimensoes de
suas células periddicas, relativamente grandes, necessarias para que o band gap ocorre-se,
para as fases sélidas desses materiais, em frequéncias de até 2000 Hz — faixa de frequéncia
de interesse neste estudo. Como a onda actstica dissipa-se quase que totalmente na regiao
proxima a interface actustica-porosa dos materiais estudados, concluiu-se que o restante do
material pouco contribui para a absor¢ao desse.

Outro fator revelante a baixa eficiéncia, na absorcao, do uso de topologias periddicas
nos materiais porosos estudados, é a configuracao do problema da absorcao acustica de
materiais porosos. Nesta, busca-se evitar a reflexao da onda acuistica que incide no material
poroso. Todavia, sabe-se que o fenomeno de band gap em materiais periédicos ocorre devido a
reflexao da onda nas regioes de contato entre as células peridédicas destes materiais. Dado este
fato, a transmissibilidade/Perda de transmissao parece ser uma melhor escolha, comparada

a absorgao, para a analise de materiais poro-acusticos periédicos.
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O estudo da influéncia de band gaps sobre a transmissibilidade de revestimentos poro-
acusticos periddicos é, portanto, uma opgao para trabalhos futuros. Além disso, os casos
limites de materiais poro-elasticos com inclusoes solidas, ou materiais com dupla porosidade
periédica, considerando-se cavidades acusticas distribuidas ao longo do meio poroso, foram
ainda pouco explorados, sendo ambas as linhas de trabalho opcoes a serem exploradas em
trabalhos futuros.

Adicionalmente, menciona-se a importancia de se efetuar ensaios em tubo de impedancia
para a validagao e andlise de sensibilidade das variaveis dos sistemas estudados. Certamente
esta é uma importante proposta para trabalhos futuros.

Em relacao a etapa de concepcao, destaca-se a necessidade de propor-se novas técnicas
de otimizacao paramétricas de forma e topoldgicas para a obtencao das concepcoes Gtimas
deste tipo de sistema.

A despeito dos problemas encontrados nas aplicagoes escolhidas, pode-se afirmar que
uma ferramenta computacional flexivel foi desenvolvida e pode ser usada na analise de sis-
temas poro-actsticos periddicos. Além disso, conclui-se que a metodologia para o estudo
do fenomeno de band gap em sistemas massa-mola, estruturais discretizados por elementos
finitos e poro-acusticos acoplados mostrou-se adequada, podendo ser expandida em véarios

novos tépicos de pesquisa.
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Apeéendice A

Efeitos Viscosos em Poros

A.1 Escoamento Viscoso Harmonico em Tubos Cilindricos

e Placas Paralelas Infinitas

A.1.1 Tubo cilindrico

Y

[
@ X

i

X4

Figura A.1: Posicao do tubo cilindrico no eixo cartesiano

Para o célculo do campo de velocidades fluido dentro do tubo, considera-se que o tubo

permanece estatico e que os efeitos térmicos — troca de calor entre o fluido e tubo — podem
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ser desconsiderados.

Da figura (A.1), escreve-se o campo de velocidade do fluido da forma:

U= (0, 0, Ug), V3 = U3([L’1, ZL‘Q,t) (Al)

Dada a configuragao da velocidade (equagao A.1), a tensao viscosa provocada pela varia¢ao

da velocidade na dire¢ao x;, num dado ponto (z1,x2), é dada por:

aUS('xla X2, t)

031(x1,T9) = — A2
(o1, 22) = —n =22 (A2)
onde 7 representa a viscosidade do fluido.
A tensao dada pela variacao da velocidade na direcao x5 é escrita por:
Ovs(x1, Ta,t

61132
Das equagoes (A.2) e (A.3), a forca resultante das tensoes viscosas em M e M’ (figura

A.2) vale:

AFU _ |:<_n8’u3(ac1,ac2,t) +n3v3($1+A$17x2)>/A$1

ox1 ox1 (A 4)
+ (_navs(éﬁ;;xz,t) +n8vg(x1é9§622+Ax2))/Ax2] AI1A$2A£3

A forga resultante devido a variacao da pressao p = p(z3) é:

p(zs + Awz) — p(xs)
AQTg

AF, = (p(ws) — p(w3 + Axz)) Ax1Axy = — [ ] Az AxyAzs  (A5)

A forga inercial do elemento volumétrico da figura (A.2) vale:

F[ = 1'13,0f AaclezAxg (A6>

onde py ¢ a densidade do fluido.
Das equagoes (A.4), (A.5) e (A.6), aplica-se a equacao de Newton e, para Ax; — 0,

obtém-se:
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n (81‘% + 013 > Oxs Prvs (A7)

Escrevendo a equagao (A.7) para o problema axissimétrico em torno de z3 (figura A.3) e

considerando que v3(wy, o, t) = v3(T1, T2)e?™, tem-se que:

jwpsrs = =gk +ny5 (r52)

— _9p dv3 | 10vg
_ 8x3+n<8r2+r r

vir)

Figura A.3: Campo de velocidade do fluido na se¢ao transversal do tubo cilindrico

Reescrevendo a equagao (A.8), o problema em questao é apresentado da seguinte forma:
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vy 4 19vs _ Jwps, _ _ Op 1
or? + r Or n U3z = Ox3

vy — finito r — 0 (A.9)
c.c.

v3 =0 r=R

A equagao (A.9) é a equagao de Bessel de ordem zero. Sua solugao geral, satisfazendo a

1% c.c., é:
dp 1
w)= —zh—— +  Ah(l1)
NSl — (A.10)
sol. particular sol. homogeénea
onde

(el (A.11)
V'

e a funcao Jjy é a fungao de Bessel de ordem zero. Da segunda condigao de contorno, obtém-se:

vs(r=R)=0=—22_1_ 4 AJy(IR)

 Oxg jwpy

! (A.12)

_ 1 o
A= Jo(IR) dz3 jwpy

Substituindo a equagao (A.12) na equagao (A.10), obtém-se a solugdo da velocidade v3

do fluido, a qual vale:

() = g { - JO(ZR)} (A13)

O valor médio de v3 na secao transversal x3 = constante pode ser calculado por:

R
2mrd
b = ) “;(T) er (A.14)
fo 2mrdr

Sabendo que Jy possui a propriedade:

/ rJo(r)dr = aJi(a) (A.15)
0
a velocidade média na secao transversal do tubo é dada por:
1 1 Op R 1 R
b2 = — o [ ——— 22 dr — —— Ir)d Al
Uy = W < v E)xg) [/0 rdr A0 /0 rJo(lr) r} (A.16)
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Fazendo a substituicao u = Ir, a solucao da ultima integral é:

11 [ _ RJ(IR)
_JO(ZR)Z_?/O Wbl == Ry —

Substituindo a equagao (A.17) na equacao (A.16) e escrevendo [R = \/—jz, onde o termo

2
O LT (A.18)
V"

Ba(w) = 1 dp {1 2 J1(Z\/—_j)}
Jwpy Ox3 /=7 Jo(2v/=])

Finalmente, isolando dp/0x3 e manipulando algebricamente a equagao (A.19), obtém-se

admensional z vale:

encontra-se:

(A.19)

a lei de Newton em funcao da velocidade média v3, dada por:

dp 2 Ji(z/—=7) 1

_ -z = jwpr_}g + jwpfﬁg - - -
ox — v/ —7 Jolzn/— _ 2 JNz/=))
—= ‘ JhEV =) 1 - 2o pe D J
termo elastico termo inercial termo viscoso
(A.20)

A.1.2 Placas paralelas

X1

y y y L L

=
L

X3

/ / / ad

Figura A.4: Configuracao do poro ”achatado” modelado por duas placas paralelas

O problema ilustrado na figura (A.4) refere-se a propagagao de ondas em um fluido contido
entre duas placas planas paralelas e infinitas no plano x;—z2, quando estas permanecem

estaticas. Dada a geometria do problema, o campo de velocidade do fluido é:
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U= (O, 0,’03), Vs = Ug(ﬂil,t) (A21)

A tensao devido a viscosidade é dada por:

aU3 (‘Tl y t)
(9x1

Seguindo os mesmos procedimentos utilizados para a resolucao do problema de escoa-

(A.22)

031 =1

mento viscoso harmonico em tubos cilindricos, encontra-se que a forca de reacao viscosa,

para o problema aqui considerado, é dada por:

0?v3(y,t)
AF, = n———"+ A2
U (A.23)
e a lei de Newton pode ser escrita da forma:
2
Ovs __Op | Ovs (A.24)

Pror = Oxs 1 Ox?
Para uma onda de frequéncia angular w se propagando na direcao xs, pode-se escrever

v3(z1,t) = v3(x1)e’™, e o problema a ser resolvido pode ser escrito da forma:

9%v . 0,
v3=0 em x;==a
A solugao da equacao diferencial (A.25) é dada por:
1 a ! !/
w) = —gan o+ ddni e
N ) M (A.26)
sol. particular sol. homogénea

onde

V=2 (A.27)
0

Substituindo as condigoes de contorno na equagao (A.26), obtém-se:
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0 — 1 0 la —l'a
v3(a) =0 = —m—pfa—fS + Ae"* + Be (A.28)
) — 1 0 —l'a Ua
v3(—a) —0——jw—pfa—fs+Ae + Be
Do sistema (A.28), encontra-se que:
1 1 1
2 jwpy Ox3 cosh(l'a)
Substituindo a equagao (A.29) na equagao (A.26), obtém-se:
1 h(l'
oL (y_ite) a0
Jwps 03 cosh(l'a)
A velocidade média da secao transversal x3 = constante é, entao, calculada por:
¢ vsdx
D3 = —f‘i; S (A.31)
Jadmn
Sabendo que [ cosh(u)du = sinh(u), a equagao (A.31) pode ser escrita como:
1 1 ap [/ 1 a
= dr; — ————— h(l'zy)d A.32
5 2a jwpy 0z {/_a = cosh(l'a) /_a cosh(l'z1) l‘l] ( )
Resolvendo a integral e fazendo a substituicao I'a = 2’+/j, onde
2
o= | LI (A.33)
n
obtém-se:
1 Op { 1 e ]
= —— 1— - tanh(z'\/ 7 A.34
e 1= s tanh (V) (A31)

Finalmente, isolando dp/0x3 e manipulando algebricamente a equagao (A.34), obtém-se

a lei de Newton em funcao da velocidade média v3, dada por:

tanh(z’/7)
o = JwpsUs + jwpgty |
0 _tanh(z’\/j‘)
N — L==7" (A.35)

(.

g

termo elastico termo inercial
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A.2 Escoamento do Fluido em Miiltiplos Poros

A.2.1 Poros cilindricos

Considere um material com poros cilindricos idénticos, perpendiculares a superficie e
uniformemente distribuidos, como ilustrado na figura (A.5). Definindo n como o n° de poros
de raio R por unidade de drea da secao transversal, pode-se definir a resistividade de fluxo

COIMo:

P2 — D1
- 2L A.36

onmTR2L ( )
L

I 1

% 7

1.‘ —_—

v Z|

f—p

P4 [/i 7 p2

1.‘ —_—T»

7 2

= N

% Z

Figura A.5: Amostra de um material poro-elastico de poros cilindricos submetido a uma

diferenca de pressao constante p, — py

O valor da velocidade média de escoamento v pode ser avaliado a partir da equagao

(A.20). Para baixas frequéncias, a equacao (A.20) pode ser escrita da forma [1]:

op 4. _  8n_
~ 5 = 3/WesT + =20 (A.37)

Entao, para w = 0, o valor de v é dado por:

U= L (—@> (A.38)

8
o= (A.39)



Reconhecendo que a porosidade é ¢ = nmR? e substituindo na equagao (A.39), obtém-se:

_ S
o= R0 (A.40)

Combinando equagdes (A.40) e (A.18), pode-se reescrever a varidvel z em funcao da

resistividade de fluxo:

z = %)é A
(0¢ (A.41)

Pode-se, entao, escrever que:

prjw  0gz(vV=j)? (A42)

z 8

e a equagao (A.20) pode ser reescrita como:

0
_@_i = jwps0 + 190Gy (2) (A.43)

onde
VT AevT) 1

Gie(2) =
() 4 Jolzv=)) [1 - 2 GV

(A.44)

A.2.2 Poros achatados

Seguindo os mesmos procedimentos utilizados para poros cilindricos, chega-se aos seguintes

resultados:

3
o= (b—; (A.45)
S = <3Z%)2 (A.46)

Dessa forma, a equacao (A.35) pode ser reescrita da forma:
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0 o ,
_8_]; = Jwpsv + 0o Gy (2') (A.48)

onde
G (Z/) /\/_ ta’nh( ,\/_> (A 49)
pp [1 tanh(z’f)] ’
i

A.2.3 Fluxo em poros obliquos: Tortuosidade

(Allard, 1993) introduz o conceito de o conceito de tortuosidade a partir de um exemplo
simples, repetido nesta secao. Este exemplo consiste no problema de fluxo de um fluido num
dado material com poros obliquos a superficie do mesmo, como ilustrado na figura (A.6),
onde os eixos perpendiculares as secoes transversais dos poros fazem angulos de +¢ com a

normal da superficie.

-
Ll

P1 [N /
\\ s
I\
2N
7 q
_7\\
Va \\
h v
p2 N ¥
X1 \J X2
X

Figura A.6: Material poro-elastico com poros obliquos em campo actstico plano normal a

sua superficie

Considerando que os poros do material sao cilindricos, a porosidade é dada por:

nmR?
6= o) (A.50)
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onde n é o numero de poros por unidade de area de superficie do material e R é o valor dos
raios dos poros.

O gradiente de pressao nos poros ¢ dado por:

P2 — D1 cos()
= — A.51
I (p2 —p1) d ( )
Sendo a velocidade média do fluido nos poros cilindricos obliquos do material dada por
|U2,| = |Us,| = ¥, a resistividade de fluxo pode ser escrita como:
PP 8n 8n (A52)

" n(onR2)d  nmwR*cos ¢ - O R? cos?(yp)

Combinando as equagoes (A.52) e (A.18), pode-se escrever a varidvel z da forma:

2= (M) : (A.53)
o
onde
1
ko= —— A.54
* cos?(yp) (A.54)

Comparando as equagoes (A.52), (A.40), (A.53) e (A.41), vé-se que estas diferem somente
pela constante k,, definida como a tortuosidade do material poroso. Conclui-se portanto que,
para o exemplo dado, a constante k, representa o grau de obliquidade dos poros do material.
Sendo assim, pode-se associar a tortuosidade, em materiais com uma rede complexa de
poros, a uma medida de desorganizacao, ou desalinhamento, dos poros destes materiais.
Vale observar também que ks > 1 e que a resistividade de fluxo varia linearmente com o
mesmo.

Dadas equagoes (A.52), (A.53) e, para poros obliquos, as seguintes relagdes:

Uy = Uy, cOS(¢p) (A.55)

dp 1 dp
o cos(p) Ox; (4.56)

pode-se reescrever a lei de Newton (equagao A.43) como:

dp . 1
_—— = ) ——— D A
e jwprCOSQ(go) + 090 Ge(2) (A.57)
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Considerando que a forga elastica agindo na superficie do material vale F, = —qS%, a

equacao (A.57) pode ser escrita da forma:

—qb% = jwpsdkst + 020 Gye(2) (A.58)

Agora, se a viscosidade do fluido for desconsiderada, tem-se que:

dp . _
0L = jupsok,s (A.59)

Vale observar que a equagao (A.59) vale para qualquer geometria da segao transversal do
material.
Repetindo os cédlculos feitos considerando, agora, que os poros possuem formato achatado

(placas paralelas), obtém-se a lei de Newton (equagao A.43) da forma:

10) , o
—650 = jupdhd + 16°0C, () (A.60)

Desconsiderando a viscosidade do fluido, a equagao (A.60) pode ser escrita como:

op . _
—¢% = jwpsdksv (A.61)

Vé-se que as equagoes (A.59) e (A.61) sao idénticas. Como ja observado anteriormente,
tem-se que, desconsiderando a viscosidade, a geometria da secao transversal dos poros da

matriz elastica do material nao influencia na dinamica do fluido, somente a tortuosidade.
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Apendice B
Efeitos Térmicos em Poros

Neste capitulo segue o desenvolvimento matemético apresentado por (Allard, 1993) que
correlaciona os fendmenos de conducao térmica em tubos cilindricos e placas paralelas com as
propriedades do fluido escoando em ambas. Na teoria apresentada aqui, o fluido em questao
¢ o ar considerado como gas ideal.

A equacao linearizada que descreve a conducgao térmica do ar é dada por:

_JuwTy

kVAT = iz (Parcop — Pocplia) (B.1)
0

e a equacgao de estado do ar, considerado como gés ideal, é dada por:

b= (parT + TO#d) (B'2)

0
parTO
onde p ¢é a pressao e p,, a densidade do ar; as variaveis 7 e j, a0, respectivamente, a temper-
atura e a densidade actstica do meio; Py e Tj representam a pressao e a temperatura médias
do ambiente; ¢, e ¢, sao os calores especificos a volume e pressao constantes, respectivamente,
e k, a condutividade térmica.

Eliminando a varidvel p, das equagoes (B.1) e (B.2) e aplicando a seguinte identidade

(valida para gases ideais):

P

Par (Cp —Cy) = ?0

chega-se a equagao diferencial da conducao de calor no ar dada por:
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o Jwy . Jw
\Yats S T=Tp (B.4)

onde v = ¢,/¢c, € V' = k/parcy.

Considerando o problema em questao como sendo o escoamento do ar em um tubo
cilindrico (segdo A.1.1) e que a variagdo da temperatura acustica (7) na diregao z3 (fig.
A.1) é desprezivel em relacao a sua variagao na direcao radial, pode-se escrever a equacao
(B.4) da forma:

Pr Pt jwy Jw

_ =7 B.5
x? * oz v ! R (B-5)

Observa-se que a equagao diferencial (B.5) possui a mesma forma da equagdo (A.7).

Definindo a varidvel w’ = wB?, onde B? = 17y/pav' é o nimero de Prandtl, pode-se comparar

ambas as equagoes (B.5) e (A.7), dadas, respectivamente, por:

Pr T W par JW'V' Par
_ — S 7l B.6
dxt Oz} N ky ¢ (B6)
e
0? 0? W P 10
U23 U23 - Jwp V3 = __p (B?)
ox{  Ox3 n n O0xs
concluindo-se que:
T = p_v’ (ml, Zo, B2w) (B.8)
Koy
e
1 0Jp
_ et B.9
T gy 0z, ) 9
A funcao ¢ (xq, xe,w) das equagoes (B.8) e (B.9) é a solu¢ao do problema:
Y | % jwpar,, . 1
Ox? + 0z2 n w oo (BlO)
4as=R*—>¢y=0
Da equagao (A.19), é possivel escrever a lei de Newton da seguinte forma:
Ip
——— = jwp B.11
D5 jwp (vs) ( )
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onde (vs) representa o valor médio da velocidade do fluido na secdo transversal do tubo.
A varidvel p que multiplica o termo inercial da equagao (B.11) é denominada de densidade

efetiva e inclui os efeitos das forgas viscosas agindo no fluido. Da equacao (A.19), esta vale:

- 2 LV
p=re [ 1= S (B12)

ou, das equagoes (B.9) e (B.11),

a 1 ar
PR — S (B.13)

Oz jw (vs) (¢ (1, T2, w))

Paralelamente, pode-se definir a funcao, na frequéncia, do moédulo volumétrico do ar,

COImo:

p

©

onde (§) representa o valor médio da dilatacao do ar na segao transversal do tubo. Sabendo,

K= (B.14)

da defini¢ao da densidade acistica linearizada [17], que p, = —&pqr €, da equacao (B.2), que:
pa'r p(l’f’
a) = —— B.15

a expressao para o modulo volumétrico K pode ser reescrita da formas:

~ P
K=—pr" (B.16)
1 - T(?k'y <@Z’ (‘7:17 T2, BQU}))
Por fim, usando as defini¢ées de v e v/, a equagao (B.3) e a notagao:
r1,To,w)) = F(w
(6 (1,2, 0) = F (w) )
<w (xb T2, b2’l,U)> =F <B2’LU)
o valor do médulo volumétrico K em funcio da frequéncia ¢ dado por:
% 7o
K = B.18
=G - DF () (519
e
2 Ji(Bzy—J
F (B*w) = |1 1 (B2v=)) (B.19)

N Bzy/—j Jo (BZ\/—_])
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O mesmo procedimento pode ser seguido para obter-se a solucao do problema de condugao
de calor do ar escoando em placas planas é considerado. Para tal problema, o modulo

volumétrico ¢ dado pela equagao (B.18), quando a fungao F (B*w) vale:

1 (B.20)

F (B2w) | Bz'\/j  Bz'\/j

Se for considerado o escoamento em multiplos poros obliquos — seguindo os procedimentos

2 tanh (BZ'V/5) ]

das segoes (A.2) — a fungdo F' (B?w), presente nas equagoes (B.20) e (B.19), toma a forma:

oo -1
mG(Z’)} (B21)

onde ¢’ é a resistividade térmica, ks é a tortuosidade definida pela equagao (A.54) e o fator

de forma G(z) ¢é definido na secao (4.1.3).

F(w)= [1+
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Apéndice C

Tortuosidade Dinamica e
Comprimentos Caracteristicos Viscoso

e Térmico

Nesta secao sera introduzido brevemente os conceitos de tortuosidade dinamica, compri-

mentos caracteristicos viscoso e térmico definidos por (Allard, 1993) e (Johnson et al, 1987).

C.1 Tortuosidade dinamica

Antes de tudo, faz-se referéncia as equagoes (A.58), (A.60), (A.53) e (A.54), apresentadas

na segao (A.2), para obter-se a lei de Newton na forma:

%
8953

onde a densidade efetiva dinamica é definida por:

= Jwpus (C.1)

p= kupsF(w)™! (C.2)
para
_ o
F(w) = |1+ =25 G2) (C.3)

A fungao, ou fator de forma, G(z) que aparece na equagao (C.3) pode ser substituida

tanto pela funcao Gy.(z) quanto por G,,(2'). Usando os resultados da segao (4.1.3), o fator

141



de forma pode ser definido para uma geometria qualquer dos poros do material dado que
G(z) = Gie(2) € 2 = ¢ (8wparks/od).
(Jonhson et al, 1987) introduz o conceito de tortuosidade dinamica &(w), o qual relaciona

linearmente a densidade efetiva e a densidade do fluido da forma:

p = apy (C.4)

Comparando as equagoes (C.2) e (C.4), conclui-se que:

&=k, (1 + jw"pi kSG(z)> (C.5)

(Allard, 1993) mostra que a fun¢ao &(w), quando w — oo, produz a identidade:

a(w — 00) = Qoo = ks (C.6)

Ve-se, entao, que o, depende somente da geometria da matriz elastica e é idéntico ao

parametro de tortuosidade (k;) definido por (Allard, 1993).

C.2 Comprimento caracteristico viscoso

Considere o poro representado na figura (C.1) onde § é a menor distancia entre o ponto

M e a parede do poro. Considere também que a largura da pelicula viscosa, dada por
1

dy, = (2n/pyw)?, possui dimensdes muito inferiores a do poro para altas frequéncias. Para

este problema, a velocidade microscopica do fluido no ponto M é dada por:

Um (1) = v3(ry) [1 — e7779] (C.7)

onde v;(r,) representa a velocidade na parede do poro (5 = 0) quando desconsiderada a
viscosidade e ¢ = (—j5 + 1)/ [1].

Dado o campo de velocidade v;, defini-se o comprimento caracteristico viscoso A como:

A= 2% (C.8)
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Figura C.1: Regiao da camada limite térmica de um poro [27]

onde v;(r) é a velocidade dentro do poro quando desconsiderado os efeitos viscosos [14].
Observa-se que A depende somente da geometria do poro e possui unidade de compri-
mento. O comprimento caracteristico viscoso, por sua definicao, reflete o efeito do cisal-

hamento que o fluido sofre ao passar pelo poro [27].

C.3 Comprimento caracteristico Térmico

(Allard, 1993) mostra que para altas frequéncias, dado o poro representado pela figura

(C.1), o valor macroscépico da temperatura acustica 7 é dado por:

!/

=22 [1-a-ig) (©9)

Nesta equacao, A’ é definido por:

‘/poro
Aporo

onde Vyoro € Aporo 580, respectivamente, o volume e a drea da superficie do poro em contato

AN =2

(C.10)

com o ar. O parametro A’ é denominado comprimento caracteristico térmico e, assim como
A, depende somente da geometria do poro e possui unidade de comprimento.
(Allard, 1993) mostra também que para altas frequéncias, o médulo volumétrico do ar

dentro do poro da figura (C.1) pode ser escrito como:
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7P
v =11 =01 -5 gy

ra am nstan xistem técni medicao experimen u rmitem
Para ambas as constantes A e A/, existem técnicas de medicao experimental que permite

K =

(C.11)

suas avaliacoes para materiais poro-elasticos variados.

C.4 Funcao (G(z) avaliada por (Jonhson et al, 1987)

Na secao 4.1.3 foi comentado que as funcoes Gy.(2) e Gp,(2') sao similares quando:

z = C(Swpfozoo/a¢)l/2 (C.12)

de forma que é possivel descrever o comportamento viscoso de varios materiais porosos a
partir de uma tnica funcdo G(z) — que pode ser tanto Gi.(z) como G,(z") — desde que as
constantes ¢, a,, 0 € ¢ sejam avaliadas corretamente para cada material.

(Jonhson et al, 1987) introduz uma nova fungao:

4o mpsw
Gj(w) = <1 + W (013)

e argumenta que esta é equivalente a funcao G(z) apresentada anteriormente.

De fato, (Allard, 1993) mostra que quando o, ¢ e a, sdo idénticas em ambas as fungoes

Gj(w) e G(2), e quando:

1 [ 8na 2
o () 18

G(z) e G(w) produzem resultados similares, e a diferenca final no célculo da impedancia e
do n° de onda usando ambas as funcoes pode ser desprezada. Dado entao que o calculo da
funcao G (w) é mais simples de ser realizado que o calculo da funcao G(z), é preferivel o uso

da primeira para os calculos de b e K apresentados na secao 4.1.3 e apéndice B.
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Apeéendice D
Analise de Convergéncia

Faz-se, nesta se¢ao, a analise de convergéncia do programa desenvolvido para o calculo
da absorcao e outras propriedades de materiais poro-elasticos bidimensionais. Analisam-se
dois casos: a absorcao de um material poro-elastico homogéneo e a absorcao de uma célula
contendo dois materiais poro-elasticos distintos. As configuracoes de ambos os casos estao
ilustradas nas figuras (D.1) e (D.3). As curvas de absorc¢ao de cada modelo simulado s@o
comparadas e os tempos de simulacao e erros relativos sao computados. O célculo do erro

relativo é dado por:

Ao = Max (mm()d—_amf’) x 100% (D.1)
Qpef

sendo ayyeq a absor¢ao do modelo para o qual calcula-se o erro relativo, e ;. a absor¢ao do

modelo mais refinado simulado.

D.1 Problema 1D

Para a anédlise da convergéncia do problema 1D (Figura D.1), foram simulados modelos
contendo 5, 10, 20 e 40 elementos na direcao de propagacao da onda no meio poroso e 2
elementos na direcao normal & propagacao da onda. As absorcoes acusticas desses modelos
foram calculadas para a faixa de frequéncia de 0 a 3000 Hz, em intervalos de 10 Hz (300 pon-

tos). As curvas de absorcao obtidas estao ilustradas na figura (D.2); os tempos de simulagao
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e os erros maximos das curvas de absor¢ao dos modelos com 5, 10 e 20 elementos, em relacao
ao modelo com 40 elementos, estdo expostos na tabela (D.1).

Da figura (D.2) vé-se que as curvas de absorcao de todos os modelos simulados apresentam-
se bem proximas. A curva de absorcao do modelo com 5 elementos distancia-se, nas frequéncias
mais altas, das curvas de absorcao dos modelos mais refinados, mas mantém forma semel-
hante. Da tabela (D.1) observa-se que o erro maximo relativo do modelo com 20 elementos é
infimo e conclui-se o refinamento subsequente da malha nao é necessario para o prolema em

questao.

10 cm

Guia de -
ondas -
acustico >
Tubo de 2%N E:U
Kundt elementos v=0

Figura D.1: Modelo para o célculo da absor¢ao de um material poro-elastico homogéneo:

Problema 1D

N 5 10 20 40
Erro | 4,7% | 1.2% | 02% | 0%
Tempo | 10,5s | 19,5s | 31,7s | 54,0s

Tabela D.1: Erros relativos e tempos de simulagao do problema 1D
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Curvas de Absorgéo
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Figura D.2: Curvas de absorcao do Problema 1D para N=5, 10, 20 e 40 elementos
D.2 Problema 2D

Para a andlise de convergéncia do problema 2D (Figura D.3), simularam-se modelos nos
quais o meio poroso foi discretizado em N por N elementos, para valores de N iguais a 4,
8, 12, 16, 20 e 24. O célculo da absorcao actstica de cada modelo foi realizado dentro do
faixa de 0 a 3000 Hz, em intervalos de 20 Hz (150 pontos). As curvas de absor¢ao obtidas
estao ilustradas na figura (D.4); os tempos de simulagao e os erros maximos das curvas de
absorcao dos modelos com 4, 8, 12, 16 e 20x20 elementos, em relacao ao modelo com 24 x24
elementos, estdo expostos na tabela (D.2).

Da figura (D.3) vé-se que somente a curva de absor¢do do modelo com 4x4 elementos
diverge da curva do modelo mais refinado com 24 x24 elementos, para frequéncias a partir de
500 Hz; os demais modelos possuem curvas de absor¢ao préoximas, apresentando, no entanto,
um certo desvio para frequéncias proximas a 1000 Hz — regiao onde verifica-se os maiores
valores de erros relativos. Da tabela (D.2) observa-se que o erro relativo cai bruscamente
quando se refina o meio poroso em até 12x12 elementos, e depois mantém-se préximo a
2,5%. Da mesma tabela, vé-se que o tempo de simulacao do modelo com N = 16 é quase o

dobro do tempo necessario para a simulacao do modelo com N = 12 elementos. Conclui-se,
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portanto, que a malha com N = 12 elementos produz, para o caso estudado, resultados
razoavelmente proximos do modelo mais refinado com N = 24 e, tendo em vista que deve-se
simular estruturas porosas compostas por varias células discretizadas em N x N elementos, e
que o modelo com N = 12 produz, para o caso estudado, resultados razoavelmente proximos
ao modelo com N = 24, conclui-se que a malha com 12x12 elementos apresenta a melhor

relac@o custo-beneficio para os casos estudados na se¢ao (6.3.2).
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Figura D.3: Modelo para o calculo da absorcao de uma célula contendo 2 materiais poro-

elasticos distintos: Problema 2D
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Figura D.4: Curvas de absor¢cao do Problema 2D para N=4, 8, 12, 16, 20 e 24 elementos

N 4 8 12 16 20 24
Erro | 22,7% | 10,5% | 3,5% | 2,6% | 2,6% 0%
Tempo | 6,7s 14,5s | 30,3s | 58,9s | 102,7s | 166,68

Tabela D.2: Erros relativos e tempos de simulacao do problema 1D
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