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Poro-Elásticos Periódicos
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Resumo

CHANG, Paulo Lee Kung Caetano. Estudo e Simulação Numérica de Materiais Poro-

Elásticos Periódicos. 2010. 149p. Dissertação (Mestrado) - Faculdade de Engenharia

Mecânica, Universidade Estadual de Campinas, Campinas.

Neste trabalho estuda-se a propagação de ondas em meios elásticos periódicos e meios

poro-elásticos. Para o estudo da propagação de ondas em meios elásticos periódicos, mode-

los discretos uni e bidimensionais são gerados – seguindo padrões encontrados na literatura

– e simulados para a obtenção da estrutura de banda e da resposta em frequência, com o

objetivo de observar-se o fenômeno band gap. Em seguida, estuda-se a propagação de on-

das e a absorção em meios poro-elásticos periódicos. As equações diferenciais de movimento

acopladas da poro-elasticidade são obtidas da formulação mista (u,p), baseada no modelo

de Biot-Allard. A modelagem numérica do problema de propagação de ondas em meios

poro-elásticos é feita utilizando-se o método dos elementos finitos. Mostra-se por meio de

simulações numéricas como os padrões de periodicidade influenciam na estrutura de banda

da matriz elástica do material poro-elástico e no comportamento global da curva de absorção.

Finamente, as principais conclusões são apresentadas e sugestões para trabalhos futuros são

propostas.

Palavras-chave:

Poroelasticidade, Estruturas Periódicas, Acústica, Absorção, Método dos Elementos Finitos.
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Abstract

CHANG, Paulo Lee Kung Caetano. Numerical Simulation of Periodic Porous Materi-

als. 2010. 149p. Dissertação (Mestrado) - Faculdade de Engenharia Mecânica, Universidade

Estadual de Campinas, Campinas.

In this work, a study of propagation of sound in elastic periodic materials and poroelastic

media is made. One and two dimension discreet models are produced – following the litera-

ture – for the purpose of studying wave propagation in periodic elastic materials. The band

structure and the frequency response of these materials are obtained by simulation of these

models with the intention of observing the phenomenon of band gap. The case for periodic

porous media is then studied. The wave equations for the poroelastic media are derived from

the mixed displacement-pressure formulation based on the Biot-Allard’s poroelasticity equa-

tions. The numerical solution of the wave propagation in porous media problem is calculated

by the finite element method. It is showed how different periodic patterns affect the band

structure of the solid phase of the porous materials and its acoustic absorption. Finally, the

main conclusions are presented and some suggestions for future work are made.

Keywords:

Poroelastic, Periodic Structures, Acoustics, Absorption, Finite Elements Method.

vii



Lista de Figuras

1.1 Escultura por Euseblo Sempere. Consiste em cilindros de aço inoxidável de
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3.7 Disposição e nomenclatura das molas para a massa mr,s . . . . . . . . . . . . 25

3.8 Região irredut́ıvel de Brillouin, onde o peŕımetro do triângulo ABC marca
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6.18 Impedância da fibra de vidro . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91

6.19 Configuração dos modelos para o cálculo da absorção . . . . . . . . . . . . . 92

ix
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Caṕıtulo 1

Introdução

Materiais poro-elásticos são amplamente utilizados devido suas propriedades de absorção

e isolação acústica – associadas às suas caracteŕısticas de amortecimento – em projetos de

controle de rúıdos em automóveis, isolamento acústico em aeronaves, projetos de controle da

qualidade do som em ambientes domésticos e industriais, customização de teatros e auditórios,

isolação de estúdios de gravação etc.

Estudos extensivos vêm sendo conduzidos visando o modelamento anaĺıtico e numérico

de problemas que envolvem a propagação de ondas, acústicas e elásticas, em materiais poro-

elásticos. Nos últimos 30 anos, foram desenvolvidos vários modelos numéricos utilizando

o método dos elementos finitos para a avaliação da absorção acústica de materiais poro-

elásticos, fato impulsionado pelo grande número de aplicações desse material na indústria e

pela comprovada eficiência da aplicação de métodos de simulação em projetos de sistemas

vibro-acústicos. Nesse contexto, um dos principais desafios consiste em melhorar as pro-

priedades de absorção acústica dos materiais poro-elásticos na região de baixas frequências,

sem o aumento substancial do peso.

Em contrapartida, aplicações estruturais de materiais elásticos periódicos em que faz-se

uso do fenômeno band gap – ou stop band – são pouco exploradas em aplicações da vibro-

acústica. Estas estruturas periódicas geram interferência nas ondas que a atravessam; numa

dada faixa de frequência, essas ondas são dispersadas e não se propagam pela estrutura –

tal é o band gap. Para essas estruturas existe um grande potencial de aplicação na indústria

como, por exemplo, filtros mecânicos, dispositivos sônicos, isoladores acústicos etc.

1



Em construções civis, a acústica arquitetônica pode também beneficiar-se do fenômeno

band gap. Um exemplo seria a escultura feita por Euseblo Sempere, composta por tubos

ciĺındricos dispostos periodicamente em uma seção quadrangular (Figura 1.1). Em 1995, o

Instituto de Ciências de Madri mostrou que as ondas que se propagavam perpendicularmente

aos eixos dos cilindros da escultura eram intensamente atenuadas à frequência de 1670 Hz.

Esse resultado gerou a primeira evidência experimental da existência de band gaps para

ondas mecânicas (Gorishnyy et al., 2005). No meio acadêmico, o estudo, por exemplo, de

estruturas elásticas nano-periódicas podem levar a novas descobertas sobre o comportamento

de materiais elásticos periódicos e futuras aplicações.

Nos últimos 15 anos, verifica-se um enorme crescimento na comunidade cient́ıfica de estu-

dos e publicações sobre band gaps fonônicos (do inglês phononic), impulsionado, em grande

parte, pela vasta quantidade de textos e artigos já existentes sobre band gaps fotônicos (do

inglês photonic), fenômeno que ocorre em estruturas periódicas com materiais de propriedades

dielétricas diferentes, em que, numa certa banda de frequência, ondas eletromagnéticas não

se propagam pela estrutura do cristal. Como os problemas de propagação de ondas elásticas

e eletromagnéticas são similares, grande parte da teoria utilizada no estudo de materiais

periódicos elásticos provém de estudos anteriores em cristais fotônicos.

Neste trabalho, pretende-se abrir uma nova frente de estudos que se refere à utilização

de modelos poro-elásticos como estudo de band gaps fonônicos. O número de estudos e

publicações referentes ao estudo de estruturas periódicas contendo materiais poro-elásticos na

comunidade cient́ıfica é praticamente nulo – os estudos da área concentram-se, atualmente, na

otimização topológica da geometria desses materiais, mas pouco se estudou sobre a ocorrência

de band gaps em estruturas periódicas poro-elásticas.

1.1 Objetivos

O presente trabalho dedica-se ao estudo e a modelagem do fenômeno de band gap apli-

cado ao projeto de sistemas de absorção poro-acústicos. Nesse contexto, o objetivo principal

é estudar e compreender os fenômenos de cancelamento de frequência presentes em estru-

turas periódicas gerando, para tanto, uma ferramenta de simulação para representar este
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Figura 1.1: Escultura por Euseblo Sempere. Consiste em cilindros de aço inoxidável de 2,9

cm de diâmetro dispostos periodicamente em uma seção quadrangular (Gorishnyy et al.,

2005).

comportamento em materiais elásticos e poro-elásticos.

Como objetivos espećıficos, ressaltam-se os seguintes:

• Entender a fenomenologia e implementar modelos elásticos discretizados (tipo massa-

mola ou por elementos finitos) periódicos infinitos;

• Avaliação do surgimento de band gaps e estudo de seu efeito em modelos finitos;

• Estudo e utilização de um modelo poro-elástico discretizado e aproximado usando o

método dos elementos finitos;

• Projeto e construção de um simulador de sistemas poro-acústicos periódicos finitos;

• Avaliação do surgimento do fenômeno de band gap em sistemas periódicos poro-acústicos

e sua influência nas curvas de absorção do sistema.
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1.2 Estrutura do Texto

Para expor a metodologia adotada e os resultados obtidos com vistas a alcançar os obje-

tivos pretendidos, o presente texto foi organizado da maneira a seguir:

No caṕıtulo 2, apresenta-se uma revisão histórica da literatura sobre band gaps fonônicos,

sobre a poro-elasticidade e sobre a aplicação do método dos elementos finitos em problemas

poro-elásticos.

O caṕıtulo 3 mostra a teoria estudada sobre o fenômeno band gap; algumas ferramentas

matemáticas para a discretização e cálculo da estrutura de banda de materiais elásticos

periódicos ilimitados encontradas na literatura são expostas.

No caṕıtulo 4, apresenta-se o estudo feito sobre a propagação de ondas em meios poro-

elásticos. É exposta a evolução dos modelos de equações diferenciais do problema da poro-

elasticidade acoplada, assim como as definições e hipóteses simplificadoras pertinentes.

O caṕıtulo 5 introduz a implementação do método dos elementos finitos aplicado ao

problema da poro-elasticidade acoplada.

O caṕıtulo 6 contém a validação e os resultados obtidos da aplicação das teoria apresen-

tadas nos caṕıtulos 3, 4 e 5, assim como os resultados do estudo sobre materiais poro-elásticos

periódicos.

No caṕıtulo 7, apresentam-se as conclusões do presente trabalho e as propostas de tra-

balhos futuros.
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Caṕıtulo 2

Revisão Bibliográfica

Neste caṕıtulo apresenta-se um breve histórico sobre o desenvolvimento dos modelos

teóricos e métodos numéricos para a resolução de problemas da poro-elasticidade na acústica

e da propagação de ondas em meios elásticos periódicos.

2.1 Band Gaps em Estruturas Elásticas Periódicas

Um dos primeiros trabalhos sobre a propagação de ondas em estruturas elásticas periódicas

é apresentado por Brillouin (1953). Neste trabalho, o autor estuda materiais elásticos em

ńıveis atômicos e mostra – a partir do cálculo de curvas de dispersão da frequência em função

do número de onda de um material, também denominada de estrutura de banda – a existência

de band gaps para estruturas diatômicas e multiatômicas periódicas infinitas.

Em Mead (1996), um resumo é feito sobre as teorias e métodos criados pela Universidade

de Southampton para a análise da propagação de ondas em estruturas periódicas.

O estudo teórico e experimental de cadeias unidimensionais periódicas massa-molas é

realizado por Parmley et al. (1995) e uma boa aproximação dos resultados é obtida.

Langlet et al. (1995) utiliza o método dos elementos finitos para o cálculo das curvas de

dispersão de materiais periódicos. O autor utiliza-se das relações de Bloch-Floquet para que

somente uma célula periódica tenha de ser modelada para o cálculo da estrutura de banda

de estruturas bidimensionais periódicas.

Suzuki e Yu (1998) usa o método numérico PWE (plane wave expansion) para o cálculo
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da estrutura de banda de um meio periódico tridimensional do tipo FCC (face centered

cubic). O método PWE tem sua origem nas teorias e métodos desenvolvidos para o estudo

e a modelagem da propagação de ondas eletromagnéticas da f́ısica óptica.

Evidências experimentais da existência de band gaps em estruturas periódicas bidimen-

sionais é apresentado por Vasseur et al. (1998). O autor utiliza o método PWE para o cálculo

da estrutura de banda de um meio, composto por materiais compósitos dispostos de forma

periódica, como cilindros em um matriz de resina epóxi, e compara essas curvas de dispersão

com resultados experimentais obtendo uma boa aproximação dos mesmos.

Kafesaki et al. (2001) mostra a possibilidade da criação de guias de ondas dentro de

um material elástico, para frequências dentro da região de band gap, a partir da inclusão de

defeitos no mesmo.

Jensen (2003) apresenta uma teoria para a modelagem de estruturas elásticas periódicas

uni e bidimensionais, infinitas e finitas, em estruturas do tipo massa-mola, para o cálculo das

curvas de dispersão (frequência×no de onda) e FRF (função resposta em frequência) dessas

estruturas, mostrando, assim, a presença de band gaps nessas e uma boa aproximação de

seus resultados.

Movchan et al. (2006) estuda a propagação de ondas de Bloch-Floquet em materiais

compósitos periódicos cont́ınuos e discretos (malhas massa-mola), que apresentam modos

de vibração altamente localizados devido a inclusões de defeitos no mesmo, e a relação da

frequência em que esses modos de vibração aparecem, e as frequências de band gap da estru-

tura.

Lazarov e Jensen (2007) mostram a existência de band gaps a baixas frequências em

estruturas do tipo massa-mola unidimensionais com molas não-lineares, e a possibilidade de

deslocar as regiões de gap mudando o grau de não-linearidade dos osciladores ou a amplitude

da onda.

2.2 Propagação de Ondas em Materiais Poro-Elásticos

Um dos pioneiros na formulação da teoria da poro-elasticidade foi Biot. Sua teoria clássica

para a propagação de ondas em materiais poro-elásticos foi apresentada inicialmente em 1956
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(Biot, 1956ab). Nesses trabalhos, a formulação do problema acoplado é feita calculando-se

os funcionais – ou funções potenciais – do material e derivando-se a equação diferencial

do movimento a partir da aplicação da equação de Lagrange. A influência da dissipação

viscosa entre as fases sólida e fluida do material é considerada: Biot (1956b) sugere que o

coeficiente de amortecimento viscoso do material é função da frequência e pode ser descrito

por uma única expressão. Para diferentes materiais porosos, com distintas redes internas de

poros, o amortecimento viscoso comporta-se – em função da frequência – qualitativamente

de forma semelhante. Biot (1962) reescreve a teoria clássica da propagação de ondas em

meios poro-elásticos e comenta brevemente sobre efeitos de anisotropia, viscoelasticidade,

processos qúımicos dos grãos e efeitos de superf́ıcie e dissipações térmicas e eletrocinéticas

na propagação de ondas neste meio.

Em Rice e Cleary (1976), uma formulação modificada para a teoria clássica de Biot é

apresentada e são propostas novas constantes f́ısicas para o problema poro-elástico. Estas

constantes são obtidas por meio de um conjunto de ensaios mais simplificado.

Jonhson et al. (1987) estuda as caracteŕısticas f́ısicas e o comportamento de um fluido

confinado em um poro de um material poro-elástico. Nesse trabalho são definidos novos

parâmetros f́ısicos como os comprimentos caracteŕısticos viscoso e térmico e a tortuosidade

dinâmica. É também proposta uma nova função para o cálculo dos efeitos de dissipação

viscosa de mais fácil computação e boa aproximação das funções propostas por Biot (1956b).

Champoux e Allard (1991) apresentam um modelo teórico da tortuosidade dinâmica em

função da frequência. Os resultados teóricos obtidos são comparados com resultados experi-

mentais de medidas acústicas de um material poroso ŕıgido e saturado de ar.

Allard (1993) compila inúmeros estudos sobre a propagação de ondas em materiais poro-

elásticos e apresenta de forma sistemática a formulação clássica de Biot, levando em consid-

eração efeitos térmicos dissipativos do fluido nos poros do material, a qual é denominada de

formulação clássica de Biot-Allard.

Atalla et al. (1998) apresentam a chamada formulação mista (u,p) do problema acoplado

poro-elástico a partir de manipulações algébricas da formulação clássica de Biot-Allard, a

qual modela o problema acoplado em função dos deslocamentos da fase sólida e fluida. O

problema é acoplado pelos deslocamentos da fase sólida e a pressão do fluido, diminuindo,
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dessa forma, o número de equações do sistema de 6 para 4, o que permite a simulação

numérica do problema poro-elástico pela formulação mista (u,p) em tempos menores que o

mesmo problema dado pela formulação clássica de Biot-Allard.

Um modelo numérico de elementos finitos isoparamétricos com 8 nós é aplicado por Craggs

(1978) para a previsão do comportamento acústico de materiais porosos com estruturas

ŕıgidas. Craggs (1979) mostra o procedimento para o acoplamento entre meios acústicos

e poro-elásticos na formulação de elementos finitos em um modelo para o cálculo de absorção

acústica. A validação do método é feita a partir de resultados anaĺıticos.

No artigo proposto por Kang e Bolton (1995) é desenvolvido um modelo numérico em

elementos finitos bidimensional de um elasto-absorvedor usado em controles passivos de rúıdo.

O modelo é aplicado à formulação clássica de Biot e métodos para acoplar as fases acústicas e

poro-elásticas, quando a interface entre ambas as fases está ou não selada por uma membrana,

são desenvolvidos. O modelo é validado por resultados anaĺıticos.

Panneton e Atalla (1997) utilizam o método dos elementos finitos para simulação numérica

de problemas tridimensionais da poro-elasticidade acoplada da formulação clássica de Biot-

Allard. Um esquema de programação das matrizes dos elementos é colocado em evidência e as

condições de acoplamento entre as fases acústicas e poro-elásticas são descritas em detalhe.

Uma aproximação para o coeficiente de amortecimento viscoso para baixas frequências é

proposta e mostra-se que essa aproximação lineariza o problema de auto-valor poro-elástico.

Atalla et al. (1998) propõe a formulação mista (u,p) do problema poro-elástico e sua

forma integral fraca. Debergue et al. (1999) apresentam as diversas condições de contorno

e acoplamento para a formulação fraca mista (u,p). O estudo torna evidente as vantagens

de se usar a formulação mista (u,p) quando comparada com a formulação clássica (u,U),

em relação às condições e matrizes de acoplamento entre os domı́nios acústico, elástico e

poro-elástico.

As contribuições dos trabalhos do Departamento de Mecânica Computacional da Facul-

dade de Engenharia Mecânica (DMC/FEM), dadas por Silva e Pavanello (2003,2004a), estão

relacionadas à implementação e testes das formulações desenvolvidas e encontradas na lit-

eratura, em um ambiente de programação Orientada a Objetos aliada à linguagem C++.

No trabalho de Silva e Pavanello (2004b), utilizando-se uma modelagem com elementos fini-
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tos poro-elásticos para a prescrição da resposta de absorção, algumas variações geométricas

para dispositivos de isolamento acústico têm seus diversos resultados confrontados. Em Silva

(2007), a otimização da absorção de materiais poro-elásticos a baixas frequências é realizada

para o modelo de elementos finitos do mesmo. Nesse trabalho, o guia de ondas acústico semi-

infinito é modelado como uma matriz de acoplamento que correlaciona a potência de entrada

e os modos da onda acústica no tubo de Kundt e a integral fraca no contorno acústico/poro-

elástico, teoria apresentada anteriormente por Atalla et al. (2001b).
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Caṕıtulo 3

Propagação de Ondas em Meios

Periódicos

3.1 Band Gaps

O fenômeno f́ısico denominado band gap, ou stop band, refere-se à não propagação de

ondas, sejam essas elásticas, acústicas, eletromagnéticas etc., em uma dada faixa de valores

de frequência, no meio onde esta ocorre. Neste caṕıtulo evidência-se a ocorrência desse

fenômeno em meios elásticos periódicos.

Um dos primeiros estudos sobre band gaps em meios periódicos elásticos foi realizado

por Brillouin (1946). Neste trabalho, Brillouin modela o meio elástico como um sistema de

part́ıculas discretas que interagem com sua vizinhança – não necessariamente imediata, como

no caso de um sistema massa-mola – para uma, duas e três dimensões. O trabalho feito pelo

autor concentra-se na modelagem de estruturas periódicas infinitas. Para esses modelos, Bril-

louin mostra que existem certas faixas de frequência em que a solução harmônica não existe.

Nessas faixas de frequência, a solução matemática da onda apresenta um fator de atenuação

que impede sua propagação em meios infinitos. Essas faixas de frequência são denominadas

stop bands ou band gaps.
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3.2 Propagação de ondas em materiais elásticos periódicos

Nesta seção, o modelo matemático da propagação de ondas em estruturas unidimensionais

– também denominadas de monoatômicas por analogia à microestrutura do material – e

bidimensionais infinitas proposto por Brillouin (1946) é revisto. O objetivo, neste caso, é

entender o fenômeno band gap e a possibilidade de se modelá-lo.

3.2.1 Estruturas infinitas monoatômicas

Denomina-se material elástico monoatômico aquele representado por part́ıculas alinhadas

e igualmente espaçadas ao longo do eixo x, como mostrado na figura 3.1.

Figura 3.1: Estrutura Unidimensional Infinita

Desta forma, a posição da part́ıcula n, num dado instante de tempo, pode ser escrita

como:

xn = nd + un (3.1)

onde un é o deslocamento da part́ıcula em questão e d mede a distância entre as part́ıculas

do sistema. O deslocamento un é propagado ao longo do sistema de forma harmônica se o

sistema f́ısico proposto admitir uma solução da forma:







un = Ae2πi(νt−and) = Aei(wt−kn)

a = 1
λ
, k = 2πad, w = 2πν

(3.2)

onde ν é a frequência, t, o tempo, a, o número de onda, λ, o comprimento de onda, w, a

frequência angular e k é o produto do número de onda a pelo peŕıodo d (distância entre as

part́ıculas) da estrutura, multiplicado por 2π, sendo denominado também número de onda.

Aplicando-se a solução acima à part́ıcula n+ 1, tem-se:
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un+1 = Aei(wt−k(n+1)) = Aei(wt−kn)e−ik = une
−ik. (3.3)

Observando a equação (3.3), pode-se definir a variável k como a mudança de fase entre a

part́ıcula n e n+1 para uma dada frequência de onda, já que k varia em função da frequência.

Será mostrado mais adiante que é a relação entre k e w que define se uma dada onda propaga

ou não no meio infinito. Da equação (3.3) pode-se também observar que a mesma solução é

obtida para qualquer k
′

= k + 2mπ, onde m é um inteiro qualquer. Sendo assim, a mesma

solução para w será obtida para cada k
′

, ou seja, w é uma função periódica de k:







w = f(k) peŕıodo 2π em k = 2πad

ν = F (a) peŕıodo 1
d
em a

(3.4)

Dessa forma, a avaliação das funções f e F é necessária somente em uma certa faixa de

valores de k, ou a, dadas por −π ≤ k ≤ π e − 1
2d

≤ a ≤ 1
2d
. Essa limitação significa que:

λ =
1

|a| ≥ 2d (3.5)

Ou seja, o menor comprimento de onda posśıvel é o dobro do peŕıodo da estrutura e corre-

sponde à frequência νc = f(1/2d), denominada frequência cŕıtica ou de corte, que corresponde

à máxima frequência em que há propagação de ondas no sistema.

Considera-se agora que a função un é o deslocamento longitudinal da part́ıcula n e assume-

se que existe interação entre todas as part́ıculas. Assim, a distância entre duas part́ıculas n

e n+m é:

rn,n+m = xn+m − xn = md+ un+m − un (3.6)

A energia de interação entre duas part́ıculas pode ser definida como uma função potencial

da distância entre as mesmas, da forma:
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U(r) = U(|xn+m − xn|) (3.7)

A energia potencial total do sistema será, então, o somatório da energia de interação entre

todos as part́ıculas do sistema:

U =
∑

n

∑

m>0

U(xn+m − xn) (3.8)

onde m ficou restrito a um número positivo para que a energia potencial de um par de

part́ıculas não seja somada duas vezes, além de permitir a retirada do sinal módulo de ∆x.

Considerando que o deslocamento un seja bem menor que a distância d entre as part́ıculas,

pode-se expandir a função potencial na série de Taylor em torno da posição md, e desprezar

os termos polinomiais de ordem superior a 2, obtendo-se:

U(xn+m − xn) = U(md) + (un+m − un) U
′

(md) +
1

2
(un+m − un)

2 U
′′

(md) (3.9)

onde U(md) representa a energia de interação entre as part́ıculas n e n+m em suas posições

de equiĺıbrio.

A energia potencial total do sistema pode ser escrita, então, da forma:

U =
∑

n

∑

m>0

[

U(md) + (un+m − un) U
′

(md) +
1

2
(un+m − un)

2 U
′′

(md)

]

(3.10)

A força Fp agindo na part́ıcula p é dada pela derivada da energia potencial total com

relação ao deslocamento up da part́ıcula p, e portanto:

Fp = − ∂U
∂up

= − ∂
∂up

∑

n

∑

m>0

[

U(md) + (un+m − un) U
′

(md) + 1
2(un+m − un)

2 U
′′

(md)
]

= − ∂
∂up

∑

m>0

[

(up+m − up) U
′

(md) + 1
2(up+m − up)

2 U
′′

(md)

+ (up − up−m) U
′

(md) + 1
2(up − up+m)

2 U
′′

(md)
]

= −
∑

m>0

[

−U
′

(md)− (up+m − up) U
′′

(md) + U
′

(md) + (up − up+m) U
′′

(md)
]

(3.11)
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Rearranjando a equação e escrevendo o termo U(md) = Um, obtém-se, finalmente:

Fp =
∑

m>0

U
′′

m(up+m + up−m − 2up) (3.12)

Pode-se ver que os termos U
′

m se cancelam dentro do somatório. Considerando-se então

uma estrutura semi-infinita a partir da origem n = 0, conforme mostrado na figura (3.2),

é necessário aplicar, para cada part́ıcula n, uma força externa Fn para manter as últimas

part́ıculas da estrutura não perturbadas (distância de equiĺıbrio entre as part́ıculas permanece

constante e igual a d). Essa força deve incluir as derivadas das energias de interação virtual

entre a part́ıcula n da estrutura semi-infinita e as part́ıculas (−n) = (−1,−2,−3, ...) –

energias de interação que estariam presentes caso a estrutura fosse infinita – de forma que o

módulo de Fn é dado por:

Fn =
∑

m>0

U
′

−(n+m) (3.13)

Portanto, a força total aplicada, necessária para manter a estrutura sem perturbações, é:

Ft =
∞∑

m=1

mU
′

m (3.14)

Figura 3.2: Estrutura Unidimensional Semi-Infinita

Se a força externa for diferente de Ft ou diferentemente distribúıda, perturbações irão

ocorrer nas part́ıculas próximas do fim da estrutura, podendo ocorrer dois casos: (1) a

perturbação se dissipa ao se afastar da origem, ficando confinada às part́ıculas próximas à

origem; (2) a perturbação se estende pela estrutura como função periódica da distância. Caso
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não seja aplicada nenhuma força externa, a estrutura não se perturbará somente se os termos

U
′

m, para todo m, forem iguais a zero. Caso contrário, ambos os tipos de comportamento

citados anteriormente podem ocorrer.

A equação do movimento pode então ser formulada como:

Müp = Fp =
∑

m>0

U
′′

m(up+m + up−m − 2up) (3.15)

sendo M a massa da part́ıcula p.

Assumindo a solução da equação de movimento como dada pela equação (3.2) para n = p,

obtém-se:

(−4π2ν2)MAei2π(νt−apd) =
∑

m>0

U
′′

m(e
−i2πmda + ei2πmda − 2)Aei2π(νt−apd) (3.16)

Rearranjando a equação (3.16), considerando A 6= 0 (solução não trivial), e lembrando

que (e−2πmda + e2πmda) = 2 cos(2πmad) e que ei2π(νt−apd) nunca se anula, pode-se escrever a

equação (3.16) da forma:

Mπ2ν2 =
1

2

∑

m>0

U
′′

m(1− cos(2πmad)) =
∑

m>0

U
′′

m sin2(πamd) (3.17)

A equação (3.17) representa o movimento da part́ıcula p, levando-se em conta as interações

com todas as demais part́ıculas do sistema infinito periódico. Se for considerado que a energia

de interação entre as part́ıculas cai rapidamente com a distância, pode-se escrever a equação

de movimento da part́ıcula p (Equação 3.17) considerando que esta interage somente com a

sua vizinhança mais próxima, para 0 < m ≤ m′, onde m′ é um número finito.

Interação com a vizinhança imediata

Se for considerado que as part́ıculas interagem somente com as part́ıculas mais próximas

(m′ = 1), então a equação de equiĺıbrio dada pela equação (3.17) representa um sistema

massa-mola infinito em vibração livre, e a equação (3.17) se torna:
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Mπ2ν2 =
∑

0<m≤1

U
′′

m sin2(πamd) = U
′′

sin2(πad) (3.18)

A velocidade de propagação da onda para o caso em que há interação somente com a

vizinhança próxima é, então:

V =
|ν|
a

=

√

U ′′

M

| sin(πad)|
|πa| = d

√

U ′′

M

| sin(πad)|
|πad| (3.19)

Para uma onda de comprimento infinito (λ→ ∞, a→ 0), a equação acima se torna:

V∞ = d

√

U ′′

M
(3.20)

Para a análise do caso em que o meio elástico é modelado como um meio cont́ınuo e o

comprimento de onda é comparativamente grande em relação ao espaçamento d, é necessário

definir-se parâmetros médios entre as massas. A tensão média T agindo na part́ıcula p pode

ser vista como a resultante de forças na mesma e, a partir da equação (3.11) com m = 1,

pode ser escrita como:

T = U
′′

(d)(un+1 + un−1 − 2un) (3.21)

A deformação média entre p e p+ 1 pode ser definida simplesmente como (up+1 − up)/d,

e a deformação média ǫ, entre p− 1 e p+ 1, é, então:

ǫ =
(un+1 + un−1 − 2un)

d
(3.22)

Definindo E como a razão entre a tensão T e deformação média ǫ, tem-se:

E =
T

ǫ
= dU

′′

(d) (3.23)
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Assim, se for considerada a densidade linear média da estrutura como ρ = M/d, substi-

tuindo U
′′

= E/d eM = ρd na equação (3.20) – pois em meios cont́ınuos λ >> d –, obtém-se

a equação da velocidade de propagação da onda no meio, da seguinte forma:

V =

√

E

ρ
(3.24)

Vê-se então que, quando λ >> d (hipótese da teoria do cont́ınuo), a velocidade de

propagação da onda não mais depende do comprimento da estrutura, mas somente das pro-

priedades do material. Vale apontar também que, se E for entendido como o módulo de

elasticidade do material e ρ sua densidade, então a equação (3.24) será idêntica à equação de

velocidade de onda em barras (c =
√

E/ρ).

Analisando a velocidade de propagação de onda na estrutura quando a frequência de onda

é cŕıtica (comprimento da onda é o menor posśıvel e igual a 2d e ad = 1/2), obtém-se o valor

da última como:

νc =
1

π

√

U ′′

M
(3.25)

A frequência cŕıtica νc também é denominada frequência de corte, pois representa o maior

valor de frequência em que é posśıvel uma onda propagar. Para frequências acima desse valor,

a equação (3.18) só será verdadeira para números de onda complexos (a = ±α ± iβ). Para

um número de onda complexo, a equação (3.2) é escrita da forma:

un = Aei2π(νt±αnd)e±2πβnd (3.26)

Considerando que a onda se propaga da esquerda para a direita e reconhecendo que a

presença do termo e+2πβnd, com β > 0, na equação (3.26) implica que os deslocamentos

das part́ıculas da estrutura infinita crescem infinitamente, violando, assim, a 1a lei da ter-

modinâmica, a equação da onda tem a forma:
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un = Aei2π(νt−αnd)e−2πβnd (3.27)

Assim, é posśıvel verificar que entre n e n + 1 a amplitude da onda decairá devido ao

termo complexo do número de onda, de forma que a longas distâncias da part́ıcula n, a onda

não mais se propagará.

3.2.2 Estruturas infinitas diatômicas

Considera-se que a estrutura infinita é composta periodicamente por duas part́ıculas com

massas distintas, como ilustrado na figura (3.3). A distância entre as posições de equiĺıbrio

das part́ıculas é igual à d1 = d/2, e a interação entre as mesmas ocorre somente com as

part́ıculas vizinhas.

Figura 3.3: Estrutura unidimensional diatômica

Na estrutura ilustrada pela figura (3.3), vê-se que as part́ıculas com massa M1 têm suas

posições de equiĺıbrio dadas por números ı́mpares ((2n + 1)d/2), e as part́ıculas com massa

M2 têm suas posições de equiĺıbrio dadas por números pares ((2n)d/2 = nd). Dessa forma,

considerando a força Fp agindo na p-ésima part́ıcula, dada pela equação (3.12) para m = 1

(interação somente com a vizinhança mais próxima), é posśıvel escrever as seguintes equações

diferenciais de equiĺıbrio:







F2n = U
′′

1 (u2n−1 + u2n+1 − 2u2n) =M2ü2n

F2n+1 = U
′′

1 (u2n + u2n+2 − 2u2n+1) =M1ü2n+1

(3.28)
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Dada as equações de movimento, assume-se soluções de ondas para as part́ıculas ı́mpares

e pares dadas por:







u2n = A2e
i(wt−2nk1)

u2n+1 = A1e
i(wt−(2n+1)k1)

(3.29)

onde: 





k1 = 2πad1 = 2πad
2
= 1

2
k

w = 2πν

a = 1
λ

(3.30)

É importante notar que a primeira das equações (3.29) representa uma onda propagando-

se somente nas part́ıculas de massaM2, enquanto a segunda representa uma onda propagando-

se somente nas part́ıculas de massa M1. Além disso, as ondas geradas devido a um dado

distúrbio na estrutura devem possuir o mesmo comprimento e frequência para cada part́ıcula.

No entanto, isso não é verdade para as amplitudes das mesmas: as amplitudes das ondas que

se propagam pelas part́ıculas de massa M1 e M2 podem diferir tanto em módulo como em

fase. Substituindo a equação (3.29) na equação (3.28), obtém-se:

M2(−A2w
2)ei(wt−2nk1) = U

′′

1 (A1e
ik1 + A1e

−ik1 − 2A2)e
i(wt−2nk1)

M1(−A1w
2)ei(wt−(2n+1)k1) = U

′′

1 (A2e
ik1 + A2e

−ik1 − 2A1)e
i(wt−(2n+1)k1)

(3.31)

Como ei(wt−2nk1) 6= 0 e ei(wt−(2n+1)k1) 6= 0, e sabendo que eik1 + e−ik1 = 2 cos k1, obtém-se,

rearranjando a equação (3.31):







A2(M2w
2 − 2U

′′

1 ) + 2A1U
′′

1 cos k1 = 0

A1(M1w
2 − 2U

′′

1 ) + 2A2U
′′

1 cos k1 = 0
(3.32)

Na forma matricial, pode-se escrever a equação (3.32) da seguinte maneira:




M2w

2 − 2U
′′

1 2U
′′

1 cos k1

2U
′′

1 cos k1 M1w
2 − 2U

′′

1











A2

A1






= {0} (3.33)
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O sistema acima terá solução não-trivial quando seu determinante for igual a zero, ou

seja, quando w e k1 sejam tais que:

(M2w
2 − 2U

′′

1 )(M1w
2 − 2U

′′

1 )− 4U
′′2
1 cos2 k1 = 0 (3.34)

Expandindo o primeiro termo e rearranjando a equação (3.34), obtém-se:

w4 − 2U
′′

1

(
1

M1

+
1

M2

)

w2 + 4
U

′′2
1

M1M2

sin2 k1 = 0 (3.35)

A relação entre as amplitudes de onda das part́ıculas de massa M1 e M2 é dada por:

A1

A2

=
M1 −M2 ∓

√

M2
1 +M2

2 + 2M1M2 cos 2k1
2M1 cos k1

(3.36)

Pode-se ver que existem dois valores de w2 que satisfazem a equação (3.35), de forma

que existem dois valores de w que satisfazem a mesma equação, pois a frequência deve ser

sempre positiva. Sendo assim, para um dado valor de número de onda (k1) existem dois

valores de frequência (w) que satisfazem as condições de propagação de onda impostas pelo

sistema representado na equação (3.32), ou seja, para um dado k1, existem duas frequências

posśıveis nas quais a onda se propaga pela estrutura. Dessa forma, a curva w em função de

k1 terá dois ramos, como mostrado na figura (3.4).

Pode-se ver que, como no caso da estrutura monoatômica, existe um valor máximo de

frequência para o qual é posśıvel uma onda propagar-se pela estrutura. Além disso, en-

tre os ramos superior e inferior da figura (3.4) existe uma faixa de valores de frequência

(∆w = w2 − w1) para o qual a equação (3.35) é satisfeita somente se k1 for complexo, de

forma que as ondas nessa faixa de frequência não se propagam pela estrutura diatômica in-

finita. Essa faixa de valores de frequência é comumente denominada de band gap ou stop

band (Brillouin, 1953).
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O procedimento para a solução desse sistema é semelhante ao procedimento para sistemas

massa-molas finitos convencionais, porém, devido às condições de contorno serem diferentes,

algumas considerações extras devem ser feitas. Os exemplos utilizados a seguir e seus métodos

de solução são baseados no artigo de Jensen (2003).

A figura (3.5) mostra a configuração de um sistema massa-mola unidimensional infinito,

onde um grupo de massas e molas forma uma célula que se repete ao longo de toda a estrutura.

A equação diferencial da j-ésima massa da p-ésima célula é dada por:

mjüp+j = kj(up+j+1 − up+j)− kj−1(up+j − up+j−1) (3.37)

para p = n N , onde N é o número de massas na célula e n é um inteiro qualquer. Para que

haja propagação de onda na estrutura, a solução para a mesma massa deve ser da forma:

up+j = Aje
i((p+j)γ−wt) (3.38)

onde γ = 2πd
λ

é o número de onda.

Substituindo a equação (3.38) em (3.37), obtém-se:

−w2mjAje
i((p+j)γ−wt) = kj(Aj+1e

i((p+j)γ−wt)eiγ − Aje
i((p+j)γ−wt))

−kj−1(Aje
i((p+j)γ−wt) − Aj−1e

i((p+j)γ−wt)e−iγ)
(3.39)

Como ei((p+j)γ−wt) 6= 0, então, cancelando os termos comuns e rearranjando a equação

(3.39), tem-se:

Aj(kj + kj−1) + Aj+1(−kjeiγ) + Aj−1(−kj−1e
−iγ) + Aj(−w2mj) = 0 (3.40)

Para levar em conta a periodicidade da célula, impõe-se a seguinte condição de contorno:

Aj−1 = AN , para j = 1

Aj+1 = A1, para j = N
(3.41)

Na forma matricial, a equação (3.40) pode ser escrita como:
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([K(γ)]− w2[M ]) ~A = ~0 (3.42)

onde [K] é a matriz de rigidez complexa e [M ] é a matriz diagonal de massas. O sistema

acima também pode ser escrito como um problema de autovalor e autovetor da forma:

([K̃]− w2[I]) ~A′ = ~0 (3.43)

sendo,

~A′ = [M ]−
1

2 ~A
[

K̃
]

= [M ]−
1

2 [K] [M ]−
1

2

(3.44)

e

[M ]−1 = [M ]−
1

2 [M ]−
1

2 (3.45)

A equação (3.40), ou sua forma matricial dada pela equação (3.42), permite obter a solução

da equação de onda na estrutura unidimensional infinita, para qualquer conjunto periódico

de part́ıculas que interagem em sua vizinhança imediata como um sistema do tipo massa-

mola unidimensional. Para mostrar a equivalência entre a teoria desenvolvida nessa seção

e a teoria desenvolvida por Brillouin (1953), mostrada na seção anterior, pode-se escrever a

equação (3.40) para uma célula possuindo massas m1 e m2, obtendo-se:







A1(k1 + k2) + A2(−k1eiγ) + A0(−k0e−iγ) + A1(−w2m1) = 0

A2(k2 + k1) + A3(−k2eiγ) + A1(−k1e−iγ) + A2(−w2m2) = 0
(3.46)

Das condições de contorno dadas pela equação (3.41), tem-se:







A0 = A3

A3 = A1

k0 = k2

(3.47)

Pode-se então escrever a equação (3.46) da forma:
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k1 + k2 −k1eiγ − k2e

−iγ

−k2eiγ − k1e
−iγ k1 + k2



− w2




m1 0

0 m2















A1

A2






= {0} (3.48)

Finalmente, considerando que as forças elásticas entre m1-m2 e m2-m1 são iguais, ou seja,

k1 = k2 = k, e sabendo que eiγ+ e−iγ = 2 cos(γ), pode-se escrever a equação (3.40) da forma:








2k − w2m1 −2k cos γ

−2k cos γ 2k − w2m2















A1

A2






= {0} (3.49)

Observa-se que a equação (3.49) e a equação (3.33) produzem resultados idênticos, mostrando

que as teorias desenvolvidas por Brillouin (1953) – para o caso espećıfico em que a interação

entre as part́ıculas ocorre somente com a vizinhança imediata (m = 1) – e por Jensen (2003)

estão em acordo. Por indução, conclui-se que o método descrito neste caṕıtulo representa, de

forma correta, a ocorrência do fenômeno band gap em sistemas massa-mola infinitos. Além

disso, a forma descrita neste item permite uma generalização direta para problemas bidimen-

sionais e tridimensionais.

Estruturas Bidimensionais

O procedimento para a solução do caso bidimensional é o mesmo utilizado para o caso

unidimensional e considera-se que as part́ıculas interagem somente com as massas imediata-

mente vizinhas. No entanto, no caso bidimensional cada part́ıcula possui 2 graus de liberdade

(x e y) e interage com 8 outras part́ıculas, o que aumenta consideravelmente o custo com-

putacional. A figura (3.6) ilustra a configuração massa-mola estudada.

Para escrever a equação de equiĺıbrio do sistema, considera-se que cada massa mr,s possui

4 molas acopladas kr,s,1, kr,s,2, kr,s,3 e kr,s,4 (Figura 3.7) que permitem sua interação com

as massas mr+1,s, mr+1,s+1, mr,s+1 e mr−1,s+1 respectivamente, enquanto as massas mr−1,s,

mr−1,s−1, mr,s−1 e mr+1,s−1 interagem com a massa mr,s a partir das molas kr−1,s,1, kr−1,s−1,2,

kr,s−1,3 e kr+1,s−1,4, respectivamente.
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Figura 3.6: Esquema estrutural de uma célula bidimensional multiatômica

Figura 3.7: Disposição e nomenclatura das molas para a massa mr,s

É considerado também que os deslocamentos das massas são pequenos o suficiente para

que, por exemplo, a relação entre o deslocamento na direção y da massa mr+1,s+1 e a força

elástica aplicada à massa mr,s seja linear. Para o cálculo das forças elásticas exercidas pelas

molas diagonais (kr,s,2 e kr,s,4) considera-se, por exemplo, a distância H da massa mr+1,s+1 à

massa mr,s. Sendo hx a projeção na direção x da distância H entre as duas massas, e hy a

projeção na direção y, tem-se que:
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H = f(hx, hy) =
√

h2x + h2y (3.50)

Considerando pequenos deslocamentos, pode-se obter a forma linear da variação da

distância absoluta (∆H) em função de sua projeção na direção y (∆h), pela série de Taylor,

da forma:

∆H = ∆f(hy) = ∂f(hx,hy)

∂hy

∣
∣
∣
h=hy0

(∆hy)

=
∂
√
h2x+h

2
y

∂hy

∣
∣
∣
∣
hy=hx

(∆hy)

=
√
2
2
∆hy

(3.51)

A partir desse resultado, pode-se calcular a força aplicada na direção x pelo deslocamento

vertical v – com v = ∆hy – da massa mr+1,s+1 na massa mr,s, da forma:

Fx,v = kr,s,2 ∆H cos θ

= kr,s,2
√
2
2
v

√
2
2

= 1
2
vkr,s,2

(3.52)

Devido à simetria do problema, é posśıvel escrever também, para u = ∆hx, que:

Fy,u =
1

2
ukr,s,2 (3.53)

Das considerações feitas, pode-se finalmente escrever as equações de equiĺıbrio nas direções

dos eixos cartesianos x e y da massa mr,s, da forma:
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mr,süp+r,q+s = kr,s,1(up+r+1,q+s − up+r,+q+s)

+ 1
2
kr,s,2(up+r+1,q+s+1 − up+r,q+s + vp+r+1,q+s+1 − vp+r,q+s)

+ 1
2
kr,s,4(up+r−1,q+s+1 − up+r,q+s − vp+r−1,q+s+1 + vp+r,q+s)

+ kr−1,s,1(up+r−1,q+s − up+r,q+s)

+ 1
2
kr−1,s−1,2(up+r−1,q+s−1 − up+r,q+s + vp+r−1,q+s−1 − vp+r,q+s)

+ 1
2
kr+1,s−1,4(up+r−1,q+s+1 − up+r,q+s − vp+r−1,q+s+1 + vp+r,q+s)

(3.54)

mr,sv̈p+r,q+s = kr,s,3(vp+r,q+s+1 − vp+r,q+s)

+ 1
2
kr,s,2(vp+r+1,q+s+1 − vp+r,q+s + up+r+1,q+s+1 − up+r,q+s)

+ 1
2
kr,s,4(vp+r−1,q+s+1 − vp+r,q+s − up+r−1,q+s+1 + up+r,q+s)

+ kr−1,s,3(vp+r,q+s−1 − vp+r,q+s)

+ 1
2
kr−1,s−1,2(vp+r−1,q+s−1 − vp+r,q+s + up+r−1,q+s−1 − up+r,q+s)

+ 1
2
kr+1,s−1,4(vp+r−1,q+s+1 − vp+r,q+s − up+r−1,q+s+1 + up+r,q+s)

(3.55)

onde a equações (3.54) e (3.55) representam as equações de equiĺıbrio nas direções dos eixos

x e y, respectivamente.

Assumindo a solução harmônica para os deslocamentos u e v da forma:

up+r,q+s = Ar,se
i((p+r)γx+(q+s)γy−wt)

vp+r,q+s = Br,se
i((p+r)γx+(q+s)γy−wt)

(3.56)

onde Ar,s e Br,s são as amplitudes de onda, w a frequência de onda e γx e γy as componentes

do vetor de onda γ, a substituição da equação (3.56) nas equações (3.54) e (3.55) resulta em:

(Dx,s,r −mr,sw
2)Ar,s + k̃r,sBr,s = kr,s,1e

iγxAr+1,s

+ 1
2
kr,s,2

(
ei(γx+γy)Ar+1,s+1 + ei(γx+γy)Br+1,s+1

)

+ 1
2
kr,s,4

(
ei(γy−γx)Ar−1,s+1 − ei(γy−γx)Br−1,s+1

)

+ kr−1,s,1e
−iγxAr−1,s

+ 1
2
kr−1,s−1,2

(
e−i(γx+γy)Ar−1,s−1 + e−i(γx+γy)Br−1,s−1

)

+ 1
2
kr+1,s−1,4

(
ei(γx−γy)Ar+1,s−1 − ei(γx−γy)Br+1,s−1

)

(3.57)
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(Dy,s,r −mr,sw
2)Br,s + k̃r,sAr,s = kr,s,3e

iγyBr,s+1

+ 1
2
kr,s,2

(
ei(γx+γy)Br+1,s+1 + ei(γx+γy)Ar+1,s+1

)

+ 1
2
kr,s,4

(
ei(γy−γx)Br−1,s+1 − ei(γy−γx)Ar−1,s+1

)

+ kr−1,s,3e
−iγyBr,s−1

+ 1
2
kr−1,s−1,2

(
e−i(γx+γy)Br−1,s−1 + e−i(γx+γy)Ar−1,s−1

)

+ 1
2
kr+1,s−1,4

(
ei(γx−γy)Br+1,s−1 − ei(γx−γy)Ar+1,s−1

)

(3.58)

onde:

Dx,r,s = kr,s,1 + kr−1,s,1 +
1

2
(kr,s,2 + kr,s,4 + kr−1,s−1,2 + kr+1,s−1,4) (3.59)

Dy,r,s = kr,s,3 + kr,s−1,3 +
1

2
(kr,s,2 + kr,s,4 + kr−1,s−1,2 + kr+1,s−1,4) (3.60)

k̃r,s =
1

2
(kr,s,2 − kr,s,4 + kr−1,s−1,2 − kr+1,s−1,4) (3.61)

Para escrever as equações (3.57) e (3.58) na forma matricial, pode-se substituir o vetor

de ı́ndices (r, s) por um único ı́ndice l, fazendo a transformação:

l = sNx + r, onde r = 1, . . . , Nx e s = 1, . . . , Ny; (3.62)

Dessa forma, pode-se montar o vetor deslocamento do sistema da forma ~A = {A1, B1, A2, B2,

. . . , Al, Bl}T . Substituindo, então, condições de contorno similares às condições de contorno

para o caso unidimensional, obtém-se finalmente:

(
[K(γx, γy)]− w2[M ]

)
~A = ~0 (3.63)

e o problema de auto-valor e auto-vetor pode ser obtido de forma idêntica ao caso unidimen-

sional (eq. 3.43).

Vê-se que a matriz de rigidez no caso bidimensional depende agora de duas variáveis

(γx e γy). No entanto, não é necessário resolver o sistema da equação (3.63) para todas as
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combinações posśıveis de {γx = 1, . . . , π
Nx

; γy = 1, . . . , π
Ny

}. Brillouin (1953) mostra que

os valores do vetor de onda necessários para a avaliação completa da frequência compreen-

dem todas as combinações posśıveis de γx e γy dentro da região delimitada pelo triângulo

ABC, denominada região irredut́ıvel de Brillouin (Figura 3.8). Além disso, Jensen (2003)

comenta que, mesmo sem justificativas matemáticas, é de consenso geral entre pesquisadores

que basta a avaliação de γx e γy no peŕımetro da triângulo ABC para a análise do problema

de auto-valor dado pela equação (3.63).

Figura 3.8: Região irredut́ıvel de Brillouin, onde o peŕımetro do triângulo ABC marca os

valores do vetor de onda γ para o qual o problema de auto-valor deve ser avaliado

3.3 Discretização de Materiais Elásticos Periódicos por

Elementos Finitos

A formulação apresentada em Brillouin (1953) considera materiais elásticos com estru-

turas microscópicas periódicas, discretizando-os em part́ıculas que interagem com part́ıculas

vizinhas – onde, no caso mais simples, a interação é do tipo massa-mola.

Jensen (2003) utiliza a mesma idéia para calcular as curvas de dispersão em materiais

elásticos com periodicidade macroscópica em que a estrutura elástica é discretizada por um

sistema massa-mola. Entretanto, um sistema massa-mola não consegue representar de forma

eficiente materiais cont́ınuos bi ou tridimensionais. Nesses casos, uma melhor representação
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desses pode ser obtida utilizando-se o método dos elementos finitos. Seguindo a metodologia

apresentada por Langlet et al (1995), o cálculo das curvas de dispersão (estrutura de banda)

para materiais elásticos periódicos discretizados por elementos finitos é feito aplicando-se a

condição de contorno dada pela relação de Bloch que, para materiais bidimensionais (Figura

3.9), pode ser escrita da forma:

F (x+ dx, y + dy) = eidxkxeidykyF (x, y) (3.64)

onde kx e ky representam as componentes do vetor de onda e F(x,y) é uma função harmônica

qualquer.

Figura 3.9: Estrutura bi-periódica

Aplicar a relação expressa na equação (3.64) em uma das células de uma estrutura bi-

periódica (Figura 3.10) significa considerar que esta se repete infinitamente em ambas as

direções do plano da estrutura. Para a aplicação da equação (3.64), subdivide-se o contorno

da célula retangular em quatro lados e quatro quinas (Figura 3.10) e as condições de contorno,

devido à periodicidade da estrutura, podem ser escritas para a função deslocamento como
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sendo:

~uL3 = ~uL1e
ikxdx

~uL4 = ~uL2e
ikydy

~uC2 = ~uC1e
ikydy

~uC3 = ~uC1e
ikxdx

~uC4 = ~uC1e
ikxdxejkydy

(3.65)

Figura 3.10: Célula da estrutura bi-periódica

A equação (3.65) estabelece uma relação de dependência entre pontos da estrutura, nas

direções x e y, afastados pelas distâncias dx e dy, respectivamente. Sendo assim, discretizando

uma das células da estrutura periódica por elementos finitos, os deslocamentos dos nós em

L3, L4, C2, C3 e C4 não são mais independentes.

Aplicando, então, a equação (3.65), observa-se que o vetor deslocamento dos nós da

estrutura pode ser descrito a partir dos nós da célula, em que a função de onda é independente

da forma:
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~u = [Tu]~uR = [Tu]







~uC1

~uL1

~uL2

~uI







(3.66)

onde o ı́ndice I representa os nós internos da estrutura elástica discretizada.

Do equiĺıbrio de forças entre as células adjacentes, a relação 3.64 pode ser aplicada para

obter-se:

~f = [Tf ]~fR = [Tf ]







~fC1

~fL1

~fL2

~0







(3.67)

Da aplicação do método dos elementos finitos, obtém-se o seguinte sistema de equações

lineares:

(
[K]− w2[M ]

)
~u = ~f (3.68)

Substituindo as relações 3.66 e 3.67 no sistema linear 3.68 e multiplicando por [Tu]
∗T –

onde o sobrescrito ∗T representa o complexo conjugado de uma matriz – obtém-se:

[Tu]
∗T ([K]− w2[M ]

)
[Tu]~uR = [Tu]

∗T [Tf ]~fR (3.69)

Como [Tu]
∗T [Tf ] = 0, o sistema linear a ser resolvido é:

(
[KR]− w2[MR]

)
~uR = ~0 (3.70)

onde

[KR] = [Tu]
∗T [K][Tu]

[MR] = [Tu]
∗T [M ][Tu]

(3.71)
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As matrizes [KR] e [MR] são denominadas de matrizes de rigidez e massa reduzidas e são

ambas hermitianas e a solução do problema de auto-valor representado pela equação (3.70)

produzirá, portanto, valores positivos para a frequência w para valores positivos do vetor de

onda ~k = {kx, ky}T (Langlet et al., 1995).

Por último, a frequência w é função periódica de ~k e a solução do problema pode ser

limitada aos valores de ~k na região irredut́ıvel de Brillouin delimitada na figura (3.8).
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Caṕıtulo 4

Propagação de Ondas em Meios

Poro-elásticos

Nesta seção são desenvolvidas as equações diferencias que regem o fenômeno de propagação

de ondas em meios poro-elásticos. Uma compilação dos trabalhos de Biot (1956ab) e Al-

lard (1993) é apresentada para a obtenção do modelo Biot-Allard de equações diferenciais

acopladas, em relação aos deslocamentos da estrutura elástica (ux, uy, ux) e do fluido que

compõe o material poro-elástico (Ux, Uy e Uz). O trabalho de Jonhson et al. (1987) também

é utilizado como referência e complementa o modelo Biot-Allard com a introdução de no-

vas constantes f́ısicas e novos modelos para funções utilizadas para o cálculo de coeficientes

variáveis na frequência e que aparecem, implicita e explicitamente, nas equações diferencias

de movimento do material poro-elástico. Definido o modelo Biot-Allard, utiliza-se os trabal-

hos de Atalla et al. (1998, 2001) para a obtenção de formulação “mista (u,p)”, a qual redefine

o modelo de Biot-Allard em um sistema de equações diferenciais acopladas como função dos

deslocamentos da estrutura elástica e da pressão no fluido (ux, uy, uz e p).

Para a realização dos cálculos que se seguem nesta seção, serão consideradas as seguintes

hipóteses:

(i) O comprimento da onda que se propaga no meio poro-elástico é suficientemente maior

que o elemento volumétrico escolhido, que por sua vez é pequeno o suficiente para que

as propriedades de continuidade sejam válidas, de forma que as propriedades médias

dentro do elemento possam ser consideradas constantes;
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(ii) O corpo sólido do material poro-elástico é representado por uma estrutura elástica

isotrópica e homogênea, onde todos os poros estão interconectados;

(iii) O fluido presente no material poro-elástico é considerado Newtoniano e preenche todo

o volume poroso do material;

(iv) A amplitude de excitação do meio poro-elástico é considerada pequena o suficiente para

que a deformação do material seja linear e dependa somente da direção da excitação –

quando o material é isotrópico;

(v) A propagação de ondas no meio poro-elástico é considerado um processo adiabático.

4.1 Modelo Biot-Allard

4.1.1 Relação tensão-deformação

As componentes do tensor de tensões de um elemento infinitesimal poro-elástico estão

representadas na figura (4.1).

Figura 4.1: Componentes do tensor de tensões em um elemento cúbico infinitesimal do ma-

terial poro-elástico
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Subdivide-se, então, o tensor de tensões em dois componentes escrevendo o tensor de

tensões total σtij como:

σtij = σsij + σfij (4.1)

onde σsij engloba as tensões geradas pelas forças agindo na matriz elástica do elemento poro-

elástico e, portanto, representado por:

σsij =








σ11 σ12 σ13

σ21 σ22 σ23

σ31 σ32 σ33








(4.2)

Da teoria da mecânica do cont́ınuo, sabe-se que o tensor σsij é simétrico, o que permite

escrever que σ12 = σ21, σ13 = σ31 e σ23 = σ32. Já as tensões geradas pelas forças agindo na

fase fluida são representadas por:

σfij = sδij =








s 0 0

0 s 0

0 0 s







, s = −φp (4.3)

onde φ é a porosidade do meio e p a pressão do fluido.

De forma semelhante, as deformações da matriz elástica ǫij podem ser descritas – em sua

forma linear – pelo tensor de deformações infinitesimais:

ǫij =
1

2
(ui,j + uj,i) =








u1,1
1
2
(u1,2 + u2,1)

1
2
(u1,3 + u3,1)

1
2
(u2,1 + u1,2) u2,2

1
2
(u2,3 + u3,2)

1
2
(u3,1 + u1,3)

1
2
(u3,2 + u2,3) u3,3








(4.4)

Já as deformações na fase fluida ξij são dadas por:

ξij = Uk,kδij =








U1,1 0 0

0 U2,2 0

0 0 U3,3








(4.5)
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onde as variáveis ui e Ui representam os deslocamentos médios avaliados no elemento poro-

elástico da matriz elástica e do fluido, respectivamente, e o ı́ndice “v́ırgula”, a diferenciação

na notação indicial.

Definidas as expressões para as tensões e deformações do material poro-elástico, deve-

se, então, achar a relação entre ambas. Para tanto, é desconsiderada a presença de forças

dissipativas e assume-se, portanto, que o sistema f́ısico em questão é conservativo. Sendo

assim, pode-se considerar que a diferença entre os estados de energia de um sistema em

repouso – livre da aplicação de forças, portanto não deformado e caracterizado por um estado

de energia mı́nimo – e de um sistema onde forças de excitação externas estão presentes, é

função da deformação do mesmo, sendo esta diferença denominada de energia de deformação.

Sabendo que a energia de deformaçãoW é função da deformação, ou seja,W = W (ǫij, ξij) =

W (ǫij, ξ), onde ξ = Uk,k, pode-se escrever que:

dW =
∂W

∂ǫij
dǫij +

∂W

∂ξ
dξ (4.6)

Assumindo que a função energia de deformação é quadrática e positiva definida, pode-se

escrever, da teoria da mecânica do cont́ınuo (Lai et al., 1999), a seguinte relação:

σsij =
∂W
∂ǫij

s = ∂W
∂ξ

(4.7)

A teoria da mecânica do cont́ınuo mostra também que, se a relação dada pela equação

(4.7) vale, o tensor de quarta ordem linear que dá a relação entre a tensão e a deformação

(relação constitutiva) é simétrico e W pode ser escrito como:

W = σsijǫij + σfijξij = σs11ǫ11 + σs22ǫ22 + σs33ǫ33 + 2(σs12ǫ12 + σs13ǫ13 + σs23ǫ23) + sξ (4.8)

Observa-se, das equações (4.7) e (4.8), que o tensor tensão-deformação de quarta ordem

pode ser representado por uma matriz 7X7 contendo 28 coeficientes distintos. Este número
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de coeficientes pode ser reduzido usando as propriedades de isotropia do material e de simetria

do tensor tensão-deformação. Em materiais isotrópicos, as tensões e deformações principais

coincidem. Escrevendo, então, a relação tensão-deformação nas direções principais para uma

material poro-elástico isotrópico, obtém-se:

σI = B1ǫI +B2(ǫII + ǫIII) +Qξ

σII = B1ǫII +B2(ǫI + ǫIII) +Qξ

σIII = B1ǫIII +B2(ǫI + ǫII) +Qξ

s = Q′ǫkk +Rξ

(4.9)

onde B1, B2, Q
′, Q e R são constantes elásticas a serem definidas.

A relação tensão-deformação pode, então, ser escrita da forma:







σI

σII

σIII

s







=











B1 B2 B2 Q

B2 B1 B2 Q

B2 B2 B1 Q

Q′ Q′ Q′ R

















ǫI

ǫII

ǫIII

ξ







(4.10)

Como o tensor tensão-deformação é simétrico (Q′ = Q), existem, portanto, somente 4

constantes elásticas distintas que realizam a transformação linear σ = F (ǫ). Introduzindo

novas constantes A = B2 e N = B1/2− A, pode-se reescrever a equação (4.9) em sua forma

mais familiar, dada pela equação (4.11).

σI = 2NǫI + Aǫkk +Qξ

σII = 2NǫII + Aǫkk +Qξ

σIII = 2NǫIII + Aǫkk +Qξ

s = Qǫkk +Rξ

(4.11)

onde as constantes elásticas A e N são equivalentes às constantes de Lamé.

Utilizando-se das propriedades dos invariantes dos tensores σsij e ǫij, pode-se escrever a

relação dada pela equação (4.11) para as direções ortogonais x1, x2 e x3:
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σ11 = 2Nǫ11 + Aǫkk +Qξ

σ22 = 2Nǫ22 + Aǫkk +Qξ

σ33 = 2Nǫ33 + Aǫkk +Qξ

σ12 = 2Nǫ12

σ13 = 2Nǫ13

σ23 = 2Nǫ23

s = Qǫkk +Rξ

(4.12)

A relação dada pela equação (4.12) pode também ser reescrita na forma mais compacta

dada pela equação (4.13).

σsij = 2Nǫij + Aǫkkδij +Qξδij

σfij = (Qǫkk +Rξ) δij = −φpδij
(4.13)

Por fim, substituindo a constante A por P−2N , a equação (4.13) pode ser reescrita como:

σsij = 2Nǫij + [(P − 2N)ǫkk +Qξ] δij

σfij = [Qǫkk +Rξ] δij = −φpδij
(4.14)

Caracterização das constantes P , N , Q e R

Seguem a discussão e a caracterização das constantes P , N , Q e R, propostas original-

mente por Allard (1993), sob o ponto de vista da engenharia.

Em primeira instância, observa-se que se Q = 0, então a primeira equação da expressão

(4.13) torna-se idêntica à relação tensão-deformação para sólidos elásticos dada pela lei de

Hooke (Equação 4.15). Da mesma maneira, quando Q = 0, a segunda equação da expressão

(4.13) toma forma equivalente à equação de estado linear para fluidos inv́ıscidos e R pode ser

comparado ao módulo volumétrico do fluido. Isto é, o sistema desacoplado pode ser escrito

por:
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σsij = 2Nǫij + A(ǫkk)δij

−φp = Rξ
(4.15)

Observa-se, então, que o termo Qξ relaciona a dilatação do fluido – imerso na matriz

elástica – com as tensões agindo na matriz elástica, e Qǫkk relaciona a dilatação da estrutura

com a variação da pressão do fluido. Allard (1993) afirma também que a constante Q deriva

do potencial de energia de interação Epi que, por volume unitário, é dado por:

Epi = Qui,iUj,j = Qǫiiξjj (4.16)

Defini-se, então, a constante Q como o coeficiente de acoplamento fluido-estrutura do

material poro-elástico.

Para a avaliação das constantes P , N , Q e R, Allard (1993) descreve 3 experimentos,

apresentados na sequência.

1. O material poro-elástico é submetido somente a esforços cortantes (ǫkk = ξ = 0), de

forma que as tensões no mesmo valem:

σsij = 2Nǫij; σfij = 0 (4.17)

Da equação (4.17), fica claro que N é o módulo de cisalhamento do material poro-

elástico, e consequentemente da matriz elástica, já que o fluido não oferece resistência

a esforços cortantes (σfij = 0).

2. É aplicada uma pressão pme na matriz elástica do material, enquanto a pressão interna

(p0) do fluido é mantida constante. Isso pode ser realizado cobrindo o material poro-

elástico com uma malha flex́ıvel submetida a uma pressão pme (Figura 4.2).
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Figura 4.2: Esquema do experimento 2: a malha flex́ıvel gera uma pressão na matriz elástica

pme, enquanto o ar dentro da malha mantém-se à pressão constante p0

Tendo em vista este carregamento, o sistema de equações (4.14) pode ser escrito como:

−pme =
(
P − 3

4
N
)
ǫkk +Qξ

0 = Qǫkk +Rξ
(4.18)

onde −pme = σ11 = σ22 = σ33.

Definindo Kb como o módulo volumétrico da matriz elástica, obtém-se, do experimento

proposto, que:

Kb = −pme
ǫkk

(4.19)

3. O material poro-elástico é submetido a um acréscimo de pressão (pf ) no fluido, como

mostrado na figura (4.3).

Neste experimento, a porosidade do material não varia com a aplicação da pressão, e

a deformação da matriz elástica é a mesma deformação obtida caso a matriz não fosse

porosa, podendo ser associada a uma simples mudança de escala (Allard, 1993).

Das condições de contorno definidas na figura (4.3), tem-se que o tensor de tensões da

matriz elástica vale:

σsij = −pf (1− φ)δij (4.20)
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Figura 4.3: Esquema do experimento 3: material sem a cobertura da malha flex́ıvel e sub-

metido a um acréscimo de pressão pf

sendo φ a porosidade do meio poro-elástico. A equação 4.14 pode ser escrita da forma:

−pf (1− φ) =
(
P − 3

4
N
)
ǫkk +Qξ

−φpf = Qǫkk +Rξ
(4.21)

Então, define-se como Ks o módulo volumétrico do material que compõe a estrutura

elástica do material poro-elástico, e Kf como o módulo volumétrico do fluido, onde:

Ks = − pf
ǫkk

; Kf = −pf
ξ

(4.22)

Das equações (4.19) a (4.22), deduz-se um sistema de três equações e três icógnitas (P ,

Q e R) dado por:

Q
Ks

+ R
Kf

= φ

(P− 3

4
N)

Ks
+ Q

Kf
= 1− φ

[(
P − 3

4
N
)
− Q2

R

]/

Kb = 1

(4.23)

A resolução do sistema dado pela equação (4.23) permite o cálculo das constates P , Q e

R. Seus valores estão expressos na equação (4.24).
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P =
(1−φ)

[

1−φ− Kb
KS

]

Ks+φ
Ks
Kf

Kb

1−φ− Kb
KS

+φKs
Kf

+ 3
4
N

Q =

[

1−φ− Kb
KS

]

φKs

1−φ− Kb
KS

+φKs
Kf

R = φ2Ks

1−φ− Kb
KS

+φKs
Kf

(4.24)

Algumas considerações podem ser feitas para simplificar os resultados dados pela equação

(4.24). Sabe-se que, para a maioria dos casos (Allard, 1993):

Ks >> Kb (4.25)

e
Ks

Kf

>>
1− φ

φ
(4.26)

Ainda, caso o fluido presente no material poro-elástico seja o ar – considerado como gás

ideal –, uma importante igualdade pode ser estabelecida da forma (Atalla et al., 2001):

φ

(

1 +
Q

R

)

≃ 1 (4.27)

É posśıvel, então, reescrever a equação (4.24) da forma:

P = Kb +
(1−φ)2
φ

Kf +
4
3
N

Q = (1− φ)Kf

R = φKf

(4.28)

Nota-se, então, que a constante R, quando o fluido que embebe o material poro-elástico é o

ar, vale simplesmente o módulo volumétrico Kf do volume de ar dentro do poro. Como pode

ser visto na seção (4.1.3), a influência da viscosidade do fluido não é considerada diretamente

na relação constitutiva do material poro-elástico; a influência da condução de calor no fluido

dentro dos poros nas constantes elásticas é, no entanto, considerada por Allard (1993) 1.

1O desenvolvimento da teoria apresentada pelo autor encontra-se no apêndice B
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Pode-se observar, do apêndice B, que o módulo volumétrico Kf do fluido – neste caso, o ar

– dentro dos poros do material, quando levado em conta os efeitos térmicos, é dado por K̃

definido na equação (B.18).

O valor das constantes elásticas, quando os efeitos de condução de calor no ar são con-

siderados, valem, então:

P = Kb +
(1−φ)2
φ

K̃ + 4
3
N

Q = (1− φ)K̃

R = φK̃

(4.29)

Sendo assim, fica definido parcialmente o modelo poro-elástico e as constantes necessárias

para a sua caracterização.

4.1.2 Relações dinâmicas e forças inerciais

Analisa-se, inicialmente, a relação entre as tensões e acelerações do elemento poro-elástico

sem serem levadas em consideração as forças viscosas 2. Para tanto, algumas considerações

devem ser feitas:

(i) O fluido imerso é inv́ıscido;

(ii) Os poros do material poro-elástico são pequenos em relação ao tamanho do elemento,

que é, por sua vez, pequeno em relação ao comprimento da onda que excita o material.

Uma consequência importante da última hipótese adotada é que o padrão da velocidade

microscópica do fluido se torna o mesmo padrão de um fluido incompresśıvel. Chega-se à essa

conclusão partindo do prinćıpio de que o campo de velocidades – gerado por uma onda que

se propaga pelo meio em questão – de um fluido incompresśıvel em obstáculos relativamente

pequenos comparados ao comprimento de onda, assemelha-se ao campo de velocidades de

um fluido incompresśıvel. Sendo assim, o padrão microscópico das velocidades do fluido

2A viscosidade será considerada mais adiante no texto com a inclusão de um coeficiente de amortecimento

b̃ na equação diferencial do movimento
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relativo à matriz elástica depende somente da direção de fluxo e não da magnitude do mesmo.

Assumindo também que o fluido é inv́ıscido, o campo de velocidades é, então, função linear

das componentes macroscópicas da velocidade na matriz elástica (u̇i) e no fluido (U̇i) (Biot,

1956a).

Considerando que o material poro-elástico pode ser modelado como isotrópico, onde os

deslocamentos nas direções x1, x2 e x3 são dinamicamente desacoplados, a expressão de

energia cinética é dada, então, por:

Ec =
1

2
u̇iρ11u̇i + u̇iρ12U̇i +

1

2
U̇iρ22U̇i (4.30)

Pode-se ver que existem três coeficientes de massa, os quais dependem da natureza e

geometria da matriz elástica e da densidade do fluido (Allard, 1993). A equação (4.30) é

dada para as velocidades macroscópicas – que são as médias das velocidades microscópicas

no elemento poro-elástico – da matriz elástica e do fluido, diferindo, portanto, da expressão

da energia cinética em função das velocidades microscópicas, dada por:

Ec =
1

2
(1− φ)ρs|~̇umicro|+

1

2
φρf | ~̇Umicro| (4.31)

Da formulação lagrangiana é posśıvel calcular, a partir da equação (4.30), as forças inerci-

ais qs e qf que agem na matriz elástica e no fluido do elemento poro-elástico, respectivamente,

dadas por:

qsi =
∂
∂t
∂Ec

∂u̇i
= ρ11üi + ρ12Üi

qfi = ∂
∂t
∂Ec

∂U̇i
= ρ12üi + ρ22Üi

(4.32)

Tem-se, então, que as forças inerciais derivadas da equação (4.30) são funções lineares das

acelerações da matriz elástica e do fluido, e da interação inercial entre ambos. Fisicamente,

a aceleração do fluido imerso na matriz elástica do elemento poro-elástico produz uma força

inercial de reação na matriz elástica e vice-versa, mesmo sem a presença da viscosidade, de

forma que ρ11 e ρ22 não correspondem às densidades médias da estrutura e do fluido (Allard,

1993).
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Para a avaliação dos coeficientes ρ11, ρ22 e ρ12, considera-se, inicialmente, o caso onde

não há movimento relativo entre a matriz elástica e o fluido (ui = Ui), de forma que não há

interação inercial entre ambas. Nesse caso, a expressão da energia cinética em função das

velocidades macroscópicas e microscópicas são equivalentes.

A seguinte relação pode, então, ser estabelecida:

ρ11 + 2ρ12 + ρ22 = (1− φ)ρs + φρf = ρtotal (4.33)

Para ui = Ui, pode-se escrever também, a partir da equação (4.31), que:

qfi = φρf Üi (4.34)

Da comparação entre as equações (4.32) e (4.34) – para ui = Ui –, obtém-se que:

ρ12 + ρ22 = φρf (4.35)

e, a partir da equação (4.33), obtém-se que:

ρ11 + ρ12 = (1− φ)ρs (4.36)

Assumindo, agora, que a matriz elástica permanece estática (ui = 0), tem-se que:

qsi = ρ12Üi

qfi = ρ22Üi
(4.37)

Observa-se neste caso que, mesmo com estrutura elástica imóvel, existe uma força de

reação inercial agindo na matriz devido à aceleração do fluido. Essa força de reação inercial

pode ser entendida como a força necessária para manter a matriz elástica parada quando o

fluido se movimenta. Sendo assim, esta força possui direção oposta à aceleração Ü ; conse-

quentemente, chega-se à conclusão de que ρ12 < 0.
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Definidas as relações entre os coeficientes de massa e as massas reais da estrutura sólida

e do fluido dadas pelas equações (4.35) e (4.36), resta, então, avaliar os coeficientes ρ11, ρ12 e

ρ22 em função da geometria interna do material poro-elástico. Para tanto, deve-se introduzir

o conceito de tortuosidade.

Considerando a estrutura de um material poroso composta por poros interconectados

que formam uma rede de “tubos” por onde o fluido embebido escoa, a tortuosidade de uma

material poroso está associada ao grau de desorganização de sua rede porosa. Quanto maior

a tortuosidade de uma material poroso, maior a dificuldade do fluido embebido escoar neste3.

Se a matriz elástica permanece estática (u̇i = 0) e as forças viscosas estão sendo de-

sconsideradas, pode-se escrever a relação entre o gradiente de pressão e a velocidade média

de escoamento da fase fluida, ambos na direção x1, para um material com porosidade φ e

tortuosidade ks, dada pela equação (A.59):

−φp,1 = jwksρfφU̇1 (4.38)

Pode-se também rescrever a constante de tortuosidade em sua forma mais conhecida α∞,

dada pela equação (C.6).

Sabendo que qf1 = −φp,1, e que, para uma onda se propagando à frequência w, Ü1 = jwU̇1,

a equação (4.37) permite escrever:

ρ22 = φα∞ρf (4.39)

Da equação (4.35), obtém-se:

ρ12 = φρf − φα∞ρf = −(α∞ − 1)φρf (4.40)

e, finalmente,

ρ11 = (1− φ)ρs + (α∞ − 1)φρf (4.41)

3Uma melhor definição do conceito de tortuosidade é dado por Allard (1993) e Johson et al. (1987). Um

resumo da definição de tortuosidade apresentada nestas referências encontra-se em anexo no texto.
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As equações (4.39) a (4.41) relacionam as densidades aparentes e f́ısicas com a tortuosi-

dade e a porosidade.

Equação diferencial sem a inclusão de forças viscosas

A equação diferencial do movimento para sistemas conservativos (sem a inclusão de forças

dissipativas) pode ser calculada aplicando-se o prinćıpio de Hamilton, descrito por:

δ
∫ t2
t1

(Ec − Ep) dt = 0

δqk(t1) = δqk(t2)
(4.42)

onde Ec e Ep representam as energias cinética e potencial do sistema, e qk representa as

coordenadas generalizadas.

Desconsiderando as forças de corpo e escolhendo qk como os deslocamentos do fluido e da

estrutura (Ui e ui), pode-se escrever:

Ec =
∫

V0

(
1
2
u̇iρ11u̇i + u̇iρ12U̇i +

1
2
U̇iρ22U̇i

)

dV

Ep =
∫

V0
WdV −

∫

S0
t̄i(t)uidS −

∫

S0
p̄i(t)UidS

(4.43)

onde t̄i(t) e p̄i(t) são as forças externas na superf́ıcie do material poro-elástico, e

W = σsijǫij + σfijξij (4.44)

Pode-se reescrever a equação (4.42) como:

∫ t2

t1

(δ{Ec} − δ{Ep}) dt = 0 (4.45)

Os variacionais das energias cinética e potencial podem ser dados por:

δ{Ec} =

∫

V0

(
∂Ec
∂u̇i

δu̇i +
∂Ec

∂U̇i
δU̇i

)

dV (4.46)
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e

δ{Ep} =
∫

V0
δ{W}dV −

∫

S0
δ{t̄i(t)ui}dS −

∫

S0
δ{p̄i(t)Ui}dS

=
∫

V0

(
∂W
∂ǫij

δǫij +
∂W
∂ξij

δξij

)

dV −
∫

S0
t̄i(t)δuidS −

∫

S0
p̄i(t)δUidS

(4.47)

Avaliando o primeiro termo dentro da integral logo à direita do sinal de igualdade da

equação (4.47):

∫

V0

∂W

∂ǫij
δǫijdV =

1

2

∫

V0

σsij(δui,j + δuj,i)dV (4.48)

Como o tensor de tensões é simétrico (σsij = σsji), pode-se simplificar a equação (4.48)

usando o teorema de Green e obter-se:

∫

V0

∂W
∂ǫij

δǫijdV =
∫

V0
σsijδui,jdV

=
∫

V0

[
(σsijδui),j − σsij,jδui

]
dV

=
∫

S0
σsijδuinjdS −

∫

V0
σsij,jδuidV

(4.49)

Repetindo o mesmo procedimento para o segundo termo da mesma integral, obtém-se:

∫

V0

∂W

∂ξij
δξijdV =

∫

S0

σfijδUinjdS −
∫

V0

σfij,jδUidV (4.50)

Avaliando agora o termo δ{Ec}:

δ{Ec} =

∫

V0

[ρ11u̇iδu̇i + ρ12U̇iδu̇i + ρ12u̇iδU̇i + ρ22U̇iδU̇i]dV (4.51)

Integrando, por partes, no tempo, o primeiro termo da equação (4.51), obtém-se:

∫ t2
t1
ρ11u̇iδu̇idt = ρ11 [u̇iδui]

t2
t1
− ρ11

∫ t2
t1
üiδuidt

= −ρ11
∫ t2
t1
üiδuidt

(4.52)

onde [u̇iδui]
t2
t1
= 0 pois δqk(t1) = δqk(t2).

Seguindo o mesmo procedimento para os três últimos termos dentro da integral da equação

(4.51), obtém-se:
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∫ t2

t1

δ{Ec}dt = −
∫ t2

t1

∫

V0

[(ρ11üi + ρ12Üi)δui + (ρ12üi + ρ22Üi)δUi]dV dt (4.53)

Substituindo as equações (4.47), (4.49), (4.50) e (4.53) na equação (4.45), chega-se a:

∫ t2
t1
δ(Ec − Ep) = −

∫ t2
t1

[∫

V0
(ρ11üi + ρ12Üi − σsij,j)δuidV +

∫

V0
(ρ12üi + ρ22Üi − σfij,j)δUidV

+
∫

S0
(−t̄i(t) + σsijnj)δuidS +

∫

S0
(−p̄i(t) + σfijnj)δUidS

]

dt = 0

(4.54)

A equação (4.54) vale para δui e δUi quaisquer em V0 e S0 somente se:

ρ11üi + ρ12Üi − σsij,j = 0 em V0

ρ12üi + ρ22Üi − σfij,j = 0 em V0

t̄i(t) = σsijnj em S0

p̄i(t) = σfijnj em S0

(4.55)

As duas primeiras equações da expressão (4.55) compõem os sistemas de equações diferen-

cias do movimento acopladas para materiais poro-elásticos sem a ação de forças dissipativas.

As duas últimas equações são as condições naturais de contorno do sistema.

4.1.3 Função potencial dissipativa – forças viscosas

Na seção anterior, a equação diferencial do movimento para o meio poro-elástico – acoplada

nas variáveis ui e Ui, que representam os valores médios das velocidades reais microscópicas,

da estrutura porosa e do fluido, em um dado elemento do material – foi obtida desconsiderando-

se a viscosidade do fluido. No entanto, sabe-se que as forças viscosas possuem um papel

relevante na descrição dinâmica do corpo poro-elástico.

Biot (1956b) introduz uma função potencial de dissipação para a descrição das forças

viscosas presentes no meio poro-elástico. O autor considera a função potencial de dissipação
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como homogênea quadrática, e como função dos deslocamentos generalizados ui e Ui; ademais,

como o material é considerado isotrópico, as direções ortogonais devem ser desacopladas.

Considera-se também que as forças viscosas desaparecem quando o movimento relativo médio

entre a matriz elástica e o fluido é nulo (ui−Ui = 0); e a função potencial de dissipação pode

ser escrita como:

D =
1

2
(u̇i − U̇i)b̃(u̇i − U̇i) (4.56)

onde b̃ é função da frequência de propagação da onda que excita o material poro-elástico, e

relaciona linearmente as forças viscosas e as velocidades relativas da estrutura porosa e do

fluido.

Para a avaliação do coeficiente b̃ é necessário transpor a influência das forças viscosas do

ńıvel micro para o ńıvel macroscópico do material. Para tanto, Biot investiga problemas de

propagação de ondas em um fluido presente em duas configurações simples: tubos ciĺındricos

e placas plana paralelas – ambas consideradas como sendo extremos opostos da geometria

que um poro pode ter. Este estudo pode ser encontrado nos trabalhos de Biot (1956b) e

Allard (1993), cuja śıntese encontra-se no apêndice A.

Avaliação do coeficiente b̃

Considera-se, inicialmente, que a matriz elástica permanece imóvel (ui = 0). Para a

obtenção da equação diferencial do movimento do elemento, admite-se que a viscosidade do

fluido não influencia diretamente nas forças inerciais e elásticas do elemento, sendo que sua

influencia dinâmica é totalmente considerada pela função potencial de dissipação. Utilizando-

se dos resultados apresentados pela equação (4.55) e da definição da função dissipativa dada

pela equação (4.56), pode-se escrever:

ρ11üi + ρ12Üi − σsij,j = − ∂D
∂u̇i

= −b̃(u̇i − U̇i)

ρ12üi + ρ22Üi − σfij,j = − ∂D
∂U̇i

= b̃(u̇i − U̇i)
(4.57)
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Se ui = 0 e sabendo que sabendo que σfij = −φpδij e ρ22 = φα∞ρf , obtém-se, a partir da

equação (4.57), que:

−φp,i = ρ22Üi + b̃U̇i (4.58)

Para o caso em que uma onda de frequência w se propaga em um tubo ciĺındrico na

direção x1, a equação (4.58) pode ser escrita como:

−φp,1 = jwρ22U̇1 + b̃U̇1 (4.59)

Comparando as equações (4.59) e (A.58), conclui-se que:

b̃ = σφ2Gtc(z), z =

√

8wρfks
σφ

(4.60)

onde σ representa a resistividade do material poroso, definida como a razão entre o gradiente

da pressão e o fluxo volumétrico da fase fluida. A função Gtc(z) representa o desvio, em

função da frequência, entre o valor das forças viscosas produzidas no contato fluido-sólido

quando o fluido se desloca harmonicamente por um tubo ciĺındrico, e quando este flui não

harmonicamente (condição de fluxo de Poiseuille).

Da mesma forma, aplicando a a equação (4.58) para o caso onde uma onda se propaga

em placas planas paralelas, e comparando o resultado com a equação (A.60), obtém-se:

b̃ = σφ2Gpp(z
′), z′ =

√

3wρfks
σφ

(4.61)

sendo que a função Gpp(z
′) é o equivalente da função Gtc(z) para o caso de um fluido se

propagando entre placas paralelas. Observa-se que ambas as funções são iguais à unidade

quando w = 0.

Dos resultados das equações (4.60) e (4.61), conclui-se que o coeficiente b̃ pode ser escrito,

de forma geral, como:

b̃ = σφ2F̃ (A
√
w) (4.62)
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onde a função qualquer F̃ e a constante A dependem da geometria da seção transversal dos

poros.

É interessante, porém, que b̃ possa ser descrito por uma única função F̃ independente

da geometria dos poros do material, tal que a caracterização de b̃ para diferentes materiais

dependa somente da aferição da constante A. Seguindo este racioćınio, Biot (1956b) mostra

que as funções Gtc(z) e Gpp(z
′) são muito similares quando:

z =
4

3
z′ (4.63)

Isso pode ser observado na figura (4.4) onde estão ilustrados as curvas Gtc(z) e Gpp(
3
4
z)

em função dos valores de z.

Figura 4.4: Curvas dos fatores de forma Gtc(z) e Gpp(z
′) para z′ = 3

4
z

Substituindo a equação (4.63) na expressão de z′ dada pela equação (4.61), obtém-se:

σφ2Gtc(z) ∼= σφ2Gpp(z), z =

√

2

3

(
3wρfks
σφ

) 1

2

(4.64)
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Escrevendo, então, a expressão de z na forma:

z = c

(
3wρfks
σφ

) 1

2

(4.65)

onde c é uma constante que depende somente da geometria o poro, pode-se, por fim, escrever

uma expressão geral para b̃ da forma:

b̃ = σφ2G(z) (4.66)

para G(z) = Gtc(z) e z dado pela equação (4.65).

Neste caso, se os poros do material poro-elástico possuem geometria ciĺındrica, a constante

c deve ser avaliada como igual a 1, e se os poros são chatos, c deve se aproximar de
√

2/3.

Biot (1956b) assumiu que a expressão (4.66) produz resultados satisfatórios para quais-

quer seções transversais dos poros de um material, desde que a constante c seja avaliada

corretamente. Allard (1993) se aprofunda um pouco mais sobre o assunto e tabela alguns

valores para c; o comportamento das funções Gpp(z) e Gtc(z) para baixas e altas frequências

também é discutido.

Tem-se, então, que a função G(z) permite a cálculo de b̃ para geometrias diversas dos

poros. Johnson et al. (1987) também propõe uma função para o cálculo de b̃, dada por:

Gj(w) =

(

1 +
4jα2

∞ηρ0w

σ2Λ2φ2

) 1

2

(4.67)

onde Λ é o comprimento caracteŕıstico viscoso, α∞ é a tortuosidade do material poro-elástico,

η a viscosidade cinemática e ρ0 a densidade do fluido. As definições dessas constantes estão

mostradas no apêndice A.

A função Gj(w) é mais comumente usada que a função G(z) para o cálculo do coeficiente

dissipativo (b̃), entre outros motivos, por ser mais fácil de calcular que G(z) (Allard, 1993).

Neste trabalho, optou-se pela função Gj(w) para a realização dos cálculos necessários.
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Equação diferencial do movimento com dissipação viscosa

Definidas todas as constantes do problema, a equação diferencial de movimento do modelo

Biot-Allard pode ser escrita da forma:

σsij,j = ρ11üi + ρ12Üi + b̃(u̇i − U̇i)

σfij,j = ρ12üi + ρ22Üi − b̃(u̇i − U̇i)
(4.68)

As variáveis b̃ e K̃ são apresentadas na tabela (4.1).

b̃ = φ2σG̃ K̃ = γP0

γ−(γ−1)F (B2w)

F (B2w) =
[

1 + σ′φ
jwρfα∞

G̃′
]−1

G(z) = − z
√
−j
4

J1(z
√
−j)

J0(z
√
−j)

/[

1− 2
z
√
−j

J1(z
√
−j)

J0(z
√
−j)

]

G̃ = G(z) G̃ = G(Bz′)

z = c
(

8wα∞ρf
σφ

) 1

2

z′ =
(

8wα∞ρf
σ′φ

) 1

2

= 1
c′

(
8wα∞ρf

σφ

) 1

2

G̃ = Gj(w) =
(

1 +
4jα2

∞
ηρfw

σ2Λ2φ2

)

G̃ = G′
j(B

2w) =
(

1 +
4jα2

∞
ηρfB

2w

σ′2Λ′2φ′2

)

Tabela 4.1: Constantes e funções para o cálculo de b̃ e K̃

4.2 Formulação Mista (u,p)

A formulação mista (u,p), proposta por Allard et al. (1998), modifica a formulação

Biot-Allard escrevendo-a em função dos deslocamentos da matriz elástica e da pressão no

elemento poro-elástico. Para tanto, é necessário reescrever o sistema de equações diferenciais

no domı́nio da frequência e escrever o deslocamento da fase fluida em função da pressão do

elemento poro-elástico.

Considerando que as variáveis ui e Ui possuem dependência no tempo dado pela função

ejwt, a equação (4.68) pode ser escrita da forma:

σsij,j + w2ρ11ui + w2ρ12Ui − jwb̃(ui − Ui) = 0

σfij,j + w2ρ12ui + w2ρ22Ui + jwb̃(ui − Ui) = 0
(4.69)
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Definindo-se funções densidade no domı́nio da frequência que englobam os efeitos viscosos,

tem-se:

ρ̃11 = ρ11 +
b̃
jw

ρ̃12 = ρ12 − b̃
jw

ρ̃22 = ρ22 +
b̃
jw

(4.70)

Aplicando-se as equações (4.70) e (4.3) na equação (4.69), obtém-se o sistema de equações

diferenciais do movimento, para o material poro-elástico, da seguinte forma:

σsij,j + w2ρ̃11ui + w2ρ̃12Ui = 0

−φp,i + w2ρ̃12ui + w2ρ̃22Ui = 0
(4.71)

Da segunda equação do sistema (4.71), pode-se escrever:

Ui =
φ

ρ̃22w2
p,i −

ρ̃12
ρ̃22

ui = 0 (4.72)

Substituindo a equação (4.72) na equação diferencial do movimento da fase sólida do

material, representada na primeira linha da equação (4.71), obtém-se:

w2ρ̃ui + φ
ρ̃12
ρ̃22

p,i + σsij,j = 0 (4.73)

sendo

ρ̃ = ρ̃11 −
(ρ̃12)

2

ρ̃22
(4.74)

Para que a equação diferencial (4.73) dependa somente de ui e p, é necessário eliminar a

dependência de Ui dos tensores de tensão σ
s
ij e σ

f
ij, dados pelas equações em (4.13), as quais,

escritas em função dos deslocamentos ui e Ui, são:

σsij(ui, Ui) = 2N 1
2
(ui,j + uj,i) + Auk,kδij +QUk,kδij

σfij(ui, Ui) = −φpδij = Quk,kδij +RUk,kδij
(4.75)
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Isolando a variável Ui na relação constitutiva da fase fluida na equação (4.75) e substi-

tuindo na relação constitutiva da fase sólida, obtém-se:

σsij(ui, p) =

(

A− Q2

R

)

uk,kδij + 2N
1

2
(ui,j + uj,i)− φ

Q

R
pδij (4.76)

O tensor de tensões da fase sólida pode, então, ser escrito da forma:

σsij(ui, p) = σ̂sij(ui)− φ
Q

R
pδij (4.77)

onde

σ̂sij(ui) =

(

A− Q2

R

)

ǫkkδij + 2Nǫij =

(

Kb −
2

3
N

)

ǫkkδij + 2Nǫij (4.78)

O resultado apresentado na equação (4.78) é obtido a partir das equações (4.14) e (4.26).

Substituindo a equação (4.77) na equação (4.73), obtém-se, finalmente, a equação diferencial

do movimento da fase sólida em função dos deslocamentos da matriz elástica e da pressão,

dado por:

σ̂sij,j + w2ρ̃ui + γ̃p,i = 0 (4.79)

onde

γ̃ = φ

(
ρ̃12
ρ̃22

− Q

R

)

(4.80)

Para a obtenção da equação diferencial do movimento da fase fluida em função de ui e p,

tira-se o divergente da equação (4.72) e combina-se esse resultado com a relação constitutiva

da fase fluida (eq. 4.75), obtendo-se:

p,kk +
ρ̃22
R
w2p− ρ̃22

φ2
γ̃w2uk,k = 0 (4.81)
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Equações diferenciais da formulação (u,p) no domı́nio da frequência

O sistema de equações diferenciais da onda emmateriais poro-elásticos, quando as equações

estão em função dos deslocamentos da fase sólida e da pressão, é dado por:

σ̂sij,j + w2ρ̃ui + γ̃p,i = 0 (4.82a)

φ2

ρ̃22
p,kk + w2φ

2

R
p− w2γ̃uk,k = 0 (4.82b)

A formulação mista (u,p) resultante é adequada para uma implementação eficiente do

problema poro-elástico acoplado e será utilizada na sequência deste trabalho.
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Caṕıtulo 5

Método dos Elementos Finitos

Aplicado ao Problema Poro-Elástico

Para a resolução numérica dos problemas apresentados neste trabalho, foi utilizado o

método dos elementos finitos. O método escolhido para a obtenção da forma integral fraca

das equações diferenciais dadas pela formulação mista (u,p) da equação (4.82) foi o residual;

as integrais de corpo e contorno foram calculadas pela aplicação da integração de Gauss em

elementos quadrilaterais isoparamétricos (quad4).

5.1 Formulação Fraca

A avaliação variacional de um sistema discretizado pode ser feita em sub-domı́nios geométricos

denominados elementos. Para a obtenção da forma fraca das equações do sistema (4.82) para

estes elementos, deve-se escrever o reśıduo do sistema a partir da multiplicação da equação

diferencial da fase sólida pela função ponderadora δui, e a fase fluida pela ponderação δp, e

integrar o produto no domı́nio, para obter-se:

∫

Ω

σ̂sij,jδuidΩ + w2

∫

Ω

ρ̃uiδuidΩ +

∫

Ω

γ̃p,iδuidΩ = 0 (5.1a)

∫

Ω

φ2

ρ̃22
p,iiδpdΩ + w2

∫

Ω

φ2

R
pδpdΩ− w2

∫

Ω

γ̃ui,iδpdΩ = 0 (5.1b)
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A intenção da formulação fraca é diminuir o grau das derivadas que aparecem nas inte-

grais de forma a ser posśıvel a utilização de funções de interpolação polinomiais de menor

grau. Integrando por partes o primeiro termo da equação (5.1a) e aplicando o teorema da

divergência, obtém-se:

∫

Ω
σ̂sij,jδuidΩ =

∫

Ω

(
σ̂sijδui

)

,j
dΩ−

∫

Ω
σ̂sijδui,jdΩ

=
∫

Γ
σ̂sijnjδuidΓ−

∫

Ω
σ̂sijδui,jdΩ

(5.2)

Os mesmos procedimentos podem ser realizados para o primeiro e terceiro termo da

equação (5.1b) para obter-se:

∫

Ω

φ2

ρ̃22
p,iiδpdΩ =

∫

Γ

φ2

ρ̃22
p,iniδpdΓ−

∫

Ω

φ2

ρ̃22
p,iδp,idΩ (5.3)

e
∫

Ω

γ̃ui,iδpdΩ =

∫

Γ

γ̃uiniδpdΓ−
∫

Ω

γ̃uiδp,idΩ (5.4)

Substituindo as equações (5.2), (5.3) e (5.4) no sistema (5.1), obtém-se, por fim, a forma

fraca do problema, dada por (Silva, 2007):

∫

Ω

σ̂sijδui,jdΩ− w2

∫

Ω

ρ̃uiδuidΩ +

∫

Ω

γ̃p,iδuidΩ−
∫

Γ

σ̂sijnjδuidΓ = 0 (5.5a)

∫

Ω

φ2

ρ̃22
p,iδp,idΩ− w2

∫

Ω

φ2

R
pδpdΩ− w2

∫

Ω

γ̃uiδp,idΩ + w2

∫

Γ

(

γ̃un − φ2

ρ̃22w2

∂p

∂n

)

δpdΓ = 0

(5.5b)

Com base na discretização do sistema por elementos, é posśıvel propor um esquema de

aproximação numérica do tipo aproximação modal.
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5.2 Aproximação por Elementos Finitos

Na aproximação por elementos finitos, o domı́nio Ω é discretizado em vários elementos,

onde considera-se que as propriedades f́ısicas do material poro-elástico mantêm-se constantes,

e que a equação (5.5) é válida no domı́nio elementar Ωe, ou seja:

ne∑

k=1

(∫

Ωe

σ̂sijδui,jdΩe − w2

∫

Ωe

ρ̃uiδuidΩe +

∫

Ωe

γ̃ep,iδuidΩe −
∫

Γe

σ̂sijnjδuidΓe

)

= 0 (5.6a)

ne∑

k=1

(∫

Ωe

φ2

ρ̃22
p,iδp,idΩe − w2

∫

Ωe

φ2

R
pδpdΩe − w2

∫

Ωe

γ̃uiδp,idΩe + w2

∫

Γe

(

γ̃un − φ2

ρ̃22w2

∂p

∂n

)

δpdΓe

)

= 0

(5.6b)

As variáveis do problema são aproximadas nos nós do elemento a partir de funções de

interpolação; a soma, então, das contribuições nodais de cada elemento permite a montagem

do sistema global para o domı́nio Ω. A aproximação das variáveis para os k pontos do

elemento é feita da seguinte forma:

ui ≃ [Nu]
T {ū}

p ≃ [Np]
T {p̄}

(5.7)

onde {ū} e {p̄} representam os valores nodais dos deslocamentos da matriz elástica e da

pressão, isto é:

{ū} = {u1 v1 w1 u2 v2 w2 u3 v3 w3 . . . uk vk wk}T

{p̄} = {p1 p2 p3 . . . pk}T
(5.8)

As matrizes [Nu]
T e [Np]

T valem:

[Nu]
T =








N1 0 0 N2 0 0 N3 0 0 . . . Nk 0 0

0 N1 0 0 N2 0 0 N3 0 . . . 0 Nk 0

0 0 N1 0 0 N2 0 0 N3 . . . 0 0 Nk








3×k

(5.9)

[Np]
T =

[

N1 N2 N3 . . . Nk

]

1×k
(5.10)
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Para a aproximação nodal das derivadas espaciais dos deslocamentos da matriz elástica

(ui,j), utiliza-se a transformação linear [Lu]:

[Lu] =

















∂
∂x1

0 0

0 ∂
∂x2

0

0 0 ∂
∂x3

∂
∂x2

∂
∂x1

0

∂
∂x3

0 ∂
∂x1

0 ∂
∂x3

∂
∂x2

















6×3

(5.11)

e pode-se escrever:

ui,j ≃ [Lu] [Nu]
T

︸ ︷︷ ︸
{ū}

[Bu]
(5.12)

De forma semelhante, o gradiente da pressão p,i pode ser escrito como:

p,i ≃ [Lp] [Np]
T

︸ ︷︷ ︸
{p̄}

[Bp]
(5.13)

onde

[Lp] =








∂
∂x1

∂
∂x2

∂
∂x3








3×1

(5.14)

Matriz de Rigidez [K]

Para aproximar a primeira integral da forma fraca da equação diferencial da fase sólida

(equação 5.6a), dada por:

∫

Ωe

σ̂sijδui,jdΩe (5.15)
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escreve-se a equação (4.78) na sua forma matricial:







σ̂s11

σ̂s22

σ̂s33

σ̂s12

σ̂s13

σ̂s23







︸ ︷︷ ︸

=

















Kb +
4
3
N Kb − 2

3
N Kb − 2

3
N 0 0 0

Kb − 2
3
N Kb +

4
3
N Kb − 2

3
N 0 0 0

Kb − 2
3
N Kb − 2

3
N Kb +

4
3
N 0 0 0

0 0 0 N 0 0

0 0 0 0 N 0

0 0 0 0 0 N

















︸ ︷︷ ︸







ǫ11

ǫ22

ǫ33

2ǫ12

2ǫ13

2ǫ23







︸ ︷︷ ︸

{σ̂s} [D] {ǫ}

(5.16)

O gradiente da variação admisśıvel do deslocamento pode ser aproximada por:

δui,j ≃ [Bu] {δū} (5.17)

Para a aproximação nodal do termo (5.15) no elemento, substitui-se as equações (5.16) e

(5.17) em (5.15), e obtém-se:

∫

Ωe

σ̂sijδūi,jdΩe ≃
∫

Ωe

{σ̂s} · [Bu] {δū} dΩe =

∫

Ωe

[Bu]
T [D] {ǫ} dΩe · {δū} (5.18)

onde o śımbolo (·) representa o produto escalar. Da equação (5.12), pode-se escrever que:

{ǫ} ≃ [Bu] {ū} (5.19)

Substituindo o resultado da equação (5.19) na equação (5.18), obtém-se:

∫

Ωe

σ̂sijδui,jdΩe ≃
∫

Ωe

[Bu]
T [D] [Bu] dΩe {ū} · {δū} (5.20)

Defini-se, então, a matriz de rigidez do problema como:
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[K] =

∫

Ωe

[Bu]
T [D] [Bu] dΩe (5.21)

Matriz de Massa [M ]

A aproximação em elementos finitos da segunda integral da equação diferencial da fase

sólida do material poro-elástico (equação 5.6a) é dada por:

∫

Ωe
ρ̃uiδuidΩe ≃ ρ̃

∫

Ωe

(

[Nu]
T {ū}

)

·
(

[Nu]
T {δū}

)

dΩe

= ρ̃
∫

Ωe

(

[Nu]
T {δū}

)T (

[Nu]
T {ū}

)

dΩe

= ρ̃
∫

Ωe
{δū}T [Nu] [Nu]

T {ū} dΩe

= ρ̃
∫

Ωe
[Nu] [Nu]

T dΩe {ū} · {δū}

(5.22)

Defini-se, então, a matriz de massa [M ] como:

[M ] = ρ̃

∫

Ωe

[Nu] [Nu]
T dΩe (5.23)

Matriz de Acoplamento da fase sólida [C]

Fazendo, agora, a aproximação em elementos finitos da terceira integral da equação (5.6a),

obtém-se para cada elemento:

∫

Ωe
γ̃p,iδuidΩe ≃ γ̃

∫

Ωe
[Bp] {p̄} · [Nu]

T {δū} dΩe

= γ̃
∫

Ωe
([Bp] {p̄})T [Nu] {δū} dΩe

= γ̃
∫

Ωe
[Nu] [Bp] dΩe {p̄} · {δū}

(5.24)

A matriz de acoplamento da fase sólida é, portanto, definida por:
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[C] = γ̃

∫

Ωe

[Nu] [Bp] dΩe (5.25)

Matriz Volumétrica [H]

Aproximando o primeiro termo da equação diferencial da fase fluida (equação 5.6b),

obtém-se:

∫

Ωe

φ2

ρ̃22
p,iδp,idΩe ≃ φ2

ρ̃22

∫

Ωe
([Bp] {p̄}) · ([Bp] {δp̄}) dΩe

= φ2

ρ̃22

∫

Ωe
[Bp]

T [Bp] dΩe {p̄} · {δp̄}
(5.26)

A matriz volumétrica é, então:

[H] =
φ2

ρ̃22

∫

Ωe

[Bp]
T [Bp] dΩe (5.27)

Matriz de Inércia [Q]

Aproximando o segundo termo da equação (5.6b), obtém-se:

∫

Ωe

φ2

R
pδpdΩe ≃ φ2

R

∫

Ωe

(

[Np]
T {p̄}

)

·
(

[Np]
T {δp̄}

)

dΩe

= φ2

R

∫

Ωe
[Np] [Np]

T dΩe {p̄} · {δp̄}
(5.28)

Defini-se, então, a matriz de inércia como:

[Q] =
φ2

R

∫

Ωe

[Np] [Np]
T dΩe (5.29)
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Matriz de Acoplamento da fase fluida [Cf ]

Aproximando para elementos finitos o termo de acoplamento da equação diferencial da

fase fluida, chega-se ao seguinte resultado:

∫

Ωe
γ̃uiδpidΩe ≃ γ̃

∫

Ωe
[Bp] {δp̄} · [Nu]

T {ū} dΩe

= γ̃
∫

Ωe
[Bp]

T [Nu]
T dΩe {ū} · {δp̄}

(5.30)

A matriz de acoplamento da fase fluida é, portanto, a transposta da matriz de acoplamento

da fase sólida:

[Cf ] = γ̃

∫

Ωe

[Bp]
T [Nu]

T dΩe = [C]T (5.31)

Montagem das Matrizes

Das equações (5.20) a (5.31), pode-se escrever o sistema (5.5) da forma:








[K]− w2 [M ] − [C]

−w2 [C]T [H]− w2 [Q]











{ū}
{p̄}






−







{Fs}
{Ff}









 ·







{δū}
{δp̄}






= 0 (5.32)

Os termos {Fs} e {Ff} representam as forças externas agindo, respectivamente, nas fases

sólida e fluida do material poro-elástico e são dadas pelas integrais de contorno presentes,

também respectivamente, nas equações (5.6a) e (5.6b). A avaliação dessas integrais dependem

das condições de contorno impostas e de acoplamento do elemento em questão e é realizada

na seção (5.3). Ademais, como as variações admisśıveis {δū} e {δp̄} são diferentes de zero, a

aproximação por elementos finitos do sistema (5.1) pode ser obtida pela resolução do sistema

de equações lineares dada por:




[K]− w2 [M ] − [C]

−w2 [C]T [H]− w2 [Q]











{ū}
{p̄}






=







{Fs}
{Ff}






(5.33)
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5.3 Aproximação por Elementos Finitos: Contorno

Nesta seção, analisa-se as integrais de contorno que aparecem na formulação fraca do

problema poro-elástico escrito na equação (5.5). Essas integrais são chamadas de condições

de contorno naturais, pois são impostas naturalmente quando o problema é escrito em sua

forma fraca.

A análise das integrais para as condições de acoplamento poro-elástico/acústico e poro-

elástico/poro-elástico, pressão, deslocamento e restrições impostas segue as deduções apre-

sentadas nos trabalhos de Debergue et al. (1999) e Atalla et al (2001a).

Primeiramente, definem-se as integrais de contorno da forma:

Iδui =

∫

Γ

σ̂sijnjδuidΓ (5.34)

Iδp =

∫

Γ

(

γ̃un − φ2

ρ̃22w2

∂p

∂n

)

δpdΓ (5.35)

A equação (5.34) pode ser reescrita utilizando-se a equação (4.79), obtendo-se:

Iδui = −
∫

Γ

σsijnjδuidΓ−
∫

Γ

φ

(

1 +
Q

R

)

pδundΓ (5.36)

Das equações (4.72) e (4.81), a equação (5.35) pode, também, ser reescrita como:

Iδp = −
∫

Γ

φ

(

1
Q

R

)

unδpdΓ−
∫

Γ

φ (Un − un) δpdΓ (5.37)

Como dito anteriormente, as equações (5.36) e (5.37) representam as ações das forças ex-

ternas às fases sólida e fluida, respectivamente, agindo no elemento poro-elástico; seus valores

dependem das condições de contorno impostas e de acoplamento do domı́nio poro-elástico,
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Iδp = 0 (5.40)

Observa-se que Iδui é a integral de contorno na forma fraca de um domı́nio elástico excitado

por um campo de pressão. Supondo que o fluido que permeia o material poro-elástico em

questão é o ar, a integral (5.39) pode ser simplificada utilizando o resultado da equação

(4.24):

φ

(

1 +
Q

R

)

≃ 1 (5.41)

e a integral (5.39) se torna:

Iδui = 0 (5.42)

Neste caso, Iδui também é nulo, sendo posśıvel concluir que a excitação imposta pelo

campo de pressão do ar na estrutura sólida pode ser negligenciada. Basta, portanto, impor-

se p = pΓ em Γi para a aferição da condição imposta, mostrando mais uma vantagem da

formulação (u,p) do problema poro-elástico em comparação ao modelo clássico de Biot-Allard.

5.3.2 Condições de contorno impostas: deslocamento

Quando o deslocamento da matriz elástica uiΓ é imposto em Γi, as condições de contorno

que se aplicam às equações (5.36) e (5.37) são:







ui = uiΓ

unΓ = (1− φ)un + φUn ⇒ Un − un = 0
em Γi (5.43)

onde a primeira condição garante a continuidade da fase elástica e a segunda, o equiĺıbrio

de fluxo entre as fases elástica e fluida. Sendo o deslocamento da matriz elástica fixado, sua

variação admitida δūi é nula e as integrais de contorno (5.36) e (5.37) valem:

Iδui = 0 (5.44)
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Iδp = −
∫

Γ

φ

(

1 +
Q

R

)

uiΓδpdΓ (5.45)

Da equação (5.41), obtém-se:

Iδp = −
∫

Γ

unΓδpdΓ (5.46)

de forma que Iδp torna-se a integral de contorno do domı́nio acústico quando um desloca-

mento estrutural é imposto.

5.3.3 Acoplamento poro-elástico/acústico

Dado o campo de pressão pa de um domı́nio acústico de densidade ρa, as integrais na

forma fraca no contorno entre os domı́nios poro-elástico e acústico podem ser combinadas

somando-se as contribuições de cada domı́nio (Ipor + Ia), obtendo-se:

Iδui = −
∫

Γ

σsijnjδuidΓ−
∫

Γ

φ

(

1 +
Q

R

)

pδundΓ (5.47)

Iδp = −
∫

Γ

φ

(

1 +
Q

R

)

ūnδpdΓ−
∫

Γ

φ (Un − un) δpdΓ +

∫

Γ

1

ρaw2

∂pa

∂n
δpdΓ (5.48)

Observa-se que o último termo da equação (5.48) possui um sinal positivo, já que ~na = −~n,
onde ~na e ~n são o vetores normais da superf́ıcie de contato poro/acústico dos elementos

acústico e poro-elástico, respectivamente. As condições no contorno em que ocorre o acopla-

mento são:







σsijnj = −panj
1

ρaw2

∂pa

∂n
= (1− φ)un + φUn

p = pa

em Γi (5.49)

onde a primeira condição garante o equiĺıbrio entre as tensões normais, a segunda, o equiĺıbrio

de fluxo, e a terceira, a compatibilidade cinemática entre os domı́nios poro-elástico e acústico.
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Substituindo as condições de contorno dadas pela equação (5.49) nas equações (5.47) e

(5.48), obtém-se:

Iδui = −
∫

Γ

(

1− φ

(

1 +
Q

R

))

paδundΓ (5.50)

Iδp = −
∫

Γ

(

1− φ

(

1 +
Q

R

))

unδpdΓ (5.51)

As equações (5.50) e (5.51) mostram que o acoplamento entre os domı́nios poro-elástico

e acústico ocorre de forma simétrica em relação ao deslocamento normal da matriz elástica

e a pressão do domı́nio acústico. Ademais, compatibilidade cinemática entre as pressões de

ambos os domı́nios (p = pa) ainda deve ser imposta.

Mais uma vez, caso o fluido presente nos domı́nios poro-elástico e acústico seja o ar, a

equação (5.41) vale e as integrais Iδui e Iδp se tornam nulas. Neste caso, somente a compati-

bilidade cinemática das pressões deve ser imposta, mostrando, novamente, que a formulação

(u,p) é mais vantajosa que a formulação (u,U) (modelo de Biot-Allard), pois, nesta última,

as integrais de contorno não são nulas (Debergue et al., 1999).

5.3.4 Acomplamento poro-elástico/poro-elástico

O acoplamento entre dois domı́nios poro-elásticos distintos, indicados pelos ı́ndices 1 e

2, é realizado somando-se suas integrais de contorno na forma fraca – dadas pelas equações

(5.36) e (5.38) – e impondo as condições de contorno dadas na referência (Panneton e Atalla,

1997), as quais são:







σs1ij nj = σs2ij nj

φ1(U
n
1 u

n
1 ) = φ2(U

n
2 u

n
2 )

u1i = u2i

p1 = p2

(5.52)

onde a primeira condição garante o equiĺıbrio das tensões totais normais ao contorno do

elemento, a segunda garante a continuidade entre os deslocamentos da matriz elástica e do
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fluido, e a terceira e quarta condições, a compatibilidade cinemática dos domı́nios.

A partir das condições impostas, as integrais de contorno podem ser escritas da forma:

Iδui = −
∫

Γ

φ1

(

1 +
Q1

R1

)

p1δu
n
1dΓ +

∫

Γ

φ2

(

1 +
Q2

R2

)

p2δu
n
2dΓ (5.53)

Iδp = −
∫

Γ

φ1

(

1 +
Q1

R1

)

un1δp1dΓ +

∫

Γ

φ2

(

1 +
Q2

R2

)

un2δp2dΓ (5.54)

Tem-se então que o acoplamento entre dois elementos poro-elásticos ocorre de forma

simétrica em relação ao deslocamento da fase sólida normal ao contorno e à pressão no

mesmo. A diferença entre os sinais dos termos integrais de Iδui e Iδp ocorre pois ~n1 = −~n2.

Assim como para o acoplamento entre elementos poro-elásticos e acústicos, a compatibilidade

cinemática também deve ser manualmente imposta, o que significa impor as condições de

compatibilidade cinemática dadas por un1 = un2 e p1 = p2.

Por último, para materiais absorvedores poro-elásticos clássicos, onde o ar é o fluido

presente, as integrais Iδui e Iδp se anulam e é necessário somente, para a resolução do problema

em questão, impor as condições cinemáticas.
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Caṕıtulo 6

Resultados e Discussão

Este caṕıtulo divide-se em três partes principais. Primeiramente são apresentados os

resultados obtidos do estudo feito sobre band gaps. Visa-se, nesta primeira parte, mostrar

graficamente a ocorrência de band gaps estruturais a partir do cálculo das estruturas de banda

(ou curvas de dispersão) e da função resposta em frequência (FRF) em estruturas elásticas

periódicas uni e bidimensionais; e validar o programa computacional feito estes cálculos.

A segunda parte deste caṕıtulo refere-se ao estudo e simulação numérica de problemas

acoplados da poro-elasticidade. Busca-se, nesta seção, validar o programa de elementos finitos

implementado1 e entender os fenômenos que regem a propagação de ondas e a absorção destas

em materiais poro-elásticos.

Por último, visa-se analisar os efeitos de periodizar materiais poro-elásticos, buscando,

nesta última análise, verificar se existe a presença do fenômeno band gap na propagação

de ondas nesses materiais ou, mais especificamente, se as curvas de absorção de materiais

poro-elásticos periódicos possuem correlação direta com as curvas de dispersão de sua matriz

elástica.

1O programa em questão foi implementado no MATLAB R© e serviu de ferramenta para os cálculos das

estruturas de banda e FRFs de materiais elásticos periódicos, e das curvas de absorção dos materiais porosos
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6.1 Band Gaps em Estruturas Elásticas Periódicas

Os objetivos gerais desta seção são validar a metodologia de análise estudada para sistemas

periódicos estruturais e mostrar a ocorrência de band gaps em estruturas elásticas.

6.1.1 Malha unidimensional

Apresentam-se agora as estruturas de banda e as curvas de resposta em frequência para

estruturas elásticas unidimensionais discretizadas em sistemas massa-mola. O objetivo é

validar o modelo unidimensional implementado e mostrar graficamente o fenômeno band gap

e como se comportam os deslocamentos das massas das estruturas finitas dentro e fora da

região de band gap.

A malha unidimensional estudada consiste na representação de uma estrutura elástica

periódica2 em sistemas do tipo massa-mola, considerando os casos infinito e finito. A figura

(6.1) ilustra uma célula, ou um peŕıodo, do material periódico estudado.

Figura 6.1: Estrutura unidimensional periódica (alumı́nio-PMMA) e modelo discreto equiv-

alente.

Para a célula discreta esquematizada na figura (6.1) (onde N = 4), os valores das massas

e constantes de mola dos materiais que compõem a estrutura são:

2Os dados da estrutura são: Barra unidimensional com 0.15 m de comprimento e seção transversal de

área igual à 0,0375 m2, composta por 50% alumı́nio (ρal = 2830 kg/m3 e Eal = 70, 9 GPa) e 50% PMMA

(ρpmma = 1200 kg/m3 e Epmma = 5, 28 GPa) (Jensen, 2003).
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m1 = m4 = 3, 98kg

m2 = m3 = 1, 69kg

k1 = k4 = 70, 9 109kg/s2

k2 = k3 = 5, 28 109kg/s2

(6.1)

Malha unidimensional infinita

Foram estudados modelos de malha infinita para células discretizadas em 4, 16 e 64 massas

seguindo o esquema ilustrado pela figura (6.1).

A figura (6.2) mostra as curvas de frequência em função do número de onda (w = f(γ))

para malha N = 4. Observa-se que a estrutura apresenta seus 3 primeiros band gaps nas

faixas de frequências entre 5,2 a 12,0 kHz, 13,5 a 26,6 kHz e 26,8 a 42,4 kHz.

Na figura (6.3) compara-se o primeiro gap para as malhas com 4, 16 e 64 massas. Vê-se

que a malha N = 4 apresenta uma boa aproximação do primeiro gap, o que, obviamente, não

ocorre para os gaps em faixas de frequências maiores, já que a discretização mais grosseira

da malha impede a avaliação das frequências naturais de maiores valores da estrutura e,

portanto, não permite uma predição mais acurada dos gaps de ordem superior.

A estrutura de banda das figuras (6.2) e (6.3) estão de acordo com os resultados apresen-

tados em Jensen (2003). Este resultado permite a validação do método implementado para o

cálculo das curvas de dispersão em estruturas periódicas do tipo massa-mola unidimensionais.

Pode-se também visualizar as faixas de frequências onde ocorrem os gaps da estrutura

unidimensional estudada de outra forma, escrevendo o termo complexo do número de onda

em função da frequência. Para tanto, escreve-se o número de onda na forma γ = π/N + iβ,

caso queira-se observar o primeiro e o terceiro gap, ou na forma γ = iβ, para observar-se o

segundo gap. Variando β, obtém-se curvas do tipo β = f(w), como ilustrado na figura (6.4).

Nesta figura, as formas geométricas fechadas demarcam as faixas de frequências onde o termo

imaginário do número de onda é não nulo. Portanto, essas formas geométricas fechadas de-

marcam as regiões de band gap. Pode-se observar que o resultado apresentado pela figura
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Figura 6.2: Curvas de dispersão w = f(γ) para a malha N = 4.

Figura 6.3: Primeiro band gap para as malhas com N=4, 16 e 64 massas.

(6.4) está coerente com a figura (6.2).
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Figura 6.4: Curva β = f(w): primeiro e terceiro Band Gap para a malha N = 4.

Malha unidimensional finita

Para o caso de estruturas finitas, as faixas de frequência onde ocorrem band gaps são

caracterizadas por uma forte atenuação da propagação de sinais harmônicos nestas faixas de

frequência. Para se estudar, então, os band gaps de uma estrutura finita, excita-se a estrutura

com uma força harmônica, conforme mostrado na figura (6.5), e calcula-se a resposta, na

frequência, da última massa oposta à massa excitada. Variando-se, então, a frequência de

excitação harmônica, pode-se calcular a função resposta em frequência (FRF) da estrutura.

Figura 6.5: Estrutura finita com M = 2 células.

As malhas estudadas possuem 2, 5 e 10 células do tipo N = 4 dispostas linearmente,

como ilustrado na figura (6.5). A figura (6.6) ilustra os resultados obtidos para essas malhas.

É posśıvel observar que a faixa de frequência para a qual verifica-se uma atenuação da FRF

da malha M = 10 (5,3 a 12,1 kHz) possui valores bem próximos à faixa do primeiro gap (5,2

a 12,0 kHz) previsto pela estrutura de banda da estrutura infinita. Vê-se também que o gap

77



da malha M = 5 ocorre em uma faixa de frequências bem próxima à da malha M = 10,

enquanto que a malhaM = 2 apresenta divergência com relação ao limite direito de seu band

gap.

Conclui-se da figura (6.6) que estruturas com maior número de células apresentam valores

inferiores da FRF nas regiões de band gaps, o que é intuitivo, se for observado que nessas

regiões e para as malhas estudadas a atenuação da excitação se dá progressivamente ao decor-

rer da estrutura, como mostrado na figura (6.7). Esta caracteŕıstica de atenuação da onda,

para frequências dentro da faixa de band gap evidencia que esta ocorre devido à reflexão da

onda nos contornos das células periódicas do material.

Figura 6.6: Função resposta em frequência para as malhas com M = 2, 5 e 10 células.
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Figura 6.7: Deslocamento das massas da malha com M=10 células para frequências distintas.

6.1.2 Malha bidimensional

Os resultados obtidos para o modelo massa-mola bidimensional são apresentados nesta

seção, com o objetivo de validar o modelo bidimensional implementado para o cálculo da

estrutura de banda e FRF da malha discreta e observar o comportamento da FRF para

frequências dentro da faixa de band gap.

A célula utilizada para a construção da malha bidimensional consiste em uma estrutura

quadrada com lado igual 0, 02 m, representada por 5× 5 massas conectadas por molas, onde

as 3 × 3 massas centrais representam a inclusão de um material mais ŕıgido e denso que a

matriz, representada pelas massas periféricas, mais leve e flex́ıvel, segundo o esquema da

figura (6.8).

Considerando o alumı́nio como o material representado pelas massas internas e o epóxi,

pelas massas periféricas, os valores das massas e constantes de molas, internas e externas,

são:
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Figura 6.8: Célula bidimensional: matriz flex́ıvel com inclusão periódica ŕıgida.

mmat = 1, 82 · 10−2 kg

minc = 4, 53 · 10−2 kg

kmat,1 = kmat,3 = 4, 1 · 109 N/m
kmat,2 = kmat,4 =

1
2
4, 1 · 109 N/m

kinc,1 = kinc,3 = 70, 9 · 109 N/m
kinc,2 = kinc,4 =

1
2
70, 9 · 109 N/m

(6.2)

A rigidez das molas diagonais foi definida como metade da rigidez das molas horizontais

e verticais para obter-se uma melhor aproximação qualitativa em relação ao modelo de ma-

teriais cont́ınuos isotrópicos em estado plano de deformação, quando o coeficiente de Poisson

é aproximadamente ν = 0, 3 (Jensen, 2003).

Malha infinita bidimensional

Resolvendo a equação (3.63) da seção (3.2.3), para a malha infinita com a geometria da

célula indicada pela figura (6.8) e constantes dadas na expressão (6.2), obtém-se, como no

caso unidimensional, a estrutura de banda que está ilustrada na figura (6.9). Observa-se na

figura (6.9) que sua abcissa varia de C-A-B-C, percorrendo o peŕımetro triângulo ABC da

figura (3.8) que representa a região irredut́ıvel de Brillouin.

Na figura (6.9), pode-se observar uma região de vazio entre as frequências 46,6 a 57,4

kHz. Nesta faixa de frequências não existe solução real para a frequência e o número de
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onda, de forma que é imposśıvel a propagação de ondas em qualquer direção da malha,

caracterizando-a como um band gap.

A estrutura de banda ilustrada da figura (6.9) mostra-se em acordo com o resultado encon-

trado por Jensen (2003). Este resultado permite validar o modelo massa-mola bidimensional

infinito implementado.

Figura 6.9: Estrutura de banda correspondente à propagação de ondas na malha bidimen-

sional infinita.

Malha finita bidimensional

Foram estudadas malhas finitas de diferentes tamanhos, constrúıdas a partir do agrupa-

mento das células bidimensionais descritas anteriormente, como mostra a figura (6.10). A

mesma figura também ilustra a configuração dos apoios, da força aplicada e dos pontos (A e

B) onde foi calculada a FRF do sistema.
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Figura 6.10: Malha bidimensional finita.

A figura (6.11) mostra as curvas FRF do sistema para os pontos A e B. Pode-se observar

que a malha Mx = My = 3 não apresenta uma queda da FRF dentro da região de band

gap do caso infinito. Ao contrário, pode-se observar vários picos de ressonância nesta faixa

de frequência. Já para as malhas com maior número de células, é posśıvel observar uma

considerável atenuação da FRF dentro da região de band gap prevista para malha infinita,

estando em acordo com o resultado da figura (6.9).

No limite superior desta faixa, observa-se que existem picos da FRF; estes estão associados

às ressonâncias locais dos pontos A e B. Na figura (6.12a) está ilustrado o mapa da resposta

em frequência da malha Mx =My = 21, à frequência de 52,1 kHz. É posśıvel verificar, nesta

figura, que as amplitudes dos deslocamentos das massas caem continuamente em relação à

distância ao ponto de aplicação da força, como esperado para uma frequência dentro da faixa

de band gap da estrutura. Já na figura (6.12b), onde está ilustrado o mapa da resposta em

frequência em 54,8 kHz da malha Mx = My = 21, verifica-se que a região periférica livre da

malha se encontra em ressonância.

Os resultados das figuras (6.11) e (6.12) foram observados por Jensen (2003) e estão de

acordo com o mesmo.
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(a) ponto A

(b) ponto B

Figura 6.11: Resposta em frequência para diferentes malhas
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(a) 52,1 kHz

(b) 54,8 kHz

Figura 6.12: Resposta em frequência da malha para valores frequências de 52,1 kHz (a) e

54,8 kHz (b).
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6.1.3 Discretização da estrutura periódica pelo método dos ele-

mentos finitos

O objetivo dessa análise é comparar o modelo unidimensional periódico massa-mola e o

modelo discretizado pelo método dos elementos finitos (E.F.), e verificar a validade deste

último. Faz-se também uma análise de convergência desse último.

Aplica-se, então, a teoria apresentada na seção (3.3) para o cálculo da estrutura de banda

e da FRF da estrutura periódica unidimensional Alumı́nio-PMMA. A malha massa-mola é

descrito pela relação (6.1); a malha de elementos finitos é discretizada em elementos uni-

dimensionais lineares, como dado na figura (6.13), onde exemplifica-se uma malha com 8

elementos.

Figura 6.13: Esquema da discretização da barra Alumı́nio-PMMA por elementos finitos.

A figura (6.14) compara a 2a e 3a curva de dispersão – o que corresponde a análise do

segundo gap – e a FRF de modelos discretizados em 4, 8, 16, 32 e 64 elementos. Observa-

se que as malhas convergem monotonicamente quando refinados. Vê-se que as curvas de

dispersão e as FRFs dos modelos menos refinados distanciam-se do modelo com 64 elementos

quando são calculadas em frequências progressivamente maiores, de forma que somente a

malha com 32 elementos produz resultados próximos da malha com 64 elementos. Já para

frequências de até 13 kHz (limite superior do primeiro gap), vê-se, a partir das curvas de

FRF das malhas, que somente a malha com 4 elementos apresenta-se divergente em relação

ao modelo mais refinado. Observa-se também que os resultados apresentados pela estrutura

de banda – composta pelas curvas de dispersão – e as FRF do modelo discretizado com 64

elementos mostram-se em acordo, ambos prevendo a presença de um 2o gap dentro da faixa

de frequências entre 15,7 e 24,6 kHz.
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Compara-se, por fim, os resultados obtidos pela discretização da barra de alumı́nio-

PMMA em elementos finitos e um sistema massa-mola. Na figura (6.15) estão ilustradas

as curvas de dispersão e de resposta em frequência de ambos os modelos. Observa-se que

ambos os modelos produzem resultados muito próximos e valida-se, portanto, o modelo im-

plementado em elementos finitos.
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(a) Estrutura de banda

(b) FRF

Figura 6.14: Curvas de dispersão e FRF para a barra alumı́nio-PMMA discretizada pelo

método dos E.F. em 4, 8, 16, 32, 64 elementos.
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(a) Estrutura de banda

(b) FRF

Figura 6.15: Comparação dos modelos de discretização da barra alumı́nio-PMMA pelo

método dos E.F., com 64 elementos, e por um sistema massa-mola, com 64 massas.

88



6.2 Modelagem Numérica da Propagação de Ondas em

Materiais Poro-elásticos

Esta seção tem como objetivo validar o modelo numérico implementado para o cálculo

da absorção do problema da poro-elasticidade acoplada, discutir a validade de aplicação dos

modelos de fluido equivalente e de Biot-Allard e avaliar as contribuições das absorções por in-

teração viscosa, térmica e da estrutura elástica na absorção total de materiais poro-elásticos.

As propriedades dos materiais utilizados nos modelos simulados encontram-se na tabela (6.1).

Uma análise de convergência encontra-se no apêndice D e serve como guia para a escolha das

malhas de elementos finitos em estudo nesta seção.

6.2.1 Validação do modelo numérico

O objetivo deste exemplo é validar o programa de simulação baseado no método dos

elementos finitos, e desenvolvido para a realização dos cálculos do problema de propagação

de ondas em meios poro-elásticos. Os modelos simulados nesta seção consistem em materiais

poro-elásticos bidimensionais, inseridos na extremidade de um tubo de Kundt, oposta à

extremidade onde aplica-se uma excitação acústica. A figura (6.16) ilustra a configuração do

problema.

Figura 6.16: Configuração geral dos modelos simulados nesta seção.
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α∞ φ φρs(kg/m
3) σ(Ns/m4) N(kPa) νb Λ(m) Λ

′

(m)

Lã de Vidro 1.06 0.94 130 40000 2200(1+i0.1) 0 0.56·10−4 1.10·10−4

Espuma A 2.52 0.97 31 87000 55(1+i0.055) 0.3 37·10−6 119·10−6

Espuma B 1.98 0.99 16 65000 18(1+i0.1) 0.3 0.37·10−4 1.21·10−4

Tabela 6.1: Tabela com as propriedades do materiais poro-elásticos

Para a validação do programa implementado, foram calculadas as impedâncias de camadas

de lã de vidro (Tabela 6.1) de dimensões infinitas no plano perpendicular ao eixo de incidência

da onda, e espessuras iguais a 10 cm e 5,6 cm pela função anaĺıtica proposta por Allard (1993).

Estes resultados foram comparados aos resultados obtidos pelo programa de elementos finitos

implementado para a formulação mista (u,p) do modelo de Biot-Allard. A malha utilizada

para o cálculo da impedância está ilustrada na figura (6.2.1), onde o elemento utilizado foi o

elemento linear quadrilateral de 4 pontos (quad4). Para o cálculo da impedância, considera-

se que o campo acústico é excitado por uma onda acústica de velocidade v0 fixa, de forma

que a integral de contorno da excitação acústica vale:

∫

Γ

1

w2ρ0

∂p

∂x
=
Ly
iw
v0 (6.3)

onde ρ0 é a densidade do campo acústico. A impedância na entrada vale, então, Zent =

pent/v0, e a impedância na face do material pode ser calculada por:

Zface = ρ0c0
−iZent cot(−Lacusw/c0) + ρ0c0
Zent − iρ0c0 cot(−Lacusw/c0)

(6.4)

onde c0 é a velocidade da onda no meio acústico e Lacus representa a distância entre a entrada

da onda e a face do material poro-elástico.

Os resultados das impedâncias calculadas estão ilustrados na figura (6.18); observa-se

uma boa concordância entre o modelo anaĺıtico e o numérico. Este resultado serve para val-

idar o programa de elementos finitos implementado, utilizado para a realização dos cálculos

desta seção.
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Figura 6.17: Malha de elementos finitos utilizada para o cálculo da impedância: elemento

quad4. Malha bidimensional com 8 elementos acústicos (Azul) e 80 elementos porosos (Ver-

melho).

(a) Material com 10 cm de espessura

(b) Material com 5.6 cm de espessura

Figura 6.18: Impedância da fibra de vidro
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6.2.2 Cálculo da absorção

Tem-se como objetivo, nesta seção, verificar as diferenças entre os modelos fluido equiv-

alente e Biot-Allard de materiais poro-elásticos, e os casos para os quais o primeiro é valido.

Calculou-se a absorção de estruturas poro-elásticas homogêneas com 10 cm de espessura

pelos métodos fluido equivalente e Biot-Allard. Os materiais estudados foram a lã de vidro,

a espuma A e a espuma B, e suas propriedades estão descritas na tabela (6.1). Os modelos

estudados seguem o modelo descrito pela figura (6.19a); a malha utilizada para os cálculos

dos modelos é composta por 2×40 elementos poro-elásticos e está ilustrada na figura (6.20).

Nos modelos estudados, a interação entre o domı́nio acústico e o domı́nio poro-elástico foi

modelada pelo acoplamento do guia de ondas acústico com os elementos poro-elásticos no

contorno Γpa, como mostrado na figura (6.19b).

(a) (b)

Figura 6.19: Configuração dos modelos para o cálculo da absorção

Para o acoplamento entre o guia de ondas acústico e o domı́nio poro-elástico, a integral

de contorno em Γpa foi escrita como:

∫

Γpa

1
ρ0w2

∂p
∂n
δpdΓ = 1

iw

∫

Γpa

∫

Γpa
A(y1, y2) p(y2)δp(y1)dΓdΓ

− 1
iw

∫

Γpa

∫

Γpa
A(y1, y2) p(y2)δpb(y1)dΓdΓ

(6.5)

onde p é a pressão no contorno, pb a pressão de bloqueio e o operador de admitância A é

dado por:

92



Figura 6.20: Malha poro-elástica com 80 elementos bidimensionais quadrilaterais

isoparamétricos do tipo quad4

A(y1, y2) =
∑

m

km
ρ0wNm

ϕm(y1)ϕm(y2) (6.6)

sendo o termo km o número de onda complexo, ϕm a forma modal ortogonal do guia de onda

e Nm a norma dos modos ortogonais. Estes são dados por:

km = i

√

w2

c2
0

−
(
mπ
Ly

)2

ϕm(y) = cos
(
mπy
Ly

)

Nm =
∫

Γpa
|ϕm(y)|2dΓ

(6.7)

A teoria sobre a modelagem do domı́nio acústico por um guia de ondas planas é vista

em detalhes nos trabalhos de Atalla et al. (2001b), Sgard et al. (2005) e Silva (2007); a

teoria referente à decomposição modal do guia de ondas planas pode ser vista no texto de

Kinsler et al. (1999). A resolução do modelo poro-elástico de Biot-Allard com o guia de

ondas acústico deu-se a partir da aplicação do método dos elementos finitos – com elementos

isoparamétricos quad4 para o domı́nio Ω e isoparamétrico unidimensional para o domı́nio Γ

– na forma fraca do problema acoplado, dada por:

∫

Ω
σ̂sijδui,jdΩ− w2

∫

Ω
ρ̃uiδuidΩ +

∫

Ω
γ̃p,iδuidΩ = 0

∫

Ω
φ2

w2ρ̃22
p,iδp,idΩ−

∫

Ω
φ2

R
pδpdΩ−

∫

Ω
γ̃uiδp,idΩ− 1

iw

∫

Γpa

∫

Γpa
A(y1, y2) p(y2)δp(y1)dΓdΓ

= − 1
iw

∫

Γpa

∫

Γpa
A(y1, y2) p(y2)δpb(y1)dΓdΓ

(6.8)
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O cálculo da absorção total foi, então, realizado pela seguinte operação:

αtotal =
Πs
diss +Πv

diss +Πt
diss

Πinc

(6.9)

onde Πs
diss, Πv

diss e Πs
diss dão as contribuições da estrutura, dos efeitos de viscosidade e

térmicos, respectivamente, na dissipação total, no material poro-elástico, da potência Πinc

da onda acústica incidente . Os termos de dissipação da potência foram calculadas por:

Πs
diss =

1
2
ℑ({ū}T [K] {ū})

Πv
diss =

1
2
ℑ(−w2 {ū}T [M ] {ū}+ 1

w2 {p̄}T [H] {p̄} − 2 {p̄}T [C] {ū})
Πt
diss =

1
2
ℑ(−{p̄}T [Q] {p̄})

(6.10)

e a potência da onda incidente foi calculada por:

Πinc =
Ly|p0|
2ρ0c0

(6.11)

onde p0 é a amplitude da onda acústica plana incidente.

Para o cálculo da absorção do modelo de fluido equivalente, seguiram-se os mesmos pro-

cedimentos realizados para o modelo de Biot-Allard, substituindo-se a equação da forma fraca

deste último pela equação:

∫

Ω
φ2

w2ρ̃22
p,iδp,idΩ−

∫

Ω
φ2

R
pδpdΩ− 1

iw

∫

Γpa

∫

Γpa
A(y1, y2) p(y2)δp(y1)dΓdΓ

= − 1
iw

∫

Γpa

∫

Γpa
A(y1, y2) p(y2)δpb(y1)dΓdΓ

(6.12)

e os valores das potências dissipadas calculados foram dados por:

Πs
diss = 0

Πv
diss =

1
2
ℑ( 1

w2 {p̄}T [H] {p̄})
Πt
diss =

1
2
ℑ(−{p̄}T [Q] {p̄})

(6.13)

Na figura (6.21) estão ilustradas as curvas de impedância e absorção total da lã de vidro,

calculadas pelos modelos fluido equivalente e Biot-Allard. Observa-se que, exceto nas regiões

próximas às frequências de 460 Hz e 1400 Hz, as curvas de impedância e absorção calculadas
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pelo modelo de fluido equivalente mostram-se próximas às curvas calculadas pelo modelo de

Biot-Allard.

(a) Impedância (b) Absorção

Figura 6.21: Comparação da impedância e da absorção da lã de vidro obtida para os modelos

estrutural e fluido equivalente

Do cálculo das frequências naturais da matriz elástica da lã de vidro – sem levar em conta

a presença do ar –, conclui-se que essa discrepância ocorre devido à ressonância entre a matriz

elástica e a fase fluida da lã de vidro.

Pode-se calcular as frequências naturais da matriz elástica da lã de vidro pela equação:

f
(i)
nat = i

1

4L

√

E

ρ
(6.14)

onde L é o espessura do material poro-elástico, ρ a densidade e E o módulo de elasticidade

linear dado por:

E = N

(
2(1 + ν)

3(1− 2ν)
+

4

3

)

; (6.15)

Observa-se, da equação (6.14), que a 1a e 3a frequência natural da matriz elástica da lã de

vidro valem, aproximadamente, 460 Hz e 1382 Hz, para as quais as curvas de impedância e ab-

sorção do modelo de fluido equivalente divergem das curvas do modelo de Biot-Allard. Sendo

que o modelo de fluido equivalente considera a matriz elástica do material como estática, este

não é capaz de avaliar corretamente a absorção do material poroso nas faixas de frequência
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em que a matriz elástica do material encontra-se em movimento. A figura (6.22) exemplifica

este problema.

Figura 6.22: Curvas de absorção da lã de vidro com espessura igual a 10 cm, calculadas pelos

modelos de Biot-Allard e fluido equivalente

Vê-se da figura (6.22) que o valor da contribuição da matriz elástica na absorção total

(curva de absorção estrutural) encontra-se próximo a zero na maior parte da extensão da faixa

de frequências de 0 à 2000 Hz. A absorção estrutural mostra-se relevante à absorção total

somente nas faixas de frequências próximas à 1a e à 3a frequência natural da matriz elástica

da lã de vidro. Esse aumento considerável no valor da absorção estrutural às frequências

de ressonância ocorre pois a dissipação de potência da matriz elástica dá-se devido ao ar-

mazenamento de parte da energia da onda acústica incidente como energia potencial elástica,

devido à deformação da matriz elástica, ou seja, quanto maior as amplitudes das velocidades

da matriz elástica, maior a potência que esta dissipa.

Sendo assim, conclui-se que a matriz elástica da lã de vidro permanece quase estática

– ou pelo menos apresenta velocidades baixas o suficiente para ter influência despreźıvel

na absorção – exceto quando o material encontra-se em ressonância com a onda acústica

incidente. Essa condição é descrita por Allard (1993) como condição de semi-desacoplamento,

em que a onda que se propaga no material poro-elástico pode ser dividida em duas: uma
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que se propaga primariamente na fase fluida e outra que se propaga primariamente pela

fase sólida, sendo que a primeira pouco influencia na segunda. Este fenômeno ocorre para

materiais poro-elásticos onde a matriz elástica é bem mais densa e bem menos compresśıvel

que o fluido embebido, como é o caso da lã de vidro e do ar. Para casos, portanto, em que

a condição de semi-desacoplamento ocorre, o modelo de fluido equivalente parece ser uma

aproximação razoável.

Analisando-se as curvas de absorção para a espuma tipo A e tipo B, ilustradas na figura

(6.23), vê-se que a absorção pelo modelo de fluido equivalente mostra-se divergente, principal-

mente às frequências abaixo de 1000 Hz, da absorção calculada pelo modelo de Biot-Allard.

Supõe-se que essa divergência deva-se ao fato de que as matrizes elásticas das espumas A

e B, mesmo sendo consideravelmente mais densas que o ar, possuem módulos volumétricos

da mesma ordem que o ar, de forma que a condição de semi-desacoplamento não é válida

para estes materiais. Pode-se observar na figura (6.23) que a contribuição das absorções es-

truturais das espumas A e B são relativamente mais significativas que a absorção estrutural

da lã de vidro (Figura (6.22)). Além disso, vê-se que o comportamento das curvas de ab-

sorção viscosa e térmica, para as espumas A e B, calculadas pelo modelo de Biot-Allard, não

seguem o padrão das curvas de absorção viscosa e térmica calculadas pelo modelo de fluido

equivalente. Este último modelo mostrou-se, portanto, não adequado para as simulações dos

materiais poro-elásticos como a espuma A e B. Como os materiais simulados neste trabalho

possuem em sua composição, pelo menos em parte, a espuma A ou a B, o modelo de Biot-

Allard foi o utilizado para todas as simulações que seguem neste texto.
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(a) Espuma A

(b) Espuma B

Figura 6.23: Curvas de absorção da espuma A e da espuma B, ambas com espessura igual a

10 cm, calculadas pelos modelos de Biot-Allard e fluido equivalente
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6.3 Discussão da Periodicidade em Materiais Poro-Elásticos

Discute-se nesta seção o comportamento da absorção acústica em materiais poro-elásticos

arranjados periodicamente. O objetivo principal é o de avaliar qual seria a influência dos

band gaps sobre o comportamento de sistemas de absorção poro-acústicos. A teoria apresen-

tada por Langlet et al. (1995)3 é utilizada para calcular as curvas de dispersão das matrizes

elásticas de estruturas porosas periódicas, sem a presença do ar (no vácuo), as quais são

comparadas com as curvas de absorção do modelo acoplado matriz elástica-ar.

6.3.1 Estruturas poro-elásticas periódicas unidimensionais

O estudo feito para materiais unidimensionais deu-se da seguinte forma:

(i) A célula poro-elástica unidimensional é definida como a junção de duas placas contendo

materiais poro-elásticos distintos;

(ii) A matriz elástica da célula poro-elástica é discretizada pelo método dos elementos finitos

em 8 elementos isoparamétricos unidimensionais e aplica-se à condição de contorno de

periodicidade da forma: F9 = F1e
ikd, onde F representa uma função espacial qualquer,

como o deslocamento ou a força, d representa o comprimento da célula, e os ı́ndices 1

e 9 referem-se ao primeiro e último nó da malha da célula; as curvas de dispersão que

formam a estrutura de banda da matriz elástica são, então, calculadas;

(iii) Monta-se a malha discreta de várias estruturas periódicas finitas com a concatenação

de N=10 células poro-elásticas; considera-se somente as matrizes elásticas das estru-

turas periódicas porosas; aplicam-se forças harmônicas em uma das extremidades das

estruturas e realizam-se os cálculos das FRFs na outra extremidade;

(iv) Utiliza-se do programa de elementos finitos desenvolvido neste trabalho para o cálculo

da absorção acústica de várias estruturas com 1, 2, 5 e 10 células. A célula poro-elástica

que compõe estas estruturas foram discretizadas em 2×8 elementos isoparamétricos

3Seção 3.3
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bidimensionais – o problema é, no entanto, ainda unidimensional – do tipo quad4. As

equações diferencias da poro-elasticidade seguem o modelo de Biot-Allard.

A figura (6.24) esquematiza os cálculos das curvas de dispersão, das FRFs e das curvas de

absorção da estrutura unidimensional periódica. As propriedades dos materiais poro-elásticos

estudados estão descritos na tabela 6.1.

Figura 6.24: Esquema da análise da estrutura poro-elástica periódica unidimensional.

As curvas de dispersão foram calculadas para o material poro-elástico no vácuo, ou seja,

foi considerado somente sua matriz elástica sem a presença do fluido – no caso o ar – de

imersão. O motivo principal dessa simplificação deve-se à formulação do problema de auto-

valor, dado pelas equações (3.70) e (3.71), ser quadrática e impĺıcita na frequência quando

aplicada ao modelo poro-elástico acoplado Biot-Allard, ou mesmo para o modelo de fluido

equivalente. Para melhor ilustrar o problema descrito, considera-se a formulação de fluido

equivalente dada pela equação diferencial (6.16):
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p,ii+
w2

c2
p = 0 (6.16)

onde c2 = R̃/ρ̃22, sendo R̃ e ρ̃22 variáveis complexas e funções da frequência angular w.

Seguindo os procedimentos apresentados neste texto, o modelo de elementos finitos para a

equação diferencial (6.16) pode ser escrito da forma:

(

[H] +
w2

c2
[Q]

)

{p} = {f} (6.17)

Aplicando a teoria apresentada na seção 3.3 no sistema (6.17), obtém-se o problema de

auto-valor – g(w2, kx, ky) = 0 – dado por:

det

(

[HR] + w2 1

c2
[QR]

)

= 0 (6.18)

A resolução da equação (6.18) retorna valores de w2 em função do vetor de onda ~k e

permite calcular as curvas de dispersão do problema. No entanto, a velocidade de propagação

da onda c é função da frequência (c = c(w)). Sendo assim, a equação (6.18) não pode ser

resolvida por métodos tradicionais, e sua resolução está fora do escopo deste trabalho.

Devido, então, à falta de ferramentas para o cálculo das curvas de dispersão do modelo

poro-elástico acoplado, decidiu-se pela análise da matriz elástica sem a presença do ar.

O primeiro material testado é uma composição do tipo espuma A/lã de vidro em uma

célula unidimensional de 5 cm de espessura – em relação à figura (6.24), tem-se que o material

1 é a espuma A, o material 2, a lã de vidro, e que d = 0, 05 m. A estrutura de banda, FRF

e absorção acústica do material espA/lã estão ilustrados nas figuras (6.25) e (6.26).

Nota-se que a figura (6.25) mostra duas curvas de resposta em frequência para a mesma

estrutura periódica espA/lã finita com 10 células encadeadas; uma das curvas representa a

resposta em frequência da estrutura quando considera-se somente a parte real do módulo

elástico da matriz elástica do material, a outra, quando considera-se também o termo ima-

ginário. Como pode ser observado na tabela 6.1, as constantes elásticas de Lamé (N) de

materiais poro-elásticos são complexas. As propriedades mecânicas complexas caracterizam
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um modelo de amortecimento estrutural, cujos valores indicam um amortecimento mais acen-

tuado na faixa de médias-altas frequências. Pode-se notar este comportamento nas curvas

de absorção das figuras (6.22) e (6.23a) – lã de vidro e espuma A, respectivamente –, da

seção anterior, onde vê-se que o segundo pico de absorção estrutural – devido à ressonância

– mostra-se mais amortecido que o primeiro.

(a) Estrutura de banda (b) FRF para estrutura com N=10 células

Figura 6.25: Estrutura de banda e resposta em frequência para N=10 do material espuma

A/lã de vidro.

As curvas de dispersão mostradas na figura (6.25a) representam a parte real das frequências

angulares complexas, obtidas em função das componentes kx e ky do vetor de onda ~k, que são

reais. Observa-se, a partir da figura (6.25b), que ambas as curvas de resposta em frequência

apresentam uma queda na amplitude dentro da região do primeiro gap, previsto a partir da

figura (6.25a). Vê-se, portanto, que a estrutura de banda calculada para a estrutura periódica

espA/lã, da figura (6.25a), está em acordo com as curvas de resposta em frequência da figura

(6.25b).

A resposta em frequência dada pela figura (6.25b) mostra, no entanto, que existe uma

frequência de ressonância dentro do gap previsto. A existência dessa frequência de ressonância

fica evidente quando se observa as curvas de absorção da figura (6.26), nas quais o pico de

absorção estrutural ocorre na vizinhança da frequência de ressonância dentro do gap. Vê-se

na figura (6.26) que as curvas de absorção estrutural possuem, mesmo para as estruturas com

5 e 10 células, valores relativamente altos na vizinhança da frequência de 860 Hz, e dentro
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(a) N = 1 (b) N = 2

(c) N = 5 (d) N = 10

Figura 6.26: Curvas de absorção da estrutura poro-elástica espuma A/lã de vidro para N=1,

2, 5 e 10 células.

da região de band gap, onde esperava-se observar valores próximos a zero para a absorção

estrutural, devido ao não-movimento da matriz elástica.

Observa-se também que, à medida que a malha é aumentada – N=2, 5 e 10 –, os modos de

baixa frequência têm mais influência, sendo posśıvel observar o aparecimento de vários picos

nas curvas de absorção estrutural, viscosa e total. Vê-se também que o valor da absorção à

frequências bem próximas à zero crescem à medida que a malha é aumentada.

Cabe notar, neste caso, que a dimensão da célula foi mantida constante e, portanto, a

espessura total do poroso L varia para cada valor de N , sendo L = Nd e d = 5 cm. Neste

caso, a espessura maior do revestimento contribui para melhorar o desempenho nas baixas
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frequências. A figura (6.27) ilustra as curvas de absorção total de estruturas poro-elásticas

homogêneas de lã de vidro, espuma A e espuma B, com 5, 10, 25 e 50 cm – espessuras idênticas

às espessuras da malha periódica com N=1, 2, 5 e 10 células, respectivamente. É posśıvel

observar a partir da figura (6.27) que, assim como no caso da malha periódica espA/lã para

d = 5 cm, os valores de absorção, para frequências próximas a zero, da lã de vidro e espumas

A e B, são maiores quando os materiais em questão são mais espessos. Conclui-se, portanto,

que esta não é uma caracteŕıstica exclusiva da estrutura periódica espA/lã.

Cabe também salientar que as estruturas porosas comN = 5 eN = 10 possuem espessuras

de 25 e 50 cm – quando a espessura da célula é de 5 cm – sendo inviáveis em aplicações

de engenharia para a maioria dos casos. A despeito disso, escolheu-se a espessura dada da

célula porosa de forma que o primeiro gap de sua matriz elástica ocorre-se dentro do limite de

frequência de 2000 Hz – já que valores inferiores da espessura deslocam o gap para frequências

maiores.

A partir da figura (6.26), pode-se verificar que as curvas de absorção de estruturas tipo

espA/lã, com números de células distintos, apresentam, a partir da frequência limite inferior

do gap, comportamento semelhante. Vê-se, por exemplo, que a diferença do valor de pico da

absorção estrutural entre as estruturas com 1, 2, 5 e 10 células é pequena, quando se espera

que com o aumento da periodicidade, uma queda na absorção estrutural ocorra na região de

band gap da fase sólida do material poroso.

Destacam-se dois motivos para explicar o comportamento das curvas de absorção das

estruturas periódicas com números de células distintos da figura (6.26). Em primeiro lugar,

a excitação da matriz elástica devido à onda acústica incidente não ocorre no contorno desta,

mas sim em seu volume e quase que exclusivamente nas regiões de ressonância; além disso, a

penetração da onda acústica no material poro-elástico é limitada à região próxima do contorno

onde o material é excitado (entende-se que isso ocorre devido às propriedades amortecedoras

e dissipativas dos materiais poro-elásticos escolhidos neste exemplo).

Este fenômeno fica evidente quando se observa os mapas da potência dissipada à frequência

de 850 Hz das estruturas espA/lã com 1 e 5 células, ilustrados na figura (6.28). Da figura

(6.28b) pode-se concluir que a dissipação de potência tanto estrutural, como viscosa e térmica

ocorrem basicamente na primeira célula da estrutura, para a frequência de 850 Hz. Con-
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(a) L = 5 cm (b) L = 10 cm

(c) L = 25 cm (d) L = 50 cm

Figura 6.27: Curvas de absorção da lã de vidro, espuma A e espuma B com espessuras de 5,

10 25 e 50 cm.

siderando, então, que a excitação não ocorre no contorno, mas sim no volume do material,

conclui-se que, devido à baixa penetração da onda acústica no meio poro-elástico, a excitação

do meio acústico na matriz elástica ocorre – no caso do material espA/lã, para a frequência

de 850 Hz – somente no ińıcio da estrutura periódica, não se propagando por toda a matriz

elástica.

Sendo assim, é posśıvel explicar o motivo das curvas de absorção das estruturas espA/lã

com 1, 2, 5 e 10 células serem semelhantes, se for considerado que a dissipação de potência

destas ocorre quase que exclusivamente na primeira célula para frequências maiores que a
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frequência limite inferior do gap dessas estruturas.

Da figura (6.29), vê-se que esse parece ser realmente o caso: à frequência de 500 Hz

(acima do limite inferior do gap), as dissipações de potência estrutural, viscosa e térmica

da estrutura espA/lã com N=5 concentram-se quase que somente na região ocupada pela

primeira célula, enquanto que à frequência de 300 Hz – abaixo do limite inferior do gap – é

posśıvel observar que a dissipação de potência estrutural ocorre em todas as células. Pode-se

relacionar, então, este resultado com a observação anterior da figura (6.26), onde vê-se que os

modos de baixas frequências apresentam maior influência para as malhas com N=2, 5 e 10 do

material espA/lã, quando comparadas à malha N=1. A absorção para baixas frequências –

no caso do material espA/lã, para frequências abaixo do limite inferior do gap – melhora com

o aumento da malha, devido à melhor distribuição da dissipação estrutural por todo material,

quando compara-se esta com a distribuição da dissipação estrutural para frequências maiores.

(a) N = 1 (b) N = 5

Figura 6.28: Mapa da potência dissipada estrutural, viscosa e térmica na frequência de 850

Hz para estruturas do tipo espA/lã, com 1 e 5 células.

A baixa penetração da onda acústica no meio poro-elástico ressalta a importância do ar-

ranjo espacial do material poroso próximo à região de incidência da onda acústica sobre sua

propriedade de absorção. Um exemplo disso é dado pela figura (6.30), onde estão ilustradas

as curvas de absorção de estruturas contendo 1, 2, 5 e 10 células de 5 cm do tipo lã/espA;

isto é, inverteu-se a ordem do materiais. Enquanto a curva de dispersão e a resposta em
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(a) 300 Hz (b) 500 Hz

Figura 6.29: Mapa da potência dissipada estrutural, viscosa e térmica nas frequências de 300

e 500 Hz para a estrutura do tipo espA/lã com 5 células.

frequência das matrizes elásticas dos materiais espA/lã e lã/espA são idênticas, o mesmo não

pode ser dito de suas curvas de absorção. A comparação das figuras (6.26) e (6.30) mostra

uma diferença entre as curvas de absorção desses dois materiais e ilustra a importância do

arranjo espacial dos materiais porosos em sua absorção – tema importante quando se pre-

tende otimizar a absorção de uma estrutura absorvedora composta por camadas de diferentes

materiais poro-elásticos.

Refazendo, agora, o procedimento ilustrado na figura (6.24) para uma estrutura composta

por células do tipo espuma B/lã de vidro com 5 cm de espessura, encontra-se a mesma

tendência no comportamento das curvas de dispersão, FRF e absorção encontradas para a

estrutura espA/lã. Esses resultados estão ilustrados nas figuras (6.31) e (6.32).

A partir dos resultados apresentados, pode-se observar que a aplicação de estruturas poro-

elásticas periódicas alteram as propriedades de absorção do sistema completo, todavia, não

foi posśıvel estabelecer relações de causa e efeito diretas neste caso.
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(a) N = 1 (b) N = 2

(c) N = 5 (d) N = 10

Figura 6.30: Curvas de absorção da estrutura poro-elástica lã de vidro/ espuma A para N=1,

2, 5 e 10 células

(a) Estrutura de banda (b) FRF para estrutura com N=10 células

Figura 6.31: Estrutura de banda e resposta em frequência para N=10 do material espB/lã.
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(a) N = 1 (b) N = 2

(c) N = 5 (d) N = 10

Figura 6.32: Curvas de absorção da estrutura poro-elástica espuma B/lã de vidro para N=1,

2, 5 e 10 células

6.3.2 Estruturas poro-elásticas periódicas bidimensionais

Este item trata da análise dos resultados de estruturas poro-elásticas periódicas bidimen-

sionais. A análise realizada é similar à análise feita para o caso unidimensional, onde só se

propagam ondas planas, e foi realizada da forma abaixo explicitada.

(i) A célula poro-elástica bidimensional consiste em uma matriz quadrada de dimensão

lcel, com uma inclusão, também quadrada, composta por um material poroso distinto,

de dimensão linc;

(ii) A matriz elástica da célula poro-elástica é discretizada em elementos isoparamétricos

bidimensionais quad4 – os números de elementos de cada célula indicados na tabela
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(6.2). Aplica-se a condição de contorno de periodicidade para meios infinitos dada na

seção (3.3):

~uL3 = ~uL1e
ikxdx

~uL4 = ~uL2e
ikydy

~uC2 = ~uC1e
ikydy

~uC3 = ~uC1e
ikxdx

~uC4 = ~uC1e
ikxdxejkydy

(6.19)

As curvas de dispersão que formam a estrutura de banda da matriz elástica são, então,

calculadas.

(iii) Monta-se a malha discreta de estruturas periódicas finitas compostas por 7×7 (M=7)

células poro-elásticas. Considera-se somente as matrizes elásticas das estruturas periódicas

porosas; aplica-se uma força harmônica nas estruturas e realiza-se os cálculos das FRFs

nos pontos A e B, indicados na figura (6.33).

(iv) Utiliza-se o programa de elementos finitos desenvolvido neste trabalho para o cálculo

da absorção acústica de estruturas periódicas finitas com M=1, 3 e 7 células em am-

bas as direções do plano. As células poro-elásticas que compõe estas estruturas foram

discretizadas pelo mesmo tipo e número de elementos utilizados para discretizar a ma-

triz elástica somente (Tabela 6.2); o modelo poro-elástico utilizado é o de Biot-Allard;

o guia de ondas acústico é acoplado ao domı́nio acústico discretizado em elementos

isoparamétricos do tipo quad4, como indicado na figura (6.33).

A figura 6.33 ilustra o procedimento de análise descrito. As composições das células

poro-elásticas estão expostas na tabela (6.2).

O primeiro material estudado é composto pela célula 1, descrita na tabela (6.2). A

estrutura de banda, FRF e absorção deste material estão ilustradas nas figura (6.34).

Observa-se que a estrutura de banda e a resposta em frequência (Figuras 6.34a, 6.34b

e 6.34c) estão em acordo; a faixa de frequências onde ocorre o band gap é, no entanto,

relativamente pequena. Dessa forma, não se verifica a presença do gap na curva de absorção

110



Figura 6.33: Esquema da análise da estrutura poro-elástica periódica bidimensional.

estrutural para quaisquer das estruturas com 1x1, 3x3 ou 7x7 células. Do contrário, percebe-

se que o pico da absorção estrutural ocorre junto à frequência limite superior do gap. Vê-se

também das figuras (6.34d), (6.34e) e (6.34f) que, assim como no caso unidimensional, os

modos de baixas frequências apresentam maior influência para as malhas com maior número

de células (M=3 e 7).
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Célula 1 Célula 2 Célula 3 Célula 4

Material Externo espuma B espuma B espuma A espuma A

Material de Inclusão lã de vidro lã de vidro lã de vidro lã de vidro

Lcel 7 cm 7 cm 7 cm 3,5 cm

Linc 0,5 Lcel 0,75 Lcel 0,75 Lcel 0,75 Lcel

No de Elementos 12×12 12×12 12×12 8×8

Tabela 6.2: Composição e geometria das células poro-elásticas bidimensionais estudadas

Analisando a estrutura poroso composta pela célula 2 – célula que possui a mesma com-

posição poro-elástica da célula 1, mas com o material de inclusão de dimensão linc = 0, 75lcel

– observa-se a presença de um gap de maior extensão na frequência, como visto nas figuras

(6.35a), (6.35b) e (6.35c). A análise das curvas de absorção deste material e do material com-

posto pela célula 1, permite a observação de dois padrões: a tendência do pico de absorção

estrutural ocorrer próximo da frequência limite superior do gap da estrutura, e uma absorção

estrutural quase nula na faixa de frequência da primeira metade do gap previsto, revelando

uma presença t́ımida do fenômeno de band gap na absorção da estrutura. Novamente neste

caso torna-se dif́ıcil estabelecer uma relação de causa e efeito direto entre o band gap da fase

estrutural e o comportamento da curva de absorção.

Esses padrões são reforçados pela observação das curvas de absorção do 3o material es-

tudado, formado a partir da célula 3, na qual o material que compõe a matriz externa é a

espuma A. As curvas de absorção desse material estão ilustradas na figura 6.36.

Por fim, analisa-se o material composto pela célula 4, que é um modelo em escala 1/2 da

célula 3. Para este material, espera-se que o 1o gap da fase estrutural ocorra para maiores

frequências que o 1o gap do material 3, pois células periódicas de dimensões menores apresen-

tam seus band gaps em faixas de frequências mais altas. As figuras (6.37a), (6.37b) e (6.37c)

confirmam o esperado, apresentando um gap na faixa de frequências de aproximadamente

900 Hz a 2300 Hz, sendo que o gap do material 3 encontra-se na faixa de aproximadamente

440 Hz a 1110 Hz. Das figuras (6.37), (6.37) e (6.37), observa-se que as curvas de absorção

estrutural para M=1, 3 e 7 apresentam, assim como os resultados anteriores, baixos valores
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dentro da maior parte da região de band gap e altos valores nas frequências próximas do

limite superior do gap. É posśıvel observar também que as malhas do material 4 com maior

número de células apresentam maior número de picos na absorção estrutural, viscosa e total,

para frequências abaixo do limite inferior do gap.

Os resultados obtidos mostram que foi desenvolvida uma ferramenta computacional e

uma metodologia para a análise de estruturas poro-elásticas periódicas, usando o método dos

elementos finitos e modelos poro-acústicos acoplados e desacoplados. Inúmeras possibilidades

podem ser tratadas, todavia um estudo sistemático, associado à técnica de otimização, foge

do escopo deste trabalho.
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(a) Curvas de dispersão (b) FRF no ponto A: M=7

(c) FRF no ponto B: M=7 (d) Absorção: M=1

(e) Absorção: M=3 (f) Absorção: M=7

Figura 6.34: Curvas de dispersão, FRF e absorção do material 1: matriz=espuma B; in-

clusão=lã de vidro; lcel = 7cm; linc = 0, 5lcel.
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(a) Curvas de dispersão (b) FRF no ponto A: M=7

(c) FRF no ponto B: M=7 (d) Absorção: M=1

(e) Absorção: M=3 (f) Absorção: M=7

Figura 6.35: Curvas de dispersão, FRF e absorção do material 2: matriz=espuma B; in-

clusão=lã de vidro; lcel = 7cm; linc = 0, 75lcel.
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(a) Curvas de dispersão (b) FRF no ponto A: M=7

(c) FRF no ponto B: M=7 (d) Absorção: M=1

(e) Absorção: M=3 (f) Absorção: M=7

Figura 6.36: Curvas de dispersão, FRF e absorção do material 3: matriz=espuma A; in-

clusão=lã de vidro; lcel = 7cm; linc = 0, 75lcel.
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(a) Curvas de dispersão (b) FRF no ponto A: M=7

(c) FRF no ponto B: M=7 (d) Absorção: M=1

(e) Absorção: M=3 (f) Absorção: M=7

Figura 6.37: Curvas de dispersão, FRF e absorção do material 4: matriz=espuma A; in-

clusão=lã de vidro; lcel = 3, 5cm; linc = 0, 75lcel.
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Caṕıtulo 7

Conclusões

Neste estudo sobre band gaps em materiais elásticos periódicos calculou-se as curvas de

dispersão da célula periódica para obtenção da estrutura de banda do material e pôde-se

observar a presença de regiões onde, em uma dada faixa de frequência, não existem soluções

reais, para a frequência (w) e o vetor de onda (~k), para o problema de auto-valor do tipo

f(w2, ~k) = 0. Nesta faixa ocorre o fenômeno denominado band gap, em que não ocorre a

propagação da onda no material, para qualquer direção.

Este estudo foi aplicado para modelos de células periódicas uni e bidimensionais. O

cálculo das respostas em frequência de modelos equivalentes finitos destes materiais periódicos

mostrou que dentro da região de band gap verificam-se quedas bruscas nas amplitudes da

resposta, evidenciando a presença do fenômeno band gap em estruturas elásticas periódicas

finitas. A boa concordância entre as curvas de dispersão de estruturas periódicas infinitas,

com as funções de resposta em frequência de sistemas periódicos finitos, serviu para validar

o método utilizado para a previsão das faixas de frequência em que o band gap ocorre.

Já do estudo de materiais poro-elásticos pôde-se verificar os efeitos do fenômeno de semi-

desacoplamento entre a fase sólida e a fase fluida, quando o fluido é o ar, para os materiais

poro-elásticos estudados. Este fenômeno ocorre devido à grande diferença entre a densidade e

compressibilidade desses materiais. Atribuiu-se a este fenômeno o motivo de ter sido posśıvel

verificar uma boa concordância entre os modelos poro-elásticos misto (u,p) e fluido equivalente

quando o material estudado foi a lã de vidro – material bem mais denso e menos compresśıvel

que o ar.
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Na última análise feita – quando foi estudado o comportamento de materiais poro-elásticos

periódicos – dois problemas principais se destacaram.

Comenta-se primeiro sobre o cálculo da estrutura de banda do modelo poro-elástico

acoplado misto (u,p), derivado da formulação de Biot-Allard. Mostrou-se que o problema

de auto-valor obtido – o qual deve ser resolvido para a obtenção da estrutura de banda do

material – para o modelo misto (u,p), ou mesmo para o modelo de fluido equivalente, pos-

sui coeficientes variáveis e, portanto, necessita de métodos especiais de resolução que não

foram implementados neste trabalho. Em consequência disso, calculou-se a estrutura de

banda somente da matriz elástica do material poro-elástico, sem se levar em consideração

a presença do ar nesta. Isso empobreceu a análise do comportamento da absorção na pre-

sença do fenômeno band gap. A despeito disso, a análise feita evidenciou certos fenômenos

como a baixa infiltração da onda acústica no material poroso e alterações das componentes

estruturais da absorção.

O segundo comentário é a respeito da escolha da absorção como função objetivo para

o estudo dos materiais poro-elásticos periódicos. Mostrou-se que para os casos estudados

não se evidenciou benef́ıcios em se usar topologias periódicas para absorvedores acústicos.

Um motivo que pode-se destacar foi a baixa penetração da onda acústica nos materiais

porosos periódicos estudados devido a suas propriedades amortecedoras, e as dimensões de

suas células periódicas, relativamente grandes, necessárias para que o band gap ocorre-se,

para as fases sólidas desses materiais, em frequências de até 2000 Hz – faixa de frequência

de interesse neste estudo. Como a onda acústica dissipa-se quase que totalmente na região

próxima à interface acústica-porosa dos materiais estudados, concluiu-se que o restante do

material pouco contribui para a absorção desse.

Outro fator revelante à baixa eficiência, na absorção, do uso de topologias periódicas

nos materiais porosos estudados, é a configuração do problema da absorção acústica de

materiais porosos. Nesta, busca-se evitar a reflexão da onda acústica que incide no material

poroso. Todavia, sabe-se que o fenômeno de band gap em materiais periódicos ocorre devido à

reflexão da onda nas regiões de contato entre as células periódicas destes materiais. Dado este

fato, a transmissibilidade/Perda de transmissão parece ser uma melhor escolha, comparada

à absorção, para a análise de materiais poro-acústicos periódicos.
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O estudo da influência de band gaps sobre a transmissibilidade de revestimentos poro-

acústicos periódicos é, portanto, uma opção para trabalhos futuros. Além disso, os casos

limites de materiais poro-elásticos com inclusões sólidas, ou materiais com dupla porosidade

periódica, considerando-se cavidades acústicas distribúıdas ao longo do meio poroso, foram

ainda pouco explorados, sendo ambas as linhas de trabalho opções a serem exploradas em

trabalhos futuros.

Adicionalmente, menciona-se a importância de se efetuar ensaios em tubo de impedância

para a validação e análise de sensibilidade das variáveis dos sistemas estudados. Certamente

esta é uma importante proposta para trabalhos futuros.

Em relação à etapa de concepção, destaca-se a necessidade de propor-se novas técnicas

de otimização paramétricas de forma e topológicas para a obtenção das concepções ótimas

deste tipo de sistema.

A despeito dos problemas encontrados nas aplicações escolhidas, pode-se afirmar que

uma ferramenta computacional flex́ıvel foi desenvolvida e pôde ser usada na análise de sis-

temas poro-acústicos periódicos. Além disso, conclui-se que a metodologia para o estudo

do fenômeno de band gap em sistemas massa-mola, estruturais discretizados por elementos

finitos e poro-acústicos acoplados mostrou-se adequada, podendo ser expandida em vários

novos tópicos de pesquisa.
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poroelástico usando o método dos elementos finitos. Anais do V Simpósio Mineiro

de Mecânica Computacional, 2004b.
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Apêndice A

Efeitos Viscosos em Poros

A.1 Escoamento Viscoso Harmônico em Tubos Ciĺındricos

e Placas Paralelas Infinitas

A.1.1 Tubo ciĺındrico

Figura A.1: Posição do tubo ciĺındrico no eixo cartesiano

Para o cálculo do campo de velocidades fluido dentro do tubo, considera-se que o tubo

permanece estático e que os efeitos térmicos – troca de calor entre o fluido e tubo – podem
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ser desconsiderados.

Da figura (A.1), escreve-se o campo de velocidade do fluido da forma:

~v = (0, 0, v3), v3 = v3(x1, x2, t) (A.1)

Dada a configuração da velocidade (equação A.1), a tensão viscosa provocada pela variação

da velocidade na direção x1, num dado ponto (x1, x2), é dada por:

σ31(x1, x2) = −η∂v3(x1, x2, t)
∂x1

(A.2)

onde η representa a viscosidade do fluido.

A tensão dada pela variação da velocidade na direção x2 é escrita por:

σ32(x1, x2) = −η∂v3(x1, x2, t)
∂x2

(A.3)

Das equações (A.2) e (A.3), a força resultante das tensões viscosas em M e M ′ (figura

A.2) vale:

∆Fv =
[(

−η ∂v3(x1,x2,t)
∂x1

+ η ∂v3(x1+∆x1,x2)
∂x1

)/

∆x1

+
(

−η ∂v3(x1,x2,t)
∂x2

+ η ∂v3(x1,x2+∆x2)
∂x2

)/

∆x2

]

∆x1∆x2∆x3
(A.4)

A força resultante devido a variação da pressão p = p(x3) é:

∆Fp = (p(x3)− p(x3 +∆x3)) ∆x1∆x2 = −
[
p(x3 +∆x3)− p(x3)

∆x3

]

∆x1∆x2∆x3 (A.5)

A força inercial do elemento volumétrico da figura (A.2) vale:

FI = v̇3ρf ∆x1∆x2∆x3 (A.6)

onde ρf é a densidade do fluido.

Das equações (A.4), (A.5) e (A.6), aplica-se a equação de Newton e, para ∆xi → 0,

obtém-se:
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Figura A.2: Forças agindo no elemento diferencial do fluido viscoso

η

(
∂2v3
∂x21

+
∂2v3
∂x22

)

− ∂p

∂x3
= ρf v̇3 (A.7)

Escrevendo a equação (A.7) para o problema axissimétrico em torno de x3 (figura A.3) e

considerando que v3(x1, x2, t) = v3(x1, x2)e
jwt, tem-se que:

jwρfv3 = − ∂p
∂x3

+ η 1
r
∂
∂r

(
r ∂v3
∂r

)

= − ∂p
∂x3

+ η
(
∂2v3
∂r2

+ 1
r
∂v3
∂r

) (A.8)

Figura A.3: Campo de velocidade do fluido na seção transversal do tubo ciĺındrico

Reescrevendo a equação (A.8), o problema em questão é apresentado da seguinte forma:
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∂2v3
∂r2

+ 1
r
∂v3
∂r

− jwρf
η
v3 = − ∂p

∂x3
1
η

c.c.







v3 → finito r → 0

v3 = 0 r = R

(A.9)

A equação (A.9) é a equação de Bessel de ordem zero. Sua solução geral, satisfazendo a

1a c.c., é:

v3(r) = − ∂p

∂x3

1

jwρf
︸ ︷︷ ︸

+ AJ0(l · r)
︸ ︷︷ ︸

sol. particular sol. homogênea

(A.10)

onde

l =

√

−jwρf
η

(A.11)

e a função J0 é a função de Bessel de ordem zero. Da segunda condição de contorno, obtém-se:

v3(r = R) = 0 = − ∂p
∂x3

1
jwρf

+ AJ0(lR)

↓
A = 1

J0(lR)
∂p
∂x3

1
jwρf

(A.12)

Substituindo a equação (A.12) na equação (A.10), obtém-se a solução da velocidade v3

do fluido, a qual vale:

v3(r) = − ∂p

∂x3

1

jwρf

[

1− J0(lr)

J0(lR)

]

(A.13)

O valor médio de v3 na seção transversal x3 = constante pode ser calculado por:

v̄3 =

∫ R

0
v3(r)2πrdr
∫ R

0
2πrdr

(A.14)

Sabendo que J0 possui a propriedade:

∫ a

0

rJ0(r)dr = aJ1(a) (A.15)

a velocidade média na seção transversal do tubo é dada por:

v̄3 =
1

πR2
2π

(

− 1

jwρf

∂p

∂x3

)[∫ R

0

rdr − 1

J0(lR)

∫ R

0

rJ0(lr)dr

]

(A.16)
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Fazendo a substituição u = lr, a solução da última integral é:

− 1

J0(lR)

1

l2

∫ Rl

0

uJ0(u)du = −R
l

J1(lR)

J0(lR)
(A.17)

Substituindo a equação (A.17) na equação (A.16) e escrevendo lR =
√−jz, onde o termo

admensional z vale:

z =

√

wρfR2

η
(A.18)

encontra-se:

v̄3(w) = − 1

jwρf

∂p

∂x3

[

1− 2

z
√−j

J1(z
√−j)

J0(z
√−j)

]

(A.19)

Finalmente, isolando ∂p/∂x3 e manipulando algebricamente a equação (A.19), obtém-se

a lei de Newton em função da velocidade média v̄3, dada por:

− ∂p

∂x3
︸ ︷︷ ︸

= jwρf v̄3
︸ ︷︷ ︸

+ jwρf v̄3
2

z
√−j

J1(z
√−j)

J0(z
√−j)

1
[

1− 2
z
√
−j

J1(z
√
−j)

J0(z
√
−j)

]

︸ ︷︷ ︸

termo elástico termo inercial termo viscoso

(A.20)

A.1.2 Placas paralelas

Figura A.4: Configuração do poro ”achatado”modelado por duas placas paralelas

O problema ilustrado na figura (A.4) refere-se à propagação de ondas em um fluido contido

entre duas placas planas paralelas e infinitas no plano x1–x2, quando estas permanecem

estáticas. Dada a geometria do problema, o campo de velocidade do fluido é:
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~v = (0, 0, v3), v3 = v3(x1, t) (A.21)

A tensão devido à viscosidade é dada por:

σ31 = η
∂v3(x1, t)

∂x1
(A.22)

Seguindo os mesmos procedimentos utilizados para a resolução do problema de escoa-

mento viscoso harmônico em tubos ciĺındricos, encontra-se que a força de reação viscosa,

para o problema aqui considerado, é dada por:

∆Fv = η
∂2v3(x1, t)

∂x21
(A.23)

e a lei de Newton pode ser escrita da forma:

ρf
∂v3
∂t

= − ∂p

∂x3
+ η

∂2v3
∂x21

(A.24)

Para uma onda de frequência angular w se propagando na direção x3, pode-se escrever

v3(x1, t) = v3(x1)e
jwt, e o problema a ser resolvido pode ser escrito da forma:







η ∂
2v3
∂x2

1

− jwρfv3 =
∂p
∂x3

v3 = 0 em x1 = ±a
(A.25)

A solução da equação diferencial (A.25) é dada por:

v3(x1) = − 1

jwρf

∂p

∂x3
︸ ︷︷ ︸

+ Ael
′x1 +Be−l

′x1
︸ ︷︷ ︸

sol. particular sol. homogênea

(A.26)

onde

l′ =

√

jwρf
η

(A.27)

Substituindo as condições de contorno na equação (A.26), obtém-se:
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v3(a) = 0 = − 1
jwρf

∂p
∂x3

+ Ael
′a +Be−l

′a

v3(−a) = 0 = − 1
jwρf

∂p
∂x3

+ Ae−l
′a +Bel

′a
(A.28)

Do sistema (A.28), encontra-se que:

A = B =
1

2

1

jwρf

∂p

∂x3

1

cosh(l′a)
(A.29)

Substituindo a equação (A.29) na equação (A.26), obtém-se:

v3 = − 1

jwρf

∂p

∂x3

(

1− cosh(l′x1)

cosh(l′a)

)

(A.30)

A velocidade média da seção transversal x3 = constante é, então, calculada por:

v̄3 =

∫ a

−a v3dx1
∫ a

−a dx1
(A.31)

Sabendo que
∫
cosh(u)du = sinh(u), a equação (A.31) pode ser escrita como:

v̄3 = − 1

2a

1

jwρf

∂p

∂x3

[∫ a

−a
dx1 −

1

cosh(l′a)

∫ a

−a
cosh(l′x1)dx1

]

(A.32)

Resolvendo a integral e fazendo a substituição l′a = z′
√
j, onde

z′ =

√

wρfa2

η
(A.33)

obtém-se:

v̄3 = − 1

jwρf

∂p

∂x3

[

1− 1

z′
√
j
tanh(z′

√

j)

]

(A.34)

Finalmente, isolando ∂p/∂x3 e manipulando algebricamente a equação (A.34), obtém-se

a lei de Newton em função da velocidade média v̄3, dada por:

− ∂p

∂x3
︸ ︷︷ ︸

= jwρf v̄3
︸ ︷︷ ︸

+ jwρf v̄3





tanh(z′
√
j)

z′
√
j

1− tanh(z′
√
j)

z′
√
j





︸ ︷︷ ︸

termo elástico termo inercial termo viscoso

(A.35)

131



A.2 Escoamento do Fluido em Múltiplos Poros

A.2.1 Poros ciĺındricos

Considere um material com poros ciĺındricos idênticos, perpendiculares à superf́ıcie e

uniformemente distribúıdos, como ilustrado na figura (A.5). Definindo n como o no de poros

de raio R por unidade de área da seção transversal, pode-se definir a resistividade de fluxo

como:

σ =
p2 − p1
v̄nπR2L

(A.36)

Figura A.5: Amostra de um material poro-elástico de poros ciĺındricos submetido à uma

diferença de pressão constante p2 − p1

O valor da velocidade média de escoamento v̄ pode ser avaliado a partir da equação

(A.20). Para baixas frequências, a equação (A.20) pode ser escrita da forma [1]:

−∂p
∂x

=
4

3
jwρf v̄ +

8η

R2
v̄ (A.37)

Então, para w = 0, o valor de v̄ é dado por:

v̄ =
R2

8η

(

−∂p
∂x

)

(A.38)

e a resistividade de fluxo pode ser reescrita da forma:

σ =
8η

R2(nπR2)
(A.39)
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Reconhecendo que a porosidade é φ = nπR2 e substituindo na equação (A.39), obtém-se:

σ =
8η

R2φ
(A.40)

Combinando equações (A.40) e (A.18), pode-se reescrever a variável z em função da

resistividade de fluxo:

z =

(
8wρf
σφ

) 1

2

(A.41)

Pode-se, então, escrever que:

ρfjw

z
= −σφz(

√−j)2
8

(A.42)

e a equação (A.20) pode ser reescrita como:

−∂p
∂x

= jwρf v̄ + v̄φσGtc(z) (A.43)

onde

Gtc(z) = −z
√−j
4

J1(z
√−j)

J0(z
√−j)

1
[

1− 2
z
√
−j

J1(z
√
−j)

J0(z
√
−j)

] (A.44)

A.2.2 Poros achatados

Seguindo os mesmos procedimentos utilizados para poros ciĺındricos, chega-se aos seguintes

resultados:

σ =
3η

φa2
(A.45)

z′ =

(
3wρf
φσ

) 1

2

(A.46)

ρfw

z′
=
σφz′

3
(A.47)

Dessa forma, a equação (A.35) pode ser reescrita da forma:
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−∂p
∂x

= jwρf v̄ + v̄φσGpp(z
′) (A.48)

onde

Gpp(z
′) =

z′
√
j

3

tanh(z′
√
j)

[

1− tanh(z′
√
j)

z′
√
j

] (A.49)

A.2.3 Fluxo em poros obĺıquos: Tortuosidade

(Allard, 1993) introduz o conceito de o conceito de tortuosidade a partir de um exemplo

simples, repetido nesta seção. Este exemplo consiste no problema de fluxo de um fluido num

dado material com poros obĺıquos à superf́ıcie do mesmo, como ilustrado na figura (A.6),

onde os eixos perpendiculares às seções transversais dos poros fazem ângulos de ±ϕ com à

normal da superf́ıcie.

Figura A.6: Material poro-elástico com poros obĺıquos em campo acústico plano normal à

sua superf́ıcie

Considerando que os poros do material são ciĺındricos, a porosidade é dada por:

φ =
nπR2

cos(ϕ)
(A.50)
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onde n é o número de poros por unidade de área de superf́ıcie do material e R é o valor dos

raios dos poros.

O gradiente de pressão nos poros é dado por:

p2 − p1
L

= (p2 − p1)
cos(ϕ)

d
(A.51)

Sendo a velocidade média do fluido nos poros ciĺındricos obĺıquos do material dada por

|v̄x1 | = |v̄x2 | = v̄, a resistividade de fluxo pode ser escrita como:

σ =
p2 − p1
n(v̄πR2)d

=
8η

nπR4 cosϕ
=

8η

φR2 cos2(ϕ)
(A.52)

Combinando as equações (A.52) e (A.18), pode-se escrever a variável z da forma:

z =

(
8wρfks
σφ

) 1

2

(A.53)

onde

ks =
1

cos2(ϕ)
(A.54)

Comparando as equações (A.52), (A.40), (A.53) e (A.41), vê-se que estas diferem somente

pela constante ks, definida como a tortuosidade do material poroso. Conclúı-se portanto que,

para o exemplo dado, a constante ks representa o grau de obliquidade dos poros do material.

Sendo assim, pode-se associar a tortuosidade, em materiais com uma rede complexa de

poros, à uma medida de desorganização, ou desalinhamento, dos poros destes materiais.

Vale observar também que ks ≥ 1 e que a resistividade de fluxo varia linearmente com o

mesmo.

Dadas equações (A.52), (A.53) e, para poros obĺıquos, as seguintes relações:

v̄x = v̄xi cos(ϕ) (A.55)

−∂p
∂x

= − 1

cos(ϕ)

∂p

∂xi
(A.56)

pode-se reescrever a lei de Newton (equação A.43) como:

−∂p
∂x

= jwρf v̄
1

cos2(ϕ)
+ v̄φσGtc(z) (A.57)
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Considerando que a força elástica agindo na superf́ıcie do material vale Fe = −φ ∂p
∂x
, a

equação (A.57) pode ser escrita da forma:

−φ∂p
∂x

= jwρfφksv̄ + v̄φ2σGtc(z) (A.58)

Agora, se a viscosidade do fluido for desconsiderada, tem-se que:

−φ∂p
∂x

= jwρfφksv̄ (A.59)

Vale observar que a equação (A.59) vale para qualquer geometria da seção transversal do

material.

Repetindo os cálculos feitos considerando, agora, que os poros possuem formato achatado

(placas paralelas), obtém-se a lei de Newton (equação A.43) da forma:

−φ∂p
∂x

= jwρfφksv̄ + v̄φ2σGpp(z
′) (A.60)

Desconsiderando a viscosidade do fluido, a equação (A.60) pode ser escrita como:

−φ∂p
∂x

= jwρfφksv̄ (A.61)

Vê-se que as equações (A.59) e (A.61) são idênticas. Como já observado anteriormente,

tem-se que, desconsiderando a viscosidade, a geometria da seção transversal dos poros da

matriz elástica do material não influencia na dinâmica do fluido, somente a tortuosidade.
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Apêndice B

Efeitos Térmicos em Poros

Neste caṕıtulo segue o desenvolvimento matemático apresentado por (Allard, 1993) que

correlaciona os fenômenos de condução térmica em tubos ciĺındricos e placas paralelas com as

propriedades do fluido escoando em ambas. Na teoria apresentada aqui, o fluido em questão

é o ar considerado como gás ideal.

A equação linearizada que descreve a condução térmica do ar é dada por:

k∇2τ =
jwT0
P0

(ρarcvp− P0cpµa) (B.1)

e a equação de estado do ar, considerado como gás ideal, é dada por:

p =
P0

ρarT0
(ρarτ + T0µa) (B.2)

onde p é a pressão e ρar a densidade do ar; as variáveis τ e µa são, respectivamente, a temper-

atura e a densidade acústica do meio; P0 e T0 representam a pressão e a temperatura médias

do ambiente; cv e cp são os calores espećıficos à volume e pressão constantes, respectivamente,

e k, a condutividade térmica.

Eliminando a variável µa das equações (B.1) e (B.2) e aplicando a seguinte identidade

(válida para gases ideais):

ρar (cp − cv) =
P0

T0
(B.3)

chega-se à equação diferencial da condução de calor no ar dada por:
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∇2τ − jwγ

υ′
τ = −jw

k
p (B.4)

onde γ = cp/cv e υ
′ = k/ρarcv.

Considerando o problema em questão como sendo o escoamento do ar em um tubo

ciĺındrico (seção A.1.1) e que a variação da temperatura acústica (τ) na direção x3 (fig.

A.1) é despreźıvel em relação à sua variação na direção radial, pode-se escrever a equação

(B.4) da forma:

∂2τ

∂x21
+
∂2τ

∂x22
− jwγ

υ′
τ = −jw

k
p (B.5)

Observa-se que a equação diferencial (B.5) possui a mesma forma da equação (A.7).

Definindo a variável w′ = wB2, onde B2 = ηγ/ρarυ
′ é o número de Prandtl, pode-se comparar

ambas as equações (B.5) e (A.7), dadas, respectivamente, por:

∂2τ

∂x21
+
∂2τ

∂x22
− jw′ρar

η
τ = −jw

′υ′ρar
kηγ

p (B.6)

e
∂2v3
∂x21

+
∂2v3
∂x22

− jwρar
η

v3 =
1

η

∂p

∂x3
(B.7)

concluindo-se que:

τ =
pυ′

kγ
ψ
(
x1, x2, B

2w
)

(B.8)

e

v3 = − 1

jwρar

∂p

∂x3
ψ (x1, x2, w) (B.9)

A função ψ(x1, x2, w) das equações (B.8) e (B.9) é a solução do problema:







∂2ψ
∂x2

1

+ ∂2ψ
∂x2

2

− jwρar
η
ψ = − 1

η
ψ

x21 + x22 = R2 → ψ = 0
(B.10)

Da equação (A.19), é posśıvel escrever a lei de Newton da seguinte forma:

− ∂p

∂x3
= jwρ̃ 〈v3〉 (B.11)
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onde 〈v3〉 representa o valor médio da velocidade do fluido na seção transversal do tubo.

A variável ρ̃ que multiplica o termo inercial da equação (B.11) é denominada de densidade

efetiva e inclui os efeitos das forças viscosas agindo no fluido. Da equação (A.19), esta vale:

ρ̃ = ρar

/[

1− 2

z
√−j

J1(z
√−j)

J0(z
√−j)

]

(B.12)

ou, das equações (B.9) e (B.11),

ρ̃ = − ∂p

∂x3

1

jw 〈v3〉
=

ρar
〈ψ (x1, x2, w)〉

(B.13)

Paralelamente, pode-se definir a função, na frequência, do módulo volumétrico do ar,

como:

K̃ = − p

〈ξ〉 (B.14)

onde 〈ξ〉 representa o valor médio da dilatação do ar na seção transversal do tubo. Sabendo,

da definição da densidade acústica linearizada [17], que µa = −ξρar e, da equação (B.2), que:

〈µa〉 =
ρar
P0

p− ρar
T0

〈τ〉 (B.15)

a expressão para o módulo volumétrico K̃ pode ser reescrita da forma:

K̃ =
P0

1− P0υ′

T0kγ
〈ψ (x1, x2, B2w)〉

(B.16)

Por fim, usando as definições de γ e υ′, a equação (B.3) e a notação:

〈ψ (x1, x2, w)〉 = F (w)

〈ψ (x1, x2, b
2w)〉 = F (B2w)

(B.17)

o valor do módulo volumétrico K̃ em função da frequência é dado por:

K̃ =
γP0

γ − (γ − 1)F (B2w)
(B.18)

e

F
(
B2w

)
=

[

1− 2

Bz
√−j

J1
(
Bz

√−j
)

J0
(
Bz

√−j
)

]

(B.19)
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O mesmo procedimento pode ser seguido para obter-se a solução do problema de condução

de calor do ar escoando em placas planas é considerado. Para tal problema, o módulo

volumétrico é dado pela equação (B.18), quando a função F (B2w) vale:

F
(
B2w

)
=

[

1− 2

Bz′
√
j

tanh
(
Bz′

√
j
)

Bz′
√
j

]

(B.20)

Se for considerado o escoamento em múltiplos poros obĺıquos – seguindo os procedimentos

das seções (A.2) – a função F (B2w), presente nas equações (B.20) e (B.19), toma a forma:

F (w) =

[

1 +
σ′φ

jb2wρarks
G(z)

]−1

(B.21)

onde σ′ é a resistividade térmica, ks é a tortuosidade definida pela equação (A.54) e o fator

de forma G(z) é definido na seção (4.1.3).
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Apêndice C

Tortuosidade Dinâmica e

Comprimentos Caracteŕısticos Viscoso

e Térmico

Nesta seção será introduzido brevemente os conceitos de tortuosidade dinâmica, compri-

mentos caracteŕısticos viscoso e térmico definidos por (Allard, 1993) e (Johnson et al, 1987).

C.1 Tortuosidade dinâmica

Antes de tudo, faz-se referência às equações (A.58), (A.60), (A.53) e (A.54), apresentadas

na seção (A.2), para obter-se a lei de Newton na forma:

− ∂p

∂x3
= jwρ̃v̄3 (C.1)

onde a densidade efetiva dinâmica é definida por:

ρ̃ = ksρfF (w)
−1 (C.2)

para

F (w) =

[

1 +
σφ

jwρarks
G(z)

]

(C.3)

A função, ou fator de forma, G(z) que aparece na equação (C.3) pode ser substitúıda

tanto pela função Gtc(z) quanto por Gpp(z
′). Usando os resultados da seção (4.1.3), o fator
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de forma pode ser definido para uma geometria qualquer dos poros do material dado que

G(z) = Gtc(z) e z = c (8wρarks/σφ).

(Jonhson et al, 1987) introduz o conceito de tortuosidade dinâmica α̃(w), o qual relaciona

linearmente a densidade efetiva e a densidade do fluido da forma:

ρ̃ = α̃ρf (C.4)

Comparando as equações (C.2) e (C.4), conclui-se que:

α̃ = ks

(

1 +
σφ

jwρfks
G(z)

)

(C.5)

(Allard, 1993) mostra que a função α̃(w), quando w → ∞, produz a identidade:

α̃(w → ∞) = α∞ = ks (C.6)

Vê-se, então, que α∞ depende somente da geometria da matriz elástica e é idêntico ao

parâmetro de tortuosidade (ks) definido por (Allard, 1993).

C.2 Comprimento caracteŕıstico viscoso

Considere o poro representado na figura (C.1) onde β é a menor distância entre o ponto

M e a parede do poro. Considere também que a largura da peĺıcula viscosa, dada por

δv = (2η/ρfw)
1

2 , possui dimensões muito inferiores à do poro para altas frequências. Para

este problema, a velocidade microscópica do fluido no ponto M é dada por:

vm(r) = vi(rw)
[
1− e−jβq

]
(C.7)

onde vi(rw) representa a velocidade na parede do poro (β = 0) quando desconsiderada a

viscosidade e q = (−j + 1)/δ [1].

Dado o campo de velocidade vi, defini-se o comprimento caracteŕıstico viscoso Λ como:

Λ = 2

∫

V
v2i (r)dV

∫

A
v2i (rw)dA

(C.8)
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K̃ =
γP0

γ − (γ − 1)
[
1− (1− j) δv

BΛ′

] (C.11)

Para ambas as constantes Λ e Λ′, existem técnicas de medição experimental que permitem

suas avaliações para materiais poro-elásticos variados.

C.4 Função G(z) avaliada por (Jonhson et al, 1987)

Na seção 4.1.3 foi comentado que as funções Gtc(z) e Gpp(z
′) são similares quando:

z = c (8wρfα∞/σφ)
1/2 (C.12)

de forma que é posśıvel descrever o comportamento viscoso de vários materiais porosos a

partir de uma única função G(z) – que pode ser tanto Gtc(z) como Gpp(z
′) – desde que as

constantes c, α∞, σ e φ sejam avaliadas corretamente para cada material.

(Jonhson et al, 1987) introduz uma nova função:

Gj(w) =

(

1 +
4jα2

∞ηρfw

σ2Λ2φ2

)

(C.13)

e argumenta que esta é equivalente à função G(z) apresentada anteriormente.

De fato, (Allard, 1993) mostra que quando σ, φ e α∞ são idênticas em ambas as funções

Gj(w) e G(z), e quando:

Λ =
1

c

(
8ηα∞

σφ

) 1

2

(C.14)

G(z) e Gj(w) produzem resultados similares, e a diferença final no cálculo da impedância e

do no de onda usando ambas as funções pode ser desprezada. Dado então que o cálculo da

função Gj(w) é mais simples de ser realizado que o cálculo da função G(z), é prefeŕıvel o uso

da primeira para os cálculos de b̃ e K̃ apresentados na seção 4.1.3 e apêndice B.
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Apêndice D

Análise de Convergência

Faz-se, nesta seção, a análise de convergência do programa desenvolvido para o cálculo

da absorção e outras propriedades de materiais poro-elásticos bidimensionais. Analisam-se

dois casos: a absorção de um material poro-elástico homogêneo e a absorção de uma célula

contendo dois materiais poro-elásticos distintos. As configurações de ambos os casos estão

ilustradas nas figuras (D.1) e (D.3). As curvas de absorção de cada modelo simulado são

comparadas e os tempos de simulação e erros relativos são computados. O cálculo do erro

relativo é dado por:

∆αmod = max

( |αmod − αref |
αref

)

× 100% (D.1)

sendo αmod a absorção do modelo para o qual calcula-se o erro relativo, e αref a absorção do

modelo mais refinado simulado.

D.1 Problema 1D

Para a análise da convergência do problema 1D (Figura D.1), foram simulados modelos

contendo 5, 10, 20 e 40 elementos na direção de propagação da onda no meio poroso e 2

elementos na direção normal à propagação da onda. As absorções acústicas desses modelos

foram calculadas para a faixa de frequência de 0 a 3000 Hz, em intervalos de 10 Hz (300 pon-

tos). As curvas de absorção obtidas estão ilustradas na figura (D.2); os tempos de simulação

145



e os erros máximos das curvas de absorção dos modelos com 5, 10 e 20 elementos, em relação

ao modelo com 40 elementos, estão expostos na tabela (D.1).

Da figura (D.2) vê-se que as curvas de absorção de todos os modelos simulados apresentam-

se bem próximas. A curva de absorção do modelo com 5 elementos distancia-se, nas frequências

mais altas, das curvas de absorção dos modelos mais refinados, mas mantém forma semel-

hante. Da tabela (D.1) observa-se que o erro máximo relativo do modelo com 20 elementos é

ı́nfimo e conclúı-se o refinamento subsequente da malha não é necessário para o prolema em

questão.

Figura D.1: Modelo para o cálculo da absorção de um material poro-elástico homogêneo:

Problema 1D

N 5 10 20 40

Erro 4,7% 1,2% 0,2% 0%

Tempo 10,5s 19,5s 31,7s 54,0s

Tabela D.1: Erros relativos e tempos de simulação do problema 1D
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Figura D.2: Curvas de absorção do Problema 1D para N=5, 10, 20 e 40 elementos

D.2 Problema 2D

Para a análise de convergência do problema 2D (Figura D.3), simularam-se modelos nos

quais o meio poroso foi discretizado em N por N elementos, para valores de N iguais à 4,

8, 12, 16, 20 e 24. O cálculo da absorção acústica de cada modelo foi realizado dentro do

faixa de 0 a 3000 Hz, em intervalos de 20 Hz (150 pontos). As curvas de absorção obtidas

estão ilustradas na figura (D.4); os tempos de simulação e os erros máximos das curvas de

absorção dos modelos com 4, 8, 12, 16 e 20×20 elementos, em relação ao modelo com 24×24

elementos, estão expostos na tabela (D.2).

Da figura (D.3) vê-se que somente a curva de absorção do modelo com 4×4 elementos

diverge da curva do modelo mais refinado com 24×24 elementos, para frequências a partir de

500 Hz; os demais modelos possuem curvas de absorção próximas, apresentando, no entanto,

um certo desvio para frequências próximas à 1000 Hz – região onde verifica-se os maiores

valores de erros relativos. Da tabela (D.2) observa-se que o erro relativo cai bruscamente

quando se refina o meio poroso em até 12×12 elementos, e depois mantém-se próximo a

2,5%. Da mesma tabela, vê-se que o tempo de simulação do modelo com N = 16 é quase o

dobro do tempo necessário para a simulação do modelo com N = 12 elementos. Conclúı-se,
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portanto, que a malha com N = 12 elementos produz, para o caso estudado, resultados

razoavelmente próximos do modelo mais refinado com N = 24 e, tendo em vista que deve-se

simular estruturas porosas compostas por várias células discretizadas em N×N elementos, e

que o modelo com N = 12 produz, para o caso estudado, resultados razoavelmente próximos

ao modelo com N = 24, conclúı-se que a malha com 12×12 elementos apresenta a melhor

relação custo-benef́ıcio para os casos estudados na seção (6.3.2).

Figura D.3: Modelo para o cálculo da absorção de uma célula contendo 2 materiais poro-

elásticos distintos: Problema 2D

148



Figura D.4: Curvas de absorção do Problema 2D para N=4, 8, 12, 16, 20 e 24 elementos

N 4 8 12 16 20 24

Erro 22,7% 10,5% 3,5% 2,5% 2,6% 0%

Tempo 6,7s 14,5s 30,3s 58,9s 102,7s 166,6s

Tabela D.2: Erros relativos e tempos de simulação do problema 1D
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