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Resumo

O acoplamento entre os movimentos de rotacdo do braco do tensionador e os
movimentos transversais dos tramos de correia adjacentes a polia do tensionador € investigado
neste trabalho. As equacdes de movimento de um sistema composto por trés polias, correia
serpentina € um autotensionador sdo derivadas a partir do Principio de Hamilton. Estas
equagdes formam a base para as analises do equilibrio e vibragdo linear.

Dois métodos sdao descritos para a solugdo das equacdes do equilibrio. A solucdo
numérica converte rapidamente e fornece a base para a andlise da vibracao linear. A solugdo
linear aproximada fornece uma indicagdo da efetividade do design do tensionador, ou seja, sua
capacidade de manter a tensdo de tracdo constante, medida a partir da constante de suporte

desenvolvida nesta analise.

Uma solucdo de forma fechada baseada no método de Holzer € proposta para analisar as
vibragdes livres. Dois loops de iteragdo s@o utilizados na solu¢do. Um loop interno para a
estrutura ciclica e um loop externo para o tensionador.

A principal conclusdo deste estudo é que um acoplamento linear existe entre oS
movimentos de rotacdo do braco do tensionador e os movimentos transversais dos tramos de
correia adjacentes a polia do tensionador e produzem respostas dindmicas diferentes de
quando o mesmo € desconsiderado.

Um aplicativo para a implementagdo do modelo foi desenvolvido em Visual Basic

Palavras-chave: Correias — Serpentina — Autotensionador — Vibracoes



Abstract

The coupling between the tensioner rotational movement and the transverse movement
of the belt spans adjacent to the tensioner pulley is investigated in this study. Hamilton’s
Principle is used to derive the governing equations of motion which provide the basis for the
equilibrium and linear vibration analysis.

Two methods are described for solving the equations of equilibrium. The exact,
nonlinear, iterative solution converges quickly, and provides the basis for the linear vibration
analysis. The approximated solution provides an indication of the system design effectiveness

by the tensioner support constant derived in the study.

A closed form solution based on the Holzer’s method is proposed for solving the linear
vibration analysis problem. Two iterations loops are used in the solution. An internal loop for

the cyclic structure and an external loop for the tensioner arm.

A major conclusion of this study is that linear coupling exists between rotational and
transverse vibrations, and often produces different dynamic response than that predicted by
ignoring coupling.

A software was developed in Visual Basic to implement the model.

Key words: Belts — Serpentine — Tensioner — Vibration
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1 INTRODUCAO

Correias serpentina s@o aquelas que possuem uma razdo entre espessura e largura muito
pequena. No mercado sdo conhecidas por poly-v, micro v, estriada ou outro nome e sdo
utilizadas para o acionamento de varios acessOrios automotivos ao mesmo tempo, tais como,
alternador, dire¢do hidrdulica, bomba de dgua e ar condicionado. Foi inventada por Jim Vance
da companhia Gates e foi utilizada pela primeira vez em 1979 no Ford Mustang. Como estas
correias possuem um comprimento maior que o convencional, um tensionador € adicionado
para manter uma tensdo adequada. A figura 1.1 mostra um exemplo de um acionamento com

correia serpentina.

Gerador

s

Diregio
Hidréulica |

Vi

Bomba de A
agua 1
Tensionador

Ar

Motor Condicionacioy )

Tensionador

Figura 1.1 — Acionamento por correia serpentina

(fonte:www.wjjeeps.com/serpentine.htm)

Até sua invencdo, os acessorios automotivos eram quase que exclusivamente acionados

por diversas correias V (figura 1.2) devido ao seu baixo custo e ruido se comparada a outros



sistemas de acionamento. Entretanto, a maioria dos fabricantes recomenda sua substitui¢do a
cada 40.000 km aproximadamente e € dificil manter uma tensao constante apropriada ao longo

de sua vida util.

A introducdo da correia serpentina aumentou consideravelmente a confiabilidade e
reduziram os requerimentos de manutencdo em relacdo as correias V. A melhora de
desempenho resulta de um stress mais baixo e maior dissipacdo de calor. Também diminuiu os

problemas de ruido e vibragdes nos acessorios.

Polia
Livre

Direcao
Hidraulica

CorreiaV

Compressor

Bomba de dgua

.A.r Motor
condicionado

Figura 1-2. Acionamento por correias V (fonte: www.mistematic.co.uk/aircon/systems.htm)

Todavia, um projeto e disposicdo dos acessorios inadequados podem causar o
aparecimento de vibracdo e ruidos indesejdveis. A vibragdo e ruidos de sistemas acionados
por serpentina afetam a percepcdo dos passageiros quanto ao conforto, qualidade e a
confiabilidade do sistema. A vibracdo dos acessérios pode transmitir vibracdo e ruidos
excessivos a outras estruturas do veiculo e aos passageiros e pode causar fadiga e falha de

componentes do sistema. Portanto, conhecer o comportamento dindmico do sistema antes de

2



sua producdo é de grande interesse, pois grandes mudancas de layout dos acessorios sdao

necessdrias para uma mudanga significativa nos modos de vibragdo.

Dois tipos de vibragdo ocorrem em sistemas acionados por correias e polias fixas. A
vibracdo rotacional das polias em torno de seus eixos e a vibracdo transversal dos tramos de
correia. A vibragdo rotacional produz uma deformacdo longitudinal na correia. Desta forma a
correia age como uma mola longitudinal (Figura 1.3). A vibragado transversal € a vibracdo dos
tramos da correia no sentido transversal ao do movimento e agem como uma corda ou uma

viga (Figura 1.4)

Figura 1.3 — Vibrag@o Rotacional

k

k

Figura 1.3 — Vibrag@o Rotacional

Wy (xlr t)

Ww» (x2' t)

Figura 1.4 — Vibracao Transversal



Ambos os tipos de vibracao podem ser excitados por momentos aplicados as polias dos
acessorios ou motor, excentricidades ou irregularidade das polias, propriedades das correias e

movimento dos suportes das polias.

A vibragdo rotacional induz variacdes na tensdo na correia que promovem fadiga nas
correias € mancais, induzem forcas de reacdo nos mancais produzindo ruidos e podem causar

escorregamento das polias.

A vibragdo transversal também induz variacdes de tensdo na correia com as mesmas

consequéncias da vibracao rotacional, com o adicional de produzir ruido diretamente.

Uma das caracteristicas dos sistemas acionados por correia serpentina € a utilizacdo de
um tensionador de mola (figura 1.5) que melhora consideravelmente o desempenho dindmico
compensando automaticamente as variagdes de tensOes conforme as condi¢des de operacao se
alteram. O movimento do brago do tensionador leva a mudancas na geometria do sistema que
afetam as caracteristicas dindmicas do mesmo. Existe um acoplamento linear entre o
movimento rotacional das polias e tensionador € o movimento transversal dos tramos da
correia adjacentes ao tensionador. A investigacdo deste acoplamento € um dos principais

objetivos deste estudo.

Figura 1.5 Tensionador de mola (fonte:

www.gatesbrasil.com.br/catalogo/automotivo/tensionadores)



Este estudo apresenta as equacgdes de movimento ndo linear utilizando o principio de
Hamilton. As equacdes incluem o acoplamento entre 0 movimento do brago do tensionador e

o movimento transversal dos tramos adjacentes.

Para a solucao do equilibrio sdo apresentados dois métodos para o calculo das tensdes de
operacdo e a posicdo do brago do tensionador baseado na posi¢do de repouso. O método
numérico (exato) encontra o estado de equilibrio pela iteracdo das equagdes do equilibrio. O
método aproximado €é uma solu¢do de forma fechada baseado na linearizacio das equagdes de
equilibrio. Este método define uma constante de suporte baseada na constante introduzida por
Mote (MOTE, 1965-a) em seu estudo sobre serras de fita. A constante de suporte indica a
capacidade do sistema de manter uma tensdo de tracdo constante durante a operacdo e a

estabilidade do sistema na posi¢@o de repouso.

As equagdes lineares de movimento acoplam os movimentos angulares das polias e
brago do tensionador com os movimentos transversais dos tramos adjacentes ao tensionador.
Uma solucdo de forma fechada € desenvolvida utilizando o método de Holzer para encontrar

as frequéncias naturais do sistema.

Um software foi desenvolvido para implementar o modelo apresentado e os resultados

comparados com outros resultados disponiveis na literatura.



2 REVISAO DA LITERATURA

Correias fazem parte de uma classe de sistemas mecanicos chamados de materiais com
movimento axial (KOIVURA, 1998). Outros sistemas desta classe incluem: mantas de papel
em maquinas de papel ou impressoras, enrolamento e desenrolamento de fibras téxteis, fitas
magnéticas, transmissdes por correntes, serras de fita, fluidos em tubos, etc. Apesar da alta
velocidade de transporte ser uma caracteristica, vibracdes nestes sistemas sd3o normalmente
indesejaveis. Movimentos transversais em serras de fita produzem um corte de pouca
qualidade e aumenta a quantidade de residuos. Em gravacdes com fitas magnéticas a vibragcao
longitudinal da fita em relacdo ao cabecote acelera o desgaste e produz modulagdes nas

gravagoes.

A vibracdo transversal de uma corda com movimento uniforme ao longo de seu
comprimento foi estudado por Archilbald e Emslie (1958). As equacdes de movimento foram
obtidas tanto pela aplica¢dao do Principio de Hamilton quanto pelo método Newtoniano e os

efeitos da velocidade axial no espectro de vibracdo avaliado.

O comportamento de ondas estaciondrias transversais de uma corda em movimento com
uma das extremidades tendo oscilacdo harmoénica foi investigada por Sack (1954). Foram
investigadas a velocidade de propagacio efetiva e a velocidade de propagacao da fase da onda.

Neste estudo também foi abordado o impacto do amortecimento do meio.

Swope and Ames (1963) investigaram a oscilagdo de uma corda enquanto esta €
enrolada em uma bobina. Um problema de grande interesse para a industria téxtil. O método
de D’Alembert ¢ utilizado para o caso de uma corda de comprimento infinito e para o caso de

comprimento finito.

Nos estudos acima a rigidez a flexdo € considerada pequena de forma a considerar o
material uma corda. Entretanto, para alguns materiais a rigidez de flexdo é importante na
modelagem e o sistema deve ser modelado como uma viga. Serge Abrate (1992) apresenta um
parametro baseado na rigidez a flexdo, tensdo inicial e comprimento do material para avaliar

qual modelo € o mais adequado.



Mote (1965-a) estudou a dinamica de serras de fita. Ele analisou a dependéncia da
tensdo e frequencia com a velocidade axial e a rigidez da fixac¢do das polias. Desenvolveu uma
constante adimensional, 77, que mede a efetividade do sistema em manter a tensdo de tracdo
constante; 7 = 1 corresponde a uma melhor capacidade de se manter a tensdao de tracdo e
n = 0 corresponde ao oposto. Beickmann desenvolveu uma constante de suporte para sistemas

acionados por correia tipo serpentina e tensionador.

Mote e Wu (1985) e Wang e Mote (1986) estudaram o acoplamento linear entre a
vibragdo rotacional e a vibracdo transversal em torno do equilibrio em um sistema de duas
polias e fita de corte. Suas andlises mostraram que um erro significante no espectro de

vibragdes ocorre se este acoplamento € negligenciado.

Ulsoy et al (1985) descreveu os mecanismos de instabilidade para um sistema com duas
polias e um tensionador dinamico. Variagdes de tensdo na correia ocorrem devido a flutuagdes
de torque nas polias. Essas variagdes parametricamente excitam a vibragdo transversal da

correia ocasionando instabilidade do tipo Mathieu.

Beikemann (1992) conduziu uma andlise tedrica e experimental de um sistema acionado
por uma correia tipo serpentina € um tensionador dindmico. Seu estudo mostra a existéncia de
um acoplamento linear entre as vibragdes rotacionais e transversais nos tramos da correia
adjacentes ao tensionador. Faz também uma andlise ndo linear demonstrando que a frequéncia
natural de um modo de vibracdo rotacional pode parametricamente excitar um modo de

vibragdo transversalmente dominante.

Moon e Wickert (1996) investigaram a vibracdo ndo linear de um sistema de
transmissdes por correia contendo polias excéntricas. Experimentos demonstraram o papel da
ndo linearidade na vibragdo da correia, em particular nas regides proximas a ressonancia € a

altas velocidades.

Kim e Lee (1998) desenvolveram um modelo matemadtico para a andlise da vibracao nao
linear livre e forcada de um sistema com duas polias e correias considerando a rigidez dos
mancais das polias. A condic@o de contorno em uma dimensao de Mote e Wu (1985) e Wang

e Mote (1986) foi expandida para duas dimensoes.



Zhang e Zu (1998) utilizou o mesmo protétipo apresentado por Beikmann (1992) para
estudar a vibracdo linear e ndo linear de sistemas de transmissdo por correia serpentina. Ao
invés de utilizar o método proposto por Beikmann para a obtencao das freqiiéncias naturais foi
obtida uma equacdo caracteristica que fornece conclusdes sobre o efeito dos pardmetros de

projeto.

Suweken e Horssen (2003-a)(2003-b) elaboraram dois modelos para descrever a
vibragdo transversal em correias transportadoras com velocidade variando harmonicamente.
No primeiro modelo (2003-a) a correia foi considerada como uma corda e no segundo (2003-
b) como uma viga. Verificaram um comportamento dindmico complicado quando o a
freqiiéncia de oscilacdo da velocidade da correia € a soma ou diferenca de qualquer duas

freqii€ncias naturais do sistema com velocidade zero.

Sendo este o primeiro trabalho nesta linha de pesquisa, realizado pelo Departamento de
Projetos Mecanicos da Faculdade de Engenharia Mecanica da Universidade Estadual de
Campinas, fazia-se necessario a obten¢do do conhecimento de base para o desenvolvimento de
trabalhos futuros. Sendo assim, esta dissertacdo € baseada no estudo desenvolvido por

Beikemann (1992).



3 EQUACOES DE MOVIMENTO

3.1 Consideracoes iniciais

A transmissdo de poténcia em sistemas acionados por correia s6 € possivel em
decorréncia do atrito existente entre a polia e a correia. Para se obter este atrito deve-se
submeter o conjunto a uma tensao inicial T, que comprimird a correia sobre a polia de forma

uniforme e essa forga serd igual em todos os tramos da correia.

Entretanto, quando o sistema € colocado em operacdo os tramos da correia sdo
submetidos a diferentes tensdes. Um primeiro efeito ocorre devido ao equilibrio de momentos,
por exemplo na polia motora, com a aplicacdo de um momento de acionamento, as tensdes Ty
e T, serdo diferentes, sendo T; maior que T, (figura 3.1). Se considerarmos que a correia se
comporta como um corpo eléstico, haverd diferencas de enlongamentos entre os dois tramos

da correia originando o fendmeno conhecido como creep (Shigley, J.E., Mischke, C.R., 1989)
Na polia movida o mesmo fendmeno ocorre de maneira inversa.

Outro efeito ocorre devido ao efeito da velocidade da correia, que causard

enlongamentos pela acdo das forcas centripetas envolvidas.

Para a analise destes fendmenos, considera-se a polia motora mostrada na figura 3.1,

onde:
- ¢ € o angulo de abragamento
- T,, € atensao total do tramo 1
- T,, € atensao total do tramo 2
- T; € tensao de tragcao

- dT e a variagdo da tensdo de tragdo ao longo do elemento infinitesimal



- N ¢é areacdo normal
- F, é a forca de atrito
- u é coeficiente de atrito

- T, € a tensdo centrifuga

dN

T, + dT, + T,

Figura 3.1 — Tensodes na Correia ao longo do arco de abracamento

A figura mostra as forcas atuantes em um elemento infinitesimal de angulo total d¢

Considerando o equilibrio de forcas neste elemento sem considerarmos o efeito da

rotacao, tem-se:

Na Direcao Tangencial: ~ (T; + dT) cos % — T, cos % =udN

(3.1.1)

Na direcdo Normal: (Ty + dT;) sen? + T Sen% =dN
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(3.1.2)
Sendo d¢ € muito pequeno pode-se considerar cos% =1, sen? =L, th% = 0.

Assim as equagdes (3.1.1) e (3.1.2) tornam-se:

Na direcao Tangencial: dT; = pdN
(3.1.3)
Na direcdo Normal: T, d¢p = dN
(3.1.4)
Substituindo dN de (3.1.4) em (31.3) e integrando:
¢ Ter 4T,
IR
0 T, 1t
(3.1.5)
uod=InTy —InTy,y
(3.1.6)
Ty = Tpp €%
(3.1.7)

A equacdo (3.1.7) mostra que a tensdo de tragdo varia exponencialmente ao longo do

angulo de abracamento da polia.
Considerando-se o efeito da rotagdo tem-se:

dp dmv?
2T, senT =

(3.1.8)
Onde m € a massa especifica da correia.

Sendo o comprimento do elemento infinitesimal igual a rd¢ e a sua massa mrde:

2

v
T.dp = mrdo -

11



(3.1.9)
T. =mv
(3.1.10)

Logo, a tensao total de equilibrio a qual um tramo de correia n esté sujeito é dada por:

Ton = Ten + T¢
(3.1.11)
onde,
- Tty € a tensdo de tracdo

- T, € a tensdo centrifuga

3.2 Equacoes de Movimento Nao-Lineares

As equagOes de movimento serdo desenvolvidas para um sistema genérico representado
na Figura 3.2. Este sisttema é formado por quatro elementos discretos (polias e braco do
tensionador) e trés elementos continuos (tramos da correia). As equagdes de movimento

governam a resposta do sistema as seguintes variaveis:

- 6,(t),0,(t),05(t), 0,(t): deslocamentos angulares das polias e tensionador, e serdo

representados por 6,,.

- wy(x, t), wy(x,t), ws(x,t): deslocamentos transversal dos tramos da correia e serdo

representados por wy,.

- uq(x, ), uy(x, t), us(x,t): deslocamento longitudinal dos tramos da correia e serdo

representados por uy,.

12



7z

onde, n representa o enésimo elemento, X € a coordenada espacial dos sistemas de

referéncias generalizados e t € o tempo.

Brago do Tensionador

Polia 4

Tramo 3

Polia 1

Figura 3.2 — Sistema de 3 polias com Tensionador

As seguintes simplificacdes sdo assumidas:

- A rigidez de flexdo é desprezivel em relacdo a rigidez longitudinal, dessa forma a

correia € modelada como se fosse uma corda.
- A velocidade axial da correia, v, € constante e uniforme

- As propriedades fisicas (EA,m) da correia sdo uniformes mesmo durante seu

estiramento
- O amortecimento € desprezivel
- O escorregamento da correia € desprezivel

- A tensdo da correia na polia decresce linearmente ao longo do arco de abragamento

13



- Os pontos de contato da correia com as polias ndo variam

O principio de Hamilton serd utilizado para o desenvolvimento das equacdes de

movimento nao lineares (MEIROVITCH, 1971) (MEIROVITCH, 2007) (BRUN, 2007).

[
6(T-U+W)dt=0
%1
(3.2.1)
onde, T € a energia cinética, U a energia potencial e W o trabalho das forcgas externas.
A velocidade do movimento transversal da correia é dada por:
aw(x,t)  dw(x,t) N dx ow(x,t)
dt at dt  0x
(3.2.2)
Como dx/dt é a velocidade axial da correia v:
dw(x,t)  dw(x,t) N ow(x,t)
a ot ox
(3.2.3)
dw(x,t)
T = W,t +v W,x
(3.2.4)

onde os subscritos ; e , representam as derivadas parciais em relacdo a t e X respectivamente.

Similarmente, a velocidade longitudinal é dada por:

du(x,t)  Odu(x,t) N ou(x,t)
ac ot | ox

(3.2.5)

du(x,t)
dt

= u,’t+ VU,

(3.2.6)
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A energia cinética das polias é:

1 v 2
Tpolias = E]n (a + gn,t)

(3.2.7)

onde J, e 1;, sdo o momento de inércia e o raio do enésimo elemento discreto (polia ou

tensionador).

E a energia cinética do brago do tensionador:

1 2
Ttensionador = 513 63,t

(3.2.8)
A energia cinética total do sistema sera:
1 v 2 1 v 2 1 , 1 v 2
T= 511 (r_1+ Hl,t) + E/z (E‘F 92,t) +§]3 03¢ +§]4 (a"‘ ‘94,t>
h 2 2
+ J > {(Wl_t +owy ) + (uye + vug, +v) }dx1
0
21 2 2
+ f Sm {(szt + vwz,x) + (uZ,t + vuy, + v) }dxz
0
1 2 2
+ f > m{(w&t + vw3,x) + (u3,t + vuz, + v) }dx3
0
(3.2.9)
A energia potencial de um tramo da correia é dada por (KIM at al, 1999):
L
Utramo = 1/2f fE €2 dA dx
074
(3.2.10)

onde, A € a drea da se¢do transversal da correia, E é o médulo de Young, e €, € a razdo da

deformacao total do tramo de correia pelo seu comprimento inicial e € dada por:

15



Ex == EO + 61
(3.2.11)
onde:

€,¢ a deformacdo especifica devido a tensdo estitica ao longo do comprimento da

correia. Para uma tensao T, uniforme:

(3.2.12)
€, resulta da componente dindmica da tensao.

A figura 3.3 mostra um elemento dx da correia sendo deformado:

V(dx + du)? + dw?

dw

dx du

Figura 3.3 — Deformagdo de um elemento dx da correia

A razdo da deformacao e o tamanho inicial, €€ dada por:

\/(dx + du)? + dw? — dx
El =
dx

(3.2.13)

= ) ()
1= dx dx

(3.2.14)
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€ =\/(1+u,x)2+w§—1

(3.2.15)
Utilizando a Série de Taylor para linearizar (3.2.15) (CHEN at AL, 2007):
€=Uy + EW’,ZC
(3.2.16)
Assim a energia potencial de um tramo correia é dada por:
1 L r.
Utramo = —f fE (e, + €)?dA dx
2o Ja
(3.2.17)
EA (' (T, 1y
Utramo = 7 fo (ﬁ + u,x + EW’x) dx
(3.2.18)
A tensao total de cada tramo da correia é:
1
Tp(xp) = €x. EA= Ty + EA (upy + > Wi )
(3.2.19)

A energia potencial armazenada na correia ao longo do arco de abragamento das polias
total do sistema € obtida pela integracdo da variacdo da tensdo total ao longo do arco de

abarcamento. Para a polia 1:

¢1 2
Upopiar = % f (Ts(l:«;) n ﬁ(ﬂ(o) _ T3(l3)>> rdo,
0

2 EA ¢\ EA EA

(3.2.20)
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onde, o, € ¢, sdo respectivamente a coordenada e dngulo de abracamento da polian e 63, é a

deflexdo da mola do tensionador na posicao de referéncia (v=0) (Figura 3.4).

O termo % determina a proporcionalidade entre T; e T3 ao longo do arco de
1

abracamento 1, do;.

Braco do Tensionador

Polia 2

Polia 4

—
Polia 1
Figuras 3.4 — Coordenadas angulares e angulos de abracamento
A energia potencia do braco do tensionador é
Utensionador = %kr(QS + 65,)°
(3.2.21)

onde 05,¢ a deflexao inicial da mola do tensionador.
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Assim, a energia potencia total do sistema é:

1 2
U= Ekr(93 + 93r)

EA
+_

EA
2
EA
2
EA
2

o \EA

)
s \ EA

T,(12)
s \ EA

h <(T01)
0

EA

2 (Toz)
2 J, <EA

g <(T03)
0

EA

O trabalho das forcas externas sera:

1 T3(l3)

07

T3(13)

1

<T1<o> )

EA

T1 (1)

o, (T>(0)
+ E( EA

EA

ﬁ T5(0) _ T,(13)
o EA
Uq x + W1 x)
Uy x + WZ x>

1 2
Uy, + > Wi x dx3

W = M191 + M292 + M393 + M4_94

onde M, é o torque aplicado as n polias pelos acessorios € motor.

i
i
.

rdoy

r,do,

1,doy

(3.2.22)

(3.2.23)

Substituindo as equagdes (3.2.9), (3.2.22) e (3.2.23) em (3.2.1) as equacdes de

movimento para os tramos da correia sdo:
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1
m(—WLtt - szl,xt - vzwl'xx) + <(EA(u1’x + E Wix) + T01> Wl,x) = 0

X

1
m(_WZ,tt - 2VWZ,xt - vzwz,xx) + ((EA (uz,x + E sz,x) + ToZ) Wz,x> =0

X

1
m(_WS,tt - 277W3,xt - v2W3,xx) + ((EA (u3,x + E Wag,x) + To3> W3,x> =0

X

(3.2.24)
2 1 2
m(_ul,tt - 2Uul,xt -V ul,xx) + (EA (ul,x + E Wl,x) + Tol) =0
X
2 1 2
m(_uz,tt - Zvuz,xt -V uZ,xx) + (EA (uz,x + E W2,x) + TOZ) =0
X
2 1 2
m(_uB,tt - 2“7u3,xt -V u3,xx) + (EA (u3,x + E W3,x) + T03) =0
X
(3.2.25)

Existem trés componentes de aceleracdo nestas equacoes:

- a aceleracdo local, wy, ¢ ou Uy, ¢4
- a aceleracdo de Coriolis, 2VW;, ¢ OU 2VUy, 5
- a aceleragdo centripeta, VAW, x, OU V2Uy, yx

A rigidez longitudinal da correia é muito maior que a rigidez transversal. Como
consequéncia, as freqiiéncias de oscilacdo das ondas longitudinais serdo muito maiores que as
das ondas transversais. Nesta condi¢do os termos de inércia de (3.2.25) podem ser
negligenciados e a tensdo dindmica € considerada uniforme ao longo do tramo da correia.

Assim a tensdo dindmica dos tramos da correias se torna:
1 EA 1 2
Ty, (t) = EA <un,x + EWn,x) = T u, (L, t) —u,(0,t) + E,f {Wn,x(xn, t)} dx,
n 0

(3.2.26)
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e as equagdes de movimento se tornam:
2 —
m(_Wl,tt —2UWyxt — U Wl,xx) + (Tg1 + Tol)Wl,xx =0
2 —
m(_WZ,tt — 2UWqyt — U Wz,xx) + (Tgz + Toz)Wz,xx =0

m(_W3,tt — 2UW3 5 — U2W3,xx) + (Tgs + To3)W3,xx =0

(3.2.27)
Uy gr + 20Uy pp + VU = 0
Uy r + 20U ¢ + V2UL 2 = 0
Upr + 20U ¢ + V2UL 2 = 0
(3.2.28)
As equacdes de movimento das polias sdo:
Para a polial:
(Tar + Tor)rs — (Taz + To3)ry + My = ]101 4
(3.2.29)
Para a polia 2:
—(Tar + Todrs + (Taz + To2)ro + My = J2054
(3.2.30)
Para a polia 4:
—(Taz + Todrs + (Taz + To3)7a + My = J404 1
(3.2.31)

Para o tensionador:
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[mvwy (1) + (mv? — (Taq + To1) )Wy ()]s cos(05 + ay)
+ (mv? — (Tgq + Tp1))rssen(6s + ay)
+ [mvwz,t(O) — (Typ + T,y — mvz)wz,x(O)]rg cos(—03 + ay)
+ (Taz + Top — mv*)r3sen(—0; + az) + M3 — kr(65 + 63,) = J3051,

(3.2.32)

onde a; e a, sdo os angulos formados entre os tramos da correia e o braco do tensionador

(figura 3.5).

Braco do Tensionador

Polia 4

v Polia 1

Figura 3.5 — Angulos a; e a,

A aceleragado angular do tensionador é proporcional:
- as tensoes dos trechos de correias adjacentes

- a for¢a da mola

- aos termos de inércia

- ao torque aplicado ao tensionador

22



As equagdes de (3.2.27) a (3.2.32) constituem as equagdes ndo lineares do sistema da
Figura 3.2 e descrevem os movimentos acoplados de rotacdo das polias e transversais dos

tramos da correia.

3.3 Equacoes de movimento do Equilibrio

Para se encontrar as equacdes de equilibrio os termos derivados no tempo das equagdes

ndo lineares sdo zerados.
Assim as equagdes de movimento dos tramos de correias (3.2.27) se tornam:
(—mv? + Ty )Wy = 0
(—mv?® + To2)Waxx =0
(—mv?+Tp3)Ws xx = 0
(3.3.1)

pois, por defini¢do Ty, = 0 no equilibrio. Assim, wy, ,, = 0, 0 que significa que os

tramos da correia devem ser retos € w,, (x,) = 0
As equagdes de movimento das polias (3.2.29) a (3.2.31) se tornam:
Para a polia 1:
(Tor = To3)T1 + My = 0
(3.3.2)
Para a polia 2:
(Toz=To1)12 + Myz =0

(3.3.3)
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Para a polia 4:

(T03—T02)T'4 + My, =0

(3.3.4)
onde M, € o momento estético aplicado as polias.
A equacdo de movimento do tensionador (3.2.32) se torna:
(mv? — T,)rzsena; + (Ty, — mv?)rysena, — k, 03, + Mgz = 0

(3.3.5)

Considerando que T,; = Ty; + mv?

—Turssena; + Tyrssen(ay) — k03, + Mgz =0

(3.3.6)

As equacdes de (3.3.1) a (3.3.6) representam as equacgdes de movimento do equilibrio.

3.4 - Equacoes de movimento Lineares

As equagdes de movimento serdo linearizadas em torno do estado de equilibrio.
As equacdes lineares de movimento dos tramos da correia sdo:
m(Wl,tt + val,xt) —TtaWyxx = 0
m(WZ,tt + ZUWZ,xt) — Tt2Waxx =0
m(W3,tt + 2vW3,xt) — Tt3W3xx =0
(3.4.1

As equacdes lineares de movimento para as polias sdo:
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Para polia 1 :

(Tgr — Tgz)rs + Mgy = ]161 4+

(3.4.2)
Para a polia 2:
(Taz — Ta)rz + Maz = J2054¢
(3.4.3)
Para a polia 4:
(Tas — Taz)7a + Mas = J4Ou 1
(3.44)

onde My ; é o componente dindmico do momento aplicado na polia n.

Considerando x,, = 1,0y, Fin = Mgn /1, € my = ], /12, as equagdes (3.4.2) a (3.4.4)

podem ser reescritas da seguinte forma:

Tar —Taz + Fg1 = My X1

(34.5)
Taz = Ta1 + Faz = Ma)o e

(3.4.6)
Tas — Taz + Faa = MaXare

(3.4.7)

Os termos das tensdes dinamicas, T, acoplam as deformacdes da correia a0 movimento
das polias através de termos lineares e ndo lineares (3.2.26). A componente linear de T, ¢é
devido ao deslocamento longitudinal dos tramos da correia. A componente ndo linear, que
envolve a integral do quadrado da inclinacdo do deslocamento transversal, é negligenciada no
modelo linear. Desta forma, no modelo linear, 0 movimento transversal dos tramos da correia

sao desacoplados dos movimentos das polias e as tensdes dinamicas se tornam:
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Tq1 = ki(x3cosyy + x2 — x1)

(3.4.8)
Taz = ky(x3c0sY, + x4 — X2)
(3.4.9)
Taz = k3a(X1 — Xa)
(3.4.10)

onde k, = EA/l,, e, é o angulo entre os tramo de correia n com a perpendicular ao brago

do tensionador (figura 3.6), definidos como angulos de alinhamento.

Brago do Tensionador

Polia 4

Polia 1

Figura 3.6 — Angulos ¥, e,

Omitindo os termos ndo lineares em (3.2.32) e utilizando relagdes trigonométricas a

equacdo de movimento linear do tensionador se torna:
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(_Ttlwl,x(ll) + mCW1,t(l1)) r3senhy — Tgyr3cosypy — TpyrzOzsenyy + (Trawo,x(0)
— mcwy(0,t)) r3sen P, — Taarzcosy, + Tprsbzseny, + Mgz — k.03
=303t
(3.4.11)

A equacdo acima mostra que hd acoplamento linear entre 0 movimento transversal dos

tramos das correias € o movimento rotacional do tensionador.

Substituindo as equagdes (3.4.8) a (3.4.10) em (3.4.11) e utilizando a relacdo y,, = 1,0,

a equacgao de movimento do tensionador se torna:

(_Ttlwl,x(lb t) + mvwy (14, t)) seny, + (TtZWZ,x(O’ t) — mvw, (0, t)) sen P,

— k1(x3cos; + x, — xy)cosPy — ky(xzcosP, + x4 — X2)c0osPy — Kyx3

= M3X3 ¢t

(3.4.12)
onde:
ky =ks+ kgr
(3.4.13)
k
ks = é
(3.4.14)
Tyiseny; — Tipsenip,
kgr = r3
(3.4.15)

ks € definido como rigidez da mola e kg, € uma porgdo da rigidez geométrica definida

na proxima se¢ao.
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3.5 Equacoes de movimento lineares desprezando-se a inércia da correia

A inércia da correia € relativamente muito menor que a inérica das polias. Um modelo
aproximado que descreve somente a vibracdo rotacional das polias pode ser obtido

desprezando-se a inércia da correia.

Desconsiderando a inércia da correia nas equacdes (3.4.1) torna-se necessirio que
Wnxx = 0, ou seja, que os tramos da correia sejam uma reta. Logo, o deslocamento transversal

dos tramos 1 e 2 sdo lineares e o coeficiente de inclinacdo sao:

wy (1) _ r305siny,

—w,(0 —13035in
Wy 1 (0) = lz( )= 3 ;, Y,
2 2
3.5.1)
Utilizando (3.5.1) em (3.4.11):
r3058in 1r3058in
(—Tt1 #) r3seny, — Ty r3cosyP, — Ty r303siny, + (th #) r3seny,
1 2
— Tgar3cosy, + Tprsbszsen, + Mgz — K05 = J303 44
(3.5.2)

Dividindo a equacdo acima por 73 € sendo y, = 1,0,
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—T41c08Y — TypcosyP, + Fdj

— X3 (T,V.1 (—sen(lpl) (— Sezlpl - %)) + Ty (—sen(llfz) (— Se::lpz - %))

+ ks/r32> = M3 X3¢t

(3.5.3)
Como (ver figura 4.4):
Y1=€—-06;
(3.54)
sen, = sen(e; — 6;) = sene,; cos §; —cos €, sen §;)
(3.5.5)
e
lip
sene; = — cose; = l1,/112
l12
(3.5.6)
r+n
send; = cosd; =1,/14,
112
(3.5.7)
Tem-se:
_Senlpl _ _ll_b lig(ry +13)
L 1%, L1,
(3.5.8)
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Semelhantemente:

_Sempz _ ( Ly lig( + 7"2))

L, 2, LG
(3.5.9)

Assim, utilizando (3.5.8) e (3.5.9), a equagdo (3.5.3) se torna:

—k1(x3 cospy + xp — x1)cosy — ky (X308, + xa — X2)C0sY, + Faz — (ks + kg)xs

= M3X3¢t
(3.5.10)
onde:
k;
ks = T'3_2
(3.5.11)
-l lLgn+r) 1 —lp Ly +rn) 1
kg = Tt1(—59m/)1)< 121 + 1al 1l2 : —_> +Tt2(—59m/12)< lzz + Zal le =
12 112 T3 22 2 L2 T3

(3.5.12)

ks € definido como rigidez da mola e k; como a rigidez geométrica e lyp, l13,, lop, 22,

sdo retas auxiliares (ver apéndice A).

A rigidez geométrica se da devido a mudanga dos angulos de alinhamento com a rotacao
do brago do tensionador, o que altera 0 momento criado pelas tensdes de tracdo no braco do

tensionador.

Serd mostrado que a rigidez da mola e a rigidez geométrica s@o de grande influéncia na

capacidade do sistema manter uma tensao de tracao constante.
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4 EQUILIBRIO ESTACIONARIO DO BRACO DO TENSIONADOR

4.1 Introducio

Dois métodos sdo descritos para resolver as equacdes de movimento do equilibrio
descritas anteriormente. As solucdes fornecem as tensdes dos tramos da correia e a posicdo do
tensionador no equilibrio estaciondrio Ambos os métodos partem da posi¢do de referéncia
(v=0) e determinam o equilibrio baseado na geometria e propriedades eldsticas do sistema. O
primeiro método € numérico e determina o estado de equilibrio estaciondrio através da solucao
numérica das equagdes de movimento para o equilibrio. O segundo método aplica uma
expansao da série de Taylor de primeira ordem em torno do equilibrio de forma a obter uma
aproximacao linear da solucio exata. Este método fornece base para importantes conclusdes

sobre o design de sistemas com tensionadores.

O estado de referencia é definido como o estado na qual a velocidade axial da correia é

zero e a tensdo € uniforme em todos os tramos da correia. A tensao neste estado serd T..

O equilibrio estaciondrio € o estado na qual a velocidade axial da correia € constante e

diferente de zero. Neste estado a tensdo, ja definida anteriormente, € T,,, = Ty, + T¢.

Desprezando a fric¢cdo do rolamento do tensionador em (3.3.5), ou seja, Ty = Ty = Tyo,

a deflex@o do brago do tensionador no estado de referencia € (figura 4.1):

6. — T;r;(sena, — sena;)
3r — k
T

4.1.1)

A forga tangencial F; no brago do tensionador é:




(4.1.2)
Logo:
F, =T, (sena, — sena,)
(4.1.3)

Fy
(sena, — sena;)

Ty =Ty =

(4.1.4)

Brago do Tensionador

Polia 2

Figura 4.1 — Forcas no braco do tensionador

A equagdo (4.1.1) pode ser utilizada para encontrar a deflexdo do braco do tensionador
na posi¢ao de referencia e a equacdo (4.1.4) para encontrar as tensdes nos tramos da correia

adjacentes ao tensionador.

No equilibrio estaciondrio, as equacdes (4.1.1), (4.1.2) e (4.1.4) definem a relacdo entre
a deflexdo do tensionador, a tensdo de tracdo dos tramos da correia e a forca tangente ao

tensionador no centro da polia.
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4.2 Solu¢io Numérica

Quando o sistema é colocado em movimento o incremento de tensdo na correia faz com
que a mesma tenha seu comprimento aumentado. Devido a este aumento a for¢ca da mola do
tensionador ird movimentar o tensionador. O tamanho total da correia e as tensdes sdo fungdes
da posicdo do tensionador. A posicdo do tensionador em operacdo pode ser calculada

conhecendo-se sua posicao no estado de referéncia.
O tamanho total da correia em operagdo serd dado por:
L,=L,+AL,
4.2.1)

onde, L, € o comprimento total da correia em operacdo, L, € comprimento total da correia na

referéncia e AL, € o aumento do comprimento da correia.

Lo é:

(4.2.2)

lon € Pon s30 0 comprimento do tramo de correia e o angulo de abracamento do enésimo

elemento e p é o ndmero de polias.

Delta Lo é:
1 1 1
ALo = a lol(Tr - Tol) + T1¢01 (Tr - E (Tol + To3)> + aloz (Tr - Toz) +
1 1 1 1
T2¢02 (Tr - E(Toz + Tol)) + al3 (Tr - To3) + ar3¢o4(Tr - E (Toz + ToS)

(4.2.3)

onde se assume que a tensdo média na correia em um arco da polia varia linearmente ao longo

do arco da polia.
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Para um dado valor inicial de 8; em operagao pode-se calcular L, e AL,. O erro deste

valor inicial serd uma funcao de 65:
F(HB) =L, — (Lo —AL,)
4.2.4)

O método de Newton—Raphson € utilizado para ajustar o valor de 65 até que F(63) seja

muito préximo de zero, onde a posi¢ao do tensionador no estado de operagdo € encontrada.

4.3 Solucao Linear Aproximada

O método numérico, apresentado na secdo anterior, resolve o problema do equilibrio
com uma boa precisdo. Entretanto, ndao fornece nenhuma indicacio da efetividade do design
do tensionador. A soluc¢do linear aproximada gera uma solu¢do de forma fechada que pode ser
usada para identificar as varidveis chaves da efetividade do sistema, ou seja, a capacidade de

manter a tensdo de tragdo constante.

A solugdo linear serd desenvolvida considerando os efeitos do tensionamento centrifugo.

4.3.1 Constantes de Suporte

Em seu estudo, Mote (1965-a) considerou o seguinte sistema com diferentes

configuragdes no suporte de uma das polias (figura 4.2):
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Mola Tensionadora

Mecanismo de
Polia Fixa peso morto

Polia Fixa Polia Fixa - Polia Fixa

(a) Soporte com Mola (b) Polias de Centro Fixo (c) Mecanismo de peso morto

Figura 4.2 — Representacdo de um sistema de serra de fita com diferentes suportes de

uma polia.

A mola do sistema (a) restringe o movimento da polia devido a tensdo adicionada a
correia. No sistema (b) ambas as polias sdo fixas, logo kg = oo. No sistema (¢) o movimento

da polia da correia ndo € inibido com o alongamento da correia, e kg = 0.

Se a polia tiver seu movimento permitido, a mesma se deslocara uma distancia §5
devido a tensdo centrifuga somente (fig.4.3). Este deslocamento depende da velocidade axial

da correia, comprimento e propriedades do material, e é:

(4.3.1.1)

onde, p € a densidade da correia.
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A
A\ 4

Posigdo de Referéncia
v=0

Figura 4.3 — Deslocamento da polia devido 4 tensdo centrifuga

Assim, se o coeficiente de rigidez kg ndo inibe este deslocamento, e a tensdo de tracio
for constante, a polia passa de posicdlo A a C. Mas em geral, hi uma restricdo a este
deslocamento e a polia se move a uma posicdo intermedidria entre A e C, posi¢do B (figura
4.3). O comprimento BC € associado ao decréscimo da tensdo de tracdo e o comprimento AB

€ associado ao decréscimo da carga do suporte. Portanto, no equilibrio da correia e polia no

ponto B:
EA
Z(Tt_627> = 2Tt_k5~61
(4.3.1.2)
Utilizando (4.3.1.1) e (4.3.1.2), a resultante do deslocamento dindmico §,é:
Te

6 =———=

1 EA

2kt T
(4.3.1.3)
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Ainda no ponto B tem-se:

2T, — 2T, = 2T, — k¢ T,

(24 +7)
(4.3.1.4)
To=T-+ T, (1—E;)
22k, +E4
27 7L
(4.3.1.5)
Como:
1_%1 1 EA ZZEEiAkL: 1kL -
2ks ¥ T R/
(4.3.1.6)
Assim, a tensao total no equilibrio estaciondrio é:
T, = T, + nmv?
(4.3.1.7)
onde:
n=1—-k«
(4.3.1.5)

1 € definida como a constante de suporte. No sistema acima, 1 depende somente da
razdo da rigidez de suporte pela rigidez da correia. A constante 7 varia de 0 a 1, sendo que
quando n = 0 ambas as polias tem o centro fixo (kg = o) e quando = 1 a tensao € provida

por um mecanismo de peso morto (kg = 0).
A tensdo de tragdo € obtida por:
T, = T, — kmv?

(4.3.1.2)
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onde,k =1—n7

Logo, a tensdo de tracdo decresce com o incremento da velocidade axial ao menos que

k = 0, ou seja, n =1.

Note que devido ao movimento da polia tensionadora ser paralelo ao movimento dos
tramos da fita, os angulos de alinhamento ndo se alteram. Como resultado, 1 € independente

do deslocamento da polia tensionadora.

4.3.2 Constante de suporte para mecanismos acionados por correia serpentina e
tensionador

Com base nos estudos de Mote (1965), Beikmann (1996) desenvolveu uma formulacao

para a constante de suporte para sistemas de acionamento por correia serpentina.

Devido ao movimento do braco do tensionador ndo ser, geralmente, paralelo ao
movimento dos tramos adjacentes os angulos de alinhamento mudam com o movimento do

braco do tensionador. Assim, 77 € uma funcio do deslocamento do brago do tensionador.

Sem a presenca de forcas aplicadas pelos acessorios, as tensdes Ty, T, e T, sdo

consideradas uniformes ao longo do sistema. Da formulacdo de n e k, tem-se na referéncia

que:
- 4o =0,x,=0
= dT, Ve =
(4.3.2.1)
dT;
K= _d_TC v=0,x,=0
(4.3.2.2)

onde: x, € a deflex@o do brago do tensionador em relagdo a posi¢ao de referéncia.
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Uma expansdo da série de Taylor de primeira ordem para as tensdes das equagdes

(4.3.2.1) e (4.3.2.2) sdo:
T, = T, + nmv?
(4.3.2.3)
T, = T, — kmv?
(4.3.2.4)
ondek =1—r1.

A diferencial do comprimento total da correia, dL, é dividida em componentes devido a

tensdo centrifuga e a tensdo de tragdo:

dL = (dL). + (dL),

43.2.5)
onde,
L
(L), = (ﬁ> dT,
(4.32.6)
L
(@), = () dre
43.2.7)

A relagdo dL/dx é definida como o ganho de tensionador (ver apéndice A) e pode ser

expressa como:

dL
dx,

= cosy, + cosy,

(4.3.2.8)

Substituindo (4.3.2.5) em (4.3.2.8):
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L L
(cospy + cosypy) dxs = (ﬁ) dT,. + (ﬁ) dT;

(4.3.2.9)

Uma segunda relagdo envolvendo dT; € encontrada diferenciando a equagdo (3.3.6) em

relacdo a x. Sendo :

3n
Yt =m lpz"‘“z:?
(4.3.2.10)
3n
sena; = sen(m — ;) = cos(y,) sena, = sen (7 — 1/)2) = —cos(y,)
(4.3.2.11)
A equacdo (3.3.6) se torna:
—Tir3c08Yy — TiyrzcosyP_2 — k.05, =0
(4.3.2.12)
Diferenciando a tens@o em relagdo a dxge utilizacio y; = 6373:
dT;, cosyp,; dT, cos i,
dx, cosp, + Ty d—xs + dx, cosp, + T, dx, = —ksx3
COl‘IlO Ttl = th
(Tt(fl + EZ) + Ks)dxs
th = —
(cosy, + cosy,)
(4.3.2.13)

onde &; e &, sdo definidos como (ver Apéndice A) :
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dcosy, ( 1 Ly i+ rz)lla>
=——=—-sen|————+——--"—

! dxg sl 12,1
(4.3.2.14)
dcosy, ( 1 Ly (mp+ r4)12a>
2 =———=—sen|———+—+—75——
dxs 3 lzz l22l2
(4.3.2.15)

Figura 4.4 - Retas e angulos auxiliares

Resolvendo as equagdes (4.3.2.9) e (4.3.2.13) simultaneamente para dT;:
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—dT,

df = @((cosd}l + cossz)Z) 1
L Pt(51+€2)+KS
(4.3.2.16)
Usando (4.3.2.2):
_ 1
= E((cosd}l + COSI[JZ)Z) +1
L Tt(fl + 52) + KS
(4.3.2.17)
Sendo dT, = dT; + dT,, e substituindo dT em (4.3.2.13),
T, = dT,
O_L( Ty (§1 + &) + K >+1
EA\(cosy, + cosy,)?
(4.3.2.18)
E substituindo (4.3.2.18) em (4.3.2.16):
_ 1
"‘L( AGEIAET A
EA\(cosy, + cosy,)?
(4.3.2.19)

Note que parav = 0, T, = T,.

A formulacdo acima € vélida para rotacdes infinitesimais do braco do tensionador, e

fornece uma aproximacao de primeira ordem do estado de operacdo. Adicionalmente, fornece

uma medida simples da efetividade do mecanismo do tensionador. Assim, 7 pode ser

considerado como a habilidade do sistema em manter a tensao de tragdo constante. Sendo n=1

excelente e 7=0 muito ruim.
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4.3.3 Interpretacao da Constante de Suporte i

Na secdo anterior a constante de suporte 1 foi definida como a derivada da tensdo de

N

operacdo total em relacio a tensdo centrifuga. Ao se multiplicar os numeradores de

. EA
denominadores por (T) (cosy, + cos,)? tem-se:

1= Ty + kg + k)
4.3.3.1)
onde,
EA
k, = (T) (cosy, + cosy,)?
kg = Tr(fl + {72)
k
kg = r—§

(4.3.3.2)

- ky, € definido como a rigidez da correia e resulta da deformag@o longitudinal da correia

e € sempre positiva

-kg € definido como a rigidez geométrica (ver capitulo 3) e resulta da mudanga dos

angulos de alinhamento. Pode ser positiva, negativa ou nula

- kg € definido como a rigidez da mola (ver capitulo 3) e resulta da mola do tensionador

e € sempre positiva

Logo, 1, pode ser interpretado como a razao da rigidez da correia pela rigidez total do

sistema.
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4.3.4 Caracteristicas da Constante de Suporte 71

Nos sistemas de serra de fitas estudados por Mote (1965) n varia de 0 a 1. Entretanto,
para o caso de transmissdes por correia e autotensionador, n depende da rigidez geométrica
kg, que pode ser positiva, negativa ou nula. Assim, —oo <7 < . Vamos analisar 0s

seguintes casos limitrofes:

- Rigidez da mola infinita, kg — oo0: neste caso o sistema de acionamento por correia tipo

serpentina e tensionador se reduz a um sistema de polias de centro fixosen = 0

- Rigidez geométrica nula, kg — 0:: neste caso |dL/dxg| (ver apéndice A) é maximo e

0 < n < 1. Se aproxima de 1 quando kg = 0 e se aproxima de Zero quando kg — oo.

- Rigidez da mola nula, kg —» 0: Neste caso se kg >0, 0<n < 1. Mas se kg <0,

haver4 tres possibilidades:
1 Se (kp+ky)=0:1<n< o0
2) Se (kb + kg) < 0: 7 < 0, o que resulta em instabilidade
3)Seky;=0:n=1

Normalmente tem-se kg < kj, |kg| Kkpe ks+ky>0. Com estas condigdes, a
constante de suporte encontra-se aproximadamente entre 0 e 1 (0 <7 < 1). Entretanto para

algumas posi¢des do brago do tensionador, ks + kg < 0e n > 1.
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4.3.5 Efeito da Constande de Suporte 7 na Estabilidade

Manter a estabilidade no estado de operacdo € essencial para o sistema. A estabilidade

na referéncia é determinada como segue.

A energia potencial no estado de referéncia é:

_1(EA
2

—) (L, — L)? +1k x2
Lr T 2 S*S
(4.3.5.1)

Onde L, € o comprimento da correia no estado de referéncia e L € o comprimento da

correia sem nenhuma tensao aplicada.

Aplicando a derivada em relagdo ao movimento do braco do tensionador, xg,

- DT ke,
dx;, L, dxg
(4.3.5.2)
Conforme definido no Apéndice A, Z—Z € o ganho do tensionador:
dx: = (cosp, + cosy,)
(4.3.5.3)
e
(= 1) = ()7,
EA
(4.3.5.4)
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Assim:

du
dxg

=T, (cosp; + cosP,y) + ksx;

(4.3.5.5)

Aplicando-se a segunda derivada e utilizando a definicdo de &, = d(cosy,,)/dx; :

d2U _dT,
dx?  dx

(coshy + cospy) + T (&1 + &) + kg

Usando:

Tem:se

dT, EAdL, (EA

dx, des = L_r> (cosyq + cosp,)

Substituindo (4.3.5.8) em (4.3.5.6):

d?U EA

=— (cosy; +cosy,)? + T.(&1 + &) + ks
dx? L,

2

. .. o A d*u
Assim, o requisito para estabilidade na referéncia é que ol 0
N

EA
. (cosy; +cosy,)? + T (&, + &)+ ks> 0
T
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(4.3.5.8)

(4.3.5.9)

(4.3.5.10)



Ou seja:
kp+ kg+ ks>0
(4.3.5.11)

Portanto, para que o sistema seja estdvel a rigidez total deve ser maior que zero.

Conforme discutido na se¢do anterior, kpe ks sdo sempre positivos, enquanto kg pode ser

positivo ou negativo.
Alternativamente pode-se reescrever (4.3.5.11) como:
n>0

Logo, n , além de ser um indicador da capacidade do sistema em manter a tensdo de

tracdo também é um indicador da estabilidade do sistema.
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5 METODO PARA A DETERMINACAO DAS FREQUENCIAS
NATURAIS

5.1 Introducao

Uma solu¢do de forma fechada é proposta por Beikmann (1996) para analisar as
vibragdes livres associadas as equagdes (3.4.1) a (3.4.4) e (3.4.11), usando as tensdes

dinamicas (3.4.5) a (3.4.7) através do método de Holzer.

O método de Holzer envolve trés principais passos. Primeiro, uma solu¢do geral das
equacgdes de movimento incluindo constantes de integracdo € sugerida. Em seguida, o nimero
de constantes € reduzido pelas condi¢des de contorno em uma extremidade da estrutura.
Finalmente, a frequéncia natural w € determinada de forma que uma solu¢do ndo trivial
satisfaca a ultima condic¢do de contorno na outra extremidade da estrutura. O erro entre o valor

calculado e o valor conhecido € zero quando w € a frequéncia natural do sistema.

7z

Entretanto, o sistema de serpentina é composto por uma estrutura ciclica (polias e
correias) e o brago do tensionador. A estrutura ciclica ndo tem uma extremidade e reage
dinamicamente com o braco do tensionador. Portanto, dois loops de iteracdo sao utilizados na

solug@o. Um loop interno para a estrutura ciclica e um loop externo para o tensionador.

Primeiramente sdo atribuidos valores para w, a frequéncia de oscilagdo; para T,,, a
tensdao dindmica do tramo de correia 2; e para y,, o deslocamento da polia 4. w € iterado no
loop externo e T, € iterado no loop interno. O valor de y,€ arbitrariamente designado como
1/w?. As equacdes de movimento das polias sdo resolvidas sucessivamente no loop interno
até o recélculo de T,,. A diferenca entre o valor assumido e o valor encontrado € calculada e
o valor de Ty, € reajustado até que a diferenca seja zero. Depois os deslocamentos
transversais dos tramos da correia sdo calculados com os resultados do loop interno e sao

verificados na equacdo de movimento do tensionador no loop externo. No loop externo o valor

48



de w € ajustado e o loop interno repetido até que a equacdo de movimento do tensionador seja

satisfeita.

5.2 Loop interno

Assume-se que a tensdo dindmica Ty, € o deslocamento das polias y,, tenham o seguinte

movimento harmoOnico:

Tyn = Tgncoswt n =123

(5.2.1)
Xn = XnCOSwt n=123,4

(5.2.2)

onde, T4, € ¥,s30 a amplitude da tensdo dindmica e o deslocamento das polias e tensionador

respectivamente.

Valores para T,, e ¥, sdo assumidos. O valor de ¥, € arbitrdrio, pois a amplitude da
autofuncdo € arbitrdria e permanece fixo enquanto T4, € ajustado. As equacdes de movimento

das polias (3.4.5) a (3.4.10) sdo resolvidas consecutivamente da seguinte forma:
Td?; = sz — Myw® Ry

(5.2.3)

5.24)
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A& A -
Tg1 = Tgs — mw=j,

Ty — Ty

KL11+ X1— X2

cosy,

X3 =

e finalmente

Taza = Ko(R3c0os¥y — o+ £4)

(5.2.5)

(5.2.6)

(5.2.6)

(5.2.7)

Note que T'd,, é uma funcio do valor assumido para T;,. Assim o método de Newton—

Raphson é utilizado para ajustar T, até que Typq = T2

5.3 Loop Externo

O loop externo captura o acoplamento entre o movimento transversal dos tramos

50

adjacentes ao tensionador e o0 movimento do braco do tensionador. Para isso, solu¢des gerais
para o movimento transversal dos tramos da correia sdo comparadas a equacdo de movimento
do tensionador. As solucdes gerais envolvem constantes de integracdo que podem ser
determinadas através das condi¢des de contorno. A satisfacdo da ultima condi¢ido de contorno
fornece uma equagdo caracteristica, referida como funcdo erro, para a determinacdo das
frequéncias naturas w,. Duas andlises podem ser executadas. Uma no sentido anti-horério,

comecando pelo tramo de correia 1 e terminando no tramo de correia 2; e outra no sentido



horario, comecando pelo tramo de correia 2 e terminando no tramo de correia 1. As duas

andlises sdo executadas, pois a funcdo erro contém singularidades.

A solucdo geral da equacdo de movimento transversal para um tramo de correia

apresentada por Sack (1954) é

!

o et WX WX
w,(x,t) = e'®tevan [A sen (—) + B cos (—,)]

v‘l’l le
. l,,irt wx wx
+ eTiwteme @ [C sen (—,) + D cos (—,)]
UTL Un
(5.3.1)
onde:
i =V=1
(5.3.2)
e a velocidade de propagacgdo de fase é
) v: — v?
Van = "
(5.3.3)
e a velocidade média efetiva da onda é:
, _ vp—v?
Uy = o
(5.3.4)

onde, v é a velocidade axial da correia e v,é a velocidade de propagacdo das ondas

transversais relativo a correia:

(5.3.5)

51



5.3.1 Loop Externo no Sentido anti-horario

Usando as condigdes de contorno do  tramo I, wi(0,t)=0 e

wi(l;,t) = fzcoswt sen, , para determinar as constantes de integracéo de (5.3.1), tem-se:
wx x—1
wy(x,t) = aysen|—-|cos| wt + w -
V1 Va1

X3 seny

a = ————
1 (a)l1>
sen |—
(1

(5.3.1.1)

(5.3.1.2)

Usando a condi¢@o de contorno do tramo 2 w,(0,t) = j;coswt seny, em (5.3.1):
x
cos| w <t + T)
( Va2

Para se determinar o valor de a, as solucdes acima sdo substituidas na equacdo de

wx . wx
wy(x, t) = laz sen <7> + j3 seny, cos <7>

2 2

(5.3.1.3)

movimento do braco do tensionador (3.4.12):

(_Ttlwl,x(llr t) + mowy (1, t)) seny + (Taw,,(0,t) — movw,(0,t)) seny,

— ky(x3cos; + xp — x1) cosyy — ky(XzcosWPy, + X4 — X2) cosYp — kuxz

= M3X3tt

(5.3.1.4)
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Utilizando (3.4.8), (3.4.9) e a segunda derivada de x3 no tempo:

(Ttlwl'x(ll) - mCWLt(ll)) Sen¢1 + (_Tt2W2’x(O) + mCWZ’t(O))Senlpz + Td:lCOSl/)l
+ Td,cosy, + k,f3coswt = myw?j;coswt
(5.3.1.5)

Substituindo os valores de wy ,(l1), wy((11), w2 ,(0), w,.(0) e (5.2.1) na equagdo

acima:

Tha,w wly - Traa,0 - o 24
7 cos o seny; + Ty41 cosy, — » seny, + TyocosY, + ka3 = maw* ¥
1 1 2

(5.3.1.6)

Isolando a,:

Ttl;,lw cos (a:]l,l) sen; + Tyicosyy + Typcos, + (ky — maw?) X3
_ 1 1
a2 = Tp,w
o seniy,
2

(5.3.1.7)

Com o valor de a, agora é possivel avaliar a dltima condi¢do de contorno w,(l,,t) =0

em (5.3.1.3):

xl, . wl, [,
wy(ly,t) = |a, sen| — | + X3 seny, cos | — cos|w|t+— =0
V2 V2 Vaz

Logo essa condi¢ao de contorno s serd satisfeita somente quando o termo

xlz n (l)lz
Waerro = |02 S€N 7 + X3 seniy, cos 7
2 2

(5.3.1.8)
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for igual a zero, determinando que o valor de w € uma frequéncia natural. A frequéncia w é
entdo ajustada pelo método de Newton—Raphson e o loop interno € reavaliado até que Wyerro

seja muito préximo de zero.

5.3.2 Loop Externo no Sentido Horario

A mesma andlise é feita no sentido hordrio, ou seja, comecando pelo tramo 2 e

terminando no tramo 1.

Assim as condi¢cdes de contorno para o tramo 2, w,(0,t) = Xzcoswtseny, e

w,(l,,t) = 0, para determinar as constantes de integragio de (6.2.1), tem-se:

w,(x,t) = a,sen (W) cos (a) (t + vfc >>
2 a2

(5.3.2.1)

onde:

(5.3.2.2)

Utilizando a equag¢do de movimento do brago do tensionador (3.4.12):

T _ N
tzc:]z,wlz cos (a:}l,z) sen, + TyicosPy + Typcosp, + (kg — maw?)xs
_ 2 2
a1 = Ty w seny,
1@ Senyy
U1

(5.3.2.3)

A dltima condi¢do de contorno w; (0,t) = 0, é satisfeita somente quando o termo
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xly . wly
Wierro = |Qq SEN o + X3 seniy cos 7
1 1

for igual a zero, determinando que o valor de w é uma frequéncia natural. A frequéncia w é

(5.3.2.4)

entdo ajustada pelo método de Newton—Raphson e o loop interno é reavaliado até que Wierro

seja muito proximo de zero.

5.3.3 Vibracao Transversao do Tramo 3

A vibracdo transversal do tramo 3 ndo estd acoplado aos movimentos dos outros
componentes do sistema na anélise linear. A solucdo geral de Sack (1954) com as condicdes

de contorno do tramo 3 (w3(0,t) = ws(l3,t) = 0) se resume a:

Wy, =nmnv's/l; n=123..

(5.3.3.1)

onde, v’ é definido da mesma forma que v'; e v', para os tramos 1 e 2 respectivamente.
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6 DISCUSSAO E ANALISE TEORICA

Um aplicativo para a implementacio do modelo apresentado neste trabalho foi

desenvolvido em Visual Basic. A tela do software € mostrada na figura 6.1

1 =1l x]
Dados do Sistema Frequencias Naturais [Hz]
Polia 4 ~ Polia2 ~ Tensionad ~Polia1 - Comreia ~ Anti-horari ~Horario Tramo 3
W [ om e e i X2 [ooe | om W0 [oms | om m  [oiom ket o= 50531 || | wi=sosm ||| wi= 3203
(T - m w3 [iEm | om vol [omes | B2 [7oon | M we= 62167 || | we= g2167 |
G B2 [z m R3 [ororess m A oo m wi= 102742 || | s 10272 |
i [Toou  kar 2 [oomozs | kar B [oowiem ke N [iee  kar b 4412 (| | o= 1wz |
Tetadr [o7551 | rad Rotagdo [o RPM Caleula wi= 153881 | of= 153851 |
ke [saz  Mmded
Escala [300 Escala¥ Resolucto [0.001

Geomelia do Sistema

Sentido Anti-Horario

0,0005

—> )

Referéncia [v=0)

Equilibrio Estacionario

I

\/m

Sentido Horario

- Tramos ~ Tramos
L1= 0154793 m #l= 221,09 Graus L1= 0184799 m wl= 22109 Graus
L2= 0344895 m fi2= 4292  Graus L2= 0344895 m w2= 4292 Graus
L3= 0551826 m fid= 181,82 Graus L3= 0551826 m dd= 18183 Graus .
LT= 1514018 m LT= 1514019 m |
- Angulos Auxili - Angulos Auxili I
al= 4422 Graus ¥i= 4578  [Graus al= 4422 Graus ¥i= 4578  Graus i N \_]
5 10§ 15 201 250/
2= 178,74  Graus Ta= 926 Graus ae= 17874 Graus Ya= 9126 Graus B
~Tensdo de Referénei ~Tensfes de Dperagd :
Tr- 1285910 N Metddo Aproximada Metddo Exata
Tt= 1285310 N 1285310 N
To= 1285310 M 1285310 M
G de Suporte = de Suporte
7= 0832683 = 0307311 | [ = 0892683 K= 0107311 ‘

Figura 6.1 — Tela do Sistema Implementado

Na secdo dados do sistema s@o inseridos as dimensdes e caracteristicas das polias e

correia. ApoOs se acionar o botdo Calcula o software apresenta uma representacdo grafica do

sistema, os comprimentos dos tramos da correia, os angulos auxiliares, as tensdes de tracdo e

de operacdo e as constantes de suporte tanto para a posicdo de referencia quanto para o

posicdo em operacdo. Apresenta ainda as frequéncias naturais do sistema, os grifico das

funcdes erros (5.3.1.8) e (5.3.2.4) e os modos de vibracdo dos tramos 1 e 2 ao se clicar nos

botdes ao lado das frequéncias naturais. .

A fim de validar o software foram utilizados os dados do protétipo desenvolvido por

Beikmann. A tabela 6.1 contém os dados deste sistema:
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Paolia 1

Polia 2 |Tensionador| Poliad | Correia

Fosigao X (m) 0.5525 0.3477 0.250% 0 -
Fosigao Y (m) 0.0556 | 0.05715 0.0635 0 -
Raio {m) 0.088% 0.0452 0.087 0.02697 -
Momentos de Inércia (kg-m?) 0,07245 [0,000293| 0.001165 |0,000293 -
Constante de Rigidez da Mola do Tensionador - - 54,37 -

Modulo de Rigidez Longitudinal

- 170000

llassa Especifica da Correia (kg/m)

- 0.1029

Tabela 6.1 — Dados do Sistema

Os resultados obtidos foram comparados com os dados obtidos por Beikmann (1996) e

L.Zhang at al (2007). A tabela mostra a comparacdo dos resultados obtidos com o sistema com

velocidade zero. Pode-se notar que a correlag@o entre os resultados € muito boa.

5 » Experimental Tedrico Tedrico Tedrico .
Modo de Vibracdo i . Modo Dominante
(Beikmann) {Beikmann) {L.Chang) |{presente estudo}
1 33 32,03 32,03 32,03 12 Modo de Vibragdo Tramo 3
2 51,75 50,52 50,53 50,53 12 Modo de Vibragdo Tramo 2
3 62,5 62,22 62,18 62,17 12 Modo de Vibragdo Tensionador
4 N.D. N.D. 102,5 102,74 22 Modo de Vibragdo Tramo 2
3 N.D. N.D. 114,19 114,41 12 Modo de Vibragdo Tramo 1
6 N.D. N.D. 153,75 153,85 32 Modo de Vibragdo Tramo 2

Tabela 6.2 — Comparacao entre os resultados obtidos por Beikmann (1996), L.Chang (2007) e

o presente estudo

O primeiro modo de vibragdo ocorre a 32,03 hz e € o modo transversal do tramo 3.

As figuras de 6.2 a 6.7 mostram os modos de vibracdo de 2 a 6 obtidos pelo aplicativo e

uma representacdo esquemadtica. Os modos de vibracdo das polias ndo sdo representados por

nao fazerem parte do escopo deste trabalho.
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Tramo 2 Tramo 1

Figura 6.2. 1° Modo de Vibracao do Tramo 2 a 50,531 Hz

Figura 6.3. 1° Modo de vibracdo do tensionador a 62,17 H
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Tramo 2

Figura 6.4 2° Modo de Vibracao do Tramo 2 a 102,742 Hz

TN
i

Figura 6.5. 1° Modo de Vibragdo do Tramo 1 a 114,442 Hz
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T PN

~_

Figura 6.6 3° Modo de Vibragdo do Tramo 2 a 153,85 Hz

6.1 Relacio entre o Método Exato e Aproximado

No capitulo 4 dois métodos para o cdlculo das tensdes foram utilizados. A solucdo
numérica fornece uma solucdo exata, mas ndo dd nenhuma indicacdo da efetividade do
tensionador, ou seja, sua capacidade de manter a tensdo de tracdo constante. A solugdo linear
fornece uma solucdo aproximada e desenvolve a constante de suporte 7 para descrever a

efetividade do tensionador.

A diferenca dos resultados obtidos pelos métodos numérico e aproximado € mostrado

na Figura 6.7. A diferenca € dada por:

Tt(aproximado) - Tt(exato)

x 100

Tt(exato)

(6.1.1)
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onde Ti(aproximado) € @ tensdo calculada pelo método aproximado € Ti(exaro) € @ tensdo

calculada pelo método exato.

A correlacdo entre os métodos € excelente para baixas velocidades e boa para

velocidades maiores. Assim, conclui-se que as constantes de suporte, ne k, fornecem uma

avaliacdo util do sistema.

1,20

1,00

Diferenga (%)

0 500 1000 1500 2000 2500 33(3%' 3500 4000 4500 5000 5500 6000

Figura 6.7 — Erro do Método Aproximado

6.2 Caracteristicas da Funciao Erro

As frequéncias naturais sdo determinadas ao satisfazer a ultima condi¢do de contorno
através de em uma funcio erro que depende da frequéncia nas equacdes (5.3.1.8) e (5.3.2.4).

Frequéncias onde o erro € zero sdo as frequéncias naturais. Entretanto, esta fungdo erro exibe

singularidades que dificultam a busca por raizes.
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Aplicando-se o método de Holzer no sentido anti-horario (onde w,(l,, t) é avaliado por
ultimo), o coeficiente a; € calculado e representa a magnitude do deslocamento transversal do

tramo 1. A equagdo de a4 é:

Xz seny,

a = —
1 (a)ll)
sen | —
L1

(6.2.1)

e é singular em w = nmwv,'/l; , onde n é um inteiro. Esta singularidade € inerente da
equagdo erro (5.3.1.7) e seriam as frequéncias naturais do tramo 1 se o mesmo tivesse as duas
extremidades fixas. Se a massa da correia € pequena se comparada com a inércia das polias (o
que normalmente acontece), ou se o braco do tensionador for praticamente perpendicular ao
tramo 1, certamente as frequéncias naturais serdo muito préximas ou iguais a de um tramo
com as extremidades fixas. Assim, algumas raizes da equagdo erro estdo proximas as essas
singularidades. Similarmente, a andlise no sentido hordrio, produz singularidades proximas as

frequéncias naturais do tramos 2 se tivesse as duas extremidades fixas.
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Sentido Anti-Horario

0a 150 200 250 a

Sentido Horario

)7

Figura 6.8 — Singularidades da Fung¢ado Erro
Estas singularidades causam dois tipos de problemas numéricos:

- A singularidade passa de —infinito a +infinito (ou vice-versa) sem cruzar o zero, mas

numericamente aparenta ter cruzado, podendo gerar uma raiz falsa

- a funcdo erro pode passar de —infinito a + infinito e retornar préximo ao seu valor
original numa faixa de frequéncia tdo pequena que a raiz pode ndo ser identificada devido a
uma inadequada resolucao de frequéncia. A frequéncia adequada para evitar esta dificuldade

depende de cada problema.

Felizmente, as singularidades das analises no sentido horario ndo coincidem com as do

. . L, . b ~ . .
sentido anti-hordrio, exceto para o caso em que [; = (5) l,, onde p e q sdo inteiros.
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Assim, as raizes prOximas de pontos de singularidades em uma andlise podem ser
reconhecidas pelo cruzamento do zero na outra andlise, conforme mostrado na Figura 6.8. . Ao
se realizar a andlise nos dois sentidos se assegura que todas as frequéncias naturais serao

encontradas com uma resolu¢do de frequéncia razodvel.

6.3 Frequéncias Naturais e Velocidade da Correia

A Figura 6.9 a relacdo das frequéncias naturais com o aumento da velocidade da correia
(rotacdo da polia 1). Observa-se que as frequéncias naturais, dos modos em que a vibragdo
transversal € predominante, decrescem com o aumento da rotacdo. O modo de vibragdo
rotacional do braco do tensionador (62,17 Hz a 0 RPM) permanece praticamente constante até

a rotagdo 4000 RPM.

180
160
? Y °
140 0 s
':,I,,? 120 ~ e °
= 100 ; G - 9 L
<5 ® [} ) R
s 80 °) '} W
g . -
b 50; ry ry e ry TS T . % % vy 8
w0 ¢ R L
v 'y L )
O T T T T T T T T T T T 1
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000 5500 6000
Rotagdo da Polia 1 (RPM)

Figura 6.9 Frequéncias Naturais x Velocidade

A partir de 4000 RPM, as frequéncias, dos modos em que a vibragdo transversal é

dominante, se aproximam da frequéncia de vibra¢do do braco do tensionador (modo rotacional
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dominante). A partir desta rotagdo os modos de vibragdo transversais ganham energia do modo
de vibragdo rotacional e vice-versa. A determina¢cdo do modo de vibragdo dominante ja nao é

tdo obvia.

A figura 6.10 mostra a clara distingdo dos modos de vibracdo dominante a 0 RPM.
Observa-se a 62,17 hz o modo de vibragdo rotacional do tensionador e a 102,74 o modo de

vibragdo transversal do tramo 2.

‘ RPM=(  Freauéncia=62.17 Hz. ‘ ‘ RPM=0 Freauéncia = 102.74 Hz ‘

Figura 6.10 Frequéncias naturais a 0 RPM, com modo de vibragdo rotacional dominante

(braco do tensionador) a 62,17 Hz e modo de vibragao transversal do Tramo 2 a 102,74 Hz

A figura 6.11 mostra que a 5000 RPM a influéncia do modo de vibragdo transversal no

modo de vibragao rotacional e vice-versa.
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‘ RPM=5000  Freanéncia = 51.78 Hz. ‘ ‘ RPM=5000  Freanéncia = 57.09 Hz. ‘

Figura 6.11 Frequéncias naturais a 5000 RPM apresentando tanto modos de vibragdes

transversais e rotacionais

Segundo Koivurova (1998), as frequencias naturais de materiais com movimento axial
decrescem monotonicamente com o aumento da velocidade e atingem zero quando a

velocidade da correia se iguala a velocidade da onda transversal.

6.4 Efeito da orientacao do braco do tensionador

A orientacdo do braco do tensionador afeta a vibracdo do sistema de 3 maneiras:
- relacionando as tensdes e geometria a velocidade da correia e a constante de suporte 7.
- alterando a rigidez do brago do tensionador derivada do médulo de rigidez da correia

- determinando os termos de acoplamento linear entre o movimento do braco do

tensionador e o movimento transversal dos tramos adjacentes

A tabela 6.3 mostra o efeito da orientagdao do braco tensionador nas frequéncias naturais.
Nota-se que o 3° modo de vibragdao (1° modo de vibracdo do tensionador) é o que sofre
maiores alteracOes, permanecendo as frequencias relacionadas aos tramos praticamente

inalteradas. Isto ocorre devido a variagdo da geometria do sistema.
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Modo de Vibragad

Yy,

9

9

-9

—

(45,78 ;91,26) | (49,54;87,51) | (53,29;83,76) | (60,79 ; 76,26)
1 32,03 32,03 32,03 32,03
2 50,53 50,65 50,73 50,83
| 3 [ e17 | e431 | 6628 [ 6954 |
4 102,74 102,76 102,77 102,80
114,41 114,46 114,51 114,61
153,85 153,86 153,86 153,78

Tabela 6.3 — Efeito da orientagdo do bragco do tensionador

6.5 Efeito do Acoplamento do Movimento do Bra¢o do Tensionador com o
Movimento das Correias

Se desconsiderarmos o acoplamento do movimento do brago do tensionador com o
movimento das correias o sistema apresentard modos de vibragdo puramente rotacionais e

puramente transversais. Neste caso as extremidades dos tramos de correia sdo consideradas

fixas e a frequéncia natural de vibragdo do brago tensionador € dada por:

A vibragdo transversal do braco do tensionador € dada pela solucdo de SACK (1954)

ky
w= [—

I3

especializada para a condi¢do de correias com extremidades fixas (ver secdo 5.3.3).

A tabela 6.4 compara as frequéncias naturais de vibragdo considerando o sistema

desacoplado e acoplado a 0 RPM e a 4000 RPM. Observa-se que as frequéncias naturais dos
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tramos 1 e 2 permanecem praticamente inalteradas nas duas considerac¢des. Entretanto, a
frequéncia natural do brago do tensionador € alterada pelo acoplamento entre 0 movimento de

rotacdo do braco e os movimento transversais dos tramos 1 e 2.

Frequencias Naturais a 0 RPM (Hz)

Sem Acoplamento | Com Acomplamento
Tensionador 34,38 62,17
Tramo 1 114,18 114,41
Tramo 2 51,25 50,53

Frequencias Naturais a 4000 RPM (Hz)

Sem Acoplamento | Com Acomplamento
Tensionador 34,38 65,65
Tramo 1 71,41 72,19
Tramo 2 32,12 31,89

Tabela 6.4 Comparacdo das frequéncias naturais com sistema desacoplado e acoplado

A boa aproximacao das frequencias de vibragdo dos tramos 1 e 2 pode ser explicada
pela pequena amplitude de vibragdo do bragco do tensionador para o sistema em questao (tabela
6.1). Se parametros do sistema forem alterados o acoplamento pode ter um efeito maior nas
frequéncias naturais dos tramos 1 e 2. A tabela 6.5 mostra a comparagio das frequéncias
naturais considerando o sistema desacoplado e acoplado a 0 RPM. Para este sistema foi

alterado somente a massa especifica da correia, de 0,1029 kg/m para 0,3 kg/m.

Frequencias Naturais a 0 RPM (Hz)

Sem Acoplamento | Com Acomplamento
Tensionador 34,38 65,65
Tramo 1 48,97 68,55
Tramo 2 21,98 29,83

Tabela 6.5 Comparacgao das frequéncias naturais com o sistema desacoplado e acoplado

considerando uma massa especifica da correia de 0,3 kg/m

Nota-se que o acoplamento entre a vibrac@o rotacional do brago do tensionador e a
vibragao transversal dos tramos adjacentes produz respostas diferentes daquelas quando o

mesmo € desconsiderado.

68



7 CONCLUSOES E SUGESTOES PARA PROXIMOS TRABALHOS

O acoplamento linear entre o movimento de rotacdo do braco do tensionador e o
movimento transversal dos tramos da correia adjacentes a polia do tensionador foi investigado

neste trabalho.

Uma solucdo exata para a determinagdo das frequéncias naturais e os modos de vibracao

foi desenvolvida e as s principais conclusdes sdo:

- as frequéncias naturais dependem da velocidade da correia devido as mudancas de
tensOes e mudancgas na geometria do sistema. As frequéncias naturais dos tramos da correia
decaem mais rapidamente com o aumento da velocidade do que a frequéncia natural do bragco

do tensionado.

- a orientagdo do braco do tensionador produz uma alteracdo mais significativa na
frequéncia natural do braco do tensionador, enquanto que as frequéncias naturais dos tramos
da correia sofrem pequenas alteracoes.

- 0 acoplamento entre as vibrac¢do rotacional do braco do tensionador e a vibragdo
transversal dos tramos adjacentes produz respostas diferentes daquelas quando o mesmo €

desconsiderado.
Sugestdes para trabalhos futuros:
- construcao de uma bancada de teste para a verificacdo experimental deste trabalho
- executar andlise ndo linear para avaliacao da resposta temporal do sistema

- Inclusdo do efeito de amortecimento no sistema (viscoso e histerético)
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APENDICE A — Calculo Auxiliares

Célculo de (dl,)/(dx,), (dlyp)/(dx;) e (dly,)/(dxs)

A figuara A1 mostra a posicao inicial e uma posi¢ao incremental da deflexdo do

Figura A.1 — Variacdo das retas auxiliares no tramo de correia 1 com a rotagdo do tensionador

tensionador. Quando o braco do tensionador rotaciona dteta3, as retas auxiliares

rotacionam no mesmo angulo. Como o pivd do tensionador e o centro da polia I sdo fixos, [;;

¢é constante, assim:
2
(r3+ Lp)? = 1§ = (s + 1) + Uiy

(A.1)
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Expandindo:

24 2rlyy + By 4+ B =12+ 2r5l + B+ B

(A.2)
Note que para pequenas deflexdes:
Lo = Lyt dlyy = Ly + doxy + 22 dx, = L, + (1 + ll—”) dx,
3 T3
(A.3)
Ly = Lip +dlyp
(A4)
Substituindo (A.2) em (A.1):
2130y + By + q = 203 (L + dly) + By + 2y + (L + (1+ lrl—:) dxs)z
(A.5)
Ignorando os termos de segunda ordem dx? :
dlyp _ _ll_a
dxg T3
(A.6)
ede (A4):
et
(A7)
Da Figura A.1 tem-se:
L = \/lfa + 12, — (r1+712)?
(A.8)

Derivando [ em dx,:
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dl,
dl, (lla_dx:+ lip

dxg L

Utilizando (A7) e (A8) em (A.9):

dl, (lm (1 + l;—:) — Ly

(A9)

%)

dx, L

Simplificando:
dly _lia
dx, |
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Calculo de (dl;)/(dx;), (dlzp)/(dx;) e (dlzq)/(dxs)

Utilizando a Figura A.2 e 0 mesmo raciocinio anterior:
l,,d05

N\

T3d93 = dxs

Figura A.2 — Variacdo das retas auxiliares no tramo de correia 2 com a rotagc@o do tensionador

dlZa llb
=14+ —
dx, + T3
(A.12)
dlyp _ _ll_a
dx, T3
(A.13)
dly _lyg
dx, [
(A.14)
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Calculo de dL/(dx; ) - Ganho do Tensionador

A relagdo dL/(dx ) utilizada no cédlculo das constantes de suporte pode ser expressa da

seguinte forma:

dL dL; dL
1, Ghe

dx, dxg dxg
(A.15)

onde, L. é comprimento total da correia, dL; é o incremento infinitesimal na regido do tramo
de correia 1, e dL, é o incremento infinitesimal no comprimento da regido do tramo de correia

2.

O incremento no comprimento na regido do tramo 1 € o aumento do préprio tramo mais

a quantidade enrolada / desenrolada das polias 1 e 2:

dL, dl dp,
dx. " dx, T tTg

N

(A.16)

A fim de simplificar, um angulo parcial de abracamento € definido na coordenada local:

— rntr
py = tan™1 (_y1 yz) +tan~1(—2)

X1 = X2 L
(A.17)
Como p; = p; + p1o (prp=constante), suas derivadas sdo iguais em relagio a x;:
dy; dx;
dp, dp} 1 _(xl_xZ)d_xS-i'(yl_yZ)d_xS
dx, dx; N1—Y2 X1 — Xy)?
s s 1+ (x1 — xz) (x4 2)
dly
1 0—(r+1) dx,
+ 1£1 + ) 2 l%
1+ I, 2)
(A.18)
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Utilizando (A.11):

ap1 = ( ! )(llsempl + 1 + 1ry)cosy,) — ( ! ><(r1 il Tz)lm)

dx; 2+ (ry +15)3 2+ (r, + 1) L
(A.19)
pois nas coordenadas locais:
dx;
dx, = —seny,
(A.20)
dx,
dx. = —seny,
(A.21)
= (%1 — x2)
(A.22)
(r +12) =2~ y1)
(A.23)
Notando que:
L, =1+ (rp +1,)?
(A.24)
Tem-se:
Z—Zi = <%) [liseny; + (ry +13) ((:051/11 - ll1_1a)
(A.25)

Como Y; = €; — 07:
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dp, 1
ar. - \1Z [ l,(seng; cos §; — coseysendy)
S

2
l12

[
+ (ry + 1) (coselcosdl + sene;send; — %)
1

(A.26)

Substituindo os valores das relagdes trigonométricas (Figuras Al e A2):

d 1 Liply =1 + lig+ 1 +1 + [
P1_ (_>lll( 1l = lia(n 7'2)>+ (T1+T2)< 1atl+1lp(n Tﬂ_ﬂ)l

dxg 12, 12, 12, l
(A.27)
Expandindo e agrupando termos:
e ) ()
(A.28)
Simplificando:
dps Ly _(ri+1)
dx, 13, LI, ¢
(A.29)
Substituindo (A.19) e (A.11) em (A.29):
(A.30)
Desenvolvendo:
dL; dli, (i +1r)ly (1 +712)%,
A P A N T
(A.31)
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Utilizando as relagdes trigonométricas:

(ry +13)
send; = ————
l12
i
seng; = —
l12
(A.32)
Tem-se:
dL, dl l
dxz = lia + sendisene; — ll—lasen261
(A.33)
Combinando termos:
dL, dl
P lla cos? 8, + send;seng;
(A.34)
Utilizando as relagOes trigonométricas:
COS61 = 11/112
COS€1 = lla/llz
(A.35)
Tem-se
dL,
= cosd,cose; + send;sene; = cos(e; — §;)
dx,
(A.36)
ou,
dL,
dx. = cosyY,
(A.37)
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Similarmente:

dL,
dx,

= cosyY,

Substituindo (A.37) e (A.38) em (A.16):

dL
dx,

= cosy, + cosy,

Calculo de &; = (dcosy,)/(dxg ) e §; = (dcosy,)/(dxy)

dcosy, dy,
fl - dxs - _Senlpl(dxs
Da Figura A.1:
Y =6 —06;

[ r+r
; =tan™?! (Lb) —tan}(—2
lla ll

Logo:
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dl,  di dl,
dip, / 1 lia dx, ~ Lip dx: B 1 0—(n +7’z)d—xs
dxs \ L\ 12, T+ 132 12
1+ (E) 1+ (—11 )
(A.43)
Utilizando (A.6), (A.7) e (A.11):
(10 (-39 = )|
dy; 1 la T3 1b(1+lr1—;’)
= T :
o \() G+ 8 k Ha )
a
l
1 (ry +13) %
+| 77 7 !
()@ + Gt m®) 1
(A.44)
Notando que:
=G+ +1)% =15, + 1,
(A.45)
Tem-se:
diy, _ (o + 15p) lw (r1 + 1)l
dx 13,73 12, 1,1
(A.46)
e
diy, _ l _ ll_b (r1 + )liq
(A47)
Substituindo em (A.40):
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dcosy, 1 L (r+nr)l,
= = - —_ + [ ——
4= "an sempy ( T2 2,1,

(A.48)

Similarmente:

_ dcosy,
T dx

$2

< 1 I @+ 7'4)12a>
= —seny, —

rs 1 13,1

(A.49)
Observa-se que o angulo §,, depende somente dos centros da polia e que independe do braco
do tensionador, enquanto o angulo €,, depende somente da posi¢do do braco do tensionador.
Ambos devem ser medidos a partir de 1;, e devem ser positivos no sentido anti-horario e

negativo no sentido hordrio.
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Y= € — 6;

Y1 =(—€) — &

Figura A.3 Angulos &, e €,
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APENDICE B - Cilculo dos Angulos de Abracamento

Para um sistema constituido de 2 polias o angulo de abragamento para uma configuragao
do tipo aberta, ou seja, em que ambas as polias tem o mesmo sentido de rotacdo (figura B1) é
dada por:
D—-d

=m—2
Pg=m asen °C

D—d
2C

¢q =1+ 2 asen

(B.1)

Figura 1B — Configuracdo aberta

E para uma configuracao do tipo cruzada, ou seja, em que as polias possuem sentidos de

rotacao diferentes (Figura 2B):
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D—d

¢ =m+ 2asen

(B.2)

D—-d
2C

asen

Figura B2 — Configuracdo do Tipo Cruzada

No caos de um sistema com 3 polias a relacdo ndo € tdo direta. Nota-se que a
configuracdo entre as polias 2 e 4 e entre as polias 1 e 2 podem ser do tipo cruzada e que a

configuragdo entre as polias 4 e 1 sdo do tipo direta.
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Braco do Tensionador

Polia 2

Polia 1

Figura B3 — Representacdo da configuracio cruzada entre as polias 4 e 2 e polias 1 e 2

Considerando somente as polias 4 e 2 (Figura B4), nota-se que deve-se levar em
consideragdo no cdlculo do angulo de abracamento a inclinag@o da reta que liga os centros das

polias em relagdo ao eixo X.
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Polia 2

Polia 4

v

Figura B4 —Angulo de Abracamento da Polia 4 em relacio a Polia 2

Considerando-se as somente as polias 4 e 1

Polia 4

>

Polia 1

Figura B5 — Angulo de Abracamento da Polia 4 em relacfio a Polia 1
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Assim tem-se que o angulo de abragcamento da polia 4 é:

D, — D, Dy —D,
— Y42 + asen

=1+ asen ———
Z 2C 2Cy;

TVn
(B.3)

O mesmo raciocinio € utilizado para a obtencdo dos dngulos de abragamento das Polias

2¢el.

Outra forma de célculo dos angulos de abracamento € obtida através de um método

iterativo.
As equacdes paramétricas da polia 4 sdo:
X4 = Xo4 + 1405 (0)
Y, =Y,, +1sen (0)
(B.4)
onde o ponto (X,4,Y,4) € a cordenada do centro da polia 4 e 8 varia de 0 a 2m.

Dé-se um valor para o angulo 6, 8,,, obtendo-se o ponto A (Figura B6)
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Polia 4

Braco do Tensionador

Polia 2

Polia 1

Figura B6 — Metddo iterativo para cdlculo do angulo de abragamento da Polia 4

A equacdo da reta que passa por (X,4,Y54) € A €:

Yoo — Yy =tan 8 (Xo4 — Xy)

(B.5)
A equacdo da reta que passa por A e é perpendicular a reta (B.5) é:
V=Ya= tan@ (X = Xa)
(B.6)
A reta que passa pelo centro da Polia 2 e € perpendicular a reta (B.6) € :
Y—-Y,, =tan0 (X — X,,)
(B.7)

O ponto de intersec¢do, B, de (B.7) com (B.6) é:

. tan @ (on +XA) + YA - YOZ

2tan@
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YB = —tanH(XB—XA)-I- Y:4

(B.8)
A distancia do centro da Polia 2 ao ponto B € :
Dyp = \/(Yoz — V)2 + (Xoz — Xp)?
(B.9)
A diferenca entre D, e o raio da Polia 2 é definida como uma fungao erro:
erro =Dy,p— 1,
(B.10)

Quando (B.10) for igual a zero a reta AB € a reta que representa o tramo de correia 2 € o

0 € o angulo, em relacdo ao eixo X, em a reta AB toca a polia 4.
Assim o 0 € ajustado até que (B.10) seja muito préximo de zero.

Da mesma forma o ponto C € determinado encontrando-se a reta tangente as Polias 4 e

1. Logo:
Gy =041 — Oy
(B.11)

O mesmo método € utilizado para encontrar os angulos de abracamento das demais

polias.
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