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Sobre a utilizacio de B-splines no Método dos Elementos Finitos para a solucdo de

Barras, Vigas e Placas Finas

Resumo

Este trabalho trata de expor detalhadamente, passo a passo, todos 0§ requisitos necessarios a
utilizagdo de B-splines como fungbes de forma, dentro do método dos elementos finitos, para
aproximar a solugo de estruturas de Barras, Vigas e Placas Finas. Caracteristica & prdpria esséncia
das B-splines, a suavidade, proporcionada pela continuidade C, desses polindmios cibicos, fornece
todo um conceito de “robustez” a essas fungdes de aproximagdo, aumentando a precisio e a rapidez de
convergéncia dos resultados obtidos.

Uma etapa importante do presente trabalho € a introducfic de nds auxiliares adicionais na
defini¢dio das B-Splines préximas ao contorno das estruturas. Na formulacio utilizada, o emprego de
nds auxiliares, e a inclusio do quarto trecho polinomial de uma Spline cibica nos elementos de
extremidade vem a garantir a completitude do espaco de aproximacio. Estes nds auxiliares
proporcionaram mais um grau de liberdade aos nés posicionados junto ao contorno da discretizagdo.
Este grau de liberdade adicional permite através de uma operacio matricial a transformacdo das
incdgnitas do problema, de coeficientes das B-Splines para grandezas fisicas, viabilizando a inclusdo
das condicdes de contorno fisicas na formulacio. Este procedimento é um avango em relacio as
formulagdes reportadas na literatura, onde um “ajuste” nas B-Splines prdximas ao contorno é
realizado.

Diversos exemplos numéricos, tanto em estruturas unidimensionais como em placas finas

mostram a eficiéncia da formulacfo apresentada.
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About the use of B-splines Functions in the Finite Element Method to the solution of Bar

and Beam structures and Thin Plates

Abstract

The present Thesis is a step by step formulation for the use of B-splines Functions in the
Finite Elemnent Method to approximate de solution of Bars, Beams and Thin Plates structures.
The smooth character of the B-Splines given by the C; continuity of these cubic polynomials
provides a robust frame to the trial functions, increasing thus convergence and precision of the
solutions.

One important contribution of this work is the addition of auxiliary nodes in the
definition of the B-Splines in the vicinity of the structure boundaries. These auxiliary nodes
allow the inclusion of a fourth polynomial term in the interpolation of Spline elements close
to the boundaries, which garantees the completness of the approximation spaces.

The auxiliary spline nodes also permits the introduction of an extra physical degree of
freedom at the boundaries of the structures. This additional degree of freedom, together with a
coordinate transformation, allow the system equation to be written in terms of the physical
boundary quantities. This procedure is an improvement, when compared to other formulations,
which require a modification in the Spline functions near the boundaries, to account for the

correct boundary conditions.

Numerical examples for one- and two-dimensional structures show the efficiency and

accuracy of the proposed methodologies.
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NOMENCLATURA
A = drea da secflo transversal da estrutura;
E = médulo de elasticidade de Young do material da estrutura

J = momento de inércia a flexao da secgio transversal da estrutura, em relagfio a seus eixos

centroidais;

w = deslocamento longitudinal ou axial para barras, e transversal para vigas e placas;

p(x) = carregamento axial distribnido ao longo da barra;

P, =carregamento axial constante distribuido ao longo da barra;

[Kfm ]m matriz de rigidez do sistema interpolado por splines;

{f S }: vetor de carga do sistema interpolado por splines;

q{x) = carregamento transversal distribuido ao longo da extensao longitudianl da viga;

q, =carregamento transversal constante distribuido ao longo da extenséo Jongitudianl da viga,
¢ ao longo de toda a 4rea da placa;

{cfn }: vetor dos coeficientes das splines;

¢’ =coeficiente do n6 “m”, sobre o qual o topo da spline ciibica estd posicionado;

[Kc]z matriz de transformagdo composta pelos valores das ordenadas das fungdes splines e

suas respectivas primeiras derivadas nos nds de extremidade da discretizagao;

{Wc}m vetor composto pelos deslocamentos transversais e rotagdes (para vigas e placas),
respectivamenie, nos nds e nos nds de extremidade da discretizagdo, e vetor composto
somente pelos desiocamentos axiais para barras;

[Kﬁsém]mmatriz de rigidez fisica da estrutura;



{f fisico }=vetor de carga fisico da estrutura;

£ =deformacdo apresentada por estrutura em forma de barra;

0 =rotagdo apresentada por estrutura em forma de viga e em forma de placa;

M = momento fletor apresentado por estrutura em forma de viga e em forma de placa;
V =esforgo cortante apresentado por estrutura em forma de viga e de placa;

L = comprimento do vo da estrutura em forma de barra ¢ em forma de viga;

t = espessura da placa;
v, =coeficiente de Poisson na direcfio “x” da placa ortotrépica;

v, = coeficiente de Poisson na direco “y” da placa ortotrépica;

D, =rigidez a flexdo na direcio “x” da placa ortotrépica;

D, =rigidez a flexdo na direcdo “y” da placa ortotrépica;

D, =rigidez a tor¢do da placa ortotrdpica;

G, = modulo cisathante da placa ortotrépica;

p(x,y) =carregamento transversal distribuido ao longo da area da placa;
E, =mddulo de elasticidade de Young na direcio “x” da placa ortotrépica;

E  =mddulo de elasticidade de Young na direciio “y” da placa ortotrépica;

v = coeficiente de Poisson da placa isotrépica;
D =rigidez a flexdo da placa isotrdpica;
L =comprimento do viio da placa na direcio “u™;

L, =comprimento do vao da placa na direcéio “v”.
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1 INTRODUCAO

Conforme McGuire (1968), para se acompanhar o aumento da sofisticacio e da complexidade
dos métodos matemadticos avangados, os quais possibilitam um entendimento mais profundo do
comportamento das formas estruturais correntemente empregadas em engenharia, torna-se necessario
um dominio mais completo da prépria teoria matemdtica responsavel por tais métodos. O dominio
mais completo dessa teoria matematica viabiliza seu emprego em métodos ji mais explorados e mais
disponiveis na literatura universal.

Ha algumas décadas, a andlise estrutural em engenharia pode experimentar notdveis avangos
proporcionados pelo advento de equipamentos, com tecnologia realmente diferenciada, através dos
quais conferiu-se maior capacidade de cédlculo aliada & possibilidades extremamente rdpidas de
execucdo dos processamentos.

Esse novo estagio do desenvolvimento humano, além de viabilizar o investimento em pesquisas
visando a methoria e o aperfeicoamento dos métodos numéricos até entdo existentes, incentivou o
aparecimento de novos métodos numeéricos ainda mais evoluidos.

Figurando como um dos grandes “produtos” conquistados por essa nova realidade tecnolégica
que emergiu, o método dos elementos finitos ja tendo side amplamente utilizado para anélise estrutural
em engenharia, mais recentemente, teve uma significativa evolucdo, em termos de precisio e
convergéncia dos resultados, devido ao emprego de splines como funcdes de forma para aproximar
grandezas fisicas e geométricas.

As splines ctibicas eram utilizadas por engenheiros para ajustar curvas através de pontos dados,
e a energia de deformacio minimizada por tais splines € proporcional, aproximadamente, & integral do
quadrado da segunda derivada da spline.

A utilizagdo de mterpolacdo por spline, a qual € uma interpolacdo polinomial por partes,
encontra grande aplicacdio em casos onde se deseja eliminar a “instabilidade numérica”™, ou sgja, em
casos onde aproveita-se a propriedade, do polindmio interpolador, de niic oscilar entre os nds. Um

polinémio interpolador estivel numericamente demonstra-se bastante atrativo em termos de sua



utilizagdo dentro do método dos elementos finitos, ainda mais se esse polindmio de grau trés, por
exemplo uma B-spline, possuir caracteristicas de suavidade representadas pela continuidade de sua
primeira e segunda derivadas,

Este trabalho visa contribuir para a anilise do projeto estrutural de engenharia, estudando-se
técnicas que envolvem a utilizagdo de métodos numéricos computacionalmente vidveis.

Objetiva-se, através da implementacdo de um elemento sub-paramétrico quadritico de quatro
nos, analisar componentes estruturais sob a forma de placas finas por meio do método dos elementos
finitos, empregando-se dentro deste B-splines como funcdes de forma para aproximacio do campo de
deslocamentos de tais estruturas.

Em todo o trabalho procurou-se reproduzir, detalhadamente, todos os Passos necessdrios para a
preparacao e a posterior utilizacio de B-splines (funcdes tipicamente caracterizadas pela suavidade e
robustez) como fungdes de forma em elementos finitos, proporcionando subsidios para o seu emprego
generalizado dentro da andlise estrutural em engenharia.

Através de um estudo detalhadamente descrito, além de estruturas bidimensionais em forma de
placas eldsticas finas, foram analisados casos envolvendo estruturas tipicamente unidimensionais
como barras e vigas. Alguns dos resultados obtidos foram comparados com os resultados fornecidos
pelo programa ANSYS. Todos os resultados obtidos, envolvendo virias situacdes de vinculos e
geometria para barras, vigas e placas foram comparados com os resultados disponiveis na literanura,

obtidos mediante o emprego de andlise estrutural cldssica ou analitica,
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2 CONSIDERACOES  ENVOLVENDO A
UTILIZACAO DE SPLINES EM
ENGENHARIA ESTRUTURAL

O problema de flexdo de placas tem sido uma drea muito atraente em termos de pesquisa dentro
da mecénica estrutural envolvida pelas engenharias.

Conforme Appa (1988), em andlise aeroelastica pelo método dos elementos finitos, diferentes
procedimentos de discretizagdo sdo empregados para determinar as cargas estruturais e aerodindmicas.
Além de acrescentar que, para formular as equagdes do movimento, é necessdrio representar as cargas
de ar equivalente nes pontos da malha estrutural e representar as deflexdes estruturais nos pontos da
matha aerodindmica, esse autor cita que, ao longo dos anos, muitos esquemas tém sido propostos para
obter essas transformagdes necessarias, contudo, a aplicacde desses métodos, fregilentemente, imp&e
algumas restrigdes no formato dos dados estraturais ou, entdo, o método apresenta-se com
inconveniéncias ao uso.

Para essas transformagses, R. F. Taylor, K. L. Miller ¢ R. A. Brockman (1981) apud Appa
(1988) utilizaram uma aproximagdo alternativa através de uma rede de malhas retangulares e
polinomiais hermitianas.

Appa (1988), citande o emprego de superficies infinitas por spline e as limitacGes que a
utilizagdo da superficie em forma de placa infinita oferece para a obtencdo dessas discretizacdes,
sugere como alternativa uma placa uniforme finita, ou seja, uma superficie finita por spline onde
elementos de placa representam um dade molde de projeto por um ndmero de elementos de flexdo
quadrilaterais ou triangulares.

Luah e Fan (1989} apresentaram o método do elemento finito por spline para analise de vibragdo
iivre em cascas de revolugio. O elemento por spline, ¢ qual € baseado na teoria classica de casca fina,

emprega um conjunto de fungdes de forma B-spline para a interpolagio da geometria e dos



deslocamentos. Tal elemento engloba as boas caracteristicas e propriedades do método dos elementos
finitos e da interpolac@o por spline.

Para andlise de vibrag@o livre de cascas de revolugfio, a conveniéncia do elemento de casca fina
axisimétrica de dupla curvatura, desenvolvido por Luah e Fan (1989) com base na técnica de
interpolagfio por spline modificada, foi amplamente demonstrada através da precisdo e eficiéncia
resultantes da andlise de vérias cascas de revolugdo. Além de cascas com espessura varidvel poderem
ser modeladas e analisadas por esse elemento, a aproximacio utilizada pode ser estendida a elementos
bidimensionais mais gerais de casca.

Peng-Cheng ¢ Jian-Guo (1989) apresentaram um método semianalitico para andlise estitica de
cascas rasas. Funcdes spline, ctibicas e quinticas, e séries foram utilizadas como fungodes de forma para
aproximagcio dos deslocamentos, as quais satisfazem as condicSes de contorno para obter-se a solugdo
aproximada de cascas rasas. Formulou-se um esquema computacional unificado adaptado para virios
tipos de condigdes de contorno.

Em comparacio com o método dos elementos finitos convencional, o método desenvolvido por
Peng-Cheng e Jian-Guo (1989) é de maior precisdo, possui um menor nimero de incOgnitas e € mais
facil de ser programado. Através de comparacio com outros métodos, os virios resultados numéricos
obtidos sfio, efetivamente, mais precisos em fungio das boas propriedades das séries e splines cibicas
e quinticas, as quais s20 polinomiais por partes que apresentam ortogonalidade.

O interessante nessa publicacio de Peng-Cheng e Jian-Guo é que foi formulado um esquema
computacional unificado para adaptar-se a vérios tipos de condigdes de contorno, possibilitando ao
método uma versatilidade de aplicagdo em termos das diferentes condicdes de vinculos apresentadas
pelas estruturas analisadas.

Liang (1989) cita que o maior problema na analise por elementos finitos é a descontinuidade de
tensdes e deformagdes, nos contornos, entre elementos. E um problema de continuidade geométrica.
Este autor apresenta uma interpolacdo por B-splines e por fungfio de Bézier para dar continuidade
geométrica a fungio deslocamento, garantindo uma continuidade por partes nas tensdes e deformacgdes
estruturais. E apresentada também uma conexio entre o CAD geométrico e a andlise por elementos
finitos.

Conforme Leung e Au (1990), no método da faixa finita por spline desenvolvido por Cheung e
seus colaboradores, enquanto funcdes spline sfo utilizadas na diregfio longitudinal, funcées de forma
polinomiais convencionais s#io utilizadas na dire¢do ortogonal para a construcio da fungéo
deslocamento. Essa aproximacdo tem sido empregada com sucesso na resoluciio de vérios problemas

estaticos, dindmicos ¢ de estabilidade de placas e cascas.



Ainda segundo Leung ¢ Au (1990), o uso de fungGes spline em ambas as diregSes para solugio
de problemas de placas e cascas tem sido apresentado por vérios pesquisadores como Shik (1979) e
Qin (1985). Nessa formulag@o, a fungdo deslocamento € definida por parimetros nos nés, alguns dos
quais sdo ficticios fora da placa ou casca. Por isso, a introdugdo das condigbes de contorno e o
“assembly” de elementos envolverd, perte ou no contorno, extensivas modificagdes nas fungoes
sphine. Em menor escala, esse inconveniente estd também presente no método da faixa finita por
spline.

Leung e Au (1990) propuseram que os parfmetros nos nés ficticios, sobre ou fora do contorno,
fossem totalmente eliminados e, assim, as matrizes dos elementos finitos fossem formadas. O
assembly de elementos e a introdugdo das condigdes de contorno seguem o procedimento padrio de
elementos finitos. O elemento resultante apresentou-se similar a um elemento de alta ordem, ainda
que, dentro dos intervalos, as fungdes de interpolacdo fossern cibicas. A aproximagdo utilizada, por
meio de transformagdo de coordenadas da interpolacdo por splines em coordenadas fisicas, para
resolucdo de problemas envolvendo vigas e placas mostrou-se flexivel e precisa englobando virias
condicdes de contorno.

Esta publicagdo de Leung e Au foi a base segundo a qual o presente trabalho foi fundamentado,
ou seja, o presente trabatho teve sua origem com base na constitui¢io de uma tnica matriz de rigidez
para a estrutura a ser analisada, independente das condigdes apresentadas pelos vinculos nos contornos
desta. A partir da constituigdo dessa matriz de rigidez, efetuou-se a transformacio de coordenadas da
interpolagdo por splines ctibicas em coordenadas fisicas, empregada por Leung e Au.

Esse procedimento, envolvendo a criacio de nds auxiliares responsdveis pela associagio de mais
um grau de liberdade aos nos periféricos das discretizacdes uni e bidimensionais, foi detalhadamente
exposto. O trabalho também conta com a apresentacdo de um exemplo de interpolagiio por splines
ciibicas comentado, € com a exposi¢iio de vdrios exemplos comentados envolvendo a andlise, mediante
a interpolag@o por splines cubicas, de estruturas unidimensionais em forma de barra e de vigas,
bidimensionais em forma de placas isotrépicas eldsticas finas.

Dentre os exemplos de placas finas estudados, ressalta-se a andlise feita em uma placa com
reentrdncia, na qual ocorre a sobreposic@o de nés auxiliares. Para o posicionamento de splines ctibicas
sobre estes ngs auxiliares sobrepostos, os quais também ocorrem nas estruturas em forma de placas
com furos, foi buscada uma solugiio de forma a se obter uma matriz de transformacio néo singular. Ao
longe de toda a descrigdo desse procedimento desenvolvido foram feitos comentarios com base nos

fundamentos da teoria de splines, aos quais dedicou-se um capitulo especial neste trabatho.



Grigorenko e Berenov (1990) propuseram uma aproximagdo, através do método da colocacio
por spline, para resolver problemas estaticos bidimensionais de cascas rasas e placas retangulares no
plano, com rigidez varidvel e cantos opostos engastados e simplesmente apoiados. Enquanto o método
da colocaga@o por spline foi utilizado em uma das diregSes coordenadas, a integracdo numérica pelo
método da ortogonalizagio discreta foi utilizada na outra direciio coordenada.

Grigorenko e Berenov (1990) enfatizam que, além de possibilitar que as condi¢des de contorno
citadas fossem satisfeitas, tal aproximago possibilitou a obtenciio da soluciio procurada com um alto
grau de precisdo através da regifio na qual o problema estava sendo resolvido. A mesma aproximacdo
j4 havia sido utilizada, com sucesso por esses autores, na solucio de problemas relativos ao estado de
tensdo-deformacio de cascas rasas e placas com cantos opostos engastados.

Cheung e Lt (1990) desenvolveram o método da faixa finita por spline para andlise de pontes
continuas. Foram combinadas fungdes de forma convencionais e fungdes B-splines, em cada uma das
dire¢des ortogonais das pontes, para aproximacio dos deslocamentos.

Conforme Cheung e Li (1990), além desse método ser mais flexivel no tratamento das condi¢cdes
de contomo e ser mais preciso para aplicar forgas concentradas e cargas axiais, do que o método da
faixa finita convencional que utiliza funcées de viga continua, ele ¢ mais eficiente em termos
computacionais que o método dos elementos finitos convencional, pois este requer trés vezes rnais
incognitas nos nés dos elementos para atingir 4 mesma continuidade de segunda ordem garantida pela
utilizacdo de B-splines.

Nos dltimos dez anos, conforme Peng-Cheng e Hong-Bo (1991), baseado em considerdveis
avancos no desenvolvimento e aplicacio do método dos elementos finitos, muitos estudos para
analises estaticas, de vibragfo, dindmicas e de flambagem para placas e cascas t8m sido desenvolvidos
pela utilizagdo do método do elemento por spline.

Conforme Peng-Cheng ¢ Hong-Bo (1991), Antes (1974), Mizusawa et al. {sem referéncia do ano
da publicag@o), Shih Chung-Tze (1979), Shen Peng-Cheng et al. (1986, 1987 ¢ 1989) tém apresentado
os procedimentos do método do elemento finito por spline, com varidvel dnica, para andlise de placas
€ cascas baseada no principio variacional. Por tal andlise envolver menos incégnitas, um alto grau de
precisiio e uma facilidade de programagio, ela pode ser aplicada, via microcomputador, a estruturas
com forma regular.

Nessa publicagio, Peng-Cheng e Hong-Bo ainda incluem que, com base no desenvolvimento do
método dos elementos finitos, uma classe de formulagdo mista para andlise de flexdo de placa foi
apresentada por L. R. Herrmann (1967}, F. A. Mirza e M. D. Olson {1980), W. Altman ¢ F. Venancio
Filho (1974) e Fumio Fujii (1983).



Peng-Cheng ¢ Hong-Bo (1991} utilizam funcdes spline bicdbicas para construir momentos
fletores e campos de deslocamentos transversais. As equagdes do elemento por spline com varidveis
multiplas sao derivadas com base no principio de Hellinger-Reissner. Alguns exemplos numéricos
voltados para a andlise de flex@o de placas sdo apresentados, e a precisdio dos resultados, através de
comparagdo com outros métodos, € fortemente evidenciada.

E interessante acrescentar que Peng-Cheng e Hong-Bo, nessa publicagdo de 1991, imp&dem as
condi¢des de contorno da estrutura na propria fungdo spline utilizada na interpolacdo, o que implica na
necessidade de alteracGes destas funcOes posicionadas sobre os nés préximos as extremidades da
estrutura. Tais alteragdes variam em fungdo do vinculo segundo o qual a estrutura se submete em cada
extremidade do contorno.

Gupta, Kiusalaas ¢ Saraph (1991) descreveram a anilise de cascas axisimétricas, por meio de
elementos finitos, baseada em splines ciibicas. Os elementos apresentados sdio isoparamétricos, isto &,
geometria e deslocamentos s@o descritos por splines ciibicas. Nos nés interiores do meridiano, os graus
de Iiberdade sao dois deslocamentos nodais. Trés graus de liberdade foram utilizados nos nés dos
cantos: dois deslocamentos e a rotacdo do meridiano.

Gupta, Kiosalaas ¢ Saraph (1991) acrescentam que, se a interpolagdo por B-spline garante
continuidade da primeira e da segunda derivadas, a curvatura meridional e os momentos fletores nos
nds interiores sdo também continuos. Talvez o mais importante beneficio da interpolagio por spline
cibica seja a auséncia de descontinuidades de tensio nos nés. Para demonstrar a capacidade do
elemento, foram resolvidos tr€s exemplos: cilindro solicitado por momento no canto superior, ctipula
esférica sob pressdao uniforme e casca ramificada,

Mizusawa (1991) tratou as vibragdes de placas setoriais anulares isotrépicas, com condigdes de
contorno arbitrdrias, wtilizando o método do elemento por spline. Para demonstrar a precisdo do
método, varios exemplos foram resolvidos e os resultados comparados com os obtidos por métodos
analiticos e numeéricos. Obteve-se boa precisao.

Mizusawa (1991) apresentou parimetros de freqiiéncia de placas setoriais anulares com cantos
livies e suportes pontuais, os quais apresentam grande dificuldade para serem resolvidos
analiticamente. O método pode também ser utilizado, sem dificuldade, para analisar placas setoriais
anulares com espessura varidvel ou com enrijecedores.

Conforme Gutkowski, Chen e Puckett (1991}, em funciic do método dos elementos finitos
aplicado ac continuo tornar-se imeficiente para alguns casos, realizaram-se pesquisas no sentido da
redugdo do grau de discretizacdo geométrica pelo uso de “elementos por faixa (strip elements)” ou de

“macro elementos”. Para problemas envolvendo andlise de placas, a utilizagdo do método da faixa



finita tem aumentado a eficiéncia computacional. Como extensdo de tal método tem-se a incorporagdo
de funcdes B-spline na formulacéo direta basica de rigidez.

Ainda conforme Gutkowski, Chen e Puckett (1991), pesquisas recentes direcionadas ao
“método da faixa composta”, onde membros-suportes interiores, flexiveis ou rigidos, sdo
incorporados numa formulagdo direta de rigidez, apontam algumas dificuldades de convergéncia
relacionadas a performance. Outras pesquisas incluem a derivagfio dos “elementos da faixa Jinita” e o
uso de fun¢des spline numa formulacéo de faixa finita por spline.

Nessa publicagdo de 1991, Gutkowski, Chen e Puckeit apresentaram uma formulaco para o
método da faixa finita baseado em fungdes B-spline com nés desigualmente espacados, e aplicaram-na
a problemas elementares de flexfo de placa. A introdugio de nés desiguaimente espacados perrite
refinamento local seletive de uma matha na faixa finita por spline, melhorando a precisio da solucdo e
a razao de convergéncia.

Segundo Gutkowski, Chen e Puckett (1991), na comparacio com o método convencional da
faixa finita, fun¢des spline conduzem a notdveis melhoramentos na convergéncia para placas planas
solicitadas por cargas concentradas e placas rigidamente suportadas por suportes interiores igualmente
espacados. Um aspecto pritico da formulacdo do método da faixa finita por spline é que
descontinuidades sdo incorporadas como condi¢@es de contorno localizadas. Condicdes de contorno
prescritas sdo impostas pela modificac@io de somente trés splines adjacentes, sem transmitir o efeito
além dessa regido (0 método proposto utiliza modificagdes nas splines préximas ao contorno).

Conforme Fan e Luah (1992), hd quase um século e meio atrds, a teoria cldssica de placa foi
estabelecida por Kirchhoff (Gustav Kirchhoff (1850): “ Uber das Gleichgewicht und die Bewegung
einer elastischen Scheibe” — Journal Angewandte Mathematik 40(1)- 51-58). Essa teoria descreve o
comportamento da placa somente em termos da deflexdo da superficie média. A funcdo representante
da deflexao ¢ uma fungdio de duas coordenadas ortogonais no plano da placa e tem que satisfazer uma
equagdo diferencial de quarta ordem, a qual, juntamente com as condi¢des de contorno, define
completamente a superficie deformada.

Ha mais de 30 anos atrds, a solugio desse problema cléssico de placa fina, que atrain bastante o
esforco dos pesquisadores, fol inovada e facilitada pelo desenvolvimento do método dos elementos
finitos.

Segundo Fan e Luah (1992), a literatura voltada para elementos finitos tratando o problema de
flexdio de placa € bastante vasta: Hrabok e Hrudey (1984) tém contribuido com uma excelente revisio
envolvendo uma cole¢lio de 150 publicacBes nesta drea, Batoz et al. (1980) tém apresentado uma

discussao detalhada de vérios elementos, com trés nés, triangulares para flexio de placa.



Conforme Fan e Luah (1992), embora teoricamente atrativa, a formulacio de elementos finitos
baseada na teoria classica de placa fina € numericamente ineficiente. Isto é devido principalmente ao

fato de que as equagbes classicas de Kirchhoff, que descrevem a flexfio de placa fina, exigem

- : 1 . : : : - = - ~
continuidade " (continuidade da primeira derivada) da fungio responsdvel pela deflexdo, para a
convergéncia das aproximacgdes por elementos finitos. Essa dificuldade contribuiu para que muitos

pesquisadores focassem seu interesse em aproximagdes alternativas que exigem somente continuidade

C? (sem continuidade em suas derivadas).

Conforme Fan e Luah (1992), um grande nimero de elementos C° para flexdo de placas foi
desenvolvido ao longo dos anos, e as teorias mais comuns sobre as quais sio baseados esses elementos
sao a de Reissner (1945) ou Mindlin (1951} ¢ a do conceito de casca degenerada (Ahmad et al. 1970).
Esses elementos empregam simplicidade na formulagiio, e sdo aplicdveis as placas moderadamente
grossas sob consideracio da deformacio cisalhante.

Segundo Fan e Luah (1992), uma séria desvantagem ocorre quando esses elementos sio
utilizados para analise de estruturas em forma de placas finas, nas quais ocorre o locking devido ao
cisalhamento (varios procedimentos visando atenuar o problema tém sido utilizados).

Ainda conforme Fan e Luah {1992), mais recentemente tem emergido uma nova direcao de
pesquisa em andlise estrutural numérica: a aplicagio de fungdes spline em vérios métodos de solugio
(por exemplo no método dos elementos finitos) para problemas de engenharia. Vantagens da
interpolac@o por spline, como maior precisao e eficiéncia, t8m sido demonstradas.

A mais notdvel contribuicio em termos da aplicacio de funcdes spline na solugfo de problemas
de engenharia, conforme Fan e Luah (1992), é o métedo da faixa finita por spline desenvolvido por
Cheung et al. (1982). Nesse método, as funcdes trigonométricas anteriormente utilizadas no método da

faixa finita foram substituidas por funcSes B,-spline. Muitas caracteristicas indesejaveis do método

convencional da faixa finita, tal como a deficiéncia na manipulagiio de cargas concentradas, foram
vencidas.

Conforme Fan e Luah (1992), com as contribuigdes de Tham et al. (1986); Li et al. {1986); Zhu
e Cheung (1989), o método da faixa finita por spline desfrutou de um contimuo desenvolvimento e é
capaz de resolver uma série extensa de problemas de engenharia.

Numerosos outros autores, citados por Fan e Luah (1992), tém também tratado da utilizacao de
fungdes spline para interpolaciio, como primeiro exemplo, Mizusawa et al. (1979 e 1980) utilizaram
fungbes B-spline de virias ordens, como fungdes coordenadas no método de Rayleigh-Ritz, para
resolver problemas de vibragdo e flambagem de placas obliquas; como segundo exemplo, Shen e

Wang (1987) estudaram a estatica e a vibragclo de cascas através da utilizagdo de splines cidbicas e
9



quinticas, as vantagens da interpolagiio por splines, tais como alta precisio e eficiéneia, foram
demonstradas; um terceiro exemplo foi a citagio de Moore et al. (1984), que empregaram funcgdes B-
spline e fun¢bes B-spline racionais para representacio geométrica do elemento de casca, mostrando
que, com essa técnica, superficies complicadas de casca podem ser modeladas precisamente ou mesmo
exatamente; uma ultima citagio refere-se a Fan e Luah (1990}, que desenvolveram um elemento
axisimétrico de casca utilizando fungdes spline para interpolaco da geometria e dos deslocamentos.
Observou-se excelente performance do elemento e o método foi estendido para andlise de vibragdo
livre.

Fan ¢ Luah (1992} propuseram um novo elemento finito por spline para andlise de placas
arbitrarias de Kirchhoff. O elemento emprega um conjunto de fungdes de forma B-spline para
interpola¢do dos deslocarnentos e adota uma aproximacio subparamétrica para a geometria geral.
Desde que siga-se o procedimento da formulac¢io padrio de deslocamento, esse método é teoricamente
simples, e a implementacio computacional do elemento ¢ direta. Além de uma avaliacdo numérica do
elemento, discute-se a formulagao deste em detalhes; a precisio e eficiéncia do elemento proposto sdo
amplamente demonstradas.

Conforme Luah e Fan (1992), placas de configuraces complicadas sdo comumente utilizadas
em muitas estruturas de engenharia, apesar das dificuldades matemdticas envolvidas nestas andlises. A
formulacdo rigorosa e a solucdo da equacao diferencial governante é bastante tediosa, exceto para
alguns casos simples de placas retangulares e circulares.

Ainda segundo Luah e Fan (1992), em aplicagdes priticas, estruturas em forma de placas sdo
mais complicadas em relagdo aos modelos simples através dos quais a andlise tedrica pode ser
rapidamente executada. A complexidade, a despeito da anisotropia e nio-homogeneidade, pode ser
devida a um ou mais dos seguintes fatores:

I. Rigidez ndo-uniforme.

2. Carregamento nio- uniforme.

Presenca de aberturas interiores.

jo

4. Condicdes de contorno mistas e suportes pontuais.

5. Geometria complexa.

No presente estdgio do desenvolvimento da mecénica estrutural, conforme Luah e Fan (1992), o
método dos elementos finitos apresenta-se como a primeira escolha para andlise de estruturas
complicadas em forma de placas. O problema reside somente na formulac@o dos elementos finitos, que
devem apresentar aptiddo no tratamento das varias complexidades que surgem em decorréncia da

necessidade pritica de precisio.



Luah e Fan (1992), responséveis pela criagdo do elemento finito quadrilateral de nove nés por
spline (usado para anilise geral de placa fina), investigaram a conveniéncia desse elemento no estudo
de placas complicadas. A precisdo e robustez do elemento s3o inicialmente analisadas através de um
conjunto de testes envolvendo problemas que examinam os efeitos de virios fatores, tais como
distorcao de malha e um grande mimero de aspectos relacionados & performance.

Nessa publicacdo de 1992, Luah e Fan apresentam exemplos numéricos de placas complicadas,
envolvendo andlises estatica e de vibragdo livre, para mostrar a utilidade prética do elemento.

Cheung e Kong (1993a) estudaram a estabilidade de placas deformaveis por cisalhamento, sob
tensdes iniciais constantes, pelo métedo da faixa finita por spline. A teoria de placa de terceira ordem
foi utilizada como base para o desenvolvimento do elemento por faixa. Tal elemento & aplicdvel a
andlise de placas retangulares com recortes e placas laminares com configuracio arbitrria de laminas
e de condicdes de suporte.

A fungdo classica B-spline, segundo Cheung e Kong (1993a), foi modificada de modo a
proporcionar um elemento, de faixa finita por spline, resultante que incorporasse vantagens da
interpolac@o por spline e a versatilidade do método dos elementos finitos. Um conjunto de andlises
demonstrativas foram apresentadas de modo a mostrar a validade do método da faixa finita por spline
modificada e a precisdo do elemento por faixa. Nesse método, a imposicao das condicées de contorno
da estrutura € feita na prépria fungio spline responsdvel pela interpolagio, o que implica na
necessidade de uma série de mudancas nas splines posicionadas préximas ao contorno da
discretizacio.

Cheung e Kong (1993b) propuseram uma aproximagio local-global para andlise de placas
laminadas grossas. Tal aproximagdo trata uma placa laminada grossa como um corpo eldstico
anisotrépico nfo-homogéneo tridimensional.

Inicialmente, conforme Cheung e Kong (1993b), a secfio transversal de uma placa laminada §é
discretizada por elementos convencionais de oito nds. A funcio de interpolagiio ao longo do vio da
placa € definida por fun¢io B-spline; as funcdes deslocamento podem ser expressadas como o produto
de fungoes de forma isoparamétricas usuais por funcdo spline. As seis componentes das tensdes, as
freqliéncias naturais fundamentais e as cargas de flambagem criticas sdo determinadas com precisio
satisfatoria através de exemplos numéricos.

Fan e Luah (1993) utilizaram o elemento de placa por spline de nove nés para anslise de
vibracdo livre de placas gerais. A formulagdo ¢ baseada na teoria cldssica de placa fina de Kirchhoff,
onde emprega-se fungbes de forma B-spline para constru¢o da fungio deslocamento bidimensional, e

funcdes Lagrangianas biquadraticas para a interpolagdo geoméirica.
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O elemento de nove nés, desenvolvido por Fan e Luah (1993), tem 21 graus de liberdade e € de
forma quadrilateral arbitrdria com cantos curvos. A precisio e eficiéncia do elemento para andlise de
vibragdo livre foram demonstradas através de exemplos numéricos. Particularmente, ilustra-se os
efeitos da geometria do elemento, tais como os relacionados ao aspecto, obliqliidade, forma de
distor¢do, contorno curvo e irregularidades de malha.

Amda segundo Fan e Luah (1993), além do elemento apresentar-se bastante insensivel a tais
irregularidades, resultados muito precisos foram obtidos através de analise por malha grosseira. Além
do mais, mostrou-se que o elemento atingiu alta precisdo e eficiéncia, em funcio das interpolagdes por
spline dentro do método dos elementos finitos, sem qualquer sacrificio da aplicabilidade geral.

Com a defini¢io de elementos finitos quadréticos por B-spline, Gardner, Gardner e Dag (1993)
propuseram elementos infinitos Hermitianos para estender a aplicabilidade desses elementos finitos a
regides ilimitadas.

Utilizando problemas para testar ¢ comparar essa técnica com procedimentos j4 publicados,
Gardner, Gardner e Dag (1993) mosiraram que a solugfio envolvendo o elemento finito quadrético por
B-spline tem, como esperado, apresentou limites de erro mais baixos que a solugio por elemento
linear. A efetividade da formulagdo exposta foi comprovada.

Um método para otimizar a forma da secio transversal de uma barra prismdtica sob torcio de
Saint-Venant, utilizando integracio direta das equacdes integrais, foi desenvolvido por Schramm e
Pilkey (1993). No método, sdo tratados os problemas de maximizacio da rigidez a tor¢io e a
minimizacio da massa, a forma da se¢do transversal é descrita por curvas B-splines. Conforme os
autores, 0 método mostrou-se muito eficiente em funcdo da combinacio de um método de integrac@o
direta para o problema de torgio e da descrigdio da forma estrutural por curvas B-splines.

Recentemente, sob influéncia dos computadores e métodos numericamente avancados,
conforme Ye (1994), tem sido dado mais atengiic ao projeto de placas imperfeitas através das teorias
de grandes deflexses.

Segundo o conteddo desse mesmo trabalho apresentado em 1994, na teoria das pequenas
deflex3es, onde essas sfo muito menores que a espessura da placa, pode-se utilizar a Superposicio.
Assim, em relagio a pequena deflexd@o de uma placa inicialmente curva carregada perpendicularmente,
a deflexdo total € ignal a soma da deflexdo inicial mais a deflexdo resultante da carga aplicada na
placa plana.

Sob considerago das grandes deflexdes, conforme Ye (1994), onde essas sdo de ordem
equivalente a espessura da placa, as equacBes governantes sio ndo-lineares e a superposicdo nio pode

ser utilizada. Nessa publicacdo de 1994, o mesmo autor ainda cita que Timoshenko (1959) sugeriu
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uma analise exata para grandes deflexdes de uma placa infinitamente longa, possuindo deflexdes
iniciais, sob carregamento perpendicular em sua face cdncava. Posteriormente, uma variedade de
diferentes métodos foram desenvolvidos.

Estudando problemas de grandes deflexdes e pés-flambagem, Ye (1994) cita que Bushton
(1970) apresentou um método de relaxagdo dindmica para placas retangulares com imperfeigdes
iniciais, Domburian et al. (1976) baseou-se no método de perturbacio, e Tillerson et al. (1973) no
método dos elementos finitos para tratamento desse problema.

Ye (1994) utiliza um método iterativo de elementos de contorno e o método dos elementos
finitos como uma aproximagcéo alternativa para flexdo nfo linear de placas com imperfeicdes iniciais.
Um elemento quadratico retangular por spline é empregado, via elementos finitos, visando uma boa
aproximagio dos deslocamentos no plano e deformagoes.

Segundo Ye (1994), visto que as fungdes spline s3o as mais suaves funcdes de interpolacio, em
comparagio com outras polinomiais por partes como funcdes Lagrangianas e Hermite, sua utilizagio
permite boa precisdo mesmo com discretizagdo grosseira, a qual reduz o tamanho da matriz e o
nlimero de iteragdes exigido pela andlise ndo-linear.

Utilizando-se uma variedade de métodos, segundo Mizusawa (1994), um extenso estudo em
analise de flex@o de placas obliquas solicitadas por cargas transversais tem sido executado. A anilise
de flexdo de placas obliquas € considerada como um problema padrio para verificar e comparar a
precisdo de diferentes modelos matemadticos e elementos finitos.

Geralmente, conforme Mizusawa (1994), a andlise de flexdo de placas obliguas é mais dificil,
em relacdo a placas retangulares, devido 2 presencga de uma singularidade de tensfo no canto obtuso.
Essa singularidade ¢ intensificada com um aumento no ngulo obliquo.

Mais recentemente, ainda segundo Mizausawa {1994), vdrios modelos discretos por spline, tais
como o método do elemento por spline, Mizusawa et al. (1979), o método da faixa finita por spline,
Cheung e Fan (1983), o método da faixa por spline, Shen Peng-Cheng e Wang Jian-Guo (1986) e
Mizusawa e Kajita (1987), o método da faixa combinada por spline, Chen, Gutkowski e Puckett
(1990), e o método integral por spline, Hadid e Bashi (1990), tém sido propostos para anilise de
problemas de placa e casca.

Mizusawa (1994) ainda cita que, Mizusawa, Kajita ¢ Naruoka (1979 e 1980) apresentaram o
método do elemento por spline, o gual é um métode alternative de elemento finito baseado no
deslocamento, para analisar vibracdo e flambagem de placas obliquas; e que Li, Cheung ¢ Tham
(1986} analisaram placas obliquas em flexdo utilizando o modelo da faixa finita por spline ciibica

combinado com o conceito sub-paramétrico conforme.

o
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Mizusawa (1994) utiliza o método do elemento por spline para andlise de deflexdes e momentos
fletores de placas obliquas isotrépicas, com condicBes de contorno arbitrdrias, solicitadas por carga
uniforme e concentrada. A precisdo ¢ convergéncia dos resultados foram demonstradas através da
utilizagdo de modelos de elemento por spline de alta ordem e mathas com vdrias divisdes. Através de
comparagdo com resultados calculados por outros métodos numéricos, os resultados obtidos
apresentaram um bom ajuste.

Conforme Madasamy e Kalyanaraman (1994), estrutaras utilizadas em aplicagbes de engenharia
tém aberturas em virtude de objetivos funcionais. A andlise eldstica de lajes de piso com aberturas
retangulares ou de suportes abertos para colunas, pela teoria cldssica de placa, prevé momentos
singulares e forcas cisathantes nos cantos de tais aberturas e suportes.

Madasamy e Kalyanaraman (1994) acrescentam ainda que, apesar do método dos elementos
finitos garantir a solu¢@o para tais estruturas, a raziio de convergéncia pode ser significativamente
reduzida. Para vencer tal problema, ou a malha de elementos finitos é refinada localmente, ou um
modelo de elemento finito com finalidade especial, com base na formulacio de tensdo hibrida, é
utilizado.

Segundo Madasamy e Kalyanaraman (1994), um refinamento de malha conduz a um grande
mimero de graus de liberdade, e assim a um aumento do tempo computacional. Um modelo de
elemento finito hibrido além de ser mais complicado que o método dos elementos finitos baseado no
deslocamento, consome mais tempo.

Por outro fado, Madasamy e Kalyanaraman (1994) lembram que o método dos elementos finitos
de ordem mais alta e o método cldssico da faixa finita enfrentam dificuldades, devido i continuidade
da ordem mais alta de suas fun¢des deslocamento, na modelagem de problemas com gradientes de
tensdo acentuados.

Para vencer tais problemas, Madasamy e Kalyanaraman (1994} utilizaram o método da faixa
finita por spline, com base na teoria cldssica de placa fina, para modelar os recortes com eficiéncia.

Em fungdo de problemas planos de tensio e de flexdio de placas com abertura poderem ser
analisados, com eficiéncia e precisdo, pela utilizacio da flexibilidade da modelagem no método da
faixa finita por spline, Madasamy e Kalyanaraman, nessa publicacio de 1994, estenderam o método
para a analise de tais problemas através da utilizagio de nds em secdes apropriadamente desiguais e de
modificagdes das splines no contorno.

Conforme Madasamy e Kalyanaraman (1994), além dos resultados do método da faixa finita por
spline indicarem convergéncia monotdnica de tensdes em vez da convergéncia oscilatéria (Fendmeno

de Gibb) encontrada no método convencional da faixa finita, os resultados do método da faixa finita
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por spline sdo mais precisos, com um menor ndmero de graus globais de liberdade, em relacio ao
método dos elementos finitos. Segundo os mesmos autores, o tempo computacional e a armazenagem
requeridos sdo significativamente reduzidos no método da faixa finita por spline,

Nessa publica¢io de Madasamy e Kalyanaraman (1994), foi utilizada a imposi¢io das condicdes
de contorno da estrotura através de modificagdes nas préprias funcdes splines, empregadas na
interpolacio, posicionadas préximas a extremidade da discretizacio.

Segundo Peng-Cheng e Peixiang (1995), uma considerdvel quantidade de trabalhos sobre
andlise numérica de problemas de flex3o de placas isotrépicas, baseados na teoria cldssica de placa
fina, tem sido desenvolvida nas iltimas décadas, por exemple, o método das diferencas finitas,
Timoshenko e Woinowsky-Krieger (1959), o método dos elementos finitos, Zienkiewicz e Cheung
(1964), o método da faixa finita, Cheung (1976), 0 método dos elementos de contorno, Jaswon e Maiti,
(1968), e o método do elemento finito por spline, Chung-Tze (1979).

Ainda conforme Peng-Cheng e Peixiang (1995), em funcdo do modelo de placa de Kirchhoff, o
qual negligencia os efeitos cisalhantes transversais, apresentar imprecisdes quando utilizado em placas
moderadamente grossas e em placas constituidas por materiais ndo isotrépicos, importantes trabalhos
t&ém sido apresentados onde o tipo de deslocamento assumido pelos elementos de placa inclui o efeito
cisalhante.

Peng-Cheng e Peixiang (1995) citam também que Pryor et al. (1970) apresentaram uma andlise
de placa de Reissner através do método dos elementos finitos; Benson e Hinton (1976) apresentaram
uma solugdo por faixa finita grossa para problemas de estatica, vibracio livre e estabilidade com base
no principio da energia potencial; Wu Chang-Chun {1982) apresentou um elemento hibrido triangular
para fiexdo de placa baseado no principio da energia mista com efeitos cisalhantes; Wang Jian-Guo et
al. (1992) desenvelveram o método dos elementos de contorno para placa grossa de Reissner em
fundaciio eldstica; Shen Peng-Cheng et al. (1987) desenvolveram na ultima década, para andlise de
placas e cascas, modelos de elemento finito por sphine baseados no principio da energia potencial e as
aplicacdes de funcgdes cibicas de interpolacio B-spline.

Peng-Cheng e Peixiang (1995) utilizaram funcdes de interpolagio B-spline, de dualidade na

forma do produto, para construir os deslecamentos generalizados w, ¢ e ¢  para placas

moderadamente grossas. As equagOes ao elemento finito utilizando spline sdo derivadas com base no
principio da energia potencial. O método do elemento finito utilizando spline, para vérias relagdes
espessura/comprimente de placas moderadamente grossas, apresentou alta precisio e boas
caracteristicas de convergéneia. Resultados numéricos, envolvendo exemplos sob comparacio com

outres métodos, demonstraram a precisdo, eficiéncia e seguranca da metodologia desenvolvida.
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Essa publicacio de 1995 de Peng-Cheng e Peixiang utiliza a imposigio das condicOes de
contorno da estrutura, que estd sendo interpolada por splines ciibicas, através de modifica¢Bes nas
splines posicionadas préximas as extremidades da discretizacio.

Conforme Qin e Terzopoulos (1995), analises dinimicas através de B-splines triangulares
fornecem uma aproximacéo unificada e sistemdtica para uma variedade de problemas de modelagem
s6lida, incluindo combinacio de forma, projeto baseado em restrices e projeto paramétrico. B-splines
triangulares “suportam” manipulac@o direta e escultura interativa de formas utilizando-se ferramentas
baseadas em forga.

Qin e Terzopoulos (1993) desenvolveram um novo modelo, empregando B-splines triangulares
em andlise dindrmica, com base em uma elegante geometria por B-spline triangular e principios fisicos
de dindmica. O comportamento dindmico desse modelo, resultante da integracio numérica das
equacbes diferenciais de movimento, produziu completo significado fisico e variagio de forma
altamente intuitiva. Vdrias aplicagdes de B-splines triangulares foram demonstradas ern anslise
dindmica. Técnicas de andlise por elementos finitos foram utilizadas para transformar as equacdes de
movimento em algoritmos numericamente eficientes,

Com base no principio variacional de deslocamento, Wang e Li (1996) desenvolveram um
meétodo geral, chamado método do elemento de membro finito por spline, para andlise de flambagem
de membros de parede fina submetidos & flexdo pura, com secGes transversais arbitrarias. Uma funcio
spline transformada foi utilizada para simular os deslocamentos por abaulamento ao longo da secdo
transversal do membro de parede fina.

A andlise, desenvolvida por Wang ¢ Li nessa publicacio de 1996, leva em conta o efeito
cisalhante lento. Apés comparagdo dos resultados com os da teoria cldssica e com os fornecidos pelo
“COSMOS/M” (um programa de andlise por elementos finitos), a versatilidade, precisdo e eficiéncia
do método proposto sdo plenamente demonstrados. A forte convergéncia mostrada nos exemplos
numérices prediz a confiabilidade dos resultados.

larve (1996) propds um procedimente numérico, baseado numa aproximagdo polinomial
independente por spline, para resolver problemas de valor de contorno em compositos laminados em
forma de placas com aberturas, onde sdo determinados os deslocamentos e as componentes de tensiao
interlaminares em coordenadas curvilineas. O procedimento é conveniente para o tratamento de
problemas contendo regides que envolvern singularidades.

Conforme larve (1996), além da aproximagfio por spline eliminar os problemas de
compatibilidade entre elementos que, na presenga de singularidades de campo, conduzem a resultados

insatisfatérios através da analise por elementos finitos; ela oferece continuidade dos campos de

16



deslocamento, deformagio e tensio dentro dos dominios homogéneos, ao mesmo tempo que preserva
as vantagens da aproximacio local, tais como esparsidade do sistema de equacdes resultante.

Tarve (1996) propds uma solugdo assintética valida na vizinhanga da abertura, na interface de
duas camadas ortotropicas de espessura arbitréria, que foi desenvolvida para verificar a aproximagao
por spline baseada na solugo para todo o campo. Observou-se uma excelente conformidade para
tensdes interlaminares em laminado sob tragio uniaxial.

Iarve (1996), ao obter solugdo para todo o campo tridimensional dos compdsitos em forma de
placas contendo aberturas, onde foram mostradas tensdes convergentes € condicdes de contorno
consistentes, tais como continuidade de tragio interlaminar, cita que a aproximagio por spline
polinomial, idealmente adaptada para problemas cuja solugfio envolve comportamento singular, tem
sido aplicada a analise de tensdo tridimensional de compésitos praticos contendo dezenas de camadas.

Conforme Luo e Wang (1996), sabe-se que o método de fungdes spline encontrou aplicacées
amplamente difundidas no Projeto Geométrico Auxiliado por Computador, CAD Geométrico, e em
computacfio por elementos finitos. Muitas superficies sdo intrinsecamente bivaridveis e nio podem ser
adequadamente representadas por produtos tensoriais. Além do que, aproximantes efetivos necessitam
ser locais, isto €, o valor da superficie em um ponto € influenciado somente pela informagio em suas
vizinhancas.

Ainda segundo Luo e Wang (1996), em casos gerais, considera-se uma triangularizacio ou
particiio quadrilateral de uma dada regifio e, entdo, discute-se a estrutura de um espago de funcdes
spline polinomiais ou fungdes spline racionais na partigio. No caso de triangularizagiio, o qual tem
muitas aplicagdes em Projeto Geométrico Auxiliado por Computador, CAD Geométrico, e em
computacdes por elementos finitos, existem muitos resultados através de fungdes spline polinomiais,
Branhill e Farin (1981}, Sablonniere (1985) e Wang (1985), e através de fungdes spline racionais,
Birkhoff e Mansfield (1974}, Gout (1979), Wachspress (1975) e Wachspress (1991).

Luo e Wang (1996) dedicaram-se &s particdes quadrilaterais, as quéis s@3g também,
freqiientemente, utilizadas em Projeto Geométrico Auxiliado por Computador, CAD Geométrico, e em
anélises por elementos finitos. Foram definidas e construidas fungdes spline racionais C', sobre
qualguer partigdo quadrilateral regular de um dominio limitado, simplesmente ou multiplamente
conectado, através das quais foram obtidas funges de forma quadrilaterais C' para serem empregadas
em analises de elementos finitos.

Dawe e Wang {1996) desenvolveram o método da faixa finita por spline para prever o
comportamento geometricamente néo linear de compdsitos em forma de placas retangulares

laminadas. O método, o qual dedica uma atenco especial as condigBes de contorno e que pode ser
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ajustado apropriadamente ao tratamento de laminados fortemente anisotrépicos, apresentou-se
Intrinsecamente mais versatil que o método semi-analitico da faixa finita.

Nessa publicagio de 1996, Dawe e Wang citam a necessidade da criacdo de nés auxiliares
externos a discretizagdo que, além de completar a definicio da fungio spline nos elementos de
extremidade (permitem a inclusdce de todos os trechos polinomiais de uma spline completa nesses
elementos de extremidade), possibilitam a prescri¢iio das condi¢des de contorno & estrutura analisada.
Tal procedimento, que constitui uma das bases sobre as quais se fundamenta o presente trabalho, serd
bastante discutido e explorado ao fongo dos capitulos 3, 4 e 5.

Conforme Lodha, Sheehan, Pang e Wittenbrink (1996), um problema crucial em computacio
grafica, em CAD geométrico e em visualizagio cientifica € a avaliagio e comparacio da qualidade dos
interpoladores de superficie. A incerteza geométrica é a medida do erro na interpolagcdo. Nesse
trabalho, os autores apresentam novos métodos para visualizacdo da incerteza geométrica mediante
vérias técnicas de interpolagdo, entre as quais aquela que emprega B-splines e spline utilizada na
andlise de placa fina.

Maekawa e Chalfant (1998) afirmam que, desde o inicio de um projeto, é dedicada pouca
atencdo a implementacio de superficies desenvolvidas, as quais sdo amplamente utilizadas em virias
aplicagOes de engenharia. Nessa publicacio de 1998, os autores descreveram um método, bastante
simples para os usudrios, onde superficies sio habilmente desenvolvidas em termos de uma
representagdo por B-spline, cujas duas diretrizes assentam em planos paralelos.

Maekawa e Chalfant (1998) também apresentaram um novo método, necessirio para recorte em
placa e andlise por elementos finitos, para o desenvolvimento e geracio de tais superficies
desenvolvidas por B-spline.

Conforme Kagan, Fischer e Bar-Yoseph (1998), na maioria dos sistemas CAD existentes,
projeto geomeétrico ¢ andlise mecinica sdo operados em médulos separados. A iteracdo intensiva entre
esses modulos € bastante desejdvel devido & natureza iterativa de um tipico processo que envolve o
desenvolvimento de produte.

Nessa publicagao de 1998, os autores formularam uma nova aproximacie unificada que fornece
um alto nivel de iteracio para projeto e andlise. A idéia foi de integrar um conceito de projeto
geométrico, baseado em mecdnica, com o mdédulo de andlise mecdnica em um ambiente uniforme de
elementos finitos por B-spline. Demonstrou-se a praticidade da aplicacio de fungbes B-spline como
fun¢des-base do método dos elementos finitos para projeto e andlise de placas. A adequagdo do
método foi demonstrada por comparagdo, com o métode do clemento espectral, das caracteristicas de

convergéncia, complexidade e custo computacional.
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Tan ¢ Dawe (1998) estenderam a capacidade do método da faixa finita por spline para
determinar as tensoes de flambagem e as freqli€ncias naturais de placas prismdticas, constituidas por
compésitos laminados, e estruturas em forma de cascas. O procedimento, o qual permite que as
estruturas prismaticas possuam condi¢ges de contorno e segdes transversais gerais, foi desenvolvido
com base na deformagéo cisathante de primeira ordem de placa, na teoria cldssica de placa fina e na
teoria de casca.

Conforme Tan e Dawe (1998), o procedimento, que ainda inclui a incorporagio de uma técnica
de sub-estruturagdo maci¢a, provou a grande flexibilidade da faixa finita por spline em termos de
combinagio das condi¢cdes de contorno especificas em toda a estrutura.

Segundo Vermeulen e Heppler (1998), o método da aproximagio de campo por B-spline é
utilizado para construir modelos discretos de viga reta de Timoshenko. A discretizagio da viga

tradicional de Timoshenko trata deflexo e rotagdo como varidveis de campo independentes e permite

o uso funcdes com continuidade C°, porém o ‘“locking” por cisalhamento pode ocorrer no
comportamento desses modelos.

Nessa publicagdo de 1998, Vermeulen e Heppler apresentam uma nova explanagio do
“locking” por cisalhamento e selecionam uma variedade de campos de interpolago por B-spline onde
nio ocorre 0 fendmeno,

Utilizando a aproximagio campo-consisténcia, Patel, Ganapathi ¢ Saravanan (1999) analisaram,
baseados em fun¢bes B-spline, o fendmeno de locking por cisalhamento-membrana em elementos
curvos flexiveis submetidos ao cisalhamento. A redistribuicfio consistente dos campos de deformacio
cisalhante ¢ de membrana, no mais baixo nivel, conduziu a resultados precisos para vigas bastante
grossas e extremamente finas, as quais ndo apresentaram efeitos emergentes de locking por
cisalhamento ou membrana (for utilizado um esquema de integracdo cheia para avaliacio de todos os
termos da energia de deformaglo). Mediante andlise de vibracdio, a capacidade e efetividade do
elemento curvo de barra por B-spline foram demonstradas.

Utilizando a aproximacio campo-consisténcia, Ganapathi, Patel, Saravanan e Touratier (1999)
analisaram, baseados em fungdes B-spline, o fendmeno de locking por cisalhamento-membrana em
elementos curvos flexiveis submetidos ao cisalhamento. A redistribuicdo consistente dos campos de
deformagao cisalhante e de membrana, no mais baixo nivel, conduziu a resultados precisos para vigas
bastante grossas e extremamente finas, as quais nflo apresentaram efeitos emergentes de locking por
cisalhamento ou membrana (foi utilizado um esquema de integragdo cheia para avaliacio de todos os
termos da energia de deformacgio). Mediante andlise estdtica, a capacidade e efetividade do elemento

curvo de barra por B-spline foram demonstradas.



3 CONSIDERACOES GERAIS INERENTES AOS
FUNDAMENTOS DE SPLINES

3.1 POLINOMIOS

Muitos dos métodos numéricos mais atuais para engenharia estrutural fazem uso de polindmios.
As razbes sdo simples. Conforme Persiano (1996), polinémios sio faceis de computar pois seu cdlculo
exige apenas as operagles aritméticas de soma e produto que qualquer processador dispde entre seu
conjunto de instrucbes bdsicas, e as executa com eficiéncia. Além disso, polindmios sio flexiveis o
bastante para aproximar, a0 menos teoricamente, qualquer funcio continua com a precisdo que se
desejar. De fato, os calculos de fungBes trigonométricas, logaritmos e exponenciais sio realizados
pelas run-time libraries através de aproximagdes por polinémios.

Todas as derivadas de polindmios sdo polindmios e portanto continuas. Além de serem
riquissimos em propriedades, polindmios formam espacos vetoriais e sdo soluces de diversos
problemas variacionais e de equacdes diferenciais.

Nzo obstante a limitagdo na ordem de diferenciabilidade, tem-se como uma interessante 0pgao
ndo s6 para modelagem geométrica, como também para a prépria funcdo de forma no método
numérico de andlise estrutural, as splines. Splines sdo pelinomiais por partes, e, como tal, mantém a
maioria das propriedades dos polindmios, a menos da ordem de diferenciabilidade que ¢ limitada.

Em contrapartida, conforme Persiano (1996), a flexibilidade das splines depende mais do
nimero de partes polinomiais de que € composta do que do gran dos polindmios envolvidos. Como
conseqii€ncia, € possivel manter baixo o grau dos polindmios (e com isso os custos de céleulo) sem
perder em poder de expressao. Splines também formam espacos vetoriais.

A terceira alternativa atraente € a das funcBes racionais. Por serem razao de polinémios ndo
requerem nada além de mais uma operagdo aritmética em seus cdlculos. Apesar de indefinidas em

alguns pontos, as racionais aumentam o escopo dos modelos paramétricos permitindo a representacio



exata de formas implicitamente representaveis por polindmios. Por fim, unindo as duas dltimas
categorias depara-se com as splines racionais.

O produto de um polindmio {ou uma spline ou uma racional) por um ndmero real € um
polindmio (ou uma spline ou uma racional). A soma de dois polindémios (ou duas splines ou duas
racionais) tambérm resulta em um polindmio (ou uma spline ou uma racional). Essas operaces basicas
satisfazemn a propriedade comum de distributividade do produto sobre a soma.

Estas operagdes sobre os polindmios caracterizam o conjunto de todos os polindmios de grau

menor ou igual a um dado n como um espago vetorial (denotado P"). Os “vetores” desse espaco sio
os polindmios € os escalares sdo reais. A soma de vetores corresponde & soma das respectivas funcdes
e 0 produto de um vetor por um escalar corresponde ao produto do polindmio por um real. E simples
verificar que as propriedades de espaco vetorial sdo satisfeitas pelos polinémios do espago P".
Splines e racionais podem de modo semelhante ser organizadas em espagos vetoriais.

A estrutura de espago vetorial dessas funcOes é fundamental em dois aspectos. Por serem
espacos de dimensio finita, cada fungio de um desses espacos admite uma representacio finita, ou
seja, € possivel caracteriza-la por um conjunto finito de ndmeros, o0 que ¢ fundamental para o seu
armazenamento computacional. O segundo aspecto € o da formulag@o linear, dado que qualquer

funcdo do espago pode ser expressa por combinagdo linear de um conjunto finito de fungdes de base.
Essas funcdes de base investem-se no papel de fungdes de forma.

Um polinémio p de grau » possui a forma geral:
0 !
ple) = ayl1)” +a,(t) +.+a,(z)" (3.1
onde a, € no nulo. Nessa forma podemos distinguir por um lado os coeficientes a; que séo reais

. PO ‘ — . A s -
quaisquer e por outro os mondmios (f)', que sio polindmios elementares. Essa representaciio de
polinémios € denominada forma algébrica ou forma monomial. Na forma algébrica, um polinémio p
fica inteiramente definido pela seqliéncia de seus coeficientes algébricos (ao,a] ,...,an). Por conto

disso, segundo Persiano (1996}, pode-se representar o polindmio p por seus coeficientes algébricos.



3.2 INTERPOLACAO
3.2.1 INTRODUCAO

Seja um conjunto de n+ 1 pontos de coordenadas (x!. , }’}) , com { variando de 0 até n, tal que
y, = ¢(xi), onde ¢(x) é uma funcdo desconhecida. Se for desejado obter o valor de 7= ¢(¥)},

»

X, <X < x,, entdo deve-se encontrar uma funcio f(x) que se aproxime adequadamente de ¢{x)
calculando-se o valor aproximado V = f (%},

A fungdo f{x) é chamada de funcdo de aproximagdo do conjunto de pontos conhecidos, e pode

ser de dois tipos:

a) funclo de interpolacdo, representada por uma curva que passa por todos os pontos do
conjunto; € mais empregada nos casos em que os valores conhecidos podem ser considerados
como exatos e confidveis (tais valores devem ser mantidos: f (xi) = gﬁ(xr.)), a interpolacio
pode ser empregada, por exemplo, quando os dados conhecidos relacionam grandezas fisicas
obtidas através de métodos confidveis;

b) funcdo de ajuste, representada por uma curva que se aproxima de ¢(x), porém nio passa

obrigatoriamente pelos pontos conhecidos; é geralmente empregada nos casos em que 0s
dados conhecidos sdo considerados aproximados ou relativamente confidveis como, por
exemplo, os obtidos através de levantamentos estatisticos (deseja-se o comportamento médio

de um fenémeno, e ndo os valores exatos).
A fungio de interpolagio f(x) pode ser de vérios tipos, tais como:

box

-) exponencial: f(x) =q .¢e

-y logaritmica: f{x)=a+& . In{x) :

-y potencial: flx)=a . x";

Jpotencialemx: f(x}=a . b";

-y polinomial: f{x}=a,+a, . x+a, x’+.+a, .x" ;e

-} spline {que é composta por partes de polindmios, por isso chamada de polinomial por partes).
Conforme Diegues (1992), a fun¢io de interpolagiio f{x) pode ser também uma combinagdo de

fungdes da forma

flx) = Cy - fo(x)-i-cl . fs(x)+...+c” . fu(x), 3.2

I~
k2



onde ﬁ(x) sao fungdes escolhidas para cada caso, e ¢ sio coeficientes a serem determinados.

Em termos de fungdes de aproximagioe, evidencia-se o papel das funcdes reais nos mais variados
métodos numeéricos utilizados em engenharia estrutural. A classe de fungdes utilizadas para aproximar
¢ de importdncia fundamental para os algoritmos responsdveis pelos métodos. Fungdes
trigonomeétricas, por exemplo, embora convenientes e largamente empregadas como funcdes de forma

em muitos métodos numeéricos, sdo de cdmputo mais oneroso, conforme Persiano (1996).

3.2.2 INTERPOLACAO POLINOMIAL

Quando néo se tem 1déia de qual fungdo utilizar em uma interpolagdo, deve-se optar pelo
polinémio de grau n, pois € sempre possivel passar a curva que o representa por rn+I pontos

conhecidos. Pode-se considerar que o polindmio seja uma combinacio de fungdes, tal que,

flx)= Z[c WA (3.3)
=0

onde,

¢, € o coeficiente do termo de grau /; e

Filx)=x".

Portanto, para um conjunte de n+/ pontos conhecidos, pode-se fazer uma interpolagio
polinomial de grau m, sendo 1< m < 7, bastando utilizar m+] pontos deste conjunto. Assim, pode-se
ter a interpolagdo linear (m = 1), a interpolacio quadrética (m = 2) , a interpolaciio ciibica (m = 3,
¢ assim por diante até a interpolagio polinomial de grau n (m = n) .

Quando a quantidade de pontos conhecidos (7 + 1) é muito grande, além do processo numérico
de interpolagio polinorsal, utilizando todos os pontos, poder tomar-se pouco eficiente, os pontos mais
afastados daquele que se deseja interpolar, muitas vezes, exercem pouca influéncia no cdlculo do
resultado final. Nesse caso, segundo Dieguez (1992), pode ser utilizada a interpolaciio iterativa linear,
através da qual obtém-se resultados satisfatdrios com maior rapidez.

O estudo do erro cometido em uma interpolagiio polinemial de grau n pode ser feito,
simplificadamente, comparando-se o resultado obtido com os resultados de interpolacdes de graus

inferiores, constatando a sua convergéncia para um valor mais préximo do exato, conforme Diegues

(1992).
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3.3 SPLINES
3.3.1 INTRODUCAO

Podem ocorrer casos em que a interpolacdo polinomial néo forneca resultados coerentes, ou s6

os fornega em um intervalo restrito de valores. E o caso do conjunto de dados gerados pela funcio

-1
y=10. (1 +25 xz) ., €m que, somente no intervalo [—— 0.4 ; 0,4] obtém-se valores satisfatérios

através da interpolag@o polinomial de grau 10. Fora deste intervalo, os valores obtidos sio
completamente incoerentes e, aumentando-se o grau do polindémio interpolador, ficam mais afastados
dos valores exatos. Isto acontece devido a erros de arredondamento e de truncamento que crescem com
o grau do polindmio. Evidentemente, ao diminuir-se o grau do polindmio, a precisdo ndo serd
satisfatdria.

Nesses casos, deve-se utilizar outros métodos de interpolagfio que evitem os inconvenientes de
precisdo. Uma solucdo consiste no emprego de pedagos de polindmios de grau baixo e fixo, passando
por uma quantidade de pontos igual a este grau, mais uma unidade. Para isso, deve-se dividir o
intervalo total em subintervalos contendo a quantidade de pontos necessdria. Assim é a interpolacio
linear utilizando 2 pontos (e um polinémio de grau 1), a interpolacio quadrética utilizando 3 pontos (e
um polindmio de grau 2), e a interpolagao cibica utilizando 4 pontos (e um polindmio de grau 3),

O inconveniente, nesses casos, € que VAo existir pontos angulosos nas extremidades dos
subintervalos, e ndo haverd concordéncia entre as diversas curvas.

Uma alternativa para evitar os pontos angulosos e concordar as curvas entre 0s subintervalos,
segundo Dieguez (1992), € a simulagdo da utilizacdo de uma curva flexivel, ou régua eldstica, ou ainda
uma spline mecamca.

Uma spline pode ser definida como sendo uma régua capaz de moldar-se a uma curva continua,
que passa por um conjunto de pontos fixos distintos, muito utilizada pelos desenhistas.

A diferenca entre a spline e as curvas polinomiais que interpolam os pontos de um subintervalo
¢ que, os pedagos de polindmio da spline se superpdem, iniciando um a cada ponto, enquanto que, no
outro método néo ha superposicdo e somente uma curva interpola este subintervalo.

Conforme Dieguez (1992), a spline cibica pode ser definida como sendo aquela que assume a
forma da curva mecénica, isto €, a curva em que a energia potencial de deformac@o é minima. Esta
energia potencial € proporcional & curvatura, ou seja, 4 segunda derivada da curva.

A defini¢do matematica formal de spline cibica, segundo Diegues (1992), é apresentada a

seguir.



Sejam n+ 1 pontos distintos, cujas coordenadas sdo (x,- , yf) , com i vartando de ( até n, tal

que X, <X, <X, <..< x,. Seja, também, a funcio f{x) definida no intervalo {xa . xn]. Se f{x)
representa uma curva spline ctbica que passa por esses pontos deve satisfazer as seguintes condicdes:
ay f {(x) é um polinémio cibico no subintervalo [xi , xM], para { variando de 0 até n-1, ao

qual chamar-se-d de p, (JC) ;

by f (xz.) = ¥;, com { variando de 0 até n, ou seja, a curva passa por todos os pontos conhecidos;

o) flx), f (x} e f”(x) sdo continuas no intervalo [xﬁ , xn], ou seja:

Pf(xf+z) = pi+!(x£—:l) ,
P;(xm):P;H(Xm) »
pf (x,)=ph(x.,) . parai variando de O até n-2.

d) condigbes de contorno:

-) extrernidade livre: f ”(xo) =0 e f ”(xn) =0,

-) extremidade engastada: f ’(xo) e f’(xn) sdo conhecidos.
Quando a spline ciibica temn suas extremidades livres € chamada de “spline ciibica natural”, e se
aproxima do formato de uma haste flexivel forcada a passar por todos os pontos conhecidos.
A condigdo de extremidade engastada € utilizada quando se conhece a inclinac@o da tangente 2

curva nas exiremidades do intervalo, permitindo uma melhor aproximacdio para os valores

interpolados.
Como p,{x} € um polinémio ciibico no intervalo (x,. X ) pode-se defini-lo como sendo

plx)=a +b (x=x)+c¢ ()c—xl.)2 +d, (x—xl.)3 : (34)

para i variandode Oaté n-1,onde a, , b, ¢; e d, sdo coeficientes reais diferentes para cada um dos

subintervalos {x!. ,xM]. Seja, também, o comprimento de cada subintervalo A =x,_, ~x, , com i

variando de 0 até n-1 .

Utilizando as condicbes que os polinbmios tém que satisfazer para que a fungdo composta por

eles seja uma spline, pode-se desenvolver toda a formulacao matemadtica da “spline citbica”, conforme
Diegues (1992).



3.3.2 A BASE B-SPLINE

Conforme Persiano (1996), a representacio cardinal de splines naturais ndo é conveniente para
todas as aplicagbes. A prépria condi¢do de derivada segunda nula nos nds extremos das splines
naturais ndo ¢ adequada, por exemplo, a diversas situacdes de modelagem.

A base B-spline € uma base de splines com propriedades bem mais notdveis e que permite a
representacio de qualquer spline polinomial que se anule fora do intervalo [xo . xm] .

Um dos atributos notdveis das splines da base B-spline, segundo Persiano (1996), é terem todas
suporte limitado e “pequeno”. O suporte de uma fungio é o fecho do conjunto de pontos de seu
dominio onde seu valor € nido nulo. Polindmios e splines naturais tém todo o conjunto dos reais por
dominio. As fungdes da base B-spline apresentam um suporte bem menor, ou seja, um suporte

compacto.
Na seqii€ncia de nés (xﬂ R S ,xm) com xy <x <X, <..<Xx, , abase B-spline do espaco
So(xo N A ,xm) constitui-se das fungSes indicadoras dos intervalos entre nés:

I xe [x. X )
? I .
N(x) = T i=0,1, .. ,m=-1
0 caso contra'rio
Conforme Persianc (1996}, estas fungdes sdo positivas, seu somatério é a funcdo constante 1 no

0 - .
[xo . xm) . e osuporte de N, € o intervalo {xi ; xi+1).

A base B-spline do espago § '(xg s Xy e ,xm) ¢ formada pelas funcoes:
X~ X,
EE— xe{x,. \ xm)
Xy — X
i Xigog =X .

N{(x) = {—F— XE{)CH_E o) i=1,2,..,m-2 (3%
Xivg T Ky
0 caso contra’rio

Estas fungBes sdio positivas, seu somatério € a funcio constante I no intervalo [x} s X ) . O suporte

Xin = X;
. : 1 < . : - i+2
de N/ é o intervalo [xl. , xm}, e N, (u{.ﬂ) = 1. Além disso, a integral de N/ iguala-se a “——2—L

*

ou seja, a metade da largura do seu suporte, segundo Persiano (1996).

De uma forma geral, conforme Persiano (1996), pode-se definir a base B-spline de grau 1 por:
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sy f e

NE"(x)x(n+l)j(Ninm(S)- N (9 ]ds 0ism—-n—1 (3.6

Kivw X Fiager 7 Xy
¢ comprovar as seguintes propriedades das fungdes da base:

a) continuidade: N possui todas as suas derivadas continuas até ordem n-/;
b) suporte limitado: N tem por suporte o intervalo [xi , xHM];

¢) positividade: paratodox, 1= N'(x} =0 ;

e ]

d) partigdo da unidade: para todo x, Z Nix}=1;

e) derivada: para todo xe[xn , xm_n] Li=0,1, ..., m—n—1 vale

dN](x) N7 x) NHx)
——bn = (4 1) + (3.7)
du Aien =X Xign ™ Xy
f) integral:paratodo i =0 .1, ..., m
T n xi+n+i o xf
J N(s) ds = —=—+ (3.8)
R n+1
g) recursividade: paratodo x , i=0,1, ..., m—n~-1 vale
X—x X, . —X _
NHx) = —+ NI x) +——e NI x) (3.9)
Kign = % KXivnsr — X

Todas essas propriedades decorrem diretamente da definigdo recursiva (3.6), conforme Persiano

(1996).

3.4 APROXIMACOES ENVOLVENDQ SPLINES

Nesta se¢do sdo deduzidas as expressdes para os dezeseis coeficientes dos quatro trechos
polinomiais de uma spline ctibica completa, em funcio de suas abscissas. E feita também uma
particularizacio de polinémios, visando o emprego destes na analise de estruturas em forma de placas,

para alguns conjuntos de abscissas.
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3.4.1 DETERMINACAO DOS 4 TRECHOS POLINOMIAIS DE UMA
SPLINE CUBICA COMPLETA

Uma Splime Cibica, por ser uma funciio polinomial por partes constituida de quatro trechos,
pode ser definida em termos genéricos como uma fungiio composta por quatro polindmios ciibicos, um
em cada trecho, sendo que nos limites desses trechos além de ocorrer continuidade em termos das
ordenadas da B-spline, ocorre também continuidade da primeira e da segunda derivada desses
polinémios.

Ou seja, para se definir uma B-spline completa é necessdrio a determinagiio de quatro
polindmios cibicos que respeitem as condicdes de continuidade, nos limites dos trechos nos guais
estes estdo posicionados, em termos das ordenadas das funcdes e de suas derivadas, primeira e
segunda.

A definicdo de quatro polindmios cubicos completos implica na determinacio de 16
coeficientes, ou seja, na determinagdo de 16 incdgnitas, as quais sé podem ser encontradas mediante a
existéncia de 16 equagdes. Nos trés limites internos da spline cibica, mediante as condi¢des de
continuidade da fungdo e de suas derivadas (primeira e segunda), sdo geradas 9 dessas 16 equacdes.

No limite inicial do primeiro trecho e no limite final do guarto trecho, mediante a tmposi¢cdo do
valor da fun¢do ¢ de suas derivadas, também a primeira ¢ segunda, sdo geradas mais seis equacdes,
perfazendo um total de 15 equagdes. A iltima equagio, necessaria para se completar o ndmero de 16
equacbes, surge através da imposicdo do valor da fungio no limite final do segundo trecho, ou no
limite inicial do terceiro trecho. Nessa abcissa central, o valor da funcio pode ser imposto igual a um,
que corresponde 4 B-spline normalizada.

Dessa forma, constitui-se um sistema linear de 16 equacdes a 16 Incdgnitas.

Esquematicamente, as incdgnitas representativas dos coeficientes dos quatro polindmios ciibicos
completos e as imposi¢des responsdveis pela geracio das equaches necessarias para a resolucio do

sistema linear podem ser convenientemente posicionadas conforme a Figura (3.1):



plx)= fx’ + gx? + hx+i
pilx)=3fx" +2gx+h
plx)=6fx+2g

PE(I)* ch3 + kx4 ilx+m
pi{x)=3jx? + 2kx + 1
pAx)=6jx+ 2k

Pz(JCZC)= P3(X“~—“C)=I

p.(x)=nx’+ox*+ px+gq

pilx)=3nx’ +20x+ p
pi{x) = 6nx+ 20

4(1)"rx +S5x +tx+u
(JC) =3rx? + 25x+1¢
(x)— brx+ 2s

P P4(€)"O

] pAel=0

\*a | | !c
p{d)=p,(d)

p,(c)=p.le) pild)= pi(d)
pile)=pi(c) pid)=pld)

{a)=0 p,(b) = p,(b) P
££w=o pl(b)y=pl(b) pye) = pile)
Pl'{a)m() piib) = pi(b)

Figura (3.1): Os quatro polinémios e as condigdes de continuidade de uma B-spline,



Genericamente, em funciio dos valores das abscissas da B-spline, “a”, “b”, “c”, “d” e “e”, os
coeficientes dos quatro polindmios ctibicos sdo apresentados como:

S {d—b) ~
=0 (-0 (a-ob-a)ld-a| ¢ 2 10
= ; )
[e—c}2 {e~d){c-b) IVC__a_(c:’—a}'2 e— s
a—c) '(a’wc).(b——a)l (b-c)
s={~r)3e; (3.11)
t=r3.e (3.12)
u=(—rhe ; (3.13
= 1+(C_e)3 L 3.14
n=r. R ~(d—c)3 ; (3.14)
N 3.d 3 4 c—ejﬂ. 31
o—(d_c)g—r..e—i— 1T e J, (3.15)
N dz(c—e‘f_ 3.d? _ 316
p=rile + 17 __(d—c)B’ (3.16)
. afc—eY &
q=(—r).[e +d 'Ld—c) }(d_c)g : (3.17)
e—cY (e—d).(c=b) {d—b}
fzr‘(a-c) @-db-a) a-b-aid—e ¥
g=[(~r)3a (3.19)
he=f3a’ (3.20)
i=(-7})a’ (3.21)
= f 1+[C_Cq wim ! (3.22)
I b—c}ﬂg (b—¢)’ '
k={-r)3 -b(c_aY 422 3.23
=i=f)3 a+b. b—rc {b—-c) G239
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—aY'| 3
l:f.3{a2+bz_(z_i) ]m(b_c)g ; (3.24)

fi-a b~‘[c_af 4 b 3.25
= - — . . .
. a b“'C (b“C)3 ( )

Dessa forma, os dezeseis coeficientes dos quatro polindmios cibicos componentes de uma B-
spline completa s@o determinados, genericamente, em funcdo das abscissas “a”, “b”, “c”, “d” e “e”
dessa B-spline, as quais podem ou nio limitar intervalos de mesmo tamanho, ou seja, essas abscissas

podemn ou ndo estar igualmente espacadas.

3.4.1.1 PARTICULARIZACAO DOS POLINOMIOS PARA O PRIMEIRO
CONJUNTO DE ABCISSAS

A necessidade da particularizac@o dos polinémios componentes de uma B-spline para alguns
conjuntos compostos por diferentes abscissas centrais, sobre as quais o topo dessa fungiio se
posicionard, se dd em fun¢go do emprego desses variados conjuntos na anélise de placas isotrépicas
elasticas finas.

Para o caso dos intervalos serem igualmente espacados e para o primeiro conjunto de abscissas
(a =5 b=-dic=-3 d=-2¢= —~I), as equacdes (3.10) a (3.25) tornam-se:

para o primeiro treche (-=5< x < —4):

1, 15, 75 125
nx)=—x +—x" +—x+—o (3.26a)
4 4
’(x)—thz—s-ﬁﬁ (3.26b)
P 47 27 4 ‘
” 3 15
jo (x)=5x+w~£- (3.260)
para o segundo trecho (—4 < x < -3}
() 3x3 33 2 117}( 131 (3.272)
(X=X e —x—— 27a
P2 4 4 4 4
’( ) 93,2 33x 117 (3.27b)
X) = e X e X e — .
P2 40 27Ty ’
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# 9 33
Py (x) =~»~§x—-§— (3.27¢)

para o terceiro trecho (-3 < x £-2):

3 4
{Pz(x) zzx3 fHe 83

Z " (3.282)
’ 9 , 21 45
P (x) = Zx +"“5“X‘+“"Z (3.28b)
” 9 21
p, (x) = PNy (3.28¢)
para o gquarto trecho (-2 5 x £ —1):
1 3, 3 1
{p4()€) ﬁ—zxg_zx‘“z)C“Z (3293.)
’ 3 3 3
{p4 (x) = —?:—xz —o 7 (3.29b)
” 3 3
{m (x) =T3S (3.29¢)

3.4.1.2 PARTICULARIZACAQO DOS POLINOMIOS PARA O SEGUNDO
CONJUNTO DE ABCISSAS

Para o caso dos mtervalos serem igualmente espacados e para o segundo conjunto de abscissas
(a =4 h=-3 c=-2, d=-1. e= O), as equacdes (3.10) a (3.23) tornam-se:

para o primetro trecho (—4 £ x < -3):

1 5
{p](x) :Zf +3x° +12x+16 (3.30a)

’ 3
{p} (x) =£x2 +6x+12 (3.30b)

£

’(x) = %x +6 (3.30c)

[
ipz
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para o segundo trecho (-3 < x £ -2):

3

{pg(x) = —ExS —6x" ~15x—11 (3.31a)
’ 9 5

{Pz (x)ﬂ—-zx —12x 15 (3.31b)
77 9

{p2 (x) == —-Ex— 12 (3.31¢)

para o terceiro trecho (=2 < x £ ~1):

3 4 2

{pz (x)= Zx‘ +3x° +3x+1 (3.32a)
’ 9 5

{p3 (x) mzx +6x+3 (3.32b)
7 9

{p3 (x)= —ix +6 (3.32¢)

para o quarto trecho (~1 < x < 0):

1 5

{pM) = -zi-x (3.33a)
I 3 ”

{m (x)= —Ex" (3.33b)
” 3

{p4 (x) = —~7)-x (3.33¢)

3.4.1.3 PARTICULARIZACAO DOS POLINOMIOS PARA O TERCEIRO
CONJUNTO DE ABCISSAS

Para o caso dos intervalos serem igualmente espagados e para o terceiro conjunto de abscissas

s

(a =3 b=-2;c=-1d=0, e= i), as equacdes (3.10) a (3.23) tornam-se:

BIBLIOTECA CENTRAL
SFCAQ CIRCULANTF
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para o primeiro trecho (=3 < x £ -2):

(x) 1x3+9x2+27x+27 (3.34a)
= bl el 34a
PR = Ty T
’(x) = éx2 +2x+21 (3.34b)
PO = Ty ‘
F/d 3 9
P (X)“—”gx +—2- (3.34¢)
para o segundo trecho (-2 < x £ ~1):
35 15, 21 5
Ax)=——x" ~—x ——x = 3.35
{P_( ) 2 2 PR (3.35a)
’ 9 , 15 21
o (X) 7= — X = e e — 3.35b
{pék) PR p (3.35b)
pr=-2x-12 (3.350)
& 2772 '
para o terceiro trecho (—1 < x <0):
3, 3, 3 1
4 = e X e X — ﬂ.36
{p‘(‘c) 4x 4x 41 2 (3.36a)
d 9, 3 3
L (X)) = e X7 e —p —— 3.36b
{Pn( ) 1 5 ) ( )
( " 9 3
%{pg (x)—§x+—?: (3.36¢)

para o quarto trecho (0 x < 1):

(x) Losdp 3,0 (3.37a)
X)=—-— —X ==X+ .
Ps 4 4 47 4

{P;(x) m—%x +—3—wa (3.37b)
(
im (X} =——x+— (3.37¢)



3.4.1.4 PARTICULARIZACAO DOS POLINOMIOS PARA O QUARTO
CONJUNTO DE ABCISSAS
Para o caso dos intervalos serem ignalmente espacados e para o quarto conjunto de abscissas
(@=-2 b=-1; c=0; d=1; ¢=2), as equacdes (3.10) a (3.25) tornam-se:

para o primeiro trecho (-2 £ x < —1):

1 3 3 >
AxXy=—x"+—x"+3x+2 3.38
{P;(x} 7 5 (3.38a)
’ 3 3
{Pa (x)= Zx +3x+3 (3.38b)
” 3
{p] (x)= -~2~—x+ 3 (3.38c)
para o segundo trecho (-1 < x < Q)
3 % 3 2
=X ——=x"+1 3.39
{Pz(x) P 2)5 ( a)
/ 9 ,
{pz {x) = —~Zx" ~3x (3.39b)
” 9
{pz (x)= w~2—x-3 (3.39¢)
para o terceiro trecho (0SS x < 1)
35 3,
dAxX)=—x ——x" +1 3.40
{PJ( ) 3 2 (3.40a)
7 9 5
ps(x)= Zx —3x (3.40b)
f ’” 9
ip_g {(x)= §x~3 (3.40c)

para o quarto trecho (I < x < 2}

{pd(x) = —%f +§x2 —-3x+2 (3.41a)

’ 3,
{p‘i {(x)= ——Zx" +3x~3 {(3.41b)

Lad
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{p;(x) = —§x+3 (3.41¢)

3.4.1.5 PARTICULARIZACAO DOS POLINOMIOS PARA O QUINTO
CONJUNTO DE ABCISSAS

Para o caso dos intervalos serem igualmente espagados e para o quinto conjunto de abscissas

(a =-1b=0c=l,d=2, e= 3), as equacdes (3.10) a (3.25) tornam-se:

para o primeiro trecho (—1< x < 0);

1 3, 3 1
{P;(X)“Zx3+zx'+gx+z (3.42a)
’ 3, 3 3
=X ko 3.42b
{pl (x) 4x 2x 1 ( )
”(X) 3X+3 (3.42¢)
==Xt A2¢
P 5 >
para o segundo trecho (0L x < 1)
3, 3, 3 1
=y x4 — 3.43
{Pz(x) 4)5 4.1? ) 1 ( a)
’ 9 , 3 3
=X x 3.43b
{pz (x) 1 F o Ety ( )
”(x) D4 (3.43c)
= e — — < C
& 2772

para o terceiro trecho (1< x < 2):

35 15 , 21 5
X)=—x ——x +—x—— 3.44a
{;;3() 47 4 47 4 G
’ 9 5, 30 21
=y -yl 3.44b
{P; (x) P 4 X p) { )

9
{Pg (x) = 3T (3.44¢)
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para o quarto trecho (2 < x < 3);

- 9, 27 27

X)m —— X X ey —

{Pa( ) 4 ) )
’ , 18 27
x)=—=xt b —x -
{94( ) 1 )

(3.452)

(3.45b)

(3.45¢c)

3.4.1.6 PARTICULARIZACAO DOS POLINOMIOS PARA O SEXTO
CONJUNTO DE ABCISSAS

Para o caso dos intervalos serem igualmente espagados e para o sexto conjunto de abscissas

(a =0, b=l c=2,d=3 ¢e= 4), as equaces (3.10) a (3.25) tomam-se:

para o primeiro trecho (0 < x < 1) :

I s
(=32

(3.46a)

’ 3 5
{pl (x) = e (3.46b)

” 3
{p, {x) = Ex (3.46¢)
para o segundo trecho (1< x < 2):

3 3 )

{pz (x)y= —Zx‘ +3x" = 3x+1 (3.47a)
I's . 9 .
{pz {x) :—Ex” +6x-3 (3.47b)
{pz (X)=—=x+6 (3.47¢)



para o terceiro trecho (2 < x < 3);

{;;3 (x) m-ixj —6x° +15x—11 (3.48a)
2’ 9 2

Py (%) =g —12w+15 (3.48b)
r 9

{p3 (x) = —émx —~12 (3.48¢)

para o quarto trecho (3 < x < 4):

{p4(x) = —-i:x" +3x" ~12x+16 (3.49a)
’ 3 .

{ pe () = s +6x~12 (3.49b)

{ p, (x)= —:;»x+ 6 (3.49¢)

3.4.1.7 PARTICULARIZACAO DOS POLINOMIOS PARA O SETIMO
CONJUNTO DE ABCISSAS

Para o caso dos intervalos serem igualmente espacados e para o sétimo conjunto de abscissas
(a =l b=2;c=3d=4, e= 5), as equacdes (3.10) a (3.25) tornam-se:

para o primeiro trecho (1< x <2):

Py 3, 3 1

() =% - Sy 350
{pl(x) 4x 4)5 4x p ( a)

’ 3, 3 3
X}=w)x  —-—x+ = 3.50b
{PJ(’C) 4x 2x P ( )

? 3 3

=—x—-— 3.50c
{p] {x) 5 5 ( )
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para o segundo trecho (2 < x < 3):

{ {x) 3)c3w1~2§)c2 45 +31 3.51
= - _— — —X — .
P2 47 47 a4 (3:5ta)
’(x}——gxzw‘-g—}—x——is— 3.51b
P 4 5T (3.51b)
”(x} S 3.5]
Pz 2 5 (3.51¢)
para o terceiro trecho (3€x < 4):
(x)__3_x3_§2x2+1_11x_.1§_1_ 3.52
P Ty T, G222
,(x)“gxzwﬁxi—ﬂ 3.52b
P 4 2 1 (3.52b}
”(X) =22 3.52
Py 5 3 (3.52c)
para o quarto trecho (4 < x < 5):
(x) - " +—I~zx2 —~7—5—x+—1—%§— 3.53
Pa 4 4 ) (3.53a)
{ (=-te 2yl 3.53b
b1 47 27 4 (3-33b)
" 3 15
Dy (X)=-Ex.+? (3.53¢)

E assim, a partir das expressdes gerais dos coeficientes dos polinémios em funcio das abscissas
que definem os limites dos trechos, para quaisquer intervalos € possivel a definicio de uma spline

ciibica completa.

3.5 TRANSFORMACAQ DE COORDENADAS PARA SPLINES:
LOCAL X GLOBAL

Uma interpolagio por sub-dominios tal que o comprimento do sub-dominio onde posicionam-se
os trechos da B-spline, responsédvel pela interpolacéo, difere do comprimento do sub-dominio real,

segundo o qual o dominio completo foi subdividido, necessita de uma transformagio de um sistema de
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coordenadas local para um sistema de coordenadas global. Essa transformacio inicia-se a partir dos

dois sub-dominiocs apresentados na Figura (3.2).

Sub-dominio para posicionamento
dos 4 trechos da B-spline
responsdveis pela interpolacio

Ay ¢

Sub-dominio real de comprimento ;C“

A AN

Figura (3.2): Sistemas de Coordenadas: Global e Local.

Suponha-se que o dominio (intervalo) completo, de comprimento /, tenha sido subdividido em

[
k sub-dominios (sub-intervalos) de comprimento E .

Suponha-se, ainda, que num sistema de coordenadas global, os limites de um certo sub-dominio

sejam X, € X, (com X, =X ﬂf-"m}, € os limites desse sub-dominio sejam & e &, num sistema de

k
coordenadas local (segundo o qual os quatro trechos da spline cibica, responsaveis pela interpolacio,
serdo posicionados). Uma relagdo linear entre o sistema de coordenadas local com o sistema de

coordenadas global é da forma

E=a.x+b (3.54)
Sendo que
{p/ x=x,—>&=¢
pl x=x,—>&=§
Entso,
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a = re

X, ~ X,

&X — X
21 ™2

b=
=X
{
Fazendo-se x, = x, + = | tem-se:

b=§[;§~(é-é)x.} -

Como pretende-se trabalhar com o posicionamento dos quatro trechos de uma B-spline em um

sub-dominio, definido segundo um sistema de coordenadas local, com seus Hmites variando de O a 1

(é =0 e &= 1),tern—se:

k
@==; (3.55)
k
b= Ty (3.56)
k k
&= TETTE (3.57)

Onde:

£ =sistema de coordenadas local, segundo o quai os quatro trechos de uma spline cibica serdo

posicionados a fim de que seja possivel a interpolacdo por sub-dominios, definidos com
limites locais variando de 0 a 1;

X =sistema de coordenadas global, segundo o qual o dominio (intervalo) completo foi

subdividido em sub-dominios, definidos com limites globais variando de X, a x
{
COM X, = X, +E ;

[ = comprimento do dominio completo;

k =n° de sub-dominios, segundo os quais o dominio completo foi subdividido; e

x; = limite inicial giobal do sub-dominio.

Esse procedimento de transformago de coordenadas € aplicavel também quando se deseja, por

motivos justificdveis em termos de praticidade e simplicidade, a integracdo de uma determinada
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funcio utilizando-se um sistema de coordenadas local diferente do sisterna de coordenadas global que

essa funcio foi definida.
Digamos que se deseja a integracio de uma B-spline definida num sistema de coordenadas

global como apresentado na Figura (3.3), onde as funcdes Ni(x) sd0 os polindmios cudbicos, de

tamanho 4, que compdem uma B-spline cujo topo foi posicionado sobre a abscissa x; +8.

N, (x)

N x M xrd N x 48 N x412 N x 416

Figura (3.3): Definicdo de uma B-spline num sistema de coordenadas global.

A drea sob essa spline ciibica pode ser calculada através de um sub-domfnio, definido segundo
um sistema de coordenadas focal, com seus limites variando de 0 a 1, sendo que no interior desse sub-

dominio estdo contidos os 4 trechos de uma B-spline completa de tamanho 1, como mostra a Figura
(3.4}. Nesta figura, as fun¢des M !(g") sd0 os polindmios cubicos, segundo um sistema de coordenadas
local, responsdveis pela definigdo de cada um dos quatro trechos polinomiais dessa B-spline, ou seja,
M, (f) =primeiro trecho polinomial de uma B-spline, cujo topo foi posicionado sobre a
abscissa 2 de um eixo definido segundo um sistema de coordenadas local;
M 2(5 ) =segundo trecho polinomial de uma B-spline, cujo topo foi posicionado sobre a
abscissa | de um eixo definido segundo um sistema de coordenadas local;
M 3(5 ) =terceliro trecho polinomial de uma B-spline, cujo topo foi posicionado sobre a abscissa
0 de um eixo definido segundo um sistema de coordenadas local; e
M 4(5 ) = quarto trecho polinomial de uma B-spline, cujo topo foi posicionado sobre a abscissa -

1 de um eixo definido segundo um sisterna de coordenadas local.

Am
.



M, (¢)

Figura (3.4): Sub-dominio Local contendo os 4 trechos de uma B-spline.

A drea, segundo um sistemna de coordenadas global, sob a B-spline é

i x;+8 s 5+
A= fNE(x) det [ Ny(x) dx+ fzz\g(x) dx+ jlzé\g(x) dx .
I3 xi+4 x+8 512
Como
&= *?x— L X e
k=4
Tem-se que

{
x:Z.§+xl e

e
A drea, segundo um sistema de coordenadas local, pode ser calculada por
1 l { I i
A= [N gae+ [ mlr(@)gas+] w(r(2)gaz+  n(1(8) ae
(1 ! ! 1
A =ij' M,(¢) dé@jM?_(f) dg”+f M, (&) d§+jM4(§) d,;] ,

0 0
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Para um exemplo numérico, a B-spline da Figura (3.3), num sistema de coordenadas global,

pode ser redefinida no mesmo sisterna de coordenadas como na Figura (3.5).

N, (x)

o o N, 4 N 8 N\, 12 N, 16

Figura (3.5): Spline ciibica definida, numericamente, segundo um sisterma de coordenadas global.

O sub-dominio da Figura (3.4) serd utilizado na interpolacio, segundo um sistema de

coordenadas focal, como apresentado na Figura (3.6).

M. (&)

M,(¢)
Figura (3.6): Sub-dominio utilizado para a interpolacdo.
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Os trechos polinomiais de uma spline cibica utilizados para o cilculo da area sob a B-spline da

Figura (3.5), segundo um sistema de coordenadas global, sdo:

1 3

N}(x)“‘géx ;
W)= —oex’ v ext —

3 3 15
NR(x)&—z-gg 3~"~8~x +-;—le1

I 3
N, (x) = - ﬁx +—6"x -3x+16 .

Uma outra interpolagio responsdvel pelo cdlculo da mesma drea sob a B-spline da Figura (3.5)
utiliza os trechos polinomiais de quatro B-splines que, definidos segundo um sistema de coordenadas

local, sao posiclonados no interior do mesmo sub-intervalo, de forma a constituir uma spline cibica

completa no interior deste. Esses quatro trechos polinomiais sio:

. 3
M;(€)=—§3“5§”+1 e

M(§)=—g& 428 25t

Entdo, a drea, segundo o sistema de coordenadas global apresentado, é calculada por:
&4
i 3 3
A= X dx+ +—x' ——x+1]|dx+
J; 256 J ( 256 16 4 }

(e 200 ll)dx l( L 3 x+16] dx
e e Sl P R I s A et S
Tl 256 T8 T W26 t16™ 3
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Awi+1—l-+“+—1——-24 A=6.
474 44T 4 7

E. a drea, segundo o sistema de coordenadas local proposto, é calculada por:

A—}é['f Edé+ J-( =&+ c§+4f“+1}d§+

1

fe-2e s §3+;§z-§5+g)d4

gl nn 1y 1exd o
ARY: 116

=+
16 16 16

Como era de se esperar, o resuitado obtido para o célculo da 4rea, em ambos os sistemas de
coordenadas (globai e local), ¢ 0 mesmo. Uma vez que nada se perde em termos de precisdo na escolha
de um ou outro sistema de coordenadas, a op¢lo pelo sistema de coordenadas mais conveniente a ser
adotado deve ser feita com base em outros pardmetros, como por exemplo a praticidade, a facilidade

ou a velocidade que essa escolha proporcionard numa determinada situacdo de cdleulo.

3.6 INTERPOLACAO DE FUNCOES UTILIZANDO-SE B-SPLINES

Interpolar uma funcdo qualquer f (x) por B-splines € fazer com que algumas ordenadas

escolhidas dessa f{(x), dentro de um certo intervalo compreendido entre x

indcted!

€ X

(xim.daj SXE X ), sejam aproximadamente iguais as ordenadas de uma g(x) definida como
= zc,. N I.()c),
ou seja,
= ¢(x)= ¢, N.(x):
onde:
f(x) = fungio a ser interpolada:

g(x)zfungéo interpoladora composta por splines cibicas que tiveram seu topo posicionado

schre cada um dos nds “1” do intervalo:
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¢, =coeficientes das spiines cdbicas, vinculados a cada um dos nés “i” do intervalo,

responsdveis pelo balanceamento ou pelo “peso” dos polinémios interpoladores que
regulam a precisdo da interpolacdo; e

N, (x) = trechos polinomiais componentes de uma spline ciibica completa, os quais formam a

i
base do espago vetorial responsdvel pela “qualidade” da interpolacdo (através do
posicionamento do topo desses pelindmios cibicos sobre cada um dos nés “i” do

intervalo, caracteriza-se a vinculagdo de tais trechos polinomiais a cada um desses nés

“i,’)‘
- . : 1
Tem-se, como exemplo, o objetivo de uma interpolacio por B-splines da funcio f(x) = e
x
. . s 4x’ . . .
cuja primeira derivada & f'{x) mwm, no intervalo (0< x<6), utilizando-se trés sub-
+x

intervalos cujos limites sdo (xg =0, x=2;x,=4;x,= 6), nos quais o valor da fungio que se
deseja interpolar €:
1 1
zOml; :2 = 7:4 = — :6;‘*—-——_
fr=0)=13 fln=2) =17 fla=d)= 5 7= 6) =13

A primeira derivada da fungio objeto da interpolag@o nos extremos do intervalo considerado,

1

como mostradoe na Figura (3.7), é:

flx,=0}=0:¢
, 864
=)= ———
flx =6) 1682209
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G.
. 364
1682209
0.
" \
1 2 3 4 5 &

Figura (3.7): Grdfico da fungdo a ser interpolada.
Uma interpolagio no dominio completo pode ser feita, como mostrado na Figura (3.8), através

da colocagdo de uma B-spline em cada né (posicionamento do topo da B-spline em cada no) simado

nos extremos de cada sub-intervalo (por né entenda-se o ponto limite de cada sub-intervalo).
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B-spline posicionada ne Ni |
No' 1=z, =0
No' 2z x, =2

! No” 3zx, =4

EN«' 4=y =6

Nl N d
Nar TN] Moz /’ f

B -spline posiciunada no No 2

No' e x, =0
F No' 2= x, =
}Nw' 3max, =4
[ E\Nn’ 4=y, =6

Na 4
NG T N Na2 ™, Na i \ /

B-spline posiclonuda no Né 3
No"lzx,=0
No" 2= x, =2
No’ 3=z, =4
|No" d=x, =96
/, N3

/_. NG 4

NG 1 ‘\ //* Nol
B-spline posicionada nn N6 4
Ne l=x,=¢
[ No' Zex, =2

2
Ne' 3sx, =4

No' d=x, =6

on .
N “\ N2 "\ NG 3 /-' Na4

\}

Subrepasicio das B-spiines posicivnaduas nos Nos 1,2, 3¢ 4
{N{i' l=x, =0
EN{;’ Zzx,=2
{Ne* 3=, =4
E(Nr:' dzx, =6

\_, N()l\.,, Na 2 Na3 oy No4

Figura (3.8): Posicionamento de uma B-spline em cada né da discrefizacdo.
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Nota-se que, através da seqiiéncia mostrada na Figura (3.8), somente o sub-intervalo central contém os
quatro trechos de uma spline ciibica completa, o primeiro e o terceiro sub-intervalo contém apenas trés trechos da
B-spline. Uma possibilidade para a inclusdio do quarto trecho desta polinomial por partes nesses dois sub-
intervalos € através da criaggo de dois nés auxiliares, um imediatamente anterior ae primeirc ¢ outro
imediatamente posterior ao dlimo do doménio completo. sobre os quais serdo posicionadas duas outras splines

ctibicas. Esta seqiiéncia de posicionamentos estd mostrada na Figura (3.9),



AN
A
\\ Dengiine pasicumas po M
\ {No* D= No' guxilioe
i} No' 1=z, =0
\ |N 2mz, =2
Hop ¥

3
iNe” 1mg, =4

\ |Naf d=z, =60
|
N '\ /_, N2 L~ [ /_* Nea /_. R {No™ §» No* auxitiar

By poscasnudy oo Ne ¢
s N jea =t
iNg' 2z, =

1
................. o (Mot 3z, =4

o N |

PN dm g, =0

Bexphine pusicaonada go N 2

Nl lex, =0

-

Mt tea, w2

INn’ Iwy, =4
iNe  Gwi =h

i

N

NG N ez

o

Besplitn: pewicionints o 36 3
Mot hm oz, =1
N Jwg, =2
| %o Yer, =4

b
PN 4=, =6

Besphaas posicanads no No &
|Nn' Iz, =0
{Au Tax, =2
1 No' iz

| w0 4

> &

cnleon Al

! B-spline posicionada A N6 §
! No' 0= Mo muxilies

| N bz, =0

| wor
*
PN

s

Nei 3

{80 4 :
e o L~ o 52 //_, s |y s TN S N aurilion

iy dax B-npiines
o D B, 1L 23

[ No® 0= No' auxilior

\\.. Non I e N | \.,, NI L Ned Nos \, Nt 5
Figura (3.9): Posicionamento dos 4 trechos de uma B-spline nos 3 sub-intervalos, através da

criagio de 2 nos auxiliares.

51



A ultuma seqiiéncia da Figura (3.9) mostra os quatro trechos da polinomial cibica por partes no
interior de cada um dos trés sub-intervalos, segundo os quais o dominio completo foi subdividido.
Através das seqiiéncias dessa Figura, ndo se tem diivida da necessidade do posicionamento do topo de
mais duas B-splines, sobre os dois nds auxiliares, como forma de possibilitar a inclusio do quarto
trecho polinomial da funglio nos dois sub-intervalos de extremidade.

O objetivo ao procurar-se posicionar os quatro trechos de uma spline cibica, que é uma
polinomial por partes, no interior do mesmo sub-intervalo € a substitui¢io da interpolacdo no dominio
completo (intervalo completo) por uma interpolagdo em cada sub-dominio (a interpolacio por sub-
mtervalos exige a existéncia dos quatro trechos da B-spline no interior destes, pois, conforme
Luenberger (1969), a geracdo do espace completo que contém todas as possiveis solugdes para o
problema em questdo so ¢ garantida mediante a presenga, em cada sub-dominio segundo os quais o
dominio completo foi subdividido, de todos os polindmios interpoladores, ou seja, dos quatro trechos
da spline cibica).

No intervalo considerado {0< x < 6), o tamanho dos sub-intervalos & igual a 2. Para a
execugdo da interpolagéo nio hd necessidade de ser empregada uma spline ciibica de “tamanho” 2, ou
seja, uma spline cubica tal que seus quatro trechos possuam tamanho 2 (por uma B-spline de
“tamanho” 2 entenda-se uma B-spline idéntica i da Figura (3.3) com abscissas
X 3 Xip b X4 b X € X,); @ interpolac@o pode se desenvolver, por exemplo, através do emprego
de uma B-spline cujos trechos possuam tamanho 1 (uma B-spline de tamanho 1 esta representada na
Figura (3.10)).

E, ainda, como a interpolacio desenvolver-se-a através dos sub-dominios, os limites dos trechos
dessa B-spline de tamanho 1 no necessitam estar seqiienciaimente numerados como os da B-spline
mostrada na Figura (3.10).

Essa ndo necessidade da numeragdo seqiiencial dos trechos reflete a propria esséncia da
interpolag@o por sub-intervalos. ou seja, o objetivo é posicionar os quatro trechos diferentes de quatro
B-splines no interior do mesmo sub-intervalo constituindo, dessa forma, uma polinomial cébica por
partes completa no interior desse sub-intervalo (através da discussio apresentada no item 3.5, referente
a transformacdo de coordenadas, tem-se a possibilidade de trabalhar com os quatro trechos dessa

polinomial cubica dentro do mesmo sub-intervalo limitado, por exemplo, de 0 a 1).



N, Ny i+l N\ 42 N, 43 N\, it4

Figura (3.10): B-spline com os limites de cada trecho numerados seqiiencialmente.

Segundo a seqliéncia mostrada na Figura (3.11), um simples deslocamento do topo da spline
cibica de tamanho 1 € suficiente para que os quatro trechos desta polinomial cibica por partes estejam
compreendidos entre O e 1, € assim o sub-intervalo, no interior do qual esses quatro trechos vierem a

ser posicionados, €std apto a “participar” de uma interpolagéio que se desenvolva por sub-dominios.

UNICAmMYP
BIBLIOTECA CENTRAL
. SECAO CIRCULANTF



N, (x)
{emre 0el)

NS -3 N, -2 Ny ~1 " 0 N 1

N (x} N N, ix)
{entre 0 ¢ l)

N\(x) N () N N(x)
(e.rzfre 0el
/o
- 4\ ] o
3
N - 0 o NN
N\(I) Nw{x) N.:(x)

(entre O e 1)

Figura (3.11): Deslocamento da spline ctibica de tamanho 1, de modo a garantir a presenca de seus

4 trechos entre O e 1.
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A seqiiéncia mostrada na Figura (3.11) impde “0” e “1” como limites aos quatro trechos
polinomiais componentes de uma B-spline completa.

Os quatro trechos componentes dessa polinomial cibica por partes completa, responsaveis por
uma interpolacado através de sub-dominios, estiio graficamente posicionados no interior do mesmo sub-

intervalo na Figura (3.12).

N,(x) N (x)
1
0.8
.6
0.4
0.2

0 i

N, {x)

Figura (3.12): Os quatro trechos de uma B-spline posicionados entre 0 e 1.

Portanto, além da possibilidade de uma interpolacio por sub-intervalos, mediante o conceito de
n6 auxiliar que concede a inclusio do quarto trecho de uma spline ciibica nos sub-intervalos extremos
do dominio, € possivel contar com a presenca de uma spline ctibica completa, com seus quatro trechos
definidos entre “0” e “/”, em todos os sub-intervalos desse dominio completo.

Os limites “07” e “1”, desses sub-intervalos responsaveis por essa interpolagio através de sub-
dominios, s3o definidos segundo um sistema de coordenadas local, conforme o procedimento de
transformacao de coordenadas discutido na se¢do 3.5.

Voltando ao exemplo, a Figura (3.13) tem por objetivo completar a Figura (3.7), a qual
representa o grafico da fungdo a ser interpolada, através da colocacio dos nds sobre os quais serdo

posicionadas as splines (inclusive os nés auxiliares).



NG Auxiliar 5"
.
864
0. ! J———
flxs =6) 1682209

/—;N03

\ L e L

N¢ Auxiliar “0”

Figura (3.13): Complemento do grdfico da funcio a ser interpolada através da calocacdo dos nos,

sobre os quais serdo posicionadas as Splines.

N&o obstante, utilizando-se a letra “f” para representar a fungiio a ser interpolada, pode-se

acrescer que,
rf(No' l):f(x:xO:O):] ;
f(No’ 2)=f(x=x} :Q)xﬁl— ;

)86t
1682209



Escrevendo a interpolagdo no dominio completo como uma superposi¢do das interpolacdes
através dos sub-intervalos (lembrando-se que a letra “g” representa a fungo interpoladora composta

por splines cubicas), tem-se:

rf(x:())=g(x=0)=ic{. Ni(xz(})m:s g(sz):co Ne(x:0)~+~c] Nl(x=0)

=0
+¢, N,(x= O)+c3 No(x=0)+¢, N,(x= 0)
+¢, Ny(x=0)= flx=0)=1
f(x: 2)= g(x :2)zicf Ni.(xz 2)“_“> g(me)u'Q No(x:2)+cz N (x= 2)
=0
+c, Ng(;»cmZ)-i-c3 N(x=2)+c, N,(x=2)
1

+¢5 Ns(xmz)mf(xzz)xﬁ

< f(x=4)=g(x-”—“4)=gci Nf(x:4):> g(x“—*4)=c0 No(xmﬁl)-i-cl N]('x:4)
+c, Ny{x=4)+e, Ny(x=4)+¢, N,(x=4)
1

+ 0 Ns(xmtl)zf(x:fi-)mg

f(xz 6)= g(x=6)m2q Nl.(x =6):> g(xzﬁ) =, I\Jﬂ}()c:6)-{—c1 Nl(xz 6)
+¢, Ny(x=6)+c, Ny(x=6)+c, N,(x=6)

e, N(x=6)= f( =6)=—

Utilizando somente os valores das ordenadas das fungdes B-spline nos limnites dos sub-intervalos

obtém-se um sistema com apenas quatro equacdes. Nesse sistema, o nimero de incdgnitas (CS) ¢ igual

a seis (co 5 Crs Gy Gy Cp s Gy ) essas incdgnitas s3o os respectivos coeficientes das splines

vinculados a cada um dos nds sobre os quais o topo dessas fungdes foi posicionado (a seqiiéncia
mostrada na Figura (3.9) evidencia esses posicionamentos sobre os nés). Para a resolncdo de tal
sistema linear s&o necessdrias mais duas equacdes envolvendo a derivada primeira das fungdes B-
spline nos hmites extrernos do dominio completo, ou seja, a derivada primeira ne limite inferior do

primeiro sub-intervalo e no limite superior do Gltimo (terceire) sub-intervalo.
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Como a interpolacdc por sub-intervalos exige uma transformagéo de coordenadas segundo um
sisterna de referéncia global para um sistema de referéncia local, dentro do exemplo de interpolacio
que esta sendo desenvolvido hd a necessidade da utilizacio da equacgo (3.57), a qual foi deduzida com
o objetivo de efetuar tal transformacio,

k k

E=—x——x ;
{ {
onde:
¢ = sistema de coordenadas local, segundo o qual os quatro trechos de uma spline ctibica serdo
posicionados a fim de que seja possivel a interpolag@io por sub-dominios, definidos com
limites locais variando de 0 a I;

x =sistema de coordenadas global, segundo o qual o dominio (intervalo) completo foi

subdividido em sub-dominios, definidos com limites globais variando de x, a x,

[Com X, = X, ~+~-}%);
{ = comprimento do dominio completo;
k =n° de sub-dominios, segundo os quais o dominio completo foi subdividido; e
x, = limite inicial global do sub-dominio.

Substituidos os dados do exemplo em desenvolvimento, (3.57) torna-se

3 3
f=z -7 (3.58)
Ea
s 3 1
de 6 2

Na interpolacdo por sub-dominios, os coeficientes dos quatro trechos polinomiais componentes
de uma spline cibica completa, que graficamente sdo apresentados na Figura (3.6) no interior do
mesmo sub-intervalo, sdo determinados conforme as expressdes (3.10) a (3.25) do item 3.4.1,

originando os seguintes polindmios dentro desse sub-intervalo limitado por “0” e “17;

43
Mg =-ZE L8+ e
33
M) =45 55 !



Md=-pE e 2o

Uma observagiio torna-se oportuna em relac@io a nomenclatura utilizada para a definicdo das
funcdes B-spline:

-} para funcgdes B-spline definidas segundo um sistema de coordenadas global (no dominio
completo), utiliza-se a letra “N” para a nomeacio das fungdes: e

-} para as mesmas funcdes B-spline definidas segundo um sistema de coordenadas local (nos
sub-intervalos), utiliza-se a letra “M” para a nomeac&o das fungoes.

Para a composi¢io das duas equagdes que envolvem a derivada primeira das fun¢des B-spline,
nos limites extremos do dominio completo, também € necessario trabathar-se segundo um sistema de
coordenadas local (pois a interpolaciio se desenvolve através de sub-intervalos). Entio, a derivada

primeira dessas fun¢des polinomuiais por partes, segundo um sistema de coordenadas global, torna-se:

dN(x) aM(&) d¢  dN(x) aM(é) 1
dx | dE dx  dx | dE 2

A seguir, apresenta-se a derivada primeira, em relacdo a um sistema de coordenadas local, das
quatro fungdes correspondentes aos quatro trechos polinomiais de uma spline cibica completa, nos

extremos do sub-intervaio limitado por “07 e “1™



&=l

3
Ao sistema gerado pela interpolacdo por splines cubicas, g(x)=2q. Ni(x), da fungio
=0

flx)=

—1—1~x

+ devem ser incluidas duas outras equagdes obtidas através da imposicio da derivada

primeira nos limites extremos do dominio completo.

Ou seja, & interpolagio
f(x)m g(x)x zci Na(x)
;=0

sdo acrescentadas duas outras equacdes,

d fx=0)_d g(x=o):ic_ d N{x=0) .
dx dx s ‘ dx
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d fx=6)_d g(x26):ic d N.(x=6)
dx dx il de

geradas pela imposicdo da derivada primeira nos limites do dominio completo.

Na seqiiéncia € apresentado o desenvolvimento dessas duas equacdes que, além de satisfazer as
condigdes de contorno para spline com extremidade engastada (conforme item 3.3.1), temn por objetivo
a obtengfio do mesmo nimero de equagBes, (6), quantas sdo as incdgnitas envolvidas, ou quantos sio
os coeficientes das polinomiais por partes envolvidos, nessa interpolacio que se desenvolve por sub-

intervalos:

4 f(x=0)_d g(xzo):ic_ d N(x=0)_ dglx=0)_  dN,(x=0)
dx dx pr dx dx " dx
] — - =
e dN {x o)_m dN,(x 0)%{ dN,(x = 0)
dx P dx ‘ dx
e, d,f*v;(x;o)ﬂi dNy(x=0)_d f(xz())zo
dx ' dx dx
d fx=6)_d g(x:ﬁ):ic_ d Nf(wa):; d g(xzﬁ):c dN,(x = 6)
dx dx par dx dx  dx
) de(x=6)+Cz sz(x-”:6)+C3 dN,(x = 6)
dx dx dx
. dN4(x=6)+C dNj(x=6) _d flx=6) 864
{ Y dx o dx dx 1682209

E o sistema linear, seis equacdes a seis incognitas, completa-se:



d f(me):dg(sz)&ic dNi(x=O):>dg(x=O):C dN,(x=0)

dx dx il dx dx ¢
‘e dN](xxO)+67 ng(x:o)“% dN,(x =0)
dx Y : dx
ie, dNL,,(XﬂO)_;h(:i dNﬁ(xz{)):d f(xxf))=0
dx ; dx dx

f( mO)mg(x=()):ic{. Ni(me)m g(x=0)zce No(xz())-é-ci Ni(sz)

- +c, Nz(x :0)+c? N. L(x O)-i—c4 o= 0)
e Ni(x=0)=f(x=0)=1

flx=2)= iC!NX 2)= glx= 2)«-(:0 Na(x=2)+c, N}(x:Z)

i=0

+¢, Nz(x&2)+c3 N(x= 2}+c, N(x=2)

+ Ns(me) (x 2)*ﬁ

f(xx4)m g(xﬂ4)=§ci Ni(xzé)m g(x=4)= o Ng(x:4)+cl Nl(x=4)

+¢, Ny(x =4)+c, Ny(x = 4}+¢, N,(x =4)

+c; No(x=4)= £( ;4)23%;;

( ) g(x—6) Zc N )= g(x 6)—C0 NG(xﬂ6)+c] N](xﬂﬁ)
+¢, N(x=6)+c, N(x=6)+¢, N,(x=6)

te Ny(r=6)= flx=6)=——

1297
d f(xﬂé):d g(xm6)z 2 . dN‘.(xﬂé)@d g(x:6):c dN,(x =6)
dx dx proll dx dx &
e dn,(x 6)Ma dN,(x = 6) 1 dN.(x = 6)
dx dx dx
ve, dN,(x 6)“; dN (x-6)2df(xm6):_ 864
dox : dx dx 1682209

Com a substituicdo dos valores das ordenadas das B-splines nos nés e de suas primeiras

derivadas nos extremos do dominio completo, o sistema torna-se:



¢ (—g)—kc; (0)+¢, {§)+Cﬁ (O} +c, (0)+¢ (0)=0

CG &]m 1)+ ¢, [ﬂ*‘% (046, (0)+c, (0)=1

¢, (O + ¢ (i‘j»&cz (D+e, (é]ﬂw‘é (0) +¢,(0) =—
I

¢ (0)+¢ (0)+¢ (2’)"‘6'3 {1+, [%)ﬂ}-cﬁ (0) ﬂ-é-zli;

¢ (0)+¢ (0)+c, (0) +c G}“ﬁ (D +e, (i):._l_

A 3 3 864
O+ O+, 0+ | —— |+¢, (0)4 - =
\C“’“ {0+ (0) C-*( 8) C“””f”(s) 1682209
Qu, em forma de equacio matricial:
-4 3 -
-~ 0= 0 00 0
8 8 1
1 1 L 0 0 0] |%
4 4 N
1 1 : 17
0 1 i 7 0 0 c, |
I I .- B2 e s (3.59)
0 0 — 1 — o % |257
4 , 4 | ¢, 1
0 0 0 n I 71 s 1297
3 3 864
000 -3 05 [ 1682209
A solucdo de (3.59) ¢ apresentada como:
¢, = —0,239193
¢, = 1,1196
¢, =—0,239193

¢, = 00724697
¢, =—0,0351214
¢, = 00711
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Obtidas as  incOgnitas (cs), que sdo os respectivos coeficientes das splines

(c0 s €l 2 Gy s Gy s €0 G ) vinculados a cada um dos nds sobre os quais o topo dessas fungdes foi

posicionado, a obtencdo dos polindmios interpoladores para cada sub-intervalo se d4 mediante a
multiplica¢do, seguida da somatéria, dos coeficientes pelos respectivos polindémios diferentes de zero

no trecho, tal como mostrado a seguir:

f(x) = g(x) = Zcz N, (x) (xfuicial £xs xﬁnai) ,
onde
f(x)= fungdio a ser interpolada;
g(x) = fungdio interpoladora composta por splines cibicas, segundo um sistema de
coordenadas global;
X, = abscissa inicial do dominio completo; e
X gy = abscissa final do dominio completo.
Para uma interpolacdo desenvolvida através de sub-intervalos com limites, segundo um sistema

de coordenadas local, variando de “0” a “1”, a fun¢ao interpoladora torna-se:

<1).

A

g(df)zg},c,» M@ (o<

Obtida a funcdo interpoladora segundo um sisterna de coordenadas local, tem-se a necessidade
de transformar esta fun¢do, segundo um sistema de coordenadas global, para que seja possivel uma
comparagdo entre os resultados que se obtém através da utilizagdo desta, para as ordenadas das
abscissas dos nos posicionados nos limites dos sub-intervalos, e os resultados obtidos com a funciio

objeto da interpolagio. Essa transformagio pode ocorrer com a utilizagdo da equacio (3.58),

1
f 25)6——/)")6] .

-

onde

& = sistemna de coordenadas local;
x = sistema de coordenadas globai; e
x, = limite inicial global do sub-deminio.
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Para o primeiro sub-intervalo, [local =0<&<1); global = (0<x< Z)J , apresenta-se a
funcdo interpoladora obtida segundo um sistema de coordenadas local e segundo um sistema de
coordenadas global, respectivamente, g(f) € g(x); para esse mesmo sub-intervalo € feita uma

comparagdo entre os resultados obtidos através de g(x) e os obtidos através da funcdo que foi

1 -
[+ x*

interpolada f(x)=

g,(&)=(-0,239193) (wég %,5’:52 _%&?H*

+(1,1196) Ef" -%52 +I)+(m0,239193) [-2—5-‘ +«§£§2 +%§ +%)+

) +{(0,0724697) &53 ]

g,(&)=1,097010425 £ - 2,0381895 £* +1,0000035
1
=—x-0
{5 Z

g,(x)=0,137126303 x’ -0,509547375 x* +1,0000035

Tabela (3.1): Comparacdo entre os resultados obtidos para o primeiro sub-intervalo.

Funcio Interpoladora g(x) Funcéo Interpoiada f (x) i% grro‘
x=0 1,0000035 1,0 00,00035
X=1 0,627582428 0,5 20,33
K= 0,058824424 0,058823529 00,00152

Para o segundo sub-intervalo, [Zocal =(0<E<1); global = (2<x< 4)j , apresenta-se a
funcio interpoladora obtida segundo um sistema de coordenadas local e segundo um sistema de

coordenadas global. respectivamente, g(ﬁ) e g(x); para esse mesmo sub-intervalo € feita uma



comparagdo entre os resultados obtidos através de g{x) e os obtidos através da fungdo que foi

] .
1+x*

interpolada f (x) =

) +{~0,0351214) &53 J
g,(&)=-0,522427375 & +1,252841775 £ —0,785347725 & +0,058824425
1
=—x~1
-3

| g,(x) =-0,065303422 x* +0,705030975 x* —2,429156701 x +2,6194413

Tabela (3.2): Comparacaoe entre os resultados obtidos para o segundo sub-intervalo.

Funcio Interpoladora g(x) | Fungio Interpolada i% e rro’
(&)
Kz 0,058824422 0,058823529 0,001518
x=3 -0,085942422 0,012195122 114,19
x=4 0,003891088 0,003891051 0,00095

Para o terceiro sub-intervalo, [Eocal = (0<E<); global = (4<x< G)J , apresenta-se 2
funglio interpoladora obtida segunde um sistema de coordenadas local e segundo um sistema de
coordenadas globai, respectivamente, g(f) e g(x); para esse mesmo sub-intervalo é feita uma
comparacdo entre os resultados obtidos através de g(x) e os obtidos através da funcdo que foi

} 3
T+xt

interpolada f (x) =
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4

1
{rf:«wé«x——2

2,(&)=(-0,239193) [_553 g ___3&%}

+(0,0724697) | ¢ ——=C +1 +{~0,0351214) | ==& + 28+ 28+~ [+
( )(45 25 ] ( )[ 45 4§ 45 4]

+{0,0711) &5-‘ J

2.(€)=0,158266575 £7 —0,31444035 £2+0,1530537 & +0,0038911

| g,(x)=0,019783322 x" —0,316009951 x +1,655007 £ —2,8261103

Tabela (3.3): Comparacdo entre os resultados obtidos para o terceiro sub-intervalo.

Funcio Interpoladora g{x) Fungio Interpolada l% erro'
flx)
X=4 0,003891092 0,003891051 £,001054
X=5 0,021521175 0,001597444 92,60
=0 0000771012 0,0006771010 0,00026

A funciio que foi interpolada f(x)=

]+ x

-~ dentro do dominio completo (D <x= 6), estd

plotada na Figura (3.14). A funcio interpoladora g(x) , composta pelos quatro trechos polinomiais de

uma spline ctbica completa, estd apresentada graficamente nas Figuras (3.15) a (3.17),

respectivamente dentro dos trés sub-intervalos, (0<x<2), 2<x< 4) e (4< x<6), segundo os

quais o dominio completo fol subdividido. Na Figura (3.18) estdo unidas as trés fungdes interpoladoras

por sub-intervalos, (g] (x)+ gz(x)-i- g, (x)) ., no mesmo grafico, E na Figura (3.19) sio apresentadas a

funcdo interpolada f (x) e a fungio interpoladora g{x) dentro do dominio completo (0 Sx= 6).

o7
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— , no dominio completo (0 < x < 6).

0.5 1 1.5 2

Figura (3.15): Fungdo interpoladora g, (x) para o primeiro sub-intervalo (O Sx= 2)

0.06¢
0.04r
0.02r

-0.02}
-0.04¢}
-0.06¢
-0.08F

F. igurd {3.16): Funcdo interpoladora gz(x) para o segundo sub-intervalo (2 sx= 4).
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0.025¢

G.0L5}

0.005

&
Figura (3.18): Funcdo interpoladora completa constituida pela unido de (g] (x) + gz(x)-i- £ (x)) .

no dominio completo (0 < x <6).

5 6
Figura (3.19): Plotagem da fung¢do interpolada | (x) Juntamente com a fungdo interpoladora

completa g(x), no dominio completo (0< x < 6).
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Através das comparagbes numéricas realizadas em cada sub-intervalo, conforme Tabela (3.1},
Tabela (3.2) e Tabela (3.3), e através da Figura (3.19), onde & feita a plotagem conjunta das fung¢des
f (x) e g(x). pode-se concluir que a interpolagiic de uma funcgdo de quarto grau através de splines
ciibicas apresentou uma precisdo muito boa junto aos nds posicionados nos limites dos sub-intervalos,
segundo os quais o dominio completo foi subdividido.

E junto as abscissas intermedidrias a esses nés, a interpolagfio realizada por sub-intervalos e
com a inclusdo de dois nés auxiliares apresentou uma acentuada perda de precisao. Tal
comportamento era absolutamente esperado, uma vez que se esti interpolando uma funcdo de quarto
grau por uma fungdo de terceiro grau.

A possibilidade de uma maior precisio nesses pontos intermedidrios aos limites dos sub-
intervalos esta vinculada a um aumento do nimero de sub-intervalos que, dessa forma, conduz a um
aumento do niimero de abscissas, coincidentes com os limites desses sub-intervalos, cujas ordenadas
sdo efetivamente aproximadas pelas splines cibicas interpoladoras.

Nas abscissas intermedidrias aos limites desses novos sub-intervalos redefinidos em maior
nimero, a tendéncia em termos percentuais também é de melhora da precisio, ou seja, a tendéncia € de
uma diminui¢do da defasagem entre as curvas f (x) , interpolada, e g(x) , interpoladora, nesses pontos
intermediarios.

A interpolagéo, desenvolvida através de splines cibicas, dos valores das ordenadas da funcgio

1
1+x

Flx)=

7 Nos nds posicionados nos limites dos sub-intervalos, segundo os quais o dominio

completo foi subdividido, utilizou a seguinte aproximacio

flx)=glx)=Y e Nx).
Essa interpolagdo, através de sub-intervalos no interior dos quais foram posicionados os quatro

trechos de uma spline cibica completa, envolveu também, nos limites do dominio completo, a

derivada primeira da func¢io interpoladora, g'(x), para aproximar a derivada primeira da funcéo a ser

interpolada, f'(x),

d flx) _dglx) « dN(x
S

L. J. Shoenberg apud Kreyszig (1993) sugere uma seqiiéncia de procedimentos, apresentada a
seguir, para realizar essa interpolagdo através dos mesmos sub-intervalos. Essa seqiiéncia de
procedimentos tem por objetivo definir para cada um dos sub-intervalos, segundo os quais o dominio

completo foi subdividido, um polinédmio interpolador constituido por splines cibicas e definido a
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partir dos valores das ordenadas, nos limites dos sub-intervalos, e das primeiras derivadas, nos limites

do dominic completo, da funcio a ser interpolada.

E interessante acrescentar que o objetivo da interpolagdo j4 apresentada também foi o de definir,
para cada um dos sub-intervalos, um polindmio interpolador constituido por splines ciibicas que foi o
responsdvel pela aproximagéo dos valores das ordenadas de f (x) nos limites dos sub-intervalos, ¢

das primeiras derivadas dessa fungao nos limites do dominio completo.

Os dados referentes a interpolacéo de

1
1+x*

fla)=

no intervalo (0 < x < 6}, podem ser reorganizados como:

. 1
flo=fO=1; fi=f@=17: L=fW=0z i Li=flO=15 ;

864 _
1682209 °
n = numero de sub—intervalos =3

ko= f0)=0 ; ky=f16)=

, £

h = tamanho dos sub—intervalos =2 .

Conforme 1. J. Schoenberg apud Kreyszig (1993), através de

3
kot d bk, =2 F=rf)s  J=1, ., n=1; (60

constitui-se o segumte sisterma de equagdes responsavel pela aproximacfio da derivada primeira da
funcio a ser interpolada nos nés internos do dominio completo (por nés internos do dominio completo

entenda-se todos 0s nés desse dominio com excecio dos dois de extremidade):
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3 256 768
ko+4 k +k, == (f,~fi)l== | == =2
0 +k, (.- £) 2[ 257) 2

3

3 1 1 3840

1297 17 44098
4k +k, = _T68
~ 531540 864
k+4 ky=— +
44098 1682209

Colocando £, e k, juntamente com a solucio desse sistema linear, obtém-se:
{ko =0 ; k =-0392673 ; k, = 0,0765268 e k, =-0,00051361 ;

onde k, e k, s@o a derivada primeira, nos nés de extremidade do domfnio completo, da funcdo a ser

interpolada; e k; e k, sdo uma aproximacdo da derivada primeira dessa fungio a ser interpolada nos
nés internos do dominio completo.

Os coeficientes das splines, conforme I J. Schoenberg apud Kreyszig (1993), sdo obtidos

através de:
ao,=f; (3.61)
a, =k, ; (3.62)
3 1
ap ==z (f.. —fj)——-]-; (ko +2 5, (3.63)
2 l

ap = (7, —fm)-f—? (k4 k) 5 (3.64)

comj variando de “0” a “n-/", ouseja, j=0, ..., n—1.

No intervalo (xl, SxsSx,, =x+ h), com j=0, .., n~1,aspline é dada pela seguinte

polinomial cibica interpoladora, conforme L. J. Schoenberg apud Kreyszig (1993):
2 3
p‘}.(x) =a;ta (x - xj)—i— a;, (x— )cj) +a (x - xj.) . (3.65)
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A seguir sdo apresentados, por sub-intervalos, os coeficientes da B-spline e a polinomial cibica

interpoladora por ela constituida.

Para o primeiro sub-intervalo [giobal =0<x< 2)]:

P

e =1

g =05

ay, = —0,509545853 ; ¢

ay, = 0,137125868 .

o pp{x) = 1-0,509545853 x* +0,137125868 x°

Para o segundo sub-intervalo [global =» (2< x < 4)]:

1
4o =77 >
a,, =-0,392673 ;

A,

a,=10313210241; e
@, = ~0,06530343 .
~op(x) =2,619437933-2,429155124 x+0,705030821 x* — 0,06530343 x°

Para o terceiro sub-intervalo [global = (4 < x < 6)]:

Gy = "i%;? ’

a, = 0,0765268 ;

a,, =—0,078610025 ; e

a,, = 0019783308 .

pz(x) = ~2.826108261+1,655005784 x — 0316009721 x* +0,019783308 x°

N

Com o estabelecimento de um sistema de coordenadas local e através de sub-intervalos, no

interior dos quais foram posicionados os quatro trechos de uma spline cibica completa, foi feita uma

interpolacio que, além de considerar os valores das ordenadas de f{x) = o nos nés posicionados
+ X
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nos limites desses sub-intervalos, levou em conta também a derivada primeira dessa fun¢ao nos nds
posicionados nos limites do dominio completo. Nessa interpolacio, que conmtou também com a
inclusdo de dois nés auxiliares posicionados fora dos limites do dominio completo, essas duas

consideragOes ocorreram, respectivamente, através de

f(x: (x)= Ech) e

d (x) d g(x) d N,(x)
j’ix ZC’ dx

Para cada um dos trés sub-intervalos, (0< x < 2), (2<x< 4} e (4sx< 6). segundo os

quais o dominio completo (0 =x= 6) fot subdividido, a interpolacdo desenvolvida apresentou como

resultado fungdes interpoladoras, por sub-intervalos, idénticas s obtidas conforme a seqiiéncia de
procedimentos proposta por 1. J. Schoenberg apud Kreyszig (1993).
Comparando-se ambos 0s resultados obtidos para os polindémios interpoladores constituidos por

splines cubicas, pode-se organizar o seguinte resumo comparativo por sub-intervalos:

-) polinémio interpolador para o primeiro sub-intervalo (0 < x £ 2):

2,(x)=0,137126303 x* —0,509547375 x* +1,0000035 (obtido através da interpolacio

apresentada inicialmente);

Polx)=0,137125868 x* —0,509545853 x* +1 (obtido através do procedimento  de

Schoenberg);

-} polindmio interpolador para o segundo sub-intervalo (2 sx = 4):

2,(x)=-0,065303422 x* +0,705030975 x* —2,429156701 x+2,6194413 (obtido através

da interpolacio apresentada inicialmente);

p(x)=-0,06530343 x* +0,705030821 x* —2,429155124 x+2,619437933 (obtido através

do procedimento de Schoenberg):
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-) polindmio interpolador para o terceiro sub-intervalo (4 < x < 6):

2,(x)=0,019783322 x’ —0,316009951 x> +1,655007 x—2,8261103 (obtido através da

interpolacio apresentada inicialmente);

p,{x)=0.019783308 x’ ~0,316009721 x* +1,655005784 x—2,826108261 (obtido através

do procedimento de Schoenberg);

E interessante acrescentar que, enquanto a interpelagdo apresentada inicialmente “nomeia” o
primeiro polindmio interpolador com o fndice “1”, a interpolag@o proposta por 1. J. Schoenberg apud
Kreyszig (1993) “nomeia” a primeira polinomial cibica com o indice “07, e a partir deste os indices
polinomiais seguem uma ordem crescente referindo-se aos sub-intervalos subseqiientes.

A obtenciio dos mesmos polindmios interpoladores ocorre em fung@o das metodologias serem as
mesmas ou, ainda, o desenvolvimento apresentado por I. J. Schoenberg em (1946), que constitui a

publicagio original citada por Kreyszig em (1993), foi empregado através da interpolagio que utiliza

g(x Zc N
drl)_dsb)_< 4 Nf(x) |

dx dx dx

Uma comprovacdo desse mesmo emprego de metodologia justifica a obtencio dos mesmos
resultados. Essa comprovacio serd feita, a seguir, através da apresentacio de um desenvolvimento, a

partir das equagOes que regem a interpolagio apresentada inicialmente

= ch Ni(x)
46 _d ) g 4N

dx dx dx

>

capaz de conduzir as expressdes (3.60} e (3.65) propostas por L. J. Schoenberg apud Kreyszig (1993);
ou seja, a partir das equagBes bdsicas segundo as quais toda a interpolagio apresentada inicialmente se
fundamenta, obtém-se¢ as duas expressbes principais responsdveis pela interpolagfio proposta por

Schoenberg, respectivamente, dadas por (3.60) e (3.63):
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e
3
pj(x):f;‘"}'kj (x—x )+ ) (fj+szj)—_( j+l+2 kj) (x“x )2
2 0. | 3
+ 'hT (-](f_fm)*"?(k;‘ﬂ'i‘kj) (x——x}.)
no intervalo (xj Sxsx, mxj+h), com j=0,...,n~1 (sendo n= nimero de sub-
intervalos).

Admita-se um dominio completo de tamanho [ =/ subdividido em um tnico sub-intervalo
limitado pelos nés “17 ¢ “2”, sendo que imediatamente anterior ao né “1” encontra-se posicionado o
né auxiliar “0” e imediatamente posterior ao né “2” encontra-se posicionado o nd auxiliar “37,
conforme a Figura (3.20).

Num sistema de coordenadas local, o né “1” possui abscissa £ =0 e ond “2” £, =1. Num

-

sistema de coordenadas global, o né “1” possui abscissa x,, o nd “2” possui abscissa x, = x, + /4, 0

-

né auxiliar “0” possui abscissa x;, = x, —h e o nd “3” possui abscissa x,, conforme apresentado na

xﬂle—h x, x2=x1+h X,
5120 tfzml
1

Figura (3.20).

v/‘

NG NG “1” NG “2" N6
auxiliar auzuiiar
o /> A “e

71 1

Figura (3.20): Dominio completo subdividido em um tinico sub-intervalo.
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Posicionando-se o topo de uma B-spline sobre o né auxiliar “0”, o quarto trecho polinornial
dessa B-spline encontra-se limitado pelos nés “1” e “2”, ou seja, o quarto trecho polinomial dessa B-
spline estd posicionado sobre o dominio completo de tamanho ! =/ (conforme vérias exposicdes
graficas apresentadas nesse capitulo, por exemplo as seqiiéncias das Figuras (3.8) e (3.9)). Entdo, diz-
se que a funcdo interpoladora vinculada ao né auxiliar “0” é o quarto trecho polinomial de uma B-
spline definido segundo um sistema de coordenadas local variando de “0” a “1”, conforme ji exposto

nesse mesmo capitulo, como:

M= 42 -2 gl

Posicionando-se o topo de uma B-spline sobre o né “1”, que é o primeiro né do dominio
completo, o terceiro trecho polinomial dessa B-spline encontra-se limitado pelos nés “1” ¢ “2”, ou
seja, o terceiro trecho polinomial dessa B-spline estd posicionado sobre o dominio completo de
tamanho [ = A (conforme vdrias exposi¢des graficas apresentadas nesse capitulo, por exemplo as
seqiiéncias das Figuras (3.8) e (3.9)). Entéo, diz-se que a funcfo interpoladora vinculada ao né “1” é o
terceiro trecho polinomial de uma B-spline definido segundo um sistema de coordenadas local

variando de “0” a “17, conforme j& exposto nesse mesmo capitulo, como:

ME)=2 &2 g

3
4

Posicionando-se o topo de uma B-spline sobre o né “2”, que € o segundo e dltimo né do
dominio completo, o segundo trecho polinomial dessa B-spline encontra-se limitado pelos nés “1” e
¥2”, ou seja, o segundo trecho polinomial dessa B-spline estd posicionado sobre o dominio completo
de tamanho [ = & (conforme vdrias exposi¢es grificas apresentadas nesse capitulo, por exemplo as
seqiliéncias das Figuras (3.8) e (3.9)). Entio, diz-se que a fungao interpoladora vinculada ao né “2” é o

segundo trecho polinomial de uma B-spline definido segundo um sistema de coordenadas local

variando de 07 a “1”, conforme jd exposto nesse mesmo capitulo, como:
3 .3 ., 3 1
M T U o e
) 258 25ty
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Posicionando-se o topo de uma B-spline sobre o né auxiliar “3”, o primeiro trecho polinomial
dessa B-spline encontra-se limitado pelos nds “1” e “2”, ou seja, o quarto trecho polinomial dessa B-
spline estd posicionado sobre o dominic completo de tamanho [ = A (conforme vérias exposi¢des
graficas apresentadas nesse capitulo, por exemplo as seqiiéncias das Figuras (3.8) e (3.9)). Entdo, diz-
se que a fungdo interpoladora vinculada ao né auxiliar “3” é o primeiro trecho polinomial de uma B-
spline definido segundo um sistema de coordenadas local variando de *0” a “1”, conforme Ja exposto

nesse mesmo capitulo, come:

=3

Mx(f) g

1
4

No desenvolvimento de interpolacio que estd sendo apresentado, a presenca dos quatro trechos
polinomiais que compSem uma spline cibica completa, no interior do dominio completo, estd sendo

assegurada em funcio da criacdo de dois nds auxiliares.

A fungio interpoladora u(é‘ ) , segundo um sistemna de coordenadas local, é definida como:

ou

“(é)*% M4(§)+C1 M3(§)+C2 M2(§)+£'3 MJ(&) =

= uld)=q, (w—l- Faz -2 §+—§J+q EE 5%1)

4 L 2
I S S 1 g]
+C | ~— A — = E e | - &
2[45 4§ 4‘54} C“(ggg
J
Conforme (3.57):
. L k=1
I e —— l:
‘f lx l‘lf
X =X
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Entdo, com a defini¢do de & = r(x), a fun¢do interpoladora composta pelos quatro trechos

polinomiais de uma spline cibica completa u(«f) definida segundo um sistema de coordenadas local,

pode também ser definida segundo um sistema de coordenadas global, transformando-se em

dﬂ:gqNMJﬂ,

onde os ¢;  sao os coeficientes, vinculados a cada um dos quatro nés da discretizagdo (inclusive aos
auxiliares), responsaveis pelo ajuste, propriamente dito, de cada um dos quatro trechos polinomiais da

B-spline. Pode-se ainda escrever

dx el dx

d g(x) ic' d N3-«;+z(x) .

Como M, («f), segundo um sistena de coordenadas local, equivale a uma N, (x), segundo um

sistemna de coordenadas global, tem-se:

le(x):dM}(") j{é:i 3 E2 d_gm}_ 52 lm~3_ 62:
dx dé dx 47 dx 4 h 4k
2
3 11 301 ) d N,(x) >
=mh“ﬁiﬂ?Wﬁ}ﬁ = Tw

Como M 2(5) , segundo um sistema de coordenadas local, equivale a uma N, (x) segundo um

sistema de coordenadas global, tem-se:
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= N, (x A N SN I L I o
Mz(é:)“Nz()a Mz(‘f) 4§+4§+4§ 1 g h( x,)
311 ERR SRR 1
Nz(x)——z I:w (xw«x})} +Z [_F; (x—wxf)} +— [E (x—xj)}—}-zw
31 3 1 1 n
m—z Pl (x—xl + - xa (x—xi += % (x»»»xj)-r4 =
= N"“(x):mri?)ﬁ (x—x’}+43:h?“ (x—xj. +—§- (x—wxj)ﬁhi—
1d Nz(x)msz(f) dé’:(wg 52_{_§ f-i—iJgé:
dx dé  dx 4 4 4 | dx

9 9 3 391
:{—4}12 ( —X; “f'—é——i‘l‘ (x—xf)+z} ';; =

d N, 9 3 3
i d;c( - PvE e f}+2 E (x_xf)+_h

Como M,(£), segundo um sistema de coordenadas local, equivale a uma N,(x), segundo um

sistema de coordenadas giobal, tem-se:

3. 03, | 1
ME)=Mlx):  M=3 -2 Frln = (v
N. (x);g- {—é(x——xj)} -——2_ [%(xwxi) —~§—1 =
3 .3
= N (X)-_—m (X*-Xj} —-2 ]12 (.X—)Cj)z+1
d Ny(x) _dM,(&) dé (9 ., 6 )dE_
x| & dxmL4g 5} dx
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Como M, (-f ) segundo um sistema de coordenadas local, equivale a uma N, (x), segundo um

sistema de coordenadas global, tem-se:

MUEV=N)s M) =g 42 &= Fars E=t (xox)s
M) =L E (x-xj@" 22 [}; (x-x_,.)}‘-g {g; )+ =
- N“(x)z_z;lh-‘ (x"x")%a,iﬂ (J‘“"f)z“fz (x-xf)+i
<d$(ﬂ=dﬁi§(§)%§=(“§ £ 5“%}%:

2 B (x-x,)J .2 [% (x_xf)H L

No desenvolvimento de interpolagio que estd sendo apresentado, ao dominio completo limitado
pelos nés “1” e “27 foram acrescentados ainda os nés auxiliares “0” e “3”. Num ambito mais genérico,

4 < 37

- i 113 kL [31a b £ [ LAY Tath) 33 ka4 1332 “c
on6 “1” pode ser nomeado por “x;”, o né “2” por “x,,,“, o né “0” por x;,7eond "3 por “x,,,”,

conforme a Figura (3.21).



Xy =%, —h x X, =x +h %,

X .52;0 (fzﬂ]

Né \ N6 “17 NG “27 \'> NG

auxiliar auxiliar
sy /> h cegn
-] 7
N6 x 42
Né X
N x 4t

Figura (3.21): Redefinigdo genérica para os nés da discretizacéo adotada.

Devido a vinculagio das fun¢Ses interpoladoras aos nés sobre os guais o topo destas foi

posicionado, N4(x) passard a ser nomeada Nﬂ(x), N3(x) passara a ser nomeada Ni(x), Nz(x)

continuard a ser nomeada N, (x), e N, (x) passaréd a ser nomeada N, (x) .

Admita-se que a funcdo interpoladora g(.x) segundo um sistema de coordenadas global, estd

sendo utilizada para interpolar uma certa f (x) . & nesta Interpola¢@io serdo utilizados os valores dessa

f (x) nos extremos do dominio completo, assim como os valores da derivada primeira dessa f (x)

nesses mesmos extremos desse dominio completo.

Colocadas tais hipdteses, a partir de

410 _dal) 5, 4N

dx dx s dx
o seguinte sistema pode ser montado:
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f(x:x_,w])mc()N[)(x:xj+1)+clN(x_x )' ¢y ( j+])+c'3 (x“‘T“xju)

d f(xxxj):c d No(xzx_g)+c ) d Nz(x=xj)
dx ° dx ’ dx dx
< +C—,' d N3(x:xj)
; dx
d f(x x“l)—c d NO(x:xjH)_E_C d Nl( :xﬁi)_}_c d Nz(xﬂxrm)
dx 0 dx ! dx : dx
+C3 d NS(x—xjH)
dx

Com as substitui¢des das ordenadas das fungBes interpoladoras componentes da g(x) e de suas

primeiras derivadas nos extremos do domifnio completo, o sisterna anterior torna-se

1 1
f(xzxj)m €, Z"}‘C‘ 1+C2 Z+C3 0

1
f(x*—*xj+})=c6 0+¢ Z%—cz 1+¢, é

d fix=1x,

__f.g___mi):co m._?i_ +C10+C7_3—‘+"C;O
dx 4 h 4R
M O+C _,,W%....._\Em]...cj O'f'C-; i
 dx ah) 7 T4k

Af (x) e sua primeira derivada nos extremos do dominio completo podem ser renomeadas

como segue:

f(xzxj)zfj;

f( =Xy :fj+;§

d f(x:xj)~dfj .
dx de

df(x”“"x;+z) dfj+i i

B Y

dx dx
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Entdo, o sistema montado com o objetivo de interpolara f (x) atraves de sua ordenada e de sua

primeira derivada nos extremos do dominio completo torna-se

1 I
fj =Cq Z‘l‘C} I+C2 E_;_CB 0
1 I
fM = ¢, O+¢ Z+cz I+c, Z
Fy
3 3
k; =c, {*'4——}1—}-;—{:‘[ 0+c, E+C3 0

3 3
ki =c, 0+c (mn}cz O+c, vy

A solucdo deste sistema, a qual determina os coeficientes das B-splines vinculados aos dois nés

posicionados nos limites do dominio completo e aos dois nés auxiliares, & apresentada a seguir

2 4 14 4
CO:""“:; ff”*"‘g fj+1”“”‘§ hkj_"é” hki“ :
2 4 4 2
Ciz"’":,;’ fm*"“é‘ fj+"§ hkj-i—g hk}*’;
4 2 2 4
Cz:“g fm"g f,-“”g hkj_“é“ hk!‘” '€
2 4 4 14
CB:_—S— fj+:+”“§ fj"""g hk;‘*_é' hkﬂl '

Determinados os coeficientes das splines ciibicas, a funcdo a ser interpolada f (x) através da

funcio interpoladora g(x) , composta por splines, ¢ escrita como
f(x) = g(x) =6 No(x)""cf N,(x)—i—cz Nz(x)'f'cz Nz(x):

Y EYRVIE I
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4

R R (x_xj)+ﬂ}+

2 4 4 2
+{(~W fj+]+§ fj- "5"—9— h kj+“9- h kj+§}

4 2 2 4
+{(— fﬁ;”};‘ fj_"“9“ hkj_‘g' hkﬁ'i}

[_ R A x)ﬂ}J,

4 W

{ fj+1+ £+ “hk +1—;1hk Mz%(x—xj}‘”

Efemando-se os produtos seguido das adicbes ai indicados, tem-se como resultado da

interpolagio de f(x), através da funcio interpoladora g(x) composta por splines, a seguinte

expressdo:

f(x):: g(x)'—‘co Ne(x)+cz Nl(x)+(:2 Nz(x)+£‘3 Ns(x)=

—fk, (x-xj)+{% (fram £l 2k )} (c-x,F

[ (- £,.)+ (a,+,+k)} (e

a qual € idéntica a expressio (3.65) proposta por Schoenberg.
Derivando-se duas vezes esta expressdo em relacio & coordenada global “x”, obtém-se

respectivamente,
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gf(x):kj"’[% (fjﬂ_fj) h (k;+1+2 k, )} 2 (x"xj)"'

[ (- 1)+ G, m} (e}

(x) { (J+i f,') h(kj+1+2k):l 2+

A E e b s e-s)

Admita-se, conforme a Figura (3.22), dois sub-intervalos consecutivos de uma discretizagio

genérica composta por vdrios sub-intervalos.

| \ »
Lol

Figura (3.22): Dois sub-intervalos consecutivos de uma discretizacio genérica.

No limite comum dos dois sub-intervalos da Figura (3.22) sobre o qual o né “x,;7 foi
posicionado, a derivada segunda da func@o interpoladora, g(x) , escrita segundo os parimetros do sub-
intervalo direito, (x JSXsX ;‘+l)* tem que ser igual a derivada segunda da funciio interpoladora,
g(x), escrita segundo os pardmetros apresentados pelo sub-intervalo esquerdo, (x i SXS X j), ou
seja, a derivada segunda tem que ser continua no limite dos dois sub-intervalos.

A derivada segunda de g(x) escrita segundo os pardmetros apresentados pelo sub-intervalo

direito (x, <x<x )&
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g’(x)(xJSxSxM):{% (fj+i-fj) h (k1+i+2 k )}

{ (-7 )+ S (km)} (x-x)

A derivada segunda de g(x) escrita segundo os pardmetros apresentados pelo sub-intervalo

esquerdo (Jvcj._1 Sx= xj) é:

Desta igualdade resulta

3
kpradk vk, = Z (ff“" _f.f-i)’
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a qual € idéntica a (3.60), ou seja, idéntica & outra expressdo responsdvel pela interpolag@o proposta
por Schoenberg.

Neste capitulo, além da apresentacio de virios dos fundamentos bdsicos sobre splines, foi
desenvolvido um exemplo de interpolagio, cujos resultados obtidos para os polindmios interpoladores
apresentaram-se id@nticos aos resultados obtidos através dos procedimentos propostos por L I
Schoenberg apud Kreyszig (1993).

Na seqii€ncia, o fato desses resultados apresentarem-se idénticos foi justificado através da
obtencao das duas expresses bdsicas responsaveis pelo método proposto por Schoenberg, a partir das

equagOes fundamentais que regeram toda a interpolagio apresentada inicialmente.
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4 UTILIZACAO DE B-SPLINES COMO
FUNCOES DE FORMA, EM ELEMENTOS
FINITOS, PARA RESOLUCAO DE
ESTRUTURAS UNIDIMENSIONAIS -
BARRAS E VIGAS

4.1 INTRODUCAO

Além de, inicialmente, abordar o ajuste de func¢des através da utilizacdo de funcdes de forma, o
presente capitulo trata das aproximacdes por residuos ponderados, do método de Galerkin e da
aproximac@o de solugdes de equagdes diferenciais referentes a problemas unidimensionais.

Inicialmente, a técnica de residuos ponderados serd formulada para funcdes interpoladoras

quaisquer N, (x) - Mais tarde sera feita uma particularizagio para funcdes spline.

Apresenta-se, também, a metodologia empregada na transformacio de coordenadas da
interpolagdo por spline em coordenadas fisicas. Através de uma série de exemplos, detalha-se as

aplicagbes do método na resolucdo de problemas envolvendo estruturas em forma de barras e vigas.

4.2 AJUSTE DE F UNC@ES UTILIZANDO-SE F UNC@ES DE FORMA
Segundo Zienkiewicz e Morgan (1983), suponha-se a aproximacio de uma dada funcio ¢ em

uma regifio () limitada por uma curva fechada I'. Em problemas envolvendo ajuste de funcdes
regquer-se encontrar a solugfio reproduzindo, tanto quanto possivel, seus valores no dominio e em suas
extremidades do contorno. Por isso procurar-se-d, inicialmente, a construgio de aproximacdes

satisfazendo aos valores prescritos de ¢ na curva do contorno I'. Se qualquer fungdo ¥ pode ser
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determinada de forma a assumir os mesmos valores de ¢ em I, isto &, y/i]_ = ¢§|r € se um conjunto

de funcdes-teste independentes {Nm;mm 1,2,3,...} for introduzido tal que le ~ =0 para todo m,

entdo todos os pontos em £2 podem ser aproximados em ¢ por

A
¢=¢=y+YaN, 4.1)

=l

onde a, (m =12 M ) séo alguns pardmetros computados de modo a obter-se um bom “ajuste”,

Funcbes-teste desse tipo sdo, freqiientemente, referenciadas como Juncées de forma ou funcoes de
base (ocasionalmente, far-se-4 uso dessa nomenclatura alternativa ).

Conforme Zienkiewicz e Morgan (1983), a maneira através da qual ¥ e as funcdes de forma

sdo definidas resulta, automaticamente, que essa aproximagio tem como propriedade gb’r = c,ibir , sejam

quais forem os valores dos pardmetros @, . Escolher-se-4 o conjunto de fungdes de forma de modo a

resultar que a melhoria na aproximacio ocorre com o aumento do nimero M das fungdes de forma

utilizadas. Uma condigdo ¢bvia para essa convergéncia da aproximacio ¢ que, o comjunto de fungdes

M
de forma seja tal que a combinacao i + zam N, possa representar, adequadamente, qualquer funcio

m=]

¢, satisfazendo ¢5Ir =W , quando M - . Esta é a chamada “exigéncia de completitude”

(conforme Luenberger (1969), ao se escolher uma base que cumpra a exigéncia de completitude,
automaticamente, garante-se a convergéncia das solugdes geradas através do emprego dessa base),

Uma aproximagio alternativa, segundo Zienkiewicz e Morgan (1983), pode ser a divisdo da

regido £ em um ndimero de sub-dominios nio-sobrepostos ou elementos £2°, e entdo construir a

-~

aproximagdo ¢ por partes sobre cada sub-dominio. As fungBes de forma utilizadas no processo de
aproximagdo podem, também, ser definidas por partes através do uso de expressies diferentes nos

vérios sub-dominios £2°, através dos quais desenvolve-se o dominio total. De tal forma que

E

E
D=0 3T =T (4.2)
e}

=}
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Nesta, £ denota o nimero total de subdivisdes da regido e I'* denota esta porcio do contorno de
£2° que situa-se em .

Se os sub-dominios sdo de uma forma relativamente simples e se a defini¢io das funcdes de
forma sobre esses sub-dominios pode ser feita de maneira repetitiva, segundo Zienkiewicz e Morgan

(1983), € possivel tratar-se com agrupamento de regides de formas complexas com ampla facilidade
(esta é a idéia essencial do método dos elementos finitos).

A defini¢do por partes das fungbes de forma, ou das fun¢des-teste, significa que ocorreriio
descontinuidades na func¢@o de aproximagio ou em suas derivadas. A permissibilidade ou nio de tais
descontinuidades governa a escolha da formulagdo utilizada, segundo Zienkiewicz e Morgan (1983).

Se as fun¢des de forma forem definidas por partes, pode ser vantajoso fixar a estas uma “base”
compacta (ou um suporte compacto), fazendo com que seu valor nio seja zero somente no dominio do

elemento em questdo. Tal prética fard com que as equages matriciais finais tenhamn a forma de banda,

conforme Zienkiewicz e Morgan (1983).
Para o caso unidimensional, nos limites de cada sub-dominio sdo posicionados dois nds, um
inicial e outro final de cada elemento. A fungdo ¢(x) pode ser escrita na forma padrio da equagio

(4.1), por exemplo, pela associacfo a cada nd m de uma fungio de forma global, descontinua, por
partes N, onde N € definida para ter valor unitério no nd e zero em todos os outros nés. Pode-se,

segundo Zienkiewicz e Morgan (1983), escrever

M, -1
o=¢= > ¢N, em Q (4.3)
m=1

onde a, = ¢, com @, sendo o valor da funcio ¢ no né m.

Em (4.3) a fungdo arbitrdria ¥ da equagio (4.1) foi omitida, e assim essa aproximacfio nio
serd, em geral, igual ao valor da func@o ¢ nos nés de extremidade da regido. Contudo, as condigGes de
contorno podem ser incluidas na formulacio de aproximacio.

Em (4.3), ainda segundo Zienkiewicz e Morgan (1983), a definicdo de N, pode ser dada de
forma diferente, ou seja, N, ndo precisa, necessariamente, ser definida como tendo valor unitdrio
(pode ser outro valor) no elemento m e zero em todos os outros, além do que @ = a,_ nio necessita
ser o valor da fungdio ¢ no né m. a_ (m: L,2,....M ) pode continuar sendo alguns parimetros

(constantes) computados de modo a obter-se um bom “ajuste”, como em (4.1). Portanto,
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n M
6=0¢=3YaN, (4.4)
m=}

4.3 APROXIMACOES POR RESIDUOS PONDERADOS

Buscar-se-4 o desenvolvimento de um método geral para deterrninacdo das constantes em
aproximagdes da forma da equagio (4.4). Inicia-se com a introdugdo do erro, ou residuo, R, da

aproximago, definindo-o, conforme Zienkiewicz e Morgan (1983), como

Ry=¢-9¢ @.5)

sendo R, uma fungdo da posicdo em . Para reduzir, sobre o domninio completo €, esse residuo

pede-se que a integral do erro sobre £, ponderada por diferentes funcdes, seja zero, isto &,

L.wi(e-9) do=[ WRdQ=0; 1=12,..M (4.6)

Sendo que {WI = 1,2,3,...} ¢ um conjunto de fungdes de ponderacéo independentes. A exigéncia

de convergéncia geral que gﬁwa ¢ quando M — o pode ser moldada dentro de uma forma

alternativa, segundo Zienkiewicz ¢ Morgan (1983), através do requisito da equacio (4.6) ser satisfeito

para todo / quando M — oo (isso é verdadeiro somente se R, — 0 em todos os pontos do dominio).

Substituindo-se q?; na equacgao (4.6) pela equacio (4.4), tem-se

M M
LW(W;%M] 2= | W oaa-|w ;amNm Q=0

[Woda= jﬂmiamfvm dQ = iam [WN, e = jﬂm 6 dQ  (47)
r=] m=i

Ou ainda, de forma compacta

K aﬂi:j.f’

Im
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onde

amz[af a da, . . . aM]T (4.8a)

e
K,=|WN,d2, 1simsu (4.8b)

e
fi=|Weda, 1sisM @.80)

Uma vez dada a funglo ¢ para ser aproximada, resolve-se a equacgio (4.7) com a intengao de obter-se

os coeficientes na aproximacdo (4.4), ou seja obter-se a, (mﬂl,2,...,M) apds a escolha

conveniente dos conjuntos de fungdes de ponderacio e funcdes de forma. Virias formas de conjuntos
de funcgdes de ponderagio {W, = 1,2,3,...}, cada uma conduzindo a um diferente método de

aproximagio por residuos ponderados, podem ser utilizadas na prética, conforme Zienkiewicz e

Morgan (1983)

4.4 O METODO DE GALERKIN

No método de Galerkin que € um métode popular dentro do método de residuos ponderados,
segundo Zienkiewicz e Morgan (1983), escolhe-se as fungdes de forma como sendo iguais is proprias

fun¢des de ponderacio, isto €
W =N, (4.9}

Assim, a matriz K, e o vetor f, da equacfo (4.7) tém elementos tipicos

Kim = JQ Nl Nm dx
(4.10)
fi=] N gax

sendo que, uma das vantagens do método € que a matriz K, é simétrica.

4.5 APROXIMACAO DE SOLUCOES DE EQUACOES DIFERENCIAIS

Considere-se uma equacio diferencial do tipo
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A(¢)t§0¢+pw(} em £2 (4.11)

na qual ¢2 € um operador diferencial linear apropriado e p é independente de ¢.

Para a aproximacio da fungio desejada ¢, conforme Zienkiewicz e Morgan (1983), necessita-se

que g;; satisfaga, aproximadamente, a equagao diferencial (4.11). A substituicdo de gg , conforme (4 .4),

nesta equagio conduz a um residual R, que pode ser escrito como

M M
RQEA(¢5)%50¢+pﬁgo(2ami\’m)+p%2am ON, +p (4.12)
s m=1
Aplicando-se o procedimento de aproximagdes por residuos ponderados, no qual R, =0 em
todos os pontos de £ garante (ﬁz ¢, e escolhendo-se um conjunto de fungdes de ponderacio

{W, = 1,2,3,...} » segundo Zienkiewicz e Morgan (1983), € necessdrio que

A
| Wi Ryaa=]w [(;am gonJ+p] dQ =0 4.13)
U seja,
M
jﬂz@g;am PN, dQ+[ W, pd2=0 (4.14)

Ainda conforme Zienkiewicz e Morgan (1983), com a aplicacdo do método de Galerkin, no qual

W, = N,, (4.14) resuita

M

J‘QNIZTam PN, d2=~| N, p d =
" (4.15)
M

= Ya, [ N pN,d= - N, pdQ
m=l

ou seja,
Klm am = ff (416)
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Com

K,=| N pN,d2 isims<M

(4.17)
fi==[ N, pag 1<isM

Através da resolugdo da equagdo matricial (4.16) permite-se a determinagio do vetor

a, (m=12,..M ) composto das constantes responsaveis por se obter um bom ajuste das fungdes de

-~

forma, ou também chamadas fungdes de aproximagdo, proporcionando que ¢ = ¢, segundo

Zienkiewicz ¢ Morgan (1983).

4.6 APROXIMACAO POR “RESIDUOS PONDERADOS - METODO DE

GALERKIN” DA SOLUCAO DE EQUACOES DIFERENCIAS
REFERENTES A PROBLEMAS UNIDIMENSIONAIS

Nesta sec@io serao tratados problemas de aproximacéo, por Residuos Ponderados — Método de
Galerkin, visando a solu¢éo de equagdes diferenciais que governam o comportamento de estruturas em
forma de barras e vigas. Para tais estruturas unidimensionais serdo deduzidos a matriz de rigidez e o
vetor de carga envolvendo uma preparagéo para aplicacdo de funcGes interpoladoras quaisquer,

incluinde B-splines.

4.6.1 DEDUCAO DA MATRIZ DE RIGIDEZ E DO VETOR DE
CARGA PARA ESTRUTURAS EM FORMA DE BARRA

Na seqiiéncia serdo deduzidos, aplicando-se Residuos ponderados — Método de Galerkin, a
matriz de rigidez e o vetor de carga para estruturas em forma de barra. Serd apresentada também uma
solu¢ao analitica para a equacgdo diferencial da barra.

Seja, conforme Timoshenko e Goodier (1975), a equaciio diferencial da estrutura em forma de
barra

d*w

d)C2

A.E . = ~plx) ; onde:



A = drea da secfo transversal;
E = médulo de elasticidade de Young (longitudinal);
w = deslocamento fongitudinal; e

p(x) = carregamento axial distribuido ao longo da barra.

Ressalta-se, conforme Piskunov (1969), que o sinal negativo de p(x) ocorre em funcio de ser

admitido, previamente, que o sentido desse carregamento axial distribuido coincide com a orientacio
positiva dada ao eixo x da barra (sob tais condigdes, o deslocamento maximo da estrutura é um ponto

de maximo da fungfo, e esse ponto de miximo ocorre somente se a derivada segunda dessa funciao for

Menor que Zero}.

M
Conforme jd exposto neste capitulo, através da aproximacio w= ZamN term-se:

m

Hiw

A.E %(Zam}\/’mj =—plx).

Muttiplicando-se ambos os lados por N, dx e integrando-se de 0 a L, resulta

M L 2
Ya, AE [N, —=2dx=—[plx) N, dx
m=] 0 0

A integral do lado esquerdo pode ser resolvida por partes, ou seja, chamando-se

v o du_aN, N
=/ — e ——— _——
TN T R T T T #
d’N, d’N, dN,
dv = P dxmajdvzjdxg dxw}}):dx

tem-se
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u AN\ AN dN F
a, AE [N —=| - B =—
o K b odx )U '([dx & !p(x) Nrde=

uo [ dN Y LaN, dN L
—%Zam (NIAE—’“) ~AE mﬂ—!ddxz—_{.p(x)Nldx—e
m=1 L ]

dx J, o dx  dx
u LN, dN & u dnN, \"
AE |— —Z4x = . n
—9;% e ip(x) N,dx+n§am (NI AE = l.
Sendo que

L
dN, dN
AE |—+ i - .
[ '{[dx Ix dx} K, e
<L y . . onde
dN
[plx) N, ax+Ya, (Nl AE ’”J = f,
0 m=l dx ¢

L
J plx) N, dx refere-se A carga axial distribuida ao longo da barra (condi¢des de contorno

¢

homogéneas), ¢

am i dx

=} O

refere-se ao valor do esforgo normal nos nés da discretizacio da barra.
Por exemplo, conforme a Figura (4.1). admita-se uma barra isenta de vinculagio em ambas as

extremidades com uma discretizacdo através de dois elementos, sendo solicitada por uma carga axial

constante uniformemente distribuida ao longo de sua extensdo longitudinal p(x) = p, = constante.
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p(x) = Py = conslante

[P i e e e e

/> L /+ L,
/> L

Y
>

Figura (4.1): Barra discretizada por dois elementos, sem vinculacio, solicitada por uma carga axial

uniformemente distribuida.

Para o problema envolvido pela estrutura apresentada, de uma forma mais geral, na Figura (4.1),

em-se:

m=1 de 4} m=} 0
LA dN -
+ Qa | NNAE —%| —
2o |NAETE)
u fAN, aN, | &
AE |—+ == = N, dx +
ﬁéam de d Jpo_([f
i dNJ M ( a’N)
+2a, NAE —%| - dag IN AE —=2| +
Yo (var Ge) - 3o (war )
h dN] A ( a’NJ
+>a |NAE —=| - Yg |IN AE —2|
;m([ dxb mz-m:lm { Ci.x[q
M AN, dN L
AE |—+ < gy N. dx +
@;am( _([dx dx pO'([!
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Uma solugio analitica para a equagio diferencial da barra pode ser obtida integrando-se duas

vezes esta equagio. Admita-se, ainda, p(.x) = p, = constante:

d*w dw
AE dez dr=-p, [dx— A E ——=—mxte
dw x*
AE [— dx=—p, [xdrte [dx— A Ewx)=-p, e xte,

(sendo que ¢; € ¢, sdo constantes que dependem das condigdes de contorno).
Tendo-se por objetivo a determinagdo das constantes de integragéio “¢,” e “ ¢, 7, transforme-se o

problema apresentado de uma forma mais geral na Figura (4.1) em um problema mais especifico,

como por exemplo no problema envolvido pela estrutura apresentada na Figura (4.2), cujas condigdes

de contorno sio expostas como:

w(0}=0 ;
AED _F ..
dx x=i,
p,=0
c,=0; ¢
Sob tais condicBes de contorno, tem-se dw
—=c=F
dx
d w(x) _F .
Portanto: AE
1
w(x) = F x.

59



p(x) =p,=0

> |

ANAARRANANY

™~
I~
™
S

\

» X

Figura (4.2): Barra tracionada, discretizada por dois elementos, solicitada por uma carga axial

concentrada na extremidade livre,

M
Entdo, como w foi aproximado per ZamNm , resulta que

sl

M dN M dN dw
m N AE =N, AE =N F
Zam( / d J ! 2, dx dx '€

m=1

i gt

=

2
TN

s

ey
C>'*'—"~:(‘~

N, N, ) (v, F) -(N F) -

{4.18)

(N: )f,'(: )Omff'
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Cabe observar que (N , F )L =N, (x = L) F.., refere-se ao valor do esforgo normal no né final

da discretizagio da barra, e (N , F )o =N, (x e 0) F.., refere-se ao valor do esforco normal no né

inicial da discretizag@o da barra.

Nesta se¢do, a partir da colocagdio do problema sob a forma mais geral como apresentado na
Figura (4.1), foi dada uma solugdo analitica para a equacio diferencial da barra, ap6s a transformacio
desse problema segundo um caso mais especifico, como o apresentado na Figura (4.2).

Nesta se¢do foi feita também uma aproximacdo, por Residuos Ponderados — Método de
Galerkin, da equagdo diferencial que governa o comportamento de estruturas em forma de barra,
segundo o mesmo problema especifico apresentado na Figura (4.2). Essa aproximacao, onde foi
deduzida a matriz de rigidez e o vetor de carga da barra, envolveu uma preparago para aplicagio de

funcdes interpoladoras quaisquer, inclusive B-splines.

4.6.2 DEDUCAO DA MATRIZ DE RIGIDEZ E DO VETOR DE
CARGA PARA ESTRUTURAS EM FORMA DE VIGA

Na seqiiéncia serdo deduzidos, aplicando-se Resfduos Ponderados — Método de Galerkin, a
matriz de rigidez e o vetor de carga para estrutura em forma de viga. Serd dada também uma sclucéio
analitica para a equacio diferencial da viga.

Seja, conforme Feodosiev (1988), a equacio diferencial da estrutura em forma de viga

d*w
E.J. e =q(x);

onde:

E = médulo de elasticidade de Young (longitudinal);

J = momento de inércia da se¢do transversal em relagdo a seus eixos centroidais;

w = deslocamento transversal: e

g(x) = carregamento transversal distribuido ao longo da extenséo fongitudinal da viga.

Ressalta-se, conforme Piskunov (1969), que o sinal positivo de q(x) ocorre em funcio de ser
admitido, previamente, que o sentido desse carregamento distribuido, transversal ao eixo longitudinal

da viga, ndo coincide com a orientagdo positiva dada ao eixo y da viga (sob tais condigBes, o



deslocamento maximo da estrutura € um ponto de minimo da funcdo, e esse ponto de minimo ocorre

somente se a derivada segunda dessa funcfo for maior que zero).

Aplicando-se a técnica de Residuos Ponderados, conforme ji exposto neste capitulo, através da

aproximacio

tem-se:

=}

[zaﬂ

Multiplicando-se ambos os lados por N, dx e integrando-se de 0 a L, resulta

M L d*N L
Zam EJ JN{ p = dx=jq(x) N, dx.
m=] 0 x 0

A integral do lado esquerdo pode ser resolvida por partes, ou seja, chamando-se

N, du dN, J dN, i
= u—)—m—mw—— = et
w= e dx M T &
d* N d°N_ d’N,
dv = dx———-}jdv*!dxﬁl dx = v = o
tem-se
M 3 L
Na, EJ (NidAi”‘ de an, jq N, dx —
powr dx” |
%ia NEJdﬂN’" L—EdeN dN”‘d f N, dx
Lt T ! dx* ax* 7

Novamente, a integral do lado esquerdo pode ser resolvida por partes, ou seja, chamando-se

2



u= *‘d—x— gx” o —du = 2 dx
N d’N, d’nN,
dv = j I dx —v= e

fem-se

Sendo que

M 3 L
J-q(x) N, dx——Zam (N! EJ dd]\zm l + , onde

4} L]

]

i
d’N_
+Ya | =L EJ -
Z [ e l 1

L
jq N dx refere-se a carga, transversal ao eixo longitudinal da estrutura, distribuida ao longo da
G

viga (condigBes de contorno homogéneas),
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d3N ‘
I

3

X

M
MYa,|NEJ

refere-se ao valor do esforgo cortante nos nés da discretizacdo da viga, e

& dN, d’N ) o :
Zam -_—F ] = refere-se ao valor do momento fletor nos nés da discretizacio da viga.
dx dx”

Por exemplo, conforme a Figura (4.3), admita-se uma viga isenta de vinculacio em ambas as

extremidades com uma discretizac@o através de dois elementos, sendo solicitada por uma carga
constante, g(x) = —q, = constanfe, transversal ao seu eixo longitudinal , uniformemente distribuida

ao longo de sua extensio longitudinal.

v 4 glx) = —g, = constante

L 2

. [ [~
/+L

Figura (4.3): Viga discretizada por dois elementos, sem vinculagdo, solicitada por uma carga

uniformemente distribuida.

Para o problema envolvido pela estrutura apresentada, de uma forma mais geral, na Figura (4.3),

tem-se:
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uo (k4N d*N L
—> a, EJ ,}i ,)m =—q, Nld.X*%
e (B [ G o el
& d’N % ’
+>a, |NEJ —2|-Ya, ngfdj\:"’
= dx’ =] i

M 2 M 2
So [Dpy L) S, (D gy &N,
L dx | = d dx

Uma solugdo analitica para a equacfo diferencial da viga pode ser obtida integrando-se quatro

vezes esta equacio diferencial. Admita-se, ainda, g(x) = —¢g, = constante:



d* d’
E]jdx‘;v dxt—qejdx——)EJ dx:y;_‘qu—{-c’
d3 2 2
EJ j”&;}; dx = —g, J'x dx+¢ J’dwa J i’xzvm~% %‘“'i'cl x+c,
d*w o[ 2
EJ J-dx"’ dx:m—z-jx dx+c, J.x dx+c, Ja’x~——>
3 2
—E J éﬂ—m@ * ¢ —+¢ X+,
dx 2 3 . )
dw g ¢
B4 [ deote [ g [ e, fravro o

EJ w(x)zmii PO R} xz+cqx+c4
24 6 2 )

(sendoque ¢, . ¢, , ¢; e ¢, sdo constantes que dependem das condicdes de contorno).

LRI LENN T

Tendo-se por objetivo a determinagio das constantes de integragdo “c,”, o7 e e e,

transforme-se o problema apresentado de uma forma mais geral na Figura (4.3) em um problema mais

especifico, como por exemplo no probiema envolvido pela estrutura apresentada na Figura (4.4), cujas

condi¢des de contorno sdo expostas como:

w(0)

I
=z
=

1

sl

2]
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——— g(x) = —q, = constante

i
e

Figura (4.4): Viga bi-apoiada, discretizada por dois elementos, solicitada por uma carga

uniformemente distribuida.

¢, =0;
@l
3 T
Sob tais condi¢des, tem-se 24
c,=0; e
4 L
)



d’ 1
ng)z —q0x+%L :
dx EJ 2
dZ 2
dx” EJ 2 2
Portanto: <
3 3
d wix) _ 1 Ly il o wll].
dx EJ 6 4 24
1 gL . gl
Wxlts —— | ~ g, —+ X
()EJ(%M 12 24
M
Entéo, como w foi aproximado por ZamN = » Tesulta que
=}
Sa | NET Ny £y Sa, Loy gy Ly
[#1 = = e
e A B dx’ ! oSG S l dx’
=N, [_qO x—i—%zL):Ns v(x) ;
M 2 M 2 2
Ya, |[Lopy Ll WNopys, AN, N o, 4w
-_— dx dx dx -— dx” dx dx
mé{\mr". .___q_O 2-§-qOL X 2dNI m(x), &
x 2 2 dx
M LdZN d?. L
Ya, | EJ [= Mo =—qo [N, dx+
p— n dxt dx” A
+(Nf V)o (Nz v)z,’i"
(an, (dN,
H—tm | == m | =
de de
L
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L ;2 2
d°N
EJJ 2; dz\i‘” dx=K, ; e

o dx” dx

L
onde: «.—qOJNde+(NI V)OM(NJ V)L4~ (4.19)

0

) (@),
dx 5 dx

L
Cabe observar que — g, IN , dx refere-se 4 carga constante, transversal ao eixo longitudinal da
G

estrufura, uniformemente  distribuida ao longo da  extensdo  longitudinal  desta,

(N | v)g =N, (x = 0) V..o Tefere-se ao valor do esforco cortante no nd imicial da discretizacio da viga,
(N ; v)L = N, (x = L) v, refere-se ao valor do esforco cortante no né final da discretizaco da viga,

an, ﬂdm@:m
dx dx

L

m__; refere-se ao valor do momento fletor no né final da discretizacdo

dN, | _dN(x=0)
dx dx

da viga, e m,_, refere-se ao valor do momento fletor no né inicial da

discretizagdo da viga.

M
Como w foi aproximado por Zam N, . as recuperacdes do momento fletor “m” e do esforgo

m=i

e 77

cortante “v”, para uma eventual plotagem ao longo de toda a extensdo da estrutura em forma de viga,

podem ser obtidas, respectivamente, através de



Nesta secflo, a partir da colocagio do problema sob a forma mais geral como apresentado na
Figura (4.3), foi dada uma solucio analitica para a equacio diferencial da viga, apds a transformacio
desse problema segundo um caso mais especifico, como o apresentado na Figura (4.4).

Nesta segdo foi feita também uma aproximagdo, por Residuos Ponderados ~ Método de
Galerkin, da equacio diferencial que governa o comportamento de estruturas em forma de viga,
segundo o mesmo problema especifico apresentado na Figura (4.4). Essa aproximac#o, onde foi
deduzida a matriz de rigidez e o vetor de carga da viga, envolveu uma preparacdo para aplicacio de

fung¢Oes interpoladoras quaisquer, inclusive B-splines.

4.7 TRANSFORMACAO DE COORDENADAS DA SPLINE EM
COORDENADAS FISICAS

O inicio da transformagio de coordenadas da spline em coordenadas fisicas ocorrerd a partir de
uma aproximacao dos deslocamentos e rotaces apresentados por estruturas em forma de viga. Nesse
tipo de estrutura serd estudada a possibilidade de associagio de mais um grau de liberdade para os nos
de extremidade da discretizagio (como jd discutido no capitulo 3, a possibilidade de associacio de
mais um grau de hiberdade implica na criagdo de nds auxiliares, os quais permitem a inclusio do
quarto trecho polinomial de uma B-spline nos elementos de extremidade da discretizacdo).

Através do desenvolvimento de uma metodologia capaz de eliminar a necessidade de
modificagGes nas splines préximas ao contorno da discretizagdo, tornar-se-a possivel a montagem de
uma tinica matriz de rigidez independente das condicdes de contorno da estrutura.

A transformagdo de coordenadas da interpolagdo por spline em coordenadas fisicas se dard
através da equagdo matricial que envolve essa matriz Unica de rigidez fisica, independente das
condi¢des de contorno regidas pela vinculagdo e pelo carregamento apresentados pela estrutura,

relacionada com o vetor de carga fisico, dessa estrutura, através do vetor composto pelos



deslocamentos nodais e pelas rotagdes nas extremidades da discretizaco, para o caso de vigas, ou

através do vetgor composto somente pelos deslocamentos nodais, para o case de barras.

4.7.1 RECONSTITUICAO DE GRANDEZAS FISICAS, REFERENTES
AOS GRAUS DE LIBERDADE NODAIS DA ESTRUTURA, ATRAVES
DE PONDERACAO ENVOLVENDO OS COEFICIENTES DAS
SPLINES

Nesta secdo, objetivando-se a resolucdio de K, a, = f,, serdo escolhidas splines cibicas para
assummir as posicdes de N e N, nessa equac@io matricial. Sob tais escolhas, serd possivel a obtencdo

dos coeficientes a, , ou seja, serd possivel a resolucio do sistema interpolado por splines.

A partir da resolugio deste sistema, o inicio do processo de transformacdo de coordenadas da
spline em coordenadas fisicas serd mostrade através da aproximagio feita para os deslocamentos e
rotacdes nodais apresentados por estruturas em forma de viga. Tal aproximagdo envolverd o “ajuste”
gue os coeficientes das splines ciibicas proporcionario a estas pelinomiais por partes.

Conforme apresentado em 4.6.1 e 4.6.2, com a deduco da matriz de rigidez e do vetor de carga

para estruturas unidimensionais em forma de barra e de viga, a resolugio da equagdo matricial (4.16),

K, a, = f,, somente € possivel mediante a escolha das fungdes de ponderagio N, ¢ N,. Uma vez
executada essa escolha, pode-se determinar o vetor «, (m=12,...,M) composto das constantes
responsaveis pela obtengdo do ajuste adequado que proporciona ¢ = @ .

Escolhendo-se splines, conforme apresentado no capitulo 3, para assumir as posicdes de

N

.. ¢ N, namatriz de rigidez e no vetor de carga das estruturas anteriormente propostas, a resolugio
de (4.16), responsdvel pela obtencéo dos coeficientes {am} que funcionardo como ponderadores ou

i _ . . . - - 5 . .
ajustadores das fun¢des, implica na determinacio dos coeficientes {cm} dessas splines, ou seja,

{a }= {Cfa } (o superescrito “S” refere-se & spline ou ao sistema interpolado por splines ciibicas).

Assim, pode-se escrever (4.16) como

ks 1 e =17 (4.20)

1§



onde,
[Kfn] = matriz de rigidez do sistema interpolado por splines;

{cj; }z vetor dos coeficientes das splines; e

{ ff} = vetor de carga do sistema interpolado por splines.

A ponderagio necessdria para a reconstituicio dos deslocamentos nodais apresentados por
estruturas unidimensionats, além de envolver o coeficiente do préprio né para o qual se busca o
deslocamento, envolve também o coeficiente dos dois nés adjacentes a este, ou seja, o coeficiente do

né imediatamente anterior e o do né imediatamente posterior.
A recuperacdo das fungdes € feita através de expressdes do tipo w(x) = ZCi Nm(x). Nesta

- _ 5 . .y . .
expressao, os coeficientes ¢, das splines ciibicas, vinculados a cada um dos nés da estrutura, e todas
as funcGes splines Nm(x), com seus respectivos topos posicionados em todos os nés da estrutura

discretizada, devem participar compondo o produto responsdvel pela aproximacio de w(x), porém,

para o caso unidimensional somente as B-splines e os coeficientes destas vinculados a trés dos nés da
discretizag@o geram valores diferentes de zero para compor tal produto (tal vinculagdo refere-se ao né
anterior € ao posterior, além daquele para o qual se busca o deslocamento nodal).

Tomando-se por base a exposi¢io da Figura (4.5), a busca, ou a recuperacio, do deslocamento
nodal em “C” envolve, além da funcdo spline e seu coeficiente vinculados a esse né “C™, as funcdes
splines e seus respectivos coeficientes vinculados aos nés “B” e “D”, pois qualquer outra funcao
spline posicionada em qualquer outro né da discretiza¢do possui ordenada zero em “C”.

Entdio:

D
w(x = abscissa doné "C")= Y i N, (x = abscissadoné"C") =
=B
S — . Pl " M —_ : FL] n
= ¢} N,(x=abscissadons"C")+c} N, (x = abscissa do n6 "C")+
¢} Ne(x =abscissa doné "C")+cj, N, (x = abscissadoné"C")+

+¢p N{(x = abscissa doné "C")

onde:

w(x = abscissa do né "C") = deslocamento nodal apresentado pelo né “C” ;



S5 v T TR : P - .
¢, = coeficiente do né6 “m”, sobre o qual o topo da spline cibica estd posicionado (o

superescrito “S” refere-se & spline, indicando que o coeficiente foi obtido através da
mmterpolacdo por splines ciibicas);
N, (x = abscissa do né"C")= valor da ordenada da funcdo spline, na abscissa do né “C”,

cujo topo foi posicionado no nd “m”.

Portanto:

D
w(x = abscissa dong"C") = zci N, (x = abscissa doné "C") =
m=B
.S s 1 s s 1 s
=¢, O+cy —+cp I+¢p, ~+c; 0 =
4 4
D
= wlx=abscissadon6"C")= > ¢l N, (x = abscissadon6"C") =
s ¥

1
=c 2+cg 1+c§

1
4

Né A Né B NoC Né D NG E

Figura (4.5): Determinacao da influéncia dos coeficienies dos nds adjacentes ao N6 C em fungdo

da ordenada das B-splines neste no C.
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Através da Figura(4.5), tem-se graficamente explicitado que somente as splines com seu topo
posicionado sobre os dois nés imediatamente adjacentes ao N6 “C” (splines nos Nés “B” ¢ “D™) sdo as
que possuem ordenada diferente de zero em “C”. As ordenadas das demais splines com seu topo
posicionado sobre os outros nés da discretizagdo s@o iguais a zero em “C”., e ndo exercem, dessa
forma, influéncia alguma em termos de ponderagfio para a reconstituicio do deslocamento nodal em
“C”.

De forma mais compacta ressalta-se que, para estruturas unidimensionais, os coeficientes das
splines que participariio na ponderagdo para a reconstituicio do deslocamento apresentado pelo né “i”
sotrés: ¢,_, , ¢ € ¢

O emprego de splines como fungSes de aproximagdo e como funcdes de ponderacdo em
engenharia estrutural pode objetivar a aproximaggo do deslocamento nodal apresentado pela estrutura,
assim como a aproximacio de quaisquer outras grandezas nodais vinculadas aos graus de liberdade da
estrutura, como por exemplo a rotagdo de vigas, a qual envolve a primeira derivada das splines e o
coeficiente dos nds sobre os quais o topo dessas polinomiais por partes estd posicionado
(efetivamente, influenciardo na ponderacfio somente as primeiras derivadas diferentes de zero naquele
né para o qual se busca a rotagdo).

Equacionando-se a ponderagio. ou a recuperagio, para o deslocamento e rotacio de uma

estrutura em forma de viga; tem-se

witimo  ne’ u'ltime no’
— — — — 5 e _ $
W, mw(x—xj)—w(xj)— Z c, Nm(x—xj)— E c Nm(xj) (4.21)
m=primeire no’ m=primeiro no’

= Y 6 — = D c,f,—-gx———(zl.zz)

m= primeire  no’

u'ltime no’ — wltime  ne’
(xmx )_ dw, s de(xmxj) a'Nm(xj)
=X )=

pr= primeiro ne’

onde,
W, (x) = deslocamento apresentado pelo né J;
C,i =coeficiente do né m, sobre o qual o topo da spline estd posicionado (o superescrito “S”

refere-se a spline, indicando que o coeficiente foi obtido através da interpolacio por

splines ciibicas);

N, (x =X j)ﬂ valor da ordenada da fun¢io spline, cujo topo foi posicionado sobre o né m, na
abscissa do nd {x = x,.) {em termos continuos, N, (x = xj) € a prépria curva
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da funcéo spline, cujo topo foi posicionado sobre o né m, ao longo de todo o

trecho até atingir a abscissa do né (x = xj,.));

8, =rotagao apresentada pelond j: e

dN,,(x = x;) . e N
WTWP =valor da primeira derivada da fun¢do spline, cujo topo fol posicionado sobre o
x
. . - - de (x = xj) .
no m, na abscissa do né (x =X j) (em termos continuos, mméxw éa

propria curva da primeira derivada da funcio spline, cujo topo foi posicionado

sobre 0 né m, ao longo de todo o trecho até atingir a abscissa do né (x =X; )).
Exemplificando para o caso de vigas, as equagdes que possibilitam as ponderacdes, conforme
(4.21) e (4.22) através dos coeficientes das splines determinados em (4.20), responsdveis pela
reconstituicio das grandezas fisicas (deslocamento e rotagao), referentes aos graus de liberdade nodais

da estrutura, sdo:

wlx) = e N, (x) e

oe)=3e; Mol

Ou seja,

w(xi) = ¢, No(x,)-l-q N,(xi)-i-c2 Nz(xi)+ ... e, i'\e"ﬂ(xf)%-cwI Nw(xl)

. dN dn, dN an,,
B(xl) = Cg—d“x""’(xl)-!-cl—;i-x—i(xl) +C, = (x )-i— c . FC, —d;—(xi) +Cn+1——d—x—'l—(xl)

2 dx H
W(xz) =& No(x2)+cz N:(x2)+cz Nz(x2)+ - PG, Nﬂ(x2)+cn+1 Nm(xz)

w(xﬁ) = €, j\f(,(xn)+~(:i E\/l()cn)~%~wc2 Nz(xn)+ ...t Nfz(xn)+cn+l le(;CH)

N, (xn) + ...+, d;\fn (xn)+ cm%"t]—(xn)
X

Matricialmente, tais equagdes podem ser dispostas como segue,
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N(}(xl) N](x,) NZ(xl) N”(xl) NM,()C]) S (W(x])
) Gele)l T e i) 2L R0
No(w)  Nfn) M) Min) Neln) | e [wn)

dNO _é_i_li\_ﬁ_ d_Nz_ . | fg&r_& dNn+i oy an)
L dx (xn) dx (x’!) dx (xn) ot dx ('xn) dx (xn)“ l (
ou, compactamente,
(&) t=1w) 4.23)

onde

[KC] = matriz de transformacio composta pelos valores das ordenadas das funcGes splines e

suas respectivas primeiras derivadas nos nés da discretizagio;

{C,i}z vetor dos coeficientes das splines (jd definido anteriormente); e

{wﬁ} = vetor composto pelos deslocamentos e rotages (para vigas) nos nés da discretizacio.

Dessa forma, a partir de um exemplo envolvendo uma estrutura unidimensional {viga), foram
eXpostos 05 passos iniciais responsdveis pela transformacio de coordenadas da spline em coordenadas

fisicas.

4.7.2 A POSSIBILIDADE DE ASSOCIACAO DE MAIS UM GRAU DE
LIBERDADE, PARA OS NOS DE EXTREMIDADE DA DISCRETI-
ZACAO, EM FUNCAO DO NO AUXILIAR

Como foi exposto no capitulo 3, para um modelo estrutural unidimensional, interpolado por
spline e discretizado através de trés elementos, a colocagiio de splines com o topo posicionado sobre

cada um dos quatro nds dessa discretizagio ndo ¢ suficiente para garantir a presenga dos guatro
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trechos, os quais compdem uma spline cibica completa, no interior dos trés elementos do modelo.
Somente o segundo elemento, o elemento central, possui os quatro trechos. O primeiro e o terceiro

elemento possuern apenas (rés trechos, tal como mostrado na Figura (4.6).

Trds rechoy du B-spline no
primeiro clemento
Quatro trechos da B-splinc no scgundo
clemento (¢lemento central)
Trés weehos da B-spline no
teregiro elomente

AN

\\..., Nﬁl\., NG 2 NG 3 \_, Na 4

Figura (4.6): Posicionamento dos trechos de uma B-spline nos elementos de um modelo estrutural

unidimensional interpolado por spline.

Essa discretizag@o de estrutura unidimensional com o respectivo posicionamento das B-splines

faz com que (4.23) assuma a forma

(< WI]
Gl w

%] o = 1w, (4.24)
Cy L

onde

[Kc] = matriz de transformacio composta pelos valores das ordenadas das fungbes splines nos

nds da discretizagio:
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] = vetor dos coeficientes das splines associados a cada um dos nés da discretizacio; e

= vetor composto pelos deslocamentos da estrutura nos nés da discretizagio.

Em funco, também, do que ja foi colocado no capitulo 3, e com a finalidade de posicionar os
quatro trechos de uma spline cibica no interior do mesmo sub-intervalo, ou elemento, deve-se
substituir a interpolag@o no dominio completo (intervalo completo) por uma interpolagio em cada sub-
intervalo (a interpolacdo por sub-intervalos exige a existéncia dos quatro trechos da B-spline no
interior destes, pois a geragdo do espago completo gue contém todas as possiveis solugbes para o
problema em questio s6 € garantida mediante a presenca, em cada sub-dominio, de todos os
polinémios interpoladores, ou seja, dos quatro trechos de uma spline ctbica completa).

Como a inclusio do quarto trecho de uma B-spline no primeiro e no terceiro elemento da
discretizagio exige a criagdo de dois novos nés auxiliares, um imediatamente anterior ac primeiro e

outro imediatamente posterior ao ulimo, tem-se a necessidade de associagdo de dois novos
coeficientes, ¢, e ¢y, as duas novas splines cujos respectivos topos estio posicionados sobre esses

dois novos nés auxiliares, conforme exposto graficamente na Figura (4.7).
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Quaire wwechos da B-spline no
primeire clemento

Quatre trechos da B-spline no
sepundo elemento (clemento
wentral)

Quatro trechos du B-spline no
erecito clemenio

¥,

No O NG \. No2 NG 3 NG4 Nii 5

Figura (4.7): Posicionamento dos trechos de uma B-spline nos elementos de um modelo estrutural

unidimensional interpolado por spline, admitindo-se dois novos nds auxiliares a discretizagdo.

Estes dois novos coeficientes, ¢, e ¢, fardo com que o vetor dos coeficientes das splines
associados a cada um dos nds da discretizacio, {Ci} em (4.24), aumente mais duas novas linhas. Este
aumento impdem um aumento envolvendo duas novas linhas e duas novas colunas a matriz [KC], em
funciio da necessidade de manter-se esta matriz quadrada.

O aumento dessas duas novas linhas no vetor {Ci} em fun¢do da inclusdo dos coeficientes
Cy € Cs» também imp&em um aumento de duas novas linhas ao vetor {WC}, permitindo um aumento
de duas novas varidveis fisicas envolvidas pela aproximag@io em questdo, as quais podem ser uma

rotacdo @ para o primeiro né da discretizacio e outra para o tltimo, § e 6.

Entio (4.24) toma-se
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G w,
¢ g
% W,
(K] 7= (4.25)
I W,
Gy Wy
Cs g, |

onde

[ KL] = matriz de transformaciio composta pelos valores das ordenadas das fungdes splines nos

nos da discretizagio e pelos valores de suas primeiras derivadas nos nés de extremidade:

r = vetor dos coeficientes das splines associados a cada um dos nés da discretizacdo,

mclhasive aos dois novos nds anxiliares; e

¢ = vetor composto pelos deslocamentos da estrutura nos nés da discretizagio e por suas

rotacdes nos nos de extremidade.

Assim, a partir da inclusdo de dois novos nés auxiliares, os quais permitem o posicionamento de
todos os quatro trechos de uma spline cibica completa em todos os elementos da discretizacdo, torna-
se possivel a associacdo de dois novos graus de liberdade & estrutura, ou seja, de duas rotagdes, uma

para o primeiro nd e outra para o dltimo da discretizacdo. Isto cria condi¢Ges para que os coeficientes

Ci sejarn associados as condicdes de contorno fisicas do problema, quais sejam no caso da viga

w, .0 ,w, e 8.
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Ressalta-se que essa transformacfo permitird a formulacio do problema em termos das

coordenadas fisicas envolvidas ¢ a inclus@o das condigdes de contorno reais, em lugar de se trabathar

. . . s ., .
com os coeficientes das splines ¢, como incdgnitas.

E problematica a mclusdo das condigGes de contorno em termos das fungdes interpoladoras, ou
seja, através de N, (x) que, explicitamente, exige modificacdes nas splines posicionadas préximas aos

nés onde incidem as condi¢Ses de contorno reais, as quais fisicamente influenciam o comportamento

estrutural.

4.7.3 A METODOLOGIA ENVOLVENDO A TRANSFORMACAO DE
COORDENADAS (COEFICIENTES) DA INTERPOLACAO POR
SPLINE EM COORDENADAS FISICAS

4.7.3.1 INTRODUCAOQO

As condicdes de contorno podem ser impostas na propria funcfo spline que interpola o primeiro
e o dltimo trecho da discretizagdo. Como exemplo, tais imposi¢des podem acontecer forgando-se a
fungdo a assumir a ordenada zero no primeiro né da discretizagio (para estruturas simplesmente
apoiadas) ou como um outro exemplo, além de forgar-se a fun¢@o a assumir a ordenada zero no
primeiro né da discretizagfio, forcar-se também, neste ponto, a primeira derivada dessa funcio spline a
assumir o valor zero (para estruturas engastadas).

A imposi¢do das condiges de contormno através de modificagdes nas splines que interpolam os
trechos extremos da discretizacfo, além de exigir uma matriz de rigidez para cada diferente vinculagio
da estrutura, exige trabalhosas modifica¢des nos produtos entre splines préximas ao limite dessa
discretizagio. Isto implica na alteragdo do préprio polindmio utilizado junto as bordas da estrutura, em
relagdo aos utilizados em nds mais internos.

Neste procedimento de imposi¢o das condigdes de contorno estd implicita a necessidade de
computagdo da influéncia dos polindmios modificados em todos os produtos que envolvam suas
participagdes.

Um método que tem por objetivo eliminar por completo as “n@o conformes” necessidades
procedimentais relativas as modificacSes nas splines proximas ao contorno, além de conferir uma

substancial simplificacio no todo do processo utilizado em engenharia estrutural, fard com que uma
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Unica matriz de rigidez possa ser utilizada na andlise da estrutura, independente das condicBes de

contorno, ou seja, independente da vinculagdo e carregamento,

A busca por uma outra metodologia de cilculo, matematicamente mais genérica, compreende
uma abordagem mais pormenorizada das equages matriciais envolvidas no processo de andlise da

estrutura por spline, seguida por uma reorganizacio mais efetiva, em termos algébricos, dessas

equagoes.

4.7.3.2A METODOLOGIA PROPRIAMENTE DITA

A equacido que relaciona, através do vetor dos coeficientes das splines {Ci}, a matriz de rigidez

[Kiiz} e o vetor de carga { f,s} gerados pela interpolac@o por spline é dada por (4.20), ou seja,

[ Hes k=17

A equacdo que refaciona, também através do vetor dos coeficientes das splines {Ci}, a matriz de
transformacio [KE] e 0 vetor composto pelos deslocamentos nodais e as rotagBes nas extremidades da

discretizagdo {WL} (deslocamentos + rotagdes nas extremidades para o caso de vigas e somente

deslocamentos para o caso de barras) € dada por (4.23), ou seja,

(K1 ed}= 1w}

De (4.23), tem-se

=1k 1w} (4.26)

Com a substituicdo de (4.26) em (4.20), tem-se

(K] (] {w)={r] 4.27)
Conforme Faddeeva (1959}, ao ter-se
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{a} =[T1{b} e [Klai={r},

com a substituicdo da primeira na segunda, resultando
(K] [TKb} = {r} ;

sabe-se que a Gnica matriz que ao pré-multiplicar o produto matricial (K] [T} origina uma matriz

simétrica cuja transposta € igual a ela propria € a matriz [T] , Ou seja,

Essa matriz | A} conserva a propriedade de ser regida pela sua diagonal principal (a garantia

dessa propriedade, cuja infiuéncia releva-se positivamente durante a execugo dos célculos matriciais
envolvidos pelo método dos elementos finitos, € assegurada, justamente, pelo fato de [4] = [A]T).

Entio

[TY K] [THEY =[T1{r} .

-1
Em (4.27), [Kr__] pode assumir o papel da matriz [T] , acima mencionada. Entao

LANEANARTNEII SR .28)

Assim, a partir das equacdes matriciais (4.20) e (4.23) € possivel obter-se uma “transformacio”™

envolvendo a relacdo da matriz de rigidez do sistema interpolado por spline [Kfn], pré-multiplicada
-T . . -1 . .
por [ KC] e pés-multiplicada por [KL} , com ¢ vetor de carga do mesmo sistema interpolado por

=
spline, pré-multiplicado por [K ] , através do vetor dos deslocamentos nodais e das rotagdes dos nds

de extremidade da discretizac@o (para vigas) {wc_} {para barras tal vetor € composto somente pelos
deslocamentos nodais).
Em (4.28), através do vetor {WL} , que descreve o prépric comportamento fisico (deslocavel)

por meio do qual a estrutura responde ao ser solicitada, relaciona-se uma matniz de rigidez,
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{KC]_T[Ki,] [Kc]_i, com um vetor de carga, [K{:]_T{ ff}, sendo que ambos foram intrinsecamente
gerados e caracterizados a partir do sistema interpolado por spline.

Essa matriz de rigidez e esse vetor de carga relacionados pela prépria esséncia fisica da
estrutura, a qual armazena os graus de liberdade nodais que traduzem a capacidade estrutural de
resposta as solicitacbes, comstituem um sistema capaz da transformacio de coordenadas da
interpolacdo por spline em coordenadas fisicas.

Assim, pode-se nomear

-}

[KC] = [K ﬁ_\_m,] = matriz de rigidez fisica da estrutura, e
-T .

[Kc] { ff} = { f ﬁ"‘m} = vetor de carga fisico da estrutura.

E a transformacio de coordenadas da interpolagio por spline em coordenadas fisicas pode ser

escrita como

[Kﬁ-ﬂ‘cu] {wc} = {f j‘i\'ica} (4.29)

No lado direito da equagdo matricial (4.29), a qual reproduz matematicamente o fendémeno

fisico que ocorre no elemento estrutural interpolado por spline, estd posicionado o vetor de carga

fisico da estrutura { fﬁsicu} que tem origem no vetor de carga do sistema interpolado por splines

{ fts } , 0 qual para o caso de estruturas em forma de barra, solicitada por uma carga axial concentrada

F em uma das extremidades, conforme (4.18), é dado por
{ffs}‘_‘ (N[ F)L‘(Nt F)@ :

e para o caso de estrutaras em forma de viga. solicitada por uma carga uniformemente distribuida

transversal ao seu eixo longitudinal, conforme (4.19), € dado por



(57 = el T, (), - Sa (4,0), +

m=1 m=]
¥ (4N, AN

+ a, | T, om e am —t i
; dx . ; dx o

A partir da matriz de rigidez e do vetor de carga do sistema interpolado por splines, onde
utilizou-se dois nds auxiliares para que fosse possivel a inclusdo do quarto trecho polinomial de uma
B-spline nos elementos de extremidade da discretizagdo, basecu-se todo o desenvolvimento
responsdvel pela transformagao de coordenadas da interpolag@o por splines em coordenadas fisicas. A
metodologia envolvida nesse desenvolvimento proporcionou a associagio de mais dois graus de

liberdade fisicos 2 estrutura em funcfio da criacfo desses dois nés auxiliares.

4.8 EXEMPLOS DE APLICACOES DO METODO AS ESTRUTURAS
UNIDIMENSIONAIS - BARRAS E VIGAS

4.8.1 INTRODUCAQ

Tendo-se como meta a implementacido de um procedimento responsavel pela constituigio de
uma tnica matriz de rigidez para elementos estruturais interpolados por spline, independente dos
vinculos em suas bordas, procurou-se, em primeira insténcia, um desenvolvimento com condigdes de
gerar a matriz de rigidez e o vetor de carga para estruturas unidimensionals, as quais constituem-se em
elementos estruturais mais simples quando comparados, por exemplo, com estruturas em forma de
placas eldsticas finas, caracterizadas intrinsecamente pelo enfoque bidimensional.

Nesta seciio serdo expostos e analisados, através da metodologia desenvolvida e preparada para
a utilizagdo de B-splines como fungbes de forma em elementos finitos, doze exemplos de estruturas
unidimensionais, das quais onze sdo estruturas em forma de viga e uma em forma de barra.

O exemplo de barra analisado refere-se 2 uma barra engastada em uma das extremidades e livre
na outra, discretizada por dois elementos e submetida a uma carga concentrada na extremidade livre.

Na seqiiéncia serdo analisados trés exemplos de vigas biapoladas, discretizadas por dois, quatro
e oito elementos, submetidas a uma carga transversal uniformemente distribuida ao longo de sua

extensio longitudinal.




Trés exemplos de vigas biengastadas serdo estudados a seguir, estas estraturas, discretizadas por
dois, quatro ¢ oito elementos, serfio submetidas a um carregamento transversal uniformemente
distribuido ao longo de seu eixo longitudinal.

Qutros trés exemplos de vigas discretizadas por dois, quatro e oito elementos serdo analisadas.
Tais estruturas, engastadas em uma das extremidades e apoiadas na outra, estardo submetidas a uma
carga transversal uniformemente distribuida ac longo de sua extenso longitudinal.

Um outro exemplo de viga biapoiada, discretizada por dois elementos, serd analisada. Esta
estrutura submeter-se-d a um mormento puro concentrado em uma das extremidades.

O ultimo exemplo de viga a ser analisado referir-se-4 a uma estrutura em balango, ou seja, a uma
viga engastada em uma das extremidades e livre na outra. Esta estrutura, discretizada por dois

elementos, estara submetida a uma carga concentrada na extremidade livre.

4.8.2 ESTRUTURA EM FORMA DE BARRA TRACIONADA
DISCRETIZADA POR DOIS ELEMENTOS

Nesta se¢@o serd analisado o elemento estrutural barra. Serd estudado o comportamento de uma
barra em balango, ou seja, o comportamento de uma barra engastada em uma das extremidades e livre
na outra. Conforme a Figura (4.8), esta estrutura, submetida a uma carga concentrada em sua
extremidade livre, apresenta-se discretizada por dois elementos.

O estudo do comportamento dessa barra envolverd uma interpolagdo por splines cibicas, sendo
que estas polinomiais por partes serdo responsdveis pela aproximacio dos deslocamentos axiais e das

deformag0es apresentadas pela estrutura exposta na Figura (4.8), onde:

A = area da secdo transversal;
E = modulo de elasticidade de Young (lengitudinal);
w = translacido; e

plxj = carregamente axial distribuido, através do qual a estrutura estd sendo solicitada.
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Figura (4.8): Barra iracionada, discretizada por dois elementos, solicitada por uma carga axial

concentrada, F = IN, na extremidade livre.

Conforme o itemn 4.6.1, a equacdo diferencial caracteristica do elemento estrutural “Barra” €:

= —p(x) (4.30)

Como condigdes de contorno, conforme os vinculos aos quais a estrutura estd submetida, tem-se

w(0)=0: e
dw 4.3

AE— =F.
dx

x=L

Segundo as dedugdes apresentadas em 4.6.1, as solucdes analiticas para os deslocamentos e

deformagdes da barra sdo, respectivamente



Como condi¢des geométricas da estrutura, tem-se;

~) comprimentodo viao: L= 1 m = 100 cm ;e

-) drea da segiio transversal: A =1 em®.

Como caracteristica do material da estrutura, tem-se:

-} médulo de elasticidade longitudinal: £ =1 N/cm®.

A estrutura apresenta-se em termos de vinculagdo como:

-} engastada (extremidade esquerda) — w(0) = 0; e

-} for¢a axial concentrada aplicada na extremidade direita — AF—

A soluc@o da equacio diferencial da barra (4.30), mediante a imposicdo das condigdes de
contorno (4.31), serd aproximada com o auxilio de uma discretizacio envolvendo dois elementos.
Nesta aproximacio serdo utilizadas splines ciibicas como fungGes de forma, as quais atuardo

diretamente nas interpolagGes, sendo responsdveis pela constitui¢ao da matriz de rigidez e do vetor de

carga do sistema interpolado por splines.

Segundo o procedimento de interpolago por spline descrito no capitulo 3, as funcdes, definidas
no intervalo de 0 a | e que sdo componentes dos quatro trechos de uma spline ciibica completa, que
serdo utilizadas como fun¢des de aproximagio e como fungdes de ponderagdo, no procedimento por

elementos finitos cuja metodologia foi exposta em 4.7.3, sdo definidas segundo um sisterna de

coordenadas local como:

MUE)=—g & 42 & =2 e

Mg(é)ﬁi»cf“% £ 41

3 I
454

ME)=—3 £1+2 &
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(4.32)

(4.33)

F=1N.

(4348

(4.35)

(4.36)



@

M(E)== & . (4.37)

I
4
Através de residuos ponderados - método de Galerkin, a matriz de rigidez K, e o vetor de

carga ff da estrutura interpolada por splines cibicas (como deduzido em 4.6.1) s@o expressos,

respectivamente, por

tdN  dN

|kKi]=AE O—in = dx (4.38)
&

{#}=(v, F), AN, F), (4.39)

Como as splines ctbicas utilizadas como funcbes de aproximagio e fungbes de ponderagdo
possuem tamanho 1, por serem definidas no intervalo de 0 a 1, e os limites globais de integracao
variam

L

-) para a primeira metade dabarra: de 0 a — ;e

5

L
-) para a segunda metade da barra: de P L;

ou seja, globalmente, necessita-se de fungdes spline de tamanho E , torna-se necessario, para que seja

possivel a integracio segundo fungdes definidas localmente, a transformacgdo de coordenadas globais

para locais {Jacobiano), conforme a transformacio de coordenadas exposta no capitulo 3.
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Figura (4.9): Colocacdo dos nos e dos pontos intermedidrios (5 e 6) dos dois elementos da

discretizacdo da barra.

Se a barra foi discretizada por 2 elementos, conforme a Figura (4.9), o dominio completo possui
3 nés (1, 2 e 3). Estes 3 nds somados aos 2 auxiliares (0 e 4) perfazem um total de 5 nds.

Se o total dos nds dessa discretizagfo € ignal a 5, a matriz de rigidez do sistema interpolado por
sphines serd uma matriz 5 X 5 (conforme 4.7 .2, necessidade da matriz ser quadrada). O principio que
rege a montagem dessa matriz pode ser descrito, tendo-se a Figura (4.9) por base, como exposto a
seguir:

-) colocando-se o topo de uma B-spline sobre o né auxiliar “0”, responsdvel pela definicdo da
linha “0” dessa matriz, ¢ colocando-se o topo de uma outra B-spline sobre este mesmo né auxiliar “0”,
responsavel pela definigdo da coluna “0” dessa linha, analisa-se a sobreposicio de trechos polinomiais
dessas duas B-splines que ocorrerd dentro do dominio completo, ou seja, dentro dos elementos “1” e
s,

-) a sobreposicdo de dois trechos das B-splines determina quais dois trechos polinomiais que

assumirdo as posigdes de N, e N, na matriz de rigidez definida em (4.38), se o indice “I” refere-se a

linha da matriz de rigidez e o fndice “m” & coluna dessa linha, as funces N, (x) e N,(x) assumirio,



respectivamente, as posicoes N, (x) e N (x) em (4.38) com o objetivo de gerar as contribui¢des para

a linha “0” — coluna “0” da matriz de rigidez do sistema interpolado por splines;

-ycomo cada um dos trechos polinomiais de uma B-spline se posiciona em um dnico elemento da
discretizacdo, conforme ji discutido no capitulo 3, pode haver mais de uma sobreposicio de dois
trechos polinomiais dentro do dominio completo, e as contribuigBes originadas através de cada uma
dessas sobreposicdes de dois trechos terdio gue ser somadas para compor a contribuicao total a ser
enderecada aquela coluna, defimida pelo n6 sobre o qual houve o posicionamento do topo de uma das
B-splines. daquela linha, definida pelo n6 sobre o qual houve o posicionamento do topo da outra B-

spline, da matriz de rigidez do sistema interpolado por splines;

i

e 1 -
-} como o elemento “1” possui limites entre “0” e 5 ”, em coordenadas globais, e limites entre

-

“0” e *1”, em coordenadas locais, se faz necessdrio uma transformagfio de coordenadas conforme

(3.57), que estabelece a seguinte relacdo entre a coordenada local “& ™ e a coordenada global “ x ™;

2 2 2
=— x-— 0 = =— X,
d i | 5 1
assim,
1
x=— ¢,
25
e
dx
T =
dé 2
1
= dx:«»-i dé . {4.40)

-) de maneira andloga s3o geradas todas as demais sobreposi¢des de dois trechos polinomiais
responsaveis pela definicio de quais fungdes assumirdo as posi¢des de N, e N, na matriz de rigidez
definida em (4.38), com o objetivo de participar das operacdes que determinardo as contribui¢des

numéricas a serem encarinhadas para o “endereco” correto” dentro dessa matriz;

- para o elementec “27, conforme (3.57), tem-se:

2
=— X —
d 1

p——-l{\_)

i
- = =— x~1,
2 3 1
assim,

13}



U
7 ° 2’
e
a1
dé 2

=y = % d& (idéntico & (4.40));

-) como a matriz de rigidez do sistema interpolado por splines, definida por (4.38), envolve um

operador matemdtico aplicado as funcGes de forma N; e N, , e como a integragio se dar segundo um

sisterna de coordenadas locais &, a aplicag@o do operador matermético se dara da seguinte forma:

4N, _dM df |
dx dé dx’

dN, dM, d&
dx dé  dx

2 a 2
conforme (3.57), & = W{ x paraoelemento “17e £ = —1— x—1 para o elemento “2”,

entdo, como E; = ~—I~» para ambos os elementos, tem-se:

AN, dM, 2
TR (4.41)
dx dé 1
d N dM_ 2
mo 2 2 (4.42)
dx dé 1

Conforme a Figura (4.9), intermedidrio aos nés “1”7 e “2” foi posicionado o ponto “5” e
intermedidrio aos noés “27 e “3” foi posicionado o ponto “6”. A necessidade do posicionamento destes

dois pontos se den em fun¢io da montagem da matriz de transformacio [Ké], composta pelos valores

das ordenadas das fungGes splines nas abscissas dos nés da discretizagdo, que exige a associagio de 5

vartdveis fisicas ao problema da barra.
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Se a matriz de rigidez do sistema interpolado por splines € uma matriz 5 X 5 existem 3

coeficientes envolvidos na interpolac@o. Se existemn 5 coeficientes envolvidos na interpolagio, a matriz
de transformacao [KC] também é uma matriz quadrada 5 X 5 e t&m que existir 5 varidveis fisicas que
deverdo ser associadas ao problema (conforme item 4.7.3.2), de forma a constituir o vetor {wc} que
passar a ser composto pelos deslocamentos nodais e pelos deslocamentos apresentados pelos pontos
“57 e “67.

Somente com os 3 nds além dos 2 auxiliares, posicionados nos limites dos elementos segundo os
quais o dominio completo foi discretizado, tem-se a possibilidade de associacdo de 3 varidveis fisicas,
quais sejam w; , W, e W;, que sdo os respectivos deslocamentos apresentados por esses 3 nos.

Com a inclusdo dos pontos ‘5" e “6” , torna-se possivel a associagdo de mais dois

deslocamentos fisicos, os quais ocorrerdo nesses pontos intermedidrios aos nds, ao problema da barra
que estd sendo objeto da interpolagio por splines.
Através da associagdo ao problema das 5 varidveis fisicas constituidas pelos deslocamentos

apresentados pelos nds “17, “2” e “3”7 e os apresentados pelos pontos “37 e “6”

(w; s W, Wy, W€ WS), a equacio (4.23) torna-se para a barra:

o w,
¢ W
[Kc]sxs {Ci}smz{wc}:sxr = [Kc] C =M
Cy 2
Sl M

De acordo com (4.38), as contribuicdes, segundo integracio local, para cada uma das vinte e
cinco posigdes da matriz de rigidez global da estrutura interpolada por splines ciibicas (conforme
exposto em 4.7.2 sobre a criacdo dos nos auxiliares, conforme a associagiio, ja descrita neste capitulo,
do topo da spline com o nd em que esse topo estd posicionado, € segundo o procedimento de
interpolac@o por spline descrito no capitulo 3) s@o apresentadas, com a inclusio das funcdes splines
utilizadas e vinculadas ao né cujo topo dessas foi posicionado, como:

3

1 3 I
-) primeiro elemento: M, (&)= -3 & +Z E? ~2 & »E-Z vincula-se a0 n6 0 = M (£} = N, (x);

Mg(f)m% §3w% E? +1 vincula-se ao n6 1 :>M3(§)E Ni(x);
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3 .
Mz(f):_% §3+z 5"*"3“ §+—;—vincu1a—se a0 né 2

= M,(E)= Ny(x); e

M (&)= i— & vincula-se a0 n6 3 = M,(£) = N, (x).

-} segundo elemento: M4(§):—-jf- & —i—% &? —3 §+% vincula-se aoné 1 = M (&)= N, (x);
B _ 3 e 3, . .
M3( )zZ £ NE & +1 vincula-se ao né 2 3M3(§)EN2(;C);
Mz(g’):———z- §3+% §2+§_ f-i—éviﬂcula-se ao né 3

= M,(§)=N,(x):e

M,(f)tiw & vincula-se a0 né 4 = M, (&) = N, (x).

-} as contribuicdes:
S _ S S _ 1§ S
Ky = Koo, + Kﬂ(,2 =Ky, +0= Kag]

onde: Kgm € a contribuicdo, para a linha “0” — coluna “0” da matriz de rigidez do sistema interpolado

por splines, gerada através da sobreposicio de dois trechos polinomiais ocorrida no elemento

“1” da discretizacdo da Figura (4.9); e
ngz € a contribuigdo, para a linha “0” — coluna “0” da matriz de rigidez do sistema interpolado

por splines, gerada através da sobreposicdo de dois trechos polinomiais ocorrida no elemento
“27 da discretizacdo da Figura (4.9) (no caso da linha “0"” - coluna “0” da matriz de rigidez do
sisterna  interpolado  per splines, a sobreposicdo de dois trechos polinomiais ocorre
exclusivamente no elemento “1”, portanto, somente a contribuicio gerada nesse elemento serd

enviada para totalizar as contribuicdes da linha “0” - coluna “0"” dessa matriz);

L
2 1 [
A dx . dé dx dE dx 2
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2
40
2

- KS-—AEJ.dM 2 dM, 2
1

Iz 1 “az de=AE

i

P
. . am, -

sendo que: o primeiro termo da integral, T , estd multiplicado por — em funcdoe de (4.41);

daM 2
o terceiro termo da integral, —;i——“— , estd multiplicado por T em fungio de (4.42); ¢

1
“—2-: d&” ocorre em fungio de (4.40).

5 s 5 _ S _ @S
Ky = Ko, + Koy, = Ky +0= Ky,

L

K5 = dN, dN, zAEJdM d& dM, d§ ldg
! o dé dx dE dx 2
1
aM, 2 dM, 2 1 21
= K, =AE g P —déE=AE —
o {45 1 df 1 2 80
KS =K, +Ky, =K5, +0=Kj,
L
. tdN, dN, , Edea dé dM, d§ 145
o ) dx Y dé dx dé dx 2
f 2 dM, 2 1 9
KS’): - £ — —d AFE|~—
- fe ! 1 P 2% (20
K{; - Kg}; + K{fﬁ? = Késﬂ +0= Kg?]
L
{
K5 = A J d J-M dé ddw i:i %dég
) dé  dx &
a’M 2 dM, 2 1 3
KS = LD —dE=AE|~-—
= Po I a2 132% (80]

K3 =K, +Kpy, =04+0=0



5 S s S Ry
Ki(} - KIOI + KIOQ KJO} +0=K

L}
L

N,
KS=AE de d

1
C dx=AE |—i 22 72 25 2
T ! dé =

5 _ pS s
Kl] - Kﬂ] +K112
L

K;_AEJ-dN dN

=0 g AEJ H?&dem

dx E
2

N jMdﬁdM dé
- VaE dx  dE dx

(W

dM, 2 dM, 2
= K];._AEj = d§3T

dg

+AEJ‘d“
G

szz = Kfz; + szzz
i

dN, dN L
K]“; = A EJ‘ dN, dN,

dx T dx  dx

dM, dé dM, d& £y ‘
dé dx  df dx Y dE dx dE dx 2

B |

i
dM, 2 dM, 2 1
= Ky=AE [/t 22 _ gy
Va1 df 1 2
Y A A Y
;0 dé 1 df 1 2 40

§ __ -8 5
K=K, +Kj,
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L

dN, dN
KlﬂwAEj dx’*d AEJ
2
dM, d& dM, d&é 1
=AFE |2 2= 022
{dg dx d& dx
YdM. 2 dM, 2
-y K3=AE E Rt Mot
. idﬁ 1 dé 1
dM
+AEJ 4
o d& dé&

3 N s _ 5 _ 3
K., =K, +K, =0+ K,,, = K,

KS,=AE —

=

I
= Ki=AE|
1]

v, dn,

#dN, dN

I} d —

dx

dM, dé dM, df 1

"{Mdnggéidé::}
) de dE dx 2

dszEj[
0

2 dm,
L d

h—-l[\,)

s s 5 _ ps _ S
Ky = Kooy + Ky = Ko +0= Ky,

L
dN, dN

KgozAgj

G

hashi'h dxmAEj

dé  dx

1 3
= d§=AE{—§6]

dM, d& dM, dé |

cdM
K3 =AE 2
> Ki=AE |G

s 5 5
Kg; = Kzn + Kzzz

L

-
Kzl_

9

dN, le

2 dM, 2
1 1

dg

dx +

v |

— dé =

dé  dx

1
~d
5 46 =

dN dN
dx

dE dx 2

=

2 gy =



I
= K;“—“AEJdMZ% dj? % é»dcf+
+AEj -Z-dM4-2~_id§.~AE _33
5 I dé 1 2 40
KS “K§2]+K§72
L
dN, dN dN dN

K;uAEJ — % dx+ AE_[ —2 di=

z

(dM, d& aM, df |

=AE [=—2 22 2225 " JELAE ~d
;‘;d§a’xd§dx2§ ;fdfdxdfdxzé
1
= K_;;:AEdeZ?- i, 2 1 ges
S dE 1 dE 1 2
i
AEde-*%dMﬁ—z—idgwAEfi
Y dE 1 dE 1 2 20
Kg.% - Kﬁg%] +K§?g
1’.
YdN, d
K:‘;—AEJ.dN dN; N, di =
2
1
zAEJ-dM dé am, dé id§+AEJ-dM3d_§ dM, d¢& ﬂlmd};
Y dE dx  dE dx 2 S dE dx dE dx 2
rdM, 2 dM, 2 1
= Ky,=AE Lo L - —dEs
. £d§ 1 df 1 2
1
/«\Ej‘fm/f3 22 L gpaap(-2
~dé 1 dE 1 2 40

5 s s S s
K24 = K24} + K?m 0+ sz sz



K’JS4“ de dN4 dx _AEJJM3 —d_f- dMl gé _1_ dé
) L dE dr dE dx 2
cdM. 2 dM, 2 1 )
K:)g - 3 LD e d :AE I

= K 1 102 ¢ { 20]
K = K5 +Ky, = Ky, +0= K5,

L

tdN, dN, cdM, dE dM, dE 1
w=AE O geep g [GM de dM, do 1,
Kzg J dx -!dé’ dx dé: dx 2 é

dM, 2 2 1 3
S‘— - - ———
= &wﬂEjdgl 2 - AE(SQ
K?SJ - K%n +Kﬂz
L
tdN, dN TdN, dN
K =AE SNy gea A B[22 S0 g =
" ;‘;dx dx £dx dx
:AEJiﬂg—ié am, d& }wdé AEJdM dé dM, d§ 1
Odfd dé dx 2 Gd§ dx  dE dx 2
i
dM, 2 dM, 2 1
- KS=AFE|— = 2 2 L oges
i idfz 12
i
+AEJdM2 2 dM, 2 ldé::AE(__?_)
0d§ T dé 1 2 10
Kf” - K§21 + K’fz?
£
*dN, dN, LdN, dN,
= S5 22 gx+AE
&LAEJﬂ jx .
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i
L RLeAp [BL2 L2
VdE T a1 2
td
AE | My 2 M, 2 L ey (-3
bdE 1 dE 1 2 40
K'f‘% - K’fﬂ + K‘f’h
L
2 L
Ki=AE | W: AEJ‘dN‘ ANy =
d _,:dx
2
i
:AEde dé am, dé Loges AEJdM d¢é dM, dé L
dé dx dé dx 2 dé dx  dE dx 2
1
= KfquEJ%E a, 2 id§+
TdE 1 dE 1 2
1
+AEde~"—2- M, 21 ge-ng 3
Y dE 1 dé 1 2 2

s s s _ 5 _ 15
K34 = K.m + K342 =0+ K343 - K342

dN
Kf4--AEde “d-AEde do aM, dg 1
dé dx d& dx 2
3
i
dM, 2 dM, 2 1 , 21
= KL=AE[—2= —L = —df=aE —
~ Y dE 1 dé 1 2 80

K}, =Ky +Kp,=0+0=0

5 5 5 _ 5o ps
Ky =K+ K, =0+ K, =Ky,

tdN, dN dan,

K,f1~AEJ »




$ s s S _ @S
K., =K, + K, =0+ Ky, = Ky,

L H
Ki:AEJ-dNa N, o (dM, dE aM, dE 1
1 dx o d& dx  dé dx 2
1
p DL 2 L2 L o9
JaE 1 dE 1 2 20

L 1
dN, dN M
K =a g [De Bgoyp [ 48 B &5 2
- Y dx  dé dx Al dx 2
2
i
aM, 2 dMm, 2 1
= KL=AE|—— 2 L ~~ar§:/—v“'«:35E
Ldé 1 df 1 2 80
K, = K5, + Koy = 0+ K3y, = Koy
L 1
X5, AEJdN“ dN, 4 (M dé aM, d§ 1
* dx - df dx  d& dx 2
2
|
aM, 2 aMm 1
= Ki:AEjm-‘—— a2 —dszEf—
ldé 1 dé 12 40
Agrupando-se as contribuigdes na matriz K}, tem-se
(o 2t 9 3 ]
40 80 20 80
a3 3B 9 3
80 2 40 10 80
{ks]m 9 3 51 3 2
w7120 40 200 400 20
3 9 3 3
80 10 40 2 80
o 2 .9 8
L 80 20 80 40 _

dg

dg

d¢

=



Esquematicamente, pode-se agrupar as contribuigdes para cada coluna de cada linha, da matriz
de rigidez do sistema interpoiado por splines Kfn, em fungdo do elemento em que ocorreu a

sobreposigdo, dos dois trechos polinomiais das B-splines, responsdvel pela origem da contribuigio

nuérica a ser enderecada.
No agrupamento matricial esquemadtico a seguir,
(1) => sobreposicio de dois trechos polinomiais ocorrida no elemento “1” da discretizacio

apresentada na Figura (4.9), em fungdo do posicionamento de duas B-splines: uma
responsidvel pela defini¢ao da linha e outra responsavel pela definicio da coluna da matriz de

rigidez do sisterna interpolado por splines K ;

[2] =» sobreposi¢do de dois trechos polinomiais ocorrida no elemento “2” da discretizagio

apresentada na Figura (4.9), em fungdo do posicionamento de duas B-splines: uma

responsavel pela defini¢io da linha e outra responsdvel pela defini¢io da coluna da matriz de

rigidez do sistema interpolado por splines K; :

O O (1) (1) 0
O O+ O+ O+2] k]
kil=lo) W+R1 +R] O+R] ]
M O+RI O+Rk] 0«2l (]
0 2] 2] 2] [2]

Fica evidente através desse agrupamento esquemdtico da origem das contribui¢cdes numéricas,
responsavels pela montagem da matriz de rigidez do sistema interpolado por splines, que a matriz
elementar gerada, através da sobreposigdo de dois trechos polinomiais de splines ciibicas, no elemento
“1” € uma matriz 4 X 4 posicionada, na matriz de rigidez global da estrutura, a partir da posigio “0” —
“0”, ou seja, a partir da coluna “0” da linha “0”. Através desse mesmo agrupamento, fica evidenciado
também que a matriz elementar gerada, através da sobreposic@o de dois trechos polinomiais de splines
cibicas, no elemento “2” & uma matriz 4 X 4 posicionada, na matriz de rigidez global da estrutura, a
partir da posi¢do “17 — **17, ou seja, a partir da coluna *“1” da linha “1”.

A regra para a montagem da matriz de nigidez global, do sistema interpolado por splines
cibicas, de uma estrutura discretizada por vérios elementos pode ser deduzida a partir dessa montagem
bastante simples. Se houvesse um terceiro elemento na discretizacio, a matriz elementar deste também

seria uma matriz 4 X 4, a ser posicionada a partir da coluna “2” da linha “2” da matriz de rigidez
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global da estrutura. E assim, sucessivamente de modo a caracterizar a formagao de uma matriz de
banda “sete”, quantos forem os elementos através dos quais o domifnio completo foi subdividido, as
matrizes elementares destes seriam posicionadas e as contribuigbes elementares sempre sendo

somadas s existentes nas colunas das linhas abrangidas em funcio de cada um desses

posicionamentos matriciais elementares.

O vetor de carga da estrutura interpolada por splines ciibicas { fls} , segundo (4.39), é dado por

{fis}‘_” (Nz F)L‘(N: F)o = [Nz(x”_" L) Fx:LJ" {NI(XZO) Fz:O_t » 0u

0.F) [1
L g
0.F,| (4
. LE,
{FFy=1a b1t
L.F, 4"
L, 0.5
477 L0F

E, a equacdo matricial [K fﬁ] {Ci}m {ff} conforme (4.20), do sistema interpolado por spline

toma-se

o a9 3 ]
40 80 20 80 0.F. 1)
21 3 33 9 31lg ? —.F
— - T e T 0.EF, 4
&0 2 40 10 801 I¢g - LF,
9 33 51 33 9 - E 1
il v R P “_7«—1?&'
20 40 20 40 20 \E il
3 9 33 3 21 C3 3 {}F
 —— e — — —_ —_— 1 -
80 10 40 2 80 | &) —.F
S S-S NI
L 80 20 80 40 |

Conforme ji exposto em 4.7.1,



i
+c 1+c2£+c3 O+c¢, 0

)—c—3~—+~—2§—+ gi~+~ -~l—+ 0
gy T3 Ty T TG

1 1
w, = w(x = x, =50) = ¢, 0+clz+c2 1+c32+q3 0

1 23 23 1
X=X -«-:75):60 0+ci§5+62§5+c3§5+c4~§2—

1 1
Wy = w(x =X, = IOO): ¢, O+ ¢ O+czz-3-c3 1+C4Z

faz com que a equagio matricial [KJ {c,i }m {wc } conforme (4.23), torne-se

onde,

1 1 . 0 0
4 4 . )
__1._ ..2_.3.. .2.?.. .._L 0 o e
32 312 32 32 C Wy
| :
0 - 1 - O i 9Gr=9W 0
4 4 i -
o L2 3 o1|al |
32 032 32 32 4 Wy
1 I
0 — J—
-O 4 ! 4 _
ENNTEr Y
4 4
13 om o
32 32 32 32
1 1
Ki=10 —-— 1 — 0],
&]=jo 5 13
o L0221
32 32 32 32
0O 0O 1 1 1
L 4 4
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{wﬂ} =AW, .

Através do que foi exposto em 4.7.3.2 a respeito da metodologia utilizada, chegou-se, conforme

(4.28), a

][] K] =[] {r)

onde,

[Kc]_T[Kzi] {Kcr m[Kﬁ.vfcn] €

Dessas operagbes matriciais responsdveis, —respectivamente, pela twansformagdo de

[Ki‘fn} e {fls} em [Kﬁ_‘.im] € { fﬁ_\_m} resultaram

R R B
45 45 15 45 9
284 128 152 128 ﬁ2m§
45 9 15 45 45
28 152 248 152 28
[K ﬁ.s'i(:a] - e - - T e
15 15 15 15 15
E,E 128 152 128 284
45 45 15 9 45
U %o o
L 9 45 15 45 45 |
e
[~ F
0
{fﬁ.\'i(‘a = O
0
Conforme (4.29),
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{Kﬁ"fw] {Wc} = {f jixicn}’

€, com a imposi¢ao das condi¢des de contorno, conforme (4.31),

pode-se colocar, matricialmente,

223 284 28 28 1]
45 45 15 45 o |
284 128 152 128 28 | [w =0
45 9 15 45 45 W,
28 152 248 152 28 "
15 15 15 15 15 ?
28 128 152 128 284 | | We
45 45 15 9 45 Wy
1 28 28 284 223
.9 45 15 45 45 |

obtendo-se como solucio

1
" =
T4

!

Wz—z

3

W6w4
w, =1

{F=1.

Através de (4.23},

[k ] {Ci}= {w.},
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pode-se recuperar os coeficientes das splines cubicas, vinculadas a cada um dos nés da discretizagao

através do posicionamento do topo de cada uma delas nesses respectivos nds, ou seja,

1 1
- 1 — |
; ;000 v =0
12881 1% _1
32 32 32 32 ol |71
] I I
0 — 1 — 0{ct=1w,=—r.
4 4 M,
123 23 1% 3
0 — — —= — W, ==
32 32 32 32|l 4
1 I =
0 0 = 1 - R
! 4 4

Vetorialmente, a solucfio para os coeficientes das splines pode ser apresentada como

1

( 3
Gy 0
& 1
() =1at=1t
= 2
) 13
1

Numericamente, os resultados analiticos sdo comparados com os obtidos através da interpolacio
por splines nas Tabelas (4.1) e (4.2).

De posse dos coeficientes das splines, com os respectivos topos posicionados em cada um dos
nés da discretizacdo, torna-se possivel a plotagem dos resultados obtidos para o elemento estrutural
“Barra”, como apresentado a seguir nas Figuras (4.10) e (4.11).

A funcdo deslocamento, dentro dos limites compreendidos pelo elemento “17 da Figura (4.9}

1 . . .
(0 <£x=% -i , para a estrutura em forma de barra analisada € escrita como:

4
wix)= 3 N, (x) =5 Nylx)+cf Nyx)+e] Ny(x)+ef Mylx)+el Nolx) =
=0



3
21112
+=i=1l=xl+1.0
31411
A fung@o deslocamento, dentro dos limites compreendidos pelo elemento “2” da Figura (4.9)

1 ‘ . .
(E < x £1 |, para a estrutura em forma de barra analisada é escrita como:

4
wlx)= 2 en Nolx)= 5 No(x)+ 67 M)+ Ny(x)+ef Nylx)+el Ny(x) =
=0
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w(x)

Figura (4.10): Translacdes w da barra tracionada, discretizada por dois elementos, comparados

com a solucao analitica.

Tabela (4.1): Translagbes w da barra tracionada, discretizada por dois elementos, comparados

numericamente com a solucdo analitica.

X Resultado Resuitado
[m] Analitico (w) Obtido (w) % de erro
0 0 0 0
0,125 0,125 0,125 0
0,25 0,25 0,25 0
0,375 0,375 0,375 0
0,5 0.5 0,5 0
0,625 0,625 0,625 0
0,75 0,75 0,75 0
0,875 0,873 0,875 0
1 1 1 0




0.2 0.4 0.6 0.8 a3

Figura (4.11): Deformacdes £ da barra tracionada, discretizada por dois elementos, comparadas

com a solucdo analitica.

Tabela (4.2): Deformagdes € da barra tracionada, discretizada por dois elementos, comparadas

numericamente com a solugdo analitica.

X Resultado Resultado '% de erro
[m] Analitico (£} Obtido (&)

0 1 1 0
0,125 1 1 0
0,25 1 1 0
0,375 1 1 0
0.5 1 i 0
0,625 i } 0
0,75 1 i 0
0,875 1 1 0
1 i i 0

Como pode ser observado através da Figura (4.10), onde € feita a comparagio grafica entre os
resultados obtidos para os deslocamentos axiais da barra ¢ os obtidos analiticamente, e através da
Figura (4.11), onde € feita a comparacdo grifica entre os resultados obtidos para as deformagdes da
barra e os obtidos analiticamente, obteve-se resultados idénticos aos analiticos através das
interpolagdes por splines cibicas. A comprovacio numérica pode ser feita através das Tabelas (4.1) e

(4.2).
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A obtencdo de tais resultados era absolutamente esperada, uma vez que a solugédo analitica para
os deslocamentos axiais da barra, conforme (4.32), é dada por um polindmio de grau “1”, e a
aproximagao foi feita por uma polinomial por partes de grau “3”, ou seja, foi feita uma aproximagéao
cibica. A solugdo analitica para as defostnagdes apresentadas pela barra, conforme (4.33), € dada por
uma constante, ¢ a aproximacgdo fol feita por um polindmio de grau “27, ou seja, foi feita uma
aproximacdo quadrdtica.

Portanto, em ambos 0s casos, para os deslocamentos axiais e para as deformaces da barra

engastada (barra em balango), a solugao obtida € a prépria solugo analitica.

4.8.3 ESTRUTURA EM FORMA DE VIGA BIAPOIADA
DISCRETIZADA POR DOIS ELEMENTOS

A partir desta secdo, até o final do capitulo, serd analisado o elemento estrutural Viga. Na
presente secio serd estudado o comportamento de uma viga biapoiada. Conforme a Figura (4.12), essa
estrutura submetida a um carregamento transversal uniformemente distribuido ao longo de seu eixo
longitudinal. apresenta-se discretizada por dois elementos.

O estudo do comportamento dessa viga envolverd uma interpolagéo por splines ciibicas, sendo
que estas polinomiais por partes serdo responsdveis pela aproximagdo dos deslocamentos transversais,
das rotacBes, dos momentos fletores e dos esforcos cortantes apresentados pela estrutura exposta na

Figura (4.12).



Y 4 q= 0,3 Ef /m
Elemento 1
/_’ /_. Elemento 2
7 y
£ s
/
t /
X
L=Im Ii
7
0,10m
E = 21000000 #f / m? 7 -
¢ 0.03m
J =0,0000025 m* A4 _y

A =0003 nm %/

Figura (4.12): Viga biapoiada, discretizada por dois elementos, solicitada por uma carga
uniformemente distribuida.
Conforme o item 4.6.2, a equagdo diferencial caracteristica do elemento estrutural “Viga” é:

d*w
e g{x} (4.43)

E.J.

onde:

E = médulo de elasticidade de Young (longitudinal);

J = momento de inércia da se¢o transversal em relacio a seus eixos centroidais;

?

w = deslocamento transversal: e

g{x) = carregamento distribuido, através do qual a estrutura estd sendo solicitada.
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Como condigdes de contorno, conforme os vinculos aos quais a estrutura estd submetida, tern-se

(4.44)

Segundo as dedugdes apresentadas em 4.6.2, a solugdo analitica para os deslocamentos da viga €

qgx 3 2 3
wix)=———L -2 Lx" +x 4.45
(1) ==l x*+x) (4.45)
Como condicOes geométricas da estrutura, tern-se:

-} comprimento do viio: L=1 m ;

-) 4rea da sec@o transversal: A = 0,003 m e

-) momento de inércia a flexdo: J = 0,0000025 m'.

Como caracteristica do material da estrutura, tem-se:

-y médulo de elasticidade longitudinal: E = 21000000 #f /m’..

A estrutura apresenta-se em termos de vinculagdo como:
-) apoiada (extremidade esquerda) - apoiada (extremidade direita).

O carregamento sob o qual a estrutura estd submetda &:

-y g =0,3 tf /m (carga uniformemente distribuida).

A solugio da equagdo diferencial da viga (4.43), mediante a imposi¢do das condigdes de

contorno (4.44), serd aproximada com o auxilio de uma discretizagdo envolvendo dois elementos.

Nesta aproximagdo serdo utilizadas splines ctbicas como funcbes de forma, as quais atuardo

diretamente nas interpolacdes, sendo responsaveis pela constitui¢ao da matriz de rigidez e do vetor de

carga do sistema interpolado por splines.

Segundo o procedimento de interpolagdo por spline descrito no capitulo 3 e através da

metodologia exposta em 4.7.3, as mesmas fungdes de forma, componentes dos quatro trechos de uma

spline ctibica completa e definidas no intervalo de 0 a 1, que foram utilizadas para a andlise da barra,

153



dentro do método dos elementos finitos, foram também utilizadas para a andlise da viga. Conforme

(4.34), (435), (436) e (4.37), tais fungdes de aproximagio e de ponderacio apresentam-se,

respectivamente, COmo:

Através de residuos ponderados - método de Galerkin, a matriz de rigidez K‘,i e o vetor de

carga f,s da estrutura interpolada por splines ciibicas (como deduzido em 4.6.2) sio €Xpressos,

respectivamente, por

L 32 2
k:]l=EJ gdd;f* dd;m dx (4.46)

L
{#Y=~a,[ N ax+(n, v),~ (N, v), +
0 (4.47)
ang N[
+( dx I‘H.)L ( dx ml

Como as splines cubicas utilizadas como fungdes de aproximacio e funcdes de ponderacéio
possuem tamanho 1, por serem definidas no intervalo de 0 a 1, e os limites globais de integracio

variam

-} para a primeira metade da viga: de 0 a — ;e

-} para a segunda metade da viga: de 5 @ L,
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ou seja, globalmente, necessita-se de fungdes spline de tamanho *i; , torma-se necessario, para que seja

possivel a integracao segundo fungGes definidas localmente, a transformacio de coordenadas globais
para locais (Jacobiano), conforme a transformaco de coordenadas exposta no item anterior, 4.8.2,

referente 2 estruturas em forma de barras, transformacfio essa que foi totalmente embasada pelos

fundamentos expostos no capftulo 3.

Elementc 1 Elemento 2

I=Im

L/2 L2

., L
\ "
,—«‘/

—_——

BERRN

Figura (4.13): Colocacdo dos nés dos dois elementos da discretizacio da viga.

Tudo o que foi descrito para o caso da barra em termos das sobreposi¢oes dos dois trechos
polinomiais das B-splines € absolutamente valido para o caso da viga, pois tal procedimento aplica-se
a toda estrutura unidimensional.

As mesmas transformacdes de coordenadas globais para locais, empregadas no exemplo da

barra, sio aqui aplicdveis. Ambas as estruturas encontrarn-se discretizadas por dois elementos, entio,

{(4.40), definido como

serd aqui também aplicado para ambos os elementos da discretizagao.



Como o operador matemitico da matriz de rigidez, do sistema interpolado por splines, da viga é
diferente do operador matemdtico presente na matriz de rigidez da barra, (4.41) e (4.42) terdio que ser
redefinidos para estruturas em forma de viga.

Em fungdo da integral responsdvel pela definico da matriz de rigidez da viga, conforme (4.46),

ser efetuada segundo um sistema de coordenadas locais £, tem-se:

&N, _d(d N__i N, d&\_dfdn, d)as _
dx*  dx| dx dx| dé dx | df| dE dx | dx
2 2 2 2
= - 2_é£.:d@=i@f£
dx d&* dx dx dx® d& | dx

Para o elemento “1” da Figura (4.13), como no caso da barra, tem-se

2 2 2
=—x-——0 = &=— x,
5 ] 1 5 1
entio:
e _2
dx 1

Para o elemento “2” da Figura (4.13), como no caso da barra, tem-se

2 21 2
== ox—— = == x-1,
$=T57T3 ¢ =1
entao:
.2,
dx I

Se para ambos os elementos que compdem a discretizacdo da viga apresentada na Figura (4.13)

€ valida a relacio

‘x E

4% _2
dr |

tem-se:
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d’N, _d°N, (dEY d’N, d°N, 4
— = ol = = cati (4.48)
dx dé* {dx dx dés 1
De forma analoga, obtém-se:
d*N_, d°N, (déY d*N_ d'N, 4
2 7 | . = 2 2 T (4.49)
dx d& dx dx dés 1

De acordo com {4.46), as contribuigdes, segundo integrac@o local, para cada uma das vinte e
cinco posicdes da matriz de rigidez global da estrutura interpolada por splines cibicas (conforme
exposto em 4.7.2 sobre a criagdo dos nds auxiliares, conforme a associag@o, ja descrita neste capitulo,
do topo da spline com o ndé em que esse topo estd posicionado, e segundo o procedimento de
interpolacdo por spline descrito no capitulo 3) sdo apresentadas, com a inclusdo das fungdes splines

utilizadas e vinculadas ao nd cujo topo dessas foi posicionado, como:

-) primeiro elemento: M (&) = -——3 £ +-j_, & M—Z 5-&—% vincula-se a0 n6 0 = M (&) = N,(x);
M;(§)=% & w% E* +1 vincula-se aoné 1 = M, (&) = N,(x);
Mz(f):——% §3+% 52-!-% f-&-«i»vincuia—se ao né 2
= M,(§)= Ny(x):e
Mi(g)xi— £ vincula-se ao né 3 = M, (£) = N,(x).
T .4.3 ., 3 1. .
-) segundo elemento: M4(§):--4— & %—Z & ~2 §+Z vincula-se ao né 1 => M, (&)= N,(x);

M_,}(f):% 53-——2— §2+1 vincula-se ao né 2 =>M3(§)EN2(x);

3 . 3 ., 3 1.
M =ol Fe— Ff+— ¢+ —vincula-se ao no 3
2(5) 4 5 4 5 “'4 St 4

= M(E)= N, (x):e



Ml(f):i- & vincula-se aoné 4 = M, (&) = N, (x).

-) as contribui¢des:

onde:

sendo que: o primeire termo da integral,

§
KO%

Ky =Ky, + Ky, =Ky, +0= Ky,

K&i € a contribui¢io, para a linha “0” — coluna “0” da matriz de rigidez do sistema interpolado

por splines, gerada através da sobreposi¢io de dois trechos polinomiais ocorrida no elemento

“17 da discretizagio da Figura (4.13); e

K(ng € a contribuicio, para a linha “0” — coluna “0” da matriz de rigidez do sistema interpolado

por splines, gerada através da sobreposicio de dois trechos polinomiais ocorrida no elemento
“2” da discretizagio da Figura (4.13) (no caso da linha “0” — coluna “0” da matriz de rigidez do
sistema interpolado por splines, a sobreposicio de dois trechos polinomiais ocorre

“I”

exclusivamente no elemento , portanto, somente a contribuigdo gerada nesse elemento sera

enviada para totalizar as contribuictes da linha “0” — coluna “0” dessa matriz);

L
mEdezN“ 4N, dx“Ede2M4 Ay &m, _{Z_‘g,zidf =
L dxt dx? ¢ dEr ldx ) dE ldx ) 2
1 2 2
= Kg(,mEdeﬂf“ 34M 31 e as
v dEF 1 dEF 1 2

4
d&?

p

4
, estd multiplicado por «im em funcio de (4.48);

4
d 2

4
0 terceiro termo da integral, , esta multiplicado por —1— em funcio de (4.49); ¢

W1 d&” ocorre em funcio de (4.40), como no caso da barra.

5 S _ S S
= Ky, + Ko, = Ky, +0= K,
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L

s 2N d°N, d& d
KOI—EJJ — _Efjd§2 (EJ i (Exéi] S =

1 2 2
M
= K;L*Efjd s 2 dM, 2 1 g - ams
$dEt 1 dEt 1 2
Kosz = ngl + Kégzz = ng; +0= Kégm
I.
W d’N, cd*M, (dEY d*M
KQZ*EJJ = dx=E [ (Exé] %,..Ez_(déj Lae o
1 2 2
M, 4 d°M, 4 1
= K, =EJ — L — dE=0
% jdgz 1 d&e? 1 2 d
Koss = cha; + Kosxz = Kgm +0= Kl':)gﬂl
L
2 2 d
J ' —Ejjdz(éf}d (d—ﬂéfﬂ
5 < X & x
d’M, 4 d°M, 4 1
= K> =EJ — L2 2 dE=1575
o dez 1 4 1 2 d
Ky =Ko +Kgy, =0+0=0
K3 =K5 +Kpy, = Ky, +0= K5,
L
2d*N, d°N d*M, (dEY dEY
s _ 1 O dy =E J —= —. wd =
Ko o ar ax ! 2E° | dx d§ ol 3%
1 2 2
d*M. 4 d*M, 4 1
S —F ] i Lo — dE=-4725
= K -{[dgz 1 déEr 1 2 §
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s s s
K =K, +K

112

L

KH—EJj

_p g [EMy () d°M, (dgY 1
EJJdé? (dx) dE (dx S
M

2N dZN Ld 4N

lq

0 X dx 2
= KSmEde2M3 4 dM, 4 L
! D dET 1 dE 1 2
+EJ jdlM“ 4 dM, 41 d& =1260
L dER 1 dET 1 2

K, = Ky +Kp,

L

24N, d’N LN, d°N
Ky=EJ == ==L dx+EJ [S58 52 ax =

0 dx £ dx_ dx_

2

dx
_ 4 11
—Eji = [dXJ dE (dx] 7 4t

1
s ~
= K‘“Ejidgz T a1 2%
EJ jdzM“ 4 d4M, 41 dE =—945
o dEP 1 d&t 1 2
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Ld* N d’N,
dx?

2

td’M, (d& dé
:E]idz {“ZEJ 4 {EEJ 7 4o

3 dg
+Ejjd§2 (de dg (—c-l_x—j 2% =

K5 =K +K),=0+K,, = K

dN d’N, _@éz dé
Td dXEJJdr:Z (dx} dé? [dx)?. de =

d’M, 4 d’M,
dé? 1

3
KM

2

(9

dé =

73

i
= K]imEJj 2

21
12

5 8 3
K250 = K'fﬂ] + sz - K"Gi +0=K

Pl
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mEJj i (‘;f)

M 4 d'M 1
= K =E/J - L — — df+
Z J 1 d& 1 2 3
M, 4 d'M, 4 1
+E J - L~ dE=—945
j dé* 1 d& 1 2 ¢
K= Ky + K,
L
2N d*N. Yd’N, d°N
S > -2 2 2 —
Kzszjj' 2 g Ejldxz 3 dr=
3
d 2d2 ) 2
,.,EJj M; de ——Afzm de Loy
d& dx | d& x ) 2
e M (4T LM, (dEV )
$dE \de ) d&E ldx ] 2
M, 4 d*M, 4 1
K =EJ - L —dEé+
=t jdledlezg
2
+EJ] M 2AM, 3] e 00
1 dEr 1 2

5 5 5
Ky = Koy + K3y
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cd’M, 4 d'M 1
= K,=EJ - L — —dE+
® -([dé" 1 d& 2
Cd*M, 4 dM, 4 1
+EJ[=5 - =5+ — < dé=-945
bdEr 1 dEE 1 2
Kzsa = Kzsm + K§42 =0+ K'i%z = K2542
XS = a’NdZN X_d_édMﬁlﬁig
# de | dE* ldx ] 2
cd*M. 4 d*M, 4 1
S:EJ 3 7 31 _— _d"ZO
= K i a2 1 a@ 1 2%
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L

2d2N dQ,N L 32 2
Kw—EJf 5 2*d+51jd1\2’*d}f‘ dx =

de dx I X dx

_ g (M, (dS d&
—Ej-ldéz (dx} FEN {EEEJ 7 %

d& dé
+Ejfd§2 (dx] dE [ZJ 2% =

2
5 _ M, 4 d°M, 4 1
= & Efjdgz T a7 2%
d’M, 4 d*M, 4 1
+EJ}' 2 T S n —é—dfx
K”fz = K.fm + K_%Szz
L
o gy (N N, LN, N,
L7 R -G[dxz dxz x+EJ1!: 5 3 dx:




2 32 d2 L 12ar 2 g
K;:Ejjdf‘ A;-‘ dx+EdeAff d’\f»dx:
gdx a.!x u:;:dx_ dx_
Yd*M, (d d*M, [d
g [ () (f e
D dEP \dx ) dE \dx ) 2
*EJJ' £  (dEY My (dEY 1 L
d& dx d§ dx | 2
d’M, 4 d°M, 4 1
= KS_“E] e — —df+
. jd;” 1 d&* 1 2 d
a’M, 4 d'M,
+E.fj 2 = d - 4 L gz 21260
dé* 1 dEt 1 2

5 5 5 _ s _ S
K;, =Ky, + K5, =0+ Ky, =Ky,

v

2N dzN

CdM, (dEY M, (dEV 1
d&? [dx] ag [dx} 2% =

Ld*N, d*N LdiM dg dg
Ki=EJ : L0 papy L =
41 VI[’ dxz dx2 J‘ dé- dx dg dx 2 5
2

165



Kfz = Kf:u + Kfzo =0+ Kf?z - Kef?z
d*N, d°N M, (dEY d°M, (dEY 1
K),=EJ L dx=EJ L e e
“ !dx dx’ dez {de d&? (dx) %=
3
d’M, 4 d’M
= Kfszdeéz 2 d?’3§' }idé":o
£
Kf.% = Kf}; + Kzf]z = O-i-K,f% = waz
d’N, d°N d*M, (dEY d*M, (dé
Ki=EJ —~i dx=EJ — & =
“ ! dx’ jdg (dx] P (asz 2 %
2
2
M, 4 d'M, 4 1
SN Kfqﬂgfjdé2 - d.§2 = S dE=—4725
KiﬁKgm'kK:asz'*'Kiz:K;z
L 2 d N 1 __
K;mEJj N, k= EJj M, (dEV &M, (dgY Lae =
;A dxt dé* | dx d§ dx ) 2
2
= KS*EJI M, 2 ‘“f 2L ae<ns
dE* 1 dEt 1 2
Agrupando-se as contribuicdes na matriz sz , tem-se
[ 315 4725 0 1575 0 ]
—4725 1260 -945 0 1575
[k5]=| © -945 1890 945 0 |
1575 0 -945 1260 -—4725
0 1575 0 —4725 315

A mesma regra de montagem para a matriz de rigidez global do sistema interpolado por splines,

[Kfn] discutida na se¢do anterior para o problema da barra, pode aqui ser repetida, ou seja, a

166



montagern dessa matriz a partir das matrizes elementares é absolutamente idéntica a discutida no
estudo da barra. Portanto, a representaco esquematica das contribuigOes elementares, na matriz de

rigidez global, & aqui repetida:

om0 0 o
M )+l O+R] O+R] []
ki l=10) +R]1 0)+R]1 0)+2] [
0 O+ O+R 0+ [
0 2] 2] 2] [2]]

IMEERE . ,
; L gt 0 F 0 5
_0,009375] |4 : " 2
~0,1125 DR OR 0m, 0 m
. ’ 1 1 3 3
{5} =1-020625 ;+ TE B ot o
~0,1125 or! 1E| lom om
— 0,009375 :
) 0 F _l_lr _3. 0 m,
| 47 2™ |

sendo que a primeira parcela do lado direito, referente & carga uniformemente distribuida sobre a viga,

¢ composta, conforme (4.44), por
L
- qj N, dx.
o]

Utilizando-se as mesmas fung@es polinomiais componentes dos quatro trechos de uma spline
ctibica completa, todas definidas no intervalo de 0 a 1, que foram empregadas na constituicdo da
matriz de rigidez do sistema interpolado por splines, conforme (4.34), (4.35), (4.36) e {4.37),

respectivamente,
1 .- 3 ., 3 1
M = = T —— Lt
4(5) A f “"4 5 A é: P
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3 0 3 .
M%(é)“zé: "55 +1;
ME)=-2 842 el el

g
=t e

pode-se obter a parcela, do vetor de carga do sistema interpolado por splines, referente ao

carregamento uniformemente distribuido sobre a viga através das seguintes integrais:

e 1
~03[ N, —dx =-0000375 ,
il 12
—0,3}(1\?3; + N4I)é~a’x =-0.1125
G
- 0,3}(2\/2: +N, )%dx = 0,20625 ,
0

- 0,35[(1\7]1 +N, )—;ldx = -0,1125
0
[+

i
i
~03] N, —dx=-0,009375 .
« 9
)

E, a equag@o matricial [K,i!] {Ci}Z {f,s } conforme (4.20), do sistemna interpolado por spline

torna-se



[ 315 —4725 0 1575 0 1lg) [-0009375]
—4725 1260 -945 0O 1575 | l¢ — 01125
0 —-945 1890 945 0 {c, p=1-0,20625 ¢+
1575 0 -945 1260 —4725||¢| |-01125
0 1575 0 -4725 315 ||¢] |-0,009375
r ~ i 3
'»5»1:“\ (0.F,] |0m, —5
47" 0.FE | |0m, 0m,
LE, 1 '
+1 S,__<—AF; +_§ 5_43
4 I.F,
0.F, i 0 rm, 0m,
o0F; (3B |3 om
3

Conforme ja exposto em4.7.1,

I I
w, = w(xzx, ﬂO)chZ~+~c, 1~+(;22§:+.c3 O+c, O
[ 3 3
g :8(x=xE :":O)z CO(_EJ+C] 0—3—025-%-(;3 O0+c¢, O

1 1
W ::W(xzxa z0,5)=co G+c,v:/;—i—c1 1—%—c3z+c4 0

1 1
Wy ﬂw(x—-x3 = I)ﬁco 0+¢ 0+c,zz-£-c3 1+C4Z

3 3
93=9(x:x3 :E):cc, O+c¢ O+¢, -5 + ¢, 0+04—2-

faz com que a equagdo matricial [K C] {ci}m {wr}, conforme (4.23), torne-se
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l 1 l 0 0-
4 4 _
3 3 c w
- 0 = 0 0" 1
2 2 € g,
1 1 )
0 E i Z O|vcp=9w,¢
I 1] ic Wy
o o0 — 1 =
4 41 ¢ A
0 0 -2 g 2
] ) 2]
onde,
—'i— 1 ! 0 O—
4 4
E 0 > G 0
2 2
1 1
K|l=t0 - 1 — 01,
[C] 4 4
0 o +~ 1 1
4 4
3 3
0 0 —— ¢ =
L 2 2]
e
fWE
8,
{wc}:<w3'
Wy
[ZA

Através do que foi exposto em 4.7.3.2 a respeito da metodologia utilizada, chegou-se, conforme

(4.28), a
[ ][] [ ] e =] {57}

onde,

(& (&) [B]" = K] €

ARSI



Dessas operagbes matriciais responsdveis, respectivamente, pela transformacdo de

[thn] e {f ;S} em [Kﬁs,-c(,] e { fﬁﬁw} resultaram

[ 3150 945 -5040 1890 —315]
945 3675 -1260 315 ~525
[K,..|=| 5040 —1260 10080 —5040 1260
1890 315 -5040 3150 -945
-315 -525 1260 ~945 3675]

e
(—0,075 £l [o
~000625| | 0 | |-m,
{faw] =1-015  {+1 0 b+40
~0,075 -F| o
000625 | | 0] im

Conforme (4.29),

] =)

e, com a imposigio das condigbes de contorno, conforme (4.44),

w0} =0,
M (0)=0,
wll)=0,

M L)=0;

pode-se colocar, matricialmente,
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[ 3150 945 ~5040 1890 -315] [w,=0] [-0075

945 3675 ~-1260 315 -525||g —0,00625
-5040 -1260 10080 -5040 1260 | 4w, =1-015 +
1890 315 -5040 3150 -945||w, =0 |-0075
| -315 -525 1260 -945 3675)|a | 1000625
F, 0
0 —my =0
+40  ¢4+40 >
~F, 0
0 =0

obtendo-se como solugio

6, = -0,000238095
w, = -0,0000744048
6, = 0,000238095

F, = 0,150000492
F, = -0,150000492 -

Através de (4.23),

LARSI S

pode-se recuperar os coeficientes das splines ciibicas, vinculadas a cada um dos nés da discretizacdo

através do posicionamento do topo de cada uma delas nesses respectivos nds, ou seja,

T S
4 4 S
20 2 g of|%] [m=0
2 2 | |6 =-0000238095
0 7 1 7 0|ia=1w =-00000744048 .
1 } C3 W; = O
0 0 - 1 - "
4 4 e, le =0000238095
0 0 -2 ¢ 2
L 2 2]
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Vetorialmente, a solugo para os coeficientes das splines pode ser apresentada como

] [0.0000859786 |

¢ ~3,3068 .10°°
{} =16 = 1-00000727514 .
¢|  |-33068 .10

c,) |0,0000859786 |

Numericamente, os resultades analiticos sdo comparados com os obtidos através da interpolacio
por splines nas Tabelas (4.3), (4.4), (4.5) e (4.6) .

De posse dos coeficientes das splines, com os respectivos topos posicionados em cada um dos
noés da discretizagio, torma-se possivel a plotagem dos resultados obtidos para o elemento estrutural
“Viga”, como apresentado a seguir nas Figuras (4.14), (4.15), (4.16) e (4.17).

A funcdo deslocamento, dentro dos Hmites compreendidos pelo elemento “1” da Figura (4.13)

1 . . . .
(O £x= —2— , para a estrutura em forma de viga analisada € escrita como:

w(x)= icﬁz N, (x)= ¢ Ny(x)+¢ N(x)+cd N(x)+cd N(x)+cl N (x) =

)

12 Y 3(2 Y 3(2 1

= w(x)=0,0000859786 | —— [M x} +2 = xJ 2 [_ x}.,...
4|1 4 Ll

+(-33068.10°) |2 {2 x| =2 |2 x| 41|+
411 21

3
+(~0,0000727514) EAR R
411 4

12 Y]
+(-33068.10°) |- | - J+ 0.0000859786. 0
\
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A fungao deslocamento, dentro dos limites compreendidos pelo elemento “2” da Figura (4.13)

1 . . . .
(E < x <1 |, para a estrutura em forma de viga analisada é escrita como:

Cn Nolx)= 65 Noa)+¢" Ni(x)+¢5 N, (x)+¢f Ny(x) 4§ Ny(x) =
m=0

= w(x)=0,0000859786 . 0+
3 2
+(-33068 .107) S [ERNINY RS R DR RN ML
4|1 41 4|1 4
3(2 Y 3(2 i
+(=0,0000727514) | = | = x—1| == | = x~1| +1]=+
401 2 |1
3f2 YV os(2 Y 302 1
+(~33068.107°) =2 |2 o1 +2 |2 xo1 | 42 (2 oo |41
401 411 411 4
) 3
+0,0000859786 E@» ( n x—lﬂ
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-0.00001 0.2 0.4 0.6 0.8 1

-0.00002
-0.00003
~-0.00004
~0.00005
-0.0000¢
-0.00007

Figura (4.14): Deslocamentos transversais w da viga biapoiada, discretizada por dois elementos,

comparados com a solugdo analitica (solucées analiticas conforme Popov (1978)).

Tabela (4.3): Deslocamentos transversais w da viga biapoiada, discretizada por dois elementos,

comparados numericamente com a solugdo analitica.

X Resultado Resultado |% de ermi
[m] Analitico {(w) Obtido (w)
0 0 0 0
0,125 -0,00002889 -0,0000283668 1,81101
0,25 -(,0000530134 -0,0000520833 1,75446
0,375 -0,0000688825 -0,0000683594 0.,756409
0,5 -0,0000744048 -0,0000744048 0
6(x)
0.0002
0.0001.
X
-0.0001
~0.0002

Figura (4.15): Rotagdes O da viga biapoiada, discretizada por dois elementos, comparados com a

solucdo analitica.
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Tabela (4.4): Rotacées 6 da viga biapoiada, discretizada por dois elementos, comparados

numericamente com a solugdo analitica.

X Resultado Resultado % de erm[
fm] Analitico (8) Obtido (&)
0 -0,000238005 -{,000238095 0
0,125 -0,000217634 -0,000212054 2.56394
0,25 -0,00016369 -0,000163691 0,00061090G7
0,375 -0,0000874256 -0,0000930061 6,00014
0.5 0 0 Q
M(x)
0.04
0.03
0.02
0.01
. 2 0.6 L1

Figura (4.16): Momentos Fletores M da viga biapoiada, discretizada por dois elementos,

comparados com a solugcdo analifica.

Tabela (4.5): Momentos Fletores M da viga biapoiada, discretizada por dois elementos, comparados

numericamente com a solugdo analitica.

X Resultado Resultado i% de erm‘
Imi Analitico (M) Obtido (M)
0 0 0,00624985
0,125 0,0164062 0,0156249 4,76222
0,25 0,028125 0,025 11,1111
0,373 00351562 0,034375 2,22208
0,5 0,0375 0,0437301 14,2859




0.2 0.4 5 0.8 10
-G.05}
—0.3r \
-0.15t

Figura (4.17): Esforcos cortantes V da viga biapoiada, discretizada por dois elementos, comparados

com a solucdo analifica.

Tabela (4.6): Esforcos cortantes V da viga biapoiada, discretizada por dois elementos, comparados

numericamente com a solugcdo analitica.

X Resultado Resultado l% de erm{

[m] Analitico (V) Obtido (V)

0 0,15 0,0750005 49 9597
0,125 0,1125 0,0750005 33,3329
0,25 0,075 0,0750005 0.000666662
0,375 0,0375 0,0750005 50,0003

0,5 0] 0.0750005

Nesta se¢do, a equacio dos deslocamentos apresentados pela viga biapoiada, a qual conforme
(4.45) é uma equagio de grau 4, foi aproximada através de uma interpolac@o por splines cubicas, as
quais sdo polinomiais por partes de grau 3, sendo que o dominio completo abrangendo a extensao
longitudinal da viga foi discretizado por dois elementos.

Conforme a Figura (4.14), a qual apresenta uma comparagao grafica dos resultados obtidos para
os deslocamentos transversais da viga ¢ os obtidos analiticamente, e conforme a Tabela (4.3), a qual
apresenta uma comparagio numérica entre esses valores, observa-se a obtencfio de resuitados
relativamente aceitdveis, apesar da aproximagio ter sido feita por polindmios de grau 3, enquanto a

solugdo analitica ¢ dada por um polindmio de grau 4.
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Conforme a Figura (4.15}, a qual apresenta uma comparagdo grafica dos resultados obtidos para
as rotagdes da viga ¢ os obtidos analiticamente, ¢ conforme a Tabela (4.4), a qual apresenta uma
comparag@o numérica entre esses valores, observa-se uma elevagio da porcentagem de erro em relagio
a porcentagem de erro apresentada pela comparagio dos deslocamentos transversais.

Conforme a Figura (4.16), a qual apresenta uma comparacio grifica dos resultados obtidos para
os momentos fletores da viga e os obtidos analiticamente, e conforme a Tabela (4.5), a qual apresenta
uma comparagio numérica entre esses valores, observa-se a obtencio de resultados nada aceitdveis.

Conforme a Figura (4.17), a qual apresenta uma comparagdo gréfica dos resultados obtidos para
os esforgos cortantes da viga e os obtidos analiticamente, e conforme a Tabela (4.6), a qual apresenta
uma comparagdo numeérica entre esses valores, confirma-se a ndo possibilidade de comparacio entre
os resultados analiticos e os obtidos através de uma interpolagdo ctbica, pois, se a interpolagio é
clibica, a derivada terceira desta € uma constante, e a derivada terceira da solugdio analitica dada por
um polindmio de grau 4 € um polindmio de grau 1.

Portanto, na préxima se¢fio, mantendo-se a interpolacdo por splines cidbicas serd buscada uma
melhor aproximacio, através de uma discretizacio mais refinada por um maior niimero de elementos,
para os momentos fletores da viga. Conseqientemente, uma melhor aproximagio para os

deslocamentos transversais e para as rotagoes sera também obtida.

4.8.4 ESTRUTURA EM FORMA DE VIGA BIAPOIADA
DISCRETIZADA POR QUATRO ELEMENTOS

Na presente secdo serd estudado o comportamento de uma viga biapoiada. Conforme a Figura
(4.18), essa estrutura submetida a um carregamento transversal uniformemente distribuido ao longo de
seut eixo longitudinal, apresenta-se discretizada por quatro elementos.

O estudo do comportamento dessa viga envolvera uma interpolaciio por splines ciibicas, sendo
gue estas polinomiais por partes serdo responsdveis pela aproximacio dos deslocamentos transversais,
das rotacBes, dos momentos fletores e dos esforgos cortantes apresentados pela estrutura exposta na

Figura (4.18).
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Elemento 1

Elemento 2
— g=034¢/m
Elemento 3

Elemento 4

A 4 h YyYYyYvy A A A A 1F‘!1 YYYyYYy nr’vvvv

0,10m
E = 21000000 #f /m* 7 —x¥
’ 0,03 m
£l

J = 0,0000025 m*

A = 0003 m* 7{%4

Figura (4.18): Viga biapoiada, discretizada por quatro elementos, solicitada por uma carga

uniformemente distribuida.

Como condi¢des geométricas da estrutura, tem-se:

-y comprimento do vio: L=1 m

-) drea da se¢@o transversal: 4 = 0,003 m e

-) mommento de inércia a flexdo: J = 0,0000023 m' .

Como caracteristica do material da estrutura, tem-se:

-} médulo de elasticidade longitudinal: E = 21000000 f /m’.

A estrutura apresenta-se em termos de vinculacao como:
-) apoiada (extremidade esquerda) - apoiada (extremidade direita).

Como condigdes de contorno, conforme os vinculos aos quais a estrutura estd submetida, tem-se
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w(0) =0

MA0)=0:
) w(l)=0: ¢
ML}=0.

O carregamento sob o qual a estrutura estd submetida é:

-y g =03 f /m (carga uniformemente distribuida).

Segue-se com a apresentagdo do conjunto de resultados obtidos:

-0.00001 0.2 0.4 0.6 0.8 1
-0.00002
-0.00003
-0.00004
-0.00005
-0.0000¢6
-0.00007

wlx)

Figura (4.19): Deslocamentos transversais w da viga biapoiada, discretizada por quatro elementos,

comparados com a solucdo analitica.

Tabela (4.7): Deslocamentos transversais w da viga biapoiada, discretizada por quatro elementos,

comparados numericamente com a solucdo analitica.

X Resultado Resultado % de erm‘
[m] Analitico {(w) Obtido (w)
0 0 0 0
0,125 -0,00002889 -0.000028832 0,200762
0,25 -0,0000530134 -0,0000530136 0,000377262
0,375 -0,0000688825 -0.0000688247 0,083911
0,5 -0,0000744048 -(0,000074405 (,000268799

& x)
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0.0002F

0.0001F

-0.0001¢

-0.0002¢

Figura (4.20): Rotagdes € da viga biapoiada, discretizada por quatro elementos, comparadas com a

solugdo analitica,

Tabela (4.8): Rotacdes 8 da viga biapoiada, discretizada por quatro elementos, comparadas

numericamente com a solucdo analitica.

X Resultado Resultado i% de errof
[m] Analitico (&) Obtido {8)
0 -(0,000233095 -0,000238096 0,000419999
0,125 -0,000217634 -0,000217635 0,000459485
0,25 -0,00016369 -0,000163691 0,000610907
0,375 -0,0000874256 -0,0000874254 0,000228766
0,5 0 0 0
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Figura (4.21): Momentos Fletores M da viga biapoiada, discretizada por quatro elementos,

comparados com a solu¢do analitica.

Tabela (4.9): Momentos Fletores M da viga biapoiada, discretizada por quatre elementos,

comparados numericamente com a solucéo analitica.

X Resultado Resultado % de erro‘
[m] Analitico (M) Obtido (M)
0 0 0,00156229
0,125 0,0164062 0,0156251 4,761
0,25 0,028125 0,0296879 5,26443
0,375 0,0351562 0,0343751 22218
0,5 0,0375 0,0390623 3,59951
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Vix)
0.15

0.2 G.

Figura (4.22): Esforcos Cortantes V da viga biapoiada, discretizada por quatro elementos,

comparados com a solucdo analitica.

Tabela (4.10): Esforcos Cortantes V da viga biapoiada, discretizada por quatro elementos,

comparados numericamente com a solucédo analitica.

X Resultado Resultado l% de erml

[m] Analitico (V) Obtido (V)

0 0.15 0.112503 24,998
0,125 0,1125 0,112503 0,0026666
0,25 - 0,075 0,112503 33,3351
0,25 + 0,075 (,0374974 50,0035
0,375 0,0375 0,0374974 0.00693333

0,5 0 0,0374974

Nesta secio, a equagdo dos deslocamentos apresentados pela viga biapoiada, a qual conforme
(4.45) é uma equacio de grau 4, foi aproximada através de uma interpolagio por splines cubicas, as
quais sdo polinomiais por partes de grau 3, sendo que o dominio completo abrangendo a extensdo

longitudinal da viga foi discretizado por quatro elementos.



Conforme a Figura (4.19), a qual apresenta uma comparagio grifica dos resultados obtidos para
os deslocamentos transversais da viga € os obtidos analiticamente, e conforme a Tabela (4.7), a qual
apresenta uma comparagdo numérica entre esses valores, observa-se uma melhoria nos resultados
obtidos em relacdo aos obtidos por uma discretizagio através de dois elementos (sendo ambos
comparados com a solugdo analitica), apesar da aproximacio continuar sendo feita por polindmios de
grau 3, enquanto a solugdo analitica € dada por um polinémio de grau 4.

Conforme a Figura (4.20), a qual apresenta uma comparacio grafica dos resultados obtidos para
as rotaces da viga e os obtidos analiticamente, e conforme a Tabela (4.8), a qual apresenta uma
comparagao numeérica entre esses valores, observa-se também uma melhoria nos resultados obtidos em
relagio aos obtidos por uma discretizagdo através de dois elementos (sendo ambos comparados com a
solugdo analitica).

Conforme a Figura (4.21), a qual apresenta uma comparacio grafica dos resultados obtidos para
os momentos fletores da viga e os obtidos analiticamente, e conforme a Tabela (4.9), a qual apresenta
uma comparagio mnmeérica entre esses valores, observa-se a obtencio de uma sensivel melhoria nos
resultados obtidos em relagdo aos obtidos por uma discretizagdo através de dois elementos (sendo
ambos comparados com a solugdo analitica). Portanto, o objetivo principal dessa nova discretizagdo
através de quatro elementos foi totalmente atingido.

Conforme a Figura (4.22), a qual apresenta uma comparacio grifica dos resultados obtidos para
os esfor¢os cortantes da viga e os obtidos analiticamente, e conforme a Tabela (4.10), a qual apresenta
uma compara¢do numérica entre esses valores, confirma-se a continuidade da defasagem dos
resultados obtidos quando comparados com a solu¢do analitica.

Na proxima secdo, mantendo-se a interpolagdo por splines cibicas serd buscada ainda uma
methor aproximagdo, através de uma discretizac&o mais refinada por um maior nimero de elementos,
para os momentos fletores da viga. Conseqiientemente, uma melhor aproximagio para os

deslocamentos transversais ¢ para as rotacdes serd também obtida.

4.8.5 ESTRUTURA EM FORMA DE VIGA BIAPOIADA DISCRETIZADA
POR OITO ELEMENTOS

Na presente secdo serd estudado o comportamento de uma viga biapoiada. Conforme a Figura
{4.23), essa estrutura submetida a um carregamento transversal uniformemente distribuido ao fongo de

seu eixo longitudinal, apresenta-se discretizada por oito elementos.
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O estudo do comportamento dessa viga envolverd uma interpolagdo por sphines cibicas, sendo
que estas polinomiais por partes serdo responsdveis pela aproximagio dos deslocamentos transversais,

das rotacdes, dos momentos fletores ¢ dos esforgos cortantes apresentados pela estrutura exposta na

Figura (4.23).

— Elemento 1

Elemento 2
Elemento 3
Elemento 4

— gq=031t/m

e Blemento 5
—p Elemento 6

Y 4 Elemento 7
/ /—> Elemento 8

h A YYYVYYYY YYYYYYVYY

0,10m
E = 21000000 1f / m® L
0,03 m

)
#
J = 0,0000025 m* ¥ 7

A =0,003 m

Figura (4.23): Viga biapoiada, discretizada por oito elementos, solicitada por uma carga

uniformemente distribuida.

Como condigBes geométricas da estrutura, tem-se:

-y comprimento do vao: L=1 m

-} area da secdio transversal: A = 0,003 m e
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-} momento de inéreia a flexdo: J = 0,0000025 ' .
Como caracteristica do material da estrutura, tem-se:
-) médulo de elasticidade longitudinal: E = 21000000 # /m’.

A estrutura apresenta-se em termos de vinculago como:
-) apoiada (extremidade esquerda) - apoiada (extremidade direita).

Como condigbes de contorno, conforme os vinculos aos quais a estrutura estd submetida, tem-se

O carregamento sob o qual a estrutura esta submetida é:

-) g = 0,3 #f /m {carga uniformemente distribuida).

Segue-se com a apresentacio do conjunto de resultados obtidos:

3

-0.0000% G.2 0.4 0.8 0.8 i
~0.00002
-0.00003
-0.00004
~3.00005
-0.60006
~0.00007

w{x)

Figura (4.24): Deslocamentos transversais w da viga biapoiada, discretizada por oito elementos,

comparados com a solucao analitica.



Tabela (4.11): Deslocamentos transversais w da viga biapoiada, discretizada por oito elementos,

comparados numericamente com a solugdo analitica.

X Resultado Resultado % de erm‘
{m] Analitico (w) Obtido (w)
0 0 0 0
0,125 -0,00002889 -0,0000289106 0,0712541
0,25 -0,0000530134 -(0,0000530506 0,0701217
0,375 -0,0000688825 -0,0000689304 0,0694904
0,5 -0.0000744048 -0,0000744563 0,0691681
&(x)
0.0002
0.0003
0.6 0.8 .
-0, 0001
«0. 0002

Figura (4.25): Rotacées 8 da viga biapoiada, discretizada por oito elementos, comparadas com a

solugdo analitica.

Tabela (4.12): Rotacées 6 da viga biapoiada, discretizada por oito elementos, comparadas

numericamente com a solugdo analitica.

X Resultado Resultado % de erm|
{m} Analitico (8} Obtido (8)
0 -0,0002380G5 -(,000238267 0,0721879
0,125 -(0,000217634 -0,000217787 0,0702521
0,25 -0,06016369 -0,000163801 0,0677652
0,375 -(,0000874256 -0,0000874842 0,06698
0,5 0] 0 0
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Figura (4.26): Momentos Fletores M da viga biapoiada, discretizada por oito elementos,

comparados com a solucdo analitica.

Tabela (4.13): Momentos Fletores M da viga biapoiada, discretizada por oilo elementos,

comparados numericamente com a solucio analitica.

X Resultado Resultado !% de erro{
[m] Analitico (M) Obtido (M)
0 0 0,000391595
0,125 0,0164062 0,0168122 241491
0,25 0,028125 0,02853355 1,43856
0,375 0,0351562 0,0355708 1,16556
0.5 0,0375 (1,0379159 1,0969
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Figura (4.27): Esforcos Cortantes V da viga biapoiada, discretizada por oito elementos, comparados

com a solucdo analitica.

Tabela (4.14): Esforgos Cortantes V da viga biapoiada, discretizada por oito elementos, comparados

nrumericamente com a solucdo analitica.

X Rem’z%tado Resultado i% de {_,rml
[m] Analitico (V) Obtido (V)
0 0,15 0,131363 12,4233
0,125 - G,1125 0.131365 14,3608
0,125+ 0,1125 0,0937863 16,6344
0,25 - 0,075 0,0937863 20,031
0,25 + 0,075 0,0562827 24,9564
0,375 - 0,0375 0,0562827 33,3721
0,375+ 0,0375 0,0187609 49,9709
0,5- 0 0,0187609

Nesta secio, a equagio dos deslocamentos apresentados pela viga biapoiada, a qual conforme
(4.45) € uma equacdo de grau 4, foi aproximada através de uma interpolacio por splines cibicas, as
quais sdo polinomiais por partes de grau 3, sendo que ¢ dominio completo abrangendo a extensdo

longitudinal da viga fol discretizado por oito elementos.
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Conforme a Figura (4.24), a qual apresenta uma comparagfio grifica dos resultados obtidos para
os deslocamentos transversais da viga e os obtidos analiticamente, e conforme a Tabela (4.11), a qual
apresenta uma comparagio numeérica entre esses valores, observa-se uma melhoria nos resultados
obtidos em relagio aos obtidos por uma discretizacio através de dois elementos e em relacdo aos
obtidos por uma discretizacdo através de quatro elementos (sendo todos comparados com a solucio
analitica), apesar da aproximagéo continuar sendo feita por polinémios de grau 3, enquanto a solucio
analitica € dada por um polinémio de grau 4.

Conforme a Figura (4.25), a qual apresenta uma comparacio grafica dos resultados obtidos para
as rotagdes da viga ¢ os obtidos analiticamente, e conforme a Tabela (4.12), a gual apresenta uma
comparagdo numeérica entre esses valores, observa-se também uma melhoria nos resultados obtidos em
relagio aos obtidos por uma discretizagio através de dois elementos e em relacdo aos obtidos por uma
discretizaglo através de quatro elementos (sendo todos comparados com a solugio analitica).

Conforme a Figura (4.26), a qual apresenta uma comparacéo grafica dos resultados obtidos para
os momentos fletores da viga e os obtidos analiticamente, ¢ conforme a Tabela (4.13), a qual apresenta
uma comparagdo numérica entre esses valores, observa-se a obtenciio de uma sensivel melhoria nos
resultados obtidos em relacfo acs obtidos por uma discretizacdo através de dois elementos ¢ em
relagdo aos obtidos por uma discretizagdo através de quatro elementos (sendo todos comparados com a
solu¢do analitica). Portanto, o objetivo principal dessa nova discretizaciio através de oito elementos foi
totalmente atingido.

Conforme a Figura (4.27), a qual apresenta uma comparagio gréfica dos resultados obtidos para
os esforgos cortantes da viga e os obtidos analiticamente, e conforme a Tabela (4.14), a qual apresenta
uma comparacdo numérica entre esses valores, confirma-se a continuidade da defasagem dos

resultados obtidos quando comparados com a solucao analitica.

4.8.6 ESTRUTURA EM FORMA DE VIGA BIENGASTADA
DISCRETIZADA POR DOIS ELEMENTQOS

Na presente se¢io serd estudado o comportamento de uma viga biengastada. Conforme a Figura
(4.28), essa estrutura submetida a um carregamento transversal uniformemente distribuido ao longo de
seu eixo longitudinal, apresenta-se discretizada por dois elermnentos.

O estudo do comportamento dessa viga envolverd uma interpolacdo por splines cibicas, sendo

que estas polinomiais por partes serdo responsaveis pela aproximacao dos deslocamentos transversais,
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das rotagBes, dos momentos fletores e dos esforgos cortantes apresentados pela estrutura exposta na

Figura (4.28).

2
P

g=03 1t Im

Elemento 1
/ ~.p Elemento 2

,e" 7
/ 7
f’ /f

-

]

AN
AN

L=1m

0,10 m
E = 21000000 ¢f / m* 7 —
’ 0,03 m
4

J = 0,0000025 n* L
A =0,003 m’ 7H(

o
Figura (4.28): Viga biengastada, discretizada por dois elementos, solicitada por uma carga

uniformemente distribuida.

Como condigbes geométricas da estrutura, tem-se:

-} comprimento do vio: L=1 m;

-) 4rea da secdo transversal: A = 0,003 m’ ;e

-) momento de inércia a flexao: J = 0,0000025 m' .

Como caractetistica do material da estrutura, tem-se:

-) médulo de elasticidade longitudinal: £ = 21000000 # / m.

A estrutura apresenta-se em termos de vinculag@o como:

-) engastada (extremidade esquerda) - engastada (exiremidade direita).
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Como condi¢des de contorno, conforme os vinculos aos quais a estrutura estd submetida, tem-se

w{0) =0 ;
6(0) =0 ;
N =0; e
#L)=0

O carregamento sob o qual a estrutura esta submetida é:

- g =03 tf / m (carga uniformemente distribuida).

Segue-se com a apresentagio do conjunto de resultados obtidos:

X
-6 0.2 0.4 0.6 0.8/ 1

~2. 10-8
~4. 10-5
6. 10-5
25 0b801
~0.000012
-0.000014
w(x)

Figura (4.29): Deslocamentos transversais w da viga biengastada, discretizada por dois elementos,
comparados com a solucdo analitica (solugdo analitica obtida através de infegragdo da equacdo

diferencial e imposicdo das condicées de contorno).
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Tabela (4.15): Deslocamentos transversais w da viga biengastada, discretizada por dois elementos,

comparados numericamente com a solucdo analitica.

X Resu%tado Resultado % de e,.ml

{m] Analitico (w) Obtido {w)

0 0 0 O
0,125 | -2.84831 .10° -2,32513 . 10°° 18,3681
0.25 | -8,37054 .10° -7,44047 . 107 11,1112
0,375 -0,000013079 -0,0000125558 4,00031

0.5 -0,000014881 -(,000014881 0

(x)
0.00004
0.00002
0.2 0 0.6 0.8 1 ¥
-0.00002

-0.00004 |

Figura (4.30): Rotacées O da viga biengastada, discretizada por dois elementos, comparadas com a

solucdo analitica.

Tabela (4.16): Rotacdes 8 da viga biengastada, discretizada por dois elementos, comparadas

numericamente com a solucdo analifica.

X Resultado Resultado [% de em,l
[rn] Analitico (8) Obtido {6}
4] 0 0 0
0,125 -0.0000390625 -0,0000334822 14,2856
0,25 -(,0000446429 -(3,000044643 0,000223999
0,375 -0.0000279018 -3,0000334822 16,6668
035 0 0 0
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Figura (4.31): Momentos Fletores M da viga biengastada, discretizada por dois elementos,

comparados com a solucdo analitica.

Tabela (4.17): Momentos Fletores M da viga biengastada, discretizada por dois elementos,

comparados numericamente com a solucio analitica.

X Resultado Resultado l% de erm{
[m] Analitico (M) Obtido (M)

0 -0,025 -(,01875 25
0,125 -0,00859375 -0,00937502 §,33353
0,25 0,003125 0
0,375 00101563 0,00937502 7,69257
0,5 0.,0125 0,01875 33,3333
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Figura (4.32): Esforcos Cortantes V da viga biengastada, discretizada por dois elementos,

comparados com a selug@o analitica.

Tabela (4.18): Esforgcos Cortantes V da viga biengastada, discretizada por dois elementos,

comparados numericamente com a solucdo analitica.

X Resultado Resultado l% de erm|

{m] Analitico (V) Obtido (V)

0 0,15 0,0750002 49,9999
0,125 0,1125 0,0730002 33,3332
0,25 0,075 0,0750002 0,000266666
0,375 0,0375 0,0750002 50,0001

0,5 O 0,0750002

Nesta secdo, a equac@o dos deslocamentos apresentados pela viga biengastada (obtida pela

integracdo da equagdo diferencial e mediante a imposicdo das condigSes de contorno),

L . r
wix)=——L— 2L PR BTN,
24 EJ 12 EJ 24 £ J

a qual ¢ uma equagfio de grau 4, foi aproximada através de uma interpolagdo por splines clbicas, as
quais sido polinomiais por partes de grau 3, sendo que o dominio completo abrangendo a extensdo

longitudinal da viga foi discretizado por dois elementos.
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Conforme a Figura (4.29), a qual apresenta uma comparacio grafica dos resultados obtidos para
os deslocamentos transversais da viga ¢ os obtidos analiticamente, e conforme a Tabela (4.15), a qual
apresenta uma comparagao numérica entre esses valores, observa-se a obtenciio de resultados um tanto
quanto defasados, se bem que a aproximagdo foi feita por polindmios de grau 3, enquanto que a
solugdo analitica € dada por um polindmio de grau 4.

Conforme a Figura (4.30), a qual apresenta uma comparagio gréfica dos resultados obtidos para
as rotagGes da viga e os obtidos analiticamente, e conforme a Tabela (4.16), a qual apresenta uma
comparagao numérica entre esses valores, observa-se também uma acentuada defasagem comparativa
dos resuitados.

Conforme a Figura (4.31), a qual apresenta uma comparacio gréfica dos resultados obtidos para
os momentos fletores da viga e os obtidos analiticamente, e conforme a Tabela (4.17), a qual apresenta
uma comparagao numnérica entre esses valores, observa-se a obtengio de uma defasagem comparativa
de resultados maior ainda em relagdo A apresentada pela comparacio dos deslocamentos transversais e
a apresentada pela comparacio das rotagdes, ou seja, uma defasagem nada aceitavel.

Conforme a Figura (£.32), a qual apresenta uma comparacéo grifica dos resultados obtidos para
os esforgos cortantes da viga e os obtidos analiticamente, ¢ conforme a Tabela (4.18), a qual apresenta
uma comparagao numerica entre esses valores, evidencia-se a nfio possibilidade de comparacio entre
os resultados analiticos ¢ os obtidos através de uma interpolaciio ciibica, pois, se a interpolacio é
ctibica, a derivada terceira desta é uma constante, e a derivada terceira da solugdo analitica dada por
um polinémio de grau 4 € um polinémio de grau 1.

Portanto, na proxima se¢o, mantendo-se a interpolac@io por splines cdbicas serd buscada uma
melhor aproximagio, através de uma discretizago mais refinada por um maior nimero de elementos,

para os deslocamentos transversais, para as rotacdes e para os momentos fletores da viga biengastada.

4.8.7 ESTRUTURA EM FORMA DE VIGA BIENGASTADA
DISCRETIZADA POR QUATRO ELEMENTOS

Na presente secio serd estudado o comportamento de uma viga biengastada. Conforme a Figura
(4.33), essa estrutura submetida a um carregamento transversal uniformemente distribuido ao longo de
seu eixo longitudinal, apresenta-se discretizada por guatro elementos.

O estudo do comportamento dessa viga envolverd uma interpolacio por splines cibicas, sendo

que estas polinomiais por partes serdo responsaveis pela aproximacao dos deslocamentos transversais,
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das rotacGes, dos momentos fletores e dos esforgos cortantes apresentados pela estrutura exposta na

Figura (4.33}).
e Blementc 1
Elemento 2
> g=031/m
N Elemento 3
Y /
/ Elemento 4
= e
-~ [~
,9// A b & L F v h 4 :i“ /
- ’ ' - >
~
=
L=1m

J = 0,0000025 m*

0,10m
E = 21000000 ¢f / m* 7 —
‘ 0,03 m
@ —

A = 0003 nt’ 7%( g

Figura (4.33): Viga biengastada, discretizada por quatro elementos, solicitada por uma carga

uniformemente distribuida.

Como condi¢cdes geomeétricas da estrutura, tem-se:

-y comprimento do vao: L=1 m ;

-) drea da secdio transversal: A = 0,003 m’ ;e

_) momento de inércia i flexdo: J = 0,0000025 m*,

Como caracteristica do material da estrutura, termn-se:
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-) médulo de elasticidade longitudinal: E = 21000000 f /m’.

A estrutura apresenta-se em termos de vinculacio como:

-) engastada (extremidade esquerda) - engastada (extremidade direita).

Como condigdes de contorno, conforme os vinculos aos quais a estrutura estd submetida, tem-se

w(0) =0 ;
60)=0:
-)<w(L)m0; e
6(L)=0.

O carregamento sob o qual a estrutura esta submetida é:

-} g = 0,3 #f /' m (carga uniformemente distribuida).

Segue-se com a apresentagio do conjunto de resultados obtidos:

X

-6 0.2 0.4 0.6 0.8/ 1
-2. 10-.¢
4. 10-%
6. 10-6

-8. 10

~6.00001
~0.000012
~0.000014
wix)

Figura (4.34): Deslocamentos fransversais w da viga biengastada, discretizada por quatro

elementos, comparados com a solucdo analitica.



Tabela (4.19): Deslocamentos transversais w da viga biengastada, discrefizada por quatro

elementos, comparados numericamente com a solugdo analitica.

X Resultado Resultado ’% de erm!

fm} Analitico (w) Obnido (w)

0 0 0 it
0,125 | _2.84831 .10 -2,79018 . 10°° 2,04086
0,25 -8,37054 . 10°° -8,37056 . 10°° 0,000238933
0,375 -0,000013079 -0,0000130209 0,444224
0.5 -0,000014881 -0,000014881 0

A(x)
0.00004}
0.0000Zi
! 0.8 0.8 1 by
~0.00002!

~{.00C04:

Figura (4.35): Rotacdes 8 da viga biengastada, discretizada por quatro elementos, comparadas

com a solucdo analitica.
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Tabela (4.20): Rotagdes € da viga biengastada, discretizada por quatro elementos, comparadas

numericamente com a solucdo analitica.

X Resultado Resultado |% de em)‘
[m] Analitico (8) Obtido (&)
0 0 O 0
0,125 -0,0000390625 -(,0000390626 0,000255999
0,25 -(,0000446429 -0,000044643 0,000223999
0,375 -(3,0000279018 -{3,0000279019 0,000358399
0,5 0 0 0
M{x)
0.01
2 0. 6§ 0. x
-0.01}
-0.02¢}

Figura (4.36): Momentos Fletores M da viga biengastada, discretizada por quatro elementos,

comparados com a solucdo analitica.

Tabela (4.21): Momentos Fletores M da viga biengastada, discretizada por quatro elementos,

comparados numericamente com a solucio analftica.

X Resultado Resultado I% de e”"’i

[m] Analitico (M) Obtido (M)

0 -0.025 -0,0234376 6,2496
0,125 -0,00859375 -0,00937504 8,33372
0,25 0,003125 0,00468749 33,3332
0,375 0,6101563 0,00937504 7,69237

0,5 0.0125 0,0140626 11,1117




V(x}
0.15

~0.05¢

~-0.15}

Jra
»

Figura (4.37): Esfor¢cos Cortantes V da viga biengastada, discretizada por quatro elementos,

comparados coma a solucdo analitica.

Tabela (4.22): Esforcos Cortantes V da viga biengastada, discretizada por gquatro elementos,

comparados numericamente coma a solucdo analitica.

X Resultado Resultado % de erm|

{m] Analftico (V) Obtido (V)

0 0,15 0,1125 25
0,125 0,1125 01125 Q
0,25 - 0,075 0,1125 33,3333
0,25+ 0,075 (,0375004 49,9995
0,373 0,0375 0,0373004 0,00106666

0,5 - G 0,0375004

Nesta secdo, a equacdo dos deslocamentos apresentados pela viga biengastada (obtida pela

integragdo da equacdo diferencial e mediante a imposi¢do das condi¢des de contorno),

wlx) =

q 4,
—_—e X7+
24 E J 1Z EJ

N qu

W2

24EJ



a qual € uma equagdo de grau 4, foi aproximada através de uma interpolagdo por splines ciibicas, as
quais sio polinomiais por partes de grau 3, sendo que o dominio completo abrangendo a extensio
longitudinal da viga foi discretizado por quatro elementos.

Conforme a Figura (4.34), a qual apresenta uma comparacio grifica dos resultados obtidos para
os deslocamentos transversais da viga e os obtidos analiticamente, e conforme a Tabela (4.19), a qual
apresenta uma comparacdo numeérica entre esses valores, observa-se uma acentuada melhoria nos
resultados obtidos em relagio aos obtidos por uma discretizagio através de dois elementos (sendo
ambos comparados com a solugiio analitica), apesar da aproximacio continuar sendo feita por
polinémios de grau 3, enquanto a solucio analitica ¢ dada por um polinémio de gran 4.

Conforme a Figura (4.35), a qual apresenta uma comparagio grifica dos resultados obtidos para
as rotagbes da viga e os obtidos analiticamente, e conforme a Tabela (4.20), a qual apresenta uma
comparagdo numérica entre esses valores, observa-se também uma acentuada melhoria nos resultados
obtidos em relacdo aos obtidos por uma discretizagdo através de dois elementos (sendo ambos
comparados com a solugio analitica).

Conforme a Figura (4.36), a qual apresenta uma comparagio grafica dos resultados obtidos para
os momentos fletores da viga e os obtidos analiticamente, e conforme a Tabela (4.21), a qual apresenta
uma compara¢io numeérica entre esses valores, observa-se a obtencdo de uma sensivel melhoria nos
resultados obtidos em relagdo aos obtidos por uma discretizagdo através de dois elementos (sendo
ambos comparados com a soluglio analitica). Portanto, apesar dos resultados obtidos ainda se
apresentarem fora de um padro aceitdvel quando comparados com a solugio analitica, o objetivo
principal dessa nova discretizag#o através de quatro elementos foi totalmente atingido.

Conforme a Figura (4.37), a qual apresenta uma comparacio grifica dos resultados obtidos para
os esforgos cortantes da viga e os obtidos analiticamente, e conforme a Tabela (4.22), a qual apresenta
uma comparacdo numeérica entre esses valores, confirma-se a continuidade da defasagem dos
resultados obtidos quando comparados com a solugdo analitica. Na préxima secdo, mantendo-se a
interpolacdo por splines clbicas serd buscada uma melhor aproximacio, através de uma discretizacdo

mais refinada por um maior nimero de elementos, para os momentos fletores da viga.



4.8.8 ESTRUTURA EM FORMA DE VIGA BIENGASTADA
DISCRETIZADA POR OITO ELEMENTOS

Na presente secio serd estudado o comportamento de uma viga biengastada. Conforme a Figura
(4.38), essa estrutura submetida a um carregamento transversal uniformemente distribuido ao longo de
seu eixo longitudinal, apresenta-se discretizada por oito elementos.

O estudo do comportamento dessa viga envolverd uma interpolagio por splines cdbicas, sendo
que estas polinomiais por partes serdo responsaveis pela aproximag@o dos deslocamentos transversais,

das rotagdes, dos momentos fletores e dos esfor¢os cortantes apresentados pela estrutura exposta na

Figura (4.38).
Elemento 1
Elemento 2
Elemento 3
/_; Elemento 4

g=034/m

Elemento 5

a Elemento 6
Y Elemento 7
/ /_.> Elemento 8

A 2

SN,
SOANNNANRNAN

L=1lm

0,10 m
E = 21000000 tf /m® — o
A m
4 L

J = 0,0000025 m*

A=0,003 m’ e

Figura (4.38): Viga biengastada, discretizada por oito elementos, solicitada por uma carga

uniformemente distribuida.

Como condices geométricas da estrutura, tem-se:
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-y comprimento do viao: L=1 m;

-) drea da secdo transversal: A = 0,003 m’ ;e

-) momento de inércia 4 flexdo: J = 0,0000025 m*.
Como caracteristica do material da estrutura, tem-se:
-) médulo de elasticidade longitudinal: E = 21000000 #f /m?.

A estrutura apresenta-se em termos de vinculagio como:
-) engastada (extremidade esquerda) - engastada (extremidade direita).

Como condigBes de contorno, conforme os vinculos aos quais a estrutura esté submetida, tem-se

w(0) =0 ;
6(0) =0 ;

) wlL)=0: ¢
6L)=0

O carregamento sob o qual a estrutura esta submetida é:

-y g =03 f /m (carga uniformemente distribuida).

Segue-se com a apresentagdo do conjunto de resultados obtidos:

X
-6 0.2 0.4 0.6 0.8/ 1

-2. 10-¢

-4. 10-¢

6. 10-6

~8. 10

29 60001

-0.000012
-0.000014
wix)

Figura (4.39): Deslocamentos transversais w da viga biengastada, discretizada por oito elementos,

comparados com a solucao analitica.
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Tabela (4.23): Deslocamentos transversais w da viga biengastada, discretizada por oite elementos,

comparados numericamente com a solucdo analitica.

X Resultado Resultado % de err 0‘
[m] Analitico (w) Obtido (w)

0 0 0 0
0125 | .284831.10°° -2,84857 . 10°° 0,00912739
0,25 -8,37054 . 10°° -8,37126 . 10°° 0,00860086
0.375 -0,000013079 -0,0000130801 0,00840972
0,5 -0,000014881 -0,0000148822 0,00806332

6(x)
0.00004:
0.00002
0 X
-0.00002°
-3.00004

Figura (4.40): Rotacées 8 da viga biengastada, discretizada por oito elementos, comparadas com a

solucdo analitica.

Tabela (4.24): Rotacdes 6 da viga biengastada, discrefizada por oito elementos, comparadas

numericamente com a solugdo analitica.

X Resultado Resultado l% de erro!

[m] Analitico (8) Obtido (8}

0 0 0 0
0.125 -0,0000390625 -0,0000390659 0,00870324
.25 -(,0000446429 -0,0000446467 0,00851127
0,375 -(,0000279018 -(,0000279042 0,00860086

0,5 0 0 0

-
-
h




0.005}

~0.005¢
-0.01}
-0.015¢
-0.02¢

~0.025

Figura (4.41): Momentos Fletores M da viga biengastada, discretizada por oito elementos,

Tabela (4.25): Momentos Fletores M da viga biengastada, discretizada por oito elementos,

comparados com a solugio analitica.

comparados numericamente com a solucdo analitica.

X Resultado Resultado I% de erro‘
fmj Analitice (M) Obtido (M)
0 -0,025 -0,0246119 1,5524
0,125 -0,00859375 -0,00820349 4,54121
0,25 0,003125 0,0035156 11,1105
0,375 0,0101563 0,0105481 3,71441
0.5 0,0125 0,0128914 3,03613




V(x) ¢.15

Figura (4.42): Esforcos Cortantes V da viga biengastada, discretizada por oito elementos,

comparados com a solugdo analitica.

Tabela (4.26): Esforcos Cortantes V du viga biengastada, discretizada por oito elementos,

comparados numericamente com a solucdo analitica.

X Res?}tado Resgltado l% de erm*
[m] Amnalitico (V) Obtido (V)
0 0,15 0,131267 12,4887
0,125 - 0,1125 0,131267 14,2968
0,125+ 0,1125 0,0937527 16,6643
0.25- 0,075 0,0937527 20,0023
0,25 + 0,075 0,0562601 24,9865
0,375 - 0.0375 0,0562601 33,3453
0,375+ 0,0375 0,0187464 30,0096
0.5 - 0 0,0187464

Nesta segdo, a equacio dos deslocamentos apresentados pela viga biengastada (obtida pela

integragdo da equacdo diferencial e mediante a imposi¢io das condigdes de contorno),

3
w(x)=ww-gw-m X+ gL X7 - 9L xz,
24 E T 12 E7 4 ET
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a qual € uma equagiio de grau 4, foi aproximada através de uma interpolagdo por splines ciibicas, as
quais sdo polinomiais por partes de grau 3, sendo que o dominio completo abrangendo a extensdo
longitudinal da viga foi discretizado por oito elementos.

Conforme a Figura (4.39), a qual apresenta uma comparagio grafica dos resultados obtidos para
os deslocamentos transversais da viga e os obtidos analiticamente, e conforme a Tabela {4.23), a qual
apresenta uma comparacdo nurmérica entre esses valores, observa-se uma melhoria nos resultados
obtidos em relacdo aos obtidos por uma discretizacio através de dois elementos e em relacdo aos
obtidos por uma discretizagdo através de quatro elementos (sendo todos comparados com a solucgio
analitica), apesar da aproximacdo continuar sendo feita por polindmios de grau 3, enquanto a solugdo
analitica € dada por um polinémio de grau 4.

Conforme a Figura (4.40), a qual apresenta uma comparacio grafica dos resultados obtidos para
as rotagdes da viga e os obtidos analiticamente, e conforme a Tabela {(4.24), a qual apresenta uma
comparagio numérica entre esses valores, observa-se também uma melhoria nos resultados obtidos em
relaclo aos obtides por uma discretizagdo através de dois elementos e em relagdo aos obtidos por uma
discretizag@o através de quatro elementos (sendo todos comparados com a solucdo analitica).

Conforme a Figura (4.41), a qual apresenta uma comparaciio grafica dos resultados obtidos para
0s momentos fletores da viga e os obtidos analiticamente, e conforme a Tabela (4.25), a qual apresenta
uma comparagao numerica entre esses valores, observa-se a obtencio de uma sensivel melhoria nos
resultados obtidos em relagdo aos obtidos por uma discretizacio através de dois elementos e em
relagdo aos obtidos por uma discretizagdo através de quatro elementos (sendo todos comparados com a
solucao analitica). Portanto, mesmo esses resultados obtidos por essa discretizacdo através de oito
elementos permanecendo como inaceitdveis diante da comparacgo feita com os resultados analiticos, o
objetivo principal dessa nova discretizacio através de oito elementos foi totalmente atingido, ou seja,
através de um aumento do mimero de elementos que compdem a discretizagdo, observa-se que os
resultados obtidos para os momentos fletores convergem para a solucfio analitica apresentada pela viga
biengastada.

Conforme a Figura (4.42), a qual apresenta uma comparagio grafica dos resultados obtidos para
os esforgos cortantes da viga € os obtidos analiticamente, e conforme a Tabela (4.26), a qual apresenta
uma comparagdo numérica entre esses valores, confirma-se a continvidade da defasagem dos

resultados obtidos quando comparados com a solugio analitica.



4.8.9 ESTRUTURA EM FORMA DE VIGA ENGASTE-APOIO
DISCRETIZADA POR DOIS ELEMENTOS

Na presente se¢io serd estudado o comportamento de uma viga engaste-apoio. Conforme a
Figura (4.43), essa estrutura subrnetida a um carregamento transversal uniformemente distribuido ao
longo de seu eixo longitudinal, apresenta-se discretizada por dois elementos.

O estude do comportamento dessa viga envolverd uma interpolacio por splines ciibicas, sendo
que estas polinomiais por partes serdo responsaveis pela aproximagio dos deslocamentos transversais,

das rotagdes, dos momentos fletores ¢ dos esforgos cortantes apresentados pela estrutura exposta na
Figura (4.43).

g=031Im

El to |
/-'b emento /_.; Elemento 2

a
s
Ed

e
—

/
£
/

A
d

L 4

AN

0,10 m
E = 21000000 ¢ / n’ 7 —¥ -
’ 0,03 m
¢4

J =0,0000025 m*

A=0003 m? e

Figura (4.43): Viga engaste-apoio, discretizada por dois elementos, solicitada por uma carga

uniformemente distribuida.
Como condigbes geométricas da estrutura, tem-se:
-y comprimento do vao: L=1 m;
- = 2
-) area da se¢do transversal: A = 0,003 m” ;e
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-} momento de inéreia 2 flexdo: J = 0,0000025 m* .
Como caracteristica do material da estrutura, tem-se:
-) médulo de elasticidade longitudinal: £ = 21000000 ¢ /m?.

A estrutura apresenta-se em termos de vinculacio como:
-) engastada (extremidade esquerda) - apoiada (extremidade direita).

O carregamento sob o qual a estrutura estd submetida é:

) g = 0,3 #f / m (carga uniformemente distribuida).

Como condig¢Bes de contorno, conforme os vinculos aos quais a estrutura esta submetida, tem-se

.

w(0) =0 ;
60) =0 ;
-yw(L)mO D e
ML) =0.

Segue-se com a apresentacdo do conjunto de resultados obtidos:

-6 0.2 0.4 0.6 (.8 1
-5. 10
~0.0000L

-0.000015
-0.00c02
~-0.0C0025
~0.00003

wix)

Figura (4.44): Deslocamentos transversais w da viga engaste-apoio, discretizada por dois
elementos, comparados com a solucdo analitica (solucdo analitica obtida através de integracdo da

equacdo diferencial e imposicdo das condigées de contorno).



Tabela (4.27): Deslocamentos transversais w da viga engaste-apoio, discretizada por dois elementos,

comparados numericamente com a solugdo analitica.

X Resultado Resultado % de erro{

[m] Analitico (w) Obtido (w)

0 0 0 0
0,125 1 _4.47591 .10 -3,95276 . 10° 11,6881
0,25 -0,0000139509 -0,0000130208 6,66695
0,375 -0,0000235421 -0,000023019 2,22198

0.5 -(0,0000297619 -0,0000297619 0
0,625 -0,0000305176 -0,0000209945 1,71409
0,75 -0,0000251116 -0,0000241816 3,70347
0,875 -0,0000142415 -0,0000137184 3,67307

1 0 0 0
&x)
5.6001:
O.ooocsé
: & 0.8 x
-0.00005:

Figura (4.45): Rotacdes G da viga engaste-apoio, discretizada por dois elementos, comparadas com

a solucdo analitica.

21




Tabela (4.28): Rotagbes 6 da viga engaste-apoio, discretizada por dois elementos, comparadas

numericamente com a solugdo analitica.

X Resuftado Resgltado [% de erm’
[m] Analitico (8) Obtido (8)
0 0 0 0
0,125 -0,000063244 -0,0000576637 8,82345
0,25 -0,0000818452 -0,0000818453 0,000122182
0,375 -0,0000669643 -0,0000725447 7,69236
0,5 -5,0000297619 -0,000029762 0,000335999
0,625 0,0000186012 0,0000241814 23,0764
0,75 0,0000669643 0,0000669643 0
0,875 0,000104167 0,0000985865 5,35726
1 0,000119048 0,000119048 0
0.02}
0.01
.| 0 0.6 0 8 1 F
~0.02¢
-0.03

Figura (4.46): Momentos Fletores M da viga engaste-apoio, discretizada por dois elementos,

comparados com a solucdo analitica.




Tabela (4.29): Momentos Fletores M da viga engaste-apoio, discretizada por dois elementos,

comparados numericamente com a solucdo analitica.

X Resil%tado Respltado l% de erra%
[m] Analitico (M) Obtido (M)
0 -0,0375 -0,03125 16,6667
0,125 -0,0164062 -0,0171875 4,54575
0,25 0 -0,00312501
0,375 0,0117187 0,0109375 6,66627
0.5 0,01875 0,025 25
0,625 0,0210937 0,0203125 3,70348
0,75 0,01875 0.0156251 16,6661
0,875 0,0117187 0,0109376 6,66542
1 0 0,00625014
Vix)
0.15 \
0.1}
0.05
0.2 0.4 8.6 0.8 1 ¥
-0.05
-0.1 \

Figura (4.47): Esforcos Cortantes V da viga engaste-apoio, discretizada por dois elementos,

comparados com a solucdo analitica.



Tabela (4.30): Esforcos Cortantes V da viga engaste-apoio, discretizada por dois elementos,

comparados numericamente com a solucéo analitica.

X Resigtado Resultado % de errol
{m] Analitico (V) Obtido (V)
0 0,1875 0,1125 40
0,125 0,15 0,1125 25
0,25 0,1125 0,1125 0
0,375 0,075 0,1125 33,3333
0,5 - 0,0375 0,1125 66,6667
0,5 + 0,0375 -0,0374997 199,999
0,625 0 -0,0374997
0,75 -0,0375 -0,0374997 0,0008
0,875 -0,075 -0,0374997 50,0004
1 -0,1125 -0,0374997 66,6669

Nesta secio, a equagdo dos deslocamentos apresentados pela viga engaste-apoio (obtida pela

integracao da equacdo diferencial e mediante a imposicdo das condigBes de contorno),

wix)=——L w24k o gL

— X,
24 EJ 48 E J 16 £EJ

a qual € uma equagao de grau 4, foi aproximada através de uma interpolagio por splines ciibicas, as
quais sdo polinomiais por partes de grau 3. sendo que o dominio completo abrangendo a extensio
longitudinal da viga foi discretizado por dois elementos,

Conforme a Figura (4.44), a qual apresenta uma comparagio grifica dos resultados obtidos para
os deslocamentos transversais da viga e os obtidos analiticamente, e conforme a Tabela (4.27), a qual
apresenta uma compara¢ao numérica entre esses valores, observa-se a obtencdo de resultados um tanto
quanto defasados, se bern que a aproximagdo foi feita por polindémios de grau 3, enquanto que a

solug@o analitica € dada por um polindmio de grau 4.



Conforme a Figura (4.45), a qual apresenta uma comparag¢io grafica dos resultados obtidos para
as rotagOes da viga e os obtidos analiticamente, ¢ conforme a Tabela (4.28), a qual apresenta uma
comparacdo numérica entre esses valores, observa-se também uma acentuada defasagem comparativa
dos resultados.

Conforme a Figura (4.46), a qual apresenta uma comparac@o grafica dos resultados obtidos para
os momentos fletores da viga e os obtidos analiticamente, e conforme a Tabela (4.29), a qual apresenta
uma comparacio numérica entre esses valores, observa-se a obtencio de resultados bastante defasados
em relac@o aos obtidos analiticamente.

Conforme a Figura (4.47), a qual apresenta uma comparac@o grafica dos resultados obtidos para
os esforgos cortantes da viga e os obtidos analiticamente, e conforme a Tabela (4.30), a qual apresenta
uma comparacdo numeérica entre esses valores, evidencia-se a ndo possibilidade de comparacgio entre
os resultados analiticos e os obtidos através de uma interpolagio ciibica, pois, se a interpolacido €
ciibica, a derivada terceira desta &€ uma constante, ¢ a derivada terceira da solu¢do analitica dada por
um polindmio de grau 4 € um polindmio de grau 1.

Portanto, na proxima secio, mantendo-se a interpolacdo por splines ciibicas serd buscada uma
melhor aproximacao, através de uma discretizagio mais refinada por um maior namero de elementos,
para os deslocamentos transversais, para as rotacOes € para os momentos fletores da viga engaste-

apoio.

4.8.10 ESTRUTURA EM FORMA DE VIGA ENGASTE-APOIO
DISCRETIZADA POR QUATRO ELEMENTOS

Na presente se¢fio serd estudado o comportamento de uma viga engaste-apoio. Conforme a
Figura (4.48), essa estrutura submetida a um carregamento transversal uniformemente distribuido ao
longo de seu eixo longitudinal, apresenta-se discretizada por quatro elementos.

O estudo do comportamento dessa viga envolverd uma interpolag@o por splines cibicas, sendo
que estas polinomiais por partes serdo responsaveis pela aproximacio dos deslocamentos transversais,
das rotacGes, dos momentos fletores e dos esforgos cortantes apresentados pela estrutura exposta na

Figura (4.48).
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Figura (4.48): Viga engaste-apoio, discretizada por quatro elementos, solicitada por uma carga

uniformemente distribuida,

Como condigbes geométricas da estrutura, tem-se:

-y comprimento do vao: L=1 m;

-) drea da segdo transversal: A = 0,003 m® - e
-) momento de inéreia i flexdo: J = 0,0000025 m*.
Como caracteristica do material da estrutura, tem-se:

-) médulo de elasticidade longitudinal: E = 21000000 #f /m".

A estrutura apresenta-se em termos de vinculagio como:

-) engastada {extremidade esquerda) - apoiada (extremidade direita).

2le



O carregamento sob o gual a estrutura estd submetida é:
-y g = 0,3 if /m (carga uniformemente distribuida).

Como condigdes de contorno, conforme os vinculos aos quais a estrutura estd submetida, tem-se

Segue-se com a apresentac@o do conjunto de resultados obtidos:
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Figura (4.49): Deslocamentos transversais w da viga engaste-apoio, discretizada por guatro

elementos, comparados com a solucdo analitica.

Tabela (4.31): Deslocamentos transversais w da viga engaste-apoio, discretizada por quatro

elementos, comparados numericamente com a solucéo analitica.

X Resz:%tado Resultado l% de erm;

{m] Analitico (w) Obtido (w)

0 0 0 0
0.125 1 -4.47591 .10° | -4,41778 .10°° 1,29873
0.25 -0,0000139509 -0,0000139509 0
0,375 -0,0000235421 -0,0000234841 0,246367
0.5 -0,0000297619 -0,0000297620 0,000335999
0,625 -0,0000305176 -0,0000304596 0,190054
0,75 -0,0000251116 -0,0000251117 0,000398221
0,875 -0,0000142415 -0,0000141835 0,40726

I 0 0 0
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Figura (4.50): Rotacbes 6 da viga engaste-apoio, discretizada por quatro elementos, comparadas

com a solugio analitica.

Tabela (4.32): Rotacdes O da viga engaste-apoio, discretizada por quatroe elementos, comparadas

numericamente com a solugdo analitica.

X Resu%tado Resyltado i% de erm}
[m] Analitico (6) Obtido (8)

0 0 0 0
0,125 -0,000063244 -0,060063244 0

0.25 -0,0000818452 -0,0000818455 0,000366544
0.375 -0,0000669643 -0,0000669647 0,00059733
0,5 -0,0000297619 -0.0000297622 0,00100799
0,625 | 0,0000186012 0,0000186012 0

0.75 0,0000669643 0,0000669646 0,000447998
0,875 0,000104167 0,000104167 0

I 0,000119048 0,000119048 0
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Figura (4.51): Momentos Fletores M da viga engaste-apoio, discretizada por quatro elementos,

comparados com a solucio analitica,

Tabela (4.33): Momentos Fletores M da viga engaste-apoio, discretizada por quatro elementos,

comparados numericamente com a solugcdo analitica.

X Resz:!tado Respltado % de err ot
[m] Analitico (M) Obtido (M)
0 -0,0375 -0,0359374 4,16693
0,125 -0,0164062 -0,0171876 4,5463
0,25 0 0,00156234
0,375 0.0117187 0,0109375 6,66627
0,5 0,01875 0,0203126 7,69276
0,625 0,0210937 0,0203126 3,703
0,75 0,01875 0,0203126 7,69276
0.875 0,0117187 0,0109375 6,66627
! 0 0,00156246
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Figura (4.52): Esforgos Cortantes V da viga engaste-apoio, discretizada por quatro elementos,

comparados com a solugdo analitica.

Tabela (4.34): Esforcos Cortantes V da viga engaste-apoio, discretizada por quatro elementos,

comparados numericamente com a solucao analitica.

X ResEx?tado Resp]tado ‘% de errol
fm] Analitico (V) Obtido (V)

0 0,1875 0,149999 20,0005
0,125 0,15 0.149999 0,000666667
0,25 - 0,1125 0.149599 24,9995
0,25 + 0,1125 0,0750012 33,3323
0,375 0,075 0,0750012 0,00159997

0,5- 0,0375 0,0750012 50,0008
0,5 + 60,0375 -756 . 107 100
0,625 0 -7.56 . 107
0,75 - -0,0375 .7.56 . 107 99,9998
0,75 + -0,0375 -0,0756006 50,0004
0,875 -0,075 -0,0750006 0,000799994
1 -0,1123 -0,0750006 33,3328




Nesta se¢do, a equagho dos deslocamentos apresentados pela viga engaste-apoio (obtida pela

integragéo da equagao diferencial e mediante a imposigdo das condi¢des de contorno),

w(x)m— q e 5qL JEN g L’ X2,
24 EJ 48 E J 16 EJ
a qual € uma equagdo de grau 4, fo1 aproximada através de uma interpolagiio por splines cibicas, as
quais sdo polinomiais por partes de grau 3, sendo que o dominio completo abrangendo a extensdo
longitudinal da viga foi discretizado por quatro elementos.

Conforme a Figura (4.49), a qual apresenta uma comparagdo grafica dos resultados obtidos para
os deslocamentos transversais da viga e os obtidos analiticamente, e conforme a Tabela (4.31), a qual
apresenta urma comparacio numérica entre esses valores, observa-se uma acentuada melhoria nos
resultados obtidos em relag@o aos obtidos por uma discretizagdo através de dois elementos (sendo
ambos comparados com a sclugio analitica), apesar da aproximagdo continuar sendo feita por
polindémios de grau 3, enquanto a solucdo analitica € dada por um polindmio de grau 4.

Conforme a Figura (4.530), a qual apresenta uma comparagio grafica dos resultados obtidos para
as rotagdes da viga e os obtidos analiticamente, e conforme a Tabela (4.32), a qual apresenta uma
comparacdo numeérica entre esses valores, observa-se também uma acentuada melhoria nos resultados
obtidos em relacdo aos obtidos por uma discretizagdo através de dois elementos (sendo ambos
comparados com & solugio analitica).

Conforme a Figura (4.51), a qual apresenta uma comparacdo grifica dos resultados obtidos para
os momentos fletores da viga e os obtidos analiticamente, ¢ conforme a Tabela (4.33), a qual apresenta
uma comparacio numérica entre esses valores, observa-se a obtencio de uma sensivel melhoria nos
resultados obtidos em relagio aos obtidos por uma discretizacio através de dois elementos (sendo
ambos comparados com a solugdo analitica). Portanto, apesar dos resultados obtidos ainda se
apresentarem fora de um padrio aceitidvel quando comparados com a solucdo analitica, o objetivo
principal dessa nova discretizac@o através de quatro elementos foi totalmente atingido.

Conforme a Figura (4.52), a qual apresenta uma comparacio grafica dos resultados obtidos para
os esforcos cortantes da viga e os obtidos analiticamente, e conforme a Tabela (4.34), a qual apresenta
uma comparagdc numérica entre esses valores, confirma-se a continuidade da defasagem dos
resultados obtidos quando comparados com a solugdo analitica. Na proxima secdo, mantendo-se a
interpolacéo por splines ciibicas serd buscada uma melhor aproximacao, através de uma discretizacio

mais refinada por um maior mimero de elementos, para os momentos fletores da viga.



4.8.11 ESTRUTURA EM FORMA DE VIGA ENGASTE-APOIO
DISCRETIZADA POR OITO ELEMENTOS

Na presente secdo serd estudado o comportamento de uma viga engaste-apoio. Conforme a
Figura {4.53), essa estrutura submetida a um carregamento transversal uniformemente distribuido ao
longo de seu eixo longitudinal, apresenta-se discretizada por oito elementos.

O estudo do comportamento dessa viga envolverd uma interpolacio por splines cibicas, sendo
que estas polinomiais por partes serdo responsaveis pela aproximacéo dos deslocamentos transversais,

das rotagdes, dos momentos fletores e dos esforcos cortantes apresentados pela estrutura exposta na
Figura (4.53).
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Elemento 4
— g=031/m
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4 N X
Vorrre
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0,10 m
E = 21000000 ff /m* 7 —¥
’ 0,03 m

J =0,0000025 7’ b _Je

A =0,003 m’

Figura (4.53): Viga engaste-apoio, discretizada por oito elementos, solicitada por uma carga

uniformemente distribuida.
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Como condigdes geométricas da estrutura, tem-se:

-} comprimento do vio: L=1 m ;

-) 4rea da secdo transversal: A = 0,003 m" : e

-} momento de inércia A flexfio: J = 0,0000025 m*.
Como caracteristica do material da estrutura, tem-ge:
-) médulo de elasticidade longitudinal: £ = 21000000 #f /m*.

A estrutura apresenta-se em termos de vinculago como:
-) engastada (extremidade esquerda) - apoiada (extremidade direita).

O carregamento sob o qual a estrutura estd submetida é:
-} g = 0,3 #f /m (carga uniformemente distribuida).

Como condigdes de contorne, conforme os vinculos aos quais a estrutura estd submetida, tem-se

(w(0) =0 :
80 =0 ;

N =0; e
mL)=0.

Segue-se com a apresentacio do conjunto de resultados obtidos:
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Figura (4.54): Deslocamentos transversais w da viga engaste-apoio, discretizada por oito elementos,

comparados com a solucdo analitica.

Tabela (4.35): Deslocamentos transversais w da viga engaste-apoio, discretizada por oito elementos,

comparados numericamente com a solucédo analitica.

- Aijfﬂid?w) g;ﬁ;a?% % de errd
0 0 0 0
0,125 | .4.47591 .10 -4,47697 . 10°° 0,0236767
0,25 -0,0000139509 -0,60001393542 0,0236488
0,375 | -0,0000235421 -0,0000235479 0,0246306
0,5 -0,0000297619 -0,0000297695 0,0255295
0,625 | -0,0000305176 -0,0000305258 0,0268625
075 | -0,0000251116 -0,0000251187 0,0282658
0,875 -(,0000142415 -(,0000142457 0,0294826
1 0 0 0
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Figura (4.55): Rotagdes 6 da viga engaste-apoio, discretizada por oito elementos, comparadas com

a solucdo analitica.

Tabela (4.36): Rotacbes & da viga engaste-apoio, discretizada por oito elementos, comparadas

numericamente com a solucdo analitica.

X Resu%tado Res%lltado }% de erro*
[m] Analitico (&) Obtido (6)
0 0 0 0
0,125 -0,000063244 -0,0000632589 0.,023554
0,25 -0,0000818452 -0,00008186351 0,0243083
0,375 -0,0000669643 -0,0000669823 0,0268728
0,5 -0.0000297619 -0,0000297726 0,0359391
0,625 0,0000186012 0,0000186024 0,00645078
0,75 0,0000669643 0,0000669809 0,0247832
0,875 0,000104167 0,000104196 0,0278322
I 0,000119048 0,000119084 0,0302308
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Figura (4.56): Momentos Fletores M da viga engaste-apoio, discretizada por oito elementos,

Tabela (4.37): Momentos Fletores M da viga engaste-apoio, discretizada por oito elementos,

.021

01t

[
bl

comparados com a solucdo analitica.

comparados numericamente com a solucdo analitica.

X Resz/iiﬁado Resgltado i% de err ol
fm] Analitico (M) Obtido (M)
0 -0,0375 -0,0371183 1,01787
0,125 -(1,0164062 -0,0160192 2,35886
0,25 0 0,000389945
0,375 0,0117187 0,0121117 3,2448
0,5 0,01875 0,0191444 2,06013
0,625 0,0210937 0,0214906 1,84685
0,75 0,01875 0,0191474 2,07548
0.875 00117187 0,0121134 3,25838
1 0 0,000392433
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Figura (4.57): Esforgos Cortantes V da viga engaste-apoio, discretizada por oito elementos,

comparados com a solucdo analitica.

Tabela (4.38): Esforcos Cortantes V da viga engaste-apoio, discretizada por oito elementos,

comparados numericamente com a solucio analitica.

X Resﬁtado Respltado % de erm]
{m] Analitico {V) Obtido (V)
0 0,1875 0,168793 9,97707
0,125 - 0,15 0,168793 11,1338
0,125+ 0,15 0,131273 12,4847
0,25 - 0,1125 0,131273 14,3007
0,25 + 0,1125 0,0937738 16,6455
0,375 - 0,075 0,0937738 20,0203
0,375+ 0,075 0,0562621 24,9839
0.5 - 0,0375 0,0562621 33,3477
0,5+ 0,0375 0,018769 49,9493
0,625 - 0 0,018769
0,625+ 0 0.0187452
0.75 - -0,0375 -0.0187452 50,0128
0,75+ -0,0375 -0,0562725 33,36
0,875 - -0,075 -0,0562725 24,97
0,875+ -0,075 -0,0937674 20,0148
1 -0,1125 -0,0937674 16,6512
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Nesta secfio, a equacdo dos deslocamentos apresentados pela viga engaste-apoio (obtida pela

integracio da equacao diferencial e mediante a imposi¢io das condi¢des de contorno),

2
w)= oL 4L s 4L
24 E J 48 F J 16 £ J

a qual € uma equagio de grau 4, foi aproximada através de uma interpolagdo por splines cibicas, as
guais sdo polinomiais por partes de grau 3, sendo que o dominio completo abrangendo a extensio
longitudinal da viga foi discretizado por oito elementos.

Conforme a Figura (4.54), a qual apresenta uma comparagio grafica dos resultados obtidos para
os deslocamentos transversais da viga e os obtidos analiticamente, e conforme a Tabela (4.35), a qual
apresenta uma comparagio numérica entre esses valores, observa-se uma melhoria nos resultados
obtidos em relagio aos obtidos por uma discretizacdo através de dois elementos e em relacdo aos
obtidos por uma discretizagdo através de quatro elementos (sendo todos comparados com a selugdo
analitica), apesar da aproximagdo continuar sendo feita por polindmios de grau 3, enquanto a solugdo
analitica é dada por um polindmio de grau 4.

Conforme a Figura (4.55), a qual apresenta uma comparacéo grafica dos resultados obtidos para
as rotacdes da viga e os obtidos analiticamente, e conforme a Tabela (4.36). a qual apresenta uma
comparagio numérica entre esses valores, observa-se também uma melhoria nos resultados obtidos em
relacio aos obtidos por uma discretizagao através de dois elementos e em relacao aos obtidos por uma
discretizagio através de quatro elementos (sendo todos comparados com a solugdo analitica).

Conforme a Figura (4.56), a qual apresenta uma comparagao grafica dos resultados obtidos para
os momentos fletores da viga e os obtidos analiticamente, e conforme a Tabela (4.37), a qual apresenta
uma comparagio numérica entre esses valores, observa-se a obtengao de uma sensivel melhoria nos
resultados obtidos em relagdo aos obtidos por uma discretizagdo através de dois elementos e em
relacdio aos obtidos por uma discretizacdo através de quatro elementos (sendo todos comparados com a
solucio analitica). Portanto, esses resultados obtidos por essa discretizagio através de oito elementos
aproximam-se relativamente bem dos resultados analiticos, e assim, o objetivo principal dessa nova
discretizagdo através de oito elementos foi totalmente atingido, ou seja, através de um aumento do
niimero de elementos que compdem a discretizagdo, observa-se que os resultados obtidos para os
momentos fletores convergem para a solugio analitica apresentada pela viga engaste-apoio.

Conforme a Figura (4.57), a qual apresenta uma comparagdo grafica dos resultados obtidos para

os esforcos cortantes da viga e os obtidos analiticamente, ¢ conforme a Tabela (4.38), a qual apresenta
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uma comparagido numérica entre esses valores, confirma-se a continuidade da defasagem dos

resulttados obtidos quando comparados com a solucdo analitica.

4.8.12 ESTRUTURA EM FORMA DE VIGA BIAPOIADA
DISCRETIZADA POR DOIS ELEMENTOS

Na presente secio serd estudado o comportamento de uma viga biapoiada. Conforme a Figura
(4.58), essa estrutura submetida a um momento puro aplicado na extremidade direita, apresenta-se

discretizada por dois elementos.
O estudo do comportamento dessa viga envolverd uma interpola¢io por splines ciibicas, sendo
que estas polinomiais por partes serdio responsdveis pela aproximagio dos deslocamentos transversais,

das rotagSes, dos momentos fletores e dos esfor¢os cortantes apresentados pela estrutura exposta na

Figura (4.58).
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Figura (4.58): Viga biapoiada, discretizada por dois elementos, solicitada por um momento puro na

extremidade direita.
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Como condicdes geométricas da estrutura, tem-se:

-) comprimento do vio: L=1 m

-} drea da secao transversal: A = 0,003 m e

-) momento de inércia a flexdo: J = 0,0000025 m".

Como caracteristica do material da estrutura, tem-se:

-) médulo de elasticidade longitudinal: E = 21000000 #f /m’.
A estrutura apresenta-se em termos de vinculacdo como:

-) apoiada (extremidade esquerda} - apoiada (extremidade direita).

O carregamento sob o qual a estrutura estd submetida é:

5y m=0,3 f .m (momento concentrado na extrermidade direita).

Como condi¢des de contorno, conforme os vinculos aos gquais a estrutura estd submetida, tem-se

w(0) =0 ;
m(0) =0 ;

) w{L)=0; e
m{L)=073.

Segue-se com a apresentacio do conjunto de resultados obtidos:
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Figura (4.59): Deslocamentos transversais w da viga biapoiada, discretizada por dois elementos,

comparados com a solugdo analitica (solucées analiticas conforme Papov (1978)).

Tabela (4.39): Deslocamentos transversais w da viga biapoiada, discretizada por dois elementos,

comparados numericamente com a solugdo analitica

X ResEx!tado Resgltado % de erm'
im] Analitico (w) Obtido (w)
0 0 0 0
0,125 -0,000117187 -0.000117188 0,00085333
0,25 -0,000223214 -0,000223215 0.000447999
0,375 -0,00030692 -0,00030692 0
0,5 -0,000357143 -0,000357143 0
0,625 -0,000362723 -0,000362724 0,000275692
0,75 -0,0003123 -0,0003125 0
0,875 -0,000195312 -0,000195313 0,000511999
1 0 0 0
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0.001t

0.0005¢

-0.0005¢

-0.001

Figura (4.60): Rotagdes € da viga biapoiada, discretizada por dois elementos, comparadas com a

solucdo analitica.

Tabela (4.40): Rotacées @ da viga biapoiada, discretizada por dois elementos, comparadas

numericamente com a solucdo analitica.

X Resul.tado Resyitado l% de em,*
[m] Analitico (8} Obtido (&)

0 -0,000952381 -0,000652381 0

0,125 -0,000907738 -0,000907739 0,000110164

0,25 -0,00077381 -0,000773811 0.000129231

0,375 -0,000550595 -0,000550596 0,000181621
0,5 -0,000238095 -0,000238095 0

0,625 0,00016369 0,000163691 0,000610907

0,75 0,000654762 0,000654763 0,000152727
0,875 0,00123512 0,00123512 0
1 0,00190476 0,00190476 0

.
L2
2




Figura (4.61): Momentos Fletores M da viga biapoiada, discretizada por dois elementos,

comparados com a solucao analitica.

Tabela (4.41): Momentos Fletores M da viga biapoiada, discretizada por dois elementos,

comparados numericamente com a solucdo analitica.

X Resll!tado Resyltado \% de erm'

fm] Analitico (M) Obtido (M)

0 0 —4,025.107
0,125 0,037s 0,0374998 0,000533333
0,25 0,075 0,0750001 0,000133333
0,375 0,1125 0,1125 0

0,5 0.15 0,150001 0.000666662
0,625 0,1875 0,1875 0

0,75 0,225 0,225 0
0,875 0,2625 0,262499 0,000380952

i 0.3 0,299999 0,000333333




Vix)

0.300001

0.285988

0.299998

0.299997

Figura (4.62): Esforcos Cortantes V dua viga biapoiada, discretizada por dois elementos,

comparados com a soluc@o analitica.

Tabela (4.42): Esforcos Cortantes V da viga biapoiada, discretizada por dois elementos, comparados

numericamente com a solugcdo analitica.

X Res?gtado Resultado % de erml
[ml Analitico (V) Obtido (V)
0 0.3 0,300002 0.000666662
0,125 0,3 0,300002 0,000666662
0,25 03 0,300002 0,000666662
0,375 0,3 0,300002 0,000666662
05 - 0.3 0,300002 0,000666662
05+ 0,3 0,299997 0,001
0,625 0,3 0,299997 0.001
0,75 0,3 (,299997 0,001
0,875 03 0,2999%7 0,001
1 3 0.299957 0,001
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Como pode ser observado através da Figura (4.59), onde é feita a comparagio grafica entre os
resultados obtidos para os deslocamentos transversais da viga biapoiada e os obtidos analiticamente,
através da Figura (4.60), onde € feita a comparaciio grifica entre os resultados obtidos para as rotacdes
dessa viga e os obtidos analiticamente, através da Figura (4.61), onde € feita a comparagdo grafica
entre os resultados obtidos para os momentos fletores dessa viga e os obtidos analiticamente, e através
da Figura (4.62), onde € feita a comparacdo grifica entre os resultados obtidos para as esforgos
cortantes dessa viga e os obtidos analiticamente, obteve-se resultados idénticos aos analiticos através
das interpolagGes por splines cibicas. A comprovagio numérica desses excelentes resuitados pode ser
feita através das Tabelas (4.39), (4.40), (4.41) e (4.42), respectivamente.

A obtencdo de tais resuitados era absolutamente esperada, uma vez que a solugio analitica para

os deslocamentos transversats da viga, conforme Popov (1978)

w(x) = ——g—g—ff (L2 - xz),

€ dada por um polindmio de grau “3”, e a aproximagéo foi feita por uma polinomial por partes de grau
37, ou seja, para uma solu¢do cibica foi feita uma aproximacio também ciibica por fungdes que
apresentam além de robustez, continuidade até sua segunda derivada (conforme vérias discussdes do
capitulo 3). Portanto, para todas as grandezas, para os deslocamentos transversais, para as rotagdes,
para os momentos fletores e para os esforcos cortantes da viga biapoiada, discretizada por dois
elementos, submetida a um momento puro em sua extrernidade direita, a solugio obtida é a prépria

soluclo analftica.

4.8.13 ESTRUTURA EM FORMA DE VIGA EM BALANCO
DISCRETIZADA POR DOIS ELEMENTOS

Na presente sec@o serd estudado o comportamento de uma viga engastada (viga em balanco).
Conforme a Figura (4.63), essa estrutura submetida a uma carga concentrada em sua extremidade livre
(extremidade direita), apresenta-se discretizada por dois elementos.

O estudo do comportamento dessa viga envolverad uma interpolagéo por splines ciibicas, sendo

gue estas polinomiais por partes serdo responsaveis pela aproximacio dos deslocamentos transversais,
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das rotagdes, dos momentos fletores e dos esforcos cortantes apresentados pela estrutura exposta na
Figura (4.63).

Y F 3
Elemenio 1
/ Eiemento 2
=03t
A /
4/
 — |
/// ]
] [/
L=1m
0,10 m
E = 21000000 tf /m’ —7 S 003
m
J = 0,0000025 m* 4 -
A= 0,003 m’ 7H£

Figura (4.63): Viga em balango, discretizada por dois elementos, solicitada por uma carga

concentrada na extremidade livre.

Comeo condicdes geométricas da estrutura, tem-se:

-} comprimento do vao: L=1 m

-) drea da se¢io transversal: A = 0,003 m e

-) momento de inércia a flexao: J = 0,0000025 m.

Como caracteristica do material da estrutura, tem-se:

-y médulo de elasticidade longitudinal: £ = 21000000 #f /m’.

A estrutura apresenta-se em termos de vinculagao como:
-) engastada (extremidade esquerda) - livre (extremidade direita).

O carregamento sob o qual a estrutura esta submetida €:

-y P=0.3 1 (carga concentrada na extreridade direita).
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Como condi¢bes de contorno, conforme os vinculos aos quais a estrutura estd submetida, tem-se

Segue-se com a apresentacio do conjunto de resultados obtidos:



~-0.00025
-3, 0005
-0.00075

-0.001
-0.00125
~-0.0015
~0.00175

w(x)

Figura (4.64): Deslocamentos transversais w para a viga engastada (viga em balango), discretizada
por dois elementos, comparados com a solugcéo analitica (solucoes analiticas conforme Popov

(1978)).

Tabela (4.43): Deslocamentos transversais w para a viga engastada (viga em balanco), discretizada

por dois elementos, comparados numericamente com a solucdo analitica.

X Restl!tado Resgitado % de err Oi
[m] Analitico (w) Obtido (w)
0 0 0 0
0,125 ~(0,0000427827 -0,0000427833 0,00140242
0,25 -0,00016369 -0,000163691 0,600610907
0,375 -0,000351562 -G,000351563 0,000284444
0.5 -0,000595238 -0.000595239 0,000168
0,625 -0,000883557 -0,000883557 0
0,75 -0,00120536 -0,00120536 0
0,875 -0,00154948 -0,001549438 0
1 -0.00190476 -0,00190476 0

239




-0.0005¢
-0.00L}
-0.0015¢
-0.002¢

-0.0025¢

6(x)

Figura (4.65): Rotacies € para a viga engastada (viga em balango), discretizada por dois

elementos, comparadas com a solucdo analitica.

Tabela (4.44): Rotacées 8 para a viga engastada (viga em balanco), discretizada por dois

elementos, comparadas numericamente com a solucdo analitica.

X Resu?tado Res@tado l% de Erm‘
{m] Analitico (8) Obtido (8)

0 0 0 0
0,125 -0,000669643 -0,000669643 0
0,25 -0,00125 -0,00125 0]
0,375 -0,00174107 -0,00174107 0

0,5 -0,00214286 -0,00214285 0,000466666

0.625 -0,00245536 -0,00245535 0,000407272
0,75 -0,00267857 -0,00267857 0
0,875 -0,0028125 -0,0028125 0
1 -0,00285714 -0.00285714 0
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Figura (4.66): Moementos Fletores M da viga engastada (viga em balanco), discretizada por dois

Tabela (4.45): Momentos Fletores M da viga engastada (viga em balango), discretizada por dois

elementos, comparados com a solugdo analitica.

elementos, comparados numericamente com a solucdo analitica.

X ResEﬂtado Resgitado i% de e"""i
[m] Analitico (M) Obtido (M)
0 -0.3 -0.3 0
0,125 -0,2625 -0,2625 0
0,25 -0,225 -0,225 0
0,375 -0,1875 -0,187499 0,000533333
0.5 -0,15 ~(,149999 0,000666667
0,625 -0,1125 -(,112499 0,000888889
0,75 -0,075 -0,0745998 0,000266667
0,875 -0,0375 -0.0375 0
1 0 -315.107




Vix)
0.300002

0.300001

G.259299

G.2999%88

Figura (4.67): Esforcos Cortantes V da viga engastada (viga em balanco), discretizada por dois

elementos, comparados com a solucéo analitica.

Tabela (4.46): Esforcos Cortantes V da viga engastada (viga em balangoe), discretizada por dois

elementos, comparados numericamente com a solucéo analitica.

X Res??tado Respltado z% de ermi

[m] Analitico (V) Obtido (V)
0 03 0,300002 0,0006660662
0,125 0.3 0,300002 0,000666062
(.25 0,3 0,300002 0,000666662
0,375 0.3 0,300002 0,000666662
0,5 - 0,3 0,300002 0,000666662
05+ 03 0,299998 0,000666667
0,625 0,3 0,299998 0,000666667
0,75 0,3 0,29999% 0,000666667
0,875 0,3 0,299998 0,000666667
H 0.3 0,299998 0,000666667




Como pode ser observado através da Figura (4.64), onde € feita a comparagio grafica entre os
resultados obtidos para os deslocamentos transversais da viga engastada (viga em balanco) e os
obtidos analiticamente, através da Figura (4.65), onde € feita a comparagio grifica entre os resultados
obtidos para as rotagdes dessa viga e os obtidos analiticamente, através da Figura (4.66), onde € feita a
comparaciio grifica entre os resultados obtidos para os momentos fletores dessa viga e os obtidos
analiticamente, ¢ através da Figura (4.67), onde é feita a comparacio grafica entre os resultados
obtidos para as esforcos cortantes dessa viga e os obtidos analiticamente, obteve-se resultados
idénticos aos analfticos através das interpolaces por splines ciibicas. A comprovacdo numérica desses
excelentes resultados pode ser feita através das Tabelas (4.43), (4.44), (445) e (4406,
respectivamente.

A obtencdo de tais resultados era absolutamente esperada, uma vez que a solugdo analitica para

os deslocamentos transversais da viga, conforme Popov (1978)

w(x):gwg«}» [2 L'-31° (L——x)+(L—x)3},

é dada por um polindémio de grau “3”, e a aproximagio foi feita por uma polinomial por partes de grau
*3” ou seja, para uma solugio cibica foi feita uma aproximagdo também cubica por fungbes que
apresentam além de robustez, continuidade até sua segunda derivada (conforme varias discussdes do
capitulo 3). Portanto, para todas as grandezas, para os deslocamentos transversais, para as rotagoes,
para os momentos fletores e para os esfor¢os cortantes da viga engastada (viga em balancgo),
discretizada por dois elementos, submetida a uma carga concentrada em sua extremidade livre

(extremidade direita), a solug@o obtida € a prépria solugio analitica.



5 UTILIZACAO DE B-SPLINES COMO FUNCOES
DE FORMA, EM ELEMENTOS FINITOS, PARA
RESOLUCAO DE  ESTRUTURAS  BI-
DIMENSIONAIS: PLACAS ELASTICAS FINAS

5.1 INTRODUCAO

No presente capitulo € apresentado um estudo sobre o emprego de splines ctdbicas, como

funges de forma dentro do método dos elementos finitos, para andlise de placas eldsticas finas, ou

¢
seja, para placas cuja relacdo — < 0,05 (sendo “1” a espessura ¢ “a” sua dimensio caracteristica, ou
a

sua largura, ou, ainda, sua menor dimensio).

Todo o desenvolvimento até aqui enfocado, abordando estruturas unidimensionais, teve por
objetivo preparar a utilizagdo do método para o seu emprego em estruturas bidimensionais.

A abordagem bidimensional visando a aproximagdo, por splines cibicas, do campo de
deslocamentos de estruturas em forma de placas eldsticas finas pode ser feita através de uma certa
“repetic@o” do procedimento unidimensional, empregado para barras e vigas, em ambas as diregdes da
placa.

Segundo Szilard (1974), da teoria de flexdo de placas planas, pode-se extrair que o
comportamento de tais estruturas assemelha-se muito ao das vigas retas, principaimente em termos das
cargas transversais suportadas pela acdio de flex3o. O material das placas a serem estudadas &

assumido como homogéneo e linearmente eldstico.

As tensOes normals O, e 0, séo admitidas variando linearmente com “z” ¢ associadas com os

momentos fletores M e M . A tensdio cisalhante 7_ também varia linearmente com “z” e é
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associada com o momento volvente M _. A tensdo normal O, é considerada negligencidvel em

comparagdo com O,, O, ¢ 7. TensBes cisalhantes transversais 7, e 7, variam quadraticamente

Sk 2

com “z”.
A carga transversal “g” inclui carga de superficie ¢ forgas de corpo, ambas na dire¢do “z”. A
menos que contrdria e antecipadamente seja estabelecido, “flexdo de placa” significa que as cargas

externas ndo t&ém componentes paralelas ao plano “x-y” dessa placae que 0, = 0, = T, = 0 em sua
superficie média, ou seja, em z=0.
Excetuando-se a tens@io 7,,, 0s padrdes de tensdo expostos e admitidos séo uma extensdo direta

da teoria de viga unidimensional & teoria bidimensional.

5.2 EQUACAO DIFERENCIAL DE PLACA NO SISTEMA CARTESIANO
DE COORDENADAS (ENFOQUE CLASSICO-ANALITICO)

5.2.1 CONSIDERACOES INICIAIS

Segundo Szilard (1974), a forma de uma placa ¢ adequadamente definida pela descricao da
geometria de sua superficie média, a qual corta ao meio a espessura dessa placa em cada ponto. A
teoria das pequenas deflexdes de placa, geralmente atribuida a Kirchhoff e Love (incluem-se
contribuices de Bernoulli, Navier, Poisson, Saint-Venant e Lagrange), € baseada nas seguintes
suposigdes:

1. O material da placa é elastico, homogéneo e isotrépico.

2. A placa € inicialmente plana.

3. A espessura da placa é pequena comparada s suas outras dimensdes. A menor dimensédo

lateral da placa € pelo menos dez vezes maior que sua espessura.

4. As deflexdes sio pequenas comparadas com a espessura da placa. O intervalo compreendido
entre um décimo e um quinto da espessura € considerado como o limite, em relacdo a uma
maxima deflexdio, para a teoria das pequenas deflexdes. Essa limitago pode também ser
estabelecida em termos do comprimento dos vios, isto €, a deflexio maxima € menos que
1/30 do menor comprimento de vao.

5. As inclina¢des da superficie média defletida s@o pequenas comparadas com a unidade.
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6. As deformacdes sdo tais que linhas retas, inicialmente normais i superficie média,
permanecem linhas retas e normais & superficie média (no modelo de Kirchhoff,
deformagdes devido ao cisathamento transversal serdo negligenciadas).

7. A deflex@o da placa € produzida pelo deslocamento dos pontos da superficie média normal
ao seu plano micial.

8. As tensOes normais a superficie média sao negligencidveis.

9. No caso de placas com resisténcia a flexao, uma suposigio simplificante adicional pode ser
acrescentada: as deformacdes na superficie média produzidas por forgas no plano podem,
usualmente, ser negligenciadas em comparagéo com as deformacdes devido a flexio (teoria
inextensional de placa).

Para placas retangulares € mais conveniente o uso do sistema cartesiano de coordenadas. As
forcas internas e externas e os componentes da deflexdo (“u”, “»” e “w”) sdo considerados positivos
guando apontarem para o sentido positivo dos eixos coordenados (“X™, “¥” ¢ “Z™). Na pritica geral
de engenharia , momentos positivos produzem tragio nas fibras localizadas na parte inferior da

estrutura. Conforme Szilard (1974)Essa convengio de sinal é mantida para placas.

5.2.2 EQUILIBRIO DO ELEMENTO DE PLACA

Assumindo que a placa € solicitada somente por for¢as perpendiculares ao seu plano, podem ser

utilizadas trés equacdes de equilibrio:

LM =0, M =0, € P =0 5.1

i

Segundo Szilard (1974), o comportamento da placa, em muitos aspectos, é andlogo ao de uma

estrutura, composta por vigamentos bidimensionais, em forma de grelha. Assim, a carga externa P é
transmitida pelas forgas cisalhantes transversais (), ¢ (), e pelos momentos fletores M, e M,. O
desvio significante, em relac@o as acgOes nas vigas de uma grelha bidimensional, é a presenga dos
momentos volventes M e M . Na teoria de placas trata-se com forgas internas e momentos por

unidade de comprimento da superficie média: para distinguir essas forcas das resultantes

anteriormente mencionadas introduz-se as notagdes g, , ¢ m,_, m m., e m,.

¥y’ x 7 ¥ o3 Xy
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Com base na Figura (5.1), onde aparecem as forgas internas e externas em um elemento da
superficie média da placa, e através do procedimento exposto a seguir, inicia-se a dedugdo da equagéo

diferencial de equilibrio da placa:

1. Escolhe-se um sisterna de coordenadas conveniente e extrai-se um elemento infinitesimal de

placa.

2. Coloca-se todas as forgas internas e externas atuantes no elemento.
3. Transmite-se forcas internas positivas com incrementos (qx RSP N ST erc.).

4. Transmite-se forcas internas negativas.

5. Expressa-se 0s incrementos por uma série de Taylor truncada na forma

a QI (; m"
g, +dg. =q, +—5-dx, m +dm =m, +——=dy , elc. (5.2)
d x ’ : Yody

6. Expressa-se o equilibrio das forgas internas e externas atuantes no elemento.
A soma de todos os momentos ¢ de todas as forgas em relagio a um eixo paralelo a um dos

lados da superficie média da placa resulta:

Jdm d my,
m, +——=dx |dy - mdy+{ m, +-—=——dy |dx—m,dx
dx : Jdy "
(5.3)
g, J x X ay 2 g4y 5 TV
daq,

2\ dx

1
Ap6s simplificagdes envolvendo a negligéncia de termos contendo -“[ )(dx)zdy , 0$ quais

s30 pequenas quantidades de alta ordem, (5.3) torna-se

dm, dm,
dx dy+ —dy dx—q, dcdy=0, (5.4)
dx dy *

e, ap6s a divisdo por dx dy. obtém-se

& m, 3 m).x
FP 5, =0 (5.5)



Superficie Média

an,
M, + B dx

Vetor Momento +....=
et Incremento

Figura (5.1): Forcas Internas e Externas no elemento da superficie média da placa.

De forma similar, a soma dos momentos em relaciio ao outro eixo paralelo ao outro lado da

superficie média da placa resulta

dm. dm,
L :

dy Jdx ~ 4

(5.6)
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A soma de todas as forgas na direcio perpendicular ao plano da superficie média da placa

conduz a equagao de equilibrio:

d g,
adx

dgq,
dxdy%—a—)')dx dy+p dx dy=0, (5.7

que ap6s a divisdo por dx dy, resulta

Ja., 94,
dx dy TP 8

Substituindo-se as equagdes (5.5) e (5.6) na equacdo (5.8) e observando-se que m_ =m

X ?

obtém-se

d*m I’m,  Im,

£A)

o P ax ay ey P (59)

Os momentos fletores e volventes na equago (5.9) dependem das deformagtes, e as
deformagdes sdo fungdes das componentes do deslocamente (“a”, “v” e “w”); segundo Szilard
(1974), as relagdes entre os momentos internos e as componentes do deslocamento serdo buscadas nos

proximos passos.

5.2.3 RELACOES  ENTRE  TENSAO, DEFORMACAO E
DESLOCAMENTO

A suposico que o material € eldstico permite o uso da Lei de Hooke bidimensional,

o, =Fg 4V o, (5.10a)

o, =E€g+vo, (5.10b)
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(onde E e v, respectivamente, sfo o médulo de elasticidade ou médulo de Young e o coeficiente de
Poisson),

que descreve a tensdo ¢ deformacio em um elemento de placa. Substituindo-se (5.10b) em {5.10a)

obtém-se

o = 2(8 + Vv 8.). 5.1
N BV !
De forma similar
g, = 7 (6. + VE ) (5.12)
¥ j—p v x

Os momentos volventes m, ¢ m  produzem no plano tensdes cisalhantes T, € T

e ?

cuja

relagdo com a deformagio de cisalhamento ¥ € dada por

=0y, =T Y, =T, 5.
TX) yx;, 2 (1 + V) yx_\ ’;\'x ( 13)

Considerando-se a geometria da placa defletida para expressar as deformaces em termos dos
coeficientes de deslocamento, e comparando-se uma secio antes e depois da deflexdo, expressa-se o

angulo de rotag@o por

=~ e O+ ... =0+— dx, (5.14)

respectivamente.

Pode-se escrever

(5.15)
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Substituindo-se esta expressio na primeira das equacdes (5.14), obtém-se

(5.16)

De maneira similar, £ , a deformagiio devido as tensGes normais na outra diregdo paralela ao

plano da superficie média, € dada por

. Fw
=z
=T (5.17)
A distorgdo angular ¥, = 7"+ ¥” ¢ obtida com o auxilio de
- ..é....}i ’” 07 U
T_é’x € 4 _c?y ; (5.18)
mas de (5.4)
dw
U=z pp=—z7 —
dx
similarmente,
Jw
vVE—g T,
Jy (5.19)
conseglientemente,
r ?/,"*")f” 2 sz
4 oxy - 7 - ST . .
: FER (5.20)



As mudangas de curvatura da superficie média defletida sdo definidas por

. Fw . Fw I w
- N | = > e et El
x 3 2 ) (9 yl /{ 3 X 8 y

(5.21)

onde Y, conforme Szilard (1974), representa a deformada (arqueamento) da placa.

5.2.4 FORCAS INTERNAS EXPRESSADAS EM TERMOS DE “w”

As componentes de tensdo O, € O, produzem momentos fletores no elemento de placa de

modo similar ao que ocorre na teoria elementar de viga. Assim, por integracdo dos componentes

normais de tenso, os momentos fletores atuantes no elemento de placa sio obtidos por:

J‘@EME) d J+(hl2) d
m, = e m_o= z. 3.
. _(m)crx z dz A _{M}G_,, z {(3.22)
Similarmente, os momentos volventes produzidos por tensdes de cisalhamento 7 =17 _ =T,

podem ser calculados a partir de

+(hi2) i +(hi2) J
mA=J- T, 24z € m.=J T, z . 5.23
A ey o T gy (5.23)

mas Tx\‘ - T)'x =T7,€ por iSSO mxy P mﬂ .
Ao substituir-se as equacdes (5.16) e (5.17) em (5.11) e (5.12), as tensOes normais O, e O,

sao expressadas em termos da deflex@o lateral w. Assim pode-se escrever

Ez | &w Fw
N AR o2
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Ez [ Fw Iw
0'),:—}_‘/2 &y?_+v(9ch . (5.25)

A integracdo das equagdes (5.22), apds substituicBo das expressdes acima para O, ¢ O,

resulta
ER’ Fw  Fw
mo= -
R TT NN PR R
5.26]
— D C‘?ZW + sz _ D ( )
= % VO?y2 =D (x, +VvK,)
e
D I + Tw D 2
il = - =
v 5y Ve (K, +VK,}, (5.27)
onde
D= _ B 5.28
- 12 Umvz) ( . )

represenia a flexdo ou rigidez a flexédo da placa. De maneira similar, a expressio do momento volvente

em termos das deflexdes laterais é obtida:

iy Fw

(R} J 2
e N —EGLm) dxdy zdz
7 (5.29)
o -vD=2E D (-
Ixdy £



A substituicio das equagdes (5.26), (5.27) e (5.29) na equacdo (5.9) conduz a equacdo
diferencial governante da placa solicitada por cargas transversais (conforme Szilard (1974), esta

equagdo foi obtida em 1811 por Lagrange; sendo também chamada equagio de Lagrange):

C?4W+2 Iw +8“w p.(x,¥) -
ix Taxdy 9y D ©-50)
ou utilizando o operador Laplaciano bidimensional, pode-se escrever:
D V’Vw=p,_. (531

Esta equagdo € uma equagao diferencial parcial nio-homogénea de quarta ordem do tipo eliptica
com coeficientes constantes, freqiientemente chamada de equag@o biharmdnica ndo-homogénea.
Do mesmo modo pode-se expressar também as forgas cisalhantes transversais em termos das

deflexdes laterais. A substituigdo das equagdes (5.26), (5.27) e (5.29) nas equacdes (5.5) e (5.6) resulta

_8mx+c9m_w_uDa" 82w+82w _ D-ﬁ—Vz 30
L= dy  dx\dx* dy) Tdx w652
dm, dm d [ Fw  Fw J _,
R T -——D&y(axz—i-ayz}——D&wa. (5.32b)

O problema da placa € considerado resolvido se for conseguida uma expressio para a superficie
da placa defletida w(x,y), satisfazendo simultaneamente a equagio diferencial de equilibrio (5.30) e as
condigdes de contorno. Conseqlientemente, estabelece-se que a solucio dos problemas de placa € um
caso especifico de um problema de valor de contorno da fisica matemadtica.

Menciona-se que ocasionalmente, uma condi¢io de contorno simplesmente apoiada € um desses

casos especiats, pode ser vantajosa a introdugio da soma-momento na seguinte forma:

1 2
M= m (mx-i-mr“)ﬂ—DV w. {(5.33)



O lado direito desta equaco é obtido de (5.26) ¢ (5.27). A introdugio desta soma-momento
permite dividir a equagio diferencial governante de quarta ordem em duas equagdes diferenciais de

segunda ordem, Ou seja,

Vim=—p, (5.34a)

i
Viw=m|-—=—|
W= M ( D) (5.34b)

E interessante notar-se que as equacdes (5.34a) e (5.34b) tém forma similar & equagao

diferencial de membrana.

Pode-se fazer utn resumo de todos os passos necessérios para a obtengdo da equagdo diferencial
de placa elastica:

1. Expressa-se o equilibrio das forgas internas e externas atuantes no elemento de placa.

9 Relaciona-se deformacdes e tensdes pela Lei de Hooke.

3. O uso de certas relagdes geométricas, obtidas da forma da superficie defletida, toma possivel

expressar-se deformagdes em termos das componentes de deslocamento.

4. Expressa-se as forgas internas em termos das tensoes € deformacdes e, finalmente, em termos

das componentes de deslocamento.

Problemas de placa, tal como problemas de tensao, bi e tridimensionais, da elasticidade sao
internamente indeterminados estaticamente; isto €, as trés equagdes de equilibrio (5.5), (5.6) e (5.8)
contém cinco incognitas, ou seja, trés momentos e duas forgas cisalhantes. Para que uma solucéo seja
possivel € necessirio a utilizacdo de equagdes adicionais da elasticidade. Assim se procedendo,
conforme Szilard (1974), é possivel a obten¢@o da equagdo diferencial governante da placa carregada

perpendicularmente ao seu plano (5.30) contendo somente urna incSgnita (w).

255



5.3 DEDUCAO DA MATRIZ DE RIGIDEZ E DO VETOR DE CARGA PARA

ESTRUTURAS EM FORMA DE PLACAS ORTOTROPICAS ELASTICAS
FINAS

Nesta secio serdo deduzidos, através da aplicacio de residuos ponderados, a matriz de rigidez e
o vetor de carga para estruturas em forma de placas ortotrépicas eldsticas finas. Tanto a matriz de

rigidez como o vetor de carga obtidos serfio particularizados para estruturas em forma de placas

isotrépicas elasticas finas.

Conforme (5.9), a equago em termos dos momentos atuantes na placa é

Jm, . Im, Im
d x*

2 Gy oy e

Substituindo-se nesta as expressdes dos momentos fletores e do momento volvente para placas

ortotropicas, conforme Szilard (1974),

D I w dw )
m, = x 8x2+ V_\'ayl ?

z 2
" =-~Dy(aw c?w);

‘ —+ v,
’ dy’ a x*

Fw
m_=m_=-2

‘ , D ——
= * "dxdy

onde, também conforme Szilard (1974), a rigidez  flexdo na dire¢io “x”, a rigidez 2 flexdio na direciio

L. 4

y” e arigidez a tor¢do sdo dadas, respectivamente, por

D - Et _
TR -vy)

E 1’

D =— .
T2 0-vy)
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Q:%ﬁnﬁzwqq:%Ungw

3

Sendo que para uma placa ortotrépica de espessura uniforme, D, = G“E , com o médulo cisalhante

dado por

EE, E

Xy

i+ v, 21+m)

G, =

tem-se,

&x4 + V\ &2@72 H ax’an?. (9_)}4 x 55]20-;)‘:2
=-p,(x.y} >
a*w I'w Sw I*w a*w Hw 3
_DX('EXHXE‘*’ Vl,“"—&cjayzj——ZDf REw -2D, 0}_2&2 - Dv( > +V, @Q&QJ =
=-p.(x.y)

Multiplicando-se ambos os lados por (— N, dx dy) ¢ integrando-se de 0 a L ede Oa L :

em-se,
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Aproximando-se "w" por "N " tem-se,

LN FN Dby
N Fidd
l( Y, s a’xa’y+2DJ !ax?-ayz N, dx dy -+
(N N,
69)14 0'5)2&(2
L.
SiL
L, ,{_x

LN BN
D, [=F=N dvay+D,]| Jv\ Ndxdy+2ojj = N, dx dy+
(L] [O ¢ 4] 0

L,
D, |
0

+2Df f(%}z

)Ndxdy-

xy N,dx dy —

o -__,,p

L,

0‘;}:4
L. . L. L
Y ‘*N
+ 2D, = N,dx dy+ D, “ N, dx dy +
_(‘; J;Byz&r‘ ! ; '([ _([ 8}’4 ! Y
FN b

VST N, dx dy = Ax,y) N, dx d
@2& ! 84 J{;_j;p,(xy) ! Y

oY N—

L.
+D J.
&

¥

Resolvendo cada integral dupla por partes, ou seja, integrando-se duas vezes por partes cada

uma das seis integrais duplas do lado esquerdo,

[
L
o0



(A primeira integral dupla):

I ?_@V_IJZNM N TBZN FN
zax.%oyoaxaxzo 0&2

259




(A segunda integral dupla):

—Lv L LyoL,
¢ N N
N, dx d
J;'([v’c%{&v x dy = 11/‘“'[}\110}(&})2 dx dy
du N
u:NI@?é:—&xi%duz%dx
34Nm 0-74Nm FN
:;L’anxzc.%}2 dx — dvzxj.chwyz dx——)v:&ayz
‘L.\' 3 Ly L 3
"N FI'N_ N
= N ,2 - = L mI
Vw_([k Iaxay-o ‘({8)‘7‘3}72 ax dxjdy
Ly 3 Ly Ly &
fJ'N f AN, PN
=y [N -y [ [SLE e
V;,!; !3)60}'0 Y %‘(['!é?xélxayz dx dy
u“wézvmi-—-}gg“az d —aZN’
= T o ~> du = P dx
FN_ ja-‘Nm y _ &N,
= oy oy X —v= EY
YN }’“ YN, N TPN, PN
—_ a —_ m — L] i —
V\'JNIG}CQ},Z dy V\J‘[o'ux ayzl 'c[ c9y2 o dx |dy =
I ORI\ A o\ A J‘ (2N, Ny
! i gxcyyz &C 5} T axz V}. 3)}2 84
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(A terceira integral dupla):

B
i

L., L L. L
N S % J'N
. =2 z
{ {21:), o Nidrdy -D},{ J;Nfo'?xzo'?y?‘ dx dy
N——}iﬂi“-@%ﬂ-—)d —g—&dx
SN R T YT &
A I N FN
dv ==t de— [dv J&ﬁa;z dv v ="
2le Nawm L:f]-——-——a}NméA—f—dxd -
- ro taxayz Oaxay?. ax y =
2DTN TN, L;d 2DLf L"‘-@"‘a}N’" dy dx
= ,0 i&ayEOy fou&&cayz v
N du IV PN,
“ET% T dy Bxéf) en= c?xc}‘y
FN &N FN,
dv;c?xé’y dvm)‘[d‘;*j&ray dy v = EYS
I Ly L.
. N, N, FN,_ PN
:2D££N1&xay2 dy-zp,j(ax Fenl ! EE
0
L. - Ly L. L, L,
: FN SN, PN |
= [N2D 55| dy- |=2D, == dx+ 2p 7%
nan 28 o= [Gan G ae ] [0y
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(A quarta integral dupla):

1 120, {g:";;", N, dx dy:21),:[ };N, ;; = dy dx

U= ,—92—3=%}1——>du=%dy

dv:g;];z dy—ajdv ngj:;x’”z dymwzj;a";
<20 [ m 0 - (55 A apee

2D1 ,%—"‘- de-zp,g jagj j;am dx dy

;% %mc;gy du = f;jcc?y &

dv = g;g dxwajdv—jgg;"’ dx%y—i};gl
*szN 3;3’ demzo,ir(%%i igy ‘;g J

gg :dx j«mz fé;a; dy+Lj szp,a&y M; dx dy
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(A quinta integral dupla):

F A L. L
¥ xa4N y §4N
= N,dx dy = N = dy dx
2{ _([ (.9)?4 { _{[ _({ i 0“5]4
N N
T Ty T P

N N FN
dv = ay;" dy = [dv=| @;! dv— v = C}y;z
T N IN, " }"33Nm Al )dx
= 3 - y =

W, v
L 3 L, L, Ly 3

>N ¢ TN, N

= | N = dx - ———— dy dx
LA e Rl B s

AN, du é°N, a'N,

B . G - dit = - d
Ty T ay T o » “

FN PN FN
dv="5=d %jdej# dy v =
WTN asz_Lr X lj;t aNl 82Nm¥[wm]:(92Nm azN
*‘0 H 3 . ! 53] c9y2 !0 ! 0}2 55’2

TN FN, L"d “oN, PN [T J LfazN! PN
= X— {77 X 3 5
A v o d A, A



(A sexta integral dupla):

L

on-;)zo;sz dxdy*-vx.! J(;Ni&‘yo"x

I dy dx
4]
N, N,
=N, ——>——-—————>du:m dy

TN TN
!
% &

N, FN,
dy > v= B

ayakﬁ dy = [av = jay&z

"’ " RN, N,

(& SNEE o e
L L, La]v a’%
v e, amnd 1555
[ oN,  du azNi &N

it
=

dy dx

—duy = ‘ dy

, d)f - ayZ C')yl
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tem-se,

+Lj j‘yzN*C?sz dx dy |+
Y
. C?xz axz

+DX[IN, v &Zg;: O‘dy ;["gm : y+1:£ Ia;? v, 3;;’” dxdy]«k
+J‘N2DI gquz dy ~ j—wzp, S :‘dx-i—i’: 121},;2; i_;ay dx dy +
+]sz 5;3;2 G‘dx—_[—-—ZD ixay LAdy+i‘j 121), ‘iz ‘i;ay dx dy +
+D_‘((I]:N a;y;” :dx— (g &;y :dx%-z lj:a&yz a;} dxdyJ
+DJ,[L£N, 2 g}gc L.‘dx—[’z%\;—i % "*“]: Iigz Y, 5;;’" dxdme

[
j= )
L



Agrupando-se, convenientemente, as parcelas compostas pelas integrais ¢ as parcelas compostas

pelas integrais duplas do lado esquerdo,

L, L
2 a" X 3'; L,
N dy |+ D N, V,——F N2D — dy=

U o }’J [J o, } ] o,

L L

: a[ PN JIN } .

= — ~+ V. D, +2D —" 0 dy
! s h? H*

d aw Iw Fw
q, = -—-o—_;x-(ijjx-?'i- V\‘Dﬁ_é;;—*- ZD! w;_;Z_J

o s,

X LJ
N(- qx);" dy = , & =-N, o

© Ty £

L
__[Nz q.
0

L

1

dy | =

L. 2 A L r %
-aN,[&Nm PN J AN, {azz\f FN H
= _Dx } 2 V\‘ Zm dlf YA Dx 2 V\' = dy
] 1& E S R 7 B WS |
{mx = [Z2+v 2]
L,
N, L, N, L,
= [Eim| dy ="
'{[&C 0 &x ¢
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L L. i
’ Y N, |~
fzp N dx— |—L2D dy =
j&x axayi }{;é‘y axay y=
L L, L
aN, N, oN, FN.
s — om—-— .__2 d
gax( 055 e B0 5 s
D Pw
2D, 2=
A L N
F N N, N, AN, L
= ‘g—gx“{'m dx + O—Q_y—‘—m y 2E—Mn +—<§y“MW]
N, oN,
o Me " M =0
N, N,
T Mo 77y Moy =0
=0

; ¥ &IZ r &2 dx
. o
J Fw Fw w
q, = };’ D, Ex +v.D, = 2D, e
b ‘
——-j-N[(—q\):dx— zq\l dx = 1’th
o
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Ly 2 L, L,
&V AN |7 O‘N 0’;2 .
D' — 175 - o
( !8)1 Pe . Vo ébc2
b ‘ F L,
QN N (92N ! ‘[’-‘o')N a?_ 82 v
__-—-D + ¥y oL d = ey __D
2 ol 5]
=D 2w+ Iw
m, = ¥ ny’ Vx &_)xz
L
xaNl L, uﬁ L,
= Q@“m“ﬁ dx = @} M‘io
obtém-se,
TT D G_')zN; asz+ QZN O'JN G t3 (92N (92
Y x ax2 &C.‘Z \ x &CZ 0’)})2 “12 &x&y axay
J*N, N, PN FN
+D, =5 =+ VD~ zm}dxdyz
2 d x|
L. L
i N
= pAxY L
[ frte :
oN, ,r_\.
+ N, Q$ % M
Ly L
| EN FN PN, PN, FN,\FN,
W)D.([ .!;|:(Dx &2!+VxD)‘ @zt] e +( \Dx &C D}. ay;) &yz +
Lo LENIN, L
=3 oy axay v =
L. L
o N N,
:}[ J;pz(x,y) N, dx dy + N, Q,, —N on-i-w?w&f-—Mm.. £y M,
dN dN
+ N, Q"L\.——Nf Q3'0+_?;5—,1—M}'GWELMyL



L

;e PN ) N ( FN, N, \&'N

D Dx j x ‘ \ x D‘, { ‘}m

[ (o 58 o B o 0 )5
N, #N

f
+G, 7 dx d
3 3})} y 1m ] €
onde: ﬁL . {5.35
- f N aN
_‘- J-pz(x,y) N, dx dy+ N, QXL; -N, Q..+ axf M, - é}x; Mx.z,x +
0 6

+N, O,

YL,

[ 2yg (9}’ Yo @ yp, 74

Portanto, em (5.35) estdo expostas as expressoes obtidas para a matriz de rigidez, K,

i » € PAra o
vetor de carga, f,, de estruturas em forma de placas ortotrépicas eldsticas finas.
As expressdes para a matriz de rigidez, K, . e para o vetor de carga, f,, obtidas em (5.35)

podem ser particularizadas para estruturas em forma de placas isotropicas eldsticas finas. Essa

particularizacdo pode ser imiciada a partir das consideracbes de que, para o caso isotrépico,
E=E=Ec¢V=V=V
Tais consideracdes conduzem as seguintes conclusdes:
3 3
Ezt Ert

D, = = =D
o2 (d-vy)y 12d-v)

Er EF
D‘_ = - Fren 2 Foes
P12 d-vy) 12(d-v)

€

5

12{%(1_\/%)1/@1)\} 12[%(1—”9} 61— v)D

Gx_\' - 13 = 13 = f?' = I3

E estas conclusdes conduzem is seguintes expressdes para a matriz de rigidez, K, , e para o
vetor de carga, f,. de estruturas em forma de placas isotrGpicas eidsticas finas, sendo que a expressao

do vetor de carga, [, nio sofreu alteracbes em relag@o 4 apresentada em (5.35):
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#DT "I‘Ham LN, V} PN, J{QZN! . BQN[}QINM .
. &2 ay?_ &2 axz 0'5)2 0'6)2
N, N
+2(1—-v) L 'f’}dxdymli}m;e
. chdy Idy (5.36)
. L
T IN N
pl\x.y) Nydedy+N,Q,, ~N,Q +—M_——M_ +
J; _([ ( ) I [ ¥rp R0 0 o 0 X L,
AN, N,
+N, Qu, - N, Q;,O+-§ymM‘,0—§]—Muv = f,

As expressdes obtidas em (5.36), para o caso isotrépico, como uma particularizagio das
expressdes obtidas em (35.35), para o caso ortotrépico, podem ser determinadas pelo mesmo
procedimento, que aplica o método dos residuos ponderados, através do qual as expressdes (5.35)

foram obtidas. E, esse mesmo procedimento estd descrito a seguir na secfio 5.4.

5.4 DEDUCAO DA MATRIZ DE RIGIDEZ E DO VETOR DE CARGA

PARA ESTRUTURAS EM FORMA DE PLACAS ISOTROPICAS
ELASTICAS FINAS

Nesta sec¢do, através da aplicagao de residuos ponderados, serdo deduzidas as expressdes para a
matriz de rigidez, K, , e para o vetor de carga, f,, de estruturas em forma de placas 1sotropicas
eldsticas finas.

Conforme (3.9), a equagao em termos dos momentos atuantes na placa €

d*m dIm,  IFm

XY

242 — ~ = —p_(x,7).
Jx° Jdx c?yw?&yz p.(x.3)

Substituindo-se nesta, conforme Szilard (1974), as expressdes dos momentos fletores e do

momento volvente, conforme (5.26), (5.27) e (5.29), respectivamente,




=D 32w+ Fw _
¥ ay’ Vc'r‘x2 ’

2

my,=m, =-— (1-v}D

© dxdy’
onde, conforme (5.28) dado por Szilard (1974,
Er’
D=
12 (—-v7)

tem-se,

o Iy | ke oy
32 82 N 82
+-c§7‘: D(—&%+V&x}:ﬂ—~»pﬁ(x,y)—>
D 84w+ w 2 (l-vD Jtw D tw J*w 1“
axr; Vaxzayz v &Kza_}'z 0—;))4 +Vé5]20')x?.
=-p,(x.y) =
84W+V w (=) J'w (=¥ d'w ,,;.(94W+ Jtw _
C?X4 0'&«?.55)2 0‘;}:2%]2 |4 c?yzé’xz 0'5}4 Vayz&z -
:ﬂpz(x’y)

Multiplicando-se ambos os lados por (w N, dx dy) e integrando-se de O a L, ede O a L ;

fem-se,

pf 122022 1m0 sti-v)
:) d (}xa V&Z&yz &62(7_}12 4

Fw  Jw
8_}}2&2 + (9)}4 +

L, L

+V Ny dx dy = f fpz(xsy) N, dx dy
¢ 0

d'w
ayz xz
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Aproximando-se "w" por "N, "; tem-se,

; Nm FN_ IN. N
DI j[ c%rz&vz "V)m—{+(1 )gy&xz (95]4

‘N Ly L, ’
+V ﬁyjﬁx}Ndxdy J-_‘-pzxy Ndxdy

Resolvendo cada parcela da integracio dupla por partes, ou seja, integrando-se duas vezes por

partes cada uma das seis parcelas da integral dupla,

(A primeira integral dupla):



A

L L, Lo L,
'N N
= N, dx dy= N N, dx dy
[ 15 wacar=] [ ?
v %@_ﬁ i _% N
T T T o o
J'N,, PN,
dxm}JdV—J X dx —y v = v
L, L L, -3 \
N, ('N_ N,
"'!; Nl (;X} . .{[ 0"3)52 C%C de d}
’j“N PN, "“‘d Lj I‘Jawz N,
= 3 Y- e : 34
o bk . v 3 O ok’
ION, du N, I*N,
u= > "'}dx“ >3 du= p dx
p _ N, dx-—ej'd~~ja3N” i _ &N,
V= P Vo= o -3 Y o
}‘N FN, "‘d '}“(am #N_|" Tasz &N, dx}d
= T )| - 5 y =
0 !‘ &X 0 Q0 &C &2 Is} 0 5&2 Qx
L. L L. L L., L
C_d'N_ | ‘N, FN L FIN, N
= i v — e 1”‘ 7[W’fi.
R R Ear o
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(A segunda integral dupia):

£
: N, FN,
Nodedy=v| [N
| ooy ” ooy
du ON, oN,
u= Nwa——-“——médu=—dx

dx o« o

v

dx dy

0‘—"‘3—‘

N,

dv = &2 EE

a—’a
dr = [dv=[=55 dx >v=222

"‘f(N FN_|" Tawm L
VOL z(;xo—,yz1 Qx&yz N X ay =
L.

3

dx dy

‘ N, N,
=v|N '; dy v dx dy
‘([ F ooy’ ‘[ jc?x oy’
AN, du N N,
u=— o= L du= P dx
N, d'N N
dv:élxéyz dx—)J‘dV jé’x&'y dx —»v= By
V}*N IN,[" Vj[azv FN,| J-QN FN ]d
= Y= y =
. { ayzo ax 0_'572 &)2 0~1x2
——‘]:N v C?*Nm Lxd &?V QN J‘ J‘82]\] a2 m
""’0 { O-lxa}’zn ¥ ax (9)2 .
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A

(A terceira integral dupla).

U -

Q;_,_,r«

clv-—a

1,

ax&'yz

(1- )fN o N,
- 4 Iaxa*yze

a’i
iaxay

du

dy

3

&'%
5xo”y2

2

0-)2,
3X<9y

dy——)_[dv-j

R LA
} ko ok

L
Loy 831V * x
V) N———-i’" dy - {1-v)
_([ i Z 9-2

N
ok

3

N}T’I
ey’




(A guarta integral dupla):

) EEpE o
{M:N[ —;{;’7:% duxégyid
id%;;:o_)m, dy — [av jgf;; dy v=§;a”;
=(1—V)II nggi”;: Igg";% dy}dxm
5N | YN, PN
:(l—v)‘{[N,ayax’;G dx (va)_([ !E)—’%}a;: dx dy
uz% %z%—adumi}; dx
dv=§g;:; dx-éjd»v:jgya”; dxwv=i1a;
- fn 28 - m e I A
-_—zN,(}—v)gjgr”; :dx~zgf(l—v)ij;;”[)dy+: I(i—v)ig ﬁgﬂ
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{A quinta integral dupla):

by L Ly Ly 4
fJ'N : N
= N,dx dy= N = dy dx
[[5e maa=] [
du  dN, N,
uﬂN,——);i-;——-Tw-aduﬂ—év- dy
I'N &N N
dv = 0_)))4'" d}w)_{dvmj 8})4"1 dy——)vmmé-;g@*
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{A sexta integral dupla):
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Agrupando-se, convenientemente, as parcelas compostas pelas integrais e as parcelas compostas

pelas integrais duplas do lado direito,
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As expressOes obtidas em (5.36a) sio idénticas as obtidas em (5.36), ou seja, a matriz de rigidez,
K, .. e o vetor de carga, f,, para estruturas em forma de placas isotrépicas eldsticas finas, podem ser
obtidos através da aplicacdo direta do método dos residuos ponderados ou através de uma
particularizagao das expressdes obtidas para a matriz de rigidez, K, , e para o vetor de carga, f,,
referentes ao caso ortotrépico,

Nas expressdes (5.30) ou nas expressdes (3.36a) basta a inclusao das fungdes de forma para que

seja possivel a constitui¢do da matriz de rigidez e do vetor de carga do sistermna interpolado por splines.

5.5 A METODOLOGIA BIDIMENSIONAL EMPREGADA, UTILIZANDO-
SE SPLINES NA APROXIMACAO DO COMPORTAMENTO DE
PLACAS ISOTROPICAS ELASTICAS FINAS SOLICITADAS A
FLEXAO

5.5.1 INTRODUCAO

Nesta se¢do, além da apresentacdo do desenvolvimento completo da metodologia utilizada na
composi¢do da matriz de rigidez e do vetor de carga do sistema interpolado por splines, define-se a
matriz responsavel pela transformagio de coordenadas a partir do sistema interpolado por splines, em
coordenadas fisicas. Toda metodologia e defimicOes apresentadas tém por objetivo, através de uma
aproximagao “suave” e precisa do campo de deslocamentos e das grandezas que deste derivam,
analisar o comportamento de estruturas em forma de placas isotrépicas eldsticas finas solicitadas A

flexdo.
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5.52 A METODOLOGIA UTILIZADA NA COMPOSICAO DA MATRIZ
DE RIGIDEZ DO SISTEMA INTERPOLADO POR SPLINES

O posicionamento das splines sobre os nds das discretizagdes das estruturas unidimensionais,
analisadas no capitulo 4, pode ser resumide da seguinte forma:-

a) posicionam-se quatro trechos diferentes de quatro splines cibicas no interior do mesmo elemento
da discretizacio;

b) vincula-se cada um desses quatro trechos, a um né diferente, em funcio do posicionamento do topo
da spline que contém o trecho;

¢) ao considerar o primeiro e o iltimo elemento da discretizagdo, como ja exposto, utiliza-se 0 né
auxiliar para a vinculac@o de um dos trechos do elemento de extremidade;

d) ap6s as vinculagGes, escolhe-se um né responsavel pela defini¢do da linha da matriz de rigidez,
objeto das contribuigGes;

e) esse nd referente 4 essa linha juntamente com os outros irés nods, vinculados aos trés outros trechos
das splines, definem as quatro colunas, objeto das contribuigdes, dessa linha da matriz de rigidez do
sisterna interpolado por splines;

f) como cada trecho € definido por um polindmio, a consideracio da superposigio de dois trechos
define quais polinémios participardo do produto para compor a funcédo interpoladora que, apds ser
submetida acs operadores mateméticos da matriz de rigidez do sistema interpolado por splines,
originard os valores a serem enviados aos diferentes “enderecos” (linha-coluna) da matriz de
rigidez;

g) além de serem responsdveis pela definicdo das colunas de uma determinada linha da matriz de
rigidez, todos os quatro trechos, representados pelos quatro polindmios das splines e vinculados aos
quatro nds relativos ao elemento em questio, sdo utilizados para a defini¢io de uma linha na matriz
de rigidez do sistema interpolado por splines.

Qs procedimentos até aqui expostos, referentes ao posicionamento dos trechos polinomiais das
splines, visando a constitui¢do da matriz de rigidez do sistema interpolado por splines podem ser
substituidos, geometricamente, por uma outra forma de posicionamento dessas funcSes responsdveis
pela interpolagéo. Esse posicionamento equivalente pode ser descrito da seguinte forma:

a) posiciona-se¢ uma spline cubica completa, com seus quatro trechos polinomiais, sobre um
determinado né da discretizacio, responsavel pela definic3o de uma determinada linha da matriz de
rigidez do sistema interpolado por splines, de tal forma que cada um de seus trechos se localize em

um elemento diferente dessa discretizagio;
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b) posicionam-se sobre outros nés da discretizagdo, também com cada um de seus quatro trechos

polinomiais localizados em um elemento diferente da discretizagio, tantas outras splines cibicas
completas quantas forem as sobreposicBes de seus trechos com os trechos da spline ciibica
posicionada sobre o né responsivel pela definicdo da linha da matriz de rigidez do sistema
interpolado por splines;

conforme a Figura (5.2), sabe-se que apés o posicionamento de uma spline cibica completa sobre

FT3E3)
1

um determinado n6 “i” da discretizagfio, e apds a definicGo desse né como o responsavel por uma

determinada linha da matriz de rigidez, as splines posicionadas sobre os nds “i-3 “, “i-2”, “i-17,

LErar ch e

7, “i+ 17, "i+27e "i+3" possuirdo trechos em sobreposigdo nos trechos da spline que define a

linha da matriz de rigidez;
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B-spline sobte o N6 “.3"

B-spline sobre o Nag 2"

B-spiine sobre o NG -1

B-spling sobeg o No “Zera”

B-sphae subee o No 1"

B-spline sobye o N 77

B-spline sobre o Na 3"

Figura (5.2): Interferéncia (Sobreposicdo)} das B-splines adjacentes, definindo a drea de influéncia

d)

e)

para uma B-spline posicionada sobre o No Central “Zero™.

tais sobreposicdes definem as contribuigdes a serem enderegadas as diversas colunas dessa linha da
matriz de rigidez;

como ja exposto, a sobreposicéo dos trechos implica na definigio de quais polindmios participario
do produto de fungdes capaz de originar o polinémio interpolador que se submeterd aos operadores
matemiticos da matriz de rigidez, do sistema interpolado por splines, para gerar a contribuicdo
numérica a ser enderecada a linha-coluna definida em func@o do posicionamento das splines que
contém os trechos polinomiais em sobreposicao;

graficamente, uma sobreposicdio genérica dos trechos de splines cibicas pode ser representada

erar £ y
[4

segundo a Figura (5.3); nesta figura o no é o responsavel] pela definicdo da linha da matriz de
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rigidez e 0 né “i+2” define a coluna dessa matriz do sistemna interpolado por splines; também
através da Figura (5.3), define-se que a primeira contribuigo para a linha “/” - coluna “i+2”, da
matriz de rigidez do sistema interpolado por splines, serd gerada através da aplicacdo dos
operadores matemdticos dessa matriz 4 func#o originada pelo produto dos polindmios PX py.ea
segunda contribuigdo, para essa mesma posi¢do da matriz (a ser somada com a primeira), serd
gerada atraves da aplicagdo dos mesmos operadores matemiticos & fungdo originada pelo produto

dos polinémios p, x p,;

i

i

-2 i1 i 141 142 143 I+4

Figura (5.3): Sobreposicdo dos trechos de uma spline ciibica posicionada sobre o né “i” com os

trechos de uma spline ciibica posicionada sobre o né “i+2”,

E interessante acrescentar que, tanto no procedimento que foi adotado para a resolucio de estruturas
unidimensionais como neste procedimento alternativo, inclui-se o concelto da insergdo de nds
auxiliares vinculados aos elementos de extremidade da discretizacfo, cuja justificativa foi bastante
discutida no capitulo 4.

A raz@o da apresentagdo desse procedimento alternativo para o estudo de estruturas
unidimensionais € que o mesmo pode ser adotado para a andlise do comportamento de placas
isotrdpicas eldsticas finas, desde que se cumpram alguns “ajustes™ capazes de viabilizar o emprego
dessa abordagem alternativa unidimensional, ora apresentada, & estruturas tipicamente caracterizadas

pelo aspecto bidimensional.

288



Analogamente ao que foi exposto em termos unidimensionais, a andlise bidimensional a ser
desenvolvida no estudo de placas pode ser iniciada através do posicionamento de uma spline cibica
bidimensional sobre um determinado noé, de uma discretizacio também bidimensional, ou seja, através
do posicionamento de duas splines cibicas unidimensionais, uma em cada dire¢do do plano, sobre um
determinado né responsdvel pela definicio de uma certa linha da matriz de rigidez do sistema
interpolado por splines.

Através da figura (5.4) e dos pontos bésicos discutidos no capitulo 4, entenda-se por posicionar
urna spline sobre um né como sendo posicionar seu topo sobre esse no.

Esse posicionamento de duas B-splines unidimensionais sobre um né que define uma linha na
matriz de rigidez, conforme a figura (5.4), deve ser tal que, cada trecho polinomial da funcdo, em

ambas as dire¢des do plano, localiza-se em um tnico elemento da discretizagéio.



Spline Vertical N&b central genérico, sobre o qual
posicionam-se duas splines (uma em
cada direcfio do planc)

r 3
Y

~ Tio 311 312 313 314
|

347 348 349 350 351

384 385 386 387 388

X

-

421 422 423 424 425
o

458 459 460 461 462

Spline Horizontal
-2 -1 1 2

Figura (5.4): Disposi¢ao da funcdo B-spline em duas dimensées de uma discretizacio genérica.

Seguindo-se¢ © mesmo raciocinio apresentado no procedimento unidimensional alternativo,

dispdem-se sobre os nds adjacentes ao né responsdvel pela definicdo de uma linha na matriz de
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rigidez, do sistema interpolado por splines, tantas outras B-splines bidimensionais quantas forem as
sobreposigdes de seus ftrechos com os trechos polinomiais resultantes do posicionamento
bidimensional apresentado na figura (5.4).

Em outras palavras, posiciona-se uma B-spline bidimensional sobre um no6 que define uma linha
na matriz de rigidez, as defini¢Oes das colunas dessa linha da matriz de rigidez do sistema interpolado
por splines serdo dadas em fungdo da existéncia de sobreposi¢do de trechos gerada pelo
posicionamento de B-splines bidimensionais, sempre com cada um de seus trechos polinomiais em “x”
e “y” sobre um tnico elemento, nos outros nés da discretizagio.

As contribui¢des numéricas enderecadas a uma coluna de uma certa linha da matriz de rigidez
sio obtidas apés a funcdo resultante do produto polinomial, originado pelas sobreposigdes, submeter-
se aos operadores matemdticos constantes na matriz de rigidez do sistema interpolado por splines.

Conforme apresentado na Figura ( 5.5), ao se referenciar um né como responsavel pela
definicdo de uma linha na matriz de rigidez, automaticamente referencia-se este, os trés nds anteriores
e 0s trés posteriores a esse, em ambas as dire¢des do plano, como responsdveis pelas definicGes das
colunas dessa linha da matriz de rigidez, pois as splines bidimensionais posicionadas sobre todos esses
nés, através dos quais definem-se as colunas dessa linha, geram sobreposigdes aos trechos polinomiais
da B-spline bidimensional posicionada no né que definiu a linha, e, justamente, essas sobreposigdes
definem o produto de fungdes através do qual os valores numéricos serio obtidos e enderecados 4 cada

uma destas colunas dessa linha da matriz de rigidez do sistema interpolado por splines.



Y A

272 273 274 12775 276 277 278

309 310 311 312 313 314 315

346 347 348 349 350 351 352

383 384 385 386 387 388 389 g
X

420 421 422 423 424 425 426

457 458 459 460 461 462 463

454 495 406 497 498 400 500

Figura (3.5): Area de Influéncia Bidimensional para uma B-spline “colocada’ sobre 0 né “386”

(né genérico de uma discretizacdo genérica).

O nimero de colunas, objeto das contribui¢des, de uma determinada linha da matriz de rigidez
definida, em fun¢do do posicionamento de uma B-spline bidimensional, sobre um né central da
discretizagio difere do niimero de colunas de uma linha dessa matriz definida, pelo posicionamento de

uma B-spline bidimensional, sobre um né periférico da discretizagdo. Essa diferenca no nimero de
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colunas dessas linhas se deve 2 diferenca existente entre a area de influéncia dos nds centrais e a drea
de influéncia dos nds periféricos da discretizacio, onde incluem-se os nds auxiliares.

As contribuigdes para as colunas de uma linha da matriz de rigidez definida por um né central
da discretizaciio dispdem-se em sete blocos compostos por sete colunas consecutivas, separadas por
blocos formados por colunas consecutivas preenchidas por zeros, sendo que ¢ nimero dessas colunas
consecutivas preenchidas por zeros varia de acordo com a discretizag@o adotada.

Assim, as quarenta e nove contribuicdes sdo enderecadas as guarenta e nove colunas dessa linha
da matriz de rigidez, definida a partir da colocag@io de uma B-spline bidimensional sobre um né central
da discretizagdo.

A colocacio geométrica das splines bidimensionais sobre o né que define a linha e sobre os nés
que definem as colunas dessa linha, objeto das contribuigdes, pode ser exemplificada através das

figuras (5.6) e (5.7).

]
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Spline vertical sobre o 16 (coluna) “386”

F- 3
Spline vertical sobre o Y
e n6 (linha) “386”
| " 310 311 312 513 k14
|
|
” R Y 345 49 350 351
384 R85 386 337 388
X
0 L 72 172 (123 424 525
g B 438 459 460 461 462

Spline horizontal sobre o
né (linha) “386”

Spline horizontal sobre o
n6 (coluna) “386”

Figura (5.6): Contribuicdes para a linha “386” - coluna “386” da matriz de rigidez do sistema

interpolado por splines (discretizac@o genérica).
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) ) N referente a coluna “385” da
Spiline vertical sobre o nd (coluna) “3857 linha “386” da matriz de

rigidez global

Spline vertical sobre o
no (linha) “386”

Y“ NG referente &
linha “386” da
matriz de rigidez
global
[N o1
309
310 311 312 313 314
- 1346
347 348 349 350 351
,‘// )
& s
383 T .
354 385 386 387 388
X
—  §420
0 ; 421 422 423 424 125
v o 7 758 259 460 261 162
Spline herizontal sobre o
nd (linha) “386” “
-2 -1 1 2
Spline horizontal sobre o i
noé {coluna) “385" SV R— :
-3 -2 _]I o 1

Figura (5.7): Contribuicdes para a linha “386” - coluna “385” da matriz de rigidez do sistema

interpolado por splines (discretizacio genérica).
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Por meio das Figuras (5.6) e (5.7) pode ser notado que os limites da B-spline bidimensional
colocada sobre 0 n6 “386”, nd responsavel pela definicdo da linha da matriz de rigidez, permanecem
fixos até que sobre todos os nés da drea de influéncia apresentada na Figura (5.5) sejam posicionadas
B-splines bidimensionais, ¢ a partir de cada um desses posicionamentos, responsaveis pela definicio
de uma coluna nessa linha da matriz de rigidez, sejam geradas intersecgdes de dreas provenientes das
sobreposi¢des dos trechos polinomiais das splines, em ambas as diregdes do plano, posicionadas em
dois nos, uma no né que define a linha e outra no né que define a coluna dessa linha da matriz de
rigidez do sistema interpolado por splines.

Assim como o lado do elemento finito na diregdo “x” vincula-se a um trecho polinomial da
spline posicionada na diregdo “x”, o lado do mesmo elemento finito na diregfio “y” vincula-se a um
trecho polinomial da spline posicionada na direcio “y”. Entfio, para uma B-spline bidimensional
posicionada sobre um né que define uma linha da matriz de rigidez, o produto entre os trechos
polinomiais das duas splines unidimensionais que compGem essa spline bidimensional origina a

prépria func¢do de forma N, (x, y) que figura na matriz de rigidez do sistema interpolado por splines.

Analogamente, para uma B-spline bidimensional posicionada sobre um né responsavel pela definicio
de uma coluna nessa linha da matriz de rigidez, o produto entre 0s trechos polinomiais das duas
splines unidimensionais que compdem essa spline bidimensional origina a outra fungiio de forma

N, (x, y) , que também figura na matriz de rigidez do sistema interpolado por splines.

Obtidas essas fungbes de forma, N, (x, y) e N, (x, y), a partir do produto entre trechos
polinomiais de splines unidimensionais, posicionadas nas dire¢des “x” e “y”, que compdem splines
bidimensionais colocadas sobre nés que definem a linha e a coluna dessa linha da matriz de rigidez, e
definidas geometricamente as intersecgdes de dreas a partir do posicionamento das duas B-splines
bidimensionais, uma sobre o nd que define a linha e outra sobre o né que define a coluna dessa linha
da matriz da rigidez, o cdlculo do valor numérico da contribuicdo, propriamente dita, para esta coluna

dessa linha da matriz de rigidez, do sistema interpolado por splines, restringe-se somente & aplicagio
dos operadores matemiaticos, constantes nessa matriz, as funcgdes de forma N, (x, y) e N_ (x, y).

Graficamente, esta exposigido pode ser sintetizada através da Figura (5.8), na qual os trechos
polinomiais das splines representados por “p” relacionam-se a B-spline bidimensional posicionada
sobre o n6 que define a linha da matriz de rigidez, e os trechos polinomiais das splines representados
por “q” relacionam-se a B-spline bidimensional posicionada sobre o né responséavel pela definicdo da

coluna dessa linha da matriz de rigidez do sistema interpolado por splines.
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Figura (5.8): Procedimento genérico para obtencdo das fungies de duas varidveis.



Com base na intersecdo de dreas apresentada na Figura (5.8), a multiplicagio das fungdes de
“x” pelas fungdes de “y”, originando fungdes de duas varidveis (N z(x, y) e Nm(x, y) que figuram na

matriz de rigidez do sistema interpolado por splines da estrutura em forma de placa pode ser

apresentada da seguinte forma:
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Os polindmios indicados por “p” e “q” que figuram nesses predutos, cuja definicdio apresenta-se
vinculada ao posicionamento local do topo das splines que os contém, foram apresentados no capitulo
3 para todos os intervalos envolvidos pela drea de influéncia da Figura (5.5).

Para cada um dos oito elementos aplica-se os operadores matemdticos da matriz de rigidez. do
sistema interpolado por splines, as fungbes N, (x, y) e N, (x, y) originadas a partir do produto

polinomial indicado.



A soma das contribuigbes dos oito elementos resulta na contribuicfo final que serd enderecada a
uma certa coluna de uma determinada linha da matriz de rigidez do sistema interpolado por splines,
sendo que a defini¢do dessa linha e dessa coluna teve como base o posicionamento do topo das B-
splines bidimensionais apresentadas na Figura (5.8).

O mesmo conceito de nd auxiliar que foi utilizado no capitulo 4, referente &4 abordagem de
estruturas unidimensionais, pode ser empregado na analise de estruturas bidimensionais.

Ao longo dos limites bidimensionais da estrutura podem ser posicionados nds auxiliares em
ambas as direcdes do plano, os quais além de proporcionar a inclusdo do quarto trecho polinomial de
uma spline ctibica no primeiro elemento da discretizagio (em ambas as direcdes do plano), permitem a
associaciio de mais um grau de liberdade ao primeiro né efetivamente pertencente a discretizago, ou
seja, a associagdo de duas rotagdes para os nds de canto, € a associagao de uma rotagdo para 0s nos
periféricos ndo posicionados nos cantos da discretizagéo.

Através da Figura (5.9) constata-se a possibilidade de extensdo do conceito unidimensional, que
envolve a inclusdo de nos auxiliares, as estruturas definidas geometricamente por uma discretizagdo

bidimensional.



Noés
Auxiliares

5.5.3 A METODOLOGIA UTILIZADA NA COMPOSICAO DO VETOR

sisternia interpolado por splines, torna-se mais simples a defini¢do e montagem do vetor de carga do
sistema interpolado por splines. Além dos préprios elementos participantes, os operadores
matemndticos constantes na expressdo que define o vetor de carga do sistema interpolado por sphines de

estruturas em forma de placas sdo mais simples e em menor nimero, quando comparados aos da matriz

Nds Auxiliares

//::\\

/N

\\:/

Nos Auxiliares

Naés
Auxiliares

Figura (5.9): Inclusdo de Nos Auxiliares em uma discretizacdo bidimensional.

DE CARGA DO SISTEMA INTERPOLADO POR SPLINES

De posse da metodologia responsdvel pela definicio e montagem da matriz de rigidez do

de rigidez.



O posicionamento geométrico das splines visando contribuir para a composicio desse vetor se
resume na necessidade de geracdo da funcio de forma N,(x,y), a partir do produto de funcées obtido
em fun¢@o do posicionamento de uma B-spline bidimensional sobre um determinado né, responsivel
pela definicdo de uma certa linha no vetor de carga do sistema interpolado por splines de estruturas em
forma de placas eldsticas, isotrépicas finas.

Como a colocagao das splines unidimensionais em cada direciio do plano, sobre um certo ndé, se
di em funcdo de cada um de seus trechos polinomiais, em “x” ou em “y, estarem posicionados em um
dnico elemento da discretizagio bidimensional, a geracio da fungdo de forma N, (x, y), que figura no
vetor de carga, ocorre através da multiplicagdo dos trechos polinomiais da spline posicionada na
direcao “x” pelos trechos polinomiais da spline posicionada na direcao “y”, ambas sobre o mesmo né,
de modo que os trechos polinormais em “x” ¢ em “y”, a serem multiplicados um pelo outro,
posicionam-se sobre 0s lados do mesmo elemento bidimensional.

A Figura (5.10) apresenta graficamente a definigdo necessdria para o produto de fungdes
responsavel por gerar a func@o de forma N, (x, y) do vetor de carga do sistema interpolado por

splines.
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Figura (5.10); Posicionamento de uma spline bidimensional sebre o né “i” visando a geracdo da

funcdo de forma N, (x,v) do vetor de carga .
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Cada uma das dezesseis fungBes de forma geradas em cada um dos dezesseis elementos da Figura (5.10), a

partir do produto de funcdes de uma varidvel, pode ser apresentada da seguinte forma:

-) para o elemento “17: N, (x,y IACOE

)= pi(x).
-y para o elemento “2” N,(x,y)= p,(x} . p,(y) ;
-) para o elemento “3™: Ni(x,y)z pz(x) . ()’) ;
-) para o elemento “4”7: N, ny)=px) . p.(y);
) para o elemento “5™: N,(x,v)= p,(x) . p.(¥):
-) para 0 elemento “6”: N, (x,y) = pg(x) . Ps(}’) 5

-) para o elemento “7": N A y)=plx) - paly);

) )
-) para o elemento “8”: N( ) ( ) . Pa(}’) ;
) )

-} para o elemento “9”: N (x, y)= (x ACE

) para o elemento “107: N,(x,y)= p,(x) . p,();
-y para o elemento “11: N, (x,y)= p;(x} . p,(¥):
-) para o elemento “127: N fx,y)= px). p(y);

-) para o elemento “13": N (x y) (x) . Pa(}’) .

)

-) para o elemento “ 147 N ( ) D, (x) ply

(¥)
Pa()’);e
)

-) para o elemento “15”: N ( ) P (x)
-) para o elemento “16™: N {x,y)= p(x). p, (y

Esses polindmios “p” possuem os mesmos coeficientes jd determinados a partir das resolugbes

[Tt

dos sistemas definidos no capiftulo 3, em “x” e em “y”, uma vez que ambas as splines unidimensionais

posicionadas sobre o né “i” foram definidas localmente com o “zero” centrado em seu topo.

Determinadas cada uma dessas dezesseis fungdes de forma N, (x, y), as mesmas sdo submetidas

aos operadores mateméticos constantes no vetor de carga do sistema inierpolado por splines, e com a

soma desses dezesseis valores numéricos obtidos totaliza-se o valor da contribui¢do a ser enviada a

(13431

linha “i” desse valor de carga.
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Mantendo-se o mesmo raciocinio e procedimento apresentados na descrigio da metodologia
envolvida na definicio e montagem da matriz de rigidez do sistema interpolado por splines,
acrescenta-se que © nimero de elementos que ird contribuir para a somatéria destinada a uma certa
linha do vetor de carga, definida por um né periférico da discretizagdo, é menor em relacio ao niirnero
de elementos que contribui para a somatdria enderecada a uma linha do vetor de carga, definida
através do posicionamento de uma B-spline bidimensional sobre um né central da discretizac@o.

Fisicamente, tal diferenca se evidencia em funcio da propria diferenca de abrangéncia da drea
de uma B-spline bidimensional sobre um nd periférico da discretizacio, B-spline esta que é
incompleta, em relacfo 4 abrangéncia da drea de uma B-spline bidimensional posicionada sobre um
nd central dessa discretizagdo, B-spline esta que € completamente definida em funcdo do
posicionamento de seus quatro trechos polinormiais nas duas diregdes do plano.

Nessa montagem do vetor de carga, o conceito de nos auxiliares vinculados aos elementos de
extremidade da discretizaco continua tendo a mesma aplicabilidade apresentada na metodologia que
definiu a matriz de rigidez do sistema interpolado por splines, ou seja, as mesmas justificativas para
sua atilizacio, respaldadas na exploracio completa do embasamento matematico-tedrico gque sustenta

o método em si, sdo mantidas.

5.54 A METODOLOGIA UTILIZADA NA MONTAGEM E DEFINICAO
DA MATRIZ DE TRANSFORMACAO EMPREGADA NA
ANALISE DE ESTRUTURAS EM FORMA DE PLACAS
ISOTROPICAS ELASTICAS FINAS

De acordo com a seqgiiéncia de procedimenios exposta nos {tens 3.5.2 e 5.5.3, todos os subsidios
necessdrios & montagem da matriz de rigidez ¢ do vetor de carga, ambos referentes ao sistema
interpolado por splines, sdo apresentados com o objetivo de preparar toda a metedologia a ser
empregada para viabilizar a automagao do processo como um todo.

Conforme Schultz (1973), uma regressao por elementos finitos, a nivel unidimensional, pode ser
iniciada com {B,(x)}., denotando n fungBes de base linearmente independentes no espago vetorial
PC"*(I), num certo intervalo (1), com um vetor f € PC 2(I). O problema variacional de minimos

quadrados da verificagdo de [ € R deve ser considerado, de forma que



2
2

f _ZﬁzBf

P(f*) = Jnf o(f) = jnf (5.37)
A funcéo
o =[sl; - (fZﬁB] + ZﬁB
é quadratica em € ", e portanto S * € a solugdo de (5.37) se e somente se
Dg(f*) =0, 1<i<n, (5.38)

e a matriz J[B*]=[DD,¢(f*)] é positiva definida. Executando-se a diferenciagdo em (5.38),

obtém-se o sistema hinear
Af*=k, (5.39)

onde A=la,], a;= (B.,B;),, 151, j<n, k= k] e k,=(f.B),, 1<i<n, ou seja,
dentro do estudo de estruturas unidimensionais como barras e vigas, a matriz A é a matriz de rigidez e
o vetor k é o vetor de carga, ambos relativos ao sistema interpolado por splines pois, a geragdo desses

se dé a partir de um conjunto de n funcdes de base linearmente independentes, {B;(x)}}.,, composto
por splines.

Além disso,
Jf1=2A, para todo BeR". (5.40)

Através de (5.39) e (5.40), conclui-se que o problema variacional dos minimos quadrados

envolvendo a verificacdo de ¥ satisfazendo (5.37) tem wma solugio dnica,
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N
DB *B.(x),
f=1

onde o * é a solugdo de um sistema linear simétrico positivo-definido. O vetor B* & o vetor

formado pelos coeficientes das n fung@es splines de base linearmente independentes {B.(x)}7_, .

Se S= {2 B B(x) / ﬁecﬁ”}, pode-se denotar a solu¢do dnica dada por (5.39) por
izl

Pf = Z B *B,(x). onde conforme Goffman e Pedrick apud Schultz (1973), P, f é a projecao

il
ortogonal de fem S com relagiio ao produto interno 7.
Dentro da andlise do comportamento de estruturas unidimensionais como barras e vigas, §

representa o espago completo formado pelo conjunto de todas as possiveis solucbes a serem obtidas

para os deslocamentos e para as rotagdes nodais de tais estruturas.
Nessa mesma andlise de barras e vigas, P.f contém a projecdo ortogonal dos vetores

deslocamentos ¢ dos vetores rotagdes nodais dentro do espago completo S, responsdvel pela geragao de
todas as possiveis solugdes para o campo de deslocamentos e para o campo de rotacSes dessas

estruturas unidimensionais.

Entdo, a projeciio ortogonal desses vetores f,, nesse espago completo, S, € igual a somatdria do

produto envolvendo os coeficientes das fungdes splines, ﬁf e as proprias fungdes splines, B.(x),

i

responsdveis pela constituig@o da base linearmente independente capaz de gerar esse espago S, ou seja,

Pf =D B *B.(x). (5.41)
im ]

A equacido (5.41) ja foi utilizada no capitulo 4, sendo definida como as equagdes
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respectivamente, (4.21) ¢ (4.22), cuja disposicdo matricial foi definida, compactamente, em (4.23)

Como

onde

{wc}: vetor composto pelos deslocamentos e rotagdes nodais, para vigas, e somente pelos

deslocamentos nos nds da discretizacdo de barras = P.f ;

{cf } = vetor dos coeficientes das funges splines= ff *; e

[KC] = matriz de transformacfio composta pelos valores das préprias fun¢des splines e suas respectivas

primeiras derivadas nos nés da discretizacio = B,(x) .

A definicdo ¢ montagem da matriz de transformaciio empregada na andlise de estruturas
bidimensionais, como placas isotrépicas eldsticas finas, pode ser feita de forma andloga a que foi

desenvolvida para o estudo de estruturas unidimensionais.

Segundo Schultz (1973), uma regressdo por elementos finitos, visando o tratamento de
problemas bidimensionais, pode ser iniciada através de {B.(x,y)}_, denotando n funcdes de base
linearmente independentes no espago vetorial PC™*(I/), num certo intervalo bidimensional {(U7),
com um vetor f € PC**(U). O problema variacional de minimos guadrados da verificacio de

[* e R" deve ser considerado, de forma que

¢Wﬂ:£§ﬂ@5£g

Py S

1 n 2
ﬂﬂmw~2ﬁ&mw}w@. (5.42)
Q

=1
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Utilizando-se, essencialmente, a mesma andlise feita para problemas unidimensionais, pode-se

provar o seguinte resultado de caracterizagio:

O problema variacional de minimos quadrados da verificagdo f * satisfazendo (5.42) tem uma

dnica solugio,

Zﬁ%@n

onde os coeficientes [ * sdo a solugio do sistema linear simétrico positivo definido

A=k, (5.43)
onde
i I
A=lal=|] [Bx.y)B, x y)dxdy
0 0
4

i
k=lkl=| ] [£eB@yddy|
0 0

A matriz A e o vetor k podem ser definidos, dentro de um estudo abordando estruturas
bidimensionais como placas, como a matriz de rigidez e o vetor de carga, respectivamente, ambos com
relagdo ao sistema interpolado por splines, pois a geracio desses € feita a partir de um conjunto de n
fungbes splines de base linearmente independentes, {B,(x,y)}.,. O vetor f* € o vetor composto

pelos coeficientes dessas »# fungdes splines de base linearmente independentes.

308



Se §= {Zﬁf B(x,y) / Be Sﬁ"},entﬁo a Unica solugdo dada por (5.43) € denotada por
faz }

Pf = Z B * B.(x,y)., onde, conforme Goffman e Pedrick apud Schultz (1973), P.f é a projecio

i=]
ortogonal de fem S com relaco ao produto interno I sobre o quadrado U.
Dentro da andlise do comportamento de estruturas bidimensionais como placas eldsticas
isotrépicas finas, analogamente ao estudo unidimensional, S representa o espago completo formado

pelo conjunto de todas as possiveis solugdes a serem obtidas para os deslocamentos e para as rotagdes

nodais de tais estruturas.

Nessa mesma andlise de placas, F,f contém a proje¢ao ortogonal dos vetores deslocamentos e
dos vetores rotacdes nodais dentro do espaco completo S, responsdvel pela geracfio de todas as
possiveis solugbes para o campo de deslocamentos e para o campo de rotagdes dessas estruturas
bidimensionais.

Entdo, a projeco ortogonal desses vetores, f,, nesse espago completo, §, € igual a somatdria do
produto envolvendo os coeficientes das fungdes splines, A *, e as proprias fungdes splines, B!.(x, y) .

responsdveis pela constituicdo da base linearmente independente capaz de gerar esse espaco S, ou seja,

Pf =Y B*B(x)) (5.44)
=1

Analogamente a analise unidimensional, (5.44) pode ser descrita, dentro do estudo de estruturas
em forma de placas (com w, = deslocamento apresentado pelo né de coordenadas x; e y;; e 8; =

rotagdo em “x” apresentada pelo né de coordenadas x; e y;}, como

n

i=1 153
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(;W- &W ;‘"' n aN, = e =
aik,m &;k . (th)ﬂzé} (»x ;:y Yk)

Ou, compacta e matricialmente, como:

LARCIERUAY

onde:

{wc} = vetor composto pelos deslocamentos e rotagdes nos nés da discretizagio da placa = B f ;

ay _ . _— ~ . - * .
{ci. }_. vetor composto pelos coeficientes das fungdes splines= f *; e

[KC} = matriz de transformacfio composta pelos valores das préprias fungdes splines e suas respectivas

primeiras derivadas nos nés da discretizagdo = B, (x, y) .

Essa matriz de transformacio, [KL] , composta pelas ordenadas nodais das fungdes splines e

pelas primeiras derivadas dessas nos nos de extremidade da discretizagio, executa a transformacio de

coordenadas a partir do sistema interpolado por splines em coordenadas fisicas, conforme ja exposto

no capitulo 4.

Como exemplo, para a defini¢io de uma matriz de transformacio bidimensional, [Kc],

composta pelos valores das funcdes splines nos nés da discretizagio e pelos valores de suas primeiras
derivadas nos nés de extremidade, adote-se um elemento de canto da discretizagio genérica

apresentada na Figura (5.11):



1 2
&
Y
& 9 10
i
6
17 18 19 >
1 X
6

L 4

Figura (5.11): Esquema auxiliar para a definicdo da matriz de transformacdo [KJ .

O né “9” é um né de canto de uma discretizacio genérica; os eixos “u” ¢ “v” s3o responsaveis
pela definigio das coordenadas globais, respectivamente, nas diregSes horizontal e vertical; € os €ixos
“y” e ‘97 sdo responsdveis pela defini¢do das coordenadas locals, respectivamente, nas diregdes

horizontal e vertical da discretizagdio bidimensional genérica.
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A expressao para o deslocamento do né “9” que contribuird para a composicio de {KL] torna-se

wy = ¢ Ny(wl], M), + ¢, Ny, N0, + o Nowl], Ny, +
¢y Nolu, Ny, + 6o Nyplul], No(v), + 6y Ny, (), N, (), +

+ o5 Mg, N, +e5 Ny, N,g(v)lg
1 i 1 1 i 1 i
We = ¢ Z+Cz Té”ﬁ Z-i-cg I+¢, Zw?«cn wi“g-irclg Z—i—cw -1—5

h Y

A expressao para a rotagdo do nd “9” na diregéio “v” que contribuir para a composigio de [KL]

torna-se

dN,(v)
dv i,

dN (v}
+Cpy NlU(u)ig m;i

9

dN,(v)
+e g(”)L, mjv +
9
dN . {v) .
dv

dN.(v)
e R N, (u),

ng(v)
dv

o,
—gf“ = ¢ Nf(u)I

+¢, Ng(u)'g

¢y Npplu),

9 9

dN,,(v)
+ay Niglu), ==

dN (v}
o dv

+¢5 le(u)l

9 9

¥

9 (9 9 9
Ey =g *‘2~+c2 “§+c‘3 O0+c¢, O+¢, O+c, ‘k—g + 3 + G 3/
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-

A expressdo para a rotagio do nd “9” na direcdo “u” que contribuird para a composi¢io de [KC]

toma-se
M, dN (u) dN,(u) dNg(u)
Bme o £ e ol £ i, 25
dN, (1) dN (u) dN (1)
+ ¢y Ng(v)!9 —— +c, Nlo(v)[g W*J“QJ-— + ¢y N,?(v)l9 ~—5;——
9 9 9
dN {u) dN o (u)
+ay Nyl =2 ey Ny V)], =2 9
g NN 1
omo (,9[,{ = ax h, cm-se

M, 9 9 9 9 9
——9—;—2010—&-62 §+c8 — +¢, O+¢y ~2~+c17 Y +¢, O0+cy Iy

Através de procedimenio andlogo, pode-se determinar as expressoes para os deslocamentos de

todos os nds da discretizagio, assim como as expressdes para as rotacdes de todos os nds de

extremidade e, entdo, compor a matriz de transformacio [KC] da estrutura bidimensional de placa.

Uma vez constituidos a matriz de rigidez e o vetor de carga do sistema interpolado por splines e

a matriz de transformacio da estrutura, conforme exposto no capitulo 4,

(] =17}
(k] {e’}={w]).

torna-se possivel a obtencéio da matriz de rigidez e do vetor de carga fisicos da estratura,

[K ]—T{Kifn} {Kc}_l = [K ﬁm] = matriz de rigidez fisica da estratura, e

-T . A
[K ] { f,s} = {fﬁ‘\_iw} == vetor de carga fisico da estrutura.
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E, conforme (4.29), a transformagio de coordenadas da interpolagfio por spline em coordenadas

fisicas pode ser escrita como

[K ﬁmo] {Wc} = {f ﬁ.x-scu} .

A partir da determinacio do vetor {wc} & possivel obter-se o vetor {cf } que contém oS

coeficientes das splines, os guais sio responsdveis pela reconstituicio de quaisquer grandezas
referentes a estrutura (por exemplo grandezas relacionadas com a primeira, segunda ou terceira
derivadas das funcoes de forma).

Nido obstante ressalta-se que o método utilizado permite, conforme (5.36) ou (5,36a), a
recuperagdo dos esforcos cortantes e dos momentos fletores nos nés de extremidade da discretizagiio

da estrutura em forma de placa isotrdpica eldstica fina.

5.6 EXEMPLOS DE APLICACOES DO METODO AS ESTRUTURAS
BIDIMENSIONAIS - PLACAS ISOTROPICAS ELASTICAS FINAS

5.6.1 INTRODUCAO

A resolucio dos exemplos apresentados nesta secfo utiliza um procedimento que, inicialmente,
segundo o que fol exposto no capitulo 4, foi desenvolvido para ser empregado no estudo de estruturas
unidimensionais. Nesse capitulo 5, esse procedimento responsdvel pela constituigdo de uma uUnica
matriz de rigidez para elementos estruturais interpolados por spline, independenie dos vinculos em
suas bordas, fol ampliado e desenvolvido para ser aplicado no estado do comportamento de estruturas
bidimensionais.

Portanto, a partir do procedimento que envolve a geraciio da matriz de rigidez e do vetor de
carga para estruturas unidimensionais e a partir do que ji fol exposto nesse capitulo 5, tem-se a
possibilidade de geragdo da matniz de rigidez ¢ do vetor de carga, ambos referentes ao sistema
interpolado por splines, de estruturas em forma de placas isotrépicas eldsticas finas, as gnais
constituem-s¢ em elementos estruturais mais complexos quando comparados com estruturas

unidimensionais.



Nesta se¢io serdo expostos e analisados, através da metodologia desenvolvida e preparada para
a utilizacdo de B-splines como fungdes de forma em elementos finitos, sete exemplos de estruturas
bidimensionais em forma de placas isotrépicas eldsticas finas,

O primeiro exemplo de estrutura bidimensional tratard de uma placa quadrada simplesmente
apoiada em todo o seu contorno, discretizada por 6 X 6 elementos, submetida a uma carga
uniformemente distribuida,

Através do segundo exemplo, serd analisada uma placa quadrada engastada em todo o seu
contorno, discretizada por 6 X 6 elementos, submetida a uma carga uniformemente distribuida.

O terceiro exemplo envolverd uma placa quadrada simplesmente apoiada em todo o seu
contorno, discretizada por 6 X 6 elementos, submetida a uma carga concentrada central.

No quarto exemplo, serd estudade o comportamento de uma placa quadrada engastada em todo
o seu contorno, discretizada por 6 X 6 elementos, submetida a uma carga concentrada central.

O quinto exemplo de estrutura bidimensional tratard de uma placa quadrada simplesmente
apoiada em todo 0 seu contorno, discretizada por 6 X 6 elementos, submetida a uma carga distribuida
senoidal.

Por meio do sexto exemplo, serd analisado o comportamento de uma placa quadrada
simplesmente apoiada em trés de seus bordos e livre no quarto bordo, discretizada por 6 X 6
elementos, submetida a uma carga uniformemente distribuida.

Uma estrutura em forma de placa com reentrincia parcialmente engastada e parcialmente com
seus bordos livres, discretizada por trés elementos, submetida a uma carga uniformnemente distribuida
sera analisada no sétimo exemplo.

Todos os resultados obtidos para essa série de exemplos envolvendo a anélise de estruturas em
forma de placas isotrépicas eldsticas finas serdo expostos mediante comparagdo com a solucio
analitica, ou com solugdes numéricas aproximadas, ou, ainda, mediante comparag@o com os resultados

obtidos através do Programa ANSYS. Todas as comparagbes de resultados através de grificos serfo

a
feitas tomando-se por base uma linha intermedidria passando pela cota v=-2—: 0,5, tal como

mostrado na Figura (5.12).

L
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Linha sobre a qual se dard a plotagem dos
resuitados obtidos para as diferentes estruturas
em forma de placa isotrépica eldstica fina L

(R

Y

U

Figura (5.12): Determinacio da posicdo sobre a qual se dard a plotagem comparada dos resultados
obtidos para os deslocamentos, rotacbes, momentos fletores e esforgos cortantes das diferentes

placas a serem analisadas.
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Serd adotada a conveng¢io indicada na Figura (5.13) para a vinculagio dos bordos das

estruturas em forma de placa a serem analisadas.

Borda Livre

——p Borda
Simplesmente
Apoiada

[117777777 777777777777

» Borda Engastada

-

Figura (5.13): Convengdo para a vinculagcio das bordas das estruturas em forma de placa a serem

analisadas.



5.6.2 ESTRUTURA EM FORMA DE PLACA SIMPLESMENTE

APOIADA EM TODO O SEU CONTORNO, SUBMETIDA A UMA
CARGA UNIFORMEMENTE DISTRIBUIDA

Conforme mostrado na Figura (5.14) e segundo a representacio em perspectiva apresentada na
Figura (5.15), nesta segHo sera analisado o comportamento de uma placa quadrada simplesmente
apoiada em todo o seu contorno, discretizada por 6 X 6 elementos, submetida a uma carga
uniformemente distribuida.

O estudo do comportamento dessa placa envolverd uma interpolagdo bidimensional por splines
cibicas, sendo que estas polinomiais por partes serio responsdveis pela aproximacio dos
deslocamentos, das rotagbes, dos momentos fletores e dos esforcos cortantes apresentados pela
estrutura exposta nas Figuras (5.14) e (5.15).

Segundo a Figura (5.14}, os nds auxiliares utilizados na discretizacdo da estrutura sdo: 1, 2, 3, 4,

5,6,7,8 16,17,25,26, 34,35, 43,44, 52, 53,61, 62,70,71,72,73,74,75,76,e 77,

318



v 1,00 m
1 2 3 4 5 & 7
A N TV N R [V TR TS [P

17 18 19 20 21 22 23 24 25

26 27 28 29 30 31 32 33 34

5B T B @ B & L00m

44 45 46 47 48 40 0 51 52

53 54 35 56 57 5% 59 60 6l

62 63 64 65 66 ¥ 68 69 70 U"

N o 4 s e

E = 21000000 #f /m’
t = 0,005 m

v=1023

g, = 0,078 tf /i’

Figura (5.14): Placa quadrada simplesmente apoiada em todo o seu contorno, discretizada por 6 X

6 elementos, submetida a uma carga uniformemente distribuida.
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Figura (5.15): Perspectiva da placa quadrada simplesmente apoiada em todo o seu contorno,

discretizada por 6 X 6 elementos, submetida a uma carga uniformemente distribuida.

Como condicdes geométricas da estrutura, iem-se:

-} comprimento dos vaos: L =L, =1 m;e

-) espessura: ¢ = 0,005 m.

Cormo caracteristica do material da estrutura, tem-se:

-} médulo de elasticidade: E = 21000000 if /m’; e
) coeficiente de Poisson: v = 0.,3.

A estrutura apresenta-se em termos de vinculagao como:

-} simplesmente apoiada emn todo seu contomo.

O carregamento sob o qual a estrutura estd submetida é:

- g, =0078 if / m” {carga uniformemente distribuida).
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Segue-se com a apresentacdo do conjunto de resultados obtidos:

w {1 ;05)

0.0012¢}

0.001¢t
0.0008¢
0.00066¢
0.000C4r¢
0.0002¢}

Figura (5.16): Deslocamentos w da placa quadrada simplesmente apoiada em todo o seu contorno,
discretizada por 6 X 6 elementos, comparados com a solucdo analitica (solucées analiticas

conforme Timoshenko ¢ Woinowsky-Krieger (1959)).

Tabela (5.1): Deslocamentos w da placa quadrada simplesmente apoiada em todo ¢ seu contorno,

discretizada por 6 X 6 elementos, comparados numericamente com a solucio analitica.

p/ v=0,3 Resultados Resultados Obtidos
1 Analiticos W '% Err0|
[m] w {m]
[m]
0 0 0 0
1 0,000683968 0.000683499 0,0685705
6
L 0,00115378 0,00115356 0,0190678
! 0,00131856 0,00131783 0,0553634




a (u ; 0,5)
0.004Ff

0.002¢}

-0.002}

~0.004}

Figura (5.17): Rotac6es 8 da placa quadrada simplesmente apoiada em todo o seu contorno,

discretizada por 6 X 6 elementos, comparadas com a solucio analitica.

Tabela (5.2): Rotacdes O da placa quadrada simplesmente apoiada em todo o seu contorno,

discretizada por 6 X 6 elementos, comparadas numericamente com a solucdo analitica.

p/ v=0,5 Resultados Resultados Obtidos
u Analiticos & i% Erro]
[m] 4 [rd]
[rd]

0 0,00437429 0,00437794 0.0833725
1 0,00360555 0,00360844 0,08009
6
L 0,00195184 0,00195238 0,0276586
3
L 0 0 0
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Figura (5.18): Momentos Fletores M da placa quadrada simplesmente apoiada em todo o seu

contorno, discretizada por 6 X 6 elementos, comparados com a solucdo analitica.

Tabela (5.3): Momentos Fletores M da placa quadrada simplesmente apoiada em todo o seu

contorno, discretizada por 6 X ¢ elementos, comparados numericamente com a solucéo analitica.

p/ v=0.3 Resultados Resultados Obtidos
u Analiticos M i% Erro{
im] M {tff.m/m}
[if.m/m]
0 0 0,000176942
1 0,00194537 0,00204277 4,76804
6
11 0,00269253 0.00273433 1,52871
% 0,00287257 0,00289753 0,861423




v (u i 0,5)
G.015¢

0.005¢

12
~-0.005¢

-0.0%¢
~0.015¢

Figura (5.19): Esforcos Cortantes V da placa quadrada simplesmente apoiada em todo o seu

contorno, discretizada por 6 X 6 elementos, comparados com a selucdo analitica.

Tabela (5.4): Esforcos Cortantes V da placa quadrada simplesmente apoiada em todo o seu

contornoe, discretizada por 6 X 6 elementos, comparados numericamente com a solugio analitica.

p/ v=0,5 Resultados Resultados Obtidos
u Analiticos AY [% Erroi
fm] A% [tf /)
[t /m]

0 ,0163163 0,011195 31,3876
r 0,00717567 0,011195 35,9029
6
1" 0,00717567 0,0041494 42,174
6
% - 0,00241238 0,0041494 41,862
% ) 0,00241238 0,000979165 59,4108
_;-_ ’ 0 0,000979165

(98]
)
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Nesta se¢ao, a equagdo dos deslocamentos apresentados pela placa quadrada simplesmente

apoiada em todo © seu contorno, submetida a uma carga uniformemente distribuida, que conforme

Timoshenko e Woinowsky-Krieger (1959} € dada por

mimrx nwy
16 SEn S€n b
_10 g ¢y a
W= 6 ZZ 2 2\
ir D maz) ) f2r n
H1 " 3 >
a” b

onde, m=1,35,... , n=L2375 ... =W._;.E.,,~£W
12 (1-v7)

g, = carga uniformemente distribuida, @ = comprimento da placa, ¢, b = largura da placa,

foi aproximada através de uma interpolacio bidimensional por splines cubicas, as quais s&@o
polinomiais por partes de grau 3, sendo que o dominio completo abrangendo a superficie quadrada
ocupada pelas extensdes da placa foi discretizado por 6 X 6 elementos.

Conforme a Figura (5.16), a qual apresenta uma comparacdo grifica dos resultados obtidos para
os deslocamentos da placa e os obtidos analiticamente, e conforme a Tabela (5.1), a qual apresenta
uma comparagio numérica entre esses valores, observa-se a obtengdo de resultados comparados
bastante precisos, ou seja, através de uma interpolacio bidimensional por splines ctibicas obteve-se,
em relacdo 4 solucdo analitica, baixissimas porcentagens de erro.

Conforme a Figura (5.17), a qual apresenta ama comparacio grifica dos resultados obtidos para
as rotacdes da placa e os obtidos analiticamente, e conforme a Tabela (5.2), a qual apresenta uma
comparacio numérica entre esses valores, observa-se também a obtencdo de resultados comparados
bastante precisos, ou seja, também sob a utilizagdo da derivada primeira das polinomiais por partes
bidimensionais de grau 3, a interpolacac efetuada proporcionou a obtencio de resultados comparados
extremamente precisos.

Conforme a Figura (5.18), a qual apresenta uma comparagio grafica dos resultados obtidos para
os momentos fletores da placa e os obtidos analiticamente, e conforme a Tabela (5.3). a qual apresenta
uma comparacdo numérica entre esses valores, observa-se a obtengio de resultados menos precisos
quando comparados aos obtidos para os deslocamentos e rotagdes da placa (sendo todos sempre
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comparados com a soluclio analitica), ou seja, sob o envolvimento da derivada segunda das splines
cibicas bidimensionais, a interpolagdo gerou resultados comparados com porcentagens de erro
maiores em relacdo as obtidas para os deslocamentos e rotagdes.

Conforme a Figura (5.19), a qual apresenta uma comparacio grafica dos resultados obtidos para
os esforgos cortantes da placa e os obtidos analiticamente, ¢ conforme a Tabela (5.4), a qual apresenta
uma comparagao numeérica entre esses valores, confirma-se a nao possibilidade de comparacgio entre
os resultados analiticos e os obtidos através de uma interpolagio cibica bidimensional por splines,
pois, se a interpolagiio € cibica, a derivada terceira desta € uma constante, ¢ a derivada terceira da

solucdo analitica € completamente diferente de uma constante.

5.6.3 ESTRUTURA EM FORMA DE PLACA ENGASTADA EM TODO
SEU  CONTORNO, SUBMETIDA A UMA CARGA
UNIFORMEMENTE DISTRIBUIDA

Conforme mostrado na Figura (5.20) e segundo a representac@o em perspectiva apresentada na
Figura (5.21), nesta secfo seri analisado o comportamento de uma placa quadrada engastada em todo
o seu contorno, discretizada por 6 X 6 elementos, submetida a uma carga uniformemente distribuida.

O estudo do comportamento dessa placa envolverd uma interpolacdo bidimensional por splines
ciibicas, sendo que estas polinormais por partes serdo responsdveis pela aproximacdo dos
deslocamentos, das rotacOes, dos momentos fletores e dos esforcos cortantes apresentados pela
estrutura exposta nas Figuras (5.20) e (5.21).

Segundo a Figura (5.20), os nés auxiliares utilizados na discretizacfo da estrutura sio: 1, 2, 3, 4,

5,6,7,8,16,17,25,26,34, 35,43, 44,52, 53,61, 62,70,71,72,73,74,75,76,e 77.
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Figura (5.20): Placa quadrada engastada em todo o seu contorno, discretizada por 6 X 6 elementos,

submetida a uma carga uniformemente distribuida.
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Figura (5.21): Perspectiva da placa quadrada engastada em todo o seu contorno, discretizada por 6

X 6 elementos, submetida a uma carga uniformemente distribuida.

Como condicbes geométricas da estrutura, term-se:

-ycomprimentodos vios: L =L =1 m ;e

-) espessura: £ = 0,005 m.

Como caracteristica do material da estrutura, tem-se:
-) médulo de elasticidade: E = 21000000 #f /m*; e
-) coeficiente de Poisson: v = 0,3.

A estrutura apresenta-se em termos de vinculagio como:
-} engastada em todo seu contorno.

O carregamento sob o gual a estrurura estd submetida é:

-y g, = 0,078 tf / m’ (carga uniformemente distribuida).



Segue-se com a apresentagfio do conjunto de resultados obtidos:

uf(u ;05)
g.0004!l
0.0003}
0.0002}

0.0001¢

Figura (5.22): Deslocamentos w da placa quadrada engastada em todo o seu contorno, discretizada
por 6 X 6 elementos, comparados com uma solugdo aproximada (solugées aproximadas compostas

a partir de um procedimento sugerido por Szilard (1974)).

Tabela (5.5): Deslocamentos w da placa quadrada engastada em todo o seu contorno, discretizada

por 6 X 6 elementos, comparados numericamente com uma solugdo aproximada.

p/ v=0.5 Resultados Resultados Obtidos
U Numéricos W I% Erroi
[m] w [m]
[m]
0 0 0 0
1 0.000140956 0.000141479 (,369666
5]
1 (,000332407 0,000333639 0,36926}
3
is (,000408848 0,000410364 0,369428
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6 (u;05)

0.001¢

0.0005¢

~0.0005¢

~0.001¢

Figura (5.23): RotacGes O da placa quadrada engastada em todo o seu contorno, discretizada por 6

X 6 elementos, comparadas com uma solucdo aproximada.

Tabela (5.6): Rotagdes & da placa quadrada engastada em todo o seu contorno, discretizada por 6

X 6 elementos, comparadas numericamente com wma solucéo aproximada.

p/ v=0,5 Resultados Resultados Obtidos

u Numéricos 2] i% Erro|

{m] g  [rd} frd)

0 0 0 0
1 0.00126288 0,00127881 1,24569
6
1 0,000884552 0,000890279 0,643281
L 0 0 0
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-0.001¢

-0.002}

-0.003}

-0.004F

Figura (5.24): Momentos Fletores M da placa quadrada engastada em todo o seu contorno,

discretizada por 6 X 6 elementos, comparados com uma solucdo aproximada.

Tabela (5.7): Momentos Fletores M da placa quadrada engastada em fodo o seu contorno,

discretizada por 6 X 6 elementos, comparados numericamente com uma solugdo

aproximada.
p/ v=0,5 Resultados Resultados Obtidos
u Numéncos M l% Err o‘
[ml M [tf.m/m]
{tf.m/m]
0 -0,0040065 -0,003635716 8,72844
1 -0,000241544 -0,0000317029 86,8749
&
i 0,00107793 0,00115246 6,46704
3
ES 0,0013659 0,00141567 3,51565




0.01. xxt

- i
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-0.02¢
-0.03¢}

Figura (5.25): Esforcos Cortantes V da placa quadrada engastada em todoe o seu contorno,

discretizada por 6 X 6 elementos, comparados com uma solugdo aproximada.

Tabela (5.8): Esforgos Cortantes V da placa quadrada engastada em tode o seu contorno,

discretizada por 6 X 6 elementos, comparados numericamente com uma solucdo aproximada.

p/ v=0.5 Resultados Resultados Obtidos
u Numéricos \Y i% Errol
[m] Vv [if /m]
it/ mj

0 0,0354095 0,0217528 38,5679
1 0,0132023 0,0217528 39,3076
6
1 0.0132023 0,00710496 46,1839
6
U 0.00393143 0,00710496 44 6664
I 0,00393143 0,00157926 59.8299
% ) 0,00000279391 0,00157926 99,8231




Através das plotagens apresentadas nas Figuras (5.22), (5.23), (5.24) e (5.25), referindo-se,
respectivamente, aos desiocamentos, as rotagdes, aos momentos fletores e aos esforcos cortantes
apresentados pela placa quadrada engastada em todo o seu contorno, discretizada por 6 X 6 elementos,
submetida a uma carga uniformemente distribuida, efetuou-se uma comparacio grifica entre os
resultados obtidos por meio de uma interpolagio bidimensional por splines ciibicas com os obtidos
através de um método aproximado sugerido por Szilard (1974). A compara¢fo numérica entre todos
esses resultados estd exposta através das Tabelas (5.5), (5.6), (5.7) e (5.8), as quats, respectivamente,
referem-se aos deslocamentos, as rotagdes, aos roomentos fletores e aos esforcos cortantes
apresentados pela placa.

Ndo obstante, deve-se lembrar que a andlise dessas plotagens e dessas tabelas permite uma
comparagao entre os resultados obtidos através de um método numérico aproximado, onde foram
empregadas splines cibicas como fungdes de forma, e os obtidos por meio de um outro método
também aproximado.

Somente € possivel a comparagio de alguns dos resultados obtidos com os obtidos através de
métodos qualificados como analiticos. Timoshenko e Woinowsky-Krieger (1959) apresentam como
resultados analiticos para o tipo de estrutura analisado, submetida as condi¢Ges expostas nessa se¢io,

os dados contidos nas Tabeias (3.9 e (5.10).

Tabela (5.9): Deslocamento w da placa quadrada engastada em todo o seu contorno, discretizada
por 6 X 6 elementos, comparado numericamente com a selucdo analitica dada por Timoshenko ¢

Woinowsky-Krieger (1959).

p/ v=0,5 Resultado Resultado Obtido
u Analitico w E% Erroi
{m] w (m]
im]
1 0,000408845 0,000410364 0,370207910
2




Tabela (5.10): Momentos Fletores M da placa quadrada engastada em todo o seu contorno,
discretizada por 6 X 6 elementos, comparados numericamente com a solugdo analitica dada por

Timoshenko e Woinowsky-Krieger (1959).

p/ v=0,5 Resultados Resultados Obtidos
u Analiticos M ‘% Erroi
[m] M [t mim]
[tf . mim]
0 -0,0040014 -0,00365716 8,602989
1 0,0018018 0,00141567 21,43024

Conforme a Tabela (5.9), o resultado obtido para o deslocamento central da placa apresenta-se
bastante preciso em relag@o a solucio analitica dada por Timoshenko e Woinowsky-Krieger (1959). E,
conforme a Tabela (5.10}, o momento fletor obtido para o centro do bordo engastado & 0 momento
fletor obtido para o ponto central da placa quadrada apresentam-se pouco precisos em relacfo aos
valores analiticos dados por Timoshenko e¢ Woinowsky-Krieger (1959), sendo que a maior
porcentagem de erro foi obtida em funcdo da comparacio que envolveu o momento fletor no centro da
placa.

Portanto, também para o caso da placa quadrada engastada em todo o seu contorno, discretizada
por 6 X 6 elementos, submetida a uma carga uniformemente distribuida, o resultado obtido, pela
interpolagio bidimensional por splines ciibicas, para o deslocamento central foi bastante preciso em
relacdo a solugdo analitica, porém os resultados obtidos através dessa interpolacdo, que envolveram a
derivada segunda dessas polinomiais cibicas por partes, apresentaram uma certa defasagem nos

valores em relac@o & soluc@io analitica dada por Timoshenko ¢ Woinowsky-Krieger (1959).
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5.6.4 ESTRUTURA EM FORMA DE PLACA SIMPLESMENTE
APOIADA EM TODO SEU CONTORNO, SUBMETIDA A UMA
CARGA CONCENTRADA CENTRAL

Conforme mostrado na Figura (5.26) e segundo a representacfio em perspectiva apresentada na
Figura (5.27), nesta se¢do serd analisado o comportamento de uma placa quadrada simplesmente
apoiada em todo o seu contorno, discretizada por 6 X 6 elementos, submetida a uma carga concentrada
central.

O estudo do comportamento dessa placa envolverd uma interpolacao bidimensional por splines
ciibicas, sendo que estas polinomiais por partes serdo responsdveis pela aproximagio dos
deslocamentos, das rotagdes, dos momentos fletores e dos esforgos cortantes apresentados pela
estrutura exposta nas Figuras (5.20) e (3.27).

Segundo a Figura {5.26), os nds auxiliares utilizados na discretizagdo da estrutura sdo: 1, 2, 3, 4,

5,6,7,8, 16, 17,25,26, 34, 35,43, 44, 52,53,61,62,70,71,72,73,74,75,76,e 77.
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Figura (5.26): Placa quadrada simplesmente apoiada em todo o seu contorno, discretizada por 6 X

6 elementos, submetida a uma carga concentrada central.
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Figura (5.27): Perspectiva da placa quadrada simplesmente apoiada em todo o seu contorno,

discretizada por 6 X G elementos, submetida a uma carga concentrada central.

Como condi¢cdes geométricas da estrutura, tem-se:

-) comprimento dos viios: L = L =1 m ;e

-} espessura: ¢ = 0,005 m.

Como caracteristica do material da estrutura, tem-se:

-) médulo de elasticidade: E = 21000000 ¢f /m’; e
-) coeficiente de Poisson: v = 0,3.

A estrutura apresenta-se em termos de vinculacio como:
-} simplesmente apoiada em todo seu contorno.

O carregamento sob o qual a estrutura esta submetida €:

) P=006 #f (cargaconcentrada central).



Em relagdo ao carregamento concentrado através do qual a estrutura se submete, se faz
L, L,

necessario uma andlise da parcela j fp u v) N, du dv do vetor de carga do sistema interpolado
G

<

por spline, { f IS} .

Em fun¢ao da estrutura estar submetida a uma carga concentrada central “P”, segundo Edwards

e Penney (1993), tem-se:

L. L

1t

[p.te) N, dicdv= [ [P 5as) b, du av=p
0

G ¢

L

u

[8(uv N(v) du dv ,

D e [
S Ty £

onde &(1,v) = Fungdo Delta de Dirac.

Conforme a Figura {5.28), para “P" aplicado no centro da placa, tem-se:

L L

P| [8(uv) Nlu) N(v) du dv-pj j

a.
0 0 2

g v) Nlu) N(v) du dv=P N@ N(%]

(9%
[¥)
o0



r e

SRR

<

. b
Figura (5.28): Aplicaciio da carga concentrada “P” na posicdo u = g— e v= ~2- (ponto central) da

placa simplesmente apoiada.

Portanto,

b a b

j pz(u,v) N,dudv=P N|— | N| =

0 0 2 2

: =4 138 L1 L a b 2
Entio, para a aplicaciio de uma carga concentrada “P” na posi¢do u =— e v =-, daplaca, ¢

necessdrio o posicionamento do topo de uma B-spline bidimensional sobre todos os nés da
discretizaciio, ou seja, € necessario o posicionamento do topo de duas B-splines unidimensionais, uma

[T 1)

na direcio “u” e outra na diregdo “v”, sobre todos os ndés da discretizagio. Da B-spline
LY

unidimensional, segundo a direcdo “u”, cujo topo foi posicionado em um certo né da discretizacio,

toma-se¢ a ordenada no né onde estd sendo aplicada a carga concentrada “P”. Da outra B-spline
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unidimensional, segundo a direcao “v”, cujo topo foi posicionado nesse mesmo né em que o topo da
spline ctibica unidimensional da dire¢@o “u” foi posicionado, toma-se a ordenada nesse né onde estd
sendo aplicada a carga concentrada “P”. Efetua-se o produto entre os valores apresentados por essas
duas ordenadas, no né onde estd sendo aplicada a carga concentrada “P”. Esse resultado deve ser
mulitiplicado pelo valor da prépria carga concentrada “P”, para constituir o valor final da contribuicio
a ser enderecada para a linha do vetor de carga, do sistema interpolado por splines, definida em funcio
da vinculacio ao no sobre o qual se deu o posicionamento inicial das duas B-splines unidimensionais.

O produto envolvendo o valor dessas duas ordenadas, no né onde estd sendo aplicada a carga
concentrada “P”, e o proprio valor da carga concentrada “P” deve ser repetido para o posicionamento
das B-splines bidimensionais em todos os nés da discretizacdo, de forma a definir as contribuicdes
para todas as linhas do vetor de carga do sistema interpolado por splines ctbicas.

Evidentemente, que nem todos esses produtos vdo gerar contribui¢des diferentes de zero para as
linkas do vetor de carga do sistema interpolado por splines. As contribuicdes diferentes de zero,
conforme a Figura (5.29), para uma carga concentrada “P”, aplicada no né central “i”, sfo geradas da

seguinte forma:

Lo L

-) Contribuicio para a linha “i” da parcela J J pz(u,v) N, du dv do vetor de carga do sistema
0 0

interpolado por spline, {f!s} P=P . 1.1=P,

onde,

n-n TR

o primeiro “1” é o valor, no né “i”, da ordenada da spline horizontal colocada no né “i"; e o segundo

A ‘i s,

“]” é o valor, no nd “i”, da ordenada da spline vertical colocada no nd “i™;

LoL,

-} Contribuicdo para a linha “i-/” da parcela J.p u,v) N, du dv do vetor de carga do sistema
G

: 1 1
interpolado por spline, {ffs} P, =P. 7 I=F. e

onde,
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0 :’: ” ¢ o valor, nond “i”, da ordenada da spline horizontal colocada no né “i-1”; e “I” é o valor,

“ 2

1o ndé , da ordenada da spline vertical colocada no né “i-77;

L

L,
-) Contribui¢do para a linha “i+/” da parcela j J. (u v) N, du dv do vetor de carga do sistema
0 0

i

interpolado por spline, {ff} Pa=P.— I=P.

1 1
4 4’

I”) Lﬂ

-) Contribuigio para a linha “i - n° de nds na horizontal” da parcela J. j p N du dv do vetor
[EI

z

de carga do sistema interpolado por spline, {fI } =P .1.

zwnumerofie nos na borizontal ™

-) Contribuigdo para a linha “i - n° de nds na horizontal - 1” da parcela _{. J pz(u,v) N, du dv do
0 0

vetor de carga do sistemna interpolado por spline,
[ 1
{.fl } - mgmero de nos na horzomal-| = P * Z N Z = P . 1_6-5
L i
-) Contribui¢io para a linha “i - n° de nds na horizontal + 1" da parcela J J‘pz(u,v) N, du dv do
0 0
vetor de carga do sisterna interpolado por spline,
o1 1
{ff } —~nemerode nos na honzontal+ P Z . E =P. g;
L L
-) Contribuigfo para a linha “/ + n° de nds na horizontal” da parcela J' j- P, N du dv do vetor
0 0

I
de carga do sistema mlezpoiaéo por Sphne {fi } .rﬂumerode ros na horizontal =P . 1. Z =P. Z;
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LV Lﬂ
-) Contribuig@o para a linha “i + n° de nds na horizontal - 1" da parcela J- j pz(u,v) N, du dv do
[VI]

vetor de carga do sistema interpolado por sphine,
I 1 1
s1. - - .
{fl } R-ﬁ-numerodenosaahorizonmlvi =P . "E - Z—' P 1_6—’ €
LV Lﬂ
-) Contribuigdo para a linha “i + n° de nds na horizomal + 17 da parcela j‘ j pz(u,v) N, du dv do
00
vetor de carga do sistema mterpoiado por spline,
I 1 1
s - -
{fl } P:'+numemdenosnahorizonmi+l =P . Z - Z =F. 1—6' .

i-13 -12 i-11 i-10 i-9 -8 -7 -6 i-3

-4 -3 1-

2
T

Néi i+ i+2 i+3 i+4

+ + + 4+ + + + + +

i+5 i+ i+7 i+8 1+9 +10 i+11 i+12 i+13

Figura (5.29): Nos genéricos de uma discrefizacdo também genérica.

Portanto, para uma carga concentrada aplicada no né central da placa somente essas nove linhas

do vetor de carga do sistema interpolado por spline, { f, ,S}, receberdo contribuigdes diferentes de zero



L,

i

L
referentes 4 parcela J Jp u,v) N, du dv desse vetor; pois os demais produtos de funcdes
(U]

b

a
N{u) N{v), no né central ”i” de coordenadas 3¢5 sdo iguais a zero.

(W]

Em termos de uma generalizacdo conforme a Figura (5.30), pode-se afirmar que para uma carga

u 2

concentrada em um no genérico niio pertencente ao limite de uma discretizagao bidimensional, as

linkas do vetor de carga do sisterna interpolado por spline, { ff}, que receberdio contribuigdes

L, L,

diferentes de zero, referentes a parcela J- J P, N du dv desse vetor, s3o as linhas vinculadas
4 ¢

;

f4rrs

a0s oito nds ao “redor” desse nd “i”, e a linha vinculada ao proprio né “i’, sobre o qual a carga

concentrada foi posicionada, a qual receberd a maior contribuicio.

e r
/-’ - -~
v #
'-"' A /u'
- S P
i - a
// " 4 s
-
= NG < e
T
e
- T,
/‘ "o,
-
e,
-~ —
e . e
B Y
: ~, . e
i kY Y S
., T
., .,
" .
3 . N
.

T~y Oilo nés, ao redor de “i”, que também

receberao contribuigio diferente de zero

Figura (5.30): Nos responsdveis pela geracdo das contribuicdes diferentes de zero, referentes a
L

(i

parcela

© by 7

j p.iu v) N, du dv, para as linhas do vetor de carga do sistema interpolado por spline,
0

5 - . . oger
{ I }, em fungdo de uma carga concentrada aplicada no noé “i”.



Segue-se com a apresentacdo do conjunto de resultados obtidos:

w (u ; 0,5)

0.0025¢
0.002¢
0.6015¢
0.001¢

0.0002¢}

Figura (5.31): Deslocamentos w da placa quadrada simplesmente apoiada em todo o seu contorno,
discretizada por 6 X 6 elementos, comparados com a solugio analitica (solucées analiticas

conforme Timoshenko e Woinowsky-Krieger (1959)).

Tabela (5.11): Deslocamentos w da placa quadrada simplesmente apoiada em todo o seu contorno,

discretizada por 6 X 6 elementos, comparados numericamente com a solu¢do analitica.

p/ v=0,5 Resultados Resultados Obtidos
u Analiticos W ] % Errol
[m]j w [m]
{m]
0 0 0 0
1 0.00121109 0,00121334 0,185439
6
L 0,00229663 0,00229129 0,232515
3
£y 0,00285117 0,00287574 0,854389
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H(M;

0.006¢
C.004¢1
0.0062¢

-G
-0

.00Z¢
L0064t
.006 ¢

0.5)

Figura (5.32): Rotagoes 6 da placa quadrada simplesmente apoiada em todo o seu contorno,

discretizada por 6 X 6 elementos, comparadas com a solucdo analitica.

Tabela (5.12): Rotacdes O da placa quadrada simplesmente apoiada em todo o seu contorno,

discretizada por 6 X 6 elementos, comparadas numericamente com a solucdo analitica.

p/ v=0,5 Resultados Resultados Obtidos
u Analiticos g i% Err0|
[m] g [rd}
(rd]

0 0.00736942 0,00737575 00858218
1 0,00706196 0,00703644 0,361373
6
% 0.00563433 0,0057217 1,52699
i 0 0 0
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M {(u;0,5)

0.0175
0.015
0.0125
0.C1
0.0075
0.005
0.0025

Figura (5.33): Momentos Fletores M da placa quadrada simplesmente apoiada em todo o seu

contorno, discretizada por 6 X 6 elementos, comparados com a solugdo analitica.

113

Tabela (5.13): Momentos Fletores M da placa quadrada simplesmente apoiada em todo o seu

contorno, discretizada por 6 X 6 elementos, comparados numericamente com a solucdo analitica.

pf v=0.5 Resultados Resultados Obtidos
u Analiticos M I% Errol
[m] M [tf.m/m]
itf.m/mj
] 0 -0,000150509
1 0.0010046 0,0011293 11,0422
6
1 (3.00378285 0,0026632 29,5981
i (30180479 0,0138419 23,3047
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Q (u;0,5)

0.2¢
0.1}
b - ol 11
0.2 0.4 0.8 1
-0.1¢
-0.2

Figura (5.34): Esforcos Cortantes @ da placa quadrada simplesmente apoiada em todo o seu

contorno, discretizada por 6 X 6 elementos, comparados com a solugiio analifica.

I

Tabela (5.14): Esforcos Cortantes Q da placa quadrada simplesmente apoiada em todo o sen

contorno, discretizada por 6 X 6 elementos, comparados numericamente com a solucdo analitica.

p/ v=0,5 Resuitados Resultados Obtidos
u Analiticos Q l% Erro&
[m] Q [tf /m]
[tf /m]

0 0,0173571 0,00767884 55,7597
1 0,0156679 0.00767884 50,99
6
1 0,0156679 0,00920343 41,2593
6
% 0,0121315 0,00920343 24,1361
1 0.0121315 0,067072 81,9127
kN 0 0.,067072




Nesta segfio, a equacgio dos deslocamentos apresentados pela placa quadrada simplesmente
apoiada em todo o seu conforno, submetida a uma carga concentrada central, que conforme

Timoshenko e Woinowsky-Krieger (1959) é dada por

mir nr
P s€n _5 sen ““‘gﬁ
4 o a mimnx nrT
L — E E 5 sen| ——— | Sen ""'""""'""""")"';"

4 2 2
77 a b D n=in= m-on a b

3 +"M§“

a- b

onde “£” e “71” sdo as coordenadas do ponto de aplicacio da carga concentrada “P”, e “@” =
comprimento da placa, e, “b” = largura da placa,

foi aproximada através de uma interpolagdo bidimensional por splines cibicas, as quais s&o
polinomiais por partes de grau 3, sendo que o dominio completo abrangendo a superficie quadrada
ocupada pelas extensdes da placa foi discretizado por 6 X 6 elementos.

Conforme a Figura (5.31), a qual apresenta uma comparagio grafica dos resultados obtidos para
o0s deslocamentos da placa e os obtidos analiticamente, ¢ conforme a Tabela (5.11), a qual apresenta
uma compara¢io numérica entre esses valores, observa-se a obtenc@io de resultados comparados
bastante precisos, ou seja, através de uma interpolagio bidimensional por splines ciibicas obteve-se,
em relacio a solugdo analitica, baixissimas porcentagens de erro.

Conforme a Figura (5.32), a qual apresenta uma comparacgio grafica dos resultados obtidos para
as rotacdes da placa e os obtidos analiticamente, e conforme a Tabela (5.12), a qual apresenta uma
comparagio numérica entre esses valores, observa-se também a obtencio de resultades comparados
bastante precisos, ou seja, também sob a utilizac@o da derivada primeira das polinomiais por partes
bidimensionais de grau 3. a interpolagdo efetnada proporcionou a obtencio de resultados comparados
bastante precisos, porém com porcentagens de erro maiores em relagio as obtidas para os
deslocamentos.

Conforme a Figura (5.33), 2 qual apresenta uma comparagao gréfica dos resultados obtidos para
os momentos fletores da placa e os obtidos analiticamente, e conforme a Tabela (5.13), a qual
apresenta uma compara¢iio numérica entre esses valores, observa-se a obtengdo de resultados menos
precisos quando comparados aos obtidos para os deslocamentos e rotagSes da placa (sendo todos

sempre comparados com a solucdo analitica), ou seja, sob o envolvimento da derivada segunda das
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splines ciibicas bidimensionais, a interpolagdo gerou resultados comparados com porcentagens de erro
maiores em relacio as obtidas para os deslocamentos e rotagoes.

Conforme a Figura (5.34), a qual apresenta uma comparacdo grafica dos resultados obtidos para
os esforcos cortantes da placa e os obtidos analiticamente, e conforme a Tabela (5.14), a qual
apresenta uma comparaciico numérica entre esses valores, confirma-se a ndo possibilidade de
comparacdo entre os resultados analiticos e os obtidos através de uma interpolagio cibica
bidimensional por splines. pois, se a interpolacio € cibica, a derivada terceira desta é uma constante, e

a derivada terceira da solugio analitica € completamente diferente de uma constante.,

5.6.5 ESTRUTURA EM FORMA DE PLACA ENGASTADA EM TODO
SEU CONTORNO, SUBMETIDA A UMA CARGA
CONCENTRADA CENTRAL

Conforme mostrado na Figura (5.33) e segundo a representagdo em perspectiva apresentada na
Figura (5.36), nesta secio serd analisado o comportamento de uma placa quadrada engastada em todo
o seu contorno, discretizada por 6 X 6 elementos, submetida a uma carga concentrada central.

O estudo do comportamento dessa placa envolverd uma interpolacio bidimensional por splines
ciibicas, sendo que estas polinomiais por partes serdo responsdveis pela aproximacdo dos
deslocamentos, das rotacdes, dos momentos fletores e dos esforcos cortantes apresentados pela
estrutura exposta nas Figuras {5.35) e (5.36).

Segundo a Figura (5.35), os nés auxiliares utilizados na discretizac@o da estrutura sdo: 1, 2, 3, 4,

5,6,7,8,16,17,25,26. 34, 35, 43, 44, 52, 53, 61, 62,70, 71, 72, 73, 74,75, 76, e 77.
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Figura (5.35): Placa quadrada engastada em todo o seu contornoe, discretizada por 6 X 6 elementos,

submetida a uma carga concenirada central.
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Figura (5.36): Perspectiva da placa guadrada engastada em todo o seu contorno, discretizada por 6

X 6 elementos, submetida a uma carga concentrada central.

Como condi¢des geométricas da estrutura, tem-se:
-}comprimento dos vios: L, =L =1 m ;e

-} espessura: ¢t = 0,005 m.

Como caracteristica do material da estrutura, tem-se:

-) médulo de elasticidade: E = 21000000 ¢ /m’; e
-) coeficiente de Poisson: v = 0,3,

A estrutura apresenta-se em termos de vinculacio como:

-} engastada em todo seu contorno.
=)

{ carregamento sob o qual a estrutura estd submetida é:

-y P=0,06 # (carga concentrada central).
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Segue-se com a apresentacio do conjunto de resultados obtidos:

w (u ; 0,5)

0.0014}
0.0012¢

0.Q01}
0.0008}
0.0006}
0.0004¢
0.0002¢

Figura (5.37): Deslocamentos w da placa quadrada engastada em todo o seu contorno, discretizada
por 6 X 6 elementos, comparados com uma selu¢@e aproximada (solugdes aproximadas compostas

a partir de um procedimento sugerido por Szilard (1974)).

Tabela (5.15): Deslocamentos w da placa quadrada engastada em todo o seu contorno, discretizada

por 6 X 6 elementos, comparados numericamente com uma solucéo aproximada.

p/ v=0,5 Resultados Resultados Obtidos
u Numéricos w ]% Erro{
[m] w [m]
(ra]
0 0 0 0
1 0,000321577 0,000317934 1,13285
6
L 0,000952453 0,00094166 1,13318
3
El 0,00139776 0,00138192 1,13324




6 (u; 05)
G.004¢F

0.002¢

0.2 0.4 0.6 0.8 1
-0.002¢

~0.004}

Figura (5.38): Rotacdes 8 da placa quadrada engastada em todo o seu contorno, discretizada por 6

X 6 elementos, comparadas com uma solugdo aproximada.

Tabela (5.16): Rotacbes & da placa quadrada engastada em todo o seu contorno, discretizada por 6

X 6 elementos, comparadas numericamente com uma solugdo aproximada.

p/ v=0,5 Resultados Resultados Obtidos

u Numéricos 6 l% Errol

{m] & [rd] [rd]
0 0 0 0
1 0,003113 0,00324319 4,01426
6
: 0,00419298 0,00397714 5,14765
3
! 0 0 0
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M (u:05)

0.005¢

~-0.005

Figura (5.39): Momentos Fletores M da placa quadrada engastada em todo o seu contorno,

discretizada por 6 X 6 elementos, comparados com uma solucdo aproximada.

Tabela (5.17): Momentos Fletores M da placa quadrada engastada em todo o seu contorno,

discretizada por 6 X 6 elementos, comparados numericamente com uma solucdo aproximada.

p/ v=0,5 Resultados Resultados Obtidos
u Numéricos M }% Errol
{m] M ftf.m/m)
[tf.m/m]
0 -(0,00833043 -0,00715277 14,1368
1 -0,00214642 -0,00220258 2,54974
6
,1, 0,000671058 0,0000854011 87.2737
X 0,00973046 0,0113871 14,5484




v {u; 05

0.06¢
0.04}
0.02¢

~0.04¢
~0.06¢

Figura (5.40): Esforcos Cortantes V da placa quadrada engastada em todo o seu contorno,

discretizada por 6 X 6 elementos, comparados com uma solucéoe aproximada.

Tabela (5.18): Esforcos Cortantes V da placa quadrada engastada em todo o seu contorno,

discretizada por 6 X 6 elementos, comparados numericamente com uma solucdo aproximada.

p/ v=0,5 Resultados Resultados Obtidos
u Numéricos \Y% !% Erroi
{m] v {tf/m]
{tf /m]

0 0,0545426 0,0297012 45,545
1” 0,0055964 0,0297012 81,1577
6
1 0,0055964 0,0137279 59,2334
&
% . 0,0576616 0,0137279 76,1923
N 0,0376616 0.0678103 14,9663
“i“ i 2.26649 . 107 0,0678103 99,9967




Através das plotagens apresentadas nas Figuras (5.37), (5.38), (5.39) ¢ (5.40), referindo-se,
respectivamente, aos deslocamentos, as rotagbes, aos momentos fletores e aos esforcos cortantes
apresentados pela placa quadrada engastada em todo o seu contorno, discretizada por 6 X 6 elementos,
submetida a uma carga concentrada central, efetuon-se uma comparagio grafica entre os resultados
obtidos por meio de uma interpolagio bidimensional por splines ctibicas com os obtidos através de um
método aproximado sugerido por Szilard (1974). A comparagio numérica entre todos esses resultados
estd exposta através das Tabelas (5.15), (5.16), (5.17) e (5.18), as quais, respectivamente, referem-se
aos deslocamentos, as rotagdes, aos momentos fletores e aos esforgos cortantes apresentados pela
placa.

Nio obstante, deve-se lembrar que a anilise dessas plotagens e dessas tabelas permite uma
comparagdo entre os resultados obtidos através de um método numérico aproximado, onde foram
empregadas splines cibicas como fun¢des de forma, ¢ os obtidos por meio de um outro método
também aproximado.

Somente € possivel a comparagio de alguns dos resultados obtidos com os obtidos através de
métodos qualificados como analiticos. Timoshenko ¢ Woinowsky-Krieger (1959) apresentam como
resultados analiticos para o tipo de estrutura analisado, submetida &s condigSes expostas nessa segio,

os dados contidos nas Tabelas (5.19) e (5.20).

Tabela (5.19): Deslocamento w da placa quadrada engastada em todo o seu contorno, discretizada
por 6 X 6 elementos, comparado numericamente com a solugdo analitica dada por Timoshenko ¢

Woinowsky-Krieger (1959) .

p/ v=0.5 Resultado Resultado Obtido
u Analitico w !% Erroi
[m] w {m]
[m]
1 0,00139776 0,00138192 1,13324
2
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Tabela (5.20): Momentos Fletores M da placa quadrada engastada em todo o seu contorno,

discretizada por 6 X 6 elementos, comparados numericamente com a solucdo analitica dada por

Timoshenko ¢ Woinowsky-Krieger (1959).

p/ v=0,5 Resuitados Resultados Obtidos
u Analiticos M i% Erm}
[m] M [t . m/m]
[if . m/m]
0 -0,007542 -0,00715277 5,16083
1 0,0148319 0,0113871 23,2256
2

Conforme a Tabela (5.19), o resultado obtido para o deslocamento central da placa apresenta
uma baixa porcentagem de erro em relagdo a soluc@o analitica dada por Timoshenko e Woinowsky-
Krieger (1959). E, conforme a Tabela (5.20), o momento fletor obtido para o centro do bordo
engastado e o momento fletor obtido para o ponto central da placa quadrada apresentam-se pouco
precisos em relaciio aos valores analiticos dados por Timoshenko e Woinowsky-Krieger (1959), sendo
que a maior porcentagem de erro foi obtida em fungio da comparagdo que envolveu o momento fletor
no centro da placa.

Portanto, também para o caso da placa quadrada engastada em todo o seu contorno, discretizada
por 6 X 6 elementos, submetida a uma carga concentrada central, o resultado obtido, pela interpolacio
bidimensional por splines ciibicas, para o deslocamento central apresentou uma boa precisio em
relagdo a solucdo analitica, porém os resultados obtidos através dessa interpolag@o, que envolveram a
derivada segunda dessas polinomiais cdbicas por partes, apresentaram uma certa defasagem nos

valores em relacio a solucio analitica dada por Timoshenko e Woinowsky-Krieger (1959).
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5.6.6 ESTRUTURA EM FORMA DE PILACA SIMPLESMENTE
APOIADA EM TODO SEU CONTORNO, SUBMETIDA A UMA
CARGA DISTRIBUIDA SENOIDAL

Conforme mostrado na Figura (5.41) e segundo a representagfio em perspectiva apresentada na
Figura (5.42), nesta se¢ho serd analisado o comportamento de uma placa quadrada simplesmente
apoiada em todo o seu contorno, discretizada por 6 X 6 elementos, submetida a uma carga distribuida
segundo um perfil senoidal.

O estudo do comportamento dessa placa envolverd uma interpolagdo bidimensional por splines
cbicas, sendo que estas polinomiais por partes serfo responsdveis pela aproximagio dos
deslocamentos, das rotagdes, dos momentos fletores e dos esforgos cortantes apresentados pela
estrutura exposta nas Figuras (5.41) e (5.42).

Segundo a Figura (5.41), os nés auxiliares utilizados na discretizagdo da estrutura sio: 1, 2, 3, 4,

5,6,7,8,16, 17,25, 26,34, 35,43, 44,52, 53, 61,62, 70,71,72,73, 74,75, 76, e 77.



(,00 m
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|

72 3 74 w5 e T

E = 21000000 ¢ / m*
t = 0,005 m

v=20,3

q, = 0,078 tf ! m*

Figura (5.41): Placa quadrada simplesmente apoiada em todo o seu contorno, discretizada por 6 X

6 elementos, submetida a uma carga distribuida segundo um perfil senoidal..
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Figura (5.42): Perspectiva da placa quadrada simplesmente apoiada em todo o seu contorno,

discretizada por 6 X 6 elementos, submefida a uma carga distribuida segundo um perfil senoidal.

Como condicBes geométricas da estrutura, tem-se:

-ycomprimentodos viies: L =L =1 m;e

<) espessura: £ = 0,005 m.

Como caracteristica do material da estrutura, tem-se;
-) médulo de elasticidade: E = 21000000 #f /m”; e
-} coeficiente de Poisson: v = 0,3.

A estrutura apresenta-se em termos de vinculagdo como:
-} simplesmente apoiada em todo seu contorno.

O carregamento sob o qual a estrutura estd submetida é:
) q,=0078 of / m” (intensidade da carga no centro da placa).

Para uma distribuicBc de carga segundo um perfil senoidal, conforme Timoshenko e
L, L,

Woinowsky-Krieger (1959), essa carga na parcela referente a _[ j pz(u,v) N, du dv, do vetor de
0 ¢

carga do sistema interpolado por spline, { P } . € dada por



TTu TV
p(u,v) =g, sen — | sen ,

onde:

g, = valor da carga distribuida no centro da placa;

a = comprimento da placa;

b =largura da placa; e

“u” e “v” sho as coordenadas globais de cada nd (para as integragGes ocorrerem no intervalo de
“0” a “17, como no capitulo 4, hd a necessidade da transformacdo dessas coordenadas segundo um
sistemna de referéncia local).

Segue-se com a apresentagdo do conjunto de resultados obtidos:
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w (1 ; 05)
0.0008¢
0.0006}

0.0004¢F

0.0002¢%

0.2 0.4 0.6 0.8 1 M

Figura (5.43): Deslocamentos w da placa quadrada simplesmente apoiada em todo o seu contorno,
discretizada por 6 X 6 elementos, comparados com a soluc@o analitica (solucdes analiticas

conforme Timoshenko e Woinowsky-Krieger (1959)).

Tabela (5.21): Deslocamentos w da placa quadrada simplesmente apoiada em todoe o seu contorno,

discretizada por 6 X 6 elementos, comparados rnumericamente com a solucio analitica.

p/ v=0,5 Resultados Resultados Obtidos
u Analiticos w t% Errol
[m] w [m]
[m]
0 0 0 0
1 0.000416388 0,000416497 0,0261707
6
1 0,000721206 0,000721351 0,0201012
3
il 0,000832776 0.000832891 0,0138073
2
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a (u ; 0,5)

0.002¢t

G.001F

~-0.001¢

-0.002¢%

Figura (5.44): Rotacoes 6 da placa quadrada simplesmente apoiada em todo o seu contorno,

discretizada por 6 X 6 elementos, comparadas com a selucdo analitica.

Tabela (5.22): Rotagbes 8 da placa quadrada simplesmente apoiada em todo o seu contorno,

discretizada por 6 X 6 elementos, comparadas numericamente com a solucéo analitica.

p/ v=0,5 Resultados Resultados Obtidos
u Analiticos é }% Ei‘rol
[m] & [rd]
[rd]

0 0,00261624 0,00262239 0,234519
1 0,00226573 0,00226351 0,0979817
6
1 0,00130812 0,0013079 0,016818
L 0 0 0
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M (u;05)
0.002%

C.0C1S}
0.001F

0.0005¢

4

Figura (5.45): Momentos Fletores M da placa quadrada simplesmente apoiada em todo o seu

contorno, discretizada por 6 X 6 elementos, comparados com a solucdo analitica.

Tabela (5.23): Momentos Fletores M da placa quadrada simplesmente apoiada em todo o seu

contorno, discretizada por 6 X 6 elementos, comparados numericamente com a solucdo analitica.

p/ v=0,5 Resultados Resultados Obiidos
u Analiticos M I% Erro'
[m) M [tf.m/m]
[tf . m/mj
0 0 (,0000327229
1 (0,000987882 0,00100251 1,45914
6
1 000171106 0,00175405 2,4509
il 0,00197576 0,00201874 2,12905

364




0.006E
0.004¢

G.002F

-0.002F
-0.004}

-0.G606¢}

Figura (5.46): Esforcos Cortantes V da placa quadrada simplesmente apoiada em todo o seu

contorno, discretizada por 6 X G elementos, comparados com a solucdo analitica.

Tabela (5.24): Esfor¢os Cortantes V da placa quadrada simplesmente apoiada em todo o seu

contorno, discretizada por 6 X 6 elementos, comparados numericamente com a solugcdo analitica.

p/ v=0,5 Resultados Resultados Obtidos
u Analiticos A% I% Erroi
{m] A% {tf /m)
[tf /m)

0 0,00620704 0,00581875 6,25564
1 0,00537546 0,00581875 7.6183
0
1* 0,00537546 0,00450923 16,1145
6
% - 0.00310352 (0,00450923 31,1741
% ’ 0,00310352 0,00158815 48,8275
iy 0 0,00158815




Nesta sec@o, a equacio dos deslocamentos apresentados pela placa quadrada simplesmente
apoiada em todo o seu contorno, submetida a uma carga distribuida segundo um perfil senoidal, que

conforme Timoshenko ¢ Woinowsky-Krieger (1959) € dada por

4o T X Ty
W o= 7 sen| — | seni —— |,
. 11 a b
T D=+
a b

onde g, representa a intensidade da carga no centro da placa., “a” = comprimento da placa, e, “b” =
largura da placa,

foi aproximada através de uma interpolacdio bidimensional por splines ciibicas, as quais sdo
polinomiais por partes de grau 3, sendo que o dominio completo abrangendo a superficie quadrada
ocupada pelas extensdes da placa foi discretizado por 6 X 6 elementos.

Conforme a Figura (5.43), a qual apresenta uma comparagio grafica dos resultados obtidos para
os deslocamentos da placa e os obtidos analiticamente, e conforme a Tabela (5.21), a qual apresenta
uma comparacao numerica entre esses valores, observa-se a obtengdo de resuitados comparados
bastante precisos, ou seja, através de uma interpolagdo bidimensional por splines cibicas obteve-se,
em relacio a solucho analitica, baixissimas porcentagens de erro.

Conforme a Figura (5.44), a qual apresenta umna comparagao grifica dos resultados obtidos para
as rotacdes da placa e os obtidos analiticamente, ¢ conforme a Tabela (5.22), a qual apresenta uma
comparagdo numérica entre esses valores, observa-se também a obtengdo de resultados comparados
bastante precisos, ou seja, também sob a utilizagdo da derivada primeira das polinomiais por partes
bidimensionais de grau 3, a interpolagio efetuada proporcionou a obtengfio de resultados comparados
extremamente precisos.

Conforme a Figura (5.45), a qual apresenta uma comparacio grafica dos resultados obtidos para
os momentos fletores da placa e os obtidos analiticumente, ¢ conforme a Tabela (5.23), a qual
apresenta uma comparacdo numérica entre esses valores, observa-se a obtencio de resultados com uma
precisdo razodvel quando comparados aos obtidos analiticamente; em relagdo as comparacdes entre 0s
deslocamentos e as rotagOes obtidos para essa estrutura com os obtidos analiticamente, a comparagio
envolvendo os resultados referentes aos momentos fletores dessa placa apresenta-se menos precisa, ou
seja, com uma maior porcentagem de erro. Porém, em relacfio aos resultados comparados obtidos em

funcdo dos momentos fletores presentes nas outras estruturas em forma de placa jad estudadas, essa
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atual interpolagio por splines cibicas bidimensionais, sob o envolvimento da derivada segunda dessas
polinomiais por partes de grau 3, apreseniou a menor porcentagem de erro em relagio a solugéo
analitica.

Conforme a Figura (5.46), a qual apresenta uma comparacdo grafica dos resultados obtidos para
os esforgos cortantes da placa e os obtidos analiticamente, e conforme a Tabela (5.24), a qual
apresenta uma comparacdo numérica entre esses valores, confirma-se a ndo possibilidade de
comparacio entre os resultados analiticos e os obtidos através de uma interpolagdo cibica
bidimensional por splines, pois, se a interpolacdo € cubica, a derivada terceira desta € uma constante, e

a derivada terceira da soluciio analitica é completamente diferente de uma constante,

5.6.7 ESTRUTURA EM FORMA DE PLACA SIMPLESMENTE
APOIADA EM TRES BORDAS E LIVRE NA QUARTA BORDA,
SUBMETIDA A UMA  CARGA UNIFORMEMENTE
DISTRIBUIDA

Conforme mostrado na Figura (5.47) e segundo a representacio em perspectiva apresentada na
Figura (5.48), nesta se¢@o sera analisado o comportamento de uma placa quadrada simplesmente
apoiada em trés de suas bordas e livre na quarta borda, discretizada por 6 X 6 elementos, submetida a
uma carga uniformemente distribuida.

O estudo do comportamento dessa placa envolverd uma interpolagdo bidimensional por splines
clibicas, sendo que estas polinormiais por partes serdo responsdveis pela aproximagdo dos
deslocamentos, das rotacdes e dos esforcos cortantes apresentados pela estrutura exposta nas Figuras
(5.47) e (5.48).

Segundo a Figura (5.47), os nds auxiliares utilizados na discretizagdo da estrutura sdo: 1, 2, 3, 4,

5,6,7,8,16,17,25,26,34,35,43, 44,52, 53,61, 62,70,71,72,73,74,75,76,e 77.
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Figura (5.47): Placa quadrada simplesmente apoiada em trés de suas bordas e livre na quarta

borda, discretizada por 6 X 6 elementos, submetida a uma carga uniformemente distribuida.
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Figura (5.48): Perspectiva da placa quadrada simplesmente apoiada em trés de suas bordas ¢ livre
na guarta borda, discretizada por 6 X 6 elementos, submetida a uma carga uniformemente

distribuida.

Como condigdes geométricas da estrutura, tem-se:

S comprimentodos vios: L, =L, =1 m; e

-} espessura: [ = 0,005 m.

Como caracteristica do material da estrutura, tem-se:

- médulo de elasticidade: E = 21000000 #f /m’; e
-) coeficiente de Poisson: v = 0,3,

A estrutura apresenta-se em termos de vincalacio como:

-) simplesmente apoiada em tré€s de suas bordas e livre na quarta borda.

O carregamento sob o quai a estrutura esta submetida é:

g, = 0,078 f / n° (carga uniformemente distribuida).



Segue-se com a apresentagio do conjunto de resultados obtidos:

Tabela (5.25): Deslocamentos w e Rotacées 8 da placa guadrada simplesmente apoiada em trés de
suas bordas e livre na guarta borda, discretizada por 6 X 6 elementos, comparados numericamente

com a solugdo obtida através do Programa ANSYS, por meio de uma discretizagio 6 X 6.

Rotacdes & Resultados Obtidos | Resultados Obtidos
e Deslocamentos w (w]l=m com o Programa l% Err Ol
referentes a cada né (0] =rd ANSYS

e -0,00015521 -0,000080709 48,0001
8 0,000141474 0.,000052866 62,6320
a;, -0,00339576 -0,0033937 0,0607
g 0,00616077 0.0061824 0.3499
8" -0,00828558 -0,0083176 0,3850
e, -0,0100024 -0,009961 04139
e, -0,0113896 -0,011407 0,1525
P -0,012744 -0,013076 2,5390
0 0000311104 0,00015026 51,7010
e 0,00332445 0,0033153 0,2752
Wy 0,000528797 0,000534 14 1,0003
W, 0,000967964 0,00087623 0,8467
Wy, 0,00130814 0,0013155 0,5595
Wy 0.00157315 0,0015764 0,2062
W, 0,00181075 0,0018036 0,3949
Wy 0.00210133 0,002071 1,4434
e 0,00222218 0,0019293 13,1799
e 0.,00555765 0,0053809 0,4166
W 0,000894398 0,000903 14 0,9680
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W 0,00164802 0,0016611 0,7874
Wag 0,00223449 0,0022466 0,5390
Wy, 0,00269387 0,0026975 0,1346
Wiy 000310621 0,0030913 0,4800
Wi, 0,003603 14 0,0035524 1,4082
ax 0,00355644 0,0033229 6,5667
a: 0,00636618 0,0063776 0.1791
W, 0,00102368 00010332 09214
Wae 0,0018896 0,0019043 07719
Wiy 0,00256573 0,0025791 0,5184
Wi 000309554 0,0030995 0,1278
w,, 000357278 0,0035542 0,5200
o 0.00414843 0.0040859 1,5073
g 0,00422656 0,003823 9,5482
g: 0,00553765 0,0035809 0,4166
Wi 0,000894397 0,00090314 0,9680
W 0.00164801 0.0016611 0,7874
Wi 0,00223448 00022466 0,5390
Wa 0,00269387 0,0026975 0,1346
Weg 0,00310621 00030913 0,4800
Wa, 000360314 0,0035524 1,4082
a: 0,00353644 0.0033229 6,5667
a 0,00332445 0,0033153 0,2752
Wss 0,000528796 0,000534 14 1,0003
Vg 0,00096796 1 0,00097623 0,8467
Wer 0,00130814 0,0013155 0,5595




Wig 0,00157314 0.0015764 0,2062
Wig 0,00181G74 0.0018036 0,3949
Weo 0,00210133 0.002071 1,4434
8 0.00222218 0,0019293 13,1799
ay, 0,00015521 0.000080709 48,0001
a5 0,000141476 0,000052866 62,6320
&, 0,00339576 6,0033937 0,0607
, 0,00616075 0.0061824 0,3499
8, 0,00828556 0,0083176 0,3850
8., 0.0100024 0.009961 0,4139
g 0.01138%96 0.011407 0,1525
58
& 0,012744 (,013076 2,53%0
59
" 0,000311105 0,00015026 51,7010

Tabela (5.26): Deslocamentos w ¢ Rotagdes 8 da placa quadrada simplesmente apoiada em trés de
suas bordas e livre na quarta borda, discretizada por 6 X 6 elementos, comparados numericamente

com a solucdo obtida através do Programa ANSYS, por meio de uma discretizagdo 12 X 12.

Rotacoes & Resultados Obtidos | Resultados Obtidos

e Deslocamentos w [wl=m com o Programa l% Erroz

referentes a cada né (6)=rd ANSYS
& -0,00015521 -(0,0000§1511 92,5836
e 0,000141474 0,0000080091 94,3388
ey, -0,00339576 -0,003387 0,2580
& -0.00616077 -0,0061747 0,2256
7. 20.00828558 20.0083215 04317
8, -0,0100024 -0,0099928 0.0960
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&, -0,0113896 -0,01149 0,8738
a. -0,012744 -0,013307 4,2309
g 0000311104 0.000053576 82,7787
a: 0,00332445 0,0033094 0,4527
Wi 0.000528797 0.0005304 03022
Wy 0.000967964 0.00097168 0,3824
w,, 0,00130814 0,0013126 0,3398
Wy 0.00157315 0.0015783 0,3263
" 0,00181075 0.0018161 0,2946
Wos 000210133 0.0021032 0,0048
g 000222218 0,0021024 5,3902
g 0,00555765 0.0055766 0,3398
Wi 0,000894398 0,00089791 0,3911
W 0,00164802 0,0016341 0.3676
W 0,00223449 0.0022423 0,3483
Wi, 0.00269387 0,0027019 02972
Wi, 0.00310621 0.0031134 0,2309
Wiy 0,00360314 0.003607 0.1070
g 0,00355644 0.003582 0,7136
o 0.00636618 0.0063736 0,1164
W 0.00102368 0.0010276 0,3815
W 0.0018896 0.0018966 0.3691
Wy 0.00256573 0.0025745 0.3406
W 0,00309554 0.0031049 03015
W, 0,00357278 0,0035798 0.1961
W 0,00414843 0.0041479 0.0128

ek
3
el




0.00422656 0,0041091 2,7791
0.00555765 0.0055766 0,3398
(,000894397 0.00089791 0,3911
(,00164801 0.0016541 0,3676
0,00223448 0,0022423 (,3483
0,00269387 0,0027019 0,2972
0,00310621 0,0031134 0,2309
0.00360314 (,003607 0,1070
0,00355644 0,003382 0.7136
0,00332445 0,0033094 0,4527
0.000528796 0,0005304 0,3022
0.000967961 (0,00097168 0,3824
0.00130814 0,0013126 0,3398
0,00157314 0.6015783 0,3263
6,00181074 0.0018161 0.2946
0.00210133 0,0021032 0,0048
0,00222218 0,0021024 5,3902
0,00015521 0.000011511 92,5836
0,000141476 0.0000080091 94,3388
0,00339576 0,003387 0,2580
0,00616075 0,0061747 0,2256
0,00828556 0.0083215 0,4317
(.0100024 0.0099928 0,0960
G.0113896 (.,01149 0,8738
0.012744 0.013307 4,2309
0,000311105 0.000053576 82,7787
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Tabela (5.27): Deslocamentos w e Rotagbes 8 da placa quadrada simplesmente apoiada em trés de
suas bordas e livre na quarta borda, discretizada por 6 X 6 elementos, comparados numericamente

com a solugdo obtida através do Programa ANSYS, por meio de uma discretizacido 24 X 24.

Rotacdes & Resultados Obtidos | Resultados Obtidos
e Deslocamentos w (w]=m com o Programa I% Erro'
referentes a cada né (81=rd ANSYS
o -0.00015521 -0,0000016159 98,9589
a: 0,000141474 0,0000011774 99,1678
e, -0.00339376 -0.0033852 0,3110
8 -G,00616077 -0,0061735 0,2062
&, -0,00828558 -0,0083235 04556
&, -0,0100024 -0,010003 0,0060
a, -0,0113896 -0,011515 1,0890
g -(.012744 -0,013369 4,6730
. 0,000311104 0,600015694 94,9554
& 0,00332445 0,0033087 0,4738
Wig 0,6003528797 0,G0052955 0,1422
Way 0,000967964 0.00097063 0,2767
Yo 0.00130814 0.0013121 0.3018
Was 0.00137315 0.0015791 0,3768
W 0.00181075 0.0018197 04918
W, 0.00210133 0,0021124 0.5241
9 0,00222218 0,0021508 3,2122
& 0.00555765 0,0055761 0,3309
Wag 0.G00894398 0,00089669 0,2556
Wa, 0,00164802 0010525 0,2711

)
~3
Ln




Wi 0,00223449 0,0022415 03127
w,, 0,00269387 0,0027035 0,3562
Wy, 0,00310621 0,0031196 0,4292
Wi 0,00360314 0,0036219 0,5180
a: 0.00355644 0,0036512 2,5953
o: 0,00636618 0,0063731 0,1086
Wa, 0.00102368 0,0010263 02553
Wi 0.0018896 0,0018949 0,2797
Wi 0,00256573 0,0025737 0,3097
Wi 0,00309554 0,0031067 0,3592
Ww,, 0,00357278 0.003587 0,3964
Wi 0,00414843 0,0041647 0,3907
gx 0.00422656 0,0041838 1,0117
g 0.00555763 0,0055761 0,3309
Wy 0,000894397 0.00089669 0,2556
Wy 0,00164801 0.0016525 0,2711
Wi 0.00223448 0.0022415 03127
Wiy 0.00269387 0,0027035 0,3562
We 0,00310621 0,0031196 0,4292
we, 0,00360314 0.0036219 0,5180
g 000355644 0,0036512 2,5953
g 0,00332445 00033087 0,4738
Wes 0,000528796 0,00052955 0,1422
Wy 0.000967961 0,00097065 0,2767
We, 000130814 0,0013121 0,3018
Wag 000157314 00015791 03768
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Weg 0,00181074 0.0018197 04918

Weo 0,00210133 0,0021124 0,5241

6" 0,00222218 0,0021508 32122

8 0,00015521 00000016159 98,9589

g 0000141476 00000011774 99,1678

g 0,00339576 0,0033852 03110
6t

a. 0.00616075 0.0061735 0,2062

a. 0,00828536 0.0083235 0,4556
a 0,0100024 0.010003 0,0060
g 00113896 0011515 1,0890
68

9 0012744 0.013369 4,6750
59

g 0,000311105 0,000015694 94,9554

Tabela (5.28): Esforcos Cortantes V nos apoios da placa quadrada simplesmente apoiada em trés de
suas bordas e livre na quarta borda, discretizada por 6 X 6 elementos, comparados numericamente

com a solucdo obtida airavés do Programa ANSYS, por meio de wma discretizacio 6 X 6.

Cortantes Q Resultados Obtidos | Resultados Obtidos
nos apoios [V]=t/m com o Programa I% Err OI
ANSYS

\, 0,00602366 0.0061506 2,0639
Vig -0.00390493 -0,0039383 0,8473
Vi, -0,00508759 -0.0051691 1,5769
Vi, -0,00569589 -0.0056419 0,9479
Vi -0,00538522 -0.0057461 6,2804
Vi -0,00526518 -0.004497 14,5898
Vi -(,00638991 -0.0067214 4,9319
Vi -0,00430459 -0.0043740 1,5869
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Vi -0,00589014 -0,0658823 0,1331
Vig -0,00627303 -0.0063609 1,3814
Vas -0,00589034 -0,0058823 0.,1331
Ve, -0,00430458 -0.0043740 1,5869
Ve 0,00602359 0.606]506 2,0639
Vg -0,00390482 -0.0039383 0.8473
Vs -0,00508767 -0,0051691 1,5769
Vg -0,00569662 -0,0036419 0,9479
Vs -0,00538407 ~0.0057461 6,2804
Vi -0,00526406 -(0,004497 14,5898
Vi -0,00639009 -0,0067214 4,9319

Tabela (5.29): Esforcos Cortantes V nos apoios da placa quadrada simplesmente apoiada em trés de
suas bordas e livre na quarta borda, discretizada por 6 X 6 elementos, comparados numericamente

com a solugdo obtida através do Programa ANSYS, por meio de uma discretizacdo 12 X 12.

Cortantes Q Resuitados Obtidos | Resultados Obtidos
Aos apoios [V]=tf/m com o Programa I% Err 0|
ANSYS

v, 0.00602366 0.0068816 12,4672
' -0,00390493 -0.0019115 51,0491
Vi, -0,00508759 -0,0025706 49,4731
Vi -0,00569589 -0,0028088 50,6872
Vi -0,00538522 -0,0027844 48,2955
2 -0,00526518 -0,0025729 51,1337
Vis -0,00638991 -0.0057659 9,7656

Vi -0.00430459 -0,0021306 50,5040
Vo -0,00589014 -0.0029329 50,2066
Vi -0,00627303 -0.0031702 49,4630
Ve -0,00589034 -0,0029329 50,2066




Vg -0,00430458 -0,0021306 50,5040
Ve 0.00602359 (.0068816 12,4672
Ves -0,00390482 -0.0019115 51,0491
Vis -0,00508767 -0,0025706 49,4731
Ves -0,00569662 -0,0028088 50,6872
Vi -0,00538407 -0,0027844 48,2955
Vs -0,00526406 -0,0025729 51,1337
Vi -0,00639009 -0,0037659 9,7656

Tabela (5.30): Esforcos Cortantes V nos apoios da placa quadrada simplesmente apoiada em trés de
suas bordas e livre na quarta borda, discretizada por 6 X 6 elementos, comparados numericamente

com a solugdo obtida através do Programa ANSYS, por meio de uma discretizacdo 24 X 24.

Cortantes Q Resultados Obtidos | Resuliados Obtidos
nos apoios Vi=tfim com ¢ Programa |% Err oi
ANSYS
' 0,00602366 0.0070956 15,1071
Vi -0,00390493 -0,00095420 75,5642
Vi, -0,00508759 -(1,0012835 74,7719
Vi -0,00569589 -0,0014019 75,3875
Vis -0,00538522 -0,0013869 74,2462
Vi, -0,00526518 -0,0012424 76,4035
Vi -0,00638991 -0.0052476 17,8768
Vi -0,00430459 -0.0010639 75,2845
Vi -0,00589014 -0.0014652 75,1245
Vie -0,00627303 -0.001584 74,7490
Vs -0,00589034 -0,0014652 75,1245
Vi -0,00430458 -0,0010639 75,2845
2 (0,00602359 0,0070956 15,1071
Vi -0,00390482 -0,00095420 75,5642
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Vs -0,00508767 -0.0012835 74,7719
Voo -0,00569662 -0,0014019 75,3875
Ve -0,00538407 -0.0013869 74,2462
Vs -0,005264006 -0.0012424 76,4035
Vea -0,00639009 -0,0052476 17,8768

Tabela (5.31): Coeficientes C das splines ciibicas utilizadas na interpolagéo da placa quadrada

simplesmente apoiada em trés de suas bordas e livre na quarta borda, discretizada por 6 X 6

elementos.
Coeficientes ¢ Resultados Obtidoes
das splines

e 0,0000311231

C, -0,000273187

c; -0,000467419

Cy -0,000612989

Cs -0,000772467

c, -0,000779545

fou -0,00115476

Cy (,0000354166

€9 6,63311 . 107

o 1,78653 . 10°°

oy 2,1.107°

Cia —1,32046 . 10°°

i3 7,86225 . 107

Cyy -0,0000116838

Cys 0,0000305538

Cre -0,000243241
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- -0,00027703
Cig 2,46683 . 107
Clo 0,000256432
Cye 0,000461212
Cyy 0,000619108
Cp 0,000735474
s 0,000847617
Coa 0,000952741
Cys 0,00127084

Cag -0,000426642
¢y 3,75798 . 107
Cag 0,000428205
Cig 0,000780016
& 0,00104874

Cii 0,00125812

o 0,00143625

Cyy 0,00166247

ey 0,0019502

Css -0,000498814
C3 2,20317 . 10°°
€z 0,000488469
es 0,000892037
Cis 0,00120329

o 0,00144119

€ 0,00165537

Cor 0,00189564
e 0,00233763
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i -0,000426641
Cas 3,75153. 1077
Ca 0,000428206
Car 0,000780009
i 0,00104873

Cs 0,00125813

Ci 0,00143625

Csy 0,00166246

g 0,0019502

e -0,00027703
Cs4 2,46703 . 107
Ces 0,000256432
Ce 0,00046121

Cr 0,000619115
i 0,000735463
Ce 0,000847606
Ceo 0,000952747
Ce; 0,00127083

¢y 0,0000354162
Ce3 6,63295 . 107
Ces 1987 . 10°
Ces 2,09998 . 10°°
Ces -1,32476 . 10°®
Cer 7,86819 . 10°°
Ces -0,0000116786
e 0,0000305518
Cao -0,000243238
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e, 0,0000311235
o -0,000273189
Crr -0,000467417
oy -0,000612978
Cos -0,000772479
Cre -0,000779555
¢ -0,00115476

Nesta se¢do, o campo de deslocamentos apresentados pela placa quadrada simplesmente
apoiada em trés de suas bordas e livre na quarta borda, submetida a uma carga uniformemente
distribuida, foi aproximado através de uma interpolagdo bidimensional por splines cibicas, as quais
sdo polinomiais por partes de grau 3, sendo que o dominio completo abrangendo a superficie quadrada
ocupada pelas extensdes da placa fol discretizado por 6 X 6 elementos.

Conforme a Tabela (5.23), a qual apresenta uma comparacido numérica dos resultados obtidos
para os deslocamentos da placa e suas rotagdes nos apoios com os obtidos através do programa
ANSYS, por meic de uma discretizagdo de 6 X 6 elementos, observa-se a obtenc¢do de resultados
comparados bastante precisos para os deslocamentos, ou seja, através de uma interpolacdo
bidimensional por splines cubicas obteve-se, em relacdo & solug@o do ANSYS, baixissimas
porcentagens de errc. Para as rotagdes dos apoios, apesar da tima precisio apresentada pela maioria
dos nds, em relagdo a soiugo obtida através do ANSYS, os resultados comparados obtidos para as
rotacOes de canto ¢ para as rotacdes no bordo livre da placa apresentaram grande defasagem.

Conforme a Tabela (5.26), a qual apresenta uma comparacdo numérica dos resultados obtidos
para os deslocamentos da placa e suas rotagdes nos apoios com os obtidos através do programa
ANSYS, por meio de uma discretizacdo de 12 X 12 elementos, e conforme a Tabela (5.27), a qual
apresenta uma comparacdo numérica dos resultados obtidos para os deslocamentos da placa e suas
rotagOes nos apoios com os obtidos através do programa ANSYS, por meio de uma discretizagio de 24
X 24 elementos, observa-se a obtencdo de resultados similares aos expostos e brevemente comentados
no pardgrafo anterior.

Timoshenko e Woinowsky-Krieger (1959) apresentam uma solucdo analitica para o

deslocamento central da borda livre da placa que estd sendo estudada nesta secio. Na tabela (5.32),
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tem-se uma comparacgio numérica desse resultado analitico com o obtido através da interpolacio

bidimensional por splines cibicas.

Tabela (5.32): Deslocamento central w da borda livre da placa simplesmente apoiada em Irés de
suas bordas e livre na quarta borda, discretizada por 6 X 6 elementos, comparado numericamente

com a solucdo analitica dada por Timoshenko e Woinowsky-Krieger (1959).

Deslocamento w no | Resultado Analitico | Resultado Obtido [% Errol
centro do bordo livre w w
da placa (no né 42) {m]} {m]

W, 0,004172813 0,00414843 0,5843

Conforme a Tabela (5.28), a gual apresenta uma comparacio numérica dos resuitados obtidos
para os esforgos cortantes nos apoios da placa com os obtidos através do programa ANSYS, por meio
de uma discretizacgo de 6 X 6 elementos, e conforme a Tabela (5.29), a qual apresenta uma
comparacio numérica dos resultados obtidos para os esfor¢os cortantes nos apoios da placa com os
obtidos através do programa ANSYS, por meio de uma discretizacio de 12 X 12 elementos, ¢, ainda,
conforme a Tabela (5.30), a qual apresenta uma comparacgio numérica dos resultados obtidos para os
esforcos cortantes nos apoios da placa com os obtidos através do programa ANSYS, por meio de uma
discretizagio de 24 X 24 elementos, observa-se a nio possibilidade de comparagio entre os resultados
obtidos através do programa ANSYS e os obtidos através de uma interpolagio cibica bidimensional
por splines.

Através da Tabela (5.31), s8o apresentados os coeficientes das splines ciibicas utilizadas na
interpolagdo bidimensional da placa quadrada simplesmente apoiada em trés de seus bordos ¢ livre no
quarto bordo, discretizada por 6 X 6 elementos, submetida a uma carga uniformemente distribuida.
Nessa tabela, os coeficientes das B-splines acham-se vinculados a cada um dos nés da discretizagao,

inclusive aos auxiliares.



5.6.8 ESTRUTURA EM FORMA DE PLACA COM REENTRANCIA,

SUBMETIDA A UMA CARGA UNIFORMEMENTE
DISTRIBUIDA

Conforme mostrade na Figura (5.49) e segundo a representacio em perspectiva apresentada na
Figura (5.50), nesta sec@o serd analisado o comportamento de uma placa com reentrincia engastada
nas suas duas maiores bordas e livre nas demais, discretizada por trés elementos, submetida a uma
carga uniformemente distribuida.

O estudo do comportamento dessa placa envolverd uma interpolagdo bidimensional por splines
cibicas, sendo que estas polinomials por partes serdo responsdveis pela aproximacio dos
deslocamentos, das rotagdes, dos momentos fletores e dos esforcos cortantes apresentados pela
estrutura exposta nas Figuras (5.49) e (5.50).

Segundo a Figura (5.49), os nés auxiliares utilizados na discretiza¢do da estrutura sio: 1, 2, 3, 4,

8,9, 13, 14,17,18, 19,¢ 20.

s
g
L



Im
s /7
0,50 m 0.30m
| 2 3
/////////// P AP IO IO IV
4 / 7 8
7 / /
/
/ A
{, 0,50 m
Vs /
] k. 1m
9 / 12 \ 13
/ .'-\_22 \,\\ \'\._‘
’// N ‘ 0,50 m
17
//’ § L .
14 16 18 '\\ \ U
T N \\ \\
T T \\Q
S i “\-\
\Q‘\“‘;\% Bordas
: Livres
19 20

E = 21000000 #f /m’
t=0,005 m

v=10,3

g, = 0078 tf /n’

Figura (5.49): Placa com reentrdncia engastada nas suas duas maiores bordas ¢ livre nas demais,

discretizada por trés elementos, submetida a uma carga uniformemente distribuida.
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Figura (5.50): Perspectiva da placa com reentrincia engastada nas suas duas maiores bordas e
livre nas demais, discretizada por trés elementos, submetida a uma carga uniformemente

distribuida.

Como condigdes geométricas da estrutura, tem-se:

-) comprimento dos dois bordos engastados: L, = L =1 m;

-) comprimento dos quatro bordos livres: L =050 m ;e
-) espessura: ¢ = 0,005 m.

Como caracteristica do material da estrutura, tem-se:

-y médulo de elasticidade: E = 21000000 f /m’; e

-) coeficiente de Poisson: v = 0,3.

A estrutura apresenta-se em termos de vinculacdo como:

-Jengastada nas suas duas maiores bordas e {ivre nas demais.

O carregamento sob o qual a estrutura esta submetida é:

-) g, = 0,078 f /m® (carga uniformemente distribuida).
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Assim como 0 estudo de estruturas em forma de placa apresentando furo em sua geometria, a
analise de placas com reentrincias, através da metodologia exposta com o emprego de B-splines e de
nés auxiliares externos & discretizagiio, exige um tratamento especial, até aqui ndo abordado, no

tocante & sobreposico desses nds auxiliares que ocorre junto a furos e a reentrincias de tais estruturas.

Esse tratamento especial aplica-se em termos da montagem da matriz de rigidez [Kfn] e da
L L

parcela J J pz(u,v) N, du dv do vetor de carga, { ff} do sistema interpolado por spline, e,
¢ 0

também, em termos da montagem da matriz de transformag@o [KJ, a qual contém o valor das

ordenadas e das primeiras derivadas das B-splines, respectivamente, nos nés e nos nés de extremidade

da discretizacao.

Para a discretizagdo adotada onde ocorre a sobreposicdo dos nds auxiliares “17” ¢ “18”, a
. 5 P A " .
montagem da matniz [K{m] se dd de forma idéntica 4 das outras placas estudadas, ou segja, a

metodologia envolvendo a sobreposicio de dreas se repete normalmente com uma vnica ressalva:
todas as contribuicdes para cada uma das colunas da linha “17” dessa matriz serdo as mesmas,
identicamente em valor absoluto e sinal, destinadas a cada uma das colunas de sua linha “18” (é
evidente que, em funcio da simetria da matriz, as colunas 17”7 e “18” também possuirio 0s mesmos

valares).
L. L,

Em termos da parcela constituida pela J J Pz(uav) N, du dv, do vetor de carga, { fis}, do

g

sistema interpolado por spiine, o procedimento até entdo aplicado se repete por completo, sendo gue a
Lo,

linha “17” desse vetor montado a partir de J J pz(u,v) N, du dv ¢ idéntica, em valor absoluto e
(LR

sinal, & sua linha “18".
Para a montagem da matriz [KC], a atenclo especial tem que ser dispensada no tocante a
constituicdo dos deslocamentos e rotagdes que envolvam a participagdo dos nds auxiliares

sobrepostos.

Para a discretizacio adotada pode-se assumir que todas as ponderagdes, responsdveis pelas
constitui¢des dos deslocamentos e rotagdes na matriz [KC], envolvendo os nds auxiliares sobrepostos

“17” e “18” serdo feitas tomando-se wma spline vertical posicionada sobre o né “17” e uma spline



horizontal posicionada sobre 0 né “18”. Isso se traduz, efetivamente, em termos da montagem de

[K } como:

c

-} ponderacGes necessdrias para a constituicio do deslocamento do né “117:

wy = Nyl NV e Nl N0+ Vo) M)+

H il

+ ¢, an(“)l le(v)lné-

il

Niﬂ(v}l“ +a Nll(u)i
+Ci5 le(“)i” Nxs(v)tl + ¢, Nié(u)l

1 1

+cpp Nyoln)] N

1y

Nm("')

11 11 1

\
' T N17(V)ti +Cy NES(M)I“ :

-) ponderagdes necessarias para a constituicdo do deslocamento do né “127:

Wiy = ¢ Nylw) toy N, N, +

12

Nﬁ(v)i , G N7(u)i§2 NT(V)I
+ oy Nil(u)']2 Nll(v)l]2+clz sz(“)lz le(V)l . N13(V)’[2 +

e Nyl , Nl +ey Mo, e Niglu)],

i2 1

12

+epy Nislu)

12

-) ponderagbes necessdrias para a constituicio da rotagio do né “12” na direcio “v” (o né

auxiliar “18” nao participa):

) 4 anN(v) dN.(v) dNy(v)
8, =c, N6(z,.:)l12 s 533+C7 N.;(M)L2 s Ez+c8 Ns(“)m dv |,
( ) dN“(V) N N ( )I lez(L) N ( )E leB(V)
+o; Nyluj, dv |, T O YR, v ;2+C13 AU d |,
dN,(v) dN,,(v)
|
T ¢ Nm(”)llz (];; 12+C17 ;; . ’




-) ponderagOes necessirias para a constituigio da rotagdo do né “12” na direciio
auxiliar “17” ndo participa):

L.

u” (o0 nd

g5 =c; Nv)

dNﬁ(u) dN,{u) a'Ns(u)
g 7O N, o N (v,

12 12 du 1z

dN,,(u) dN,, (u) AN, (1)
e ol 2 o, 2]y,
12 12

dN, (u) dN, (1)

Cig ;
2 du 2 du 12’

12

+C Nm(V}

-} ponderagdes necessdrias para a constitui¢iio do deslocamento do né *16™:

Wi = Cio Nlo(“)im NIG(V)]]6+C§1 N”(u)tm Nn(")[]@'i'clz le(“)iiﬁ le(‘*’)t +

16
16 Nlﬁ(v)lm _E-CI'? Ni'?(v)l +

H{

15 Nm(v)llé ;

+Cis le(”)lm N:s("’)tm Tl Nm(“)l

+Cpq ng(u)1]6+c,9 Nw(u)l]6 N,g(v)h6+cm Nzo(“)i

-} ponderacdes necessdrias para a constituicio da rotacdo do nd “16” na direcio “v” (o nd
auxiliar “18” ndo participa):

dN ,(v)

v

dN, (v)
+¢, N”(u)]l6 -

6 dv
dNIS(V)

i6 dV

8 = o Nm(u)!]é

dNu(v)

16'§'sz Nu(u}llﬁ dv
dN, (v} dN,.(v)

+ 6y Nyglu)] | —2 —
y 16 16 i dV

v dN (V)
+ ¢y Ngg(u,)]m Wﬁwm

16

+ €5 N,S(u)l

i7

16

dN,,(v)
ey Ny nl)
. L 20 16 dv

16

»

16
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-} ponderagGes necessdrias para a constituicio da rotagio do né “16” na direcio

auxiliar “17” nfo participa):

lez(u)
16 dy
dN s(u)

+ 05 n +

io 16
dN ,o(u)
16 dy

dN
‘G(M) + C” N” (V)i
du 16

dNiS(u)
du

dN,, (1)
‘6~§;—M+QZNQHH

leé(u)
ia du

s = Cio Nl()(v)igﬁ

i6

+e5 Ny + . Ny

16
dN,o(u)

oy Nylvl| =22

+ Oy Nzo(v)l

16

16

-4

u

{o né

As demais ponderagdes, responsdveis peias constituigdes dos deslocamentos e rotagfes que

compdem a matriz de transformacio {Kt] que ndo envolvem a participacio dos nds auxiliares

sobrepostos devem ocorrer nos mesmos padrdes segundo as andlises de placas jd apresentadas.

Em discretiza¢Ges bidimensionais figurando a sobreposicio de nds auxiliares, por exemplo em

placas com furos ou com reentrincias, uma vez definida a matriz de transformagio [KC] a matriz

<
L

L. L
[Kjﬂ ] e a parcela J J plu, v N, du dv do vetor de carga, { ﬁ } do sistema interpolado por
o 0

spline, segue-se 0 mesmo procedimento com base na dlgebra das matrizes, conforme apresentado no

capitulo 4, para a obtencio da matriz [K ﬂ_‘_,-m] e do vetor { I ﬁﬂm} .

Segue-se com a apresentacao do conjunto de resultados obtidos:
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Tabela (5.33): Deslocamentos w e Rotacies 6 da placa com reentrincia engastada nas suas duas
maiores bordas e livre nas demais, discretizada por trés elementos, comparados numericamente
com a solugdo obtida através do Programa ANSYS, por meio de uma discretizagdo envolvendo

também trés elementos.

Deslocamentos w Resultados Obtidos | Resultados Obtidos
e RotagBes & [wl=m com o Programa I% Err o‘

referentes a cada né {0l=rd ANSYS
Wy, 0,00213891 0,0015535 27,3695
Wi, 0,00351263 0,0021887 37,6906
8, -0,00410766 -0,0055336 25,7688
a -0,0012116 -0,00069723 42,4538
Wie 0,00351263 ,0021887 37,6906
8. 0,0012116 6,00069723 42,4538
g 0,00410766 0.0055336 25,7688

Tabela (5.34): Deslocamentos w e Rotacbes 0 da placa com reentréncia engastada nas ssas duas
maiores bordas e livre nas demais, discretizada por trés elementos, comparados numericamente

com a solucdo obtida através do Programa ANSYS, por meio de uma discretizacio envelvendo doze

elementos.
Deslocamentos w Resultados Obtidos | Resultados Obtidos
e Rotagdes & [w]=m com o Programa ‘% Errog

referentes a cada né (6] = rd ANSYS
Wi, (,00213891 (.0014828 30,6750
Wy, 0,00351263 (0022297 36,5233
g, -0,00410766 -(3,0059023 30,4058
8" <(3,0012116 -0,00032674 73,0324
Wy, 0,00351263 (0.0022297 36,5233
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a 0,0012116 0,00032674
16

73.0324

g 0,00410766 0,0059023 30,4058

Tabela (5.35): Deslocamentos w e Rotacdes 6 da placa com reentréncia engastada nas suas duas
maiores bordas e livre nas demais, discretizada por trés elementos, comparados numericamente

com a solugdo obtida através do Programa ANSYS, por meio de uma discretizagdo envolvendo

quarenta e oito elementos.

Deslocamentos w Resultados Obtidos | Resultados Obtidos
e Rotagdes & [w]l=m com o Programa |% Err ol

referentes a cada né 18]=rd ANSYS
wy, 0,00213891 0,0014666 31,4324
Wy, 0,00351263 0,0022448 36,0935
g, -0,00410766 -0,0058525 29,8136
g -0,0012116 -0,00053688 55,6883
Wi 0,00351263 0,0022448 36,0935
g, 0,0012116 0,00053688 55,6883
g 0,00410766 0.0058525 29,8136

Tabela (5.36): Esforcos Cortantes V e Momentos Fletores M da placa com reentrincia engastada
nas suas duas maiores bordas e livre nas demais, discretizada por trés elementos, comparados
numericamente com a solucdo obtida através do Programa ANSYS, por meio de uma discretizacio

envolvendo também frés elementos.

Cortantes Ve Resultados Obtidos | Resultados Obtidos
Momentos M V]=tf/m com o Programa |% Erm!
nos apoios M]=tf.m/m ANSYS
v, -0,00181591 -0,0039780 54,3512
M: 0,00023005 0.00053971 57,3753




M} -0,00023005 -0,00053971 57,3753
Yy -0,0175083 -0,017243 1,5153
M) 0.00373381 0,0033746 9,6205
V; -0,0100628 -0,010018 0,4452
M’ 0,00210859 0,0021032 0,2556
M 0,00122144 0,00070905 41,9497
Via -0,0175083 -0,017243 1,5153
My -0,00373381 -0,0033746 9,6205
Vis -0,0100628 -0,010018 0.,4452
M, -0,00122144 -0,00070905 41,9497
M -0,00210859 -0,0021032 0,2556

Tabela (5.37): Esforcos Cortantes Ve Momentos Fletores M da placa com reentrédncia engastada
nas suas duas maiores bordas e livre nas demais, discretizada por trés elementos, comparados

numericamente com a solugdo obtida através do Programa ANSYS, por meio de uma discretizacao

envolvendo doze elementos.

Cortantes Ve Resultados Obtidos | Resultados Obtidos

Momentos M [Ql=tf/m com o Programa i% Err 0‘

n0S apoios M]=tf.m/m ANSYS
Vs -0,00181591 -0,00025076 86,1909
M! 0,00023005 0,000063264 72,4999
M -0,00023005 -0,000063264 72,4999
A7 -0,0175083 -0.6091813 47,5603
M 0,00373381 0,0016931 54,6549
Vs -0,0100628 -0,0047309 52,9862
M 0,00210859 0,0010961 48,0174
M 0,00122144 0.00024666 79,8058
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Vig -0,0175083 -0,0091813 47,5603
MY -0,00373381 -(,0016931 54,6549
Vis -0,0100628 -0,0047309 52,9862
M, -0,00122144 -0,00024666 79,8058
M -0,00210859 -0,0010961 48,0174

Tabela (5.38): Esforgos Cortantes V e Momentos Fletores M da placa com reentrancia engastada
nas suas duas maiores bordas e livre nas demais, discretizada por trés elementos, comparados
numericamente com a solucao obtida através do Programa ANSYS, por meio de uma discretizacdo

envolvendo quarenta e oito elementos.

Cortantes V ¢ Resultados Obtidos | Resultados Obtidos

Momentos M fvl=tf/m com o Programa I% Err 0|

nos apoios M]=tf.m/m ANSYS
Vs -0,00181591 -0,00020537 88,6905
M; 0.00023005 0.0000043974 98,0885
M -0,00023005 -0.0000043974 98,0885
v, -0,0175083 -0,6046580 73,3955
M 0,00373381 0.00084973 77,2423
\E -0,0100628 -0.0015521 84,5759
M: 0,00210859 0.00052651 75,0302
M 0,00122144 000013454 §8,9851
' -0,0175083 -0,0046580 73,3955
M -0,00373381 -0.00084973 77,2423
Vi -0,0100628 -0,0015521 84,5759
M, -0,00122144 -0.00013454 88,9851
M -0,00210859 -0.00052651 75,0302




Tabela (5.39): Coeficientes C das splines ciibicas utilizadas na interpolagao da placa com

reentrancia engastada nos seus dois maiores bordos e livre nos demais, discretizada por trés

elementos.
Coeficientes ¢ Resultados Obtidos
das splines
¢, -0,000231836
<, 0,000927346
¢y 0,00129232
¢, -0,000231836
Cy 0,000179849
g -0,000487561
< -0,00061454
Cy -0,000102596
Cy (,000927346
Cio -(,000487561
cyy 0.0010229
Cpy 000116584
Cpy 0,000410382
Cyy 0.00129232
s -0,00061454
Cpe 0.00116584
o 0.0016849
Cyg 0.0016849
€ -0,0001025%6
Cop 0.,000410382
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Nesta se¢@o, através de uma discretizacdo envolvendo wm niimero muito pequeno de elementos,
somente trés, foi feita uma aproxumagao do campo de deslocamentos apresentados pela placa com
reentrincia engastada nas suas duas maiores bordas e livre nas demais, submetida a uma carga
uniformemente distribuida. Essa aproximac@io desenvolveu-se através de uma interpolagio
bidimensional por splines cubicas, as quais sao polinomiais por partes de grau 3, sendo que o dominio
completo abrangendo a superficie compreendida pelas extensdes da placa, como ja mencionado, foi
discretizado por trés elementos.

Apesar das comparagdes feitas através das Tabelas (5.33), (5.34) e (5.35), as quais apresentam
uma comparagao numérica dos resultados obtidos para os deslocamentos e rotacdes nas bordas livres
da placa comn o0s obtidos através do programa ANSYS, por meio de uma discretizagio envolvendo,
respectivamente, trés, doze e quarenta e oito elementos, e apesar das comparagdes contidas nas
Tabelas (5.36), (5.37) e (5.38), as quais apreseniam uma compara¢ao numérica dos resultados obtidos
para os esforgos cortantes ¢ momentos fletores nos apoios da placa com o0s obtidos através do
programa ANSYS, por meio de uma discretizagdo envolvendo, respectivamente, trés, doze e quarenta
e oito elementos; o objetivo desse estudo envolvendo umna placa com reentrancia engastada nas suas
duas maijores bordas e livre nas demais, submetida a uma carga uniformemente distribuida, foi o de
apresentar todos os subsidios necessdrios a composicio de uma metodologia, que utiliza splines
clbicas bidimensionais, capaz de aproximar o campo de deslocamentos de placas com reentréncias e
com furos.

Através da Tabela (5.39), sdo apresentados os coeficientes das splines ciibicas utilizadas na
interpolaciio bidimensional da placa com reentriincia engastada nos seus dois maiores bordos e livre
nos demais, discretizada por trés elementos, submetida a uma carga uniformemente distribuida. Nessa
tabela, os coeficientes das B-splines acham-se vinculados a cada um dos nés da discretizagio,
inclusive aos auxiliares.

E interessante acresceniar que no estude feito envolvendo estruturas em forma de placas com
reentrancias, o qual pode ser estendido e aplicade a placas com furos, foram mantidos e utilizados
todos os conceitos bdsices da teoria de splines apresentada no capitulo 3, assim como a mesma
metodologia bidimensional que veio sendo empregada. a partir do estudo unidimensional desenvolvido
no capitulo 4, na analise das outras estruturas em forma de placa desse capitulo 5.

Ressalta-se que a abordagem de placas com reentrincias e com furos requer um procedimento
especifico, e este foi desenvolvido e apresentado nesta secdo, em termos da sobreposi¢ao de nés

auxiliares.
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6 COMENTARIOS FINAIS E CONCLUSOES

No presente trabalho apresentou-se através de B-Splines a aproximaciio da solugéo
das equagbes diferenciais que governam deslocamentos e esforcos generalizados em
elementos estruturais de barras, vigas e placas finas. A formulagdo de elementos para
placas finas ortotrépicas também € apresentada,

O sistema interpolado por B-splines, o qual foi responsavel pela aproximacio do campo de
deslocamentos das estruturas analisadas, garantiu a gerag@o de resultados a partir do conceito de

robustez e suavidade, proporcionado pela continuidade C, apresentada por essas fungdes ciibicas.

De posse dos resultados expostos no capitulo 4 e no capftulo 5, os quais tratam
respectivamente de estruturas unidimensionais, em forma de barras e vigas, e estruturas
bidimensionais, em forma de placas isotrdpicas eldsticas finas, pode-se concluir que, para
aproximagdo do campo de deslocamentos de tais estruturas, o emprego de B-splines como funcdes
de forma, no método dos elermentos finitos, apresentou elevada precisio e uma rapida convergéncia
ndo s6 para os deslocamentos estruturais, os quais foram diretamente aproximados pela formulacio
utilizada, como também para as grandezas derivadas destes, como as rotacdes e os momentos
fletores.

Na formulacao utilizada, o emprego de nds auxiliares, a inclusio do quarto trecho polinomial
de uma spline cibica nos elementos de extremidade veio a garantir a completitude do espago de
aproximagdo. Estes nds auxiliares proporcionaram mais um grau de liberdade aos nés posicionados
junto ao contorno da discretizagdo. Este grau de liberdade adicional permite através de uma
operacio matricial a transformacio das incognitas do problema, de coeficientes das B-Splines para
grandezas fisicas, viabilizando a inclusdo das condigdes de contorno fisicas na formulacio. Este
procedimento € um avango em relagio as formulacdes reportadas na literatura, onde um “ajuste” nas
B-Splines proximas ao contorne € realizado.

Além de apresentar bastante efici®ncia dentro da formulacdo empregada, a utilizagio de uma
dnica matriz de rigidez gerada a partir do sistema interpolado por splines cibicas, independente das

condiges de vinculos sob as quais fol submetida a estrutura analisada em forma de viga ou de
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placa, demonstrou-se bastante prética e simples, principalmente quando se pensa em termos de uma
sistematizacdo de todos os procedimentos desenvolvidos.

Juntamente com um estudo, a partir de um sistema interpolado por splines cibicas,
envolvendo a aproximagdo do campe de deslocamentos de placas isotrdpicas eldsticas finas com
geometria retangular e submetidas a diferentes condigGes de vinculos e carregamentos, apresentou-
se um procedimento responsavel pela aproximacio do campo de deslocamentos de placas com
reentrincias. Essa andhise de placas com reentrdncias, onde ocorre a sobreposicio de nés auxiliares
sobre os quais foram posicionados os topos de splines cibicas, pode ser estendida a placas com
furos possibilitando, dessa forma, a abordagem de placas com geometria irregular.

Para que se possa realmente abordar placas com qualquer tipo de geometria, onde existam
recortes irregulares, por exemplo, ha a necessidade do desenvolvimento do elemento triangular por
splines.

Uma forma de aproximagao da geometria triangular pode ser feita através de urn mapeamento
capaz de “levar” as regifes de um tridngulo as regiGes de um retfngulo. E nesse retangulo, o
procedimento exposto no presente trabalho pode ser empregado na resolugdo dessa “placa
retangular aproximada”.

Em termos de sugestOes para uma possivel continuidade do presente trabalho, pode-se
ressaltar, além do desenvolvimento do eiemento triangular por spline e da programacio dos
procedimentos aqui expostos, a introducdo de massa ao elemento para andlise dindmica, o que

viabilizaria determinacdo das grandezas modais das estruturas.
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