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Resumo

GEVINSKI, Jakerson Ricardo, Andlise de Tensoes Dindmicas em Superficies Planas a partir de
Parametros Modais, Campinas,: Faculdade de Engenharia Mecanica, Universidade

Estadual de Campinas, 2010. 197p. Dissertagao (Mestrado)

O interesse de maior produtividade e baixos custos de manutencdo, associados ao
desenvolvimento de produtos mais otimizados, fizeram aumentar a preocupagdo com as falhas
por fadiga em equipamentos. Neste contexto, 0 monitoramento da tensdo dinamica em estruturas
€ maquinas sujeitas a vibragdo adquire cada vez mais importancia. Com este intuito, diversos
métodos para a estimativa de tensdes e deformagdes dindmicas que utilizam parametros
vibracionais vém sendo desenvolvidos. Por estes métodos, basicamente, estima-se a deformacao
dinamica pela derivagdo espacial do deslocamento obtido pelas técnicas de analise modal. Neste
trabalho, abordam-se os conceitos da teoria da elasticidade e da andlise modal para a melhor
compreensdo dos métodos propostos na identificacdo de deformagdo a partir dos parametros
modais. Estudam-se os conceitos da andlise modal hibrida para prever o deslocamento de pontos
da estrutura e os conceitos da matriz de transformacdo deslocamento — deformagdo. Com o
objetivo de avaliar esses métodos, realizam-se simulagdes numéricas e um experimento. Este se
constitui no estudo de uma viga de aluminio, onde determinam-se as deformacdes de flexao da
mesma, a partir das aceleragdes medidas e utilizando o método de diferencas finitas. As
simulagdes e experimentos apresentaram resultados relevantes e satisfatérios no campo da

determinac¢do da tensdo e deformacao dindmicas em superficies.

Palavras Chave: Deformacoes e tensdes, Andlise Modal, Dindmica estrutural.
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Abstract

GEVINSKI, Jakerson Ricardo, Dynamic Stresses Analysis from Modal Parameters in Flat
Surfaces, Campinas,: Faculdade de Engenharia Mecanica, Universidade Estadual de

Campinas, 2010. 197p. Dissertacdo (Mestrado)

The interest of greater productivity and low costs of maintenance, combined with the
development of more optimized products, have raised concern about prevention of fatigue failure
of equipments. In this context, the monitoring of the dynamic stress in structures and machines
under vibration has become more important. With this purpose, several methods of estimation of
dynamic stress and strain using vibrational parameters have been developed. Basically, results
from modal analysis are transformed from the displacement space to the strain space by use
spatial differential operator. The work addresses the concepts of the theory of elasticity and
modal analysis for a better understanding of the proposed methods for the identification of strain
from modal parameters. It studies the concepts of hybrid modal analysis to predict the
displacement of structures’ points and concepts of the transformation matrix displacement to
strain. In order to evaluate these methods, numerical simulations and an experiment are realized.
This constitutes the study of an aluminum beam which determines the bending strain from
measured accelerations and using the finite difference schemes. The simulations and experiments
showed satisfactory and relevant results in the field of determination of dynamic stresses and

strains on surfaces.

Key Words: Strain and stress, Modal analysis, Structural dynamics.
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Capitulo 1

Introducao

O grande desenvolvimento industrial e a busca incessante de maior rentabilidade nos
ultimos anos tém criado a necessidade de aperfeicoamentos nos processos produtivos e de
manuten¢do. Neste aspecto, € indispensdvel que os Orgdos responsdveis pela manutengdo e
producdo das empresas busquem um perfeito equilibrio entre maior produtividade e maior

disponibilidade dos equipamentos associados a baixos custos.

Com o intuito de colaborar com o equilibrio entre produtividade e disponibilidade, a
manutenc¢do influencia a disponibilidade através das técnicas de manuten¢do corretiva, preventiva
e preditiva. A manutencdo corretiva atua na correcdo do problema que pode ter ocasionado a
parada do equipamento, sendo esta uma situagdo extrema. A manutengdo preventiva consiste na
inspecdo programada de equipamentos em intervalos definidos, requerendo interrup¢do do
funcionamento do mesmo e interferindo no processo produtivo. A manutencao preditiva monitora
os equipamentos visando o diagndstico precoce e o progndstico de defeitos. A técnica de
diagnéstico tem por objetivo identificar os defeitos e falhas que comprometem o funcionamento

do equipamento e o progndstico avalia a evolucdo e a conseqiiéncia do defeito diagnosticado.

Existem diversas técnicas voltadas ao diagndstico de falhas e o progndstico. A
determinacdo do tempo de vida ou o tempo até a falha do equipamento € feita, por exemplo,
através da extrapolacdo de valores de vibracdo, temperatura e pressdo, medidos no equipamento.
A anélise de vibragdo € utilizada mais comumente para a monitora¢do prognéstica das miquinas,
sendo esta realizada no dominio do tempo, no dominio da freqii€ncia, através de métodos

estatisticos dentre outros.



Embora os valores de temperatura, vibragdo e pressdo possam indicar o tempo até a falha
do equipamento, pois os niveis de vibragdo ou temperatura podem aumentar devido ao
surgimento de alguma falha na méquina, esses valores sdo extrapolados e comparados com
valores aceitdveis para o tipo de equipamento. Esses sinais globais utilizados para a comparacao

podem ndo dar um alerta suficiente do dano iminente a maquina.

Neste sentido, este trabalho vem contribuir com a técnica de diagndstico de falha de
equipamentos através da andlise de tensdes dindmicas a que partes ou pontos da estrutura estdo

submetidos, obtidas pela andlise de vibragdo e parametros modais da estrutura.

O tensor de tensao dindmica convencionalmente é obtido experimentalmente pela técnica
de extensometria. Entretanto, quando € necessaria a medi¢do de deformagdo em muitos pontos da
estrutura, esta técnica torna-se muito onerosa. Os transdutores utilizados na técnica de
extensometria, por exemplo, strain gages, sdo caros, descartaveis e ha a necessidade de limpeza
da superficie analisada com a remocdo da pintura e outros procedimentos padrdes, o que pode

exigir paradas dos equipamentos por longos periodos.

Desta forma, propde-se neste trabalho a utilizacdo dos parametros modais para estimar o
tensor de tensdo dindmica. A andlise do comportamento dindmico de estruturas é realizada
convencionalmente pela andlise modal experimental ou operacional que utilizam transdutores de
aceleracgdo, velocidade e deslocamento. Estas técnicas consistem na determinagdo dos parametros
modais da mesma, onde é possivel a identificacdo dos modos de deflexdo (deslocamento) de
vibragdo que a mesma estd submetida. Esses valores de deslocamentos sdo relacionados com a
deformacdo através da derivacdo espacial e € possivel estimar o tensor de deformacdo de um
ponto na estrutura a partir de medidas de deslocamentos obtidos pela andlise modal. As

deformacdes sdo relacionadas com as tensdes a partir das leis constitutivas do material.

O padrio das tensdes dinamicas verificado em equipamentos em operagdo, muitas vezes
apresenta vdrias componentes em freqiiéncia e as tensdes mudam suas direcdes principais a cada
modo de vibracdo. Desta maneira, a utilizacdo da tensdo média e alternada equivalente de von

Mises pode ser utilizada para uma posterior avaliacdo e utilizacao de critérios de falhas.



Os métodos de determinagdo da deformacdo a partir de resultados modais s@o utilizados na
vibroacustica e podem ser utilizados na andlise estrutural dindmica. Diversos métodos foram
propostos nesta drea. Bernasconi e Ewins (1989) fizeram uma abordagem, no dominio do tempo,
da determinacao do campo deformagdo — tensdo. O tensor de deformagao foi determinado a partir
da derivacdo dos deslocamentos, mas o caso estudado restringe-se ao de amortecimento
proporcional. Koss e Karczub (1995) propuseram um método que diz respeito a deformacao na
flexdo. Na avaliacdo experimental realizada, foram utilizados apenas dois acelerometros em uma
viga Euler Bernoulli para a andlise de deformacdo. Okubo e Yamaguchi (1995) previram a
distribuicdo da deformacdo dindmica sob condi¢des de operacdo, usando a matriz de
transformacgdo deslocamento — deformagdo. Dovstam (1998) prop6s o método da andlise modal
hibrida para complementar a andlise modal convencional na determinagdao do deslocamento
tridimensional da estrutura e com isso determinar o tensor de deformac¢ao. Em Karczub e Norton
(1999) a flex@o de uma viga Euler Bernoulli € novamente estudada no tempo, € a abordagem foi
baseada no método de diferencas finitas, com derivada de segunda ordem do deslocamento
transversal da viga, ou seja, analisando-se a curvatura da mesma. As medicdes foram feitas em
pontos eqiiidistantes e simetricamente distribuidos ao redor do ponto de andlise e a deformagao
ndo pdde ser prevista nas descontinuidades. Lee e Kim (1999) estudaram a deformagdo normal e
de cisalhamento em uma placa com um nicleo viscoeldstico. As deformacdes foram calculadas
usando o método de diferencas finitas sobre modelos obtidos analiticamente da vibracdo de
flexdo da placa em um suporte. Nesta andlise foi assumido que as propriedades dos materiais da
camada viscoeldstica ndo sdo dependentes da freqii€éncia. Sehlstedt (1999), através dos valores de
deslocamentos obtidos da andlise modal hibrida, fez a andlise do tensor de deformacdo dindmica
em uma placa utilizando o método de diferencgas finitas e os modos préprios de vibragao obtidos
pelo método de elementos finitos. Lee (2007) propds um método para a estimativa das respostas
de deformacado a partir das medi¢des de deslocamentos utilizando a matriz de transformacao,

obtida através da matriz modal de deslocamento e de deformacao.

1.1 Objetivos

Este trabalho tem como objetivo geral estimar a tensdo dindmica em estruturas sujeitas a

vibragao a partir de parametros modais. Como objetivos especificos do trabalho, citam-se:



» Relacionar o deslocamento com a deformagdo em corpos continuos através da teoria

da elasticidade.

» Compreender a analise modal tedrica e a técnica da andlise modal experimental.

» Compreender os métodos utilizados para determinagdo da deformacdo a partir de

parametros modais.

» Avaliar numericamente a deformacdo de flexdo em uma viga Euler-Bernoulli

submetida a uma carga dinamica utilizando método de diferencas finitas.

» Comparar os resultados de deformagdo encontrados analiticamente e
numericamente por diferencas finitas e método de elementos finitos em pontos

especificos de uma superficie submetida a deslocamentos nodais conhecidos.

» Avaliar numericamente a distribui¢ao de tensdo dindmica equivalente de von Mises
em uma superficie utilizando o método de diferencas finitas na relacdo

deslocamento-deformacao.

» Avaliar experimentalmente a relacdo deslocamento — deformacdo utilizando
extensometria e parametros modais em uma viga de aluminio engastada em uma das

extremidades.

1.2 Apresentacao do Trabalho

Este trabalho foi dividido em seis capitulos, onde sdo apresentadas as revisdes
bibliograficas, as metodologias abordadas, simulagdes e procedimentos experimentais realizados,
resultados encontrados e a conclusdo referente ao trabalho. A seguir, faz-se uma breve descri¢ao

do contetddo de cada um desses capitulos:

Capitulo 2 — Apresenta uma revisao bibliografica, onde abordam-se os conceitos da teoria
da elasticidade, da andlise dindmica em estruturas e faz-se um breve histérico de utilizacdo dos
métodos aplicados para estimar a deformacdo dindmica em estruturas utilizando parametros

vibracionais.



Capitulo 3 — As formulagdes matemadticas da andlise modal hibrida e da matriz de

transformac¢do deslocamento — deformacao sao mostradas neste Capitulo.

Capitulo 4 — Inclui os métodos numéricos utilizados na relagdo deslocamento —
deformacdo, os aspectos tedricos na utilizacdo do ANSYS® na andlise modal e algumas
simulacoes numéricas que utilizam método de diferencas finitas e elementos finitos na

determinac¢do da deformacao e tensdo a partir de valores de deslocamento.

Capitulo 5 — Contém os procedimentos experimentais realizados para avaliagdo
experimental da deformacdo dindmica em uma viga de aluminio. Os resultados e discussoes

referentes aos experimentos realizados também estao inclusos neste Capitulo.

Capitulo 6 — Sao apresentadas a conclusio e propostas para trabalhos futuros.

No inicio e fim de cada Capitulo, exceto no Capitulo 6, é feita uma introducao e resumo do
Capitulo visando uma melhor compreensao do leitor. Este trabalho também contém um Anexo e
quatro Apéndices. No Anexo I encontra-se o esquema de instalacdo da ponte de Wheatstone
utilizada no experimento de determinacdo de deformagdo da viga. No Apéndice A, alguns
aspectos sobre andlise dinamica de sistemas com um grau de liberdade sdo abordados. No
Apéndice B apresentam-se as formulagdes matematicas do método de diferencas finitas centrais.
No Apéndice C apresentam-se as formulagdes do método de diferencgas finitas Backward e
Forward. No Apéndice D apresentam-se as formula¢des matemdticas dos elementos finitos
isoparamétricos triangular e quadrilateral. No Apéndice E encontra-se o algoritmo para
implementacdo computacional do MDF para anélise de deformacdo em superficies planas. No
Apéndice F e G apresenta-se o algoritmo para a implementacdo computacional do MEF

triangular e quadrilateral na andlise de deformacao em superficies planas.



Capitulo 2
Revisao Bibliografica

2.1 Introducao

Nas ultimas duas décadas foram desenvolvidos diversos métodos de avaliacio de
deformacdo dinamica a partir de pardmetros modais, no dominio do tempo ou no dominio da
freqiiéncia. Estes métodos consistem na utilizagdo da derivacdo numérica por diferencas finitas
do deslocamento obtido pela andlise modal experimental ou pela andlise modal operacional. O
deslocamento pode ainda ser previsto por aproximagdo no sentido de minimos quadrados e
utilizando os coeficientes generalizados da série de Fourier, que ponderam a participac¢do de cada
modo natural na resposta medida no dominio da freqiiéncia. Desta forma, neste Capitulo serdo
abordados os conceitos relacionados com a teoria da elasticidade e a andalise modal, visando a
melhor compreensdo dos métodos estudados e propostos para determinagdo da tensdo dinamica
em superficies planas a partir de parametros modais. Primeiramente, uma revisao sobre a teoria
da elasticidade € feita no item 2.2, abordando conceitos de tensdo, deformacgdo, deslocamentos e
suas relacdes. No item 2.3 apresentam-se as técnicas convencionais de extensometria utilizadas
para medicao da deformacgdo. No item 2.4 € estudada a andlise modal tedrica, experimental e
operacional. Finalmente no item 2.5, os métodos para a estimativa de deformagdo a partir de

parametros modais sdo estudados, fazendo-se um breve histérico de suas utilizacdes.

2.2 Teoria da Elasticidade

A elasticidade estuda o comportamento de corpos materiais que se deformam ao serem
submetidos a acdo de esforcos externos. Através da elasticidade € possivel determinar as tensoes,

as deformagdes e também a relacao entre elas para um sélido tridimensional. Embora, mesmo na



regido eldstica, os materiais utilizados na engenharia apresentem algum grau de comportamento

ndo linear, o comportamento dos materiais nesta regido € aproximado pela elasticidade linear.

O conhecimento da teoria da elasticidade € utilizado no estudo de resisténcia dos materiais,
na mecanica do continuo e em outras dreas em que necessita-se conhecer as tensdes ou
deformacdes sofridas por um corpo submetido a algum tipo de esforco. Neste item serd abordada
a andlise de tensao, deformacao e as relagdes entre deslocamento e deformagao para que possam
ser utilizadas posteriormente na determinacdo ou estimativa das tensdes dinamicas a partir dos

deslocamentos medidos ou estimados pela andlise modal.

2.2.1 Vetor de Tensdo

Para se determinar o vetor de tensdo t em um ponto, pertencente a um corpo, € necessario
analisar as forgcas que agem neste corpo. Segundo Timoshenko e Goodier (1980) hé duas espécies
de forcas que podem atuar sobre os corpos, as forcas de superficie, que sdo as forgas distribuidas
sobre a superficie do corpo, por exemplo, a pressio de um corpo sobre outro ou pressiao
hidrostatica, e as forcas de volume, distribuidas pelo volume do corpo, tais como gravitacionais,

magnéticas, ou no caso de um corpo em movimento, as forcas de inércia.

Conforme Chen e Saleeb (1994) as forcas de volume, atuantes em um ponto fixo P, podem
ser escritas como uma forca resultante R, € um momento resultante M, em relacdo a esse ponto.

Se o volume € considerado infinitesimal, ou seja, o limite AV — 0, tem-se as seguintes

equacoes:
lim X = F 2D
AV—0 AV
lim M, =0 (2.2)
AV-0 AV

onde F, representa a forca por unidade de volume.

A Figura 2.1 ilustra o ponto P pertencente a um corpo continuo € com volume infinitesimal.
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X1 X2
Figura 2.1 - Um volume infinitesimal AV contendo o ponto P

Para se conhecer a tensdo que as forgas exercem em um ponto interno do corpo ¢é aplicado
um corte imagindrio no ponto P da Figura 2.1. O corte ocorre em um plano de normal n que
passa pelo ponto. Desta forma, o volume AV apresentard na superficie de corte uma drea
infinitesimal AA. Nas superficies de cortes atuam as for¢as de acdo e reacdo do corpo
seccionado. Essas forcas de superficie podem ser escritas como uma forcga resultante R; e um

momento resultante M;.

Considerando que AA — 0, o vetor de tens@o t” no ponto P associado ao plano de corte é

dado por:
lim R = ¢ (2.3)
AA—-0 AA
O momento resultante M; desaparece pois:
im M = g (2.4)
AA—0 AA

A Figura 2.2 ilustra as superficies AA, obtidas apds o seccionamento do volume AV e os

vetores de tensdo que surgem devido as reacoes.
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Plano de corte
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Figura 2.2 — Vetor de Tensio t" no ponto P devido ao plano de corte.

Na Figura 2.3 € possivel observar o vetor de tensdo que age em um ponto interno Q de um
corpo cilindrico devido as forgas externas aplicadas ao mesmo. No cilindro é adotado um plano

de corte que passa pelo ponto Q.

Parte A

£ E

1

Plano de Corte

Figura 2.3 — Vetor de tensao em um ponto interno de um corpo livre continuo

Na Figura 2.3, F, sdo as forcas externas aplicadas ao corpo, e, ¢ um vetor unitirio normal

1

ao plano de corte e t” € o vetor de tensdo no ponto Q relacionado com o plano de corte.

Segundo Chen e Saleeb (1994) o estado de tensdo em um ponto Q é dado por todos os
vetores de tensdo que passam por aquele ponto. Entretanto, existem infinitos planos de tensdo que

passam pelo ponto Q. Se conhecermos os vetores de tensdo em trés planos ortogonais entre si, é



possivel por equilibrio, conhecer o vetor de tensdo em qualquer outro plano. Na Figura 2.4 estdao
ilustrados os trés planos ortogonais que passam pelo ponto Q, afastados do mesmo para maior

clareza, e os vetores de tensao.

Figura 2.4 — Vetor de tensdo em 3 planos ortogonais que passam pelo ponto Q.

O vetor de tensdo referente a qualquer plano de normal n, pode ser dado pela seguinte

equagdo:

=t +t;, +t, 2:5)
onde os cossenos diretores n;, n; € n3 sao dados por:
n, = cos(el,n)
(2.6)

n, =cos(e,,n)

n, = cos(e,,n)

E importante notar que t"nao é necessariamente perpendicular ao plano de normal n. Na

prética, os vetores de tensdo t"sido decompostos em duas componentes, uma normal ao plano n,

chamada de Tensdo Normal, e outra paralela a este plano, chamada de Tensdo Cisalhante.

Os vetores de tensdo associado com as trés coordenadas x;, x» € x3 também sio

decompostos em componentes relacionadas a essas trés direcdes. Por exemplo, o vetor de tensao

t" relacionado com a coordenada x;, tem trés componentes de tensdo, tensdo normal o, , €
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tensoes de cisalhamento o,,e 0, nas dire¢des dos eixos coordenadas x;, x; € x3, respectivamente,

como mostra a Figura 2.5.

X3

Figura 2.5 — Componentes de tensao devido a um vetor de tensao t.

A base vetorial do vetor de tensdo € expressa pela Equacao (2.7):

t' = 0,€ +0,¢,+0,¢, 2.7

A Equacio anterior pode ser escrita utilizando a nota¢do indicial (Convenc¢do da soma de

Einstein) como:

tl — O-IJeJ (2.8)

Da mesma forma para os planos de coordenadas x; e x3 t€ém-se:

t*=0,e (2.9)

2]
t'=0,e, (2.10)

357

As componentes de tensdo dos trés vetores de tensdo t', t? e t3 podem ser representadas

pelo tensor de tensdo dado na Equagao (2.11).

11



61 1 O-l 2 613

0, =10, 0, Oy (2.11)

0-31 032 633

onde o, , 0, ¢ 0, 30 as componentes normais de tensdo € o,,, 0,,,... SA0 as componentes

cisalhantes de tensdo.

Uma alternativa a notagao indicial ¢ chamada de notacdo de von Karman, em que o tensor

de tensdo € representado na seguinte forma:

O-x Tx‘y Xz
o,=\t, O, T, (2.12)
T T

onde o representa as componentes normais de tensdo e 7 representa as componentes de

cisalhamento. Abaixo estd escrito o tensor de tensao utilizando diferentes formas de notacao.

O-l 1 61 2 O-l 3 Gxx Tx y sz O-x Xy Xz
o;,=|0, 0, O0y|=|7, O, T |=(T, O, T, (2.13)
0-3 1 0-32 0-33 Z.zx Z.zy O-zz z.zx z.zy O-z

Para facilitar a visualizag¢do e ajudar no entendimento, costuma-se representar um ponto na
forma de um cubo, onde cada face representa um plano. As tensdes normais e de cisalhamento

sao representadas neste cubo conforme mostrado na Figura 2.6.
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z
Figura 2.6 — Representacio do estado tridimensional de tensao

Pela relacdo de equilibrio dos momentos em torno dos eixos x, y € z, obtém-se a simetria

das tensdes cisalhantes, ou seja:

xy yx; Xz zx’ vz = Yzye (214)

portanto, o tensor de tensdo é um tensor simétrico, ou seja 0,=0;.

2.2.2 Tensaes e Diregoes Principais

Quando o vetor de tensdo t"associado ao plano n tem a mesma dire¢do do vetor normal n,
isto é, t=0, e 7,=0, o plano € entdo chamado de plano principal, a dire¢io normal n &
chamada diregdo principal e a tens@o normal é chamada de tensdo principal. A Figura 2.7 mostra

o vetor de tensdo t” com mesma dire¢do da normal n, (CHEN 1994; SALEEB, 1994).

13
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Figura 2.7 — Vetor de tensao coincidindo com a normal n

O vetor t”pode ser escrito na forma:

t! =o,n; =on, (2.15)

1

Expandindo a Equacdo acima tem-se:

O +0,n, +0;n; =0n
O, N + 0N, + 00, =0n, (2.16)
O3 + 05N, + 03315 = 0N,

As trés Equacdes (2.16) na notagdo de von Karman sao escritas da seguinte forma:

(c,-o)n, +7,n +7.n =0

TN, + (0'y — O')ny +7,.n, = 0 (2.17)
t.n +7,n +(0,—oh, =0

As Equagoes (2.17) lineares e homogéneas em n,, n, € n; admitirdo solucoes diferentes de

zero somente se o seu determinante for nulo e entao:

O-x -0 Txy Xz
det 7, o,-o 17, |=0 (2.18)
T T c,—0

A solugdo do determinante acima resulta no seguinte polindmio caracteristico:

14



o -10°+1,c-1,=0 (2.19)

onde /; € somatodria dos termos da diagonal principal de 0y, ou seja:

11:011+O-22+O-33:O-x+0-y+0-z (2.20)

I, € a soma dos cofatores dos termos da diagonal de 0}, ou seja:

o o (o} (o} (o} (o}
22 23 + 11 13 + 11 12

I, =
2
632 0-33 0-3 1 63 3 0-2 1 622
(2.21)
— O-y Tyz + o, sz + 0, Txy
Txy O-z sz O-z Tyx O-y
I; é o determinante de 0;,ou seja:
0-1 1 O-l 2 0-1 3 O-x Txy Xz
I,=|0, 0, O0y= Ty y vz (2.22)
0-3 1 0-32 0-33 sz sz O-z
Das propriedades de um polindmio de 3° (terceiro grau), t€m-se:
I,=0,+0,+0,
I, =0,0,+0,0,+0,0, (2.23)

l,=o0,0,0,

onde o,, 0,¢e 0,580 as raizes do polindmio caracteristico e também as tensdes principais para o

estado de tensdo em um ponto. Como as raizes do polindmio sdo as mesmas tanto no sistema de
referéncia x, y € z quanto no sistema de referéncia correspondentes as dire¢des principais, tem-se
que Iy, I, e I3 sdo independentes do sistema de coordenadas e sdo conhecidos como Invariantes do

estado de tensdo.

Substituindo o,, 0,¢e 0, na Equacgdo (2.16), respectivamente e por meio da relagdo,

n’+n’+n’ =1, (2.24)
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podem-se determinar os trés conjuntos de cossenos diretores, correspondentes as trés dire¢oes

principais, sendo:

n® = (nf” n" ng”) para 0 =0,
n® =02 n? n?) parac=o, (2.25)

(3) (3)

n®=m® n® n?) parac=o,

Conhecendo-se as tensdes principais, a tensdo normal méxima de um estado de tensdo € a

mdxima tensdo principal e a minima é a menor tensdo principal. Para o, > 0, > 0,, as tensdes

normais, mdxima e minima, de um estado de tensdo é dado pela Equacdo (2.26):

(2.26)

Nos planos onde as tensdes de cisalhamento atingem seus valores estaciondrios, ou seja,
valores maximos, minimos ou ponto de inflexdo, as mesmas sdo chamadas de tensdes de
cisalhamento principais. Para calculd-las, torna-se mais simples usar como o eixo de referéncia
as direcodes principais. Estas direcdes principais sdo usadas para definir planos que fazem 45° em

relacdo as mesmas. Nestes planos atuam as tensoes principais de cisalhamento dadas por:

T —l|0' -0,

1 2 1 3
1

T, :5|a1 -0, (2.27)
1

75 —_|62 _63|

E importante saber que os planos principais de cisalhamento nao sdo necessariamente
planos onde a tensdao normal é nula. O maior valor de tensdo principal de cisalhamento &

chamado de tensdo de cisalhamento mdxima e € igual a:

1
T =Ty = EIGI -0 (2.28)
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2.2.3 Tensaoes e Diregoes Principais no Plano

Segundo Shigley, Mischke e Budynas (2005) as tensdes o e 7 podem ser encontradas
somando-se as forcas causadas por todas as componentes de tensdo, anteriormente conhecidas, e
igualando-as a zero. A Equacgdo (2.29) e (2.30) sdo chamadas de equacdes de transformagdo de
tensoes planas e sdo usadas para calcular ¢ e 7.

oc,+0, 0,-0

X

o= + 5 ~cos 26 + 7, sin 26 (2.29)

o -0
T= %sin 20+1,,cos 20 (2.30)

O elemento dxdy da Figura 2.8 pode ser utilizado para compreender as Equacdes acima. O

elemento € cortado por um plano obliquo, com normal n, com um angulo arbitrario 6 anti-

horério, a partir do eixo x:

gy

Figura 2.8 — Elemento dxdy cortado por um plano inclinado de normal n

Diferenciando a Equacdo (2.29) em relagcdo ao angulo @ e estabelecendo o resultado igual a

zero, obtém-se:

tan 26 = — (2.31)
c,-0
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A Equacdo (2.31) define dois valores particulares para o angulo 26, um dos quais
estabelece a mdxima tensdo principal o,e o outro, a minima tensdo principal ¢,. As tensoes
principais podem ser obtidas substituindo o angulo 26da Equacdo (2.31) na Equagdo (2.29),

resultando:

2
O +0, O —0,
0.0, = ( : ] +72 (2.32)

Os valores extremos de tensdo de cisalhamento sdo encontrados a partir de:

xy

2
c.-0,
7,7, = (fj +77 (2.33)

2.2.4 Estado Plano de Tensdo

Pode-se obter uma boa no¢do da natureza da distribuicao de tensdes examinando um estado
de tensdes conhecido como estado bidimensional ou estado plano de tensdes. O tensor de tensdo
de pontos de superficies, em algumas situacdes, pode ser determinado considerando-se um estado
bidimensional. Para estes casos, admite-se que duas faces paralelas do elemento infinitesimal da

Figura 2.6 estdo livres de tensdo. Sendo essas faces perpendiculares ao eixo z, tem-se que:

6 =7 =7 =0 (2.34)

Ocorre naturalmente um estado plano de tensdes em pontos situados na superficie externa
de um corpo onde os componentes da for¢a paralelos a dire¢cdo z sdo iguais a zero. Ocorre
também um estado plano de tensdes em pontos no interior de placas finas onde a dimensao z do
corpo € pequena, comparada com as dimensdes da superficie, e os componentes da forca
paralelos a z sdo iguais a zero, (RILEY; STURGES; MORRIS, 2003). Segundo Beer, Johnston e
Dewolf (2006) o estado plano de tensdao ocorre em uma placa fina submetida a esfor¢os atuando
no plano médio da espessura da placa. Em superficies livres de um elemento estrutural ou
componente de madquina, isto €, em qualquer ponto da superficie daquele elemento ou
componente que ndo esteja submetido a uma forga externa, o estado de tensdo € considerado

plano.
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O estado plano de tensdo € especificado somente por o, 0, € 7 . Por conveniéncia, este

estado de tensdo € representado pelo esquema mostrado na Figura 2.9.

F2

Figura 2.9 — Representacio do estado plano de tensao

2.2.5 Andlise de Deformagao

Conforme Chen e Saleeb (1994) a acdo de forcas causa movimentos e deformagdes em um
corpo. Quando a distancia entre quaisquer pares de pontos de um corpo, depois da aplicagdo da
for¢a, permanece a mesma, diz-se que este corpo sofreu um movimento de corpo rigido, que pode
ser de translacdo, rotacdo ou uma composicdo dos dois. Se houver variagdo da distancia entre
quaisquer pares de pontos do corpo, entdo diz-se que o corpo sofreu uma deformagao e esta pode

ser linear, angular ou uma composicao das duas.

Os movimentos de corpo rigido podem ser grandes ou pequenos enquanto as deformagdes
geralmente sdo pequenas, exceto quando materiais muito flexiveis ou estruturas especiais, por

exemplo, vigas delgadas, estdo envolvidas.

Para melhor compreensdo da anélise de movimento e deformacdo em um corpo, pode-se

considerar dois pontos A e B, conforme mostra a Figura 2.10:
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Figura 2.10 — Ilustracao da deformacio linear

Antes da aplicacdo da forca a distancia entre esses dois pontos € dada por Ly. Apos a
aplicacdo da forca, o segmento de linha AB move-se para A'B'. Considerando a distancia AA'
o deslocamento do ponto A, se A'B' € paralelo e igual a AB , houve translagdo. Se A'B' ndo é

paralelo a AB , entdo o corpo sofreu translacdo e rotacdo. Se a distancia L ndo for igual a Ly,

entdo existe um deslocamento relativo de B em relacdo a A e o corpo sofreu deformagdo. A

deformacdo pode ser considerada homogénea ao longo de AB e o deslocamento relativo

(L- LO) pode ser considerado proporcional a Ly, sendo esta uma deformagdo linear ou normal.

A deformacao cisalhante envolve a distorcdo do corpo. Considerando dois segmentos de
linhas AB e AC , conforme ilustra a Figura 2.11, com angulo entre eles definido por 6, antes da
aplicacdo da forca. Apos aplicagdo da forga, se € ndo for igual a 6,, o corpo sofreu deformagao

cisalhante. A variagdo angular (6 — 00) ¢ a distor¢do sofrida pelo corpo apds a aplicacdo da forca.
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Figura 2.11 - Ilustraciao da deformacao angular

Segundo Riley, Sturges e Morris (2003) a deformacdo € uma quantidade geométrica que
depende do movimento relativo entre dois ou trés pontos de um corpo qualquer e ndo esta
relacionada unicamente a forca ou tensdo. Portanto, precisa-se de uma medida quantitativa que
exprima a intensidade da deformacdo, da mesma forma que a tensdo exprime uma medida da
intensidade de uma forca interna (for¢ca por unidade de drea). Assim sendo, a Deformagdo
Especifica (deformagdao por unidade de comprimento) ¢ uma quantidade usada para medir a

intensidade de uma deformacao e € classificada como:

® A Deformacdo Especifica Normal: € definida como a variagdo do comprimento de
um segmento de linha entre dois pontos dividida pelo comprimento original, antes

da deformacdo, deste segmento.

e A Deformacdo Especifica Cisalhante: é definida como a distor¢do angular entre

duas linhas as quais eram originalmente perpendiculares.

Da mesma forma que pode ser considerado um tensor de tensdo, pode-se considerar um
tensor de deformagdo com componentes de deformacdes normais e cisalhantes. Conforme Chen e
Saleeb (1994) o estado de deformacdao em um ponto P € caracterizado pela variacdo do
comprimento de todas as linhas (fibras do material) que passam por este ponto. No entanto, pode
ser determinado se forem conhecidas as deformacdes lineares e angulares em 3 direcdes

mutuamente perpendiculares.
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A Figura 2.12 mostra um elemento infinitesimal OP com origem em O. Depois da

deformacio o elemento torna-se O'P', como mostra a Figura:

X2 Deformado

Original

X3

Figura 2.12 — Figura deslocamento relativo

O vetor de deslocamento relativo do ponto P em relacdo ao ponto O ¢é definido por 6™,

onde O'P"é igual e paralelo & OP . Considerando as fibras do material com comprimento

unitdrio e coordenadas axiais xj, xp, € x3, os correspondentes vetores de deslocamento relativo

para estas fibras sdo dados por 8", 82 ¢ 8", respectivamente.

Para melhor entender a relagdo entre um vetor de deslocamento relativo 6™ qualquer em

uma dire¢do do vetor unitério e, e os vetores 0", 6'>e 83, ¢ utilizada a representa¢do no plano

x1-x, da Figura 2.13.

Figura 2.13 —-Deslocamento relativo no plano
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Pode-se observar na Figura 2.13 que as projecdes nos eixos x; € x, de uma fibra e, com
comprimento unitdrio e origem em O s3o0 n; € ny, (cossenos diretores), respectivamente. Desta

forma tem-se:

PP'=PP +PP, (2.35)
ou
8'=8"n, +8”n, (2.36)

Para o caso tridimensional, a equacao acima torna-se:

8'=8"n, +02n,+8"n, (2.37)

A Equacdo (2.37) ¢é andloga a Equacdo (2.5), referente ao vetor de tensdo. Entretanto, a

7z

deformacdo ndo é completamente definida simplesmente conhecendo-se os deslocamentos

relativos tridimensionais. E necessédrio separar os movimentos de corpo rigido (translacdo ou

rotagdo).

O vetor de deslocamento relativo associado com uma fibra e, nas direcdes coordenadas xj,
X2, € x3 pode ser decomposto em componentes nas trés coordenadas. Por exemplo, o vetor 8",

associado com a dire¢cdo x; tem trés componentes &', €', € £'; nas direcdes das trés

coordenadas axiais xj, Xz, € X3, respectivamente. Deste modo, a Equacdo (2.37) pode ser escrita na

forma de componentes como:

ot =¢";n, (2.38)

Aonde €'U- ¢ um tensor chamado de tensor de deslocamento relativo e define

completamente o vetor de deslocamento relativo 8™ da fibra. Em geral, este tensor é nio
simétrico. Usando os dois tipos de notacdo, indicial e de von Karman, o tensor pode ser escrito

como:
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Decompondo um tensor &'; qualquer

simétrico, tem-se (CHEN; SALEEB, 1994):

1 1
g = —(E'ij +.£'le )+ E(g'ij —e'ji)

2
ou
£y =&;+8Q,
onde:
g = —(8 i€ ji) Simétrico
1o, e
Q, = —(6‘ =& ) Anti-simétrico
i 2 ij Jji

XZ

£ (2.39)

¥z

como a soma de um tensor simétrico e outro anti-

(2.40)

(2.41)

(2.42)

(2.43)

O tensor &; (simétrico) € chamado de tensor de deformagdo e o tensor Q,.j (anti-simétrico) é

chamado tensor de rotagdo. O tensor &; ¢ suficiente para se caracterizar o estado de deformagao.

Na nota¢do de von Karman, as componentes cisalhantes do tensor de deformacdo sdo as

chamadas deformagdes de cisalhamento de engenharia, representadas por Ye definidas como a

varia¢do total do angulo entre duas fibras ortogonais no estado indeformado, desta forma tem-se:

Vi =V =& T &, = 2e,
Vo =V =& T8, =28,
Vo =V, =Ep T8y =26y

(2.44)

Assim sendo, o tensor de deformacdo pode ser escrito em diferentes notagdes como:
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£ 71y 7xz
X
gl 1 gl 2 81 3 8xx 8)9' 8xz }/ 2 72
— — — yx yz
E;, =&y &, Ey|=|E, &, E.|= ) £, > (2.45)
&y & &5 x 2y y4
7/2)6 2y gZ

No tensor de deformacdo as componentes da diagonal principal, &;,&,, € &3, sd0 as

componentes de deformacdo normal e as demais componentes, &,,&3,Ex3,5...,530 as

deformacdes cisalhantes.

2.2.6 Estado Plano de Deformacdo

Segundo Beer, Johnston e Dewolf (2006) o estado plano de deformagdo ocorre em
situacdes nas quais as deformacdes dos materiais ocorrem em planos paralelos, e sdo as mesmas
em cada um desses planos. Se o eixo z € escolhido como perpendicular aos planos nos quais
ocorrem as deformacdes, tem-se que as deformagdes nesse plano sdao nulas. Uma situacdo assim
ocorre em uma placa submetida a for¢as uniformemente distribuidas, ao longo de suas bordas, e
impedida de se expandir ou contrair lateralmente por meio de suportes fixos, rigidos e planos,
conforme Figura 2.14a. O estado plano de deformagdo ocorre também em uma barra de
comprimento infinito com seus lados submetidos a for¢as uniformemente distribuidas, pois, em
razdo da simetria, os elementos localizados em um dado plano transversal ndo podem se mover
para fora daquele plano. No caso real de uma barra longa submetida a forgas transversais
uniformemente distribuidas, existe um estado plano de deformacao em qualquer se¢ao transversal
que nao esteja localizada muito perto de qualquer uma das extremidades da barra. A Figura 2.14b

representa esta situagao.
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~ Suporte Fixo

(2) (®)

X

[}

Figura 2.14 — (a) placa restringida e (b) barra em estado plano de deformacao

Segundo Timoshenko e Goodier (1980) caso o carregamento ndo varie ao longo do
comprimento e as condi¢cdes forem as mesmas para todas as se¢Oes transversais, as componentes
de deslocamentos u e v nas dire¢des x e y, respectivamente, sdo independentes da componente de
deslocamento w (dire¢do z). Se o deslocamento longitudinal w for nulo, as deformacdes referente

ao plano z serdo nulas, como mostra a Equacdo (2.46):

—i_{_a_w—o
Ve dz dy
_u v, (2.46)
e =5 Tox
8=a—W=O
z aZ

O problema de estado plano de deformacdo, como o de estado plano de tensdo, se reduz a

identificacdo de o, e 0, ¢ 7, e atensdo normal o pode ser encontrada em fungdo de o,.e O,

por meio da lei de Hooke, utilizando-se da Equacdo (2.47):

o. =vlo, +0,) (2.47)

sendo v € o coeficiente de Poisson.
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2.2.7 Relagao entre Deslocamento e Deformacdo

A relacdo entre deslocamento e deformacdo pode ser determinada considerando a
deformacdo de um cubo infinitesimal qualquer de um corpo submetido a forgas, ilustrado na
Figura 2.15. Considerando que o ponto P seja deslocado a uma distancia u na dire¢do x, v na
direcdo y e w na direc¢do z. Os outros cantos do cubo também sejam deslocados, entretanto, com

magnitudes diferentes do ponto P, por exemplo, que o ponto Q seja deslocado em u’, v’ e w’.

X

Figura 2.15 — Deformacao de um cubo infinitesimal pertencente a um corpo

Segundo Dally e Riley (1978) o deslocamento associado ao ponto Q pode ser expresso em
termos dos deslocamentos u, v e w referentes ao ponto P pela expansdo em série de Taylor da

seguinte forma:

du ou Ju
—u+Ea+ZLay+ L
u'= u+ax +8y +aZ Z 4
v—v+%dx+g—;dy+g—zdz+ (2:48)

ow ow ow
w'=w+ o dx +—dy+—dz+--
ox dy 0z
Os termos mostrados nas expressdes acima s3ao os Unicos termos significativos,

presumindo-se que o cubo, considerado na andlise, é suficientemente pequeno, sendo que os

termos de alta ordem, como (dx2), (dyz) e (dzz), podem ser desconsiderados.

27



Devido a estas condic¢des, os planos continuardo planos e as linhas retas continuardo retas

no cubo deformado, como mostra a Figura 2.15.

A deformacgdo normal pode ser expressa em termos dos deslocamentos dos pontos das
extremidades dos segmentos. Por exemplo, considerando o segmento PQ , originalmente
paralelo ao eixo x, como mostra a Figura 2.16. Sendo y e z constantes ao longo de PQ e através

da equacao (2.48), o deslocamento do ponto Q em fungdo de u, v e w € dado por:

u':u+a—udx

0x

Vv'=v +de (2.49)

0x

w'=w+a—wdx

0x

Figura 2.16 — Gradiente de deslocamento associado a deformacao normal

Portanto, o aumento no comprimento do segmento PQ devido 4 deformagio é (au/ ox).

Conseqilientemente, o alongamento unitdrio, deformacao linear unitdria ou deformacgao especifica

no ponto P, na direcdo x, é (du/dx). Da mesma forma, pode ser mostrado que os alongamentos

unitarios nas dire¢des y e z sdo dados pelas derivadas (dv/dy) e (dw/9z).

Considerando a distor¢do do angulo entre os elementos PA e PB, conforme pode ser

observado na Figura 2.17, e os deslocamentos do ponto P nas direcdes x € y sendo u e v
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respectivamente, o deslocamento do ponto A na direcdo y e o do ponto B na direcdo x sdo

v+ (dv/ox)dxe u+ (du/dy)dy. Devido a estes deslocamentos, a nova diregdo P’A’ do elemento
PA ¢ inclinada pelo pequeno angulo indicado na Figura 2.17, igual a (dv/dx). Com isto,

verifica-se que o angulo inicialmente reto APB entre os dois elementos PA e PB fica diminuido

pelo angulo (dv/dx)+ (du/dy), que é a deformagdo angular ou deformagdo por cisalhamento

entre os planos yx e yz.

O

Figura 2.17 - Distorcao angular entre os elementos PA e PB
Segundo Chen e Saleeb (1994), a andlise da relacdo entre deslocamento e deformagdo é
feita considerando dois pontos P e Q, conforme ilustra a Figura 2.18, com coordenadas x; e
(x; +dx;) respectivamente, antes da deformagdo. O comprimento do elemento w antes da
deformacao € dado por ds,. Depois da deformacao os dois pontos sdo deslocados para os pontos
P’ e Q’ com coordenadas & e (& +d¢), respectivamente. O comprimento do elemento P'—Q’)

torna-se ds.
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X2
b O(xitd)

Q'Gi+dsy)

Px) Ui P'&)

X3

Figura 2.18 — Deformacao de um elemento de linha

Alternativamente, exprimindo a diferenca entre os quadrados das normas dos
comprimentos antes e depois da deformacgdo, obtém-se diretamente a deformacdo, ou seja, com

os movimentos de translacdo e rotagao eliminados. Desta forma tem-se:

||ds0||2 = dx,dx,

(2.50)
|ds|| = ag.dé,

Usando a descricdo Lagrangeana, onde todas as quantidades sao expressas nas coordenadas

X;, a coordenada & € representada por:

&=x+u, 2.51)

A variag¢do do elemento d¢, em fungdo das varidveis infinitesimais x;, x, e x3 pode ser

expressa por:

dé, =(x, +u,),; dx; (2.52)

o que resulta em:

d&, =(6; +u,,; )dx, (2.53)
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Sendo que:
0,=1 sei=]
6, =0 sei#]j
2 2 . . . ) ~
Se ||ds0|| e ||ds|| forem iguais o corpo sofreu apenas um movimento de corpo rigido e nao

sofreu deformacao. Desta forma, a diferenca ||ds||2 —||ds0||2 pode ser tomada como uma medida de

deformacao e dada por:

lds|” =|ds,| = (3, +u,,, )dx,(S, +u,., )dx, —dx.dx, (2.54)

>j ir

Resolvendo a equacdo acima e fazendo as contracdes necessdrias encontra-se a seguinte

Equacao:
||ds||2 —||ds0||2 = (ui,j+uj,l.+ur_ i Uy )dxdx; (2.55)
A Equacao (2.55) pode ser escrita como:

s —|ds, | =2&,dxdx, (2.56)

E assim, pode-se determinar o tensor de deformagao como:

£, =%(ul.’j +u,tu,u, ) (2.57)

ij ri’r,j

O fator V2 foi inserido na defini¢do acima para ser consistente com a interpretacdo fisica da
deformacdo. Para pequenas deformacdes, os termos de segunda ordem podem ser desprezados,

ou seja, a Equacgdo (2.57) pode ser reescrita como:

& :%(ui,j +uj,i) (2.58)

Sendo u, v e w as componentes de deslocamento ao longo dos eixos x, y e z,

respectivamente, o Tensor de Deformacdo pode ser expresso na forma matricial, por:
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R AT Y
ox 2{dy dx) 2\dz ox

1{du dv Jdv 1{dv ow
5(5*5) o E(a—ﬁa] 229

[, 00) 100 00}
|2 0z dx) 2\dz dy 07

O tensor da Equacao (2.59) possibilita a transformacdo do deslocamento em deformacdo.

No entanto as deformagdes, principalmente nas superficies das pecas, sdo determinadas através
das técnicas de extensometria, tratadas posteriormente no item 2.3. Neste trabalho, busca-se a
determinac¢do do tensor de deformacao e de tensdo dindmicos a partir de parametros modais, onde
os deslocamentos sao mais facilmente determinados. Desta forma, o tensor da Equacgdo (2.59)
torna-se muito importante. As relagdes entre deslocamentos dinamicos, deformag¢des dindmicas e

parametros modais serdo tratadas nos métodos estudados no final deste Capitulo e no Capitulo 3.

2.2.8 Relacao Tensdo e Deformagdo

Existem algumas técnicas para determinagdo experimental da tensdo em estruturas. Uma
dessas técnicas, acustoelasticidade, por exemplo, baseia-se na variacdo da velocidade de
propagacdo de ondas mecanicas relacionadas com a elasticidade. Entretanto, a tensao,
convencionalmente, ¢ determinada a partir das relacdes lineares entre a tensdo e a deformacao
medida através da extensometria. Neste trabalho, a tensdo serd determinada a partir das leis
constitutivas do material e o conhecimento do tensor de deformacdo. Desta forma, neste item

tratar-se-a da relagdo tensao deformacgao.

Conforme Timoshenko e Goodier (1980) as relacdes lineares eldsticas entre as
componentes de tensdo e as componentes de deformacgao sdo conhecidas geralmente como lei de

Hooke, e se deve ao matemaético inglés Robert Hooke.

Quase todos os materiais usados na engenharia possuem certo grau de propriedades
elasticas. Se as forcas externas que produzem deformag¢do em um material ndo excederem certo
limite, a deformagdo desaparece quando as forcas cessam de atuar, e o corpo, dito eléstico,

retoma sua forma inicial completamente.

32



Conforme Chen e Saleeb (1994) um material sofre deformacdo quando é submetido a uma
forca e se 0 mesmo retorna a forma e tamanho original ao se cessar a forca, ele é dito um material
eldstico. O comportamento eldstico € reversivel e independente da histéria do carregamento. O
material definido desta forma é chamado material eldstico de Cauchy. Para tais materiais, a
tensdo depende somente da deformacdo, ou seja, a tensdo é uma funcdo da deformacdo. As
equagdes que relacionam tensdes e deformacdes em um material s@o chamadas equacgoes

constitutivas. Esta equacdo € dada da seguinte forma:

o, =F,(&,) (2.60)

onde F; € uma fungdo de resposta eldstica.

Pode ser mostrado que materiais eldsticos de Cauchy podem gerar energia sob certas
condicdes de carregamento e descarregamento ciclicos, o que contraria as leis da termodinamica.
Para assegurar que as leis da termodindmica sejam sempre satisfeitas, a equacdo constitutiva €

restrita a uma funcdo de energia eldstica de deformacao W, de forma que:

Caw

o, =W (2.61)
Y 8617

Materiais com este comportamento sdo conhecidos como materiais eldsticos de Green,

(CHEN; SALEEB, 1994).

Para o estudo da relagdo de tensdo — deformacdo nos materiais € necessario observar as
propriedades de simetria da estrutura interna do material. A estrutura interna dos materiais podem
ser simétrica ou ndo simétrica. Podem-se citar trés tipos de materiais simétricos: material
ortotropico; material transversalmente isotropico e material isotrépico. Materiais ortotropicos sao
0s que possuem as mesmas propriedades fisicas nos trés planos ortogonais de simetria quando os
mesmos sdo rotacionados em qualquer um dos seus planos de simetria. Os materiais
transversalmente isotrépicos exibem simetria eldstica rotacional. Materiais isotropicos
apresentam mesmas propriedades eldsticas em todas as dire¢des. Quando os materiais nao
apresentam simetria, os mesmos sao chamados de materiais anisotrépicos e as propriedades

fisicas desses materiais variam com a direcao.
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A relacdo entre tensdo e deformacgdo eldstica linear isotrépica, objeto de estudo deste
trabalho, pode ser analisada pelo caso mais geral da relacdo tensdo — deformacao linear para um

material de Cauchy, dada por:

0, = Bij + Cijkzgkz (2.62)

Considerando um estado livre de tensao residual, ou seja, Bly. =0, a Equagdo (2.62) reduz-

S€ para:

0; = Cijklgkl (2.63)

A Equacao (2.63) € conhecida como lei de Hooke generalizada.

Os tensores O;e ¢, sdo tensores de segunda ordem de tensdo e de deformagdo,

respectivamente, e Cg, € um tensor de quarta ordem com 81 elementos. Os dois primeiros

subscritos (ij) dos termos deste tensor correspondem aos subscritos (ij) dos componentes de
tensdo ou deformagdo. Os indices i, j, k e [ variam de 1 a 3. O tensor Cjj, relaciona cada um dos
nove componentes do tensor de deformacdo a cada um dos nove componentes do tensor de

tensao.

Devido a simetria de 0, ¢ €, tem-se que:

Cijkl = Cjikl = Cijlk =

Cin (2.64)

Desta forma, o nimero de constantes independentes do tensor é reduzido para 36.
Considerando que o material corresponda a um material eldstico de Green, os quatros subscritos
podem ser dados em pares, ou seja, Cyjw), € a ordem dos pares podem ser intercaladas, Cju) =
Ciuyij» € o nimero de constantes eldsticas € reduzido para 21. Se o material apresentar um plano
de simetria eldstica, o nimero € reduzido de 21 para 13. Se um segundo plano de simetria,
ortogonal ao anterior, é considerado, a quantidade de constantes eldstica reduz ainda mais. Na
existéncia de dois planos simétricos, é possivel que também exista um terceiro plano de simetria,

neste caso, o material é ortotrépico e possui 9 constantes eldsticas. Finalmente, para um material
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onde as propriedades eldsticas ndo dependem da direcdo, ou seja, € isotréprico, somente duas

constantes eldsticas sdo necessdrias para relagcdo tensdo deformacao.

Para um material linear isotréprico, a forma mais geral do tensor C, € dada por:

Cijkl = ﬂ’é:‘jé‘kl + lu(é‘iké‘jl + 5:‘15;1{) + a(é;kajz - d/ajk) (2.65)

onde U, A e asdo constantes escalares. Para que o tensor de quarta ordem satisfaca as

condic¢des de simetria € necessario que & =0 . Rearranjando a Equacdes (2.63) e (2.65) tem-se:

o, = A&, 0, +2U¢E; (2.66)

Da equacgdo acima, fica claro que para material linear isotrépicos ha apenas duas constantes

de materiais independes, A e 1, conhecidas como constantes de Lamé. A deformagdo pode ser

dada em funcao da tensdo da seguinte forma:

- ,wl.j 1

& =—+—' 0, +—0, 2.67
Yoou@BA+2u) "t 2u Y (2.67)

As Equacdes (2.66) e (2.67) sao as formas gerais das leis constitutivas para um material
eléstico linear isotrépico. Uma importante conseqiiéncia destas equacdes € que para um material

isotrépico as dire¢des principais de tensdo e deformacdo coincidem.

Segundo Timoshenko e Goodier (1980) um paralelepipedo retangulo elementar com as

faces paralelas aos eixos coordenados e submetidos a acdo da tensdo normal o uniformemente

distribuida sobre duas faces opostas, estd sujeito, até o limite de proporcionalidade, ao seguinte

alongamento unitério do elemento:

o, (2.68)

onde E é o modulo de elasticidade longitudinal na tracdo, ou mdédulo de Young. Os materiais
utilizados na engenharia estrutural possuem moddulos de elasticidade muito grandes, em

comparacao com as tensdes admissiveis.
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O alongamento da Equacdo (2.68), na direcdo x é acompanhado por componentes laterais

de deformacdo (contracdes), dadas por:

O-X
£, =~V
E (2.69)
e =vZ
- E

Para muitos materiais o coeficiente de Poisson pode ser tomado igual a 0,25. Para o aco
estrutural, é usualmente considerado igual a 0,3. Conhecidos os valores de tensdao e de
deformacdo experimentalmente, o moddulo de elasticidade e coeficiente de Poisson sdo

determinados pelas seguintes relagdes:

€. (2.70)

Pelas Equacdes (2.66) e (2.67) os parametros eldsticos da Equacdo (2.70) podem ser

reescritos como:

p(2u+32)

U+ A (2.71)
oA

204+ u)

As Equacdes (2.66) e (2.67), em fungdo das propriedades eldsticas da Equacao (2.71),

podem ser reescritas como:

E vE

. = .+ 5
% T ) T ) a—an) 2.72)
1+v 1%
q=7;%—f%% (2.73)

Para utilizacdo computacional das equagdes constitutivas, € conveniente representar a

relacdo tensdo deformacgado na forma matricial, para isso, considera-se o vetor de tensao como:
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{o}={o, o0n

(o

3 Oy Op

E o vetor de deformacdo como:

{e}={en é&xn

Desta forma, a Equagao (2.72), na forma matricial, é expressa por:

{o}=1HNe}

onde [H] é a matriz de rigidez expressa da seguinte forma (CHEN; SALEEB, 1994):

€33

)45

o7

Vs Til?

[(1-v) 1%
v 1-v)
1% 1%
- 0O
1+v)1-v)
0 0
0 0

Vv
Vv

1-v)

S ()

0

0
0
0

2
0

A Equacdo (2.73) na forma matricial é dada por:

{e}=171{o}

A matriz [J] de Flexibilidade ou Compliace € a inversa da matriz [H] e dada por:

1
/1=

-V
1

-V
-V

S O O =

0
0

2(1+v)
0
0

S O O

e}

2(1+v)

0
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Para o caso do estado plano de tensdo, as equagdes constitutivas sdo expressas

matricialmente nas seguintes formas (CHEN; SALEEB, 1994):

Xy

1 v
—(1E2) v 1
4
0 0
1 -v
:l -v 1
E
0 0

0 £,
0 (2.80)
-,
2 VT
0 o,
0 o (2.81)
2(1+v)]|z,,

Considerando o estado plano de deformacdo, as equacdes constitutivas sdo expressas

matricialmente nas seguintes formas:

Xy

T d-w(i-2)

(1-v)

_(+v)
- E

(1-v) v 0 g
(l—V) 0 y (2.82)
0 0 (1;2” Vs
-v 0o,
(I—V) 0o, (2.83)
0o 2|z,

2.2.9 Tensoes Flutuantes de von Mises

Em muitas situacdes reais de andlise de tensdo, o carregamento pode ser uma combinacao

de cargas axiais, flexionais e torcionais, além da complica¢do introduzida pelo fato de um limite

de resisténcia separado estar associado a cada modo de carregamento. Os fatores de concentracao

de tensdo também precisam ser levados em conta, pois sdo diferentes para cada modo de

carregamento (SHIGLEY; MISCHKE; BUDYNAS, 2005).

Para estas situacdes onde torna-se dificil a andlise de cada forma de tensdo separadamente,

pode-se considerar a tensdo equivalente de von Mises. Esta tensdo equivalente é derivada da

Teoria da energia de cisalhamento ou Teoria da tensdo de cisalhamento octaédrica e baseia-se
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na energia de distor¢do. Os materiais dicteis quando tensionados hidrostaticamente exibem
resisténcia de escoamento muito acima dos valores fornecidos pelo ensaio de tracdo simples, pois
passam por uma mudanca de volume sem distor¢cao. Encontrando a energia de deformacdo por
unidade de um volume sujeita a tensdes principais e devido a colaboragdo do Dr. von Mises
(1883 -1953) a tensdo de von Mises o' é escrita conforme Equacdo (2.84) (SHIGLEY;
MISCHKE; BUDYNAS, 2005):

2

(O-l -0, )2 + (O-z — 0-3) + (0-3 — 0 )2 (2-84)

2

)
I

Para tensoes planas, considerando o, e o, as duas tensdes principais ndo nulas, a tensdo de

von Mises é:

o'= \/(0-12 —0,0,+ 0-22) (2.85)

Utilizando as componentes de tensdes obtidas do tensor tridimensional de tensdes, a tensao

de von Mises pode ser escrita como:

o= L [(ax —0,f+(o, -0V +(0. -0, ) + 6(%2 +7,0 4+ Z'UZ)F (2.36)
J2
Para tensoes planas,
1 (2.87)

" 2 2
o'= [O'x -0,0,+0, + 31'” 2

No presente estudo, é abordada a andlise de tensdo dindmica. As tensdes dindmicas
apresentam variagdo da amplitude ao longo do tempo. Essas variacdes das amplitudes de tensoes
ao longo do tempo, ou seja, tensdes flutuantes, podem assumir formas de ondas senoidais, devido
a natureza de algumas madaquinas rotativas, ou apresentar alguns padrOes irregulares. A Figura

2.19 apresenta alguns sinais de tensdo que podem ocorrer no tempo.

Conforme Shigley, Mischke e Budynas (2005) em padrdes periddicos exibindo um tinico

maximo e um unico minimo de tensdo, a forma de onda ndo é importante, mas os picos sim.
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Desta forma, a componente de amplitude de tensdo o, e a componente média de tensdo o,

podem ser levadas em conta na caracterizagao do padrao de tensdo. Estas componentes podem ser

visualizadas na Figura 2.19 e sdo encontradas pelas seguintes relagdes:

Gmax + O-mjn
o, = _——mn
2 (2.88)
O-max B O-mm
o, =
2

onde, 0., € o, sdo as tensdes mdximas e minimas analisadas. Utilizando as componentes
flutuantes de tensdo, de amplitude e média das tensdes principais, e substituindo nas Equagdes
que definem a tensdo de von Mises, dadas anteriormente, pode-se encontrar a fensdo alternada

e von Mises ensdo média de von Mises . Esses v S sa ser usados
d M o', eat dia d M o', . Esses valores de tensdo podem ser usado

em critérios de falhas especificos para determinagdo de vida em fadiga da maquina, por exemplo.
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Figura 2.19- (a) tensao flutuante com ruido; (b e ¢) tensdo flutuante niao senoidal; (d)
tensao flutuante senoidal; (e) tensdo repetida; (f) tensdo senoidal
completamente alternada (SHIGLEY; MISCHKE; BUDYNAS, 2005)
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2.3 Técnicas Extensométricas

Neste trabalho, busca-se determinar o tensor de deformacdo de um ponto, principalmente
de uma superficie, através do conhecimento dos deslocamentos medidos pelas técnicas da andlise
modal e a derivacdo espacial conforme o tensor da Equagdo (2.59). Entretanto,
convencionalmente, o tensor de deformacao é determinado através de técnicas de extensometria.
Devido a utilizacdo de uma dessas técnicas nos experimentos realizados e também pela sua
possivel utilizacdo para a determinagdo dos modos de deformacdo, este item trata dos conceitos e
alguns equipamentos utilizados para determinacdo experimental da deformacdo através da

extensometria.

A extensometria pode ser dita como um conjunto de técnicas que permitem determinar o
estado de deformacdo em torno de um ponto de um corpo, a partir do conhecimento das

deformacdes nas vérias direcdes desse ponto.

As deformacgdes podem ser determinadas a partir de medi¢des realizadas por extensdmetros
e esses valores de deformacdo medidos podem ser usados na andlise e diagndstico de problemas
dindmicos, monitoramento de condicdes operacionais, manutengdo preditiva, andlise de falha e
também no ajuste de modelos finitos, para que estes sejam otimizados de forma a minimizar os

erros de aproximacao.

Entre as principais técnicas de medi¢des extensométricas, podem se citar aquelas que usam

os seguintes transdutores:

Extensometro mecanico: Por meio de dispositivos mecanicos de alavanca e engrenagens ligados
a estrutura se obtém uma ampliacdo dos deslocamentos relativos das extremidades da estrutura.
Segundo Dally e Riley (1978) os extensdmetros mecanicos sdo geralmente empregados na

engenharia civil estrutural.

Extensometro opticos: A ampliacdo do deslocamento relativo da superficie da estrutura &
conseguida por meios Opticos (espelhos e lentes). As andlises de Franjas de Moiré, Holografia e
Fotoelasticidade, sdo exemplos de técnias Opticas. Maiores detalhes destas técnicas podem ser

vistos em Hetényi (1966) e Dally, Riley e Mcconnell (1993).
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Extensometros acusticos: A medi¢do das deformacdes é realizada por auscultagdo do periodo de

vibracdo de um fio de aco (corda vibrante) tensionado entre dois pontos ligados a base de medida.

Extensometros elétricos de inducao: Sao baseados na variagao da impedéncia do circuito de um

solendide quando submetido a uma deformacao.

Extensometro semicondutores: O seu principio de funcionamento é baseado no efeito

piezoresistivo e € indicado para realizar medi¢des de deformacdo muito pequenas,

(IIZUKA, 2006).
Extensometro capacitivo: Usados em condi¢des de temperatura até 500° C.

Extensometro Piezoelétrico: Similar aos transdutores que utilizam o quartzo como material
ativo, os extensOmetros piezoelétricos utilizam uma liga de bério e titdnio para gerar uma

mudanca de potencial a qual é proporcional a deformacao da estrutura analisada.

Camada Fragil: As camadas frageis sao utilizadas para localizagdo das dreas de maior
deformacdo em uma estrutura. Esta camada fragil é aplicada na superficie do corpo que apds ser
solicitado, faz aparecer finas fraturas na camada, cujas dire¢des sdo perpendiculares as tensdes

principais (FIGUEIREDO e ALMEIDA, 2002).

Extensometros elétricos (Strain Gages): Os extensdmetros elétricos sdo dispositivos de medida
que transformam pequenas variacdes nas dimensdes de um corpo em variacdes equivalentes em
suas resisténcias elétricas. Esses extensometros estdo baseados na variagcdo da resisténcia elétrica
de um condutor quando submetido a uma deformagao. A técnica que utiliza os strain gages para
a determinacao do estado de deformacdo em um ponto da estrutura € denominada extensometria

elétrica e serd detalhada no item subseqiiente.
2.3.1 Extensometria Elétrica

A extensometria elétrica € uma técnica de extensometria que consiste em medir a
deformacdo através de extensdmetros elétricos, strain gages. A deformacgao € convertida em uma
quantidade elétrica (voltagem) e essa quantidade ao ser amplificada pode ser lida e analisada em

um local remoto. E uma técnica ndo destrutiva e pode ser realizada em equipamentos em
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operacdo. Os strain gages sdao desenvolvidos com algumas caracteristicas que contribuem para
boa qualidade das medicdes de deformacgdes, dentre as quais, destacam-se, (DALLY; RILEY;
MCCONNELL, 1993):

e A variacdo do fator de calibracdo dos extensOmetros para um determinado tempo e

uma faixa de temperatura é desprezivel.

e Oferecem alta precisdo de medicdo, capazes de medir pequenas deformacgdes, por

exemplo, +1u€ com variagdo menor que 10%.

e Sdo disponiveis em tamanhos relativamente pequenos, 0,2 mm, por exemplo,

permitindo a medi¢ao de deformacdo em uma regiao pontual.

e Devido ao pequeno tamanho e peso, os strain gages apresentam baixa inércia e

possuem boa resposta dinamica.
e Os strain gages apresentam excelente linearidade na respostas de deformacao.
¢ Podem ser utilizados em locais remotos.

Em 1856 Lord Kelvin verificou que fios metalicos energizados quando eram submetidos a
uma deformacio sofriam variagdes de suas resisténcias elétricas proporcionais a deformacgdo
sofrida. De acordo com Dally, Riley e Mcconnell (1993) o principio fisico descoberto por Lord
Kelvin, pode ser modelado pela equacdo de resisténcia de um condutor. A resisténcia de um

condutor uniforme metélico pode ser expressa como:

R=— (2.89)

onde: R = Resisténcia elétrica do condutor;
@ = Resistividade especifica do metal;
L = Comprimento;

A, = drea da secdo transversal
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A Figura 2.20 ilustra um segmento de um fio condutor sob tragdo.

Figura 2.20 — Deformacao em fio sob tracao

Diferenciando a Equagdo (2.89) e dividindo-a pela resisténcia R tem-se:

R _do  dL_d4
R @ L A

(2.90)

O termo dA;, refere-se a variagao da secao transversal do condutor submetido a uma tragao.

Para o caso de tensdo uniaxial, tem-se:

L L
£, _dr e &, =—Vd— (2.91)
L L

onde: €, = Deformacao especifica axial do condutor;

&, = Deformacdo especifica transversal do condutor;

Se o diametro do condutor antes da aplicag¢do da tragdo € dy, apds a aplicacdo da tragdo o

didmetro do condutor serd dy definido por:

dL
d, = do(l - vfj (2.92)

O diferencial de area pode ser expresso em fun¢do da variacdo do diametro como:
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2
dA _ 5, 4L, Vz(d_Lj - o, AL (2.93)
A 3 3

Substituindo a Equacdo (2.93) na (2.90) e fazendo algumas simplificacdes tem-se:

—=?+T(l+2v) (2.94)

A equacdo anterior pode ser escrita considerando os termos de deformagdo axial e

transversal do condutor, como:

dR/R dw/w®
£ €

a a

S

a

1+2v) (2.95)

A Equacdo (2.95) define a sensibilidade S, a deformacdo do metal ou liga utilizada no
condutor e € determinada experimentalmente. Pela Equacao (2.95) percebe-se que o fator de
sensibilidade a deformacdo do strain gage depende da variacdo de sua dimensdo, dada por

(1+2v), e pela variagdo da resistividade especifica do material, representada pelo termo
(do @)/ £,. A sensibilidade a deformacdo S, varia entre 2 e 4 para diferentes ligas utilizadas na

fabricacdo dos extensometros.

Na Tabela 2.1 estdo listadas algumas sensibilidades a deformacgdo para ligas utilizadas na

fabricagdo de strain gages (DALLY; RILEY; MCCONNELL, 1993).

Tabela 2.1 — Sensibilidade a deformacio S, para ligas usadas nos strain gages

Material Composicdo (%) Sa
Constantan 45 Ni, 55 Cu 2,1
Nichrome V 80 Ni, 20 Cr 2,1
Isoelastic 36 Ni, 8 Cr, 0,5 Mo, 55,5Fe 3,6
Karma 74 Ni, 20 Cr, 3 Al, 3 Fe 2,0
Armour D 70 Fe, 20 Cr, 10 Al 2,0
Platinum-Tungsten 92 Pt, 8 W 4,0
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Sendo a sensibilidade transversal do strain gage a menor possivel, pode-se considerar que a
variacdo da resisténcia do extensdOmetro serd proporcional apenas a deformacgdo especifica &

longitudinal, definida por:

—=5,¢ (2.96)

onde S, € o fator do strain gage ou constante de calibragdo do extensoOmetro. Esse fator € um

pouco menor que a sensibilidade a deformacao da liga utilizada no extensdometro.
Tipos de Extensometros Elétricos e Formas Construtivas

Quando os extensdmetros elétricos strain gages foram inicialmente utilizados (1936-1950),
eles eram formados por uma pequena grade gerada por um fio resistivo de pequeno didmetro.
Desde 1950, os strain gages estao sendo fabricados em filmes metélicos. Desta forma, a maioria
dos extensdmetros sao do tipo “metal-foil”. Esses extensometros tipo ldmina sd@o os mais usados e
sao confeccionados com técnicas de circuito impresso. O material resistivo (filme) possui alguns
micra de espessura e estd depositado num material eletricamente isolado, chamado base. O
desenho final da parte resistiva (filme) € obtido através de um processo fotografico. A Figura

2.21 ilustra o filme resistivo em uma base de um strain gage.

Base

Grade
Elemento Resistivo
Fio ou Lamina (Foil)

Terminal Solda

Figura 2.21 - Strain Gage “metal foil”

Com a aplicacdo do processo fotografico na fabricacdo dos strain gages, grande variedade
de tipos e tamanhos desses extensdmetros estdo disponiveis para utilizacao. Comercialmente, eles
sdo encontrados em tamanhos que variam de 0,2 mm até 150 mm e possuem resisténcia de 120 Q

ou 350 Q. Em algumas configuracdes, pode-se encontrar extensdmetros com resisténcia de 500
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Q, 1000 Q ou 5000 Q. As ligas utilizadas para a fabrica¢do das grades dos extensOmetros sdao

geralmente as listadas na Tabela 2.1.

O tamanho do strain gage € definido pelo seu comprimento ativo dado pelo comprimento
da grade. A Figura 2.22 ilustra um strain gage uniaxial e suas respectivas dimensodes de grade e

de base e a dire¢do da medi¢do da deformacdo ¢ longitudinal.

Comprimento Base

Comprimento Ativo
Comprimento Grade

Cd

&t

Larg. da grade
Largura da base

Figura 2.22 — Dimensoes do Strain Gage e direciao de medicao de deformacao ¢

Como mencionado, o filme é depositado em uma base e esta é constituida de diversos tipos
de materiais conforme o tipo de aplicacdo do extensdOmetro. Entre as principais fungdes da base
dos extensOmetros, pode-se citar que as mesmas possibilitam a colagem do strain gage na
superficie de medi¢do, sdo isolantes e servem de apoio para o manuseio da strain gage, ja que, o
filme metdlico da grade dos extensometro “metal foil” € muito fragil e passivel de algumas
distorcdes. A base pode ser de resina epdxi-fendlico, uma resina especial obtida pela modificacao
do fenol em epdxi. Os extensOmetros que contém esse tipo de base sdo finos, flexiveis
(resistentes a fadiga), faceis de manusear e apresentam pouca variacdo do sinal de saida ao longo
do tempo. A faixa de temperatura de operacdo varia entre -50° C 4 +180° C. Outro tipo de base
utilizada nos extensometros de filme resistivo sdo as bases poliamidas, que possuem resisténcia
ao calor e s@o apropriados para medidas em ensaios de longa duragdo Mais detalhes sobre
material de base e suas aplicagdes pode ser encontradas em Dally, Riley e Mcconnell (1993) e

Andolfato, Camacho e Brito (2004).
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Em relagdo a classificacdo dos strain gages quanto ao formato, eles podem ser uniaxial,
biaxial ou com mudltiplos eixos como a roseta. Os dois primeiros sdo utilizados quando as
direcdes principais de deformagdo sdo conhecidas, sendo possivel a determinacdo da deformacao
em uma ou duas dire¢des, respectivamente. Quando as direcdes principais nio sdo conhecidas,
sdo utilizados os strain gages tipo roseta, que podem ser de 0°, 45° e 90° ou outra disposi¢cdo. As
dire¢des principais sdo determinadas posteriormente a medi¢do, utilizando o circulo de Mohr, ver

detalhes em Timoshenko e Goodier (1980, p. 23-27) e Dally e Riley (1978, p. 318-327).

A Figura 2.23 ilustra algumas configuracdes de strain gages tipo “metal foil” utilizados nas

medicdes de deformacao.

500AF
| 500BH ™

(a) (c) (d)

EOT M e

(h)

250RA Y

250WY 250TK D WYy
, i 250NA

(i) () (k) ()

v -
B ——=- 20CBW
| g

: — ]
> ‘ —= 40CBY

(m)

Figura 2.23 — Configuracoes de strain gages tipo metal foil (a,b,c) uniaxial;(d,e) roseta dupla;
(f) roseta dupla sobreposta; (g,h) roseta tripla; (i) roseta tripa sobreposta; (j)
medicao torque; (k) strain gage tipo diafragma; (1) roseta dupla; (m) uniaxial
para concreto, (DALLY; RILEY; MCCONNELL, 1993)
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Ponte de Wheatstone:

A ponte de Wheatstone € o circuito mais comumente usado para converter a variacio de

resisténcia AR/ R do strain gage em uma voltagem V de saida. Os strain gages sao inseridos em

uma ponte de Wheatstone e quando ha deformacao, a ponte fica em desequilibrio, gerando uma

tensdo elétrica proporcional ao desequilibrio. A Figura 2.24 mostra o esquema tipico da ponte de

Wheastone:

Figura 2.24 — Circuito da Ponte de Wheatstone

Segundo Dally e Riley (1978) a tensdo que passa através da resisténcia R; da ponte de

Wheastone da figura acima € dada por:

onde V, € a tensdo de alimentacdo da ponte.
Da mesma forma, a tensdo que passa pela resisténcia R4 € dada por:

— R4
R,+R, °

AD

A tensdo V; de saida ponte, serd entao:
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Vi=Ve =V =V (2.99)

Substituindo as Equacdes (2.97) e (2.98) na (2.99) e fazendo as simplificacdes necessarias,

tem-se:

Rif = R, Ry 2.100
(R +RNR, +R,) (2100

s

Para que a ponte esteja balanceada, ou seja, a tensdo de saida da ponte seja nula, todas as

resisténcias da ponte devem ser iguais ou:

RR,=R,R, (2.101)

Considerando a ponte inicialmente balanceada e caso as resisténcias R;, Ry, R3 € Ry

variarem em AR;, AR,, ARz e AR, respectivamente, a variacao da tensdo de saida AV, é dada por:

R, +AR, R,+AR,
R, +AR, R,+AR,
R, +AR, + R, + AR, 0

0 R, + AR, + R, + AR,

AV =V

s e

(2.102)

Pela expansdo dos determinantes da Equagdo acima, considerando que R/ R,=R,R,e

desprezando os termos de ordem superior € possivel mostrar que:

Ay —y _RRs [ARI _AR, AR, AR4J

s = Ve 2.103
SO RHR)UR R, Ry R, (109
Considerando que R, /R, =r, a Equagdo (2.103) torna-se:
AR, AR, AR, AR
AVS:VL,(IF 2[R1_R2+R3_R4j (2.104)
+ ”) 1 2 3 4

A Equacgao (2.104) representa a equagdo basica da utilizacdo da ponte de Wheatstone nas
medidas de deformacdo. A saida AV é funcdo linear das variagdes nas resisténcias. Esta

linearidade resulta da simplificacdo dos termos de ordem superior. Esta simplificacdo tem
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pequeno efeito para pequenas variacdes nas resisténcias, ou seja, conforme Dally (1978), menor

que 5%.

Sejam os extensometros SG, ,SGy, SG;, SGq, 0s quatro resistores, R;, Ry, Rz ¢ R4
respectivamente, aplicados numa determinada peca e sendo Ry = R, = R3 = R4 = R ,
conseqiientemente r = 1, e 0s quatro extensdmetro possuirem o mesmo fator S,, a saida AV, serd
dada por:

s

1
AV, = V.S, (e, —&,+e.—¢,) (2.105)

Na aplicacdo da extensometria, ndo necessariamente os quatros bracos da ponte de
Wheatstone sdo compostos por extensometros. Segundo Dally, Riley e Mcconnell (1993) , lizuka
(2002) e Figueiredo Almeida (2002) quatro arranjos de circuito s@o utilizados nas medi¢des de

extensometria, 0s quais sao:

e Arranjo de Y4 ponte: O extensometro SG, substitui a resisténcia R; do circuito da

ponte de Wheatstone.

® Arranjo de Y2 ponte assimétrica: Os extensometros SG, e SGy, substituem as

resisténcias R; e R, respectivamente, do circuito da ponte de Wheatstone.

e Arranjo de Y ponte simétrica: Os extensometros SG, e SG. substituem as

resisténcias R; e R3, respectivamente, do circuito da ponte de Wheatstone.

® Arranjo de ponto completa: Os extensdmetros substituem todas as resisténcias da

ponte de Wheatstone.

Os arranjos acima sdo executados dependendo dos tipos de medicdes de deformacdo que se
deseja realizar. Em alguns casos, os arranjos sdo usados para aumentar a sensibilidade de

medicao e ainda para compensac¢do do efeito da variagdo da temperatura na deformacao.
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2.4 Anadlise de Vibracao e Analise Modal

Os sistemas mecanicos possuem propriedades dindmicas, massa, rigidez e amortecimento,
distribuidos na estrutura e responsdveis pela inércia, rigidez eldstica e dissipacdo de energia.
Esses sistemas sdo passiveis de movimento relativo e repetitivo. Esses movimentos sdo estudados

através da vibragdo (INMAN, 2001).

Segundo Maia e Silva (1997) o modelamento de um sistema mecéanico € muito complexo e
pode ser satisfatoriamente representado por elementos discretos que representem o sistema

dindmico.

A representacdo de um sistema mecanico em elementos discretos pode ser considerada
como uma idealizacdo do sistema. Se o sistema mecanico puder ser representado por apenas uma
coordenada que consiga descrever sua posi¢do geométrica a qualquer instante de tempo, o
sistema pode ser dito como um sistema de um grau de liberdade (SDOF), ver Apéndice A.
Geralmente, se N coordenadas forem necessdrias para especificar a posi¢do de um sistema
mecanico, diz-se que o mesmo tem N graus de liberdade (MDOF). Por exemplo, um corpo rigido
que se move livremente no espago tem seis graus de liberdade, trés de translacio e trés de rotacao

(HARTOG, 1972).

A andlise modal faz parte do estudo de vibracdo e consiste em determinar os parametros
modais da estrutura, as freqii€éncias naturais, formas modais e os fatores de amortecimento modal.
Estes parametros formam o modelo modal da estrutura e servem para caracterizar o

comportamento dindmico da mesma.

A andlise modal pode ser feita analiticamente, numericamente € ou experimentalmente. A
andlise modal analitica ou tedrica baseia-se na solucdo da equacdo do movimento que rege o
sistema, formada pelas matrizes de massa [M], rigidez [K] e eventuais amortecimentos, por
exemplo uma matriz [C]. A solucdo da equagdo diferencial de movimento resulta em um
problema de autovalor e autovetor, que sdao as freqiiéncias naturais € modos de vibrar,
respectivamente. A andlise modal experimental consiste em estimar os parametros modais
experimentalmente através de procedimentos padrdes desta técnica. Quando a andlise modal é

feita para verificacdo de um modo especifico de vibracdo, em casos em que a for¢ca excitadora
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ndo é conhecida ou em mdaquinas em operagdo, a técnica € denominada andlise modal

operacional.

A andlise modal numérica também consiste em extrair as freqiiéncias naturais e as formas
modais de um sistema a partir da solu¢do da equagcdo de movimento que caracteriza 0 mesmo,
entretanto usam-se modelos numéricos para esta solu¢cdo. A andlise modal utilizando o método de
elementos finitos € largamente empregada, no entanto, a estimativa de fatores de amortecimento
modais ndo sdo previstos por esta andlise. Desta forma, a andlise modal experimental e numérica
sdo usadas como ferramentas complementares, pois a andlise modal experimental, por muitas
vezes, € realizada para ajustar o modelo de elementos finitos de forma que este represente as

condicdes reais da estrutura.

2.4.1 Sistemas com Multiplos Graus de Liberdade

Em muitos casos, os sistemas mecanicos sao discretizados em um nimero finito N de graus
de liberdade e podem ser analisados a partir do estudo de sistemas mecéanicos que apresentam

multiplos graus de liberdade.

O modelo matematico de sistemas com multiplos graus de liberdade estd relacionado com a
teoria da andlise modal. Para este estudo, a estrutura deve ser considerada um sistema linear que
pode ser representado dinamicamente por uma equacao diferencial de segunda ordem, apresente
caracteristicas invariantes no tempo e obedece ao principio de reciprocidade de Maxwell, onde,
segundo Maia e Silva (1997) a resposta em um ponto j devido a excitacio em um ponto k da
estrutura € a mesma que se a excitagdo ocorresse no ponto j e a resposta fosse medida no ponto k
A Figura 2.25 ilustra um sistema com N graus de liberdade constituido de elementos de massa,

rigidez e amortecimento.
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Figura 2.25 — Representacio de um sistema com n graus de liberdade

O sistema da Figura acima pode ser representado na forma matricial como mostra a

Equacao (2.106):

M x)}+ [l }+ [K x}={r )} (2.106)

onde [M], [C] e [K] s@o matrizes de dimensdes N XN de massa, amortecimento e rigidez,

respectivamente e {x(r)}, {x(r)} e {x(r)} sdo vetores de dimensido N x1 da aceleragio, velocidade

e deslocamento, respectivamente € {f ()} é o vetor N X1 da forga externa excitadora.

Para obten¢ao dos modos préprios do sistema, freqiiéncia natural modal e a compreensao
da ortogonalidade ponderada dos vetores modais, pode-se considerar o sistema apresentado na

Figura 2.25 conservativo e com vibragdo livre e assim a Equacgdo (2.106) torna-se:

[M o)+ [K Kre)} = {0}, (2.107)

com as matrizes de massa e rigidez simétricas. O sistema de equacdes representado pela Equacdo

anterior tem uma solucdo geral do tipo:

{x(}={x}ei= (2.108)

sendo {)_c} um vetor N X1 de amplitudes independentes do tempo, real ou complexa.

Substituindo a solucdo proposta e sua derivada na Equacgao (2.108) obtém-se:
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(M) + KKz} ={0} (2.109)

Para que a Equacdo (2.109) tenha outra solu¢do além da trivial, ou seja, {)_c} ndo seja nulo,

o determinante de ([M ]a)2 + [K ]) dever ser nulo, ou seja:

[Me2 +[K]=0 (&-110)

Para um sistema estdvel, a solucdo do determinante acima resulta em um polindmio

e . . ~ . . 2 2 2 ~
caracteristico com N possiveis solugdes positivas e reais @ ,@;,..., @) , que sdo os autovalores
da Equacgdo (2.107). Os valores @,,®,,...,®, sdo as freqiiéncias naturais ndo amortecidas do

sistema.

Substituindo os autovalores na Equagdo abaixo:

(M Jooz + [k N, } = {0} @.111)

obtém-se os autovetores associados {wr}com (r=12,...,N), que sdo os modos préprios do

sistema. Esses vetores que contém N elementos reais (positivos ou negativos) representam o0s
deslocamentos relativos de cada grau de liberdade associado a freqii€éncia natural referente ao
modo r. Desta forma, as freqiiéncias naturais e modos préprios sdo os parametros modais do

sistema.

A solugdo completa para um problema de vibracdo livre é expresso em duas matrizes

N X N da seguinte forma:

0 @ - 0
diaglez |=| . 7 .. (2.112)
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[\P]:[{l//l} {l/jz} {l//N}] (2.113)

onde La)f J é uma matriz diagonal denominada matriz espectral e [¥] é a matriz modal, ambas

constituem o modelo modal do sistema.

Os autovetotes {‘//r} formam uma base espacial e apresentam uma importante propriedade

de ortogonalidade ponderada dos vetores modais definida por:

¥ Mlw} =0 (r=s) 2.114)
e
.Y klw,}=0 (r=s) (2.115)
Quando r = s, ou seja, 0 mesmo modo, tem-se:
AN AN (2.116)

WY My m

sendo k; e m, a rigidez e massa modais ou generalizada do modo r.

Os vetores modais apresentam o deslocamento relativo entre os graus de liberdade, como se
viu anteriormente, entretanto eles podem ser normalizados. Convencionalmente na andlise modal
os vetores modais sdo normalizados pela matriz de massa utilizando o valor da massa modal da

seguinte forma:

ol =y ) a1

m,
onde {¢,.} representa o vetor modal normalizado pela massa. Substituindo os vetores modais {i }
na matriz modal pelos vetores modais normalizados pela massa {¢} na Equacdo (2.113), tem-se a
matriz modal normalizada pela massa [® ], onde as linhas desta matriz referem-se aos graus de

liberdade do sistema e as colunas referem-se aos modos analisados.

56



Das propriedades da ortogonalidade ponderada dos vetores modais normalizados pela

matriz de massa tem-se:

[ [M]e]=/] (2.118)

(o] [K]®]=|w? ]

Transformacdo de Coordenadas

Na andlise dindmica de sistemas em coordenadas espaciais pode haver o acoplamento
dinamico, que ocorre quando a matriz de massa nao € diagonal, ou o acoplamento estitico, que
ocorre quando a matriz de rigidez ndo € diagonal. Estes acoplamentos dificultam a obtencdo do

vetor de resposta temporal {x(¢)}, desta forma, através das propriedades da matriz modal, tem-se

a seguinte transformagao de coordenadas para o desacoplamento do sistema:

fxin}=[ele} (2.119)

onde {¢(¢)} sdo chamadas coordenadas modais ou principais.

A partir da transformacdo de coordenadas € possivel estudar os sistemas com N graus de
liberdades sujeitos a forcas externas excitadoras e processos de dissipacdo de energia que
atenuam as amplitudes de vibracdo € sao responsaveis pelo acoplamento dos modos. Esses
processos de dissipagdo podem ser avaliados pelos tipos de amortecimentos, como 0s mais
cldssicos, o amortecimento viscoso proporcional, amortecimento viscoso geral e 0 amortecimento

histerético.
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Sistemas com multiplos graus de liberdade e amortecimento viscoso proporcional

Assumindo a Equagdo (2.106) e utilizando a transformacdo de coordenadas, pode se

escrever, para andlise de um sistema sujeito a vibracdo livre, ou seja, {f()}=0, a seguinte

equacdo diferencial na forma matricial:

lio}+[claw}+| @2 g} =10} (2.120)
onde a matriz de amortecimento [5] € expressa como uma combinacdo linear das matrizes de

massa e rigidez, matematicamente descrita como:

[c]=vlk]+pIM] 2.121)

sendo de [ constantes.

Como todas as matrizes da Equacdo (2.120) sdo diagonais, e o conjunto de equagdes
representa N sistemas amortecidos independentes, a solu¢cdo de cada equacdo € andloga a solugao
de sistemas de um grau de liberdade, ver Apéndice A, e o fator de amortecimento modal é

expresso da seguinte forma:

=P P N (2.122)
" 2w 2

A receptancia ajk(a)), relacdo entre o deslocamento harmoénico e a forca excitadora

harmonica, (Apéndice A), de uma coordenada j em funcido de uma forca harmonica de excitagdao
aplicada na coordenada k do vetor de forca modal {f}, conhecido o fator de amortecimento modal

¢, e afreqiiéncia de excitagdo @ , pode ser escrita como, (BERNASCONI; EWINS ,1989):

X, I 2,9, 2.123
=y ( )

a, (w)=—L
]k( ) Fk r=1 (a)r2 -2+ lzgrwrw)
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Sistemas com multiplos graus de liberdade e amortecimento viscoso geral

Na analise de sistemas com amortecimento viscoso, a matriz de amortecimento [C] ndo é
diagonal, e mesmo utilizando a matriz modal do sistema conservativo associado e a
transformac¢do de coordenadas, o sistema estard acoplado. Para o desacoplamento do sistema, ¢
sugerida a utilizacdo da formulagcdo de estado. Desta forma, define-se o vetor de estado da

seguinte forma, (MAIA; SILVA, 1997):

REEG) (2.124)
"= {{f«t)}}

e substituindo o vetor de estado e sua primeira derivada na equacdo de movimento do sistema

amortecido e vibracao livre tem-se:

{[C | M ]} o) {[K | o] } )= o} (2.125)

[m] [o] o] [m]
ou simplificando, tem-se a seguinte equacao de movimento na forma de estado:
[ANu)}+ [BYu)}= {0} (2.126)

Propondo a solug¢do do tipo:

fu)}= {S{g}}e = {a)e (2.127)

O problema de autovalor pode ser escrito na forma:

[s[A]+ B} = {o} (2.128)

A solugdo do problema de autovalor e autovetor da Equac@o acima resultam em s, e s. que

sdo os r-ésimos autovalores e {y.'} e {l//":}, os autovetores complexos que apresentam as

59



caracteristicas de ortogonalidade como nos sistemas conservativos. Definindo a transformagdo de

coordenada abaixo:

fur}=[¥He)} (2.129)

onde [¥'] é uma matriz modal complexa de dimensdo 2N x2N .

Substituindo a Equagdo (2.129) e sua derivada na equacdo diferencial de movimento na

forma de estado (2.126), e pré-multiplicando o resultado por [‘P’]T tem-se:

la, fa)}+]b, Ka0)}={0} (2.130)

onde:

la, |=[®T[A]¥] 2.131)

(6, )= [¥T [B]¥]

Da Equacdo acima se obtém um conjunto de 2N equagdes ndo acopladas equivalentes a

sistemas de um grau de liberdade, com cada solucao do tipo:

q,(tH)=0,e" (2.132)

z

A resposta de vibracdo livre € calculada substituindo a equacdo de transformacdo de

coordenada e a equacdo de estado transformada é:

{u)}= ZZNL{W,}QW (2.133)

sendo:

(2.134)
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A receptancia ajk(a)) de uma coordenada j em funcdo de uma forca harmodnica de

excitacdo aplicada na coordenada k do vetor de for¢ca modal {f}, sujeita a dissipacdo de energia

por meio do amortecimento viscoso, pode ser escrita como:

_ z & 9,0, (2.135)
- F, ,Z:‘ iw-s,
sendo:
Ty | (2.136)

Ja

Quando os autovetores aparecem em pares complexos conjugados pode-se utilizar a

seguinte Equacgdo para a receptancia:

Y > kr >l“r Ijr .
o, (@ —7=Z( 0, , 9.9 J (2.137)

iw-s, ia)—sf

onde @, ¢ elemento da linha j da coluna r da matriz modal e ¢,, € o elemento da linha k da coluna

r da matriz modal.
Sistemas com multiplos graus de liberdade e amortecimento histerético

Segundo Maia e Silva (1997) considerando que uma estrutura estd sujeita ao amortecimento
histerético, a equacdo de movimento para um sistema de N graus de liberdade pode ser escrita

como:

[M Y }+ DK }+ [K fx o)} = {7 ()} (2.138)

onde [D] é uma matriz N XN de amortecimento histerético. Similarmente a matriz de

amortecimento proporcional, a matriz [D] € escrita como:

[D]= o[k ]+ v[M] (2.139)
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Propondo uma soluc¢do do tipo {x(t)}={)_c}e""’ encontra-se um problema de autovalor

2 . A
complexo com N complexos autovalores k" e N autovetores reais {y, }. Os autovalores contém a

informacao da freqiiéncia natural do sistema e sdo escritos da seguinte forma:

sendo 7, o fator de perda de amortecimento referente a cada modo definido por:

(%
n =+ (2.141)

r

A receptancia @ (a)) de uma coordenada j em funcdo de uma forca harmodnica de

excitacdo aplicada na coordenada k do vetor de forca modal {f}, sujeita a dissipacdo de energia

por meio do amortecimento histerético, pode ser escrita como:

Y~ N l//'err (2142)
a(w)=20 = J
<”‘( ) F, ;m,(a)g—a)2+i77ra)r2)

onde ¥, e v, sdo elementos da matriz modal [¥]. Para os modos normalizados pela massa

tem-se:

X, X 40, (2.143)
k r=1 (a)r2 - a)2 + lnrwrz)

ou através da constante modal:

i JA (2.144)
- +in,o?)

X,
F,

r=1

onde A, édefinida por:

r*Vjk

v (2.145)

rftjk T

= ¢jr ¢/<r

m

r
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2.4.2 Anadlise Dindmica em Sistemas Continuos

Os sistemas continuos estudados na teoria da elasticidade apresentada anteriormente podem
estar sujeitos a cargas dinamicas. As cargas dindmicas t€ém suas magnitudes, direcdes ou pontos
de aplicagdo variantes com o tempo e causam na estrutura, por exemplo, deslocamentos e
deformacdes dinamicas. Segundo Craig (1981) a andlise dindmica estrutural difere da andlise
estdtica de estrutura devido a natureza da excitagdo variar com o tempo e aos problemas causados
pela aceleracdo do sistema. Num problema de carga dindmica, a estrutura estard sujeita a forcas

de inércia.

Segundo Rao (2008) nos sistemas continuos também ¢é possivel se identificar massa, rigidez
e amortecimento, entretanto estdo distribuidos continuamente na estrutura e os infinitos graus de
liberdade do sistema podem vibrar. Desta forma, os sistemas continuos também sao chamados

sistemas com infinitos graus de liberdade.

Os sistemas discretos com numero finito de graus de liberdade sdo governados por
equagdes diferenciais ordindrias. Os sistemas continuos sdo governados por equagdes diferenciais

parciais que surgem da equacgao de equilibrio da relacdo tensdo-deformacao e das leis de Newton.

Segundo Rao (2008) as equagdes diferenciais de movimento de sistemas continuos sdo
transcendentais e resultam em um numero infinito de freqiiéncias naturais e modos préprios de
vibragdo. A solugdo destas equacdes € muitas vezes muito complicada e dependem de condigoes
de contorno. Neste trabalho serd abordada a solu¢do da equagdo diferencial de movimento para o
problema de vibragdo transversal de uma viga de Euler-Bernoulli, pois serd utilizada

posteriormente na simula¢do numérica e para comparagao com resultados experimentais.

Segundo Craig (1981) e Rao (2008) a equacdo de movimento para vibracdo transversal

livre de uma viga de Euler-Bernoulli € da pela Equacgao (2.146):

02

—{El(x)ﬂ(x, t)} + pA,(x)%(x,t) =0 (2.146)
ox2 or2

0x2

onde:
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I = inércia;
p = densidade especifica;
A, = drea da secdo transversal.

Para uma viga uniforme a Equagdo (2.146) reduz-se a:

04y

g (2.147)
Elﬁ(x,t)+pAt¥(x,t) =0

A solucdo de vibragdo livre pode ser determinada usando o método de separacdo de

variaveis como:

v(x,t) =V (x)I'(¢) (2.148)
Substituindo a Equacdo (2.148) na Equacao (2.146) e rearranjando os termos, tem-se:

EI d4V(x):_ 1 dZF(t):a (2.149)
PAV (x) dx* I'(t) dr2

onde a € uma constante positiva. A Equacao (2.149) pode ser escrita como duas equagdes:

d+V(x) 3 /T4V(x) ~0 (2.150)
dx*

d21(1) +al() =0 (2.151)
dt?

A solucao da Equagdo (2.151) depende das condig¢des iniciais de deslocamento transversal
e velocidade. Considerando as condi¢Oes iniciais nulas e para a solucdo da Equacdo (2.150) a

seguinte equagao:

V(x) = Aes (2.152)

onde A e s sdo constantes, e deduzindo a equagdo auxiliar como:
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T =0 (2.153)

As raizes dessa equagdo sdo:

S, = 1 S34 = +id (2.154)

Por conseqiiéncia, a solucao da Equagao (2.150) torna-se:

V(x) = A, sinh Ax + A, cosh Ax + A, sin Ax + A, cos Ax (2.155)
onde Ay, Ay, A3 e A4 sdo constantes. Essas constantes sdo determinadas pelas condi¢des de

contorno.

Impondo as condic¢des de contorno do engaste de uma das extremidades da viga, conforme
a Figura 2.26 e resolvendo a equagao caracteristica resultante, as r-ésimas freqiiéncias naturais @,

sdo determinadas pela Equacdo (2.156).

V(x,1)
Y
L‘ x
Figura 2.26 — Viga em balanco
o = (AL} [EI (2.156)
T\ pA

onde L é comprimento da viga, / € o momento de inércia transversal e A; é a drea da secdo

transversal da viga.
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As formas modais de vibragdo transversal da viga sdo determinadas pela Equacdo abaixo:

send,L— senh A, L
cos AL +cosh 4,L

W, (x)=cos A x—cosh A x + (2.157)

(send x — senh A, x)

Os valores aproximados dos cinco primeiros A L da viga em andlise estdo listados na

Tabela 2.2 (HARRIS; CHARLES, 1976).

Tabela 2.2 — Valores aproximados /TrL para viga em balanco

AL =187510
AL = 4,69409
AL =7,85475

A,L =10,99541

AL =14,13716

Como mencionado, a determina¢do dos parametros modais a partir da solu¢do da equagdo
diferencial que caracteriza o problema analisado, muitas vezes, torna-se muito complicada e sdo
encontradas apenas solugdes para problemas de vibracdo de viga e de placas com limitadas
condicdes de contorno. Desta maneira, os parametros modais s@o identificados
experimentalmente através da andlise modal experimental e operacional. Os item subseqiientes

tratam destas técnicas.

2.4.3 Andlise Modal Experimental (AME)

A andlise modal experimental consiste em estimar os parametros modais a partir de
medigdes experimentais € modelos de estimacdo de pardmetros. Desta forma, a andlise modal
experimental segue uma rotina inversa da tedrica, onde inicia-se pelo Modelo Resposta, passa-se

pelo Modelo Modal e chega-se no Modelo Estrutural (EWINS, 1984).

A Figura 2.27 ilustra a rotina usada na andlise modal experimental tendo em vista os

modelos descritos anteriormente.
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= 3 [

Figura 2.27 — Rotina da Analise Modal Experimental

A andlise modal, como uma ferramenta de engenharia, foi aplicada pela primeira vez por
volta de 1940 na pesquisa para melhorar o entendimento das falhas dindmicas em avides. A
andlise modal desenvolveu-se melhor nas tultimas trés décadas com a disponibilidade comercial
dos Fast Fourier Transform (FFT) spectrum analysers, analisadores de espectro pela
transformada rdpida de Fourier, Transfer Function Analysers (TFA), analisador da funcdo
de transferéncia, placas de aquisicdo de sinais e mais baratos e poderosos processadores de

sinais (MAIA; SILVA, 1997).

A andlise modal experimental tem como objetivos (MAIA; SILVA, 1997)

obter as freqiiéncias naturais e os modos préprios da estrutura;

e obter informagdes sobre os fatores de amortecimento;

e obter um modelo dindmico que possibilite ser usado em modificagdes estruturais

quando necessarias;

e aprimorar o modelo dindmico numérico, por exemplo Elementos Finitos, para que este

possa representar de maneira confidvel a realidade.

Segundo Maia e Silva (1997) os aparelhos utilizados na andlise modal pertencem a trés

grupos:

® mecanismos de excitacdo: sao os dispositivos necessdrios para excitar a estrutura.
Dentre os quais pode-se citar, os shakers, excitadores que podem ser mecanico,

eletromagnético ou hidrdulico, e os martelos de impulsao.

® mecanismos de sensoreamento: conhecidos também como transdutores utilizados na

medi¢cdo da entrada e saida do sistema analisado. Os transdutores elétricos
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transformam uma quantidade elétrica medida em uma quantidade fisica de forca,
aceleracdo ou velocidade, por exemplo. Os transdutores mais utilizados na anélise modal
sdo os piezoelétricos e podem ser utilizados para medir a forca de excitagdo, como 0s

transdutores de forca ou medir a aceleragao de pontos da estrutura como os acelerometros.

e sistemas de aquisicdo e processamento: sao os dispositivos € equipamentos

utilizados na aquisicao e processamento dos dados.

Além do mecanismo de aquisi¢do, em alguns casos, € necessdria a utilizacdo de geradores

de sinais, filtros, amplificadores e condicionadores de sinais.

As condicdes de contorno escolhidas para a andlise modal experimental da estrutura
analisada devem ser as que satisfacam a condicao real de operagcao ou que possibilite uma melhor
adequacdo e ajuste a condicdo utilizada no modelo de elementos finitos, caso seja o objetivo da
andlise modal. Uma condi¢do geralmente utilizada € a condicdo livre-livre, em que a estrutura

pode ser suspensa por molas ou eldsticos.

Cita-se no item 2.4.2 que as estruturas continuas apresentam um ndimero infinito de graus
de liberdade e isto acarreta em um nimero infinito de modos de vibra¢do. Como na anélise modal
tedrica, na andlise modal experimental a estrutura deve ser discretizada, onde cada grau de
liberdade se refere a um ponto de excitacdo ou de resposta da estrutura. A discretizagdo deve ser
feita de tal forma, que o sistema possa ser observavel, ou seja, dependendo do comprimento de
onda analisado, a discretiza¢cdo deve ser mais refinada ou ndo, para que o nimero de informagdes

medidas seja suficiente para gerar um modelo adequado da estrutura.

Devido ao infinito nimero de modos de vibracdo apresentado por uma estrutura real, é
importante definir faixas de freqiiéncias de andlise que implicarao diretamente no processamento
de sinais e no tipo de excitagdo que serd submetida a estrutura. A excita¢do da estrutura pode ser
feita através de impulso, excitacdo impulsiva, onde € utilizado um martelo de impacto
apropriado. A excitagdo impulsiva € feita em diversos pontos da estrutura e a resposta ¢ medida
apenas em um ponto, por exemplo, desde que a estrutura respeite o principio de reciprocidade de

Maxwell, tratado no item 2.4.1. A excitagdo impulsiva é capaz de excitar uma faixa de freqii€ncia
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da estrutura, pois analiticamente, a transformada de Fourier de um impulso unitdrio ¢ um valor

constante em todas as freqiiéncias.

Outra forma de se excitar a estrutura € através de sinais aleatérios, por exemplo, o ruido
branco. Esses sinais sdo gerados pelos geradores de sinais e transmitidos para a estrutura através
de um shaker e um stinger, acoplamento mecénico entre o shaker e a estrutura. Neste caso, o
ponto de excitacdo € fixo e as medidas das respostas sdo feitas nos demais pontos da estrutura.

Existem outros tipos de sinais de excita¢do, como a varredura senoidal ou sinal transiente.

Os parametros modais sdo obtidos pela andlise das Funcdes Respostas em Freqiiéncia
(FRF) ou Funcdes Respostas ao Impulso (FRI), (Apéndice A) estimados experimentalmente. Para
que os parametros modais caracterizem realmente o comportamento dindmico do sistema
analisado, alguns cuidados devem ser tomados, dentre os quais, pode-se destacar os estimadores
das funcdes respostas utilizados e o processamento adequado dos sinais medidos. No item

subseqiiente serd abordado o processamento de sinais na estimacgdo das FRFs.

Processamento de sinais e estimadores de FRFs

O processamento do sinal consiste de diversas técnicas utilizadas de acordo com o tipo de
sinal analisado. Basicamente os sinais dinamicos podem ser classificados conforme ilustrado na

Figura 2.28:

Figura 2.28 — Classificacao dos sinais
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Os sinais periddicos e transientes podem ser representados no dominio da freqiiéncia pela
serie de Fourier e pela transformada de Fourier respectivamente. Caso estes sinais forem

discretos, a andlise destes sinais na freqiiéncia ocorre pela transformada discreta de Fourier.

Para anélise dos sinais utilizando a transformada discreta de Fourier € necessdrio que se
digitalize o sinal no tempo através da amostragem e quantificacdo. A amostragem ¢é a
digitalizacdo do sinal no tempo e quantificacdo € a digitalizacdo do sinal em relacdo a sua

amplitude.

A observacdo de um sinal na freqii€ncia pela transformada de Fourier ou sua respectiva
visualiza¢do no tempo pela transformada inversa de Fourier pode conter erros ocasionados pelos

fendmenos de leakage e aliasing.

O fendmeno de leakage ¢ uma dispersao (vazamento) da energia associada a linha espectral
da freqiiéncia do sinal para as bandas de freqiiéncia lateral na representagdo espectral,
comprometendo a resolucdo de freqiiéncia e precisdo em amplitude. A transformada de Fourier
periodiza o sinal no tempo, caso o sinal analisado ndo tenha um nimero inteiro de periodos,
haverd descontinuidades na composicdo temporal deste sinal, pelo uso da transformada,

ocasionando o fen0meno.

O fendmeno de leakage pode ser minimizado utilizando-se janelas de visualizagdo. Na
Tabela 2.3 estdo relacionados alguns tipos de janelas utilizadas no processamento de alguns tipos

de sinais (WICKRAMARACH]I, 2003).

Tabela 2.3 — Tipos de Janelas e suas aplicacoes conforme o tipo do sinal

Janela Tipos de Sinais

Retangular  Transientes
Hanning Periddicos e Aleatorios
Flat Top Para boa precisdao em amplitude de sinais Periédicos

Exponencial Impulsos (andlise modal)
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O fendmeno de aliasing ocorre, pois a digitalizacdo do sinal no tempo produz a
periodiza¢do do espectro do sinal. Para evitar este fendmeno, a freqii€éncia de amostragem do
sinal f; deve ser pelo menos duas vezes maior que a freqii€éncia maxima f,,,, do mesmo. Podem
ser utilizados também, filtros passa-baixa para garantir que o sinal ndo contenha altas

freqiiéncias.

Os sinais de cardter estaciondrio, mas ndo periédicos e nem transitérios, por exemplo, os
sinais aleatorios, ndo podem ser representados na freqii€ncia apenas pela transformada de

Fourier, pois ndo satisfazem a condi¢ao Dirichlet, ou seja:

x()=x(txnT) n=1273,...

o (2.158)
_'.|x(t)|dt < oo

onde ¢ = tempo e T = periodo de tempo.

Assim, € necessdrio estabelecer outros pardmetros que possam representar estes sinais no
dominio da freqiiéncia. Esses parametros sdo as fungdes de correlagdo e densidades espectrais

(PROAKIS; MANOLAKIS, 1996).

Considerando um sistema linear submetido a um sinal de entrada f(#) e com um sinal de
saida x(7), as funcdes de auto correlacdo e correlacdo cruzada entre esses dois sinais sao dadas por

(BENDAT; PIERSOL, 2000):

R, (5)= ;ing%.[ fOf@+o)dt e R_(¢)=1lim—|x(t)x(t+¢)dt, (2.159)
0

1
T—oo T

O

R, (¢)=lim % [x0f@+o)dt e R, (r)=lim %j F@Ox(t +¢)dr, (2.160)

As funcdes de auto correlacdo e correlac@o cruzada dos sinais aleatdrios estdo baseadas nos
conceitos estatisticos desses sinais considerados estaciondrios e ergddigos. Essas fungdes
obedecem a condi¢do Direchlet e podem ser representadas na freqiiéncia pela transformada de
Fourier, fornecendo a densidade espectral de poténcia e a densidade espectral cruzada, definidas

por, (BENDAT; PIERSOL, 2000):
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13 i 1% ror (2.161)
Sﬂ(w)zg_jwleﬂ(g)e dr e Sxx(a))zg:[oRxx(g)e dr,

1% o 13 rer (2.162)
Sy(@)=—— jw R, (o ™dr e Sfx(a)):g:[ofo(g)e dr

A representacao das densidades espectrais das Equagdes (2.161) e (2.162) é dada nas
freqiiéncias positivas e negativas. Para @ >0, ou seja, freqiiéncias positivas, as Equagdes (2.161)

e (2.162) tornam-se:

Gﬁc (w) = ZSﬁc (w) Gxx(a)) = ZSM((U) (2163)
G, (w) =25, (w) G, (@)=2S (0

No estudo da andlise modal tedrica cita-se que as func¢des de resposta em freqiiéncia sio a
razdo entre a transformada de Fourier da resposta e a transformada de Fourier de uma forca
harmonica excitadora. Na andlise modal experimental, os tipos de excita¢do utilizados para a
andlise ndo sao necessariamente harmonicas e, além disso, hd presenca de ruido nas medigdes.
Desta forma, as FRFs sao estimadas a partir de estimadores. Os estimadores H, e H, sdo

definidos da seguinte forma (EWINS, 1984):

H (o) = Grl@) (2.164)
Gy (@)

H,(w) = G,(@) (2.165)
G, (@)

E facil provar que as densidades espectrais cruzadas niao sdo afetadas pelos ruidos de
medi¢do, assim, nas situacdes em que o sinal de entrada estd contaminado pelo ruido, pode ser
utilizado o estimador H, para melhor aproximacdo da FRF. Nas situacdes em que o sinal de
resposta estd contaminado com ruido, anti-ressondncia, pode ser utilizado o estimador H,

(BENDAT; PIERSOL, 2000).

A relagdo entre os estimadores é dada pela funcio de coeréncia y2(@):
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o Hi(@)
/4 (co)—H @

2

(2.166)

sendo 0 < y2(w) <1

A fungao de coeréncia é uma funcdo real que pode ser interpretada como um coeficiente de
correlagdo no dominio da freqii€ncia que representa o qudo bem a resposta estd linearmente

relacionada com a entrada no sistema analisado.

Estimagao da ordem do modelo

Antes de qualquer discussdo relativa a extracdo dos pardmetros modais, ¢ fundamental que
se tenha algum conhecimento da ordem do modelo, o nimero de modos que contribuem na
resposta em uma determinada faixa de freqiiéncia em estudo para um bom funcionamento dos
algoritmos apresentados adiante. Fun¢des indicadoras de aplicagdo prdtica extremamente
difundida foram desenvolvidas ao longo dos anos para auxiliar a realizacdo da andlise modal
experimental na deteccdo de pardmetros criticos a partir dos dados experimentais, notadamente a
questdo de raizes repetidas e possiveis raizes computacionais existentes durante o processo de

ajuste de curvas.

Analisando inicialmente qualquer FRF medida de um sistema, pode-se dizer num primeiro
instante que ela de fato contém a informagcdo dos modos. Entretanto, tal procedimento é
extremamente arriscado e pode levar a conclusdes incorretas sobre a quantidade real de modos
existentes, uma vez que nem todos podem estar ativos numa unica FRF. Além disso, dire¢des
especificas do modo podem ndo ter sido contempladas durante a medicdo, e isso pode ser ainda
mais significativo na FRF do ponto de excitacdo (driving point), onde todos os picos terdo a
mesma fase. Dessa maneira, modos muito préximos terdo sua observagdo dificultada, sendo
necessdria a utilizacdo de fungdes especificas de identificacdo tais como as listadas abaixo

(AVITABILE, 2007):

e SUM: fun¢do soma (Summation Function);

e MIF: funcdo indicadora de modos (Mode Indicator Function);

e  MMIF: MIF multi-variante (Multivariate MIF);
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e (CMIF: fun¢ao indicadora de modo complexo (Complex Mode Indicator Function);

e Diagrama de estabilizagao.

Identificacdo de pardmetros modais

O problema fundamental da estimacdo dos parametros modais consiste no ajuste
(estimativa) de seus valores dentro de um modelo matematico, de maneira que os dados possam

refletir o mais préximo possivel as caracteristicas do sistema real.

7z

O ponto de partida é usualmente um conjunto de dados medidos que em sua maioria
referem-se as Funcdes de Resposta em Freqiiéncia ou as suas equivalentes no dominio do tempo,
ou seja, as Fungdes de Resposta ao Impulso (FRIs). Esses conjuntos de dados s@o analisados

através de alguns métodos onde € possivel se identificar os parametros modais.

Esses métodos podem ser classificados de acordo com o tipo de sinal analisado, no tempo
ou na freqii€ncia e em uma categoria especial chamada tuned sinusoidal methods. Os métodos de
identificacdo de parametros modais podem ser subdivididos em métodos diretos, baseados no
modelo espacial da estrutura, e os métodos indiretos, baseados nos parametros modais ou modelo
modal da estrutura, e também em relacdo ao nimero de referéncias, pontos de excitacdo e
respostas, utilizadas simultaneamente na estimacdo dos parametros, sendo, (MAIA; SILVA,

1997):

e SISO (Single-Imput-Single-Output), refere-se a uma entrada e uma saida analisada.

e SIMO (Single-Imput-Multi-Output), refere-se a uma entrada e mais que uma saida

analisada.

e MISO (Multi-Imput-Single-Output), refere-se a mais que uma entrada e uma saida

analisada.

e MIMO (Multi-Imput-Multi-Output), refere-se a mais que uma entrada e mais que uma

saida analisada.

74



A classificacdo dos métodos de identificagdo de parametros modais pode ser observada na

Figura 2.29, (MAIA; SILVA, 1997, p. 188):

Figura 2.29 - Classificacdo dos métodos de analise modal

A classificagdo dos métodos no dominio do tempo segue o disposto na Figura 2.30,

(MAIA; SILVA, 1997, p. 188):

Figura 2.30 — Classificacdo dos métodos de analise modal no dominio do tempo
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A classificacdo dos métodos no dominio da freqiiéncia segue o disposto na Figura 2.31,

(MAIA; SILVA, 1997, p. 218):

Figura 2.31 - Classificacio dos métodos de analise modal no dominio da freqiiéncia

Segundo Maia e Silva (1997) os métodos no dominio da freqiiéncia sdo mais faceis de
serem implementados, entretanto podem apresentar problemas associados com a resolu¢do em
freqiiéncia, leakage e altas densidades modais. Os métodos no dominio do tempo apresentam
melhor qualidade dos valores encontrados quando a densidade modal € alta e os métodos no
dominio da freqiiéncia apresentam melhores resultados quando a faixa de freqiiéncia € limitada e

tém-se baixas densidades modais.

A abordagem mais completa desses métodos podem ser vista em (Maia e Silva, (1997) e

Ewins, (1984)).
2.4.4 Andlise Modal Operacional (AMO)

No item anterior, referente a andlise modal experimental, cita-se que o comportamento

dindmico de estruturas pode ser avaliado a partir dos modos préprios ou formas modais,
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freqliéncias naturais e fatores de amortecimento, que sdo os pardmetros modais do sistema. Essas
caracteristicas sao propriedades inerentes ao sistema e sdo independentes das condi¢des externas
a que o mesmo estd submetido. Em casos praticos, maquinas e estruturas vibram devido as forgas
externas e internas aplicadas e, neste caso, as formas ou modos operacionais de vibragao sdo
identificados pela Andlise Modal Operacional (AMO) ou Operational deflexion Shapes (ODS).

Neste trabalho sera utilizada a notacdo ODS para os modos operacionais do sistema.

Durante as avaliacdes das FRFs ou das FRIs na identificacdo dos parametros modais do
sistema, € analisado o comportamento da estrutura a cada freqiiéncia ou a cada instante de tempo.
Sendo assim, sdo determinados os modos operacionais do mesmo. Desta forma, os modos

operacionais contém informacdes dos modos proprios.

Segundo Schwarz e Richardson (1999) o modo operacional € a forma com que a estrutura
vibra em uma determinada freqiiéncia sob forcas de excitacio. E qualquer movimento forcado de
dois ou mais pontos da estrutura que ao serem especificados definem uma forma. Modos
operacionais sdo definidos como a deflexdo de uma estrutura devido a acdo de forcas de
excita¢do e indicam o movimento relativo real entre dois ou mais graus de liberdade da estrutura

em uma condi¢do operacional.

Os modos operacionais dependem das propriedades fisicas, geométricas, condi¢des de
contorno do sistema e também das forcas e carregamentos aplicados na estrutura. Possuem
unidades de deslocamento, velocidade ou aceleracao dependendo do tipo de andlise que fora
realizada. O modo operacional, que pode ser compreendido também como uma forma de vibrar
cuja freqiiéncia da vibracao nao coincide necessariamente com uma das freqiiéncias naturais do
sistema, contém a contribuicio de todos os modos. Percebe-se isso sabendo que os modos
operacionais dependem diretamente da FRF e que cada elemento da matriz FRF ¢ uma soma das

curvas de ressonancias modais.

Como na andlise modal teérica, a AMO pode ser baseada em solugdes analiticas de
equagdes diferenciais de movimento de estruturas ou pode ser feita experimentalmente, baseada
diretamente na andlise de sinais. Alguns métodos da AMO nao dependem do conhecimento da

forca excitadora, desta maneira, sendo muito empregada em situacdes praticas onde os
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equipamentos apresentam vibracdo cujas fontes muitas vezes ndo sdao conhecidas. A AMO pode

ser usada em sistemas nao lineares e nao estaciondrios.

A AMO ¢ realizada para se analisar as seguintes situagdes:

¢ O quanto a maquina estd se movendo;

e Se existem fontes de ruido;

e Acdes corretivas para reduzir os niveis de ruido e vibragao.
ODS no Dominio do Tempo

A estimacdo dos modos operacionais no dominio do tempo analiticamente é diretamente
relacionada com a solucdo da Equagdo (2.106). Ap6s a solucdo da equagdo, obtém-se o vetor de
resposta forcada {x(#)}, que representa a posicdo de todos os graus de liberdade em funcdo do

tempo. Para um determinado instante de tempo f#, a resposta forcada serd o modo operacional

{obs (to)}, no dominio do tempo.

Um ODS pode ser obtido a partir de respostas no dominio do tempo de sistemas sujeitos a

diversos tipos de excitacao, dentre elas, (SCHWARZ; RICHARDSON, 1999):
e Aleatodrias;

¢ Impusivas;

Senoidais;

Fontes de excitacdo do ambiente.

Em geral, um ODS € definido por amplitude e fase relativa entre os graus de liberdade. No
ODS no dominio do tempo, a amplitude e fase sdo implicitamente assumidas ou seja, as respostas
devem ser medidas simultaneamente, ou medidas de forma que a amplitude e fase relativa sejam
corretamente garantidas. Em algumas situa¢des, o comportamento de vibragdo da estrutura é

repetitivo, e a aquisi¢do pode ser feita em um canal por vez, desde que as aquisi¢des ocorram no
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mesmo tempo do inicio da repeti¢do. Para os sistemas estaciondrios, as densidades espectrais de
poténcia dos sinais ndo se alteram com o tempo e a medi¢do pode ser feita utilizando duas
medidas simultineas, sendo uma dessas, a medida de referéncia. Através de um analisador de
FFT, pode-se verificar a densidade espectral de poténcia cruzada entre esses dois sinais, que ird
conter a informacao de fase relativa, e a amplitude pode ser visualizada pela densidade espectral
de poténcia do ponto analisado. A resposta do ponto de referéncia deve ser medida juntamente

com cada novo conjunto de resposta e fornecerd a informacdo da fase relativa entre todos os

pontos, (SCHWARZ; RICHARDSON, 1999).
ODS no Dominio da Fregqiiéncia

Teoricamente, a estimag¢do dos modos operacionais no dominio da freqiiéncia pode ser dada

utilizando a defini¢do da funcdo de resposta em freqiiéncia, de acordo com:

{x(@)}=[H(@KF (@)} (2.167)

sendo [H(w)] a matriz de FRFs, e{X(w)]} o vetor de deslocamento no dominio da freqiiéncia e
{F(w)]} o vetor da for¢a excitadora no dominio da freqiiéncia. Sendo wy uma determinada

freqii€ncia, o modo operacional para esta freqii€éncia € dito como:

{oDs(w,)}=[H (w){F (@)} (2.168)

Experimentalmente, os ODSs no dominio da freqiiéncia podem ser obtidos de diversas
formas, dependendo do tipo de dados e medi¢des realizadas. Segundo Schwarz e Richardson

(1999) os ODSs podem ser obtidos pelas:
¢ Funcdo Resposta em Freqiiéncia;
¢ Densidade Espectral de Potencia;
¢ Densidade Espectral Cruzada;

As técnicas que utilizam os conjuntos de respostas acima para estimar os ODSs estdo

descritas abaixo (SCHWARZ; RICHARDSON, 1999):
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Densidade Espectral de Poténcia: Para estimar os ODS pode ser utilizada a informacgao
da amplitude obtida através das densidades espectrais de potencia dos sinais de cada
ponto analisado. Os modos operacionais estimados através desta técnica ndo terdo a

informacgdo de fase relativa entre os graus de liberdade analisados.

FRF: Esté técnica de estimac¢do dos modos operacionais necessita de dois canais de
medic¢do simultanea e dos estimadores de FRFs. As FRFs possuem a informacdo de
amplitude e fase de cada sinal analisado, entretanto as amplitudes sdo valores de
aceleracdo, velocidade ou deslocamento ponderados pela forca excitadora, e a fase
medida € entre a resposta e a forca excitadora. Algumas dificuldades de estimacgdo das
FRFs sao encontradas na aplicacdo deste método, pois é necessario que todas as forcas

de excitacdo sejam conhecidas, o que pode ser impossivel em algumas situagoes.

Transmissibilidade: A transmissibilidade € uma técnica de estimacao de ODS realizada
quando as for¢as de excitacdo nao sdo conhecidas. Utilizam-se dois canais de aquisicao
simultaneos, como se estimaria uma FRF, entretanto, a resposta é dividida por uma
resposta de referéncia em vez de uma forca excitadora. A fase também é preservada

pela densidade espectral cruzada dos dois sinais medidos.

O cdlculo € feito pela razao complexa entre duas densidades espectrais. Sendo um
sinal de resposta de um ponto j e um sinal de resposta de um ponto de referencia p, a
transmissibilidade € definida por:

T, ()= SLEQ); (2.169)

S

p.p

Os picos amostrados pela transmissibilidade nao correspondem, necessariamente, as

condic¢des de ressonancia do sistema.

ODS FRF: Como na transmissibilidade, a ODS FRF usa dois canais de aquisicdo para
estimar os modos operacionais e pode ser utilizada quando a forca excitadora ndo ¢é

conhecida.
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Calculando a densidade espectral cruzada entre o sinal de resposta j e um sinal de
referéncia p, o ODS(wy) serd estimado por:

2.170

oDS(@,),, =S, |8, (2.170)

P

Os picos na representacdo dos ODS podem estar associados a freqii€éncias naturais do

sistema, ao contrario da transmissibilidade.

Em algumas aplicacOes reais os sistemas podem ser ndo-estaciondrios, ou seja, as
propriedades estatisticas dos sinais variam com o tempo. Desta forma outros algoritmos mais
complexos e correcdes de cada conjunto de medi¢do devem ser realizadas. Neste trabalho serdo
estudados sistemas com comportamento estaciondrio, por este motivo os métodos utilizados na

estimacdo dos ODS para sistemas ndo estaciondrios nao serdo detalhados.

A andlise modal operacional e a andlise modal experimental, associadas as relacdes da
teoria da elasticidade, possibilitaram o surgimento de novas técnicas de andlise de deformacdo e

tensdo dindmicas. No item subseqiiente serd feito um breve historio da aplicac@o dessas técnicas

2.5 Analise de Deformacao Dindmica a partir de Parametros Modais

Com o desenvolvimento das técnicas de andlise modal e o conhecimento das relacdes entre
deslocamentos e deformagdes da teoria da elasticidade surgiram diversos trabalhos e métodos
propostos que utilizam os resultados da andlise modal para prever ou estimar a deformacdo
dindmica nas estruturas. Estas relagdes sdo empregadas no estudo da vibroacustica e podem ser

empregados na andlise estrutural dindmica.

Os métodos que foram propostos consistem basicamente na diferenciacdo espacial do
deslocamento obtido pela andlise modal e utilizam, na sua maioria, o método de diferencas finitas
para a solucao das equacdes diferenciais do problema de elasticidade. Sao utilizados para estimar

a deformacgdo em pontos de estruturas e podem ser:

® 1o dominio do tempo: sdo utilizadas a primeira ou a segunda derivada espacial do

deslocamento;
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® no dominio da fregiiéncia: sdo utilizados os coeficientes generalizados de Fourier para

estimar o deslocamento através da analise modal hibrida;

® 1o dominio do tempo ou da fregiiéncia: no caso do método que utiliza a matriz de
transformacgdo deslocamento — deformacdo, sendo esta independente do tempo ou da

freqiiéncia.

Os métodos de andlise de deformacdo e tensdo a partir de pardmetros modais comecaram a
ser utilizados apds o desenvolvimento das técnicas de andlise modal. No trabalho publicado em
1989, Bernasconi e Ewins mostraram como strain gages e transdutores de deslocamentos podem
ser usados para a determinacdo dos modos de deformacdo normalizados pela massa. As fungdes
de resposta em freqiiéncia de deformacao e a receptancia sdo encontradas similarmente. Assim,
os valores de deformac¢do no dominio do tempo podem ser encontrados através da superposicao

modal da mesma forma que é possivel se encontrar a resposta temporal do deslocamento.

Bernasconi e Ewins (1989) realizaram dois experimentos para a verificacio da
aproximacao dos valores de deformacdo obtidos por elementos finitos e através de medicdes.
Um experimento foi realizado em uma viga simples e outro em uma chapa curvada. A
deformacao dinamica foi obtida utilizando strain gage. As tensdes principais foram determinadas
através da soluc@o do polindmio caracteristico do tensor de tensdo. Na andlise modal utilizando
strain gage, foi sugerida a utilizagdo da excitacdo impulsiva com martelo de impulsdo, onde o
ponto de medi¢ao foi unico (strain gage colado) e a excitacdo realizada em todos os outros

pontos.

Segundo Bernasconi e Ewins (1989), em algumas situagdes, como o fator de sensibilidade
do strain gage nao é conhecido precisamente, a qualidade da identificagdo dos parametros

modais através da analise modal utilizando estes sensores ndo sera boa.

A fungdo de resposta em freqiiéncia da deformacdo Sy, de um ponto j e excitagdo em um

ponto k , pode ser obtida pela Equacao abaixo:

3 £, 0, (2.171)

(02 - 0 +i2¢ . 0.0)

82



onde £;.¢ o componente de deformag@o da linha j coluna r da matriz modal de deformag@o(e],

determinada por:

[¢] = D[®] (2.172)
onde D ¢ operador linear diferencial, obtido da relacdo deslocamento e deformacdo. Na
determinacdo da deformacdo normal longitudinal de vigas sujeitas a flexdo pela andlise da

curvatura da mesma, este operador se refere a derivada de segunda ordem.

Koss e Karczub (1995) desenvolveram um estudo da deformacao dinamica que ocorre em
uma viga Euler-Bernoulli. Foi utilizada a solu¢do da equac@o da onda de uma viga para calcular a
funcdo resposta em freqiiéncia de diversos pontos da viga. A funcado resposta em freqiiéncia da
deformacdo da viga € obtida através da derivada espacial da equacido da onda multiplicada pela
distncia entre a linha neutra e a superficie da viga. As fun¢des de resposta em freqiiéncia do
deslocamento e de deformagdo calculadas foram comparadas com as FRFs encontradas
experimentalmente. As FRFs de deslocamento foram estimadas utilizando dois acelerometros e
as FRFs de deformagdo foram estimadas em 13 pontos da viga através de strain gages colados na
superficie da viga. Os valores medidos de aceleracdo foram transformados para deslocamento
dividindo-os por —@”. Os dados obtidos no dominio da freqiiéncia puderam ser vistos no
dominio do tempo através da transformada inversa de Fourier. A aproximacdo dos resultados
medidos e calculados foi boa, entretanto, este método baseia-se no célculo analitico da equagdo

da onda da viga e na sua derivacdo espacial e estd limitado a andlise de deformacao uniaxial.

Okubo e Yamaguchi (1995) previram a distribuicdo dindmica de deformacdo em uma placa
e posteriormente em um garfo frontal de bicicleta sob condi¢des de operagdo, utilizando a anélise
modal experimental e a matriz de transformagdo de deslocamento — deformacdo. Essa matriz,
com denominagdo inglesa Displacement-to-Strain-Transformation (DST) estd relacionada com a
forma modal de deformacdo e deslocamentos da estrutura e € independente do tempo, da

freqiiéncia, possiveis mudancas de distribui¢do de massa e condi¢des de contorno da estrutura.

A relagdo entre um vetor de deslocamento {u} e um vetor de deformagio {£} de uma

estrutura mecanica, construidos por N pontos de medi¢do de deslocamento e de deformacao,
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respectivamente, pode ser expressa, no dominio do tempo ou na freqiiéncia, através da matriz de

transformacio deslocamento — deformagio [T'], como:

{et=[rRu} (2.173)

Com adequadas matrizes das formas modais de deformacdo [¢] e de deslocamento [®], a

matriz DST pode ser calculada por:

[r]=[e]®]" (2.174)

O método proposto por Okubo e Yamaguchi (1995) pode ser aplicado, por exemplo, em
uma estrutura mecanica complexa que consiste de muitos componentes. Neste caso, devera ser
aplicada a andlise modal experimental para se obter as matrizes de forma modais de
deslocamento e deformacdo da estrutura. As andlises modais, de algumas pecas de interesse,
podem ser feitas, por exemplo, sob condi¢des livre-livre separadamente, e depois de obtida a
matriz de transformacao de cada andlise pela Equacgdo (2.174), € possivel prever a distribui¢ao da
deformacdo dindmica dessas pecas montadas na estrutura sob condi¢do de operagdo, a partir dos

deslocamentos obtidos da andlise modal operacional e utilizando a Equacgao (2.173).

As formas modais de deslocamentos e de deformacdo podem ser obtidas através de
estimacdo de parametros dos dados da andlise modal experimental utilizando acelerémetros e
strain gages, respectivamente. Os pontos e a direcao de medi¢do, por exemplo, dire¢do principal
de tensdo, devem ser escolhidos adequadamente de acordo ao tipo de andlise de tensdo que se
deseja obter. Pode ser escolhido um pequeno nimero de medi¢des, entretanto devem ser

realizadas simultaneamente.

As Equagdes abaixo mostram as dimensdes das matrizes modais para aplicagdo em um caso

geral:

[T]NZXN] = [g]NZXN] [(I)]N]x;\/1 (2.175)

{g }N2><1 = [T]Nszl {M}N]xl (2.176)
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onde N; é determinado pelo nimero de pontos e modos analisados na matriz modal de
deslocamento e deve ser igual ao nimero de canais de aquisicdo disponiveis para a medicao
simultanea de deformacdo. N, é o numero de dados de deformagdo e pode ser maior que N;. A

matriz de transformacgao serd melhor detalhada no Capitulo 3.

Dovstam (1998) utiliza a andlise modal na dindmica estrutural. O vetor de deslocamento
obtido pela andlise modal hibrida, detalhada posteriormente no Capitulo 3, € diferenciado
espacialmente, usando, por exemplo, diferenciacio numérica, obtendo-se o tensor de deformacao
no dominio da freqiiéncia de pontos da estrutura analisada. A andlise de deformac¢do dindmica,

baseada na andlise modal hibrida, recebe a denominacgdo inglesa Hybrid Strain Analysis (HSA).

Em Karczub e Norton (1999), a flexdo de uma viga Euler-Bernoulli ¢ novamente estudada
e a abordagem € baseada no método de diferencas finitas, com a derivada de segunda ordem do
deslocamento transversal da viga, ou seja, a curvatura da viga. Os pontos de medicao sdo
eqiidistantes e sdo simetricamente distribuidos ao redor do ponto de anélise e a deformagao nao
pdde ser prevista nas regides de engastes ou descontinuidades, pois o método de diferengas finitas
baseia-se no método de diferencas finitas centrais. Os resultados sdo expressos na forma de auto-
espectros, espacial e no dominio do tempo. O principal objetivo do trabalho desenvolvido por
Karczub e Norton ¢é utilizar acelerometros ao invés de strain gages para estimar a tensdo de
flexdo dinamica de vigas sujeitas a qualquer tipo de excitacdo. O método de diferenciacdo

empregado considera o uso de trés ou quatro pontos de medi¢do simultaneos.

Lee e Kim (1999) estudaram a deformacdo normal e de cisalhamento em uma placa com
um nucleo viscoeldstico. As deformacdes sdo calculadas usando método de diferencas finitas
sobre modelos obtidos analiticamente da vibracdo de flexdo da placa. Também assumem que as

propriedades dos materiais da camada visco eldstica nao sao dependentes da freqii€ncia.

Sehlstedt (1999) fez uma avaliagdo experimental da andlise modal hibrida de deformacao
proposta por Dovstan (1998). Genericamente, o método proposto é aplicado em estruturas
sujeitas a vibracdo, independente das propriedades do material que compde as mesmas. Os
possiveis amortecimentos, sejam referentes ao tipo de material utilizado, ou entre as jungdes e
articulacdes das estruturas, ndo precisam ser conhecidos a priori. As propriedades eldsticas
estdticas do material e a distribuicdo de massa da estrutura ndo necessitam ser exatas para
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identificacdo dos modos préprios da estrutura, que constituem uma base de fun¢des do espago de

Hilbert.

Segundo Sehlsted (1999) a verificacdo da deformagdo dindmica em uma placa retangular
com recorte, composta por dois materiais, uma placa de PEXIGLAS' colada em uma placa de
aluminio, utilizando resultados da andlise modal hibrida, foi a primeira realizada
experimentalmente. As respostas em freqii€ncia da velocidade, (mobilidade), foram medidas na
direcdo perpendicular a superficie da placa em 75 diferentes pontos distribuidos aleatoriamente
na superficie da chapa usando um vibrometro a laser, e os valores de deformacdo foram medidos
em dois pontos especificos da placa através de strain gages. Os valores de velocidade foram
integrados no tempo para obter os valores de deslocamento, e apds, diferenciados espacialmente
utilizando o método de diferencas finitas. O nimero de modos utilizados para a superposi¢ao
modal foi de 22 e foram obtidos através da simulagdo numérica em elementos finitos utilizando o

programa ASKA.

O método mostrou-se eficiente pois as estimacdes das deformagdes corresponderam bem
com as deformacdes medidas, entretanto ndo homogeneidades do material podem causar alguma
distor¢do da aproximagdo dos valores de deformacdo proxima as regides onde essas

descontinuidades estao presentes.

Lee (2007) prop0s a estimagdo das respostas de deformagdo através das medicdes de
deslocamentos e utiliza a matriz de transformacao de deslocamento — deformacdo. Lee também
investigou os efeitos do ruido e o truncamento da matriz modal e a possibilidade de se obter o
valor de deformag¢do em pontos onde o deslocamento ndo fora medido. As matrizes da forma
modal de deslocamento e de deformagdo foram encontradas analiticamente para o caso de uma
viga de aco. Os dados de deslocamento e deformagao foram simulados para uma forca aleatoria
com variagao de freqiiéncia de 0 a 500 Hz. As respostas temporais foram obtidas pelo método da
superposicdo modal, conforme proposto por Bernasconi e Ewins (1989). Segundo Lee (2007), o
método pode ser aplicado no célculo de deformagcdo em pontos ndo medidos da estrutura,

entretanto € bastante sensivel ao ruido, prejudicando a precisdo. O truncamento da matriz modal,

" PLEXIGLAS® é um material incolor transparente de caracteristicas homogénea e monolitica, possui grande
resisténcia a altas pressdes.
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com um ndmero de modos dentro da faixa de freqiiéncia analisada, ndo afeta o cdlculo da

deformacdo.

2.6 Resumo do Capitulo

Neste capitulo foram apresentados os conceitos de tensdo, deformacdo, deslocamento e
suas relagdes, técnicas de extensometria e também os conceitos da andlise modal tedrica,
experimental e operacional. Estes conceitos serviram como base para o entendimento dos
métodos propostos para a determinacdo da deformacdo a partir dos parametros modais
apresentados. No préximo Capitulo, esses métodos, em particular, da matriz de transformacao

deslocamento — deformac¢do e da andlise modal hibrida serdo abordados mais detalhadamente.
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Capitulo 3

Analise Modal Hibrida e Matriz de Transformacao DST

3.1 Introducao

A andlise modal hibrida e o método da matriz de transformacdo deslocamento —
deformacdo serdo abordados neste Capitulo. A andlise modal hibrida consiste em prever os
deslocamentos dinamicos, no dominio da freqii€éncia, de uma estrutura sujeita a vibragao a partir
da aproximac¢do no sentido de minimos quadrados dos coeficientes generalizados da série de
Fourier. Esta técnica utiliza informagdes obtidas da andlise modal tedrica, numérica e as respostas
dindmicas medidas através da andlise modal experimental ou operacional. Por este motivo a
denominacgdo hibrida é utilizada. A andlise modal hibrida € detalhada no item 3.2. A matriz de
transformac¢do deslocamento — deformagdo é uma matriz que pode ser utilizada para estimar a
deformacdo em estruturas, no dominio da freqiiéncia ou do tempo, a partir do conhecimento da
matriz modal de deslocamento, de deformacdo e das respostas dinamicas (deslocamentos) da

estrutura. A matriz de transformacao € detalhada no item 3.3.

3.2 Analise Modal Hibrida

Para obtencao do tensor de deformacgdo de um ponto pertencente a uma estrutura mecanica
e a determinacdo das dire¢des dessas deformacgdes a partir das relacdes de deslocamento e
deformacdo € necessario conhecer o deslocamento em duas ou trés dire¢des especificas. Na
andlise de deformacdo pontual no estado plano € necessdrio apenas o conhecimento do
deslocamento em duas dire¢des, na andlise de deformacdo tridimensional, € necessario o

conhecimento do deslocamento tridimensional do ponto, ou seja, os deslocamentos u, v e w.
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Na aplicagdo prética da andlise modal experimental, geralmente, as medicdes de aceleracao,
velocidade ou até mesmo deslocamento sdo feitas em apenas uma direcdo, sendo que, em
algumas situagdes nao € possivel medir o deslocamento bidimensional ou tridimensional de
partes da estrutura devido as limita¢des dos equipamentos de medicdo, por exemplo, transdutores
unidirecionais, limitacdes de espago, ou o deslocamento em algumas dire¢des € muito pequeno
comparado com as caracteristicas dimensionais da estrutura analisada. Outro problema presente
em medic¢des de vibracdo € a relacao sinal-ruido, que pode ser muito baixa se o sinal medido for

muito pequeno e, possivelmente, de mesmo nivel que o ruido de medigao.

Desta maneira, para se determinar o tensor de deformacdo no dominio da freqii€ncia,
utilizando a relacdo deslocamento - deformacgdo e os dados da andlise modal pode ser utilizada a
andlise modal hibrida, que € usada para complementar as informag¢des obtidas da anélise modal
convencional. A partir da andlise modal hibrida € possivel estimar os deslocamentos em pontos

ou direcdes ndo medidos da estrutura.

A andlise modal hibrida foi proposta por Dovstan (1998). Esta técnica baseia-se na
ortogonalidade dos modos préprios de um sistema e nas propriedades de convergéncia por
minimos quadrados da série generalizada de Fourier. A técnica, em inglés denominada Hybrid
Modal Analysis (HMA), utiliza um conjunto de dados experimentais de respostas de vibracdo e
uma boa aproximagdo numérica dos modos proprios tri-dimensionais. Os modos préprios sao
assumidos como modos naturais ndo amortecidos correspondentes a geometria, a massa

distribuida e as propriedades eldsticas do material da estrutura na freqiiéncia zero.

Com os deslocamentos obtidos através das FRFs de deslocamento, receptincia, ou medidos
através da ODS, pode-se determinar o deslocamento espacial de pontos da estrutura ndo medidos
através da HMA. Para uma andlise modal hibrida bem sucedida, alguns requisitos sdo

necessarios:

¢ (Conhecimento da geometria e condi¢des de contorno do sistema.
e Boa aproximacdo dos modos préprios do sistema, baseado na distribui¢do real da

massa da estrutura.

e Alta qualidade das medi¢des de respostas, através de FRFs ou ODS.
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E assumido que o material é isotérmico e sofre pequenas deformacdes, possui
comportamento linear e o método € baseado nas propriedades eldstica-estdtica, ou seja, na

freqii€ncia zero, do material.

Os itens subseqiientes tratam da convergéncia por minimos quadrados da série generalizada
de Fourier de uma funcdo a partir de vetores ortogonais entre si, para melhor compreensao da

utilizacdo desta convergéncia na andlise modal hibrida.
3.2.1 Funcgoes Ortogonais

Segundo Spiegel (1974) dois vetores a e b dizem-se ortogonais (perpendiculares) se
a-b=0ou AB +A,B,+A,B,=0,0onde a=Aji+A,j+Ak e b=Bji+B,j+ Bk . Embora ndo
seja 6bvio do ponto de vista geométrico ou fisico, essas idéias podem ser generalizadas de modo
a incluir vetores de mais de trés componentes. Em particular, pode-se adotar uma fungdo A(x),
como um vetor com uma infinidade de componentes, por exemplo, um vetor de dimensdes
infinitas, especificando-se o valor de cada componente mediante consideracdo de um particular
valor de x extraido de algum intervalo [a,b]. Em tal caso, € natural dizer que duas funcdes A(x) e

B(x) sdo ortogonais em [a,b] se:

b
j A(x)B(x)dx =0 (3.1)
onde o membro esquerdo da Equacgao (3.1) chama-se produto escalar de A(x) e B(x).

L . . A , . 2 2
Um vetor a € unitario ou normalizado se seu modulo é 1 (um), isto é, se AA=A"=1.

Generalizando, a fun¢do A(x) é normal ou normalizada em [a,b] se:

j A2(x)dx =1 (3.2)

Do exposto é claro que pode-se considerar um conjunto de funcoes {gi)k(x)}, k=123, ..,

com as propriedades:
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b
[8,(0)8,(x)dx=0 m=n (3.3)

[, 0Fax=1 m=1,2,3.. (3.4)

Cada elemento do conjunto é ortogonal a todo outro membro do conjunto, e ¢ também

normalizado. Tal conjunto de fungdes é um conjunto ortonormal em [a,b].
3.2.2 Desenvolvimento de Fungcoes em Séries Ortonormais

Da mesma forma que um vetor r tridimensional pode ser escrito por um conjunto de

vetores unitdrios mutuamente ortogonais I,jek sob a forma r =c,i+c,j+c;k , segundo Spiegel

(1974) ha a possibilidade de desenvolver uma func¢do f{x) em um conjunto de fungdes

ortonormais, isto é:

f(x)zicnqﬁn(x) as<x<b 3.5)

Tais séries, chamadas séries ortonormais, constituem generalizagdes das séries de Fourier.
Admitindo que a série a direita da Equagdo (3.5) convirja para f{x), pode-se multiplicar

formalmente ambos os membros por @, (x) e integra-los de a a b, obtendo:

b
¢y = [ F ()8, (x)dx (3.6)

que sdo os coeficientes generalizados de Fourier. Tal como no caso das séries de Fourier,
também deve-se investigar se a série a direita da Equacao (3.5), com coeficientes da Equacgdo

(3.6), converge para f{x) (SPIEGEL, 1974).
3.2.3 Aproximacgdo no Sentido dos Minimos Quadrados

Sejam f{(x) e f’(x) seccionalmente continuas em [a,b], ¢ (x) com m =1, 2, 3, ... M,

ortonormais em [a,b]. Tem-se a soma finita:
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Su(X) =) ,8,(x) (3.7)

como uma aproximagao de f{x), onde os a,, sdo constantes até o momento desconhecidas. Entao o

erro médio quadrdtico desta aproximagao € dado por:

[[r ) =8, (0T dx

3.8
Erro =+ (3.8)
b-a
E a raiz do erro médio quadratico é dada por:
1 b
Erro,,,, = \/—j [f (x)= S, (0] dx (3.9)
b-a-

Determinando-se as constantes a,, de modo que minimize a raiz do erro médio quadrético,
Equacdao (3.9), o erro médio quadriatico € minimo quando os coeficientes sdo iguais aos

coeficientes generalizados de Fourier, Equacdo (3.6), isto €, quando:

b
a, =c, = [ f(0)8, (0dx (3.10)

Costuma-se dizer que Sy(x) com coeficientes ¢, € uma aproximagdo de f(x) no sentido dos

minimos quadrados.
3.2.4 Deslocamentos através da Andlise Modal Hibrida

Segundo Dovstan (1998) o deslocamento i#(p,®) de um ponto p, no dominio da

freqiiéncia, pode ser representado pela série generalizada de Fourier, conforme a Equacao (3.11):

i(p,w)=Y c,(i)p, +i,,(p,o) (3.11)

onde i, (p,®) € o erro do truncamento da série.
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Seja {ue;} um vetor de deslocamento na dire¢@o i no dominio da freqiiéncia, constituido

por N respostas de deslocamento, ou seja:

ii. (1, )
“(2.®) (3.12)

u,(N,w)

Seja a matriz modal de deslocamento [®],,,, . que contenha a informacdo dos modos

referentes a direcdo e pontos do vetor {ie,}, ou seja:

¢11 ¢12 ¢1M

[q)ei ] =e, ¢21 ¢22 ¢2M (3.13)
¢N1 ¢Nz ¢NM

Tem-se entdo que {iie;} pode ser expresso por:

(ire,} =[®e, 2} + {7} (3.14)

sendo {C} o vetor dos coeficientes generalizados de Fourier que ponderam a participagio de cada

modo na resposta da estrutura e dado por:

() ={C (@)} =1{c,@@) c,@@) ... ¢, (@)} (3.15)

O vetor residual {17 } é determinado por:

res

{i =, ke, (3.16)

] e o vetor {c¢._ } da Equacgdo (3.16) sdo definidos com as Equagdes (3.14) e

res

A matriz [q)

res

(3.15), mas referem-se a um grande nimero M de modos analisados, sendo definidos como

r=M+1,M +2,...0, possuem dimensao infinita, onde [<1> ] ¢ uma matriz real de dimensoes

res

N x o, enquanto {c¢,, } é um vetor coluna complexo de dimensdes (o x 1).

res
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Dependendo do niimero de pontos N, o nimero de modos M analisados € 0 amortecimento

~

apresentado pela estrutura, o {u,, } da Equacdo (3.14) pode ser desprezado. Entretanto uma

res
importante questdo deve ser levada em consideracdo, qual deve ser o nimero de modos
analisados para um nimero N de respostas medidas. O nimero em questdo estd relacionado a
faixa de freqiiéncia analisada e também com o comprimento de onda da vibracdo. Nas aplicagdes
praticas, o nimero de modo M ¢ escolhido de tal forma que a freqiiéncia angular w,,, referente a
este modo seja maior que a freqii€éncia angular maxima w,,,, escolhida para o processamento do

sinal. Considerando um deslocamento i (@), a definicio acima pode ser entendida como:

0w<ao,, <o,.

Nos casos em que o nimero de pontos N analisado € igual o nimero de modo M, ou seja,
N =M , e a matriz modal [®@] € ndo singular, ou seja, que admite a sua inversa, os coeficientes

modais ¢, podem ser estimados pela equacdo abaixo:

. =lol"(@t-1a..}) (3.17)

Quando o nimero de pontos N € igual ao nimero de modos M, ndo ha um bom ajuste entre
a curva do deslocamento estimado pelos coeficientes generalizados de Fourier e os
deslocamentos reais apresentados pela estrutura. Para um melhor ajuste, o nimero de pontos N
deve ser maior que o nimero de modos M, ou seja, N > M. Neste caso, pode-se usar a matriz

pseudo inversa, definida na Equacao abaixo:

@] = (o] [@))'[o] (3.18)

Sendo [® ] real e reescrevendo a Equacio (3.17) para N > M tem-se:

. t=lol @@t} (3.19)

Finalmente, os deslocamentos nao medidos em direcdes ou pontos especificos podem ser

previstos segundo a Equacdo abaixo:

ﬁi (0’ w) = [¢01 ¢02 ce ¢0M ]éest(w) + 1’71 (0’ w)res (320)
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Nas aplicacOes reais aonde os modos sdo desacoplados ou que o acoplamento pode ser

desprezado a andlise modal hibrida torna-se mais simples, entretanto, essas situagdes sdo poucas

ou restritas. Em muitos casos, diferentes coeficientes modais ¢, (#)e c, (i) na expansdo modal

da Equacdo (3.14), ndo sdo independentes devido ao acoplamento dos modos. Para um material
com caracteristicas lineares este acoplamento € devido ao amortecimento. Desta forma, quando
nio é possivel desprezar o acoplamento modal, é necessaria uma avaliacdo do residuo.
Assumindo que as propriedades eldsticas sdo as propriedades eldsticas-estaticas do material para

todo o corpo, o residuo pode ser aproximado pela receptancia definida pela seguinte Equacao:

- u, 9,9,

~

Pela Equagdo (3.21) € obtida uma resposta de deslocamento considerando que a for¢a F, ,

aplicada no ponto k, € unitdria. A fun¢do d,(w) € uma funcdo complexa chamada de funcao de

amortecimento modal.

Devido a propriedade de ortogonalidade dos modos, os termos residuais de r > M da
Equacdao (3.21) sdo, no sentido de minimos quadrados, completamente independentes

(DOVSTAN, 1998).

Considerando que a funcdo de amortecimento modal d, € o fator de perda de
amortecimento 7,, definido na andlise de sistemas com multiplos graus de liberdade e
amortecimento histerético no item 2.4.1, a receptancia medida pode ser dada pela soma da
aproximacao pelos coeficientes generalizados de Fourier dos M primeiros modos analisados com
a receptancia para amortecimento histerético definida pela Equagdo (2.142), analisada para um

nimero maior de modos, ou seja:

- M - T'max W err
u(p,w,, =a, =y c e, + £ 3.22
PO =y = 28O0 B -0 wima) 02

Em alguns casos a aproximagdo da receptancia pela Equacgdo (3.22) ndo serd boa, assim o

residuo deverd ser aproximado por outras maneiras ou ser completamente desconsiderado.
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Quando o residuo é desconsiderado, um nimero maior de pontos € de modos deve ser analisado,

para uma melhor aproximacgdo dos resultados (DOVSTAN, 1998).

Os fatores de amortecimento podem ser extraidos experimentalmente pelos identificadores
de pardmetros modais na andlise modal para aproximagdo dos residuos da expansdo (3.22),
entretanto as fungdes de amortecimento podem ser estimadas baseados nas fungdes respostas em
freqiiéncia e nas formas modais conforme Dalenbring (1999), ou segundo Dovstam (1997), a
recepetancia pode ser encontrada baseada nas fun¢des de amortecimento de materiais isotrépicos
e nas formas modais de deslocamento. Segundo Dovstam (1995) a formulagdo tridimensional das
propriedades de amortecimento do material pode ser feita a partir da lei de Hooke no dominio da

freqii€ncia.

O campo de deslocamento, ou seja, o vetor de deslocamento de pontos, estimado pela
andlise modal hibrida, pode ser utilizado no tensor de deformagdo da Equagdo (2.59) para
estimacdo da deformacdo dinamica. Para derivacdo espacial dos deslocamentos s@o utilizados
métodos numéricos, como o método de diferencas finitas e métodos de elementos finitos, tratados
no Capitulo 4. Nestes métodos, o erro de aproximacgao estd associado a distancia entre os pontos
analisados, ou seja, a discretizacdo espacial. Assim sendo, a discretizagdo deve ser pequena e estd
relacionada com o comprimento de onda. Quanto mais alta a freqii€ncia de andlise menor deve
ser essa distancia. Uma vez que a propaga¢ao de ondas em uma estrutura € regida por uma fungao
de duas varidveis (espaco e tempo), a discretizacdo estrutural da malha deve ser feita de forma
adequada para garantir que um fenomeno semelhante ao aliasing na discretizacdo do dominio do
tempo ndo acontega. Na realidade, pode-se pensar nesse problema como uma espécie de “aliasing
espacial”, no qual o espacamento dos elementos ndo é suficiente para descrever o fendmeno
ondulatério no espago. Uma regra pritica comumente usada € a de que devem existir, no minimo,
seis elementos por nimero de onda de maneira a discretizar a onda de forma adequada. Em
aplicacdes praticas, o tamanho dos transdutores utilizados pode interferir na discretizagdo. Em
algumas situacdes, sdo utilizados nas medi¢des vibrometros a laser, capazes de medir a

velocidade de vibragdo em pontos muito préximos.
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3.3 Matriz de Transformacao Deslocamento — Deformacao (DST)

A matriz de transformagdo deslocamento — deformacgao (DST) utilizada por Okubo e
Yamaguchi (1995) e Lee (2007) e de certa forma por Bernasconi e Ewins (1989), pode ser obtida
analiticamente utilizando a transformacdo de coordenadas da andlise modal definida pela

Equacdo (2.119).

Segundo Lee (2007) a deformacdo em um ponto na estrutura, {¢(¢)}, pode ser expressa pela

diferenciacao espacial da distribui¢ao de deslocamento como:

{e@®)}=D(PD{q(®)} (3.23)
=[el{q()}

onde D representa o operador diferencial linear e [¢] é a matriz modal de deformagdo cujas

colunas representam as formas modais de deformacdo. Rearranjando a Equacdo (2.119), {g(r)} é

obtido a partir de:

{g@)} =[P {x()} (3.24)
Substituindo a equacgao anterior na Equagao (3.23), tem-se:
{e(} =[ellP]{x(®)} (3.25)
Usando a notagao:
[T]=[el[P]" (3.20)
Obtém-se:

(3.27)

{e®} =[T1{x®)}

Na Equacdo anterior, [T] representa a matriz de transformacdo usada para converter

deslocamento em deformagdo. A Equacdo (3.27) pode ser escrita como:
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&0 _ Iy, T, - Tl|lx (3.28)
gn Tnl Tn2 Tnm xn

Quando o nimero de pontos medidos na estrutura € N e o nimero considerado de modos €

M, o tamanho da matriz [® ] torna-se N xM . Se N # M , a matriz pseudo inversa [<I>]+ , Equacado

(3.18), deve ser usada.

A Equagdo (3.26) mostra que a matriz de transformagdo € composta da matriz modal de
deslocamento e a matriz modal de deformacdo da estrutura. Essas matrizes podem ser obtidas
analiticamente, numericamente, por elementos finitos, por exemplo, ou experimentalmente,
utilizando as técnicas mostradas na andlise modal item 2.4. Assim sendo, a distribuicdo de
deformacdo pode ser obtida através das medidas de deslocamento em estruturas que apresentem

vibracdo utilizando a matriz de transformacao.

3.4 Resumo do Capitulo

Neste Capitulo foram apresentadas a andlise modal hibrida e a matriz de transformacao
deslocamento — deformagdo. A andlise modal hibrida pode ser utilizada para estimar
deslocamentos de estrutura sujeitas a vibracdo e associada a andlise modal hibrida de
deformacdo, ou seja, através da derivacdo espacial dos deslocamentos estimados, pode ser
determinado o tensor de deformagdo da estrutura no dominio da freqiiéncia. A matriz de
transformacgao deslocamento — deformagao também pode ser utilizada para estimar a deformagao
dindmica de estruturas. Essa matriz € independente do tempo, da freqiiéncia ou pequenas
alteracodes na distribuicdo de massa da estrutura. Entretanto, ¢ um método unidirecional, ou seja, a
deformacdo pode ser estimada apenas em uma dire¢do. Nesse caso, sua utilizacdo restringe-se

apenas as situagdes onde a dire¢do principal de deformagao € conhecida.

No préximo Capitulo serdo apresentados os métodos e simulagdes numéricas para melhor
compreensdo da aplicagdo dos métodos estudados que relacionam a andlise modal com a andlise

de tensdo e deformacao dinamicas.
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Capitulo 4

Simulacoes Numéricas

4.1 Introducao

Neste capitulo sdo apresentados os aspectos tedricos dos métodos numéricos, de diferencas
finitas e elementos finitos, e simulagdes numéricas realizadas para estimar ou determinar as
deformacdes ou tensdes em superficies planas. No item 4.2 sdo apresentados 0s aspectos tedricos
do Método de Diferencas Finitas (MDF) e Método de Elementos Finitos (MEF). Neste trabalho o
MDF ¢€ utilizado para a derivacdo dos deslocamentos e determinacdo da deformacdo, e o MEF ¢é
utilizado tanto na determinacdo da deformacdo quanto na identificacio dos modos naturais de
vibra¢ao de uma viga de Euler-Bernoulli. A comparagdo entre a derivacao analitica e utilizando o
MDF ¢ feita no item 4.3. No item 4.4 € realizada uma simulagdo numérica com o intuito de se
verificar a relacdo entre a deflexdo e a deformacdo de flexdo em um viga. No item 4.5 a matriz
de transformacdo deslocamento — deformagdo para uma viga Euler-Bernoulli é encontrada. Os
modos de vibracdo transversais da viga e os modos de deformagdo sdo encontrados
analiticamente e assim, a matriz de transformacdo é determinada. No item 4.6 um exemplo de
aplicacdo da anélise modal hibrida é realizado. Os deslocamentos longitudinais de pontos da viga
estudada sdo estimados pela técnica, e entdo, derivados para se estimar a deformagao de flexao. O
valor de deformacao estimado é comparado com o valor de deformacao encontrado pela derivada
de segunda ordem do deslocamento transversal da viga. No item 4.7 é simulada uma condicdo
operacional de vibragdo em uma chapa de aco. Posteriormente ¢ feita a andlise de tensdo
dindmica em um ponto da chapa utilizando o MDF. Finalmente no item 4.8 € realizada uma
andlise de distribui¢do de deformag¢do em uma superficie plana utilizando os métodos de MDF e

MEF, comparando-se os resultados.
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4.2 Aspectos Teoéricos do MDF e MEF

As andlises propostas anteriormente na teoria da elasticidade e na andlise dindmica de
estruturas sdo baseadas em solucdes fechadas ou aproximadas que fazem parte dos métodos
analiticos cldssicos de solucdes das equagdes diferenciais que governam o problema avaliado.
Entretanto, estes métodos sdo dificeis de serem aplicados em problemas complexos, sendo
aplicados em situacdes simples, por exemplo, na andlise de vigas e de chapas. Desta forma, os

modelos sdo simplificados e analisados por métodos numéricos.

Os métodos numéricos utilizados na solucdo de equacdes diferenciais sdo: o método de
elementos finitos (MEF); método de diferencas finitas (MDF) e elementos de contorno. O
método de elementos finitos utiliza elementos discretos para solu¢do de equacdes diferenciais que
governam problemas complexos. O método de diferengas finitas resolve as equagdes diferenciais
a partir de equacdes algébricas e os elementos de contorno utilizam integrais no dominio do

contorno na solugdo das equagdes diferenciais que governam o problema.

As informagdes de deslocamentos dinamicos, obtidos através da andlise modal em
estruturas ou sistemas continuos, sdo discretas, ou seja, os deslocamentos sdo avaliados em
pontos especificos da estrutura. Desta forma € necessdria a aplicagdo de métodos numéricos para
a solucdo das equacgdes diferenciais da relagdo deslocamento — deformacdo, podendo ser o
método das diferencas finitas e o método de elementos finitos. Como citado anteriormente, os
problemas dindmicos sdo complexos e a identificacdo dos pardmetros modais das estruturas €
feita, muitas vezes, utilizando-se métodos de elementos finitos. Nos itens subseqiientes esses

métodos serdao estudados.

4.2.1 Método de Diferencas Finitas

O método de diferencas finitas (MDF) é uma das vdrias técnicas utilizadas para a

diferenciagdo de uma func¢ao discreta.

Seja f(x) uma func¢ao definida no intervalo a < x <b e supondo que o intervalo [a,b] contém

o conjunto de n pontos a, x,,...,X,,...X, ,,b, sendo que esses pontos sdo representados por uma

l

malha, onde cada ponto refere-se a um né e a distincia entre esses nds, ou seja, x,,, —X,, €

1
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definida como h, a fungdo f(x) pode ser representada discretamente no intervalo como
fx)=1f), f(x),.... f(x),..., f(x,,), f(D)]. Sendo flxy) uma fungdo discreta, pode ser

utilizado o método das diferencas finitas para aproximacdo da derivada desta fun¢do em pontos

pertencentes ao intervalo. A Figura 4.1 ilustra uma funcdo f(x) discretizada no intervalo [a,b].

Jx)

Y
=

|
\
|
|
x+h b

|

| |

| |

| |
a x-h x
Figura 4.1 — Funcio f(x) discretizada

A selecdo dos pontos nodais depende da geometria do dominio e do grau de precisao
desejado para a aproximacdo das derivadas da fungdo f(x). O grau de precisdo estd relacionado
com o espacamento e o nimero de nds utilizado no célculo das diferencas finitas. Quanto menor
0 espagamento e maior o nimero de pontos analisados, melhor serd a aproximacgado das derivadas

das funcdes pelo método numérico de diferenciagao.

A Figura 4.2 ilustra uma malha unidimensional e uma malha bidimensional utilizada no

célculo das diferencgas finitas:

(a) (b)

Figura 4.2 — (a) Malha unidimensional e (b) Malha bidimensional utilizadas no MDF
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4.2.2 Método de Diferencas Finitas Centrais

Quando uma fungdo f(x) pode ser avaliada em pontos eqiiidistantes, posicionados a direita e
a esquerda de x, a aproximacdo da derivada da fungdo f(x) pode ser feita pelo método de

diferencas finitas centrais (MATHEWS; FINK, 1999).

A Tabela 4.1 mostra as férmulas de diferencas finitas centrais de ordem o), para

primeira a quarta derivada (MATHEWS; FINK, 1999).

Tabela 4.1 — Férmulas de Diferencas-Centrais de ordem oh?

' zfl_f—l
') ===
=72t S
h
3 zfz_fl"'2f-1_f-2
f()(xo) yx
f(4)(x0)z =41 +6fo —4fa+ 1

h4

A Tabela 4.2 mostra as férmulas de diferencas finitas centrais de ordem O(h*), para

primeira a quarta derivada, (MATHEWS; FINK, 1999).

Tabela 4.2 — Formulas de Diferencas-Centrais de ordem oh*

fl(xo)z _f2+8f1_8f-1+f—2

12h
= fot16f,=30f, +16f, ~ f,
)= 1212
FO(x )= S ¥8H 13N 13, —8F,+ £y
8h3
F@(x,) = fi+12f, =391 +566];;)4— 39f,+12f,— £,

Conforme mostrado na literatura, o erro de truncamento na aproximagao da derivada de

uma fun¢do pelo método de diferengas finitas estd associado a propria funcdo e também a
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distancia h utilizada entre os pontos de andlise. Sendo a segunda derivada (n = 2) aproximada de
uma funcdo, o erro de truncamento relaciona-se com a terceira derivada, ou seja, derivada n + 1
da fungdo. O termo de erro também pode ser determinado em fun¢do da distancia /4, quanto
menor a distancia 2 menor serd o erro de truncamento e melhor serd aproximacdo da derivada
utilizando o MDF. O equacionamento do método de diferencas finitas centrais estd melhor

detalhado no Apéndice B.
4.2.3 Método de Diferencas Finitas Backward e Forward

Quando hd a necessidade de se avaliar a derivada de uma funcao f(x) em pontos anteriores
ou posteriores a x, onde é conhecido o valor da fun¢do f(x), o método de diferencas finitas
centrais ndo pode ser usado e sim, os métodos de diferencas finitas backward e forward,

(MATHEWS; FINK, 1999)

Pelo método de diferencas backward ou forward € possivel calcular o tensor de deformacgao
nos contornos das estruturas e interfaces entre materiais, onde descontinuidades das propriedades
de materiais estdo presentes, a partir do conhecimento do deslocamento dos pontos da malha,

(SEHLSTEDT, 1999).

A Tabela 4.3 mostra as férmulas de diferencas finitas forward e backward de ordem O(hz),

para a primeira a segunda derivada (MATHEWS; FINK, 1999).

Tabela 4.3 — Formulas de Diferencas Forward e Backward de ordem o(h?

fl(x))= “3fotdh = fy Forward
2h
S'(x) = o= 4t /s Backward
2h
fr(x,) = 2/ _Sflh—; 4h =1 Forward
f"(x,) = 2/o _Sf‘l};4f‘2 — s Backward

Maiores detalhes sobre o equacionamento do método de diferencgas finitas backward e

forward encontram-se no apéndice C.

103



4.2.4 Método de Elementos Finitos

Segundo Zienkiewicz (1971) o Método de Elementos Finitos (MEF) foi originalmente
introduzido por Turner, onde um corpo continuo € analisado por um nimero finito de elementos
interconectados através de nés. Segundo Azevedo (2003) a publicagdo mais antiga que utiliza a
designacdo “elementos finitos” foi realizada por Ray Clough em 1960 com o titulo “The Finite

Element in Plane Stress Analysis”.

O método de elementos finitos ¢ uma poderosa ferramenta fisico-matematica usada na
transferéncia de calor, no escoamento de fluidos, na andlise ondas eletromagnéticas, na

hidrodinamica e na analise estatica e dinidmica de estruturas.

Pelo método de elementos finitos, procedimento aproximado, sdo encontradas as solucdes
em diversas aplicagdes independente da forma, da estrutura e da condi¢do de carregamento,

dentro da precisdo aceitdavel do problema de engenharia.

Neste caso, a solu¢do aproximada simula a estrutura como uma montagem de elementos
que possuem um comprimento finito e ndo diferencial. Assim, o sistema é subdividido em um
nimero finito de partes ou elementos de suporte que € a estrutura inteira ¢ modelada por um
agregado de estruturas simples. Os pontos de conexdo entre os elementos sdo chamados de nds
do modelo. A idéia da discretizacdo de um sistema continuo considera a divisdo da estrutura em
partes separadas distintas, conectadas entre si nos pontos discretos. Essa divisdo resulta em uma

malha de elementos finitos que pode ser construida a partir de diversos elementos.

A escolha de qual elemento empregar para constru¢do da malha depende do conhecimento
das propriedades do elemento escolhido para a representacdo do problema, que € a caracteristica

fundamental do método (ALVES FILHO, 2002).

Os trés tipos de elementos bdsicos utilizados no modelo de elementos finitos sdo o
elemento de viga (unidimensional), elemento de placa (bidimensional) e o elemento sélido

(tridimensional). A Figura 4.3 ilustra os trés tipos bdsicos de elementos utilizados pelo MEF.
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A

Viga Placa Solido
1D 2D 3D

Figura 4.3 — Tipos de elementos utilizados pelo MEF

Segundo Azevedo (2003) a formulacdo do elemento finito baseia-se no método de

deslocamento, modelos de equilibrio ou métodos hibridos ou mistos.

Existem diversos programas comerciais que utilizam o método de elementos finitos, dentre

eles, pode-se destacar 0 ANSYS®, NASTRAN® e o COSMOS®.

No presente trabalho serd abordada a formulacdo do método de elementos finitos baseada
no método de deslocamento para a relacdo de deslocamento e deformac¢do na elasticidade plana,
utilizando elementos de placa, e também os aspectos tedricos principais na utilizagdo do modelo

de elementos finitos na analise dindmica utilizando o ANSYS® 11.0.
4.2.5 Método de Elementos Finitos na Elasticidade Plana

A malha que necessita ser criada para utilizacio do MDF na relacdo deslocamento
deformacdo € uma malha uniforme e para utilizacdo das diferencas finitas centrais, os pontos
(n6s) da malha devem ser igualmente espacados e distribuidos uniformemente na malha. Em
algumas situagdes reais, ou seja, na analise de deformacdo em superficies planas que apresentam
descontinuidades geométricas e fatores de concentracdo de tensdo, como furos, rasgos, cantos,
por exemplo, € necessdria a “distorcao” da malha utilizada para aplicacio do método numérico na
solucdo do problema de elasticidade. Assim, pode-se utilizar o método de elementos finitos na
relacao deslocamento-deformacgdo em regides que dificultam a aplicagdo do método de diferengas

finitas.
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Os elementos isoparamétricos utilizados como op¢ao de malha a de diferencas finitas, serao
o elemento triangular e o elemento quadrilateral com quatro nds. Maiores detalhes sobre estes
elementos encontram-se no apéndice D. Estes elementos possibilitam uma boa aproximacao dos
valores de deformacgdo a partir dos deslocamentos medidos em um nimero de pontos nao muito
maior que seria utilizado no MDF e ainda possibilita a andlise de deformacdo com malhas
distorcidas. A Figura 4.4 ilustra uma regido de uma peca que pode ser avaliada com uma malha

do MEF.

Figura 4.4 — Regido de uma peca onde pode ser utilizada a malha de MEF

4.2.6 Método de Elementos Finitos na Andlise Dindmica

No item 3.2 referente a andlise modal hibrida, cita-se a identificacdo dos modos proprios
reais de vibrag@o da estrutura analisada para serem utilizados na aproximacao, pelos coeficientes
generalizados de Fourier, das respostas de deslocamentos. Serdo abordados neste trabalho alguns
aspectos tedricos na utilizacdo da ferramenta ANSYS.11.0® para andlise modal utilizando

método de elementos finitos.

Segundo Moaveni (1999) o ANSYS® comecou a ser utilizado em 1971 e é um programa
de elementos finitos. Através do ANSYS® ¢ possivel ser feitas andlises de problemas estéticos,
dinamicos, transferéncia de calor, escoamento de fluido e andlise eletromagnética é o programa é
utilizado por muitos campos da engenharia, incluindo a aeroespacial, automotiva, eletronica e

nuclear.
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Basicamente os passos a serem seguidos na andlise por elementos finitos no ANSYS®

consistem em Pré-Processamento, Solucdo e Pos-Processamento, onde cada um constitui de:

Pré-Processamento

¢ Define o tipo de elemento;

¢ Define as propriedades do elemento;

e Define as propriedades do material;

¢ (Cria o modelo geométrico;

¢ Define a malha (discretizacdo);

e Discretiza ou cria a malha;

Na etapa de Solugdo sao definidos, o tipo de andlise, as condicdes de contorno e as
condicdes de carregamento da estrutura analisada. No Pds-Processamento € feita a andlise de

resultados através de graficos e listas de resultados.

Através do MEF sdo criadas as matrizes de massa [M] e de rigidez [K] do modelo
implementado. A partir disto, o problema pode ser analisado conforme citado na andlise modal
tedrica de sistemas com multiplos graus de liberdade conservativos no item 2.4.1. A extracdo dos
autovetores (modos) pode ser feita utilizando os algoritmos de Block Lanzos, Subespaco, PCG
Lanczos e reducao.

4.3 Comparacao entre a Derivacao Analitica e Utilizando MDF

Considerando uma func¢ao u(x) que determina o deslocamento de uma estrutura, dada por:

u(x) = xsin(27x) “4.1)

A funcdo acima avaliada no dominio 0 < x <27 e discretizada com dx =h =0,1 € mostrada

na Figura 4.5.
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Fungéo ufx)

Wariawel "x"

Figura 4.5 — Funcao u(x)=xsin(2nx) discretizada

N

Pela relacdo deslocamento-deformacgdo, a primeira derivada em relacdo a varidvel x da

funcdo u(x) da Equacgdo (4.1) refere-se a deformagdo & e dada analiticamente por:

u'(x) =& =sin(27x) + 27x cos(27x) 4.2)

Utilizando para aproximacdo da derivada u’(x) = f’(x) nos dois primeiros pontos, ou seja, Xo
e xj, a formula de diferencas finitas forward e para os dois ultimos pontos, ou seja, x,.; € X,, com
n igual ao nimero total de pontos, a formula de diferencas finitas backward, definidas na Tabela
4.3 e para os pontos centrais utilizando a férmula de diferencas finitas centrais para cinco pontos
e ordem O(h") definida na Tabela 4.2, pode-se comparar a aproximag¢do da derivada da fungdo

u(x) pelo uso do MDF com a obtida analiticamente conforme mostra a Figura 4.6.
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Figura 4.6 — Comparacio entre a aproximacao da derivada de u(x) analitica e por MDF
Pelo grifico da Figura 4.6 € possivel se observar que a derivada numérica da fungdo u(x)
aproximou-se da derivada analitica da mesma. A aproximacdo € melhor na parte central do

dominio avaliado, pois é usado o método de diferencgas finitas centrais.

4.4 Relacao entre a Deflexido e a Deformacao de Flexdo em uma Viga
Nesta secdo € apresentada a relacdo entre o deslocamento transversal (deflexdo) e a

deformacdo longitudinal de uma viga engastada em uma das extremidades e com uma carga

estatica concentrada em outra.

z

Primeiramente, é

resolvida a equacdo diferencial que governa o problema de deflexdo
estdtica da viga, escrevendo-se uma equacao analitica para a deflexao em funcdo da coordenada

(x) da viga. A partir de uma malha de nds, discretiza-se a viga em 11 pontos. Nesses pontos é
calculada a deformacdo através da equacgdo analitica obtida e também por diferengas finitas.

Para uma viga em balango, engastada em uma das extremidades e na outra uma carga

concentrada F, como pode ser visto na Figura 4.7, pode ser encontrado o valor da deflexdo y para

qualquer ponto x da viga resolvendo a seguinte equacdo diferencial:
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El d4y£x) 4.3)

=w(x) xe]0,L]
dx
onde:
w(x): refere-se a uma carga distribuida sobre a viga;
E: Modulo de Elasticidade do material da viga;
y: deslocamento vertical da viga;
x: qualquer posicao entre 0 e o comprimento L da viga;
I: Inércia da se¢do transversal da viga definida por:

pobe (44)
12

onde b é a largura e e € a espessura da viga.

Engaste

Figura 4.7 — Viga em balanco

Segundo Shigley, Mischke e Budynas (2005) a equacdo analitica y(x) que determina a

deflex@o na direcdo y da viga em estudo em funcdo da coordenada x € dada pela Equacao abaixo:
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_ P (4.5)
Yo == (x=3L)

A deformacgao de flexdo longitudinal, ou seja, na dire¢do x, na superficie externa xz da viga
¢ dada pela andlise da curvatura da mesma, ou seja, a segunda derivada da fun¢do de deflexdo
relacionada com a distancia entre a linha neutra 4 superficie da mesma. Sendo y’ a distancia da

linha neutra da viga 4 superficie da mesma, a deformacgao ¢, é determinada por:

_ . d2y(x) (4.6)
gx(x) - y dx2
sendo:
d2y(x) _ F(x—1L) 4.7
dx? EI

As dimensdes, médulo de elasticidade e de carga aplicada na viga para serem utilizados no

calculo de deflexao e deformagao estdo listados na Tabela 4.4.

Tabela 4.4 — Dimensées, médulo de elasticidade e carga aplicada na viga

Variaveis Valor

b 25,4 mm
e 3,05 mm
E 74 GPa
y’ 1,525 mm
F 10N

A deformacdo e a deflexdo sdao avaliadas em 11 pontos da viga distribuidos uniformemente
ao longo do comprimento L da mesma. Na Figura 4.8 ¢ mostrada a viga discretizada e em quais
pontos é usado o método de diferencas finitas forward, backward e centrais na aproximagao da

deformacao longitudinal na superficie da viga.
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» MDF Forward
» MDF Central
o MDF Backward

Figura 4.8 — Viga discretizada

Pela Equacdo (4.5) € determinada a deflexao y(x) para cada ponto da malha criada na viga.
O gréifico da Figura 4.9 mostra a deflexdo, calculada analiticamente, que ocorre na viga

analisada.

Deflexdo y(x)
0 T T T T

S0k

y(x)

i i i i 1 i
50 100 180 200 250 300 350 400 450
Coordenada x mm

50 : :
0

Figura 4.9 — Grafico da deflexdo da viga analisada

A deformacdo longitudinal analitica da viga em cada ponto da malha € calculada através da
Equacdo (4.6). Os valores analiticos de deformacdo foram comparados com os valores
encontrados através das férmulas de diferencas finitas de segunda derivadas das Tabela 4.2 e
Tabela 4.3, multiplicadas pela distancia y’. Para a aproximag¢ao da deformagao nos dois primeiros

pontos ¢ utilizado o método das diferencas finitas forward, para os dois dltimos pontos ¢ utilizado
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o método de diferencas finitas backward e para os pontos centrais é utilizado o método de

diferencas finitas central de ordem O(h"). A Tabela 4.5 mostra a comparacdo entre os valores de

deformacao longitudinal da viga encontrados analiticamente e numericamente por diferencas

finitas para cada ponto da malha, e também o pequeno erro obtido na comparagao.

Tabela 4.5 — Comparacio da deformacio analitica e numérica da viga

no x (mm) y(x) mm £, Analitico g MDF Erro 1.0e-016
1 0 0 0,0014 0,0014 0,020
2 42 -0,806 0,0013 0,0013 -0,041
3 84 -3,112 0,0012 0,0012 -0,020
4 126 -6,752 0,0010 0,0010 0,033
5 168 -11,559 0,0009 0,0009 -0,098
6 210 -17,366 0,0007 0,0007 0,068
7 252 -24,006 0,0006 0,0006 0,069
8 294 -31,314 0,0004 0,0004 0,018
9 336 -39,122 0,0003 0,0003 -0,135
10 378 -47,263 0,0001 0,0001 -0,233
11 420 -55,570 0 0,0000 0,480

4.5 Matriz de Transformacao para uma Viga Euler-Bernoulli

Neste item serd determinada analiticamente a matriz de transformacdo [77, tratada no item

3.3, para uma viga Euler-Bernoulli semelhante a da Figura 4.7, entretanto para um problema de

vibragdo transversal livre e a viga serd considerada um sistema conservativo com amortecimento

nulo.

Considerando as dimensdes e propriedades elasticas da Tabela 4.6 e pela Equagao (2.156) é

possivel calcular as freqiiéncias naturais da viga em andlise. Os valores encontrados para as cinco

primeiras freqiiéncias naturais angulares sdo: @; = 91,87; w, = 575,77; w3 = 1612,17; w4
3159,21 e ws = 91,87 rad/s. Como f = (1/27[)(0, tem-se que as freqiiéncias naturais sdo fi

14,62; =91,64; f5=256,58; fi=502,80 e fs= 831,17 Hz.
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Tabela 4.6 — Dimensées e médulo de elasticidade para a viga em analise

Variaveis Valor

b 25,4 mm
e 3,05 mm
y’ 1,525 mm
E 74 GPa

L 0,420 m

A, 7.747.10° m?
I 6,005.10"! m*

Pela Equacdo (2.157) € possivel se obter os modos de vibragdo transversal da viga em
andlise. Considerando os valores aproximados de A,L da Tabela 2.2 e a para os pontos

mostrados na Figura 4.10, os cinco primeiros modos de deslocamento da viga estao indicados na

Tabela 4.7.

Figura 4.10 — Discretizacio da viga para matriz DST analitica

Tabela 4.7 — Modos de deslocamento da viga analisada

Ponto 1°Modo 2°Modo 3°Modo 4°Modo 5°Modo
1 -0,0671  -0,3475 -0,7932 -1,2078 -1,4676
-0,2495  -0,9928 -1,5144  -1,0428  0,1407
-0,5195 -1,4138 -0,7979  0,9929 1,1948
-0,8508 -1,2819  0,7064 1,0071  -1,2001
-1,2198  -0,5355 1,2951  -0,9572 -0,1760
-1,6071  0,6486 0,1399  -0,7922  1,2021
-2,0000  2,0000 -2,0000  2,0000 -2,0000

~N QN L B W N
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Sendo a densidade p = 2680 kg/m’, a matriz modal de deslocamento [® ] normalizado pela

massa € encontrada multiplicando 1/ v PA, L pela matriz [¥] indicada na Tabela acima.

Pela Equacdo (3.23) é possivel notar que a matriz modal de deformacdo € encontrada a
partir da derivacdo da matriz modal de deslocamento segundo o operador diferencial D. Para o
caso da viga em andlise, a deformacao longitudinal na superficie da viga pode ser determinada
pela derivada de segunda ordem do deslocamento transversal da viga conforme Equacgdo (4.6).
Desta forma, derivando duas vezes a fungao da Equacdo (2.157) em relacao a coordenada x, tem-

se a seguinte Equacao:

senA,L—senhA.L
cos A L+cosh AL (4.8)

{l/?(x)}r = aazTyzl — /Trz cos A.x— Zz cosh A x+

(—Zzsen/T,x — /T,zsenhz,x)

Entdo o modo r de deformacdo normalizado pela massa em func¢do da coordenada x € dado

por:

e}, =2}, () 4.9)

VPAL

Os cinco primeiros modos de deflexdo e deformagdo normalizados pela massa para a viga

analisada podem ser visualizados nos graficos da Figura 4.11.
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Figura 4.11 — Modos de deflexao e deformacao de flexdo da viga analisada

Na Figura 4.11 os modos de deflexdo da viga sdo as formas com que a mesma vibra quando

excitada em uma de suas freqii€ncias naturais referentes a esses modos. Os modos de deformacao

ndo representam a forma com que a estrutura vibra, mas estdo associados aos modos de

deslocamento e indicam as regides da estrutura de maior ou menor amplitude de deformacao em

cada modo de vibrar.

Através dos vetores modais {S(x)}r analisados para os cinco primeiros modos, ¢é
encontrada a matriz modal de deformacgao [€]. Pela Equagdo (3.26), entretanto, utilizando a

pseudo inversa, é determinada a matriz de transformacao [77], indicada abaixo.
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(20,5432 —0,0881 04744 —0.1617 —0,617 02539 —0,0976]
~0,2036 —03098 —0,0022 02329 00214 —0,1312 —0,0578
0,5330  0,0050 —05792 01731 02790 —0,1916 0,0558
[T]1=|-01688 02295 01787 —05303 —0,0814 04798 —01718 (4.10)
0,842 0,0083 02609 —0,0427 —0,2628 —0,0706 0,1763
02747 —01194 —0,1827 04530 —0,0615 —0,5577 03471
| 00000 00000 00000 00000 00000 00000 00000

Na matriz de transformacao [7] indicada na Equagdo (4.10) a ultima linha apresenta valores
nulos, ou seja, iguais a zero. Esta linha refere-se ao grau de liberdade da extremidade livre da
viga, ou seja, o n6 nimero 7, conforme Figura 4.10. Neste n6, a deformacdo de flexdo da viga é
sempre nula, o que condiz com a informacdo observada na tltima linha da matriz. Com a
informacdo dos deslocamentos, medidos ou estimados, dos pontos da superficie da viga e a
matriz de transformacdo € possivel se prever a deformacao desses pontos utilizando a Equagdo

(3.28).

4.6 Estimativa da Deformacao de Flexao de uma Viga Utilizando a HMA

A andlise dinamica realizada em vigas, seja de deslocamento, velocidade ou aceleracao, é
geralmente feita na direc@o transversal (perpendicular) a superficie, através de transdutores de
deslocamentos, vibrometros a laser ou acelerdmetros. Assim sendo, a deformac¢do dinamica de
flexao pode ser prevista a partir da segunda derivada do deslocamento transversal, como visto nos
itens anteriores. Entretanto, em outros tipos de estruturas, por exemplo, placas, ou estruturas
sujeitas a modos de tor¢do, a direcdo de deformacao principal ndo € inicialmente conhecida e a
estrutura nio estard apenas submetida a esforcos de flexdo. Nestes casos, € necessdria a
determinacao do tensor de deformac¢ao. Como mencionado no item 3.2, pelos métodos discutidos,
o tensor de deformagdo somente pode ser determinado quando os deslocamentos bi ou tri
dimensionais forem conhecidos. Considerando que muitas vezes esses deslocamentos ndo podem
ser medidos, devido a limitacdo de equipamentos, espaco ou niveis de sinais de respostas muito
baixos, a estimativa desses deslocamentos pode ser realizada utilizando-se a andlise modal

hibrida.
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Neste item serd mostrado um exemplo de aplicacdo da andlise modal hibrida. Sera feito a
estimativa da deformacao de flexdo de um ponto superficial da viga estuda anteriormente no item
4.5, utilizando a primeira derivada dos deslocamentos na direc@o x, obtidos pela andlise modal
hibrida. A viga serd considerada um sistema conservativo com amortecimento nulo. A
deformacdo estimada pela andlise modal hibrida serd comparada com a deformagdo encontrada

pela analise da curvatura da viga.

4.6.1 Andlise Dindmica da Viga Utilizando o MEF no ANSYS

Para a utiliza¢do da anélise modal hibrida, como mencionado no item 3.2, € necessario o
conhecimento dos modos de vibragdo da estrutura estudada. Os modos de vibracdo da viga foram
obtidos a partir do modelo de elementos finitos utilizando o ANSYS® 11.0. Neste item serdo
descritas as etapas realizadas no programa para criacdo do modelo e obten¢cdao dos modos de

vibragao da viga.

Pré-processamento:

e Tipo de elemento: O elemento utilizado para o modelo da viga foi o elemento
SOLID186. Este elemento é um elemento sélido 3D de alta ordem. Possui 20 nds
por elemento com 3 graus de liberdade em cada nd, sendo, a translacdo na direcao x,

y e z. A Figura 4.12 ilustra este elemento.

Figura 4.12 — Elemento sélido 3D utilizado no modelo da viga (ANSYS)

118



Este elemento foi escolhido, pois apresenta boa aproximacdo devido ao grande nimero de
ndés por elemento e também possibilita a identificacio dos modos de deslocamentos

tridimensionais, principal objetivo desta anélise.

® Propriedades do material: As propriedades do material foram as mesmas utilizadas
para a obtencdo da matriz de transformacdo no item 4.5. Foi considerado que o
material € linear eldstico isotrépico, como médulo de elasticidade E = 74 GPa, razdo

de Poisson de ¥=0,33 e a densidade p = 2680 kg/m’.

®  Modelo geométrico: O modelo geométrico foi criado com base nas dimensdes da
viga utilizada para a andlise do item 4.5. Foi gerado um volume de comprimento

0,420m, largura 0,0254m e espessura 0,00305m.

® Definicdo da malha: O modelo gerado foi discretizado em uma malha com 56
elementos, sendo um elemento na espessura (direc@o y) e dois na largura (direcdo z)
do modelo da viga. Cada elemento com dimensao de 15 mm de comprimento na

direcdo x. A Figura 4.13 ilustra o modelo gerado no ANSYS.

Figura 4.13 — Modelo da viga com a malha criada no ANSYS® 11.0
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Solugdo:

O tipo de andlise definido nesta etapa foi a andlise modal. Foi determinada a andlise dos 10
primeiros modos de vibragao da viga. O algoritmo escolhido para extracdo dos modos foi o Block
Lanczos, e também foi selecionada a op¢do da obtencdo de modos normalizados pela massa. Em
uma das extremidades da viga foi atribuida a condi¢@o de contorno de deslocamento nulo nas trés

direcdes, x, y e z.

Pos Processamento:

Os modos de vibragdo de deslocamentos de todos os pontos da viga na direcdo x e y foram
extraidos e salvos para posteriormente serem utilizados no programa desenvolvido em

MATLAB® 7.3.

No Apéndice H € possivel se visualizar os 10 primeiros modos de deslocamento

encontrados na simulagdo da viga.

Em relacao aos modos encontrados na simulagdo, verifica-se que as freqiiéncias naturais
dos cinco primeiros modos de flexao, ou seja, o 1°, 2°,4°,6° e 8°, sdo aproximadamente as
mesmas calculadas no item 4.5 para estes modos. No cdlculo foram levados em consideragcdao
apenas os modos de flexdo da viga e pelo método de elementos finitos € possivel se verificar a
existéncia de modos de tor¢do e de flexdo transversal na faixa de freqii€ncia analisada. Os modos
calculados no item 4.5 serdo utilizados para obtengdo da resposta dinamica do sistema detalhada

no item subseqiiente.

4.6.2 Simulagdo do Deslocamento Transversal da Viga

O deslocamento, muitas vezes nas aplicagdes praticas, € obtido na direcao perpendicular a
superficie da estrutura analisada. Assim sendo, para a simulag¢do da utilizacdo da anélise modal
hibrida realizada, o deslocamento transversal da viga foi obtido por superposi¢do modal em um

programa implementado no MATLAB® 7.3.
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Pela Equagdo (2.157), as informacdes contidas na Tabela 2.2 e na Tabela 4.6, e para 29

pontos da superficie da viga igualmente espacados em 15mm, foi determinada a matriz modal

[‘P] para os cinco primeiros modos de flexao da viga.

Considerando a viga um sistema mecanico discreto com 29 elementos de massa, a matriz
de massa [M ] foi construida com a informagdo da massa de cada elemento distribuidos na

diagonal principal da matriz. Desta forma, de acordo com a Equacdo (2.116), as massas modais

m, foram encontradas utilizando a Equacao (4.11).

m, =Y My} r=12.5 (4.11)

onde {l//r} € o vetor modal referente a coluna r da matriz modal [‘I’] .

As r-ésimas freqiiéncias naturais @, foram determinadas a partir da Equagao (2.156). Assim

sendo, de acordo com a Equacdo (2.116), as rigidezes modais k, foram encontradas utilizando a

Equacdo (4.12).

k=om (4.12)

Considerando que a viga foi submetida a uma forca excitadora harmonica F sin(27ft) , com

freqii€éncia f = 70 Hz e F = 10 N, na extremidade livre da viga, a forca modal F, pode ser

encontrado a partir de:

F =Y 0} 1
onde {p} € um vetor de forca nodal.

Os deslocamentos mdaximos no dominio do tempo dos pontos analisados ou o0s
deslocamentos na freqiiéncia de 70 Hz da viga na direc¢do y, ou seja, v , foram determinados a

partir da superposi¢ao modal pela Equacao abaixo:
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7 = max(w(r)) = i {w, )( 5:’ ][;} 4.14)

1-(0/o,)
sendo @ a freqii€ncia da forga excitadora igual a 2.

O modo operacional de deflexdo na freqiiéncia de 70 Hz da viga pode ser visualizado no

gréfico da Figura 4.14.

w1 Wodo Operecional 70 Hz
15 : : ! . : :

Deflexdo (m)

-3.5

i 1 i 1
1] 0.0s 0.1 0.15 0z 025 03 0.35 0.4 0.45
Comprimento (m)

Figura 4.14 — Modo operacional de deflexao da viga na freqiiéncia de 70 Hz

Os deslocamentos v referentes ao modo operacional de deflex@o da viga na freqiiéncia de
70 Hz foram utilizados para estimar os coeficientes generalizados de Fourier para esta freqiiéncia

através da andlise modal hibrida. O item subseqiiente tratard desta aplicagao.
4.6.3 Estimativa da Deformacdo em um Ponto da Viga Utilizando HMA

A estimativa da deformacdo em um ponto da viga utilizando a andlise modal hibrida foi
realizada a partir do conhecimento dos modos naturais ou proprios da viga, obtidos por elementos

finitos (item 4.6.1), e os deslocamentos na direcao y obtidos por superposi¢cao modal (item 4.6.2).

Os valores de deslocamentos da viga foram lidos em um programa desenvolvido em

MATLAB® 7.3. Desses arquivos foram selecionadas apenas as informacdes da relacdo modal
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dos 29 pontos da superficie da viga, mesmos pontos utilizados na simulagdo do deslocamento no
item anterior. As relacdes modais desses pontos foram agrupadas em matrizes modais. Os 10
modos préprios referentes aos 29 pontos selecionados e a direcio x (longitudinal) foram

condicionados em uma matriz modal [CIDex] de dimensdes 29x10, e os 10 modos préprios

referentes aos 29 pontos e a dire¢do y (transversal) foram condicionados em uma matriz modal

[CIDey].

Sendo {ﬁ o vetor dos deslocamentos referentes a deflexdo da viga, simulados no item

y}29><1
anterior, ¢ baseados nos conceitos da andlise modal hibrida (item 3.2), os coeficientes

generalizados de Fourier, para a freqiiéncia de 70 Hz, foram estimados pela Equacao (4.15).

e, =loe, I{7} 4.15)

Os coeficientes generalizados de Fourier estimados estdo listados na Tabela 4.8.

Tabela 4.8 — Coeficientes generalizados de Fourier estimados para freqiiéncia de 70 Hz

¢, =—0,3403 .10° ¢, =0,0076 .10

¢, =0,4574 .10° & =0,0000
Z, =0,0000 Z, =0,0015 .10
g, =0,0228.10° & =0,0004 .10~

& =0,0000 Z, = 0,0000

Os coeficientes generalizados de Fourier ¢;,cs,c;,¢;,, estimados para o caso analisado na

freqiiéncia de 70 Hz, Tabela 4.8, apresentaram valores nulos. Estes coeficientes estdo associados
aos vetores modais de flexdo na direcdo x da viga e aos modos de torcio da mesma, (ver
ilustracado dos modos no Apéndice H). A freqiiéncia de excitacdo de 70 Hz, adotada na
simulacdo, estd entre a freqiiéncia do primeiro modo de flexdo, 14 Hz, e a freqiiéncia do segundo
modo de flexdo, 92 Hz. Os coeficientes ¢, e ¢,, relacionados com o primeiro e segundo modo de
vibragdo da viga, sdo maiores comparados com o0s outros coeficientes, mostrando que esses

modos tem maior participacao na resposta do sistema na freqiiéncia de excitagdo utilizada.
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A partir dos coeficientes generalizados de Fourier foi possivel se prever os deslocamentos

u dos pontos da viga na direcdo x. O vetor {ﬁx} desses deslocamentos foi encontrado através da

Equacdo (4.16).

{i. }=[®e fc, } (4.16)

Foi escolhido um ponto de andlise e os deslocamentos previstos foram derivados
espacialmente para a estimativa da deformacdo neste ponto. A Figura 4.15 representa a viga em
flexao e os deslocamentos # na dire¢do x, para posteriormente serem utilizados na férmula de

diferencas finitas e prever a deformacdo £_ no ponto de andlise da viga.
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Figura 4.15 — Deslocamentos na direcio x e o ponto de analise da viga

Os deslocamentos # , estimados pela andlise modal hibrida e necessarios para andlise de

deformaciao do ponto escolhido, estdo indicados na Tabela 4.9.
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Tabela 4.9 — Deslocamentos na direciao x obtidos por HMA

Deslocamento mm

i 0,0000
i 0,0002
i, -0,0079
i, -0,0147
i, -0,0205

A deformagdo &€ no ponto de andlise foi estimada utilizando a férmula de diferencas finitas

centrais para primeira derivada e de ordem O(h%). Conforme a Tabela 4.2 e de acordo com a
notagcdo dos deslocamentos utilizados na Figura 4.15, a formula de diferencas finitas pode ser
escrita como:

=, +8u, —8u_ +i_, 4.17)

) 12h

O valor encontrado de €, pela Equacdo (4.17) foi comparado com o valor de deformacao

encontrado pela segunda derivada do deslocamento Vv na dire¢do y, perpendicular a dire¢do de
andlise da deformacdo. A Figura 4.16 representa a viga em flexdo e os deslocamentos v na
direcdo y, para posteriormente serem utilizados na férmula de diferengas finitas e prever a

deformagdo &, no ponto de analise da viga.

Ponto de Analise

N \
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Figura 4.16 — Deslocamentos na direcio y e o ponto de analise da viga
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Os deslocamentos v, obtidos anteriormente pela superposi¢do modal, entretanto, para os

pontos ilustrados na Figura 4.16, estdo listados na Tabela 4.10.

Tabela 4.10 — Deslocamentos na direcao z obtidos por superposicao modal

Deslocamento mm

7, 0,0000
7, -0,0410
7, -0,1558
Py -0,3325
7 -0,5588

Conforme a Tabela 4.2 e de acordo com a notag@o dos deslocamentos utilizados na Figura
4.16, a férmula de diferencas finitas da segunda derivada pode ser escrita como:

A% =7, +16%, =307, + 167, +7 (4.18)

dx? 12h?

De acordo com a Equacao (4.6), a deformacao pode ser prevista multiplicando-se a segunda

derivada, Equacao (4.18), pela distancia da linha neutra a superficie da viga, y’ = 1,525mm.

Os valores de deformacdo estimados pela derivada de primeira e segunda ordem dos

deslocamentos longitudinal e transversal estdo listados na Tabela 4.11.

Tabela 4.11 — Deformacao estimada pela primeira e segunda derivada

Deformacao Estimada

£, Primeira Derivada 4,3993 .10
£, Segunda Derivada 4,1895 .10
Relacdo Percentual ~ 1%

O valor da deformacgdo estimada pela primeira derivada dos deslocamentos obtidos pela
andlise modal hibrida aproximou-se ao valor da derivada dos deslocamentos transversais obtidos

pela superposicdo modal. Conforme o exposto no item 4.4, a deformacgdo longitudinal ou de
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flexdo de uma viga pode ser estimada pela segunda derivada do deslocamento transversal. Desta
forma, pela comparacdo realizada na Tabela 4.11, é possivel se verificar que a analise modal

hibrida pdde ser utilizada para estimativa da deformacao no ponto de anélise da viga.

Na simulagdo realizada, os deslocamentos utilizados para estimacdo dos coeficientes
generalizados de Fourier foram obtidos pela superposicdo modal dos cinco primeiros modos de
flexdo, encontrados pela solucao da equagdo da onda da viga em andlise. A viga foi considerada
um sistema conservativo, ou seja, sistema ndao amortecido, para a superposicdo modal e
simulacdo dos deslocamentos transversais. Essa consideracio contribuiu para que os coeficientes
generalizados de Fourier fossem independentes e os deslocamentos na direcio x fossem
aproximados por estes coeficientes. Nas situagcdes praticas, conforme o exposto no item 3.2
referente a andlise modal hibrida, pode haver problemas na estimacao dos coeficientes. Os modos
podem estar acoplados devido ao amortecimento da estrutura e as medi¢des dos deslocamentos
podem ndo representar de forma real o fendmeno estudado. Desta forma, as qualidades das
medi¢des e a aproximacdo dos modos pelo método de elementos finitos devem ser boas. O
nimero de pontos avaliados deve ser muito maior que o nimero de modos para que haja uma boa
aproximacao no sentido de minimos quadrados das funcdes pelos coeficientes generalizados e em

alguns casos deve ser levado em conta o residuo da Equagdo (3.22).

4.7 Analise de Tensao DinAmica em uma Superficie Utilizando MDF

Uma estrutura em condi¢des operacionais pode estar sujeita a diversos tipos de excitacoes.
Uma conseqiiéncia disto, é que os sinais medidos apresentardo diversas componentes de
freqiiéncia. Na anélise de tensdo de uma estrutura que apresente essas condicoes, além do sinal de
tensdo apresentar diversas componentes em freqii€ncia, o estado de tensdao de um ponto varia a
cada modo de deformacdo da estrutura, alterando, assim, as amplitudes e dire¢des das tensdes
principais. Sendo para um caso estaciondrio € para materiais ducteis, os padrdes dos sinais de
tensdo podem ser avaliados em termos das componentes alternada e média de von Mises. Desta
forma, serd simulada uma condicdo real onde uma chapa fina estard sujeita a excitagdes que

originam sinais com duas componentes de freqii€ncia.

127



Supondo que uma chapa fina de aco, com 350 mm de comprimento, 200 mm de largura e
2,70 mm de espessura, estd sujeita a uma condi¢do operacional que resulta no espectro e modos

de deflexdo representados na Figura 4.17:

Sinal no terpo Sinal na Fregiéncia

0 05 1 15
Tempo (s)

Deflexio em 5 Hz Deflexio em 12 Hz

Figura 4.17 — Sinal no tempo, freqiiéncias e modos operacionais de uma chapa

O ponto escolhido para andlise do tensor de tensdo é em uma regido central e inferior da
chapa. A Figura 4.18 ilustra a chapa analisada e também a malha de pontos necessdria para

andlise de tensdo utilizando o método de diferengas finitas.
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Figura 4.18 — Chapa e malha de MDF para analise de estado de tensao dinamica

O estado de tensao serd analisado no ponto (nd) trés (3), este ponto serd chamado ponto de

analise.

Considerando que os deslocamentos u e v, na direcao x e y, respectivamente, de cada ponto
da malha de diferencas finitas possam ser expressos pelas Equacdes da Tabela 4.12 o estado
bidimensional de deformacdo no ponto de andlise € dado pelas derivadas dos deslocamentos

obtidos dessas Equagdes. Utilizando a formula de diferencgas finitas centrais para a primeira

derivada e de ordem O(h*) da Tabela 4.2, as deformagdes normais £ e € e a deformagdo

cisalhante %,,, sdo dadas pelas Equagdes abaixo:

_—us+8us —8u, +u,

} 12h
e z—v9+8vg—8v7+v6 4.19)
’ 12h
z[—ug +8ug —8u, +u, j_'_[—vs +8v, —8v, +v1j
xy 12h 12h
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Tabela 4.12 — Equacdes para o deslocamento u e v de uma chapa

u; = 0,42387.10~sin(27f,) —0,19655.10~ sin(27f, )
u, =—0,42387.10-sin(277,) +0,19655.10-3sin(27f,) vs= 0,80596.10-sin(27f,)—0,66722.10~ sin(27f, )
v = 0,80596.10-sin(27f,)—0,66722.10-sin(24f,)  uy =—0,72093.10-12 sin(27f, ) —0,22978.10-1 sin(27f,)
u, ==0,21392.10-4sin(27f,) +0,10205.10- sin(27f,) v, = 0,27012.10-sin(27f,) —0,31667 .10-* sin(27f, )
v, = 0,84546.10sin(27f,)—0,88608.10- sin(27f,)  u, =—0,62569.10-1 sin(27f,) —0,62569.10-12 sin(27f, )
1, =—0,53156.10-12 sin(27f,)—0,10173.10-11 sin(2f,) v, = 0.18111.103sin(27f,) —0,61139.10-¢ sin(27f,)
v, = 0,85884 .10-4sin(27,)—0,96084 .10~ sin(27f,) u, =—0,44071.10-2 sin(27f,) —0,33943.10-12 sin(27f,)
u, = 0,21392.10-sin(27f,) —0,19655.10-3 sin(27f,) v, =—0,95436.10-5 sin(27f,) —0,13349.10 sin(27f,)
v, = 084546.10-4sin(27f,)—0,88608.10-4 sin(27f,)  u, =—0,35425.10-12 sin(27f,) +0,16010.10-102sin(27f,)
v, =—0,98814.10-4 sin(27f,) —0,17011.10-3 sin(27f,)

onde f] e f> sdo as freqiiéncias de 5 e 12 Hz, respectivamente.

Como a espessura da chapa é pequena em relagdo a largura e comprimento da mesma, e
considerando que a tensdo € nula ao longo da espessura, tem-se um estado plano de tensdo. Para o
caso linear eléstico isotrépico e com as componentes do vetor de deformacao calculadas pela
Equacgdo (4.19) e utilizando a Equacdo (2.80), € possivel determinar as tensdes que a chapa esta

sujeita.

Sendo o moddulo de elasticidade E=210 GPa e o coeficiente de Poisson v =0,3, as
componentes de tensdo maxima e minima, apresentadas em um tempo total de andlise de 2
segundos, suficiente para verificagcdo da periodicidade do sinal, podem ser visualizadas nos

estados de tensdo dados abaixo:

o 10,0005 28981

L " Y max y max

Kz Txym} {224,67 0,0005}
' = a

o 1 -0,0005 —289.81

L~ Y*min y min

(G T } {— 224,67 —0,0005}
mn- | — MPa

O gréfico da Figura 4.19 exibe o padrao de tensdo na direcdo y da chapa encontrado na

simulacao.
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Figura 4.19 - Sinal no tempo da tensao 6, simulada

Como pode ser observada no grafico anterior, a tensdo O, € completamente alternada, ou

seja, apresenta média nula, isso acontece também para as tensdes O, e 7., - Desta forma, sdo

apenas avaliadas as componentes alternadas de tensdo. Pela Equacdo (2.88) sdo encontradas as

componentes de tensao alternada do estado de tensao dado abaixo:

o, T, 224,67 0,0005
“ 4= MPa
T o 0,0005 289,81

g ya

Pela equacdo (2.32) ou pelo exposto no item 2.2.2 sdo calculadas as tensdes principais para

o estado de tensdo alternada acima. Os valores de tensdes principais sdo: o, = 281,20 MPa e
0, =224,67 MPa. Nota-se que, para o caso estudado os valores de tensdes principais sdo

praticamente 0s mesmos que os valores das tensdes normais em y e x, respectivamente.
Utilizando a Equacdo (2.85) e para os valores de tensdes principais encontrados, a tensdo de von

Mises alternada € igual & o',=263,36 MPa. Segundo Shigley, Mischke e Budynas (2005) este

valor de tensdo pode ser utilizado na formacdo de uma solucao de Gerber ou ASME-eliptica na

andlise de fadiga. Os métodos de andlise de fadiga ndo fazem parte do escopo deste trabalho.
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4.8 Distribuicao de Deformacao em Superficies Planas Utilizando MDF e MEF

A distribuicdo de deformagdo em superficies planas pode ser obtida a partir da relagao
deslocamento e deformacdo e utilizando o método de diferencas finitas e o método de elementos
finitos. Este item trata da implementacao computacional e a comparacao entre esses métodos para
obtencdo da deformacdo em uma superficie plana a partir dos valores de deslocamentos nodais.

Sera utilizado o programa MATLAB® versao 7.4.0.
4.8.1 Implementacao Computacional do MDF

Para a implementacdo computacional do método de diferencas finitas na obtencdo da
distribuicao de deformacao em superficies planas, € necessario que a superficie seja discretizada
conforme a malha ilustrada na Figura 4.20. Na figura, também estdo indicadas as regides onde é

utilizado o método de diferengas finitas centrais, backward ou forward.

Y j
l

Coor ((11;11)) i / (5.5) Coord. (x.y)

/

)
= ' (1j-2) (ij-1) /(i.-j) (ij+1) |(1j+2)
£ ¢ i ®

hx Central

i+ (542) | (G2
(17) Qﬁﬁ ) @(lﬁ ) 029

Forward,/

JRRE)

Backward

(0.0)

Figura 4.20 — Malha 2D para utilizacao do MDF

Sendo u e v os deslocamentos medidos na dire¢do x e y, respectivamente, de cada né da
malha, n. 0 nimero de colunas da malha e n; 0 nimero de linhas da malha, a deformac¢do nodal

pode ser obtida a partir do algoritmo do Apéndice E.
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4.8.2 Implementacdo Computacional do MEF Elemento Isoparamétrico Triangular

A deformagdo de um elemento (tridangulo) ou ponto de uma superficie pode ser aproximada
utilizando-se o elemento isoparamétrico triangular por elementos finitos e os deslocamentos
nodais na dire¢do x e y de cada n6 da malha. A malha pode ser criada na superficie através de nds
(pontos) dispostos aleatoriamente, entretanto, devem ser imaginariamente unidos de forma a
formarem elementos triangulares. Os nds e os elementos devem ser numerados € a numeracao
dos nés em cada elemento deve seguir a mesma orientacdo adotada em todos os elementos. Com
o conhecimento da malha, devem ser criadas as matrizes de coordenada nodal, que contém as
coordenadas locais na dire¢do x e y de cada né (ponto) da malha e denominada matriz “coord”, e
a matriz de incidéncia denominada matriz “inci”, que contém a informacdo dos elementos

utilizados na malha e quais nds fazem parte de cada elemento.

A matriz de coordenada nodal na dire¢do x e y para cada n6 € criada da seguinte forma:

nno

coord=[nd,; coordx, coordy,]_

onde nno é o nimero total de nés da malha.

A matriz incidéncia para o elemento triangular € criada da seguinte forma:

nel

inCiZ[niJ n(ﬂi,z n0'2i’3 n0/3i,4]i:1

onde nne € o ndmero total de elementos da malha.

Sendo u e v os deslocamentos medidos na dire¢dao x e y, respectivamente, de cada né da
malha, a deformacgdo nodal e de cada elemento pode ser obtida a partir do algoritmo do Apéndice

F.
4.8.3 Implementacdo Computacional do MEF Elemento Quadrilateral

A deformacdo de um elemento (quadrilateral) ou ponto de uma superficie pode ser
aproximada utilizando-se o elemento isoparamétrico quadrilateral e os deslocamentos nodais na

direcdo x e y de cada n6 da malha. A malha pode ser criada na superficie através de nds (pontos)
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dispostos aleatoriamente, entretanto, devem ser imaginariamente unidos de forma a formarem
elementos com quatro lados sendo que cada né deve estar posicionado em cada canto do
quadrilatero. Os nés e os elementos devem ser numerados e a numeracdo dos nés em cada
elemento deve seguir a mesma orientagdo adotada em todos os elementos. Com o conhecimento
da malha, devem ser criadas as matrizes de coordenada nodal, matriz “coord’, € a matriz de
incidéncia , matriz “inci”. A matriz de coordenada nodal na direcdo x e y para cada né utilizada

na malha deve ser criada da seguinte forma:
7z nno
coord=[nd,, coordx, coordy,]_

onde nno é o nimero total de nés da malha.

A matriz incidéncia para o elemento quadrilateral deve ser criada da seguinte forma:

nel

i=1

inci=[n, ndl,, nd2 , nod3,, no4 ]
onde nne € o ndmero total de elementos da malha.

Sendo u e v os deslocamentos medidos na dire¢dao x e y, respectivamente, de cada né da
malha, a deformac¢ao nodal e de cada elemento pode ser obtida a partir do algoritmo do Apéndice

G.
4.8.4 Comparacgdo entre a Deformagdo obtida Analiticamente, por MDF e MEF

Para a comparacdo entre os valores de deformag¢do de uma superficie plana obtidos
analiticamente e pelos métodos numéricos a partir do conhecimento dos deslocamentos no plano
desta superficie, € considerada uma superficie plana quadrada de dimensdes 10 X 10 unidades de
engenharia (UE), discretizada com elementos de tamanho 1 X 1 UE. A Figura 4.21 ilustra a
malha gerada na superficie para utilizacdo do método de diferencas finitas e método de elementos

finitos na relacao deslocamento-deformacao.
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Figura 4.21 — Malha 2D para utilizacao do MDF e MEF

Sendo os deslocamentos nodais na dire¢ao x e y da chapa dados pelas Equagdes abaixo:

u(x,y)=x2+y (4.20)
v(ix,y)=x+y2

De acordo com o tensor da Equagdo (2.59), as deformag¢des normais e de cisalhamento sao

dadas por:
x:a—u=2x
ox
ov 4.21)
:—:2 .
" 3y y
Yooox ox

Escolhendo 4 pontos da malha, conforme Figura 4.22, € possivel comparar a aproximagao
da deformacgdo pelos métodos numéricos com a deformacgao analitica encontrada pela Equacdo

(4.21). As Tabela 4.13, Tabela 4.14 e Tabela 4.15 mostram os resultados obtidos na simulagao.
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(98]

Figura 4.22 — Pontos escolhidos na malha

Tabela 4.13 — Comparacio dos valores obtidos para g,

Deformacio ¢,
N6 Anal. MDF MEF (T) MEF (Q)

1 0,00 0,00 0,01 0,01
2 006 0,06 0,06 0,06
3 0,12 0,12 0,12 0,12
4 020 020 0,19 0,19

Tabela 4.14 — Comparacio dos valores obtidos para g,

Deformacio ¢,

N6 Anal. MDF MEF (T) MEF (Q)
1 0,10 0,10 0,0967 0,10
2 0,10 0,10 0,1000 0,10
3 0,14 0,14 0,1400 0,14
4 010 0,10 0,1033 0,10

Tabela 4.15 — Comparacao dos valores obtidos para v,,

Distorcao v,,
N6 Anal. MDF MEF (T) MEF (Q)

1 002 0,02 0,02 0,02
2 002 0,02 0,02 0,02
30,02 0,02 0,02 0,02
4 002 0,02 0,02 0,02

Pode-se observar nas tabelas apresentadas que os resultados obtidos pelos métodos

numéricos apresentaram boa aproximagdo com os valores analiticos de deformacdo. Os valores
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encontrados pelo método de diferencas finitas foram iguais os valores encontrados analiticamente
para todos os casos analisados e os valores encontrados pelos métodos de elementos finitos
apresentaram uma pequena diferenga em relac@o ao valor analitico nos pontos um (1) e quatro (4)

dispostos nas extremidades da superficie analisada.

A pequena diferenca encontrada nos valores de deformagdo obtidos numericamente e
analiticamente estd associado ao fato de que a deformacgao encontrada pelo MEF refere-se a um
elemento finito, sendo que em um mesmo elemento a deformagdo serd a mesma e nio serd
pontual como € encontrada pelo MDF. Os nés que apresentam coordenadas x com valor nulo, ou
seja, igual a zero, por exemplo, 0 né um (1) indicado na Figura 4.22, apresentam deformacdo

€. =0, conforme € determinado na Equacdo (4.21) e indicado na Tabela 4.13 na solucdo
analitica e MDF. Entretanto, as solu¢des encontradas pelo MEF apresentam valor de £, =0,01,

pois no calculo utilizando o MEF, o elemento finito sofre a influéncia da deformacdo de todos os
nds que compde o mesmo. Em aplicacdes préticas, nas regides de contorno ou de concentragdo de
tensdo pode ser utilizado o MDF e ou o MEF com malhas mais refinadas para melhorar a

aproximacao do valor de deformacao.

4.9 Resumo do Capitulo

Nesse capitulo foram apresentados os métodos numéricos e realizadas algumas simulagdes
numéricas para estimar ou determinar a deformacdo ou tensdo em superficies. Nos casos
estudados, os métodos numéricos apresentaram bons resultados quando comparados entre si e
também aos resultados analiticos. A andlise modal hibrida foi aplicada a um sistema conservativo
com modos desacoplados. Desta forma, a deformacdo estimada por este método aproximou-se a
deformacdo determinada pela derivada de segunda ordem do deslocamento transversal. Simulou-
se uma condi¢do operacional de vibrag@o e a tensdo de von Mises alternada foi prevista em um
ponto de uma chapa de aco. No préximo Capitulo serd avaliada experimentalmente a deformacgao
em uma viga de aluminio engastada em uma das extremidades. As etapas, procedimentos e 0s

resultados serdo apresentados.
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Capitulo 5

Procedimentos e Resultados Experimentais

5.1 Introducao

Com o intuito de estimar experimentalmente a deformacdo utilizando medicdes de
aceleracdo foi realizada uma avaliacdo experimental em uma viga de aluminio. Neste capitulo
serdo apresentados o material, geometria, propriedades, métodos, procedimentos experimentais
utilizados e os resultados obtidos na estimativa da deformacdo de flexdo na superficie da viga,

através de medidas de aceleracdo com acelerdmetros e de deformacgdo especifica com strain

gages.

A andlise foi feita em uma viga de aluminio engastada em uma das extremidades. O
aluminio € muito utilizado em equipamentos e maquinas e, para o caso analisado, apresenta uma
menor rigidez comparada com o ago. A flexibilidade apresentada pela viga de aluminio em
relacdo a uma viga de aco, com mesma geometria, contribuiu para a condicdo de engaste proposta
e para que nio houvesse a necessidade de grandes amplitudes de excitacdo para um sinal de
deformacdo mensurdvel. As deformagdes foram medidas e estimadas préximas a regido de
engaste. Este tipo de andlise experimental foi escolhido, pois a andlise de deformacdes em vigas
apresenta solucdes analiticas para posterior comparacdo dos resultados e é de facil montagem. As
deformacdes apresentaram valores considerdveis, mesmo com baixas amplitudes da forca
excitadora, o que contribuiu com a avaliacdo, pois pdde-se utilizar um excitador eletromagnético

de pequeno porte.

Foram realizados dois tipos de experimento. O primeiro experimento foi realizado para

estimar a FRF de deformacdo para identificar faixas de freqiiéncias de maior amplitude de
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deformacdo e a verificagdo da relacdo sinal ruido. O segundo experimento foi realizado com o
intuito de estimar a deformacdo de flexdo da viga utilizando valores de aceleracdo medidos
simultaneamente em quatro (4) pontos uniformemente espacados em relacdo ao ponto de andlise
de deformacgdo. O valor de deformagdo estimado foi comparado com o valor de deformacao

medido através de strain gages.

5.2 Etapas dos Procedimentos Experimentais

N

As etapas pertinentes a preparacdo, configuragdo para a execucdo dos experimentos,
ressaltando as peculiaridades necessdrias para a correta aquisi¢ao e posterior processamento dos

dados, foram:

a. Escolha da viga. A primeira etapa do procedimento experimental foi a escolha da
viga. Foi escolhido um perfil de aluminio delgado com bom acabamento superficial

e boa qualidade dimensional.

b. Preparacdo e colagem dos strain gages. A regiao proéxima ao engaste do perfil foi
lixada, limpa e demarcada para posicionamento e colagem dos strain gages e

acelerometros.

c. Montagem do experimento. O engaste da viga foi feito a partir de dois blocos de
aluminio com encaixe para o perfil e fixados através de parafusos. A excitacdo da
viga foi feita na direcdo transversal a mesma e através de um excitador
eletromagnético (shaker) em um ponto da viga distante do engaste. O shaker foi

suspenso em uma estrutura metalica.

d. Instalagdo dos equipamentos de geracdo, condicionamento e aquisicdo dos
sinais. Nesta etapa foram feitas as devidas conexdes entre o gerador de sinal,
amplificador e o shaker, e também as ligacdes entre os transdutores,

condicionadores e a placa de aquisicao.

e. Condicionamento do sinal. Os sinais foram condicionados em relagdo a cada
sensibilidade dos transdutores e em relagdo ao fundo de escala de acordo com a

amplitude do sinal medido para uma boa qualidade dos sinais.
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J. Programas de aquisigdo. Os sinais foram adquiridos através da placa de aquisi¢ao

e lidos através de um programa em MATLAB® 7.3.

g. Verificacdo dos sinais medidos. Em todos os casos, testes iniciais qualitativos dos
sinais de aceleracdo foram realizados. Foi feita a verificagdo dos sinais medidos de
deformacdo pelo strain gage através da comparacdo dos valores obtidos
analiticamente e medido quando a viga foi submetida a uma carga estdtica

conhecida.

h. Agquisicdo e tratamento dos sinais. Nesta etapa foram feitas as aquisi¢des dos

sinais em diversas freqii€éncias de excitagao.

5.3 Equipamentos Utilizados

De acordo com cada tipo de experimento foi necessdria a utilizacdo de equipamentos e
montagens especificas. A Figura 5.1 ilustra o esquema de montagem para O primeiro

experimento, realizado para estimar a funcao resposta em freqii€ncia de deformacao.

Gerador de Sinal Amplificador
AR
¥

/-

- ——
- — —-—
)

Transd. Forca

3 -

Condicionadores Acelerébmetro

Placa de
Aquisigdo Vi

PC

Strain Gage ™.

e

L tad
. EEER

PEE
Ponte

Amplificador

Figura 5.1 — Esquema montagem experimental primeiro experimento

A Figura 5.2 ilustra o esquema de montagem do segundo experimento realizado para prever

a deformacdo de flexdo da viga. A montagem € a semelhante que a realizada no primeiro
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experimento, entretanto ndo é necessaria a medida da forca de excitacdo e as aceleracdes sdo

medidas em quatro pontos uniformemente distanciados.

Gerador de :
Sinal Amplificador
Ii‘-‘_}, & Acelerdbmetros
Vol AL CE
:]atlzaldﬂe) w7 [ L Shaker
PC quisicio — —
Condicionador

Amplificador

Figura 5.2 — Esquema montagem experimental segundo experimento

A descricdo dos equipamentos, transdutores, e sistemas de aquisi¢do utilizados nos

experimentos estao descritas abaixo:

Extensometro elétrico (strain-gage)

As caracteristicas do extensOmetro elétrico (strain-gage) uniaxial utilizado para medir a

deformacao longitudinal na superficie da viga estdo listadas na Tabela 5.1.

Tabela 5.1 — Caracteristicas do strain gage utilizado no experimento

Marca: KYOWA®

Compensacao de temperatura para: Aco

Comprimento: 0,3 mm
Resisténcia elétrica: 119,8 £ 0,2 Q
Fator do extensdometro Sg: 2,16 £ 0,1
Sensibilidade Transversal: 3,15 %
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A Figura 5.3 mostra a foto do strain gage utilizado no experimento.

Figura 5.3 — Foto do strain gage utilizado no experimento

Acelerometros

Os acelerometros utilizados no experimento foram acelerdmetros piezoelétricos Delta
Tron® tipo 4508 da marca Briiel & Kjaer. O nimero de série e a sensibilidade de cada

acelerometro utilizado estio listados na Tabela 5.2.

Tabela 5.2 — Niamero de série e sensibilidade dos acelerometros

Denominacdo Numero de série Sensibilidade

Acelerdometro 2 2178731 10,06 mV/m/s”
Acelerometro 3 2178732 9,90 mV/m/s’
Acelerometro 4 2178733 10,07 mV/m/s?
Acelerometro 5 2178735 9,86 mV/m/s>

A Figura 5.4 mostra a foto de um dos acelerdometros utilizado.
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Figura 5.4 — Foto do acelerometro utilizado no experimento

Transdutor de Forca

O transdutor de Forga utilizado foi da marca Briiel & Kjaer, tipo 8200 e sensibilidade de

3,84 pC/N.

Gerador de Sinal
Foi utilizado um gerador de funcdo analdgico para as excitacdes senoidais na viga. O
gerador de sinal utilizado foi da marca TEKTRONIX® modelo TM 503. Neste gerador ainda

podem se gerados sinais com ondas quadradas e triangulares. A banda de freqii€éncia dos sinais
gerados pode variar de 1 Hz a 3000 kHz.

Gerador de Sinal Aleatorio

Foi utilizado um gerador de sinal aleatério para estimar as funcdes em freqii€éncias de

deformacdo e de aceleracdo. O gerador foi o Random — Noise Generator da General Radio
Company, tipo 1381.

Amplificador de Poténcia

Para a amplificagdo de poténcia do sinal gerado foi utilizado um amplificador de poténcia

da marca Briiel & Kjaer, modelo 2706.
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Excitador eletromagnético e Stinger

A excitagdo foi transmitida a viga por um excitador eletromagnético e um stinger delgado.
O shaker utilizado foi da marca Briiel & Kjaer, modelo 4809, com capacidade de carga dinamica
de 45 N, banda de freqiiéncia de 10 Hz a 20 kHz e aceleracio méxima de 736 m/s>. A Figura 5.5

mostra a foto do shaker e stinger utilizado.

Stinger
- g

Figura 5.5 — Excitador eletromagnético utilizado
Condicionador do sinal dos acelerometros

Foi utilizado o condicionador e amplificador de quatro canais NEXUS® da marca Briiel &
Kjaer. Este condicionador € utilizado para acelerometros DeltaTron®, transdutores de forca e
microfones. As sensibilidades dos transdutores utilizados e o fundo de escala da medi¢cdo podem
ser configurados no condicionador e as sensibilidades de saida podem ser as indicadas na Tabela
5.3, conforme a configuracio desejada. E possivel aplicar filtro passa-baixa no sinal adquirido
com este equipamento. As freqiiéncias de corte para o filtro passa-baixa também estio indicadas

na Tabela 5.3.

144



Tabela 5.3 — Sensibilidade de saida e freqiiéncias de corte do filtro passa-baixa do condicionador e

amplificador NEXUS®
Sensibilidade de Saida Filtro Passa-Baixa (kHz)
100 mV/ms™ 0,1
316 mV/ms™ 1
1 V/ ms? 3
3,16 V/ ms™ 10
10 V/ ms? 22.4
31,6 V/ ms™ 30
100 V/ ms™ 100
316 V/ ms™
1 kV/ ms™
3,16 kV/ ms™
10 kV/ ms™
31,6 kV/ ms™

Todos os filtros de corte possuem atenuagao de 40db/década. A Figura 5.6 mostra a foto da

vista frontal e traseira do condicionador utilizado.

Figura 5.6 — (a) foto parte frontal, (b) foto parte traseira do condicionador
Sistema para medigdo de deformacdo com strain gage

Os Extensdmetros foram conectados através de fios at¢ a KYOWA® Bridge Box DB-120,
acessorio do sistema de aquisicdo. A Bridge Box DB-P € usada para compor a Ponte de
Wheastone e conectar os strain gage com o amplificador. Esse modelo de ponte possui trés
resistores, que pelos quais € possivel compor a ponte de Wheastone e € aplicavel para um (1)
strain gage (dois e trés fios), dois (2) ou quatro (4) strain gages. O modelo da ponte deve ser

compativel com a resisténcia dos extensdmetros, por exemplo, 120Q ou 350Q2. (KYOWA, 1987).
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No caso do experimento, a ponte escolhida foi a que possui resisténcia compativel com a do

strain gage.

No Anexo I estdo os esquemas de soldagem dos fios na Bridge Box conforme a

configuragdo desejada.

O amplificador do sinal de deformacdo medida, utilizado no experimento, foi o
amplificador portatil de deformacdo dinamica de seis canais simultineos modelo KYOWA DPM-
6H. A sensibilidade de saida do amplificador pode ser ajustada em 1V/100pe, 1V/200pe,
1V/500ue, 1V/1000pe ou 1V/2000pe. Este equipamento apresenta filtro passa baixa com
freqiiéncias de corte de 10, 30, 100, 300 e 1000 Hz.

A ponte foi ligada ao amplificador através de um cabo com terminal da marca TAJIMI, 7

pinos. A Figura 5.7 mostra a foto da ponte e do condicionador utilizado no experimento.

Figura 5.7 — (a) Foto da Bridge Box KYOWA®, (b) Condicionador KYOWA®
Placa de Aquisicdo
O conversor analdgico digital utilizado no experimento foi a placa de aquisicdo NI USB-
6251 da National Instruments. A placa possui 16 entradas analdgicas com 16 bits de resolucdo,

além de duas saidas analdgicas e duas entradas e saidas digitais. A placa opera com freqii€ncia de

amostragem maxima de 1,25 MS/s.
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5.4 Montagem e Fixacao da Viga em Balanco

Para a obtencdo da viga em balanco proposta para os experimentos foi utilizado um perfil
de aluminio de 505 mm de comprimento, 25,4 mm de largura e 3,05 mm de espessura. O
comprimento considerado para a viga em questdo € de 420 mm, sendo os 85 mm restantes do
comprimento do perfil destinado a regido de engaste. A Figura 5.8 ilustra o perfil de aluminio

utilizado no experimento indicando o comprimento da viga e a regido de engaste.

Figura 5.8 — Perfil de aluminio utilizado no experimento

O engaste da viga foi realizado utilizando-se dois blocos de aluminio usinados e unidos por
parafusos. Um dos blocos possui um encaixe para a viga com mesma largura do perfil de
aluminio e profundidade de 2,5 mm. Foram utilizados 8 parafusos Allen e porcas 7/16” para a
fixagdo dos blocos e do perfil. A Figura 5.9 mostra a foto do conjunto do engaste utilizado no

experimento.

Figura 5.9 — Conjunto do engaste da viga

Antes do engaste do perfil de aluminio foi feita a preparacdo e colagem de dois (2) strain
gages na superficie do mesmo. Este processo sera detalhado no item 5.5. Apods, o perfil de

aluminio foi adequadamente posicionado e fixado no bloco de aluminio. O perfil fixado em uma
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das extremidades pelo bloco pode entdo ser considerada uma viga em balango. A viga foi fixada
em um bloco rigido de aco fixo a uma bancada. Posteriormente foi feita a instalacdo do excitador
eletromagnético e a conexao do mesmo com a viga através do stinger. O excitador foi instalado a

210 mm do engaste da viga.

5.5 Preparacao e Colagem dos strain gages na Superficie do Perfil de Aluminio

A regido onde os strain gages seriam colados foi lixada utilizando um rebolo Scotch Brite.
Ap6s, a posicao dos strain gages foi identificada e marcada com um trago longitudinal no meio
do perfil e por dois tragos transversais feitos com uma lapiseira com grafite. Este procedimento
ajuda para um correto posicionamento dos strain gages sem a necessidade de riscar a peca com
tracos profundos, pois podem influenciar nas medicOes e o grafite risca a peca muito
superficialmente. A remog¢do de impurezas da regiao de colagem dos strain gages foi realizada
através de repetitivos processos de limpeza utilizando algoddes e Acetona P.A. de uso
laboratorial. Os strain gages foram cuidadosamente manuseados com pingas e inicialmente
foram colocados em uma placa de vidro, previamente limpa. Os terminais de solda foram
posicionados proximos aos extensometros. Os strain gages foram presos a superficie do perfil
com a ajuda de uma fita adesiva. Os extensdmetros foram posicionados de maneira que as marcas
guias dos mesmos coincidissem com os tragos guias feitos anteriormente na superficie do perfil.
Usou-se uma lupa para melhor visualizacdo dos tracos. Apds a certificacdo visual de que os
extensdOmetros estavam corretamente posicionados em relagdo aos tracos guias, foi adicionado o
adesivo (cola) de cianoacrilato Loctite® 496 na superficie do perfil e com ajuda de um teflon,
cada extensdmetro foi pressionado com o dedo aproximadamente por dois minutos. Apds o
processo de cura e secagem do adesivo, foram soldados os fios dos extensdmetros aos terminais
de solda utilizando-se um soldador elétrico e fios de estanho. Foi adicionada uma protecao aos
strain gage de PU 120. A Figura 5.10 mostra a foto do aparato utilizado para colagem dos

extensdmetros na viga.
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Figura 5.10 — Aparato utiliza no colagem dos strain gages

Os extensOmetros foram colados na superficie inferior da viga a 30 e 60 mm do engaste,
orientados de forma a medir a deformacéo longitudinal (flexdo) da mesma. A Figura 5.11 mostra

os strain gages colados no perfil e suas posi¢des em relacido ao engaste da viga.

Engaste

- . Ai
Z Parte inferior da v1ga
Ex
* - (a)

Figura 5.11 - (a) Ilustracao da posicao dos strain gages, (b) foto dos strain gages colados

Os fios dos extensdOmetros foram conectados a ponte segundo o esquema apresentado no
Anexo I, para dois strain gages e trés fios. A ponte foi ligada ao amplificador. Apds a conexao
dos strain gages com o amplificador, € necessario que este seja calibrado. O procedimento de
“calibracdo” do sinal de saida do amplificador foi feita pressionado-se o botdo “cal” do
equipamento e verificando a amplitude do sinal de saida, que deve ser de 1 V. Para a calibracio

foi utilizado um voltimetro. Foi adicionada uma massa conhecida na extremidade livre da viga e
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através do cdlculo analitico da Equacdo (4.6) pode-se verificar que os valores de deformacao

medidos estavam condizentes com o fendmeno estudado.

5.6 1° Experimento: Estimacao de FRF

As estimacdes da FRF de deformagao de flexao e de aceleracdo (acelerancia) da viga foram
realizadas com o objetivo de se analisar as faixas de freqiiéncias de maior deformacdo de flexdo e
se identificar algumas freqii€ncias de interesse. Essas freqiiéncias foram usadas nas excitacoes
harmodnicas para a andlise da deformag¢do no dominio do tempo, realizadas no segundo

experimento.

Para estimacdo das FRFs é necessdrio relacionar a forca excitadora (entrada) com a
resposta. Desta forma, a forca excitadora (entrada) foi medida através do transdutor de forca e as
respostas de aceleragdo e de deformagdo foram medidas através de acelerdmetro e strain gage,
respectivamente. As FRFs foram estimadas utilizando os estimadores H;(w) e H)(w), das

Equacdes (2.164) e (2.165), implementados em um programa em MATLAB® 7.3.

Para a realizagdo do experimento foi feita a montagem e a conexdo de todos os
equipamentos conforme o esquema ilustrado na Figura 5.1. A faixa de freqiiéncia escolhida foi de
0 a 1000 Hz, pois, verificou-se no item 4.5, no célculo das freqiiéncias naturais para a viga em
andlise, que pelo menos cinco (5) modos de flexdo da viga estdo dentro desta faixa e o objetivo €
comparar, posteriormente, alguns valores de deformacdo medidos com valores estimados, ndo

sendo necessdria uma faixa de freqiiéncia maior para esta andlise.

A sensibilidade do transdutor de forca foi ajustada no condicionador NEXUS®. A
freqii€ncia de corte para o filtro passa baixa no condicionador foi configurada em 1000 Hz e a
sensibilidade de saida em 316mV/ms~. No amplificador KYOWA® foi ajustado uma freqiiéncia
de corte para o filtro passa baixa de 1000 Hz e a sensibilidade de saida em 1000 mV/100pe. As

freqiiéncias de corte dos filtros estdo associadas a faixa de freqiiéncia escolhida para andlise.

Os dados referentes ao processamento de sinais utilizado no experimento estdo listados na

Tabela 5.4.
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Tabela 5.4 — Dados do processamento de sinais para estimacao da FRF

Descricao

Freqiiéncia de amostragem f; 10000 Hz

Nimero de pontos 32768
Numero de médias 10
Discretizagdo no tempo dt 0,0001s

Discretizacdo na freqiiéncia df 00,3052 Hz

A freqiiéncia de amostragem, nimero de pontos e nimero de médias foram determinados
apo6s diversas estimativas, analisando-se qualitativamente as FRFs estimadas e observando-se a
coeréncia encontrada, buscando-se valores préximos a unidade. Desde que, a freqii€éncia de
amostragem fosse duas vezes maior que a freqiiéncia maxima do sinal analisado, ou seja, maior
que 2000 Hz, e que o ndmero de pontos fosse poténcia de 2, ou seja, 2", para maior eficiéncia do

algoritmo da FFT.

A viga analisada foi submetida a uma excitagdo aleatdria, ruido branco, gerado pelo
gerador de sinal aleatério. O ponto de excitagdo foi fixo a 210 mm do engaste e o ponto de
resposta de deformagdo, o ponto onde o strain gage foi colado, a 30 mm do engaste da viga,
(Figura 5.11), e o ponto de resposta de aceleracao foi também em um ponto afastado 30 mm do
engaste da viga, entretanto, na superficie oposta. As posicdes do ponto de excitacdo e de resposta

podem ser vistas no esquema ilustrado na Figura 5.12.

Acelerometro

Excitagdo

Figura 5.12 — Esquema ilustrativo montagem experimental para estimacao de FRF
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Os sinais foram adquiridos em um programa desenvolvido em MATLAB® 7.3. A FRF de
deformacdo estimada pelos estimadores Hi(w) e H>(w) e a fungdo de coeréncia encontrada estao

demonstradas no grafico da Figura 5.13.
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Figura 5.13 — FRF de deformacio e funcao de coeréncia estimadas experimentalmente

Pode-se verificar na Figura 5.13 que tanto a FRF estimada quanto a fun¢do de coeréncia
encontrada experimentalmente ndo sdo boas para freqii€ncias maiores que 220 Hz. Nas
ressonancias e antiressonancias a coeréncia geralmente apresenta valores diferentes da unidade,
principalmente devido a baixa relagdo sinal-ruido da forga excitadora, no caso da ressonéncia, € a
baixa relacdo sinal-ruido da resposta, no caso da antirressonancia. Para as altas freqiiéncias, ou
seja, maiores que 220 Hz, que ndo coincidem com as ressondncias ou antirressoancias, a
coeréncia € ruim provavelmente pela pequena amplitude do sinal de resposta (deformacao). Para
altas freqiiéncias, as deformagdes sdo pequenas, e em alguns casos, necessitam ser medidas com

extensOmetros semicondutores, como mencionado no item 2.3.

Estas observacdes influenciaram na escolha de faixas de freqii€ncias de andlise menores
que 220 Hz e préximas as freqiiéncias de 14 e 70 Hz, onde os valores de deformacao sdo maiores
e possiveis de serem medidos pelo strain gage, sem que haja a necessidade de grandes

amplitudes da forca excitadora.
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Os picos da FRF podem estar associados as freqiiéncias naturais da viga. As freqii€ncias
associadas aos picos da FRF de deformagcdo podem ser comparadas com as respectivas
freqiiéncias na acelerancia estimada para o mesmo ponto, entretanto, na superficie oposta da viga,

no grafico da Figura 5.14.
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Figura 5.14 — Acelerincia e funcao de coeréncia estimadas experimentalmente

A acelerancia estimada apresenta melhor coeréncia para freqii€ncias maiores que 220 Hz,
quando comparada com a FRF de deformacdo da Figura 5.13. Entretanto, para freqiiéncias
menores que 20 Hz a coeréncia encontrada ndo é boa. Os acelerdmetros apresentam baixa
sensibilidade para baixas freqiiéncias e também a limitacdo do equipamento de excitacdo para

essas freqii€ncias podem estar interferindo na estimagao da FRF nessa faixa.

Percebe-se que os picos das FRFs de deformagdo e de aceleragao coincidem. Entretanto, o
pico proximo a 371 Hz na acelerancia estd melhor definido, mas de acordo com o célculo das
freqiiéncias naturais da viga em andlise, esta freqii€ncia ndo estd préxima a nenhum modo de

flexdo da viga.

Pela observacdo das FRFs de deformacdo e de aceleracdo foram escolhidas algumas
freqiiéncias para a anélise de deformacdo de flexdo estimada e medida no dominio do tempo. As

freqiiéncias escolhidas foram aproximadamente, 30, 40 e 70 Hz e foram utilizadas nas excitacdes
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harmoénicas que a viga foi submetida no segundo experimento. No item subseqiiente sera

detalhado este experimento.

5.7 2° Experimento: Analise Experimental da Deformacao da Viga pelo MDF

A andlise experimental da deformacdo da viga pelo MDF consiste em prever
experimentalmente a deformacdo de flexdo na superficie da viga utilizando dados medidos de
aceleracdo na direcdo perpendicular a superficie da viga, direcdo y, e o método de diferencas
finitas, em freqiiéncias de excitacdes conhecidas. O ponto de andlise, ou seja, o ponto onde foi
prevista a deformacao € um ponto distante 30 mm do engaste da viga na superficie oposta a dos

strain gages.

A Equagdo (4.6) mostra que a deformacgdo longitudinal ou de flexdo de uma viga €
determinada através da andlise da curvatura da viga e pela derivada de segunda ordem do
deslocamento transversal ou deflexdo. Sendo esta deflexdo obtida através das aceleragoes
medidas no experimento e analogamente ao exposto no item 4.4 € possivel estimar a deformacgao
utilizando o método das diferengas finitas. A férmula de diferencas finitas utilizada, para o
experimento em questdo, foi a férmula de diferencas finitas central de ordem O(h*) da segunda
derivada, conforme a Tabela 4.2. O uso desta formula implica no conhecimento de cinco valores
da funcdo a que se quer derivar, desta forma, foram colados 4 (quatro) acelerbmetros na
superficie superior da viga uniformemente espagados com uma distancia # de 15 mm entre eles.
O quinto valor foi considerado nulo e se refere ao ponto um (1) ou o do engaste da viga. Esta
simplificacdo foi necessaria, pois o condicionador do sinal dos acelerdometros utilizado possui
apenas quatro canais e optou-se pela medi¢do simultanea das aceleracdes. A Figura 5.15 ilustra o

posicionamento dos acelerometros na viga e a denominacao dos pontos.
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Ponto de andlise ‘

Figura 5.15 — Posicionamento dos acelerémetros na viga

As sensibilidades dos acelerometros, conforme Tabela 5.2, foram ajustadas no
condicionador NEXUS®. A freqiiéncia de corte para o filtro passa baixa no condicionador foi
configurada em 1000 Hz e a sensibilidade de saida em 316 mV/ms>. No amplificador
KYOWA® foi ajustada uma freqiiéncia de corte para o filtro passa baixa de 1000 Hz e a
sensibilidade de saida em 1000 V/100ue. A viga foi submetida a excitacdes harmonicas
senoidais em diversas freqiiéncias ajustadas no gerador de sinal. Os dados foram adquiridos
utilizando um programa de aquisicao desenvolvido no MATLAB® 7.3. O tempo de aquisi¢dao de

cada sinal foi de 9 segundos e freqiiéncia de amostragem fs = 2000 Hz.

A primeira aquisi¢cdo foi realizada com a viga submetida a uma excitacdo harmonica
senoidal com freqiiéncia aproximadamente de 30,11 Hz. A freqiiéncia dos sinais foi obtida a
partir do algoritmo FFT do MATLAB®. Os sinais de aceleracdes obtidos dos quatro

acelerdmetros estao ilustrados nos gréficos da Figura 5.16.
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Figura 5.16 — Sinais de aceleracio para a freqiiéncia de 30,11 Hz

A segunda aquisicdo foi realizada com a viga submetida a uma excitacio harmonica
senoidal com freqiiéncia aproximadamente de 44,11 Hz. Os sinais de aceleracdes obtidos dos

quatro acelerometros estdo ilustrados nos graficos da Figura 5.17.
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Figura 5.17 — Sinais de aceleracio para a freqiiéncia de 44,11 Hz

A terceira aquisicdo foi realizada com a viga submetida a uma excitagdo harmonica
senoidal com freqii€éncia aproximadamente de 73,22 Hz. Os sinais de aceleracdes obtidos dos

quatro acelerdmetros estdo ilustrados nos graficos da Figura 5.18.

157



sinal no Tempo Acelerdmetra 2

oes 07 073 08

035
Ternpo (s)
Sinal no Termpo Acelerdmetro 4
10 .
Nl'.l?l I:I
=
4
10 : ; :
aes 07 075 08 085

Tempa (s)

Sinal no Tempo Acelerdmetro 3

0
SEfe e L TR
oBes 07 075 08 085
Tempo (s)
Sinal no Tempo Acelerdmetro 5
10 1
5 01 VO A O 8 R A
D ]
Bl
-1D 5 3 : il
065 07 075 08 085
Tempo (s)

Figura 5.18 — Sinais de aceleracio para a freqiiéncia de 73,22 Hz

Os valores de aceleragdes foram transformados para valores de deslocamento dividindo-os

pela constante —(27)2, sendo f a freqiiéncia principal de cada sinal analisado. Essa constante se

refere ao termo — @? na relacdo entre receptancia e acelerancia da Tabela A.1.

Analogamente ao realizado no item 4.4, o deslocamento foi relacionado com a deformacao

especifica através da derivada segunda da curvatura da viga e utilizando o método de diferencas

finitas centrais. O deslocamento do ponto um (1) referente ao engaste foi considerado nulo, ou

seja, igual a zero, e os outros deslocamentos, necessarios para aplicacdo da formula de diferencas

finitas da segunda derivada e ordem 0(h4), foram determinados por:

v, = [, =—aceleracdo? w?
v, = f, = —aceleracdo3/ ?
v, = fi =—aceleraciod/ >

vs = f, =—aceleracdo5/ w?
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Pelas simplificagdes realizadas, a nova formula de diferencas finitas central para segunda

derivada e ordem O(h*) utilizada no célculo de deformacao é dada por:

_—fh+16f,-30f, +16f,
12h2

f"(vs) (5.2)

Considerando a distancia h o passo entre os acelerdmetros, distdncia entre o centro de um
acelerdmetro até o centro do proximo acelerdmetro, sendo 0,015 m , conforme mostra a Figura

5.15, y’ a metade da espessura do perfil sendo 1,525.107 m e utilizando a Equacdo abaixo:

EW)=Yy"f"(v3) (5.3)

A deformacgdo longitudinal na superficie superior da viga pode ser estimada utilizando

valores de aceleracdo medidas através de acelerdmetros.

Os valores de deformagdo medidos pelo strain gage no ponto de andlise, entretanto na
superficie inferior da viga, foram condicionados em relacdo a sensibilidade medida, 1000 mV/
100pe, e também levando em conta o fator de calibragdo do strain gage conforme Tabela 5.1, ou

seja, S, =2,16. A seguinte Equagdo foi utilizada no condicionamento (KYOWA, 1987):

. B 2,008 4
med _c Sg med (5 . )
onde ¢,, .€ a deformacdo medida e corrigida e €,,a informacido de deformagdo obtida

diretamente do amplificador.

As comparagdes dos valores de deformagdo medidos pelo strain gage e estimados através
dos valores obtidos pelos acelerdmetros podem ser observadas nos graficos das Figuras abaixo.
Como a deformacio foi estimada para a superficie superior da viga e foi medida na superficie
inferior da mesma, considerou-se que a distribui¢do de deformagao ao longo da espessura da viga
seja nula na linha neutra e méaxima na superficie. Entretanto, uma superficie estard em
compressdo enquanto outra estard em tracdo durante a flexdo da viga. Para comparacdo dos

resultados, foi invertida a fase da deformacdo medida multiplicando-a por -1.
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Figura 5.19 — Comparacio entre a deformacao medida e estimada para 30,11 Hz
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Figura 5.20 — Comparacio entre a deformacao medida e estimada para 40,11 Hz

; T T T T 1 T :
e e e Bt v 2 - :| —— MeDIDA
: f| ———EsTmapa

46 4.65 4.7 475 48 485 49 467 468 469 47 47 472 473
Tempo(s) Tempo(s)

Figura 5.21 — Comparacio entre a deformacao medida e estimada para 73,22 Hz
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Observando os sinais de aceleracdo medidos nas freqiiéncias de 30,11 e 44,11 Hz,
conforme mostra as Figura 5.16 e Figura 5.17, pode-se verificar que para baixos valores de
freqiiéncia, as amplitudes de aceleracdo s@o pequenas e o ruido de medi¢do passa a prevalecer
nos sinais medidos. Este ruido interferiu na estimativa dos valores de deformacdo para estas
freqliéncias conforme € possivel se observar na Figura 5.19 e na Figura 5.20. Entretanto,
analisando os sinais em termos de amplitude e descartando alguns picos elevados de amplitudes
no sinal de deformacao estimada, verifica-se que ha uma aproximacao dos valores de deformacao
medida e estimada. Posteriormente serdao mostradas as comparagdes realizadas aplicando-se filtro

em freqiiéncia nos sinais de aceleracao.

Observando os sinais de aceleracdes medidos na freqiiéncia de 73,22 Hz, Figura 5.18,
pode-se verificar que o padrio da onda senoidal é melhor em comparacdo com os padrdes
observados nos sinais de 30,11 e 44,11 Hz. Conseqiientemente, os valores estimados de
deformacdo para a freqiiéncia de 73,22 Hz apresentam uma melhor aproximacdo ao valor

medido, tanto em amplitude como no padrao da onda, conforme pode ser visto na Figura 5.21.

Desconsiderando o ruido apresentado em algumas medicdes, nota-se que os valores
estimados de deformacdo apresentam um valor um pouco maior que o valor da deformacdo
medida pelo strain gage. Diversas andlises podem ser feitas a respeito dessa comparacao.
Levando-se em conta que os valores de deformagcao medidos pelo strain gage sdo os valores
corretos de deformacdo, mesmo que possa haver algum problema na colagem, montagem ou o
fator de calibracdo do extensdmetro ndo seja o real, os valores de deformacdo estimados puderam
ser influenciados pela variagao da sensibilidade dos acelerometros em baixas freqiiéncias e pelo
posicionamento incorreto dos acelerdbmetros na viga, ou seja, o alinhamento e a distdncia nao
uniforme. No entanto, a maior influéncia para obtencdo de valores de deformacdo estimados
maiores que os valores da deformagcdo medidos, pode ser o fato da consideracdo do engaste
perfeito, ou seja, o deslocamento nulo do ponto préximo ao engaste. Observou-se em medic¢des
de verificagdo, que o ponto proximo ao engaste apresenta um pequeno deslocamento e a
informacdo deste deslocamento pode diminuir o valor da deformacgdo estimado, pois na férmula

de diferencas finitas este valor deve ser subtraido aos valores dos outros pontos.
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Inicialmente, numa primeira aproximacao da deformacao a partir de medidas de aceleragao,
os deslocamentos foram obtidos dividindo os sinais de aceleragdo por —w?, considerando apenas a
freqiiéncia principal do sinal. Outras componentes de freqiiéncias, portanto, encontradas
principalmente nos sinais de aceleragao de 30 e 44 Hz ndo foram levadas em consideragdo. Desta
forma, os sinais de deslocamento obtidos pela divisdo por uma unica freqiiéncia angular
apresentaram pequenos erros. Para contornar este problema e minimizar os erros devido a
integracdo (relacdo aceleracao — deslocamento) utilizada, foi aplicado um filtro digital passa-

banda nos sinais medidos de aceleracdo. O filtro digital passa-banda foi aplicado aos sinais de

aceleracdo através de um programa desenvolvido em LabVIEW® 8.6.

Os sinais foram filtrados em diversas freqii€ncias, e qualitativamente foram escolhidas
algumas faixas. Os sinais de acelera¢cdes medidos na freqii€ncia de 30,11 Hz foram filtrados na
banda de freqiiéncia de 5 a 100 Hz. Os sinais de aceleracdes medidos na freqiiéncia de 40,11 Hz
foram filtrados na banda de freqiiéncia de 5 a 180 Hz. Nas Figura 5.22 e Figura 5.23 estdo os

graficos dos sinais de aceleracao filtrados digitalmente.
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Figura 5.22 - Sinais de aceleracio de 30,11 Hz filtrados digitalmente em 5 - 100 Hz
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Figura 5.23 — Sinais de aceleracao de 44,11 Hz filtrados digitalmente em S - 180 Hz

Embora os padroes de onda dos sinais filtrados ndo apresentem uma forma de onda
esperada, ou seja, senoidal, os mesmos foram utilizados novamente na estimativa da deformacao
de flexdo no ponto de andlise. Analogamente ao realizado na comparagdo anterior, entretanto
utilizando os sinais filtrados de aceleragdo, as deformagdes dinamicas foram estimadas e

comparadas com as deformagdes medidas. As comparagdes podem ser visualizadas nos gréificos
das Figura 5.24 e Figura 5.25.
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; : ! ; ! ' 25] ! ! : ey : ' :
o WO R R o P wEDDA ; ; : : : :

oL ; 1 ———EsTivapa | el e M s e e }
1

2EE

4.65 47 475 43 : ; 522 5.24 5.26 528 83 532 5.34 5.36
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Figura 5.24 — Comparacio entre a deformacao medida e estimada para 33,11 Hz, filtrado
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Figura 5.25 — Comparacio entre a deformacao medida e estimada para 44,11 Hz, filtrado

Nas Figura 5.24 e Figura 5.25 € possivel se observar que a deformacao estimada, utilizando
os sinais filtrados de aceleracdo, aproximou-se a deformagao medida pelo strain gage. Entretanto,
os efeitos causados pelo filtro nos sinais foram uma atenuacdo nos picos de amplitude e uma
pequena defasagem no sinal de deformacdo estimada, como pode ser visualizado nas Figuras.
Nas aplicagOes praticas, muitas vezes, as caracteristicas da excita¢do nao sao conhecidas como no
caso do experimento, onde conheciam-se as freqiiéncias da forca excitadora. Nestes casos, a
aplicacdo de filtros pode interferir de fato na amplitude de sinais, filtrando componentes de
freqiiéncias importantes do sinal. Nestas situacdes € necessdria a utilizacdo de integradores para a
relacdo aceleracdo — deslocamento ou esta relagdo obtida da divisdo pela freqiiéncia deve levar

em conta cada componente de freqiiéncia do sinal.

Quanto a distancia entre os acelerdmetros, a qual implica no erro de aproximacdo no uso do
método numérico na derivacdo espacial, para o caso analisado, pode ser considerada o suficiente
para uma boa aproximag¢ao do valor de deformacao. Os acelerdmetros possuem tamanho de 10
mm, e caso houvesse a necessidade de uma melhor discretizacdo, menor distincia entre os
pontos, outros transdutores deveriam ser utilizados. Para melhorar as caracteristicas dos sinais de
aceleracdo medidos em baixa freqiiéncia, poderiam ser utilizados acelerometros de maior
sensibilidade para essas freqiiéncias, no entanto, muitas vezes esses acelerdmetros sdo maiores e

poderiam interferir de modo considerdvel na discretizacao.
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5.8 Resumo do Capitulo

Neste Capitulo foram apresentados os procedimentos realizados e resultados obtidos na
andlise experimental de deformacdo dinamica de flexdo em uma viga. Foram realizados dois
experimentos. A estimacao da fungdo de resposta em freqiiéncia de deformacdo e aceleracdo e
também a estimativa da deformac¢do em um ponto da viga através da derivada de segunda ordem
do deslocamento transversal, obtido com medidas de aceleracdo. No ultimo experimento a
deformacdo estimada foi comparada com a deformagdo medida por strain gage em diversas

freqiiéncias de excitacao, apresentando bons resultados.
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Capitulo 6

Conclusoes e Trabalhos Futuros

Técnicas e métodos para determinacdo da deformagdo e a tensdo dinamica em superficies
planas a partir de parametros modais foram apresentados. Os métodos para determinagdo da
deformacdo consistem basicamente na derivacdo espacial, através de métodos numéricos, dos
deslocamentos dindmicos medidos ou estimados. A tensdo dindmica pode ser encontrada pela lei

de Hooke generalizada, considerando o tensor de deformacao e o estudo em materiais eldsticos.

Conforme os casos estudados, além das técnicas convencionais de medicdo de deformacgao,
outros métodos para determinacdo da deformacdo dindmica, de acordo com o tipo de andlise,
podem ser utilizados. Quando é conhecida a dire¢do principal de deformacgao, a mesma pode ser
estimada utilizando-se a matriz de transformacgao deslocamento — deformacgdo. Essa matriz €
composta pela matriz modal de deslocamento e a matriz modal de deformacdo. A matriz de
transformacgdo € independente do tempo ou da freqii€éncia e pode ser aproximada pela escolha
apropriada de pontos e formas modais da estrutura analisada. Neste trabalho, a matriz de
transformagao foi determinada analiticamente para uma viga Euler-Bernoulli, considerando

apenas os cinco primeiros modos de flexao.

Em placas ou superficies de estruturas sujeitas a vibracdo e em situa¢des onde nao sejam
conhecidas as direcdes principais de tensao, é necessario a determinagao do tensor de tensao, para
posterior determinacdo das tensdes principais. Em estruturas consideradas isotrépicas, as direcoes
principais de tensdo e deformacdo coincidem. Desta forma, as tensdes principais podem ser
obtidas pelas leis constitutivas e o tensor de deformacdo. O tensor de deformacdo pode ser

determinado pela derivagdo espacial do campo de deslocamento deste ponto. Na andlise de tensao
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dinmica, estes deslocamentos podem ser medidos ou estimados pela andlise modal hibrida. Esta
técnica baseia-se na aproximagdo no sentido de minimos quadrados dos coeficientes
generalizados da série de Fourier e dos modos naturais da estrutura para prever os deslocamentos,
no dominio da freqiiéncia, ndo medidos. A comparacao realizada entre a deformacao estimada,
utilizando a andlise modal hibrida, e a deformacdo determinada pela derivada de segunda ordem
dos deslocamentos transversais de pontos de uma viga Euler-Bernoulli, apresentou bom
resultado. Entretanto, o caso avaliado foi considerado conservativo e o vetor de deslocamento,
necessario para estimacdo dos coeficientes, foi determinado a partir da superposi¢do modal.
Neste caso, os coeficientes estimados sdo independentes devido aos modos serem desacoplados e
elimina-se a possibilidade de haver erros associados a medi¢do. Estas consideracdes permitem
que os coeficientes estimados aproximem muito melhor o deslocamento longitudinal da viga e a
deformacdo estimada pela derivada de primeira ordem destes deslocamentos seja
aproximadamente a mesma encontrada pela derivada de segunda ordem dos deslocamentos
transversais. Em situagdes reais, os modos sdo geralmente acoplados, devido ao amortecimento, e

as medicoes dos deslocamentos podem conter erros e ruidos.

O tempo de vida a partir de critérios de falhas pode ser determinado utilizando-se a tensao
equivalente de von Mises. Neste trabalho foi apresentada uma simula¢do de uma condicdo
operacional onde foi determinada a tensdo alternada de von Mises. Nesta andlise utilizou-se a
derivada de primeira ordem dos deslocamentos simulados para determinacdo do tensor de

deformacao e as leis constitutivas para relacionar a deformacao com a tensao.

A andlise de deformagdo dinamica fortemente explorada neste trabalho foi a andlise de
deformacdo de flexdo dinamica em vigas e pode ser feita a partir do conhecimento dos
deslocamentos transversais da mesma. Além da simulacdo numérica foram realizados
experimentos para a andlise da deformacdo em um ponto de uma viga de aluminio. No primeiro
experimento foram estimadas a func¢do de resposta em freqii€ncia da deformacgdo, através de
strain gage, € a acelerancia, através de acelerdmetro. Este experimento foi realizado com intuito
de se verificar a qualidade das respostas dos acelerdmetros para baixas freqii€éncias e a qualidade
das respostas do strain gage para altas freqiiéncias. A verificacdo foi feita a partir da andlise
qualitativa das FRFs e observacdo da func@o de coeréncia. A partir destas verificacdes escolheu-

se algumas freqiiéncias que foram utilizadas nas excitagdes harmdnicas no segundo experimento.
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O segundo experimento foi realizado para prever a deformacdo de flexdo em um ponto da viga
utilizando medi¢des de aceleragdes em quatro pontos eqiiidistantes do ponto de andlise. As
aceleracdes foram medidas na dire¢do transversal a direcao da deformacdo de flexdo através de
acelerdmetros. A partir das aceleracdes se obteviveram os deslocamentos dos pontos. A
deformacao foi estimada através da derivada de segunda ordem destes deslocamentos relacionada
com a distancia da linha neutra da viga a superficie da mesma. Foi utilizado o método de
diferencas finitas para a derivacdo espacial. A deformacdo estimada foi comparada com a
deformacdo medida por um strain gage colado na regidao de andlise. A viga foi excitada em
diversas freqiiéncias e pela comparagdo entre os sinais medidos e estimados de deformagdo no
dominio do tempo, pode-se observar boa compatibilidade dos mesmos. Observou-se também que

quanto melhor a qualidade dos sinais de aceleracdo medidos melhor foi a aproximagdo da

deformacao estimada com a medida.

Este trabalho abre uma gama muito grande de problemas que necessitam ser estudados
futuramente. Dentre diversas questdes que merecem aprofundamento, pode-se citar: a avaliagao
experimental da andlise modal hibrida, com a estimativa dos coeficientes generalizados de
Fourier; a avaliacdo da deformacdo a partir de parametros modais em regidoes de concentragcdo de
tensdo; a estimativa do tensor de deformacdo e de tensdo em placas, estruturas mais complexas e
em materiais com diversos tipos de amortecimento; a determinagdo experimental da matriz de
transformacao e sua posterior utiliza¢do na identificacdo da distribui¢do de deformagao dinamica

em superficies.

168



Referéncias Bibliograficas

ALVES FILHO, Avelino. Elementos Finitos: A base da Tecnologia CRE. Sao Paulo: Editora
Erica Ltda, 2000.

ANDOLFATO, Rodrigo Piernas; CAMACHO, Jefferson Sidney; BRITO, Gilberto Antonio.
Extensometria  Bdsica, 2004. Disponivel em: <http://www.nepae.feis.unesp.br/

Apostilas/Extensometria%?20basica>. Acesso em: 05 nov. 2009.

ARRUDA, José Roberto de Franca; HUALLPA, Belisario Nina. Andlise Espectral de Sinais e

Sistemas Mecdnicos Lineares. Campinas: Universidade Estadual de Campinas, 2006.

AVITABILE, Pete. Modal Space — In Our Own Little Word: What is the difference between all
the mode indicator functions? What do they all do?. SEM Experimental Techniques. 2007.
Disponivel em: http://macl.caeds.eng.uml.edu/umlspace/Feb07.pdf. Acesso em: 05 nov.

20009.

AZEVEDO, Alvaro F. M.. Método dos Elementos Finitos. 1. ed. Porto: Faculdade de Engenharia
da Universidade do Porto, 2003. Disponivel em: < http://civil.fe.up.pt/pub/apoio/
ano5/aae/Livro_MEF_AA .htm >. Acesso em: 11 nov. 2009.

BEER, Ferdinand P.; JOHNSTON, E. Russell Jr; DEWOLF, John T.. Resisténcia dos Materiais.
4. ed. Sao Paulo: McGraw-Hill, 2006.

BENDAT, Julius S; PIERSOL, Allan. Randon data: analysis and measurement procedures. 3. ed.
New York: Wiley, 2000.

169



BERNASCONI, O.; EWINS, D. J.. Application of Strain Modal Testing to Real Structures. In:
International Modal Analysis Conference, Las Vegas. Proceedings... Bethel: Society for

Experimental Mechanics, 1989. v.2, p. 1453-1464.

BHATTI, M. Asghar. Advanced Topics in Finite Element Analysis of Structures: with
Mathematica and Matlab Computations. Hoboken: John Wiley & Sons, 2006.

BURDEN, Richard L.; FAIRES, Douglas. Andlise Numérica. Sao Paulo: Pioneira Thomson
Learning, 2003. p. 148-155.

CHEN, Wai-fah; SALEEB, Atef F.. Constitutive Equations for Engineering Material: Elasticity
and Modeling. 2. ed. New York: John Wiley & Sons, 1994. 1 v.

CRAIG JUNIOR, Roy R.. Structural Dynamics: An Introduction to Computer Methods. Toronto:
John Wiley & Sons, 1981.

DALENBRING, M. Damping function estimation based on measured vibration frequency
responses and finite element displacement modes. Mechanical Systems and Signal

Processing, v. 13, (4). p. 547-569. 1999.

DALLY, James W.; RILEY, William F.. Experimental Stress Analysis. 2. ed. New York:
Mcgraw-Hill, 1978.

DALLY, James W.; RILEY, William F.; MCCONNELL, Kenneth G.. Instrumentation for
Engineering Measurements. 2. ed. New York: John Wiley & Sons, 1993.

DOVSTAM, K.. Augmented Hooke’s Law in frequency domain. A three dimensional, material
damping formulation. Journal Solids Structures, v. 32, (19). p. 2835-2852. 1995.

DOVSTAM, K.. Receptance model based on isotropic damping functions and elastic
displacement modes. Journal Solids Structures, v. 34, (21). p. 2733-2754. 1997.

DOVSTAM, K.. Real modes of vibration and hybrid modal analysis. Computational Mechanics.
v. 21, p. 493-511. 1998.

170



EWINS, D. J.. Modal Testing: Theory and Practice. London: Research Studies Press, 1984.

FIGUEIREDO e ALMEIDA, Luiz Diamantino. Andlise de tensoes e deformacdes em um corpo
de prova “Compact Tension” experimentalmente por extensometria e teoricamente por
MFEL. Campinas: Faculdade de Engenharia Mecanica, Universidade Estadual de
Campinas, 2002. cap 2, p. 4-30.

HARRIS, Cyril M.; CREDE, Charles E.. Shock and vibration handbook. 2. ed. New York:
Mcgraw-Hill, 1976.

HARTOG, J. P. Den. Vibragées nos sistemas mecdnicos. Sao Paulo: Edgard Bliicher, 1972.

HETENYI, M.. Handbook of Experimental Stress Analysis. New York: John Wiley & Sons,
1966.

I[IZUKA, Eduardo Kenji. Andlise de tensées em Peneiras Vibratorias através de Modelagem
Numérica Utilizando o Método dos Elementos Finitos e Experimentalmente por
Extensometria. Campinas: Faculdade de Engenharia Mecanica, Universidade Estadual de

Campinas, 2006. cap 4, p. 79-104.
INMAN, Daniel J.. Engineering Vibration. 2. ed. Upper Saddle River: Prentice Hall, 2001.

KARCZUB, D. G.; NORTON, M. P.. Finite differencing methods for the measurement of
dynamic bending strain. Journal of Sound and Vibration, v. 226, (4). p. 675-700. 1999.

KOSS, L. L.; KARCZUB, D.. Euler beam bending wave solution predictions of dynamic strain
using frequency response functions. Journal of Sound and Vibration, v. 184, (2). p. 229-

244.1995.

KYOWA. Operation Manual: Portable Dynamic Strain Amplifiers DPM-6H/-8H. Tokyo: Kyowa

Electronic Instruments co., LTD. 1987.

171



LEE, Byung-Chan; KIM, Kwang-Joon. Shear and normal strain effects of core layers in vibration
of square sandwich plates under clamped boundary conditions. Journal of Sound and

Vibration, v. 228, (4). p. 845-856. 1999.

LEE, Gun-Myung. Prediction of strain responses from the measurements of displacement

responses. Mechanical Systems and Signal Processing, v. 21. p. 1143-1152. 2007.

MAIA, Nuno M. M.; SILVA, Jilio M. M.. Theoretical and Experimental Modal Analysis. New
York: Research Studies Press, 1997.

MATHEWS, John H.; FINK, Kurtis D.. Numerical Methods using Matlab. 3. ed. Upper Saddle
River: Prentice Hall, 1999. cap 6, p. 311-328.

MOAVENI, Saeed. Finite Element Analysis: Theory and Apllication with Ansys. Upper Saddle
River: Prentice Hall, 1999.

OKUBO, N.; YAMAUCHI, K.. Prediction of dynamics strain distribution under operating
condition by use of modal analysis. In: International Modal Analysis Conference,

Nashville. Proceedings... Bethel: Society for Experimental Mechanics, 1995. v.2, p. 91-95.

PAVANELLO, Renato. Introducdo ao método dos elementos finitos. Campinas: Universidade
Estadual de Campinas, 1997.

PROAKIS, John G.; MANOLAKIS, Dimitris G.. Digital Signal Processing: Principles,
Algorithms, and Applications. 3. ed. Upper Saddle River: Prentice Hall, 1996.

RAO, Singiresu. Vibragoes Mecdnicas. 4. ed. Sdo Paulo: Pearson Prentice Hall, 2008.

RILEY, William F.;STURGES, Leroy D.; Morris, Don H.. Mecanica dos Materiais. 5. ed. Rio de
Janeiro: LTC, 2003.

SCHWARZ, Brian J.; RICHARDSON, Mark H.. Introduction to operating deflection shapes. In:
CSI Reliability Week, 1999. Orlando. Anais... Jamestown: Vibrant technology, 1999.

172



Disponivel em: < http://www.vibetech.com/assets/papers/paper29.pdf >. Acesso em: 05
nov. 2009.

SEHLSTEDT, Niklas. Hybrid strain analysis based on numerical differentiation . Goteborg:
Departament of Solid Mechanics, Chalmers University of Technology, 1999. Dissertacdo
(Mestrado).

SEHLSTEDT, Niklas. Calculating the dynamic strain tensor field using modal analysis and
numerical differentiation. Journal of Sound and Vibration, v. 244, (3). p. 407-430. 2001.

SHIGLEY, Joseph E.; MISCHKE, Charles R.; BUDYNAS, Richard G.. Projeto de Engenharia
Mecanica. 7. ed. Porto Alegre: Bookman, 2005.

SPIEGEL, Murray R.. Andlise de Fourier. Sao Paulo: Mcgraw Hill Ltda, 1974.

TIMOSHENKO, S. P.; GOODIER, J. N.. Teoria da Elasticidade. 3. ed. Rio de Janeiro: Mcgraw-
hill, 1980.

ZIENKIEWICS, O.C.. The Finite Element Method in Engineering Science. London: Mcgraw
Hill, 1971.

WICKRAMARACHI, P.. Effects of Windowing on the Spectral Content of a Signal. Sound &
Vibration =~ Magazine. Bay Village. p. 10-11. 2003. Disponivel em: <
http://www.sandv.com/downloads/0301wick.pdf >. Acesso em: 18 nov. 2009.

173



Anexo I - Esquema de Instalacao da Bridge Box (KYOWA, 1987)

s Wiring to the bridge box

Measuring method

Bridge circuit

Wiring to bridge box

1-gage
(2-wire)

1-gage
(3-wire)

2-gage

2-gage
3-wire,
active-active

4-gage
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Apéndice A — Analise de Vibracao em SDOF

Um sistema de um grau de liberdade, como representado na Figura A.1, que apresenta
massa m, constante de rigidez k e amortecimento viscoso ¢, € representado matematicamente pela
equacdo diferencial de movimento (EDM) conforme a Equacao (A.1).

mi(t) + cx(t) + kx(t) = f(¢) (A.1)

Figura A.1 - Sistema mecanico idealizado com um grau de liberdade

onde f(t) e x(t) sao a for¢a e o deslocamento dependentes do tempo, respectivamente. Para um

problema de vibragdo livre, ou seja, o sistema homogéneo associado com f(¢) =0, a Equagdo

(A.1) torna-se:

mx(t) + cx(t) + kx(t) = 0 (A.2)

Para Equacao (A.2) é conveniente propor uma solugdo do tipo:
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(1) = Xe® (A.3)

sendo X e s escalares complexos. Substituindo a solucdo da equacdo diferencial na Equacdo
(A.2), propondo a solucdo nao trivial, ou seja, X #0 e vdlida para todo instante de tempo

e’ #0Vs,t, 0 polinomio caracteristico resultante €:

A4
ms*+cs+k=0 (A4)

Resolvendo o polindmio caracteristico, obt€ém-se duas raizes:

(AS)

Analisando o radicando das duas raizes do polindmio caracteristico, tem-se:

2 . . ;4
Se (c/ 2m) >k/m, as forcas de amortecimento prevalecem no sistema, € o0 mesmo € dito

sistema super-amortecido.

2 o, .. . 2
Se (c/ 2m) <k/m, as forgas de inércia e rigidez prevalecem no sistema, ¢ 0 mesmo é sub-

amortecido.

Se (c/2m)2 =k/m, o sistema € dito criticamente amortecido.

A partir das raizes do polindmio pode-se extrair o coeficiente critico de amortecimento, c.,

parametro que define o limite entre um sistema sub-amortecido e super-amortecido, dado por:

c, =2~km = Zm\/z =2mw, (A-6)
m

onde @, =+ k/m ¢& a freqiiéncia natural ndo amortecida, e se refere a freqiiéncia em que o

sistema conservativo, sem amortecimento, tende a oscilar sem estar submetido a for¢as externas e

sujeito as condig¢des iniciais.
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A razdo de amortecimento ¢ € definida por:
c
;=< (A.7)

Quando o sistema é sub-amortecido, ou seja, 0< ¢ <1, for submetido a condigdes iniciais,

de deslocamento e velocidade, e ndo estd submetido a forcas externas, o mesmo tende a oscilar na
freqliéncia natural amortecida, w,, sendo esta sempre menor que freqii€ncia natural e definida

por:

(A.8)

A resposta temporal dos sistemas submetido a vibracdo livre depende da razdo de

amortecimento e das condic¢des iniciais impostas ao sistema.

Considerando que o sistema representado na Figura A.1 é excitado harmonicamente, ou

seja, f(t)=F,cos(ax), sendo w a freqiiéncia angular da forca excitadora, e as condigdes iniciais

forem nulas, por exemplo, a resposta temporal permanente do sistema pode ser dada como:

x, (1) =

i m{@—mﬁpﬁﬂgﬂ (A9)
V0 - &) +(2¢w,0F @ -

Pode-se perceber na equacio (A.9) que a resposta estard em fase, ou seja, mesmo sentido,

com a forga excitadora para w< ®,. Quando a freqiiéncia da forca excitadora for igual a
freqiiéncia natural do sistema, ou seja, ® = @, , tem-se a ressondncia, ¢ a amplitude da resposta

do sistema € somente ponderada pelo amortecimento. Quando @ > @,, a resposta estard em

oposi¢cdo de fase com a forca excitadora. O fator de amortecimento € responsdvel por defasar a

resposta em relagdo a forga excitadora.
Fungao Resposta ao Impulso

Segundo Maia e Silva (1997) uma forma simples de representar uma funcio ndo periédica

no dominio do tempo ¢ através da fungdo impulso 6-Dirac, como a Equagio (A.10):
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A.10
f(y=6(t-g) (A.10)

Esta funcdo é zero para todos os valores de tempo, exceto para quando ¢ =¢, onde ao
considerar o limite Ar — 0, tem-se a seguinte Equacao:

(A.11)

] c+Ag
lim { f(de=1

Considerando um elemento de drea unitdria, conforme a Figura A.2, definida pela largura

de Ate altura 1/At= f, a for¢a f tende ao infinito quando Ar tende a zero, para que a drea

considerada seja igual a unidade.

‘ £ Area=fAt=1

At—0

S

Figura A.2 - Ilustracio da func¢io Delta-Dirac

Caso o sistema de um grau de liberdade, representado na Figura A.1, estiver em repouso e

nele for aplicada uma excitagao impulsiva, obtém-se da definicao de quantidade de movimento, a
seguinte relagao:
(A.12)

lim fAr=1=mx|__

Conclui-se que, para a condi¢do inicial de deslocamento igual a zero e a velocidade igual a

1/m, a resposta temporal do sistema considerado na Figura A.1 serd dada por:
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x()=h(t—¢)= e—é”w,,(t—g) Lsin[a)d (t _ g)] parat>¢ (A.13)
mao

d

onde h(t—¢)é chamada de funcdo resposta ao impulso unitdrio (FRI). Se a resposta de um

sistema linear é uma funcao /(¢), pode-se obter a resposta a uma entrada f(f) qualquer pela funcao

impulso. A entrada f{(t) pode ser representada pela soma das fun¢des impulso, ou superposi¢ao.

A resposta de um sistema linear, pelo principio da superposicdo e para Ag — 0, pode ser
representado pela integral de Duhmael, dada por:
’ A.14
x6)= | flghlt—¢)ds parat>g (19
0
Considerando que o sistema € causal, ou seja, h(¢) =0 para ¢ <0, os limites da integral da
Equacdo (A.14) podem ser expandidos para —oo a + o , assim tem-se:

x(0 = [ fleWlt-¢)ds (A.15)

A Equacgdo (A.15) expressa a convolugao de f(t) com h(f) e pode ser escrita da seguinte

forma:

x(0) = h(t) % £ (1) .
Onde :*denota o produto de convolu¢@o. Segundo Arruda e Huallpa (2006) a resposta de
um sistema linear a uma excitagdo qualquer é a convolu¢do do sinal de entrada com a func¢do

resposta ao impulso unitério.

A convolugdo entre duas fungdes no dominio do tempo é o produto dessas funcdes no
dominio da freqiiéncia. Pelas transformadas de Fourier do sinal de entrada f(r) e a da funcao

impulso unitario A(f), a resposta no dominio da freqiiéncia € dado por:

X (@)= H(w)F(w) (A.17)
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Desta forma, a transformada de Fourier da fun¢do impulso unitdrio A(¢) € a funcdo resposta

em freqiiéncia H(w) e a transformada inversa de Fourier de H(w) resulta na h(z).
Fungdo Resposta em Fregqiiéncia

A Funcao Resposta em Freqiiéncia H(w) € a transformada de Fourier da resposta ao Delta-

Dirac. A Equacao (A.18) demonstra a transformada de Fourier da funcdo impulso.

H(w) = Th(t)e_iz"”dt (A.18)

A Figura A.3 ilustra a relagcdo entrada e saida de sistemas lineares, considerando as fungdes

impulso e de resposta em freqiiéncia.

Tempo Freqiiéncia

@l—- -"?(I} )‘—(Q- @L H(m) i(ﬁ)_)

x(f) = Tf(r)h(z’ ~r)dr

x(1) = h(t)* f(1)
X(w)=H(w)F(m)

Figura A.3 — Representacio da relacao entrada e saida em sistemas lineares

As FRF; sdo complexas e apresentam valores de amplitude e de fase entre a forca
excitadora e a resposta do sistema. Para o sistema linear de um grau de liberdade da Figura A.1 a

FRF pode ser calculada pela Equagdo abaixo:

1/k
H(@®)=——— (A.19)
0 -0 +i2{oo,

E em termos de amplitude e fase:
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1/k

|H ()] = . (A.20)
Yo -} +(cwo,
ZH(0) = tan_l(#ww”zj (A21)
)

Segundo Maia e Silva (1997) a fungao resposta em freqii€ncia é a representacio da funcao
de transferéncia H(s) do sistema somente ao longo do eixo da freqiiéncia. Sendo X(s) a
transformada de Laplace da resposta de deslocamento e F(s) a transformada de Laplace da
entrada de um sistema linear da Figura A.l, sujeito a condi¢des iniciais nulas, a funcdo de

transferéncia é dada por:

X(s 1

H(s)=2®) o (A.22)
F(s) ms +cs+k

O denominador da Equagdo (A.22) € o polindmio caracteristico visto anteriormente e suas

raizes s; e s, pode ser escrita em uma parte real e outra imagindria conforme Equacgao abaixo:

S, =X i, (A.23)

onde:

r=—lo (A.24)

Segundo Ewins (1984), a representacdo das FRF; pode ser feita de diversas formas, a
representacao da parte real ou imagindria da funcdo versus a freqiiéncia, a representagdo da parte
real versus imagindria da FRF pelo grdfico de Nyquist, ou através do diagrama de Bode com
grificos de amplitude e fase versus a freqiiéncia separadamente. A amplitude no eixo vertical
deste diagrama ¢é geralmente mostrada em escala logaritmica utilizando a escala dB definida

como.:

H(dB) = 20 loglo(iJ (A.25)
Href
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onde H,.,; muitas vezes € tomado como a unidade.

As descricdes consideradas anteriormente para a fung@o respostas em freqiiéncia estao
associadas a relagdo entrada e saida de forca e de deslocamento respectivamente. Entretanto, em
algumas situacdes reais, as FRF sdo observadas a partir de medi¢des de respostas de aceleracdo

ou velocidade.

Segundo Ewins (1984) a funcdo de resposta em freqiiéncia de deslocamento, ou seja, a
relacdo entre o deslocamento harmodnico e a for¢ca harmonica excitadora, pode ser chamada de
receptdncia, compliace dindmica, flexibilidade dindmica ou admitdncia, neste texto usar-se-a a
primeira denominacdo. A fun¢do de resposta em freqiiéncia da velocidade, ou seja, a relagao
entre a velocidade e a forga excitadora, ¢ denominada mobilidade e a fungcdao de resposta em
freqiiéncia da aceleracdo, ou seja, a relac@o entre a aceleracdo e a forca excitadora, € denominada

acelerancia. A Tabela A.1 mostra as relagdes entre a receptancia, mobilidade e acelerancia.

Tabela A.1 — Relacao entre Receptincia, Mobilidade e Acelerincia

X
Hw) = a(w)=29_ deslocamento _ g eptancia
F(w) forca
X (@ locidad
H@)= Y(w="25@_ velocidade — \ idade
F(w) forca
— X aceleracdo
H(w)= A(a)):w—(w): qeereraao Acelerancia
F(w) forga

Apéndice B — Método de Diferencas Finitas Centrais

Assumindo que f(x) € C3[a,b], ou seja, conhecida em trés pontos do dominio, e que

x—h,x,x+he[a,b], entdo:

_ S+ = fx—h) (B.1)

') v

+ Etrun (f’ h)

onde:
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E,.(f.h)= w =0(h?) (B.2)

O termo E

trun

(f,h) é chamado erro de truncamento.

A avaliacdo do erro é dada pela na série de Taylor de ordem 2 das funcdes f(x+h)e

f(x—h), como:

Fth)=fO0+ f b+ (2);’;)}‘2 i (3)(;!1)}13 (B.3)
e:

Fx=h)=f(x)— f (Oh+ fm;’!c)hz N f“)(;!z)m (B.4)

Subtraindo a Equacgdo (B.4) da Equagdo (B.5) tem-se:

((f () + [P (e, DR (B.5)

fGx+h)—f(x—h)=2f"(x)h+ 3l

Sendo f ™ (x)continua, o teorema do valor médio pode ser usado para definir um niimero

¢ no intervalo [a,b] tal que:

fOe)+ [Py _ FO0) (B.6)
2
Substituindo a Equacdo (B.6) na Equacao (B.5) e rearranjando os termos, tem-se:
_ S+ = flx=h)  fP)h? (B.7)

f(x)

2h 6

O primeiro termo do lado direito da Equacdo (B.7) refere-se a formula da diferenca central,

e o segundo termo € o erro de truncamento, (MATHEWS; FINK, 1999).

Assumindo agora que f{x) é uma funcdo continua e € C3[a,b] conhecida em 5 pontos

sendo: x—2h, x—h, x,x+ h, x+2he [a,b], entdo:
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F(x) = _f(x+2h)+8f(x+h)_8f(x_h)+f(x_2h)+Emm(f,h) (B.8)
12h
sendo:
E,.(f.h) =% =0(h*) (B.9)

Apéndice C — Método de Diferencas Finitas Backward e Forward

Segundo Burden e Faires (2003) uma funcdo definida e que seja continua em [a,b], pode
ser aproximada por um polindmio P(x) de acordo com o teorema da aproximagdo de Weierstrass.
Assim sendo, os métodos de diferencas finitas backward e forward sdo baseados na interpolacdao

lagrangeana.

Se existe n ndmero de pontos distintos e f{x) € uma fun¢do cujos valores sdo dados nesses
pontos, entdo existe um unico polindmio P(x) de grau pelo menos n—1 no qual, (BURDEN;

FAIRES, 2003):

f(x,)=P(x,) paracadak=0,,...,n—1 (C.D
O polinémio P(x) é dado por:
P(x)=) f(x)L,,(x) (C2)
k=0
onde, para cada k =0,1,...n—1, tem-se:
L, (x)= (x=x)(x=x) - (x—x X=X, ) (¥ = Xx,)
n, (x, = x)(x, = x) - (x, =x,_ )X, —x,,,) - (x, —x,) 3
_ n—1 (x_ xi)
20 (g —x;)

184



Se xo € (a,b), f(x) e C?a,b] € x,=x,+h para qualquer h#0 embora que

suficientemente pequeno, o polindmio de Lagrange Py (x) de 1° grau para a funcdo f(x)

determinado por x( € x; com o termo de erro ¢ dado por:

£ =Ry + SR g €
Com o termo de erro &(x) em [a,b] e diferenciando a Equacdo (C.4) tem-se:
_ SO+ )= f(x) (C.5)

1)

h

A equacdo acima € conhecida com formula da diferenca superior para h > 0 e férmula da

diferenca inferior se & < 0, (BURDEN; FAIRES, 2003).

Para obter formulas gerais de aproximacdo de derivadas, supde-se que {x,,x,,..., X, }

sejam n diferentes pontos em [a,b] e que f(x) € C"[a,b], entdo:

(x—x5)-(x—x,
n!

1) fon (&) (C6)

F =3 Fe)L )+

Diferenciando a equagdo acima e considerando que x seja um dos niimeros x;, a férmula de

n pontos para aproximar f'(x j) ¢ dada por, (BURDEN; FAIRES, 2003):

=3 reon, @+l CED i e
k=0 n: l]:t(j)

Geralmente sdo utilizados trés ou cinco pontos para a avaliacdo da derivada de uma func¢ao
através deste método. E possivel se encontrar trés férmulas a partir da Equagdo (C.7), para cada
derivada do polinbmio de Lagrange, sejam para trés, cinco ou mais pontos, substituida nesta

equacgao e mudando algumas varidveis. As Equagdes obtidas para trés pontos sao:

-3/ G +4f G+ )= fxg +21)] | b2 (C8)

f'(x) = 7 ?f“)(co)
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[_ f(xo B h)+ f(xo + h)] +h_2f(3)(cl) (C9)
2h 6

f'(x) =

(C.10)

[f (=20 = 4f (o, =) +3f ()], 12

J1x0)= o 3

f(3) (CO)

A Equacgdo (C.8) refere-se a formula de diferenca Forward, a Equacdo (C.10) refere-se a
férmula de diferenca Backward, e a Equagdo (C.9) € igual a Equacgao (B.7) e refere-se a férmula

de diferengas centrais.

Seja O(h?) o erro da Equagdo (C.9), ele serd aproximadamente a metade daquele obtido nas
diferencas forward e backward. Isso ocorre porque a diferenca finita central utiliza dados em
ambos os lados do ponto escolhido para andlise da derivada da func¢do, (BURDEN; FAIRES,
2003).

As diferencas finitas bacward e forward sdo uteis quando se trabalha préximo aos pontos
extremos do intervalo analisado e podem ser utilizadas para quando os pontos ndo forem
igualmente espagados, desde que a diferenca da distancia & entre os pontos seja considerada no

equacionamento realizado acima.

Segundo Sehlstedt (1999), sendo 4 e h; as distiancias entre 0s pontos xp € xj € entre x; € xp,

respectivamente, e a funcdo f(x) o deslocamento dos pontos x,,x,€ x,com correspondentes

valores u,,u,e u,, a primeira derivada pode ser aproximada por:

2h +h, +ul(xl)h1+h2 —u,(x,) h, (C.11)

hy(h, +h,) hih, hy(hy +hy)

u'(xy) =—uy(x,)

Apéndice D — MEF e Elementos Isoparamétricos

D.1 Elemento Isoparamétrico Triangular

Para a relacdo deslocamento — deformacgdo bidimensional pode ser utilizada uma malha
com elementos triangulares conforme mostra a Figura D.1. Os deslocamentos de cada n6 sdo na

direcdo x e y conforme indica a Figura.
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Y
y3
3
X3
1
1 2
X2
2
- X

Figura D.1 — Malha com elemento triangular

A andlise ¢ feita isolando-se um elemento (tridingulo) da malha, sendo que um elemento
serd constituido de 3 (trés) nés com 2 (dois) graus de liberdade de translacdo em cada né (u e v),
totalizando 6 (seis) graus de liberdade em cada elemento. A numeracdo de cada né é definida

como 1,2 e 3 e deve se seguir a mesma orientacdo de numeragdo para todos os elementos.

Para elemento triangular, é necessdrio definir o sistema de coordenadas locais, com mostra

Y 3 U
|
0.1)
| v =
> u
X E.,

(0,0) (1,0)

a Figura D.2.

Figura D.2 — Transformacao de coordenadas para o elemento triangular

Através das coordenadas dos trés pontos de um tridngulo pode-se encontrar as fungdes de

forma para o elemento triangular. Considerando as coordenadas indicadas na Figura D.2 e
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utilizando o tridngulo Pascal da Figura D.3 € possivel a determinagdo das fun¢des de forma do

elemento.
1
z Y
& Ty y?
3 5 oo 1 3
x Ty Ty y
o 23y r2y? T '
.5 vty 2392 22y vy Y
2343
Figura D.3 — Triangulo de Pascal
a,
D.1
p&.m={ ¢ nja @1
a;

Conhecendo o valor da coordenada em cada ponto e substituindo na Equagdo (D.1) €

determinada a seguinte Equagao:

O, 1 0 0|l
2,'t=1 1 0la, (D.2)
o, 1 0 1||log

Pela inversa da matriz da Equagdo (D.2) sdo encontrados os valores de aj, o e a3.

Substituindo estes valores na Equacdo (D.1), tem-se:

I 0 O|le &
oEm={l & nf-1 1 ol{@.t=IN(En) N(ER N(EDHo, (D-3)
-1 0 1|\ o
onde:
Nl(f,ﬂ)zl—f_ﬂ
Ny (Em =€ (D4
N;(&.m) =7
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As fungdes N,(&,17), N,(E,n) e N4(&,nm) sdo as funcdes de forma do elemento finito e

permitem encontrar os deslocamentos internos do elemento a partir dos deslocamentos de cada

no.

A relacdo de deslocamento-deformacao, como vista no item 2.2.7, determina que a mesma
¢ dada pela diferenciacdo espacial do deslocamento. Sendo o vetor de deslocamento nodal {u}

referente ao deslocamento u € v dos nés 1,2 e 3 de cada elemento, como:

D.5
{u}z [ul ViilUp Vo Uz Vs ]T (D)
O vetor de deformacao {¢.} de cada elemento é dado por:
D.6
{e.}=[Blu} (B-o
sendo:
D.7
ed=le. & 7J b7
e a matriz [B] que contém as derivadas das fun¢des de forma é dada por:
N, N, N, |
-— 0 — 0 — 0
ox ) ox 5 ox 5
[B]=]| O ﬂ 0 _N 2 0 & (D.8)
dy dy dy
ON, ON, ON, ON, ON, ON,
| dy ox dy ox dy Ox |

Segundo Pavanello (1997) e Bhatti (2006) a transformac¢do de coordenadas para o elemento
1soparamétrico € feita a partir das coordenadas de drea do elemento triangular, pois nem sempre
¢ trivial a inversdo da matriz na transformacdo de coordenadas. A Figura D.4 mostra um
elemento triangular com coordenadas definidas pela diferenca entre as coordenadas nodais do

elemento .
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a2—X1-X3 a1—X3-X2

Onde

a; =XxX;— X

by =y, —y;

h=X"2X (D.9)
b, =y;—y

a; =Xy, — Xy

by =y —x,

sendo xj, X2, X3 € y1, V2, V3, as coordenadas nodais dos nds 1,2 e 3 nos eixos x e y respectivamente.

Pela transformacgao de coordenada a matriz [B] pode ser reescrita como:

bb 0 b, 0 b O

1 D.10
[B] = ﬁ 0 a, 0 a, 0 as ( )
a b a, b, a; b

onde A € a drea do tridngulo definida por:

A = G3br —asby (D.11)
2
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D.2 Elemento Isoparamétrico Quadrilateral 4 nés

Outro tipo de elemento sugerido para a relagdo deslocamento — deformagdo utilizando o
MEF € o elemento quadrilateral 4 nés. Este elemento contém 4 nds nas extremidades do
quadrilatero. Cada n6é contém 2 graus de liberdade de translagcdo (u, v) totalizando 8 graus de

liberdade no elemento.

Para implementacdo computacional do elemento finito quadrilateral com quatro nds é
vantajoso a substituicdo de varidveis x e y, (X), para & e 77, (). A Figura D.5 ilustra a

substitui¢do de varidvel para um elemento quadrilateral.

V3 'rl
y y L (-1, (1,1
Y w
4 <>
) (:
U2
2
Ui
! |
X

(-L-1) (1-1

Figura D.5 — Substituicio de Variavel no elemento quadrilateral

Os valores das coordenadas nodais £ e 77 para os quatro nés do elemento quadrilateral séo

as seguintes:

& -1 -1
S_|& m|_|+1 1 (D.12)

&, +1 +1
& om| -1 +1

sendo E a matriz de coordenadas nodais para o elemento quadrilateral de quatro nds.

A transformacdo das coordenadas do sistema de coordenadas nodais para o sistema de

coordenada X é efetuada com uma interpolacdo semelhante a utilizada no elemento triangular.
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Através do triangulo de Pascal (Figura D.3) e analogamente ao equacionamento realizado para o
elemento triangular, encontram-se as 4 fun¢des de forma para o elemento quadrilateral com 4

noés. As funcdes de forma para o elemento em andlise estdo demonstradas na Tabela D.1.

Tabela D.1 — Funcdes de forma para o elemento quadrilateral 4 nés

Sendo o vetor de deslocamento nodal {u} referente ao deslocamento u ¢ v dos nés 1,2 ,3 ¢

4 de cada elemento quadrilateral dado como:

D.13
{u}:[ul Vi Uy Vo Uz V3 Uy V4]T ( )

Pela Equagcdo (D.6) o vetor de deformacdo do elemento quadrilateral {¢.,} pode ser

encontrado, entretanto a matriz [B] dever ser condicionada da seguinte forma:

N, N, N, N,
0 0 0 0
ox 5 ox 5 ox 5 ox 5
N N N N (D.14)
B]=| O ! 0 2 0 20 4
B! dy dy dy dy
| dy ox dy ox dy ox dy  Ox |

Para a determinacdo das derivadas dN/d x € dN/d y usa-se a regra da cadeia, definida por:

N _N i1 (D.15)
X JE
onde a matriz Jacobiana [j] ¢ definida por:
Xy Xy X (D.16)

m:ﬁ

N

0

yj[s]
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Apéndice E - Algoritmo para implementacio computacional do MDF

‘ale=

EVE
v é r
nl==3
& F -
nes=3

@

G
|

%
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)

Legenda do algoritmo
(2) Inicio . L .
(&) DVIDY ()=l (Vi lj)-Vylii)
(t) Leia dedocamento (L e 15) DUxDY(ij)=1/ty* (Ux (i1 §)-Us i)
{c) Dados da malha (hx, hy, nl, nc) . L L
O DVyDY{E)=112* )" (Vy(i+14)-Vyli-14))
{d) Condicione os dados de deslc. em uma matniz DUxDY (14)=1/2%) %(Ux (1+13)-Ux (i-1,4))
(@ DUz DX{ )= Vhx*(Ux(i g +1)-Ux(ig)) (m) DVIDY (i) Uhy (Vi)Y vi-14)
DVyDE L (Vi f)-Viij-1) DUz DY (i,f)=1hy* (U (ij)-Us (i-14)
DUSDX el (2 (Ui 411 Ui i 1 - DVYDY (i§)=(-3*Vy(ijr4 *Vy(it] j)-Vyli+2.j)) 2 hy)
R R R DUSDY ) =3Un(ii) a1 - UsG+29) Q*1)
4 DVIDYGI=U(2 ) VG2 8 Va1 ) S VaG-LirVy-29)
(e DURDXG)Lh(UsG)-Us(ij-1) ) DUXDY(G=L(12¥) (UnG-24 8 U(i+L - 8*Ux(i- L Un(i-24)
& DVYDX(E LAV VyiEd-1)
) D"'}D\'_[%j_}=[3 ’"\'}’[%J_}—‘-""}"(%-l J_}*"}‘(%-lq}) 2%y}
() DUsDXG]=(3*Usqp47Un+1)-Un§2) Q) DUsDY {4)=(3*Usdj)-+*Us(i-1iy Ux(-24)) 2 h)
DVyDEG (-3 * Vi 4Vl +1)-V i+ 2)) 24 he) @ EPXY=0.5*DUsDY+DVyDX
DUDX( =1/ 121 " (i 7+2)+ 8% U (i +1)- 8 U (141 )+ U (i4-2)) GAMARY=2"EPXY
® DVYDX( ) 1(1258) 4V 352V~ DV i)V y62) o EFEDUE
n  EPY-DVDY
¢ DUSDXGGUs(ii) 4 Un(ig-)+Us(.j-2) (1) GAMAXY
DVyDXE(i§ =03 V(i -4*V(ig-1)+V i -2) (2 %) (s) Fim
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Apéndice F — Algoritmo do MEF elemento triangular

Inicio

leia irci
leia coord
deszl. fu}

calcule {rrme, o)

e<=nel

[B]

{e}=[B]{u}

Conte em quantos el ementos
cada nd incide = ce

{ee}={ge}./{ce}

{en] {ee}
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Apéndice G - Algoritmo do MEF elemento quadrilateral

¢ Inicio )

1&1& inci
leia cnum’
desl.

I

calcule (re, 1eg)

e<=nel

¥ Conte em quantos elem entos

{EE}:[B]{H} cada né incide = ce

{eej={ge}./{ce}

{En} {EE}
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Apéndice H — Modos de vibracio da viga

1° Modo 14,69 Hz 2° Modo 92,04 Hz

3° Modo 120,72 Hz 4° Modo 257,72 Hz

5° Modo 452,55 Hz 6° Modo 505,08 Hz

7° Modo 744,44 Hz 8° Modo 835,11 Hz

Modo 1247,9 Hz 10° Modo 1360,3 Hz
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